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INTRODUCCION -

Habiendo estudiado la carrera de matematico, he elegido la opcién de
dedicarme a la docencia. El campo de la ensefianza es fértil en
oportunidades para aplicar los conocimientos adquiridos durante los
ajios de formacidén en la Facultad de Ciencias y para llevar a cabo
actividades que requieren creatividad. Por otra parte, el enfrentarse
a los maltiples problemas que implica la labor docente enriquece al
educador porque demanda investigacién sobre los contenidos de los
temas motivo de su ensefianza, y sSobre la forma de presentarlos al
estudiante para lograr su aprendizaje; le enriquece también como ser
humano la interaccidén con los estudiantes, a quienes tiene 1la
responsabilidad de formar no s6lo en el aspecto cognitive sino

también en el afectivo, esto es, en el terreno de los valores.

La dinstitucién en la gue desempefio mi trabajo es el Colegio de
Bachilleres. Alli he detectado entre otros el siguiente problema:

Se carece de textos y otros materiales impresos adecuados a los
cursos que en él se imparten, tanto en los contenidos, como en la
forma de presentacién e interaccidén con el alumno.

El modelo pedagégico de la Instituciodn exige que los maestros
presenten los contenidos de los programas de maneras distintas a las
tradicionales, pero los profesores argumentan que, dadas sus
condiciones laborales, no tienen tiempo para elaborar materiales,
investigar o formular problemas o contextos para impartir los

conocimientos.



Mi propuesta es una modesta colaboracién a la solucién de este
problema: he elaborado un fasciculo como material de apoyo para el
tema La funcién cﬁadrética, el cual se ubica en el programa del curso
de Matematicas II del Plan de estudios del Colegio de Bachilleres.

Esta propuesta ha tenido su origen en materiales que he empleado en
mis cursos y en la observacién de las reacciones de los estudiantes
ante ellos. Lo anterior me da base para esperar que realmente

constituya un apoyo para el aprendizaje del tema.

Como ya he mencionado, mi lugar de trabajo Ves el Colegio de
Bachilleres por lo cual inicio este ﬁrabajo con ' una descripcidén del
modelo educativo de esta Institucidn, anoto los lineamientos para el
adrea de conocimiento de Matemdticas y proporciono la ubicacidn del
tema al que se aboca mi propuesta en el programa de Matematicas II.
Continfio con la presentacién del material que he elaborado, las
sugerencias sobre la forma de emplearlo, comentarios sobre la

validacién de la propuesta y las conclusiones.



1. E1 MODELO EDUCATIVO DEL COLEGIO

A continuacién se resumen  las qéfaq Sti as,dél_médelo educativo
del Colegio. : :
El modelo educativo del Colegio(de Baéhiileréﬁresté constituido por
el conjunto de valores, normas, concepciones teéricas y metodoldégicas
que en lo cientifico, social y pedagédgicoc dan identidad y orientan la
practica educativa de 1la Institucién y determinan tanto su
interaccién con la sociedad comorsu estructura organizativa y sus
formas de operacién.

Los elementos que definen al modelo educativo se encuentra plasmados
en los objetivos generales del Colegio, en la estructura académica,
el plan y los programas de estudio, en el perfil del egresado que de
ellos se desprende y en la concepcién pedagégica del Colegio de

Bachilleres.
Los objetivos generales del Colegio de Bachilleres

En el Decreto de Creacién y Estatuto General del Colegio de
Bachilleres estan contenidos los objetivos generales de la
Institucidén los cuales se enlistan a continuacién:
I. Desarrollar la capacidad intelectual del alumno, mediante la
obtencién y aplicacién de conocimientos.
II. Conceder la misma importancia a la ensefianza gque al aprendizaje.
III. Crear en el alumno una conciencia critica que le permita adoptar

una actitud responsable ante la sociedad.



Iv. Proporc1onar al alumno capac1taclon y adlestramlento en una

tecnlca o espec1a11dad determlnada

El Colegio se mantiene .en. un ,procégo dé constante revisién. La
interpretacién que aCCUalmenté'se da‘a los objetivos anotados es la
siguiente: ‘

-Por desarrollo de la capacidad intelectual del alumnoc se entiende el
desarrollo, ejercicio y aplicacién de las habilidades légicas y
metodolégicas que permitan al alumno la bisqueda de informacidén , la
apropiacién constructiva de 1los contenidos basicos de diversas
disciplinas, la integracidén de éstos y su aplicacién al analisis, la
comprensién y la bisqueda de soluciones a los problemas sociales, de
manera gque pueda acceder a niveles superiores de conocimiento y se
convierta en un factor de transformacién de su medio natural vy
social.

-Conceder la misma importancia a la ensefanza que al aprendizaje
significa que la responsabilidad de los resultados del proceso de
ensefianza-aprendizaje sea compartida por maestros y alumnos lo que
implica una relacién de cooperacién y comunicacién en donde el
profesor orienta y promueve la actividad del alumno.

-La creacién de una conciencia critica requiere que el proceso de
ensefianza -aprendizaje ocurra en un ambiente de libertad y respeto
mutuo en donde se @dé la reflexién sobre los diversos campos del
conocimiento y la comprensién de la realidad como una entidad
determinada por multitud de factores.

-La formacién gque el Colegio proporcione al estudiante debe lograr

que comprenda la importancia del trabajo, la responsabilidad que



éste implica y las condiciodes' eh qﬁe se desarrolla. También debe

dotarlo de elementos que. 'le permitan :desempefiarse..en  un _ trabajo

especifico.

La Estructura Académica del Cdlééig fde ;Bééhil1eres y el Plan de

Estudios.

Pa£§ cumplir con los objetivos_dué{§éLﬁgiéropuesto, el Colegio posee
una estructura académica conétiﬁuida’ por tres A&reas: Area de
Formacién Propedeutica, Area de ‘Capacitacién para el Trabajo y Area
Paraescolar.

De la estructura académica se dériva el Plan de Estudios, el cual
esta integrado por el Area de Formacidén Propededtica y el Area de

Capacitacién para el Trabajo.

Area Propedettica

El area propedeitica esté& organizada en cinco &reas de conocimiento:
Matematicas, Ciencias Naturales, Ciencias Histérico-sociales,
Metodologia~filosofia y Lenguaje—-comunicacidn.

A su vez, el a&area propedeutica consta de dos nucleos: el nicleo

basico u obligatorio y el nicleo complementario u optativo.

Area de Capacitacidén para el Trabajo

El Colegio ofrece al estudiante las siguientes capacitaciones, de las
cuales debe elegir una a partir del tercer semestre: Administracidn
de Recursos Humanos, Empresas Turisticas, Laboratorista Quimico,

Dibujo Industrial, Organizacién y Métodos, Dibujo Arquitectdénico y de



anst:ucciénkgBib}igtédéhdmia,vCdntébi;idad,zﬁ;gigné steguridad en

el Trabajo, Sociedades Cooperativas e Inform
Perfil del egresado del Colegio de Bachillérési'

El tipo de hombre que se quiere formar considerando los objetivos del
Colegio y los campos en los que se deseniolveré el egresado: los
estudios superiores, el ambiente 1laboral 'y la . vida cotidiana,
determina el contenido del perfil terminal dgl eéfudiante.

A continuacidén se mencionan los . aspectos.

“del ‘perfil  que tienen

relacién con el aprendizaje de las mateméﬁlca

"Para integrarse a la educacién superior el

-Contar con los contenidos tematicos qﬁéisqnﬁahtecedentes para la
formacién universitaria. k ’

~Poseer las habilidades propias del razonamiento légico.

-Manejar la metodologia cientifica y los lenguajes espafiol vy
matematico.

~-Conjugar sus habilidades loégicas y metodoldgicas tanto en la
investigacion como en la organizacién y aplicacidén de conceptos y
reglas aprendidos previamente, en la solucién de problemas y en la
construccidén de aprendizajes mas complejos.

-Contar con las capacidades de abstraccién y simbolizacidén necesarias
para la formalizacién de problemas de la realidad y para el

desarrollo del razonamiento.



-Tener una actitud de investigacidn. que 'lo.\iﬁpﬁléef‘a‘lla “basqueda

constante ce informacién 'y ala critica:de los contenidos propios del
medio con el cual interactqa.
-Poseer una actitud de compromiso y participgcién‘en la solucién de

algunas de las necesidades de la sociedad.

Para integrarse al mundo del trabajo el egresado debe:

-Contar con iniciativa y creatividad para aplicar sus conocimientos y
habilidades en la realizacién de un trabajo y en la solucién de
problemas inherentes al mismo.

~Aplicar los conocimientos, métodos, técnicas Vy procedimientos
aprendidos, tanto en el area propedettica como en la de capacitacién

para el trabajo, en el ambito laboral.

Para enriquecer su insercién en la vida cotidiana el egresado debe:
~Analizar, valorar, discriminar y reelaborar la diversidad de
mensajes informativos gque le presenta su medio, de manera que pueda
asumir una postura propia en el intercambio de informacién.

-Aplicar los conocimientos adquiridos en la comprensién y solucién de
situaciones de su vida cotidiana, en la interaccidén con su medio
social y en la conservacién y utilizacidén racional de su medio

natural.
La Concepcidén Pedagégica del Colegio de Bachilleres

La concepcién pedagdgica del Colegio se resume en las lineas que

rigen la practica educativa de la Institucién.
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Lineas para la practica educativa

Del perfil de salida del estudiante del Colegio se derivan cinco
lineas que orientan la practica educativa y definen los aspectos gque
deben ser considerados en los programas de todas las asignaturas

seglin las caracteristicas propias de cada una de ellas.

a) Planteamiento de problemas o explicacién de fendmenos.

Bajo la hipétesis de que las habilidades intelectuales se desarrollan
de mejor manera en el proceso de plantear y resolver problemas y de
que durante este proceso sSe ejercita la metodologia cientifica y se
presenta la oportunidad de reconstruir el conocimiento al interactuar
con situaciones u objetos probleméticos, se recomienda que como
introduccién, durante el desarrollo de un tema o al cierre del mismo
se planteen problemas. El planteamiento de los problemas debe hacerse
considerando la realidad del estudiante (sus conocimientos previos,
referentes personales, familiares y sociales, sus expectativas,
inguietudes, intereses y necesidades) y los problemas de los cuales
se ocupan las ciencias y las humanidades, pero que estan préximos a

la realidad del educando.

b) Eje;citacién de los métodos.

La concepcién de los métodos como medios para la produccién del
conocimiento, cuyo uso adecuado implica la observacién, la aplicacidn
de conceptos y reglas, de formas de organizar el pensamiento, de

actitudes de critica, de disposicién para el trabajo en equipoc ¥
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hébitos de disciplina, confiere a :su gjerciqio un papel de gran
importancia en la formacién del estudiante.
El profesor debera promover el ejercicio de los métodos como

organizadores del pensamiento que se traduce en acciones concretas.

¢) Apropiacién constructiva y produccidén de conocimientos.

En la medida en que el estudiante aborde problemas,ensaye tentativas
de solucién, experimente, investigue, obtenga conclusiones y formule
conceptos estara construyendo los conocimientos que se integraran a
su bagaje conceptual y a sus estrategias de pensamiento.

El papel del profesor serad ayudar a que la relacién entre el
estudiante y el objeto de estudio sea constructiva, si bien ciertos
aspectos deben ser dados o expuestos, sus caracteristicas y su
comportamiento deben ser analizados por el estudiante. FEl docente
orientara el proceso mediante el cual el estudiante relacione datos
empiricos con representaciones conceptuales e identifique teorias

explicativas o demostrativas.

d) Relaciones de utilidad y aplicaciones actuales.

Es necesario gque el educando integre el conocimiento construido, 1lo
relacione con temas previamente aprendidos o que aprendera y conozca
sus aplicaciones, utilidad, relaciones y efectos como base para
aprendizajes mis complejos, como ejercicio de habilidades légicas o
metodoldgicas y para la explicacién de fenémenos del medio o la

solucién de problemas.
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El papel del ﬁrofesor en este aspecto serd hacer referencia a esas
aplicaciones, relaciones y wutilidad constantemente y fomentar

actividades que pongan al alumno en contacto con ellas.

e) Consolidacién, integracién y retroalimentacién.

La afirmacién de los conocimientos construidos mediante su aplicacién
y ejercitacién en situaciones o contenidos nuevos, es lo que se
entiende por consolidacién. Al aplicar y ejercitar los conocimientos,
el estudiante los integrard a su estructura cognitiva y 1los
relacionard con otras disciplinas. La retroalimentacién superara las

deficiencias y reafirmard los conocimientos.
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2. LINEAMIENTOS PARA EL AREA DE CONOCIMIENTO DE MATEMATICAS DEL
COLEGIO DE BACHILLERES A

Segin el modelo educativo del Colegio de Bachilleres, la finalidad
del area de Matematicas es:

" Que el estudiante adquiera los elementos que conforman la cultura
basica de las matematicas: aritmética, algebra, geometria euclideana,
trigonometria, geometria analitica, calculo diferencial e integral y
estadistica descriptiva e inferencial, de manera gque desarrolle las
capacidades y habilidades propias del razonamiento 1légico y del
pensamiento inductivo- deductivo, indispensable en la comprensién y
aplicacién de los diferentes métodos y conceptos matematicos; asi
como el dominic del lenguaje de las matematicas y la construccién de

modelos que esta disciplina desarrolla conjuntamente con sus diversos

procedimientos de elaboracién."

El nitcleo basico u obligatorio del 4&rea de mateméticas esta
constituido por la materia Matemé&ticas organizada para su estudio en
las asignaturas siguientes:

- Matematicas I, cuyos contenidos incluyen temas de aritmética y
adlgebra elemental.

~ Matematicas II, en donde se estudian las funciones.

- Matematicas III, gque incluye temas de geometria y trigonometria.

- Matematicas IV, en donde se aborda el estudio de la geometria

analitica.
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El ndcleo optativo..esta integrado - por lag materias ' Calculo

Diferencial e Integral y Estadistica Descriptiva e Inferencial.

El Programa de Matematicas 11

La asignatura Matematicas II se imparte en el segundo semestre del
Plan de Estudios. La intencién de la asignatura es :

"A partir del estudio del 4lgebra de funciones como la lineal y las
polinomiales, entre otras, y su relacidén con la ecuacidén cuadratica,
se continuard desarrollando en el estudiante las habilidades de
analisis y de sistematizacién tanto a nivel conceptual como
operativo, enfocadas a establecer las relaciones existentes entre los
conceptos algebraicos y de éstos con fendémenos y problemas de la
realidad, destacando la importancia de 1la abstraccién y de 1la
generalizacién que se da en este proceso; para ello se recurrira al
estudio de situaciones problematicas, a la experiencia previa del
estudiante y a la geometria como elementos de apoyo; lo anterior para
que el estudiante continte desarrollando el lenguaje matemdtico ¥y
pueda usarlo en la interpretacién y explicacién de la realidad, para
que comprenda la utilidad de las funciones en el estudio de diversos
problemas y avanzar en la formalizacién de los procedimientos de

estructuracidén del conocimiento matematico."

El programa de la asignatura Matematicas II estad formado por las
unidades que se enlistan a continuacién:
1. Funcién lineal y ecuacién de primer grado con dos incégnitas.

2. Funciones polinomiales y su representacién grafica.
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Anilisis de funciones: ejemplos interesantes.

El tema del que se ocupa esta

unidad. Esta unidad incluye

cuadridtica, su relacién con

siguientes subtemas:

2.1.1

2.1.2

Problemas que conduzcan a
Problemas que conduzcan a

con la funcién polinomial

propuesta esta ubicado en la segunda
el tema 2.1 : "Funcién polinomial

la ecuacién cuadratica", con los

una funcién polinomial cuadratica.
una ecuacién cuadratica y su relacién

cuadratica.

Solucién de una ecuacién cuadratica: métodos algebraicos y

graficos.
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3. UNA PROPUESTA DIDACTICA PARA'EL TEMA

El material que propongo es un'fas¢icuio*desfinad

de bachillerato; en particular esta pénsadofpaf ,lbé,estudiantes de

segundo semestre del Colegio de Bachilleres.

Enseguida ubico la actividad que he realizado dentro. del sistema de

ensefianza.

La organizacién de un sistema de ensefianza comprende los siguientes
niveles ( D'Hainaut, 1985):

a) Busqueda de los fines y de los objetivos.r

b) Bisqueda de los métodos y de los medios.

c) Evaluacién.

Mi propuesta se inserta en la fase de basqueda de los métodos y los
medios.

En la organizacién de un sistema de enseflanza, una vez dque se han
determinado los objetivos y se han analizado los recursos de gue se
dispone y las limitaciones impuestas, se estid en condiciones de
determinar los métodos y los medios adecuados para alcanzar los
resultados que se esperan. Para alcanzar los objetiveos el estudiante
debe ser inmerso en unas situaciones y un ambiente que favorezcan la
adquisicidén de 1los aprendizajes propuestos, a través de diversas

actividades. El analisis del paso de los objetivos a las situaciones
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de aprendizaje determina la concepcién de “una posible ‘secuencia de

aprendizaje cuya pertinencia se juzgara.mediante la experimentacion.

La elaboracién de los medios se compone:de cuatro:aspectos:

-Concepcidn.

-Realizacién.

-Experimentacién.

-Ajuste.

El material didactico dgque propongo ha pasado por las fases de
concepcién y realizacidn. Actualmente estia en la de experimentacién
para su posterior reajuste. Para su elaboracidén se han considerado
las etapas por las que tedricamente pasa un estudiante en su
aprendizaje: induccién, estructuracién, consolidacién v

retroalimentacién.

En la etapa de induccién el alumno se pone en contacto con lo que
aprendera con la finalidad de motivarlo para iniciar un nuevo
aprendizaje. Aqui conviene plantearle una situacidén-problema que

promueva su actividad para buscar la solucidn.

En la etapa de estructuracién se presenta al estudiante el desarrollo
de los contenidos del programa de estudio de manera que revise y
organice los conocimientos de que dispone y construya los nuevos

conocimientos que necesita para resolver el problema.
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La fase de consolidacién se 1lleva a''cabo mediante actividades que
conduzcan al alumno a .integrar, Jtelacionar y. generalizar los

contenidos de la fase de estructuracién. ..

La retroalimentacién tiene como objetivo ila confirmacién .de los

contenidos. Aqui el estudiante sintetiza el ‘camino recorrido durante

su aprendizaije.

En las paginas siguientes se presenta el material éue constituye la
propuesta. Se compone de tres capitulos:
l. Problemas que conducen a una funcién polinomial-cuadratica.
2. Problemas que conducen a una ecuacidn cuadratica y su relacidn
con la funcidén polinomial cuadratica

3. Resolucién de ecuaciones cuadraticas.

En el fasciculo se aborda el tema de la funcidén cuadratica desde
diversos puntos de vista. A partir de una situacién problematica y en
la busqueda de la solucidén se construyen elementos de la teoria , se
regresa entonces al ©problema para resolverlo e interpretar la
solucién.

Durante el desarrollo del tema se plantean cuestiones gue el
estudiante debe resolver antes de seguir adelante , con la intencién
de que reflexione, investigue y participe en la construccién del
conocimiento. La solucidn se presenta en seguida con el objeto de que
sepa 5i ha procedido correctamente o debe c¢orregir su error. EL

estudiante no es entonces pasivo sino que interactda con el texto.
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Rosa Maria Espejel Mendoza

LA FUNCION CUADRATICA

México, 1993
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PROPOSITO

Al terminar el estudio de este fasciculo se espera que cuando te
enfrentes a una situacidén problemdtica que conduzca a una funcién
polinomial cuadréitica tengas la capacidad de analizarla, identificar
las variables que intervienen en ella, elaborar el modelo
matemadtico gque exprese las relaciones entre esas variables,
seleccionar entre los diversos métodos de solucidén que se proponen
({tabulacién, graficacidén, ensayoc y error, métodos algebraicos vy
combinaciones de adlgebra y geometria), el mas adecuado para el caso
Y gue una vez resuelto el problema matematico regreses a la situacién
del problema a interpretar los resultados para emplearlos en la toma
de decisiones.

Con este propdésito en el desarrollo del fasciculo se parte de varias
situaciones que podrian presentarse en la realidad y paulatinamente
se va internando en el terreno de la matematica.

Siguiendo este proceso incrementarés tus capacidades de analisis, de
abstraccidén y de razonamiento légico, entre otras, integraras los
nuevos conocimientos a los que previamente poseias para mejorar tu
desempeiio en materias que incluyen aplicaciones matematicas,
tendras bases mas firmes para estudios posteriores y te encontraras

mejor armado para enfrentarte a los problemas cotidianos.
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INTRODUCCION

El tema que se desarrolla en este fasciculo, La Funcion Polinomial
Cuadratica y su Representacién Grafica, tiene gran importancia en las
matematicas., Estas funciones son modelos que describen las relaciones
entre dos variables que intervienen en diversos fendmenos gque al ser
humano le interesa comprender por diversas razones, por ejemplo, para
aplicar sus descubrimientos al mejoramiento de la calidad de su vida,
¢reando tecnologia que 1le libere de pesadas tareas, que facilite su
comunicacién con sus semejantes, que le permita viajar con mas
rapidez, que le ayude a acceder a nuevas y mas eficientes formas de
producir y aprovechar la energia que requiere para llevar a cabo sus
actividades industriales u hogarefnas, etc.

En el intento por desentranar los misterios del Universo, incluso en
sus pretensiones de comunicarse con seres de otros mundos, sSi es que
éstos existen, los cientificos emplean algunos sencillos
conocimientos sobre las funciones cuadraticas y su representacién
grafica: la parédbola, curva cuyas propiedades se aprovechan para
miltiples aplicaciones, una de las cuales observas diarijiamente en tu
ciudad (las antenas parabolicas).

Apropiandote de los conocimientos que en este texto sSe presentan ta
también tendras mas posibilidades de comprender 1las relaciones
funcionales entre las variables que intervienen en diversos fenémenos
y podras aplicar los métodos que en él se proponen para dar soluciém
a problemas en los que intervienen las funciones polinomiales

cuadraticas.
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CUESTIONAMIENTO GUIA

En los diversos campos de la actividad humana como el comercio, la
industria, las ciencias naturales y sociales, la tecnologia, etc.,se
presentan problemas tales como incrementar los ingresos en un
negocio, acertar en el blanco al lanzar proyectiles, calcular la
distancia gque recorre un cuerpo dque se desplaza c¢on movimiento
uniformemente acelerado y concentrar la luz del Sol para aprovechar
su energia. Para resolver estos -problemas, entre muchos otros,
tenemos que analizar sus caracter;sticas en un lenguaje de nociones y
ecuaciones matematicas, es decir} jbohst}uir el modelo matematico

correspondiente para estudiarlos’ :como problemas matemdticos.

Ejemplo: EL GIMNASIO ZEUS

En el Gimnasio Zeus hay 150 socios que pagan una cuota mensual de 60
nuevos pesos. El duefo del gimnasio quiere incrementar sus ingresos,
por tal motivo ordendé un estudio de mercadotecnia el cual recomienda
reducir la cuota, ya que por cada peso que ésta disminuya, se

inggribiran cinco nuevos _socios.

i{Cuantos pesos debe reducirse la tarifa para obtener la méaxima

ganancia mensual?

Se inicia la basqueda de la solucién del problema analizando, por
medio de una tabla, la variacién que sufre el ingreso al variar la

reduccién en la cuota.

|
|
|
\
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Segin el estudio de mercadotecnia realizado, a medida que la cuota se
reduzca se inscribir&n més socios, sin embargo, éibajo qué condiciones
un mayor nimerc de socios, pagando una cuota menor, reportara mas

ganancias?

En la tabla siguiente se han calculado los ingresos correspondientes
a varias reducciones en la cuota, en ella % representa el nimero de

pesos que la cuota disminuye,

x1 Nﬁm.de’ Cuotaij.-~ - Ingreso
| sacios| (n$)|. 7 ~{n$)

1 1551 595 9145
20 2504 4047010000
40 350) . L2045 7000

Tabla 1

Observa la tabla.
{Siempre que se reduce la cucota, aumenta el ingreso?

{Para qué valor de la reduccidén se hace maximo el ingreso?

Otra alternativa para buscar 1la solucién consiste en elaborar un
modelo algebraico que describa las relaciones entre las reducciones a
la cuota y el ingreso, y después aplicar a este modelo los métodos
propios de las matematicas.

Representemos por x al nimero de pesos que disminuye la cuota y por
y al ingreso.

El namero de socios cuando la cuota se reduce X pesos es

150 + 5x
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El ingreso se ocios.por la cuota,

por lo tanto'»

Efectuando el

La igualdad anterior es un modelo  algebraico gque representa
matematicamente la relacién entre todos los posibles descuentos a la
cuota Yy el ingreso total correspondiente. Esto ya es una gran
ventaja, pero exploraremos otras alternativas.

Se dice que este modelo es cuadraticeo porque contiene el término x°.
Operando sobre el modelo se puede encontrar la solucién al problema
matemdtico para, finalmente, transferir los resultados a la
"situacién real".

En el desarrolle de este fasciculo se emplearan diferentes recursos
para resolver problemas en los que, como en el anterior, intervienen

modelos cuadraticos.
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1., Problemas que conducen a Funciones Polinomiales Cuadraticas

En esta secciédn se examinarén varios problemas en los cuales
intervienen dos cantidades relacionadas por medio de funciones

cuadraticas vy se ensayarén diversos métodos para resolverlos.

1.1 Modelo Polinomial Cuadratico

Ejemplo 1: EL TERRENO PARA UN GALLINERO

Fn el jardin de una residencia se quiere destinar una zona
rectangular para hacer un gallinero. Se dispone de 17 metros lineales

de malla de alambre para cercar la zona. ¢(Cuéles deben ser las

dimensiones del rectangulo si se desea abarcar la mayor area posible?

Analicemos las relaciones entre el &rea y las dimensiones del
rectangulo.
a) Construccién del modelo algebraico.

B ZRecuerdas cémo se obtiene el drea de un rectdngulo?

El &area de un rectangulo cualquiera se obtiene multiplicando la
longitud de su base por la longitud de la altura correspondiente.
Representemos por y el &area y por x la longitud de la base del

rectangulo.
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B 5i el perimetro del rectdngulo es igual a 171hétroé,‘£cuéntb

suman las longitudes de la base y de la altura?

L.a suma de las longitudes de la base y de la altura del rectangulo es
igual a 8.5 m (la mitad del perimetro), abreviadamente:
base + altura = 8.5 , x + altura = 8.5
De este modo una expresién para la altura es:
8.5 - x

Asi tenemos que el area del rectangulo es:

y = x (8.5 - x)

o bien
y = -x? +.8.5x%
Modelo algebraico
La igualdad y = -x? + 8.5x es un modelo algebraico para el area del

rectangulo que estamos considerando. Representa, en el lenguaje del
algebra, la relacidén entre todas las posibles medidas de la base y el

area correspondiente.

Modelo polinomial
El modelo obtenido es un modelo polinomial porque el segundo miembro

de la igualdad y = -x?! + B.5X es un polinomio en x.

Modelo cuadréatico
El modelo y = -x? + 8,5 es un modelo polinomial cuadratico o de

segundo grado porque el grado del polinomio -x* + 8.5%x es 2 , esto
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es, el maximo exponente con el que.aﬁarébg’lakyafiablerx'es-Z, en el
término x‘ -
En este modelo intervienen dos variables:  #‘:§"f‘.
El valor de y depende del valor de x ., por tal razén, decimos gque
Yy es la variable dependiente y x la variable independiente*.
Lo anterior significa que el &rea del terrenoc de nuestro problema
depende de la longitud de su base.
Por ejemplo, si la longitud de la base del terreno fuera de 6m, el
area seria:

y = -6 + 8.5(6)
-36 + 51

n

Y
y = 15 metros cuadrados

fi Calcula el valor del &rea para una base que mida 3 m.

Una vez establecido el modelo algebraico emplearemos diversos métodos

para buscar la solucién del problema.
1,2 Métodos de Solucidn

a) Método por tabulacién

Tnvestiguemos por medio de una tabla cdémo afectan las variaciones de
la longitud de la base al area del rectangulo.

Para elaborar la tabla €5 necesario determinar los valores que puede
tomar X.

* La estructura del problema determina cual es la variable

independiente y cual es la variable dependiente.
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fi ¢Cual seria el érea del terreno para x = 0 metros?
éPuede ser x = 2.5 metros, x = 4.75 metros,“ x = 8.16 metros?

Si la base midiera 8.5 m, é{cudl seria el &drea?

Habras 1llegado a la conclusién de que el conjunto de todos los
posibles valores para x estd formado por todos los nimeros reales
mayores © iguales que cero y menores o iguales que 8.5, ya que la
altura siempre debe ser mayor o igual a cero. .
El conjunto anterior se denota

{ xeR / 0 <$x ¢ 8.5},
Puede usarse también la notacién de inte:valas:a

[0,8.5]

la cual representa a todos los numeros reales que hay‘éntre,ceré y
8.5 e incluye a 0 y 8.5.

Su representacidén grafica es la siguiente:

Intervalo [0,8.5}

Figura 1
ff Haz una lista de 30 numeros reales entre cero y 8.5,

éCuantos nimeros reales x, tales que 0 ( x < B.5, existen?

Una vez que se ha determinado el conjunto de valores admisibles para
la variable independiente, se procedera a elaborar la tabla asignando
a X algunos de los valores permitidos. Los correspondientes

valores de y se obtienen sustituyendo los de x en la igualdad
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v = -x'+ 8.5x.

(base en metros) (drea ‘en 'm*) v

 jAnota los numeros gue faltan en
la tabla.
" Observa la tabla.

iLCémo varia el area del rectangulo
al variar la longitud de su base?

DONTOPR R WNEO
[4)]

&)

Tabla 2

En la tabla 2 se aprecia que desde % = 0 metros hasta x = 4 metros

el area aumenta y para x > 4.5 el &rea disminuye.

fi ¢Cudl es el mayor valor para el area que se encuentra en la tabla?
¢Es el mayor valor posible?
¢Crees gque para todos los valores de x comprendidos entre 4 y
4.5, esto es, para toda x tal gue 4 ( x < 4.5 , el &rea se

mantenga Jigual a 18m? ?

La informacidén que la tabla nos proporciona es muy limitada; ella
sugiere que la medida X de la base para la cual se obtiene el
valor maximo del area se encuentra entre 4 y 4.5 metros, es decir,
4 < x <4.5,

b) Método grafico

Construyendo una grafica podran apreciarse con mas claridad las

relaciones entre la base y el area del rectangulo.
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Para elaborar la gréfica iocaiizamds en el plano cartesiano los
puntos correspondientes‘a’16§'péres de numeros gue se encuentran en
la tabla 2. ‘ ‘

Sobre el eje horizontal se ubican los valores de 1la variable
independiente x (longitud de la base), y sobre el eje vertical los
de la variable dependiente y (&area).

Podemos obtener mas puntos considerando otros valores de x entre 0
v 8.5, mas aun, el conjunto de los nimeros reales mayores gque 0 y
menores que B.5 es infinito , asi que en realidad 1la gréafica censta
de un nimero infinito de puntos; si se dibujaran todos se obtendria
una linea sin interrupciones. Por eso, una vez ubicados los puntos,

los unimos por medio de una linea continua (Fig. 2).

~
Y
18 ¢
Figura 2

¢ [
~ Y = -X4 4 B.Sx
= ) o o
g L

oo
~3

0 — =

base(m)

La grafica que hemos obtenido es una porcidén de una curva llamada

parabola.



El punto mids alto de esta paiébolé 5e»;iéma~vértiée

ff Observa la gridfica. SR : :

¢Para cuales valores de x el area del rectangulo va aumentando?

¢En cudl intervalo de valores de x el &rea va d15m1nuyendo7

éQué relacidén hay entre el vértice de la paribola y el valor maximo

del &rea?

De la grafica se infiere que:

a) E1 area crece para valores de x desde 0 hasta un numero entre 4
y 4.5 a partir del cual disminuye.

b) La ordenada (y) del vértice es el ‘valor maximo del area y su
abscisa {(x), es la longitud de la base gue hace maxima el &area del
rectangulo,

Por lo tanto, encontrande las coordenadas del vértice tendremos la
solucidén a nuestro problema.

fii ¢Cémo pueden determinarse las coordenadas del vértice?

Sabemos por la grafica que la abscisa,x , del vértice esta entre 4 y
4.5, y que su ordenada, y , €5 un poco mayor que 18.

La grafica nos proporciona Unicamente una solucién aproximada.

Ensayemos otro método.

c) Método de aproximaciones sucesivas
Calculando y para valores de x entre 4 y 4.5 podremos aproximarnos
mas a las coordenadas del vértice.
Utilidad de la calculadora.
El empleo de una calculadora puede ayudar a agilizar los calculos,

pero debe seguirse la secuencia de las operaciones en el orden
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correcto desde el sta matematico, ademds de wusar

eficientemente las funciones ‘del artefacto tales como: memoria,

paréntesis, potencias,. etc

Ensayemos algunos valorés: _éieé que 4 < x € 4.5
Por ejemplo: Ce

Si x =4.1 , y = -4.1% +8.5(4.1) =18.04.

Para este valor de x el area es mayor-que 18, el mayor vélor'del

drea que aparece en la tabla 2, pero, ¢ es el valor maximo de y?

Prueba para x = 4.4 , obtenﬁrés'dﬁéfLy°=¥1éi04;
Entonces debe ser 4.1j< x <‘E;47’

Calculando Yy para x = 4}2'§é obtiene. y = 18.06.

Para este valor de x el area es mayor aun.

Probemos para 4.2 < x < 4.4,

Por ejemplo: si x = 4.3 , entonces y = 18B.06

Fn este caso obtenemocs la misma area que cuando x = 4.2 , luego,
4.2 < x < 4.3

En la tabla siguiente se resumen los resultados
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E
% | ¥ g
g.1 18.04 :
4.2 18.06
4.3 18.06
4.4 18.04
Tabla 3

aale L L ( 1 } ! L 1 I

4405 471 415 42 475 4I 435 44 445 4S5
Lase (m)
Figura 3

i Comprueba los resultados anteriores. Puedes usar calculadora. Si
tus resultados no coinciden con los gque estdn anotados en el texto,
revisa la secuencia de tus operacliones,; es importante que aprendas a
usar correctamente el valioso auxiliar que este instrumento

representa.

La figura 3 muestra una ampliacidén de la zona de la grafica de

vy = -x' + 8.5 x para 4 ¢ 2 < 4.5

Examinando la tabla 3 y la figura 3 se concluye que el valor de x

para el cual es maxima el &rea (y), esta entre 4.2 y 4.3.

Por este método, mediante ensayos y errores, es posible acercarse a

las coordenadas del vértice tanto como se desee.



35

u Ensaya con otros valores de x entre 4.2 y 4.3.
Analizando las aproximaciones sucesivas que se han obtenido, {(tienes

alguna conjetura acerca de cuil es el valor de x que maximiza el

area?

d) Combinacién de Algebra y geometria.

Los métodos que hasta ahora hemos usado nos han permitido hallar
soluciones aproximadas para nuestro problema, pero si nos interesa
encontrar la soluciémn exacta necesitamos emplear otros recursos. La
combinacién de algebra y geometria lograda con la introduccién del
sistema de coordenadas cartesianas constituye una herramienta muy

valiosa para la resolucién de una gran variedad de problemas.

A continuacién se estudiaran de manera informal algunas propiedades

de la parédbola y su relacidén con los modelos polinomiales cuadraticos

Algunas propiedades de la parébola
Anteriormente se determindé que las coordenadas (x,y) del vértice de
la parédbola que se obtiene al graficar la relacién y = -x?+8.5x%x
proporcionan el valor de X gque hace maxima el &area del rectangulo
correspondiente al problema del terreno, y el valor maximo, y , de
ésta; ciertas propiedades de esta curva constituyen la clave para

encontrarlas.

n Realiza la siguientes actividades:

*En papel cebolla copia la gréfica de y = -x° + 8.5x (Figura 3).
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*Déblala a lo largo tratan&oidefﬂﬁ e:‘dbih¢idirhlas‘dos mitades de la
pardbola.
*Marca el doblez.

+Sobre el doblez traza una recta.-

La recta que has trazado sobre el doblez divide a la figura en ‘dos
partes tales que una es la imagen de espejo de la otra, por lo dque

se dice que la parabola tiene simetria reflexiva o axial (con

respecto a un eje).

La recta determinada por el “doblez es el‘ eje ‘de simetria de la

parabola.
En la parabola gue nos ocdp@iéi 3éimé;fia'es vertical, esto es,

paralelo al eje "Y",.

£ éQué puntos de la pardbola coinciden al doblarla por su eje de

simetria?

En tu respuesta estaran entre otros:
(0,0) y {8.5,0)
(4,18) y (4.5,18)
Se dice que estos son puntos simétricos de la pardbola.
i Compara las ordenadas de los pares de puntos simétricos de 1la

parabola. 4(Como son éstas?

Habras advertido que dos_puntos simétricos de una parabola con eje de

simetria paralelo al eje "Y" tienen la misma ordenada.
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Por otra parte, examinando la copia ae la grafica en el papel cebolla
y doblandola por el eje de simetria, se advierte: que: :

1) El eje de simetria pasa por el punto medio de  cada uno de ‘los
segmentos que unen dos puntos simétricos. v

2) El vértice de la parabola esta sobre el eje de simetria.

De las aseveraciones 1 y 2 , y del hecho de que el eje de simetria de
la parabola que estamos estudiando es paralelo al eje "Y" , deducimos
que:

La _abscisa del vértice de una pardbola con_eje de simetria vertical

es igual a la abscisa _del punto medio del segmento dque une a un par

cualguiera de puntos simétricos.

[ {Adviertes la importancia del Gltimo enunciado?

En el se encuentra la clave para obtener la base del rectangulo de
drea maxima, la cual es precisamente la solucidén del problema en
estudio.
Tomemos dos puntos simétricos de la parabola, por ejemplo:

P(4,18) y P’ (4.5,18)
El valor de la abscisa, x , del punto medio del segmento PP’ es el
promedio de las abscisas de sSus extrerios.

Entonces:
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B ¢Qué relacién tiene este resultado con elvvé;tice de la paréabola
relativa al problema gue se -intenta resolvéi ?
¢Cuil es entonces la solucidén del problema? ™
i EUREKA ! *
La abscisa del vértice es x® = 4.25 y 4.25 metros es exactamente la
medida de la base que se requiere para obtener el Aarea maxXima del

rectangulo que constituye el terreno para el gallinero.

li Calcula la altura del rectdngulo con upa base de 4.25 n.

iQué clase de rectdngulo es éste?r

El area maxima del terreno se obtiene sustituyendo a x por 4.25 en
y = -x’ + 8.5x.

i Calcula el drea maxima del terreno del problema 2.

éQué relacién hay entre el area maxima y las coordenadas del vértice?
1.3 Los Modelos como Dispositivos de Prediccién.

Los modelos matematicos nos permiten hacer predicciones, imitando los
efectos de las variaciones de una cantidad sobre otras relacionadas
con ella.

En el ejemplo siguiente analizaremos las relaciones entre el tiempo y
la distancia recorrida por un cuerpo con el fin de predecir su

comportamiento en una situacién determinada.

* Se cuenta que el cientifico griego Arquimedes (287-212 a.C.),
descubrié una ley fundamental de Jla hidrostatica mientras se banaba.
La alegria que este hecho le causé 1lo iIimpulsé a salir corriendo
desnudo a la calle exclamando: "iEureka!" '"iEureka!" ., lo que
significa: "ilo he hallado!" "ilo he hallado!".
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Ejemplo 2: UN AVION EN LA PISTA DE’'DESPEGUE

Un avidén que parte del reposo, avanza sobre la pista de despegue de
un aeropuerto con una trayectoria rectilinea. Durante los primeros 12
segundos, a intervalos de dos segundos, se registra la distancia
recorrida obteniéndose la siguiente

tabla:

tiempo desplazamiento

(segundos} | (metros)
0
15
60
135
240
375
540

e :
NOOBBRNO

Tabla 3
La pista es tal que permite un recorrido maximo de 1500 metros antes
del despegue.
¢En qué tiempo llegara el avidén al limite de la pista si continna
desplazandose con el mismo patrdén gue siguidé los primeros 12

segundos?

a) Modelos a partir de datos experimentales.

A partir de los datos experimentales trataremos de encontrar un
modelo gue describa la relacién entre el tiempo y el desplazamiento
(distancia medida en una direccién determinada) del avién.

En este problema intervienen dos variables: el tiempo (t) y el
desplazamiento (s).

B écCudl de las variables consideras que es la independiente y cudl la

dependiente?
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Ya que el desplazamiento de un cuerpo depende del tiempo que dura el

movimiento, la variable dependiente es s Yy la independiente es t.

Grafica de la relacién.
B Traza en el plano cartesiano l1los puntos correspondientes a los
datos de la tabla 3 (emplea una hoja de papel milimétrico para
conseguir mids exactitud).
¢Deben unirse los puntos dibujados? (Por qué?
iQué tipo de figura se ha obtenido?
En la figura 4, correspondiente a la griafica de la relacién entre el
tiempo recorrido y el desplazamiento, se unen los puntos ya que no se
pasa bruscamente de, por ejemplo, 2 a 4 segundos, sino que el tiempo
va tomando todos los valores intermedios entre 2 y 4 segundos.

La figura que se obtiene es la "mitad" de una parabola.

7 JE
540
500 -
Figura 4
400 I y = 3.76x2

G

(]

o
3

desplazamiento(nm)

200
100 L

b
>

o 2 4 & § 10 12 =

tiemnni=)
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Analicemos la tabla 3 tratando de descubrir un patrén -para el
comportamiento del desplazamiento al variar el tiempo.

fe éQué aprecias a primera vista en la tabla 3?

En la tabla se observa que al aumentar el tiempo aumenta la distancia
recorrida por el aviédn.

E En este caso, (el desplazamiento es directamente proporcional al

tiempo?

Dividendo algunos valores del desplazamiento entre el tiempo
correspondiente (distinto de cero) se encontrarid la respuesta a la

ultima pregunta.

15 60 135 240
-~ = 7,8 -- =15 --- = 22.5 --- = 30

Las razones de diferentes valores del desplazamiento a los tiempos
correspondientes no son iguales, luego, la distancia no es
directamente proporcional al tiempo. Esto significa que el movimiento
del avién no es uniforme, es decir que no viaja con una velocidad
constante. Sin embargo, existe cierta regularidad en el
comportamiento de las razones que se calcularon.

i <Encuentras algin patrén que te permita determinar cuil sera el

cociente del siguiente par de nimeros de la tabla 3?

Observa que :

15 1 60 1
—--=- = 7.5 = (1)7.5 = -~ (2)(7.5): -- = 15 = (2)7.5 =-- (4)(7.5)
2 2 4 2 .
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4)7.5:="-=(8)(7.5)
e
Despejando de la igualdad ahté:lq
s = -==(7.5)t% .. (1)
2 S -
La igualdad (1), es un modelo que &éséfibe la :'relacién entre la

distancia y el tiempo en el movimiento déi avién del problema en
estudio. Es un modelo pelinomial cuadratico '"hecho a la medida".
Puede simplificarse para obtener:

s = 3.75 t?

Si de esta 0ltima igualdad se despeja la constante 3.75, se obtiene:
-—= = 3.75

lo cual significa que, en el caso del problema que nos ocupa, el

desplazamiento es directamente proporcional al cuadrado del tiempo.

Pero s/t es la velocidad, luego s/t® = v/t = 3.75.

Lo anterior significa que la velocidad es directamente proporcional
al tiempo, es decir, que la velocidad aumenta por un factor
constante: 3.75,

Esta caracteristica es propia de una clase de movimiento: el

movimiento rectilineo uniformemente _acelerado.

b) Modelos "listos para usarse" o estandarizados.



43

Si en un 1libro de Fisica buscamos una férmula que relacione el
desplazamiento y el tiempo en el movimiento rectilineo uniformemente
acelerado, encontraremos:

1

8 = vg t + -- at’

2
En donde s es el desplazamiento, vy es la velocidad inicial ,a es la
aceleracidén y t el tiempo.
La férmula anterior es un modelo "listo para usarse"; ha sido
establecida para aplicarse a cualquier situacién en donde intervenga
un movimiento del mismo tipo que el del avién del problema.
En el caso que se analiza, la velocidad inicial (v0) es igual a cero,

por lo gue la férmula se reduce a :

Si en esta férmula se sustituye la variable a por 7.5 coincidira con
la férmula gque obtuvimos a partir del anélisis de 1los datos

experimentales .

B Comprueba que la fdérmula es valida para todos los valores del
tiempo anotados en la tabla 3.
Lee nuevamente el texto del problema que tratamos de resolver.

éCusdl es la pregunta del problema?

En el enunciado del problema se nos pide encontrar el tiempo que

tardara el avién en llegar al limite de la pista: 1500 m
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B <(Cémo emplearias la fdérmula (1) para ‘encontrar la solucién del

problema?

Para encontrar el tiempo que tomaria al avién llegar al limite de la

pista, sustituimos en la igualdad (1) a la variable s por 1500.

1

Asi 15600 = ==="7.5 t?
2

<] 1500 = 3.75 t*

La igualdad anterior es una ecuacién de segundo grado o cuadratica

con una incégnita: t.

Despejar t de esta ecuaciédn es muy sencillo.
B Trata de resolver la ecuacién 1500 = 3.75 t°.

El proceso de solucién de la ecuacién anterior es el siguiente:

1500
_____ :tl
3.75

400 = t?

Entonces t es un nimero que elevado al cuadrado e¢s igual a 400.
B ¢Cudl es ese nimero?
Hay dos niameros gque cumplen 12 condicidén dada : 20 y -20.

Recuerda que:

Si un nGmero real t es tal que t? = x (X real no negativo), entonces
t es una raiz cuadrada de x . Si t es positivo o cero, entonces es la
raiz cuadrada principal de X y se denota t = Jx ; s8i t es negativo,

entonces es la raiz cuadrada negativa de Xx y se denota por t = -Jx.
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[ LEs correcto escriib‘i‘r':;‘.]’tl = 12"
LPor qué? g R
La ecuacién s = 3.775 t’ '\::'iréné‘:d;)s sblucionesr
t' =20 y t".=.=20
Sin embargo, d&4tiene sentido en el problema que estamos investigando
un tiempo igual a ~-20 segundos? dicédmo interpretarias un tiempo
negativo?. La solucidén del problema es la siguiente:

El tiempo gue el avién tardaria en llegar al ‘limite _de la pista es

igual a 20 segundos.

1.4 Concepto de Funcién Polinomial Cuadratica.
En las secciones anteriores se resolvieron problemas en los que se
relacionan dos conjuntos de numeros. A cada nimero de un primer
conjunto D se le asocia el unico numerc de un segundo conjunto I que

satisface las condiciones establecidas por el modelo matematico.

En el ejemplo 1 sobre el terrenc para un gallinero, a cada elemento x
del conjunto D={x e R/ 0<x < 8.5} de todas las posibles
medidas de la base, se le hace correspeonder un dnico nimero y del
conjunto I ={ xe R/ 0 < x < 18,0625 } de todos los posibles

valores del é&rea.

El criterio para determinar qué elemento de I corresponde a un
elemento dado de D lo proporciocna la igualdad:

y = =X’ 4+ B.bx
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Cada valor que adopte x en eéca‘igualdad determinara un valor. #nico

de y.

Una correspondencia como la establecida en el ejemplo 1 se dice que
es una funcién.

A las funciones se les asigna alguna letra para identificarlas.
Generalmente se usan las letras £, g Yy h, en ciertas ocasiones con
subindices.

El primer conjunto (D) es llamado dominio o conijunto de definicidn
de la funcién,

El segundo conjunto (I) se ‘dice que es el rango o la imagen de la

funcidn.

Si £ es una funcidén, al elemento y de su rango que corresponde a un

elemento x de su dominio se le llama imagen de _x bajo la funcién f o

valor de £ en ¥ y se denota por y = f(x).

El criterio mediante el cual se determina la imagen £(x) de cualquier
elemento x de D es la regla de correspondencia_de la funcién.

Por ejemplo, en la funcién f surgida del problema del terreno para el
gallinero, 1la imagen de 3 es 16.5, esto es,

£(3) = -3* + 8.5(3) = 16.5.

De lo anterior se desprende que para definir wuna funcién debe
proporcionarse su dominio y su regla de correspondencia. El rango

puede determinarse a partir del dominio y la regla.
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En las funciones numéricas de una variable real , funciones en donde
tanto el dominio como el rango son conjuntos de nimeros reales, suele
indicarse duGnicamente la regla de correspondencia. En tal caso el
dominio es considerado como el maximo subconjunto de R (el conjunto
de todos 1los numeros reales) en que pueda aplicarse la regla de

correspondencia.

[ Determina el dominio, la reglafdé"ec}:espondencia y el rango de:

a)La funcién que se establece en el bfdblgma del ejemplo 2: Un avidn

en la pista de despegue.

b)La funcién que se origina en el cuestionamiento guia.

Las reglas de correspondencia de las funciones de los problemas del

cuestionamiento guia, del ejemplo 1 y del ejemplo 2 son
respectivamente:
a) y = -5x? + 150x + 9000 b) vy = -x* + 8.5x% c) d = 3.75¢°

Estas igualdades tienen dos variables. La dependiente egta despejada
en el primer miembro de cada igualdad. El segundo miembro es, en
todos les casos, un polinomio de segundo grado o cuadratico en la

variable dependiente.

En resumen, todas las igualdades tienen la forma:
y = ax’ + bx + ¢ en donde a # 0, para que el término de segundo

grado realmente exista.
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B Completa el ‘siguiente cuadro 'anotando-los. coeficientes a,b vy c de

cada unode-los polinomios

“5x* .+ 150% + 9000 & :
-x? + 8.5 x Lo

3.75¢t°

Lkas funciones que han aparecido durante el  desarrollo de este

fasciculo son funciones polinomiales cuadraticas.

Funciones polinomiales cuadraticas

Las funciones cuya regla de correspondencia es una igualdad de la
forma £f(x) = ax’ + bx + ¢ en donde a, b y c son nUmeros reales,
a0, son llamadas funciones polinomiales cuadraticas o simplemente

funciones cuadraticas.

1.5 Graficas de funciones cuadraticas

Durante el estudio de las situaciones problematicas gque se han
planteado en este trabajo se elaboraron 1las graficas de las
funciones cuadraticas definidas por : a) y = -x? + 8.5% (Fig. 5) ¥y

b) vy = 3,75 x* (Fig. 6).

En ambos casos se obtuvieron parabolas con eje de simetria vertical

(paralelo al eje "Y").



49

1
Y
%7 =<
Figura 5 ‘Figura 6
Bf Esboza la griafica de la funcidén cuadrética definida por:
Yy = -5x? +  150x + 9000 (problema  del cuestionamiento guia),

completando previamente la siguiente tabla

x 0 10 20 30 40 50 60
y -
Tabla 5 - -
4
Figura 7

é¢Deben unirse los puntos por medio de una linea?
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Los puntos del esbozo de la grafica de la funcidén definida por

y = ~5x? + 150x + 9000 no se unen ya que ¥ toma uUnicamente valores
enteros (no se admite que la cuota disminuya fracciones de un peso).
La grafica consta de un nGmero finito de puntos, aundue no se han

dibujado todos.

Las funciones como esta, cuya gréfica es un conjunto de puntos

aislados, se llaman funciones discretas.

De cualquier manera, los puntos de la grafica de la funcién del
problema del Gimnasio Zeus estédn dispuestos sobre una parabola con

eje vertical y esto no es casual:

Las gréaficas de todas las funciones cuadriticas son parabdlicas. El
eje de simetria de las parabolas involucradas en las graficas de las

funciones cuadraticas es paralelo al eje "Y".

Las propiedades de las parabolas se han aprovechado en multiples
aplicaciones. Seguramente conoces la antenas parabélicas para captar
las sefiales de T.V. procedentes de satélites artificales.

a) Vértice de a_de una funcidén cuadratica.

|
!
!
;
|
i
IP

En diversas situaciones, como las de los problemas del Gimnasio Zeus
y del terreno para el gallinero se necesita conocer el valor maximo o
minimo de una funcién cuadratica. Hemos observado que este valor es
precisamente la ordenada, y, del wvértice de 1la parabola que
constituye la grafica de la funcién. Debido a lo anterior, es
necesario encontrar procedimientos para obtener con exactitud las

coordenadas del vértice de las parabolas con eje vertical.
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Realizando la siguiente actividad obtendremos interesanteﬁ
resultados. Si dispones de una calculadora con graficador o de un
programa para computadora gque grafique funciones, empléalos y te
simplificaran el trabajo.

B Traza las gréficas de las funciones cuyas reglas de correspondencia
se dan a continuacidn, considerando como su dominio de definicidn al

conjunto R de los nimeros reales.

a) y =x° b) y=x°+2 c] y=x*-23
d) y = (x+ 3)° e) y = (x-2)° £) y = 3x°

g) y = 1/3 x° h) y = -x? i) y = ;X' + 2
Jj} oy =(x +3) + 2

Comparemos las graficas de las funciones de los incisos desde b hasta

2

j con la grafica de y = x! (inciso a).

1

Yol
x| ¥

-3 g r
-2 4

-1 1 L
0 0
1 1

2 4 4af
3 9

-

1

—3TC3 1o 12 3 x

Tabla 6 .sFigura 8
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La grafica de Yy = X! es una parédbola con las siguientes
caracteristicas:

a) Céncava hacia arriba (se‘abre”hacia arriba).

b) Eje de simetria: el eje "Y".

c) Vértice en el origen.

Grafica de y = x? + 2 (figura 9)
Esta grafica es igual a la de y = x? pero traladada 2 unidades hacia
arriba.
b) Su eje de simetria coincide con el eje "Y".
a) Es céncava hacia arriba, es decir, se "abre" hacia arriba.

c) Su vértice es el punto V(0,2).
y=x2+2
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& Traza la 9grafica de y = X’¥3 anota: sus ‘caracteristicas .y

compirala con la de y = x°.

Generalizacién.

La grafica de la funcién definida pdrfk& = x' + ¢ es una paréabola

igual a la grafica de y = % pero con una traslacién vertical ¢

unidades hacia arriba si ¢ > 0 y |c| unidades hacia abajo si c < 0.

ff Aplicando los resultados del pdrrafo anterior determina la
concavidad, la ecuacién del eje de simetria y las coordenadas del

vértice de las parabolas determinadas por:

a) y = x’ + 6 b) y = x* - 1/3

Trata de llevar a cabo este ejercicio sin dibujar las gréficas.
Grafica de y = (x + 3)°? (figura 10)

Esta grafica ha resultado igual a la de y = x? pero trasladada 3

unidades a la izquierda.

a) Es céncava hacia arriba.

b) Su eje de simetria es la recta paralela al eje "Y" tal gque todos

sus puntos tienen abscisa x = -3. NingGn punto fuera de esa recta
\ d

tiene abscisa igual a -3. Por lo anterior QEFEEZe que la ecuacién del

eje de simetria es x = -3.

c) El vértice de la parabola esta en (-3,0)
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-5 -4:-3% -2 -1 0. 1 2 3 x

Figura 10

ﬂ Traza la grafica de y = (x-2)°. Comparala con la de y = x' y

determina su concavidad, la ecuacién de su eje de sgimetria y las

coordenadas de su vértice.

Generalizacién.

Del anélisis de las dos ultimas graficas se concluye que la grafica

de la funcién definida por y = (x + k)!' es igual a la de y = x

2
pero trasladada k unidades a la izquierda si k es positivo y -k
unidades a la derecha s8i k es negativo. Entonces la parabola tiene
las siguientes caracteristicas:

a) Es céncava hacia arriba.

b) Su eje de simetria tiene por ecuacién X = -k.
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c) Su vértice es el punto V(-k, 0).
i S5in trazar las gréficas determina la concavidad,4la ecuacidn del

eje de simetria y las coordenadas del vértice de las pardbolas

siguientes: L .
a)y = (x+ 4)° b) y = (x- 5)*
Grafica de "y = 3x’
Y
X y [
-3 27 i
-2 | 12 e
-1 3 f
0 0 e
1 3 B
2 12 I
3 27 37
“—‘3"“1"2-1T ey %7
Tabla 7 Figura 11

E Compara la tabla 6 con la tabla 7. ¢Qué adviertes acerca de los
valores de y 7

Cada valor de y en la tabla 6 esta multiplicado por 3 en la tabla 7.
Esto produce un alargamiento o expansién de la grafica de y = x?.

La concavidad, el eje de simetria y el vértice no se alteran.

B Ahora traza ta la grafica de y = 1/3 x? . Analizala y comp4rala

con la de y = x?.
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Generalizacién.
Del analisis de las dos ultimas graficas .se desprende que la grafica

H

de vy = ax® es la de y = x’ expandida por el factor a, si a > 1 vy

contraida por el factor a , si 0 <a < 1.
La concavidad, el eje de simetria y las coordenadas del vértice no se
alteran.

ft Determina la concavidad, la ecuacidn del eje de simetria y las

coordenadas del vértice de las graficas de

a) y = 5x° b) y = 2/3 x°*
;
Grafica de y = -x?
Esta grafica es la reflexién de la grafica de y = x° a través del
eje nyn,

El eje de simetria y el vértice no cambian de posicién; pero la
concavidad de la parabola si; ahora es hacia abajo.
Y

Figura 12

y=-x’
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‘sus propiedades, en .

fi Elabora la grafica de y = -x4 o+
especial la concavidad .
éQué relacidén encuentras entre el sigubjdelkcﬁefiéieﬂté3de,x‘ yzlé

concavidad de las parabolas que se han"frézadd?rlr

Generalizacién

! en la ecuacién y = ax® + bx + ¢

El signo del coeficiente de b4
determina la concavidad de su grafica. Si a es positivo la concavidad
es hacia arriba y si a es negativo entonces la parabola es cdncava

hacia abajo.

Durante el desarrollo de esta seccidén hemos estudiado varios casos
particulares de graficas de funciones cuadraticas y hemos llegado a
formular generalizaciones claras y razonables. El estudio detallado

de estas generalizaciones se hara en el curso de geometria analitica.

De acuerdo con los resultados que hemos obtenido es posible
determinar ciertas caracteristicas de las funciones cuadraticas a

partir del examen de su regla de correspondencia.
Ejemplo.

Obtener: a) las coordenadas del vértice M4 b) la ecuacidn del eje
de simetria y determinar la concavidad de la parabola dada por:
y = (g -3) -1

Solucién.
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La grafica de 'y = {(x - 3)? - 1 es igual a la de y = x° trasladada
3 unidades hacia la derecha y una unidad hacia abajo.

! es el punto

a) El veértice de la parabola cuya ecuacién es vy = x
V{0,0). Como a cada uno de sus puntos, al vértice se le han
aplicado los "movimientos" descritos, de manera que el vértice de la
parabola representada por y = (x - 3)° -1 es V' {3, -1)

b} Todos los puntos del eje de la parabola tienmen su abscisa igual a
la del vértice, entonces la ecuacidén del eje de simetria es x = 3.

c) La concavidad de la parabola depende del signo del coeficiente de

%, dado que en este caso es positivo, la concavidad es hacia arriba.

i Determina a) las coordenadas del vértice, b) la ecuacidén del eje
de simetria ¥ c) la concavidad de la graficas de las funciones

dadas por:
1) f£(x) = (x -~ 4)° + 5 2) gix) = -2(x +5)° - 3

Corrobora tus respuestas trazando las graficas de estas funciones.

De los resultados de los incisos anteriores se infiere que:

LLa grafica de la funcidn f{x) = a(x + h)* + k en donde a, h v k
son nimeros reales cualesquiera, a # 0 , es una parabola con eje de
simetria paralelo al eje "Y", con vértice en el punto V = (~-h, k) y
cuyo eje de simetria tiene la ecuacion X = -h., La concavidad de la

parabola hacia arriba si a>0 y hacia abajo si a<o0.

El problema que se nos presenta ahora es:
{COmo obtener las coordenadas del vértice de 1la grafica de una

funcidén cuadratica definida por una ecuacidén de la forma y=ax’+bxtc?
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Por ejemplo:
Determinar las coordenadas del vértice de. la ‘parabola cuya ecuacién

es y = 2x! + 4x + 3.

Si encontramos una ecuacién equivalente a y = 2x? + 4x + 3, pero que
tenga la forma y = a(x + h)? + k, entonces el vértice serd el punto
V{-h,k).

Tratemos de darle a y = 2x' + 4x +3 la forma indicada.

Separemos del segundo miembro de la ecuacidén al binomio 2x? + 4x.

Factorizando al binomio {(caso del factor comin} obtznemos

2x? + 4x = 2(x*? + 2x)

Si agregamos al binomio que estd deutro del paréntesis (x? +2x) el
término adecuado, ilo ctransformaremos en un trinomio cuadrado

perfecto.

B ¢Cudl es el termino que necesitamos agregar?
El termino 1!, esto es, el coeficiente de % dividido entre 2 ¥y

elevado al cuadrado, completa el trinomio cuadrado perfecto.

Entonces x* 42x + 1 = (x + 1)°

Asi que x! 4+ 2x = (=% + 1) - 1

b4 2(x? + 2x) = 2[ (x + 1)* - 1]
2{x* + 2x) = 2(x + 1) - 2

Entonces 2x? 4+ 4x = 2(x + 1) - 2

Sustituyendo el resultado anterior en la ecuacién de la parabola:
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y = 2% + 4x +3
obtenemos y = 2(x + 1) - 2 + 3

y = 2(x + 1) + 1
La ecuacién anterior tiene la forma deseada, por lo tanto
coordenadas del vértice son: x = -1 H y = 1.
§ Comprueba trazando la grafica de la funcién y = 2% + 4x +3
las coordenadas del vértice son: x = -1 y =1
Apliquemos el proceso anterior a la ecuacidén y = ax® + bx + ¢
donde a, b y ¢ son nimeros reales cualesquiera, a # 0.
Factorizando el binomio ax’ + bx obtenemos

b

ax? + bx = a{(x?® + --- x)
a

b 27 . b
Agregamos al bimonio x? + . ¥ la mitad de o elevada al

cuadrado:

Factorizamos el trinomio cuadrado perfecto:

b b 2 bl
X' + --- x + |--= = X + --
a 23, 2a
b b)? b?
Entonces X2 4 == x = |x + ~-- - _—
a 2a 4a‘’
b
Sustituyendo este resultado en a(x?! + --- x) obtenemos
a

a{x? + --- x) = x + -—- - ==

b bl ? b?
a
a 2a 4a‘

las

que

en
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Entonces ax’ + bx

i
n,
0
o
t
o
-1
o
]
o
L]

Sustituyendo este resultado en yfk

Pero = m=me=e= $C T mmmmmmmmoiliz e
4a : 4a
b ? 4ac -b‘
Luego y = a/x-t+ -== LAt
2a 4a

Por lo tanto:

Las coordenadas del vértice son :

b) Valor extremo de una funcién cuadratica.

El valor extremo abscluto de una funcién cuadritica con dominio igual
a R es su valor mé&ximo o minimo, segiun el caso.

Anteriormente se ha visto gque la ordenada del vértice de la grafica

de una funcién cuadratica, es el valor maximo o minimo de la funcién,
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por ello los resultados de esta seccién,nds péfmitén:hallar el valor

extremo de la funcidn.

Calcula el valor méximo de la funci&n;

dominios R: dada por:
v = -5x? + 15x + 9000 S R

A partir de este resultado, resuelverel pfoblema del Cuestionamiento

Guia.

Solucidén. La reduccién en la tarifa para la cuaf se obtiene el maximo

ingreso es de N$15. El ingreso maximo es de NS1125.

c) Interseccionegs de_ la_grafica de una_funcién. cuadratica con los

ejes co

ordenados
Ejemplo 3. LA TRAYECTORIA DE UN PROYECTIL

Desde un minisubmarino que flota en el mar se dispara un proyectil
dirigido a un barco cuyo punto mas cercano se encuentra a 13 dam de
distancia del punto de partida del proyectil. El punto de partida del
proyectil estd al ras del agua. La trayectoria que éste sigue en el
aire esta dada por :

y = -x°' + 12x - 20
donde y representa la altura del proyectil cuando su distancia a
cierto punto de una playa cercana es X (las unidades empleadas son
decametros).
1) 4Alcanza el proyectil al barco?
2) Si no es asi, éa qué distancia del punto de lanzamiento entra el
proyectil al agua?
Para resolver este problema emplearemos los conocimientos adquiridos

a lo largo del desarrollo de este fasciculo.
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[ éCudl es el modelo matematico. para laﬂfiajéc;oria’délﬁproyécril?

El modelo matematico para la trayectbf a- = el proyectil esta

dado en el problema: y = "X}'+Liéx

La igualdad anterior determina la alturﬁ[b‘y . a‘lé que el proyectil
esta sobre la superficie del agua,: cuéndo su distancia al eje de
las ordenadas ("Y") es =x.

Por ejemplo, cuando el proyectil se encuentra a una distancia

horizontal de 5 dam , su altura es de :

y = -5% + 12(5) - 20
y = -25 + 60 - 20
y = 15 dam
Examinando el modelo dado en el enunciado del problema podemos

obtener mucha informacion acerca de la trayectoria del proyectil.

¥ éQué clase de funcion determina la igualdad y = -x° + 12x - 207

(Qué figura debe obtenerse al graficarla?

La igualdad y = -x? + 12¥» - 20 determina una funcién cuadratica,
ya que tiene la forma y = ax’ + bx + c .
La grafica de esta funcién, como la de toda funcién cuadratica, es

una paréabola con eje de simetria vertical.

i écCémo es la concavidad de la pardbola?



64

Para analizar problemas surgidos de situaciones como esta, podemos
sustituir el escenario real de los hechos por un bosquejo sobre
papel.

ﬁ Traza un bosquejo en donde aparezcan las posiciones relativas del

submarino, el barco y la trayectoria del proyectil.

Bosquejo de la situacién que se describe en el problema.

;4g§a¢

Figura 13

B Observa el bosque jo, écudl es la altura del proyectil en el momento
en gque hace contacto con el agua?, en otras palabras, éicudnto vale y
cuando el proyectil toca el agua?

En el momento en que el proyectil toca el agua y =0

La interseccion de la grafica de una funcidn con el eje "X" es el

conjunto de los puntos de la grafica en donde y = 0.
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i ¢A qué distancia se euéuentré,e1 pro&ééti1 del origen del plano

cartesiano al hacer contacto con el agua?

La respuesta a la pregunta anterior esta dada por el valor de ®

cuando y es igual a 0 en la igualdad y = -x°' + 12x - 20,

Si hacemos y = 0 en la igualdad anterior, obtenemos la ecuacidn
de segundo grado con una incdgnita:
0 = -x* + 12x - 20

Por la propiedad de simetria de la igualdad

-x¢ + 12x =20 = 0
Esta es un ecuacidén de la forma ax’ + bx + ¢ = 0 "en donde a # 0
f éCudnto valen los coeficientes a, b y c.
Como todos los coeficientes son diferentes de cero se dice que la
ecuacién es completa.

Para resolverla podemos emplear diferentes métodos.

Resolucién por factorizacion

En el curso de Matematicas I estudiaste varios casos de
factorizacién, entre ellos la de un trinomic de la forma %2 + ax + b,
Recuerda que cuando un trinomio de este tipo tiene coeficientes
enteros podemas intentar una factorizacidén de la forma:

x2 + bx + ¢ = ( x +m ){x+n) conmy n enteros.
La sumadem y n debe ser igual al coeficiente b, y su producto

debe ser igual al numero c.
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Para resolver el‘iproblem éﬁemplo*AEk (tréye;toria de un

proyectil), usarem05~laffa§€o i 13 méhéiqné en el parrafo
anterior. B
El primer miembro de la ecua f20 =0 ... (1) es

el trinomio:

Factoricémoslo:

~xt 4 12x - 20 S1(xt5 2% + 20)
~x? 4 12x - 20 = -1(x - 2)(x - 10)
Sustituyendo este resultado en la eéﬁacién (1) obtenemos:
-1{x - 2)(x - 10) = 0
Multiplicando por -1 a los dos miembros de la ecuacién se

obtiene (x -2)(x - 10) = 0.

Para que el producto de dos numeros reales cualesquiera a y b sea
igual a cero, entonces a, o bien b, tiene que ser cero.
Aplicando esta propiedad a

(x - 2){x - 10) = 0

se deduce que x - 2=20 o bien x -10 =0

Si x - 2 =0 . entonces X = 2

y, si x - 10 =0 entonces x = 10

La ecuacién -x' + 12x ~ 20 ha sido resuelta. Tiene dos soluciones o

raices : x = 2 v x = 10
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¥} Comprueba sustituyendo en -x° + 12x -20 = 0 a x, primero por 2
Y después por 10 , que estos valores son ambos soluciones o raices de
la ecuacién.

¢Qué significado tienen las dos soluciones de la ecuacidén para el

problema del submarino?

El proyectil partié del punto (2,0) y entré al agua en el punto
(10,0).

E (Cual es la distancia entre el punto de partida del proyectil y el
punto en donde éste entra al agua?

¢Alcanza o no el proyectil al barco?

¢Por qué?

Ceros de una funcidn.

Para resolver problemas que, como el anterior, conducen a funciones
cuadraticas,es decir, a funciones cuya regla de correspondencia es de
la forma f(x)=ax® + bx +c, frecuentemente es necesario encontrar el
valor de x (la abscisa) de los puntos en donde la grafica de la
funcién corta al eje "X". Estos valores de x se llaman ceros de la
funcién y son las soluciones de la ecuacién ax’ + bx + ¢ = 0 porque

en esos puntos £(x) = 0.

E iCudles son los ceros de la fupcidén f(x) = -x° + 12x - 20 en el

problema que acabamos de resolver?
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nterseccidén con_el_eje"Y"

La interseccién de la grafica de una funcién con'elieje "Y' es el

conjunto de los puntos de la grafica en donde x = 0%
} Encuentra las interseccién de la grédfica de £(x) = -x° + 12x =20
con el eje "Y", Traza la gra&fica f senalando los puntos de

interseccidn con los ejes coordenados.

2. Problemas que _conducen a una ecuacién cuadratica y_su_relacién con

la funciém polinomial cuadratica.

Durante el desarrollo de este fasciculo ha sido necesaric resolver

varias ecuaciones cuadriticas con una incégnita.

Para encontrar el tiempo que un avidén, que partid del reposo y se
desplaza con movimiento uniformemente acelerado, tarda en recorrer

1500 metros resolvimos la ecuwacidn: 3.75t7 = 1500...(1)

Para encontrar la abscisa del punto de partida de un proyectil y la
del punto en donde el mismo entra al agua, resolvimos la ecuacién

-x? + 12x -20 = 0...(2)
En 1la siguiente seccién abordaremos la resclucién de ecuaciones

cuadrdaticas de una manera sistematica.

a) Resolucidén de ecuaciones cuadraticas de_la_forma _ax’ + ¢ =0
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En este tipo de ecuaciones el coeficién£é (E) dél término de primer
grado es igual a cero, mientras que a §‘c éqn'diferentes de cero.
La ecuacién (1)... 3.75t! = 15d0;:: §ﬁedé adoptar esta forma
escribiéndola asi: 3.75t' - 1500 = 0 . .
En ecuaciones como esta la incégnita,ée'despéja facilmente.
Iy Realiza las siguientes actividades: “
1)Revisa el proceso que se siguid para resol&ef esta ecuacidén en el
problema del ejemplo 2 (pdgina 44).
2)Resuelve las ecuaciones gque a continuacidén se anotan siguiendo el
mismo procedimiento: a) 12x°* - 1452 = 0 ; b) 15x° = 735.
¢Cudntas soluciones encontraste para cada una de las ecuaciones?
éiCudles son los ceros de las funciones a) f(x) = 12x° - 1452 y
b) g(x) = 15x? - 735 ?, en otras palabras, (cudles son las abscisas
de los puntos de interseccidn de las grificas de estas funciones con
el eje "x"?
3)Comprueba tus resultados en las graficas de las funciones f y g.
4)Resuelve la ecuacidén 4x? + 36 = 0. (Cudntas soluciones encontraste?
5)Traza la grafica de la funcidn f(x) = 4x° + 36.
{Cudles son los ceros de la funcién?
6)Redacta tus conclusiones sobre los resultados de las actividades 4
y 5.
La solucidén de una ecuacién de la forma ax’ + c¢c =0 , cona = 0, se
obtiene mediante el procedimiento siguiente:

ax! + ¢ = 0

ax’ = -¢

®! = - ---
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i Si x es cualquier nimero real, ‘puede sérix? negativo?

c
éEs - ~--- positivo o negativo?
a .
c R e .
El nimero - -- puede ser positivo o-negativo { o.cero), va que
representa al inverso aditivo de -~ =
a

c
Si - -- >0 (positivo), entonces tiene dos raices cuadradas reales ,

a

y por lo tanto, la ecuacién ax’® + c = 0 tiene dos soluciones reales:

x =
Y a
(o] .
Si - -- <0 (negativo), entonces la ecuacidn no tiene soluciones
a
reales.
c
fl ¢Cuél es la solucién de la ecuacién si - -- = 0
a

b) Resolucidn de ecuaciones de la forma _ax’_+ bx = 0

En el proceso de resolucidén de un problema que conduce a una funcidn
cuadratica, podemos encontrarnos con ecuaciones cuadréaticas.

Por ejemplo:

Si en el problema del Cuestionamiento Guia sobre el Gimnasio Zeus, se
desea saber para qué descuento en la cuota se obtiene el mismo
ingreso que cuando no se rebaja ésta, puede seguirse el procedimiento
que sigue:

Cuando la cuota no disminuye se obtiene un ingreso de 9000 nuevos
pesos asi que en y = -5x* + 150x + 9000 hacemos y = 9000, con lo

que obtenemos la ecuacidén cuadratica con una incégnita:
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9000 = -5x’ + 150x + 9000

Resolvamos esta ecuacién:
Sumando -9000 a ambos miembros de la ecuacién obtenemos

0 = -5%x* + 150 x
Por la propiedad simétrica de la igualdad

-5x! + 150x = 0
Factorizando el primer miembro de la ecuacién (casq del factor coman)
obtenemos 5x (-x + 30) = 0.
Observa el primer miembro de la ecuacién; es el producto de dos
factores. Para que el producto de 5x y -x+30 .sea igual a cero
es necesario que 5x = 0 ) -x + 30 =0
Resuelve la ecuacidén 5% = 0, obtendréds x = 0.
Resolviendo la ecuacién -x + 30 = 0 encontraras x = 30.
Entonces la ecuacidén tiene dos soluciones:

x'= 0 1% x = 30.

ﬂ ¢(Cémo Interpretas este resultado en el problema que estamos

estudiando?

Para un descuento de N$30 se obtiene el mismo ingreso que si no se

hace descuento alguno.

Analicemos el procedimiento que se usd para resolver la ecuacién
~-5x? + 150x = 0.
La ecuacién (2) tiene la forma ax’ + bx = 0
Las ecuaciones de este tipo se resuelven, como en el caso de la

ecuacién del problema, factorizando el primer miembro de la ecuaciédn:
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x (a37;‘b):'

"La igualdad anterior impl;qéfd

Xx =0, lo que significa'éué Y

o bien ax + b = 0

Si

Resumiendo:
Cualquier ecuacién cuadratica de.:la forma ‘ax’ + bx =0, a # 0 tiene

dos soluciones:

-b
x = 0 y R = ———
a
No conviene tratar de memorizar las férmulas anteriores, es

preferible seguir el proceso que emplea la factorizacién.
[f Resuelve las siguientes ecuaciones cuadréticas:

a) 9x* - 72x = 0 b) 5x° = 65x

¢) Resolucién de ecuaciones cuadraticas_completas

Método por factorizacidn

Una ecuacién cuadratica completa tiene la forma ax’ + bx + ¢ = 0 con
a,b y c distintos de cero.

Un ejemplo de este tipo de ecuacidén es la gue se resolvid en el
problema del minisubmarino: -x’ + 12x - 20 = 0,

fi Localiza en el fasciculo la parte que contiene la resolucidn de la
ecuacidén -x? + 12x -~ 20 = 0 (pédginas 65 y 66) y revisala

cuidadosamente.
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Algunas ecuaciones cuadraticas completas pueden - resolverse por
factorizacidén, como la del problema del minisubmarino, por lo que es
importante conocer los diferentes casos de factorizacién de un
trinomio de la forma:
ax‘+ bx + c,

fi Repasa los procedimientos para factorizar trinomios de segundo
grado que aprendiste en Matemdticas I.
Resuelve por factorizacidn, las siguientes ecuaclones:
a) x* + 2x -~ 15 = 0 b) 4x° - 2x - 12 =0

étodo de completar un_trinomio cuadrado perfecto.

Las ecuaciones cuadraticas pueden resolverse por el método de
completar un trinomio cuadrado perfecto.
A continuacién resolveremos simultaneamente las ecuaciones

5% - 6x - 2 =0 y ax® + bx + ¢ =0

por el método de "completar cuadrados".

5x* - 6x - 2 =0 ax: + bx + ¢ = 0
5x* - 6% =2 ax?’ + bx = -¢
6 2 b jd =4
x! - - x = == x! + -- x = --
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6
X - —-SX4

)

19
Como ~-- > 0
2

3 19
X = === --
5 25
N 19 3
K= meem o =
5 5
3+ 19
X' = mmmmmm—ome
5

Si b? -~ 4ac > 0
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o bien’ 3
K- —
5
de donde:
x" =
La resolucién de la ecuacién ax® + bx +.¢. =0 por el método de

completar el trinomio cuadrado peffeqtqldaibrigeh a la siguiente::

b!‘ - 4ac 2 0

i Resuelve la siguiente ecuacién por el método de ‘“completar

cuadrados" y empleando la férmula general. Compara las soluciones.

ecuacién cuadratica.

Observa que en la férmula general aparece una raiz cuadrada:

b2 - 4dac

Recuerda que la raiz cuadrada de un namero negativo no es un numero
real, entonces b2 - 4ac debe ser un nfmero positivo o cero.
Esta expresién es llamada el discriminante de_la _ ecuacidén porgue de

su signo depende el tipo de soluciones que tenga la ecuacidn.
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La interpretacién grafica de 1las soluciones de las

ecuaciones

cuadraticas nos ayudarad a comprender el papel que desempeiia el

discriminante.

Grafiquemos las siguientes funciones:

1) £3(x) = x' + 2x - 15 2) fa(x)

4x’ + 4x + 1

3) £3(x)

x'. + 28 + 15

. L, Ne
B I TS T x5\ -4 -3 -z -1 o] 1 2
\_44 fl(x)
Figura 14

Las soluciones de las ecuaciones 1) x° + 2x - 15 = 0,

2) x* + 2x + 15 = 0 0% 3) 4x? + 4x + 1 =0

son las abscisas de los puntos de interseccién de las
las funciones de los incisos 1, 2 y 3 respectivamente

IIX" .

graficas de

con el eje
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Generalizacién
Las abscisas de los puntos de interseccidén de la grafica de la
ecuacién ax? + bx + ¢ = 0 con el eje x son las socoluciones de la

ecuacidn

§f Basdndote inicamente en la lectura de la grédfica determina cudntas
soluciones tiene y cudles son éstas, cada una de las ecuaciones de
los incisos 1,2 y 3.

Calcula el discriminante de las ecuaciones de los incisos 1, 2 y 3
y trata de determinar su reiacién;';éh‘ggli tipo de soluciones gque

tienen éstas.

De la actividad anterior puedeﬁ extraerse las siguientes
conclusiones: 7

En la fdrmula general para resolver ecuaciones cuadraticas interviene
el radical b* - 4ac . El radicando b2 - 4ac es el discriminante de
la ecuacién.

~-Si b? - 4ac es un numero negativo , entonces no tiene raices
cuadradas reales vy la ecuacidén no tiene soluciones reales.

-8i b? - 4ac es positivo, entonces tiene dos raices cuadradas y 1la
ecuacién tiene dos soluciones.

-Si b? - 4ac es cero, entonces tiene una raiz cuadrada real: cero.

En este caso la ecuacidén tiene dos soluciones iguales o una raiz

doble.

Si se calcula el discriminante de una ecuacién antes de intentar

resolverla puede evitarse un trabajo extra.
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b) Solucidén gréafica de ecuaciones cuadraticas

En la seccidén anterior se resolvieron graficamente varias ecuaciones

de la forma ax’ + bx + ¢ = 0, ahora se estudiara otra manera de

resolver grificamente ecuaciones cuadraticas.

Ejemplo 1 .

Resolver graficamente la ecuacién x? + 2x = 185.

Método de solucién.

a) Traza en la misma figura las graficas de las funciones

f(x) = x? + 2x y g{x) = 15.

b} Lee las coordenadas de los puntos de interseccién de las graficas

" —

c) Las abscisas de los puntos de intersecciédn: x

soluciones de la ecuacién.

£ x)=x2+2x

34

g(x)=15 2d
15
10

.

Figura 15

-5, x"= 3

son las
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Ejemplo 2. Resolver gr&ficamente la ecuacién x’ = - 2x + 15.

Para encontrar las soluciones seguimos el método del ejemplo 1;

graficamos las funciones f(x) = x? y gi(x) = - 2x + 15 y leemos las
abscisas de los puntos de interseccién de las graficas: x’ = -5, x"=3
éstas son las soluciones de la ecuacidén x’ = -2x + 15.

4

Y

Figura 16

Observa que las ecuaciones x’ + 2x = 15, x’= -2x +15 y x%42x -15 =0
son equivalentes, luego, despejando al término independiente o
despejando a x° y graficande las funciones de ambos lados de la

igualdad podemos también resolver la ecuacién ax’ + bx + ¢ = 0.

Ajuste de curvas.

Analiza la situacién siguiente:

y eSS o PEE
o T e
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En una regién de Africa, considerada de reserva ecoldgica, un grupo
de bidlogos ha obtenido datos sobre la relacidén entre el namero de
animales herbivoros vy el numero de animales depredadores y los ha
graficado (Fig. 17). Ellos desean construir un modelo matematico que

se ajuste a los datos gque han recabado.

Figura 17

Como los puntos de la grafica tienen una disposicién parabélica se

traza la parabola que se ajuste mejor a la serie de puntes.

La curva corta al eje "X" en X = 50 y X = 150 asi que estos

valores de x deben ser las soluciones de la ecuacidén f(x) = 0.
La regla de correspondencia de la funcién debe ser de la forma
y = ax? + bx + c.

El producto (x - 50)(x - 150) origina, igualado a cero, una ecuacidén



el

e por regla de

“‘encontrar las

Pero en la figura 21 se advierte qhe el vértice de la grafica de una
funcidén que describa la relaciédn:--entre los animales herbivoros y los

depredadores debe ser V(100, 500).

. éCémo es la concavidad de la grdfica de (2)?, d(es asi como la

necesitamos?

Si multiplicamos al segundo miembro de (2) por -1 cambiara su

concavidad.
[ {En donde estéd el vértice ahora?

El vértice de y = =-1(x - 100)° + 2500...(3) esta en (100, 2500),

pero lo necesitamos en (100, 500).

F- éCémo podemos acortar la gréfica de (3)7?
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Del estudio de la seccién correspondieﬂte aii&ércéce de la grafica de
una funcién cuadratica sabemos que: si'j@?lfi§iiéamos al segundo
miembro de la igualdad (3) por un nﬁmerovPoSitiVo'menor que 1, 1la
grafica se acortara.

Multiplicando al segundo miembro de (3) ﬁér' /5. obtenemos:

justamente las .- Los puntos de
interseccién de la grafica de Jest cbn; el eje "X" son

(50,0) y (150,0).

dada por

i Comprueba que la funcidn anterior se ajusta a los datos del

problema calculando algebraicamente las coordenadas de los puntos de

interseccidén de se grdfica con el eje "X" y trazando su gréfica.
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RECAPITULACION

B La resolucidén de problemas puede abordarse por distintos métodos,
entre los cuales tenemos la formacién de modelos geométricos,

numéricos, algebraicos y mixtos.

8 Los modelos polinomiales cuadraticos son modelos algebraicos que
tienen la forma y = ax! + bx + ¢ en donde a, b y c representan
nimeros reales, a # 0. y es la variable dependiente y % es la

variable independiente.

[] Las funciones polinomiales ‘cuadraticas establecen una
correspondencia de R a R (R conjunto de los nimeros reales)
asociando a cada nimero real, el numero real obtenido por medio de la
regla f(x) = ax’ + bx + ¢ en donde a,b y ¢ son nimeros reales a = 0.
B El conjunto de todos los posibles valores de %, segun el contexto
del problema, es el dominio y el de los valores correspondientes de y

es el rango de la funcién.

B La grafica de la funcién f(x) = ax! + bx + ¢ , a # 0 es una

parabola con eje vertical. Su vértice tiene por coordenadas :

b d4ac - b°
X = = === . y: _________
2a 4a
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8 Una funcidén cuadritica tienme su valor maximo o minimo, segin el
caso, en la abscisa del vértice de su grafica. La ordenada de éste es

el valor maximo o minimo de la funcidn.

B Asociadas a las funciones cuadraticas estan las ecuaciones

cuadraticas, las cuales toman la forma ax’ + bx + ¢ = 0 , a # 0.

® La férmula general para resolver ecuaciones cuadraticas es:

-b + 'b? - 4ac
X = ~-——= L S caf 0.
2a
# El discriminante de ax! + bx + ¢ = 0 con a # 0 es: b! - dac.

De su signo depende la naturaleza de las soluciones de la ecuacién.
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ACTIVIDADES  DE:CONSOLIDACION *

caso se indica:
Por factorizaciénm.
a) x* - x -6 =0
Completando cuadrados.
c) x! - 10x + 5 =0
Empleando la férmula general.
e) 2x* + x - 105 =0
Graficamente, despejando a x°.

g) x* + x -12 =0

2. Resuelve los siguientes problemas:

a) Las dimensiones de las pantallas de las televisiones se dan en el
comercio por la medida de su diagonal. Si la razdén del largo al
ancho debe ser de 4/3 , (cuales son las dimensiones (largo y ancho)

de la pantalla de una televisién de 14 pulgadas?

b) La velocidad (V) de escape de un planeta depende de su radio (R)

y del valor de la aceleracién (g) debida a su gravedad. La férmula
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Vi = 2gR expresa la relacién que existe entre esas cantidades. &Cual
es la velocidad de escape, en km/s, en un planeta cuyo radio mide

5000 km v en donde g = 0.002 km/s??

c) Un grupo de estudiantes comprd una calculadora con graficador que
costé 600 nuevos pesos. Inicialmente el grupo se componia de x
alumnos, pero al anexarse otros c¢inco, la cantidad que cada uno
tenia que pagar se redujo en 10 nuevos pesos. &De cuantos alumnos

constaba el grupeo inicial?

3., Para cada una de las funcionés‘ f{x)’=:—2‘;+'éx +-8

g(x) = -x* + 6x y h(xj = x! - 4x - 5

a) Determina las coordenadas del vértice, las coordenadas de los
puntos de interseccidén con los ejes, la concavidad y L2 ecuacidén del
eje de simetria de la grafica de la funcién

b) Aplicando los resultados del incisc anterior bosqueja la grafica.
c) Determina el valor maximec o minimo de la funcidn.

d) Calcula los ceros de la funcién.

4, Un cohete es disparado verticalmente hacia arriba desde una torre
de lanzamiento de 20 m de altura con una velocidad inicial de 250
m/s. La aceleracidén (g = 9.8 m/s?) debida a la gravedad de la Tierra,

afecta a su movimiento.

Se desea determinar la altura del cohete en diferentes instantes.
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a) Investiga en un libro de Fisica la férmula que. relaciona el-
desplazamiento y el tiempo en el tipo de movimiento del. cohete.

b) Construye el modelo para el caso del cohete adabtando ;a férmula.
¢) Elabora una tabla con valores aceptables :MT¥’7; k

d}) Traza la grafica.  :7

e) A partir del modelo que obtuviste cal¢qlé[ié altura maxima, sobre
el suelo, que alcanza el cohete ol

f) (En cuantos segundos alcanza su altura maxima?
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LINEAMIENTOS DE AUTOEVALUACION

Cg)

2{‘ f'é{ilgpgb;:li}éiﬁﬁiéaﬁéEJJ;L :jaﬁchd;ﬁ»8.4;pulgadasl

b) 10 km/s

c) 15 alumnos

3. - f(x) = -2 +.2x + 8
Vértice V(1,9)
Interseccién con "X" (-2,0) (4,0)
Interseccién con "y" (0,8}
Concavidad . hacia abajo

Eje de simetria x =1
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Valor maximo b f(l)’=/§

Ceres e x =4
g{x) = -x’ ‘f'ﬁva",f. 7

Vértice 2 ’!Q(Q;Qflk

Interseccién con "X" :‘  '.t,iO;0ik ,(6}0).

Interseccién con "Y" k : (0,0) ' :

Concavidad : . hacia abajo

Eje de simetria : :
Valor maximo brg(3)3;:9;'57_

Ceros ] R S

h(x) = x% - 4x =5

Vértice VkZ;EQ) -
Interseccién con "X' . (-1,0) (5,0)
Interseccién con "Y' S (0,-5)
Concavidad hacia arriba
Eje de simetria X = 2

Valor minimo h(2) = -9

Ceros ’ x = -1 x =5

b) h = -4.9t* + 250t + 20 e) h'z 3208.7 m f) t = 25.5 s
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3.1 Sugerencias sobre el empleo del fascictlo ehflé,ciase.

Este material podfia ser empleado para trabajar 'en-clase organizando
a los alumnos en grupos pequefios. Ellos podrian analizar el texto
deteniéndose en los parrafos sefialados con el simbolo | para
contestar a las preguntas o llevar a cabo las actividades indicadas

antes de continuar con la lectura del texto.

Las soluciones a los problemas 'y las ' preguntas se proporcionan

generalmente en seguida, para que los. alumnos requieran de un minimo

de asesoria.

Conviene recomendar a los alumnos que 'sean honestos con ellos mismos
y realicen un esfuerzo por hallar la solucidén antes de consultar las

respuestas.

El material puede ser empleado en el sistema abierto. En este caso el
estudiante puede 1llevar a cabo el estudio del texto de manera
individual u organizando circulos de estudio. Plantearan sus dudas al

consultor cuando se entrevisten con él.

El profesor que prefiere el método expositivo podria emplear el
material como guia para la conduccién de su exposicién indicando a

los alumnos las actividades que se sugieren en el fasciculo.
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3.2 Validacién

La evaluacién del material -didécticd'jﬁrépﬁesté;;ée'.efectuaré
llevandolo a la practica y observaﬁdd cémo lqé ééfﬁdiéﬁtéé reac6ionan
ante él. .

Los resultados de los examenes gue se apliquen ' a los estudiantes
gseran también un indicador de la eficacia del material, aunque ellos
son influidos por multiples factores.

Las opiniones de los alumnos vertidas en entrevistas o cuestionarios

seran también de utilidad para juzgar la pertinencia de la propuesta,
4 CONCLUSIONES

Aunque las condiciones laborales son dificiles, es posible gque el
profesor realice un esfuerzo para investigar y elaborar materiales

relativos a su practica docente.

La ventaja de que el profesor elabore sus materiales es que éstos son
mas adecuados a las condiciones de la institucidén en que realiza su

prdctica docente y a sus propias caracteristicas.

Cuando el maestro confecciona un material investiga profundizando en
el tema, lo cual puede dar por resultado gque descubra aspectos
importantes relacionados con el aprendizaje del contenido gque no

habia advertido antes.
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Por lo sefalado anteriormente considero que es necesario complementar

los libros de texto con materiales como el que se propone.
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