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RESUMEN

Se analiza el movimiento oscilatorio generado al interior de
un ducto semi-sumergido en un campo de olas mediante la ecuacién de
Bernoulli con la inclusidén de pérdidas de energia por friccidn vy
formacién de vértices (términos no-linecales) para simular el
movimiento “real" del fluido (ecuacidn completa). Se obtiene una
solucidén numérica para la ecuacidén completa del ducto y una
solucidén analitica para la ecuacidén del ducto sin considerar los
términos no-lineales (ecuacidén linealizada). S¢ determinan las
condiciones para que la solucién analitica describa adecuadanmente
el movimiento del fluido y sea equivalente a la solucion numerica.

Estas condiciones acotan el tamano de la amplitud normalizada
An (definida como: tamafio de la ola dividida por la longitud del
ducto), en términos de una razon de amortiquamiento Fr relacionada
con la friccidn en el fluido: An < 4eFri:. lara estas An se
obtienen olas amplificadas cuyo tamaho no disminuye
significativamente si el ducto tiene desembocadura "acampanada’
para evitar la generacién de voértices. Ademds el tamanc de la
maxima amplificacién estd acotads por : 1/2eFr.

Cnando el ducto tiene desembocadura "recta", la generacidén de
vértices afecta el valor de la mixima amplificacidn, provocandeo un
dréastico descenso en ella a medida que An aumenta, de tal forma que
An debe ser mucho menor que 4eFr? (An < < 4eFr?) para obtener lao
mixima amplificacién.

Se comprueba el adecuado funcionamiento del nmodelo numérico
mediante comparacidén con datos experimentales de diversas fuentes.

Usando los valores (amplitud, periodo y longitud de onda)
tipicos de 1las olas observadas en el mar se obtuvieron
amplificaciones mayores que 1, para An pequeila. Por lo que resulta
factible, al menos teodricamente, el buen funcionamiento de un
sistema de bombeo que utiliza ductos resonantes para aprovechar el

oleaje marino.



INTRODUCCION.

El intercambio entre el mar y cuerpos de agua costeros en
muchas ocasiones esta limitado por restringidos canales de
comunicacién. Esta caracteristica los hace vulnerables a la
acumulacién de material exbgeno vertido en sus aguas. Asi,
numerosas lagunas costeras muestran altas concentraciones de
sustancias diversas. Este impacto ambiental tiene consecuencias que
pueden ir desde lo benéfico hasta lo desastroso y las medidas que
se deben tomar pueden ser de naturaleza muy variada. Entre las
posibles medidas se encuentra la de ilncrementar i intercambio
entre los cuerpos de aqua costeros y el mar, reducliendo asi su
tiempo de residencia (Merino et al., 19%2).

Existen diversas alternativas para incrementar este
intercambio. La apertura de canales artificiales ha sido la
golucién mas socorrida que utiliza la energia de las mareas o
corrientes locales para el lavado. En ocasiones, sin embargo, el
transporte litoral de sedimentos ha provocado resultados
inesperados. Este ha llegado tante a cerrvar ¢l canal aectificilal
como a provocar su ampliacion, hasta destruir la barrera gue da
lugar al cuerpoc de agua costerc.

Se han desarrollado sistemas de bombeo de agua activados por
oleaje (Ruiz et al., en prensa) que podrian utilizarse para el
lavado de cucrpocs de agua costerco. Resulita muy abractive utilizarc
una enerqgia "limpia" disponible en grandes cantidades on el lugar
de aplicacién. La limitacidn del éxito de estos dispositivos se ha
centrado en el uso de partes moéviles que son un punto débil en el
demandante ambiente .arino.

En respuesta a este problema se han desarrollado sistemas de
bombeo sin partes méviles. Uno de ellos, patentado en México por
Ruiz, Alatorre y Merino (1988) amplifica el oleaje incidente
mediante paredes convergentes. Un rectificador captura las crestas
amplificadas provocando flujo por gravedad en un ducto que conecta

al dispositivo con el cuerpo de agua costero. Las limitaciones
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potenciales de este sistema consisten en la construccidn de una
estructura marina sujeta al embate de olas y tormentas y al posible
asolve por transporte litoral.

En este trabajo se explora otra posibilidad de amplificacidn
de cleaje mediante ductos resonantes y forma parte de un desarrollo
tecnoldgico que se esta llevando a cabo en el Instituto de Ciencias
del Mar y Limnologia, la Facultad de Ciencias y el Instituto de
Ingenieria, UNAM. El principioc de operacién esté basade en la
obtencidén de oscilaciones resonantes en el interior de un ducto
semi-sumergido en un campo de olas.

En el primer capitulo se lleva a cabo una revisidn de la
ecuacién de Bernoulli para un flujo no estacionario. En 21 segundo
se obtiene la ecuacidn gque describe el movimiento de la columna de
agua dentro del ducto resonante. En el siguiente se obtienen
soluciones analiticas para la ecuacidn linealizada y numéricas para
la ecuacidn completa llevandc a cabo comparaciones entre ellas. En
el cuarto capitulo se presentan los resultados obtenidos al
comparar las soluciones con informacién experimental. En el
peniltimo capitulo se lleva a cabo una discusidén de los resultados
obtenidos. En el dltimo capitulo se presentan las conclusiones y
ademds las sugerencias para analizar el movimiento dentro del ducto
en diversas circunstancias.



CAPITULO I
REVISION DE LA ECUACION DE BERNOULLT.

Es necesario recordar la ecuacién de Bernoulli para su
posterior aplicacidén en la descripceidn del movimiento del fluido
dentro del ducto.

Queda totalmente determinado el estado de un fluido en
movimiento si  conocemos su velocidad U(x,y,7,t), su presion
P(x,y,z,t) vy su densidad p{(x,vy,z,t). Aclarando que estas magnitudes
gon funciones tanto de la posicidn como del tiempo. Asi U es la
velocidad del fluido en un punto determinado (x,Y,z) del espacio y
en un instante determinado t; es decir, se refiere a puntos fijos
en el espacio y no a particulas del fluido que se mueven en el
espacio. Igual czuccde para Py p.

Empezaremos c¢on la ecuacidn gue expresa la conservacién de la
materia. Consideremos un cierto volumen Vo del espacio. La masa de

fluido contenida en este volumen es

fpdm

v,
siendo p la densidad del fluido y realizandose la integracién
sobre el volumen Vo. La masa del fluido gque pasa por unidad de
tiempo a través de un elemento dA de la superficie que limita a

este volumen es

pU-dA;
el médulo del vector dA es igual al &area del elemento superficial
¥y su direccidén coincide con la normal a la misma. Por convenio,
consideraremus que dA tiene el sentido noxrmal hacia afuera.
Entonces,

Pﬁdﬁl

es positivo si el fluido esta saliendo del volumen y negativo si



el flujo es hacia el interior del mismo. La masa total de fluido

que sale del volumen Vo en la unidad de tiempo es,

fp@dﬁ,

A
en donde la inteqgracidén es sobre la superficie cerrada que limita
el volumen en cuestién.

La disminucién de la masa del fluido en el volumen Vo por

unidad de tiempo puede escribirse como

Igualando las expresiones anteriores, tenemos
3 i -~
E?fpdwhngdA.
v, A
La integral de superficie puede transformarse mediante la fdérmula

de Green (Landau y Lifshitz, 1986) en una integral de volumen:

o = [V (o0 AV
‘prdA z[V(pL av

Con lo que,

8P G (ol -
![a:*V(pm]dV 0.

Como esta ecuacién debe ser valida para cualguier volumen, el
integrando debe anularse, resultando

%@+V'(p(ﬁ=0.

Relacién conocida como la ecuacidn de continuidad.
Si el fluido tiene densidad constante la ecuacién de

continuidad se reduce a



V=0,

que significa que la razén de expansidén ¢ compresién del fluido por
unidad de volumen es nula, es decir se tiene un fluido
incompresible.

Por otra parte, consideremos un fluido no viscoso en
movimiento ceon velocidad U y sea Vo un volumen de control
arbitrario. Sobre un elemento de superficie dA actda un fuerza -PdA

como se indica en la figura 1.

Figura 1. En un elemento de fluido limitado por un
volumen Vo actia una fuerza -PdA en direccién normal al
elemento de superficie dA.

La fuerza total que actia sobre este volumen es igual a la
integral

-fpd}i,
A
de la presidén sobre la superficie que 1limita el volumen.

Transformando la int.gral de superficie en una integral de volumen

(Landau y Lifshitz, 1986), se obtiene



«fpdAn ~£VPdV.

3=i gue el fluido gque rodea a cualquier elemento de volumen dV

2:7erce scbre el mismo una fuerza

-dvyp.

In otras palabras, sobre la unidad de volumen actida una fuerza

-Vp,

Usando el resultado anterior podemos escribir la ecuacidn del
movimiento de un elemento del fluido en términos del producto de la

Ezsa por unidad de volumen (p) y de la accleracidn (a):

La derivada de la velocidad que aparece en la relacidén anterior, no
se refiere a la variacién respecto al tiempo de la velocidad del
fluido en un punto fijo del espacio, sino a la variacidn respecto
al tiempo de la velocidad de una particula fluida determinada
cuando se mueve en el espacio. Esta derivada puede expresarse en
funcidén de magnitudes gue se refieren a puntos f£ijos en el espacio.
Observemos que la variacidn dU de la velocidad de la particula
fluida dada durante el tiempo dt se descompone en dos partes, a
gaber, la variacidn durante dt de la velocidad en un punto {ijo del
espacio y la diferencia cntre las velocidades (en el mizmo
instante) en dos puntos separados una distancia dr, siendo dr la
distancia recorrida por la particula de fluido dada durante el
tiempo dt. La primera parte es
) ae,

en donde se considera que la derivada parcial de U respecto al
tiempo corresponde a valores x,y,z constantes, es decir, a un punto

de-erminado del espacio. La segunda parte es

6



ou ar au,
dea;f y—a——+d‘ (dFV) 7.
Asi que,
db= (9ﬂ)dc+(drv> d,

dividiendo ambos miembros por dt,

dU _ au

= T &
T T + (OV) T

Sustituyendo esta expresion en la ecuacidn (1) se tiene
9, gy Ge-kve (2)
at p
Esta ee la ecuacién de movimiento de un fluido sin friceidn y en
ausencia de fuerzas externas, conocida como la ecuacidén de Euler.

Esta ecuacién se simplifica notablemente en el casc de un
flujo estacionario, entendiéndose por estacionario aquel flujo en
el cual la velocidad es constante en el tiempo en cada punto
ocupado por el fluido. En otras palabras, la velocidad es funcidn
86lo de las coordenadas, por lo que la derivada parcial de la
velocidad respecto al tiempo es cero.

Si el fluido estd en un campo gravitatorio, sobre cualquier
volumen unidad actia wuna fuerza adicional pg, siendo g la
aceleracidn debida a la gravedad. Esta fuerza debe sumarse al
segundo miembro de la ecuacidn (1) de modo que la ecuacidn de Eulex
(2) toma la forma:

o en forma equivalente (Kemmer, 1986):

vp

8(] Yoz OxVUxO=-Z4g. .. ... .. (3)
2 p

BC

Introduzcamos el concepto de "linea de corriente". Estas

lineas tienen la propiedad de gque la tangente a ellas en cualquier
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punto indica la direccidn de la velocidad en dicho punto. En el
caso de flujo estacionario las lineas de corriente no varian con el
tiempo, coincidiendo con las trayectorias de las particulas
fluidas. En el flujo no estacionario las tangentes a las lineas de
corriente dan las direcciones de las velocidades de las particulas
fluidas en diversos puntos del espacio en un instante dado,
mientras que las tangentes a las trayectorias indican las
direcciones de las velocidades de las particulas de fluido dadas en
distintos instantes de tiempo, por 1lo que no necesariamente
coinciden.

Consideremos la figura 2, donde una linea de corriente en un

fluido pasa por el punto Q.

I

5 ai,

/f /_9..=<\ u /
._f/ {/ \\\,N___//

Figura 2. U y dr son paralelos sobre la misma
linea de corriente.

Un elemento dr a lo largo de esta linea de corriente debe ser
paralelo a U en el punto Q y por lo tanto:
drOxVxJ=0.
Regresande a la ecuacidn (3} y multiplicdndola escalarmente

por dr obtenemos:



?i>ar+dr vo?
at

=-«d;'§7;+d;-§,

considerando que la aceleracién gravitacional s6lo tiene componente
no nula en la direccién vertical (eje X) podemos escribir (Marsden
Y Tromba, 1981):

= - 2 . 2
d%g-gdx, dp-divp, d-L = a7 Y2,

para transformar la ecuacidén anterior en:

gud dU +‘~dP4~7d"( o,
a lo largo de una linea de corriente.

Integrando y diferenciando la ecuacién anterior obtenemos:
alf g2 90 4. Y2 fdP+gX] SO, (4)

que implica que la relacicon dentro de los corchetes debe ser
constante sobre todos los puntos de una linea de corriente. Por lo
que podemos escribir la forma general de la ecuacién de Bernoulli
como:

au

7 .
5E -dr "__4__fchgXL ........ (5)

Una vez obtenida la ecuacién de Bernoulli, la integracidn de

ésta entre dos puntos sobre la misma linea de corriente origina:

Si el flujo no es estacionario, pero la linea de corriente mantiene

fija su forma, como en la fiqura 3, se cumplen las relaciones:

N 174 U =__
t—;;—e 3¢ dr acdr(cooo) ds,



Figura 3. Linea de Corriente entre dos puntos mostrando
la relacidén entre dr y ds.

donde ds es un elementc de arco paralelo a dr sobre la linea de
corriente, que nos permite escribir la ecuacidn de Bernoulll para
un flujo no estacionario en la forma:
jﬁgds+~—-—+-{;—r;{x—%+%+g¥ R 2

Al obtener las ecuaciones de movimiento no hemos considerado
los procesos de disipacidén de energia que pusden producirse en un
fluido en movimiento como congecuencia de la frieccidn o rozamiento
interno del fluide (viscosidad) y el intercambioc térmico entre las
diferentes partes del mismo. Consideramos que la densidad del
fluido es constante y por lo tanto es un fluido incompresible. Se

considerd un flujo no estacionaric con lineas de corriente fijas.
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CAPITULO II
ECUACION DESCRIPTIVA DEL PROBLEMA.

Un esquema del sistema bajo estudio se muestra en la fiqura 4.
Un ducto cilindrico de radio r y longitud total L+h se encuentra
sumergido a una profundidad L en un fluido de densidad constante p,

en el campo gravitacional.

i

Figura 4 . El movimiento generado en el interior de un
ducto semi~sumergide en un campo de olas puede
describirse aplicando la ecuacién de Bernoulli a la linea

de corriente que une los puntos 2 v 1.

Nos interesa describir el movimiento de la superficie del
fluido en el interior del ducto sujeto a una sefial de presioén en
la boca inferior. Esta sefal puede ser producto de un campo de
oleaje en la superficie del fluido exterior al ducto.

El movimiento en el interior del ducto serd de naturaleza
ogcilatoria en vista de que la fuerza restitutiva se debe a la
gravedad y no es dificil imaginar que, si el fluido noc es viscoso,

cada particula se moverd en vaivén sobre una linea invariante.
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Podemos considerar que la superficie exterior al ducto permanece en
reposo y por conveniencia tomaremos a ‘este nivel de referencia como
X=0. En el interior del ducto el desplazamiento de la superficie
con respecto al nivel de referencia es X.

Supcnemos gue existe una linea de corriente (c¢) gue en todo
momento une al punto 1 con algin punto en la superficie exterior
({ejemplificado por 2 en la figura 4).

Aplicando la ecuacién de Bernoulli (7) a la linea de corriente
e obtiene la relacidén que describe el movimiento de la superficie

en el interior del ducto:

1 5 3
PP Y 2
f_‘?_gds+_L_i+.l_l.+gX_:_g“_+_P:;1-g‘\{11 R -3
5 ot 4 p 2 fal
donde:
P,-P
Xy =X.,  X,=0., . U,=X'., . U,=0., ._[—-:5-—‘1:_;3.,

representan la posicidén y la velocidad para el punto 1 y 2 asi como
la sefial de presidén P en la superficie del fluido en el interior
del ducto. Asi que la ecuacién de Bernoulli queda:

3u o

2 _ D
?a—t_-ds+—?‘~+gX- ) e (9)

N

La sefial de presién puede aplicarse indistintamente a la
superficie del fluido dentro decl ducte ¢ a la apertura inferior si
consideramos que en el interior del ducto el fluido actua como una
columna rigida de fluido. Asi, la ecuacidn anterior describe el
movimiento del fluido en =1 interior del ducto sujeto a un: senal
de presidn en la apertura inferior.

Para evaluar la integral de la ecuacidn (9) no conocemos el
comportamiento de la velocidad U respecto al tiempo y a la longitud
s de la linea de corriente. Pero podemos tratar de aproximar sus
valores a lo largo de la linea de corriente desde el punto 2 hasta

el punto 1, mediante las siguientes consideraciones:

12



a) Dentro del ducto, desde el punto a en la entrada hasta el punto
1 en la superficie, la velocidad U no depende de s ya que el fluido
se mueve coumo una columna rigida.
b) En la superficie exterior la velocidad U es casi nula. A medida
que s aumenta hacia el punto a, la velocidad aumenta hasta un valor
que se mantendra independiente de s a partir del punto a.

Con base en las consideraciones anteriores podemos hacer una
grafica de la derivada parcial de la velocidad respecto al tiempo,
a lo largo de la linea de corriente para cualquier t como puede

verse en la figura 5.

OUM(T
dujdt I
RO
/ : :
S
T PRI EAN
2 a 18

Figura 5. Variacién de 3U/?t respectc a s.

Asi la integral puede dividirse en dos trayectorias: desde el
punto 2 al punto a € - la boca del ducto y desde este Gltimo hasta

el punto 1:

a 1
Was-] Was: [ L

N S

Usando la figura 5, la segunda integral puede evaluarse como:

13



dg+ (L+X) —= dU

S
&l%‘
‘”lq

I
a

Ya sehalamos que no tenemos manera de saber la forma de 2U/at
desde el punto 2 al punto a, sin embargo, usando nuevamente la
figura 5, el area bajo la curva puede aproximarse como una fraccién

€ de LdU/dt por lo que la integral completa queda como (Knott &
Flower, 1979):

c[~—~+(L X)fﬂﬂ
dt at

La fraccién € gqueda como un parametre de ajuste que se
determina al comparar las soluciones a la ecuacién con datos
experimentales. Como se verd més tarde, e puede interpretarse como
un incremento en la longitud efectiva del ducto originada por
efectos de borde en la descmbocadura de éste.

Los resultados antericres permiten escribir la ecuacién de

Bernoulli en la forma:

[L(1+€)+\’J)1§.._g. +g. =E (10)

p

La ecuacién (10} relaciona la senal de presién P en la
desembocadura con la respuesta oscilatoria en la superficie dentro
del ducto para un fluido ideal.

Como mencionamos antes un fluido ideal no existe (Landau y
Lifshitz, 1986), razdén por la cual debemos modifirar 12 ccuacién
(10) agregando términos adicionales para obtener la ecuacidn de
movimiento de un fluido real. Se procederd a modificar la ecuacidn
afiadiendo términos para incorporar el efecte de la friccién y de la
pérdida de energia en la formacidn de vértices en la boca del ducto
(ver Knott & Mackley, 1980}.

Para obtener el primer término que vamos a introducir en la
ecuacién (10) consideremos que en un fluido se presentan procesos
de rozamiento interno cuandc las distintas particulas se mueven

entre si. Con base en esto podemos suponer gque existe una

14



transferencia de memento debida a la friccién interna (Landau y
Lifshitz, 1986). En el caso del fluido dentro del ducto 1la
presencia de la friccidén genera una resistencia al movimiento que
podemos considerar como una pérdida de presidén proporcional a la
velocidad U en la forma : Pf = CU = CX'.

El siguiente términc por afhadir estd relacionado con la
formacidén de vértices en la desembocadura del ducto. Para ilustrar
la forma en la gue se generan estos vértices presentamos la figura
6 tomada de Knott & Mackley (1980})}. Esta figura fue dibujada a
partir de observaciones experimentales usando métodos de

visualizacién de flujos.

T

v e

Figura 6. Formacidén de vértices en la desembocadura de un
ducto por el movimiento ascendente y descendente del
fluido (tomado de Knott & Mackley, 1980).

15



Puede verse que al pasar =1 flujo la desembocadura del ducto,
tanto en ascenso como en descenso, se producen remolimos en cada
ciclo, gue permanecen e interaccionan con los del siguiente ciclo
para formar "calles" de anillos de vértices gue se propagan en
ambas direcciones apartir de la boca a lo largo del eje vertical
del ducto. Se observa que a lo largo del eje de simetria del ducto
la concentracidén de vértices es menos intensa.

La formacidén de vértices puede relacionarse con una pérdida de
presicon, proporcional a la energia cinética en el flujo al cruzar
la desembocadura del ducto. Asi la perdida de presidn debida a los
vértices se escribe como: Pr=Klp(U2/2), K2p(U2/2), donde K1 y K2
son fracciones de la energia cinética disponible para la formacidn
de vértices en la fase de subida y bajada del tluido,
respectivamente (Knott & Mackley, 1980).

Cuando el fluido asciende por el ducto (U»0), la generacidn de
vértices implica una disminucién de presidn por lo gue K1 > 0. Al
descender (U<0), la formaclién de vortices aumenta la presion por lo
que K2 < 0. Estas consideraciones permiten escribir Pr = pKU2/2,
donde K toma los valores K1 Y K2 antes mencionados.

Con la inclusiodn de los términos relacionados con la friccidn

y la formacidén de vértices a la ecuacidén (10) se obtiene:

i
i

'o!m

x4 dJ L

[L(1+e) + U+gx

R
27

Esta ecuacidén es la que se utilizé en este trabajoc para
describir el movimiento de la superficie en el interior del ducto
cuando la boca estd sujeta a una sefial de presidn inducida por
ocleaje.

16



CAPITULO I1I
SOLUCTIONES.

La presencia de los términos no lineales en la ecuacidn
"completa® (11} dificultan considerablemente la obtencidn de
soluciones analiticas .

Un posible camino a seguir es proponer una solucién de la

forma:
X=5,+AS,+A*S,+. .. =% A°5. (),

donde So es la solucidén a la ecuacidn linealizada y A es la
amplitud normalizada peor la longitud del ducto, para encontrar una
forma recurrente para obtener la ecuacidn gue debe cumplir la k-
ésima solucién en términos de la solucidn anterior (k-1}. Sin
embargo en este trabajo se opté por resolver la ecuacidn completa
por métodes numéricos dejando para un trabajo futuro este métode de

aproximaciones sucesivas.

3.1. SOLUCIOHN ANALITICA.

Se procedié a obtener la solucidn analitica de una versidn
linealizada de la ecuacién (11) y determinar las condiciones bajo
las cuales esta es una buena aproximacidén a la solucidn numérica de
la ecuacidén completa.

Eliminando los términos X'? y XX", la ecracidén linealizada es

L(l»'c)X”f%‘X”IEQX'——‘I—:-S.‘?H(WC) s (1)

donde se ha introducido una funcidén sinusoidal de forzamiento que
varfia con el tiempo como aproximacién para el campo de olas en la
superficie exte.ior al ducto.

El sistema descrito por la ecuacidn (12) puede considerarse
como un sistema oscilador masa-resorte forzado con amortiguamiento;
donde la "masa" es la cantidad promedio de agua contenida en el

ducto (proporcional a L) y el "resorte" es la fuerza restauradora
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debido a la aceleracién gravitacional. El sistema descrito por la

ecuacidén (12) posee una frecuencia natural de oscilacidén :

|

i q
U AU - A
YN (1 e

La ecuacién lineal puede escribirse en forma alternativa:

X"+ c N I__x-Lsen(w
X PY AT + TAERYS X , en{wt),

y con la inclusidn de los términos :

C - P 2 g
Dy , B , W )
Ly A S B iy YT ) R T & e B
queda :
X422y X ewiX=Fysen(wt) ..., ... {13)

La ecuacidén anterior corresponde a la de un movimiento
arménico forzade y amortiguado por friccidén (Ross, 1974). Este
movimiento puede considerarse comoc el que presenta una masa m
sujeta a un resorte de constante de fuerza k = m{(wo)?, sometido a
una fuerza amortiguadora 2vy¥' y una fuerza externa Fosen{wt). La
aplicacién de la fuerza periddica externa aumsnta la energia
mecanica del oscilador si actida en el sentido del movimiento de la
masa y absorbe energia del mismo si actia en sentido opuesto al del
movimiento. La amplitud de la oscilacidn es grande =i la frecuencia
de la fuerza exter = w ec préxima & la liecuencia natural del
oscilador wo. Para el caso que no haya amortiguamicnto el tamailio de
la amplitud tiende a infinito (rescnancia pura) cuando w tiende a
wOo.

La ecuacidén (13) tiene solucion analitica formada por un
érmino transitorio y un término estacionario, que se obtienen de
.a separacidn de la ecuacidn (13) en dos partes: ecuacién homogénea
y ecuacién no homogénea.

La ecuacidn homogénea es:
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X’+2yx'+wix=0,
que tiene soluciones de tipo
X=elt;
por lo que la ecuacidén auxiliar es:
M2y Mrwi=0,

cuyas raices son:
2 o
My=-y s Y3=ws  My=—y-yYi-w5

por lo que la solucién general a la ecuacidén homogénea es

4 Myt
,‘:=C‘le"1‘+Cze .

Se observa gque si
yz—w§<0,y<ww

las raices son compleijas por lo que la solucidn es de naturaleza
oscilatoria.

Existe una relacién fundamental entre los parametros y y wo
que determina que tipo de movimiento presenta el sistema y que
ademds, como se verd posteriormente, controla el tamafo de la
amplificacidn.

Podemos definir esta relacion como una razén de

amortiguamiento:

praY ey Lfire) ¢ (1)
Yo g 2pVgLiT+¢)

de tal forma que el valor de Fr es una cantidad adimensional que
indica la magnitud de la fuerza de amortiguamiento y el tipo de
movimiento debido a la accidn de dicha fuerza sobre el sistema. Se
tendran tres posibles casos (Zill, 1988).

El primer caso cuando Fr = 1, implica que el coeficiente de
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amortiquamiento es igual a la fr cuencia natural de oscilacién del
sistema. Se dice que el sistema sta criticamente amortiguado. La
masa vuelve a su posicidn de equi ibrio en el menor tiempo posible
sin movimiento escilatcrio.

En el segundo caso, si r > 1, el coeficiente de
amortiguamiento es grande comparaa . con la frecuencia natural de
oscilacién, es decir el sistema estd sobreamortiguado. La fuerza de
amortiguamiento es tan grande que el sistema no oscila y solamente
vuelve a su posicién de equilibrio.

Finalmente, si Fr < 1 signitfica que el coeficiente de
amortiguamiento es pequefio comparado *on la frecuencia natural de
oscilacién asi que el sistema esta su imortiguado. Al ser pequena
la fuerza de amortiguamiento permite (ue el sistema adquiera un
movimiento oscilatorio alrededor de la wosicidn de =quilibrio.

En el «caso del ducto resoniate el coeficiente de
amortiguamiento ¥y es menor gue la frecue cila natural de oscilacidn
(Knott & Mackley, 1980) y las raices de la ecuacidén auxiliar son
complejas, por lo que el fluido dentr. «del ducto adquiere un
movimiento oscilatorio. E1 sistema es. i subamortiguado y la
solucién a la ecuacidn homngénea posee un t -rmind transitorio en la

solucién completa. Este tiene la forma:

theﬂ"[CacosJ;7j§?t+Cgseané v ol
donde se observa que después de un tiempo 1l: 'go, yt >> 1, resulta
despreciable esta solucidn debido a que @@ amplitud disminuye
exponencialmente con el tiempo.

Una vez obtenida la solucidén transitc-ia para la parte
homogénea de la ecuacidén (13) vamos a obtener "a solucién para la

parte no homogénea:
X'a2y X +wix=F sen(we) ;

para la cual proponemos una solucidén particu ar similar a la

fuerza externa de la forma:
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X=bsen(wt+¢),

que al sustituir en la ecuacidn (13} y después del algebra

correspondiente obtenemos el valor de la amplitud b, dado por:

Por lo que la solucidn particular (también se le llama solucién

estacionaria) puede cscribirse como:

Lsen(we+d)
. e

\(w1 wi) +4y tw?

Reuniendo las soluciones transitoria y particular e imponiendo
como condicicones iniciales que la masa comienza a oscilar a partir
de la posicién de equilibrio y desde el reposo: X =0 y X' = O,
podemos escribir la solucidn total como:

pr=send .- Tesen (fwi-y? teu) +sen(wt+$)]
e sene

S
p ! (WwPL(1+€) -q) 2—*-£%’
\ p*

donde:

2_ .2
err Wo —
d) arct_aq..._zy_"y_ x=ar ctan[iﬂ.]

(w—w?) (ysend+woosd)

Ya que se tiene una solucidn analitica para la ecuacidn
linealizada, debemos determinar las condiciones bajo las cuales
ésta es una buena aproximacién a la solucidén de la ecuacidn
completa (11).

La ecuacién (11) puede escribirse agrupandc los términos gque
dependen de la velocidad al cuadrado para obtener:
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[L{1+e) +X) ).”’»—pq:x”'g.'x’* (-l—gi(}.i""%—gsen(wr:) N G D)

De esta ecuacidén obtendremos las condiciones para que los términos
no lineales sean despreciables y la solucién (15) sea una buena
aproximacién para describir el desplazamiento del agua en el
interior del ducto resonante.

Estas condiciones son:
a) Que X << L(1+¢) para que ¢l primer término no-~lineal (XX") se
haga despreciable respecto a L{l+e)X".
b) Los términos no lineales relacionados con el cuadrado de la
velocidad deben ser muy pegquenos comparados con el término
relacionade con la friccién.

Para satisfacer la condicidn dada en a) debemos encontrar el
maximo valor de X y acotarlo con L(1+€). El maximo de X se obtiene

de la solucidn analitica (15) para condiciones de resonancia

X= £ E

{
p¢ [wiL{1+e) ~gl’+

usando la relacidén (14) para Fr y la frecuencia natural de

oscilacidén podemos escribir la cota al madximo desplazamiento como
e }J

Kipas = o T CCL(1+€) ... (17)

De la condicién dada en b) ¥ considerando que los valores
maximo y minimo de K son 1 o -1, segin sea la direccién del

movimiento del fluido, obtenemos:

C

ESESPLIEY Sx/=2yL(1se) X2PrL (v wK,

de donde:
X'<<2yL(1+e) =2Frw,L(1+€) .

Podemos obtener el valor maximo para la velocidad X' derivando
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la ecuacidén (15) en condiciones de resonancia

>
et P
Ry

2pFrygiiivey
Sustituyendo en la dltima relacién se ckticne:
. P , ‘
X'z e K2 FTL(14€) Wy,
2pFr/gL{i+e)

de donde se obtiene una cota superior al tamafio de la sefial de
presién en la boca del ducto

‘ETST-.)““""QFIz ........ (18)

La sefial de presién en la boca del ducto (P) se relaciona con
la amplitud de la ola en la superficie mediante un coeficiente de
atenuacién. Este coeficiente proviene de la disminucion de la sehal
de presién generada por el oleaje con la profundidad y tiene la
siguiente forma (Bowden, 1983 p&agina 82):

coshk (h-2)
coshkh

.

donde h es la profundidad del aqua, k = 2n/A y 2 es la longitud de
onda de la ola superficial.

Para un periodo dado, A se obtiene de la relacién de

dispersién del oleaje para una profundidad de agua dada por
(Bowden, 1983):

(2%) " =gktanhkh,

si la profundidad del agua (h) es muy grande el factor de
atenuacién se convierte en

o-KLil+e) s

mientras que la relacién de dispersién es
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wl=gk.
En condicicnes de resonancia

wiiwie o I
YT (1ve)

por lo que K =1/L{l+e) y el factor de atenuacién se reduce a e’l.

De esta forma, la senal de presién en la boca del ducto puede

escribirse come P=pghe™’

. Sustituyendo esta P en las ecuaciones (17)
Y (18) se obtienen dos cotas al tamano de la ola (A) en la

superficie para que los términos no lineales sean despreciables:

A__ c<2efr, —2  _c<aerrt.. . ... .. (13}

L{l+e€) I{1+e)

Los valores de Fr encontrados por Knott & Mackley (1980) son
mucho menores a 0.5 por lo gue 4eFr” < ZeFr de tal forma que si se
cumple la sequnda cota dada por la ecuacidén (19), automaticamente
ge cumple la primera y la solucién analitica describira

adecuadamente el comportamiento del sistema.

3.2. SOLUCION NUMERICA.

Hemos mencionado con anterioridad la dificultad para resolver
la ecuacidén completa por métodos ordinarios. Asi que recurrimos a
un esguema numérico para obtener los valores de X' y X" que, al
sustituirse en la ecuacidédn completa, proporcionan un algoritmo para
encontrar el valor de la solucidén X.

Si el desplazamiento de la columna de agua a tres tiempos

consecutivos t - dt , ¢t y t + dt se define como:
X, X, X,

Los valores aproximados para X' y X" pueden escribirse de la

siguiente manera:
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X (0-X0  (X-2X+%)
dt ! at de?

X'= (X;—tm /"’1/; (X -%)

Al sustituir en la ecuacidn completa se tiene:

{L(1+e) +X,] (X,-2X,+X) L O -0 (14K (x,-x)°
de? pdt 2de”

+gX>j§sen(wc)..‘(20)

De la ecuacién (20) podemos despejar el valor de X, para

obtener la forma de la solucidédn numérica:

de? I ClX,-X1 (1+K) (X, -X)?
(o =2X ~ Xt e [ ge ey - - ! -gXx)... (21
Hp=2 Xy [L(1+e) +X,] [p sen(we) pdt 2482 gX) (213

Esta dltima es una reloién recurrente para el cédlculoc
numérico de una nueva posicién de la cclumna en términos de las
posiciones a dos tiempos anteriores y de la funcidn de forzamiento.

La relacidén obtenida no es exacta pues incluye errores, por
ejemplo de redondeo y truncamiento relacicnados con la capacidad de
almacenamiento de la computadora. En nuestro caso, para la ecuacidn
del ducto, si el error se propaga e incrementa con el tiempo (a
cada paso de la integracion), significa que el esquema numérico
utilizado es inestable; si el error decae al transcurrir el tiempo,
el esquema es estable (Ramming & Kowalik, 1980).

Para determinar la estabilidad del esquema numérico utilizado

{21) se realizdé una comparacidn con datos experimentales.

DESCRIPCION DEI. PROGRAMA

En el anexo 1 se presenta un listado del programa utilizado en
donde se incluye la solucién analitica para obtener una comparacidn
grdfica entre ésta y la numérica. Las unidades cmpleadas se
expresan en el sistema MKS.

A cada paso de la integracién se determina el signo de la
velocidad de la columna de agua para aplicar el algoritmo adecuado
y determinar asi el desplazamiento de la columna al nuevo tiempo t

+ dt. Posteriormente se recorren los tiempos un dt para realizar un
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nuevo cdlculo al sigquiente tiempo. Las condiciones iniciales en la
integracién son X=0 y X'=0 para poder comparar directamente con la
solucidén analitica en la gratica gque se genera como salida del

programa. Este programa fue escrito en lurbo Pascal,
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CARITULO IV
RESULTADOS .

Se llevd a cabo una comparacién entre la solucidén numérica y
la solucién analitica mediante las graficas generadas por el
programa (figuras 7, 8, y 9). En ellas pueden verse graficadas el
tiempo (eje horizontal) y la altura de la ola (eje vertical) en la
superficie exterior al ducto (linea continua) y las respuestas
numérica y analitica de la superficie interior al ducto {(lineas
punteadas). También se indican los valores utilizados para algunos
parédmetros del modelo. El eje vertical se encuentra normalizado con
la longitud del ducto. En las tres grdficas el valor empleado para
la razén de amortiguamiento es Fr=0.05, donde Fr es una cantidad
adimensional relacionada con la presencia de la friccidn en el
movimiento del fluido.

En la figura 7, para una amplitud normalizada An = A/L =
0.0500, se observa que en los primeros ciclos la respuesta muestra
los efectos del término transitorio. Posteriormente la solucidn se
esvabiliza al minimizarse este dltimo. Al principio las dos
soluciones (analitica y numérica) son casi idénticas, sin embargo
después del tercer ciclo la solucion analitica aumenta en relacidn
a la solucidn numérica, esto se debe a que la solucidn analitica no
incluye 1los términos no-lineales. Esta diferencia de tamafos
permite distinguir las dcs soluciones en la grafica.

Er la figqura 8, para una amplitud de forzamiento menor An =
0.0250, se chserva que a partir del cuarto ciclo las dos soluciones
se peparan aunque la diferencia es menor que la obtenida en 1la
figura 7.

iZn la fiqgura 9, para una amplitud normalizada An = 0.0022, las

doa sinluciones tienen uha buena coincidencia.
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Figura 7, 8 y 9. Comparacién grafica entre la solucidn

analitica y la solucién numérica (lineas punteadas) a la

ecuacidén para un ducto resconante forzado por una ola
incidente (linea firme). El eje vertical ha sido
normalizado con la longitud del ducto resonante.

Por otra parte, usando la relacidn (19) para determinar la
cota superior para A de tal forma que la solucién analitica a la
ecuacién linealizada se parezca a la solucidén (numérica) de la
ecuacién "completa", se tiene:

A

e €€ r?=0,0272
FAEETY) qeF 0272

De las tres integraciones mostradas en las figuras 7, 8 y 9 la
Gnica qe cumple con esta cota es la figura 9 (An = 0.0022) en la
que en efecto la solucién numérica y la analitica son muy parecidas
lo que valida la relacidn (19).

El desacuerdo entre las soluciones numérica y analitica en las
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gratficas 7 y 8 consiste en que la numérica muestra desplazamientos
menores sobre todo en las crestas y en los valles. Este desacuerdo
proviene de la accidn de los términos no-lineales que representan
una pérdida de energia en la generacidén de vértices (K X'% 2) v en
el cambio de masa del oscilador arménico (X'2/2 y XX").

Se realizd una comparacién entre las amplificaciones citenidas
con el modeloc numérico y datos experimentales obtenido:z en el
estanque de olas del Instituto de Ingenieria, UNAM (Czitren et al.,
1993} . En estos experimentos (ver figura 10} se intredujc :a ducto
en un campo de olas de periodo T y amplitud A dados y se nidi
las crestas y los valles de la oscilacién inducida dentro ¢zl &
con una escala graduada adherida a éste. Con los datos se calculd
la amplificacién de la ola para diferentes longitudes sunergidas

del ducto en varios campos de ocleaje.

Batidor

AT

Figura 10. Diagrama esquemdtico del experimentc de
medicién de amplificacién de oleaje con ducios
resonantes.

En las figuras 11 y 12 pueden verse graficas i- las
amplificaciones observadas contra la longitud del duci:. Esta

longitud esta normalizada respecto a la longitud resonante :ar: ese

periodo, de tal forma que la maxima amplificacién se lccal

punto 1 (sobre el eje X). Las dos olas incidentes utilizacds:
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los

siguientes datos : A=0.015m, T=.8%s, Fr=0.003 Yy A=0.010m,

T=1.158, Fr=0.007 respectivamente.

A~ v .01 m., T =« 0.9 ».
/r/ \
/I’;
§ 2
2 /
: / #
P S ke
% / \
i s
-
7
1 n/’
N
.,
. ® T
™ S
. . g

N on f e 2
Longitud MNormalirxde

13— MODELO .. @ EXPARYMENTO

A~ 0.010m., T = 1.1% 0.

1 !

Azpliticacion
7
—

Longitud Normslizadae

-1~ MODELD § EXPERIVENTO

Figuras 11 y 12. Variacién de la amplificacién con la
longitud normalizada del ducto para dosg periodos y
amplitudes de ola (11: T=0.89s, A=0.015m; 12: T=1.15s,
A=0.01m) para datos experimentales y modelados.
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La oscilacién dentro del ducto es igual a la exterior
(Amplificacién = 1) para longitudes sumergidas pequefas. La
amplificacidén aumenta para longitudes sumergidas mayores hasta un
maximo cuando la frecuencia natural de oscilacién del ducto
corresponde a la frecuencia del oleaje incidente. Posteriormente la
amplificacién se reduce hasta que las oscilaciones dentro del ducto
desaparecen.

En la figura 11 y 12 también pueden verse las amplificacicnes
predichas por el modelo numérico para K1 = 0.85 y K2 = -0.85. El
pardmetro de ajuste € para cada experimento (€ = 0.0875 y € =
0.0570 para las figuras 11 y 12 respectivamente) se calculd usando
la relacién

.9 2
E=-L -1,
L( )

K
2%
que permite la coincidencia de la amplificacién méxima en las
observaciones y el modelo para la misma longitud sumergida.

Como se ha mencionado anteriormente ¢ indica un incremento en
la longitud efectiva del ducto debido a los efectos de borde en la
boca. El coeficiente de amortiguacién Fr (Fr=0.003 y Fr=0.007 en
cada caso) se ajusté para que los maximos del modelo ceincidieran
con los méximos del experimento.

Las figuras 11 y 12 indican que con los ajustes realizados el
modelo numérico reproduce con buen éxito las observaciones. ELlL
modelo entonces puede usarse con confianza en la prediccidn del
desempeifio de los ductoe resonantes.

Otra comprobacién del desempefio adecuado del modelo se llevo
a cabo usando datos publicados por Knott & Mackley (1980) y
corriendo el modelo para circunstancias similares. En las. figuras
13 y 14 pueden verse graficas contra el tiempo de las oscilaciones
observadas y modeladas para un ducto semi-sumergido en un estanque
sin oleaje. El agua en el ducto se elevdé hasta una altura de 6 cm
y se dejé ir para oscilar libremente. En el primer caso (figura 13)
un acampanamiento en la boca del ductec (K1 =0, K2 =0) elimina la
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formacidn de anillos y las oscilaciones disminuyen su amplitud mas

lentamente. En el sequndo caso (figqura 14} las pérdidas de energia
(Kl = 0.9 y K2 = 0.96)

por generacién de anillos de vdrtices
En ambos

provocan una amortigquacién rapida de las oscilaciones.
casos el modelo numérico simuldé las observaciones adecuadamente.

AR

. (b) (B)

’

e —
-
]
~—

\
\V/\\/{\\/’}v{/\vf\vg time s

[e—

o e
g an.

FPIGURA 13 FIGURA 14

Figuras 13 v 14. a) Oscilaciones libres en un ducto con
un desplazamiento inicial de 0.06 m en la superficie
interior b) Respuesta numérica bajo las mismas
condiciones. En 13: L=0.1lm, €=0.09, K1=K2=0 y Fr=0.011.
En 14: L=0.11lm, €=0.19, K1=0.9, K2=0.96 y Fr=0.025.

Una vez satisfechos con el comportamiento realista de las

soluciones numéricas, se procedid a estudiar la amplificacidn en

condiciones de resonancia usando diferentes amplitudes de la ola
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incidente para varias longitudes de ducto. Las integraciones se
realizaron durante suficientes ciclos para que decayeran los
efectos transitorios.

AMPLIFICACION EN RESONANCIA

Fr=0.03, K=0, E=0.5., K-~1

AMPLIFICACION

AMPLITUD NORMALIZADA

- k=0 _@—K-0.5  _a. E-1

Figura 15. Amplificaciones modeladas en resonancia contra
la amplitud de la ola incidente normalizada con la
longitud del ducto. Se realizaron corridas para Fr=0.03,
K=0, K=0.5, y K=1. Para L= 10, 7. %, 3 v 2 m.

En la figura 15 pueden verse las amplificaciones en resonancia
graficadas contra la amplitud de la ola incidente normalizada con
la longitud del ducto de la corrida en cuestidén (An = A/L(1+4€¢)). Se
utilizaron tres ductos de diferentes formas de desembocadura:
acampanada (K=0), semi-acampanada (K=0.5) y recta (X=1). Se
consideré un factor de amortiquamiento Fr = 0.03 para todos los
casos.
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Fn el primer caso para X = 0 {para un ducto con la boca
acampanada para evitar pérdidas por formacidn de vortices), los
datos obtenidos mediante varias ejecuciones del programa cayeron
todos sobre la misma curva, es decir la curva representa una
familia de amplificaciones que proporciona informacidén general
sobre el movimiento del fluido en el ducto. A medida que¢ An
disminuye, el factor de amplificacién aumenta hasta llegar a un
maximo (6.0) para An pequefla. Puede considerarse que la maxima
amplificacidn se mantiene constante para valores de An dentro del
intervalo de 0 a 0.02.

Por otra parte, podemos calcular el valor de la maxima
amplificacién de la solucidén analitica usando la amplitud b de la
solucidn particular dividida por la amplitud A de la ola externa.

Se tiene:

b= pip
J (w2l (1+e) ~gl?+

Chwe
p?

Sustituyendo P = pgA/e en condiciones de resonancia

1

b= gAe”
L9 _
pN L(1l+e)

y como
‘%=2Fr~/§f,(léc'7—,

la amplificacién de la solucidn analitica es:

. b 1
Amplif=-Z« e ... ... 2
i1 A 2eFr (22)
Sustituyendo Fr = 0.03 se obtiene una amplificacién de 6.13,

consistente con el maéximo en la figura 15, Jque se cobtuvo por

métodos numéricos.

Esto significa que la amplificacién de un ducto resonante
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tiene una cota superior, dada por la ecuacién (22), que es
inversamente proporcicnal al coeficiente de amortiguamiento Fr.

En el sequndo caso para K = 0.5, o sea incluyendo el 50 por
ciento del efecto de los términos no-lineales asociados a la
formacién de vértices, se observa que la amplificacidén decrece
rédpidamente a medida gque An aumenta, por lo que no hay intervalo
dentro del cual la amplificacidn se mantenga constante.

La disminucién en la amplificacidén a medida que An aumenta en
la figura 15 es entonces producto del incremento de la influencia
de los términos no-lineales a medida que aumenta el forzamiento
externo. En la misma figura se muestra una familia de
amplificaciones para K = 1 (tercer caso), o sea incluyendo el
efecto maximo de los términos no-lineales asociados a la formacion
de vértices. Se observa un descenso mucho més dramdtico en la
amplificacién a medida que aumenta el valor de la amplitud
normalizada An, lo gque pone de relieve el efecto importante de la
formacién de vértices en la desembocadura del ducto. Entonces la
cota superior al tamafioc de la ola externa (An) para ¢ue los
términos no-lineales sean despreciables (ecuacidn 19) se convierte
también en la condicidén para que se obtengan las madximas
amplificaciones del oleaje, en resonancia. En el caso de la figura
15, para olas incidentes de tamafio An << 4eFr? = 0.0097, el
resultado es consistente con las maximas amplificaciones. Cuando la
desembocadura del ducto tiene forma de campana (K = 0), las maximas
amplificaciones se mantienen para An sustancialmente mayor a esta
cota.

En vista de todo lo anterior puede considerarse que la figura
15 representa una caracterizacidén de las soluciones a la ecuacidn

de un ducto resonante en un campo de olas.
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CAPITULO V

DISCUSION.

El tipo de olas que es posible localizar en el medio marino
estd determinado por 1la cantidad adimensional conocida como
"inclinacién" de la ola (Kinsman, 1965). Esta inclinacioén s
define como el cociente del doble de la amplitud y la longitud de
onda de la ola: In = 2A/A . Los valores de la inclinacidn para las
olas observadas en el mar estdn situados en el intervalo 0.008 a
0.099, Ahora bien, la longitud de onda se relaciona con el periodo
de la ola para aguas profundas mediante A = gT?/2n (Bowden, 1984},
mientras que para un ducto en resonancia wo = vg/L = 2n/T, por lo
que para condiciones de resonancia, la longitud del ducto y la
longitud de la onda se relacionan mediante 2 = 2nL. Asi, In = 2A/A
= A/nlL ; por lo que la amplitud normalizada An =A/L se encuentra en
el intervalo 0.025 a 0.314; para las olas obscervadas en ¢l oceédno.
Refiriéndonos a la figura 15, para valores de An préximos al
extremo derecho del intervalo, los términcs no-lineales llegan a
tener una marcada influencia en las amplificaciones posibles.
Asimismo, en esa zona del intervalo de An, la formacidn de vértices
en la boca del ducto exacerba drasticamente la disminucién de la
amplificacién.

Aunque las maximas inclinaciones e¢n el oleaje marino
corresponden a olas de periodo corto (2 a 5 segundos) que tienen
poca persistencia y ademas una proporcidn de energia relativamente
pequena (Kinsman, 1965), no debemos despreciar del todo estas olas,
pues para valores de An cercanos a 0.3 la2 amplificacion obtenida es
casi tres veces el tamafio de la ola incidente, por lo que un
sistema de bombeoc con estas olas funcionaria bien, siempre y cuando
la desembocadura del ducto sea acampanada.

Por otra parte, considerando que la mayor energlia |y
persistencia se encuentra en el oleaje llamado “de fondc" con
periodos entre 8 y 12 segundos (Mclellan, 1975), para el que la

inclinacién observada es menor (0.0083 a 0.02), resultando que:
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0.027 < An < 0.06. Refiriéndonos nuevamente 2 la figura 15, para
este intervalo alrededor de An podemos ver gue se gencran las
maximas amplificaciones sobre tode para ductos con la boca
acampanada (K = 0); por lo que un sistema de bombeo disenado para
los periodos entre 8 y 12 scgundos (lém < I < 36m) funcicnaria
Sptimamente.

Al calcular los valores de . (16m < L < 36m) para captar el
aleaje de mayor energia no hemos considerado que la sehal de
presién es variable (Psen(wt)), Yy que al tomar los valores
comprendidos entre I y -P, produce un movimiente no uniforme en el
interior del ducto. Este movimiento no uniforme es mas ncotorio si
la longitud de onda A de la senal de presidn es menor que el radio
del ducto, pues si el tamano del intervalo es iqual o mavor que la
longitud de onda i, la senal do presién realizara al menos una
oscilacidén completa, dentre de ese intervalo. Asi que debemos
imponer condiciones al tamano del radio del ducte en términos de A,
para que la sefal de presidén pueda considerarse uniforme.

Consideremos que la sefal de presidén tiene la forma Psen(kx),
donde k=2n/i es la constante de propagacidn o numero de onda
{(Beiser, 1986), y gue el tamano del intervalo es Ax=2r, donde 2r es
el didmetro de la desembocadura del ducto. Es necesario que la
variacién de la presién sea pequefia dentro del intervalec Ax=2r,
para que el movimiento en el interior del ducte puesda considerarse
uniforme.

El incremento de una fuucidn f puede calcularse como {Rey,
1960): Af = £'(x)Ax. Si Ax es pequefio se tiene Af = df = £'(x) 4x%x;
es decir el incremento Af de la funcidén es igual a la diferencial
df de la funcidn, suponiendo que la funcidén es lineal en Ax.

Considerando f = Psen(kx), el porcentaje de variacién de la
sefial de presién puede calcularse como:

LE _ df f{x)bx  kpPcos(kx,) lix Kfx 2k

£ f r Psen(kx) " sen(kx) sen(kx)’

81l queremos que el porcentaje de variacién de la sehal de presidn

sea pequefioc, por ejemplo menor que 1%, se tiene
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2kr 1

sen(kxy 100’

de donde

sen(kx)slsen(kx)

2kr< ls-i—n
100 100 100

Recordando que k=2r/A y A=2nL, la ecuacién anterior se transforma
en

41’![< 1

A 100

r

de donde se obtiene

A _ 2nL . L gT?

r< = = =
400m 400" 200 g@oQ0n@

La ecuacidén (23) limita el tamano del radio del ducto en
términos de la longitud de onda o el periodo de la sefnal de
presién, o la longitud del ducto; para que el movimiento en el
interior del ducto pueda considerarse uniforme. Por ejemplo para
una ola de periodo T=10s el radio del ductec debe ser r=12.4cm, para

que la sefial de presidn tenga una variacidn del 1% como maximo.
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CAPITULO VI
CONCLUSIONES.

Se obtuvo una solucidn analitica para la ecuacidn linealizada
de un duecto resonante en un campo de olas.

Se confirmé e. correcto desempeno del modelo numérico para la
ecuacién completa al compararse con la solucidn analitica y con
datos experimentales de distintas fuentes.

Se obtuvieron dos parametros adimensionales gue rigen el
comportamiento del sistema:

a) Fr: razdédn de amortiguamiento definida como el cociente del
coeficiente de amortiguamiento (y) y la frecuencia natural de
oscilacién.

b) An: amplitud normalizada definida como el tamaho de la ola
incidente dividida por la longitud del ducto.

Se encontrd una relacidén para determinar el tamano de la
méxima amplificacién posible en un ducto en términos de la razdn de
amortiguamiento: 1/2eFr.

Se acotd el tamano del radio del ducto para que la senfal de
presidn sea uniforme: r < L/200.

Se determind una cota para An en términos de Fr {(An < 4eFr?)
dentro de 1la cual los términos no~lineales no provocan una
disminucién significativa del tamano de la amplificacién.

Estas cotas ayudan a interpretar la grafica en la Figura 15
como parte de una familia de curvas de forma similar, en las que el
midximo estd definido por 1/2eFr y el ancho de este maximo por
4eFr?. Sin embargo cuando el coeficiente K es igual a cero, en
ausencia de vértices en la boca del ducto, las maximas
amplificaciones en resonancia persisten mis alla de esta cota.

Un sistema de bombeo disefiade para aprovechar el oleaje de
mayor energia en el ocedno (8 s < I' < 12 s) funcionaria
Sptimamente.

El desempefio del ducto resonante depende criticamente del

coeficiente K (relacionado con la geometria de la desembocadura del

40



ducto, 0 <= K <= 1) y del coeficiente de amortiguamiento Fr (Fr <
0.5) por lo que es importante minimizar estos parametros en la
medida de lo posible en el disefo y construccion.

Como resultado de este trabajo, se identifican algunas lineas
de investigacidén a seguir en el futuro:
1) Estudiar tedérica y experimentalmente el parametro Fr para
determinar su valor real y su comportamiento bajo diferentes
condiciones (distintos :idios y rugosidades del ducto, fluidos de
distinta viscosidad, etc).
2) Estudiar tedérica y experimentalmente el acampanamiento de la
boca del ducto para minimizar las pérdidas por formacién de
vértices.

3) Analizar el comportamiento del sistema en condiciones de bombeo.
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ANEXO I.
PROGRAMA DUCTOS.
{Modela los dnctos rescnantes con las ecuaciones de Knott & Flower}
USESCrt, Graph;
{Longitudes de tubo y pericdos naturales de oscilacion.
T=2+Pi*SQR(L/q)

L=0.2, T=0.89714 L=1, T=2.0061 T=6, T=4.9138 L=20, T=8.9714

'
L=0.3, T=1.09876 L=2, '=2.8370 L=7, T=5.3076 L=30,
T=10.9876
L=0.4, T=1.26875 L=3, T=3.4746 L=8, T=5.6740 L=50,
T=14.1850
L=0.6, T=1.55389 =4, T=4.0121 L=9, T=6.0182 L=70,
T=16.7840
L=0.8, T=1.79428 L=5, T=4.4857 L=10,T=6.3437 =100,
T=20.0607

la long. de onda de una ola profunda es L*2*Pi}

CONST
A=0.01; T=0.94; EPS=0.09; L=0.2*(1+EPS); Fr=0.05;
B=0.5; D=0.026; PROF=1.7; K1=0.5; K2=0.5;
AT=T/100; Pi=3.141592; w=2*Pi/T; g=9.81;
CICLOS=15; RHO=1026; R=D/2; {TRANSIT=2/(T*Fr)*SQRT(L/g);}
{colores a usar}
CPANT=3; CEJES=4; CFORZ=blue; CRESP=blue; CANAL=magenta;
CFVentana=1l; CLVentana=1;
Dir='c:\tp\bgi'; ({directorio archivos .TPU, .BGI}

VAR
X, X1, XMAX, XMIN, X2MAX, X2MIN, TOTAL, ABAJCO, CDIVRHO: REAL;
I, J, MaxX, MaxY: INTEGER; {contadores y maxzimo no. de pixels}
X2: ARRAY [1..TRUNC{CICLOS*T/AT)] OF REMNL;
BOMBEO: ARRAY {1..CICLOS] OF REAL;
Errorcod, Dispositivo, Modo: Integer;

{Bajada normal}

FUNCTION F1X2 : REAL;
BEGIN

F1X2:=2*X1-X+AT*AT* (g* (ABAJO*SIN(w*I*AT)~X1)=~(1-K2}* (X1-X}* (X1-X}

/{2*AT*AT)~CDIVRHO* (X1~X) /AT)/(X1+L);
END;
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{Subida normal}

FUNCTION F2X2 : REAL;
BEGIN

F2X2:=2*X1-X+AT*AT*{g* (ABAJO*SIH (w*I*AT) X1 )~ (1+K1)* (X1-X)*(X1~X}
/(2*AT*AT)~CDIVRHO* (X1~X) /AT)/ (X1+L);
END;

{Subida arriba del colector}

FUNCTION F3X2 : REAL;
BEGIN

F3A2:=2%X1~X+AT*AT* (g* (ABAJO*SIN (WrI*AT)~H)={1+K1)* (X1-X)* (X1~X)
/ (2%AT*AT)~CDIVRHO* (X1-X) /AT) / (H+L) ;
END;

{Subida con masa 0 desde ~L}

FUNCTION F4X2 : REAL;

BEGIN
F4X2:=YX1+AT*EXP(O0.5*LN(g* ( L+ABAJO*SIN(W*T*AT)) ) );

END;

{Se calcula la solucidn analitica}

FUNCTION ANALITICA : REAL;
VAR PHI,ALPHA: REAL;
BEGIN
IF g/L-wrw=0 THEN PHI:= Pi/2 ELSE PHI:=
ARCTAN (—CDIVRHO*w/ (L* (g/L-w*w) )} };
A P H A : =
ARCTAN (SIN(PHI)*SQRT (g/L-SQR(CDIVRHO/ (2+L}) )/ (COS (PHI} *w+
SIN(PHI)*CDIVRHO/ (2*L)));
A N A L I T I € a : =
g*ABAJO* (SIN (w* I¥AT+PHI ) ~SIN(PHI ) *EXPE (- (CDIVRHO/ (2*L)*I AT} )
*SIN(SQRT(g/L-SQR(CDIVRHO/ (2*L)) ) *I*AT+ALPHA)/SIN(ALPHA) )/
(SORT (SOR (g-w*w*L) +SQR (w*CDIVRHO) ) } ;

END;

FUNCTION COSH({Al:REAL):REAL;

BEGIN
COSH:=(EXP(Al)+EXP(-Al))/2;

END;

FUNCTION TANH(Al:REAL):REAL;

BEGIN
TANH:=(EXP(Al)~EXP({~Al))/(EXP(A1l}+EXP(~Al));

END;
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FUNCTION ATENUACTON(A1:REAL):RERL; {Eje z+ hacla arriba: Al
negativa}
VAR LAMDA: REAL;
BEGIN
{Se calcula la long. de onda en aguas profundas}

LAMDA:= g*T*T/(2*Pi);

{Reducimos lamda iterativamente hasta que su periodo en
aguas someras no es mayor que el de aguas profundas}

WHILE LAMDA/TANH (2*Pi*PROF/LAMDA) > g*T*T/(2*Pi) DO
LAMDA : =LAMDA*0.99;

{Se calcula el factor de atenuacion}

ATENUACION:= COSH((PROF+A1l)*2*Pi/LAMDA)/COSH(PROF*2*Pi/LAMDA);
END;

FUNCTION EQUISG(Al:REAL) : INTEGER;
BEGIN

EQUISG:=TRUNC (Al* (MaxX~20) /CICLOS{ + 1}};
END;

FUNCTION YEG(A1l:REAL) : INTEGER;
BEGIN

YEG:=TRUNC (MaxY~{MaxY=10) * (A1-XMIN) / ( XMAX-XMIN));
END;

PROCEDURE F5X2; {Procedimiento para calcular la nueva X2}
BEGIN

{Cuando X1=X, comparar con la ola afuera, decidir si sube o baja}

IF (X1 = X) AND (X1 > A*SIN(w*I*AT)) THEN X:=X+0.00000000001;
IF (X1 = X) AND (X1 <=A*SIN(w*I*AT)) THEN X:=X-0.00000000001;

{De bajada}

IF X1 < X THEN
BEGIN
X2[1]:=F1X2;
IF X1 <= -IL THEN
BEGIN
SOUND(3000); Xl:=-L; X2[I]:=F4X2; NOSOUND;
END;
IF X > H THEN
BEGIN

BOMBEO([ 1+TRUNC(I*AT/T) ] :=X~H; X1:=H-(X-X1); Xe:=H;

X2[I]:=F1X2;
END;
END;
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{De subida}

IF X1 > X THEN
BEGIN
X2[I]:=F2X2;
IF X1 > H THEN X2{I]):=F3X2;
END;
END;

PROCEDURE GRAFICAR2;
VAR CAD: string; {Para poner texto en la grafica}
PIx, PIy, PFx, PFy,
BIx, BIy, BFx, BFy: Integer; {Para unir puntos de la grafica}
Ventana: ViewPortfType;
L2: Real;
FRcad, Tcad, Lcad, EPScad, Hcad, MLScad, AMPLIFlcad, LIMcad,
NORMcad,
AMPLIFcad, TNOcad: String; {Datos de la Ventana}
RENGLON1, RENGLON2, RENGLON3, RENGLOMN4, RENGLONS: String;

PROCEDURE INICIALIZAR; {Inicializa modo de grafica}

BEGIN {inicializar}
Dispositivo:= Detect;
InitGraph(Dispositivo,Mode,Dir);
Errorcod:=GraphResult;
If Errorcod <> grOK then
Begin {if}
writeln('Error de grafica:',GraphErrorMsqg(Errorcod)});
Halt;
End; {if}
END; {inicializar}

BEGIN  {GRAFICAR2}

{Inicializa modo de grafica}
INICIALIZAR;

{Obtiene maximo no. de pixels}
MaxX:=GetMaxX;
Max¥:=GetMaxy¥;

{Colores pantalla y ejes}
SetBkColor (CPANT) ;
SetPalette(15,CEJES);

{Pinta Eje Y}

Line(15,0,15,MaxY); {Pinta Eje}

Line(10,5,20,5); {Pinta divisidn de Ymax}
Line(10,MaxY-5,20,Maxy~5); {Pinta divisidn de Ymin}
str{xmax:5:2,cad);

OQutTextXY(20,5,cad); {Pone marca max}
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str(xmin:5:2,cad};
OutTextXY(20,Max¥~10,cad); {Pone marca min}

{Pinta Eje X}

Line(0,YEG(0),MaxX,YEG(0)}); {Pinta Eje}

{Pinta las divisones del Eje}

For i:=1 to CICLOS do

Begin {for}
Line (EQUISG(1i)+15,YEG(0)-5,EQUISG(1i)+15,YEG(0)+5);
str(i,cad);
OutTextXY (EQUISG(i)+12,YEG(0)+20,cad);

End; {for}

{Grafica forzamiento y respuesta contra el tiempo}
PFx:=EQUISG(0)+15; PEFy:=YEG(0);

For I:=1 to TRUNC(CICLOS*T/AT)-1 do
Begin {.or}
PIx:;=PFx; Ply:=PFy;
{PutPixel (EQUISG(I*AT/T)+15,YEG(A*SIN(w*I*AT)),CFORZ);}
PFx:=EQUISG(I*AT/T)+15; PFy:=YEG(A*SIN{w*I*AT));
Setcoloxr(CFORZ) ;
Line(PIx,PIy,PFx,PFy);
PutPixel (EQUISG(I*AT/T)+15,YEG(X2[I]),CRESDP);
PutPixel (EQUISG(I*AT/T)+15,YEG(ANALITICA),CANAL);
End; {for}

{Crea ventana con datos de la grafica}

With Ventana do

Begin {With}
X1l:= 30; X2:=Round(MaxX*0.3); {Tamalo de la ventana}
Y1l:=round(MaxY*0.78); Y2:= Max¥Y-17;
Rectangle(X1-1,Y1-1,X2+1,¥2+1);
SetViewPort({X1,Y1l,X2,Y2,ClipOn};

End; {With}

SetColor{CLVentanaj};

ClearViewPort; {Quita todo lo que hay dentro de la Ventana}

L2:=L/(1+4EPS);

Str(Fr:t6:4,FRcad) ; Str{(T:4:2,Tcad) ;
Str(1/(2*2.71083*Fr):5:3,AMPLIF1cad};
Str(EPS:4:3,EpsCad); Str(A/L2:6:4,NORMcad};

Str(4*2.7183*Fr+*Fr:6:4,LIMcad);
Str((X2MAX/A):5:3,AMPLIFcad);
Str((2*Pi*SQRT(L/g)):6:4,TNOcad);
Str(L2:5:3,Lcad};
RENGLON1:="'Fr='+FRcad+ ' L='+Lcad;
RENGLON2:='1/2eFr='+AMPLIF1cad;
RENGLON3:='Amplificacion='+AMPLIFcad;
RENGLON4 :='"4eFr 2=' +LIMcad;
RENGLONS:='A/L="+NORMcad;
OutText (RENGLON1) ;
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OutTextX¥ (0,20, RENGLON2) ;
OutTextXY(0,40,RENGLON3) ;
OutTextXY (0, 60, RENGLON4) ;
OutTextXY {0, 80, RENGLONS) ;

END; {GRAFICARZ2}

{Inicia el programa}
BEGIN
ClrScr;
{Condiciones iniciales}

X:=0.0; X1:=0.0; XMAX:=A; XMIN:=-A;
X2MAX:=0.2); X2MIN:=0.0;
ABAJO:= A*ATENUACION(-L); CDIVRHO:= Fr*2*SQRT(g*L);

FOR I:=1 TO CICLOS DC BOMBEO[I}:=0;

FOR I:=1 TO TRUNC(CICLOS*T/AT) DO
BEGIN

F5X2;

IF X2([I] > XMAX THEN XMAX:=X2(I]

IF X2[I] < XMIN THEN XMIN:=X2[I]

1F (X211 > X2ZMAX) AND (I
X2MAX:=X2[1};

IF (X211 <  X2MIN) AND (I > (CICLOS~2)*T/AT)
X2MIN:=X2([I];

X:=X1l; X1:=X2[1];

-~ e

> (CICLOS~=2)*7T/AT)

END;
KMAXt=A/(2*2.7183*Fr) ; XMIN: =~XMAX;
{Se calcula la cantidad bombeada por segundo}

TOTAL:=0; J:=0;
FOR I:=1 T0 CICLOS DO
BEGIN
TOTAL:=TOTAL + BOMBEO[I];
IF BOMBEQ[I] = O THEN J:=J+1;
END;

TOTAL:=TOTAL*3*1000000*Pi*R*R/ (T* (CICLOS-J+0.0000001));

GRAFICARZ;

READLN;

CLOSEGRAPH; ({Termina modo de grafica}
END.
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