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RESUMEN 

Se analiza el movimiento oscilatorio generado al interior de 

un duc.to semi-sumergido en un campo de olas mc.'diante la ecuación dc 

Bernoulli con la inclusión do pérdidas de energia por fricción y 

formación de vórtices (términos no-lineales) para si.mular e.l 

movimiento "real" del fluido (ecuación completa). Se obtiene una 

solución numérica para la ecuación completa del duc to y una 

solución analitica para la ecuación del dueto sin concidcrJr los 

términos no-lineales (ecuación lineal.izada). Se determinan las 

condiciones para que la solución analítica describa adecuadamente 

el movimiento Jel flul.do y sed equivalente a la solucicin nurnerica. 

Estas condiciones aculan el tamafio de la amplitud normali~ada 

An (defini.da como! tamario de la ola dividid<t por la longitud del 

dueto), en términos de una razón de amortiguamiento Fr relacionada 

con la fricción en el fluido: l\n < 4eFr 2 • Para e e; Las An se 

obtienen olas amplificadas cuyo tamafio no 

significativamente si el dueto tiene desembocadura 1'i1C<lmpanada'' 

para evitar la generación de vórtices. Además el tamufic de lLi 

máxima amplificación está acot'1d·::> por : l / 2eFr .. 

C11ando el dueto tiene desembocadura "recta", la generación de 

vórtices afecta el valor de la m§xima amplificaciót1, provocancio un 

dráatico descenso en ella a medida que An aumenta, de tal forma qua 

An debe ser mucho menor que 4cFr 2 (An < < 4eFr 2 ) para obt.ener li:i 

máxima <L"plificacién. 

Se comprnebñ el adf'?cuado funcionamiento drJl modelo numéric.:J 

mediante comparación con datos experimentales de diversas fuentes. 

Usando los valores (amplitud, período y longitud de onda) 

típicos de las olas observadas en el mar se obtuvieron 

amplificaciones mayores que 1, para An pequeña. Por lo que resulta 

factible, al menos teóricamente, el buen funcionamiento de un 

sistema de bombeo que utiliza duetos resonantes para aprovechar el 

oleaje marino. 



INTRODUCCION. 

El intercambio entre el mar y cuerpos de agua costeros en 

muchas ocasiones esté\ limitado por rostrin9idos canales de 

comunicación. Esta caracteristic.:i los hitce vu1nerables a la 

acumulación de material exógeno vertido en sus aguas. Asi, 

numerosas lagunas costeras muestran altas concentri:lcionc;:.; de 

sustancias diversas. Este impacto ambienLal tiellL! con~_;c.?cucncia.!-? que 

pueden ir desde lo benéfico hasta lo desu.~troso y las medidas que 

se deben tomar pueden ser de naturaleza muy V<ll:iada. Entre las 

posibles Hu.-:?d.ida:::; se encuentrd la de lncremenLar t-~1 intercambio 

entre los cuerpos de agua costeros y el mur, r8duci.encio así su 

tiempo de residencia (Merino et al., 199~1. 

Existen diversas alternativas para incrementar este 

intercambio. La apertura de canales artificialcc; ha sido la 

solución más socorrida que utiliza la energía de las mareas o 

corrientes locales para el lavado. En ocasiones, si.n embarga, el 

transporte litoral de sedimentos ha provocado resultados 

inesperados. Este ha llegado tilnto a ceri.ur el canal d[-¡ cficial 

como a provocar su ampliaciOn, hasta destruir Ja barrera gLte d(3. 

lugar al cuerpo de agua costero. 

Se han desarrollado sintema5 de bombeo d~ agua activados por 

oleaje (Ruíz et al., en prensa) que podrían utilizar:><> par.:l el 

una energía ''limpin'' disponible en qrand~s c3ntidadec cr1 al lug~r 

de aplicación. La limitación del éxito de estos dispositivos se ha 

centrado en el uso de partes móviles que son ur1 punto débil en el 

demandante ambiente .. 1arino. 

En respuesta a este problema se han desarrollado sistemas de 

bombeo sin partes móviles. Uno de ello,;, patentado en México por 

Ruíz, Alatorre y Merino (1988) amplifica el oleaje incidente 

mediante paredes convergentes. Un rectificador captura las crestas 

amplificadas provocando flujo por gravedad en un dueto que conecta 

al dispositivo con el cuerpo de agua costero. Las limitaciones 



potenciales de este sistema consisten en la construcción de una 

estructura marina sujeta al embate de olas y tormentils y al posible 

asolve por transporte litoral. 

En este trabajo se explora otra posibilidad de amplificación 

de oleaje mediante duetos resonantes y forma parte dl"! un dt-•snrrol 1 o 

tecnológico que se está llevando a cabo en nl Instituto de Ciencias 

del Mar y Limnologin, la Facultad de Ciencias y el Instituto de 

Ingenieri.a, UNI~M. El principio de: operación está b<.:i.:;.~udo en la 

obtención de oscilacione8 resonantes en el interior efe un dueto 

semi-sumergido en un campo de olas. 

En el primer capitulo se lleva a cabo una revisión de la 

ecuación de Bernoulli para un flujo no estacionario. En el segundo 

se obtiene la ecuación que describe el movimiento de la columna de 

agua dentro del dueto iesunante. En el siguiente se obtienen 

soluciones analíticas para la ecuación linealizada y numéricas para 

la ecuación completa llevando a cabo comparaciones entre ellas. En 

el cuarto capítulo se presentan los resultados obtenidos al 

comparar las soluciones con información experimental. En el 

pen6ltimo capitulo se lleva a cabo una discusión de los resultados 

obtenidos. En el último capitulo se presentan las conclusiones y 

además las sugerencias para analizar el movimiento dentro del dueto 

en diversas circunstanciaG. 
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CAPITULO I 

REVISION DE LA ECUACION DE DERNOULLI. 

Es necesario recordar la ecuación de Bernoulli para su 

posterior aplicación en la descripción del movimiento del fluido 

dentro del dueto. 

Queda totalmente determinado el estado de un fluido en 

movimiento si conoc:ernos t-511 VP.luc·idarl U(x,y,: .. ,t), 8\J presión 

P(x,y,z,t) y su densidad p(x,y,z,t). Aclarando que estas magnitudes 

son funciones tanto de la posición como del tiempo. Así U es la 

velocidad del fluido en un punto determinado (x,y,z) del espacio y 

en un instante determinado t; es decir, se refiere a puntos fijos 

en el espacio y no a partículas del fluido que se mueven en el 

espacio .. Igual ::uccdc r.-.:i.ru P y ;i. 

Empezaremos con la ecuación que expresa la conuervación de la 

materia. Consideremos u11 cierto volumen Vo del espacio. La masa de 

fluido contenida en este volumen es 

f pdV, 
\',, 

siendo p la densidad del fluido y realizándose la integración 

sobre el volumen Vo. La masa del fluido que pasa por unidad de 

tiempo a través de un elemento dA de la superficie que limita a 

este volumen es 

el módulo del vector dA es igual al área del elemento superficial 

y su dirección coincide con la normal a la misma. Por convenio, 

consideraremus que dA tiene el sentido normal hacia afuera. 

Entonces, 

pü·ciA, 

es positivo si el fluido está saliendo del volumen y negativo si 
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el flujo ~s hacid el interior del mismo._La masa total de fluido 

que sale del volumen va en la unidad de tiempo es, 

en donde la integración es sobre la superficie cerrada que limita 

el volumen en cuestión. 

La disminución de la masa del fluido en el volumen Vo por 

unidad de tiempo puede escribirse como 

---ª--! pd\!. a t v, 

Igualando las expresiones anteriores, tenemos 

ªJ .r -·. ot pdV=-'fpU·dA. 
V0 A 

La integral de superficie puede transformarse mediante la fórmula 

de Green (Landau y Lifshitz, 1986) en una integral de volumen: 

Con lo que, 

f pÜ·diJ.=f'il·(pU) dV. 
A '/~. 

! [ éJ~+v·(pú')]dV=O, ac ,., 

Como esta ecuación debe sf-!r válida para cualquier volumen, el 

integrando debe anularse, resultando 

Relación conocida como la ecuación de continuidad. 

Si el fluido tiene densidad constante la ecuación de 

continuidad se reduce a 

4 



que significa que la razón de expansión o compresión del fluido por 

unidad de volumen es nula, es decir se tiene un fluido 

incompresible. 

Por otra 

movimiento con 

parte, consideremos 

velocidad U y sea 

un 

Vo 

fluido no viscoso en 

un volumen de control 

arbitrario. Sobre un elemento de superficie dA actúa un fuerza -PdA 

como se indica en la figura J. 

/ 

Figura l. En un elemento de fluido limitado por un 
volumen Va actúa una fuerza -PdA en dirección normal al 
elemento de superficie dA. 

La fuerza total quP. actúa sobre este volumen es igual a la 

integral 

de la presión sobre la superficie que limita el volumen. 

Transformando la int~gral de superficie en una integral de volumen 

(Landau y Lifshitz, 1986), se obtiene 

5 



-f PdJl~-jVPdV: 
A v\I 

hÜ que el fluido que rodea a cualquier elemento de volumen dV 

~:erce sobre el mismo una fuerza 

- dV'lP. 

!:! otras palabras, sobre la unidad de volumen actúa una fuerza 

-\!P. 

Usando el resultado anterior podemos escribir la ecuación del 

:novimiento de un elemento dol fluido en términos del producto de la 

12sa por unidad de volumen (p) y de la aceleración (a): 

dÜ 
p§- PcfE -ílP...... (lí 

La derivada de la velocidad que aparece en la relación anterior, no 

se refiere a la variación respecto al tiempo de la velocidad del 

fluido en un punto fijo del espacio, sino a la variación respecto 

al tiempo de la velocidad de una partícula fluida determinada 

cuando se mueve en el espacio. Esta derivada puede expresarse en 

función de magnitudes que se refieren a puntos fijos en el espacio. 

Observemos que la variación dU de l<l velocidad de la particula 

fluida dada durante el tiempo dL se descompone en dos partee;, a 

saber, la variación durante dt de la velocidad en un punto fijo del 

espacio y la diferencia ar1tru lct~ velocidades (en el Dlis1no 

instante) en dos puntos srparado::; una dL.;lancia dr, siendo dr la 

distancia recorrida por la partícula de fluido dada durante el 

tiempo dt. La primera parte es 

( aü¡ dt at ' 
en donde se considera gue la derivada parcial de u respecto al 

tiempo corresponde a valores x,y,z constantes, es decir, a un punto 

de·<::erminado del espacio. La segunda parte es 
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Asi que, 

dx aü d aü d aü érv) -ax+ y ay+ z az ~ ( r· u. 

- acJ - -dU~ ( Jt) dt+ (dr:V) U, 

dividiendo ambos miembros por dt, 

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (1) se tiene 

ca3Ü•(Ü·V)0~-.!::..\IP... (2) 
t p 

Esta es la ecuación dí:" rr!oviir.iento de un fluido sin Íricción y en 

ausencia de fuerzas externas, conocida como la ecuación de Euler. 

Esta ecuación se simplifica notablemente en el caso de un 

flujo estacionario, entendiéndose por estacionario aquel flujo en 

el CUdl la velocidad es constante en el tiempo en cada punto 

ocupado por el fluido. En otras palabras, la velocidad es función 

sólo de las coordenadas, por lo que la derivada parcial de la 

velocidad respecto al tiempo es cero. 

Si el fluido está en un campo gravitatorio, sobre cualquier 

volumen unidad actda una fuerza adicional pg, siendo g la 

aceleración debida a la gravedad. Esta fuerza debe sumarse al 

segundo miembro Je la ecuacion ( 1) de modo qu<> la ecuación de Euler 

(2) toma la forma: 

aü + ( ü·V) ü= _ VP .ii, at r -

o en forma equivalente (Kemmer, 1986): 

éJÜ + 'VU' -Üx\lxÜ= - 'VP < g . ....... (3) ac 2 r 

Introduzcamos el concepto de "línea de corriente". Estas 

lineas tienen la propiedad de que la tangente a ellas en cualquier 
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punto indica la dirección de la veloci~ad en dicho punto. En el 

caso de flujo estacionario las líneas de corriente no varían con el 

tiempo, coincidiendo coll las trayectorias de las partículas 

fluidas. En el flujo no estacionario las tangentes a las lineas de 

corriente dan las direcciones de las velocidades de las partículas 

fluidas en diversos puntos del espdcio F>n un instante dado, 

mientras gue las tangentes a 

direcciones de las velocidades de 

distintos instantes de ti8mpo, 

coinciden. 

las trayectorias indican las 

las partículas de fluido dadas en 

por lo que no necesariamente 

Consideremos la figura 2, donde una linea de corriente en un 

fluido pasa por el punto Q. 

1 

1 di:~ 
i Q ------~ -.. //··¡--~~~---~------~// 
l ____________ ,. 

_.-/ 

Figura 2. U y dr son paralelos sobre la misma 
linea de c0rriente. 

Un elemento dr a lo largo de esta linea de corriente debe ser 

paralelo a U en el punto Q y por lo tanto: 

dr·Ü.x\lxü~o. 

Regresando a la ecuación (3) y multiplicándola escalarmente 

por dr obtenemos: 

a 



.ª!!.·dr+ dr· ver, =-dr· VP +dr·gac · 2 P ' 

considerando que la aceleración gravitacional sólo tiene componente 

no nula en la dirección vertical (eje X) podemos escribir (Marsden 

y Tromba , 19 81 ) : 

dI·g·=gdX dP,·dr·\TP d U
2 

=dr· '17U
2 

• 
f . I :.! . 2 I 

para transformar la ecuación anterior en: 

a lo largo de una linea de corriente. 

Integrando y diferenciando la ecuación anterior obtenemos: 

J au - u·' l r . d[ -
0 

·dr+-:--•- dP+g}i]=o, ....... (4) 
t ?. P· 

que implica que la relación dentro de los corchetes debe ser 

constante sobre todos los puntos de una línea de corriente. Por lo 

que podemos escribir la forma general de la ecuación de Bernoulli 

como: 

J aü - u 2 
J J . -a ·dr+---+- dP•gX=B ........ (5) 

t ?. p 

Una vez obtenida la ecuación de Bernoulli, la integración de 

ésta entre dos puntos sobre la misma linea de corriente origina: 

Si el flujo no es estacionario, pero la linea de corriente mantiene 

fija su forma, corno en la flgm=a 3, se cumplen las relaciones: 
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Figura 3. Línea de Corriente entre dos puntos mostrando 
la relación entre dr y ds. 

donde ds es un elemento de arco paralelo a dr sobre la linea de 

corriente, que nos permite escribir la ecuación de Bernoulli para 

un flujo no estacionario en la forma: 

j". au U;~ P 2 , u;' P, 
-ds+-+- i-g,\.=--+-+gX1 •••••••• (7) 

1 
at 2 p L 2 p 

Al obtener las ecuaciones de movimiento no hemos considerado 

los procesos de disipación de energia que pu•den producirse en un 

fluido en movimiento como consecuencia de la fricción o Luzamiento 

interno del fluido (viscosidad) y el intercambio térmico entre las 

diferentes partes del mismo. Consideramos que la densidad del 

fluido es constante y por lo tanto es un fluido incompresible. Se 

consideró un flujo no estacionario con líneas de corriente fijas. 

10 



CAPITULO 11 

ECUACION DESCRIPTIVA DEL PROBLEMA. 

Un esquema del sistema bajo estudio se muestra en la figura 4. 

Un dueto cilíndrico de radio r y longitud total L+h se encuentra 

sumergido a una profundidad Len un fluido de densidad constante p, 

en el campo gravitacional. 

L----· 0 

- -...___ U(u) 

Figurn 4 • El movimiento generado en el interior de un 
dueto semi-sumergido en un campo de olas puede 
describirse aplicando la ecuación de Bernoulli a la linea 
de corriente que une los puntos 2 y l. 

Nos interesa describir el movimiento de la superficie del 

fluido en el interior del dueto sujeto a una señal de presión en 

la boca inferior. Esta señal puede ser producto de un campo de 

oleaje en la superficie del fluido exterior al dueto. 

El movimiento en el interior del dueto será de naturaleza 

oscilatoria en vista de que la fuerza restitutiva se debe a la 

gravedad y no es dificil imaginar que, si el fluido no es viscoso, 

cada partícula se moverá en vaivén sobre una linea invariante. 

11 



Podemos considerar que la superficie exterior dl dueto permanece en 

reposo y por conveniencia tomaremos a ·este nivel de referencia como 

X=O. En el interior del dueto el desplazamiento de la superficie 

con respecto al nivel de referencia es X. 

Suponemos que existe una línea de corriente (c) que en todo 

momento une al punto 1 cc'n algún punto en la superficie exterior 

(ejemplificado por 2 en la figura 4). 

Aplicando la ecuación de Bernoulli (7) a la linea de corriente 

se obtiene la relación qt1e describe Rl rnovJmi.ento de lil superficie 

en el interior del dueto: 

donde: 

.•. , (8) 

p 

p 

representan la posición y la velocidad para el punto 1 y 2 así como 

la sefial de presión P en la superficie del fluido en el interior 

del dueto. Así que la ecuación de Bernoulli queda: 

l 

Jau u"' P 
atds+-

2
-+gX=-p· ....... (9) 

2 

La sefial de presión puede aplicarse indistintamente a la 

superficie del fluido dentro del duct0 o a la apertura inferior si 

consideramos que en el intArior del dueto el fluido actúa como una 

columna rígida de fluido. Así, la ecuación anterior describe el 

movimiento del fluido en ,,,1 interior del dueto su:ieto a un señal 

de presión en la apertura inferior. 

Para evaluar la integral de la ecuación (9) no conocemos el 

comportamiento de la velocidad U respecto al tiempo y d la longitud 

s de la línea de corriente. Pero podemos tratar de aproximar sus 

valores a lo largo de la línea de corrier1te desde el punto 2 hasta 

el punto 1, mediante las siguientes consideraciones: 

12 



a) Dentro del dueto, desde el punto a en la entrada hasta el punto 

1 en la superficie, la velocidad U no depende de s ya que el fluido 

se mueve cCJmo una columna rigida. 

b) En la superficie exterior la velocidad U es casi nula. A medida 

que s aumehta hacia el punto a, la velocidad aument~ hasta un valor 

que se mantendrá independiente de s a partir del punto a. 

Con base en las consideraciones anteriores podemos hacer una 

gráfica de la derivada parcial de la velor.idad respecto al tiempo, 

a lo largo de la línea de corriente para cualquier t como puede 

verse en la figura 5. 

/~----- .....,_---·--
/ 

Figura 5. Variación de óU/ot respecto a s. 

Así la integral puede dividirse en dos trayectorias: desde el 

punto 2 al punto a E · la boca del dueto y desde este último hasta 

el punto 1: 

l a l 

f au ds=f au ds+f au ds. 
2 

at 
2 

at • at 

Usando la figura 5, la segunda integral puede evaluarse como: 

13 



Ya señalamos qut> no tenemos manera de saber la forma de C>Uí~t 

desde el punto 2 al punto a, sin embargo, usando nuevamente la 

figura 5, el área bajo la curva puede aproximarse como una fracción 

e de LdU/dt por lo que la integral completa queda como (Knott & 

Flower, 1979): 

eL dU + (L+X) dfi. 
dt dt 

La fracción e queda como un parámetro de ajuste que se 

determina a] comp11rar las soluciones a la ecuación con datos 

experimentales. Como se verá más tarde, E puede interpretarse corno 

un incremento en la longitud efectiva del dueto originad<; por 

efectos de borde en la des~mbocadura de éste. 

Los resultados anteriores permitsn escribir la ecuación de 

Bernoulli en la forma: 

, dU uº P [L(l+e) u:J -+-+gx~-. 
dt 2 p 

. . (10) 

La ecuación ( 10) relaciona la señal de presión P en la 

desembocadura con la respuesta oscilatoria en la superficie dentro 

del dueto para un fluido ideal. 

Como mencionarnos antes un fluido ideal no existe (Landa u y 

Lifshitz, 1986), razón por la cual debemos modificnr !3 ccu~citn 

( l O) agregando términos adicionales para obtener Ju ecunc i 6n de 

movimiento de un fluido real. Se procederá a modificar la ecuación 

añadiendo términos para incorporar el efecto de la fricción y de la 

pérdida de energía en la formación de vórtices en la boci:.l del dueto 

(ver Knott & Mackley, 1980). 

Para obtener el primer término que vamos a introducir en la 

ecuación (10) consideremos que en un fluido se presentan procesos 

de rozamiento interno cuando las distintas purtículus se mueven 

entre sí. Con base en esto podemos suponer que existe unu 
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transferencifl de ::..:::mento debida a la fricci6n int.=rna (Landau y 

Lifahitz, 1986). En el caso del fluido dentro del dueto la 

presencia de la fricción genera una resistencia al movimiento que 

podemos considerar como una pérdida de presión proporciona] a la 

velocidad U en la forma : Pf = CU = CX'. 

El siguiente término por añadir está relacionado con la 

formación de vórtices en la desembocadura del dueto. Para ilustrar 

la forma en la que se generan estos vórtices presentamos la figura 

6 tomada de Knott & Mackley ( 1980). Est.:i fj gura fue dibujada a 

partir de observaciones experimentales usando métodos de 

visualización de flujos. 

' • 1 J----_.;_ 
i·: :·1 
' .. :_. . _:__' 

:.-=--

•'' 
p. ,-

Figura 6. Formación de vórtices en la desembocadura de un 
dueto por el movimiento ascendente y descendente del 
fluido {tomado de Knott & Mackley, 1980). 
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Puede verse que al pasar ,,1 flujo la desembocadurct del dueto, 

tanto en ascenso como en descenso, se producen remolimos en cada 

ciclo, que permanecen e interaccionan con los del siguiente ciclo 

para tornar "calles" de anillos de vórtices que ee propagan en 

ambas direcciones apartir de la boca a lo largo del eje vertical 

del dueto. Se observa que a lo largo del eje de sirnetria del dueto 

la concentración de vórtices es menos intensa. 

La formación de vórtices puede relacionarse con una pórdida de 

presión, proporcional a la energia cinótica en el flujo al cruzar 

la desembocadura del dueto. Asi la pérdida de presión debida a lus 

vórtices se escribe corno: Pr=Klp(U 2 /2), K2p(U 2 /2), donde Kl y K2 

son fracciones de la energía cinética dispnnible para la formación 

de vórtices en la fase de subida y bajada del fluido, 

respectivamente (Knott & Mackley, 1980). 

Cuando el fluido asciende por el dueto (U>O), la generación de 

vórtices implica una disminución de presión por lo que Kl > O. Al 

descender ( U<O) , la formación de vórtices aumenta la preeión por lo 

que K2 < O. Estas consideraciones permiten escribir Pr = pKU 2 /2, 

donde K torna los valores Kl Y K2 antes mencionados. 

Con la inclusión de los términos relacionados con la fricción 

y la formación de vórtices a la ecuación (10) se obtiene: 

, dU U 2 C , K , P 
[L(J +e) +X]--i--+ -U+gX+-u·---. 

dt ?. p 2 p 
. .... ( 11) 

Esta ecuación es la que se utilizó en este trabajo para 

describir el movimiento de la superficie en el interior del dueto 

cuando la boca está sujeta a una sefial de presión inducida por 

oleaje. 
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CAPI'l'ULO lll 

SOLUCIONES. 

La presencia de los términos no lineales en la ecuación 

"completa" ( 11) dificultan considerablemente la obtención de 

soluciones analiticas . 

Un posible camino a ueguir es proponer una solución de la 

forma: 

donde So es la solución a la ecuación lineal.izada y A es la 

amplitud normalizadn por la longitud del dueto, para encontrar una 

forma recurrente para obtener la ecuación que debe cumplir la k

ésima solución en términos de la solución anterior (k-1). Sin 

embargo en este trabajo se optó por resolver la ecuación completa 

por métodos numéricos dejando para un trabajo futuro este método de 

aproximaciones sucesivas. 

3. l. SOLUCION ANALITICA. 

Se procedió a obtener la solución analítica de una versión 

linealizada de la ecuación (11) y determinar las condiciones bajo 

las cuales esta es una buena aproximación a la solución numérica de 

la ecuación completa. 

Eliminando los términos X' 2 y XX", la ecuación lineal izada es 

L(l •e) X 11 • S.x1 ; gx~!:..sen ( <vt), 
r P 

.... ( 1?.) 

donde se ha introducido una función sinusoidal de forzamiento que 

varia con el tiempo como aproximación para el campo de olas en la 

superficie exte..:ior al dncto. 

El sistema descrito por la ecuación (12) puede considerarse 

como un sistema oscilador masa-resorte forzado con amortiguamiento; 

donde la "masa" es la cantidad promedio de agua contenida en el 

dueto (proporcional a L) y el "resorte" es la fuerza restauradora 
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debido a la aceleración gravitacional. El sistema descrito por la 

ecuación (12) posee una frecuencia natur.al de oscilación : 

-· ¡_=--· ;;~-
h'o \J L ( 1 +e) · 

La ecuación lineal puede escribirse en forma alter.nativa: 

y con la inclusión de los términos : 

queda 

X''+2yX'+w¿X=l"0 sen(wt) .... . ( 13) 

La ecuación anterior corresponde a la de un movimiento 

armónico forzado y amortiguado por fricción (Ross, 1974). Este 

movimiento puede considerarse como el que presenta una masa m 

sujeta a un resorte de constante• de fuerza k = m(wo) ", sometido a 

una fuerza amortiguadora ?y X' y una fue!: z.:i ex l:er1w. Fosell ( wt) . La 

aplicación de la fuerza periódica extc>rna aumenta la energía 

mecánica del oscilador si actüa en el sentido del movimiento de la 

masa y absorbe energía del mismo si actüa en sentido opuesto al del 

movimiento. La amplitud de la oscilación es fJrande si la frecuencia 

de la fuerza exter- " ,., e-: .................... ,,.__ -
L-'4.U.·~-->•ü ..._.. Li..c:.:..:ueíH .. .:l-::t naLurill del 

oscilador wo. Para el caso que nro haya amort iguamicnt.o ,,¡ L<>ma!JO de 

la amplitud tiende a infinito (resonancia pura) cuando w tiende a 

wo. 

La ecuación ( 13) tiene solución analítica formada por un 

:érmino transitorio y un término estacionario, que se obtienen de 

.a separación de la ecuación 113) en dos partes: ecuación homogénea 

ecuación no homogénea. 

La ecuación homogénea es: 
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X 11 +2y.X1+wffx=o, 

que tiene soluciones de tipo 

X:.::eHt:; 

por lo que la ecuación auxiliar es: 

cuyas raíces son: 

~,- ~ 
M,=-y+vr -wo ,M?=-Y-yY"-Wo; 

por lo que la solución general a la ecuación homogénea es 

Se observa que si 

las raíces son complejas por lo qu<:>. la solución es de naturaleza 

oscilatoria. 

Existe una relación fundwnental entre lon parámetros y y wo 

que determina que tipo de movimiento presenta 

además, como se verá 

amplificación. 

Podemos definir 

amortiguamiento: 

posteriormente, controla 

esta rt=lación como 

el sistema y que 

el tamaño de la 

una razón de 

de tal forma que el valor de Fr es una cantidad adimenslonal que 

indica la magnitud de la fut>rza de amortigua111iento y el tipo de 

movimiento debi~o a la acción de dicha fuerza sobre el sistema. Se 

tendrán tres posibles casos (Zill, 1988). 

El primer caso cuando Fr = 1, implica que el coeficiente de 
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amortiguamiento es igual a la fr cuencia natural de oscilación del 

sistema. Se dice que el sistema stá críticamenLe amortiguado. La 

masa vuelve a su posición de equi ibrio en el menor tiempo posible 

sin movimiento oscilatorio. 

En el segundo caso, si "r > 1, el coeficiente de 

amortiguamiento es grande comparao con .la frecuencia natural de 

oscilación, es decir el sistema está sobrearnortiguado. La f1H~rza de 

amortiguamiento es tan grande que el sistr;;ma no oscila y solamente 

vuelve a su posición de equilibrio. 

Finnlmente, si Fr < l significa que el coefici.¿nte de 

amortiguamiento es pequeño comparado ·on la frecuencia natural de 

oscilación as~ que el sist,~n1;1 está su lmortiguado. Al Gt!r pequefia 

la fuerza de amortiguamiento permite ¡uc el sistema adquiera un 

movimiento oscilatorio alrededor de la oosición de "'quilibrio. 

En el caso del dueto reson~ nte el coeficiente de 

amortiguamiento y es menor que la frec1w cia natural de oscilación 

(Knott & Mackley, 1980) y las raíces de la ecuación auxiliar son 

complejas, por lo que el fluido dentr• del dueto adquiere un 

movimiento oscilatorio. El sistema es. subamortiguado y la 

solución a la ecuación hom0génea pose c. un t rmi n.) t runsi torio en la 

solución completa. Este tiene la forma: 

donde se observa que después de un tiempo l' ·go, yt >> 1, resulta 

despreciable esta solución debido iJ. quo .. amplitud disrn' nuye 

exponencialmente con el tiempo. 

Una vez obtenida la solución transitr :ia para la parte 

homogénea de la ecuación (13) vamos a obtener a solución para la 

parte no homogénea: 

para la cual proponemos una solución particu ar similar a la 

fuerza externa de la forma: 
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que al sustituir en ecuación ( 13) y después del álgebra 

correspondiente obtenemos el valor de la amplitud b, dado por: 

b"-· _____ F_o __ 

/(~~-~;;o)' +4y 0 w0 

Por lo que la solución particular (también se le llama solución 

estacionaria) puede cucribirsG como: 

F,,sen(wt+c!>) 
xP ~~ --'--------

11 _( _1v·,~-w'') 2 +~Jy"w 2 

Reuniendo las soluciones transitoria y particular e imponiendo 

como condiciones iniciales gue ia masa comienza a oscilar a partir 

de la posición de equilibrio y desde el reposo: X = O y X' = O, 

podemos escribir la solución total como: 

X 
¡--------~.,. 

p 1(1v2L(J1e) --q) "•·--'-."-\¡ . p" 

..... (15) 

donde: 

2yw sen<fi~ <!>=arelan - a ayctan[ ~ J 
(wº-w,';)' - ~ • (ysenc!>+wcoscjJ) · 

Ya que se Liene una :;olución analítica para la ecuación 

linealizada, debemos determinar las condiciones 

ésta es una buena aproximación a la solución 

completa ( 11) . 

bajo las cuales 

de la ecuación 

La ecuación (11) puede escribirse agrupando los términos que 

dependen de la velocidad al cuadrado para obtener: 

21 



[L(1•e) +XJx11 .~x1 .gx~¡-'1:•K¡x!2 =l'sen(1vt; ........ (.iG) 
p 2 p 

De esta ecuación obtendz:emos las condiciones para gue los términos 

no lineales sean despreciables y la solución ( 15) sea una buena 

aproximación para describir el desplazamiento del agua en el 

interior del dueto resonante. 

Estas cor1diciones son: 

a) Que X<< L(l+e) para gue el primer término no-lineal (XX") se 

haga despreciable respecto a L(l+e)X". 

b) Los términos no lineales relacionados con el cuildrildo de la 

velocidad deben ser muy peque6os comparados con el ténnino 

relacionado con l.:t fricción. 

Para satisfacer la condición dada en a) debemos encontrar el 

máximo valor de X y acotarlo con L(l+E). El máximo de X se obtiene 

de la solución analitica (15) para condiciones de resonancia 

X 
p 

¡------·----:;-·-,
p I [w¿'L(l+e) -g]2,_ C·wa 
\j p2 

usando la relación ( 14) para Fr y la frecuencia natural de 

oscilación podemos escribir la cota al máximo desplazamiento como 

(17) 

De la condic i6n CaCu. cr. b) y con'-:>ldu.rar1<lo que los valores 

máximo y mínimo de K 

movimiento del fluido, 

son o 

obtenernos: 

-1, según sea la dirección del 

( K+l J X 12 =X12 < < .fx1 =2y L ( 1 +e) X 1=2FrL ( l +e) w
0
X 1 , 

2 p 

de donde: 

X 1«2yL(l+e) =2FrWaL(l+e). 

Podemos obtener el valor máximo para la velocidad X• derivando 
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la ecuación (15) en condiciones de resonancia 

Sustituyendo en la ültima relación se obtiene: 

X'= ______ l_J ______ < <2FrL (l+e) "'º' 
2pFrJgL.(l+e) 

de donde se obtiene una cota superior al tamaño de la señal de 

presión en la boca del dueto 

__ P __ «4pqFr2 •••••••• (18) 
L(l+e) • 

La señal de presión en la boca del dueto (P) se relaciona con 

la amplitud de la ola en la superficie mediante un coeficiente de 

atenuación. Este coeficiente proviene de la disminución de la señal 

de presión generada por el oleaje con la profundidad y ti.ene la 

siguiente forma (Bowden, 1983 página 82): 

coshk(h-z) 
coshkh 

donde h es la profundidad del agua, k = 2n/A y A es la longitud de 

onda de la ola superficial. 

Para un período dado, A se obtiene de la relación de 

dispersión del oleaje para una profundidad de agua dada por 

(Bowden, 1983): 

( 2;) 
2 ~gktanhkh, 

si la profundidad del agua (h) es muy grande el factor de 

atenuación se convierte en 

e-KL( l+e) , 

mientras que la relación de dispersión es 
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En condiciones de resonancia 

por lo que K ~1/L(l+c) y el factor de atenuación se reduce a e- 1 • 

De esta forma, la señal de presion en la boca del dueto puede 

escribirse como P=pgAe- 1 • Sustituyendo esta P en las ecuaciones ( 17) 

y ( 18) se obtienen dos cotas al tamaño de la ola (A) en la 

superficie para que los tt';rrninos no lineales sean desprecicibles: 

A ,1 
L(l1·€) <<2eFr, L(lH!) <<4eFr' ... . . ( ~J) 

Los valores de Fr encontrados por Knott & Hackley (1980} son 

mucho menores a 0.5 por lo que 4eFr2 < 2eFr de tal forma que si se 

cumple la segunda cota dada por la ecuación (19), automáticamente 

se cumple la primera y la sol<lción analítica describirá 

adecuadamente el comportamiento del sistema. 

3.2. SOLUCION NUMERICA. 

liemos mencionado con anterioridad la dificultad para resolver 

la ecuación completa por métodos ordinarios. Así que recurrimos a 

un esquema numérico para obtener los valores de X' y X" que, al 

sustituirse en la ecuación completa, proporcionan un algoritmo para 

encontrar el valor de la solución X. 

Si el denpL1::ctI11iento de Ja columna de aqua a tres tiempos 

consecutivos t - dt , L y t + dt se define como: 

x,x,,x, 

Los valores aproximados para X' y X" pueden escribirse de la 

siguiente manera: 
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x'~ <X,-Xl 'x' 
dt 1 

(X0 -X1 ) 

dt 
vil ',, 

(X¡'°-X1i 
dt 

(X2 -2X1 +X) 

dt' 

Al sustituir en la ecuación completa se tiene: 

[L(l+e) •X1 ] (X2 -2X1 •Xi 

dt 2 

C(X
1
-X) (l+Kl (X1 Y! 2 ¡;-, 

+--p-a-.t-+---2-d-t-2~ •g.'>¿sen(i.'t) ... (20) 

De la ecuación (20) podemos despejar el valor de X2 para 

obtener la forma de la solución numérica: 

dt" (-Psen(wt) X2 :2X1 -X+~~--~-~ . 
[L(l+e)+X1 ] p 

C(X1 -X) 

pdt 

(l+K) (X1 -X) 2 

2dt 2 
gX] .•• (21) 

Esta dltima es una rel2 lión recurrente para el cálculo 

numérico de una nueva posición de la ~alumna en términos de las 

posiciones a dos tiempos anteriores y de la función de forzamiento. 

La relación obtenida no es exacta pues incluye errores, por 

ejemplo de redondeo y truncamiento relacionados con la capacidad de 

almacenamiento de .la computadora. En nuestro caso, para Ja ecuación 

del dueto, si el error se propaga e incrementa con el tiempo (a 

cada paso de la integración), significa que el esguernd numérico 

utilizado es inestable; si el error decae al transcurrir el tiempo, 

el esquema es estable (Ramming & Kowalik, 1980). 

Para determinar la estabilidad del esquema numérico utilizado 

(21) se realizó una comparación con datos experimentales. 

DESCRIPCION DEL PROGRAMA 

En el anexo 1 se presenta un listado del programa utilizado en 

donde se incluye la solución analítica para obtener una comparación 

gráfica entre ésta y la numérica. Las unidad"" empleadas se 

expresan en el sistema MKS. 

A cada paso de la integración se determina el signo de la 

velocidad de la columna de agua para aplicar el algoritmo adecuado 

y determinar asi el desplazamiento de la columna al nuevo tiempo t 

+ dt. Posteriormente se recorren los tiempos un dt para realizar un 
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nuevo cálculo al siguiente tiempo. Las cond~uiones ini~lales en la 

integración son X=U y X'=O para fOder comparar directamente L2n la 

solución analítica en la grática que se genera como salida del 

programa. Este programa fue escrito en rurbo Pascal. 

26 



CAPITULO IV 

RESULTADOS. 

Se llevó a cabo una comparación enlre la solución numérica y 

la solución analítica mediante las gráficas generadas por el 

programa (figuras 7, O, y 9). En ellas pueden verse graficadas el 

tiempo (eje horizontal) y la altura de la ola (eje vertical) en la 

superficie exterior al dueto (línea continua) y las respuestas 

numérica y analítica de la superficie interior al dueto {líneas 

punteadas). También se indican los va.lores utilizados para algunos 

parámetros del modelo. El eje vertical se encuentra normalizado con 

la longitud del dueto. En las tres gráficas el valor empleado para 

la razón de amortiguamiento es Fr=0.05, donde Fr es una cantidad 

adimensional relacionada con la presencia de la fricción en el 

movimiento del fluido. 

En la figura 7, para una amplitud normalizada An = A/L = 

V.0500, se observa que en los primeros ciclos la respuesta muestra 

los efectos del término transitorio. Posteriormente la solución se 

es-.·.abiliza al mini.mi zar se este último. l'.l pr inclplo las dos 

soluciones (analítica y numérica) sor1 casi idénticas, sin embargo 

desp.1és del tercer ciclo la solución analítica aumenta en relación 

a la solución numérica, esto se debe a que la solución analítica no 

incluye los términos no-líneales. Esta d.i ferencia de tamaños 

permite distinguir las dos soluciones en la gráfica. 

E· la figura 8, para una amplitud de forza.miento menor An = 

0.0250, se ob::ierva qut< tl paLLir del cuart.o ciclo 1-.s dos soluciones 

se separan aunque lo. diferencitl es menor que la obtenida en la 

figur.:i. 7. 

;~n la figura 9, para una amplitud normalizada An 

dos S•)luciones tienen una buena coincidencia. 
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FIGURA 8 
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0.00 

Figura 7, 8 y 9. Comparación gráfica entre la solución 
analítica y la solución numérica (lineas punteadas) a la 
ecuación para un dueto resonante forzado por una ola 
incidente (linea firme). El eje vertical ha sido 
normalizado con la longitud del dueto resonante. 

Por otra parte, usando la relac::ión ( 19) para determinar la 

cota superior para A de tal forma que la solución analitica a la 

ecuación lineal izada se parezca a la solución (numérica) de la 

ecuación "completa", se tlene: 

__ A __ ) «4eFr 2 ~o. 0212 
L(l+e 

De las tres integraciones mostradas en las figuras 7, 8 y 9 la 

única q:e cumple con esta cota es la figura 9 (An = 0.0022) en la 

que en efecto la solución numérica y la analítica son muy parecidas 

lo que valida la relación (19). 

El desacuerdo entre las soluciones numérica y analítica en las 
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gráficas 7 y 8 consiste en que la numérica muestra desplaza::iientos 

menores sobre todo en las crestas y en los valles. Este desacuerdo 

proviene de la acción de los términos no-lineales que re¡:::-eser:.tcln 

una pérdida de energía en la generación de vórtices (K X'' 2) y en 

el cambio de rnasa del oscilador armónico (X"/2 y XX"). 

Se realizó una comparac iOn en trf~ las arnplif icaciones e:.. t:t-~n :_das 

con el modelo numérico y datos experimentales obtenido: e:o el 

estanque de olas del Instituto de Ingeniería, UNAN (Czitron et al., 

1993). En estos experimentos (ver figura 10) se introduje _n duelo 

en un campo de olas de período T y amplitud A dados y se n.idieron 

las crestas y los valles de la oscilación inducida dentro c~l éucto 

con una escala graduada adherida a éste. Con los datos se ::alculó 

la amplificación de la ola para diferentes longitudes scnersidas 

del dueto en varios campos de oleaje. 

Batidor Dueto 

Figura 10. Diagrama esquemático 
medición de amplificación de 
resonantes. 

del experimento ie 
oleaje con dué-.:os 

En las figuras 11 y 12 pueden verse gráficas i~ las 

amplificaciones observadas contra la longitud del duo:::. !'~sta 

longitud está normalizada respecto a la longitud resonante :2:~ ese 

periodo, de tal forma que la máxima amplificación se lcca::._.:.i ,- ;-. c;l 

punto 1 (sobre el eje X). Las dos olas incidentes utili.:ad¡_;¡ : .e::en 
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los siguientes d.:i.tos A=0.015m, T~.89s, Fr~0.003 y A=O.OlOm, 

T=l.lSs, Fr=0.007 respcctivruncnte. 

>. - u. 01~ m., T - n. r.v •. 

n- blóDllLO • BXPa::RIMEN'I'O 

A"' 0.010 m., T • l.. l "> o. 

~ ~ /\ ~ 
l -

a· '' _,,/ ·~ 
:=------· ·-~ 

"º-----., ------.___ 
·-· ._. ._ . 

LOngiiti..1tt No::iia..ll:-•Oa 

o- MOOKLO • ~:P~l•!~ 

Figuras 11 y 12. Variación de la amplificación con la 
longitud normalizada del dueto para dos periodos y 
amplitudes de ola (11: T=O.íl9s, A=O.OlSm; 12: T=l.lSs, 
A=O.Olm) para datos experimentales y modelados. 
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La oscilación dentro del dueto es igual a la exterior 

(Amplificación 1) para longitudes sumergidas pequeñas. La 

amplificación aumenta para longitudes sumergidas mayores hastd un 

máximo cuando la frecuencia natural de oscilación del dueto 

corresponde a la frecuencia del oleaje incidente. Posteriormente la 

amplificación se reduce hasta que las oscilaciones dentro del dueto 

desaparecen. 

En la figura 11 y 12 también pueden verse las amplificaciones 

predichas por el modelo numérico para Kl = O.OS y K2 = -0.05. El 

parámetro de ajuste e para cada experimento (E = O. 0875 y E 

0.0570 para las figuras 11 y 12 respectivamente) se calculó usando 

la relac..ión 

que permite la coincidencia de la amplificación máxima en las 

observaciones y el modelo para la misma longitud sumergida. 

Como se ha mencionado anteriormente e indica un incremento en 

la longitud efectiva del dueto debido a los efectos de borde en la 

boca. El coeficiente de amortiguación Fr (Fr=0.003 y F'r=0.007 en 

cada caso) se ajustó para que los máximos del modelo coiucidieran 

con los máximos del experimento. 

Las figuras 11 y 12 indican que con los ajustes realizados el 

modelo numérico reproduce con buen éxito las observaciones. El 

modelo entonces puede usarse con confianza en la predicción del 

desempeño de los duct0s resonantes. 

Otra comprobación del desempeño adecuado del modelu ue llevó 

a cabo usando datos publicados por Knott & Mackley ( 1980) y 

corriendo el modelo para circunstancias similares. En las figuras 

13 y 14 pueden verse gráficas contra el tiempo de las oscilaciones 

observadas y modeladas para un dueto semi-sumergido en un estanque 

sin oleaje. El agua en el dueto se elevó hasta una altura de 6 cm 

y se dejó ir para oscilar libremente. En el primer caso (figura 13) 

un acampanamiento en la boca del dueto ( K 1 =O, l\2 =O) elimina la 
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formación de anillos y las osc-ilacione.o disminuyen su amplitud más 

lentamente. En el segundo casu (figura 14) las pérdidas de energía 
por generación de anillos de vórtices (Kl 0.9 y K2 0.96) 

provocan una amortiguación rápida de las oscilaciones. En ambos 
casos el modelo numérico simuló las observaciones adecuadamente. 

{a) 

1 lt~~v~ .... ¡, 
¡ 

(bl (b) 

'v '-'' . 

FIGURA 13 FIGURA 14 

Figuras 13 y 14. a) Oscilaciones libres en un dueto con 
un desplazamiento inicial de o. 06 m en la superficie 
interior b) Respuesta numérica bajo las mismas 
condiciones. En 13: L=O.llm, e=<0.09, Kl=K2=0 y Fr=0.011. 
En 14: L=O.llm, e=0.19, Kl=0.9, R2~0.96 y Fr=0.025. 

Una vez satisfechos con el comportamiento realista de las 

soluciones numéricas, se procedió a estudiar la amplificación en 

condiciones de resonancia usando diferentes amplitudes de la ola 
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incidente para varias longitudes de dueto. Las integraciones se 

realizaron durante suficientes ciclos para que decayeran los 
efectos transitorios. 

AMPLIFICACION EN RESONANCIA 
f"'r-o.OJ. K-o. ¡ .. o.5, JC .. l 

---9-K-0.5 _.._.r:.-1 

Figura 15. Amplificaciones modeladas en resonancia contra 
la amplitud de la ola incidente normalizada con la 
longitud del dueto. Se realizaron corridas para Fr=0.03, 
K=O, K=0.5, y K=l. Para L= 10, 7, 5, 3 y 2 ~. 

En la figura 15 pueden verse las amplificaciones en resonancia 

graficadas contra la amplitud de la ola incidente normalizada con 

la longitud del dueto de la corrida en cuestión (An = A/L( l+E)). Se 

utilizaron tres duetos de diferentes formas de desembocadura: 

acampanada (K=O), semi-acampanada (K=0.5) y recta (K=l). Se 

consideró un factor de amortiguamiento Fr : 0.03 para todos los 

casos. 
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F.n ~1 primer ca~o para K = O (p.:ira un dueto con lu b'-J\..':d 

acampanada para evitr.r pÁrdjdas por formación de vortic:c..3), lo~ 

datos obtcni.dos mcdiar1te varias cjecuciorteu del programa cayeron 

todos sobre la misma curva, es decir la curva representa un...i 

familia de amplificaciones que proporciona información qen~"'?ru.l 

sobre el movimiento del fluido en el dueto. /\ medid" quco l\.n 

disminuye, el factor de amplificación ilUmcnt,ci hélsta llegar a un 

máximo ( 6. O) para An pequeña. Puede considerarse que la máxima 

ampl.ificación se mantienf? const.:intc pura valores de An dentro del 

intervalo de O a 0.02. 

Por otra parte, podernos calcular el valor d1..: .la mcí;.:i.ma 

amplificación de la solución analítica usando la amplitud b de la 

solución particular dividida por la amplitud A de la ola externa. 

Se tiene: 

Sustituyendo P 

y como 

b~ F Pip º c"w< 
l+e) -g] ·+-· -,

P" 

pgA/e en condiciones de resonancia 

gAc- 1 

b=--·----. 

~~ L(1
9
+e) 

_f,=2Fr/g~, 
p 

la amplificación de la solución analítica es: 

Amplif=!?_ ___ l_. 
A 2eFr 

(22) 

Sustituyendo Fr = 0.03 se obtiene una amplificación de 6.13, 

consistente con el máximo en l;:; figura 15, que se obtuvo por 

métodos numéricos. 

Esto significa que la amplificación de un dueto resonante 
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tiene una cota superior, dada por la ecuación (22), que <•s 

inversamente proporcional al coeticiente de amortiguamiento Fz:. 

En el segundo caso para K = 0.5, o sea incluyendo el 50 por 

ciento del efecto de los términos no-lineales asociados ci la 

formación de vórtices, se observa que la amplificación decrece 

rápidamente a medida que An aumenta, por lo que no hay intervalo 

dentro del cual la amplificación se mantenga constante. 

La disminución en la amplificación a medida que An aumenta en 

la figura 15 es entonces producto del incremento de la influencia 

de los términos no-lineales a medida que aumenta el forzamiento 

externo. En la misma figura se muestra una familia de 

amplificaciones para K = (tercer caso), o sea incluyendo el 

efecto máximo de los términos no-lineales asociados a la formación 

de vórtices. Se observa un descenso mucho más dramático en la 

amplificación a medida que aumenta el valor de la au:<olitud 

normalizada An, lo que pone de relieve el efecto importante de la 

formación de vórtices en la deseniliocadura del dueto. Entonces la 

cota superior al tamaño de la ola externa (An) para que los 

términos no-lineales sean despreciables (ecuación 19) se convierte 

también en la condición para que se obtengan las máximas 

amplificaciones del oleaje, en resonancia. En el caso de la figura 

15, para olas incidentes de tamaño An << 4eFr2 0.0097, el 

resultado es consistente con las máximas amplificaciones. Cuando la 

desembocadura del dueto tiene forma de campana ( K = O) , 1 as máximas 

amplificaciones se mantienen para An sustancialmente rnayor a esta 

cota. 

En vista de todo lo anterior puede considerarse que la figura 

15 representa una caracterización de las soluciones a ln ecuación 

de un dueto resonante en un campo de olas. 
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CAPITULO V 

DISCUSIO!l. 

El tipo de olas que es posible localizar en el medio marino 

está determinado por la cantidad adimensional conocida como 

"inclinación" de la ola (Kinsmaa, 1965). Esta i11clinación se 

define como el cociente del doble de la amplitud y la longitud de 

onda de la ola: In = 2A/1 • Los valores de la inclinación para las 

olas observadas en el mar están situados en el intervalo O.OOH a 

0.099. Ahora bien, la longitud de onda oe relaciona con el período 

de la ola para aguas profundas mediante 1 = gT 2 /2n (Bowden, 1984), 

mientras que para un dueto en resonancia wo = ,: g/L = 2rr/T, por lo 

que para condiciones de resonancia, la longitud del dueto y la 

longitud de la onda se relacionan medianle ). '" 2rrL. Asi, In = 2A//,. 

= A/rrL ; por lo que la amplitud normalizada An =A/L se encuentra en 

el intervalo 0.025 a 0.314; para las olas observadas en el occáno. 

Refiriéndonos a la figura 15, para valores de An próximos al 

extremo derecho del intervalo, los términos no-lineales llegan a 

tener una marcada influencia en las amplificaciones posibles. 

Asimismo, en esa zona del intervalo de An, la formación de vórtices 

en la boca del dueto exacerba drásticamente la disminución de la 

amplificación. 

Aunque las máximas inclinaciones r.-!n el oleaje marino 

corresponden a olas de período corto (2 a 5 segundos) que tienen 

poca persistencia y además una proporción de energía relativamente 

pequefia (Kinsman, 1965), no debemos despreciar del todo estas olas, 

pues para valores de An cercanos a O. 3 la ampli t icación obtenida es 

casi tres veces el tamafio de la ola incidente, por lo que un 

sistema de bombeo con estas olas funcionnríu. bion, siempre y cuando 

la desembocadura del dueto sea acampanada. 

Por otra parte, considerando que la mayor energía y 

persistencia se encuentra en el oleaje llamado "de fondo" con 

periodos entre 8 y 12 segundos (McLellan, 1975), para el que la 

inclinación observada es menor (0.008 a 0.02), resultando que: 
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0.027 < An < 0.06. Refiriéndonos nuevamPnte ~ ]a figura 15, ~drd 

este intervalo alrededor de Ar.. podem.:-Js Vt:''' quf:'." se generan la!2> 

máximas amplificacione,; sobre todo para duetos co¡¡ la boca 

acampanada (K =O); por lo que un sistema de bombeo diseiíado para 

los períodos entre 8 y 12 segundos ( 16m < L < 36m) funcionaría 

óptimamente. 

Al calcular los valorrs de L (16m < L < 3Gm) para caplar el 

oleaje de mayor enerCJÍa no hcm_;s cnnsid(~rado que la scfial de 

presión es variable (Psen(wt)), y qu<~ al tomar los valores 

comprendidoo entre r y -r, ~roduce ur1 n1ovi1niento no uniforme en e] 

interior del dueto. Este movirnient.o ria uniforme Ps m¿s not:orio si 

la longitud de onda ). de ld sefial de presión •?S menor que el radio 

del dueto, pues si el tamaño del intervalo es igual o mnyor que la 

longitud de onda ). , la seúal de pre,'lión rectlizarú al menos una 

oscilación completa, dentro de ese intervalo. l\sf que debemos 

.imponer condiciones al tamaño del radio del dueto en términos de ). , 

para que la Gefial de presión pt1eda considAr~rsc 11niforme. 

Consideremos que la señal de presión tiene la forma Psen(kx), 

donde k"'2rr/). es la constante de propagación o número de onda 

(Beiser, 1986), y que el tamaiío del intervalo ea 4x=2r, donde 2r es 

el diámetro de la desembocadura del. dueto. Es necesario q1Je la 

variación de la presión sea pegtwña dentro d<?l í.ntervalo 4x=2r, 

para que el movimiento en el interior del dueto pueda considerarse 

uniforme. 

El incremento de una fu.ición f puede cal.cul.arse corno (Rey, 

1960): 4f = f' (x)4x. Si Ax es pequeño se tiene 4f = df = f' lx) 4x; 

es decir el incremento 4f de la función es igual a la diferencial 

df de la función, suponiendo que la función es lineal en 4x. 

Considerando f = Psen(kx), el porcentaje de variación de la 

sefial de presión puede calcularse corno: 

j,f df 
-¡--¡-

[ 1 (x0 )!x 
-··--1-.---

kPcos (kx.,) f,.x 

Psen (le-..:) 
kl X 2rk 

sen(kx) - sen(kx) ' 

si queremos que el porcentaje de variación de la señal de presión 

sea pequeño, por ejemplo menor que 1%, se tien" 
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2kr 1 
-s-e-.-"1-:(-:k.;;--,-:,...i < 1 cO ' 

de donde 

2kr< sen(kx) si sen(kx) 
1
,,_l_ 

100 100 100 . 

Recordando que k=2n/Á y Á=2nL, la ecuación anterior se transforma 

en 

2 ( 21t) u~ 41tr <-1-, 
Á ). 100 

de donde se obtiene 

r<-Á-~ 21tL ~_!:__~~ ........ (23) 
4001t 4001t 200 8001t2 

La ecuación ( 23) limita el tamaño del radio del dueto en 

términos de la longitud de onda o el período de la señal de 

presión, o la longitud del dueto¡ para que el movimiento en el 

interior del dueto pueda considerarse uniforme. Por ejemplo para 

una ola de período T=lOs el radio del dueto debe ser r=12.4cm, para 

que la señal de presión tenga una variación del 1% como máximo. 
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CAPITULO VI 

CONCLUSIONES. 

Se obtuvo una solución analitica para la ecuación linealizada 

de un dueto resonante en un campo de olas. 

Se confirmó e.L correcto descmpefio del modelo numérico para la 

ecuación completa al compararse con la solución analítica y con 

datos experimentales de distintas fuentes. 

Se obtuvieron dos parámetros adimensionales que rigen el 

comportamiento del sistema: 

a) Fr: razón de amortiguamiento definida como el cociente del 

coeficiente de amortiguamiento (y) y La frecuencia natural de 

oscilación. 

b) An: amplitud norma.liza.da definida corno el tamaúo de la ola 

incidente dividida por la longitud del dueto. 

Se encontró una relación para determinar el tamaño de la 

máxima amplificación posible en un dueto en términos de la razón de 

amortiguamiento: l/2eFr. 

Se acotó el tamaño del radio del dueto para que la sefial de 

presión sea uniforme: r < L/200. 

Se determinó una cota para An en términos de Fr (An < 4eFr 2 ) 

dentro de la cual los términos no-lineales no provocan una 

disminución significativa dAl tamaño de la amplificación. 

Estas cotas ayudan a interpretar la gráfica en la Figura 15 

como parte de una familia de curvas de forma similar, en las que el 

máximo está definido por l/2cFr y el ancho de este máximo por 

4eFr2
• Sin embargo cuando el coeficiente K es igual a cero, en 

ausencia de vórtices en la boca del dueto, las máximas 

amplificaciones en resonancia persist~n rnf1~ all'1 de estrt cota~ 

Un sistema de bombeo diseñado para aprovechar el oleaje de 

mayor energia en el oceáno (8 s < T < 12 s) 

óptimamente. 

funcionaria 

El desempeño del dueto resonante depende criticamente del 

coeficiente K (relacionado con la geometría de la desembocadura del 
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dueto, O <= K <= 1) y del coeficiente de amortiguamiento Fr (Fr < 

0.5) por lo que es importante minimizar t~nt.oH paramet..ros en la 

medida de lo posible en el diseho y construcción. 

Corno resultado de este trabajo, se identifican algunas líneas 

de investigación a seguir en el futuro: 

1) Estudiar teórica y experimentalmente el parámetro Fr para 

determinar su valor real y su comportamiento bajo diferentes 

condiciones (distintos 1 idios y rugosidades del dueto, fluidos de 

distinta viscosidad, etc). 

2) Estudiar teórica y experimentalmente el acampanarniento de la 

boca del dueto para minimizar las pérdidas por formación de 

vórtices. 

3) Analizar el comportamiento del sistema en condiciones de bombeo. 
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ANEXO I. 

PROGRAMA DUCTOS. 

{Modela los dnctos resonantt's con las ecuaciones de Knott & Flower} 
USES 

Crt, Graph; 
{Longitudes de tubo y periodos naturales de oscilacion. 

T=2*Pi*SQR(L/g) 

L=0.2, T=0.89714 
L=0.3, T=l.09876 
T=l0.9876 

L=l, T=2.0061 L=6, '1'=4.913B L=20, T=B.9714 
L=2, '1'=2.8370 L=7, T=5.307G L=30, 

L=0.4, T=l.26875 
T=l4.1850 
L=0.6, T=l.55389 
T=16.7840 
L=O. 8, T=l. 79428 
T=20.0607 

L=3, •r=3.4746 

L=4 , '1'=4 . O 12 1 

L=B, T=5.6740 

L=9, T=6.0182 

L=l0,'1'=6.3437 

la long. de onda de una ola profunda es L*2*Pi} 

CONST 
A=0.01; T=0.94¡ EPS=0.09; L=0.2*(1+EPS); Fr=0.05; 
B=0.5¡ D=0.026; PROF=l.7; Kl=0.5; K2=0.5; 
AT=T/100¡ Pi=J.141592; w=2rPi/T; g=9.Bl; 

L=SO, 

L=70, 

L=lOO, 

CICLOS=l5; RH0=1026; R=D/2; {TR.~NSIT=2/(T*Fr)*SQRT(L/g);} 
{colores a usar} 

VAR 

CPANT=3; CEJES=4; CFORZ=blue; CRESP=blue; CANAL=magenta; 
CFVentana=l; CLVentana=l; 
Dir='c:\tp\bgi'; {directorio archivos .TPU, .BGI} 

X, Xl, XMAX, XMIN, X2MAX, X2MI!l, TO'rAL, ABAJO, CDIVRHO: REAL; 
I, J, MaxX, MaxY: INTEGER; {contadores y máximo no. de pixels} 
X2: ARRli.Y ll .. ?RUHC{CICLQSkT/l"\T)] OF RE:~; 
BOMBEO: ARRAY [l .. CICLOS] OF REAL; 
Errorcod, Dispositivo, Modo: Integer; 

{Bajada normal} 

FUNCTION FlX2 : REAL; 
BEGIN 

F1X2:=2*Xl-X+AT*AT*(g*(ABAJO*SIN(w*I*AT)-Xl)-(l-K2)*(Xl-X)*(Xl-X) 
/(2*AT*AT)-CDIVRHO*(Xl-X)/AT)/(Xl+L); 

END; 
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{Subida normal} 

FUNCTION F2X2 : flEAL; 
BEGIN 

F2X2: =2 *Xl-X+AT*AT* ( g* ( ABAJü*Sill ( w*I*A'r) -Xl) - ( l+Kl) * ( Xl-X) * ( Xl-X) 
/ ( 2*11.'r*AT )-CDIVRHO* ( Xl-X) / A'l') / ( Xl+L); 

END; 

{Subida arriba del colector} 

FUNCTION F3X2 : REAL; 
BE GIN 

F3){2: =2*Xl-X+AT*AT* ( g* (ABAJO*SIN (w*I*A'1') -H )-( l+Kl) * ( Xl-X) * ( Xl-X) 
/(2*AT*AT)-CDIVRHO*(Xl-X)/AT)/(H+L); 

END; 

{Subida con masa O desde -L} 

FUNCTION F4X2 : REAL; 
BE GIN 

F4X2:=Xl+AT*EXP(0.5*Ltl(g* (L+ADAJO*SIN(w*I*AT)))); 
END; 

{Se calcula la solución analítica} 

FUNCTION ANALITICA : REAL; 
VAR PHI,ALPHA: REAL; 
BEGIN 

IF g/L-w*w=O THEN PHI:= Pi/2 ELSE PHI:= 
ARCTAN(-CDIVRHO*w/(L*(g/L-w*w)) ); 

A L P H A 
ARCTAN(SIN(PHI)*SQRT(g/L-SQR(CDIVRH0/(2*L)))/(COS(PHI)*w+ 

SIN(PHI)*CDIVRH0/(2*L))); 
A N A L I T I C A 

g*ABAJO* (SIN (w*I*AT+PHI )-SIN (PHI) *EXP (-(CDIVRHO/ ( 2*L) *I *A'l')) 
*SIN(SQRT(g/L-SQR(CDIVRHO/ ( 2*L))) *I*AT+ALPHA) /SI!l(ALPHA)) / 
(SQRT(SQR(g-w*w*L)+SQR(w*CDIVRHO\ )); 

END; 

FUNCTION COSH (Al: REAL) : REAL; 
BE GIN 

COSH:=(EXP(Al)+EXP(-Al))/2; 
END; 

FUNCTION TANH(Al:REAL):REAL; 
BE GIN 

TANH:=(EXP(Al)-EXP(-Al))/(EXP(Al)+EXP(-Al)); 
END; 
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FUNCTION A'l'ENUAC.ION(Al:R!':l\L) :R!;;l\.L; {Eje z+ hacia arriba: Al es 
negativa} 
VAR Ll\MDA: REAL; 
BEGIN 

{Se calcula la long. de onda en aguas profundas} 

LAMDA:= g*T*T/(2*Pi); 

{Reducimos lamda it.erativamcnte hasta que su periodo en 
aguas someras no es mayor que el de aguas profundas} 

WHILE LAMDA/TAN!l(2*Pi*PROF/LAMDA) > g*T*T/(2*Pi) DO 
LAMDA:=LAMDA*0.99; 

{Se calcula el factor de atenuacion} 

ATENUACION: = COSll ( ( PROF+Al) *2*Pi/LAHDA) /COSH (PROF* 2*Pi/LAMDA); 
END; 

FUNCTION EQUISG(Al:REAL) : INTEGER; 
BE GIN 

EQUISG:=TRUNC(Al*(MaxX-20)/CICLOS{ + l}); 
END; 

FUNCTION YEG(Al:REAL) : INTEGER; 
BE GIN 

YEG:=TRUNC(MaxY-(MaxY-lO)*(Al-XMIN)/(XMAX-XMIN)); 
END; 

PROCEDURE FSX2; 
BEGIN 

{Procedimiento para calcular la nueva X2} 

{Cuando Xl=X, comparar con la ola afuera, d8cidir si sube o baja} 

IF (Xl =X) AND (Xl > A*SIN(w*I*AT)) TllEN X:=X+0.00000000001; 
IF (Xl = X) AND (Xl <=A*SIN(w*I*AT)) 'l'llEN X:=x-0.00000000001; 

{De bajada} 

IF Xl < X TFIEN 
BEGIN 
X2[I]:=FlX2; 
IF Xl <= -L TllEN 

BEGIN 
SOUND(3000); Xl:=-L; X2[I]:=F4X2; NOSOUND; 

END; 
IF X > H THEN 

BEGIN 
BOMBEO[l+TRUNC(I*AT/T)]:=X-H; 

X2[I]:=F1X2; 
END; 

END; 
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{De subida} 

IF Xl > X TllEN 
BEGIN 

X2[I]:=F2X2; 
IF Xl > H THEN X2[I]:=F3X2; 

END; 
END; 

PROCEDURE GHAFICAR2; 
VAR CAD: string; {Para poner texto en la gráfica} 

Pix, Piy, PFx, PFy, 
Bix, Biy, BFx, BFy: Integer; {Para unir puntos de la gráfica} 
Ventana: ViewPortType; 
L2: Real; 
FRcad, Tcad, Lcad, EPScad, Hcad, MLScad, AMPLIFlcad, LIMcad, 

NORMcad, 
AMPLIFcad, TNOcad: String; {Datos de la Ventana} 
RENGLONl, RENGLON2, RENGLON3, RENGLOll4, RENGLON5: String¡ 

PROCEDURE INICIALIZAR; {Inicializa modo de gráfica} 

BEGIN {inicializar} 
Dispositivo:= Detect; 
InitGraph(Dispositivo,Modo,Dir); 
Errorcod:=GraphResult; 
If Errorcod <> grOI< then 
Begin {if} 

writeln( 'Error de gráfica:' ,GraphErrorMsg(Errorcod)); 
Halt; 

End; {if} 
END; {inicializar} 

BEGIN {GRAFICAR2} 

{Inicializa modo de gráfica} 
INICIALIZAR; 

{Obtiene máximo no. de pixels} 
HaxX:=GetMaxX; 
MaxY: =Get.!1axY; 

{Colores pantalla y ejes} 
SetBkColor(CPANT); 
SetPalette(l5,CEJES); 

{Pinta Eje Y} 
Line(l5,0,15,MaxY); {Pinta Eje} 
Line(l0,5,20,5); {Pinta división de Ymax} 
Line(lO,MaxY-5,20,Maxy-5); {Pinta división de Ymin} 
str(xmax:5:2,cad); 
OutTextXY(20,S,cad); {Pone marca max} 
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str(xmin:5:2,cad); 
OutTextXY(20,MaxY-lO,cad)¡ {Pone marca min} 

{Pinta Eje X} 
Line(O,YEG(O),MaxX,YEG(O) ); {Pinta Eje} 
{Pinta las divisones del Eje} 
For i:=l to CICLOS do 
Begin {for} 

Line(EQUISG(i)+l5,YEG(0)-5,EQUJSG(i)+l5,YEG(0)+5); 
str(i,cad); 
OutTextXY(EQUISG(i)+l2,YEG(0)+20,cad); 

End; {for} 

{Graf ica forzamiento y respuesta contra el tiempo} 
PFx:=EQUISG(0)+15; PF'y:=YEG(O); 

For I:=l to TRUNC(CICLOS*T/AT)-1 do 
Begin {..:or} 

Pix:=PFx; Piy:=PFy; 
{PutPixel(EQUISG(I*A'r/T)+l5,YEG(A*SIN(w*I*A'f)),CFOHZ);} 
PFx:=EQUISG(I*A'l'/'1')+15; PFy:=YEG(A*SIN(w*I*A'l')); 
Setcolor(CFORZ); 
Line(Pix,Piy,PFx,PFy); 
PutPixel(EQUISG(I*AT/T)+l5,YEG(X2[I]),CRESP); 
PutPixel (EQUISG( I*A'r /T) +15, YEG (ANALITICA), CANAL); 

End; {for} 

{Crea ventana con datos de la gráfica} 
With Ventana do 
Begin {With} 

Xl:= 30; X2:=Hound(MaxX*0.3); {Tamaiio de la ventana} 
Yl:=round(MaxY*0.78); Y2:= MaxY-17; 
Rectangle(Xl-l,Yl-l,X2+1,Y2+1); 
SetViewPort(Xl,Yl,X2,Y2,ClipOn); 

End; {With} 
SetColor(CLVentana); 
ClearViewPort; {Quita todo lo que hay dentro de la Ventana} 
L2:=L/(l+EPS); 

Str(Fr:6:4,FRcad); Str(T:4:2,Tcad) 
Str ( 1/ ( 2*2. 7 Hl3*Fr): 5: 3 ,AHPLIFlcad); 

Str(EPS:4:3,EpsCad); Str(A/L2:6:4,NORMcad) 
Str(4*2.7183*Fr*Fr:6:4,LIMcad); 

S t r ( ( X 2 M A X / A ) : 5 : 3 , A M P L I F e a d ) 
Str((2*Pi*SQRT(L/g)):6:4,TN0cad); 

Str(L2:5:3,Lcad); 
RENGLONl:='Fr='+FRcad+ ' L='+Lcad; 
RENGLON2:='1/2eFr='+AMPLIFlcad; 
RENGLON3:='Amplificacion='+AMPLIFcad; 
RENGLON4:='4eFr-2=' +LIMcad; 
RENGLON5:='A/L='+NORMcad; 
OutText(RENGLONl); 
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OutTextXY(0,20,RENGLON2) 
OutTextXY(0,40,RENGLON3) 
OutTextXY(0,60,RENGLON4) 
OutTextXY(0,80,RENGLONS) 

END; {GRAFICAR2} 

{Inicia el programa} 

BEGIN 

ClrScr; 

{Condiciones iniciales} 

X:=O.O; Xl:=O.O; XMAX:=A; XMIN:=-A; 
X2MAX:=O.J; X2MIN:=O.O; 
ABAJO:= A*A'l'ENUACION(-L) ¡ CDIVRHO:= Fr*2*SQRT(g*L) ¡ 

FOR I:"'l TO CICLOS DO BOMBEO[I]:=O; 

FOR I:=l TO TRUNC(CICLOS*T/A'l') DO 
BEGIN 

FSX2; 
IF X2[I] > XMAX THEN XMAX:,,,X2[I]; 
IF X2[I] < XMIN THEN XMIN:=X2[I]; 
IF ( X2 [ I] > X2MAX) AND ( I > 

X2MAX:=X2[I]; 
IF (X2[I] < X2MIN) AND (I > 

X2MIN:=X2[I]; 
X:=Xl; Xl:=X2[I]; 

END; 
XMAX:=A/(2*2.7183*Pr);XMIN:=-XMAX; 

( CICLOS-2) *'l'/ A'l') 

( CICLOS-2) *'r / AT) 

{Se calcula la cantidad bombeada por segundo} 

TOTAL:=O; J:=O; 
r'OR I:=l 'l'O CICLOS úO 
BEGIN 

TOTAL:=TOTAL + BOMBEO[I]; 
IF BOMBEO[!] = O THEN J:=J+l; 

END; 

TOTAL:=TOTAL*3*1000000*Pi*R*R/(T*(CICLOS-J+0.0000001)); 

GRAFICAR2; 
READLN; 
CLOSEGRAPH; {Termina modo de gráfica} 
END. 
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