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PRrROLOGO

El presente trabajo surge de la busqueda de nuevos métodos de
motivacién para el estudio, en los alumnos de la Facultad de Ciencias.
En particular de la materia de Geometria Analitica I, debido a 1la
experiencia come profesora de la misma, de la M. en C. Jacqueline
Cafletas Ortega, directora de ésta tesis., Nuestros objetivos son: crear
un curso "motivante'" desde el punto de vista didactico y hacer mas

"activas" las clases tradiciocnales. mediante el uso de la computadora.

Como el nombre de la materia lo sugiere, ésta se puede
dividir, basicamente, en dos partes: una analitica y otra, geomeétrica,
Tradicionalmente la parte analitica es la parte 'fuerte"” del curso;
aunque también, es la parte mas arida. Debido a que la mayoria de las
veces, es realmente dificil dibujar en el pizarrén lo que se pretende
ejemplificar; esto en gran parte porgque el pizarrén es un espacio
bidimensional, y para aquellos ejemplos que requieren un espacio
tridimensional se debe apelar no sélo a un dibujo con perspectiva, sino
también a la visién matematica de cada alumno Cy un tanto a 1la

imaginacidnd.

Aun cuando la pantalla de una computadora es también wun
espacio bidimensional, siempre ser& mas exacto, mas rapido y se
obtendra una mejor perspectiva, el dibujar en ella. Con todo eoste, se
logra llamar la atencién del alumno hacia lo que realmente se quiere
ejemplificar; por ot,ré parte. resulta motivante el hecho de hacer un

poco mas dinamica una clase, que usualmente no lo es tanto.

Esta propuesta de curso esta basada en el programa oficial
para la materia de Geometria Analitica I, que se imparte en la Facultad
de Ciencias y, en particular, tiene un enfoque vectorial sin olvidar
por ello, mencionar el enfoque cartesiano., Este trabajo se divide en 4
capitulos escritos y 4 programas de computacidn ejecutables Cuno por
cada capituloed. Se omiten las demostraciones formales, ya que
generalmente es mas didactico resolverlas en clase ¢ como una tarea

para los alumnos.



Los programas fuerén pensados y creados, de forma dque los
requerimientos de equips de computo no sean sofisticados. Una
computadora con 640 K de memoria, una tarjeta de graficacién CGA, &
similar, y monitor monocromatico, es suficiente para ejecutar los
programas en cuestién; esto es con lo que, generalmente, cuenta
cualquier computadora de tipo personal. Sin embargo, y debido a la
resolucién de cada tarjeta de graficacidn en particul ar, puede perderse
precisidén en algunos dibujos; por lo que lo mas recomendable, para no
perder precisién en los dibujos, es trabajar en una computadora con una
tarjeta de graficacién VGA, & similar, y un monitor que soporte éste

tipo de tar jeta, no importando si es monocromatico o a color.

Finalmente, es nuestro deseo gque se cumplan. los -ebjetivos. . i

porpuestos ¥y que se utilice éste trabajo, efectivamente, como matrerial

de apoyo en los cursos de Geometria Analitica.

I.T. M.
- J.C.o.



1.1 Freliminares de Trigonorﬁetria. e e

Definicién. - Un VECTOR .es la trayectoria més corta ent.re dos

puntos cualesquiera. Se le represent.a como -:una af -

Un “vector se .caracteriza :'por . tener ..'.DIRECCION. SENTIDO Y

MAGNI TUD.

Ejemplos

ad La DIRECCION esta dada por ‘la forma de dibujar la
trayectoria.

b> El SENTIDO est& dado por la orientacién de la flecha,
cada direccién tiene dos sentidos opuestos.

cD La MAGNITUD es la longitud de la flecha.

12 El DESPLAZAMIENTO de un automévil

2> La VELOCIDAD con - -que vuela un avidn:
3> La FUERZA con que empujamos un Carro
42 Los EJES COORDENADOS.

5> Un POLINOMIO.

R ‘R'opiasvo‘ de Trigonometria. | . :



Repasc. de Trigonometria

P PRAT bérf,i.'ira‘ entre dos direcciones.
Denotaremos a los é'gulos "'yt:“s_r.':ul‘a‘.s, se ejemplifica un

angulo A

Un é&ngulo A se dice POSITIVO si la abertura es en sentido-
Contrarlc al mov:.mlent.o de las manecillas de un reloj, y NEGATIVO C-AD

en otro caso. b

Definicién : Un GRADO es la medida de un angulec que divide a
la circunferencia en 360 partes iguales. Un MINUTO es 1,60 de grado y
un SEGUNDO es 1/80 de un minuto.

Definicion : Un RADIAN es la medida de un angulo que abarca un

arco de longitud igual al radio de una circunferencia.
Como la longitud de una circunferencia es 2nr, donde r es el
radio de la circunferencia, la circunferencia se puede subdividir en &rn

arcos de longitud r, es decir

360 grados = 2n radianes



: Roepaso de 'rr-i.gonom;tria
Igualc’l‘ad"que se traduce en las férmulas siguientes
1 grado = 2r/360 radianes = n/180 radianes
o 1 radian = 360/8r grados = 180/n grados
Se sﬁprime la palabra radianes cuando se mide un anguleo con

esas unidades.

“Ejemplos . - e
- il = ‘_Darf: la :r'n'ebdri da en Qﬁaaos ,» mi hut9§ ¥ _s‘egr.‘mplﬂcv;s’ ‘de - los &ngulos
si"guiénteéiﬁ T ) e g

A =nBrad B = Sr4rad
como'l radian = 180-7 = 57°17'45*’, entonces :

o

A = C180-70Cn/Bd = 30
B = €180-n)(5rr4d = 225°
C = CassdC180-.Td = 72°%1
car5cs7°17°45° "> = 22°55'6" "
2.~ Expresar en radianes los angulos siguientes :
A = 135° B = 25°30° C = 42%24°35" "
come 1 grado = n-180 rad
A = C138B5Cnrns180> = 3rr4 rad
B = (25.8)Cn 1800 = 0.4451 rad

B4 x B0 * 35 5 _ ¢4z a15¢ 5 = 0.7402 rad

€ = caz + 3600 180

Ejercicies 1.1
Expresar, segun corresponda, en grados, minutos y segundos 6
en radianes, lcs siguientes angulos:
1.~ A = 25°230°

2.-B = 12"12'20""
I.- C = 7Mr10 rad
4.- D = 1,4 rad



1.i2-Tr iangulosisemefantes.

. Un-TRIANGULO se puede definir como un poligono “es Yadss o

de ",trés“_é‘ngulos. En ¢l que se cumple siempre ,que'",uh5 aivdo': es menor que

la suma ‘de los otros dos y mayor gque su diferencia:

‘sus_-angulos

correspondiéntes son ig

el
H e . c Bl *

Se cusple ! ‘Q:R",‘E‘V:e‘,

”Casbs” de séméjanza de t.rié.ngulés T o
a) Dos triangulos son semejantes. si  tienen dos angulos

respectivos iguales

o

f
e
Pl g

- Seoprple ARty BB




b) Dos Lr:.éngulos son semejantes si tienen! u"x é gul‘

igual y proporcional es los lados que lo fcrnan

B e 8
Secwple ¢ AA' y AB/R'B* = AC/A'C

cd) Dos triaéngulos son semejantes =i Vf;j.én'en,;tSvtxg : f.res

lados correspondientes proporcionales

. "
| n A |
_ BA ¢ ¢

Se cunple ¢ AB/A'B* = AL/A'C' = BI/B'E

Podemos clasificar a un triAangulo de dos formas distintas :

ad En funcidén de la magnitud de 1los lados que
representan al triiangulo:

EQUILATERO. ~ cuando las tres magnitudes son iguales
ISOSCELES. - cuando dos magnitudes son iguales

ESCALENO. - cuando las tres magnitudes son distintas




Repasoc de Trigonometiria -

’ §)?én?fQﬁE;Qn_ él;ésléngQ10$,que.forman dichos lados:
'RECTANGULO;%chando‘dcs lados forman un angulo recto
OELICUANGULO;—“cuando ninguno de sus angulos es recto,
: : tenemos dos clases de triangulos: :
ACUTANGULO.— cuando los tres angulos son agudos

OBTUSANGUL.O. — cuando un angulo es obtuso

Casos particulares de semejanza de triangulos:

i> Dos triangulos equilidtercs cualesquiera son semejantes

iid Dos triangulos rectangulos cualesquiera son
semnejantes si tienen un angul o agudo igual o

proporcionales sus lados



- Repu:a dw Tr\.gonomntru:

;ii:LD Dos _triangulos. 1sdsceles son semeJantes si tienen un

“ éngulo igual

‘1v3 Dos t.ri angul os sceles 's;on siempre

"semeJ ant

Nos sera atil mas adelante la"s‘kiguieyn‘t.e"afj,rmacién :
“La suma de la medida de los énguloé internos de un triangulo

°n

es de 180

La demostracidén es sencilla. ‘Consideremos el triangulo de
vértices A, B, C. Tracemos por el vértice B una paralela al lado AC. El
angule C' es igual al angulo C por ser alternos internos; y también son

iguales el aAngulo A y A’ por ser correspondientes. Como B+C* +A* =180°

tenemos que B+C+A=180°" como queriamos demostrar.

A

i
.
i




; : 'Ropuo, de Trigonomatria
1,73 Funciones Trigonométricas, :

Tomemos un tri'éhguld. recténgulo cualquiera. Sean A, B, C los

vértices del triangulo, los angulos respectivos también A, B, C donde C

es el angulo recto 'y a, b, ¢ las magnitudes de los lados cpuestos. a

cada uno de los vértices.

magnitud es c se le llama HIPOTENUSA. En relacidén
cuya magﬁihud es a es el CATETO ADYACENIE y el
b es el CATETO OPUESTO. En relacidén al angulo A
es a es el CATETO OPUESTO y el lado cuya magnitud

Al lado cuya
al angulo B, el lado
lado cuya magnitud es
el lado cuya magnitud
es b es el CATETO ADYACENTE.

Con esto podemos definir las funciones trigonométricas del angulo

A, en términos de las magnitudes de los lados del triangulo.

Definicién. -
CSENOD SEN A = cateto opuestorhipotenusa = asc
CCOSENOD COS A = cateto adyacente-hipotenusa = b/c
CTANGENTED TAN A = cateto opuestorcateto adyacente = arb
CCOTANGENTED COT A = cateto adyacentescateto opuesto = bra
CSECANTED SEC A = hipotenusascateto adyacente = es/b
CCOSECANTED CSC A = hipotenusa-cateto opuesto = cra
[
CATETQ ADYACEHTE = b HIPOTENUSA = ¢



Sea ABC sun t.riangulo rectangul
angulo recto y a.' b; clas magnitudes de los

de los vértices. entonces se cumple el'- :
TEOEEMA ‘DE PI'I'AGOEAS “La . suma del cuadr d
igual-al cuadrado de la. hipotenusa"

2 2
a+b = c

Ejemplo 1: )

Sea el triangule rectangulo ABC tal que a=2 y ¢=2v5. Encontrar
los valores de las funciones trigonométricas de los angulus agudos del
triangulo ABC.

Come el triadngule ABC es un trianguleo RECTANGULO, podemos
utilizar el TEOREMA DE PITAGORAS, bZ=c’-a®=cay® %-c2>2=20-4=16, 1luego

b=4; entonces:

SEN A =22¥8S = vY5.58 = COS B COS A = 425 = 255 = SEN B
TAN A = 274 = 1,2 = COT B COT A = 4.2 =2 = TAN B
SEC A = 2Y84 = ¥§2 = CSC B CsC A =2¥52 = 5 = SEC B
Ejemplo 2:

Encontrar los valores de las funciones trigonométricas del

Angulo agudo A, en un triangulo rectangulo ABC, dado: sen A=3/7.

Por definicién de la funcidn SENO tenemos que SEN A=arsc=3/7,
por lo tanto, se puede pensar que a=3 y c=7. Como el triangulo ABC es
un triéngulo rectangulo, podemos utilizar el TEOREMA DE PITAGORAS;
b%=c®-a®=7%-3%=49-9=40, luego b=2v10., entonces:

SEN A = 37 COS A = &710-7 TAN A = 32710
COT A = 27103 SEC A = 72710 - CsSC A = 773
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angulos fundamentales que utilizaremos’ més adelanbe..,~"'

Encontrar las funclones trigonométricas de un éngulo de 45

Sea ABC un triangulo rectangulo isésceles. Por definlcié

ABC es un trianguleo rectangule tiene un angulo de 90 gradeos 'y sie do
isdsceles tiene dos lados cuyas magnitudes son iguales, esto impllca
o ;

A =B = 45° y a=hb
Sea a=b=1; por el TEOREMA DE PITAGORAS c=yI+l =YZ, 'por lo

tanto:
SEN 45° = 198
Ccos 45° = 172
TAN 45° = 1
CcoT 45° =1
SEC 45° = 2
csCc 45° = +2

N o

Encontrar las funciones trigonométricas de los angules de 30°y 60°

Sea ABC un triangulo equilatero. Por definicidén tenemos a=b=c,
esto implica que cada uno de sus angulos mide 60 grados. La bisectriz
de un angulo cualquiera por ejemplo de B, es la mediatriz del lado
opuesto, con ella obtenemos dos triéngulos rectangulos con  la
caracteristica de tener un &ngulo de 30 grados. Sean a=b=c=2, esto
implica que d=1 y como ABD es un triangulo rectangulo, podemos aplicar

<l TEOREMA DE PITAGORAS, como c=2 y d=l1 entonces a= 4—1=¥§; por lao

tanto:
SEN 80° = ¥3.2 = cos 30°
Cos 60° = 1.2 = SEN 30°

TAN 80° = ¥3 = cOT 30°
coTr 80° = 143 = TaN 30°
seEc 60° = 2 = csc 307
csc 80° = 2v3 = seC 30°

0 0 o

Es esencial tomar en cuenta la 4importancia del TEOREMA DE
PITAGORAS para trisangulos rectangulos y de como utilizar las funciones

trigonométricas de los angulos de 30 y 60 grados. que hemos encontrado

hasta ahora.

10



Ropdso de- Trigonamatria "~

N
Enunciaremos algunas igualdades para las.~ runciphe_s
‘trigonométricas de dos angulos y demostraremos geométricamente las dO; ;
primeras. dejands como ejercicio las restantes: R
sen CA + BD) = sen A cos B + cos A sen B
cos CA + B) = cos Acos B - sen A sen B
~ sen CA - B) = sen A cos B - cos A sen B
‘ cos CA - BD = cos A cos B + sen A sen B
™
Pemostraremos a continuacién las siguientes afirmaciones:
oy sen CA + B) = sen A cos B + cos A sen B
cos CA + B) = cos A cos B - sen A sen B
—

Para facilitar Jla demostracidn, sean A y B angulos agudos
- positivos, los dibujamos con un vértice comiun O. Sea P un punto
‘cual quiera en el lado final dél Angulo A+B. Tracemos los segmentos PA,

PB,BC y BD de forma que PA sea pernendicular al lado inicial del angulo

A+B y BD sea perpendicular a AP. Como los triadngules OBC y DPB son
rectangulos son semejantes, por lo que el angule gque forman los lados

DP y PB es igual al angulo A. Del dibujo tenemos que:

SENCA+B) =AP-OP=C AD+DF2 /OP
=C CB+DP) ~OP=CB/0OP+DP./OP
=C CB~0B) C OB.~OP) +C DP~BP) C BP./OP)
=CSEN AXCCOS BX+CCOS AJXCSEN B) . )

COSC A+B) =0A-OP=C OC—ACD ~OP

=C OC~DB) ~OP=0C/0OP-DB./OP
! =C OC-0OB> COB-OP)~-C DB/BP)(CBP.~OP)
’ =CCOS AYCCOS BY-CSEN AYCSEN B

Ejercicios 1.2
Sin tablas, ni calculadora, deduce el valor del seno y del

coseno de 15 grados, mediante:

ad 15° = 45°-30°
bd 15° = 60°-45°

11



S F do ‘:'b'l'r_i.._g_éﬂr)qin'o‘!.r(.u. j
. Definieién “RESUELTOcuando 'se. han. ..

determinado las medidas d

Angulos ‘,i"nf.‘é'rﬁbsu«y‘ laSi_ :r'n'aj‘g‘gx’-;i i.}'g.xd'es‘ .

de sus tres lados.

Ejemplo 1: ] . :
Resolver el triangulo rectangulo ABC donde A=58°‘Sé *
Como A+B+C debe ser igual a 180 grados 'y C>=g’0‘
B=90°-58°53’ =31°7’. Conociendo los 4ngulos, podemos ¢
medidas de los lados restantes a traves de las.

trigonométricas que podemos obtener con calculadora:

asc=SEN A c=a/SEN A=24,36-0. B562=28. 49 -
br/c=C0OS A b=CcdCCOS AD=C28.750C0.51680=14.7
Ejemplo 2:

Resol ver el triangule rectanguloe ABC, donde v 'b’=1 5. 25 y
c=32. 68. )
Por definicion de las funciones trigonométricas tenemos que:
SEN B=b,c=15.25-32. 68=0. 4666, es decir B = 27°49°*
Como A+B+C debe ser igual a 180 grados y Cc=90°, entonces
A=90°-27°49'=62"11". Finalmente, para obtener el valor de a, sabemos
que: arsc=COS B a=CcOCCOS B)=C32.8681C0.8844)=28. 9

1.4 Ley de los Senos y Ley de los Cosenos.

Hasta ahora hemos trabajado con triasngulos rectangulos, pero

veamos como resolver triisngulo que no son rectangulos.

Definicién : Un TRIANGULO OBLICUANGULO es aquél que no es
rectangulo. En un triangulo oblicuangulo, los tres angulos son agudos o

dos son agudos y el tercero es obtusangulo.

12
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JComo resolvemos un triangulo oblicuangulo'? L -
Con LA LEY DE LOS SENOS Y LA LEY DE LOS COSE:NOS

LEY DE LOS SENOS .
En todo triangulo los lados son proporcionales a los senos de

los angulos opuestos; esto es:

a = b - =]
sen A sen B sen C
son inmediatas las siguientes relaciones:
a _ SEN A b _ SEN B c _ SEN ¢
b~ SEN B c SEN C a SEN A

a continuacién daremos una demostracidén geométrica de la LEY DE LOS

SENOS.

Sea ABC un triaAngulo oblicuangulo cualquiera. En la fig.dlad,
los angules A y B son agudos, mientras que en la fig.C(b), el angule B
es obtuso. Tracese CD perpendicular a AB o a su prolongacién. Sea h la
longitud de CD. En cualquiera de las dos figuras se tiene que, en el
triangulo rectanguleo ACD, h=Cbl>(SEN AY, mientras que, en el triangulo
rectangulo BCD, h=CadCSEN B); entonces,
CadC(SEN B> = CbDC(SEN AD arSEN A = b/SEN B

De manera semejante, si se traza una perpendicular ‘'desde B a
AC, o desde A a BC, se obtiene,
asSEN A = c~SEN C & bs/SEN B = c-SEN C
Finalmente, . : .
asSEN A = b/SEN B= c/SEN C

Para resoclver triangulos ,oblicuﬁngulos cuando se conocen la
medida de uno de los lados del triangulo y dos de sus angulos, daremos

dos ejemplos.

13
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-'Eésblver. el triangulo ABC dados cr=25. A=3'Sd Y B=68°.

Para-encontrar .C: ' C=180°~CA+B)>=180°~103°=77"
. Para encontrar a: ¢ a=CedCSEN AD/SEN C=C25)CSEN 35°>/SEN 77°

b=CadCSEN B>/SEN A

Para encontrar c: =CadCSEN C)/SEN A

n

- =C253C0. 57363 /0. 9744=15

., 'B=CcICSEN BY>/SEN C=C25>CSEN 687> SEN 77°
=C285C0. 92723 ~0. 974424
uls ABC dados a=62.5, A=112°30' y C=42°10".
B=180°-CC+A) =180°-154°30" =25°30"

=C62. 5)CSEN 25°30°)-SEN 112°20""
=C62.53C0. 4305) 0. 9250=29. 1

=Cc62.5>CSEN. 42710’ -SEN 112°20°"
=C6B2.5)C0.86713)/0. 9250=45. 4

Para resolver triangulo oblicuangulos cuande se conocen las

medidas de dos lados del trianguio y el angulo opuesto a uno de ellos,

se presentan 7 posibles tipos de soluciones. Discutiremos brevemente

cada una de ellas.

Sean b, ¢ ¥y B los elementos conocidos del
Angule B es agudo tenemos 5 casos. Dibujamos el
BA=c, trazamos un arco con centro en A y radio
opuesto al angulo dadod.

1.- Cuando b<AC=c SEN B, el arce no

consecuencia no se determina triangulo alguno.

14

triangulo. Cuando el
Angulo B y el lado
igual a b (el ladoc

corta a BX vy, en



Ropase . d6 Trigonometria

'_,_,ei_arco, es tangente a. BX y queda

arco corta a BX en dos

3.~ Cuando b>AC=c SEN B y b<c, el
Se determinan dos triangulos:

puntos, C y C’, a un mismo lado de B.

ABC, en el que C es agudo, y ABC’, en el que cr=180°-C.

4.- Cuando b>AC=c SEN B ¥y b=c, el arco corta a BX en los

puntos € y B. Queda determinado un triangulo isésceles.
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Repaso de Trigonometria

5.~ Cuando b>c, el arco cortal a BX en el punto C y corta la

prolongacioén de BX en sentido contrario en el punto C*. Como el

triangulo ABC’' no contiene al angulo . dado B, queda determinado

solamente el trisngulo ABC.:

c y B los elementos conccidos. Cuando el Angulo B es

Sean b,
Construimos el angulo B y el lado

obtuso, tenemos & posibilidades.
BA=c, trazamos un arco con centro en A y radio igual a b (el lado

opuesto al Angulo dadod. 68.—- Cuando blc ¢ b=c, no se determina

triangulo algunao.

7.~ Cuando b>c, se determina un sélo triangulo.

O
|
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Ejemplo 1 s
' ‘dados ¢=628, b=480 y C=55°10°.:"
 fsoluc16n es unica. -
< b SEN C-c=C480DCSEN 55°10° )/628
=C4801CO. 8208 /628=0. 6274 ‘

80°-¢ B+CD =1 80°-94°=86°

CBICSEN AD/SEN B

480>CcSEN 88°> -SEN 38°40°
480D C0. 99761 /0. 6271 =764

Para ‘encontr

Ejemplo &: : -
Resolver el t ulo AEC dados a=525, c=421 ¥y A=130°SO'«V

..Comc'A'§Sch§ : -b, existe una solucién. i

'+ N:C = o SEN A a=C421)CSEN 120°50°>.525

: "C 4212C0. 75662 ~525=0. 6057

180°-CC+AY=180°-168°10" =11°50"
b=Ca>(SEN B)/SEN A

ZC5255CSEN 1195075 SEN 130°50°
+=CBE5)C0. 20513 0. 7566=1 42

. Ejempio"B: :
' ’Resolver el‘triéngulo'AEC dados a=31.5, b=51.8 ¥y A=33%40".

Como A es agudo y a<b, existe la posibilidad de dos
soluciones. ’ ) S '
“Para encontrar B:  SEN B = b SEN A-a=CS1,8>CSEN 33°40°>/31.5
=C51.82C0. 5544531 . 5=0. 9117
Por lo tanto B = 65°40' y B’ = 180°-65°40' = 114%20°
Para encontrar C: C=180%~C A+BY>=80%40" y C'=180°-cA+B*>=32°
Para encontrar c c=Ca2(SEN CO-SEN A

=C31.5>CSEN 80°40°3SEN 33%40°
=C31.52C0. 98681 /0. 5544 =56, 1
*=CadCSEN C'D-SEN A
=C31.5>C<EN 32°>.SEN 33°20°
=C31.51C0. 52093 0. 5544=30. 1

0

Para encontrar c’:

17



e : Ro‘pareoi‘dé,‘TriQonomel}in'
‘LEY DE LOS COSENOS e
1 . S En‘i..odo triangulo, el cuadrado de un lado cualquiera es igual

a la’ suma’ de los cuadrados de los otros dos lados: menos el doble

pfojduyctb de estos lados por el coseno del éngulo'comprevndido entre

ellos; es decir: : s

: a%= b%+ %~ 2bc cos A

b%= a%+ c®- Bac cos B

c*= a®+ b*~ 2ab cos C

A continuacitdn daremos una demostracion geométrica de la LEY DE LOS

COSENOS.

Sea ABC un triangulo oblicuangulo cualquiera. En la fig.Cad,
los angulos A y B son agudos, mientras que en la fig.Cb), el angulo B
es obtuso. En el triangulo rectangulo ACD de cualquiera de las dos
figuras, b =h"+CAD>?. En el trisngulo rectangule BCD de la fig.Cad,
h=CadCSEN B) y DB =CadCCOS B). Entonces,
AD=AB-DB=c-CCadCCOS BlD y
b*=h%+c aD>%=c a®> cSEN®B> +c®-acaccos BY +ca® ccosm
=€ a®) CSEN"B+COS™B) +c®~C23CcICadCCcos B
=c_z+a2—2ca COos B
En el triangulo rectangulo BCD de la fig.e,
h =CadCSENC180°-B3>=Cad(SEN BD Y
BD =Cad>CCOSC180°-Bd>=CadC-COoS B>
Entonces AD=AB+BD=c~-CadCCOS B) y b =c+a®-2eca COS B.

Las otras relaciones pueden obtenerse mediante un cambio ciclico de las

letras.

[£]

- T ] D

Para resolver triangulos oblicuanguleos cuande se conocen la
medida de dos de los lados del triangulo y el angulo comprendido entre

ellos, daremos dos ejemplos.
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Ropaso ‘de  Trigonometria

Ejemplo 1

Resclver el trianguls ABC dados a=132, b=224 y C=28°40°.
i‘:‘Parér“é'x}ézéﬁt_Eér‘fc: e®='a®% b*- 2ab cos C
S ‘ S U= c1mad?s cz2ad®- aci3adCcz24d cos 28°40°
“= c1323%+ c2eed®- 201322¢2R4YC0.8774)
: = 15714, por lo tanto ¢ = 125
Para encontrar A: SEN A=CadCSEN C)~c=(132)CSEN 28°40°>/125

, =C1323C0. 4797> ~125=0. S066
Por lo tanto A = 30°30°

. Para encontrar B: SEN B=Cb2CSEN C).c=C224DCSEN 28°40°>-125

. =C22425C 0. 47971 125=0. 8536
Por 1o tante B = 120°50°

Ejemplo &:
. Resolver el triangulo ABC dados a=322, c=212 Yy B=110°50".
Para encontrar b: b®= ¢+ 2®— 2eca cos B

=ca212>%+ c3223%- 2c212>C322> cos 110°50°
=ca12d %+ c3220%~ 2C212>C322>C~0. 3557)
=1977191, por lo tanto b = 444

SEN A=CadCSEN B)/b=C3223CSEN 110°50°)>.444

Para encontrar A:
=C3223C0. 9346 /444=0. 6778

Por 1o tanto A = 42°40°
c: SEN C=CedCSEN Bl /b=C212>CSEN 110°50°).444

Para encontrar
=C2123C0. 93461 /444=0. 4463

Por lo tanto C = 26°30°

Para resolver triangulos oblicuingulos cuando se conocen la

medida de los tres lados del triangulo daremos un ejemplo.

Ejemplo 3:
Resoclver el triangulo ABC dados a=25.2, b=37.8 y c=43. 4.

Para encontrar A: cos A=bz +cz -az/Zbc
=c37. 8>%+ca3. 43%-cas. 2> 2c37.87C43. 4O

=0.8160
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Por lo tanto A = 35°20°

Para encontrar B! cos B=cz+a2—bz/2ca f :
=C43.4>%+cas. 257 -c37. 8 /2c43:4)tas.2>
=0. 4082 : G

Por lo tanto B = éO°10' .

Para encontrar C: cos =a;z+bz—cz/2a5 . -
=cas5. 22%+c3a7. ’-caz. 4>%2ca5. 22ca7. ®

=0, 0947
Por lo tanto C = '84°30’

Ejercicios 1.3
Resuelve el triingulo ABC dados:

1> A=B54°40’, B=65"10' y a=125,

2> A=75°20', c=38°30" y b=321.

3 B=112°20", a=31.5 y b=40. 2,
4> A=35°20', a=320 y c=270.
5) a=6.34, b=7.30 y c=9.98.

1.8 Circunferencia unitaria.

Recordemos que las funciones tri gdnométr icas las definimos a
partir de un triangulo rectangulo. Ahora vamos a considerar todos los
triangulos rectangulos que tengan wun vértice en comun b'd cuya

hipotenusa, por comodidad sea de magnitud uno.

Ahora bien, todos estos triaAngulos recltingulos asi dibujados,
geenran una circunferencia cuyo radio tiene la misma magnitud que la
hipotenusa de cada uno de ellos, es decir 1, por lo que ésta
circunferencia se define coma CIRCUNFERENCIA UNITARIA.
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- Repasa~ de’ Tri.gc_mbrno(.ric s

Pcr def‘lniclén sabemos que : o
"cos A = cateto adyacente/hlpcztenusa
sen A = cateto cpuesto/h:.pot‘enus‘a e

‘pero come la hipotenusa es igual a uno, ent'oﬁ os

cos A = cateto adyacente

sen A = cateto opuesto : ;

Como estos triangulos rectangulos cumpieﬁ - 'e'lv Teorema de
PitaAgoras tenemos que a%+ p%= cz. de donde : e e

z H
sen"A + cos" A = 1

pdy

Como todos los catetos adyacentes' de estos triangulos se
encuentran en la misma direccidén horizontal ¥y los catetos opuestos en
la misma direccién vertical, podemos comparar estas dos direcciones con
el plano cartesiano. A la direccidn horizontal le corresponden las

abscisas y a la direccién vertical las ordenadas.

ms A,sen A)

\_A

N

|
|
|

abc\lsas

[

De esta t‘orrimg”aﬂg:adar punto de la circunferencia wunitaria lo

podemos representar como Ccos A, sen AD.

Por ultimo definimos donde son positives o negatives el seneo y

el coseno.

cos A~ cos At
sen fi ¢ senfit
cos A= cos At :
sen fl - sen A !
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Repaso de Trigonometria

Anter:. ormente def.‘l n:L mos’ éngul os positivos y negativos, gcbdmo

ya.mb#z int eno 'y el’cosena . de un. angulo negativo” Sea A

Y 1a or‘ en: da vax-ia tni’ cament.e en el ‘signo, es decir :

Visué].:izémb s .}.é.s funciones trigonométricas de un
4angulo cualquier tnicamente para A entre O y 90°, fig.i1.

Yy para A entre’ - Los ‘otros casos son analogos.

Fig. L« 1 A P

La circun,fekrrenc,ia,: un'i{,’z-kx'z_-iab ‘corta a la diregccidén de las
abscisas-en Bry ‘a“la" direccisn de las ordenadas en C. sea P el punto
donde intersecta un lado del angulo A; tracemos MP perpendicular a OB y
las tangentes a la circunferencia en B Yy en C, de forma que corten a la
prolongacidén de A en los puntos Q y R, respectivamente. En cada una de
las figuras, los triangulos rectangulos OMP, OBQ y OCRE son semejantes

¥, en consecuencia

sen A = MPOP = MP cot A = OM/MP = CR-0C = CR
cos A = OM-OP = OM sec A = OP/OM = OQ0B = OQ
tan A = MP-OM = BQ-OB = BQ csc A = OP/MP = OR-0OC = OR

=tz



Repaso de Trigomometria

; ‘La magnitud de cada funcién ,e‘st;a' 'dad‘a.,por la longitud del
'ségmiéhté respectivo C(MP, OM, ' BQ, -etc.)." 'y -asignando el sentido
aprcpxado a cada segmento obtenemos el signo -correspondiente de la
fuﬁci’én. Los segmentos OQ y OR son negativos cuando  estan determinados

sobre’la prolongacién del lado del angulo y positivos en otro caso.

Veamos ahora una propiedad de 'las funciones trigonométricas.
Tonjefnos a los angulos de O y 360 grados scbre la circunferencia
uni.t\aria. por lo que vimos anteriormente tenemos que:
cos O = 1 sen O = O
cos 360° =1  sen 380° = O

es decir,

cos 0 = cos 360° =1
sen QO =.cos 360° =
Definicién .- Toda funcidén que repite sus valores en ciclos

definidos recibe el nombre de FUNCION PERIODICA. Al menor conjunto de
valores correspondiente a un ciclo completo de la funcién se le

denomina PERIODO de la funcidn.

LLas funciones tirigonométricas son funciones periddicas, en
particular las funciones seno y cosenc tienen un periodo de 2l radianes

(360 grados) es decir si A es un angulo cualquiera:

cos A = cos CA + 2nlD sen A = sen CA + 2nllD

con n un numero entero positivo




Repaso ‘de: Trigonometria

EJerc1cics 1 4

’VI—SJ.n recurrlr a tablas ni. calculadora. valor'de las

t‘unciones‘trigonométr.tcas de un angulo ‘de : SRR £ o S
a) 210 grados b> 105 grados e '330,grad'os

@.-Resolver el triangulo ABC dados :
B = 40°0° a =625 a =51.5

3. Conociendo los valores de las funciones trigonométricas de

un éhgulo de 45 grados, deducir los periodos de las funciocones tan, cot,

sec. Yy csc.
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de‘f"i nida. En

deraremos lo

asicorta entre dos

lecha. .y lo. dénctaremas

el vector a =

Un',vector. - se: caracteriza

MAGNI TUD. S Lo
a> La DIRECCION  esta.:dada
trayectoria. = S :
b> 'El SENTIDO esta dado " por’ la orientacién de la
flecha, cada direccién ‘i.ie‘i":e‘do‘s sentidos opuestos. Al
punto donde inicia la flecha. se le llama punto inicial y
al punto donde termina se le llama punte final.
c> La MAGNITUD es la longitud de la flecha y la
denotaremos por : |5| : : .
7.
‘
Ejemplos .- 1D El DESPLAZAMIENTO de un automévil

2> La VELCOCIDAD con que vuela un avioén
3) La FUERZA con que empujamos un carro
42 Un EJE COORDENADO.

5> Un POLINOMIO.

=5



Vectorea y sus operaciones
orque’  pueden

Ue  ‘conserve ‘su

que’ queremocs ‘sumar-a

Supongamos. ahora,
hacemos coincidir el punt,o final de a..conel
:eS'de ir

punto inicial de a Yy el punteo final de . B,

Para sumarlos se hace

Y b vectores.
con el punto inicial de b y de define la

Definicién.- Sean a
coincidir el punto final de a
SUMA de a mas b como el vector que tiene como punto inicial el punto
inicial de a y como punto final el punto final de B.
Definicién. - Diremos que dos VECTORES son IGUALES o
el mismo sentido y la
son DISTINTOS cuando

EQUIVALENTES cuando tienen la misma direccién,
misma magnitud. Y diremos que dos VECTORES
en al menos una caracteristica

T es DISTINGD a b

b es EQUIVALENTE a d
//f » é;fi“-—
Q_——__;,

difieran




tiene la mismaidirecci

contrario al deia

¥ -lo denotamos ‘como

a +c-a

-Se sugliere éém¢ ejércicic.udéhcstrafyestas‘propiédades.

En lo sucesivo, llamaremos ESCALAR a todo numere real.

Queremos definir el producto de un escalar por un vector. Y lo

haremos mediante la operacidén que conocemes que es la suma. Imaginemos

que queremos sumar dos veces un mismo vector a, esto es a+a, lo cual

por conveniencia escribimos como 2a, en ctras palabras el escalar 2 por

el vector a.




,Tbmemcs arbltrarlamente un escalar o y u

1 dlbUJemos una -linea cualquiers

' punto al que llamaremos -Q
2 dlbUJemos c de forma que su
: o :

3. marcamos sobre la linéq 1

‘4.unimos al punto 1 con’ e

Hagamos notar que por la semejanza de triéngulos tenemos:

ICI ~|re]
1 Iri
Definicidn. - Sean r un escalar.y A un vector cualesquiera. Se

1lama PRODUCTO DE UN ESCALAE POE UN VECTOR Crad al vector que tiene la
misma direccidén que a, el mismo sentido que a si r es positivo y
sentido opuesto al de a si r es negativo, ¥y cuya magnitud es igual al

producto de |r| por la magnitud de a.

Observacién : Si |r| < 1 entonces Ir;' < |£f
jr] > 1 entonces |r;| >

r = O entonces ]r5|
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‘Vectores y: sua _op' raclones

ejercicio, demostrar; estas;propi

S A par‘f.'i-r' de "las operaciones definids'
' 1D suma de vectores L
2)producto de un escalar por UR -

relacionaremos a los vectores entre:si

Sea a un vector cualquiera, mediante'eil: >p'rioducto,de un escalar
]ﬁar un vector podemos relacionar a a con todos ll‘os vectores que sean un
miltiplo escalar de a : 2a, 1.-2a, 3a, etc. ‘st a es un ucalar
cualquiera entonces aa es un maltiplo escalar de a. Geométricamente
tenemos un CONJUNTO de VECTORES PARALELOS.

El vector a y todos los vectores paralelos a €l forman un

conjunto llamémosle el CONJUNTO I; pero no son los unicos vectores que

conocemos, existen muchos otros que no son paralelos a a, el conjunto
de todos aquellos vectores que no son paralelos a a incluye tanto
vectores como el que va de un punto en ésta hoja hasta oire punto en

nuestra cabeza, como vectores que podemos dibujar en la hoja.

29



Vectores 'y -eua operaciones’

: cunjuntu e uectores que
no son nalale]os a3

Asi mismo, los elementos del+ conjun o Lrcuniplen” todas  las
propiedades de la suma de vectores y de‘l"‘.'p’\ < ode un' escalar por un

vector. Dejamos como ejercicio comprobarlo.

Para ‘''visualizar" al conjunto-I 'de ‘alguna manera, .tomemos un
punto cualquiera como punto inicial de todos los elementos del conjunto

I; recordemos que podemos hacer esto, porque los vectores son libres.

Analiticamente lo podemos representar de la siguiente manera:
Conjunto I = ()_(i.l )T,‘ = a,la- con a, un escalar}
es decir, asociamos un escalar distinto a cada elemento del conjunto I;
expresando a .Y,L en términos de a, de tal forma que podemos referirnos a

Y,L por medio de a, en términos de a.
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2 voclor’os 'y sue. ‘operaciones

Ahora l:.\.en, tenemos  representados a Lodos los vectores del
conJunto I a parLJ.r de 2 C(recordemos que a es un vecLor cualquierad,

como’ tcdos ellos tienen la misma direccidn  podemos Lomar algan otro

o vector b dentro del conjunto.I y representar ‘a los demas en funcién de

el. De esta forma tenemos los mismos vectores perc representados de
otra forma. Por ejemplo sea X1=33 y sab_emos que  b=-2a, entonces X1 es

ahora igual a -3.2b y £=-—1/25- ;@s  decir, podemos éaracteri:ar al

MISMO conjunto I en t‘uncidm de b:

Conjunto I: {fii con b, un escalar}

"Esto es, el Q :podemos éaﬁacterizar de distinta

conjj unto I

forma para cada vector en élj . pero,’'sigue sliendo. el mismo conjunio

Tomemos ahora el conjunto de todos los vectores que no podemos
representar - come aa para todo escalar a, geométricamente son aguellos
vectores que no tienen la misma direccidn de a. Sin embargo, dentro de
este conjunto podemos formar subconjuntos parecidos al conjunte I; st c
es un vector cualquiera tal que c®aa para todo escalar a, entonces
todos los +vectores paralelos a & forman un subconjunto similar al

conjunte I.

Tomemos entonces, dos conjuntos del tipo I; lo unico que
tendran en coman seré el vector e, por lo que los podemos dibujar de la

siguiente forma:

o ,,/
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forma. son todps

E di recci ones pr- esent. es.

: Per'c dado que lo'
d:u‘ecc:.ones de a y Sy obte er 1 d=aa y
d=cc para cualesqLuera ’,a, direcciédn  que
obtuvimos es a parti-r dél; :

cbﬁjunto del tipo I.

Combinando las <direcciones de &4 y & con escalares
cualesquiera, podemos obtener una infinidad de direcciones distintas y
por lo tanto una infinidad de diferentes cohjuntOS'del tipo I. En
nuestro ejemplo tenemos, en particular, éste nuevo conjunto del tipo I:

Conjunto I = {Yil Y. = d,LE con d_ un escalar}

donde d=a-+c.

Ahora bien, al combinar a y <© con escalares cualesquiera
obtenemos nuevas direcciones y, este conjunto de nuevas direcciones nos
genera un nuevo conjunto que llamaremos CONJUNTO II,

Conjunto II = {17‘:] Y‘,L = ai_a_.+c,LE con a, ,c, escalares}

2z




iy nus cperoclones

._‘Co‘r’no"k lo hi de Lro de este
: s de a vy v
representar al’ cbﬁjdﬁ}, r obtener TODAS
las direcciones present mina el caso en
que d=f1f, f1 un j,e{ﬁt_; L ol ccx'::junto del
tipo ID: o

escalares)

jue el conjunto del tipe II
> cumple con las
operaciones de suma de vectores < ol'de ‘un escalar por un

vector).

St cambiamos rniuestras direcciones, es decir cambiamos a los

vectores a y ¢, podemos ge‘héﬁ‘i'ar: fun ~1'ﬁfihidad de conjuntos del tipo II.

Cada uno de estos conjuntos del tipo Il se representa como
combinacién de las dos direcciones que lo generan, por ejemplo:

. Conjunto II = {‘T’J Yt = si_§'+t,if con s .t  escalares}
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Asiicomo. hemce ccmbinado los:conjuntos: del tlpo I para obtener -

'conjuntos del ”txpo 11, podemos comb:.nar ‘un conJunLo del tipo I ¥ un

conJunto del tipo 11X, de tal manera que el' conJunt.o I NO ESTE CONTENIDO

en ‘el con_)unto.II. :
ro Conjunto I = (X escalar}

Conjunte II = {Y_L|',- ='d d+f T _con d,.r,

escalares)

del conjunto. II, - notemcs que l

onim ,y. ‘escalares?}
X v T

Y siempre que combinemos al vector “m. del” cdnj unto I con un
vector cualquiera Y,L = d, d+f . f del conjunto II, obtendremos un nuevo
conjunto del tipo II’. Observemos que se han generado nuevas

DIRECCIONES que NO ESTAN ni en el conjunto I, ni en el conjunto 1I.




Iy

conjunto I7.c

. nuevas ‘direcci

IT; estas

llamaremos’conjuntc

Con ur; poco de imaginacidn notamos que todos los vectores 2-',.
que obtengamos de ésta forma, nos daran TODAS: las -direcciones  que
podemos dibujar en el espacio que tenemos; ‘esrrdecir . “de ralguna forma
los  vectores fi' "llenan"  nuestro espacio” de 'dibujo. Cesto no lo

di bujamos, por claridadD.

Tomemos ahora otro conjunto I y-otro’ conjunto II Crecordando
que el conjunto I NO ESTA CONTENIDO en el ccinjdhio TI2:
Conjunto I = {fi[ )_(-,L = b_LE con 7btyiresbcala.r}

Conjunto II = {T,ll Ti = qiaﬂ*lF con.q . .r, escalares)}

Haciendo combinaciones del vector b con vectores ?t = qiaﬁ-rir?.
obtendremos nuevamente diversos conjuntos--del tipo II’'. Pero, si
combinamos al vector b con los dos vectores q y r, obtendremos
nuevamente EL MISMO CONJUNTO III. Lo unico que hacemos es representar
al mismo conjunto III, pero de cotra forma, con otras direcciones:

Conjunto III =42 | £ = b b+ g g+r.r con b, .q, .r escalares}
13 15 1 15 t 18 L L

Siempre que combinemos al vector que genera un conjunto I con
los dos vectores que generan a un conjunto II Cy que el conjunto I no
este contenido en el conjunto IIY, estaremos representande al MISMO

CONJUNTO III de distinta forma.
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escalares’cu { iér;a" A uha expresién de
se le. con

“combinacid

" Por .plc,b =i det‘:.nlmos los

: VC n_)unto I:=

:ConJunto 1I .:rv,; escalares}

ConJunto III :'T"t‘; ‘con bt'qt'r;_ escalares}

'ES. COMBINACION LINEAL DE B;
Y1 ES COMBINACION LINEAL DE
g y de r; y la expresién Zl—b1b+q1q+r1r. la leeremos como: 21 ES

COMBINACION LINEAL DE B, § ¥ F..

la expresién Xi=bib, la leeremos"r‘comf

la expresién Y1=qgi c—1+r1 r, lal eeremcs como

‘

Entonces diremos que, las combinaciones lineales de dos
conjuntos I nos generan UN conjunto II y las combinaciones lineales de

UN conjunto I y UN conjunto II nos generan EL conjunto III.

Tomemos una combinacidon lineal bien particular de todas las
anteriores, sea E=2 aLE,L i=1l,....nYy ai=0 para teda 1. Dibujamos ésta
combinacién lineal como un punto. El vector que nos representa este

punts es el vector e.

A la expresioén ;=z ai.;i. i =1,...,n Yy ai=0, para toda i, le
llamaremos COMBINACION LINEAL NULA TRIVIAL.

36



Vectores:.y.

us operacicnes

‘;s;i.'empre

“asto! es  porque

Si tomamos tres :vectores:a,: o fen’un “conjunto -I+ también -
podremos encontrar escalares. a, b, c,. diferentes: de cero, ‘tales Tquet
e=aa+bb+cc. T v e

Analogamente para mas de tres vectores en el conjunto I.

En cambio, si tomamos dos vecitores no paralelos B y © en un
conjunteo II. NO podemos obtener al vector e como combinacién lineal de
E y C Ccon escalares distintos de cerod. La unica combinacién lineal
que satisface e=bb+cc., es la combinacién lineal nula trivial Ces decir,

b=c=0).

St los dos vectores b y c son paralelos , podemos representar
a uno como combinacidn lineal del otro y tendriamos un caso analoge al’

del conjunto I.
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. Si:tomamos tres vectores a, b,
‘encontrar escalares a, b, ¢ diferentes de cero- tales ‘que

porque - siempre podremcs exp esar

La‘ ‘vrespuesta es SI,

e=-Caza+bbd+c.

Andlogamente para mas de t.ré: vectores: Ven‘::el;;.co‘rij unto II.

Ahora tomemos tres vectores a, b b c enel con;juﬁt,:o IIzI, de
forma que a sea el vector gue genera un conjunto I y B y < sean
vectores en un conjunto II (donde el conjunto I no esta contenido en el
conjunto IID, ¢podremos encontrar escalares a, b y ¢ diferentes de cero
tales que e=aa+bb+ecc?. La respuesta es NO, porque no podemos expresar a

C como combinacién lineal de a v b.

Pero, si tomamos cuatro vectores a, B, ¢ y d en el conjunto
III tales que d sea combinacién lineal de a, b y c. Podremos encontrar

escalares a, b, ¢ y d diferentes de cero tales que : e=aa+bb+cc+dd.
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_Vectores y sus operaciones

inacién lineal de

rivial, ezto es:

otras»palabras; no podemos entar ‘a;alguno de ellos en

Sean {a ’az’

DeflnlClén a } n’ vectores, diremos que son

llneal de ellos igual

nula trivial, esto es: -
e=z a‘a_ i =
1 1 .

En otras palabras.r

té alguna i

no' de ellos en

términos de los demas.

Regresemos ahora‘alfconj iy} edos los vectores

paralelos entre sid 'y sea. a u, conjunto. sabemos que

podemos caracterizar a todo. el conjunt» énmihos de 2 de 1la

siguiente forma:

si X es cualquier vector en el conjunto I, entonces X=aa para
algun escalar a#0. Decimos que el conjunto {2} GENERA al conjunto I, es
decir podemos. representar a todos los vecteres del conjunto I como una ’

combinacisén lineal de a.

29



sin ‘émbargo .

que esto sucede PARACAD

qué pasa ‘si tenemos dos

21 conJunto I7 o

decir gue amb

SI pero., Yi = aL;‘.th = ai§+bLCa53 = Cai+b‘,‘a3§»y cemo a,, b a

. T

son escalares, entonces 5(_i ='a 'a, a. *=a +b a; por:10 tanto obtenemos
15 1

el mismo conjunto ¥y podemos decir  que b 'estA de mas" en la
generacién del conjunte I; dado que uno de ellos siempre lo podemos
representar como combinacidén lineal del otro b=aa, entonces CUALQUIER
CONJUNTO MINIMO QUE GENERE AL CONJUNTO I TIENE UN SOLO ELEMENTO.
Tomemos ahora a un cenjunto II , sabemos que no podemos
caracterizar al conjunto II con un sdélo vector porgue no todos sus
elementos son paralelos entre si. Sean 2 v B vectores no paralelos en
el subconjunto II, gpodremos representar coma combinacidén lineal de
ellos a cualquier vector en este conjunto II7? Como lo wvimos
anteriormente SI podemos enceontrar a,bx0 tales que: Y=aa+bb, para

cualquier ¥ en este conjunto II.

40



s6lo vector, el cuaI‘

INDEPENDI ENTE:S
&Qué P_
generar “al SUbCOnJ n

puede expnesar,como

es decir los vectores del conjunto {a.5.c} NO son linealmente
independientes, Esto significa que UNICAMENTE NECESITAMOS UN CONJUNTO
DE DOS VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES PARA GENERAR A TODO UN
CONJUNTO II.

También podemes notar que esto sucede PARA CUALQUIER par de
vectores linealmente independientes en este conjdnto II, es decir si X
y Y son vectores cualesquiera linealmente independientes en este
conjunto II podemos representar a  todos los demas vectores como

combinacién lineal de ellos.

Vayamos ahora al conjunto III, sabemos: que no podemos
caracterizar al conjunto III con un conjunto de dos vectores, porque lo

generamos a partir de tres direcciones.

Sean {E.E,E} vectores en el conjunto III tales que ninguno sea
combinacién lineal de los otros, es decir tales que sean linealmente
independientes Jgpodremos representar como combinacién lineal de ellos a’

cualquier vector en el conjunto III?
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Veclores y sus opercctones

Comc lo v:.mos anterlormente ‘ST podemos encontrar a. b c#O Lales

que: 7—aa+bb+cc.‘ para cualquxer Z en. el conJunto III.

Recalquemos que  es. J.mportante que los ‘tres vectores sean

1lineal hente independientes porqu de  ellos se puede

representar en términos de“ otr s .otros 'dos, se . tendria -un
conjunto con dos . vectores’ique nos’ . sirve para generar a TODO el

. econjunto III.

JQué pasa si- tené

para generar al conjunto’

Necesariamente uno de ellos es una combinacidn lineal de los
otros tres, es decir estos vectores NO son linealmente independientes.
Esto significa que UNICAMENTE NECESITAMOS UN CONJUNTO DE TRES VECTORES
LINEALMENTE INDEPENDIENTES PARA GENERAR A TODO EL CONJUNTO III.
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en uﬁérmdnés ;deL»m

b) Ser un conJunto llnealmente ‘independiente

c) Generar a todos los vectores del  canjunto Clncluso a“

los del propio subconJunLoD

‘se:lé llama BASE del conjunto que representa.

Por ejemple, si {a} es Lai que para todo X en el cdﬁjuntorl;
X=aa para algun escalar a, entonces {a} ES BASE DEL CONJUNTO I. Por
otro lade vimos que LAS BASES NO 'SON UNICAS. Supongamos que X=aa para
todo X en el cenjunto I y para algun escalar a, sea b en el conjunto I,
ahora queremos representar a todo vector X como X=bb para algun escalar

b y sabemos que a=cb, geomeétricamente encontramos b asi,

vy analiticamente X=aa=alcb)=bb, donde b=ac.

Tomemos ahora una base {a,B) para un conjunto II, sabemos que
Y=aa+bb para todo Y en este conjunto II y para algunos escalares a y b.
Sean ¢ vy d vectores en este conjunto II, ahora queremos representar a

todo vector Y como Y=cc+dd para algunos escalares ¢ y d, ;que hacemos?.
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“Vectores v a’us‘jfoperdci.onea

¥ anél 1ti Ea{méﬁii.e X X _

e “Xiacel c+d1d) +bc::ac+dad>,

 KCact: +bc2) c+C adi +bda>d
; X—cc+dd o

Lo que estamos haciendo recibe el nombre de CAMBIO DE BASE. Es
decir, buscamos la representacidn de un sé6lo vector en términos de

distintas bases.

-

Definicidén .- La CARDINALIDAD de un conjunto A es el numero de

elementos del conjunto. Se denocta por #A.

Algo que tienen en comun las bases de un ESPACIO VECTORIAL y
es conveniente notarleo, es que siempre tendréan la misma cardinalidad.
Por ejemplo todas las bases del conjunto I tienen cardinalidad 1, todas
las bases de cualquier conjunto II tienen cardinalidad 2 y todas las

bases del conjunto III tienen cardinalidad 3.
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‘un espaci

representado po

™
’ Por. otro‘ladé.»».s-i‘_ rélatidnaxﬁos a los tres espacios vectoriales
™ I, II y I1I, tendremos que cualquier espacio vectorial I esta contenido
} en algan. espacio__vec’(.or.ial...II.._.y, cualquier espacio vectorial II a su
"‘) vez, estA contenido en el espacio vectorial III; es decir, los espacios
vectoriales I y II SON SUBESPACIOS VECTORIALES del espacio vectorial
* II1I.
rd
2.2 Otras operaciones entre vectores.
. Hasta ahora hemos manejado dos tipos de operaciones entre
') vectores la. suma Yy el producto de un escalar por un vector; a
continuacién definiremos una tercera operacién, que nos sera uatil en lo
J

45



aaly v’qqy"a‘”’mag'ﬁi'tud ”eé | Pr

Proy:c Bd=ca, donde: |ca|
rectangulo .y el  cateto. adyacente

hipotenusa. por cosA.

Como cosA varia entre B YR - e proyeccidn

sera positiva si cosA>=0 y negativa si

Si ahora multiplicamos por ]a,il.‘ ,vc-l':rc‘j’be‘x)emps “lo que  vamos a
definir como el PRODUCTO PUNTO, e e O :

|a| |ea] = |a] |Bjcosa

o Definicién .- Sean .a, b vectores cualesquiera y A el aAngulo
entre ellos, definimos la operacién llamada PRODUCTO PUNTO Ctambién
llamada PRODUCTO ESCALAR, PRODUCTO INTERIOR) como :

aeb = |a||B|cosa

Propiedades del producto punto :
1> NO es una operacién - cerrada, porque operamos dos

vectores y obtenemos como resultado un escalar.

2) zeb = bea
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©imdTacEeny. =
;4D aeChb+T> = aeb:+ aec

“geométri nte , e at tificarlos se

,ectorl al N podemos

calcular:

XOX :

Les. dec:Lr ,

Como las magnitudes son no: : {)T')O ‘siempre y sera

igual a cero si X=e.

Para caracterizar debidamente al’ vector X debemos encontrar :
analiticamente su direccién y su sentido; para elle tomemos en cuenta

que X lo podemos escribir como combinacién lineal de los vectores que

son la base del espacio vectorial, es  decir, si {a,b> es wuna base

del espacio de dimensién dos donde se encuentra X. podemos escribir

X = aa+bb, entonces,

|X] =/XeX

= Vfc aa+bb> eCaa+bb)

= /a® |3|*+ba|B| |3 |cosAtab|a]| |B|cosa+b |B

'Z

%] =/a® |3[*+b* B|*+2ab (3| |B|cosA
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Para encontr los: ang (AL ; SCUrTis ““Auevamente -

producto. punt.o v

. aos = "';' ’ElcosA. ‘devydc.hdé"».
cosa = aeb / |3||B]| K

por lo tanto, para‘ Al y A2 tenemos

cosAl = aeX / |2]||X]| = TeCaz+bbd / |—a-| |aa+bb|
cosAZ = beX / |b||X| = bBecaza+bbd /- |B||az+bb|
Como ya tenemos una expresidén para la;:-o-bSI. sustituimos :
cosAl = zacas+b53/|§|/ 2|“|2+b2|5|z+aab|z| [B|cosA
= 2|3|%+b 5] |5|cosa/|T[ /a? || *+b? [B| *+2ab| 3| | 5| cosA
cosaz = Becai+bbd/|B| /a 2|a“|z+b2|s|z+aab|z| |5 |cosA
= b|E|®+b || [B|cosa/|B]| /a® |T|°+b? |B|*+2ab|5| |B|cosA

Podemos obtener Al y A2 calculando ambas expresiones pero, es

conveniente encontrar una forma de simplificarlas.
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una  base:{

‘en forma anéloga obtenemos

cbs AZ = b /_}/azﬂ;v2 e

a= a/|a|

la norma de & siempre es igual a .1. -

Proposicién. -

la BASE CANONICA.

T
=L -

Definicién. - Sea V un espacio vectorial de dimensién dos. Se

llama PLANO AFIN asociado al espacio vectorial V, a un conjunto de

elementos A,B,C,..... , entre los cuales esta definida wuna operacidn ’

llamada DIFERENCIA, tal que a cada par ordenadeo de puntos CA.BD
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SEn particular, ada "a todo

planc af‘in. sin embargc recordemcs q tor sl bres, por

lo que’ podemos dibuJarlos en dlstin

Definicién. - En lo sucesi{'o“, llamaremos PLANO CARTESIANO o
SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS a‘ un - espacio afin asociado a un
espacio vectorial de dimensién dos, donde hemos definido un punto fijo
0O, llamado origen, y una base {a,b), de forma tal gue a cada punto X le
corresponden dos numeros reales (X,y2, llamados COORDENADAS CARTESI ANAS
del punto X, ¥y reciprocamente, a todo par de numeros reales (x,y2 le
corresponde un punto X del planc cartesiano. En particular al origen se
le asocian las coordenadas (0,0). El plano cartesiano se representa de

la siguiente forma.

$=(x,4)

ol Sle

B
x

50
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clores'y. Bue’ operacicones

5 v ofﬁre#ponde
un ‘vector V.qu
{Z.B}/ como'V:=

/
i
/

Si sucede que {Z,b} es una base ortonormal entonces el sistema

coordenado se llama SISTEMA COORDENADO ORTOGONAL.

Es conveniente hacer notar que los PUNTOS que hemos definido
como elementos del planc cartesiano son elementos FIJOS, mientras que

los VECTORES son elementos LIBRES.

Definicién. ~ Dados dos puntos X1, X2 de coordenadas Cxd,yld,
(x2,y2) respectivamente, definimos la DISTANCIA entre ellos como un

numero real d (méduleo o norma del vector?

dCXi,Xxa> = ]CxJ.I+y1J3 - Cx21+y2J3|
= |(x1—x231 + Cyl—y?.)J,
dado due I y J son vectores ortonormales y ];.' = 505. tenemos que

la distanclia entre dos puntos X1 y X2 es :
d® = ¢xd - x@% + Cyl - ya>?

Si -llamamos X al. vector distancia entre X1 y X2, tenemos que
dcxi,xa> = |X|

,Qq;u,gl)

K2=(x2,y2)




: "'\!’o?:l:.i:roc v su
EJemplo : e
: Dado ‘cualquier wvector 2 en un espacio vectorial de dihéps§én
doé.‘encontrar una base ortorddrmal que contenga su dlreccién. B
‘ éQue hacemos? Buscamos una base {a,B) tal que :
el angulo entre a y b sea 90° o 270°, y
12l = |5
. Conocemos la base {I.,J), que relaciona un espacio de dimensién
'ﬁos con el plano cartesiano, entonces podemos representar al vector a
en términos de ésta base como a = all + a2J
como queremos que |a] = 1, escribimos :
a = all + a2J
C1-/|z|2Cad = Calr|a|d>I + ca2/|a|dJ
sean al’=al/|a| y a2’=a2/|a]|
Para encontrar un vector B ortogonal al vector 5. ut.ilizamos
el hecho de que bea = 0, luego entonces :
bea = CbiI + b2JDCal’'l + a2"JD
al’bl IeI + al'hb2 1IeJ + a2'bli Jel + a2’ba2 JeJ
a1'b1 |I|%+ a1’b2|I||J|cos 90° + a2'bi |J||I|cos ©0° + a2’bz|J|

2

al’bl + a2'b2 porque cos 90°=0 y jT|=}3|=t
como queremos al’bl + azZ’'b2 = O, proponemos :
1> b = a2'l - a1’'J
= Caa/lgl,—ai/lglb, si el angulo es 270°
2) b= —-a2’I + al’J
= C—aZ/IE!.al/IQ]D. si el angulo es 90°
enfatizemos que lo Unico que varia entre estos vectores es el
signo (es decir, el sentido), ambos tienen las mismas componentes pero

tienen distinto signo.
Al vector b del inciso 2), le llamaremos (b ORTOGONALD bi.

Definicién. ~ Sea {a,b} una base ortonormal en un espacio de

dimensién dos, se dice que la base es DERECHA si el angulo entre a y b

es de 90°y se dice que es IZQUIERDA si el A&ngulo es de 270°

4 o

DERECHA 1ZQUIERDA



LEJ emplo numéric

“como I y 'J son ortonormales. .
=/gc13+scoz+sco>4c1> =/iz =

2o. Normalizamos a b Cencontramos el versord:

L CBI+2I0N

_/1_3; s fa3l
30.- Buscamos una base ortorniormal derecha, es decir, queremos
un vector perpendicular a &; como lo vimos anteriormente lo
unico que necesitamos es permutar las componentes de a y

cambiar un signo:

at =8 1.+ 2 _

B
S

Notemos que:

53



: Vactorcn y nu

Con todo lo anLer:Lor ya pcdemos fabr:.car un

derecha en un eepacz.o vectorial de dos dimensz.ones.
“Ahora hagamos todo lo anterior para X, un ‘vect

un. - espacio vectorial de dimensién +tres. Sea (;.E‘E‘)‘-

del espacio vectorial, sabemos que la magnitud de X es - :

|X| = /XeX
representamos a X como combinacién lineal de los vectores de la base-

X = aa+bB+cc
luega,
1%} = _/ Caa+bb+ccd e aa+bb+cad

=_/a: [§]z+ba|§| |a)cosA+calc] |a|cosB
+b [lE[z+ab[i.| |E|cosA+bc|§| |cjeosc
+cZ [c|2+ac|a] | |cosB+eb|c| |B|cosC

o
o

IX] =/a*|3|%+b% |B|*+c? || +aab || |5|cosA
+2ac|a||c|cosB+2be |B| < |cosC

donde A es el &ngulo entre a y b, ‘B es ‘el angulc‘entre a y'c,

¥y C es el angulo entre B y c.

Nuevamente, para encontrar la direccién y el sentido de X,

debemos relacionar la direccién de X con las direcciones de los

vectores de la base. Ahora es conveniente recalcar que no es suficiente

conocer uno o dos angulos, por ejemplo el angulo Al entre X v a y el

angulc A3 entre X y €, sino que debemos conocer los tres angulos, es

decir también el angulo AZ entre X y b.

i




6clore=~y sus operocionoﬂ

Para encontrar los éngulos Al AR ecurrlmos nuevamente

‘al product.o punto-k eJempl:Lf:Lcaremcs t’_ln:l.camente c mc‘obtener A3.
: » = |B| |€|cosc, de dunde
cosC = DBec / |B] |c]

6tanto, para A3 tenemos :
ceX / Ic] |1X|
coCaa+bb+cc)/|c | ]aa+bb+cc ]

. cOsA3

sustituyendo |aa+bb+ec| por - la® que obtuvi mos - '

merite ‘tenemos,

ceCaa+bb+cc)

|'/a |a| +n? |b| e |E|2+aab|5”5|‘ca’§Afa; |&|cosB+abe |B| |S|cosC

EI'/a‘|512+b"|E|2+cz|E|z+aab15||S|cosA+‘éae|‘ |18 |cosBrabe |B] |&|cosC

‘Para simplificar estas expresi ones’ buscamos:. ;- - una base

crtonormal {a,5.c* que cumpla lo siguiente :

Que el angulo entre a vy B sea 20°,
que el Angulo entre a b4 c sea 90°
Yy que el angulo entre b y c sea 90 COR‘I‘Ogonalidad). para |

que cosA = cosB = cosC = O, eliminando asi los doble productos ;

Que |a| = |[B] = || = 1 CNORMALizaciond. |
: (

_ |

Con esto tenemos que [)T] = faZ% b7+, luego entonces : |
;

SR s =
cosA3 = c.Caa+bE+cE)/]<—:l aZ+bZ+c? |

aCcead +bCcebd +cCcecd /1) _fa®+b%+c?

aC0d+bCO>+eC1d / fa®+b% +c®

|
|
!

2 2, 2
=c //a"+b " +c

en forma analoga, obtenemos :

cosAl = a _)/ az+bz+cz

cosA2 = b /. aZ+pi+c?




./ .Vectores y wus operaciones

‘Proposicién. - Sean: I, J ¥ 'K . una terna’ ‘de ' vectores  en un
espacio vectorial de dimensién’ tres,tal es’ que {I,J,K} sea una base

ortbnqrmal derecha. A dicha base sé‘l‘erc‘c"'n'_océ c’:ém&:' la BASE CANONICA.Y

It
ol

90

1
00 i1=1
K
IKi=1

Definicién. — Sea V un espacio vectorial de dimensién tres. Se

l1lama ESPACIO AFIN asociado al espacio vectorial V, a un conjunto de

elementos A,B,C,..... » entre los cuales esta definida una operacién

llamada DIFERENCIA, tal

corresponde la diferencia A-B que es un vector de V,

que a cada par ordenado de puntos CA,B)
teniendo lugar los

siguientes axiomas :
1> A-B = -(B - &
2) CC - B + (B - A =C - A
3) Si O es un puntoc del espacio afin, a cada vector X de V le

corresponde un tnico punte X tal que X - 0 = X

En particular, {I,J,K} es la base ortonormal asociada a tecdeo

espacio aftin.

Definicidén. — En lo sucesivo llamaremos ESPACIO EUCLIDIANO o
SISIEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS a un espacio afin asociado a un
espacio vectori al de dimensién tres, donde hemos definido un punto fijo

O llamado origen y una base {a,b,c}, de forma tal que a cada punto X le
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Vectores y  sus operaciones

corresponden ré's‘ 'numeros  '5 reales €% y.z) Rk
CAPTES'IANAS del punt_o x. y reciprocamente, é Loda tercia d_

reale-rfo y.zD le correspcude un punto x ‘del espac:.o euclidianc ~En

partzcular ‘al’ origen se le asocian las coordenadas co, o, OD

euclidiano se representa de la siguiente forma

K=(xy4,2)

Ahora bien, a todo punto X ‘del éspacio euclidiano le
corresponde un vecter V que podemos definir a partir ‘del origen O y de

la base {a,b,c}, como V=xa+yb+zc, donde CX,y,z) son las coordenadas del

punto X.

l T 2 K=(x y,2) i

Si sucede que {a,b.c} es una base ortonormal entonces el

sistema coordenado se llama SISTEMA COORDENADO ORTOGONAL.

Es conveniente hacer notar que los PUNTOS que hemos definido
como elementos del espacic euclidianoc son elementos FIJOS, mientras que

los VECTORES son elementos LIBRES.

Ell espaci o



Deflnlcién
cx1, yi,z15, c_xay'
ellos como un numero' real d Cmédulo ©

dCXl.XE) ](xlI+le+le

dado que I, J y K son vectores Qrt6n§
tenemos que la distancia entre do‘s"pﬁn'
d® = - x2>% ¢

enemos’ que

Ejemplo: . : ;
Dados dos vectores cualesquiera, no’ ﬁaralelos. {2,5} en un
espacio vectorial de dimensidén tres, encontrar una base ortonormal que
ceontenga la direccidén de al menos uno de ellos.
4Qué hacemos? Si el angulo entre a y b es 90°, los

normalizamos y calculames un ¢, tal que {2,b5,c} sea una base
ortonormal; st no, buscamos una base {z2.6',c) tal que

el #ngulo entre a y B°' sea 90°,

el angulo entre a Yy c sea 90° Yy

el angulo entre bB* y ¢ sea 90° Yy los normalizamos, es

decir: lg[ = |B*| = IE'

L p'a.r'a‘: ‘to'c‘lo‘V;.» :




claridad al  ejemplo,

.. B.c)={a,B",

‘dim'er‘xs'iéﬁ’ ‘ T : . espacio euclidiano; veﬁpoﬁééé">po
a los vectores 3, B y € -en términos de ésta base como.
7 2 = all + a2J + a3k

B = bl + b2J + b3K
C

= cll + c2J + c3K

Queremos que aec = O y al mismo tiempo Gec =. 0.

Geométricamente en el espacio euclidiano, todos los  vectores
perpendiculares al vector x Caquellos que cumplen aec = O) son de la

siguiente forma:

De todos. estos vectores queremos. . UNO: :que ademas cumpla

bec = O, geométricamente tenemos lo siguiente

Entconces tenemocs
aec = Call+a2J+a3Kd)eCclI+c2I+c3KD
alel ]I |z+a1c2|I | |7 |cosAa+alce3|I| |K|cosB+
a2el | J| |I |cosAt+aBe2|T | z+a.2<:3|.1[ | |cosC+
a3cl |K| [I |cosB+a3c2|K| |J|cosC+a3c3 |K]2

1]



como {I,J.K} es una base ortonormal

'y {I||J|cosA = |I||K|cosB =

a®ec =

‘analogamente obtenemos,

bec =

Y necesitamos que :

aec =

bec =

Tenemos un

para resolverlo fTijemos

por determinantes.

Sea c3=N»0

con esto tenemos que los

Uiy edtorestyiraua operaciones

=1 K] = 1

alcy '+ aBc2 + a3c3
blcl + b2c2 + b3ec3

alcl + a2c2Z + a3c3 = 0O
blci + bZ2c@ + b3ec3 = O
sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas,

una de las incégnitas y resolvamos el sistema

Ces decir, 3 es un numero real cualquierad,

términos a3c3 y b3c3 son constantes ¥y nuestras

ecuaciones quedan de la siguiente manera:
alcl + a@cZ = ~-a3c3
blcl + b28c2 = —-b3ec3

Calculamos

Ds =

al a2
bi b2

el determinante del sistema:

= albZ - biaz

Cal que supondremos, distinto de cerod.

Calculamos

Dcl =

-a3c3 a2
—b3c3 b2

el determinante para cil:

= -a3c3b2 + b3c3al2

Calculamos el determinante para c2:

pez =|21 23¢3| _ __ip3c3 + blases
lbl -b3e3
Como ci = g:l y €2 = g:a obtenemos :
az2 a3
—a3c3b2 + b3c3aZ e3C-a2b3 — azbzy  ©°|PE B3
cl = = =
aib2 — bla2 alb2 - bla2 al a2
b1 bz
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Y. 8Us operaciones

az a3

“alb3c3- + bla3c3 T ©3|b2 b3

e2 = S Rl —
. albz2 ' —=i.blaz alb2, - bla2 al a2
: e o bl b2

Ahora bien, come cl y c2 estan dadas en términos de <c3=N
esto quiere decir que, toda la familia de vectores perpendiculares a a
Yy a b son paralelos entre si; dicho de otra forma todo c que cumpla ser
perpendicular a a y a b es de la forma c=lc, propongamos c¢3=Ds para
que <l y c2 queden come un determinante. Obtenemos entonces el vector
que buscabamos :
,aa a3l lal a3, ,al aE‘
b2 b3|{I - |bl1 b3|J + |bl b2|{K
escrito en base a sus coordenadas tenemcs que :

c* = Ca2b3-b2a3, -alb3+bla3, alb2-bla2d

c¥* =

o

o

Este vector lo vamos a calcular mediante la operacidn anterior
que llamaremos PRODUCTO CRUZ CPRODUCTO VECTORIAL, PRODUCTO EXTERNOD y

que denotaremos :

Existe una regla practica para recordar los determinantes que

componen & E*. considerandolas como resultado del desarrollo del
determinante :
I J K
axB = al a2 a3
bl b2 b3



El  producte cruz' ejemplific
ortonormal derecha de una base ortonor

vectorial de tres dimensiones.

Si axb = c%; diremos quex'l'é.,"b"z-; e

ORTOGONAL DERECHA.

St axb
ORTOGONAL IZQUIERDA.

Nuestro préxime objetivo es darle una interpretacién

geométrica al producto cruz. Para ello calculemos la magnitud de Exg.

12 - ,aa a3 2+ ,al az|? at aar

[a>b| b2 b3 b1 b3 b1 bz
= Ca2b3-a3b2d%+ Calb3-b1a3>%+ Calba-blaz>?

desarrollando esto tenemos que es igual a
= ca1®+a2®+a3% b1 *+b2%+63% - Cailbil+azba+asbad’

como ,;’=£05.. SQE=[5, |EjcosA ¥ cos®A = 1-sen®a,
=|5}?|B}?-caeb>%=|a|?|5|%~|a|? |B|%cos®A
= |2|%|5|®sen®A

donde A es el angulo entre a y b.

Concluimos que ,5)5] = ]::, |EB|senA.
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Veclores: y. sug” operaciones
Vamos:a axb| es-:iel-‘area del paralelogramo. -

que forman 3y B.° iguiente forma-:

En el dibujo trazamos la perpendicular h del final de A hacia
B, formande un triéngulo rectangulo. Por definicién de la funcién seno
tenemos que senA=h/[5], de donde h=]5[senA; se sigue que el Aarea del

paralelogramo es IE] |B|senA.

Es conveniente hacer notar que estamos haciendo una
comparacién entre dos numeros C [§><E| = |§ | |B|sensd, lo cual es

perfectamente valido.

Propiedades del producto cruz
12 Es una operacidén cerrada porque operamos dos vectores

y obtenemos otro vector.

2 axd = -bxa
3> rcaxph) = Cradxb = ax<rbY, r es un numero real.
Notemos que : gx.a- = —CExSD. lo que implica que ;.><;.=O.

Se deja como ejercicio, comprobar analitica o© geométricamente,

éstas propiedades.

Ejercicios 2.1
1.— Calcular el area del triangulo de vértices
a) ¢0,-2,12, C1,-1,-8 ¥y C-1,1,0D.
b C1,1,-15, ¢€2,1,00 y C€O,,1,0>.
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,Vectoros Yy i8us operaciones

Veamos ahora una nueva operacién entre vectores. que .tiene la
partlcularldad de ser -una comblnacibn del product.o punto y del producto

cruz, . e

Definicién .- Sean a, b y c© véctores en un espacio de tres

dimensiones. Entonces definimos el TRIPLE PRODUCTO ESCALAR como sigue :

12| ’EXE[ cosA
Igl |B] ]El cosB cosA

aeCbxcd

donde A es el angulo entre a Yy Bxc, y B es el angulo entre b y c.

Si  a=alI+a2J+a3K, b=blI+b2J+b3K y c=clI+c2J+c3K, entonces
definimos el TRIPLE PRODUCTO ESCALAR como sigue :

- b2 b3 bl b3 bl b2
aelbxc) = CalI+a2J+a3Kl)eC |c2 c3|I + J + jel e2(Kd

cl <3
bz b3 bl b3 bl b2
= al {c8 c3| —a2|cl c3| +al3|cl c2
al a2 a3
= (bl b2 b3
! cl cZ c3

Es conveniente notar que si calculamos este determinante, ya

no necesitamos conocer explicitamente los angulos B y A.

f

Ahora vamos a darle una interpretacion geométrica al triple

producto escalar, para elloc vamos a demostrar que el volumen del

paralelepipedo cuyces lados son los vectores a, b v c es:




Vectores y. sus.. opofacignoa

Como sabemos el voluamen del paralelepipedo estéa dado por el
producte del &rea de la base por la altura; pero, el &rea de la base es
el #rea del paralelogramo formado por los vectores b y ¢, es decir, el
area de la base es [EXEI. En el dibujo trazamos la perpendicular h del
final de a hacia la base del paralelepipedo, formando un triAingulo
rectangulo. Por definicidén de la funcidn coseno tenemos que cosA=h/];.].
de donde h=]z-1]cosA; se sigue que el volumen del paralelepipedo es

[EXE] ]5icosA= Ia_.OCEXED |-

Recalquemos gque aelbxc)=—-aeCbxc), peroc como el volumen del

paralelepipedo tiene que ser positivo, tomamos el wvalor absoluto de

2eCEXcD.

Propiedades del triple producto escalar :
12 No es una operacién cerrada porque operamos tres
vectores y obtenemos un escalar.
2> aeCbxcd = beCcxad = ceCaxdd
3 aechbxcd = a2eC->E> = —CaeccxbId
= —cbeCaxcdd
= —CceCaxpdd
Hereda las propiedades del producte punto y del producto cruz

como numero real.
Se deja como ejercicio, comprobar analitica o© geométricamente,

éstas propiedades.



E:_]ercicios 2 2 .

13/ Calcular el volumen del paralelep“
vectores BJ+2K, I+2J+K y —J+4K

&) Encontrar ‘el voldmen d
€1,0,2), C4.3,09, €2,0,12 y C3,4,00.

-son

wvertices .

Veamos ahora una nueva operacibn entre vectores, que es una

combinacicm del preoducto cruz.

Definicién .- Sean a, b y € vectores en un espacioc de tres

dimensiones. Entonces definimos el TRIPLE PRODUCTO VECTORIAL como

sigue:
axChxc) = Caebdc - Caecdb

Por todo lo que hemos visto sabemos que axCbxed) es un vector

perpendicular a a Yy a CExED. lo ilustramos de la siguiente forma:

Se deja como ejercicio verificar la igualdad:
axChxc) = CaebdC —~ Caecdb

i
i
i
i
i




Lugares Gesmétricos T

‘3.1 Coordenadas polares.
.'Nuestro objetivo en este capitulo sera determinar la ecuacién
de una fibgura geométrica dada. Una fi.gura geométrica (por ejempleo una

i:ufya) se da, generalmente, por su DEFINICION,

Asi, consideremos que estamos definiendeo UN CONJUNTO DE PUNTOS
X Cla figura geométrica en cuestiénd por medio de una propiedad P.

Entonces, entre todas las figuras geoméiricas, una figura seréa del tipo

X SI Y SOLAMENTE SI posee la propiedad P,

Ejemplo:

Consideremos una figura geométrica muy conocida: LA

CIRCUNFERENCIA. Si nos situamos en el planc cartesiano, podemos definir
a una circunferencia como EL CONJUNTO DE PUNTOS que equidistan del

eorigen una distancia R.

W

La propiedad P con que hemos definide a la figura geométrica
es una condicidn que deben de cumplir cada une de los puntos que la
componen. Esto significa que todo punte de la figura geométrica debe
cumplir la propiedad P. En nuestro ejemplo, todo punto de 1la

circunferencia debe equidistar una distancia R con el origen.

Una figura geométrica no debe satisfacer necesariamente una
sola propiedad, puede satisfacer dos o mas. Por ejemplo, podemos tener
una figura geométrica que satisfaga 10 pasar por un punto dade y &2

conservar una distancia constante a alguno de los ejes cartesianos.
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Lugares deomdtiricos I

Definicién. - : Al t:con‘J ly.-mto" de puntos que cumplen ciertas
propiedades: o condiciones Qecmétri cas particulares, se le llama LUGAR

GEOMETRI CO.

Entonces la circunferencia es un lugar geométrico. Otros

ejemplos de lugares gecmétricos son las curvas planas llamadas:

LEMNISCATA Y CARDIOIDE.

LA LEMNISCATA esta definida como el lugar geométrico de todos
los puntos para los cuales el producto de sus distancias ri y r2 a dos
puntos fijos F1 y F2, cuyas coordenadas cartesianas son Ca,0 y C-a,0d
respectivamente, tiene el valor censtante az; es decir:

r1%=Cx=-ad z+yz ra%=c x+ad 2+yz

cr1d%rad®=rcx—ad T+y®1 [ Cxxrad Zry® 1 =a"

De la defincidén de la lemniscata obtenemos la ecuacién:
E+y®r % —z2a%cxF-y*r =0 ‘

que es de cuarto grado, y obviamente presenta alguna dificultad para

trabajar con ella.

LA CARDIOIDE es otro lugar geométrico que tiene una ecuacién

de cuarto grado :
CxF+yTrZ-zy?cax-1>-ax>=0

™
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‘’Lugares’ geométricos I

g 'ra.S geomeétricas.

Pero, el sistema coordenado cartesiano 'NO‘es el uUnico sistema
en el que se pueden representar las distintas figuras geométricas.
Vamos a introducir y.ejemplificar otro sistema de coordenadas llamado
SISTEMA DE COORDENADAS POLARES; la ventaja de utilizar este sistema de
coordenadas, radica en la facilidad de representar ciertos lugares

geométricos.

En el =istema de coordenadas polares, un punto se localiza
especificando su posicién con respecto a un eje fijo ¥y a un punto fijo

sobre ese eje. El eje se llama EJE POLAR y el punto fijo se llama POLO.
Sea OA el eje polar y O el polo. Sea P un punto cualquiera en

el plano coordenado. Tracemos el vector OF y llamemos r a su magnitud;

sea B el angulo AOCP.

p=(r,B)

rzradio vector

\ B:argunento
3 A
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nomo‘tri.cos I

. De esta mankera. de?.erm:.namos 1a. pos:.c:.én de P con brespecto al
eje polar .y al polo, mediant» r y B. E:stos numeros reciben el nombre de
COOEDENADAS POLARES del punta P, P=Cr,B). Generalment.e a r- se le conoce
como radio vector y a B como éngulo : polar o argumento de P.

El angulo polar B se mide como en trigonometria considerando
el eje polar como lado inicial y el radio vector como lado final del
adngulo; algunos autores admiten que el radio vector pueda tomar todos
los valores reales, otros consideran que el radio vector nunca debe ser
negativo. Nosotros seguiremos este Ultimo convenio. El polo se

representa como O=C0,C), donde C es cualquier angulo.

Es evidente que un par de coordenadas polares (r,B> nos
representa un unico punteo P; sin embargo, no es cierto que un punto P
este representado por un Unico par de coordenadas polares. Un punto

P=Cr ,B) también se representa comoc P=Cr,B+2lnd), donde n es un entero

cualquiera.

P=(r,B)tr,Bi28) !

h\m ﬁ\n;
0

Esta particularidad de las coordenadas polares nos conduce en

algunos casos, a resultados que difieren de aquellos ‘obtenidos en el

sistema coordenado cartesiano.
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- Lugarés aé‘omo'l.ri.co: b4

Para. nuestros: pri pesit crvendremos en. que “el éngulc polar

ara localizar puntos 'en el sistema

de un punto P, es ~'f-’}°'<"=, B & 3SO°
coordenado polar es conveniente utlllzar la representacién que consiste
Las

de una serie de circunferenc:.as concéntricas y rectas concurrentes.

circunferencias tienenncomo centro comun al poelo y sus radios son

miltiplos eriteros del radio mas pequefio tomado como unidad. Todas las

el "polo, los &Angulos entre cada par de rectas son

s

P

rectas pasan por

iguales.

2]
e

Ejemplificamos en esta representacidn los: puntos:::
P1=C4,I1/76> Pa=(6, 2n-3> P3=C-7,758% P4=CS, 7T74>

Para poder representar un punto Cx,y) del plano cartesiano en

términos de (r,B) en el sistema coordenado polar, debemos conocer la

relacidén que existe entre (x,y2 y Cr,B).

Para obtener relaciones sencillas hacemos coincidir el origen
C0,00 del plano cartesiano con el polo O del sistema polar y la
direccidn de las abscisas con la dirececidn del eje polar.

Sea P un punto de coordenadas Cx,y). Trazamos el vector OP

cuya magnitud sera el radioco vector r y lo calculamos como la distancia

de O a P, entonces r = _/x2+ yz.

Ahora trazamos la perpendicular de P al eje de las abscisas

cuya longitud es y, obteniendo un triangulo rectangulo que contiene al

angulo B, de las relaciones trigonométricas que ya conocemos tenemos
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“ Lugaree 'geomdtiricos . I

que: *

(0,00 B Y

Reciprocamente si tenemos un punto P de coordenadas polares |
Cr,Bd, ‘trazamos otra vez un tridngule rectangulo y a partir de las
relaciones trigonométricas que concocemos obtenemos:
X = r cosB ¥y = r senB B = arctg Cy 0

aplicando el Teorema de Pitagoras obtenemos: rz=x2+yz.
P=(r,8)

8 | N\
0=(0,00| cos B

Ejemplo 1:
Hallar las coordenacdas (x,y2. .del

polares son (4, 120,

Utilizando = las relaciones ' '.que - obtuvimos anteriormente

obtenemos:
X = r cosA = C4)Ccos 120°) = C4ADC-1.2> = -2
y = r senA = C4)Csen 120> = C4>CY32

[l\l)
Py

entonces P = (-2,2v3).
Ejemplo 2:

Hallar las coordenadas polares Cr,B) del punto P cuyas

coordenadas cartesianas son (2,-5).
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Lugares  Geomelricos L

Utily zando i 71' as Jobtuvimos i anteriormente -

o= _/x + ¥y _/Q+25 3
B = arctg Cy/x) = arctg C—S/S

como sabemos, existe un numero ilimit.ado de éngulos que cumplen nuestra

obtenemos?

-relacién pero, hemos dicho que’ ut.:.l:.zaremcs aquél que: sea. menor de

360°; por lo que B = 300°58°’.

Hacemos la aclaracién d q e sabemos. %5(9. y'e#' por eso que

B = 300°58’; porque arctg.(S/,-(s)

‘Ejercicios 3.1
1.~ Hallar la ecuacidn en coordenadas polar es de 1la

lemniscata, cuya ecuacidén en coordenadas cartesianas es:
sz+y23 z—aaszz—yZD =0 (Lo unico que requerimos es sustitulr : Xx=rcosA,
y=rsenA y aplicar relaciones trigonométricas adecuadasD.

2.= Hallar la ecuacidén en coordenadas polares de la cardioide,

cuya ecuacién en coordenadas cartesianas es: Cx2+y2)z—2yzcax-1)—2x3=0.

Con las coordenadas polares logramos ecuaciones mas sencillas
para nuestros lugares geométricos. Por uWltimo ejemplificaremos lo
sencillo que resulta representar a una circunferencia en coordenadas

pelares.

Ejemplao:
La ecuacidén en coordenadas cartesianas de una
circunferencia es: xz+yz=a2. donde a es el radio de la circunferencia;
comn sabemos, en coordenadas polares: r2=xz+yz. por lo tanto la

. z__ 2
ecuacién en coordenadas polares de la circunferencia es: r'=a’.
Los lugares geométricos que estudiaremos en particular son:

) La RECTA, el PLANO, la CIRCUNFERENCIA, la ESFERA y las CONICAS
CELIPSE, HIPERBOLA, PARABOLAD.
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‘‘Lugdres Geometricos I

Iniciaremos el estudi o

Como hemos v:.sto que los® vectc e J.:Lubresk:. .:s'eul:':o'dria pensar

que estas dos rectas son’ igua

) . g g . \
. Pl .
sin embargo, recalcamos que los puntos no son libres y al cambiar de
posicidén a 2 cambiamos al punto de apoyo, por lo que estas dos rectas

son distintas. Lo m&s que podemos decir de ambas rectas es que’ son

paralelas.
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Ligares "Oeomdtricos I

Ejemplo: : e .
" 'Sea 11 = {P|P=(0,0,0) + tCall+a2J+a3Kd .t un escalar} :

iy-sea L2 = {P|P=C1 V8,3 + tCalI.-@aEJ«’-’aSKi-J_ t vv,‘uh”esc;‘alar} :
L1 y L2 son rectas paralelas, ‘t;ien‘en jlé misma direccién pero

son :distintas como conjunto de puntos.

Ahora bien, para caracterizar. a unipunte Pl en el espacio
cartesiano lo hacemos con referencia a un punto fijo llamado origen; es
decir, tenemos un vector que tiene como punto inicial al origen y como

punto - final al punto P1.

Si tenemos dos puntos Pl y P2 los representamos como vectores
OPl1 .y OP2; podemos rel acionar a P2 en términos de Pl mediante el vector

b que va de P1 a P2, donde b = OPZ - OP1.

e

PL

En nuestra recta, a partir de PO podemos caracterizar todos
los puntos que nos refieren los vectores paralelos al vector dado a,
L ={P | P-PO = ta con t un escalar)..... c1>
cada wvez que cambiemos el punto PO a otro, Pi, contenido en nuestro
lugar geométrico, obtendremos un nuevo punto P que nos refiere a un
vector paralelo a a, es decir :
P-PO = tia = PPL

I 3

v

~
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o Lugcreﬁ Qeométricos I

De- esta fcrma conclu;mos que la caracte/lzaclén de una recta
) : un vector que sea

“no es unlca.'poquQ la'pued6 desdribl
‘paralelo al vector dado a. Slempre que direccién de a. En

partlcular podemos tomar ‘como vecto vector P2-P1, si P2

es un punto en L entonces. =
' =P ] P—PO =;scFEFFT

es decir'Cl) #hCED.

Si tenemos dos puntos cualesquiera Pl y P2, podemos definir al

conjunto de puntos que se obtienen a partir de un punto fijo y de un

vector dado, es decir podemos definir una recta.

Obtenemos la direccién de la recta come la diferencia de PlL y
P2, ’

L =4{P | 'P = PO + tCPE-FI> t un escalar}
recalquemos que como t es un escalar es lo mismo definir PE~P1 que
PI-P2, y que PO, el punto de apoyo, puede ser cualquier punto contenido

en nuestro lugar geométrico.
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Lugares Geométiricos 1

» E:Jéméi'o& & e ot R
ST En - 1a recta que pasa por P1=(6,4,2) y P2=C1,1,13:
(P | P=PO+tCPT-FZ t un escalar} . .

) P=PO+L[C6,4,8>~C1,1,19] t un escalar}
thc5.3,1>_ t un_eséalar}* . =
| Cxiy,22=C1,1,10+CSI+3J+K>  t un escalar}

Encue

o8 J.a‘;.v representacién de la recta’
L = 4Cxy,2) | Cx,y,2D=Cx0,y0,z0>+tCall+a2J+a3K> t un escalar}

dado que en particular, P1 vy pa son‘punto's en el espacio cartesiano.

Luego entonces, otra forma de representar a 1la recta es
mediante lo que se conoce como LAS ECUACIONES PARAMETRICAS de la recta;
las cuales se obtienen a partir de:

L = {{x,y,2> | (x,y,2z2=Cx0,y0,z0d+tCall+a2J+a3K> Lt un escalar}

L = {Cx,¥,2] | Cx,y,2zD)=Cx0+tal, yO+taz, zO0+ta3D t un escalarl}

Y de aqui: x = x0+tal y = yO+taz z = z0O+ta3
Notemos que para un punto, tenemos que t es el mismo escalar en.-las

tres ecuaciones.

Supongamos ahora que al,a2 y a3 son distintos de cero, como t
es el mismo escalar para cada una de las tres ecuaciones paramétricas

de la recta en cada punto, tenemos que:
L = X°X0 _ y-yo _ z-zo
al az a3

son las ECUACIONES SIMETRICAS de la recta en el espacio cartesiano.

ol Gt2,05 PO=00,40,:0

Ptxy,2)
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de la si gv.‘xri‘e:hvt.’e/ form

PO+LCP2-P12 =[x=51 +C:

St Cx2=x1D, Cy2~y13-3
’ x=x1 PR ok Y R 4

/o ﬁ:(xAy,z)

Ejercicios 3.2 :
1.~ Obtener las. representaci c‘:ni‘es

las rectas dadas por: E : Lo
a) PO=C2,-1,3),

b> PO=CS,-1,2>

Si  nos situamos en el ‘kpraho‘:‘ ’cartres‘iano, entonces una
recta la representamos como:
L ={x,¥y) | Cx,¥D = Cx0,y0> + t Cal,ad t un escalar}
LAS ECUACIONES PARAMETRICAS de la recta, en el plano cartesiano,
son:
X = xO+tal y = yO+ta2
y si al y 22 son distintos de cero, podemos representar a la recta

como:
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‘Lugares ;Oeorﬁé".ri.{:ea it 4 2

Petxg)

 De ésta ultima igualdad obtenemos otra re;;‘sr?ésebntf_ayéiénf‘dé la
recta que nos es mas familiar: SR . . ; i
= a2 o
y-yO = a1 Cx—x0D
donde a2-al1 es la PENDIENTE m de la recta,

y—yO = m Cx-x0D

es decir, m = z:ﬁ

02 (a5 / PRO0
al
P=(x,w)

-

Por otro lado, si conocemos dos puntos PlL y P2 ,_dé ,lag‘rec't.a: en

el plano cartesiano, podemos representarla a partir de:
L = (P | P=PO+LCP2-P1> t un escalar} y de
y-y0 = m C(x—x0D SR
de la siguiente forma: . ; AL
P2-P1 = b, por lo que Cxa—xl.ya—yiD=b1717+b'aj,;'_:l_dego i
bl=x2-x1 y b2 = y2-yi ‘
entonces:
y-yl = z—:—:%g‘— Cx=x12
es la representacién de una recta en el plano cartesiano A PARTIR DE
DOS DE SUS PUNTOS.

- | TESIS NO DEBE
: ; SALR BE 1A BiSLIBTECA
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htg%f#do;

definimos LA ECUACION GENERAL DE LA,RECTA;E STANO coma: .

Ax:4+ By + C. =0

Cporque es una ecuacién -general Iineal en-d

De la ecuac1én general ‘de la recta enrel: plano cartesiano, si
A,B y C son distintos de cero, .obtenemos otra representacién de 1la

recta:

CAA/CIX + C-B Oy = 1

xsa + yrb =1 ) -
donde a=-CrA 'y b=-C~B son las hagﬁi£udéé' He los segmentos que
intercepta la recta en los ejes ccordenados.>A “ésta ‘representacién se

le llama ECUACION SIMETRICA de la rg;t’

el: plano cartesiano.

L Waty/bet

Dada wuna recta en el plano cartesiano, tracemos por el origen
una perpendicular a la recta dada y llamémosla normal. Sea P el punto
de intersececién de la normal con la recta dada y digamos que el vector

de direccidén de la normal va del origen hacia P.
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,.bLuércxres Goométricos 1

Si A 'es ‘el &ngulo quéﬂfofmén 3d6n_ei eje de las
abscisas 'y D' = \"6F|. la ecﬂécléntfdéﬁé ééhﬁf_eh el - plano
cartesiano puede escribirse como: . v v

X cosA + ¥y senA ;fD s
a ésta representacién de la recta Séfié Aénc CUACION NORMAL., de

la recta en el planoc cartesiano.

Dada una fecta en ei ﬁléné polaf. tracemos por el polo una
perpendicular a la recta dada y llamémosla normal. Ssza M el punto de
interseccién de la normal con la recta dada y digamos que el vector de
direccién de la normal va del polo hacia M; sea B el angulo que forman

la normal y el eje polar.

Tomemos en la recta dada un punte arbitrario P cuyas
coordenadas polares son r ¥ Q. En el trif&ngulo rectangulo OMP obtenemos
la ecuacién: r = ZoscaBy
que satisfacen todos los puntos de la recta dada. A ésta representacidn

de la recta se le conocce como la ECUACION POLAR de la recta en el plano

cartesiano.
o
>
[}
Finalmente recordemos que podemos encontrar un vactor
perpendicular a otro en el plano cartesiano, intercambiando las

componentes y cambiandole el signo a una de ellas. Notemos que en la

ecuaclidn:
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1 1 elgam‘os

y punto ‘es igual a cero,’ es;d

Lugdarea’ Qeomdiricon I

CaE.—alDoCal.aE)‘ﬁr_

esto es, si H=Caz2,-al) es perpendlcular ‘a a, Vpodemos representar a la

recta en el plano cartesiano como: |

HoCP=FO> = ©

EJ erc:.c.t os 3. 3

1.

la recta definidad por:

y D=2.

(n-5,-33 y

"Det.erminar la pendiente y las ecuaciones paramétricas de

a> P0O=C-3,5), a=(2,-1)
B> PO=C2,-32, a=C1,12 ;
- Determinar la ecuacién de’'la recta defini i

a) P1=C-3,%50, Pa=(-&,-7)
b> P1=C-1,-12, P2=C3,7)

~ Determinar las eucaciones géneral y simétrica de la recta:
ad> Del ejercicio 1 ad
b)> Del ejercicio 2 bD

- Determinar la ecuacidn normal de la recta dada por, A=7/601

.- Determinar la ecuacidén polar de la recta que pasa por

es paralela al eje polar.
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Lugares GQeométiricos T
3.2.2 Interseccién de’dos réctas en dos y tres dimensiones.

Volvamos al espacid cartesiano. Sean P1 y P2 un par de puntos
distintos en el espacio cartesiano y sea L={P|P=P1+LCP2—P1) t escalar}
una recta que pasa por Pl y P2, Supongamos dque L‘={P|P=Po+s; s escalar)}

es otra recta que también pasa por Pl y P2. Deseamos mosirar que L*=L.

Como PL y P2 son puntos en L*, existen escalares sl y s2
distintos tales que P1=PO+s1a b P2=PO+52£; entonces, para un punto P en

L tenemos que para algun escalar t,
P = P1+tCP2-P1) = C(PO+s1ad+tCPO+s1a—PO-s2ad

P = PO+sla+tCsil-s2>a = PO+[s1+tCsi—-s2d1a
esto es, si P es un punto en L. entonces P es un punto en L*.

Ahora bien, si P es un punto en L', entonces para algun

escalar s,
P = PO+sa = Pl-sla+sa = Pl+Cs-sl/s2-s13CP2-P1>

es decir, si P es un punto en L* entonces P es un punto en L. Dicho de

otra forma L=L*.

Recordemos ahora que dos vectores a, b son paralelos si unoc es

un escalar por el otro, es decir, a = tb. De aqui, definiremos que dos
rectas L1={P|P'—“P1+s; s escalar), L2={P|P=P2+LE t escalar) son paralelas

si los vectores a, b son paralelos.

12
Pt Pk

/"E
P

4
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UNA paralela a L..

Sea Ll —{PIP—P1+La t escalar} una’ recta a alela ‘a L que pasa
por Pl1. Sea La= {P|P~P2+ub u escalar} otra’ Credtar \q'v;xe »Vpasa por PL oy
tambien es paralela a L. Como Pl es . un punto i'c:!‘é.“';_.a','fesr‘_ist.e un escalar
ul tal que P1=P2+u13; ademas como. L2 es paraly‘el.’;'ﬁa L, 5=rl_:->para alguan
escalar r, tenemos entonces Pi1 +£=P2+Cu1+»x")_b-.r\,_EsLo‘iei$r;,,lque P'=Pl+a esta
.en la interseccién de L1 .y L2, pero Pi .y 'P‘i; son 'p;.mtos distintos, ¥

ambos estan en la interseccidén de L1 y LZ.. De acuerdo con lo que vimes

anteriormente esto implica que . L1=L2.: D.cho de ot;ra. f‘orma por Pl sdélo

pasa UNA paralela a L.

Por otro lado, si tenemos dcrsskrj'e‘_-,ct"as L1 —F'{P|P=P1 +sa s escalar}
Y L2=(P'P=PE+LB t escalar} paralelas, entences L1=LZ & la interseccién
ae L1 y L2 es vacia. Es clareo, por todo lo qﬁe hemos visto hasta ahora,
que si dos rectas son paralelas no deben intersectarse en punto alguno,
peroc, supongamos que encontramos un punto de interseccién PO, Entonces
existen escalares sO y tO tales que PO=P1 +SO;=P2*tOE; como ademas Li y
L2 son paralelas, a=rb para algun escalar r. De aqui tenemos que,

PO+a = P1+CsO+1Ja = P2+(tO+rd>b

es decir, P*=PO+a esta en la interseccién de Li y L&. Nuevamente Li=L2Z2
porque no puede suceder que PO y P', siendo puntos distintos, esten en

la interseccién de ambas rectas.

S
— T
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Si sucede que L1 y L2 son rectasNO paralelas, entonces se
intersectan en UNNs6lo punto 6 NO se inﬁer'séct.an. Debe ser claro que
puede darse el caso en que dos rectas no paralelas en el espacico NO se
intersecten. Imaginemos una recta en'el techo de un cuarte y otra que
no sea paralela a la primera, en el piso del mismo cuarto, fig.Cad; si
suponemos que se intersectan, fig.(b), debe ser unicamente en un sdélo

punto,

De acuerdo con lo quer hemos visto, si se intersectan en mas de un
punto, Li=L2; pero,' como . son .na paralelas, no pueden ser la misma

recta. Por eso la interseccidn de ambas rectas no puede contener mas de

un punto.

Sean L1={P|P=PO+sa, s escalar}, L2={P[P=QO+tb, t escalar}.
Como son no paralelas a Yy b son linealmente i ndependientes, entonces

existen u y v, tales que el punto P=PO+ua=QO+vh esta en ambas rectas,

es decir:

PO - Q0 = -ua + vb
CPO-QOYeCaxb) = O c1>

por lo tanto, P es el punto de interseccién de L1 ¥y L&8; y la cﬁndiciéh

para que se intersecten las rectas, esta dada por la igualdad C1D.

\
/
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o EJemplo 1“

DeLermnar si las siguientes rectas son par

un: punto de intersecciodn. - :

L1={P|P=C1,3, -2>+s(3,-6,9 = éscalaﬁi

L2=(P[P=C2,1,7>+4(-2,4,-6> t escalar}

L1 y L& seran paralelas si existe u’h::v esc
€3,~6,=rC-2,4, -6 L

es decir, 3=-2r, -6=4r y 9=-Br; es claro que‘?r— ue 1-'-1‘,}’;1—3

son paralelas.
Segun lo que definimos, debe suceder: qu z se
intersectan. El punto P1=C1,3,-2) esta én-Li ‘pero: noies é—gn'LE. por lo

que L1 no es igual a LZ2; entonces L1 y'La no 'se,

Ejemplo 2:
Determinar si las siguientes’ rectas son para;jeias'iy si existe

un punto de interseccidn. ) oy ;
L1={P|P=C9,2,-113+sC2,1,-3> s escalar}

‘ L2=(P|P=C2, ~1,3)+t(1,1,2 t escalar}

Ll ¥ L2 ser&an paralelas, si existe un escalar u tal que,

c2,1,-3d=uC1,1,2>

es decir: &8su, 1=u y -3=2u; es clarop que no existe un escalar que

cumpla las tres ecuaciocnes. Por lo que L1 y L2 son NO paralelas.

Segun lo que definimos, L1 y L2 pueden o no intersectarse; para

saberlo, calculamos el siguiente triple producto escalar:

e 7 1 -8
P2P1xCaeob) = (2 1 -3| = 20
11 2

Donde: P1=C9,2,-11), P2=C2,-1,3>, a=C2, 1,-30 ¥y b"Cl 1,20.
Come el triple producto escalar es distinto de cero, entonces L1 y L2

NO se intersectan.

Ejemplo 3:
Determinar si las sigulentes rectas son paralelas ¥y si existe
un punto de interseccioén.
L1={P|P=C1,3,00+s(2,1,1> s escalar}
L2={P|P=C2.1.0)+LC1,3,1D t escalar}

Dejamos como ejercicio verificar que las rectas son NO paralelas.
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: Segun : lo que det‘l nimcs.

saberlo. calculamos el sxguiente

'i:;;j'al“elfas Uy

Veamos, 'en’ g

rectas paralelas y''s <. ones. ent.re rectas que est..:m en e_,

espacio cartesiano’y la t,én eh el plano cartesn.ano.

Ejemplo: 77 i
Determine la rectﬁ‘qué pasa por C1.—_—3) Yy es paralela a la
recta que pasa por C-5,8) ¥y C3.0);
Sabemos que s6lo existe una recta que pasa por (1,-32) y es
paralela a la que pasa por (-5,8) y (3,0). La recta que pasa por (-5,8>
y €¢3,0) es: (3,00-C-5,8> = (8,-8) = 8(1,~-1D
{P|P= C3,00+tC1,~1> t escalard

Yy la recta que buscamos pasa por C1,-3) y es paralela a (1,-1),
L = {P|P=C1,-32+LC1,-12 t escalar}
L = {P|P=C1+t,.-3-t2> t escalar}

87



Lugdres  Geométricos I

Si L1 y L2 son rectas’ANO~ paral’el"ak‘s'ren' el plano cé.rtesiano.
entonces se intersectan en un sdéla pur lo. Nuevamente debe ser claroc que
deben de intersectarse en un. soélo ;puxv'nt,_o; ya une' si tienen mas de un
punto de interseccién deben ser la misma recta, pero esto no puede ser

porque son NO paralelas.

Ejemple 1:
Determine la interseccién de las rectas L1, que pasa por CO,1D
y €2,40,. ¥y L& que pasa por (2,32 y (2,9. !
Las rectas L1 y L& son,
' €2.47-C0,1> = ¢2,3> Cennna o
L1 = {P|P=C2,42+sC2.,3) s escalary. . -

C2,90-C~-2,3) = (4,80 =2 (2,3
L2 = {P|P=C2,95+tC&,3 t escalar}

“entonces. . no" se

por lo que ambas rectas’ son ' p‘é.xjalwel'éf.s.u

intersectan en punto alguno.

Ejemplo 2: i
Determine la interseccidon de - : 1as wx'-ect,\ag Li1:3x+8y-7=0 " y
L2: x+By+2=0. i " '
Dejamos como ejercicio verificar E;ue las rectas son NO
paralelas. Resolvemos el sistema de dos ecuaciones. con dos incégnitas:
Bx+2y=7 '
_ x+By=-2
y obtenemos que el punto de interseccidn es P=(3,-1).

Ejercicios 3.5

1.~ Determine si son © no paralelas las sigulientes rectas, en

calcular el punto de interseccidn.

caso afirmativo,
¢2,3) paralela a (1,1.3> y la

adLa recta que pasa por
recta que pasa por (2,3) paralela a C1,-1.-3D
bOL1 = {P|P=C—4,0>+sC1,8) s escalar} y

Lz = {P|P=CO,10+tC2,-3> t escalar}.
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3._2,3"Fam.i.lias de rectas en dos y tres dimensiones.

‘.Sébemos que =i tenemos dos rectas en el espacio cartesiano que

se :'iht'eréectan.r lo hacen en un sé6lo punto PO. Pero, es claro que no son

.las’ Ynicas .rectas que pasan por ese punto PO.

v

'.J_,Qli‘é:::es ‘loque: varia. entre tio‘d;a;'sr'

direccién,

Cualquier recta de ‘este conjunto Tti ene ‘una’ ecuacién de la
forma L={P|P=PO+ta, t escalar}, donde a es un. vector en CUALQUIER
direccién. De esta forma, a partir del punto de interseccién PO de dos

rectas cualesquiera, formamos lo gque se llama una FAMILIA DE RECTAS

cuya ecuacidén es en general,
F : {P]P=PO+LaL t escalar, a, un vector de direccién)

Una familia de rectas de este tipo, donde el vector de

direccién puede tomar cualquier direccidbdn, nos genera TODO el espacio

cartesiano C(por claridad en el dibujo, ésto no se muestrad.
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La ecuacién en general de esta I:amiliz‘sldé réétzas s
F: {L|L=Pi+ta t escalar} = o o _
donde 3 es una direccidn fija y Pi es cualquier punto de -aﬁo&b. ,,c‘lue” no.
este contenido en una recta previa de la familia; ‘esto"eSA.-Si -Lomamo‘s
como puntoe de apoyo a un puhto de una recta de. la "'férr;ilia.ﬂ'.'

obtendremos, nuevamente, ésta itima.

Comc Unicamente nos movemos en una direccién. con ésta familia

de rectas, NO generamos a todo el espacio cartesiano.

oo
o ,’%sz}fff% 4
L

Ahora tdméinos ‘una’ recta cualquiera en el plano cartesiano. Sea

L. = {P|P=P1+ta t'escalar}; nuevamente variemos el vector de direccién,

f=le)



~

ecuaciédn general, :
F:- ’{L:l'

donde a es un. vect

Si ahora  tomamos-1a’ misma Tecta

L={P|P=Pl+ta t eScalér_‘} y variames el

donde a es un vector de direccién f‘i‘jc;‘{ yiPi u Losicualquiera, . no
contenido en una recta ya definida. EZs‘i_cllar'c'w qUéfe__sté tipo'"de; familia

TAMBIEN nos genera TODO el plano cayrt,es'i‘a;ib

} = En geher'al‘.';,}io:c‘l; cv:s_f;fp'r"‘mai' la familia de rectas que pasa por
el puntoc dé inf_-errs'é‘cc;iénjy dé,riois rectas cualesquiera de la siguiente
manera;-.sean L1 y L2 dos rectas cualesquiera en el plano cartesiano gue
se intersectan en el punto PO: 7
L1 :. AlX+Bly+C1=0 Le : A2x+BEy+Cé¥0 VPC7>=C><O.yO).
Consideremos al y a2 escalares. entonces sucede que:
alll : alCAlx+Bly+Cld = alAlx+a1!31y+aiC1=O
azl2 : az2CA2x+B2y+C2) = a2AZx+a2Ba2y+azCa2=0
por otro lado, como PO=(x0,y0) es un punto de ambas rectas, debe
cumplir la ecuacidn de cada una ellas,
Al xQO+B1 yO+Cl =0
ABXO+B2y0O+C2=0
y también debe cumplir las ecuaciones al multiplicarlas por al- y a2,

al1C A1 xO+BLy0O+C1) = alAlxO+alBly0+a1Cl=0

(=31



‘~"Luguran' Geométricos I -

| aBCARXO+BEYy0+C2) =, a2AZx0+a2Bay0+as2Ce=0"
-aill yya2l2 evaluadas en F o

> A2 %O +a 2By 0+agCa=0

De ésta forma obtenemos wuna nueva rééta LSV que también
intersecta a L1 ¥y L2 en el punto PO. Si tomamos al y a2 en los reales,
obtendremos una familia de rectas como combinacién lineal de L1 y LZ&;
la ecuacidén de la familia queda:

F: {L'| L =alll + a2l.2 = 0, al y a2 escalares)}

EJempld;
Encontrar una recta de la familia de rectas que tiene como
punto de interseccién, el de las rectas:
L1 ¢+ 8x -y =1
L2 : 3x + 4y = 2
La familia de rectas tiene la ecuacidn:
F : {L| L=sC2%-y-1D>+t(3x+4y-8> = O s.,t escalares}
entonces una recta es, )
L3 : al2x-y-12> + C(-12C3x+4y-2D

[l
Q

L3 : x =By =0

a2



Lugares Geométricos 1

"Eje‘rciizio‘s’ ale T
Dadas las rectasi:
1.~ L1 3x—8y+12 O y LB: 2x+3y=7, PO=(-3,1)
“Ei< L1 Bx+3y-7=0 y L&: Bx-2y=8, PO=CO,0)
ad Haliar l;a ecuacidn de la familia de rectas que pasa por la

interseccidén de ellas.
b> Hallar la ecuacién del miembro de la familia, que pasa por:

el punto ir;di cado..

3.2 4 Distancias.

3.2.4.1 Distancia de. un punto.a una recta en:_dﬁs s

Vamos “ahora a calcular la distancia..de

recta L en el espacio cartesiano. Sean P1 =C)d..y1.z:1'-
X-p._ ¥Y-q. _ Z-r o Ll
b LT

A partir de P1 trazamos una perpendicular a L, sea N 1la

interseccién de la perpendicular y L; sea P=Cp,q,r) un punto en L.

Entonces d=|NP1|=|PPl|senA, donde A es el &ngulo entre” L 'y
lo definimos, |PPixd|=|FF1| |E|senA donde L=[a.b,cl, luego,
sen A = |PPIxd|~|PFL||LC|

PP1; por

por lo que,

d = |PP1|sen A = |PP1||PPIXL|~|FPL||L| = |PPixl|~|L}
g = Ixt-p.yl-q,2zi-r] x [a.b,c1]

.// a~Z."_b2_‘l_‘:z
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Tracemos por. PL 1 pendicular ‘NPT a L.  La distanci.

es el médulo de 1a hr'ojék;cip deliiv ‘c':L'é;r’:_!fQPlx‘sobrvé‘ la . direcci®

asi tenemos, _
a4 = |FoPTe| = |Ix

[p]
| Al +By1~C Axo+Byo) |
/A2+Bz

v

Como PO pertenece a L,

d

[ AL +By1+C|
d = — o

1’/Az"_Bz

94




Ejemplo:: S
‘Caleuls

3.2.4.2 Distancia entre. dos rectas-en tres dimensiones.

Como consecuencia del 'prbblyema anterior surge la inquietud de
calcular la distancia entre dos rectas. La minima distancia entre dos
rectas en el espacio cartesiano que no se. intersectan, esta dada por la

longititud de la perpendicular comin entre los dos puntos mas cercanos.

Ejemplo:
Calcular la distancia entre las rectas:
Li: x+5,-3 = y+5/a_' ="z-1,-2 era: x~9Q 6 = y 2 = z~-2/-2
Sean P1=C-5,-5,1) 'y P2=(9,0,2> puntos en L1 y L2, [1 y L2 los
vectores directores de L1 y L&, respectivamente. Calculamos un vector

unitario 1; en la direcciédn perpendicular a Li y L2, utilizamos el

producto cruz,

5 = Lixtg _ _Is,e,-2] x(6,-2,11 _ [2,3,6]
|LIXCE| LIz | 7

Por timo, la longitud de la perpendicular coman entre los
dos puntos mas cercanos, © sea la distancia entre las dos rectas, es
igual al médulo de la proyeccidn de PlP2 sobre la perpendicular misma,

PiPz = [14,5,11]

[=1=]
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para el célculo de la proyeccidén utilizam s

" recordemos

; 'PlPE.p, |[14 5.1 1el2/7.3-7. 5/7],

: : En'este ejemplo d = |P1Pa.p] porque p es un vect,o
‘siino lo'fuera  tendriamos:

‘ |PTFZe5|~ |5 |

EJercicios 3.7
: 1.~ Calcular la distancia entre el punt.o y la recta dados. .

a) P=(6,-3,3> y L: x—-C3—-yD/2—(—z+63/2
b)Y P=C-1,2,3) y L:C(X=7) /B8=Cy+3d —2=z,3
ed P=C4,~1D y L:3x-4y+12=0 ‘
dd P=C2,-3> y L: 43%-5y+10=0
,2.— Calcular la distancia entre las rectas siguientes,
ad) Li(x=1d/8=y+2=z~3 y L:(x+8d/ —3=y-2=Cz+1D./2
: Vb) L:Cx—l)/&:y—4=€z—5)/2 ¥y L: (x-80/-1=Cy-8)-3=C=z-11D-4
3 —~.a) Deducir la férmula para calcular la distancia entre dos

rect.as paralelas en el espacio.
“bd" Calcular la distancia entre las dos rectas paralelas,

L:’_cx;en ks—c B A=CB-ZI /A y Lt Cx=13/B3=CB-y) /=d=C Z+3D /=4

"3.3'El plano.

Vamos a continuar nuestro estudio de los lugares geométricos

con 1 PLANO. Aun cuando llamamos PLANO cartesianc al plano afin

asociado a nuestro espacio vectorial de dimensidén dos, la nocién de

"plano' como lugar geométrico no tiene sentido en un espacio vectorial

de dimensién dos; por lo que uUnicamente lo estudiaremos en un espacio

vectorial de dimensién tres Cespacio cartesianod.




Lugares geométricos: I

Cdando s—t-o, POP—O y P0-P 'esto es,’ PD es un punto del plano.A; .

Si t=0, de la ecuacidén: del plano se tlene que, n {P'POP—sa i escalar}
que es la ecuacidn de una ‘recta que pasa por’. PO Y t.:.ene coma vecLor de- *
d:.recc.Lén a2 a. Similarmente. si s=0, obtenemos: una recta’ que pasa’ por:. PO
y tiene como vector de direccidn a b._ Ambva_.s’ r,eyc;t._.yas es#én contenidas en

el plano.

“‘k'

N

Obtengamos ahora la representacién paramétrica del planc. Sea
PO=Cx0,y0, 20>, a=ail+a2J+a3K y b=blI+b2J+b3K, a y B no paralelos.
Entonces, un punto P se encuentra en el plano [1 si y s6lo si existen
s,t escalares tales que POP = sa + tb. Esta condicién es equivalente a,

n=ApP} P = PO+sa+tB =,t escalares)
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Lugares Geométricos I

PARAMETRI CAS

no _hplg y ' perpendicular a'j;‘f

P=Cx,y,zd en 11, o
POPen = Csa+tbden = saen ..

esto es, POP es perpendicular a Erf i N O O P i

' Por otro lado, si P.es un punto tai.que FaFrséa berpendicular
a n, entonces POP = sa + tb para algunos s ¥y t escalares, y P es un
punto de [I. De esta forma, el plano I1 es el conjunto de todos los
puntos P=(x,y,z) tales que POPen=0, donde n se denomina el VECTOR
NORMAL al plano M.

Sea n = AL+BJ+CK, la ecuaciﬁhf

M ACx-x0D + BCy-yOd +:

que la podemos reescribir como,  ‘
n: Ax + By + Cz . +:D



tres ‘Vax“iér losd.

Ejemplo 1
Dados, PO=C4,1,2), a=2I-3J+K y b=2J-4K. Obtener las ecuaciones
paramétricas y la ecuacidén general del plano [, determinado por ellos.
N=(P| P = PO+sa+tb s,t escalares}
n=(P| Cx,y,z> = C4,1,-2>+sC2,-1,12>+tC0,2,-4> =s,t escalares}
M=A{x=4+8s, y=1-3s+2t, z=-2+s—-4t s,t escalares}

I J K
- -, =_l2-3 1] _
R=axB= |52 g| s101 + 85+ ek
M: 10Cx~4) + 8Cy-1> + 4Cz+2> = O R
M: Sx + 4y + 28z —'20 =0 . . Ecuacién General . . ..

Ejemplo 2: ; o e
Escriba la ecuacion del  plano ' que pasa “por: 1cs puhtos B
P1=C2,-1,4), P2=C-3,0,2> y P3=C1.-4,6). e
: : Sean a = PiP2 = -5I +J -2K y b = P1P3 = -I -3J +2K, "
entonces n = a X b = —-4I + 12J + 16K,
utilizando el punto P1 obtenemos :
—4Cx—2> +18Cy+1D +16Cz—4d> = 0O
nN: x -3y +z -4 = O
En este ejemplo se nuestra que cualesquiera tres puntos que no

osten contenidos en una misma recta, determinan un uniceo plano.

Ejercicios 3.8
1) Encuentre las ecuaciones paramétricas y rectangular del
pPlano determinado por PO=C2,-1,3), a=2I +J+K y b=-I+2J+3K.
2) Escriba la ecuacién del plano que pasa por los puntos:
a)Pi1=Ca2,-1,3> P2=C1,0.42 P3=C-1,4,3>
bOP1=C1,2,-32 pPa=(-1,4,62 P3=C0, 3,320

=ie]




Sea n°' Ax+Ey+Cz+D = O un plano que inte secta
puntos A-—Ca 0, O).

cocrdenadcs : X Y Z en

) respeqtlvamente o
: | o el punto A
ecuacién’ de donde a =’ —D/A‘
‘ ] planc H que pasa por el punto .,E
‘bB + D = O, de donde b = -D/B

ecuacidn::
LE.

. : pl kno 1. que pasa por el
ecuacién ”:: S “"eC + D = O, de donde

£y
Y
Y

reveavesars

S

Ax+B 0. ehtenemas .,

. De la ecuacidén del plano I:
Ax + By + Cz = =D
Ax/—D + By-/-D + Cz/-D ~:— .
x/C=D/AY + ys/C—-D/B) -+ z/ =

que es lo mismo que, :

x/a + y/b + z/c =1

A esta representacién : > conoce como ECUACION

SIMETRICA DEL PLANO.

Ejemplo 1:
Determinar la ecuacién del planco que corta a los ejes
coordenados en los puntos A=C2,0,0), B=C0,-3,0) y C=C(0,0,-1).
Utilizando la ecuacidén simétrica del plano,
X2 + y/C-3) + = C-1D =1 '
f: 3x—2y-6z-6=0
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Lugares. Jeometricos I ..

EJemplo 2-'

DeLermJ.n'

nLc‘s':’én los que: el plano [ -

Tenemos

si mét.r:.ca, B

luego. sean A,B, C 1os punt.cs de

y2).y €2,0,0d

coordenados en los puntos

e‘rjse“cbcién del plano 3x-By+8z-24=0

3.3.1.1 Di stancia ‘de un’ punteo’'a un _blﬁano.

ViSea N:  Ax+By+Cz+D = -0O.wun: plane 'y PO=(x0,y0,z0> un punto.

cualquiera, tracemos una perpendiculaf a 1 desde PO, sea N el pie de
esa perpendicular. La DISTANCIA DE PO A ' esta dada por d = |NPO| .
~—C0
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“Lgaras L Qeometricos . X

A Cons:.deremos L _Véua-il,elUi'.l".
entonces Lenemos. ; L
| PEO;
el

vector unitario tenemos.

LAC xo—x) +BC yo—y)

/A +82 +C’

: " : [ Axo+Byo+Czo~C Ax+By+Czd | .. !Axc+Byo+Czo+Dl‘

d o= |PPo§F§|

Ld. = ==
Snon i Satestac? T a%aptac?

la distancia del origen a un plint.c del plano fest,'é ‘dada

por: lo anterior,.

por_:A‘,‘:‘_ .

o]
: B /Az+Bz+C2

Si’ suponemos que”‘rl Ao pa

éqr el ‘origen, esto es Dx0Q, Podemos

calcular los cosenos directoreéside 'l‘af'rec‘ta OF, de'la siguiente forma:

AC-D/|D[2> e BC-D/| D2 cc-D-|D|>
cos.F — cos G =

cos E = oS ET
/aZ+BZ+c? e a%ee®ec® o / a%+8%+c*

.{

02



ngdrq:‘" dééme‘ificéﬁ h 3e

como c—D/|D]‘JCD/|D|) = D% = 4, Lenémos

13} x ‘cosE + 'y cosF + z cosG - S d = O
A esta ecuaczén se le conoce como LA ECUACION NORMALLDEL. PLANO Donde

cosE. cosF, cosG son los cosenos dlrectores dtal vectcr ncrmal al plano,

cuyO punto .inicial es el erigen O-y cuyo punto fz.nal es un: punto en II,

v d es la distancia del origen: al" planoc:I]

Ejemplo:
Dado el plano II: 2x+y-z—4

"ai'fc_li‘st.a.ncia del punto
PC3.-1,2) a N, escribir la: e . ‘planc’ y. encontrar la
distancia del eorigen a n, : o

Segun la férini;l anéiaﬁ:de un_  punto

cualquiera a un plano,;

| Ao+Byo+Czo+D| |2C
d = =
/.2, .2 -2
+B7+C
" AT +B
Para obtener la ecuacidn normal. del plano a partir de 1la
ecuacién general, tenemos que dividir entre - AZ+pZ a2 si D>0O, y entre

/AZ+BZ+CZ si DXO. Si D=0, entonces tenemos ambas posibilidades.

Como en nuestro ejemplo D=-4<0, entonces tenemos que dividir
entre Y6. De esta forma la ecuacidn normal del plano es:

2% b4 z 4

y la distancia del origen al plano es:

d =4 - 76
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en_te,.f losl‘;osehos directores son: -
cos F' = 1.6 cos

cn‘:‘ys‘;_ E%Ei:bs Ff=—2c¢s ‘G, es decir,

la ecuacién del pla’.ﬁé :

: 'di:s;t.hia_.ic‘ia al origen. :

“Ulad ex-3y+5z-30=0

by =3Bx+2y-z=0 -

>} "C_al cular la distancia del plano al :
ad) 2x-y+2z+4=0, P=C1,-2,5)
b> 3x-28y+z—4=0, P=C1,1,1).

3;3.2'Intersecc16n de dos planos.

; Discutiremos ahora el problema de interseccién de dos planos.
Diremos que existe interseccidén entre dos planos siempre que sean no

paralelos.

Definicién.- Se dice que DOS PLANOS son PARALELOS si sus
vectores normales son paralelos; esto es, si el producto cruz de sus

vectores normales es cero.

Sin embargo, notemos que los dos planos X+y+z=1l y E8x+2y+2z=2
son en realidad el mismo plano, ya que une es combinacidén lineal del
otro, en este caso diremos que son iguales pero, no diremos gque son

paralelos.
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T CEjemplo 1:

Cabe recalcar que en- el casoide: interseccién  de dos planos

paralelos, s6lo puede suceder que’ ‘c.j‘oi.i-icidaxj'v ‘Ces decir, que sean el

mismo 'planod o que no se intersect{enl'

[N

Ejemplo-2:-. % |

Determinar

ad” Comc“'
que [l ¥/l& son paralelos.

©d Al /AZ=1.~3=Bl.,B2=Cl.-C2=Di,/D2," por lo

iguales.
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interseccion

dos’ pl;hg ‘n

".,g"

R Ty

N e T T L]

Vamos a expresar a X y a Yy en términos de =z, de esta forma

obtendremos la ecuacién de una recta donde 2 sera nuestro parametro.
Despejamos x de la ecuacién de i,
¥ = (-Bl/A10y+(C-~Cl/A1D=+C~D17A1)

sustituimos este valor de x en la ecuacién de 12 y despejamos y,

Nne: AZ[C-B1/A1D y+( -C1 /A1 z+C —D1 A1 J+B2y+C2z+D2

N2: C-A2B1 7A1 +B2) y+C ~A2C1 7A1 +C2) z+C —A2D1 7A1 +D2D

y = [C=AZC1 /Al +C2) /C —-AZB1 /A1 +B2) 1z+C —AEDL Al +D2D /C ~AZ2B1 /Al +B2D
ahora tenemos a y expresada en funcidn de =z,
y en el despeje de x y obtendremos a x expresada en funcidn de z, es

sustituimes este wvalor de

decir: x = C3z+D3 y = C4dz+D4 z = =
el conjunto de tedos los punteos gque cumplen estas tres ecuaciones
tienen la cualidad de estar en ambos planos, por lo gque pertenencen a

la interseccidn de los dos planos y como ya sabemos, estas ecuaciones

nos representan una recta.

Ejemplo 1:
Encontrar loz puntos de inter seccidén de les dos planos

43x+3y+z=0 y x+ty—z=15.

Primero es conveniente asegurarse de que son planos no
paralelos C(dejamos esto como ejerciciod. Vamos a expresar x y y en
términos de z, de esta forma obtendremos las ecuaciones parameiricas de
la recta, que es la interseccidén de los dos planos, donde =z sera

nuestro parametro.
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n ro' paralelos tomamos
un punto en I11, P—-C1,+2 bé‘rnos"que se encuentra

gl=zy na ‘“s‘ik sucede que:

resol vemos y obtenemos,

o1 B +sC-1,0,2)
'—c—a 5/2,—7/2>+ec 5,2, 4D

luego entonces v lk

V’Lnter eccylén de M1 y 2 es la recta:

—{P[P SC-miS B, 7 o2 esCi8,2,-4> s reall

3.3:3 Ihi’er.secc‘iéﬁide' una recta‘y ‘un’ prano.:

"'A. continuacién anallzaremos sedando i decimos ique - existe

1nter=ecc1¢5n .entre una recta. y un plano
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‘Lugares Geomélricos I

Definicién. - Decimos que una REGTA L es PARALELA a un PLANO I,

si L es ortogonal a una normal en I1 ¥ no

un real} una recta y [I: Ax+By+Cz~-D=0 un planc

Sean L=(Pi+ta, t
por definicién no existe

paralela a I,

cualesquiera. St L es
sf LL no es paralela a [ entonces se

interseccidin alguna entre ambos;
intersectan en un sdlo punto Q. Para demestrarlo escribimos la ecuacidén

de I1 como n=(PlP0;=—D} donde P=Cx,y.zD es un punto de N1 y n=[A B Cl es

una normal a 1.

) 3
— ?
- 1\

un punto de L se encuentra en [1 si sucede que

Ahora bien,
entonces a y n no son

CP1+t;.)Q;=D; como L no es paralela a I,

ortogonales, por lo que aen es distinto de cero. En este caso, podemos
despejar a t de nuestra ecuacidn,

CP1+taden = -D

Caemdt = -D—CPlend

t = [-D-CPien)l aen
y el punto de interseccién de L y Il es,

Q = P1+{[-D—CPiendl/aen}a
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Ejémplq‘15

'Tomemos un punto en L. sabemos, que - también se'

encuentra en ﬂ -s1
P +3t2"9ta.’3.—1>=7

s;guxentes pares de planos son paralelos.5 

iguales. 5P i scn‘nc paralelos encontrar su Lnterseccxén
L TI2: 2x~-y+1=0 e
na 2x—3y+4z =5

a- auﬂ'o ‘esti contenida en el plano n En caso’

encontrar la interseccidn entre ambos

de ser no pa a pl no:n.

2.3. 4 Apgplo;en e{dcs‘rchés

"énghiS"Z; ffonmado 'por deos rectas

'Vamos~ & determ;nar

el
cualesqu;era en el espaclo carteslano. Sin‘pérdida de generalidad, sean
L1y L2 dos rectas que pasan‘ por el origen y, P1=Cal,bl,cld ¥y
Pe=Cae,ba,c2) dos puntos ¢ualesqu1era, distintos del origen en L1 y L2

respectivamente.

3




L.a L.ey de: los Cosencs,‘ ‘en” el Lr‘iéﬁgul

|2+]opal +|P1P2]

‘—V'Cal cul ar-el éngul o entre las rectas Ll:C{x-13.2=C y—SD /E—C =z —1 ) /1
v La Cx+1)/2—y/3"Cz+2)/6. :

Utilizando la igualdad que obtuvimos, tenemos que:

C282Ca0+Ca0C3D +C10CH 16

cos A = —

v/'az+ 2%+ 12¢/ 2%+ 3%+ 4% 21

Porlo tanto, el &ngulo entre L1 y L2 es A = 40° 3B,

3.3.5 Angulo entre dos planos.

Sean M y N2 dos planes con normales nl=all+blJ+clkK ¥

ne=a2l +b2J+c8K respectivamente. El ANGULO A ENTRE Il y 2 se define en

términos del &angulo B entre nl y n2@, de la siguiente forma:

|nTenZ| |a1ag2+blba+cica|

|n1 I InE | /a1l Z4b1%+e1? /a2 +ba+ca®

cos A = |cos B

doende O<=B<=g0°

S
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Ejempla 1

i d' l planc'ﬂ que’ ‘pasa. por los puntos~
PVJ,'—'M‘ & efpendlcular al plano Ii1: x—3y+4z—2—0.
—I—EJ+4K es una normal a fl1. Como Pl 'y
es: perpendlcular a n. Por otro” lado*'; es

lelo nIMPIPZ y RIMPLIPE es normal a fl:+

3.32.6 Angulo entre una ecta 'y ‘un: plano,

Sean n' Ax+By+Cz +D—0 ©oun plano cualquiera v

L: Cx—p)/a—(y q)/b'-Cz—r)/c una.recta cualquiera que no es paralela a ..
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Lugares. Qeométricos X .-

EL ANGULO A ENTRE M Y L es el angulo formado por la recta L
Jcon su proyeccioén sobre el plano II. ' El angulo B es el complemento  del
angulo A formado por L y el vector normal al plano [l :

Calculamos el anguloc B mediante los parametros directores del
vector normal al plano, que son [A B Cl, y de L [a b ¢], tenemos que:

| Aa+Bb+Cc |

v/kz+ez+cz v/;2+bz+cz

cos B =

como el éngulq B :=_l'l/2 — A, 'entonces:
: | Az +Bb+Cc |

/A2+Bz+cz /az+bz+cz

sen A =

Ejemplo: .
Hallar el angulo A que forman la recta. y el plano dados,
L: Cx+2D /3=y /=1=Cz—-4) /2 y [I: 8x+3y—-z+11=0. :
Utilizamos la igualdad anterior y obtenemos :
| Aa+Bb+Ce | |s-3-2| 1

sen A =
/A2+Bz+cz ﬂz+bz+cz J14 f1a 0 14

finalmente, el angulo A es 4°g-.

Ejercicios 3.12
1> Determinar si los siguientes pares de planos son paralelos,
Si sucede que son no

perpendiculares © ninguno de los dos casos.

R & ¥4



. “Lugares Geomdiricos X

paralelos y no PE pendiculares. determnar el éngulo ntfejellos.

LadmL: 'ax—ay+z—4 =0 y na: x—4y—112—2—0

bOMNl: x+y+z—-2=0 y HN2: x-y+2z+3=0
“edl: 2y-z=4 y [2:x+22=3 . ) .
2). Encontrar la ecuacién del pl ano que . satisface las

si éui entes condici ones,
ad que pasa por el punto Pi=(4, 0,—2) y es perpendicular a

la recta que pasa por (2,1,4> y €0,2,-32
b2 que pasa por los puntos Pl1=C2,1,3D, PE=C4.1,—1) y es
perpendicular al plano x—2y+3z=1.
320 Hallar el Angul o que forman la

L: Cx=2) B=(3y+1 I ~6=C1~2D 3 y el plano [:8x-3y+8z+3=0

recta

3.3.7 Di‘sf.arii:i!a'»eht‘r‘é' dos ‘plancs..

Pddremcs hablar de la distancia entre dos 'pl anos Vsélo' cuando
estos  sean’ paralelos. Tomemos [1:Ax+By+Cz+D1=0  y. na: Ax+By+Cz+D2=0
planos paralelos ¥y calculemos la distancia entre ellos, como la

distancia de un punto cualquiera de N2 a N1.

=il

Sea P=Cx2,y2,z2> ‘un punto en M2, utilizamos la férmula :de

B

distancia de un- punto’a un plans,
Ax2+By2+Cz2+D1

/ Az +BZ+c*

pero Ax2+By2+Cza2=-D2, por la tanto la distancia entre [I1 y ne es,
|D1-D2f

/AZ+BZ+CZ

utilizamos el valor absoluio porque las distancias no son negativas.

d =

d =



tugdres ‘Geomdlirices I

Ejemplo' :
Hallar la d1stanc1a entre los planos paralelos. ;'

ﬂ1 8x-4 y+z+9—0 B% HE 8x—4y+z—35 0

Utllizando 1a fOrmula anterz T
- |9-c —ae [ :
d =

_’,V'_/,;z;fc.—-‘ar_a ?.ﬂ, z

3.3.8 Distancia entre un planc. ¥y dha,rgéﬁaf

De igual manera podeﬁos hablar ' de ;é distancia ‘entre un plano
y'una recta, solamente si la rectaresiparalela al plano. .Es. decir, :la

recta es ortogonal a una normal del’ plano: Dﬁcxmos [que™ la dlstanc;a

'entre.la recta y el plano es la distancia de - un punto cualqulera_de la

recta al plano.

<+

, - |
Lf’/;), L ;,//’f"

Ejemplo:

Hallar la distancia entre la recta L:(C(x+1D./3=Cy-2)./-3= Cz+33/—2

y el planc [1: x-3y+6z+7=0. B e e e e i
Primero demostremos que .L es paralela a [I. El vector director

de la recta es [3 -3 ~-2)] y una normal a Il e=x [1 -3 &1, luego,

[3 -3 ~2Jell -3 B1=C30C1D+C-3>(C-3)+(-22CBI=3+9-12=0

por lo tanto, L es paralela a II.

Ahora tomemos un punto cualquiera en L: P=C2, -1, -5) b’

calculemos la distancia de P a I,

| Axo+Byo+Czo+D | |1C2D =30 -1 +6C -5 +7 | 18
d = = = —
1,//s.z+132+v::2 /;132+C—332+CG)Z ' /46

de esta forma, d es la distancia de L a [I.
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l‘.dgarx'-"én':bolémo'tx;> co

Eljercn.cz.os 3 1”
13 Hallar la distancia entre os planos paralelos siguie

+ad My Ax-4y+72z-18=0 ¥y na 4x—4y+7z+27=0

“b) M1 Bx+3y-22+14=0 y [12: 6x+3y-2z-35=0

'} =) Determ.l.nar si la recta y el planc s;gulentes son paralelos.

si 1o son encontrar la distancia entre ellos,
a) Li:x=y+2=z-3 y [I: 3x—2y+8z-8=0
bd L:x=Cy+10,3)/C-2,32=z2—-1 y II: 2x—3y—42+6—0

3.3.0 Familias de planos.

Definicién.- Llamamos FAMILIA DE PLANOS a un' conjuntc ~de ™

planos que comparten . alguna caracteristica.
Ciertas familias de planos se pueden caracterizar por’ una

ecuacidén lineal en X,y,z, con algunos coeficientes no. especifi cados; o

Ilustremos esto con unos ejemplos.

Ejemplo 1:
La familia de planos paralelos al plano Mi:ax-3y+z-4=0,
D es llamado un parametro de la familia de

tiene

como ecuacidn 2x—-3y+z+D=0,

planos. El plano miembro de ésta familia que pasa por el punto C-2,1,32
se obtiene sustituyendo las coordenadas del punto en la ecuacidén de la
familia de planos y resolviendo para D. Entonces tenemos,

2C-233-3C13+C33+D=0, por lo que D = 4

La ecuacién del plano buscado es 2x-3y+z+4=0.
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_jemplo 2- :
Dados los. pl.gnoe I‘ll x- 2 +32—

ecuacion del ‘pPlanc que ccnt_lene a la
el punt.o 5,0,0D.
Resol veremos estei Véje"nip _o' b

familias de rectas. R
La ecuacién de la familia. de 'planocs g
buscado es: ; o
hCx—2y+3z-43 +kCx+y-3z-12=0. o
Sustituimos en ésta ecuacibn las c':cdrxj‘de'xli'aq;_s
h+9K=0
h=-9k h y k distintos de cero..
Ahora sustituimos el wvalor de h en la eéﬁa;éi’én dei:l;
-0k C x-2y+3z—43 +kCEx+y~3z~1>=0 o
di vidimos por k Cque es distinto de cerod: 'y  'simplifica
obtener, Ve
Tx-18y+30z-35=0

que es la ecuacién del’ plano buscado. .

e e,

et Po -
<l it

AR “%“'“'-~-- 

S el |

o Dt S

EJercxcios 3.14
“f7="F)"Ehcontrar la ecuacién de la familia de planos que pasa

por los puntos €5,0,0), €0,2,03 y €0,0,00.
b) Encontrar al miembro de ésta familia perpendicular al

planc 3Ix—-2y+z=4.

) 2.~ a) Encontrar la ecuacién de la familia de planos que
contiene a la interseccidén de los planos 2x+2y-z-4=0 y x—-3y+z-2=0.

b) Encontrar al miembro de la familia que pasa por el

punto €0,0,3D.



3.3.10 Interseccién de tres planocs: =~

rticular,’ tomaremos ‘al-pla

Para facilitar nuestro. anéiiéi sjk tﬁmé.remos."'a ‘,:ll‘os' ‘planos - por
parejas y analizaremos la interseccidén ";def .cada. ‘:‘pareja de pianos. A
partir de esto, podemos decir que, si wsucedvé:'que: por lo menos dos
planos son paralelos o son el mismo plano:. (en’ cuyo.caso se cortan en
una rectad,entonces no existe interseécién de  esa  pareja y por

consiguiente, no existe intersecciédn alguna entre;los tres planos.

Supongames que para cada pareja de planos estes son no

[

paralelos, es decir se intersectan. Como lo vimos anteriormente si dos
planos son no paralelos, entonces su interseccidn es una recta; como
suponemes que nuestras parejas de planos se intersectan, entonces
nuestro problema se reduce a analizar los casos de interseccidn entre

rectas.

Sean L1, L2 y L3 las rectas que son la interseccién de TH y
nz2, de N2 y N3 y de N3 y 1 respectivamente. Recordemos que si dos
rectas son paralelas y se intersectan entonces las dos rectas son
iguales, si son no paralelas y se intersectan lo hacen en un sdélo

punto.

"

117



.Caso 1= L1 es-paraléla a L.21 ’ =2
porque’ suponemos que se Lntersecta ' ,t‘amblén‘,'se:“

intersectan debe suceder que LE L3. ':”,“sob;;:lag.k:

misma, ‘J,a 1ntersecc1¢>n de l‘crsrt.res .pPlana:

uno como comblnac:.bn lineal de los o@.ros dos:

Caso 2.~ L1 es paralela a L2 y no‘ se intersectan. 'Entonces
debe suceder que L2 es paralela a L3 y tampoco sé inLersectan;‘isi L3 .y
L2 se intersectaran, L3=LZ2 y tendriamos el caso anterior. En este caso
las tres rectas son paralelas pero ajenas. Es decir la interseccion de

los ires planos es vacia,
Nt /
/ _ / N nS
S/ \/
é/ 13 u\rz//

Notemos que aqui, los +tres vectdrés_ normales también son

linealmente dependientes.
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Caso 3.- L1 no es paralela a L2 y se intersectan. Sabemos que
L1 y L2 deberhintersectarse en un sélo punto ¥y, como L2 y L3 témbién se
intersectan, debe suceder que se intersecten en el mismo punto que se

intersectan L1 y L2. Es decir, la interseccién de los tres planos es un
. ' ]

to,
punto @ .,
L7 v
, <R
13 Inl
/ P '
o oy
- ®

Notemos que este es el unico caso en que los tres vectores
normales no tienen relacién de dependencia alguna; es decir, son

1inealmente independientes.

Geométricamente dibujameos los planos de forma que nos ayuden a
ejemplificar lo que se dquiere; pero, no siempre es sencillo
visualizarlos a partir de la representacién analitica. Dadas las
ecuaciones de tres planos cualesquiera, |cémo sabemos si se intersectan
o no? Analizando la dependencia o independencia de los vectores

normales a cada uno de ellos.

Sean M:Alx+Bly+Clz+D1l, N2: AZx+B2y+C2z+D2 y [13: ABx+RB3y+C3z+D3
tres planos cualesquiera; sabemos que un vector normal a cada uno ésta
dado por los coeficientes de X, ¥y. 2Z. Recordemos que dados tres
vectores podemos determinar si son linealmente independientes =}

dependientes, mediante el triple producto escalar, esto es:

Al Bl C1
Ds = |A2 B2 C2
A3 B3 C3
Si Ds es diferente de cero, entonces los tres vectores
normales son linealmente independientes vy, se da el caso 3: la

interseccion de los tres planos es un sélo punto.
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linealmente: dépehdi nt
interseccitn . de. lo

vacia.

Como .Ds. es . difer
normales son  ‘linealmente

interseccion de los tres

b)Y Analizemos. el
normales a cada uno de los
' 1 =3
Ds = |2 1
3 -2

Como Ds es igual a cero,

son linealmente dependientes. y,

interseccién de los tres
vacia. Primero encontremos
na,

Parametrizando
ejerciciod,

L1 :

obtenemos que:
xX=1 /7 T+B/TL
L1 estarda contenida en N3

punto de N3,

ente

“independi

‘tripl

Si =0, P=(1.7,-9-7,00 es un punto de

tersectan:

res: vectores

‘elicaso 3: la

unte. " Dejamos

. planos ceme

37 ;. —45/97, 95,970 .

de los vectores
planos,
1] P
~3)] =1C-82-C-30C50+1C-72) = O
-2

leos tres vectores normales

la

entonces
se deben analizar los casos 1 y 2:
interseccién es

planos es una recta o la

la recta L1 que es la interseccidén de M y

luego veamos si Ll esté contenida en 013,
L1

con respecto a Clo dejamos como

Yy=-9/7+5/7¢ z=t
si para cualquier punto P de L1, P es un

L1, veamos si cumple
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la ecﬁﬁéiénAdéiné
i 3x 2y—22=3

Ll' : x—1/7+8/‘7t

c) Analizemos el triple - produétd" ‘escalar

normales a cada uno de los planos,

1 11 i e
Ds = |2 -3 4] = 1C-98)-1C-28>+1C70 =0 -
8 23 &2 .

Como Ds es igual a cero, entonces los tres vecﬁores normales
son linealmente dependientes y, se deben analizar los casos 1 y 2: la
interseccidén de los tres planos es una recta ¢ la interseccién es
vacia. Primero encontremos la recta L1 que es la interseccién de. m y
N2, luego veamos si L1 esta contenida en 3.

La recta L1 tiene las sigulentes ecuaciones parametricas (Clo
dejamos como ejerciciol,

L1 : x=—6+7t y=1-2t z=5-5t
L1 estara contenida en I3 st para cualquier punto P de L1,
punto de M3. Si t=0, P=C-6,1,58) es un punto de L1, veamos si cumple la

P es un

ecuacidn de N3,

8x+&83y+2z=27 8C -6 +23C1) +2C 5 =27 —48+23+10=-15
Li no esta contenida en M3, por lo tanto debe suceder dque la
interseccién de los tres planos sea vacia. Dejamos como ejercicio

comprobar que efectivamente sucede asi.

Ejercicios 3.1S5
Decidir si los siguientes grupos de tres planos se intersectan

y =i es asti, encontrar los puntos de interseqcién:
ad Mi:28x-3y+z-9=0, N2: xX+4y—-3z+10=0 y N3=x+5y+9=0

b N1; x+7y+4z-5=0, N&: 4Xx~10y+6z+4=0 y [N3=-6x+18y-9z=3=0
> Mi:x-2y+dz=-4, [I2:2x+3y-5z=13 y [3=7x+2z=14

i1z21



Lugores. Geométiricos 1.

4.1 Simetritas.

Introduciremos. los. conceptos. de simetria.respecto. a un:punto’y, "
simetria .respecto a una’ recta,  para _identificar . ‘a ar

geométricos que estudiaremos ahora, por sus simetrias.

Definicidén. - Se dice que dos puntos Pl y P2 son SIMETRICOS
RESPECTO A UN PUNTO P, si P es el punto medio del segmento que une Pl 'y
P2. Y se dice que son SIMETRICOS RESPECTO A UNA RECTA L, =i 1l=a

distancia de Pl a la recta es la misma que de P2 a L, y el punto medio

del segmento de recta perpendicular a L, que une P1 y P2, esta en L.

Un conjunto de puntos son siméiricos respecte a un punte, si
para cada punto del conjunto existe otro, dentro del mismo conjunto, que
cumpla con la definicién anterior; el ejemplo mas claro de este conjunto

de puntos es la circunferencia.

Un conjunto de puntos son simétricos respecto a una recta, si

para cada par de puntos unidos por wun mismo segmento de recta

perpendicular a la recta dada, el punto medio de dicho segmento es un
punto en la recta; un ejempldrde'esf.e’ £ipo de conjunto de puntos es la

sigulente curva.




Luéo.réé deofnéﬂncosullx
En este momento diremos que a las cénicas se les puede dividir.
en dos grupos: las CENTRADAS y las . NO CENTRADAS. Las cénicas centradas.

guardan simetria respecto a un punto,- llamadd centro de simetria; ‘las:
conicas no centradas no guarj"dan simetria’ respecto a un . puntao..:
Hablaremos de esto con mas detalle, cuando analizemos a cada cénica por

separado.

4.2 La circunferencia’

CIECUNFERENCIA es el conjunto de todos los
puntos‘.[Cﬂ;‘(;yJ que equi‘di’s’t‘an”un’a’; distancia 'R>0, llamada radio de la

y.:llamado centro de la circunferencia.

Ch kJ yiuna. ccnstante R>0, el centro y el
radio. de una clrcunferenc:la rkespectlvamente. Segun nuestra definicidn,
un pu"xt.o P=Cx,y2 se encuentra en . la circunferencia solamente si la
distancia de P a Po . es R. R La representacién analitica de una
circunferencia &s entonces:. '

C={P | |P-Po|=R}>

L - AL
B Ll : (hk) ‘leu)
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su centro;:

cualquier recta’ que

Ejempio:ﬁ
‘La ‘ciTcunferencia . .con’

conjunﬂo de ‘puntos que sétisf‘ace
: Cx+adFeCy-3d%=25

Al igual que . .para . nuestros otros lugares geométricos,
necesitamos tener una ecuacidn general para la circunferencia.
Desarrollemos los cuadrados de la ecuacidén que obtuvimos a partir de la
»definicién.

Cx~hd Z+Cy—kd2=R?
sZ+yZ-2hre-2yk +hZ+k *—R%=0
esta ecuacidn la escribimes en la forma,
3 +3y 2 +D+Ey+F=0
donde: D=-2h, E=-2k y F=h%+k?-R%. A ésta ecuacioén se le conoce como

ECUACION GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA.
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Sin embargo. NO toda ecuacién de 1la forma x+y +Dx+Ey+F‘-

vrepresenta una circunTerencia. Para comprobarlo basta con reordenar los

Lérmi nos y compl etar los cuadrados correspondi entes ».
CaZ D0 +Cy +EyD =-F
€ +Dx+D% /4) +C Yy +Ey+EZ #43 =D* /4 +EZ /4-F

podemos escribir esto como,
Coc+Dr2) 2 4C y+Er2d 2=CD? +E* ~4Fd /4

Ahcra bien, tenemos que analizar cuando tiene o no 'séiﬁ;:i'én,

esta ecuacidn:
1) Sabemos que una suma de cuadrados 'NO puede ser una’“"

cantidad negativa, entonces =i CD +E —4F) es un nGmerco negativo

ecuacidn xz+y2+Dx+E:y+F=O NO representa circunferencia alguna.

2) También sabemos que si CDz+Ez—-4F) es cero, entonces

"los cuadrados son cero también, y el unico punto que satisface esta

ecuacion es C-D-2,-E/2); entonces si (D*+E%-4F) es cero, la ecuacién

xz+yz+Dx+Ey+F=O representa un uUnico punto.

3) Finalmente si la expresidén CD?+E%—4F) es un numero

positivo, la ecuacidn xz+yz+Dx+Ey+F=0 representa una circunferencia con

centro en ¢-D/2,-E/2) y radio R=_/D*+E*-4F / 2.

Ejemplo: .
Decida si las siguientes ecuaciones representan una

circunferencia,

ad x?+y2+4x-6y—1 2=0

bY 3Bx’+36y°+48x—108y+97=0

a) Completando los cuadrados Yy reescribiendo la ecuacidén

tenemos,

CxC+dx+a) +C Yo ~By +9) =1 2+4+9

Cx+adlicy-md%=5
como 25 es un numero positive, esto nos representa una circunferencia

con centro en (2, -3 'y radio R=8.
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i Lugc.rau ceomolr‘.coa e

dimos, pr:.mero por 36 para el:.m:.nar lcs coet‘xcienbes de

x +4x/3)+(y —SyD——g7/36

,completa do los cuadrados v reescribiendo 1a ecuacién tenemos,
C ** 445 3449 +C y —:-3y+9/4> =-Q7./36+4/9+6./4

S T ) +Cy—3/2>

esté nos representa un tnico punto (-2-3,3/2).

Observemos que en la ecuacidn de la circunferencia # partir de
la definicién, existen tres constantes arbitrarias independientes h, k
Y B . .
€x-hd % +Cy-kd%*=R?
Similarmente, en la ecuacidn geﬁeral de "la cgcircunferencia tenemos
también tres constantes arbitrarias independiente#iD. E y F:

3% +y® +Dx+Ey +F=0

Dado que una circunferencia puede representérse de cualquiera
de las formas anteriores, tenemos que la ecuacién de una circunferencia
cualquiera puede determinarse a partir de 1los valores de tres
~sonstantes., Esto requiere de tres ecuaciones independientes, que pueden
obtenerse a partir de tres condiciones independientes. Por lo tanto,
analiticamente, la ecuacidn de una circunferencia se determina

completamente por tres condiciones independientes.

Ejemplo:
a) Determinar la ecuacién, centro y radio de la circunferencia

que pasa por los tres punteos C-1,10, €3,5 y (35, -30.

Supongamos que la ecuacién es de la forma,
K +y P +Dx+Ey +F=0
debemos encontrar los valores de D, E y F. Como los tres puntos estan
sobre la circunferencia, deben satisfacer ésta ecuacidn, entonces

tenemos una ecuacién para cada uno de ellos,
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cunferenCLa que

sobre la recta

sus. coordenadas
deben satxsfacer la ecuac1én,d S

3h+7k+2=0": :
Por otro lado, los puntos CS\Z)

deben satis ) facer su ecua
Cs—h) +C2—k3 —P
C 8‘fh) +k

Nuevamente tenemos - un sistema‘aéf“ ncégnitas,

h=4 k=-2

De agui, la ecuacidn buscada es

Cx—adZ+cy+23%=20
el centro es €(4,-2) y el radio es 27v5.

Por uwltimo cabe mencionar que, dados tres puntos con los
cuales se quiere determinar la ecuacidén de una circunferencia, estos

NO deben encontrarse en una misma recta.
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EJech.cios 4.1 -
1DL Determnar si las siguientes é

circunferencia. y sSi es asi det.errm.nar su centrc: v

a af +2y —Bx+1 0y +7=0
BY ax?+4y’+28x-8y+53=0
> 16x7+16y° —Bdx+8y+1 77=d :
2) Determinar la ecuacién, cen§r§"~'y,, fl‘a" 'cix;'éux;.farencia
que pasa por los tres puntes, ' ; R :
ad) CO,0, €3,6) y C7,00
B> €&,-2), €-1,40 y C4,6)
€3 .C4,-1), CO, -7 y C-28,-3>
3 Hallar la ecuadién de la circunferencia que pasa por los
recta

puntos .C -1,-42, . C&,-1) ' cuyo centro esta sobre la

Ax+Ty+5=0.

4;2.1 Recta tangente a la circunferencia.

Analizemos. ahora ‘el ' problema de interseccién de dos lugares
la ecircunferencia y la recta, Sean C: Cx-h)z+Cy—sz=Rz la

geométricos:
radio R>0. y L:{P|P=Po+ta} la

circunferencia con centro en A=Ch,kD,

recta con vector de direccién a=Cail,a@d.

31

La recta. intersecta a la circunferencia si para alguan punto
Cx1,¥1D en ella, se cumple Cxl+tal-hd +Cyl+ta2-kd>?=R®. Resolviendo los

cuadrados y agrupando términos semejantes obtenemos una ecuacién de la



Luso-ros Qeoméiricos. IX

forma: ALZ+BL+C-O- las ratces . .de- ésLa ecuacién ‘pueden .sear.,. dos

diferentes, dos iguales o puede—no Lener,_ soluc:.én. St Jas raices son

diferentes obtenemos dos puntos de interseccién. ‘si son J.guales
i” no' existe solucién

bitenemos un dnico punto de intersec

tampoco existe interseccién alguna.

4

-Supongamos ahora que existe un uUnico P1=Cx1,yl) en donde se
interéectan L. ¥ C, demostraremos que L s perpendicular a R=AP1.
Tomamos Pl en L y sustituimos en la ecuacidén de C,

Cx1 +tat~hd Z4cy1 +taz—kd F=R*
resolviendo los cuadrados y agrupando adecuadamente obtenemos una
ecuacidén cuya variable es t,

t%ca1?+ag® +2tCalxl +a2yl —al h—a2kd +Cod Z+y1 Z~2x1 h—-2yl k +hZ+k *-R%2 =0
las »

Come supohemos que existe wun dnico puntoa de interseccién,
soluciones para t deben ser iguales, entonces debe suceder que el
término lineal sea igual a cero, es decir:

2tCaixi+a2yl —alh—a2k2=0

Calxti+al2yl —alh-a2kd =0

Cal,a2d)elx1 —-h, yl —kJ=0
el vector de direccién de L y el radio R son perpendiculares.

Definicién.~ Sea Cx-hd2+Cy-kd>Z=R® 1a ecuacién de una

circunferencia con centro en A=(h,k2? y radic R>0, Sea Po=(xo0,y©> un
punto cualquiera en la circunferencia, se cumple Cxo—h)z+Cyo—k)z=Rz; la
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Coma.” vimos' ~an{.ériorrﬁent.e ‘ dado

circunferencia, sélo ex:.ster UNA Langente

por  Po. La Airstancxa: del cenLr

tangente es el radxo de la c'rcun!"

y de T son reci

Ejemplo. 1 e

Encont rar 1 a‘ecuacién

circunferencia

APo es 473

;‘.'por lo tanto, la

. Bx+4y~24=0

Ejemplo 2:
Dados la c1rcunferencia (x—l) +Cy+1) Z=ps ¥y el punto Q=C0,8d,
encontrar todas las tangentes a la c1rcunferenc:|.a que pasen por Q.
La ecuacién de la familia de rectas que pasan por Q (excepto

la - vertiecald es  y-B=m(x—~0d o mx-y+5-0. Como el radio de 1la



circunferencia es 'S5,

dl.st.ancz.a del centro de la cxrcunferenci

uoc1>—c—13cs>|

o C‘Vni+73ﬁ 25Cme+1D

Las .

bu‘"camos aquellos‘ 'm:. embros de

raices ‘de esta ecuacién son  mi=4.3 y m2~—-3/4.

| C3m-4>Cdm

L‘.ag : éos -

t.angentes ‘a la circunferencia que pasan por- Q son,

T1 : y-6=C43>Cx-0D
T2 : y~6=C~3/4DC(x-0D
Ejercicios 4.2
1> Encontrar la ecuacidn

circunferencia ‘'en el punto dado,

T1 : 4x-3y+18=0
T2 : 3x+4y~24=0
de la recta 'Lé.ngent._e ia 1;.

2> ¢x-1>%+Cy-1>%=20, Po=C3,5>

b)Y sC+y?+4x—2y~20=0, Po=C-2, -4

2) Encontrar las

circunferencia (si existend,

a) x°+y®=13, Po=C13.2,0)
Po=C-2,2>

bd xz+yz+2x—2y—a=o »

4.2.2 Familias de circunferencias.

ecuaciones

que pasen por

de las rectas’ 'tangentes."a la’

el  punto dado,

Definicidén. ~ Una FAMILIA DE CIRCUNFERENCIAS es un conjunto de

circunferencias que tienen una ¢ mas propiedades en comin.

Recordemos que una circunferencia se encuentra perfectamente

determinada tres condiciones

condiciones nos llevan a ecuaciones

por

Ch,k,R) o CD,E,F) de manera gue uno o
el resultado es la ecuacion de 1la

satisfacen las condiciones.
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independientes, Cuando estas

que involucran a los parametros
mas de ellos pueda ser eliminado,
circunferencias

familia de que




cent_ros se encuent.ran sobre la rect.a L. ax 3

: Encontrar la ecuaclén de la i‘arm.l:.a de c:.r-cun erem:i s cuyos 5

El centro Ch,k2 de cual qu:. er kc.l. rcunferencia ,debe saLJ. sfacer la -

ecuacidén de L, tenemos,

despejamos,

2h-3k =6

sustituimos k en la scuacién gener;al "de una ci rcunferencia,

y obtenemos la ecuacién de la familia de circunferencias buscada.

k = C2h-623
Cx—~hd>%+Cy~C2h-8)./3>%=R?

Ejemplo 2:
Escribir la ecuacién de la familia de circunferencias cuyos

centros se encuentran sobre la

coordenados X ¥y ¥y.

pasan por el

El
miembros de
suceder que

familia como,

Para aquellos miembros que pasen po (4,233,

las raices son hi=2Z y h&=10. Entonces,

recta L:y=x ¥y son tangentes a los ejes

Encontrar al miembro Co miembrosd de la familia que

punto C4,2).

centro Ch,k) debe satisfacer k=h. Mas adn, como los

la familia son tangentes a los ejes coordenados, debe

R=|h|=|k|. De aqui, podemos escribir la ecuacion de la
Cx—hd>Z+Cy~hd %=h*®

debemos tener que,

C4-hd>%+c2-n>%=h"? h?-12h+20=0

son dos los miembros de la

familia que pasan por (4,20 Yy sus ecuaciones son,

Ct : Cx-22%+cy-2>%=
c2 : cx-10%+Cy-102%=100
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recunferencias

‘agquella;; cuyos

2y +D2x+E2y+F2—O T des

circ nferenclas cualesquiera. s/ y dos numerosscualesqu1era no ambos
v Consideremos la ecuaciéﬁ.f"\ ’ '

7. scx® +y +D1x+Ely+F1)+th +y +Dax+E2y+F2) =0

que la podemos reescribir como,

Cs+tdx% +Cs+LDy +CsD1+LDEDx+CsE1+tE2)y+sF1+LF2 =0

Esta ecuacidn nos representa los puntos de interseccién de Ci
y  Cc2, &a que un punte que la satifaga se encuentra en . ambas
circunferencias. Por otro lado, si C=+td es un numero diferente de cero
ésta ecuacidn nos representa una circunferencia que pasa por los puntos
de interseccién de Cl1 y C2; si C(Cs+t) es igual a cero, émbos son
distintos de cero, t=—s y la ecuacién se reduce a, : ' -

CD1 -D2>x+CEL ~E2D y+F1 ~Fa=0 : B

que es la ecuacién de una recta llamada EJE RADICAL de C1  y C2.

La ecuacién. de ferencias‘que pasan por la

interseccién de Gl y C2

Ejemplo: : ) i
Dadas las circunferencias : C1:x2+yz—6x+8y~25=0 Y

ca: 3P +yi+8x-16y+15=0.
ad Encontrar la ecuacidén de la familia de circunferencias

que pasa por su interseccidn.
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b)) 'Efn{:'onti-’ar:‘jfa' )

origen...

e Encontrar’ la ecuacién.de

'ad La ecuacién de lak':"a}mi

L SCP+y?-Bx+8y-25) +
édn"s y t no ambos cero. .
b) Sustituimos el punto

sC-25) + tCl150. =0

uacién de la familia,

entonces podemos tomar s=3 y.! ualesquiera’ otros dos numeros

proporcionalesd en la ecuacién de fanﬁl;‘a y "obtenemos ‘al miembro

buscado,
8xz+8yz—8x—56y=_0 :

cd Para encontrar la. ecu 21 eje radical. lo mas sencillo

_es restar las ecuaciones de:Ci Lem.endo,

X—By+5=0"

E!Jerc:.c:.os 4.3
12 E:scr'xbir la ecuacién
sat.:.sface las condiciones; dadas. Encontrar 2l miembro que se pide.

ad): Los centros  se encuentran sobre la recta x+y=S, E1l

ka familia de circuni‘erencias que

mienbra Co miembros) cuyo radio es 2 y es tangente al
e je coordenado y.

b) - Las circunferencias son tangentes al eje coordenado x
¥y a la recta y=2x. El miembro Co miembros) cuyo radio

es 4,
c) La familia pasa por los puntos 2,2 y (-1,1>. El
miembro Co miembros) que pasa por el origen.

22 Encontrar la ecuacidn de la familia de circunferencias que
pasa por la interseccidén de C1 y C2. Dar la ecuacitin del miembro que se
pide. Dar la ecuacion del eje radical de la familia.

ad Cl:dx*+4y®—4>x+18y-16=0 y C2: " +y*—@x-4y+10=0
El miembro que pasa por €l punto C1,-7D.
BY Cl:axZ+28y’+12x~Sy=0 y C&:ax +8y +16x~11y=0

El miembreo cuyo centro esta sobre el eje cocordenado Y.
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3) Demostrar:-que ‘la recta que’, conf.lene a 1os centros ‘de Lodas‘

las ci rcunfer enc:. as. de una I‘arm. 1i a ‘es. perpendi cul ar al ej e’ radi cal de

la. familia. i

4.3 }La: esfera.

El lugar geoméirico en tres dimensiones que es la extensién de

una clircunferencia, es la esfera. Discutiremos a continuaciodn

brevemente, como generalizamos los conceptos de dos a tres dimensiones.

Definicién. - Una ESFERA es el conjunto de todos los puntos

Cx,Y,z) que equidistan una distancia R>0, llamada radio de la esfera,

de un punto fijo, llamado centro de la esfera.

Es decir., la esfera con centro Pc,r=rc>yclo., yo,zad. 'y radic" E>O;. es
el conjunto de punteos tales que, SRR A

E = {P=Cx,y,=zd | |PoF|=R}

la ecuacién

Como [PoP | = Y/C x—32D Z+C y-yod Z+cz—zod? = R ,» entonces

de la esfera con centro en (xo,y0,zod ¥y radio R es,
E : Cx-xod?+Cy-—yod?+Cz-zod*=R?

la

Para el caso particular en que el centro de la esfera es el origen,

ecuacidn queda,
E : ><z-'-yz-4-zz=!2z
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r geométrico.

h1c1mos - con la c1rcunferenc1a.
ecuacién anterior '
ecuacién de la fornma, _«

%2 +y +z +Cx+Dy+Ez+F‘—O
que es llamada la ECUACION GENERAL DE L.A ESF‘EEA

E:Jemplo 1:

Encontrar el radio y el centro de la Siguiente ecuacién. Y1 "evs

que representa una esfera.
ax® +2y +2z° —4dx+8y+z+15=0 ;
Dividimos entre 2 Ccoeficiente de x99 y' ¢
cuadrados, x2+yz+zz ~ex+3y+z2+15-/8=0
Cx-103%+¢cy+a-ad>3+cz+1 407 =676

Por un razonamiento analogo al que hicimos con la circunfek'éncj.‘a.

que la suma de cuadrados no puede ser un namero negativeo, esta ecuacién

no representa esfera alguna.

Como lo vimos con la circunferencia, tenemos que la ecuacidén

de una esfera cualquiera puede determinarse a partir de los valores de
Esto requiere de cuatro ecuaciones independientes,
Por

cuatro constantes.
que pueden obtenerse a partir de cuatro condiciones independientes.

lo tanto, analiticamente, la ecuacidn de una esfera se determina

completamente por cuatreo condiciones independientes,

Ejemploc 2:
Determinar la ecuacidn,
por los cuatro puntos €0,0,0>, (2,0,00, C0,3,00y C1yL,1D. 7"
Supongamos que la ecuacidn de la esfera es de la forma.,

xZ+yP+z2 +Cx+Dy +Ez +F=0

centro y radio de la esfera. que pasa

debemos encontrar los valores de C, D, E y F. Como los cuatro puntos

estan sobre la esfera, deben satisfacer ésta ecuacién, entonces tenemos

una ecuacién para cada une de ellos,
O+0+0+0+0O+0+F=0 F=0

4+2C=0 2C=~4

1236
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9+3D 0 i 3D=sg

14141 +CHDHE+F=0 C+D+E+F——3 :
La solucién del sistema queda ‘come ejerzicio; obtendnos,
C=-2 .D=-3 E=2 F=0

sustituyendo estos valores en la ecuacidén general,

x> +y +Z —ax—3y+az-o

que es la. ecuacién de la esfera buscada. El centro y el radio"sve:"”'

obtienen complet.ando cuadrados  y reescribiendo la ecuacidén: general, en

la forma Cx—xq) +Cy—yo> 24Cz—zoD —Rz; dejamos esto como eJercic;i_c. o

Ejercicios 4.4
1) Escribir la ecuacidn de la esfera con centro en Po Yy radio i
R, de dos formas distintas., :
a) Po=(8§5,-2,1), R=6
. bBd Po=C-4,-2,-3), R=5.2
-2) Encontrar la ecuacién de la esfera que pasa por. los puﬁtoé,
ad (¢8,2,8, (-4,3,-3, C(-1,2,8) y C4,3,-7
bd ¢5,4,0, €0,3,~-2>, C3,8,-2) y €4,0,3)
"3) Reescribir la ecuacién de la esfera, para determinar su
centro y' =u radio,
ad x+yPizt-ax+By—-2z+9=0
b> > +ytiz® -ax—4y-6z+18=0

4.3.1 Plano tangente a la esfera.

Analizemos ahcora el problema de interseccion de la esfera y la

2
la esfera con centro en

recta. Sean E:¢x-hd%+Cy-kd>Z+cz-15%=R
A=Ch,k.12, radio R>O, ¥y L: {P[P=Po+t5} la "recta con vector ‘de direccidn

a=Cal,as,a3d.

v

137,




Lugares. Jeometriceos II

; sla recta lnt_ersecta -a la esfera si-para algun punLo Cxt,yl,zld
en, ella, ise CUmple Cx1+ta.1—h3 +Cy1 +ta2 ) +C21+ta3 12 2_p? Resol viendo

los cuadradov ¥ agrupando términos semeJ antes obtenemos una ecuacién de
la forma; AL®+BL+C=0; las raices de ésta ecuacién pueden ser dos
diferentes, dos iguales o puede no tener solucidén. Si las raices sen
diferentes obtenemos dos puntos de inter seccioén , si son iguales
obtenemos un unico punto de intersecciédn y si no existe soluciédn

tampoco existe interseccién alguna.

Supongamos ahora que exi ste un tnico PL=Cxd, y1,2z1> en dorde se .
intersectan L y E. Tomamos Pl en L y sustituimos en la ecuacién de E,
€3 +ta1 —hd) 2+Cyl +ta2—kd *+C z1 +t a3-1 > =R*
resolviendo los cuadrados vy agrupando adecuadamente obtenemos . una
ecuacidén cuya variable es t,
tZca1®rag®+az® +2LCald +a2yl +2321 —~a1 h-a2k—a31)
+Cx F+yr%+zr’ -2 h-2y1k —2z11 +h+k 2 +1 -R%> =0
Como supcnemos dque existe un Unico punto de interseccién,: ‘las
soluciones para t deben ser iguales, enionces debe suceder que - el:
término lineal sea igual a cero, es decir: o
2tCalxd +a2yl +a3zl1l —alh—-agZk -a31)=0
Calxd +al2yi +a3zl-alh-ag2k~a3l22=0
Cxl-hdal+Cyil-kla2+C21-1223=0

Esto significa que para cualesquiera valores de Cal,a2,a3) que

\ satisfagan la ultima ecuacién, tendremos una recta tangente a la esfera
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E. Dicho '‘de’ o{ra x”orma.

de

gghj unto

Demdstraremcs
tangentes a la esfera, en un punt.c dadc
TANGENTE a la esfera).
rectas, entonces Cx—x!..y—yl.z-— 1) e

de aqui,
Cm—hDCx—mD+Cﬂfkjcy y1

es la ecuacién de un plano.

.

Finalmente demostraremos que L és perpendicular a R=APi. De forma

analoga  al razonamiento que hicimos con la circunferencia llegamos a

que el término lineal es cero, y de alli obtenemos que,
Cal,a2,a3)eCx1-h,yl-k,z1-1D=0

el vector de direccion de L y el radio R son perpendiculares.

Definicién. — Sea E:6x—-xoDz+Cy—yoDz+Cz—zo)z=Rz una esfera con
centro en Po=Cxo,yo,zo) ¥y radico R>0O. Decimos que un PLANO es TANGENTE A
LA ESFERA EN UN PUNTO P1=Cx1,y1,zl1>, soclamente si P es un punto tanto

de la esfera como del plano ¥y, el vector PoP es perpendicular al plano.

La ecuacién del plano tangente es:
M : (x1-xodCx-x1)+Cyl ~yodCy-yl1Dd+(Czl=-20)Cz~21D =0
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a definicion qt

" Encor

tangente al pla

Ejemplo &: . . . ; 2 o
A : Determinar la ecuacién del. plano Langente a“la esi“erra
i B Cx—2) +Cy+3) +C"-1)
J en el punto P1=C4,1.,-60. ... . L
Sabemeos que la ecuacidn

:) forma,

M: Cxl —x02Cx~A ) +Cyl -yodCy-yiD +C21 —zc)Cz—zl) =0

J sustituimos los valores correspondientes y obtenemcs. SR
M: C4~C~-223C x=42 +C1 ~3)Cy—1J4C 6-c-1):oCz-c s:)-o 5
I: 6x-2y-5z+8=0
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Ejercicios!

Sean Esl x +y
dos esferas cualeequi

cero. Consi deremosz 1

y Es2, ya -que ur
Por otro. lado, . ‘un numero diferente de cero ésta ecuacidn

nos representa una e_».f‘era que paea por los puntos de interseccidn de

Esl y Es2;  si’ Cs.tD ‘es .Lgual a.cero, ambos son distintos de cero, es
docir t=-g ¥y la ec‘acién se reduce a,

B cca —CE)Y+CD1 —DZ)y-l-CEl —E2)z+F1-Fe= O
que es la ecuaclén de un plano J.lamada PL.ANO RADICAL. de E_.l y. Es&.




: éjémpl‘o :
i : }D.‘ad‘as" ‘Lasiesferas

L Est

Ejercicios 4.6 .. .. .~
15> Enclentre la ecuacién del plano radical:-de las eésferas,
Esi:s+y®+z?—2x+iy—62+10=0 ; ' '

~ESZ Cx+dd 2+C y=12 7 +Cz+2yFug

2) Determine la ecuacién de -la’ ‘esféré que pasa por la
interseccioén de las esferas, PR
Esi1: xz+yz+:z—2x+2y—4z+2=0
Esa: xz+yz+zz—4x—2y—82 +10=0
y por el punto C21,4,0).
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4.4 Las éénicas:

L.as cénlcas nysc‘-n una. : famil:.a’ d‘
apl.u:ac:. éns en probl emas de 5 geometria £
de cénicas derl va del hecho' : !
de un plano, con cierta 1ncl in
EZL.I PSE,

tipos de cén:.cas =

planc. que Lenga una :.ncl:.nacz.én entre'o y 90 grados. T

Sea L el eje de simet,r’ia‘.:del;j_c‘énc_.‘ G la generatriz del cono y
En el. 'caso en .que el plano tenga -una

obrt,e‘ne‘_mos una ELIPSE; si el -plano es

A el angule entre L y G.
inclinacién entre O grados 'y A,

perpendicular a L obtenemos -una ‘circunferencia vy =i, en particular,

también coincide con el Vért;i.ce_ del ,.Vc'ono obtenemos un’ punto; tanto el

punto como la circunferencia son los casos degenerados de la elipse.
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"coincide’

que. es-una rect

Obtenemos 1a HIPERBOLA cuando el plano es dinelinado de tal

forma que cortamos ambas. hojas del cono;. es decir, la’inclinacién del

plano esta entre A y-80 grados. En . el ¢asc,en queiél“blano coincide con

L, obtenemos el caso degenerado de una‘.hipérbola que es un par de
rectas que se cortan en el vértice del cono.
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,éécéaa}
n en el teorema de
A métri’ca con ‘respecto . a
recta que pasa por Fi. y F‘a,

& sv;x—f"pe:ﬁpendl cu
mi sme VO. i

ryque pasa por VO y a al

Se —acostumbra trabajar " con las “eénicas en un sistema
coordenads particular, que se denomina SISTEMA OPTIMO DE LA CONICA; vya

que en este sistema es mas sencillo definirlas y estudiarlas.

Recordemos que wuna cbénica es una curva plana; es decir, se
encuentra definida en un plano, recordemos también que un plano lo
podemos definir a través de un punteo fijo cualquiera, en el plano, y de
un par de direcciones (vectores cualesquierald en el mismo, siempre

que sean linealmente independientes.
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i ca pcdemos

‘ Ffl FE/ | Fl F‘Z] Ce:s d al j zamcs) con

2 a “partir. de:’ Q+cU.' A esta
‘o -;‘ia ‘direccidn
: ‘MENOR. ' Como ambos
. e_]es son.{rectas t.enem s-‘ {P|P=vO+x'U, x* real} y (P|P—V0+y V., ¥v' reall.

Para': los vértices tenemos V1=VO-aU, Va2=VO+al; y para las

interseccicones del eje menor con la elipse Bl=V0O-bV, B2=VO+bV.

TEE HENOR
. v2

n*2 Cr— xl
fl EJE FOCAL UD U T2
q
b
Bl

Sabemos que un punto P=(x',y'D) ésta en la _elipse si cumple
|P-F1|+|P~F2|=2a; en términos del sistema éptimo tenemes,
|P=F1 [=|VO+x Uty V-CVO-cUd | = |Cx" +cd Uy V|
=YCCx"+coU+y " VD&l Cx* +cdU+y ' VD

=-/Ex' +c)2+y'2
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ést.a ecuac:.én enton

: Encontrar :
elementcs de la ellpse con vér
en F‘E C22/5,21/5). Grjafl,qge.

" Los el eménf,cs deAv'Ia' el

V. Para VO,c,U ¥ F1 tenemos,. B
,\’O—l/ECVl +V2) —CE 12

cU=F2-vo=C2a 55— 2 21/‘5—1

F1=V0-cU=C2-12/5, 1—16/53—C—2/5 —11‘/53‘i'-"
; vo=c2,15, c=4 y U= CS/S a5 : 3
Por i el "tedrema de Pi tégcras obtenemos a=5 - y b=3; qdmo V' es

perpendl cular a: U y unitario, V=(0-4,5,3,/5). Para Bl y B2 tenemos:
GO - B1=VO-bV=(2-C-128-51,1-9/3)=CE22,3, 4,5

7 | B2=VO+bV=C24C ~1 2750 11495 =C ~2/5, 145>

L.a ,ecuaci 65 ‘en el sistema optimo es:

s 2 z

P
25 Q
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4.4:2-La hipérbola

unto medio

_enemos  Vi=VO-aU,
< a EJE TRANSVERSAL;
"llamalEJE CONJUGADO, donde
de T 1a hipérbola son

definir. F1=VO-cU, - :
va2=vo+aU, al “segments VIVE d

¥y al segmento BIBZ de ldh' :
B1=VO-bY y  B2=VO+bV.  “'
Li={P|P=VO+tCa,b> t escala.r} LY La {P|P VO+LCa =b} t escalar}., La
hipérbola es simeétrica con';, respecto ‘aiila recta gue contiene al eje

transversal, a la que contlene al: ‘eje conJugadc y-a VO.

u
EJE conaumooT I T /

Ln UL~} x*

// *‘Tn%‘:a‘snt“’\\ -

Con un desarrollo similar al gque hicimos con la elipse,

L2

podemos 6btener la ecuacidn candnica de la hipérbola como,

x _ - ¥ _ =1
a b~
Recordemos que ésta caraterizacién de la hipérbola es en el sistema
sptimo, si Cxe',y'D cumplen ésta ecuacidn entonces estan en la
hipérbola.



Ejemplo:

i Encontrar la ecuacién

“en’ Vl-CO 3) Grafique.

Li L2 u. y V. Luege entonces,
i VO=1,2CF1+F2)=C0
au=vo—v1=co—o,o:
va=vo+aU=C0+0, g

_ V0=C0,0), a=
Por el teorema’ de P y b 4 ccome L V.o.es

perpendiculaf au yiﬁ

La-ecuacionien

”4;4.2”La'§arébola.v'
Defihiéion.‘ Una PAEABOLA es: el conjunt >dos -los  puntos

en la recta.
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pa= {P] 'P—Fl'-dCP L3y
donde: dCP L.) es la distancia de: P a

s;.métrlca respecto al eje unicamen e.

Un desarrollo similari:_'
lleva a obtener la ecuaci an . .car:nér;ii'ca ]
Recordemos que ésta caraterl‘zar.:lé r abol s stema
éptimo, si Cx',y'>  cumplen: ést.a ecuacion t : en i la

paréabola.

Ejemplo:

Encontrar. la -ecuacidén en' el “‘sistema yépti‘ o todos i los

cs, 1)

elementos de la parabola con  directriz ~x=-2 y. vé
Grafique. ‘ 7 ST B
Los elementos de 1la  parabola son: ;VO,'F‘.;V:,L.U 'y v, La
distancia entre VO y L nos da el valor de p=3; enLonc‘:es./ A :
cemo p=3 entonces F=(8,12 -
pU=F-V0=(8-5,1-13=(3,0)=3(1,05
de agqui V=CO,-12

La ecuacion en el sistema é6ptimo es:
z

y©T = 12x"
g\
L Y
Nl
P
EJE

1] ) x*

4{\\_ X
S p D K
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'4.4.3 Sistemas de referencia.

él,; p_s_e‘ . Yy la

“hipérbclab VO es: “direcciones

‘ pr:.nc:n. pales.

U es. su dJ.recc:.én pr:.nc.xpa

Decimos.: que L son cénlcas Slmétrlcas

respecto ‘a.-un’ punt.o:Ce' ro de. sxmet.ria). porque . en

escribir . 3t ==t .

su.‘representacién:

yi=-ys,

 podenos

~y no:afectamos

'dec:l.mos que es no s:.mét.r.lca porque al escrlblr x
C—y > "4pC—x PR ey ,'_—4p>‘

mod:.f:.camcs la -ecuaciodn.

Hemos dicho que es mas sencillo representar a la cédnica en el
sistema ¢ptimo, sin embargo, debemos aprender a representarla en el
sistema coordenado candénico  que conocemos para poder trabajar mas
adelante con  una ecuacidén general que nos represente cualquier tipo de

coénica.

Recordemos que un punto P en el si'stema éptimo de la cédnica

estad representado por: P=VO+x'U+y'V,: c:on X'y y'ireales. Y este mismo

punte P los podemos representar ‘en el ’'sistema’.coordenado. canénico .que

conocemos, tenesmos: P=0O+xI+yJ, ‘cen 'x, Yy reales.
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‘osdos sistemas

Podemos réphésehtat.»,. é;l o
{I,J}, asignandole - Coordenads
e OF = xI+yJ"

. S Lot que debémbi ;
{U,V} en términos '_c'!ebtla- b

debemos  encontrar la
relacién entre (x,¥) y-C ectores de las dos bases son
unitarios, dibujemos una‘ci nitaria que los contenga. Sea

Cx,y> un punto de la’: sabemos. que x*+y®*=1 y ademas

Cx,yd)=CcosA,senAd. : ‘rectangulo que se dibujan.

obtenemos que,
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Sustituimos estos valores ‘en la expr

el veétof—'OTs'
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/1 ~

} y' U g U )

Lo Gnico que estamos haciendo es representar al mismo conjunto

do puntos, en dos distintas representaciones de un mismo plano.

Ejemplo:

Encuentre la ecuacién de la elipse con vértices en C-1,-3D,

€5,5), y un ffoco en C282/58,21-5).

Debemos encontrar los valores de los parametros a, b, VO y el

vector U en términos de la base {I,J}. Sabemos que,
YO=1L-2C V1 +V¥a2d=1,2C(4,2)=C2,12

154



Lugares. ‘Goométricos .IX -

35,45

cU-—F’E.’ VO—CEE/S—Z 21/5—1)-(12/5 16/53

entoncesia

25 9

y. para la ecuac:.én en el sistema caﬁénico,‘ escribimos fo;y'j en
términos de €x,y3, k [
Cx,y)=VO+x'U+y 'V
Cx,¥YI)=C2,104X ' CB3/2, 4,80 +y* (—4/5, 3,5

x=2+3x"* /B5~4y* /S y=1+4X* /513y /S
resol vemos este sistema para (x*',y*D y obtenemos,
=1 /8C3x+4y+10D Y ' =1/5C —4x+3y+5)

La ecuacidn en el sistema candnico es:
x'?, ¥y ¥ cax+ay+103%  C-ax+3y+537_ N
a5 [=] 625 225

Ejercicios 4.7
1.~ Encuentre las ecuaciones de las sigulientes cédnicas en
D¢ los valores de los

los

dos sistemas de referencia que se han estudiado.

vértices y demas elementos de la cdnica correspondiente.

focos,
(9,40 y eje menor 4.

a) La elipse con vértices en C1,45,

b) La hipérbola con vértices en (~4,0) y (C4,00 vy eje
conjugado igual a B.
c) La parabola con directriz y=5 y foco en (7,-2D.
4.4.6 Ecuacioén general de las cénicas.
las

Como en el caso de nuestros otros lugares geométricos,

cédnicas también pueden representarse por medio de una ecuacidén general,

en este caso de segundo grado.
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En. el ejemplc anterior llegamos . a.una ecuzcidn en el sistema
.canénice, es decir en términos de Cx,yd, )
C3x+dy+100% | C-4x+3y+53*_ N

: 625 2es
que podemos desarrollar y escribir de la siguiente manera,

481 x*-384xy+369y° -1 540x+30y-41 00=0

en general, las cdnicas se representan de la siguiente forma:

2 2
oz, .
i
a b
y.z=4va

en sus sistemas dptimos.
Para obtener sus 'ecﬁaciornesr en el . | sistema can;b'nic;o.
sustituimos: 7 : S ‘ ’ V
x*=Cx-hdcos A + Cy-kdsen A - o

y'=Cx-hdsen A +. (y—k)cos A

en las ecuaciones anteriores: : Lo
CCx~hdcos A + Cy-kdsen Ad? + CCx-hdsen A + Cy-kdces A)zk’_ 1 e

z = : . Z e e -

a b - :

CCx-hd)sen A + Cy-kdcos A527+'4pCCx—thos A+ Cy—k)se'ri-ArJ"

llegando a:
Ax®+ ZBxy+ Cy’+ Dx+ 2Ey+ F=0

Una ecuacidén de la forma sz+25xy+Cyz+2Dx+2Ey+F'=O. donde A, B,
C son no todos cero al mismo tiempo, representa una cédnica o un caso

degenerado de ésta.

Finalmente es conveniente menciconar que existen otras formas
de deducir y representar a las cénicas Cesferas de Dandelin,

excentricidadd).
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CONCLUSIONES

La mayoria de los dibujos que se presentan en esta tesis, son
idea de la autora de la misma; inicialmente imaginé una forma de
hacerlos y finalmente tuvé gque adecuarlos para que fueran didacticos,
al visualizarlos en la pantalla de la computadora. Para esto, los voy
dibujando confaorme escribo lo que quiero ejemplificar; es decir, los
dibujo por partes en la pantalla. Lamentablemente, en el trabajo
escrito esto no es posible y los dibujos gque se ilustran en él, no
son tan didacticos como los que se generan en la pantalla de la

computadora.

La versidén final de éste trabajo no es tedo lo que ‘en un
principio se dié como propuesta; por ejemplo, el problema de
interseccidén de dos esferas no se trata con la atencién que debiera,
porque no fué posible contextuarlo de la misma manera que lo hice para
otros temas. Asi mismo, se habia planteado la posibilidad de abarcar
también, el temario de la materia de Geometria Analitica II; sin
embargo, por la minuciosidad del trabajo y el hecho de que los dibujos

requieren de mayor precisién, no se realizd.

Aun cuando los programas no han sido utilizados en un curso
formal de Geometria Analitica, he recibido diversas opiniones acerca de
éste trabajo, por parte de profesores y alﬁmos de la Facultad de
Cioncias; wnas han sido favorables y otras, sin ser pesimistas, si son
mas ambiciosas respecto de lo que hubiera podido realizar, si hubiera
aprovechado toda la amplia gama de facilidades gue nos brinda el campo
de la computacidn., Quieroc mencicnar que el trabajo es esencialmente una
propuesta para un curso de Geometria Analitica y, el usc de la

computadora es Unicamente un apoyo.

Finalmente, espero que éste trabajo sirva también para motivar
a los alumnos a aplicar la computacién como una herramienta; en
particular, como apoyo a los diversos cursos de la Facultad de Ciencias
que asi lo requieran.
I.T.M.



Respuesta

Cya;raii.uio‘ I

b3 cos 16°

C1+vY3H2vE
C1-vIDHave
C1+YID2vE

‘sén 18° .= c1~vDH 22

‘E;jerci'c‘ios 1.3

- 1o
Ciialo
a -
4.-

S, -

Cc=60°10°, b=139, c=133
B=66°10’, a=339, c=218
A=46°30', c=21°10', c=15.7
B=85°30’, Cc=59°10', b=552
B’'=23°50’, C’=120°50', b’=224
A=39°20’, B=486°50’. Cc=93°50’

Ejercicios 1.4

1.-

ad cos 210°=-v3-2 sen 210°=-1.2

tan 210%=1.¥3 cot 210°=v3
csc 210=-2 sec 210°=-2.vY3
b)) cos 105°=C1-v3>2vE sen 105°=C1+Y3>2vZ
tan 1085%=C-1+¥3>C1-¥3 cot 105°=C1+¥3>C1L—-¥D
csc 108°=2v2-C1+v3> sec 108°=-2vE-C1-v3>
ed cos 330°=v3E =z sen 330°=-1.2
tan 330°%=1.v3 cot 330°=v3
ese 330°=-2 sec 330°=2-v3

2. - A=52°20’, C=87°, c=78.9

A'=127°20", ¢’ =11°40", c’'=16

3. - Tan: 1, Cot: I, Csc: 2, Sec: 2l

Capitulo II.

Ejercicios 2.1
1.- ad 2v6

b> 1



,rz¥2azcos 2A
; - ‘r=l+cos A
. Ejercicios 3.2
e ’f"i,—’AD Cx—2)/-1=Cy+1d=Cz-BD /2
E x=2-t  y=-1+t  z=3+2t
BY Cx-5)/-1=Cy+1d 3=Cz-2> /2
o Ux=Bet | y=—143t Cz=asat
é.—bx/3=Cy+1D/3#Cz;2)(3;+” Fom ey

rEjercicicg 3.3 :
T1uETa) x=-3%at y=B-t, m=

5 x=2+t  y=-3+t, m=1l’
2.~ 2 y-Bo-6Cx+3) '
bd y+1=2Cx+1)D
3. - ad) x+2y-6=0, -xB-y/3=1
Bd Bx+y+13=0, -Bx/13-y-13=]
4. — V3x+y+4=0
S.— 28r sen D + 3 = O
Ejercicios 3.4
1.- a) No se intersectan.
b) P=(8,6,-2)
Ejercicios 3.5
1.- ad P=CO,-3
bd P=C-2, 4
Ejercicios 3.6
1.- ad F: {L]|L=s(3x-8y+12d+t(8x+3y-72=0: s, escalares}
b)Y 4x-19y+31=0 ‘
2.~ ad F: {L|L=sC8x+3y-7)t(5x~-2y-8>=0 s,t escalares)}
bd x-2y=0



Ejercicios. 3,7 "

| /AT VAT
"déi?fizs
d=¥5/6
'id =g

Ejerc:.c:.os 3.8

—2+2s-t - y=-l+siEt Cz=mes¥st o

—7y+5——a4 =0
2. z7ad: L BX+3y+2z -1 3—0

lgtn vpla‘irrxo'. estanen

bJ L.cs puntos no represer

una misma rect_a
.EJEI‘CJ.C.!.OS 3 Q

: 1.—,a) 4Ax~7y-5z-8=0

: . b) @x-By-z+6=0 ;
2.- ¢8,0,05, €0,-4,0, C0,0,3

E_jerc:.c.\.os 3.10
1.-ad Sxyv7o—3y/v?"+5z/v?_¥30/v?——o d-30/¢?—
bd 3% vY14+2y v1d-z-¥14=0, d=0 :
2.~ a) d=6
b> d=2svId
Ejercicios 3.11.
1.- ad) x=4t y=1+8t z=5/4+5t
) b)Y x=-6+7tL y=1-2t z=5=5t
2. - ad C-51-4,-55-4,-43-4D
b> c2.-9-2,11.2>
Ejercicios 3.12
1.~ ad Son paralelos.
b) 54
) a6°ss’
2.~ ad) 2x+3y-7z-22=0
b)) 4x+Jy+28z-19=0
3. - ad 4"
B> 49°

o



“Ejercicios 3. 13 5

Capitule IV.. 00

i Ejercicioé 4 1

1. ad Cc=Cc3,s2,-5-2), R=vVS

b) " El punto C-7/2,1)
c) No representa algun lugar geométrico.

2. = a) xT+y’-7x-4y=0, C=C7/2,2>, R=V6a, 2
B) Bx +8y -38x-25y=34=0, C=C8-3,25,12), R=vZ465,12
) 7xE+7yi-gax+say+21=0, C=C11.7,-26-73, R=SYZ6.7

3. - cx+3>%+Cy-122%=29

Ejercicios 4.2

1.- &) x+2y-13=0 - s
BY) y+4=0

2. = a) 2x-3y-13=0, 2x+3y-13=0
b) No existe solucidn.

Ejercicios 4.3

1.- a2

Cx—hd2+C y—CS5-h2>2=r?
cx-33%4cy-ad3=g
Cx+3 %4 y-a2=g

B Cx~CCk+¥S |k |3 203+ y—k> I=k?

Cx—C2+2vE 0 icy-ad%=16
Cx—C2-2v513%+cy-43%218



+a>> +Cy+4) -16‘
Cy—3c1—h>>

xz+y +2x+6y—10—0

as+at.3 s+cas+atdy +c12=+1 st) x-c 5s+1 1 t)y—O :
2 +2y7+1 3y=0 P :

fax—Sy*O

EJEFC1C105‘4 4 )

“1U=ad Cx%-5) +c y+232+Cz-13%=38

" sE+y%+z% 1 Ox+4y—22-6=0

Lmrm b)Y k) Cyrad Tz +ad =0
ey ez T r8x 4y +BZ +29=0
fa.— ad x2+y2+zz—4x+az=44
By >y ez —ax-17=0
3.- ad C=C1,-3,1>, R=v/E
b)) No es una esfera.
Ejercicios 4.5
1.- No son tangentes.
2.~ y—2z-2=0
Ejercicios 4.6
1.- Sx~3y+5z+1=0
2. - xP+y*+z®19x-32y-212+70=0
Ejercicios 4.8
CSe menciona unicamente, ;aﬂ'gcuaciéﬁ;;en
coordenado canénico) e 2
1.- ad cx-5d%+4acy-4137=16
' B Ox’-18y°=144
) Cx-7d>%=-14Cy-3.2

‘el sistema
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