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PRÓLOGO 

El presente trabajo surge de la búsqueda de nuevos métodos de 

motivación para el estudio, en los alumnos de la Facultad de Ciencias. 

' En particular de la materia de Geometria Analitica I, debido a la 

experiencia como prof'esora de la misma, de la .M. en C. Jacqueline 

~ CaBetas Ortega. directora de ésta tesis. Nuestros objetivos son: crear 

un curso 11mot.ivanle" desde el punt.o de vist..a didáct.ico y hacer más 

) 
11act.ivas 11 las clases t.radicionales. mediant.e el uso de la comput.adora. 

Como el nombre de la materia lo sugiere, ésta se puede 

dividir,. básicament.e. en dos part.es: una analitica y ot.ra, geomét.rica. 

Tradicionalment.e la part.e analit.ica es la part.e "f'uert.e 11 del curso; 

aunque también. es la parte más árida. Debido a que la mayoria de las 

veces, es realmente dif'icil dibujar en el pizarrón lo que se pretende 

ejemplif'icar; esto en gran parte porque el pizarrón es un espacio 

bidimensional, y para aquellos ejemplos que requieren un espacio 

t.ridimensional se debe apelar no sólo a un dibujo con perspect.iva, sino 

también a la visión matemática de cada alumno Cy un tanto a la 

i magi nací ón) . 

Aún cuando la pantalla de una computadora es también un 

) espacio bidimensional, siempre será. más exact.o. más rápido y se 

obt.gndrá una mejor parspact.iva, al dibujar an alla. Con t.odo ast.o, se 

J logra llamar la atención del alumno hacia lo que realmente se quiere 

ejemplif'icar; por otra parte. resulta motivante el hecho de hacer un 

J poco más dinámica una clase. que usualment.e no lo es t.ant.o . 

. J Esta propuesta de curso está basada en el programa of'icial 

para la materia de Geometria Analitica I, que se imparte en la Facultad 

de Ciencias y, en par'licular, t.iene un enfoque vect.orial sin olvidar 

por ella. mencionar el en~oque cart.esiano. Est.e t.rabajo se divide en 4 

,Í capitules escritos y 4 programas de computación ejecutables Cuno por 

cada capitulo). Se omiten las demost.raciones f'ormales, ya que 

) generalment.e es más didáct.ico resolverlas en clase ó como una t.area 

para los alumnos. 



Los programas f'uerón 

requerimient..os de equipo de 

pensados 

cómput..o 

y creados, 

no sean 

de f'orma que 

sof'i st..i cados. 

los 

Una 

comput..adora con 640 K de memoria, una t..arjet..a de graf'icación CGA, 6 

similar, y monit..or monocromát..ico, es suf'icient..e para ejecut..ar los 

programas en cuestión; est..o es con lo que, generalment..e, cuenta 

cualquier comput..adora de t..ipo personal. Sin embargo, y debido a la 

resolución de cada t..arjet..a de graf'icación en part..icular, puede perderse 

precisión en algunos dibujos; por lo que lo más recomendable, para no 

perder precisión en los dibujos, es trabajar en una computadora con una 

t..arjet..a de graf'icación VGA, 6 similar, y un monit..or que soport..e ést..e 

t..ipo de t..arjet..a, no imporlando si es monocromático o a color. 

Finalment..e, es nuest..ro deseo que se cumplan los objet..ivos 

porpuest..os y que se ut..ilice ést..e trabajo, ef'ectivament..e, como material 

de apoyo en los cursos de Geomet..ria Analit..ica. 

I. T. M. 

J.C. O. 



1.1 Preliminares de Trigonorriet.ria. 

Def'inici6n. - Un VECTOR .es la t.rayec.t.oria más cort.a ent.re dos 

punt.os cual esqui era. Se le r:epresent.a como :·un_a, 'f'.l·echa·.:'· 

Un vect.or se .caract.eriza por t.ener DIRECCION, SENTIDO Y 

MAGNITUD. 

Ejemplos 

a) La DIRECCION est.á dada por la f'orma de dibujar la 

t.rayect.ori a. 

b) El SENTIDO est.á dado por la orient.ación de la !'lecha, 

cada dirección t.iene dos sent.idos opuest.os. 

c) La MAGNITUD es la longit.ud de la !'lecha. 

4.5 
1113 

1) El DESPLAZAMIENTO de un aut.omóvil 

8) La VELOCIDAD con que vuela. un avión 

3) La FUERZA con que empujamos un carro 

4) Los EJES COORDENADOS. 

5) Un POLINOMIO. 

1 



Repa.cio de Tri.gonomelrl.o. 

De:finición : ún ANciüt:'o~eesLla .. abert.ura ent.re dos direcciones. 

Denot.ar-emos a los· 

ángulo A. 

>7· 
·// . ---¡ 

(·.H. -~--- . 
/. --------.¿ _____ _ 

se ejempli:fica un 

Un ángulo A se dice POSITIVO si la abert.ura es en sent.ido 

cont.rario al movimient.o de las manecillas de un reloj, y NEGATIVO C-AJ 

en ot.-ro caso. 

·A 

/ . 
,,.K_./ 

De:finiciÓn : Un GRADO es la medida de un ángulo que divide a 

la circun:ferencia en 360 part.es iguales. Un MINUTO es 1/60 de grado y 

un SEGUNDO es 1 /60 de un mi nut.o. 

De:finición : Un RADIAN es la medida de un ángulo que abarca un 

arco de longit.ud igual al radio de una circun:ferencia. 

Como la longitud de una circunferencia es 2nr. donde r es el 

radio de la circun~erencia. la circun~erencia se puede subdividir en 2rr 

arcos de longitud r, es decir : 

360 grados 2rr radianes 

2 



Ropago de Tri.gonomotri'..o. 

Igualdad que se t.raduce en las ~órmulas siguient.es : 

grado = 2rr/360 radianes = n/180 radianes 

1 radián = 360/2n grados = 180/rr grados 

Se suprime la palabra radianes cuando se mide un ángulo con 

esas unidades. 

Ejemplos: 

1 . - Dar 1 a , medida en grados, mi nut.os y segunclos de 1 os ángulos 

siguient.es: 

A = n/6 rad B = 5n/4 rad 

como 1 radián = 180/n 

A C180/rr)Crr/6) 30° 

B C180/rr)C5rr/4) = 225° 

e e 2/5) e 10orn) = 72° rn 

e = 2/5 rad 

(2/5)(57°17'45' ') = 22°55'6'. 

2.- Expresar en radianes los ángulos siguientes: 

A = 135° s = 25º30• e = 42º24•35• • 

cor.>o 1 grado rr/180 rad 

Ejercicios 1.1 

A C135)Crr/180) = 3rr/4 rad 

B 

e 
C25.5)Crr/180) 0.4451 rad 

C42 + 24 x 60 + 35) = C42.41)C18n0) 
3600 0.7402 rad 

Expresar. según corresponda. en grados. minut.os y segundos 6 

en radianes, les siguientes ángulos: 

1. - A 25°30' 

2. - B 12°12'20'' 

2.- e 
4.- o 

7nr10 rad 

1/4 rad 

3 



1. 2 Tri,ángulos 0 semejantes. 

Un,TRIANGULP se puede dei'inir como un poligc:Íno,"'C!ei: tres ladcis o 

de 't.res ángulos. En él que se cumple siempre que ,un 'lado- es menor que 

la suma de los et.ros dos y mayor que su dii'erencia; 

ángulos 

correspondientes 

Casos de semejanza de t.riángulos : 

a) Dos t.riángulos son semejantes si tienen dos ángulos 

respectivos iguales 

A 

------· ..• C B' 
le et.,pJe :-A:A'; F:e• 

4 



RGpa.ao do Tri90n0Tñ-eiría. 

b) · Dos t.r i ángulos son semej ant.es si t.i enen un áng·.'.ri o:'· 

igual y proporcionales los lados 

·! 

!e ct11Ple : A:A' y AB/A'B' : ACIA'C' 

e) Dos t.riángulos son semejant.es si t.ienen_ sus t.res 

lados correspondient.es proporcionales 

A 

e¿jc 

A' 

.. ~.: 
.Se ctJnPle : ABIA'B' : AC/A'C' : BC/B'C' 

Podemos clasi~icar a un t.riángulo de dos ~ormas dist.int.as 

a) En ~unción de la magnit.ud de los lados 

represent.an al t.riángulo: 

EQUILATERO.- cuando las t.res magnit.udes son iguales 

ISOSCELES.- cuando dos magnit.udes son iguales 

ESCALENO.- cuando las t.res magnit.udes son dist.int.as 

5 
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Repo.ao de Tri.gonomalr1:a. 

b) En: :función de los ·ángulos que :forman dichos lados: 

RECTANGULO.- cuando dos lados· :forman un ángulo rect.o 

OBLICUANGULO. - cuando ninguno de sus angules es rect.o, 

t.enemos dos clases de triángulos: 

ACUTANGULO.- cuando los t.res ángulos son agudos 

OBTUSANGULO.- cuando un ángulo es obtuso 

Casos part.iculares de semejanza de t.riángulos: 

i) D::>s triángulos equilát.eros cualesquiera son semejant.es 

iD Dos triángulos 

semejantes si t..ienen 

proporcionales sus lados 

6 

rect.ángulos 

un ángulo 

1 

cualesquiera 

agudo igual 

son 

o 



RGpa.~,:, dg Trtgonometrta. 

iii) Dos t.riángulos isósceles son ,semejant.es si t.ienen un 

ángulo igual 

siempre 

Nos será út.il más adelant.e la siiguien,t.e a:!'irmación : 

"La suma de la medida de los ángulos int.ernos de un t.riángulo 

es de 180°". 

La demost.ración es sencilla. Consideremos el t.riángulo de 

vért.ices A, B, C. Tracemos por el vért.ice B una paralela al lado AG. El 

ángulo c• es igual al ángulo e por ser alt.ernos int.ernos; y t.ambién son 

iguales el ángulo A y A' por ser correspondient.es. Como B+C' +A' =180° 

t.enemos que B+C+A=180° como queriarnos demost.rar. 

7 



Repa.go de Tri.g~nomelria. 

1.3 Funciones Trigonométricas. 

Tomemos un triángulo rectángulo cualquiera. Sean A. B, C los 

vértices del triángulo, los ángulos respectivos también A, B, C donde C 

es el ángulo recto y a, b, c las magnitudes de los lados opuestos a 

cada uno de los vértices. 

1:~. 
Al lado cuya magnitud es c se le llama HIPOTENUSA. En relación 

al ángulo B, el lado cuya magnitud es a es el CATETO ADYACENTE y el 

lado cuya magnitud es b es el CATETO OPUESTO. En relación al ángulo A 

el lado cuya magnitud es a es el CATETO OPUESTO y el lado cuya magnitud 

es b es el CATETO ADYACENTE. 

Con esto podemos derinir las runciones trigonométricas del ángulo 

A, en términos de las magnitudes de los lados del triángulo. 

Derinición.-

CSENO) SEN A cateto opuesto/hipotenusa a/c 

CCOSENO) cos A cateto adyacente/hipotenusa b/c· 

CTANGENTE) TAN A cateto opuesto/cateto adyacente a/b 

C COTANGENTE) COT A cateto adyacente/cateto opuesto b/a 

CSECANTE) SEC A hipotenusa/cateto adyacente c/b 

C COSECANTE) ese A hipotenusa/cateto opuesto c/a 

CATETO AO\lllCEHTE : 

8 



~-QP~.~ ~~~Q ':!ri.9onom~lrío. 

Sea ABC un t.riángulo rect.ángulo' cU;,.{q~L~i;á~'.donde C é• es .. -eil · 

ángulo rect.o y ª• b, e las inagnit.udes de los -.lados ·'C>~i:iestcis á C:adá' un.o 
~ '.•'. ',;~ ~. 

de los vé~~::::. ~:t.::~::a::s~u~:~e s:~~ del cJéld~~·d6'J~;-~~l-:•Jf~l~t_o~- es. 

igual ·al cuadrado de la hipot.enusa". 

ª2 + b2 = c2 

a': 16 

Ejemplo 1: 

Sea el t.riángulo rect.ángulo ABC t.al que a=2 y c=2'Y5. Encont.rar 

los valores de las runciones t.rigonomét.ricas de los ángulus agudos del 

t.riángulo ABC. 

Como el t.riángulo ABC es un t.riángulo RECTAJ-/GULO, podemos 

ut.ilizar el TEOREMA DE PITAGORAS, b 2 =c 2 -a2 =C2-yS) 2 -C2) 2 =20-4=16, luego 

b=4; ent.onces: 

SEN A 

TAN A 

SEC A 

Ejemplo 2: 

COS B 

COT B 

ese s 

COS A 

COT A 

ese A 

SEN B 

TAN B 

SEC B 

Encont.rar los valores de las runciones t.rigonomét.ricas del 

ángulo agudo A, en un t.riángulo rect.ángulo ABC, dado: sen A=3/7. 

Por derinición de la runción SENO t.enemos que SEN A=a/c=3/7, 

por lo t.ant.o, se puede pensar que a=3 y c=7. Como el t.riángulo ABC es 

un t.riángulo rect.ángulo, podemos ut.ilizar el TEOREMA DE PITAGORAS; 

b
2
=c

2
-a

2
=7

2
-3

2
=49-9=40, luego b=2-110. ent.onces: 

SEN A 3/7 cos A 2-II0/7 TAN A 3/2-110 

COT A 2-110/3 SEC A 7/2-110 ese A 7/3 

g 



Repo..so · de Tri.gonomelri.a. 

Encontremos ahora las :funciones trigonométricas· de algunos 

ángulos :fundamental es que uti 1 izaremos más adelante. 

Encontrar las :funciones: trigonométricas: de un ángulo de 45°: 

Sea ABC un triángulo rectángulo isósceles:. Por de:finicióri' s1 

ABC es: un triángulo rectángulo tiene un ángulo de 90 grados y. siendo 

isósceles tiene dos lados cuyas magnitudes son iguales:, esto implica 

A = B = 45° y a = b 

Sea a=b=l; por el TEOREMA DE PITAGORAS c=-.l:i:+l ="Y'Z, por lo 

tanto: 

SEN 45° 1/-YZ' 

cos 45° 1/1"2 

TAN 45° 1 

COT 45° 1 

SEG 45° .yz 

ese 452 = .yz 
45' b: 1 

Encontrar las :funciones trigonométricas: de los ángulos de 30°y 60°: 

Sea ABC un triángulo equilátero. Por de:finición tenemos a=b=c, 

esto implica que cada uno de sus ángulos mide 60 grados. La bisectriz 

de un ángulo cualquiera por ejemplo de B. es la mediatriz del lado 

opuest.o. con ella obtenemos dos triángulos: rectángulos con la 

caracteris:tica de tener un ángulo de 30 grados. Sean a=b=c=2, est.o 

implica que d=l y como ABD es un triángulo rectángulo, podemos aplicar 

el TEOREMA DE PITAGORAS, como c=2 y d=l entonces a=.y,r::r =-1:3; por lo 

tanto: 

SEN 60° Y3/2 cos 30° 

cos 60° 1/2 SEN 30° 

TAN 60° Y3 COT 30° 

COT 50º 1 ,...-1:3 TAN 30° 
c::2 

SEC 60° 2 ese 30° 

ese eoº 2-1:3 SEC 30° b:2 60' \ e 

Es esencial tomar en cuenta la importancia del TEOREMA DE 

PITAGORAS para triángulos rectángulos y de como utilizar las: :funciones 

trigonométricas de los: ángulos: de 30 y 60 grados, que hemos encontrado 

hasta ahora. 

10 



\ 

~ 

"') 

"· 

Enunciaremos algunas igualdades para las !'unciones 

trigonométricas de dos ángulos y demostraremos geométrica~ente .las dos 

primeras, dejando como ejercicio las restantes: 

sen CA + 8) sen A ces 8 + ces A sen 8 

ces; CA + 8) ces A ces 8 - sen A sen 8 

sen CA - 8) sen A ces; 8 - ces A sen 8 

ces CA 8::> ces; A ces B + sen A sen B 

Demostraremos: a continuación las siguientes af' i r maci enes: 

sen CA + 8) sen A ces B + ces: A sen 8 

ces: CA + 8) ces: A ces: B - sen A sen B 

Para f'acilitar la demostración, sean A y 8 ángulos agudos 

positivos:, los dibujamos: con un vértice común O. Sea P un punto 

cualquiera en el lado f'inal del ángulo A+8. Tracemos: los segmentos: PA. 

P8,8C y 80 de !'arma que PA sea per~endicular al lado inicial del ángulo 

A+8 y 80 sea perpendicular a AP. Como los triángulos: 08C y DP8 son 

rectángulos: son semejantes:, por lo que el ángulo que f'orw4n los lados: 

DP y P8 es igual al ángulo A. Del dibujo tenemos que: 

SENCA+8)=AP/OP=CAD+DP)/0P 

=CC8+DP)/0P=CB/OP+DP/OP 

=CC8/08)C08/0P)+CDP/BP)C8P/0P) 

=CSEN AJCCOS B)+CCOS AJCSEN 8) 

COSCA+8)=0A/OP=COC-AC)/0P 

=COC-08)/0P=OC/OP-DB/OP 

=COC/08)C08/0P)-CDB/8P)C8P/0P) 

=CCOS A)CCOS 8)-CSEN A)CSEN 8) 

Ejercí ci os: 1. 2 

p 

A 
O R C 

Sin tablas. ni calculadora. deduce el valor del seno y del 

coseno de 15 grados, mediante: 

45°-30° 

60°-45° 

11 



- RCi .. pa..s;O- de Trigonomelrta. 
.·., •• , i 

Def'inició~.·, uri'nr~<3uco ,;,; .;.;~;.icier;_ :kE~E¿r6 cu~nd~ se han. 

delerminado las medidas ~;;;;,.u~· Ú~~ ~kuié:i~ int:eí-nos y las m.ignit.u~es 
de sus lres lados. 

Ejemplo 1: 
~»._~;-,· :·: .. :? : >_>:" <> . 

Resolver el lriángulo reclángulo ABC donde A=58°53''·'y a=~4;'..36:· 
Como A+B+C 

'') 8=90°-58°53' =31 º7•. 

debe ser 

Conociendo 

igual 

los 

a 180 grados y C=90':', 

ángulos, podemos 

medidas de los lados reslanles a tráves de 

lrigonomélricas que podemos oblener con calculadora: 

a/c=SEN A 

b/c=COS A 

Ejemplo a: 

c=a/SEN A=24.36/0.8562=28.45 

b=Cc)CCOS AJ=C28. 75)C0. 5168)=1·4. 7 

·ent.c)ndes 

Resolver el triángulo reclángulo ABC, donde b=15.Z5 y 

c=32. 68. 

Por def'inición de las !'unciones trigonomélricas t.enemos que: 

SEN B=b/c=15.25/32.68=0.4666. es decir 8 27°49' 

Como A+B+C debe ser igual a 180 grados y C=90°. enlences 

A=90°-27°49'=62°11 '. Finalmente. para obtener el valor de a, sabemos 

que: a/c=COS 8 a=Cc)CCOS 8)=C32.68)C0.8844)=28.9 

1.4 Ley de los Senos y Ley de los Cosenos. 

Hasta ahora hemos lrabajado con triángulos reclángulos, pero 

veamos como resolver lriángulo que no son reclángulos. 

Def'inición Un TRI ANGULO OBLI CUANGULO es aquél que no es 

rectángulo. En un triángulo oblicuángulo, los tres ángulos son agudos o 

dos son agudos y el lercero es oblusángulo. 

e e 

L~· 
A · e · . B. · · ·· A · e B 

12 



R~pa.ao de Tri.gonomoLrLa. -

¿Como resolvemos un t.riángulo oblicuángulo? 

Con LA LEY DE LOS SENOS Y LA LEY DE LOS COSENOS. 

LEY DE LOS SENOS 

En t.odo t.riángulo los lados son proporcionales a los sanos da 

los ángulos opuest.os; est.o as: 

a b 
sen.A sen B 

son inmadiat.as las siguient.es relaciones: 

a SEN A 
b = SEN B 

a cont..inuación daremos una 

SENOS. 

b _ SEN B 
c-SENC 

demost.ración 

e 
sen C 

=. 
a 

geomét.rica 

SEN C 
SEN A 
de la LEY DE LOS 

Sea ABC un t.riángulo oblicuángulo cualquiera. En la f'ig. Ca), 

los ángulos A y B son agudos, mient.ras que en la f'ig.Cb), el ángulo 8 

es obt.uso. Trácese CD perpendicular a AB o a su prolongación. Sea h la 

1 ongi t. ud de CD. En cualquier a de las dos f' i guras se t.i ene que, en el 

t.riángulo rect.ángulo ACD, h=Cb)CSEN A), mient.ras que, en el t.riángulo 

rect.ángulo BCD, h=Ca)CSEN 8); ent.oncas, 

C a) C SEN 8) = C b) C SEN A) a/SEN A b/SEN 8 

De manera semejant.e, si se t.raza una perpendicular desda B a 

AC, o desde A a BC, se obLiene, 

a/SEN A = e/SEN C 6 b/SEN B e/SEN e 
Finalment.e, 

a/SEN A b/SEN B= e/SEN c 

Par a resol ver t.r i ángulos oblicuángulos cuando se conocen 1 a 

medida de uno de los lados del t.riángulo y dos de sus ángulos, daremos 

dos ejemplos. 
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Repas;o de Tri.gonomelri.a. 

Ejemplo 1: 

Resol ver_ el t.r i ángulo ABC dados c=25, A=35° y 8=68°. 

Para encont.rar .C: ~ Ó=180°,-CA+8)=1S0":-103°=77° 

Para-encont.rar a: a=Cc)CSEN A)/SEN C=C25)CSEN 35°)/SEN 77° 

=C25)C0.5736)/0.9744=15 

Para encont.rar. -b: b=Cc)CSEN B)/SEN C=C25)CSEN 68°)/SEN 77° 

=C25)C0.9272)/0.9744=24 

Ejemplo 2: ·r••t,:· 
Resolve¡:. -el :t._:,::{á!'.lgulo ABC dados a=62.5, A=112°30' y C=42°10'. 

Para enccint.~a;~lst .. 
Para enconLfa'r/b; ·. 

Para encont.rar c: 

B=l 80°-C C+A) =180°-154 °30' =25°30' 

b=Ca)CSEN B)/SEN A 

=C62.5)CSEN 25°30')/SEN 112º20• 

=C62.5)C0.4305)/0.9250=29.1 

c=Ca)CSEN C)/SEN A 

=C62.5)CSEN 42°10')/SEN 112°20' 

=C62.5)C0.6713)/0.9250=45.4 

Para resolver triángulo oblicuángulos cuando se conocen las 

medidas de dos lados del triángulo y el ángulo opuest.o a uno de ellos, 

se presentan 7 posibles: tipos de soluciones. Discut.iremos brevement.e 

cada una de ellas. 

Sean b, c y B los element.os conocidos: del t.riángulo. Cuando el 

ángulo B es agudo tenemos 5 casos. Dibujamos: el ángulo B y el lado 

BA=c, t.razamos un arco con cent.ro en A y radio igual a b Cel lado 

opues:t.o al ángulo dado). 

1.- Cuando b<AC=c SEN B, el arco no cort.a a BX y, en 

consecuencia no se det.ermina t.riángulo alguno. 

A 

zt 
B D X 

14 



Rgp~o do Trigonomelrí.a. 

2_·:: C:ua'nei.;'_b_=AC;,,~ ;,;N '8, el árco es t.angent.e a BX y queda 

det.erminado un t.riángulo rect.ángulo cuyo ángulo rect.o es C. 

A 

3. - Cuando b>AC=c SEN 8 y b<c, el arco cort.a a BX en dos 

punt.os, C y C', a un mismo lado de B. Se det.erminan dos triángulos: 

ABC, en el que Ces agudo, y ABC', en el que C'=180°-c. 

B 

4. - Cuando b>AC=c SEN B y b=c, el arco cort.a a BX en los 

punt.os C y B. Queda det.erminado un t.riánguJ.o isósceles. 

A 

15 



6. - Cuando b>c, el arco corla a BX en el punt.o C y corla la 

prolongación de BX en sent.ido cont.rario en el punt.o C'. Como el 

triángulo ABC' no contiene al ángulo dado B, 

solament.e el triángulo ABC. 

X 

queda det.erminado 

Sean b, c y B los elementos conocidos. Cuando el ángulo B es 

obt.uso, t.enemos: Z posibilidades. Construimos el ángulo B y el lado 

BA=c, trazamos un arco con cent.ro en A y radio igual a b Cel lado 

opuesto al ángulo dado). 6.- Cuando b<c 6 b=c, 

t.riángulo alguno. 

no se determina 

7.- Cuando b>c, se determina un sólo t.riángulo. 

A 

/ 
X 
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Repa;;o de Tri.gonomelrto. 

Ejemplo 1: 

Resc::ilvér ·e.1 triángulo ABC dados c=628. b=480 y C=55°10'. 

Conio C:j;;,~;:~i;;~do~y: c>b, la solución es única. 

SEN B = b SEN C/c=C480)CSEN 55°10')/628 
¡, : -,'::~ ·_~, :'.·.\.-.~/-.. -:{;_-~.-:~·-.-· _::-:,:; 

f".c::ír .J.~: t~:;{[b B ;;; ~~~~b ~ 
=(480)(0.8208)/628=0.6274 

Para encontrar·~·,,.'': .:A,;,180°-CB+C)=l80°-94°=86° 

Par-a encont.r.ar a: á=Cb)CSEN A)/SEN B 

:~C480)CSEN 86°)/SEN 38°40' 

,;,C480)C0.9976)/0.6271=764 

Ej emp~=s=~ ver el t;:ti.~ul~ <ABC dados a=525, c=421 Y A=l 30°50' · 

Como A es. obl,u~Cí'.'y:áS2; existe una solución. 

Para ericonÍ:ra'F{'c/ .SEN c = c SEN A/a=C42DCSEN 130°50')/525 

. --'~?:'.-~.?·:(:::~//;~'-\;~t·· =C 421JCO. 7566)/925=0. 6067 

Por lo' t.á.nt'.~ ··~·'.~Ü,~i0~C>· 
Para enconfra°~t;>:t' 13,,;i 80°-CC+A) =180°-168°1 O' =11 °50' 

Para ~n~8n¿i~,;~/ 'b='éa)CSEN 8)/SEN A 

Ejemplo 3: 

,,;~ 525) C SEN 11 °50') /SEN 130 °50' 

=C525)C0.205l)/0.7566=142 

Resolver el triángulo ABC dados a=31.5, b=51.8 y A=33°40'. 

Como A es agudo y a<b, existe la posibilidad de dos 

soluciones. 

Para encontrar B: SEN B b SEN A/a=C51.8)CSEN 33°40')/31.5 

=C51.8)C0.5544)/3l.5=0.9117 

Por lo tanto B = 65°40' y B' = 180°-65°40' = 114°20' 

Para encontrar C: 

Para encontrar e: 

Para encontrar e•: 

C=180°-CA+8)=80°40' y C'=lS0°-CA+8')=32° 

c=Ca)CSEN C)/SEN A 

=C31:5)CSEN 80°40')/SEN 33º40• 

=C31.5)C0.9868)/0.5544=56.1 

c'=Ca)CSEN C')/SEN A 

=C31.5)CSEN 32°)/SEN 33°40' 

=(31.5)(0.5299)/0.5544=30.1 

17 
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RepCJ.Qo · d~. Tri.gonomeLrta. 

LEY DE LOS COSENOS 

En todo triángulo, el cuadrado de un lado cualquiera es igual 

a la suma de los cuadrados de los et.ros dos lados menos el doble 

producto de estos lados por el coseno del ángulo comprendido ent.re 

ellos; es decir: 

a 2 == bz+ c 2 - Zbc ces A 

bz= az+ c 2 - Zac ces B 

c 2 == az+ bz- Zab ces c 

A cont.i nuaci ón daremos una demostración geométrica de la LEY DE LOS 

COSENOS. 

Sea ABC un triángulo oblicuángulo cual qui era. En 

los ángulos A y B son agudos. mient.ras que en la f'ig. Cb:>, 

es obtuso. En el triángulo rectángulo ACD de cualquiera 

f'iguras, b 2 =h2 +CADJ 2
• En el triángulo rectángulo BCD de 

h=Ca)CSEN 8) y DB =Ca)CCOS B). Entonces, 

AD=AB-D8=c-CCa:>CCOS B:>:> y 

b 2 =h2 +C ADJ 2 =C a 2 JCSEN2 B:> +c2 -ZcaCCOS B) +C a 2 )C cos28J 

=Ca2 :>CSEN2 B+Cos2BJ +c 2 -G:DCc)C a:>CCOS 8) 

=c2 +a2 -Zca COS 8 

En el triángulo rectángulo BCD de la f'ig.2, 

h =Ca)CSENC1soº-B))=Ca:>CSEN B:> y 

8D =Ca)CCOSC1soº-BJ)=(a)C-COS 8) 

Entonces AD=AB+8D=c-Ca:>CCOS B) y b 2 =c 2 +a2 -Zca COS B. 

la t'ig. Ca:>, 

el ángulo B 

de las dos 

la t'ig. Ca:>, 

Las et.ras relaciones pueden obtenerse mediante un cambio ciclico de las 

letras. 

<a> e 

/ 0 . \ 

!!,- h; \a 
/ ¡ >, 

A D 

Par a resol ver t.r i .ángulos oblicuángulos cuando se conocen la 

medida de dos de los lados del triángulo y el ángulo comprendido entre 

ellos, daremos dos ejemplos. 
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Ropa.sao de T~i.g~nonietri.a. 

Ejemplo _i: 

Resólver el t.riángulo ABC dados a=132, b=224 y C=28°40'. 

Para encont.rar c: 

Para encont.rar A: 

2 
c a

2 + b
2

- 2ab cos e 
C132) 2 + C224) 2

- 2C132)C224) ces 28°40' 

C132) 2 + C224) 2
- 2C132)C224)C0.8774) 

16714, por lo tanto c = 126 

SEN A=Ca)CSEN C)/c=C132)CSEN 28°40')/126 

=C132)C0.4797)/126=0.6066 

Por lo tant.o A = 30°30' 

Para encontrar B: 

Por lo tanto B 

Ejemplo 2: 

SEN B=Cb)CSEN C)/c=C224)CSEN 28°40')/126 

=C224)C0.4797)/126=0.B696 

120°60' 

Resolver el triángulo ABC dados a=322, c=212 y 8=110°60'. 

Para encontrar b: 

Para encontrar A: 

b 2 = c 2 + a 2
- 2ca cos B 

=C212) 2 + C322) 2
- 2C212)C322) cos 110°60' 

=C212) 2 + C322) 2
- 2C212)C322)C-0.3567) 

=1977191, por lo tanto b = 444 

SEN A=Ca)CSEN 8)/b=C322)CSEN 110°60')/444 

=C322)C0.9346)/444=0.6778 

Por lo t.anto A = 42°40' 

Para encontrar C: SEN C=Cc)CSEN 8)/b=C212)CSEN 110°60')/444 

=(212)(0.9346)/444=0.4463 

Por lo tanto C = 26°30' 

Par a r eso! ver triángulos oblicuángulos cuando se conocen la 

medida de los tres lados del t.riángulo daremos un ejemplo. 

Ejemplo 3: 

Resolver el t.riángulo ABC dados a=26.2, b=37.B y c=43.4. 

Para encontrar A: COS A=b2 +c2 -a2 /2bc 

=C37.8) 2 +C43.4) 2 -C26.2) 2 /2C37.8)C43.4) 

=0.8160 
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Rep_a..8~. -~~.; ~;~r~g«?n~niotri.a. 

Por lo tanto A 35°20' 

Para encontrar B:' COS B=c 2 +a 2 -b2 ....-Zca 

=C43. 4) 2 +C25. 2) 2...:C37~ 8~ 2/2(43_ 4)C25. 2) 

=0.4982 

Por lo tanto B = 60°10' 

Para encontrar C: COS C=a 2 +b 2 -c 2 /2ab 

=C25.2) 2 +C37.8) 2 -C43.4) 2 /2C25.2)C37.8) 

=0.0947 

Por lo tanto C 84°30' 

Ejercicios 1. 3 

Resuelve el triángulo ABC dados: 

1) A=94 ° 40', 8=65°10' y a=129. 

2) A=75°20', C=38°30' y b=321. 

3) 8=112°20', a=31. 9 y b=40. 2. 

4) A=39°20', a=320 y c=270. 

5) a=6.34, b=7.30 y c=9.9B. 

1.5 Circunf"erencia unitaria. 

Recordemos que las !"unciones trigonométricas las de!"inimos a 

partir de un triángulo rectángulo. Ahora vamos a considerar todos los 

triángulos rectángulos que tengan un vértice en común 

hipotenusa, por comodidad sea de magnitud uno. 

y cuya 

Ahora bien, todos estos triángulos rectángulos asi dibujados, 

geenran una circunf"erencia cuyo radio tiene la misma magnitud que la 

hipotenusa ce cada uno de ellos, es decir 1, por lo que ésta 

circunf"erencia se de!"ine como CIRCUNFERENCIA UNITARIA. 

20 



Por· def'inición sabemos que : 

ces A 

sen A 

cateto adyacente/hipotenusa 

cateto opuesto/hipotenusa 

pero como la hipotenusa es igual a uno, entonces 

ces A 

sen A 

cateto adyacente 

cateto opuesto 

Corno estos triángulos rectángulos cumplen el Teorema de 

Pitágoras tenemos que a
2

+ b 2 = c 2 de donde 

sen2 A + cos 2 A = 1 

f?t· 
~' 

Como todos los catetos adyacentes de estos triángulos se 

encuentran en la misma dirección horizontal y los catetos opuestos en 

la misma dirección vertical, podemos comparar estas dos direcciones con 

el plano cartesiano. A la dirección horizontal le corresponden las 

abscisas y a la dirección vertical las ordenadas. 

De esta f'ortné>. .. ª cada punto de la circunf'erencia unitaria lo 

podemos represenLar como Ceas A~ sen A:J. 

Por último def'inimos donde son positivos o negativos el seno y 

el coseno. 

cos A­
sen A t 

cos A· 
sen A· 

21 
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Repago de Trlgonomalri'..a. 

Anteriormente· def'inimos 'ángulos positivos y negativos, ¿cómo 

vamos a irlt.e¡.;pré,fa~~"'l, s~eno y, ,el coseno de un ángulo negativo?. Sea A 

un árigt.i1'o'"i:::ualqui'era'; 'dibujemos A y -A en la circunf'erencia unitaria. 

vl~ualizar 

: ces e '-A.J , = 
que para 

ces A 

ambos ángulos la abscisa es la 

rnisriia, 

y la" orde'nélda, varia úni e amente en el signo, es decir 

sen C -A.J = -sen A 

Vi suali zem6s\ ~~C,fi,. .:'fo~fa's las f'unci enes trigonométricas 
;:_:_.'.,,'._.•·' 

A entre O y 90°, 

Los otros casos son análogos. 

de un 

f'ig.1, 

La circunf'erencia unitaria corta a la dirección de las 

abscisas en B y a la dirección''' cié l'as ordenadas en c. sea P el punto 

donde intersecta un lado del ángulo A; tracemos MP perpendicular a 08 y 

las tangentes a la circunf'erencia en B y en C, de f'orma que corten a la 

prolongación de A en los puntos Q y R, respectivamente. En cada una de 

las f'iguras, los triángulos rectángulos OMP, OBQ y CCR son semejantes 

y, en consecuencia : 

sen A 
COS' A 
tan A 

MP/OP 
OM/OP 
MP/OM 

MP 
OM 
BQ/08 BQ 

cot A 
sec A 
ese A 

22 

OM/MP 
OP/OM 
OP/MP 

CR/CC 
OCVOB 
OR/CC 

CR 
OQ 
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Repa..go de Tri.gonomelrta. 

La magnitud de cada !'unción está dada. por la longitud del 

segmenlo respeclivo CMP, OM, BQ, et.e.), y asignando el senlido 

apropiado a cada segmento oblenemos el signo correspondienle de la 

!'unción. Los segmenlos OQ y OR son negativos cuando están determinados 

sobre la prolongación del lado del ángulo y positivos en olro caso. 

Veamos ahora una propiedad de las !'unciones trigonométricas. 

Tomemos a los ángulos: de O y 360 grados sobre la circunf'erencia 

unil~ria, por lo que vimos ant.eriormenle lenemos: que: 

es decir, 

cos o = 1 

cos 360° = 1 

sen O = O 

sen 360° = O 

coso 

sen O 

cos 360° 

cos 360° 

1 

o 

Def'inición . - Toda !'unción que repite sus valores en ciclos 

def'inidos recibe el nombre de FUNCION PERIODICA. Al menor conjunlo de 

valores: corres:pondienle a un ciclo completo de la !'unción se le 

denomina PERIODO de l a f' unción. 

Las !'unciones t.rigonomét.ricas son !'"unciones periódicas, en 

parlicular las !'unciones seno y coseno lienen un periodo de 2n radianes: 

C360 grados) es decir si A es un ángulo cualquiera: 

ces A = ces CA + 2nnJ sen A = sen CA + 2nnJ 

con n un número entero posi~ivo 
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~,epaso de- Tri.gon~metri.a. 

Caric;lu~':°ema,;, este .f:epas~ cap unas ejercicios., 

Ejercicios 1. 4 

l. -Sin ·recurrir a t.ablas ni calculadora, .dar· ·er.c·.valar de las 

runcianes t.riganamét.ricas de un ángulo de : 

a) 210 grados b) 1 05 gradas c) 330 gradas 

2.-Resalver el t.riángulo ABC dadas 

B = 40°40' a = 62. 5 a 51.5 

3.-Canaciendo las valores de las runcianes t.riganamét.ricas de 

un ángulo de 45 gradas, deducir las periodos de las runciones t.an, cot., 

sec y ese .. 
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_Véc::i.ore&o ·Y-·aua o~era.ci.onee 

2. 1 E,;pa.c;i (;.i' x~ct.6.::i ái es d~sde un p\l;.;t;o. de 'vis¿.• g'~.;iné~{~ C:o;. 

cumpl ~c7a •. s.::0~0·n·s··~.:.··.·.~.·.'..dP'.~
1ª,t.~.c·eªJ·.'·º.=.:.•.R .• ~n~;u,~eds,';·ª··~· t01i·s~·i!~Jl~~;iii~~~~i~rc1~ ,::~:~:~: q: 

est.e L • ~· :·~~~~f;~f.-~~.~.~~ >.:,,i2t~-~~i:i~i',det-:aremos lo 
-;:';·"~f.: · t• ~- •. ,,-:.t~· -"'·t;f:'.~'.\!f:J:t;~- , ·~·e , '.-'!~.~ • 

si_gui_~.nt.~·-~-· - . ,~- ·-"~'\,,,·: .. :_;~ .~~r¿~~ ::,:>·" ::<~::,·;- ~~~~=-~·~.\'~··f. ·c.'~~~~.:!.}~~1~ ~~;~,~- ·.~· 
--:~.--.:':~~-:J~:·:;g:~~'.. 5 :-\r:· '0·i·::;::::~~~T :.1~;-f, .• -'.t.~~{.: :r: ;~ 1: .. " 

;~:~lf ~~~;~li~~~rmeE:~lt~i~~i~~~:-~:::::::~::·~ 
a, el vect.or X·= if. '/;, ·'i··· ~:: ,;::t :~ ',~'.; , e 

.. ~· !~'._,-').'; ·~'· - <::,:-._:.. 

Un vector se caract.eriza' por,;· ~;;¡;:,.~p: ·~F~;;CCION, SENTIDO Y 

\~:: MAGNITUD. 

Ejemplos 

a) La DIRECCION est.á d;.°~¡;-·~por ·1a !"orma de dibujar la 

t.rayect.oria. 

b) El SENTIDO está dado por la orient.ación de la 

!"lecha, cada dirección t.iene dos sent.idos opuestns. Al 

punt.o donde inicia la !"lecha se le llama punt.o inicial y 

al punt.o donde t.ermina se le llama punto !"inal. 

c) La MAGNITUD es la longitud de la !"lecha y la 

denot.aremos por : 1;;;: I · 

x ) 

1) El DESPLAZAMIENTO de un automóvi 1 

2) La VELOCIDAD con que vuela un avión 

3) La FUERZA con que empujamos un carro 

4) Un EJE COORDENADO. 

5) Un POLINOMIO. 
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variar 

y s_1;u¡ operc.c:lonoe 

·porque pueden 

que conserve su 

Supongamos ahora, quei queremos sumar a y. 5. ·.·Como b es libre, 

hacemos coincidir el punt.o f'inal de a con el:,. p1:1nt.o •. inicial de b, y 

def'inimos la suma de a más b como la t.rayect.oria' más cort.a ent.re el 

punt.o inicial de a y el punt.o f'inal de b, .es dec_i,;" como el vect.or c. 

ii /1 __ > ____ ) 
a .. / . __ ...-- e 
/ -----~-

Def'inición. - Sean a y b vect.ores. Para sumarlos se hace 

coincidir el punt.o f'inal de a con el punt.o inicial de b y de def'ine la 

SUMA de a más b como el vect.or que t.iene como punt.o inicial el punt.o 

inicial de a y como punt.o f'inal el punt.o f'inal de b. 

Def'inición. - Diremos que dos VECTORES son IGUALES o 

EQUIVALENTES cuando t.ienen la misma dirección, el mismo sent.ido y la 

misma magnit.ud. Y diremos que dos VECTORES son DISTINTOS cuando 

di~ieran en al menos una caract.erist.ica. 

ii es EQUIUALEHTE a d 

26 

f es DISTillTO a ii 
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:final 

e Cel 

Se suguiere como ejercicio, .demost.rar est.as propiedades. 

En lo sucesivo, llamaremos ESCALAR a t.odo número real. 

Queremos de:finir el product.o de un escalar por un vect.or. Y lo 

haremos mediant.e la operación que conocemos que es la suma. Imaginemos 

que queremos sumar dos veces un mismo vect..or a,, est.o es a+a, lo cual 

por conveniencia escribimos como 2i, en otras palabras el escalar 2 por 

el vect.or a .. 
) 

i ) ) 



Tomemos arbitrariamente un 

1_. dibujemos una l. inea 

e.dibujemos 

o 
,3. marcamos 

4.unimos al punto 1 

11 

5.prolongamos 

e.trazamos una 

en P 

7.def'inimos re 

Hagamos notar que por la semejanza de triángulos tenemos: 

!el ¡re¡ 
1 jr 1 

Def'inición.- Sean r un escalar y a un vector cualesquiera. Se 

llama PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR CraJ al vector que tiene la 

misma dirección que a,. el mismo sent.ido que a si r es positivo y 

sentido opuesto al de a si r es negativo. y cuya magnitud es igual al 

producto de jrj por la magnitud de a. 

Observación st Ir 1 
Ir 1 

1 entonces 

1 entonces 

¡raj < 
jra 1 > 

1a:1 
1a:1 

r = o entonces ¡ral = 'ºª' = o 

28 
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Veelores 

Pr'opiedade;,. éiéi '¡:>r~C:iud.o ;~.,;_un;~.;,s_~;.1.a~ ~or un ,:,eé::t.¿;,::. 

··::· .,: .. .; 

Sean 'ª. ~ tf ~~-~~i11.h:é~ <·~ ;~.~ 
';;,.:> '~es~:> 1';; e a,i;) a: ·. 
6:> 

1'aca:"+ 15:> = 
<.-

+ ªª 
e;::> 'Ca. ,: ' ti:ia: . 

: ~ -
ªª + 

-d:> la'= a 

\·::·· .. :;,:, .'>: -),· .. ' ·>~:. ;. ,· '.:·'' 
~· :V~.ct_of".e~-~. c~~l.esqui er:a, 

;::··}' 

ab 
1:;.a 

se: cumple 

e) :·.,.1a = -a 

Se suguiere, como ejercicio. 

.:· ... :\ 

demost.rar esLas·~ pz:apiedades. 

A part.ir· de las operaciones def'inidas: 

l)suma de vect.ores 

2:> product.o de un es cal ar por Uri vect._br 

relaCionaremos a los vect.ores ent.re si.-~'-

Sea a un vect.or cualquiera, mediant.e el' product.o de un escalar 

por un vect.or podemos relacionar a a con todos los vect.ores que sean un 

múl t.i pl o es cal ar de a &i:. l/2a, 3a, et.e. Si a es un e:..calar 

cualquiera ent.onces aa es un múlt.iplo escalar de a. Geomét.ricamente 

tenemos un CONJUNTO de VECTORES PARALELOS. 

El vect.or a y t.odos los vect.ores paralelos a él f'orman un 

conjunt.o llamémosle el CONJUNTO I· pero no son los únicos vect.ores que 

conocemos, exist.en muchos otros que no son paralelos a a, el conjunt.o 

de t.odos aquellos vectores que no son paralelos a a incluye t.ant.o 

vect.ores como el que va de un punt.o en ést.a hoja hasta et.ro punt.o en 

nuest.ra cabeza. como vect.ores que podemos dibujar en la hoja. 
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vectores Y sus oporo.ei.ones 

Así, hemos ¿¡a_~ir{~¡;,:d_o_ a {os ~;i,~tc:Jres en dos conj uni.os, uno 

que cont..iene a· a y ~-.1..2;~~~-; l;::,s yeC::t..ores paralelos a a Cc~njunt..o !) y 

01..ro que conL . .;.~e.;;.: t.:;:,¿¡·;;~ ios_.éit.!e no. son para1e1os ª :a. 
·."'"" \',;. 

conjunto de vectores que • T'ral•I"' • • 

I!< 
'. ,·, 

Es. import..ant..e not..ar que el c,;~junt...; .!.; es un CONJUNTO CERRADO 

bajo las operaciones def'inidas, ·es· -deC:ú'--. ::,.,ct3.clos dos vect..ores en el 
• -- -·;, :e·_ . ';. ,- ·~·· ... - _; -.: 

conj unt..ci I , a, b y cualquier es cal ar a.- ·.se·. cumple lo sigui en t.. e : 

a+b y aa son element..os del r;;onJtJnt.•o I 

Así mismo, los element..os del - conj':'nico 'I cumplen 1..odas las 

propiedades de la suma de vect..ores y del p:rad;:;C:'t..o de un escalar por un 

vect..or. Dejamos como ejercicio comprobarlo. 

Para ''visualizar'' al conjunto I de alguna manera, .. tomemos un 

punt..o cualquiera como punt..o inicial. de t..odos los element..os del conjunt..o 

I; recordemos que podemos hacer est..o, porque los vect..ores son libres. 

¿ 
~ra=lIT 

/_ 
/sií=X2 

./ 

Analít..icament..e lo podemos represent..ar de la siguient..e manera: 

Conjunt..o I = {Xl 1 Xl = a,a con al un escalar} 

es decir, asociamos un escalar disl..int..o a cada element..o del conjunt..o I; 

expresando a x, en l..érminos de a, de tal f'orma que podemos ref'erirnos a 

Xl por medio de al en t..érminos de a. 
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Vectoroa : y aue opero.cL.onea 

,.Ahoi-a bien, t. enemas represent.ados a t.odos los vect.ores del 

conjunt.o I a part.ir de a (recordemos que a es un vect.or cualquiera), 

como t.odos ellos t.ienen la misma dirección podemos t.omar algún et.ro 

vect.or b dent.ro del conjunt.o.I y represent.ar a los demás en !'unción de 

él. De est.a f'orma t.enernos los mismos vect:ores pero represent.ados de 

ot.ra f'orma. Por ejemplo sea X1=3a y sabemos que b=-Za. ent.onces Xl es 

ahora igual a -3/Zb y a=-1/Zb; es decir, podemos caract.eri::ar al 

MISMO é:onjunt.o 

Conj unt.o I. = 

Est.o es, el 

f'orma para cada vector 

con bt un escalar} 

caract.erizar de dist.int.a 

siendo el mismo conjunt.o. 

Tomemos ahora el conjunt.o de todos los vect.ores que no podemos 

represent.ar, como aa para todo escalar a, geomét.ricarnente son aquellos 

vect.ores que no t.ienen la misma dirección de a. Sin embargo, dentro de 

est.e conjunt.o podemos f'orrnar subconjuntos parecidos al conjunt.o I; si~ 

es un vect.or cualquiera tal que c?'aa para t.odo escalar a, ent.onces 

todos los vect.ores paralelos a c f'orman un subconjunt.o similar al 

conjunt.o I. 

Tomemos entonces, dos conj unt.os del t.i po I · lo única que 

t.endrán en común será el vector e, por lo que los podemos dibujar de la 

siguient.e f'orma: 



·Es deCi-r-; 

de los veclores de 

. ~-_<: .. :e_/?~ - .,, 
La>unión·.·de 

f'orma: aa 6 

f'or rita, son todos· 1 os 

direcciones présentes. 

Pero dado que 

direcciones de a y 

d"'cc para cual esqui era 

obtuvimos es a partir 

conjunto del tipo r. 

Combinando las di rec:ci enes: de a y c 

dos 

las 

ci"'ªª y 
dirección que 

nos genera OTRO 

con escalares 

cualesquiera, podemos obtener una inf'inidad de direcciones dist.int.as y 

por lo t.ant.o una inf'inidad de dif'erent.es conjuntos del t.ipo I. En 

nuestro ejemplo tenemos, en particular, éste nuevo conjunto del t.ipo I: 

Conjunto I ={Xi! Xi 
donde ci=a +c. 

Ahora bien. al combinar a y e con escalares cualesquiera 

oblenemos nuevas direcciones y, este conjunto de nuevas direcciones nos 

genera un nuevo conjunto que llamaremos CONJUNTO II, 

Conjun~o II = <Yt f Yt ata+ctc con ai.ci escalares} 
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opero.ci.ones 

Como de este 

conjunto 

representar al::'.Jf }~ilf illllilllll'~t~li]j~~f::~! las direcciones 

que d=f'lf, f'l 

tipo !): 

y c y 

TODAS 

del 

Se deja como ejercicio verif'icar.<que •el· conjunto del tipo II 

es cerrado bajo las operaciones def'i'ni'dasi:•< CEs-·decir, cumple ron las 

operaciones de suma de vectores - y;·"¡:>r;~dÚct;o de un escalar por un 

vector). 

Si cambiamos nuestras direcciones, es decir cambiamos a los 

vectores a y c. podemos generar un'a· .i.nf'inidad de conjuntos del tipo rr. 

Cada uno de estos conjuntos del tipo II se representa como 

combinación de las dos direcciones que lo generan, por ejemplo: 

s.s+t. [' 
' ' 
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y_ectoree.: y_ auu ope.ra.ctonea 

y podeinP,;;; ca·,;,1::;{Cl.~ r1a;._i::epf:és~~i;YaC:ión de cada _1.m.O. ele .,;;,;t,c:>;; conj~ni.os del -

t.i po II;, uf...i iiz<i.ndb~ C::u'a1'esqui~;:_a;) .dos ~ v;,Úores deirit.ro del mismo 

conjunt.o; s~emr;:ir;.;;'' i:ilié '..nos~ iJ.ér'lnÍL3.n '.: 99,per~r \.~~~s las dil-ecciones 

prS'.~ª~,~:~~-~ ~'ri·?:-·él'~rÁ;·.~, '\~:;· ~ ·-' ¡ e·.,_ .... , )J· ·· ,;~f~~ -Y---". 

. .. ~~z}~~t·: ~~ _ -~tn- ·~ti ~t~~Fr%~/ :~=~ ·:: ~ ~ ~ ::::~ :~::~ 
it:I2º ~emes combinado los c6nJ¿n:~s del t.ipo I para obLener 

conjunt.os del -lipa II. podemos ¿;:,mbinar un •conjurii.o del t.ipo I y un 

conjunt.o del Lipa II, de t.al manera que el. d;njunt.o I NO ESTE CONTENIDO 

en el conjunt.o.II: 

Conjunto I {Xtl x, = m,m con m, escalar} 

Conjunto II = {Y,I V, ·d,ci+r,r 

Tomemos al vector m:del'.c:o_njunt.c:i I y a un vector Yl=dld+r1r 

del conjunto II, not.emos·_que·--ra·ccombinacTóncde ést.as dos direcciones 

nos genera un NUEVO CONJUNTO DEL TIPOI•I,··ll'amémosle: 

Conjunto II'= {Y•,¡·y• ~-m{,jñ~~i}"~' con·m,,yt escalares} 

·Z_[;·•.·:_,_._·.·_:_•_······.·.·.·.•··.•.·. •_····ff·V·e········· • .. ·.··•·· ..•. ~v~---. ·.. ' .,,-
. · ... -. -~.·-_,,,..,..,,. 

Y si empre que combi nemes al vect.or m del conj unt.o I con un 

vect.or cualquiera Y,= dt ci+r t r del conjurit.-o 

conjunto del t.ipo II'. Observemos que 

II ,- ob't.endremos un 

se han generado 

nuevo 

nuevas 

DIRECCIONES que NO ESTAN ni en el conjunt.o I, ni en el conjunt.o lI. 
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_V'!.;t.~~e.a:.'º~ -~U~ :_oper~l~nea 

Si. ~~ºT:":. ~uer:e~b~ 'co~i.:icl.;,r.3.~ ~-~ U"!I.ON ~eTOC>QS~LOSCONJUNTOS 
II • , podemos ob!i.~r:Y~r:\:¡ue' ~;.\1,;, ntlsmci';qÜe ,l;'.i '6°éimbi,:..';i;nc:ls, af ~~c::t:;;~ iñ del 

:::~:':,:.º:::C~~,,:;;:~~;:~;;;;~~;;55'ºrr;;;mªdªfn);~~5~~~~~\t~··1ii'. "*~{~~~:::~: 
II; éstas núevas ;:.ci:{r'-e,·¿;(;f'bi,'E,i'..•o r;i~s' •_., un nuevo· ,~61}'.'.(u~fbI~ que 

llamaremoCsocnoJ·.nuJn.'~no•••·.t··· .Iº··.·····.·I: .. i·.II ....•.. ~ .. •.:.t .. ·.·.· .... ·.•·.•.·.·{·.··.·.·z:.·.: .. :.,·.;:·í.::.\z-. . w ·.•m .. ·mi.;+. d.;d_+••:-.. :•. c;:i· «h 7,., .. \. :·::~·.... . . 
~ - - - -. - ~-- .: ~-- ~ - .. .. .l ... .l. con:; ~¡·r~,:~=(t\~;'_i~\: :~esc·_a1a:re's} 

fi 

7.Z~ ií 
/ -· ..... ; 

/ 

Con un poco de imaginación notamos que todos los vectores ZL 
que obtengamos de ésta f'.orma, nos darán TODAS las direcciones que 

podemos dibujar en el espacio que t. enemas; es· decir, de al gun.:i f'.orma 

los vectores ZL "llenan" nuestro espacio de dibujo Cesto no lo 

dibujamos, por claridad). 

Tomemos ahora et.ro conjunto I y •et.ro conjunto II Crecordando 

que el conjunto I NO ESTA CONTENIDO en el conjunto II). 

Conjunto I = {XL 1 XL = bL b con bL escalar} 

Conjunto II = {YL 1 YL = qLq+rL? con qt,rL escalares} 

Haciendo combinaciones del vecLor b con vecLores Yl 
obtendremos nuevamente diversos conjuntos del tipo II'. 

qtq+r"r .. 
Pero, si 

combinamos al vector b con los dos vectores q y r, obtendremos 

nuevamente EL MISMO CONJUNTO III. Lo único que hacemos es reprosentar 

al mismo conjunto III, pero de otra forma. con et.ras direcciones: 

Conjunto con b. ,q .• r. escalares} 
L ' ' 

Siempre que combinemos al vec~or que gene~a un conjun~o I can 

los dos vectores que generan a un conjunLo II Cy que el conjunto I no 

este contenido en el conjunto II), estaremos representando al MISMO 

CONJUNTO III de distinta f'.orma. 
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:::: :: ~-~º~.º.i::•.~. -o?'./. aU.s ·: C?P.oraci.onee 

es cal ares 0:~~7di~¡~;ª~:n u:: 
1 
::;resi ::n:e ~r:s:~;~¡~ .. t!.:,<a.1¡1·.ª.~·~• . • ~ n> n 

b. = ¿ . a i. al i ~> :r)·~':-~_ .... -.. !) ~\;;r;+.'~ ''::/:.i"·>-,-~¡·o:-·- ~,~~[,.'/'.- r:tr>~,\ ~~:>~ 
se le, conoce como COMBINACIGN LINEAL? '13,e>ri;;;.;::.ar;n.;;.11t;;;,¡,i,'~isi'j'ci'f~.,;/qu"' b es 

combi naci'ól-i' lineal de los vect.ores al; :;\: ki;+ :,~\_' '~?~,:~~[~ ''"" .,;·e' '.•;:, 
. '~\f?: _'::.'.~ .. _;/:'} 

·' ' :.:. :.- :,. /;~·;~/ ~ ~·;.';.. , , ¿:e\' 

Por e~=:~~:~º s~ :e:~~~ ro;~ ~ º:t ~j~~~!~~;~}~~t~~r::~s; 
Conjunto II = {Yl 1 Fl = .qlq+r:¿:,¡::-:~:·•"· c.on.qt,rt escalares} 

Conjunto III = <2, 1 Zt = bt St:qlq+r tr con b t. ql. r t escalares} 

la expresión Xl=blb, la leeremos como: )fl ES COMBINACION LINEAL DE b; 

la expresión Yl=qlq+rlr, la leeremos comá: Yl ES COMBINACION LINEAL DE 

q y de r; y la expresión Zl=blb+qlq+rlr; la leeremos como: Z1 ES 

COMBI NACI ON LINEAL DE b, q y r. 

~/i{" 
/_ 

/ b' 

.................. !] 
: 1, 

~·/~¡·. 
~-r 

rl1 
~1~ ! 

/'" ····· F 
~ ... ~ .................. ! ......... .: ....... . 

ii 

Entonces diremos que, las combinaciones lineales de dos 

conjuntos I nos generan UN conjunt..o II y las combinaciones lineales de 

UN conjunto I y UN conjunto II nos generan EL conjunt..o III. 

Tomemos una combinación lineal bien par ti cul ar de todas las 

anteriores, sea b=~ ª·a. L. L L 

combinación lineal como 

punt.o es el vect.or e. 

i=l, ... ,n y a,=o para t..oda i. Dibujamos ésta 

un punt.o. El vect.or que nos represent..a est..e 

A la expresión e=2 ªlªt i = 1, ... ,n y at=O, para toda i, le 

llamaremos COMBINACION LINEAL NULA TRIVIAL. 

36 



Vectores -Y : aua opera.ci.oriea 

Cab~· r~éá.li::ar que no siempre es necesa;.,Í~ ;~ue'. los Eii;;calares 

sean i'guafe~~};.·'b~r-''6 para obt.;eríer el. ~~¿{;j~ e¡ i p°c: eJe~h~ ;;~sk-b)· .. · para 

cual qt.iief'.'>vect.;a·r. b. . • '.''! 
... , ~:r'"l _ -:~~~- ';;:; ;~-'.:~t; ~~;e 

Si :{6;ri~J1lo,.; dos · vedÓl"e~' ~·} •y;\;c'•fe~'•• ·~~ ~2¿,~'}Ü~;b ·· I; siempre 

podrern~~ ~g~6ii&ar escalares b •5' i2'. ·~~~~~gf~,~~'/ ·e:~bStcc; ~~to· es porque 

arÍlbos ·..;..;~{or.i;s son uno múi U pl o del 'ot.;'rii:): · 
,"e,; • 

Si Lomamos t.res vect.;oreis a; b; c en un conjunt.o I, t.;ambién 

podremos enconl;rar escalares a, b, c, di:Cerent.es de cero; t.ales que: 

e=aa+bb+cc. 

Análogamenl;e para más de t.res vect.ores en el conjunt.o I. 

En cambio, si tomamos dos vect.ores no ..parale.l.os b y c en un 

conjunto II, NO podemos obtener al vector e como combinación lineal de 

by e Ccon escalares distintos de cero). La única combinación lineal 

que satisface ~=bb+cc, es la combinación lineal nula trivial Ces decir, 

b=c=O). 

Si los dos vectores b y c son paralelos , podemos represent.ar 

a uno como combinación lineal del ot.;ro y t.endriamos un caso análogo al· 

del conjunto I. 
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Si t.omainos t.res vect.ores a, 5, c en un conjunt.'ó:::rr, ¿pódremos 

encontrar escalares a .. b, e dif'erent.es de cero t.a1·es··· . ."qU9·:: :-: ,e~a:.a+·bb+c~?. 

La respuest.a es SI, porque siempre podremos .expre~.":r ··•a uno de ellos 

como combinación lineal de 10s ot.ros dos digamos C,.,aa+b5>po,:.· ·10 t.ant.o 

e=-c ªª +bb) +e. 

Análogament.e para más de t.res vect.ores en. el· co.njunt.o II. 

Ahora t.omemos t.res vect.ores a, by c en el conjunt.o III, de 

!'orma que a sea el vect.or que genera un conjunt.o I y b y c sean 

vect.ores en un conjunto II (donde el conjunt.o I no est.á cont.enido en el 

conjunt.o II), ¿podremos encont.rar escalares a, by c di!'erent.es de cero 

t.ales que e=aa+bb+cc?. La respuesta es NO, porque no podemos expresar a 

e como combinación lineal de a y 5. 

3' ---------·---~--::t:::==--= __ ::;_¡;,.b;=---,.. 

·-~-----------~.,-~'-"'----------

Pero, si t.omamos cuat.r-o vect.ores a, b, c y d en el conjunt.o 

III t.ales que d sea combinación lineal de a, b y c. Podremos encont.rar 

escalares a, b, c y d di!'erent.es de cero tales que : e=aa+bb+cc+dd. 
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V~clores y _sus opero.ci.ones 

DeJa~C>s cé:m1ó eJercicio, discut.ir cuando podemos represent.ar al 

vect.or· e ;er:."t:~a;./i~¡'.¡f de Í.as;-t.reséla!>es• cie>~C:::6nj.int.6s'~.de .vedares ·que 

t.enemos,· ~ori.o ~C>;J~i~i..~i~n -!::il"l~al de más de t.r:es ";,,,~~6~es; 
.:· -. -:: ;>·'._ ·::-·~ .. :·. ;·· ;:'. - ·,· 

~:~ff¡ÍéL¡!!~ri;·~ª· ;~~it~' {~~/~~.<:: _;"a~}'.F~N%g~~[g2~~; diremos que son 

VECTORES '.l.~~~fl).~~~:~\ir NDE\ENDI ENTES,~ S,'\,7 s ;~~1;~f:;?-f oriibinaci ón lineal de 

ellos .r~v~~¡r:t.~~ ... ·'.·e'~_;;.·_~.·.·,=_:_ .. · __ ... ;9~a;.~~ ~S la CO~binacj!ón_i:l'~rie;<ll cJ"lUfa l.rivial, est.o es: 

~·r<.~.~;r -- -L. a:i.:~.-i. ,. · ·i '= 1 . ~-~ ~ \:_>\~ -~r-·. ~-~\e\~t~·:~;~'.:~:~s=&t·:\~~~~~~~ .: 
> ,."' ';.;,.': ~~·-.::.:: 

. i(~~;ot.'i-as' palabras, no poden;o~'r~\i,r~~ei~t.éÍ.~ a'alguno de ellos en 

l.érminos de los demás. 

.· - . 

Def'inición.- Sean <i ,a-, .... ,a:·}¡:.¡ vect..~res, diremos que son 
.:s. 2 · n 

VECTORES LINEALMENTE DEPENDIENTES si podemos encont.rar una combinación 

1 i neal de ellos i gua! al vect.or. e di st.i ni.a de la combi nací ón 1 i nea! 

nula t.rivial, est.o es: 

e=}: ª·ª· ' ' 
i = 1, ... , ri y '":;.~o para alguna i .. 

En et.ras palabras, 

t.érminos de los demás. 

,--.~:· 

Pºc:!.i:.m~!.c EOZ:ri~es,.;;nea~ .• á ;alguno"' de el 1 os en 
·._'._.¡:;?:.\'.;:;; .· ... , .,_, ~::tt! .. 

··-·,_;-:?,~_;_; '~:.·_ •. ; .. '.~~.:'~.: : 1·~:· ,-;; 
·;¡:_>-. 

Regresemos ahora al i::c:n~}l1;:['6'.';:i ,;¿'~e:;'r',}Ü6'{6 de t.odos los vectores 

paralelos entre sD y se¡¡. a un ;J;;;.;U;~: ··'(l'~':b~~(·~ Li::orijunt.o sabemos que 

el · c;i:;f1J'untb ·-'I '¡,,'r, .·. t.érmi nos 
.,, :;··-caract.erizar a t.odo de a· de la podemos 

siguient.e rorma: -" ____ '.._-l'.-; .. -:- >.-=-: ::·1~/::-· 

si X es cualquier vect.or en el conjunt.o I. ent.onces X=aa para 

algun escalarª"'º· Decimos que el conjunt.o {a} GENERA al conjunt.o I, es 

decir podemos representar a t.odos los vectores del conjunt.o I como una 

combinación lineal de a. 
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Debem6~ ~o¿rsin embargo. que esto sucede PARA cA.bA;~eé:t-o~ e~ 
el conjuntó I; es decir si X es un vect.or cualc¡ui~r~\:E>~;~i\~<1:,;..,j~nto ¡ 

podemos r~p~e'sE.nt.~:r: a todos los demás ved.ores como comt.:í.''n::;.:C:.(6f; ·nneal 

~~ ~~r~ 

Ah~;<l, bf~~t¡~~ué pasa si tenemos .dos. ve~tf}~; {;;:'~'.~~~'. ~~i~~r~mos 
decir que am.l?~s'.g.i~·;¡,r'~n al é:onjunfo I? :~.--

SI pero. Xt 

son escalares, enLonces 

el mismo conjunto y 

ata+btb = a,a+btCaa) = ca.+b,a)a y como ªt' bta 

XL = ai•a, ai '=ai+bia; por lo Lan~o obLenemos 

podemos decir que b "está de más" en la 

generación del conjunto I; dado que uno de ellos siempre lo podemos 

representar como combinación lineal del et.ro .b=aa, entonces CUALQUIER 

CONJUNTO MININO QUE GENERE AL CONJUNTO I TIENE UN SOLO ELEMENTO. 

Tomemos ahora a un conjunto II sabemos que no podemos 

caracterizar al conjunt.o II con un sólo vector porque no t.odos sus 

elementos son paralelos ent.re si. Sean a y b vectores no paralelos en 

el subconjunto II. ¿podremos represent.ar como combinación lineal de 

e.llos a cualquier vect.or en est.e conjunto II? Como lo vi mas 

anteriorment.e SI podemos encont.rar a,b;><Q t.ales que: Y=aa+bb, para 

cualquier Y en este conjunto II. 
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¿Qué pasa 

represen'Lar a ~,~;i~~~~~~li~~¡~j~~i~~~~~~¡i~~~~~2i~::: sólo vector, el cual 

En otras palabras 

INDEPENDIENTES. 

para 

es decir ios vectores del conjunto {a,b,c} NO son linealmente 

independientes. Esto signif"ica que UNICAMENTE NECESITAMOS UN CllNJUNTO 

DE DOS VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES PARA GENERAR A TODO UN 

CONJUNTO I I . 

También podemos notar que eslo sucede PARA CUALQUIER par de 

vectores linealmente independientes en esle conjunto II, es decir si X 
y Y son vectores cualesquiera linealmente independientes en este 

conjunto II podemos representar a lodos los demás vectores como 

combinación lineal de ellos. 

Vayamos ahora al conjunto III, sabemos que no rodemos 

caracterizar al conjunto III con un conjunto de dos vectores, porque lo 

generamos a partir de lres direcciones. 

Sean {a,b,c} vectores en el conjunto III tales que ninguno sea 

combinación lineal de los olros, es decir tales que sean linealmente 

independientes ¿podremos representar como combinación lineal de ellos a 

cualquier vector en el conjunto III? 
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VeclOres ··y sus opera.cion9s 

Como lo vimos ant.erior-ment.e SI podemos encont.r-ar- a, b, c>"O t.ales 

que: Z=aa+bb+cc, par-a·· cualqui.er- Z en el conjunt.o .rrI. 

Recalquemos que es import.ant.e que los t.r-es vect.or-es sean 

linealment.e independient.es por-que: si al guno de el l os se puede 

repr-esent.ar en t.ér-minos de et.ro,·- 6_.:· de- l-os ot.r-os dos, se t.endria un 

conjunt.o con dos vect.ores que .:n·o.-. nos sir-ve par-a generar a TODO el 

conj unt.o II I. 

- --

¿Qué pasa si t.enemos ·un '.·é:orijunt.o de cualr-o vector-es {a, b, e, d} 

para generar al conjunt.o III?'• 

Necesariamente uno de ellos es una combinación lineal de l.os 

ot.r-os t.r-es, es decir est.os vect.or-es NO son linealment.e independient.es. 

Est.o signif'ica que UNICAMENTE NECESITAMOS UN CONJUNTO DE TRES VECTORES 

LINEALMENTE INDEPENDIENTES PARA GENERAR A TODO EL CONJUNTO III. 
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t~mbf.¡jz1'; ¡S88emos' Ílitaf'. cfueS.esÓ:> 
-- .,: .. '. ' . - ·.~ ·'· {. '.~ . . .·. . . , .. " . - -· ' 

sucedé PÁRA. c:;u.A.LQUIER t:i-io de 

vectores lineaiment..e?.i.ridepenc:lienles 'en:,.e1;C:orijunt.:o.ür;:e.s::c:íecir si if. 
Y, z, son.' ve~l..o~es' >c~al~°s~tie,~:;_ ''.liriíá-ai1nerit:e;' ii:idí&J:;eni:lient..es;. en ·el 

conJ c;ri'LC> Irii~ ·f~'cia~~c;,;,; '.re:pr¡_~;,¡;·~:¡;'1_;.3 ;'a ;'•t8ci'cJS:"i'1os i i¿je~ki,{'; véét:ores' .como 

combi ~·,:~{6;.. 'l. .i.~é:,,:Í. de· e.ü as': ~;;.;, ... )i;.~,¡~,. ':··' ~g¡r Je¡,~';· · - .. 
. , , , - L: :;:;;,ffi>. :r . ~)~:~ . 

De:finición.-' Al del cual 

represent..amos a t..odos y· ',;;;.'ci~''., Uno :)de;,•: '1 ds 'demás vectores en un 

conjunt..o y que uene las s.i.gu.i.iant:e,;i;.c~F~;:,t.er1sucas , 

a) Ser subconjt.i'rit..o Ciel· conjunt..o que vamos a represerit..ar 

b) Ser un conjunt..o lin.eal.ment..e independient..e 

c) Generar a todos los vect..ores del conjunt..o Cincluso a 

los del propio subconjunt..o) 

se .·le llama BASE del conjunt.o que represent.a. 

Por ejemplo, si {a} es t.al que para t.odo if en el conjunt.o I, 

if=aa para algun escalar a, ent.onces {a} ES BASE DEL CONJUNTO I. Por 

et.ro lado vimos que LAS BASES NO ·soN UNICAS. Supongamos que X=i\a para 

t.odo if en el conjunt.o I y para algun escalar a, sea ben el conjunt.o I, 

ahora queremos represent.ar a t.odo vect.or X como X=bb para algun escalar 

b y sabemos que a=cb, geomét.ricament..e encont..ramos b asi, 

/' 

/~aa,bii 

/ 
y analit..icament.e X=aa=aCcb)=bb, donde b=ac. 

Tomemos ahora una base {a,b} para un conjunt..o II, sabemos que 

Y=aa+bb para t..odo Y en est..e conjunt..o II y para algunos escalares a y b. 

Sean e y d vect.ores en est.e conjunt..o II, ahora queremos represent..ar a 

t.odo vect..or Y como Y=cc+dd para algunos escalares c y d, ¿que hacemos?. 
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- Veclorea y eue opera.ei.onee 

Sabemos que podemos enconu-ar una combi n~é:i ón l ~ né":l.: r:'ªr a . ": y 

ot..ra para b .. e~ t..érmÍ.nos de· ,C )'¡ 'd,''. a=clc+dfd. y! b=c2c.+d2d, 

geomét..r-icament..e e.:i;;,oi::trá.~o;. ;c'. y; d, asi, 

y anallt..icamérit..e x,,;a.a:+65;' fuego 

X =~e ~¡c~dld) ..:be c2c+d2cfJ 

x=c<ac1+bC::óc:+é:ad1 +bd2)cr 

X=cc+dd 

Lo que est..amos haciendo recibe el nombre de CAMBIO DE BASE. Es 

decir-, buscamos la represenlación de un sólo vect..or en lérminos de 

dist..inlas bases. 

Derinición .- La CARDINALIDAD de un conjunt..o A es el número de 

element..os del conjunt..o. Se denot..a por #A. 

Algo que t..ienen en común las bases de un ESPACIO VECTORIAL y 

es convenient..e not..arlo, es que siempre t..endrán la misma cardinalidad. 

Por- ejemplo t..odas las bases del conjunt..o I t..ienen cardinalidad 1, t..odas 

las bases de cualquier conjunt..o II lienen cardinalidad 2 y t..odas las 

bases del conjunt..o III t..ienen cardinalidad 3. 

/[Ej .. 7' b -

/"a 

~·· ····. r~ .. ~··. ··¡¡·· 
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~ def'inimos ·dos 

ese al ar· pe~ .. un· YE•ct.c>r-: y·.·.·~foiride .se ::c1umipJL.e>n.t..c,;d.iÚ; •. la.;;· ¡:if:'c)p:i;s:(j:~~é:fe§('.c:l.e.;; éislLa:;i: : .· 

-.._; op~ra~~ones. 

) 

) 

ESPACIO 

un 

Por- et.ro lado, si relacionamos a los t.r-es espacios vect.or-iales 

I, II y III, t.endr-emos que cualquier- espacio vect.or-ial I est.á cont.enido 

en algún espacio vect.orial rr y cualquier- espacio vect.or-ial rr a su 

vez. esLá conLenido en el espacio vecLorial III; es decir. los espacios 

vect.or-iales I y II SON SUBES?ACIOS VECTORIALES del espacio vect.or-ial 

III. 

2.2 ot.r-as oper4ciones ent.r-e vect.or-es. 

Hast.a ahora hemos manejado dos t.ipos de operaciones ent.r-e 

vect.or-es la suma y e.l pr-oduct.o de un escalar por- un vect.or-; a 

cont.inuación def'inir-emos una t.er-cer-a operación, que nos será út.il en lo 
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-, .. - .- ·. oporo.c:i.onea 

sucesi yo. a'"úa~és' dé UN, :ii~~J.f f'~~d~ g~~~~;_;Xc:c:>:. 
~·:: ·. -, 

J)eú~.i.ció~ sean· a; 5 J~ce~r;,s c~~l~.;q¿i~~,,,'. ;y,;'ft. ~i.·. f-irigulo 

entre ;;,llos(. i.i( ¡;;ROY~csrci1" -C~~t:~g~~.ii3· DE a EN. b qti.k deno~.a.mos por 

Pr:'.y;;: Cb)será el ·vect.or qii;,, t.Leií.li>fa•.ffiisriia Eli.rei2¿{ódd"'·ª_'ie¡,,;:.'p'-:~al"'1lC> 
a a y cuya magriit. t.id es 1 Prof;;: e b)f = 1 b 1 .::c:>:;;;A ¡ 

Pr oy;;:c b) =ca •. donde 

rectángulo y el cateto 

hipotenusa por cosA. 

Como cosA varia ent.re -1 y 

será positiva si cosA> =O y negat.iva si 

de la 

Si ahora multiplicamos por !a·I; obtenemos lo que vamos a 

deCinir como el PRODUCTO PUNTO, 

1 ,;;_;: 1 1ca1 = 1a1 1b1 cosA 

DeCinición . - Sean a. b vectores cualesquiera y A el ángulo 

entre ellos. deCinimos la operación llamada PRODUCTO PUNTO Ctambién 

11 amada PRODUCTO ESCALAR, PRODUCTO INTERIOR) como : 

aeb = 1 a 1 1b1 cosA 

Propiedades del producto punt.o : 

l) NO es una operación cerrada. porque operamos dos 

vectores y obt.enemos como resultado un escalar. 

z) :a.s = s.:a 
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V~clore&o . . Y oua opero.ci.onea 

3:> aCaeb) caa)eb aeCab) 

4:> aec5+c) =.a•5 + a•c 

5:> a•b =.·o si a ó b - e ,) ,e; << 
_ .. Si :a.-.. Y b':~, ~~ :,, ;~~i.·o::~~~\f·:~'.~ ~ó~-;;~;> ¿7c;~. 

Se s,l1g\Ji.~~'é come;>• eiJerC::ic.i.;; :ci~'rii6Jt~:.i.~ :k~'t~~· ·própfédade's.• -. ' \ '. . ,' '~-· :~· <2~:·:~{~ ::~'.<:'..: i;~:' -· .. - ... 

"·.<~~_ .. ;·:.'.;.:·.:· -~::·~. , ... -· ..... , ' . , . - , .. ,- .. ,.--........ -:)'.~~/'\·":~~> 

geomé(~i~:~~:;~ =~mo · ~:::~~: ·.··y~~t!i)J~~t~~t~[f~~;~i~5i~~1tt¡i e::~Jc::r:: 

:~:;::~~~t1::
1

~:~~:~:~:~:~ J~:~~il~i~i~IJ¡~:~:~~::,:~ 
analit.i ca . de la magnit.ud. de la ,:fi r-.;;C:c:!.i. óri y •ci.;;1'··: séhü•cio de un vect.or. 

~º-~~'./:::· _>:-~.-- -

Sea X un .vect.or cualquierá' en un e.Sp~c:io vect.orial, podemos 

ca!Cular ,;;..¡'füagnii.uc:l CmÓd~Ío; t..<l.'nia,~o·, ·~or~a) a;na.1.11..iC:ament.e como sigue: 

- - _>.,::·'<\<·:'~·z· x•X = ¡x¡ ¡x 1 coso ~.!XI 

es decir .• · ¡x¡ :~/x•X 
es claro que el ángulo ent.re un vect.or y el mismo es cero, 

como sabemos cosO = 1 . 

Como las magni t.udes 

igual a cero si 5f=e. 

son no negaÚ ;;a.s: ¡5[ 1 >o .siempre y será 

Para caracterizar debidamente al vect.or X debemos encontrar 

analíticamente su dirección y su sentido; para ello tomemos en cuenta 

que X lo podemos escribir como combinación lineal de los vect.ores que 

son la base del espacio vectorial, es decir. si {a,b} es una base 

del espacio de dimensión dos donde se encuentra X. podemos escribir : 

X = aa+bb. enLonces. 

¡x¡ =/x•x 
= /rc_a_a_+_b_b_)_eC_a_a_+_b_b_)_ 

=/a
2 

jaj
2

+ba¡5¡ /alcosA+abjaj ¡s¡cosA+b
2 

j5j
2 
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·.- ~e,c_~~r~a Yó ~~~----~~-~r~i.o!"'&a 
--

Ahora debemos enconLrar ;,,l árigu16</\f ericT;Ei' X;y a; ,~'cec1 áhgulo 
A8 ent;re ·x y b' ''f~. de~ir:C r~1-él_C:r~s~~;;,, ':f.i:~: cif'?~@¿i¿;B :(~~}X-. corÍ las 

::r 1::~i,;~~~kte~[J~i~c~fo:~,~q\~s~~[~;Í~~~F~l~{t~~ci~~.:1;4~~-~~[l~1~7-·· bn~:e:~ 
suf'i_d er~t;e \par:a~~aréict. .. r,iz,ar:-:-~·--~ir-e7ci'~I"1Lo:f"')~/ ;debido J/~'u~ ei coseno 
es uña };_,11~1 ~11-- p:r i~d~~:,,_;\p~17;' -l~ 2.'.:i.;ti_l_• __ ,_i;.;'~b~:~t;;n;~~ A~; 

:\1 r· 
:,. ;~; ,~':f~f,~.. :; ., ·:~ -\·;.~~-, 

·:.~f''.r:f~· "':~¿)' 

Para ·encont;rar los ángulos Ai y- A8 - recurrimos nuevament;e al 
product.o punt.o .. 

cosA1 

cosA8 

aeb = jaj jEijcosA, de donde 
cosA = aeEi / jal Jb"I 

por lo t;ant;o, para· Al y A8 t;enemos 
cosAl aex ¡ ¡a:¡ ¡x¡ aeeaa+b5) ¡ ¡a:¡ ¡aa+b5I 
cosA8 beX / IEiJ 1x1 Eieeaa+bb) / J51 Jaa+bbJ 

Como ya Lenemos una expresión para ja~+bb¡ .. susli~uimos 

aeCaa+bb) /lal .. /a2 lal 2+b2 lbl 2+8ab lal lblcosA 

a lal 2+b lªI ib"I cosA/lal/a2 lal 2 +b 2 lbl 2 +2.ab lal J 51cosA 

boCaa+bb)/151./a2 ¡al 2+b 2 151 2 +2.ab lal lblcosA 

b 151 2 +b lal 151cosA/15J/a2 1al 2 +b 2 151 2 +8ab lal 151cosA 

Podemos obt;ener Al y A8 calculando ambas expresiones pero, es 
convenienLe enconLrar una forma de simpliricarlas. 
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en ~arma análo9a ob~enemoS 

cos A2 = b /..¡/a
2

+b
2 

Definición. - A part.ir de cualquier -vect.or a -podemos obt.emer un 

VECTRO UNITARIO o VERSOR de la siguient.e .'forma: ... 

a=a>¡:a¡ 
la norm·a de .a. siempre es igual a 1, ¡.a.j=l. 

Proposición. - Sean I y J un; par; de veict.ores en un espacio 

vect.orial de dimensión dos, t.ales .qu.e· -Ú:•.':J'j.--·,,;·ea· u~a base ort.onormal 
-".·,,, 

(donde el ángulo entre I y J es de 90~)·. A dicha· base se le conoce como 

la BASE CANONICA. 

. ~_-~ n.----c-.é--_·•.-.--~ :_r, 
IJl=l~ 

1 
111=1 

Definición. - Sea V un espacio vect.orial de dimensión dos. Se 

llama PLANO AFIN asociado al espacio vect.orial V, a un conjunto de 

elementos A.B.C, .....• entre los cuales está definida una operación 

llamada DIFERENCIA. t.al que a cada par ordenado de puntos CA.B) 
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) . 

En 

plano af'in, 

lo.que.podemos dibujarlos 

a todo 

libres, por 

Def'inición. - En lo sucesivo llamaremos PLANO CARTESrANO o 

SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS a un espacio af'in asociado a un 

espacio vectorial de dimensión dos, donde hemos def'inido un punto f'Ljo 

O, llamado origen, y una base {a,b}, de f'orma tal que a cada punto X le 

corresponden dos números reales ex, y), llamados COORDENADAS CARTESIANAS 

del punto X, y reciprocamente, a todo par de números reales ex.y) le 

corresponde un punto X del plano cartesiano. En particular al origen se 

le asocian las coordenadas e0,0). El plano cartesiano se representa de 

la siguiente f'orma. 
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' ' "·,' .. - .- . - . \ ; ; .. ~ - ·,-
Vec:Lorelil :Y eua: opera.cioneliil 

Ahora bi~~. a t:c:>ci¿ p~nto X ~<S'i p.lan9' ';;_~rte~il~c), le corresponde 

un vector v qúe podemos' deri'ríií- a. partir dei ''orir;leti. o y de ia: base 

{a.E'>. ·como'v =xa•+ :$S.:dbhd"f:cx,;;.,· son ·1:.;.~··¿~i;f'd~¡;:~~;_s·d.e .. 1 .. punto x. ,) 
·""· ,:_,,;. -

Si sucede que {a,b} es una base ortonormal entonces el sistema 

coordenado se llama SISTEMA COORDENADO ORTOGONAL. 

Es conveniente hacer notar que los PUNTOS que hemos def'inido 

como elementos del plano cartesiano son elementos FIJOS, mientras que 

los VECTORES son elementos LIBRES. 

Def'inición. - Dados dos puntos Xl. X2 de coordenadas Cxl. ,yl), 

Cx2,y2) respectivamente, def'inimos la DISTANCIA entre ellos como un 

número real d (módulo o norma del vector) : 

dCXl ,X2) = jCx1I+y1J) - Cx2I+y2J) j 

= 1 e xi -x2n + e y1 -y2) J 1 

dado que I y J son vectores ortonormales y jaj aea, tenemos que 

la distancia entre dos puntos Xl y X2 es : 

d 2 = Cxl. - x2) 2 + Cyl - y2) 2 

Si llamamos X al vector distancia entre Xl y X2, tenemos que 

dCX1,X2) = jXj 

...• ¡ f\" 
. ·. . · · . X2=(x2,y2J 
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Ejemplo: 

Dado cualquier vect.or a en un espacio vect.orial de dimensión 

dos, encont.rar una base orton~rmal que contenga su dirección. 

¿Que hacemos? Buscamos una base {a,b} tal que 

el ángulo entre a y b sea 90° o 270°, y 

lal = 1s1 = 1 

Conocemos la base {I,J}, que relaciona un espacio de dimensión 

dos con el plano cart.esiano, entonces podemos represent.ar al vect.or a 

en t.érminos de ést.a base como a = alI + a2J 

como queremos que !al = 1, escribimos 

a = alI + a2J 

c1/¡apca) ca1/¡apr + ca2/¡apJ 

sean a1'=a1/lal y a2'=a2/lal 

Para encont.rar un vect.or b ort.ogonal al vect.or a, ut.ilizamos 

el hecho de que b•a = 0, luego entonces 

Sea Cb1I + b2J)Ca1 • I + a2' J) 

al'bl I•I + a1'b2 I•J + a2'b1 JeI + a2'b2 JeJ 

a1•b1¡1¡ 2 + a1'b2IIl!Jlcos 90º + a2'b1IJllilcas 90º + aZ'b2IJl
2 

al'bl + a2'b2 porque ces 90°=0 y IIl=IJl=1 

como queremos a1'b1 + a2'b2 =O, proponemos 

1) b a2'I - al• J 

Ca2/lal,-a1/lal), si el ángulo es 270° 

-a2'I + al• J 

c-a2/lal,a1/lal), si el ángulo es 90° 

enratizemos que lo único que varia ent.re est.os vect.ores es el 

signo Ces decir, el sentido), ambos t.ienen las mismas component.es pero 

t.ianen distinto signo. 

Al vect.or b del inciso 2), le llamaremos Cb ORTOGONAL) Sl.. 

Derinición. - Sea {a,b} una base ortonormal en un espacio de 

dimensión dos, se dice que la base es DERECHA si el ángulo ent.re a y b 

es de goºy se dice que es IZQUIERDA si el ángulo es de 270~ 

b~ 
a 

DEllECHA IZQUIERIJA 
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oper~~iones 

Ejemplo riumé~ico: 
s..~· .. :i· ;;/ :3:i: en, un .. e~p<iC::.i'?,;de. dimensión 

encont.rar Una b3..;e b'i::t.onor~al derecha qu~ .;Ofl~én~:.. :1:-; dfré.C:ción de a. 

vect..or dos, 

-,;·.~~e" -.. c.-.. , : ;_ •.. ,_,_ · .. ·'··· .. _, :.-. ·:_ ~--. J~;/')~: __ ;-:~-. :: 
lo. - Obtenemos ra norma de a:, 

¡:;;: 1 =P =/c3r+2J:iec3ú2J:i =;/9Jrf
2 +6}± 1 IJ ¡+e¡i 1 P ¡+4¡J¡

2 

como I y J son ort.onormales ¡rp=¡.J'¡;,1: y I•J =.O 

=/9C1)+6C0:>+6C0:>4C1) =fa 

2o. Normalizamos a b Cencont.ramos el versar): 

ª 
1 1 

C3I+2J) a 
¡:;;:¡ fo 

3 r + 2 J 

fo Fs 
3o. Buscamos una base ort.onormal derecha, es decir,. queremos 

un vec-t.or perpendicular a á; como lo vimos ant.eriorment.e lo 

único que necesit.amos es permut.ar las component.es de a y 

cambiar un signo: 

a.l.. -2 I + _3 __ J 

fo fo 
Not.emos que: 

3 2 
I + J cosA I + cosB J 
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Voctorea. y aus·; .oPera.ci.onea 

Con Lodo lo anLerior ya podemos :fabricar 

derecha en un espacio vecLorial de dos dimensiones. 

·.·.:··:<·:-. _, :-·.·t;~'.:-.=;:.< ·.: 
uria ., baS:e .·ar tenor ma1 

Ahora hagamos Lodo l.o anLerior para X, un vecLc:ir ~'-:'alqui_er:a en 

un espacio vecLorial de dimensión Lres. Sea {a,b,cJ:. una base 

del espacio vectorial, sabemos que la magniLud de X es : 

¡x¡ =/hl 

representamos a X como combinación lineal de los vectores de la base: 

x = aa+bb+ce 
luego, 

¡x¡ =/caa+bb+ce)e<:aa+bb"+ce) 

=/a
2

¡a¡
2
+balblla!cosA+ca¡c¡ fafcosB 

+b
2 

¡s¡
2

+ab ja¡ jb"jcosA+bc IE"I ¡C:¡cos:C 

+c
2 

¡e¡
2
+ac ¡a¡ ¡e lcosB+cb¡e l f b"!cosC 

!XI =/a
2

fa1
2

+b
2 

lbl 
2

+c
2

le1
2

+2ab ¡:a¡ ¡s¡cosA 

+cae la¡ ¡c¡cosB+Zbc ¡b"¡ le 1 cose 

donde A es el ángulo enLre a y b, B es el ángulo entre a y c, 

y C es el ángulo entre b y e. 

NuevamenLe, para enconLrar la dirección y el senLido de X, 
debemos relacionar la dirección de X con l.as direcciones de los 

vec~ores de la base. Ahora es conveniente recalcar que no es suricienle 

conocer uno o dos ángulos. por ejemplo el ángulo A1 enLre x y a y el 

ángulo A3 entre X y c, sino que debemos conocer los tres ángulos, es 

decir Lambién el ángulo AZ enLre X y b. 

1 
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";'écL~res y sua opero.ci.onee 

Para ehc6nt._rar los ángulos· A1, A2. ·cY .A3; recurrimos nuevament.e 

al product.o punt.o; ejempli:ficaremos únicarrient.e cómo óbt.ener A3, 

b.C = jbj jcjcosC, de d~nde 

cose = E.C / I E 1 1 e 1 

por'lo t.ant.o, para A3 t.enemos : 

cosA3 c-.x ¡ ¡e-¡ ¡x¡ 
= ceC ªª +bb+cc) / 1 e 1 1 ªª +bb+cc 1 

sust.i t.uyendo 1aa+bb+cc1 por 1 a expres'i ón que obt.uvimos 

ant.eriortnerit..e t.enemos. 

ceCaa+bb+cc) 

c6sA3 =· -::---:-:---:-;================================== 
X•is1Ja

2
ja j

2
+b

2 
jbj 

2
+c

2 
je¡ 

2
+2ab jaj jE"jcosA+.2aC:Ja(Jc jc6sB+2bc jb j jc jcosC 

_c:6sÁ3 

; ;_; ·~ ··~'~·~ 

= 
a je j ja j cosB+b je 1 j b j cos:C+c je j 2 

. -

je j /a
2

ja1
2

+b
2 

j bl 
2

+c
2

jej
2

+2ab1 al lblcosA+2a~ ja 1 le ¡<'.:os8+2bc lbl le jcosC 

- - -

Para si mpl i :ficar es t. as expresiones· buscám6s ·una base 

or.t.onormal {a. b. e} que cumpla 1 o sigui ent.e : 

Que el ángulo ent.re a y b sea 90°, 

que el ángulo ent.re a: y e sea 90°. 

y que el ángulo ent.re by e sea 90°CORT0gonalidad), para 

que cosA = cosB = cose = 0, eliminando asi los doble product.os 

Que lal = IE"I = lcl = 1 CNORMALización). 

- / z 2 z Con est.o t.enemos que IXI = a +b +e , 1 uego ent..onces 

cosA3 ceCaa+bb+cc)/lcl/a
2

+b
2

+c
2 

aCe•a)+bCc•b)+cCceC)/C1)/ra-2-+~b-2_+_c~2 

aCQ) +bCO)+cCl) ¡ /a2 +b 2 +c 2 

e ¡/a
2

+b
2

+c
2 

en ~arma análoga. ob~enemos 

COSA! 

cosA2. '/ z 2 2 
b /..¡a +b +e 
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_yeclore&i y ausa opero.ci.onem 

Proposici_ón. - Sean I, J y_ K Í.ma:' t.erria de vect.ores en un 

espacio vect.orial de dimensión t.res, t.ales· que {I,J,K} sea una base 

ortonormal derecha. A dicha base se le conoce como la BASE CANONICA.'~' 

JJJ=! 
J 

Derinición.- Sea V un espacio vectorial de dimensión t.res. Se 

llama ESPACIO AFIN asociado al espacio vect.orial V, a un conjunto de 

element.os A,8,C, ..... , ent.re los cuales est.á derinida una operación 

llamada DIFERENCIA, t.al que a cada par ordenado de punt.os CA,B) 

corresponde la direrencia A-B que es un vector de V, t.eniendo lugar los 

siguient.es axiomas : 

1) A - B = -CB - /0 

2) ce B) + es - /0 = e - A 

3) Si O es un punt.o del espacio aCin, a cada vector X de V le 

corresponde un único punto X tal que X - O = X 

En part.icular, {I,J,K} es la base ort.onormal asociada a t.odo 

espacio aCin. 

DeCinició:-t. - En lo sucesivo llamaremos ESPACIO EUCLIDIANO o 

SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS a un espacio ar in asociado a un 

espacio vect.orial de dimensión t.res, donde hemos deCinido un punto Cijo 

O llamado origen y una base {a,b,c}, de Corma t.al que a cada punto X le 
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Vecloree ~y aua opera.clones; 

corresponden ü·és riúrri0r6s llamados COORDENADAS 

CARTESI Ai~.l>.s · cie.1 punt.o X. y reciprocament.e, a toda t.erci a: de números . . . ; . 
real.es Cx,y,z:> le correspoi,éle un punto X del espacio euclidiano. En 

1 part.icular al origen se le asocian ·1as·coordenadas C0,0,0)·. e El .. espacio 

euclidiano se representa de la siguient.e rorma : 

Ahora bien, a t.odo punto X del espacio euclidiano le 

corresponde un vector V que podemos derinir a partir del origen O y de 

la base {a,b,c}, como V=xa+yb+zc, donde Cx,y,z) son las coordenadas del 

punt.o X. 

Si sucede que {i°,.b.C} es una base orlonormal ent.onces el 

sist.ema coordenado se llama SISTEMA COORDENADO ORTOGONAL. 

Es conveniente hacer notar que los PUNTOS que hemos derinido 

como elementos del espacio euclidiano son elementos FIJOS, mientras que 

los VECTORES son elementos LIBRES. 
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Vectores· y -~US operO.ci.on&S 

de coor denádás 

Cx1,yl.z1). Cx2;y2,z2) respect.ivament.e, de:finiinos;'1a DISTANCIA,ent.re 

ellos ccimci un nl'.lm~ro real d Cmódulo o norJná dé.1::~~Jdt.6~) 

Def'ihiCión. - Dados dos punt.os x1'; X2' 

dCX1 ,X2) = ,1Cx1I+y1J+z1K):._ic~ti~¿J+'z2ó¡ 
= ¡cx:1.-xzn + cy1:,..iz):r;:t¡ccz1:z2)KI · ,_ 

dado que I, J y K son vect.ores ort.on~r,~lfs;';~fLf:jaf a•a para t.odo a, 

t.enemos que la di st.a~ci a ent.re do: punt:~.~J~·~ 
1
'. ~ %,;: .~s : 

2 
d = Cx:t - x2) + Cy!i•:~>.y2):·+'. ,Cz1'• - ze) 

>\~_-_ . ~ 

Si 11 amamos X al· veié:t.or' distancia - ent.re .. ·X1 -:Y X.2 :~ tenemos que 

dCX1 iX2) '= IX'j 

Ejemplo: 

Dados dos vect.ores cualesquiera, no paralelos, {a,b} en un 

espacio vectorial de dimensión t.res, encontrar una base ort.onormal que 

contenga la dirección de al menos uno de ellos. 

¿Qué hacemos? Si el ángulo entre a y b es 90°, los 

normalizamos y calculamos un e, tal que {a,b,c} sea una base 

or~onormal: si no, buscamos una base {a,b·.~} Lal que: 

el ángulo en t. re a y b' sea goº, 

el ángulo en~re 
- goº a y e sea y 

el ángulo enLre b' - 90° y c sea y los normalizamos,, es 

decir: ¡a¡ ¡E>· 1 = ¡e: 1 = i 

~· J~jj• 
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Para dar claridad 

obt.enida, la' basé órt.'ónórínal, 

· ~e:c:t~r~.e-:: Y'.:,él;ie, ~P-~~°'o.et.o·~~ª 

al. ejemplo, cc:msider~r;jm~t q~,¡, '':1na 

~a:.E".c>"'<a.E"· .e>. .·.~~· •.. ·:"'· 

{I ,J, K}, que :~~· ir~fgLlt . ¡de 

dimensión t.res con el espacio euclidiano. ent.onces 'podemos •r:_;;kre~er,.t.;..,:: 
a los vect.ores ª• b y c en t.érminos de ést.a base como,: 

a a1I + a2J + a3K 

b b1I + b2J + b3K 

c c1I + c2J + c3K 

Queremos que aec = o y al mismo t.iempo E".C o. 

Geomét.ricament.e en el espacio euclidiano, t.odos los vect.ores 

perpendiculares al vect.or a (aquellos que cumplen aec = 0) son de la 

siguient.e 1'orma: 

De t.odos est.os vect.ores queremos UNO que además cumpla 

bee 0, geomét.ricament.e t.enemos lo siguient.e 

EnLonces Lenemos : 

aec Ca1I+a2J+a3K).Cc1I+c2J+c3K) 

a1c1JIJ
2
+a1c2II1IJJcosA+a1c3II1 JKlcosB+ 

a2c1 IJI JI ¡cosA+a2c2IJl
2
+a2c3JJI IKJcosC+ 

a3c1 JKI JI Jcos8+a3c2JKI IJJcosC+a3c3JKJ
2 
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como {I,J,K} es una base ortonormal, II 1 

y II l IJ ¡cosA .1 I 1 1 K 1 cosB = 1 J 1 1 K 1 ci:ÍsC 

;.e; = a1 c1 .' + a2c2 + a3c3 

análogamente obtenemos, 

beC = b1c1 + b2c2 + b3c3 

Y necesitamos que 

aec 
beC 

a1c1 + a2c2 + a3c3 

b1c1 + b2c2 + b3c3 

o 
o 

!Ji=11<1= 1 

o~ /ueg'o 

Tenemos un sis~ema de dos ecuaciones con ~res incógni~as. 

para resolverlo rijemos una de las incógnitas y resolvamos el sistema 

por determinantes. 

Sea c3=N~O Ces decir, c3 es un número real cualquiera), 

con esto tenemos que los términos a3c3 y b3c3 son constantes y nuestras 

ecuaciones quedan de la siguiente manera: 

a1c1 + aZc2 

b1c1 + bZc2 

-a3c3 

-b3c3 

Calculamos el determinante del sistema: 

=!ª1 a21 = a1b2 - b1a2 
b1 b2 

Cal que supondremos, distinto de cero). 

Calculamos el determinante para c1: 

Del = ¡-a3c3 aZ 1 
-b3c3 bZ 

= -a3c3b2 + b3c3a2 

Calculamos el determinante para cZ: 

Dc2 ='ª1 
-a

3
c

3
1 = -a1b3c3 + b1a3c3 

lb1 -b3c3 

Como c1 obt..enemos 

-a3c3b2 + b3c3a2 c3C-a2b3 - a3b2) 
c1 

a1b2 b1a2 a1b2 - b1a2 
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, Y, ~ua opora.ei.ones 

-alb3c3 + bla3c3 c3C-al'b3 - b1a3) 
c2 =, -----------

____ , __ _ 
a1b2 b1a2 á.it>2 .:. b1a2 

¡:~ ::¡ 
Ahora bien, como el y ce están dadas en términos de c3=N 

' esto quiere decir que, leda la ramiliá de vectores perpendiculares a a 

y a b son paralelos entre si; dicho de otra rorma lodo e que cumpla ser 

perpendicular a a y a b es de la rorma c=lc*, propongamos c3=Ds para 

que el y c2 queden como un determinante. Obtenemos entonces el vector 

~ que buscábamos : 

lae a31 1ª1 a31 1ª1 a2¡ 
= be b3 r - b1 b3 J + bl be K 

escrito en base a sus coordenadas tenemos que 

c* = Caeb3-bea3, -a1b3+b1a3, a1b2-b1ae) 

Este vector lo vamos a calcular mediante la operación anterior 

que llamaremos PRODUCTO CRUZ CPRODUCTO VECTORIAL, PRODUCTO EXTERNO) y 

que denotaremos : 

Existe una regla práctica para recordar los determinantes que 

componen a e*, considerándolas como resultado del desarrollo del 

delermi nante 

I

I J K 1 axb = al a2 a3 
bl b2 b3 
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Recalquemos que en el product.o cruz .ºP!E>I":~!l'ºs .deis ·'vectores. y 
;·,,.,.;.''• 

obt.enemos como resul t.ado et.ro vector. . '"'.' 

ejemplif'ica :ca& >~i!~t_{,'.,gl.lir 
base ort.onormai .'.J~qúi;,,,~cla en 

El producto cruz 

ort.onormal derecha de una 

vectorial de t.res dimensiones. 

una base 

un espacio 

Si axb 
ORTOGONAL DERECHA. 

c*; diremos que la base ".<ad:i",c} es una BASE 

Si axb 
ORTOGONAL IZQUIERDA. 

Nuestro próximo objet.ivo es darle una i nt.er- pr et.ación 

geomét.rica al product.o cruz. Para ello calculemos la magnit.ud de axb. 

1axS1
2 ¡a2 a31

2 
¡al a3¡

2 
1ª1 a2¡

2 

b2 b3 + bl b3 + bl b2 

Ca2b3-a3b2J 2 + Calb3-bla3J 2+ Calb2-b1a2) 2 

desarrollando est.o tenemos que es igual a 

Ca1 2 +a22+a32JCb1 2+b22+b32J Calbl+a2b2+a3b3J 2 

como la/=aea, aeb=lal lblcosA y cos
2

A = 1-sen
2
A, 

=la 12 ¡i:>12-CaebJ2= la 121¡;12-1al2 lb/2cos2A 

= lal
2 

lb'l
2
sen

2
A 

donde A es el ángulo ent.r-e a y b. 

Concl ui mas que 1 axb / = /a/ / b / senA. 
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Vecloros y si.is op<.tr~cl~~~s 

Vainas a ~e;~sl~ar a~~;~ qü'e jaxbj es 0 el :área del. par al el agramo 

que f'orman a y Ei: Il úsÍ.remos: e!S!t.6 ~.e la sigui ent.e f'orma : 

·'' ·.,.· " .. , -
' "'. ·/.~'" '. ' .. ' . 

·~xi,i~)· ... · 
·,·. ºa'·;.;,,., 

''hA ...... . 

. " ·f .. :.> 

En el dibujo t.razamos la perpendicular h del f'inal de a hacia 

Ei. f'ormando un t.riángulo rect.ángulo. Por def'inición de la f'unción seno 

t.enemos que senA=h/jaj. de donde h=lalsenA; se sigue que el área del 

paralelogramo es !al jEijsenA. 

Es convenient.e 

comparación en t. re dos 

perf'ect.ament.e válido. 

hacer not.ar que est.amos 

números e 1axbl=1a11 Eil senA:>. 

Propiedades del product.o cruz 

haciendo 

lo cual 

una 

es 

1) Es una operación cerrada porque operamos dos vect.ores 

y obt.enemos et.ro vect.or. 

2) a:><S = -Eixa 

3) rCaxb) = Cra)xb aXCrb). r es un número real. 

Not.emos que : axa = -e axa) • lo que implica que axa=o. 

Se deja como ejercicio, comprobar anal1t.ica o geomét.ricament.e, 

ést.as propiedades. 

Ejercicios 2.1 

1. - Calcular el área del t.riángulo de vért.ices 

a) e o. -z, 1) • e 1 , -1 • -2) y e -1 • 1 , O) . 

b) Cl.1,-1), CZ,1,0) y C0.,1.0). 
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Veclores y sua operaciones 

Veamos ahora una nueva operación. ent.ré véct.ores, que t.iene la 

particularidad de ser una combinación del producto punt.o y del producto 

cruz. t. 

Def'inición . - Sean a, b y e véct.ores en un espacio de tres 

dimensiones. Entonces def'inimos el TRIPLE PRODUCTO ESCALAR como sigue : 

!al jilxcj cosA 

jaj p;-¡ ¡cj cosB cosA 

donde A es el ángulo ent.re a y bxC, y B es el ángulo entre b y c. 

iixck-. _ 
A e jj 1 

Si a=a1I+a2J+a3K, b=b1I+b2J+b3K y c=c1I+c2J+c3K, 

def'inimos el TRIPLE PRODUCTO ESCALAR como sigue : 

entonces 

a:eesxcJ lb2 b31 lb1 b31 lbl b21 
Ca1I+a2J+a3KJ.C c2 c3 I + c1 c3 J + el c2 KJ 

1 
b2 b3 I 1 b1 b3 I 1 b1 b2 I 

al c2 c3 -a2 c1 c3 +a3 c1 c2 

la1 a2 a31 
b1 b2 b3 
el c2 c3 

Es conveniente notar que si calculamos est.e det.erminant.e. ya 

no necesitamos conocer expl1cit.ament.e los ángulos B y A. 

Ahora vamos a darle una int.erpret.ación geométrica al t.riple 

producto escalar, para ello vamos a demostrar que el volúmen del 

paralelepipedo cuyos lados son los vectores a, b y e es: 
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. ; .'.: . ... : '; ~ .: . .; . ; -~:. :. . . : : .·: . : ' :. . 

Ilust.remos ,de la ~ig,tlierit.e .. :Co'rma, 

·······.-. '.·i·[·;···!·'.~·};::.::'.:.:t.:.::::::: .. ?~¡.:::::'.::7 bxc... h ._, . · ·} . : 
'::!''.""'it ........ ;:•' 

A e ' ,.. 
•:f" 

Como sabemos el vol úmen del par al el epípedo est.á dado por el 

product.o del área de la base por la alt.ura; pero, el área de la base es 

el área del paralelogramo rormado por los vect.ores by e, es decir, el 

área de la base es ¡5xc¡. En el dibujo t.razamos la perpendicular h del 

rinal de a hacia la base del paralelepípedo, rormando un t.riángulo 

rect.ángulo. Por derinición de la runción coseno t.enemos que cosA=h/ja¡, 

de donde. h= 1a1 cosA; se sigue que el vol úmen del par al el epípedo es 

1bXc1 1a1 e os A= 1a.e6xc) I · 

Recal quemes que a.C bXc) =-aec bXc), pero como el vol úmen del 

paralelepípedo t.iene que ser posit.ivo, t.omamos el valor absolut.o de 

aec5xc). 

Propiedades del t.riple product.o escalar : 

1) No es una operación cerrada porque operamos t.res 

vec~ores y ob~enemos un escalar. 

2) aec5xc) be( cxa) = e.e axb) 
3) aec5xc) -e a.e cxb)) 

-c5ecaxc)) 
-ccecax5)) 

Hereda las propiedades del product.o punt.o y del product.o cruz 

como número real. 

Se deja ca~ ejercicio, comprobar analit.ica o geomét.ricament.e, 

ést.as propiedades. 
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Ejercicios 2.2 

1J Calcular el volúmen del paralelep1p.,,dC>: c~y?s<i~~-dé;is sc:in los 

vectores 3J+2K, I+2J+K y -J+4K. 

2J Encontrar el vol úmen d.,;l tetraedro : c~yos 
Cl ,0,2J, C4,3,0J, C2, 0,1) y C3, 4,0J. · 

>(;. .-

vértices son 

Veamos ahora una nueva operación entre vectores, que es una 

combinación del producto cruz. 

Def'inición Sean a, b y c vectores en un espacio de t.res 

dimensiones. Ent.onces def'inimos el TRIPLE PRODUCTO VECTORIAL como 

sigue: 

ca•b)c CaeeJb 

Por todo lo que hemos visto sabemos que aXC bXcJ es un vect.or 

perpendicular a a y a CbxCJ, lo ilustramos de la siguiente f'orma: 

'-~~~~-----·.:.·-·- -·-·-·-·-,. ,, , 
,.,, .. " ,, .. "'" 

,.,""' b .......... ,,, ,, .. 
e~ ........................................................ "' 

Se deja como ejercicio verif'icar la igualdad: 

axcEixcJ = ca•EiJc - ca.CJEi 
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3.1 Coordenadas polares. 

Nuest.ro objet.ivo en est.e capit.ulo será det.erminar la ecuación 

de una Cigura geomét.rica dada. Una Cigura geomét.rica Cpor ejemplo una 

curva) se da, generalment.e, por su DEFINICION. 

As1, consideremos que est.amos def'iniendo UN CONJUNTO DE PUNTOS 

X Cla Cigura geomét.rica en cuest.ión) por medio de una propiedad P. 

Ent.onces, ent.re t.odas las f'iguras geomét.ricas, una Cigura será del t.ipo 

X SI Y SOLAMENTE SI posee 1 a pr epi edad P. 

Ejemplo: 

Consideremos una f:igura 

CIRCUNFERENCIA. Si nos sit.uamos en el 

geomét.rica muy 

plano carLesiano, 

conocida: LA 

podemos deCinir 

a una circunf'erencia como EL CONJUNTO DE PUNTOS que equidist.an del 

origen una disLancia R. 

La propiedad P con que hemos de:f'inido a la Cigura geomét.rica 

es una condición que deben de cumplir cada uno de los punt.os que la 

componen. 

cumplir 

Est.o signif'ica que t.odo punt.o de la f'igura geomét.rica debe 

la propiedad P. En nuest.ro ejemplo, t.odo punt.o de la 

circunferencia debe equidistar una distancia R con el origen. 

Una f'igura geométrica no debe sat.isf:acer necesariament.e una 

sola propiedad, puede sat.is:Cacer dos o más. Por ejemplo, podemos t.ener 

una f'igura geor::ét.rica que sat.isf'aga 1) pasar por un punt.o dado y 8) 

conservar una distancia const.ant.e a alguno de los ejes car~esianos. 
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Luga.roi; aoomélrt.cor;;; J: 

Def'i·nición. - Al · conjunt.o de punt.os que cumplen ciert.as 

propiedades o condiciones geomét.ricas part.iculares, se le llama LUGAR 

GEOMETRI CO. 

Ent.onces la circunf'erencia es un lugar geomét.rico. Ot.ros 

ejemplos de lugares geomét.ricos son las curvas planas llamadas: 

LEMNISCATA Y CARDIOIDE. 

LA LEMNISCATA est.á def'inida como el lugar geomét.rico de t.odos 

los punt.os para los cuales el product.o de sus dist.ancias rl y r2 a dos 

punt.os f'ijos Fi y F2, cuyas coordenadas cart.esianas son Ca,0) y C-a,0) 

respec~ivamen~e, ~iene el valor cons~an~e a
2

; es decir: 

r1 2 =Cx-a) 2 +y2 r22 =Cx+a) 2 +y2 

Cr1) 2Cr2) 2 =[ Cx-a) 2 +y2 J [ Cx+a) 2 +y2 J =a2 

De la def'inción de la lemniscat.a obt.enemos la ecuación: 

Cx2 +y2
)

2 -2a2 C x 2 -y2
) =O 

que es de cuart.o grado, y obviament.e present.a alguna dif'icult.ad para 

t.rabajar con ella. 

LA CARDIOIDE es et.ro lugar geomét.rico que t.iene una ecuación 

de cuart.o grado : 
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. . .. 
Par-a t.r.abajar ' con· est:os: l ~gar,~s· geC)mét:r ices,~ i nt.roduci remos un 

nuevo p~~~,-·~~:~. c~~.r~.-~n.~~~-~:. 

Hast.a :a~br;·.,, nos 'heTos s~\u~ª.c:i~~ Pi?E C:C,n.i'.?ci;da:cl. en el plano 

cart.eSi~-r;o-~ E~~=ti~.- :.;;:is-[~~·~\< ~6~~.~=r~~adc;·~.\;;·~·;._:L-~'s.i~·~n6\tüi::'f1·i.k~· números real es 

e coor dena:c:Íasi · ~'.,i~~/r ~J.k..'~'ie:>g;_r/~ /os i;G~t..;~: d';;? i;~ Ú ~ur as geomét.r i cas. 

Pero. el sistema coordenado cart.esiano NO es el único sistema 

en el que se pueden representar las dist.int.as :figuras geométricas. 

Vamos a introducir y. ejempli:ficar et.ro sistema de coordenadas llamado 

SISTEMA DE COORDENADAS POLARES; la ventaja de utilizar est.e sistema de 

coordenadas, radica en la f'acilidad de representar ciert.os lugares 

geométricos. 

En el sist.ema de coordenadas polares, un punt.o se localiza 

especi:ficando su posición con respecto a un eje :fijo y a un punt.o :fijo 

sobre ese eje. El eje se llama EJE POLAR y el punt.o :fijo se llama POLO. 

Sea OA el eje polar y O el polo. Sea P un punt.o cualquiera en 

el plano coordenado. Tracemos el vector_ OP y llamemos r a su magnitud; 

sea 8 el ángulo AOP. 

P:lr,Bl 
r:radio vector 

\ B:argU1ento 
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Lugo.r8ia- Oaomélri.cosi I 

De esta manera. deter;ru_narnos la posiéi6n de P con respecto al 

"'\ eje polar y al polo, median\'"" r y B. Estos números reciben el nombre de 

COORDENADAS POLARES del punto P, P=Cr,8), Generalmente a r se le conoce 

~ como radio vector y a B corno ángulo polar o argumento de P. 

El ángulo polar 8 se mide como en trigonornetria considerando 

el eje polar como lado inicial y el radio vector como lado f'ina.l del 

') ángulo; algunos autores admiten que el radio vector pueda tornar todos 

los valores reales, o~ros consideran que el radio vecLor nunca debe ser 

negativo. Noso~ros seguiremos este úl Limo convenio. El polo se 

representa corno O=CO,C), donde Ces cualquier ángulo. 

P~. 
r>=.D e 1 

i-a:--w.-'Cl-=---------t) A / 

Es evidente que un par de coordenadas polares Cr,8) nos 

representa un único pun~o P; sin embargo, no es cierto que un pun~o P 

est.e represent.ado por un único par de coordenadas polares. Un punto 

P=C r, 8) t.ambi én se representa corno P=C r, 8+ann), donde n es un en t. ero 

cual qui era. 

) A 

EsLa par~icularidad de las coordenadas polares nos conduce en 

algunos casos, a resultados que dif'ieren de aquellos obtenidos en el 

sistema coordenado car~esiano. 
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Lugo.rO!: OaomáLri.coa i: 

Para nuest.i-os pr6pós.i.t.6s .convendremos en que el ángulo polar 

de un punt.o P. es ;·¡1º<= 8. <;3eoº.' P;ra io~alizar punt.os en el sist.ema 

coordenado polar es conveni·ent.e ut.ilizar la represenLación que consiste 

de una serie de circunrerenCias concént.ricas y rect.as concurrent.es. Las 

circunf'erencias t.ienen .·como cent.ro común al polo y sus radios son 

múlt.iplos ent.eros del radio más pequei'lo t.omado como unidad. Todas las 

rect.as pasan por el polo, los ángulos ent.re cada par de rect.as son 

iguales. 

Ejempliricamos en est.á represent.ación los punt.os: 

P1=e4,n/6) P2=e6,2n/3) P3=e-7,75°) P4=e5,7n/4) 

Para poder represent.ar un punt.o ex.y) del plano cart.esiano en 

t.érmi nos de e r, 8) en el si st.ema coordenado pal ar, debemos conocer la 

relación que exist.e ent.re ex,y) y er,8). 

Para obt.ener relaciones sencillas hacemos coincidir el origen 

e O, 0) del plano car t.esi ano con el pal o O del si st.ema pal ar y la 

dirección de las abscisas con la dirección del eje polar. 

Sea P un punt.o de coordenadas ex.y). Trazamos el vect.or OP 

cuya magnitud será el rad~t.or r y lo calculamos como la dist.ancia 

/ 

2 2 de O a P.. entonces r = x: + y ~ 

Ahora t.ra:;:amos la perpendicular de P al eje de las abscisas 

cuya longit.ud es y, obt.eniendo un t.riángulo rect.ángulo que cont.iene al 

ángulo B.. de las relaciones trigonomét.ricas que ya conocemos t.enemos 
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que: 

cos'B X 

Reciprocament.e si t.enemos un punt.o P de coordenadas polares 

Cr,B:>. t.ra.zamos ot.ra. vez un t..riángulo rect.ángulo y a part.ir de las 

relaciones t.rigonoméLricas que conocemos obt..enemos: 

x = r cosB y = r senB 8 = arct.g Cy/x) 

aplicando el Teorema de Pit.ágoras obt.enemos: 2 2 2 
r =x +y. 

~Cr,Al 

sen B 

O:<O;Ol CDS B 

Ejemplo 1: 

Hallar las coordenadas Cx,y) del punt.o P cuyas, coordenadas 

polares son C4,120°). 

Ut.ilizando 

obt.enemos: 

X = r COSA 

y = r senA 

ent.onces P C-2,21"3). 

Ejemplo 2: 

las relaciones que obt.uvimos 

C4)Ccos 120°) 

C4)Csen 120°) 

(4)(-1/2) 

C4)C1"3/2) 

-2 

21"3 

ant..eriorment.e 

Hallar las coordenadas polares Cr,8) del punt.o P cuyas 

coordenadas cart..esianas son C3.-6). 
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Ut.ilizando ias c¡ue obtuvimos 
. . . 

ant.er-i-or ment.e 

obt.erlernos: 

r = /xz+ yz = /9+2S = /37 

8 = arct.g Cy/x) =. arct.g. C -9/3) 

como sabemos, exi st.e un número i l i IÍ1i t.a:do de ángulos que cumplen nuest.ra 

relación pero, hemos dicho que uLilfzaremos aquél que sea menor de 

360°; por lo que 8 = 300°98'. 

8 

Hacemos la acl ar ación deL que . s-ab.emos: y=-9< O, y es por eso que 

300°98'; porque arct.g C5/-3) ',;, irct.g c75/3). 

Ejercicios 3.1 

1. - Hallar la ecuación en coordenadas polares de la 

lemniscat.a. cuya ecuación en coordenadas cart.esianas es: 

Cxz+y
2

)
2 -2a2 Cx2 -y

2
)=0 CLo único que requerimos es sust.it.uir x=rcosA, 

y=rsenA y aplicar relaciones t.rigonomét.ricas adecuadas). 

2.- Hallar la ecuación en coordenadas polares de la cardioide, 

cuya ecuación en coordenadas cart.esianas es: Cx2 +y2
)

2 -2y2 C2x-1)-2x9 =0. 

Con las coordenadas polares logramos ecuaciones más sencillas 

para nuest.ros lugares geomét.ricos. Por últ.imo ejemplit'icaremos lo 

sencillo que result.a represent.ar a una circunf'erencia en coordenadas 

polares. 

F.:jemplo: 

La ecuación en coordenadas cart.esianas de una 

circun!'erencia es: x 2
+y

2
=a2

• donde a es el radio de la circun~erencia; 

com~ sabemos. en coordenadas polares: por lo t.ant.o la 

ecu~ción en coordenadas polares de la circunferencia es: z z 
r =a . 

Los lugares geométricos que estudiaremos en part.icular son: 

La RECTA, el PLANO, la CIRCUNFERENCIA, la ESFERA y las CONICAS 

CELIPSE, HIPERBOLA, PARABOLA). 
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3. 8 .'La rect.á.·:·en'' dos y t. res di mensio'ries·." 
_:"_: '-'-,'-.::·'_;-0:/:::.::.-.. i:_:: -·~>,: 

Iniciaremos el est.udio • 1~ ~:~'oE>iu9'1'.;~#; 9'3;,rri~t.rfcos con 

REé:TA~-::;;por ser el lugar geomét.rico .,~s<~~c;;¡,,¡i'f,l.i,;: , 

3. 8.1 ·~~present.aciones de i~ rec;: "!~;:~~i,~f'.C ~:i~~dl~~~~iones. 
, · ,:.:: ;. · . .:;~ ':k'~~:;:; :;..~:;?:·~· · ··-····e·.··:-·-.-·_, · ··· · · 

··f ::-: ,:,:.·:;,-; .. , : . :µ~\_:- : t~~1~<·~~~;:T';/·-· 

la 

los 
.... Déf'.U-1ci óri . ..,. ; Una' RP/!a,;~T··,t.··-_~i'-.·.~.·.:' .. •.·.·.·•.fd~:e·.1~.' .•. :u··· .. 1n•.·~·.•.i.'.•.lp?u~.~n·.~.t.fof ié 9i~mét.r:Í.c6 de t.odos 

punt.os c¡l.le ·,<·!"·· desí::ril:J~n'{l( ., • . . ;Yi;Go ·!'.'.º Cllamado punt.o de 

apoyo:> y. de un vect.6i-éd!;:d(J 'a( " ' . '' •;~ 
·..:;,· .. 

·p_ PÓ +·.t.a· ,con t. Un ·escalar} 

En et.ras palabras, ·me sit.úo en: un. pUnt.o PO y .lo considero como 

'¡ punt.o inicial· de t.odos lós vect.ores paralelos 'al vect.or ·a·. 

tlO 

i' ¡ 

Como hemos vist.o 

que est.as dos rectas 

) 

) 

) 

sin embargot recalcamos que los puntos no son libres y al cambiar de 

) posición a a cambiamos al punt.o de apoyo, por lo que est.as dos rect.as 

son dist.int.as. Lo más que podemos decir de ambas rectas es que· son 

paralelas. 
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Ejemplo: 

Sea Ll = {PjP=C0,0,0) .+ t.Ca1I+aZJ+a3K) t. un escalar} 

y. sea L2 = {P 1P=C1 , 6, 3) + t.C al I.+a2J +a3K) t.· un es cal ar} 

L1 y L2 son rect.as paralelas, t.ienen la misma dirección pero 

son dist.int.as como conjunt.o de punt.os. 

Ahora bien. para caract.erizar a un punt.o Pl en el espacio 

cart.esiano lo hacemos con rererencia a un punt.o rijo llamado origen; es 

decir, t.enemos un vect.or que t.iene como punt.o inicial al origen y como 

punt.o rinal al punt.o Pl. 

Si t.enemos dos punt.os Pl y P2 los represent.amos como vect.ores 

OP1 y OP2; podemos relacionar a P2 en t.érminos de P1 mediant.e el vect.or 

b que va de Pl a P2, donde b = OP2 - OPl. 

En nuest.ra rect.a, a part.ir de PO podemos caract.erizar t.odos 

los punt.os que nos rerieren los vect.ores paralelos al vect.or dado a, 

L = {P 1 P-PO = t.a con t. un escalar} ..... Cl) 

cada vez que cambiemos el punt.o PO a ot..ro, P1, cont.enido en nuest..ro 

lugar geomét..rico, obt..endremos un nuevo punto P que nos ref'iere a un 

vect..or paralelo a a. es decir 

P-PO = t.1 a PPl 

P1 
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De est.a f'orma concluimos que l_a ca'ract..eí-iZación de una rect.a 

no es única, porque la puedo describir. a _p:artJir:':'~:dei>un vect.or que sea 

par al el o al véct.or 

particular p_Ódemos 

dado .i·. si emp.r~. q":'~ .CC::n1:S:~-r~Ve::~1-·á.·:.·di recci ón de a. 

t. ornar como vect.or :-. ar' e:J~'J. tjJci .;;-¡. vect.or i52=P1, si 

es un punt.o en L; ent..onces: 

L = {P 1 P-PO 

es decir Cl) = C2). 

·::\:'. -:~: 
sCP2-Pl),' s '.un-·e;.¿alar} ..... C2) 

En 

P2 

Si tenemos dos puntos cualesquiera Pl y P2, podemos de!'inir al 

conjunto de puntos que se obtienen a partir de un punto !'ijo y de un 

vect.or dado. es decir podemos de~inir una recta. 

Obtenemos la dirección de la recta como la di!'erencia de Pl y 

PZ, 

L = {P / 'p = PO + tCi52=Pl) t un escalar} 

recalquemos que como t. es un escalar es lo mismo de!'inir P2=P1 que 

~. y que PO, el punto de apoyo, puede ser cualquier punto contenido 

en nuestro lugar geométrico. 
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Ejemplo: 

Encúéntre la.re_cta··que pasa por Pl=C6,4,Z) y PZ=Cl,1,1). 

L - {P 1 P=PO+tC¡:;r::pz) t un escalar} 

L·, '-(P 'I' P=PO+t[C6,4,Z)-C1,1,1)] t un escalar} 

C :~·p_; 1 :p=pQ+tC5,3,1) t un escalar} 

Gi~,).~C,<:";y,'.:zó 1 Cx,y,z)=Cl ,1,D+tC5I+3J+K) t un escalar} 
··,:·;:;,' 

... - . -

De este eje;,,~1~ rE.es:;;,ribimos: la representación de la recta 

como: 

L = {Cx,y,z) 1 Cx,y,z)=CxO,yO,z0)+tCa1I+aZJ+a3K) t un escalar} 

dado que en particular, Pl y PZ son puntos: en el espacio cartesiano. 

Luego en'lonces, ot..ra f'orma de represent..ar a la rect.a es 

mediante lo que se conoce como LAS ECUACIONES PARAMETRICAS de la recta; 

las cuales: se obtienen a partir de: 

L 

L 

y de aqui: 

{Cx,y,z) 

{Cx,y,z) 

1 Cx,y,z)=CxO,yO,z0)+tCa1I+aZJ+a3K) t un escalar} 

1 Cx,y,z)=CxO+ta1,yO+taZ,zO+ta3) t un escalar} 

X = x0+ta1 y = yO+taZ z = z0+ta3 

Not..emos que para un punt..o. 'tenemos que 'l es el mismo escalar en-las 

lres ecuaciones. 

Supongamos: ahora que al,aZ y a3 son distintos: de cero, como t 

es el mismo escalar para cada una de las 'lres ecuaciones paramét.ricas 

de la rect.a en cada pun'la. t.enemos que: 

t. = x:~º = y:~º = z:~º 
son las ECUACIONES SIMETRICAS de la recta en el espacio cartesiano. 
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podemos 

de 1 a sigui ent.e 

Si 

es la represent.ación 

DOS DE SUS PUNTOS. 

Ejercicios: 3. 2 

1. - Obt.ener las representaciones paramét~lé:::a. y ·s:imét.r.ica, de 

las rectas dadas por: 

a) PO=C2,-1;3),' a=c.,..1,1,2);· 

b) PO=C9, .,.-1 , 2) , a;-I +3J 2~K. 
2.- Obtener la que pasa por 

Pl=C-3,4,-1) y P2=C0,-1,2). 

Si nos si t..uamos en el plano cart.esiano, ent..onces una 

rec~a la represen~arnos como: 

L = {Cx,y) j Cx.y) = CxO,yO) + t Cal ,a2) t un escalar} 

LAS ECUACIONES PARAMETRICAS de la rect.a, en el plano cartesiano, 

son: 

X = xO+t.al y = yO+t.a2 

y si al y a2 son distint.os de cero, podemos: representar a la rect.a 

como: 
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y-yo 
32 

De ést.a ul t.i ma igual dad obt.enemos ot.ra represent.aci ón de la 

rect.a que nos es más ramiliar: 

y-yO = ª 2 e x-xO) 
a1 

donde a2/a1 es la PENDIENTE m de la rect.a, 

y-yO = m e x-xO) 
y-yO 

es decir, m = x-xO 

Por et.ro lado, si conocemos dos punt.os P1 y P2 de la rect.a en 

el plano cart.esiano, podemos represent.arla a part.ir de: 

L = {P 

y-yo 

P=PO+t.C P2-P1) 

m Cx-xO) 

t. un escalar} y de 

de la siguiente ~arma: 

ent.onces: 

P2-P1 = b, por lo que C x2-Xl , y2-yi) =b1 I +b2J , __ luego __ 

b1 =x2-x1 y b2 = y2-y1 

y-y1 = y2-y1 ex-xi) 
x2-Xl 

es la represent.ación de una rect.a en el plano cart.esiano A PARTIR DE 

DOS DE SUS PUNTOS. 
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' . 
Tódás 

represent.ación 

es Las 

~uga.r:eia, oGotnGlri.eoa .- X 

represent:"'-~X~nes - rios )i.:.~"'-n ª nee:esit.ar 

de la. reda en el . plano c::'~rt.'esián~. '. la cual 

una 

general 

obtenemos a part.ir de: 
_ a2 ---·· .,,.., 

y-yO - a¡- Cx~-XO:> r·-:·:-

realizando las operaciones :,;:r.i';:u·é'aaéÍ.s: 

como a2 y al 

l, ,-\ 

al y:.. al yO = a2:x:::;;,2:XO 

a2x al y + é al yO-a2xO) - = O 

a2x + C -al) y + [a2C -XC) +C -al) C -yÓ),J: 

son escalares cualesquiera y:·•.c:Xo;·y0) ·-·es··:un:_'punto ':Cijo, 

def'i ni mes LA ECUACI ON GENERAL DE LA RECTA EN . EL' PÍ..ÁNo' .CARTESIANO como: 

Ax + By + C = O 

De la' ecuación general de la rect.a en· el plano cart.esiano, si 

A, B y C son di-sti nt.os de cero, obt.enemos ot.ra representación de la 

rect.a: 

Ax + By + e = o 
Áx + By -C 

C-A/C)x + C-B/C)y 1 

x/a + y/b 1 

donde a=-C/A y b=-C/B son las magnit.udes de los segmentos que 

intercept.a la recta en los ejes coor-denacÍos. A ést.a representación se 

le llama ECUACION SIMETRICA de la rect.a en·eL plano cart.esiano. 

Dada una recta en el plano cartesiano. tracemos por el origen 

una perpendicular a la rect.a dada y llamémosla normal. Sea P el punt.o 

de intersección de la normal con la recta dada y digamos que el vector 

de dirección de la normal va del origen hacia P. 
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Si A es el ángulo que f'or'man i a .. normal .: con el eje de las 

abscisas y D = ,·'OPI. la ecuación dada ''de!· 'l'a ·::i.r'ec't.a en el plano 

cart.esiano puede escribirse como: - ".'.(. .-·· .. _))·;' 

X cosA +y senA -·:Do.= o;.'j ;:: 
a 'ést.a represent.ación de la rect.a se le den~riil.ri~ la ECUACION NORMAL de 

la rect.a en el plano cart.esiano. 

Dada una rect.a en el plano polar, t.racemos por el polo una 

perpendicular a la rect.a dada y llamémosla normal. Sea M el punt.o de 

int.ersección de la normal con la rect.a dada y digamos que el vect.or de 

dirección de la normal va del polo hacia M; sea B el ángulo que f'orman 

la normal y el eje polar. 

Tomemos en la rect.a dada un punt.o arbit.rario P cuyas 

coordenadas polares son r y Q. En el t.riángulo rect.ángulo OMP obt.enemos 

la ecuación: d 
r = cosCQ 8) 

que sat.isf'acen t.odos los punt.os de la rect.a dada. A ést.a represent.ación 

de la rect.a se le conoce como la ECUACION POLAR de la rect.a en el plano 

cartesiano. 

Final ment.e recordemos que podemos encont.rar un vect..or 

perpendicular a ot.ro en el plano cart.esiano, int.ercambiando las 

componen t. es y cambi andel e el signo a una de el 1 as. Not.emos que en 1 a 

ecuación: 

81 



a2x + c-al)y + [a2C-x0)+Cc-al)C-y0).]: ... ·.o 
t.enemos: precisamente al vect.or CaZ;-aD .':¡~~ .,;~ p~,-~~hc:iA~~fa:r:\;a Cal ,a2). 

Como Cal, a2) y caz. -a1:> son 

product.o. punt.o es igual a cero, es decff::·; ':·':%.:'J'':f 
;-e:·":":"..- -:.::~· , ,. - ·- -

c a8. -al) .e al • a2) = o . ' l ''.'.'.ct'i'' 
Ent.onces a part.ir de la ecuaC:IórE 

azx + c -al)y + [aZC -xOJ~tZ~i)2~Yé); J = o 
llegamos a ot.ra representación de la. ~E>;:::·t;.,;_ :;.;.·;., .>1 plano cartesiano: 

C a8, -al )G[Cx-xO), Cy-yO)] <'=:o 
es~o es, si H=Ca2,-a1) es perpendicular a a, podemos represen~ar a la 

recLa en el plano carLesiano como: 

HoCP=i50) = O 

Ejercicios 3. 3 

1. - Det.erminar la pendient.e y las ecuaciones paramét.ricas de 

la rect.a derinidad por: 

a) PO=C-3,5), a=C8,-1) 

b) PO=CZ,-3), a=Cl,1:> 

2. - Det.erminar la ecuación de la rect.a derinidad por: 

a) Pl =C-3, 5), PZ=C-2, -7) 

b) Pl =C -1 , -1) , P8=C 3, 7) 

3.- De~erminar las eucaciones general y simé~rica de la rec~a: 

a) Del ejercicio 1 a:> 

b) Del ejercicio 2 b:> 

4.- Det.erminar la ecuación normal de la rect.a dada por, A=7/6CT 

y D=8. 

5. - Det.erminar la ecuación polar de la rect.a que pas:a por 

cn/6,-3) y es paralela al eje polar. 
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3. 2. 2 Int.ersección de ·dos'. rect.as en dos y t.res dimensiones. 

Volvamos al espacio cart.esiano. Sean Pl y P8 un par de punt.os 

dist.int.os en el espacio cart.esiano y sea L={PjP=P1+t.CP2-P1) t. escalar} 

una rect.a que pasa por Pl y P2. Supongamos que L'={PjP=PO+sa s escalar} 

es ot.ra rect.a que t.ambién pasa por Pl y P2. Desi¡;,amos most.rar que L'=L. 

L 
Como Pl y P2 son punt.os en L', exist.en escalares sl y sa 

dist.int.os t.ales que Pl=PO+sla y P2=PO+saa; ent.onces, para un punt.o P en 

L t,gnarnos que para algún ese.al ar t. .. 

p Pl+t.CP8-P1) = CPO+sla)+t.CPO+s1a-PO-s2a) 

P PO+sla+t.cs1-s2)a = PO+[sl+t.cs1-sa)Ja 

est.o es, si Pes un punt.o en L enlences Pes un punt.o en L'. 

Ahora bien, si P es un punt.o en L'. en~onces para algún 

escalar s .. 

P = PO+s_;,: Pl-sla+sa = Pl+Cs-sl/s2-sl)CP2-P1) 

es decir, si P es un punt.o en L' en~onces P es un punto en L. Dicho de 

ot..ra f"orma L=L'. 

Recordemos ahora que dos vecLores ª• b son paralelos si uno es 

un escalar por el o~ro, es decir. a = lb. De aqui. de~iniremos que dos 

rect.as Ll={PjP=Pl+sa s escalar}, L2={PjP=P2+t.b t. escalar} son paralelas 

si los vectores a. b son paralelos. 

~ /n A U L 
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una 

Sea Ll ={P 1 P=Pl +t..;;: t. escalar:} una r:ect.a par:alel-a a L que pasa 

por Pl. Sea L2={PIP=P2+ub u escalal""}-ot.ra r:ect.-a é¡ue ·pasa por ·p1 y 

t.ambién es paralela a L. Como Pl es un punt.o .de.L2, eY~st.e un escalar: 

ul t.al que Pl=P2+ulb; además como L2 es paralela a L, .;;:=r:b para algún 

escalar: r, tenemos ent.onces P1+.;;:=P2+Cul+rJb. Est.o es, que P'=Pl+a est.á 

en la int.er:sección de Ll y L2; pero Pl y. P' son ·punt.os dist.intos, y 

ambos estan en la int.ersección de Ll y L2. Dé acuerdo con lo que vimos 

anteriorment.e esto implica que Ll=L2. DJ'cho de. ~-i.r:a'··f'orma por Pl sólo 

pasa UNA paralela a L. 

Por otro l~do. si t.enemos dos rect.as Ll={PIP=P1+sa s escalar} 

y L2={PIP=P2+t5 t. escalar} paralelas, ent.onces Ll=L2 ó la intersección 

de Ll y L2 es vacia. Es claro, por todo lo que hemos vist.o hast.a ahora, 

que si dos rectas son paralelas no deben intersec~arse en punto alguno. 

pero. supongamos que encontramos un punto de intersección PO. Entonces 

existen escalares sO y tO tales que PO=Pl+s0a=P2+t0b; como además Ll y 

L2 son paralelas. a=rb para algún escalar r. De aqui tenemos que, 

PO+a = Pl+CsO+l)a = P2+Ct.O+r)b 

es decir, P'=PO+a está en la intersección de Ll y L2. Nuevamente Ll=L2 

porque no puede suceder que PO y P'. siendo puntos distintos, esten en 

la intersección de ambas recLas. 
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Si sucede que L1 y L2 son rect.as NO par al el as, en t. onces se 

int.ersect.an en UN,>sólo punt.o ó NO se int.ersect.an. Debe ser claro que 

puede darse el caso en que dos rect.as no paralelas en el espacio NO se 

int.ersect.en. Imaginemos una recta en el t.echo de un cuarto y at.ra que 

no sea paralela a la primera, en el piso del mismo cuarto, ~ig.Ca); si 

suponemos que se intersectan, rig.Cb), debe ser únicamente en un sólo 

punt.o. 

J--u 
~ 

. . . l1 

De acuerdo con lo que hemos visto, si se intersect.an en más de un 

punt.o, L1=LZ; pero, como son no paralelas, no pueden ser la misma 

recta. Por eso la intersección de ambas rect.as no puede contener más de 

un punto. 

Sean Ll ={P / P=PO+sa. s escalar}. LZ={P 1 P=QO+t. b. t es cal ar)-. 

Como son no paralelas a y b son linealmente independientes, entonces 

exist.en u y v, t.ales que el punt.o P=PO+ua=QO+vb está en ambas rect.as, 

es decir: 

PO - QO = -ua + vb 

o Cl) 

por lo t.anto, P es el punto de int.ersección de Ll y LZ; y la condición 

para que se int.ersect.en las rectas, está dada por la igualdad Cl). 
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EJemplo 1: 

Determinar si las siguienLes rec~a~ son 

ún punto de intersección. 

Ll={PjP=C1,3,-2)+sC3,-6,9) s 

L2={PjP=C2,1,7)+tC-2,4,-6) t 

Ll y L2 serán paralelas si existe uri 

C3,-6,9)=rC-2,4,-6) 

es decir, 3=-2r, -6=4r y 9=-6r; es 

son· paralelas. 

Según lo que de:t' i ni mes, debe suceder 

intersectan. El punto Pl=Cl,3,-2) está 

que Ll no es igual a L2; entonces 

Ejemplo 2: 

Determinar si las siguientes 

un punto de intersección. 

Ll={P 1P=C9,2, -11) +sC2,1, -'3) s escalar} 

L2={PjP=C2,-1,3)+tC1,1,2) t escalar} 

Ll y L2 serán paralelas, si existe un escalar u tal que, 

C2,1,-3)=uC1,1,2) 

no se 

L2, por lo 

si existe 

es decir: 2=u.. l=u y -3=2u: es clarop que no exist.e un escalar que 

cumpla las tres ecuaciones. Por lo que Ll y L2 son NO paralelas. 

Según lo que def'inimos, Ll y L2 pueden o no intersectarse; para 

saberlo, calculamos el siguiente triple producto escalar: 

P2P1xcaob) = /~ ~ =~ / = 20 

Donde: P1=C9,2,-11), P2=C2,-1,3), a=C2,1,-3) y b=Cl,1,2). 

Como el triple producto escalar es distinto de cero, entonces Ll y L2 

NO se intersectan. 

Ejemplo 3: 

Determinar si las siguientes rectas son paralelas y si existe 

un punto de intersección. 

Ll={PIP=Cl,3,0)+sC2,l,1) s escalar} 

L2={PIP=C2,l,O)+tCl,3,1) t escalar} 

Dejamos como ejercicio verif'icar que las rectas son NO paralel·as. 
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Según que def' i ni inos, i..::1-- y - L2 : pi,ieden o ne i ;;t;,,~,;~¿i:at~e i para 

saberlo, 

y'.L2 se 

L2: 

parai-elas y 

~ escalar:} 

Veamos_ en que_ v~Í"ia; .. t.odo l:o. qu_e hemos venido .platicando sob_re 

rect..as paralelas y··~~~·>{·;;:L$;~,~~ci~n~s. ent.re··r.ect..as que eSt..án' en· e1 
espacio carlesiano y· l·as-:q'ue:··e~t.án en el plano· cartesiano. 

Ejemplo: 

Det.ermine la recta que pasa por Cl, -3) y es paralela a la 

recla que pasa por C-5,8) y (3,0). 

Sabemos que sólo exisle una recla que pasa por Cl, -3) y es 

paralela a la que pasa por C-5,8) y C3,0). La recta que pasa por C-5,8) 

y C3,0) es: e 3. O) -e -5. 8) = e 8. -8) = 8C 1 • -1 ::> 

{P!P= C3,0)+tC1,-1) l escalar) 

y la recla que buscamos pasa por Cl,-3) y es paralela a Cl,-1), 

L {P 1P=C1. -3) +lC 1. -1) l es cal ar} 

L {P 1P=C1 +l. -3-l) t ese: al ar} 
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Si Ll y L2 son rect.as NO paralelas en el plano cart.esiano, 

ent.onces se int.ersect.an en un sólo pur;,:.o. Nuevament.e debe ser claro que 

deben de int.ersect.arse en un sólo purit..o; ya que si t..ienen más de un 

punt.o de int.ersección deben ser la misma rect.a, pero est.o no pue9e ser 

porque son NO paralelas. 

Ejemplo 1: 

Det.errnine la int.ersección de las rect.as Ll, que pasa por C0,1) 

y C2, 4), y L2 que pasa por C -2, 3) y C2, 9). 

Las rect.as Ll y L2 son, 

C2,4J-C0,1) = C2,3) 

Ll = {PjP=C2,4)+sC2,3) s escalar} 

C2,9)-C-2,3) = C4,6) = 2 C2,3) 

L2 = {PjP=C2,9)+t.C2,3) t. escalar)' 

por lo que ambas rect.as son ¡::Íarafelas, ent.onces no se 

int.ersect.an en punt.o alguno. 

Ejemplo 2: 

Det.ermine la int.ersección de las rect.as L1:3x+2y-7=0 y 

L2:x+5y+2=0. 

Dejamos como ejercicio verificar que las rect.as son NO 

paralelas. Resolvemos el sist.ema de dos ecuaciones con dos incógnit.as: 

3x+2y=7 

x+5y=-2 

y obt.enemos que el punt.o de int.ersección es P=C3,-1). 

Ejercicios 3.5 

1. - Det.ermi ne si son o no par al el as las sigui en t. es rect.as, en 

caso a~irmat.ivo, calcular el pun~o de int.ersección. 

a)La rect.a que pasa por C2,3) paralela a Cl ,1/3) y la 

rect.a que pasa por C2,3) paralela a Cl,-1/3) 

b)L1 {PjP=C-4,0)+sCl,2) s escalar} y 

L2 = {PjP=C0,1)+t.C2,-3) t. escalar}. 
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Lúgares Oeométri.cos I 

3.2.3 Familias de recLas en dos y Lres dimensiones. 

Sabemos que si Lenemos dos recLas en el espacio carLesiano que 

se int.ersect.an,- lo hacen en un sólo punt.o PO. Pero, es claro que no son 

las únicas recLas que pasan por ese punLo PO. 

]~" Lt · 

·.··~ 
/ u 

) ' 

¿Qué -es .io -que var.fa enLre Ledas 

dir<>cción. 

Cualquier recLa de esLe conjunLO Liene una ecuación de la 

fer ma L={P 1 P=PO+La i. L es cal. ar}, donde ai. es un vecLor en CUALQUIER 

dirección. De esLa forma, a parLir del punLo de inLersección PO de dos 

recLas cualesquiera, formamos lo que se llama una FAMILIA DE RECTAS 

cuya ecuación es en general, 

F: {P!P=PO+Lai. ~ escalar, a. 
' 

un vecLor de dirección} 

Una f'amilia de rec~as de est.e 'Lipa, donde el vect..or de 

dirección puede Lomar cualquier dirección, nos genera TODO el espacio 

carLesiano Cpor claridad en el dibujo, ésLo no se muesLra). 

u 
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Pod~mos tener otr.o Upe: una 

recta c.t,i~lqu'.i.er ae<en _;;;l '. é~e"-k'i ~- ~;._¿,~es;Í. ah6 . .µ· •"''.{p jP,,;f'o+f.'a t e~•'-:al ar} y a 

un ~Ctor -é!e dir;.cci~n :riJo;>ahÓra<•t:omefuc¡is:~odas 1-:,,_~ rectas .paralelas a 

L. es deé:ir, variemos• el' ¡:it.lni'.o .de :,;,i=>si)ro\po;,(: .. 
JY-~ i~;·~;F-; L'~_-,-~,:.; ~."<;~~.~> ;:. . ' ~··,; -~'·'• ~ 

-~~=:: -'. - ., ·~:~;'"' ~i._<~? --.o.:':::'.¡:.; - ~-., 

r • - ' 

-----.·-

La ecuación en general de esta :familia de rectas es: 

F' : {LjL=P•+ta t escalar} 

donde a es una dirección :fija y Pt es cualquier punto de apoyo, que no 

este contenido en una recta previa de la :familia; esto es, si tomamos 

como punto de apoyo a un punto de una recta de la :familia, 

obtendremos, nuevamente, ésta última. 

Como únicamen~e nos movemos en una dirección. con és~a ~amilia 

de rectas, NO generamos a todo el espacio cartesiano. 

Ahora tomemos una recta cualquiera en el plano cartesiano. Sea 

L {P l_P=f'1_-f-t_;:;: __ t;_escalar}; nuevamente variemos el vector de dirección, 

L 
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obtenemos una f'amilia 

~ ecuación general. 

donde a. es un 
' nos genera TODO 

Si ahora 

'\ L={PIP=Pl+t..a t ese.alar} y variamos 

rect.as que obtenernos t.iene 

F : {L 1 L=PL+ta t escalar} 

donde a es un vector de dirección f'ijo 

contenido en una recta ya def'inida. 

TAMBIEN nos genera TODO el plano cartesiano~ 

L ,;¿~, 7 PI 

En general, podemos f'_Órmar la :familia de rect..as que pasa por 

el punto de i nt..ersecci ón dé dos rectas cual esqui era de la sigui ente 

manera; sean Ll y L2 dos rect.as cualesquiera en el plano cart.esiano que 

se intersectan en el punto PO: 

Ll : Al x+B1 y+Cl =O L2 : A2x+B2y+C2=0 PO=C xO, yOJ. 

Consideremos al y a2 escalares, entonces sucede que: 

a1Ll 

a2L2 

al e Al x+Bl y+Cl J 

a2C A2x+B2y+C2) 

al Al x+al Bl y+al Cl =O 

a2A2x+a282y+a2C2=0 

por otro lado, como PO=CxO,yO) es un punto de ambas rect..as, debe 

cumplir la ecuación de cada una ellas. 

Al x0+81 yO+Cl =O 

A2xO+B2yO+C2=0 

y t..ambién debe cumplir las ecuaciones al multiplicarlas por al y a2, 

al e Al xO+Bl yO+Cl) = al Al xO+al 81 yO+al Cl =O 
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a2C A2XO+B2yO+C2). = .. a2A2XO+a2B2;YO+a2C2=0 

Ahora. sumá.mps alLl. y'a2L2 evaluaé:las·;:E,n:.po·,:· ·. '::', ; (:- _ 

al.Ll+a2L2 alA1xO+a1sly0;c;i + •'a2A2XO+a2B2yO+a2C2=0 

' L3 ' AXo +. ByO + (:},,;;;_()< e 

donde A a1A1 +a2A2, B =. alBl +á2Ba···y:Gd~.'ild+a2C2. 

De ésta ~arma obtenemos una nueva recta L3 que también 

intersecta a Ll y L2 en el punto PO. Si tomamos al y aa en los reales, 

obtendremos una ~amilia de rectas como combinación lineal de Ll y La; 

la ecuación de la ~amilia queda: 

F : {L 1 L = alLl + aaLa O, al y aa escalares) 

l2 

Ejemplo: 

Encontrar una recta de la ~amilia de rectas que tiene como 

pun~o de intersección, el de las rec~as: 

Ll 2x y=l 

L2 3x + 4y = 2 

La ~amilia de rectas tiene la ecuación: 

F : {Lj L=sC2x-y-l)+tC3x+4y-2) = O s,t escalares) 

entonces una recta es, 

L3 2C2x-y-1) + C-1)C3x+4y-2) o 
L3 x -6y =O 
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Ejercicios 3. 6 

Dadas las rect.as: 

1.- L1: 3x-By+12=0 y L2: 2x+3y=7, PO=C-3,1) 

8.- Ll: 2x+3y-7=0 y L2: 5x-2y=B, PO=C0,0) 

a) Hallar la ecuación de la ramilia de rect.as que pasa por la 

int.ersección de ellas. 

b) Hallar la ecuación del miembro de la ramilia, que pasa por 

el punt.o indicado. 

3.2 4 Dist.ancias. 

3. 2. 4.1 Dist.ancia de un punt.o a una rect.a en dos y·t:res ---dimerision .. s. 

Vamos ahora a calcular la dist.ancia de un punt._o . Pl ·a una 

rect.a Len el espacio cart.esiano. Sean P1=Cx1.,y1,z1) y,· 
x-p y-q z-r 

L:a--¡;-- c 

A part.ir de P1 t.razamos una perpendicular a L, sea N la 

int.ersección de la perpendicular y L; sea P=Cp,q,r) un punt.o en L. 

p~ 
"'L 

Ent.onces d=jNP1 j=jPP1 jsenA, donde A es el ángulo ent.re L y 

PPl; por lo derini~os, jPPlxLj=jPPlj jCjsenA donde L=[a,b,c], luego, 

por lo que. 

sen A = jPP1xLj/jPPlj jL! 

d 

d 

/PP1 jsen A = jPP1 j jPP1xLj/jPP1 j jLj 

1 [ x1 -p, Y1 -q, z1 -r ] X [a, b, c] 1 

..¡/ az+bz+cz 
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L: 

t.enemos 

es el módulo de 

asi t.enemos • 

d = IPOPlo~J 
In 1 

1 Axl +Byl -e Axo+ByoJ 1 
d 

/Az+Bz 

Como PO pertenece a L, -CA.xO+ByO),,;C, luego 

d 
1 Axl +By1+C1 

/Az+Bz 
-.¡ 
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Ejemplo: 

Calc_ular. la dist.ancia"del·punt.o P=Cl;..,-3) a h. rect.a <>(~3y=-5. 

d ¡c4:>c1)-c~:ic~3);1-5·1 = }á 
:~ 1 ~+~ ·:: - .. \\~:;. 6 ,,-~;' 

~::A~~-

3. 2. 4. 2 Dist.ancia ent.re d~s rect.as en. t.res dimensiones. 

Como consecuencia del problema ant.erior surge la inquiet.ud de 

calcular la dist.ancia ent.re dos rect.as. La núnima dist.ancia ent.re dos 

rect.as en el espacio cart.esiano que no se int.ersect.an, est.á dada por la 

longit.ud de la perpendicular común ent.re los dos punt.os más cercanos. 

Ejemplo: 

Calcular la dist.ancia ent.re las rect.as: 

Ll: x+5/"3 = y+5/2 z-1/-a y La: x-9/6 = y/-2 = z-2/-a 

Sean Pl=C-5,-5,1) y P2=C9,0,2) punt.os en Ll y L2, L1 y L2 los 

vect.ores direct.ores de Ll y La, respect.ivament.e. Calculamos un vect.or 

unit.ario p en la dirección perpendicular a Ll y L2, ut.ilizamos el 

product..o cruz. 

p 
[3,2,-2] X [6,-2,1] 

ILlXL.a¡ 

[2,3,6] 

7 

Por últ.imo, la longit.ud de la perpendicular común ent.re los 

dos puntos más cercanos. o sea la distancia enLre las dos recLas. es 

igual al módulo de la proyección de PrP2 sobre la perpendicular misma, 

Pii52 = [14. 5, 1 J 
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recói-ci;;,~c;;¡. ,f!Ue para el cálculo de la proyección 

punl'o. 

d = IPí?Z•PI 
En est.e ejemplo d 

si-'no ·io :fuera t.endriamos: 

IC14,5,1]•[2/7,3/7,6/7JI = 
1PIP2ep1 , porque p es un 

Ejercicios 3. 7 

1.- Calcular la dist.ancia ent.re el punt.o y la réct.a dados, 

a) P=C6,-3,3) y L:x=C3-y)/2=C-z+6)/2 

b) P=C-1,2,3) y L: Cx-7)/6=Cy+3)/-2=z/3 

e) P=C4,-1) y L:3x-4y+12=0 

d) P=C2,-3) y L:4x-5y+10=0 

2.- Calcular la dist.ancia ent.re las rect.as siguient.es, 

a) L:Cx-1)/2=y+2=z-3 y L:Cx+2)/-3=y-2=Cz+1)/2 

b) L: Cx-1)/2=y-4=Cz-5)/8 y L: Cx-2)/-1=Cy-8)/3=Cz-11)/4 

3.- a) Deducir la :fórmula para calcular la dist.ancia ent.re dos 

r_ect.as paralelas en el espacio. 

b) Calcular la dist.ancia ent.re las dos rect.as paralelas, 

L: Cx-2)/3=Cy-2)/4=C8-z)/4 y L: Cx-1)/3;;C2-y)/-4=Cz+3)/-4 

3._3 El plano. 

Vamos a continuar nuest.ro est.udio de los lugares geomét.ricos 

con el PLANO. Aún cuando llamamos PLANO cart.esiano al plano af'in 

asociado a nuestro espacio vect.orial de dimensión dos. la noción de 

"plano" como lugar geomét.rico no t.iene sentido en un espacio vectorial 

de dimensión dos; por lo que únicamen~e lo estudiaremos en un espacio 

vect.orial de dimensión t.res Cespacio cart.esiano). 

l _,__¡ ____,,___..\ 

~ ,\) 
!.:? 
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~ii. nici ó'ri: ::.'.. ;, Un PLANO· es el. lugar, geométr.i co:> de ''todos .. los 

puntos ·eri. ~f< ~~¡:;4~1d~C::~~\ei~i a.rio, ~~u;::.S:~ C¡¡.S:C:~i ben ;á t.r;,',;~s;,; cia',:unc p~nt.o 
ri Jo ·po :Y'u~fp'1ri;ci¡;; ;;;,;.e:t:'cirei. .no pái:;á1e1o~j:a::~.~;; ';·,'.', , , ... ; ~\ '"'' ·. 't.'.',··· ··· 

" · ~·, ró=·{p'·, ·~o?i~ ~.~ + .. t..~;·•''~l~~~7~5.t1 ,~.'h~;}.r;;~)fü'fa;~.;·~z1f··}'f:· ;.;'}"( · 
Es• á~c:ir,uri> plano.··e~· ~~:: c.~~j~~f~·~e~ed.~~ •Jt'~'~.untos ~.·t~ies. 

que e1 vectoÍc POP es una co~b~¡:;;.:~·~¿~:~1f{n'e~f:i·ci'~ ~l;6~:~Z,~'ct.~~~s ',a•.y b. 
¡~~5 :i:'fl:•if~.'..~~' .. :': :..,~z:¡·: .. :.~~('°' ._· :<:.~_.", ~\-

<:::·¡~, <> ~ , ;~~:.;t1'.(/ ;',.o ';:;~:1·-,: ... :; J~/, 

Cuando s=t=O, POP=o·y PO='P; esto es, PO es un punto del plano. 

Si t=O, de la ecuación del plano se tiene que.' n=<PjPOP=s,;;: s. escalar}, 

que es.la ecuación de una recLa que pasa por PO _y _t.ieri9_como vect.or de, 

dirección a a. Similarmente si s=O, obtenemos una recta que pasa por PO 

y tiene como vector de dirección a b; Ambas rectas están contenidas en 

el plano. 

Obtengamos ahora la representación paramétrica del plano. Sea 

PO=Cx0,y0,z0), ;;;:=al I +a2J +a3K y b=b1I+b2J+b3K, a y b no paralelos. 

Entonces, un punt.o P se encuent.ra en el plano n si y sólo si exist.en 

s, t escalares t.al es que POP = sa. + t.b. Es t. a candi ci ón es equi val ent.e a, 

n=<PI p = PO+sa+tb s,t escalares} 
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A est.a 

Veamos como 

de x.y •. z. Como a y b son 

no nulo y perpendicular a 

P=Cx.y.z:> en n. 

est.o es. POP es perpendicular a n. 

f:-ugo..res c::ieométri.cos X 

Por et.ro lado. si P es un punt.o t.al que POP sea perpendicular 

a n. enlences POP = sa + t.b para algunos s y t. escalares. y P es un 

punlo de n. De esla :forma. el plano n es el conjunlo de lodos los 

punt.os P=Cx. y. z) t.ales que POPeñ=o. donde n se denomina el VECTOR 

NORMAL al plano n. 

. ,-_' .:·:·<· .. :·/:-{··.'.;\ :· ' 
J ",,;,··, >'· 

Sea n 
·::. : . -, ~-' -:·,·. - -, 

= AI+BJ+CK. la ecuación.d·;,,1.''pl:;._nc:,'in' es. 

n : AC x-xQ) + BC y-yO:> + cc:'z:_;;o:{ ;= O 

que la podemos reescribir como, 

n : Ax + By + cz + D o·~ 
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· · · · · ~':19~~~~.·, 4?:~~m~_~r~C~S J: 

donde D=~cÁx6+~)-c)JczbJ. EsÚá r'~µ;~.;~;,t.1c:ii;.. "~;,,¡ pl,~n¿ se. canee~. como la 

ECUAÓ ON GÓiERAL DEL ?LJ..No c~·a;q~'_, ...... ~ iiriC: ~~~ac.i.Ó~ g,;~er~l i ¡ ~'aa1 ··. ~n 
t.res: variables). 

Ejemplo 1: 

Dados, PO=C4,1,2), a=2I-3J+K y b=2J-4K. Obt.ener las: ecuaciones: 

paramét.ricas y la ecuación general del plano n. det.erminado por ellos. 

n={Pj P = PO+sa+t.b s,t. escalares} 

n={Pj Cx,y,z) = C4,1,-2)+sC2,-1,1)+t.C0,2,-4) s:,t.. escalares:} 

n={x=4+2s:, y=1-3s:+2t.., z=-2+s-4t.. s,t.. escalares} 

n a X Ei 
1 
~ _; ~ 1 = 1 OI + BJ + 4K 
o 2 -4 

n 1ocx-4J + BCy-1:> + 4Cz+2) = O 

n 5x + 4y + 2z - 20 = O Ecuación General 

Ejemplo 2: 

Escriba la ecuación del plano que pasa por los punt.as:· 

P1=C2,-1,4), PZ=C-3,0,2) y P3=C1,-4,6). 

Sean a = P1i52 = -5! +J -2K y b 
ent..onces n = a X b = -4! + 12J + 16K, 

ut.ilizando el punt..o Pi obt.enemos: 

-4Cx-2) +12Cy+1) +16Cz-4) O 

n : X -3y +z -4 = 0 

-I -3J +2K, 

En es:t.e ejemplo se muest..ra que cualesquiera t..res punt..os: que no 

asLan cont..enidos en una misma recLa. det.erminan un único plano. 

Ejercicios: 3. 8 

1) Encuent.re las ecuaciones paraméLricas y rect..angular del 

plano det..erminado por PO=CZ,-1,3), a=2I+J+K y b=-I+2J+3K. 

2) Escriba la ecuación del plano que pasa por los punt..os: 

a)P1 =C2, -1 ,3) 

b)Pl=C1 ,2, -3) 

P2=C1 ,0,4) 

PZ=C-1,4,6) 

gg 

P3=C-1,4,3) 

P3=C0,3,3/2) 



Sea n: Ax+By+Cz+D = o' un plano 

coordenados ~.'Y ... ··~ 

respec~ivam~n~e. 

en !Os puntos A=Ca,0,0), 

ecuación 

ecuación 

ecuación 

El plahc:i~· n que pasa por el 

a A + D = o. de donde 

El plano n que pasa por el 

bB + D = o. de donde 

El plano n que pasa por el 

ce + D o. de donde 

De la ecuación del plano 

Ax + By + Cz = -D 

Ax/-D + By/-D + Cz/-D 

:x/C-0/A) + y/C-D/B) + 

que es lo mismo que, 

:x/a + y/b + z/c 1 

A es t.. a represent..ación se 

SI METRI CA DEL PLANO. 

Ejemplo 1: 

punto 

punto 

punto 

conoce como ECUACION 

Det..erminar la ecuación del plano que cort..a a los ejes 

coordenados en los punt..os A=C2,0,0), B=C0,-3,0) y C=C0,0,-1). 

Utilizando la ecuación simét..rica del plano, 

x/Z + y/C-3) + z/C-1) = 1 

n:3x-8y-6z-6=0 
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Ejemplo .2: 

Determinar 

4x-2y+z-B';'O corta .a 

Tenemos 

simé'lrica, 

4x·...: 

4x/B --y :~~•1)'i .(*~~t~:tJg;J .• ~;~··,:·.r 
luego, sean 

3. 3. 1 . 1 Distancia de un punto a· un . plano. 

Lugo.res Oeom&lri.cos J: 

plano 

las 

c2.o.o:> 

en los puntos 

del plano 3x-By+Bz-24=0 

Sea n: A.x+By+Cz+D O_ un_ plano y PO=C xO, yO, zO:> un punto 

cualquiera, 'lracemos una perpendicular a n desde PO. sea N el pie de 

esa perpendicular. La DISTANCIA DE PO A n está dada por d = JNPOj. 
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Consideremos un punto 

en~onces Lenemos: 

IPJ;'OI 
Sea n .e1.· v.,;c~i:.r ;_;;.,it.ari¡; 

n 

/Az+Bz+Cz 

Ent.oncesd es la proyección 

vect.or unit.ario t.enemos: 

d IPPoeñ¡ 

IAxo+Byo+Czo-CAx+By+Cz)I 
d 

!Axo+Byo+Czo+DI 

¡Az+B2+C2 

un 

por .lo ant.erior, la dist.ancia del origen a un punt.o del plano .est.á dada 

por: 

'º' d 

Si suponemos que n no pasa'por el origen, est.o es o.<O. Podemos 
.. ' 

calcular los cosenos direct.ores de···1a rect.a OP, de la siguient.e f'orma: 

BC.-D/IDI) CC-D/IDP 
ces E ces· F cos G 
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· Lugares Óeoméi.r"i.cOs X 

Luego• escribi.ri:s l.~~"'ClJ~C~-~~ del· pláno n como: 
;_• . ' ., 

.:·.A •:· :,;;-. e,; • .• ··•·:·':>::.•-:- :•,.c:;,é ~ :<:' _._,o: -.::=====-X +¡ ;ce;:';: j,\+j:'· .- . ··-·z •'+ ~''':::,·===== 

·;e;f]:~5~.!~t\.\~~~4jf~J;:g~;· ~ -~Az+a~+cz,, ~ :t!:4±:z,~~:2;;~f:Z~f~--
. ,_."' ···"'· ,':-;·>:.> :{~:~>~ ··'"';' -:::~ ".,--::., ;,-.:: ... ~~ ~:~-¡ ~ :_::;~ .:1~~ , .. ·,·.,,.·:·, ' "'.; ,'• .: '"'; <~r> -• ~-.::-L e';;. t·:'"'< ' 

y en n'~"~~tf:~~f~001:~®~J~/~~~~;mt~:!' :tr ~~;1'"1';¡, 
est.o-_eS:". .:-.. :·-:-~< .,\::-. -

o 

n .: x cosE + y cosF .+ z cosG + C-D/jo¡::íco,,,.jl:Íj::>d 

como C -o./¡ D p'c o/ 1 D p = -0
2 
/02 = -1 , t.enemos: 

o 

n :. x cosE + y cosF + z cosG - d = O 

A est.a ecuación se le conoce como LA ECUACION NORMAL DEL PLANO. Donde 

cosE. cosf. cosG son los cosenos-direC~ores del' Vec~or nOrmal a1 plano. 

cuyO punt.o inicial es el origen O y cuyo punt.o :Cinal es. un punt.o en n, 
y d es la dist.ancia del origen al plano n. 

Ejemplo: - ... -· -

Dado el plano n: 8x+y-z-4"."0;: encont.rai- .· ia' dist.ancia del punt.o 

PC3, -1,8) a n, escribir la ecuaci'Óí;i: normal del• plano y encont.rar la 

dist.ancia del origen a n. 
" 

?t~<--~ 

Según la f'órmula. q-Ü:¿ ;,.-¡:,:;;g:';;'t;~;,l,'irib's para l~ .,;,is(á:n~ia de un punt.o 

~·· i r~ :t.~~- I'.\ --cualquiera a un plano~ 

d = 
1Axo+Byo+Czo+D1 

.y/Az+Bz+Cz 

¡ zc 3J ¡le ;i.) :.:2-l:Sc 8) +e _,4) T 1 

/cc:J'2 +c1:) 2 +c:..i) 2
·' 

Para obt.ener la ecuación normal del plano a part.ir de la 

ecuación general, t.enemos que dividir ent.re --:¡'Az+Bz+Cz si D>O, y ent.re 

.¡'Az+Bz+Cz si D<O. Si D=O, ent.onces t.enemos ambas posibilidades. 

Como en nuest.ro ejemplo D=-4<0, ent.onces t.enemos que dividir 

ent.re -16. De est.a ~arma la ecuación normal del plano es: 

8x y z 4 
n: - + = o 

-16 -16 
y la dist.ancia del origen al plano es: 

d=4/-{6 
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) 

Fina'.im~~te, los ·cosenos directores son: 

cos E = .2>-16. cos F = 1.-"YB cos G = -1/-16 

Recal tj'l.;'e1Ilbs que .. cos E'=2cos F=-2cos "G, es decir, cada uno es combi·nación :-

lin~a'.1.'c!l'ib~'.~trOs. 

:. ViY .. ; .. ·?:-. ··· / 
.. ~jbI:~i~L~.1º 

i) -Reescribir la ecuación del 

encont.'¡::d;:¡'.. :¡~· distnaicia al origen. 

a) 6x-3y+6z-30=0 

· b) -3x+2y-z=O 

plano en su 

2) Calcular la distancia del plano al punt.o _dado. 

a) 2x-y+2z+4=0, P=Cl,-2,6) 

b) 3x-2y+z-4=0, P=C1,1,1). 

3.3.2 Intersección de dos planos. 

r,ormal y 

Discutiremos ahora el problema de int.ersección de dos planos. 

Diremos que exist.e intersección entre dos planos siempre que sean no 

paralelos. 

Deí'inición. - Se dice que DOS PLANOS son PARALELOS si sus 

vec'lores normales son paralelos; esto es. si el product.o cruz de sus 

vectores normales es cero. 

~· :rxS:a 

ti '1 

Sin embargo, notemos que los dos planos x+y+z=1 y 2x+2y+2z=2 

son en realidad el mismo plano, ya que uno es combinación lineal del 

otro. en est.e caso diremos que son iguales pero, no diremos que son 

paralelos. 
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OeomOtr\.cos I 

Ejemplo i: 

si los·_ plé>,nos ni: -4x+By+2z=a y Ii2: ;e:,.:;.:3y-z=3 son 

paralelos:;:, '' ·., -

, : :_\ ~ ; -~ 

. ·El·. vectoré nc:iEinal'··a; cacia; piano .as: ..... 
,, • . :·rii:"·· ,.·;;:. .-,_-;,'· . -· ... "'" -.. ·- ,. 

:.f•;;nr! "'4i'+61+2K '.'.Y ..•... : ~2.'.·.~:•.·2r.~t'.:3J~K? 
/)"; .. :/.:: ' . ' 

ent.onc9s:< · 

. :;·nf~~~~·~~J~;I+C4~:)~(~·ii~I20i~))K=b 
Por lo,\ant.o: ni.es .. paralelo·a~z::. 

Cabe recalcar que en el caso de·. int.ersección de dos planos 

paralelos, sólo puede suceder que ~oincidat:l Ces decir, que sean el 

mismo plano) o que no se i nt.ersect.en·. 

~-.-----¡ 
pares de_ p~anos ·son .. paralelos, 

a)·.· nl.'L,;~~~;.;.~ib . nz; 4x--,By~3z~5=0 
- ,,t,) ,nn~~74'~~0;;,}5~0.·•.• •n2:~3-"":x"".2Y+4z -"6:-o·-· 

c)•·'ni :x;;:2y+42:::;El=o 

a) Como ci=O y C2=3; ni no es paralelo a nz, son dist.int.os. 

b) Ai/A2=3/C3/2).=2=Bi/132=Ci/C2 sin embar;go Dl/02=5/6.. por· lo 

que nl yn2 son paralelos. 

e) Al/A2=1/-3=Bl/B2=Cl/C2=Dl/D2, por lo que nl ·y nz son 

iguales. 
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,··, .. : ,., __ .- ___ ' -- ' '·-·-' - - -

En.ca,;.o de <:¡u,i; los. c::l~s.:¡;1:;;.rioof: sean.'no paralelos,. ent.onces su 

int.ersecd.ó~.•.se.:.át.ln..;,/IS,~di.c~a~rí:i.·:Ál.~}8fy~ci~i.:[)J.•.·y~Ifa:k°x+~~Y+¿2z+D2 
'. : . ' ... ; "' -. ::•.';... '/.'::: ~.-: 

dos planos no paralelps;·,;v"'.:":m'?s. q~e •• ,,.u.intersección es una r.ect.a. 

Vamos a expresar a x y a y en t.érminos de z, de est.a f'orma 

obt.endremos la ecuación de una rect.a donde z será nues:t..ro parárnet..ro. 

0.-spejamos X de la ecuación de nl, 

x = C-B1/A1)y+C-C1/A1)z+C-D1/A1) 

sustituimos est.e valor de x en la ecuación de na y despejamos y, 

D2: A2[C -B1/A1)y+C-C1/A1)z+C-D1/A1) ]+B2y+C2z+D2 

n2: C-A281/A1 +82)y+C -A2C1/A1 +C2)z+C -A2D1/A1 +02) 

y = [C-A2C1/A1 +C2)/C -A281/Al +82) ]z+C-A2D1/A1 +02)/(-A281/A1+B2) 

ahora tenemos a y expresada en runción de z, sust.it.uimos est.e valor de 

y en el despeje de x y obt.endremos a x expresada en !'unción de z, es 

decir: x = C3z+D3 y = C4z+D4 z = z 

el conjunto de t.odos los puntos que cumplen est..as t.res ecuaciones 

Lienen la cualidad de est.ar en ambos planos, por lo que perlenencen a 

la int..ersección de los dos planos y como ya sabemos, est.as ecuaciones 

nos representan una rect.a. 

Ejemplo 1: 

Encont..rar los punt.os de int.ersección de los dos planos 

4x+3y+z=O y x+y-z=15. 

Primero es convenient..e asegurarse de que son planos no 

paralelos (dejamos est.o como ejercicio). Vamos a expresar x y y en 

t.érnünos de z, de est..a ~arma obt..endremos las ecuaciones parámeLricas de 

la rect..a, que es la int..ersección de los dos planos, donde z será 

nuest..ro parámeLro. 
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Lt.Ígo.re'a Oeomélri.eos 
I' ........ -, ···:·' 

1)_ 4ox+3y+z=:O- ----2)_ x=-y+z+15• -- -"'-: _ 

2) ' x+ y:_;z =15 1) -4y+4:~+~o+?á;+z ;,,¿ / 

··:'/ ··;.~: 
0

c;-:,· .-~·'.~ ·> '.·\·:o 
i)y=5z+6oc 

r ~) ,<:;;,ei¡f~~ed+i.:15~c_4z ;_45 
por l,o t;ant;o, los dos p1a?:.o.i.s';:~~~~~;,;;~~,;',:; a: ;io-l'ii.(:gÓ, cíe: l.a í-:ecfa .L 

cuyas ~~~.ª.~¡~6~·:~~-:~·~~;~~~¿~¡ __ ·~~;¡-~~-f~~~~\~.'S'.:~i' ;~~~'',-._ ::?J':; ·.·;~~;;¿:\.{t~·-· :~~~-~. ,,;~-;~> :;;:~,:' ;-~l,-,::_:::· -~_:;~. 
Y-: ----~_-_.;,,_-_-__ -__ ._----~--~_',_+-._-·;:;'.-_-_,·o·_-_-_,_:: '._;_:_~:_-- - -x=.:..4t;-45 - __ , ....,_... _ _ -_-¡z~~:~;~,át:: \:¡¡: 

~=~:;f;J:~e~p~: ;::::0s~o1i;c¡j¡_~~G{fw1J~~~it'eó:~é(~r~~;~~;~~~f;-e,~~t!,n~1:m~, :: 
:::::~~!~~~l::F :iTut:_:._@ ~2i:1~t~~~~~0-~_,r_,:_:_'a_;-~:_,f_-_E_r_:_-_]_~_:_~_~_:_:~ff~ia_•_t __ -~_i_• __ -_6 __ -~? __ ;;_-:_-~;? ; dos--;,- planos; es 

- ~':-;(,., \:,l\:/:;;;-;h~i;' -~~',.'.\'-' 

::::•::f~~~~t~!f ~~~,~~tt!tl~~l~:~~~·~:t·"; Co~do PO 

=-':~i: :\~'.'.~ .-~;f:~ -?~'.';,'. '--• ., .;; ='- ,;, .,: '~ ' '"o,-.,. ,:_, .'A~::' r ·•~-;:· ~::-_: • 

'-= - :;;:_;:_-__ ;_ -_ ··e;.·. " '~-·~ -/r·= .:--__z_:;;:,_,: ... It~~::E""~-,:::_-,:_::_""_i_-_,,•,{_~_~_-:~ Ej .,.,;,ple '2;r;'. • ,,,.; ;¡'fc'i - ;,;, ¡re'' 

::::~:~~~~~~~~==~~~i~j~~i~il~~~::~:;~;:;~;:; 
un punt;o en m. P=C1+2r:-s;:i,.:'.'""';i':i::3r;':{¿~?' ~;F~fii_Jipr'obamos que se encuent;ra 

en n2 de 1 a sigui ent.e nianer.a··~·,~ · 
el punta P se -·e~2:ti·~Al:~"-~f~ ~~~{~~'i~·]f~])~G:-i~: n2 si sucede que: 

Po;:;=c 1 +2r -'s; 1-:r.1·+~r)¿si>~'2, 3, -:-1) =7 

donde ;:; es la no;maFaf''.i~~~nd m~. resol vemos y obt;enemos, 

4-2r-4s=7. de--doride.- r.=-2s-'3/2 

sust.i t..ui ~os · est-e V?Ll·o~:.·:_e.n·:·1 a represent..aci ón de P ~ 

-p=C1 -; i-;-1)-3/ZC2;-~L;'3)-~2sC20-1 ,3) +sC-1. O, 2J 

=C -2. 5/2, '-7 /2) +se -5 ;2. :-4) 

luego ent.Onces, la int;ersE>éci-ón de n1 y n2 es la rf?ct;a: 

L={P 1P'=C-2;5/2. -:7 /2) +se -5.?. -4) s real} 

3. 3. 3 Irit;~rseccióri de una rect;a -y un plano. 

A continuación analizaremos cuandO 'decimos que 

intersec~ión_enlre una recta y un plan~. 
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De:finición. - Decimos que una REf;TA L es PARALELA a un PLANO n, 
si L es ort.ogonal a una normal en n y no est:á i::ont.enida en n. 

Sean L={Pl+t.a, t. un real} una rect.a y n:Ax+By+Cz-D=O un plano 

cual esqui ar a. Si L es: paralela a n, por de:finición no exist.a 

int.ersecci6n alguna ent.re ambos; si L no es paralela a n ent.onces se 

int.ersect.an en un sólo punto Q. Para demost.rarlo escribimos la ecuación 

de n como n=<PIP•ñ=-D} donde P=Cx,y,z::> es un punto de n y ñ=CA B C] es 

una normal a n. 

Ahora bien, un punto de L se encuent.ra en n si sucede que 

CP1+t.i:>e;;=D: como L no es paralela a n.. ent..onces a y n no son 

ort.ogonales, por lo que aeñ es dist.int.o de cero. En est.e caso, podemos 

despejar a t. de nuest.ra ecuación, 

CPl+ta::>eñ = -D 

Caeñ::>t. = -D-CPleñ::> 

t. = c-o-cP1eñJJ/aeñ 

y el punto de int.ersección de L y n es, 

Q = P1 +{ [-D-C Pl eñ::> ]/aeñ}a 
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Ejemplo 1: 

Encont.rar la int.e;.secc.ión dela:r.;,ct.a.L={Cl,1,D+t.CZ,-1,3:>} y· 

el plano n: 2x+3y_:2:=7: •· .. ·-···· C' ;y·<;¡ !T ". / 
Dejamos conío eJer'C;i~:Í.~:· ve;.ÍTi;,,a,: que L y .n .'son NO paralelos:·.~~cc:. 

To~e,mcis un punto en L, sabemos que también se 

encuen'Lra en n s1<.curnj:,1 ~-~-

Po;:; -:i 2'1+2t., 'i'.Ld1+:3t.)ecz,3. -D =7 

resolviendo el prc::du~tci)~._;~{~.'encontramos el valor de t., 
<\''; ;; ! e···: 

Pe;:;·;F 4.':'2t:=7; .de donde t. -3/2 
·:;;¿;·· . .; '~-~ ·.. : 

por lo que el punto·de··i-riter'sección de L y n es, 

p 
. , :e;·:, 

Ej ercici•os/i::1-~:¿ --

;i~~_c..b;;,(~~-,;J-ha:~;-i.~f; los siguientes pares de planos son parálelos. 

iguales .;~no(pÍ~':al;;,'~6,;i: · :5;!. ion no paralelos encontrar su int.erseccióri. 

_ , a.5ni~:/~--~f+<i~.~2~o.Y nz: 2x-y+1 =o 

• _ ~;·n~;~;~;~.;;z;'e> -~ nz: 2x-3y+4z =5 

2) Eri'"•i'cisf~~:'sfgú{~;;t_,¡;s ejercicios det.errninar si la: rect.a. L; es 

paralela.;_ n:·;;'bfJ~r'lte>~'a ~ n o est.á cont.enida en el plano n. En caso 
~<_:/ ... : <···.::_. ' .. ~;.,..::. 

de ser no •pa:~al.~ia/a{¡\.pl:-¿.¡.,ci n, encontrar la intersección ent:re ambos. 

a}; ~-~~c?·;:l54)+t.C1.~,1)} y n={C2,0, 4) +uC1. 7 ,3)+vC-3;B, 0)} 

--- b) • L~{c'í;. _:1 ; 4) +te 2, -1 , 3)} y n=<C 6, u, v-u)} 
2 ~ l 

-,,;.<~.:--:, 

3. 3. 4 Angulo: enlre'.é:!os rei::t.as. 

-···-vamos -,,_. ·i:::let:-erriiina·r el --ángulo A, f"or:mado por dos rect.as 

cualesquiera en el· espacio c'art..esiano. Sin pérdida de generalidad, sean 

Ll y L2 dos rectas: que pasan por el origen y, Pl=Ca1,b1,c1) y 

P2=Ca2,b2,c2) dos puntos cualesquiera, distintos del origen en Ll y L2 

·respect.i vament.e. 



., '"·' --, .. 
, '::':'9c:1:'"~ª o'eométri.coa I 

La Ley de. los:.cosenos, en el t.riángulc:i OP1P2, 'nos· da: 

. . ¡oi;1¡2+ ¡op2 ¡ 2+ ¡p1p2 ¡ 2 
, ,,e }?' 

i::os":·'.A~·:'.·-'.= ~ ~- · -
_., ·······<·······-'''.l.~'. <2¡.op1¡¡op2¡ --.1· <.•tf• 

c~1cu1al:.do"I~~: ;}di~i:~~'.c:Ei,;; ~~~l~e~ las punt.os y s,imP,1rt:tc:_,.rído~ obt.anemos: 

''"'. ;;~;e ··~-•;, •;;1"('á1 _;.:2 + b1 b2 + c1 c2 OP1 .OP2 ... ·. ·, \;:;s;''{'A .. .. 

:; ::af ~Jg i~i~~1'7;b1~+c1 2/ a2
2 
+b2

2 
+c2

2 !OPTTlOP2f 

-;\:~}' -,¿ ,_;3: {'\\~;¿~: :·~:~.- -. "' ,. -' -. . . 
Por lo ÚriLÓf .f~i~ttQ~üf6¡~i-.t.re dos rect.as est.á dado por el ángulo ent.re 

dos .v"1é::~6~~~0 JI~~~t.~~{,~'i'd~ ··eiias. 
~ i".:i.< ' ' 

Ejerriploi•• 

Calcular el ángulo ent.re las rect.as L1:Cx-1)/2=Cy-3)/2=Cz-1)/1 

y L2:Cx+1)/2=y/3=Cz+2)/6. 

Ut.ilizando la igualdad que obt.uvimos, t.enemos que: 

(2)(2) +(2)(3) +(1)(6) 16 
ces A 

~ 2 2
+ 2 2+ 1 2/ 2 2+ 3 2+ 4 2 21 

Por lo t.ant.o, el ángulo ent.re L1 y L2 es A= 40° 36'. 

3.3.5 Angulo ent.re dos planos. 

Sean nl y n2 dos planos con normales nl=a1I+b1J+c1K y 

n2=a2I+b2J+c2K respect.ivament.e. El ANGULO A ENTRE ni y n2 se derine en 

t.érminos del ángulo B entre n1 y n2, de la siguient.e rorma: 

cos A jcos BI 

donde O<=B<=90° 

¡ñloñ2¡ 

jnl l ln2j 
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Ej_empl o). : , 

·Encontrar 

na: x-y+4:z._9_=o. 

Un vector. 

n2=I-J+.4K, sea· 8 el 

uu H :zandó 

Por lo tanto·A. 

::· .;,,·- ,·, ·-

~\\.:·' :'' 

sl.·~82·. 
e i.•\:: 

Ej empi o ¿} ;. . . <,''. 

E:hC:a~t:~~~iii~&~€~~Ú:6n;· del. plano n que pasa por los puntos: 

"'·S~;~::~i~~I!:~!¿i~~¡~h7~n:~;~:~~::"~:' u~~ ::::, n~' ~~~';::,-a;: , 
P2 está~ ~~\.:f.l·; Pt-F'2,;57i3f::J;c~lC es perpendicular a n. Por· otro lado n es 

perpe~df~uí',!;:~~¡;_;~l_)~;;;~~·~;~·¿~~~lelo n1xPlP2 y nlX?1P2 es. normal a n: 
"'~'j/c/f. ~ ,-,~:~~~ 

~~;}~~~:;; ·i;:---is_-~?:tV~lt;.: 

"' '•'S· ~~k~~~ . ·' -.. :~·., ·1:~; .. ~~- :~;y{\·:+:/,,·~ .. ·-
·.·· ... ·. ~- :- ·.··: :r .•. '.~-.... ·_.::.'. :~,;, .. ,:.~ ·./_'._ 

~-··~<-~~-~:':~- " ::';.; ,-,-_:::..,> -

· Entonces'; .'.i~ .•v;,;c:_t:·cir''· ;:,cir:lr.ai 
la e~-~~¿·i:6_~'~i~~~-¡;;n1_F~~j~: ;e~~<~~< 

¡_[ =~ -~1 = 10I-10J-10K 

n es ñ=r-J-K. Utilizamos Pl para escribir 

lÍ ~;01) C x~e).f'.2 '-l:) C Úl ) -ti: ~1) C z -3) =O 
·n?~.'..y2~.i;6 T . · ./ > < . 

como eJE>;~{'~i~ ~z~Jid~I( q~<? ef"ecti vamente n es el plano buscado. Queda 

<'.;-:·.:'--':·' -

3. 3. 6 Angulo entre Una ,...,.;,,~ª y un plano. 

Sean n: Ax+By:Cz+D=O un plano cualquiera y 

L:Cx-p)/a=Cy-q)/b=Cz~~~/~ una recta cualquiera que no es paralela a n. 
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LugClrea oaomét.rt.cos .I 

EL ANGULO A ENTRE n Y L es el ángulo f'ormado por la recta L 

con su proyección sobre el plano n. El ángulo B es el complemento del 

ángulo A f'ormado por L y el vector normal al plano n. 

,. 
,. ,. 

11 

Calculamos el ángulo B mediante los parámetros directores del 

vector normal al plano, que son CA B C], y de L [a b c], tenemos que: 

jAa+Bb+Ccj 
ces B 

como el ángulo B n/2 - A, entonces: 

jAa+Bb+ccj 
sen A 

Ejemplo: 

Hall ar el ángulo A que f'orman 1 a recta y el plano dados, 

L: Cx+2)/3=y/-l=Cz-4)/2 y n: 2x+3y-z+11=0. 

Utilizamos la igualdad anterior y obtenemos 

jAa+Bb+Ccj 
sen A 

/Az+Bz+Cz 

f'inalmente, el ángulo A es 4°9'. 

Ejercicios 3.12 

/ z z z a +b +e 

¡e-s-21 

_¡;;;-_¡;;:-
1 

14 

1) DeLerminar si los siguien~es pares de planos son paralelos, 

perpendiculares o ninguno de los dos casos. Si sucede que son no 
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Lugo.ros Oeomélri.coa 1 

paralelos y no perpendi.culares, det.erminar el ·ángulo ent.re ellos. 

a)n1: 3x-2y+z-4=0 y n2: x-4y-11z-2='0 

b)n1:x+y+z-2=0 y n2:2x-y+2z+3=0 

c)fl1:2y-z=4 y fl2:x+2z=3 

2) Encont.rar la ecuación 

siguient.es condiciones, 

del plano que s:at.isf'ace las: 

a) que pasa por el punt.o P1=C4,0,-2) y es perpendicular a 

la rect.a que pasa por (2,1,4) y C0,2,-3) 

b) {iue pasa por los punt.os P1=C2,1 ,3), P2=C4,1, -1) y es 

perpendicular al plano x-2y+3z=1. 

3) Hallar el ángulo que f'orman la rect.a 

L: Cx-2)/6=C3y+1)/-6=C1-z)/3 y el plano fl: 2x-3y+6z+3=0 

3. 3. 7 Dist.ancia ent.re dos planos. 

Podremos hablar de la dist.ancia ent.re dos planos sólo cuando 

estos sean paralelos. Tomemos n1:Ax+By+Cz+D1=0 y n2:Ax+By+Cz+D2=0 

planos paralelos y calculemos la dist.ancia ent.re ellos, como la 

dist.ancia de un punt.o cualquiera de n2 a ni. 

'11 '11 

Sea P=C:xE,y2,z2) un punt.o en fl2, ut.ilizamos la f'ó_rmul_a de 

dist.ancia de un· punt.o· ·a un plano. 

Ax2+By2+Cz2+D1 
d = 

/A2+82+C2 

pero Ax2+By2+C22=-D2, por lo t.anto la dist.ancia entre n1 y n2 es, 

101 - 02 1 
d = 

/A2+B2+C2 

ut.ilizamos el valor absoluto porque las dist.ancias no son negat.ivas. 
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Ejemplo: 

d 

Hallar la distancia entre los planos paralelos 

. nl:Sx-4y+z+9=0 y n2:8x-4y+z-36=0 

Utilizando. la· :Córmula anterior, 

l9-C-36J 1 1-251 25 

fs 2 +C:-4J 2 +1 z -1 . 

3.3.8 Distancia entre un ·plano y una recta. 

De igual manera podemos hablar de la distancia entre un plano 

y una recta, solamente si la recta es paralela al plano. Es decir, la 

recta es ortogonal a una normal del plano. Decimos que la distancia 

entre la recta y el plano es la distancia de un puntq cualquier.a.de. la 

recta al plano. 

Ejemplo: 

Hallar la distancia entre la recta L:Cx+1J/.3=Cy-2J/-3=Cz+3J/-2 

y el plano n:x-3y+6z+7=0. 

Primero demostremos que .L es paralela a n. El vector director 

de la recta es [3 -3 -2] y una normal a n es [1 -3 6], luego, 

[3 -3 -2]o[l -3 6]=C3JC1J+C-3JC-3J+C-2JC6J=3+9-12=0 

por lo tanto, L es paralela a n. 

Ahora Lomemos un punLo cualquiera en L: 

calculemos la distancia de p a n. 

P=C2, -1, -5J 

1Axo+Byo+Czo+D1 l 1C2J -3C -1 J +6C -5) +7 I 18 
d = 

/c1J 2 +C-3J 2 +C6J z 

de esta :Corma. d es la distancia de L a n. 
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Ejercicios 3.,13 
:,., ,;_-"··_:\: 

1) Hallar la dist.ancia ent.re , 1,os planos paralelos s'i_guj,,.,:nct,.E>s:; 

a) D1:4x-4y+7z-18=0 y n2:4x-4y+7z+27=0 

b) m: 6x+3y-2z+14=0 y n2: 6x+3y-2z-35=0 y:c,,-•6;,,,.,',••,·,. 
2) Det.erminar si la rect.a y el plano siguient.es son: µ.;,;.:~1~fc:i.i:'.­

si lo son encont.rar la dist.ancia ent.re ellos, 

a) L:x=y+2=z-3 y D:3x-2y+Bz-5=0 

b) L:x=Cy+10/3)/C-2/3)=z-1 y n:2x-3y-4z+6=0 

3.3.Q Familias de planos. 

Definición. - Llamamos FAMILIA DE PLANOS a un conjunt.o - de 

planos que c:ompart.en alguna caract.erist.ica. 

Ciert.as familias de planos se pueden cara.et.erizar por una 

ecuación lineal en x.y.z, con algunos coe:f"icient.es no especi:f"icados;. 

Ilust.remos est.o con unos ejemplos. 

Ejemplo 1: 

La familia de planos paralelos al plano D1:2x-3y+z-4=0, t.iene 

como ecuación 2x-3y+z+D=O, D es llamado un parámet.ro de la familia de 

planos. El plano miembro de ést.a familia que pasa por el punt.o C-2,1,3) 

se obt.iene sust.it.uyendo las coordenadas del punt.o en la ec:uac:ión de la 

:f"amilia de planos y resolviendo para D. En~onces tenemos, 

2C-2))-3(1)+C3)+D=O, por lo que D = 4 

La ecuación del plano buscado es 2x-3y+z+4=0. 
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Ejemp_lo .2: 

ecuación del plano que cont.iene; .a.la· int.er::seé;c:ió.n de <lll .>'::r!.C:\:i--:jPª:S:ª por 

el punt.o C6,0,0). 

Resol veremos 

familias de rect.as. 

La ecuación 

,.'~ ': . . 1:1~; (·::r" ¡:"«-:~ 

est.e ej.i.mplo·_ basándono,;,· .;};. Tc,~;:~J~ -~I?'id%;,~ •par::a'-

. , ·.· .~ )1;~:; :;·~ú;U~f:' ·~~I' "~ ·· .. , 
planos ·qt.if ~~nLl'éña ;,~~ .~1~~º de la familia de 

_.;·,, ,~. . 

buscado ·::.u~~~::::-:~::'::::~:'~:· coo,deri.,,aj~;¡¡;~T;;~ ;; 
h+9K=O .... , ·~;'.' :•f;::: 
h=-9k h y k dist.int.os de cero. 

- ~'.',3"~ <Y~·, 

, .,, .. :r~;, 
_'·-'»" '..}.:1; 

valor de h en la ecuación'• d.e rá:, iiiinfi i a:; Ahora sus~it.uimos el 

-9kCx-2y+3z-4)+kC2x+y-3z-1)=0 

di vi dimos por k e que es di st.i nt.o de cero) y si ñij:).ri!'lé:k'mos'; . para 

obt.ener .. 

7x-19y+30z-36=0 

que es la ecuación del plano buscado. 

EJ<3rcici.os 3.14 

1: - •a) Encont.rar la ecuación de la familia de planos que pasa 

por los punt.os C6,0,0), C0,2,0) y C0.0,0). 

b) Encontrar al miembro de ést.a familia perpendicular al 

plano 3x-2y+z=4. 

2. - a) Encontrar la ecuación de la familia da planos qua 

cont.iene a la int.ersección de los planos 2x+2y-z-4=0 y x-3y+z-2=0. 

b) Encontrar al miembro de la familia que pasa por el 

punt.o C0,0,3). 
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3. 3. 10 Int:er'secC:iéÍn de t.res '.planos. 
. . . 

,. "'• . '. 

E:n-~pa:rt.icuLar, . t.omaremos al plano C:omoc' un'flúgári cge'c::imé:t;l-ico;del 

que _cabe ·ª".éiguar cuando decimos. que .exi~t..,; in~;,;~~ .. ~l=ióri eht.;:;,, t"~e,,; de 

el l,os ~.:::y-: si·<se · da el. caso, veremos cu~l ~~/:~-~~-~~.:~#\':·· ,9~:0rñiit.r:):-·6o;;~:~ s~n ... ,1 as -

posibles int.ersecciones. 

Para f'acilit.ar nuest.ro análisis t.omaremos a los planos por 

parejas y analizaremos la int.ersección de_ cada. pareja de planos. A 

part.ir de est.o, podemos decir que, si suce~e que por lo menos dos 

planos son paralelos o son el mismo plano Cen cuyo caso se cort..an en 

una rect.a).ent.onces no exist.e int.ersección de esa pareja y por 

consiguient.e, no exist.e int.ersección alguna ent..f".'e_:los t.res planos. 

/[]:J 
Supongamos que para cada pareja de planos est.os son no 

paralelos. es decir se int.ersect..an. Como lo vimos ant.eriormen'Le si dos 

planos son no paralelos, entonces su int.ersección es una rect.a; como 

suponemos que nuest..ras parejas de planos se int.ersect.an, ent.onces 

nuestro problema se reduce a analizar los casos de intersección entre 

rect.as. 

Sean Ll, L2 y L3 las rect.as que son la int.ersección de nl y 

n2, de n2 y n3 y de n3 y nl respect.ivament.e. Recordemos que si dos 

rect.as son paralelas y se int.ersect..an ent.onces las dos recLas son 

iguales, si son no paralelas y se int.ers:ect.an lo hacen en un sólo 

punt...o. 

/~\ 
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Caso 1. - Ll es paralela 

porque suponemos que se 

planos 

uno como combinación lineal de los otros dos. 

tres 

eXpr ~s,~r .':?.. Cada 

Caso 2. - Ll es paralela a L2 y no se int.ersectan. Entonces 

debe suceder que L2 es paralela a L3 y tampoco se intersectan; si L3 y 

L2 se in~ersecLaran. L3=L2 y lendriamos el caso anterior. En est.e caso 

las t.res rectas son paralelas pero ajenas. Es decir la int.ersección de 

los: t.res planos es vacia. 

Notemos que aqui, los t.res vect..ares normales t.ambién son 

linealmente dependientes. 
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Caso 3.- Ll no es paralela a L2 y se int.ersect.an. Sabemos que 

L1 y L2 debe"'')int.ersect.arse en un sólo punt.o y, como L2 y L3 t.ambién se 

int.ersect.an, debe suceder que se int.ersect.en en el mismo punt.o que se 

int.ersect.an Ll y L2. Es decir, la int.ersección de los t.res planos es un 

punt.o. 

ñi 
¡ 

'111 

No'lemcs que es'le es el único caso en que los t..res vect.ores 

normales no t.ienen relación de dependencia alguna; es decir. son 

linealment.e independient.es. 

Geomét.ricament.e dibujamos los planos de rorma que nos ayuden a 

ejempliricar lo que se quiere; pero. no siempre es sencillo 

visualizarlos a partir de la represent.ación analitica. Dadas las 

ecuaciones de t..res planas cualesquiera, lcómo sabemos si se in'lersect..an 

o no? Analizando la dependencia o independencia de los vect.ores 

normales a cada uno de ellos. 

Sean nl:A1x+81y+Clz+D1, n2:A2x+82y+C2z+D2 y n3:A3x+83y+C3z+D3 

'lres planas cualesquiera; sabemos que un vect.or normal a cada uno ést.a 

dado por los coef'icient.es de x. y, z. Recordemos que dados t..res 

vectores podemos det..erminar si son linealment.e independient..es o 

dependient.es. mediant.e el t.riple product..o escalar. est.o es:. 

1 

A1 81 Cl 1 
Ds = A2 82 C2 

A3 83 C3 

Si Ds es direrent.e de cero, ent..onces los t..res vect..ores 

normales son linealmente independientes y, se da el 

int.ersección de los tres planos es un sólo punt.o. 
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Sl Ds 

1 i ne al mente 

int.ersección 

vacia. 

y si es 

Como Ds 

normales son 

intersección de los 

ejercicio resolver el 

obtenemos que el punto de 

b) Anal i zemos el 

normales a cada uno de los 

Luga.~ea Oeomélrlcoa. X 

3: la 

como 

t..res incógnit..as; 

'-46/97,96/97). 

de los vectores 

Ds = 1~ -~ -~1 = 1(-8)-(-3)(6)+1(-7) = o 
3 -2 -2 

Como Os es igual a cero. ent.onces los t.res vect.ores normales 

son linealmente dependientes y, se deben analizar- los casas 1 y 2: la 

int.ersección de los t.res planos es una rect.a 6 la int.ersección es 

vacla. Primero encontremos la recta Ll que es la intersección de nl y 

n2, luego veamos si Ll está contenida en n3. 

Par-amet.r-izanda Ll con respect.o a z Clo dejamos coma 

ejercicio). ob~enemos que: 

Ll x=l/7+8/71. y=-9/7+6/7t z=t 

Ll estará contenida en n3 sl para cualquier- punto P de Ll, P es un 

punto de n3. Si t.=O, P=C1/7,-9/7,0) es un punta de Ll, veamos si cumple 
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la ecuación de n3, 

3x-2y-2z=3 

Por 1 o t.anto 1 a 

L1 : 

c) Analizemos el t.riple 

normales a cada uno de los planost 

Ds --18~ :3
13 

:
4 1 co "" "" = 1C -98)-1(-28) +1 C70) o 

Como Ds es igual a cero, entonces los t.res vect.ores normales 

son linealmente dependientes y, se deben analizar los casos ·1 y 2: la 

intersección de los tres planos es una rect.a ó la int.ersección es 

vacia. Primero encontremos la rect.a L1 que es la intersección de n1 y 

n2, luego veamos si L1 está contenida en n3. 

La rect.a L1 tiene las siguient.es ecuaciones parámet.ricas Clo 

dejamos como ejercicio), 

L1 : x=-6+7t. y=1-2t. z=5-5t 

L1 estará cont.enida en n3 si para cualquier punt.o P de L1, P es un 

punt.o de n3. Si t.=O, P=C-6,1,5) es un punt.o de L1, veamos si cumple la 

ecuación de n3, 

8x+23y+2z=27 se -6) +23C 1' +2C 5) =27 -48+23+10=-15 

Ll no est.á contenida en n3, por lo t.ant.o debe suceder que la 

int.ersección de los tres planos sea vacia. Dejamos como ejercicio 

comprobar que erectivamente sucede asi. 

Ejercicios 3. 15 

Decidir si los siguient.es grupos de t.res planos se int.ersect.an 

y si es asi, encontrar los punt.os de interse~ción: 

a) n1:2x-3y+z-9=0. n2:x+4y-3z+10=0 y n3=x+5y+9=0 

b) nl:x+7y+4z-5=0, n2:4x-10y+6z+4=0 y n3=-6x+15y-9z=3=0 

e) nl: x-2y+4:::=-4. n2: 2x+3y:...5zd13 y n3=7x+2z=14 
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4.1 Simet.ri.as. 

Introduciremos l.os concept.os de simet.ria respect.:o a. un punt.o y 

simet.ria respect.o a una rect.a, para ident.i:ficar a l.os l.ugares 

geomé~ricos que estudiaremos ahora. por sus sime~riasª 

De:finición. - Se dice que dos punt.os P1 y P2 son SIMETRICOS 

RESPECTO A UN PUNTO P, si P es el. punt.o medio del. segment.o que une P1 y 

P2. Y se dice que son SIMETRICOS RESPECTO A UNA RECTA L, si l.a 

dist.ancia de P1 a la rect.a es l.a misma que de P2 a L, y el. punt.o medio 

del segment.o de rect.a perpendicul.ar a L, que une P1 y P2, está en L. 

Un conjunt.o de puntos son simét.ricos respecto a un punt.o, si 

para cada punto del conjun~o exis~e o~ro. dentro del núsmo conjunto. que 

cumpla con la de:Cinición ant.erior; el ejemplo más el.aro de est.e conjunt.o 

de puntos es la circun~erencia. 

P3 

Un conjunto de puntos son simétricos respect.o a una recta, si 

para cada par de punt.os unidos por un mismo segment.o de rect.a 

perpendicular a la rect.a dada, el punto medio de dicho segmento es un 

punto en la recta; un ejempl.o de este t.ipo de conjunt.o de punt.os es la 

sigui ent.e curva. 

Pi' 

~ 
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En est.e moment.o diremos que a lás cónicas se les puede· dividir 

en dos grupos: las CENTRADAS y las NO CENTRADAS. Las cónicas cent.radas 

guardan simet.rla respect.o a un punt.o, llamado cent.ro de simelria; ·las 

cónicas no cent.radas no guardan simet.ria respect.o a un punt.o .. · 

Hablaremos de est.o con más det.alle. cuando analizemos a cada cónica por 

separado. 

4.8 La circunrerencia. 

el conjunt.o de lodos los 

punt.os Cx;y) que)eqÜidist.an una dist.ancia R>O, llamada radio de la 

circunf'er'e~.S~~.a:_.:/·~~·~~~.:~~i:·):;~-~~-~:.:~ .. ~i_Jo·. l.lamado cent.ro de la circunferencia. 

Sean el el cent.ro y el 

radió de una circunf'erenCi_a.- respec~ivament.e. Según nuest.ra def'inición. 

un punt.o P=Cx,y) se encuent.ra en la circunrerencia solament.e si la 

dist.ancia de P a Po es R. La represent.ación analit.ica de una 

circunf'erencia es enlences: 

C={P 1 1 P-PÓ j =R} 

A·. 

Í'.1····"' .... ----...... .... 

...... ---¡----..... 
,. ¡ B\ 

{. R \ 
-, PO:(h.k) ~'P:(>:,yl 

PO 
.... ____ .... ··· ·· ......... _______ .... .,.····· 
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de la 

Para el 

origen. 

Ejemplo: 

La circun1erencia 

conjunt.o de punt-os que sat-is1ace la ecúaci·ón: 

Cx+2) 2 +Cy-3) 2 =25 

Al igual 

t.ener 

que para nuest.ros et.ros 

necesit.amos una ecuación general para 

radio 5, es el 

lugares geomét.ricos. 

la circunf"erencia. 

Desarrollemos los cuadrados de la ecuación que obt.uvimos a part.ir de la 

de!'i ni ci ón, 

C x-h) 
2

+C y-k) 
2

=R
2 

x
2
+y

2
-2hx-2yk+h

2
+k

2 -R2
=0 

est.a ecuación la escribimos en la ~arma, 

x
2
+y

2
+Dx+Ey+F=O 

donde: D=-2h, E=-2k y F=h
2

+k
2
-R

2
• A ést.a ecuación se le conoce como 

ECUACI ON GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA. 
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Sin embargo, NO t. oda ecuación de la 

represent;a una circun·-erencia. Para comprobarlo bast.a con reorí::lenai- los 

t.érminos y complet.ar los cuadrados correspondient.es, 

Cx
2

+Dx:>+Cy
2
+Ey) =-F 

Cx2 +Dx+D2 /4)+Cy2 +Ey+E2 /4)=0
2
/4+E

2
/4-F 

podemos escribir est.o como, 

Cx+D/C:D 2 +Cy+E/ZJ
2

=CD2 +E
2
-4F)/4 

Ahora bien, t.enemos que analizar cuando t.iene o no solución 

est.a ecuación: 

1) Sabemos que una suma de cuadrados NO puede ser una 

cant;idad negat.iva, ent.onces si CD2 +E
2
-4F) es: un nl'.Jmero negat.ivo, la 

ecuación x
2
+y

2
+Dx+Ey+F=O NO represent.a circunf"erencia alguna. 

2) También sabemos que si CD
2

+E
2
-4F) es: cero, ent.onces: 

los: cuadrados son cero t.ambién, y el único punt.o que sat.is:f"ace es:t.a 

ecuación es: C-D/8,-E/ZJ; ent.onces si CD
2

+E
2
-4F) es: cero, la ecuación 

x
2
+y

2
+Dx+Ey+F=O represent.a un único punt.o. 

3) Finalment.e si la expresión CD
2

+E
2

-4F) es: un número 

posit.ivo. la ecuación x 2 +y2 +Dx+Ey+F=O represent.a una circunrerencia con 

cent.ro en C-D/Z,-E/Z) y radio R=.¡'o
2
+E

2
-4F / 2. 

Ejemplo: 

Decida si las sigui ent.es ecuaciones represent.an una 

circun:ferencia, 

a) x
2 
+y

2 
+4x-6y-12=0 

b) 36x
2
+36y

2
+4Bx-10By+97=0 

a) Complet.ando los: cuadrados: y reescribí.ando la ecuaci.ón 

t.enemos, 

e x 2 +4x+4) +( y
2
-6y+9) =12+4+9 

Cx+2) 2 +Cy-3)
2
=25 

como 25 es un número posit.ivo, est.o nos represent.a una circun~erencia 

con cent.ro en ca, -3) y radio R=5. 
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: b)_ ;Di:yid~_mC>S: primero por 36, _para eliminar los_ coef"icient.es de 
z z 

X y y; 

-·,_·- --.. '._- , .. _,_ 

2 ,. . . 2 
C X +4x/.3) +C y -3y) =-97 /.36 

c6mp1'.:.t.and·e:; los• cuadrados y reescribiendo la ecuación t.enemos:, 

Cx2+4x/.3+4/9J+Cy2-3y+9/4J=~97/.36+4/9+9/4 

cx+2/.3J 2 +Cy-3/2J 2 =o 

es:t.o nos represent.a un único punt.o C-2/.3,3/2). 

Observemos que en la ecuación de la circunrerencia a part.ir de 

la derinición, exist.en t.res const.ant.es arbit.rarias independient.es: h, k 

y R: 

Cx-hJ 2 +Cy-kJ 2 =R2 

Similarment.e. en la ecuación general de la circunf'erencia t.enemos 

t.ambién t.res const.ant.es arbit.rarias independient.es D, E y F: 

x 2 +y2 +Dx+Ey+F=O 

Dado que una circunf'erencia puede represent.arse de cualquiera 

de las f'ormas ant.eriores. t.enemos que la ecuación de una circunf'erencia 

cualquiera puede det.erminarse a part.ir de los valores de t.res: 

1~onst.ant.es. Est.o requiere de t.res ecuaciones independient.es. que pueden 

,,bt.enerse a part.ir de t.res condiciones independient.es. Por lo t.ant.o, 

..:i.i'lalit...i.cament.e, la ecuación de una circunf'erencia se det.ermina 

complet.ament.e por t.res condiciones independient.es. 

Ejemplo: 

a) Det.erminar la ecuación, cent.ro y radio de la circunrerencia 

que pasa por los t.res punt.os C-1,1), C3,6) y C6,-3). 

Supongamos que la ecuación es de la f'orma, 

x 2 +y2 +Dx+Ey+F=O 

debemos encont.rar los valores de D, E y F. Como los t.res puntos están 

sobre la circunf'erencia, deben sat.isf'acer ést.a ecuación. ent.onces 

tenemos una ecuación para cada uno de ellos, 
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1+1.-D+E+F=O 

9+25+3D+5E+F=O 

25+9+5D-3E+F=O 

La solución del sist.ema queda 

sus;Li t. uyendo 

se 

en 

obt..enemos 

pasa por 

Como el 

deben 

D=-32/5 

3h+7k+2=0 

Lugares Oeomélri.cos II 

que 

rect..a 

Por et.ro lado, los punt.os ;;:J.~,~'.~~tf'~*'\l~ii~!~.~~~:.r.~r:·rn·cc•m·•'• deben sat.is racer su 

e 6-h) 2 +e 2-k) 2 =P.2 

y 

CB-h) 2 +k 2
=R2 

Nuevament.e tenemos un sist.ema 

queda como ejercicio veriricar 

h=4 l::=-2 

De aquí, la ecuación buscada es 

Cx-4) 2 +Cy+2) 2 =20 

el cent.ro es C4,-2) y el radio es 2"'1"9. 

Por últ..imo cabe mencionar que, dados t.res punt..os con los 

cuales se quiere det.erminar la ecuación de una circunf'erencia, est.os 

NO deben enconLrarse en una misma rect.a. 
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Ejerc'icios 4.1 

1) - Det.er minar si las 

circunf'erenci·a. y si es asi determinar 

a:> 2x
2
+2y2 -6x+10y+7=0 

b) 4x
2
+4y

2
+28x-8y+53=0 

c) 16x
2
+16y2 -64x+Sy+177=0 

2) Det.erminar la ecuación, 

que pasa por los t.res punt.os, 

a:> C0,0), C3,6) y C7,0::> 

b) e 2. -2) • e -1 • 4) y e 4. e:> 
c::> C4, -1), co, -7) y c-2. -3::> 

3) Hallar la ecuación de la circunf'erencia que pasa por los 

punt.os c-1. -4). c2.-1::> y cuyo cenLro est.á sobre la recta 

4x+7y+5=0~ 

4.2.1 Rect.a t.angent.e a la circunf'erencia. 

Analizemos ahora el problema de int.ersección de dos lugares 

geomét.ricos: la circunCerencia y la rect.a. Sean C: Cx-h) 2 +Cy-k::>
2

=R
2 

la 

circunf'erencia con cent.ro en A=Ch,k::>, radio R>O, y L:{PjP=Po+t.a} la 

rect.a con vector de dirección a=Ca1,a2::>. 

'i"· 
i 

1 

La rect.a_ int.ersect.a a la circunCerencia si para algún punt.o 

Cxl,yl::> en ella, se cumple Cxl+tal-h) 2 +Cyl+ta2-k)
2

=R
2

• Resolviendo los 

cuadrados y agrupando términos semejantes obtenemos una ecuación de la 
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Corroa: At 
2
+Bt+C=O; las ratees de ésta ecuación pueden ser dos 

di~orent.es,. dos iguales o puede no t.ener s6luci6n. ~1 bªs ralees son 

dif'erentes obtenemos dos puntos de intersección, si son iguales 

, ·btenemos un único punto de inte;·s~c~ión y si no existe solución 

tampoco existe intersección alguna. 

Supongamos ahora que existe un único Pl=Cxl ,yl) en donde se 

intersectan L y C, demostraremos que L es: perpendicular a R=APl. 

Tomamos Pl en L y sustituimos en la ecuación de C, 

C x1 +tal -h) 2 +C y1+ta2-k) 2 =R 2 

resolviendo los cuadrados y agrupando adecuadamente obtenemos una 

ecuación cuya variable es t., 

t 2 Cal 
2
+a22 )+2tCalxl +a2y1-alh-a2k) +Cxl 2 +y1 2 -2x:l h-2ylk+h2 +k 2 -R2

) =O 

Como suponemos que exist.e un único pun~o de in~ersección,. las 

sol uci enes par a t deben ser igual es, entonces debe suceder que el 

término lineal sea igual a cero, es decir: 

2tC al x1 +a2y1 -al h-a2k) =O 

Cal x1 +a2y1 -al h-a2k) =O 

Cal ,a2)eCx1 -h, yl-k)=O 

el vector de dirección de L y el radio R son perpendiculares. 

Def'inición. - Sea la ecuación de una 

circunf'erencia con centro en A=Ch, k) y radio R>O. Sea Po=Cxo, yo) un 

punto cualquiera en la circunCerencia, se cumple Cxo-h) 2 +Cyo-k) 2 =R2
; la 
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rect.a T, que pasa -por Po· Y"·es :perpenci'iculái a :Aeo. :se ... denomina la 

RECTA Tt.NGENTE>A LÁ'CIRClJf~FEREÍ-ítrA:,Ei:.i·EÚ"Pll~Td~Pcii su ~0~.;.hi¿,n es:· 
:.'. .- .: .• ' ' - . ', . =: -:.:/;: ·. : ,\ ,'; , . :~';, 

T : Cxo-h)C)<:-xo):f:C)"~':"k),<:Y::::Y<:>?.~.0./ ·¡;,"•' 

t·' 

\ 
·· ....... .. 

, i 

Como vimos ant er i or mente ·- dado·'- _un 'pún_t.o_ Po , sobre la 
': -· ···. - ·. -., 

circunf'erencia. sólo existe UNA -tangente :·:.a .. ' 1-a·.:~ ci:rcUnf'ererici·a que pasa 

por Po. La dist.ancia del centro ·de; i'.a: ·;:·.;t'¡:l¿5¡i~~fenciá' a la recta 

tangenle es el radio de la circ:unf'~r"'¡:,c{~; .~!:fi~§§::,;:_:~/°pendient.e 
-~~-g~:~--~_c;.~~~-·~~~t~l ~{:~~~~:~~;~-,~~oS ~-~;; empl os. 

de APo 

·=.~~-'~·.t.':~GT '.¡ ~--4g~t~;· 
~-{:-_y;~:¡;:.:~\"~·.-~~;· 
-·;-.·.: ·~;::· ;.;_,~-.-·· ;.~\\~~ 

Ejemplo 1: ~ ~~"\·~~r::,:.,~:-:< .:·:( 

Encont.rár la ecuad~n ·b.,;:}'~'7f~~t~~"Í~~~Z~~ei'ª laCircunf'erencia 

x
2
+y

2
-2x+2y-23=0 en el ~ur:l:o~P~~(,1;;1~)~~;; -~: ;.~~~{ '''''· . • ~·.·- .. . 

Primer o reesC:r.i bi·~~~·:;·.J~~~ ~-;~·tJ~~'i~~~ti-. ;~~;f ::{~ :::~:f~·ktri/~r enci a. 

Cx-'"1) 2 +Cy+1).2 :'2'5·"- -;;F\:;, .• ;:c.,, <fr" ']'.~~:.:.'· --
, . ,.··-.·~. ;, " '"';.:,_>; ;~·3 ,' ¡ ' .. : 

de aqui obt.enemos que A=C 1 ; !:_~'~':,<~~.,~.~~~~~[~*; J'P~ii~Ie;r,'t.e de APo es 4/3 

~:~::r==~~:n:: ~::::~:::o~:i~=~~~l~:~~~;~~~Ü~~t~~:;:~ ::~ lo tant.o. la 

T : y-3=C -3/4,) C ~~4) , T : 3x+4y-24 =O 

Ejemplo 2: 

Dados la circunf'erencia Cx-1) 2 +Cy+1) 2 =25 y el punto Q=C0,6), 

enconLrar todas las LangenLes a la circun~erencia que pasen por Q. 

La ecuación de la I'amilia de rect.as que pasan por Q (excepto 

la vertical) es y-6=mCx-0) o mx-y+6-0. Como el radio de la 
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circunf'erencia es 5, buscamos· aqÜeli'os · niiemb.ros de ra f'amilia" cuya 

dist.ancia del cent.ro de' la circu;..f'.,;·;.enci·a c1. • <'1) sea ·5. Ent.onces'; 

1 cn0i::1) .:_¿ .:.1')C6)f 

F< 
Cm+,7) 2 =25Cm2 +1) 

>;,: -:.~~;~.'i.-.·i?_:;,~~--_. 

e 3m.:_4) (¡ms¡;:~¡. 
d 

Las raices 'de est.a ecuación son m1=4/3 y m2=-3/4. Las dos .rect.ás 

t.angent.es a la circunf'erencia que pasan por Q son, 

TI 

T2 

Ejercicios 4.2 

y-e=c 4/3) e x-0) 

y-6=C-3/4)Cx-0) 

T1 

T2 

4x-3y+18=0 

3x+4y-24=0 

1) Encont.rar la ecuación de la rect.a t.angent.e a 

circunf'erencia'en el punt.o dado, 

a) Cx-1) 2 +Cy-1) 2 =20, Po=C3,5) 

b) x 2 +y2 +4x-2y-20=0, Po=C-2,-4) 

2) Encontrar las ecuaciones de las rect.as t.angent.es a la 

circunf'erencia Csi exist.en), que pasen por el punt.o dado, 

a) x 2 +y2 =13, Po=C13/2,0) 

b) x 2 +y2 +2x-2y-2=0, Po=C-2,2) 

4.2.2 Familias de circunf'erencias. 

Def'inición.- Una FAMILIA DE CIRCUNFERENCIAS es un conjunt.o de 

circunf'erencias que t.ienen una o más propiedades en común. 

Recordemos que una circunf'erencia se encuent..ra perf"ect..ament..e 

det.ernii nada por t. res condiciones i ndependi en t. es. Cuando es t. as 

condiciones nos llevan a ecuaciOnes que involucran a los parámet..ros 

Ch,k,R) o CD,E,F) de manera que uno o más de ellos pueda ser eliniinado, 

el result.ado es la ecuación de la :f'amilia de circun:f'erencias que 

sa~isCacen las condiciones. 
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. Ejernplo 1: 

Encont.rar la ecuación de la: !'amiii.;. elª circt'.'nf:erel)ci_as .cuyos 

cent.ros se encuent.ran sobre la rect.a L: 2x73y=6. 

El cent.ro Ch.JO de cualquier c;:ircunt:ererici_a ·debe· sat::i;.t:acer ·ia 

ecuación de L, ~enernos, 

2h-3k=6 

despejamos, sust.it.uimos k en la ecuación general de una circunt:erencia, 

y obt.enemos la ecuación de la t:amilia de circun!'erencias buscada. 

Ejemplo 2: 

k = C2h-6)/.3 

Cx-h) 2 +Cy-C2h-6)/.3) 2 =R2 

Escribir la ecuación de la t:amilia de circunt:erencias cuyos 

cent.ros se encuent.ran sobre la rect.a L:y=x y son t.angent.es a los ejes 

coordenados x y y. Encont.rar al miembro Co miembros) de la t:amilia que 

pasan por el punt.o C4,2). 

El cent.ro Ch.k) debe sat.ist:acer k=h. Más aún, como los 

miembros de la f'amilia son t.angent.es a los ejes coordenados.. debe 

suceder que R= 1 h 1 = 1 k 1 . De aqui, podemos eser i bi r la ecuación de la 

f"amilia como,. 

Cx-h) 2 +Cy-h) 2 =h2 

Para aquellos miembros que pasen pe C4,2), debemos t.ener que, 

C4-h) 2 +C2-h) 2 =h2 h 2 -12h+20=0 

las ralees son h1=2 y h2=10. Ent.onces, son dos los miembros de la 

:Camilla que pasan por C4,2) y sus ecuaciones son, 

Cl Cx-2) 2 +Cy-2) 2 =4 

C2 : Cx-10) 2 +Cy-10) 2 =100 
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.,Qt.ro' ,t.ipo-· de· í'amilia ··cie' 'círclÍní'erencias-'\ es' aquella cuyos 

miembr·os·.(.aa·s·an p~r --i·a -{nte~-s·~-c·cf¿,~· F~~·:·.:~~~· ~á}·~:~-¿~:j.~i~ri~~l~~ da:das: 

2 z ' .· .. -
Cl:x +y +D1x+E1y+FT=O· .. y· ~a: x 2

+y
2
:".D2x+Eay+Fa=O sean' 

ci rcUn:ferSrici as cualesquiera. s. y:· _t._ 'd6S~¡ núiTierOs · .. :cuá:i.esqui.S.ra nC? 

cero. Consideremos la ecuación, 

sC x
2
+y

2 
+01 x+El y+Fl) +t.C x 2 +y

2 
+D2x+Eay+Fa) =O 

qu.e la podemos reescribir como, 

Cs+t.)x
2
+Cs+t.)y

2
+Cs01 +t.D2)x+CsE1 +t.Ea)y+sF1 +t.Fa=O 

dos 

ambos 

y ca, 
Est.a ecuación nos represent.a los punt.os de intersección de Cl 

ya que un punto que la sati:faga se encuent.ra en ambas 

circun:ferencias. Por otro lado. si Cs+t) es un número di:ferenle de cero 

ésLa ecuación nos represent.a una circun:ferencia que pasa por los punLos 

de int.ersección de Cl y ca; si Cs+t.) es igual a cero, ambos son 

dist.int.os de cero, t.=-s y la ecuación se reduce a, 

CD1-02)x+CE1-Ea)y+F1-Fa=O 

que es la ecuación de una rect.a llamada EJE RADICAL de Cl y ca. 

Ejemplo: 

Dadas las ci rcunf"erencias y 

ca: x
2
+y

2
+ax-16y+15=0. 

a) Enccn~rar la ecuación de la :familia de circunrerencias 

que pasa por su int.ersección. 
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b) Encontrar aL.mi<;>mbro .• de: la, f'.amilia que pasa por el 

origen. ';<.~-' 
c) Encontrar la ecu.;,_c.Í.Ón d.;,l'·.eje r.~dicaL· 

,._ .. ,~\~~,. 
a) es, 

con s y t. no ambos cero. -t;·.: 
;,:h1·· ·~~; "' 

b) Sust.it.uimos el punt.o ·cb.•¿;; ,ep:}:a.'i¡,cuaéión de la :f'amilia, 

se -25) + t.C15) o 
en~onces podemos t. ornar 

proporcional es) en la 

buscado, 

s=3 y t.C'5 '~6;:;~;.;~iesqui~ra et.ros dos 

d~_ I:¡:;_.¡f-i3.~'.Ú.i~ y obt.enemos al ecuación 

:.::~J.:~~ <~i"' "'• 

números 

miembro 

Bx2 +8y2 -Bx-56y=O "•:c •• <'" )<·. 

c) Para encontrar la ei:u.;,._.;;x~-~· d_~l eje radical, lo más sencillo 

es rest..ar las ec:uaciones de _C1 .Y~,_(:8.::0.bt..Sni.endo, 
:J·:~f-~; ·; 

x-3y+5=0 

Ejercicios 4. 3 

1) Escribir la ecuación de :la f'.amilia de circunrerencias qua 

sat.israce las condiciones dadas. Encont.rar al miembro que se pide. 

a) Los cent.ros se encuentran sobre la rect.a x+y=5. El 

miembro Co miembros) cuyo radio es 3 y es t.angent.e al 

eje coordenado y. 

b) Las circun:f'erencias son t.angent.es al eje coordenado x 

y a la rect.a y=2x. El miembro Ca miembros) cuyo radio 

es 4. 

c) La :f'amilia pasa por los punt.os C2.2) y C-1,1). El 

mierrbro Co miembros) que pasa por el origen. 

2) Encont.rar la ecuación de la familia de circun:f'erencias que 

pasa por la int.ersección de Cl y C2. Dar la ecuación del miembro que se 

pide. Dar la ecuación del eje radical de la :f'amilia. 

a) C1:4x2 +4y2 -4x+12y-16=0 y C2:x2 +y2 -8x-4y+l0=0 

El miembro que pasa por el punt.o Cl,-7). 

b) Cl : 2x z +2y 2 +l 2x-5y=O y C2: 2x2 +2y2 +l 6x-l l y=O 

El miembro cuyo cent.ro est.a sobre el eje coordenado Y. 
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3) Demoslrar que la rect.a que conliene ·a l·os.·celit.rcis ·de ledas 

las circunrerencias de una ramilia es perpendicular .al eje radical de 

la ramilia. 

4. 3 La esrera. 

El lugar geomélrico en t.res dimensiones que es la extensión de 

una circunf'erencia. es la esf'era. Di scut.i remos a cont.i nuaci ón 

brevement.e, como generalizamos los conceplos de dos a lres dimensiones. 

Derinición. - Una ESFERA es el conjunlo de lodos los punlos 

Cx,y,z) que equidistan una dist.ancia R>O, llamada radio de la esrera, 

de un punto rijo, llamado cent.ro de la esrera. 

1\ 

l::·····-~·········;.,.····· 

Es decir, la esrera con cent.ro Po.=Cxo.yo,zci) .Y. radio R>O, es 

el conjunlo de puntos t.ales que, 

E= {P=Cx,y,:z::> j jPoPi=R} 

Como IPoPj= -(fcx-xo)z+Cy-yo)z+Cz-zo)z = R, enlences la ecuación 

de la esrera con cenlro en Cxo,yo,zo::> y radio R es, 

E : Cx-xo)z+Cy-yo)z+Cz-zo)z=Rz 

Para el caso part.icular en que el cent.ro de la esrera es el origen, la 

ecuación queda, 

E x2+yz+zz=Rz 
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Nuevamente para f'acili_tar: -E.L e:;;;tüdi o d",_ es;-t,.e _l __ ug~r _geométrico, 

debemos 

hicimos 

.,._,;_-__ -. ,.,,._,,:-.'-".:::··-·.-::.·:··· ::··:·_' 
representarlo eri una - ecuación::_generá.l .. Arial_ogamente a lo 

con la circunf'erenciá, ~.;~~~r-ol-la;?i;,;s.: los cuadrados de 

que 

la 

ecuación anterior agrupando términos 

ecuación de la f'orma, 

x 2 +y2 +z 2 +Cx+Dy+Ez+F=O 

s~~~]anl..,,i y obteni ende una 
·.-V 

que es llamada la ECUACION GENERAL DE LA ESFERA; 

Ejemplo 1! 

Encontrar el radio y el centro de la si·guiente ecuaci?:n• si _es 

que representa una esf'era. 

2x2 +2y2 +2z 2 -4x+6y+z +15=0 

Dividimos entre 2 Ccoef'iciente de 

cuadrados, x 2 +y2 +z 2 -2x+3y+z/2+15/2=0 

C x-1) 2 +Cy+3/2) 2 +Cz+1/4) 2 =-67 /16 

.--- . 

y coll'l¡::)l .. Ú~os: los 

Por un razonamiento análogo al que hicimos con la circunf'erencia, dado 

que la suma de cuadrados no puede ser un número negativo, esta ecuación 

no representa esf'era alguna. 

Como lo vimos con la circunf"erencia, ~enemas que la ecuación 

de una esf'era cualquiera puede determinarse a partir de los valores de 

cuatro constantes. Esto requiere de cuatro ecuaciones independientes, 

que pueden obtenerse a partir de cuatro condiciones independientes. Por 

lo tanto, analiticamente, la ecuación de una esf'era se determina 

completamente por cuatro condiciones independientes. 

Ejemplo 2: 

Det.erminar la ecuación, cent.ro y radio de la esf"era que pasa 

por los cuatro puntos C0,0,0), C2,0,0), C0,3,0) y c1·.1,1). 

Supongamos que la ecuación de la esf'era es de la f'orma, 

x 2 +y2 +z 2 +Cx+Dy+Ez+F=O 

debemos encontrar los valores de C, D, E y F. Como los cuatro puntos 

est.án sobre la es~era, deben sat.isf"acer ést.a ecuación, en~onces ~enemas 

una ecuación para cada uno de ellos, 

O+O+O+O+O+O+F=O 

4+2C=O 

F=O 

2C=-4 
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9+30=0 

1 +1 +1 +C+O+E+F=O 

30="-9 

C+O+E+F=-3 

La solución del sist.ema queda como ejercicio; obt.enc';nos. 

C=-2 D=-3 E=2 F=O 

sust.it.uyendo est.os valores en la ecuación general. 

x2+y2+z 2 ~2x-3y+2z=O 

que es la ecuación de la esf'era buscada. El cent.ro y el radio se 

obt.ienen complet.ando cuadrados y reescribiendo la ecuación general en 

la f'orma Cx-xo::> 2 +Cy-yo) 2 +Cz-zo::> 2 =R2
; dejamos est.o como ejercicio~ 

Ejercicios 4. 4 

1) Escribir la ecuación de la esf'era con cent.ro en Po y radio 

R. de dos f'ormas dist.int.as. 

a) Po=C5.-2.1) • R=6 

b) Po=C-4.-2.-3::>, R=5/2 

2) Encont.rar la ecuación de la esf'era que pasa por los punt.os. 

a:> es. 2. 2) • e -4. 3. -3::> • e -1 • 2. 5::> y e 4 • 3. -7::> 

b::> C5,4,0). co.3,-2). C3,2,-2) y C4.0,3::> 

3) Reescribir la ecuación de la esf'era. para det.erminar su 

cent.ro y su radio, 

a) x 2 +y2 +z 2 -2x+6y-2z+9=0 

b) x 2 +y2 +z 2 -2x-4y-6z+18=0 

4.3.1 Plano ~angen~e a la esf'era. 

Analizamos ahora el problema de 

rect.a. Sean E: Cx-h) 2 +Cy-k) 2 +Cz-1::> 2 =R2 

A=Ch,k,l), radio R>O. y L:{PIP=Po+t.a} la 

a=Ca1, a2. a3). 
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La rect.aint.ersect.a a la es:fera si para algún punt.o Cx:l,y1,z1) 
- ·-. . ~ 2 2 2 2 
se cumple C x1 +t.al -h) +C yl +t.a2-k) +C zl +t.a3-l) =R . Resol vi ende 

los cuadrados y agrupando t.érminos .;·.;mejant.es obtenemos una ecuación de 

la :forma: At 
2

+8t.+C=O; las raices de ésta ecuación pueden ser dos 

di:ferent.es, dos iguales o puede no tener solución. Si las raices son 

di:ferentes obtenemos dos puntos de intersección, si son iguales 

obtenemos un único punto de intersección y si no existe solución 

t.ampoco existe intersección alguna. 

Supongamos ahora que existe un único P1=Cx:l,y1,z1) en donde se 

intersect.an L y E. Tomamos Pl en L y sustituimos en la ecuación de E. 

Cx:l +t.a1 -h) 2 +Cy1+t.a2-k) 2 +Cz1+ta3-l) 2 =R 2 

resolviendo los cuadrados y agrupando adecuadamente obt.enemos una 

ecuación cuya variable es ~. 

t. 2 c al 2 +a22 +a2
2

) +2tCa1xl +a2y1 +a3z1 -al h-a2k-a31) 

+Cxl 2 +y1 2 +z1 2 -2xlh-2ylk-2z11 +h
2

+k 2 +1 2 -R2
) =O 

Como supcnemos que existe un único punto de in~ersección. las 

sol uci enes para t deben ser igual es. entonces debe suceder qµ~ __ ~l. 

t.érmino lineal sea igual a cero, es decir: 

2tC al x1 +a2y1 +a3z1 -al h-a2k -a31) =O 

Ca1x1+a2yl+a3z1-a1h-a2k-a31))=0 

Cxl-h)al +Cy1-k)a2+Cz1 -l)a3=0 

Esto signi:fica que para cualesquiera valores de Ca1,a2,a3) que 

' satis:fagan la últ.ima ecuación, tendremos una recta tangent.e a la es:fera 

138 



Lugar0s Oéomót.ri.cos XX 

E. Dicho de ot.ra t:orma, cualquier rect.a que pas.e . por el _.pti',:,t.o 

Cxl, y1, zl) perperidicul ar a L Y: cuyo vect.oi- direct.or- sea: 

Cxl -h. y! :-k, z1 :-1) 

es una rect.a t.angent.e a la esrera E. 

Demost.raremos 

t.angent.es a la esrera, 

TANGENTE a la esrera). 

rectas, 

de aqui, 

es la 

/¿-························ 

"t •• 

de rect.as 

plano Cllamado PLANO 

cualquiera de est.as 

Finalment.e demost.raremos que L es perpendicular a R=APl. De rorma 

análoga .al ra.zona.miGnt.o que hicimos con la circun:f'erencia llegamos a 

que el t.érmino lineal es cero, y de alli obt.enemos que, 

Cal, a2, a3)8Cx1-h, yl-k, z1-l) =O 

el vect.or de dirección de L y el radio R son perpendiculares. 

Det:inición.- Sea E:Cx-xo) 2 +Cy-yo) 2 +Cz-zo) 2 =R2 una esrera con 

cent.ro en Po=Cxo,yo,zo) y radio R>O. Decimos que un PLANO es TANGENTE A 

LA ESFERA EN UN PUNTO P1=Cx1,y1,z1), salament.e si Pes un punt.o t.ant.o 

de la est:era coma del plano y, el vect.or PoP es perpendicular al plano. 

La ecuación del plano t.angent.e es: 

n : C xl -xa) C x-xl ) +C y1 -yo::> C y-yl) +C zl -za) C z -z1 ) =O 
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Lugaros. Ooomótncos J:I 

<:·· '.,«: - . ·~.;,,: 

Se ,,.'¡g~~ de la def'inición que l.,. clfs~~nC:¡a:i·~~i ~cent.ro PO de la 

""'\ esf'era a1 p1'aJ§.- ;s;.R, ·''" e:: 

. -
Ejemplo•1: ·;.-; -,-,, 

Encont.rar la e;.;;.:fkctón de 'h ;;;s;.r~~I' C:d.-1.~i;:,:t)c;, en_ i;-a=_c2;1; -1) y 

t.angent.e al plano n/~=;~t+~X~~c;.: r 'L ~t r ,, " >· _ .. ····-.··· -
) El radic:ide~la.e,:ft'e-ra·.;,s la dist.anCia de pC,;,á n:.e:st.o es• 

R··= •¡c1;-¿~)-(~~~h+u)é-i)+7¡·· ',;; .-16 
1 .-.·.· · • :· Y6 

La ecuac.i.ón"de' •lá .. e.s!"era es, 

E : cx...:.2~~+cy--..:1:> 2+Cz+1) 2 =6 

Ejemplo· Z: 
) Det.erminar la ecuación del. plano t.angent.e a: .la es!"era 

E : Cx-2)
2
+Cy+3) 2 +Cz-1) 2 =5 

) en el punt.o Pl_=C 4, 1 • -6). 

Sabemos que la ecuación del plano 

) f"orma, 

) susLiluimos los valores correspondienLes y obLenemoS, 

n: e 4-C -ZJ Je x-4) +e 1-3JCy-1) +e -6-C -1JJC z-C-6) J =O 

n:6x-2y-5z+B=O 
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Sean 

dos esf'eras 

que 

Est.a ec:ú:aci óin 

y Es2, ya que 

Por et.ro lado, 

esf'eras. 

un número di !'eren t. e de cera ést.a ecuación 

nos represent.a una: esf'era que pasa par los punt.os de int.ersección de 

Esl y Es2; si Cs.+t.)' ·es igual a cero, ambos son dist.int.os de cera,· es 

docir ~=-$ y la Gcuación SQ rGducG a. 

CC1~C2)x+CD1-02)y+CE1-E2Jz+Fl-P2=0 

que es la ecuación de un plano llamada PLANO RADICAL de Es1 y Es2. 
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Ejercicios 4.6 

1) Encuenlre la ecuación del plano radical de las· esf"eras, 

Esl: x 2 +y2 +z 2 -8x+4y-6z+10=0 

Es2: Cx+4) 2 +Cy-1) 2 +Cz+2) 2 =g 

2) Delermine la ecuación de la esf"era que pasa por la 

in~ersección de las es~eras. 

Esl:x2 +y2 +z 2 -8x+2y-4z+2=0 

Es2:x2 +y2 +z 2 -4x-2y-6z+10=0 

y por el punlo (21,4,0). 
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4.4 Las cónícá.s: 

Las cónicas son una 

aplicación 

de cónicas deriva del 

de un plano, con 

tipos de cónicas: 

plano que tenga una inclinación 

::-:;· ... ,~' ··; ·.-:.=:.-< • 
nómbre 

Sea L el eje de simetria del cono, G la generatriz del cono y 

A el ángulo entre L y G. En el caso en que el plano tenga una 

inclinación entre O grados y A, obtenemos una ELIPSE; si el plano es 

perpendicular a L obtenemos una circuhf'erencia y si, en particular, 

también coincide con el vértice del cono obtenemos un punto; tanto el 

punto como la circunf'erencia son los casos degenerados de la elipse. 

1L 
G 
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·,,,-

Obt.enemos _la •¡:'ARÁBOLÁ; :cuandÓ cort.amos al C::ono · e:ori'. ,uri:_ plano_. 

paralelo a una·. ~E>n;..,r'aL~i~· .•. _de,l -.;O-nd. ··:-C:u:á.ndo ·fa lriciiria'2ic5~ 2de:i.~:; ¡Slario 

coincicie 'con é1 áñguio t.-.- obf..enemos'un C:::á.S:ci --dE>9eher:á.ci;,, de;Un,;:/par.ilio1a 

G 

Obt.enemos la HIPERBOLA cuando el plano es inclinado de t.al 

~orma que cort.amos ambas hojas del cono; es decir, la inclinación del 

plano est.á ent.re A y 90 grados. En el caso en que el plano coincide con 

L, obt.enemos el caso degenerado de una hipérbola que es un par de 

rect.as que se cort.an en el vért.ice del cono. 

G 
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Lugo.!'ea oeom&tri..cos XI 

4. 4.1. Í.:a elips~'. 

·0erint~iJri. _;; u,:;a.. E~I ?kE ~s el ~orij unto:c:I~ t.8cios'iio~Z;Jt~t;os :,córÍ.i 
. -, ~- .. ';~ ;:: .. _ .-,_ /,::=:-... :·: > · 1.:.:~:-''. ·_" -,-·--- _,-·,·.-.·.:~ :.::)_\-•• ·.>~:· ·:~·-~.: ;·:: ;_--'; :_ .": ::...;"~: .·.,:_-~-:\·.· :/:;.::~;.,;:'~. :, . ' .. ~r0;X::-~'~_1f'.·i-~~_::~~;~:t.''.!--)'::: ... ,::.;.,·: :-:~:'::., 

1 a propiedad.·· de.•o: c:jue ' •. 1 a· :.·suma: de · l~as>.tdi st.aríci as '.de.·}l'odos·'.;Tos:r; puntos ··;del.-.L 

conjunt.'o 'ª dós ~u~t'ó~:~t.i.0"~~;:cdfa6:;.lf;;~} J;:;a:•C"ohstari't.e'.t ;i'''i!. •Ji~: ;~.i~rfi'.2' "' 
.. - . -- ", . ·; ,p;, . <;-"e , s~~:, ·:!:)~:;: :~e;,:~-~~~-~· :.~i,,; . ::: ~, /.:~;:~~ -}4f~~~f.:q¡~z~ ;·· ·:~·}i~-"!i 

V> Y V2 ;;,;~,~;jLI~~~ •.1.·~VOiªc_,;1~jc'.tF.al .• ~.s+~:F'~,Jl.'ªd~me~a.s···nl;·,:atF.·.P.'F,• .. ·.'..:e'.~OScti~a1~,!~.~lq~u~e:0 ••.•. '.·.~.~.:;u~~n:ie;~~F¡;s1·~.:~·;Yc~F:::•sa~e-.'. 
VERTICE.· S Y.'. ,e, f/);u;.,{¿; ciéd{d '"" "" , , " "' 

"Í <. ' ~ .- ' :,,_ .-.r. _.,, ~' _,: 

11 ama el CENTRO 'de -l'á . elipse; Las ¿or,'s't.:.in'te~ s~·;'.; ; ,b X e se 11 aman 

PARAMETROS ci~l~ ~i'{p~e~ Podemos describir'éisi:3'"E6rii.¿i.::c6mo un conjunt.o 

de µunt.os'de-- Ía{i.x~Gie'nt.e manera: r;"'' "'~<''• 

Obser::::~ . ~:11 lo+sl P;::~::::6:~~{~,;~;~~~~·~·~d;~i2L=2:1< 2:~orema de 
2-' z:- ;2 

Pitágoras: a::cb +c:_; además, la elipse•·es'~'ésimét.rica· con respecto a 

recta que pasa por Fl y F2, a su perpendicul'ar qUe pasa por VO y a al 

mismo VO. 

Vl 

Se acostumbra ·trabajar· con las cónicas en un sis Lema 

coordenado particular. que se denomina SISTEMA OPTIMO DE LA CONICA; ya 

que en este sistema es más sencillo derinirlas y estudiarlas. 

Recordemos que una cónica es una curva plana; es decir, se 

encuentra definida en un plano,. recordemos Lambién que un plano lo 

podemos derinir a través de un punto rijo cualquiera, en el plano, y de 

un par de direcciones Cveclores cualesquiera) en el mismo,. siempre 

que sean linealmenl.e independienl.es. 
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Lugo.res Oeomé_t.rlcOs· .rt 

De. ést.a forma . ..;amcis,. a ciE>rtn1/;..;1i i1.si..~;,,,;,,> óF'Ú~~ de \1 iC:ó~¡ca 
eri .··base a slJ c~~~;p vO Y; a dO~~~;;¡~i¿,¡-'~;~ :u. 'y•.v ~;_;; ~u~p{~n ca~. ser una 

base Clrt.ono,::mal :de'recha. . :~';'. .•.. ,, 
{f.¡ P~vo~~· (J;i:i.·•,vVi~;:;y.~·;.jr~~1#> •;/ 

----

Comoc;.:u · és1"á. ·en la di re~ci ón pr-i nci ~fú; :l::!e;,;• :l.i" :• é·óni ca podemos 

def'i nir F'l FZ,;;FZ-~i ··.'Y; ; Uf'PIF'2'/ 1 Fl F2 I Ces ded f;c_ 'iéi~~or:mal·i zamos) , con 

est.o' obi.eri~mo~i Fl y · F'2 a part.i r de: Fl =Vo'..:~l];;}};p2,;.VO+cU. A est.a 

direc~.ié>~ ~·~ l.é •conoce como EJE MAYOR o EJEc'F'OCALl~··;y ,;,, la dirección 

perpendic,ular ····~· e;iia ·que pasa por vo se Como ambos 

ejes son rect.as t:enemos: <PIP=VO+x'U, x• real} y <P¡~=vo+y'V, y• real}. 

Para los vért.ices t.enemos Vl=VO-aU, V2=VO+aU; y para las 

int.ersecciones del eje menor can la elipse Bl=VO-bV, B2=VO+bV. 

Sabemos que un punt,o P=cx• .. y•J ésla en la elipse si cumple 

jP-F'1 j+IP-F'2j=2a; en t.érminos del sist.ema ópt.imo t.enemos, 

IP-F'l j=jVO+x'U+y'V-CVO-cU) i=!Cx'+c)U+y'VI 

=.YCC x' +c)U+y• V)OC Cx' +c) U+y• V) 

=-fC x' +c) z +y'" 
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por-que , t.fabajam~s ,en una base or-t.onor-mal derecha·. - oe toriii.;:t'. -análoga 
"·'-,.-

d.;.;s:a:r-r-2iiiamos IP-F'21, ent.:on<:e.s t.enemos, _ __ 

' 1 p..:pi l +JP7 f2 l ~'>"e~::"~) 2 -f:y' 2
+1'cx·. c:>;+:y•

2
=2a2 

Podemos si mpll. f'i car- est.a -_ ioi;.;,r:e.sLÓn :~ el'imi_~aci6 'i .;;.;;;: r-aiCe~ ·' <coinpl et.ando 

los cuadr-ad¿;,, c:or~es~C,n~i~~t~;, ~--- t:.~'!\~~c!6;.c.en ,_C:GE!~~a }q~eec3.2=b~+c2 
se 

deja est.e desarroJ:ib ;2c;n;-.;· .:>Jef2lC'i~: p'E..l-;a -/ll~ga:r a: uria expresión·· de la 

:::::" ·:'.?f jWi~~~f {11í~f~~~~§•~f.:t:ir:. ~;"~:;~:~'º" qu• 

que _se c<:J~?ce:·,;'·º,lllº/~SYAC:ION:\~ft.N~Nfc~·~E D(;:~IP~:)?.i~'l;~:~i~ qU_~_~ést.a 
car- a t. e~i 'z~c;¡ óiie;: dn,_''_et.

0

'0:· 1n;ac'.';e ___ -_es_·_•._~_-' __ ._.ie'_:_Ps __ -~-.~t.:._·:_'~--J_~_¡_,~e--_ •• n-~~---e.:}'l_n_,_-•.a~~e.:_,_:~e'1i·_·-~i:-_;~p.· ss:;:e:·ª,•-··nf~ Ó p{:(ri,f~'~ si e>=· ; Y~-) •C:urripl en 
ést.:a: ecuac:i ón _ _ _ _ _ .,., ._. ___ -___ . __ • _ __ Y_._•-_•.- •••• ;: ''-'-1~,?~: :_,-,: 

~···· ;::;:.:...: , ... , . ·.-- · .•. · _ _}{ ,,=':- -- ~t."> g:~~·:- :~H~;~ ,¡o;=~·~';:." 
~:\::4;~: r.~~:':~: ,~;~~.~ ,. .. ,: .. ~ , .. ~~·;.~::;~~:,::<; :.,·\·:~ --~:", \~: ;:··-;;.:,:~: ~,, ~·,ti~!= ':'(~>·:;''; -

Ejemplo: .=:~,_:}~oc_ ;~~~;'~''is-e- --- '~'¡::'e'' --- , ''-"- ,,;¡:;.+• -~ _ ~-f:'é-, -,:,, 3,:~r;·c•• 
Encont.r-ar- la: - :,.2ta2ión.:.: ¡;;¡:;• ~;;;~q ~:.sl·~:t~~:~-;~ópt.ima' .:,>" ¡t;.;~~s i os; 

element.as de la elipse con vér-tic~s i'en yl;;'.és:1•;:c,:35'-;~~'v2~c5':'§")'.1;:y uri\•r6c6 
: _- _· .'." ,•é;,c--.:_,,. <e-., .. -•- , · __ ,~:_~~~. -¿1_;_·1_":.:.;,'..!;~,,t -:.·-~-- ·-~-_'- . -

en P2=C22/5,21/5). Grarique. ;>'i:·.;c~~;(i\';c>·'~j '2'.!L · -•:• 
Los element.os de la elipse' son; rvo'>;~~1¿,,•v2,pf:;p~?;:;;;§2;·a;b;c;U y 

;"t::;-:,z· (.~? •. 

v. 

Por-

Par-a VO,c,U y F'l t.enemos, ':..~:·.-:.·~·:'-'-

el 

VO=l /2CV1 +V2) =C2; 1) 

c U=P2-VO =C 22/5-2, 21 ,..s__:l ) =i:: 1 ~~; 16/5) ,;,4C 3/5, 4/5) 

Pl =VO-cU=C 2-12/5 .1-16/5) '=e -2/5. -11 /5) 

VO=C2,1), c=4 y U=C3/5, 4/5) 

t.eo;..ema de Pit.ágor-as obt.enemos a=5 y b=3; como 

per-pendicular- a U y unit.ar-io, V=C-4/5,3/5). Par-a Bl y 82 t.enemos: 

81=VO-bV=C2-C -12/5) , 1 -9/5) =C 22/5, -4/5) 

_B2=VO+bV=C 2+C -12/5) .-1 +9/5)=(-2/5,14/5) 

La ecuación en el sist.ema ópt.imo es: 

x'z +e 1 

25 g 

x' 

X 
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Luga.rga a'9orñólri.co$ II 

4. 4, 2 -La 'hipérbola. 

con 

del 

FOCOS. medio 

VO se se 

llaman 

un conjul")to 

de 

Como 

def'inir Fl=VO-cU, F2=VO+cÜ. Para -1os véi-~:lcE>s-· tenemos Vl=VO-aU, 

V2=VO+aU, al segmento -VIV2 de· r6n9iÍ.~d'~~a se le -lla!Ila' EJE TRANSVERSAL; 

y al segmento 81 82 de l ong:Í.-t.Od ~2b'.<se;--1 e 11 ama EJE CONJUGAI:XJ, donde 

El=VO-bV y B2=VO+bV. Las - · ·asintot._as de la hipérbola son 

t escalar}. La Ll={PIP=VO+tCa,b) t es cal ar} y L2={P 1 P=VO+tC a, b) 

hipérbola es simétrica con re.spéctO -a la recta que contiene al eje 

transversal, a la que contiene al eje conjugado y a VO. 

EJE 
J. Fl-_A~ lb ~ -F2 
~ 921 a~ 

x' 

E EJE TR!lNS\JERSAL ) 
1 

Con un desarrollo similar al que hicimos con la elipse, 

podemos obtener la ecuación canónica de la hipérbola como. 

Recordemos que 

x' z 

2 
a 

ésta 

óptimo, si Cx',y') 

hipérbola. 

- ~ = 1 
b"' 

carat.erización de la hipérbola es en el sist.ema 

cumplen ésta ecuación entonces est.án en la 
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Ejemplo: -'. .~ ~ '-~·:/«:: .. -::~;;_.::;_c--:>(;;:···---
SiSt.e¡;¡a ;)6púmo' y ;;'t:6'é!os 'los 

element.os de la hipérbola con :focos•eri Fi;;cÓ'',.5S;;;.:;i;i~{o·;::5).yrJni.~~rtHo;:e 
• _. '::/- ;i •• ,, ) • ,.-.;:~_.;· - ~--- ~· -

Encont.rar la ecuación en el 

- en Vl =C O, 3) . Gr a:f i que. -::'.•'- ''' •;:::~,-

Los element.os de la hipérbc:Ú~~c;:~hX:{',;'.yd(?y;i:f{~~·.-Fi~~·~2'.'k1:/k2:a;b;ci.,.,:~ 
Ll ,L2,U y V. 

·'::.·7 ... ·' 

.. ;~·?-~.:f~ ;Z;·~: ~~;::~- · '-ú·- ~: ~~-}~r: 
\t~~· ~;t/. 
;··;~~·? . 

Luego entonces, 

VO=l /2C Fl +F2) =C O, 0) 

aU=VO-Vl =C 0-0, o-::¡);.,C;q~·~~);,;:a~o;i)" 

V2=VO+aU=C O+O. o+c, ~3),) ;;,có: "'3) 
VO=C0,0). a=:3 y u'~éq;~1;,; -

Por el t.eorema y 

perpendicular a u y un¡ t.afi~.~~~ci:o)>· P,;,ra · Ll, L2. 

Ll ={P 1 P~V~~~¿;:~:r~o:<F>-1?c=co; 0) ;t.C 3. 4) 

-L2~{F'[l",;,s_o.~~:~«{..:b:>>_=:I~I t'.7cq,~ e>:r,,t-c 3, .-:-4) 
81 "°vo:.'.t,vdco.::.'3;·0.,.i5:! ;;,c"-3.o) • 
9z;yo+~~;c 0;3; ();();=c3; o; 

La ecuación en,_ el si st.erria. ópU me es: 

Y·-~_-
1 

g 16 

y' 

4.4.2-La-parábola. 

b=4; como V 

81 y 82 t.enemos: 

t. escalar} 

t. escalar} 

x' 

u 

. .,-

es 

De:finición. - Una PARABOLA es el conjunt.~ ~de :,t.:odos ~los punt.os 

que equidisi:an de una rect.a .:fi.ja y de. un punto :fijo que- ria se· encuent.ra 

en la rect.a. 

~ ~~ x' 
p , p 
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. . - . 

La .. recla :fija L se llama DIRECTRI'2 de la p;ir~ó.1''.3-·)( .. el pimtco 

:fijo VO se ii~·ma FOCO .. t.a' re;.;L~ ~~'e ~;._s~ ~~;.~~:~ i;,5;ó~l.6(J6!,a.i ;a· L se 

conoce como e>l 'EJE de la parábola: El; pGrytcd '(,:' ci,;hci.~ la '~ar:'ábola 

::tce;:e:~:i~~i·=~·~·•P::e~::made~cr::::rc:~tc~ª'.~~~~a~}~k~in~r~=~~~~~~~E~~ 
punteos de i,;;. sigui ente e manera: ., , , . ;;;_:,:,;~¡L .. ¡~;' ~J;i: ,;~;..¡_ ;; .. ,e: .'-'.· 

Pa={P 1 1P-F1 =dC p. L) }. ·;.,;. ·••,: . .: ''':.:·· ·x; .i ::'.; " •• :,>;~¿!,,!'je/;.'' 

=~==:r ~~= • ~~s::ctc1oa a:i :~:n~n: c::e:Le~·· L; •'i'ó~~.~;f~Et~~~~&.u~}~~~~~J0f~·~.Ú;~· es 
.. .• ,, ·~00 •:;. ,,, '''" },fX '.".~i:~ ,.- ~-,, _::;~~,;_::;:'.:--· ~~:~\·~·º· . . ::·' .-:.: ... ;_. -- t~ )\~," ·¡c;ir: · ·"~· ,:.-, . . {:.~. :~;i7t;>· i<' 

11 eva a ~:tce:::a~ ~al ~:ua:ii: l ::nó:~ caq:: r: ~;:~~~ti~f l"!~~:~f t~;~¿¿~=~~ 
Recordemos que éstca caratcerizaCión · ·d.e la '¡:,a,~k;bc,'¡~· es . ;;¡;::{ '.;;i' ~isl.cema 
óptc i mo, si C x' , y' J cumplen éste a: ecu~6i Ón ' ente onces. :est:'án en la 

parábola. 

Ejemplo: 

Enconl.crar la ecuación en el sistcema óptc.imo y todos los 

elementos de la parábola con directriz x=-2 y vért.ice en (5,1). 

Gra:fique. 

Los element.os de la parábola son: VO,F,p,L,U y V. 

dist.ancia entre VO y L nos da el valor de p=3; ent.onces, 

como p=3 ent.onces F=CS,1) 

pU=F-VO=C8-5,1-1J=C3,0)=3C1,0J 

de aqui V=CO, -1) 

La ecuación en el sist.ema óptimo es: 

y' 2 = 12x' 
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4. 4. 3 Sistemas·-de· ref'erencia. 

Recordemos que las cóni·C3.s ·, _.qe_qt.~a:~as. son la elipse y la 

hipérbola_. 

pr i. n·Ci pal es. 

VO es su Cénlr:·p-:~::~·de:~ SifflS.~riá - y u;·v- sus direc:::iones 

La parábol·a·. es Ufl3. }~:óriih~ ;-ri6_-::_-~-~ri::t-~.ad~';- .VO es su vért.íce y 
•·•-,,' ··;':" U 'es su dirección principál<. . . ' . . ~·--; ;. . . 

·-~·~:'.~f>>r·-~ ··-:t; __ .• -;·,. 

Decimos que lá'. E>t:i.¡:,.i~;:;:Y.; J.'¡i h{pérbola son cónicas simét.ricas 

respect.o a un· purito e-es ::dec·f~-~;:!~}:'.(f·:~·n~ñ ~:g:.·-¿~·~t}:-~ ~e simetria). porque en 

su repr esent..ac~ 9r:l ' en . :.:-·~1 ~sf.~~~lna :.: :-<?1?;~·~ m.~ : Po~emos eser i bi r x' =-x < • 

y• =-y• , y na- af'eC:l··~·~¿,~~-- ·~·ti: ~fü~~~i··ó·n'·~:··· 
·-z·· -.... ·.;>:·_ · ·;,z:· 

C'-x') +.C-y')•=.l 
az ~ - bz -

:·.':, ··z 
('."."X.'_) 

- z 
:..··a,·->: 

C.-y')z = 1 
bz . 

est.o ref'leja 'la simet.ria de. ambas cÓni cas. - En él caso de la parábola, 

decimos que es no simétrica po~q~·~~ al ~sc~
0

.i.b,i.r x•=-x··. y'=-y'. 

C-y') 2 =4pC-x') -y; 2 =74px' 

modi~icamos la ecuación. 

Hemos dicho que es más sencillo represent.ar a la cónica en el 

sist.ema óplimo. sin embargo. debemos aprender a represent.arla en el 

sist.ema coordenado canónico que conocemos para poder t.rabajar m.:3.s 

adelanLe con una ecuación general que nos represenLe cualquier Lipa de 

cónica. 

Recordemos que un punt.o P en el sisLema ópLimo de la cónica 

est.á represenlado por: P=VO+x'U+y~V. con x•. y'- reales. Y este mismo 

punt.o_ P los podemos ~_epr_eS!?_r:rt...ar-__ ;_~n--~~1-._~iS:t..S.ma coordenado canónico que 

conocemos. t.enemos: P=O+xI+yJ. ·con x. y reales. 
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Ahora', f'fjéinonos '!"n·.:1a relación que guárdan 1.cis dos sist.emas 

de ref'erenci a; 

.. ovo+x'U+y'V 
Xi. -1;yi =c· ovo+x• u+y• v 

Podemos represent.ar .. al vect.or;: OVO ;,·en·· t.érríU.:nos· .de ;la •base 

{I • J}. asi gnandol e coordenadas. coh~tacr'l{;¡;f~( '. . '" ·J .r> .·.· 
6P = xr +yJ = 1-lr+ú+x•lJ.;y<v> h·Y: •. Js c5r;::inst.an-Les .- , -~~r · ·~E::c~~~i~L '.~: · 

Lo que debemos, encbfi:[i'.,¡~~··¡¡-;;5E.i.';~;,.;¡,¡¡•, una expresión para la base 

{U, V} en términos de la···~i>.~~~1::<I.J{;j~;;\;ie';;• ,';j;,,6ir. debemos encontrar 1 a 

relación ent.re ex.y) y Cx~·;Y::;":j;{C:c;;#i<:{: ... lóS'c'vect.ores de las dos bases son 

Cx, y) =CcosA, sentu. 

obt.enemos que. 

u 
V 

De 
1J~ ~'.(f.iig'.:.il os rect.ángulo 

'. <:-·~·:_: ·-~·.\:--.''. _.:5_t_~i;~;' . \~~ 
cOsAI +Co~·Aº<J Cé:>SAI +senAJ 

_.' '::, .. ·:·'.'>'·~ ·:' ·.'-.', 
-senAI'+cí:isAJ 
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x' 
~y·I 

7uo1 
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Lugaroa Oeomélrtcos J:J: 

Por .ot.rci l;.:do;~si!U;;;CQ;].),'y ·y ,;·•¿{;()) ent.orices U es paralelo a 

J y V es parálelo a L Se~-Pc=Cx.y) y vo:dch< •. k'J.~bt.'er1emos que. 

·:: ('. . , . " ., '·~). } .. ~~\/· ~·:~: .:·i,J.:;«: 1.. i 

para· la el'ipse: ; ' ... ' .. >.: .••. ') • 
.. . ·· P-';vo,;,cx..:t:.,y..:k)=x•c6Y1;'~yf(ii'o::>·,;,cy• .x') 

y la ecuació~ se~d;>·· ~''~;. :· . 

e + x• 2 = 1 ' }i(:y~~·;::.:. + c~~h::>2 
ª2 7 :.'''.•<·: ¡i'.2! >;'·" ' l:>.:i': = 1 

... 
1
; .. ' : ~,~1.·.·.· .. _,~--r .. ~'. ... ~;_,:: .. · 
"é'~·~ '·~ •V -

la hipérbola: · :',,:' ''i i~;S;•<;~{ •· · para 

P-VO=cx-h. y-k)=x'. co~1::>+Y,•ó•~ Q::í;=cy•·;x'.::> 
, .; . - - ·.~o .... ~·:·:,. '..:,:.,'_".;7[':i-.:,(,-,~;- ' 

yy~: ec~~~i:n1 ser1a;, •• g'~2~;,~:~~["2~f~:= ,l 
7 7 ~~:~ ;~;~i~\~~~f ~~:.~~?J:Ib~~~ -

"'.·f;~. Y);"",_"!:¿t', ,-;-_o_,,;r:": 

~-_:;- - --•;:.~¿ :' ~~.t:~~~ -,~-: 

cfj~~~~ ;~;) 
";',.:,,;;; -·~~-~~;-

para la parábola: 

P-VO=Cx-h.y-k:>,;,x•cO;T::>+')'; 

y la ecuación ser1.a:; 

x• 
2
=4py' ,, ·('~~~~~-~~~5t-k:> 

Lo único que est.amos haciendo es represent.ar al mismo conjunt.o 

de punLos, en dos disLinLas represen~aciones de un mismo plano. 

Ejemplo: 

Encuent.re la ecuación de la elipse con vért.i ces en C -1 , -3). 

C5,5::>, y un ~ceo en C22/5,21/S). 

Debemos encon~rar los valores da los paráme~ros a, b, VO y el 

vect.or U en t.érminos de la base {I ,J)-. Sabemos que. 

VO=l/2CV1+V2)=1/2C4,2) =C2, 1::> 
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LugCU7eO -_oOomét.ri.eoe II 

cU=F2-VO=e 22/5-2, 21 /5-1J=el2/5, 16/5J 'C4C 3/6, 4/5) 

a:;¡ v2-vo¡ = 1e5-2 •. 5-:D ¡ =-f9+16=5 

.b2 6a2 -c2
, b=-125-16=3 

ent.onces,a=5; b:03;~c=4 ylJ=e3/5,4/5J en 

en el si st.emá ópt.i mo 

~2_+ _r_2-= 1 

25 9 
y para la ecuación en el sistema canónico, escribimos ex• ,y'J en 

t.érminos de ex.y), 

ex,yJ=VO+x'U+y'V 

ex.yJ=e2.1J+x'e3/2,4/5J+y•e-4/5,3/5J 

x=2+3x'/6-4y'/5 y=1+4x'/5+3y'/5 

resolvemos est.e sistema para ex•,y•J y obt.enemos, 

x'=1/5e3x+4y+10J y'=1/5e-4x+3y+5J 

La ecuación en el sistema canónico es: 

~2+ ...x.:_
2

= C3x+4y+10J
2

+ e-4x+3y+5J
2

= 1 
25 g 625 225 

Ejercicios 4. 7 

1.- Encuentre las ecuaciones de las siguientes cónicas en los 

dos sist.emas de rererencia que se han est.udiado. Dé los valores de los 

~ecos. vértices y demás elementos de la cónica correspondiente. 

aJ La elipse con vértices en e1,4J, e9,4J y eje menor 4. 

bJ La hipérbola con vért.ices en e-4,0J y e4,0J y eje 

conjugado igual a 6. 

cJ La parábola con directriz y=5 y roca en C7,-2J. 

4.4.6 Ecuación general de las cónicas. 

Como en el caso de nuestros otros 1 ugares geomét.r ices,. las 

cónicas también pueden representarse por medio de una ecuación general,. 

en este caso de segundo grado. 
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Lugo.ros;: Ooomélricos 11 

En el· ejemplo ant.er i or 11 egamos a una ecuación en el si st.erna 

canónico, es decir en t.érminos de Cx,y), 

C3x+4y+10) 2 + C-4x+3y+5) 2 

1 
625 225' 

que podemos desarrollar y escribir de la siguient.e manera, 

4B1x2 -3B4xy+369y2 -1540x+30y-4100=0 

en general, las cónicas se represent.an de la siguient.e rorma: 

x•z+ Lz= 1 
az - bz 

y' 2 = 4px' 

en sus sist.emas ópt.imos. 

Para obt.ener sus ecuaciones 

sust.i t. ui mes: 

x'=Cx-h)cos A+ Cy-k)sen A 

y' =Cx-h)sen A + Cy-k)cos A 

en las ecuaciones ant.eriores: 

en el sist.ema 

CCx-h)cos A + Cy-k)sen A)
2 + CCx-h)sen A + Cy-k)cos A)

2 

az bz 

CCx-h)sen A + Cy-k)cos A)
2 + 4pCCx-h)cos A + Cy-k)sen A) 

llegando a: 

canónico. 

1 

Una ecuación de la rorma Ax2 +28xy+Cy2 +2Dx+2Ey+F=O, donde A, 8, 

e son no Lodos cero al mismo ~iempo~ represenLa una cónica o un caso 

degenerado de ést.a. 

Finalment.e es convenient.e mencionar que exist.en et.ras rormas 

de deducir y represent.ar a las cónicas Cesreras de Dandelin, 

excent.ricidad). 
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CONCLUSIONES 

La mayor1a de los dibujos que se presentan en ésta t.esis, son 

idea de la autora de la misma; inicialmente imaginé una f'orma de 

hacerlos y f'inalment.e t.uvé que adecuarlos para que f'ueran didácticos, 

al visualizarlos en la pantalla de la computadora. Para est.o, los voy 

dibujando conf'orme escribo lo que quiero ejemplif'icar; es decir, los 

dibujo por partes en la pantalla. Lament.ablement.e. en el trabajo 

escrito esto no es posible y los dibujos que se ilustran en él, no 

son t.an didácticos como los que se generan en la pantalla de la 

comput..adora. 

La versión f'inal de ést.e trabajo no es t.odo lo que en un 

principio se dió como propuesta; por ejemplo, el problema de 

int..ersección de dos esf'eras no se t..rata con la at..ención que debiera, 

porque no f'ué posible cont.ext.uarlo de la misma manera que lo hice para 

et.ros t.emas. As1 mismo, se habla planteado la posibilidad de abarcar 

también, el temario de la materia de Geomet.r1a Analit.ica II; sin 

embargo, por la minuciosidad del trabajo y el hecho de que los dibujos 

requieren de mayor precisión, no se realizó. 

Aún cuando los programas no han sido ut.ilizados en un curso 

~ormal de Geomet..ria Analilica, he recibido diversas opiniones acerca de 

ést.e trabajo, por parte de prof'esores y alumnos de la Facultad de 

CiQncias; unas han sido f'avorablas y ot.ras, sin ser pasimist.as, si son 

más ambiciosas respecto de lo que hubiera podido realizar, si hubiera 

aprovechado toda la amplia gama de f'acilidades que nos brinda el campo 

de la computación. Quiero mencionar que el trabajo es esencialmente una 

propuesta para un curso de Geomet.ria Analit.ica y, 

comput.adora es únicamente un apoyo. 

el uso de la 

Finalmente, espero que éste trabajo sirva también para motivar 

a los alumnos a aplicar la comput.aci ón como una her r ami ent.a; en 

part..icular, como apoyo a los diversos cursos de la Facult..ad de Ciencias 

que asi lo requieran. 

I. T.M. 
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Respuestas a lC),"' _ejer_cicJos _n~e¡-icos. 

Capit.ul o I. 

Ejercicios L 1-

- 1-. __ :... 

2·.-' 

3;.:: ic~6o 

4:,~- 14°19' 86''' -

Ejercicios 1. 8 

_a) cOs 15° 

·sen 15° 

b) ces 15° 

sen 15° 

Ejercicios 1. 3 

1. - C=60°10', 

8. - 8=66°1 o .• 

e 1 +°Y'3J a-.'2 

e 1 -°Y'3J a-.'2 

e 1 +°Y'3J a-.12 

e 1 -°Y'3J a-.'2 

b=139, c=133 

a=339, c=818 

3. - A=46°30', C=81°10•, c=15. 7 

4.- 8=85°30', C=59°10•, b=558 

8'=83°50', c·=120º50•, b'=884 

5.- A=39°ZO', 8=46°50', C=93°50' 

Ejercicios 1. 4 

1. - a) ces 

t.an 

ese 

810°=--13/8 

210°=1/1'3 

810°=-8 

sen 

cot. 

sec 

210º=-l/8 

210º=1'3 

810°=-Z/-13 

b) ces 1 05° =C 1 -°Y'3) /81'2 sen 105°=C1+1'3J/8-,'2 

cot. 105° =C 1 +°Y'3) /C 1 --y'3) 

ese 1 osº =Z-.'2/C 1 +1'3J sec 

e) ces 330°=1'3/8 

t.an 330°=1 /Y3 

ese 330°=-8 

sen 330°=-1/8 

cot. 330°=1'3 

sec 330°=8/-13 

8.- A=58°ZO', C=B7°, c=78.9 

A'=187°40', C'=11°40', c'=16 

3.- Tan: n, Cot.: n, Csc: zn, Sec: zn 

Capitulo II. 

Ejercicios 8.1 

1. - a) z-¡16 
b) 1 

'. 



Ejercicios ·E!. 2 

1 . .:..•25 

,é.~.2(3 

Cap1t.u10 III .. 

EjérciC,iC>s 3. 1 

'1 •. .:. r
2 =2a2 cos ZA 

Z. - r=l +cos A 

Ejercicios 3. z 
1. - a) Cx-é!J/-1 =Cy+l) =Cz-3)/2 

x=Z-t y=-l+t z=3+Zt 

b) Cx-5J/-l=Cy+1J/3=Cz-ZJ/2 

x=5-t y=-1+3t z=é!+Zt 

2.- x/3=Cy+1J/3=Cz-Z)/2 

Ejercicios 3. 3 

1. ;_ aJ x=-3+2t y=5-t , · m=-1_/2 

b) x=Z+t y=-3+t, m=l 

z.- a) y-5=-6Cx+3J 

b) y+1=2Cx+1) 

3.- a) x+é!y-6=0, -x/6-y/3=1 

b) 6x+y+13=0, -6X/13-y/13=1 

4.- -13x+y+4=0 

5.- Zr sen D + 3 O 

Ejercicios 3.4 

1.- a) No se intersectan. 

bJ P=CS,6, -8) 

Ejercicios 3.5 

1. - a) P=CO, -3) 

b) P=C-2, 4) 

Ejercicios 3.6 

1.- a) F: {L!L=sC3x-8y+1ZJ+tCZx+3y-7J=O 

b) 4x-1 9y+31 =O 

z.- a) F: <LiL=sC2x+3y-7JtC5x-Zy-BJ=O 

b) x-é!y=O 

s,t escalares} 

s,t. escalares} 



Ejercicios .. 3, ,7· 

1. - aJ d=3 

bJ d;=9 

cJ d=4 

·dJ 33,-Y'41 /-141 

2>-'- aJ d=l 7-13/5 

bJ d=yÍ5/6 

3. '_; b) d=9 

Ejercicios 3. 8 

·i. :-:. x=2+2s-t. y=-1+s+2t. 

x-7y+9z-24=0 

2. - aJ 5x+3y+2z-13=0 

z=3+s+3t. 

bJ Los punt.os rio répresent.an :algún' plano·, esit.án eri 

una misma recLa. 

Ejercicios 3. 9 

1. - aJ 4x-7y-5z-8=0 

bJ 2x-6y-z+6=0 

2. - e e . o. OJ • e o. -4 • o:> • e o. o • 3:> 

Ejercicios 3.10 

1.- a:> 6x/-.'70-3y/1"'70+5z/1"70-30/Y70~o. d=30/"Y'70 

b:> 3x/-l14+2y/-II4-z/-II4=o. d=O 

2. - a) d=6 

b) d=2/-l14 

Ejercicios 3.11. 

1. - a) x=4t. y=l +St. z=5/4+5t. 

b) x=-6+7t. y=1-2t. z=5=5t. 

2.- aJ C-51/4,-55/4,-43/4J 

b) (2,-9/2,11/ZJ 

Ejercicios 3. 12 

1. - aJ Son paralelos. 

bJ 54° 

cJ 26°56' 

2.- aJ 2x+3y-7z-22=0 

b) 4x+5y+2z-1 9=0 

3.- aJ 4°9' 

b) 49° 



Ejercicios 3. 13 

1 .. .:: ;¡,_) d=5 

····b) .d~l· 
' . .' ... ~-?'..' . .. : .:_· ;·,:. 

z . .... : a:í~Noé·son par-aleios. 

·. \i:i::i '.d,,:,l:z;..:Y29 < 
: . ':· '.: \.: .. -, :» ·?:'_ .'. -~:·-~·:,::: 

EJer-cici"ós(3 .. i 4 

:a.s: ;~!:i+~~+z/c=1 ,. ....•. , ..... ,.-;· - ·;_\ 

b): 0.5~y/a+zz.r5=1 

a) '; h~·¿,¿~zy.:::z; '-4) +kC x:-3y+z -Z) =o 

b) 9,d;19Y:+Ei:Z::-rs=o 
Ejercicios ·3. 15 • /'.; 

1 ; .:::•. a5 p:;c i;·.:::;::;'1 y. 

c). x=.Z-2t. y=;3+13t. z=7t. 

Capit.ulo IV. 

Ejercicios 4. 1 

1.- a) C=C3/2,-5/2), R=-.'5 

b) El punt.o C-7/2,1) 

c) No r-epr-esent.a algún lugar- geomét.r-ico. 

Z.- a) x 2 +y
2
-7x-4y=O, C=C7/2,Z), R=yi§2/2 

b) 6x2 +6y
2
-3Zx-25y=34=0, C=C8/3,Z5/1ZJ, R=YZ465/1Z 

c) 7x2 +7y2 -ZZx+52y+Z1 =O, C=C 11 /7. -26/7:i , R=5y26/7 

3.- Cx+3)
2
+Cy-1)

2
=29 

Ejercicios 4. Z 

1 . - a) x+2y-13=0 

b) y+4=0 

Z.- aJ Zx-3y-13=0, 2x+3y-13=0 

b) No exist.e solución. 

Ejercicios 4. 3 

1. - a) Cx-h) 2 +Cy-C5-h)) 2 =r- 2 

e x-3) 2 
+( y-G) 2 =9 

e x+3) 2 +( y-8) 2 =9 

b) Cx-CCk+'YSik j)/2)
2
+Cy-k)

2
=k

2 

e x-c 2+2-i§")) 
2 

+e y-4) 2 =16 

e x-c 2-2-i§")) 
2 

+e y-4) 2 =16 



. > .. ; ... ,, ......... z . z 
Cx'.'."C275-2JJ +Cy+4J =16 

'.-·:-';e:º'~-:.'<-'_'.-.~,-· o--,'.~--. ---z 2 

· C x:-C 2j5+2J J +C y+4J =16 

cJ cx'.'."h)
2
+cy-3C1-hJJ

2
=r 2 

:::· •. 1;·:::.· ·z· z 
...•. ; e x-;1 ".'GJ +e y-3/ZJ =5/2 . . .. 

2;-: 'aJ:<c~+üx2+cs+D y 2 -c s:+aox+c 3s-4D Y'.'."4s:';1 ót.;,,6 
_:, ~·- ~<-.:~- 2;~--. 2 

:•,x ..+Y +2x+6y-1 O=O 

· x+y-2=0 

bJ ·.e 2s:+2t.Jx2 +C 2s:+2t.J y
2
+C12s+16t.J x-c 5s:+11 t:J y=O 

_::-2x2 +2Y2 +13y=o 

2x-3y=O 

Ejercicios: 4. 4 

1. _; aJ Cx-5J 2 +Cy+2J 2 +Cz-1J
2

=36 

x
2
+y2 +z

2
-10x+4y-2z-6=0 

--- ··· bJ Cx+4J 2 +Cy+2J 2 +Cz+3J 2 =0 

x 2 +y2 +z
2

+8x+4y+6z+29=0 

2.- aJ x
2
+y2 +z

2
-4x+2z=44 

bJ x
2
+y

2
+z

2
-4x-17=0 

3.- aJ C=C1,-3,1J, R=-Y2 

bJ No es: una esrera. 

Ejercicios: 4. 5 

1.- No s:on t.angent.es. 

2. - y-2z-2=0 

Ejercicios 4. 6 

1.- 5x-3y+5z+l=O 

2.- x
2
+y

2
+z

2
-19x-32y-21z+70=0 

Ejercicios 4. 6 

CSe menciona únicarnen~e. 

coordenado canónico) 

1. - aJ Cx-5J
2
+4Cy-4J 2 =16 

bJ 9x
2
-16y2 =144 

cJ e x-7J 
2 
=-1 4 e y-3/2J 

la ecuación en e1 sis~ema 
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