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Y {o ere Posicifm & wailunn , el worfisuas Pxt M (i,K)"""Tl (x:,‘P(R)\ \mducido por

\n eobriewnde XX aescl b sew vn Mov\.owx.o\rg'\smuj‘a si X w8 simplew\%_

e comexs, aw louces, P es un Woumeouwov$isuno, Por o bro lnda, i 4o pedivens |

que i-sux crmexo pev \—mat—cl—onk& W st Ro,Kie P (x) eu lomces "Pﬁ'“’.(i,?a) “«

T ™ (i, %) sow subgvrupes ““SQS"‘A% e (X, %) " lo coleceidu {.P“»“—' (f,i‘“iﬁ?“b‘fs

es vwa clase confoaadn ew T (X, x). Asi Yeuewos que Pes ua Lowreouoy Siswo |

St o Solawentesi B (§,¥\=1T|(K,'P(X)) 4 i X esonero per bragectorias,

?&_POS!‘E&. ‘v 25 kal: Sea. . 'P’f*)x cua whrielde |, sea Xo €X 4 sea CxP (XY

Eu Youces, gveps Wi (X, xe) ackia hawsi vamente en C , d esta—

bilizadov de K eC e M (X, x) es G (X; %) 4 exisle vua bigec—|’

cidw M(X, xo)- egrivaviante eulve C 4 las clases latevales de

P (&, %) en M, x) w

D eciwios que doy whbviewdes P, X, X g Pt LK sow 2q.uivale Yes
s eniste un howeowarkitons WX, =X, tal que Roh=P, Asi lewemmes goe dos

Wbl‘\.!/w"-ﬂ.s £, -3‘()1 ©0w eq_vlv«\w’\‘cs s 'ﬁ-,‘l\". (x'.‘,k.\ =‘P,u'\\‘.(tt,x,\ cow .?x x)=0 (K\\ .




Resuvrmienmds , bewcmes Lo s:su(wk.

Progosicidn 26 d: o) Dos cobvienkes Py de X sou agoivalewkes siyselo o8
B T (X, x) 3 Rx T (X, x) som subgve pos conjugados ewi (L, 1)
conm BXI=Fp(x:)=x .
B ST K es comeso 4 localiaenbe comnero por rayec to vias, enlow
ces X <5 howreowior Yo o G\\X , donde G <5 el grupe de
$raus forwae ciomes cubrieules .Je P XK, L BWER s

[ suloa\vupo wovsaal da ™M (X, X ) -

ke 5i5u'\w'\r& P Ve peosi ciowm wmos wveshon la exis beuda de cwhriewbes deun

espacio X ew termivos de subgrupes del gyupe fondammendal (X0,

Pregosicien 2# [kd: Sea X coumaxo, localumenke conexe por hagectorias 4 \o-
caluente cimnplewende coueso, Si G esvussbgrupo de
W AKX, %), e louces exishe ona whriente P:X— X 4ol Yot
Px M (X,2)= G, la cal serd Guica salvo eguivalencia, S3
o pedivaos gue X sea localumen ke siwmplomante comers,
<ulouces, pava cada subgvope G de W (X, ko) <risHivd vmo e~

bviewte P ) gve B @ (i.,?o\?-ﬁ sl y Solauenlde si cada

xeX posee L veciudad W kal gue wt\‘c‘u;w lage ‘:mu basalo »

Qv X &% <-+ui valeq\-ﬂ‘. N Q\S-f\a t‘\cmé«‘ﬂ én G| -

Qe X unn espacis suexo 4y bealuwende comexo pov M:ec%v{u \y Sen Xo€ X tn

Puw\o vase de X, Deciwnes que vua cobriewle 2K -ox et vuivewsal si T <5 co-
wewe 4 51 pova dodo cbviewte P =K cow X comexs, exivte vuo whyieate

4:F X talgoe FoP=P
* X

-,
.

Wb




fz7-
Por lu de finicdn de whbriewe vniversal, dos colbricntes Luiversales deun

25 pacio voueko y \ocal wente conero pov hrayectovias s.oueg-ruivulcw\ti. Pov \as
preposicomes 26-a y 27, la cobriente universal de vuespucie comexs ylocalumente

simplemeente comere covves pewnde ala clase conjvgada delsobaropstrivial .

Prodecte $ibrade de cobriendes.

Le Pro Posicidun 23 wos da Lo existewecdn de ciev das o brientes ew debuaines de subo
arupos de T (X,%). Agol duvewmos una waneva de coushruiv cobrienkes euw b
i wos de dos cwbriewtes dados. Esle daved vua dewmos bvacidu de la exisbencn de
lo wlomemde Lui versal , wisua goe adaptavewos was adelanke pava la cweshicu

de la existewcin de la cbriewle universal de drbifolds.

Definiunos el products fibrade de dos Jumciomes com buvas §: XX o

f 1 Xu X coms el espacio bopo bigico
X, 5T = {w ) e x X [ £ ) 3], .
al ool le domeos Lo dopologia gque Woreda del products X, XK. La siguiente |

pvo posi edw wos waves o &\’M\ﬁvo por el wal tubvoduciues este comceple.

E‘..‘E“;__Lid'm 28 ¢ Sea X cu 2spacie comexo y Séawm PX,—X ,ﬂ;xz~>X dos
A whbriewtes o X,y X: comexos - Eudouces exisle vaa whriewte
Py X3 X cowm X3 comexo bl que exishew whyiew Fs XX,
o XX fales gue T o =P (12}, De hecko se pucde
Yovnar Xy Esuul N cum\s‘,o\'tv ;ow\Po'wP.\«‘c de X, X‘[.X.l .

Dewwos bra cidun . - :
Seen X,= Xl": X: . Debimione X3 X comme A (Xn,XI\fﬂ("\‘ﬁ(x‘l

Veawaos que P @ vna whbriente. Sea ot X 4 sea UESE vaua veciwdod

alﬁ;eﬂ“\a A: o L:\A!\A Cu\:\‘e/\"\-m pov "P\ -3131. Ew\vmnts —P[‘ (TA\ <\ \& U‘Ai-lllu
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23
ajerma de whorer Yos de X Grnn. EL pvo&mh T (W < Lo

viida ajeun de abievdos de i xEa, cada vuwo de los walbes heue
= d
iuteriecctdn wovacla com Xy, Sea WX X %L vwo de s bos abier |

bos & sea 'a'.':-‘-'a. ﬁis. ’C& ey de o Yovwa ﬁ.xﬂt Lowle coda

Ui es Wawreommovbo o U bajo Pi. Si U 25 vu ablevte bdsico de
X anbouces T es ablevio bakico de X1 xXr. Sean §: ¥R, —X
las proyeccowes candmicas. Enlonces §¢ () =;. Sea ik %, 4
seo. LeU. Eubouces existe vn Vuico bi e tal gue Rilbi)=b
k) € WeX, a5 ol vnico elemento de T dal gue Profi (br,ba)=
b. La foncicn £ es woukivve povlogue £ ZymXi es vuw com |
biiembe. Bubouces, 5 = P08 Ry=F s vwa cbriente . Engene- |
val, By woes comexa, pere si veshringiwos B o walgoier cowm -}
poments Xy de Ry, BB =X seguivd siewdo whrieals. Podewat
pavemeb-izar las componentes dv._.‘i3 de la siguienle waners,
Seam e € X R eXi y ReXe deles gue R&I=X iz Sean
R e Pk wal guieve. Ewldowces anisten laes M e X basades
2 Koy tades goe el l%VQ.\A'\‘O&\‘V.\:\%'\" Yo de M ew X i hewe &
Fo@ =R Fi()Ri, Estes levantarmicndos delormivan clases
Laberales DI Pox W (Xi, %) e M (X, %), Esbos dos clases Latero.
les dedevumivman vua clase Lateval doble P (X, 5) a1 Ba T (Xe 20
e T (X, 5. Covno bodi clase lakenad doble  de Punh(X, %) o
FaM ®ox) e TR 1) s de esta fovma, o cade close latered

doble le asiguamos lo cow pamenie da Ty gue counheme o

(F, AW e X, «




/‘“0')

P'v-epoﬁl"'\o'm 1S Bu el l’.om'\“"‘*“"’ A!L [N PWPD&'I(_TO’\A Tr B -e_l 3 rv po -&mm &uww“

de codon coun purerte de X ws ispucov bo a Ru (&, 2 NPT (X2, R)g .

Dovemies a\avn vua descripeidn de la wbriewte vui vevsal cowo Wenile

tuvenrso [$pal  de \a coleccidn de lodas lus cwobriewdes devun ey paclo dado [Uel,

Sea L=Xo v e potio wweso 3 locolwenle ;pne%u Pov Irugectorios o sen vot Ko
ta pento base de To. Sew LUE 1), P00 en <] comgoto Le dodas las cwbriembes de
Ko o Xicomexo g con P (k1) =% . Debivacuos vu ordem povedal e A de lasi-
guicwle wamera: sean 6,3€A ;145 sierisle vuo whriewte By XX cow .
Pig ()= X% PioPii=f. Esta wolbriewte o8 duico (prop2a). Nélese gue

i =ddx; ,
PP =i 4
Pt

Por Lo exisbemeian del producte fibvals Torep28) Yeuewnos g ve pora Yodo pon ijed, b

enisde ReEA o L8R o (5% ; erdedv, A 25 uu cougunlo Livigide TSpad. Su pougume
gue Lo es bocalamenle sicplownente tonero, Lo cual @8 suticiende cousidevanlo wa
este habojo e gue Los orbifalds sow asi. Hoshorewios gue tom etta supesicida, Ko
heue vuo cobriente vuiversal K lowde T s vmelomon te wadxivas del eougua-

‘o {((XL,XI)I‘PL\‘&“A ~vv.seec\-o a.\ ovAQ_n Pwml de A,
Gea X =={3:A~>;{L;I; J0 30 €Xi @ siced cnlomces RyGEN=3W § .

(X s el lnike taverso de §UEE ), AN} c0n ; vor [5ped, 1), Sea Fo:A—bE:, o
goe Rl puve boba eA. Esbelclave que T e X, wdile sevuivd de pundo
bose de B3¢, Sew £ ¥ la fowctdn debinida pov

Py P (3)).
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Enlowces B (Rolz %o o F s sobre.

~
Pw?os(u&a’m 30 P es vra cubriente vwiversal .

DMOS"\’“O'.-O“ H

Sea xeX o s VEE vun vecindad de x stwplemmente wuexa,
Sea weV yseaw 3P Bulouces, T =% pava doda ceA. (oo
la verudod Voesdd biew wbierkn por P pava Yoda ce A (prop.23),
seo. Vi £Xi lo commpomente de 'Pc"(V). gue wunhene a 4, Sea
U={3€X 130 e Vi povetoda ieAf.
Eo domces, estas V, twomdo V varin sobve lo base de abrevios
X, de fuen vin bopologla de X, Como Vies sivplemente
comexa, embouces Polyi es vin Louneowor fisvuo sobre V. huego,
s3i Vo esvum covnpounente da PHVY, wcouces F (@) w5 om Lowmee,
wioy $isus tobve V porlo que V el biew w bier Yo pev“? "
'ﬁ@—»z s buen cobriendte  towns se tenfa que dewosivar, Ve
que P 5 vma cobriente vmnivovsal de X . Pava M\q,u{w cobriente
(X, 0, defimawaos % ToXi commo @) =3). Bulones,
Filg, 1T Ve o5 v homeomeorfiswao pov logue TE =X
es vue whiriewde o ok =®. Lo tuclos@n <3 que T e la e
briente vmiversal de X o
X £.x |

%| %

X




CAQ(-\»u lo W+ G\&wae‘\'\'\lcn.
T A Varie dadey  eshruckovas geomdbvicas .
Recor dermnos gue vwon wrvoariedod o vovielded de divwensida n esun

es pancio ‘o Po\o's\‘w M se pavable Hauvs dov § & que localunemte es lhowreo

wov $o o 127, Es deciv, pova Yodo xe M axisle owa veciudad o bievia U de
X u vn WowmeswmorHswo VU donde VEM es onabiovks. Al par
(V,®) Lo Hawmevewmos sorke loeal ewx. A vu comgonto {0 deA] de
cov bos locales lo Vomareiwos ablas ew H 3t S UamM dovde Lhe=Ga(M).

Proposicom 31 1 @) Sea Hona w-vaviedad | sea i(‘h,‘&) lae A] wm atlesen M o
seam a,pe A tales que Us NUpi=Uap+ 6. De fnawros

U_)P* = \ﬂ;‘ (’U.iﬁ) < V*. E--«-‘Out.es

‘fa.g.i—‘- qd.°‘e; PWdp T Wea

<5 Un Mowmeoanor fisuno ol cual Wowavewos cawmbie de copvs

denadas.
b) Sean o, g,56A tales que Ua MUp N U =W ¢. Eu touees

?5(3 ° ‘?;u =‘95&
2w \f.{"(w). A <sto pvopitAng \a lamanve uios  comdicion de

cociclos w
Podecos vecwperoy ua atlos. da sus cnwabios de coordenodas de {on 5igurem—|

le VAL AM LYo . Se.a iVo\Xi&A vua wleceldn de. c..‘a'\w\—as de \-\l“, Sen BQA.‘

uw gule uwSuw Yo 5 we Wvico “ va&\qdwh atmv\i%e‘;g@,‘”ﬁﬁ [V xo.w\i\\'o\ de

S“‘v&o«:‘b\l\.eﬁ Y '{N&Q-S“‘“)‘B [VEVN-N srﬁ.vv\; \\'o. AQ a.l:\’%-\-os clo_ \T?.“ on\él Wvlp EV!.
C?*p S W ""'"U)pd PXRNVIVN \moMeowovgisMo. Se Pongaios gque

~ ~ .
\QS‘\‘— \esp °‘99¢

)
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wonde (5,0, (3 € B . Debivawmes vao velacida de eguivalends en la buidu

o (Tna ;ngz\\/* 12X de la siguiembe wnauerva: sem v Lo waismiveo. velacida de
e,.q_u\'vu.\evso(a ew X Yalgue pava xaeVa y XpeVp , XhuXgp st Xxpetdp 4 ‘E;(x@:
fa. Sea A= Bl om la lopologia cociente iudecida pov la proyeccida

wolboval X = A Sea War=P W) “ sea ‘?.\‘Jf‘\\loﬁ\h'—’a‘_ Eundowmces se

«‘—\'c.me \o sisu\'w\»e.

Propesicidn 22: Bl conjonto §(Ve,80) 1aeA] «i v ablas e Pl com camnbios
do wovdena das Qkﬁ = :°Q$ .

Devrorhracidnt Sea xe A, Bulowces existe X€X Val gue PRI=X. Seo deh dalgue
TeVa o sea Ua = Gu (Vo) Budomces xetla o Fu iV = Ta a5 6w Mawes_
wior FiSmo, Sea § € P, Eulonces existe PeA lul que FeVep. Con
wo R, 36 P antounces (pe B | exislen Wag « Was Yales
gve Se WapcVp, ReWadcVa 4 QA‘;:q;l""ep'-w‘p—’w‘;u <
U howeo wor fiswo. Por lo fando, ‘-1(74(5 es un wm;\bio de coovdeue..

das del atlas %_(Va,'?‘\} PRV < S

LYY

No dewnos gue el 2spacio A cows oido asf we Liewe gueser de Haosdovts.
Sin emabargo, i los dades TV, ) o i"f‘.\p’g provienesw de vu otles e vua vavie

dad T‘(l entomces F es howneoucor fo oo M (p\-o\a.13 w luego es de Haosdovdd, .

Un espacie geomtdivica s v pav (6,X) deude G es vun grope kopoldaico (o
seon , G 24 un 2spacic topoldyico y Uw grupo doude el producte 9 G—=G, 4= si‘ s
con Kuuo pavateds 236G 4 la fwudin -t o mm\&wuu\,‘x_ es vw G~espacio
dowde o aceidn de G enX cvwple lasiguicwte ondicidu: st 9,9¢ eG,VeX o

on abierdo o vaclo u 51 Nlv =2ly eulowmces A 29

Sean H vun u-voviedad , i(Vkl‘eA\\tktﬂ—S owatlas e H g ()R wu espacio




aeowmérico . Deciwaos gue ‘1(\/1,‘(0\&:!\3 25 v ablas (X)) o Vo € X <s vwabie]

Lo [ RN ‘odoo el Y qtpf We.p‘—) Was es Voo veshriceldn o Wy g de O.\SU'V\

[
3e6 dounde wup:=MYy (%2 (V) N V). Unor whuetve (G X) ev M as vu |
atlas ((.w,X) wadlkiwmo e Mo 3 M euwe asocdada vua eshevchova (G,X) dewin

wios gue M 21 bua variedad (6,X) .

Sean Mig Mz dos vaviedades (G,X). Uua fowcidn §: M —Me <5 vuo Sunddu |
6,X) s pova boda carlatocal WiiVi— U de My pava doda canko \ocal -
kit Vg~ U de Me doles gue Wi N4 3, lo comn posicioh \zg‘c§'°\m." se <x hem)
de oo vn avlowmsrlisme 26 G de K. Dos vavie dades (4,X) M, 4y M2 soneauive -
lentes i exisle vwo fomeldw (2 X) §:M =M gue sea iuverkble.

g% G\n (VI Subsvvfo de G, Bw hu«.es, el Pov ((*b,X) toubien €5 vuw !SPQQ(& J

1

%eo Mg’&‘ﬂ'co “ mal%uﬁ’.v es"voc—‘vm (('lo,‘X\ A H se_‘e.x-h'v.v\ée. Ac_ AAGNE G ‘-:V\k-&

& vue esteockorn (6,K) en M Coando vuo s hrcedova (6,X) proviewe de vea
astrocbovo (Go, X) wwm <l sew bdo awderiov deci uaos gue la eshvectara (6X) se

esdyi o vua eshuclove (6o, X) o gue Lo eshrocbora (6,X) eo vra eso
Wwoctova (Go, X). |

<L N B3 e o

- See P A M cuo whrienle . Si M ey uma variedad (61,1\, ewlouces £ se “

conuier te 2w vue variedad (G, X)) cow wovdewo das Ra o, De eshe waaunevo, Py

vua bFoucion ((ﬁ,X\ 3 lo. eshvuctovan (C+ ,X\ ewn M ose )&29&&& a vuo .S xvuc‘\vv“
(L"I, X) 2SN ﬁ .

Vuna super Sice %_gg_\:_g'_hg_g_g 2y vua superbicie S wuo atlas eq uw atlas
((‘\.X} LS <\ pov ((1,33 ws (Iso\w\ 'YE.'", YE‘\,A.OO),SW o (Inm“—\‘, }H‘) divewnos g ve

la ashvuclova (QX) a5 cmon 28 bvuc bova, evclidiona , elfphice. o hipere\ice
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Y%pec-\—ivo.ue»\\w—. Eolas sow \as Suicas <s hrvetovas que omsidevareuwans 94 las !

-

aeowe bvins bidiwewsionales <velidiana yeliphen e Wiperbolico estalu deswyvolla, ;

das en e siguiente seccidu.

iﬁ&ﬂg W A le super Ficie T (4. 4955,6-5,18-0) le podermos dav vua eslruc bova e¥ip-
e de\a siguicnke uneveva : Sea a1 ST | Al =-X , Eulouwces

\‘PL=~<0~>\SI. Lo es bocdova @w B es bal gue wands se \evanlta a |i

S via lo proycccidn waloval, se obReue \a geome e eVp-

""ic&{.\d%’(.

b) Secan abe @@ dos vectoves mownulos 4 \inealunesn Ve fndepen diem_
Fes. Sea G el svbavupo de Tsem (&) gewevade por las traslaciones

X3
Ta 5T . r:-d—o«u-s ‘5\\E es unwYovo (13.4~A,l4~d\ 4 este Posee vuo 5o

tova Ql-l;-“A\'OuAf». ko geometia en i quese \evanto $et Vovo es ‘{
ls cucVidiona . |
QA Saeo H el subgrope de Tonwn () aenevado pov \a braslacicta Ta :

\

4 el vesbalots RIL b/, Entonces HNE @5 ua botella de Klein(ga)
o W posee vmo estroctove evclidiawa - Nokewsos lo siguiemtes el

avepe @ dad efenplo ambevior o5 i schgrope de fndice dos del qvop
H 4 la pregeccidhn waloval 0 cn\Ez"> “\&1 <5 Lua cobrienle de ovden

AOSa

Teovewo de Gauvss—Bouwned.

Exisde vuwo Sovruno de velaciomar \a Yopologia 3 la ayeomelrio devua superhic
cie ol pocta ww dranines de le wrvalove Gausslava gue veremos o wnlwinuda,

Sea M uun superticie Seowé\‘r(c&, sea PEM o sea €50 vw witmeve veal

Peguedo, Sea C¢ el lugor qeowmedlrica delos puntes eu M wya distaunda ||

[E—
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=z
N

geodesico (vev seccidn T-B) o P as € (o5 deciy, & ws la civ i berencio ¢ M de vadie

€ yeemto P) o sew L€ \a \owgiled de Ce. Bu lo seccidn -8 e dw \o forwma
cexpWeika de caleulan L () an cada aecwelrla . Definiwnos \a wovvolova Gows~
slame de Menw Pl o lo dewo bowos por K(P), come
Ko =& (o) (eme- L) | pa.
Cobe wotar gue LG et wmvarinomle bajo isoumebrias; s deciv, 51 TrMoM s vua
isome bia e H e siwaisuno, emdonces L(T(CN = L .(Ce) . Por eslo, ln wrva doven
Gausstaona Fawmbidn € tuvariante bajo itowme hais,
KT = Kied .
Eu los qeommetrias goe eshuunos comsidevands, la wrvatove Gawslana K es tons.
lawle; sin emnbarae, 1o fovmola gue lo define es vdlida adu em espacies con

SOy Vo .\,‘,\,.m vo.vk.o\ L‘Q .

El siguiemte resulbado velociona Vo corvaluve Gauvssiowo ton las clugoles imler.

wos de un peliqows 50 dewnos hre i hace uso del feaveuno deStokes [5eid, [Col,

Proposicicn 33Micl: 5% A et un bridugolo geoddnico oviemtable tu vua superficde
decwmé brica S, eutonces

SYKaA = (o +orr 0y =TT,
[-Y .
4.\4:‘2 81,062,803 sow les c:\o\s\.a\os twlevruos de A »

Deciwos gue oma brlangulacidn T de la super ficie geoundivica o compacta S og

vaa e ia...\gulcx cldn geomelveico sicado avista deT ey L aveo qeodesico en .

Seu T v \-»-\'a.u\au le eidn 9o wehrico dela 5upu-‘-\'u't 3eow~é\"r\'f-a =ow\P;..LJm~
S- E\ALOV\(.Q!, S es xcz w'n\w\-n. POy VW \auuwaeno &iw{‘-’o AQ. '\'\’(‘A’M 3»\05 geer‘S‘cps

T(AL) S'CQV\ oli, Bl o ¥¢ \os o:vsgu los \w W\-\a\os Ae_ T (ﬁg) DQ&( “wi waes el ég&gc\t

y Y
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de T(A) cowmo
$i =T~ (e 4poens).
Sean €0,€ g € ves pecki va twente el wevs (Finika) de vevHees, arishas y cavas de
la ‘\‘V\’o.m%‘u\c&b:-o’v-iT. Aloven, wn cade vev Hice v, lasuuwna de los dugoles gue Wenen|
& V como vérhice €5 2, pov lo gue
W e =g (Revpien) =§= (5 =Te-3 8¢ .

[l ]

Adewnds, 2er =2€1 pava walguier hiangulacidu, pov lo gue |

N(s)= e.-eite:

Lo dis wsidm anderioy nos Wlevoe o la siguiente propesicidu .

E‘hsgos] cAdnM Teorewo de Gause Bovvek. G S s vua supev Hele geowd—
brico. oview bable coua pacla Y T es vuw Priauw 5“\“ cidu qeowa brica

de S, cnlonmces

fxan=> fJran=zmxes
s “! Yo |

doude € esel uimueve de cavas T(A) de T u
Un covolavie del teoveuna de Gauss- Rownmed €5 lon siguienle proposicidu.

Evoyogi G 3b: ST S es vua super HHele compacta con eshroctuva qeome vica,
esta eshvuctura es hWipevbdlica , evclidiauwa o eliplica segdu

X(9<0o,X(%)=0 o X(5)> 0 vespechua men be o

Uwo de los obyelives le cile rabago es el de Hegar on vn vesol VYado

awd loae poava ov o Lolds (pvep. 52).
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Eu esta oeccidnm werrewos hes qeo welbrias bidiwensionales: la evelidaua,
laeltphica y {a hiper bdlica com el £in de de Yevmimar \os gru pos de ispwmelvias

que acdion pvopio.w\w\-t dis com Huves ew su es pacio %%M&I\'\—itb .

Comsidevese las dos super ficies sin fromteva simplewente conexas 5y . Eu
S existe vua geowmevia twdoci da pov la geowmelvrinevclidfano Je @ Eu W
axisten dos qeowetias, la euclidiana (o pavabilica) 4 la hiperbelica. Estus
hres geomelrias Heuen e por Heular gue el gvupe de isome bias oclda hvansi-
Hva wwen te e su es pacis 5¢§Me'~l~,-i¢.o o poseen wéhricas coun curvatva toushan_
e fgoal o 2 em el caso eliphice, {gual o ceve enelcasoevclidiane eigual o

"i( <« el caso hiper bdlica. Veo vwios fas deda \lodamenlte a conbivuvacidan .

C:go webhta, evcli dhavne .

Cousidevewmos al e paco vectorial I § definames ewn el vu prodocto tuleruo
<, VIR R come
X8> =% v % Ye
dowde X=tk,x1), 92(81,47). Demotamos por E al espacio vee bovianl W doude la
.&(_s{-o.v\c.u.‘éw-\ve dos puntes X, 4 el estd dada por
d &,y = (<x-'-.s,x—'a>)y‘ ;
4 divewas que E <s ¢l plawg evclidione. St ¥:I— E b vua wrve (difevenm—

ciable) deSimivmos \o \355_'\&_& de ¥ counn
L= éu—. §((g)1+(;.3§)y‘4e ,

doude Y = (k)58 y dat= (%‘El*(%%)l_ El oreo deovwa vegiow R am

esta dada pov ACE) < “ Indy .
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Uwa fowncdidn &‘X_—*’Y 2s v isoweleds oi X ‘:,-.Z Sow es pocies wadhvitas

o pave lodo por x,8eX , dy n9)=dy ($0,5). Dewotarewmos por Tsewm(iE) o

. 2 . .
%yuPo &e (34 Mv.-\y-\’a.s dq_ E LAn DY wWALSWwA o,

Sean o, b c € B dves poulos wo colineales, Enlonces, a,b, ¢ som los verko
ces de uvn Iadugoleo A en E'. Sio,bgcestadn or deunados de waueva bal e si
WoS PAYGAMOS e o 3 reco vrewmos Lo fronbero de A em el senkido de las wmana.
cillas del veloy , priwevo pasawaos por b 4 loege por ¢, divewos gque el his |
dagule A eskd avienlade posilivawende o lo dewotames pov A(«,b,c),A(b,c,q)l
o Al,ab). Bun caso conbrario, diveunos gue A asdd griew Yodeo neaslivauren

S H
lo dewolaenes pov A (a,28). Deciwros goue vuon (sowmedvta 3¢ Tsowm () preser. !

vo le erteatecidun oi Ala,b,d) = A(3,306),3()) o A (a,¢,b)=A(ND,30),50)

4 4w caso wulrorie & vernes que 3 tuvierde la orievmdacide, . El Wecuo de

guoe vmae isomelnla presevve o wo lo oviewka el e tndependicnle de Vo elec

clow heche delos puu‘x—os wo co liuwea \es o, 1% yC.

Sea L vwa veeka em B La reSlexidun wn Lo vecdon A @yl $omcidn ;
RGBS E definida como RAW=49-2 dode XTGtE com BEL oL (L-8) Nd~|
“lese gue R2 deter figos « lodos los pun bos de L, luter cammbravido avnbes lo. '

dov dat W 8L WA Qs vua vecks en & per pendiclar a L, eulon ces Ralm)=m.

Ef_geos'\ o' 36TRT: 0) Seen £ vua vecla aw B . Exlomces, RR €Tsouw () inyier e
\a oview Facldu 4 (R-Q).:id donde 14 demoha alardenidad L
Lo ().

i
b)) Teda 3€ Tsow (M) esha deker wainada Por su vesheicciou o

los bves vevriices de C_u&\q’o;?.v '\’V‘\OL\A‘AU\O wo deqena vado.

O Toden 2€Ts0un (Y es ol produc ke de « Louras fres veHleniones.
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D Toda 3€Tsoum (B) es b dater mmivado pov st ves i ccrdn o
dos puv\\os du b bos 4 eV Meclo de Preservav o wo o ovieuw

Vo cidn w

Pava clasiGicor las (oo wmelbeians de E° wo dewros primerc gue, por \a proposidda

36-C, Tsom (B eslo gemevado pov vedlexiowes pov lo gue send! su Henende 3 pove

deler wni nar Aos disKudos Hpos de tenwmehas AthEl, el aua lizar cduo son

\os pva'&.-c-\'os de doy 4y hves ve flaxiouwes, Si A eTsom (B es e\ producle dedos

ve flexiowes, euw lowces 9 preservo \o oview \-acio'm; 9 si 9 es el Pro doe ko de

Ies ve $laxiomes, enlouces @ twutenie lo. ovteada clo’en,

Definicidn de isowebdas a o u€s de vellexinues eun vectas,

Sean Ly wn dos veelas e B2 Si R 3w, emteouces RE R = (RAV=44, Sidtwm e
lonees LMt 0 £ =beF?, SiLHw, enlonees L RRW=x+a Pw\—m\—o&oxerbt

dounde a € ‘El, adl y nan=2d (,wm). E. este caso divewros que Ruaftl s \o dras lez

T V= xX¥el,
No tewnos gue 2R L= T = (TaY' a Vo wo heue gunlos Siges, Si £ Awm=b,enlou-
ces RuRd as vwo yoknedn do uw atagele td alvededer de b & la demoke
wxos por R (62a) deude & a5 el lngole deimberseccidu de £ e w. Nobeweos

que VA Run= RCb,-2a)= W' (brd) o Rb24) dejo Sige s5lo o b € E*.

Seatn L,m,n bves veckas 36 Kubas de B Si R om fn, e douces Rululasts,
dowde & s vue vecko paralela o . S LAmANusbe B, ewlouces RullmRe=0a,
A;“&t @ 2y vwe vecka gue onhene ol Ahova aupongauicss, ew co.w\‘“-\'o, que Riuwm
wo bou Yedus pamvi lelas tui ouw wrventes. Asouaunos que .l.sw\use twherseclam

ew b, Sea ¥ lavecks por b perpendicolon aan g sea cavnu. Bxisle vua
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vecka s eov b Lol que RAERm=BsRe o RR RmRu=Re B R, Seae £ lavecta pov

c pevpendiwlar o 5 y sea t' la vecke pov ¢ perpendiwlor at. Eulonees

Ry Ru = RERe = RET) pov Lo gue RR Ruuln=Bs Re R Nokewnos gue Rs Lt <s vma

hoslacidu alo lavgo det y ReRs T =Rs R Re. Dedinivnes €l ves balown
R{t,0)= Re RsRe

donde o ds o Hal=2d (5,€). No beanos g e ‘Z(".,“\\.\Ao delo ponles Hijos o gee

B, =2Tia 4 Lit,a)=RaTa domde & s vua vecte paralela o a.

Lo clasi S,i o tidwn de las (sowmeY-tas de B se vesvwe de la siguiew lewan eva.

Ef_g_pos'\gé'é\n 33 Rt Si 3€Tsowm () andlomces 3 s laidenMdad | vuo braslacion

o tue volacidha 1 3 presevva la oriewbacidn 4 es Luwa ve

flexiow o v resbalow si § iuvierle o ovieuhacidun

Sub%y_u_P_o_s de Tsow (ED).

propiamen be it wnuuves(ver I0). EL subgvupo de Tsow (EY) gue cowns Yo de
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Nuasheo twlenes es e\ corocenr \os subgrupes G cTsown () que acldaw WE—‘J
i
Lodas fas Mosla tomes s isowmor$o o W, ae=Ta + i o € E-18, 2mlonces ]

el suharopo qewevads por To s tsowerhe a7, Sib e [E*-10} w oyb sew Huel-

weenle inde pon biewes, e lonces el subavrups gewerads por Ta yTb @5 fsowion

|

o o X%, kos volacdouwes g lat veflexiowes 3"‘5““ v o 5"5‘05 de 2. |
. |

Propesi eidi, 38 twal:SP el subgvupe G Toom (B aclda \ibre 4 propiauren e disonliuve

B , endouces G s6lo comMene hraslaclowes § vesbalowes (vo |

combieue voka cdomes ni veFlexicues). Bs wmds, G esdd qemevado por
Una Iraslacién o v veshalaw o7 Gy ey sowiovha o 7 o (-\fs\-of 59_»\».,‘

vado por dos haslactiones o gov Lua Wus lacidu 4 vw yesbald
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en dishutas diveciones ai G €5 (50movryo o JL X7 w

S G s<Ta? ewdomces 6..\‘57'. es homeo waoy fo L cilindro a bierto (2f14-a).
St G2 R, awlomces (i <8 Wowneo worlo o vue banda de Moekivs abreriy
2
(2§ 4-¢). i G132 T, TLY embonces MFE o5 Lowreo worbo al Tove (¢5.44-3). 5i Gq=

(Te\ V.(-Q.k)> L RVN \-ov.ces GK\\E‘ <5 Uowaeo w\-so N “& ko \.e,\\“ Ag K‘&\‘M(ﬂjﬂ'fo) . ‘
z

Si G 23 v sobarupo de Teom (B?) wya accidu'ew B es propiawmenke dis.

conmRuva pevo wa libre, 2w louces existe o ¢ B povo <l eval su es kabiliza doy

Ea 25 wo Ivivial 4 Iewe orden Yiwi Yo (prop. 18). Veawuos couro sou los sobare. |

pos Similos de Tsowm (El).

Ba que las braslaciones y los ves ba lowes Meuen svden inbinilo, benewes

Lo siguiemie proposicidum.

¥ 0s51¢idun 31! U sobavupe Fiuile G €Tsown (IB*) cows b soloman e devobacia.
txroposiciom Qv p

wes de ovdew Fiuilo 4 vellexiouwes o

Ui buew efemnplo de lo o kevior <5 el grupo desiwmebias de vu polfgoue
vego lav, See me N, w3y § 32w PPel goligoun vegular de u lades cou cembo
0 y veérkices ovdanados omsecotivamente IV, Nul, Sea L Lo veuka que
Pose por Viyo. ko vellewsh R es vue sisme il de P* ol igual que R(,TR,
Yevemos goe B (0,7} = (RAV=4dy RAR (0,5M)RA= R (0, = R7'(0,7m). Si & es
cuo.\q,u\‘ar simelwta de P7, e domces & (V) =ve 5 Vel vy dowde i2it) wibulo w;
Ly dederminan 30 BEulonces 3R (0,0 com $it1 wdbolo s o 3=
R0 T)RE com §2i-1 modole m. B oheas petabvas, el grops de siweehvins

de P” endd dedo pev .
DK ALR A= B =L BAR'=A"D

2w Advmaivos de qenena doves q vela covwes dowde A= Q(O,"“lh\~3 B2 el
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Sik es vuo veckeo gue Wndersecko o R 2w 0 ou dugule T, e bowces A=RyRe;

@540 wos Pa.\-w\'\.\,g dov olhea P\-"-$w-\—¢..ui.o'm
Dn =<B,C: Bect= (B =4 >,
douwde B=RL s CTRe, AL grepe Duw lo Mawravewres arupe diddvice de ovden

zZvi. Notewios gue Dw posee uw subgrupe cfelico de orden v geuevado por

R (o, "% wyo tmbice ew Dw es dos.

P\—-o osi t'J.oDIV\ q0tRal: S7 G eleowm (‘E}) <3 Law §rupe Sini Vo , enlonces G ws la \dewW
dald, Ges gemevade poy Luw vebleridu, G es v avopo dledi.
co Du deovdenw 2 6 G e unm avupo ciclico deovden v

3 eune rado pov vha vo ko cidw R(A, Y y

Veawmes alvova alguuos ejermnplos de aub gropes de Tsow (B) wyo.
weeldn em B sea propiawmsnle discontinea . Obvicmmende, si & cTsom (lT:‘)vos
U gwupo S—iwi\-«} ; embouwces la acciow de G ey propiamente disconkinvo . Obves
egewp\os soun les arupes dlawaulaoxes. Seaun P, 4, v elN tales gue 2xiskevn
Wilwgolo A @ B eonos amgules tu bevues sean Ve, T7q ‘a‘“/v', Eslo twplia
co gque Fryevce y las Juicas pesibili dades poo P,%, ¥ sou \es heiple

bas .
(33.3) , (2,3,6) 4 (2,4,4)

st Svpenewaos PLIIY. Bl qrupe 2 (R3,1) wt definido caruo <l subgrupo
da Tsom (E) gewevando pov lat veflexiowes R, Rm,Ru dowde £ w,n soum
.\u.s veckas deler wai wodas pov los lodes $Z, TX o X5 de A . Bs $deil ver que em
los bves cases los hvas ladades de b pov elewnentos de (2, 9,7) cobrew a®

3
que <l astabiliza dov de A oy Muiol. Bulowces exishe vuo biyeccidn eulve

Loy elevmentes 9 de Q &7,%,¥) “ Los 4 (A), Clamawmente \a occicm de 2R 9,¥)

2w B s proplawmente dis coukuoa . El gropo R (£,3,Y) posee uw subgrope
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Je Gadice dos, el grope 27 (R0 gue comsishe do lodos los elemmentos de
SL(R,3,7) gue preser vom lo oviembe cddu . hos prodocles
R Ra=R (2, %K)
R = R 6, ) |
RaRu= R {3, %4)
gemevan o Q' (R 4,¥). Couno RIX™) RIS, Vo) K (2, W) =4d | aulomces Q'R a,v)

“<2s k—o.’ %%ev—méo pov cuos\q_u tex fov Ae. 20‘:“’9},2(‘3,“/‘\-) a 1(&,“[\-\ .

Obvo eiemplo esel anupe vectamaulaxy G qemerands pov las veflexiomes
en los wordve veetas gue uliewen cada vua o de los lados de ow Ve ldas
gulo P ew ', El aqvupe G s owmovrfo o Do kDo G pesce dos subgrupes
By K deinberes pone wosobves. Bl subgvope W cousisle de bodos los elowmon-
fos de G gue presevvom la oviewtecldn 4 K esel subarupe gemerads pov ,
dos vellaxioues en lades opuestos del vecldmagulo P o Elauvb avupo K @y iso.

worbo o Des.

Proposicidu 41twel: Sea Gclsom (E') van qrupe coga accion en TE es proplawes~
tediscon Huva 4 sea W <\ subqrupe de G q-,ue couska de
Yodas las “VOJ\ILA}‘.IZO-V\QS em G Eu\rol\nc'es W s Wivtal, isa
wiorfo o 2 o o ZLX7L. SF Has hrivial | cubomces & qs L ENIN
o. ST W es cfchico obkemewnos \os sicde arupes gue wiodelaw
vtra bamda tn Rniba o ST W e sommor§o o ZLXTL @ wlonces
sbtenawios los diecisicle avupos crts daloavd Ficas (Un qvupo

as wvistalogrd fico 5§ 5u cocien ke @5 commpacto) u

Los diecisiete cociewles epba’c dodos enn lo Pro posi ciduw B2-b .
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Recor dawmes o lwasteva $={(n1,0) € B1E 61}, o progeccashn
¢5§w~¢ogvc§§:(co~ de S-{eoy — = C, Wy "tf)\""es
G g)— B e

y wue “w ueyso €S

2Rez 1lux L=
Y ’(m‘u "arrt Teta )
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E\ yec de & ws o dada pov
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Toda isowelria de & este’ detevmminada pov 30 veshiceddn o cwaho pom—

bos de B wo coplanwves. Si a¢ Tsown (BY) eq tal gue (=20 eulowces @ va |t
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bralvrende opuestos o sl presevva o wo la eviewla cole.

El 3";‘P° S50() es <l subgvupe de O(3) gue presevva la ortewtacion, o
wal goier ele wmento 3 de 90() hewe dedermivanlte 1 500) es wusvbgro
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le voluciouw < me heivie)entonces 2 ssle deja fije alovigem. Ewlonces lay |

dos (—i‘nos de omelias de S que iavier fea le ovtem des'w: [as veflexiomes
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eclowces £Awm= x-x3. ‘E'vs-k—ov-%ces "}.el-"_'s( uu\&.\—'o \—r».u.“n'u\ alvededor deo x de
c&/wfad\o 26’ &ou«at e e b‘m.’-.\suh: Jf:_‘l‘;\wﬁec_ﬂ;‘.q,w da i 9w, Y ‘-Sq d-'c.dlh
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< S—\txiame).
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B priveer lugav, emcombvivenos algowes geoddsicas de B, co segonds lugoy
veremos algunas (sowmehelas de L 4, endervcer ligon, sabiewdo gue wua iso.
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