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Introduccién

Es bien conocido que la integracién explicita de ecuaciones diferenciales es
en general imposible, por lo que se tiene que recurrir a métodos cualitativos
para avanzar en su estudio. En estos términos, dos ecuaciones diferenciales
se consideran iguales si sus retratos fase son topdlogicamente equivalentes.
Intuitivamente, esto ultimo quiere decir que se puede deformar continua-
mente un retrato fase sobre el otro.

Si lo que se tiene es una familia de ecuaciones diferenciales que depende de
un pardmetro (o de varios pardmetros en general), para cada valor fijo del
pardmetro se obtiene un retrato fase. Si un valor de este pardmetro es tal
que al perturbarlo ligeramente el retrato fase no cambia (topoldgicamente),
se dice que la familia es estructuralmente estable en este valor. Al con-
trario, si en cualquier vecindad de este valor se pueden encontrar valores
del pardmetro para los cuales el retrato fase difiere del retrato fase en este
valor, entonces se estd en presencia de un walor de bifurcacion.

La importancia de los valores en donde una familia de ecuaciones diferen-
ciales es estructuralmente estable reside en el hecho de que para conocer el
retrato fase para un valor fijo del pardmetro, basta con estudiar el retrato
para un valor lo suficientemente cercano a éste. En el caso de los valores
de bifurcacién, la inestabilidad del retrato fase hace imposible conocerlo si
no se conoce exactamente el valor deseado. Las implicaciones de ésto son
claras en el caso de que la familia modele un fenomeno fisico que depende
de parametros externos (en general es imposible conocer tales pardmetros
con total precisién).

El propdsito de este trabajo es estudiar las bifurcaciones de familias de
campos meromorfos rotados. La contribucién consiste en utilizar técnicas
de métricas planas, utilizadas en el estudio de diferenciales cuadréticas, para
el andlisis de los sistemas dindmicos inducidos por campos meromorfos sobre
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‘una superficie de Riemman compacta y en particular, sobre la esfera.

Un' campo meromorfo s en una superficie de Riemann X es un campo
“‘que localmente se puede escribir como una funcién meromorfa. El tipo de
.ecuaciones diferenciales que se estudiardn son de la forma:

do
77 (1) = s(a(2)), (1)

donde s es un campo meromorfo.

Dado un campo meromorfo s en una superficie de Riemann existe una
métrica  Riemanniana  plana  <,>* X - Sing(s) =
X — {Singularidades de s} (esto es, un producto interior en cada plano
tangente a la superfice que varia diferenciablemente y que hace a ésta lo-
calmente plana) tal que las soluciones de la ecuacién (1) son geodésicas de
esta métrica.

Ahora bien, dado un campo meromorfo, se puede rotar cada vector s(z) un
angulo fijo 6, obteniendo un nuevo campo meromorfo al que denotaremos
como e*s (estd tltima operacién estd bien definida en vista de que s estd
definido sobre una superficie de Riemann la cual tiene una estructura com-
pleja que permite hablar en forma natural de el dngulo entre dos vectores
tangentes). De esta forma, para cada campo meromorfo s obtenemos una
familia de campos {e€?s|§ € S'} parametrizada por el ciirculo. De hecho,
esta familia corresponde al flujo geodésico de la métrica plana mencionada
anteriormente.

En el cdpitulo’3 se estudian las bifurcaciones de la familia {€'°s|§ € S'} en
el caso en que s es un campo meromorfo en la esfera de Riemann. Las ca-
racteristicas topolégicas de la esfera (en particular el teorema de la curva de
Jordan) reducen considerablemente este estudio en comparacién con el caso
de campos meromorfos en superficies de Riemann compactas con género
mayor que cero. En el caso de la esfera se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 3.2.1: Considerese la familia de campos {e*?s|§ € S'}, donde
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s es*un campo meromorfo. en-S : ‘ ,
-conjunto de valores de bif amilia es un ‘conj
“‘més un numero finito’de puntos de acumulacién.” - 1

: Elpla.n de la demostracién de este teorema es como sigue:

‘Se inicia haciendo una distincién entre los cilindros generados por los ceros
de un campo meromorfo (esto es, subconjuntos de X — Sing(s) isométricos
a St x (0, 00) con la métrica plana usual, donde S! = {(z,y) € R?|x?+y? =
r?}) en (S? — Sing(s), <,>°) y los anillos generados por érbitas cerradas
de s pero que no corresponden a ningin cero de s (esto es, subconjuntos
de X — Sing(s) de la forma S! x (a,b) donde a,b € R). Se demuestra
que (52 — Sing(s), <,>*) solo puede tener un ndmero finito de anillos y
posteriormente se demuestra que la familia {e?s|6 € S'} se bifurca en y
solo en los dngulos 6 € S tales que e'?s tiene conexién entre polos (esto
es, existen érbitas de e*s que conectan a un par de polos de este campo).
Las conexiones entre polos que estan en la frontera de un anillo son las
que generan los puntos de acumulacién en el conjunto de bifurcaciones de
la familia {e??s|§ € S'}. Todas las demas conexiones entre polos generan
bifurcaciones aisladas en este conjunto. Del hecho de que (5% — Sing(s), <
, >*%) tiene un nimero finito de anillos, se concluye que el conjunto de valores
de bifurcacién de {€?s|6 € S'} es un conjunto con a lo mis un niimero finito
de puntos de acumulacién.

En particular, si un campo meromorfo es tal que (S — Sing(s), <,>°) no
contiene anillos {como ejemplo de ésto tenemos a los campos polinomiales,
esto es, campos de la forma s(z) = (a0 +a12 4 +a,z")Z) en su métrica
asociada, entonces las bifurcaciones que se obtienen al rotarlo son finitas.

Esta tesis es el resultado del trabajo que realizamos conjuntamente mi ase-
sor (Jesis Mucifio Raymundo) y yo, lo mismo que el articulo “Bifurcations
of Meromorphic Vector Fields on the Riemann Sphere” que se encuentra en
las Publicaciones Preliminares del Instituto de Matematicas (UNAM) con
el nimero 300. Aprovecho este espacio para agradecer el apoyo y estimulo
que recibi de él durante el tiempo que trabajamos juntos. También deseo
agradecer a Federico Sdnchez Bringas, José Antonio Gémez Ortega, Héctor
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Sanchez ‘Morgado y Manuel Jestis Falconi Maga.na, por haber aceptado k
revisar este trabajo ¥ por sus valiosos comentanos :
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Capitulo 1

La finalidad de este capitulo es establecer las definiciones y conceptos
bésicos para el trabajo posterior. En la seccién 1.1 se definen las superficies
de Riemann, que son las superficies en las cuales se encuentran los objetos
que se estudiardn: los campos meromorfos. Estos 1ltimos se definen en la
seccién 1.2.

1.1 SUPERFICIES DE RIEMANN

Definicién: Sea X un espacio topolégico de Hausdorff con base numerable.
Se dice que X es una n-variedad topoldgica si todo punto de X tiene una
vecindad abierta homeomorfa a R".

Sea X una 2-variedad topolégica. Una carte en X es un homeomorfismo
@ : U — R? de un abierto U de X en un abierto p(U) de R2. Dos cartas
1,02 en X son holomorfamente compatibles si la funcién

pa0p1™l i o1 (Ur NUs) — a(Ur NT2)

es un biholomorfismo (esto es, una funcién holomorfa con inversa holo-
morfa). Obsérvese que en este caso se estd identificando a R? con el plano
complejo C, de la forma usual.

Un atlas complejo en X es una familia F' = {p; : U; — i(U;)|e € I} de
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Wies Ui Los elementos
un: atlas.complejo F' es
nente compatible con las

cartas holomorfamente compatibles tal que M.
de F' se llaman cartas complejas en X Se.
mazimal si toda carta compleja que sea holomorf:
cartas de F" esta en F. ’

Una estructura compleja en X es un atlas maximal en X.

De hecho, dado un atlas complejo F en X, éste se puede extender a un atlas
maximal tinico F* definido como F™* = {p|p es holomorfamente compatible
con todas las cartas en F'}. De esto 1ltimo se sigue que para determinar una
estructura compleja en X basta con dar un atlas complejo en este espacio.

Definicién: Una superficie de Riemann es un par (X,F') donde X esuna
2-variedad topoldgica conexa y F' es una estructura compleja en X.

Ejemplos:

(a) E! plano complejo: Considérese el plano complejo C. Como espacio
topolégico C es igual a R? y la estructura compleja en él estd dada por el
atlas cuya tnica carta es la identidad.

(b) Dominios: Sea X una superficie de Riemann y 4 C M. Se dice que A
es un dominio si es un conjunto abierto y conexo en X. Si F es la estructra
compleja en X, entonces la estructura compleja en A esta dada por las
cartas ¢ : U — ¢(U) en F tales que U C A.

(c) La esfera de Riemann: Considérese el conjunto CU{oo} con la topologia
que se obtiene de C compactificando por un punto (el punto al infinito).
Con esta topologia este espacio es homeomorfo a la esfera; entonces, por
comodidad, se escribir4 C U {oco} = S%. Se proveerd a este espacio de las
siguientes cartas:



" El cambio de coordenadas estd dado por

@207 1 (C = {0}) — (C = {0}) tal que p; 0 ¢7(z) =
que claramente es un biholomorfismo. ORI

De ahora en adelante se entenderd que S% = CUco es la superficie anterior.

Haciendo la analogia con variedades diferenciables, una estructura compleja
en una superficie permite hablar de funciones holomorfas en ella, o mas
generalmente de funciones holomorfas entre superficies.

Definicién: Sean X y Y superficies de Riemann. Una funcién continua
f i+ X — Y se dice que es holomorfa si para cada par de cartas ¢ : Uy —
w(U)en Xy ¢: Uy — p(Uz) en Y tales que f(Ui) C Uz, la funcién

YofopTlipl) — %(Us)

es holomorfa en C.

Una funcion f : X — Y es un biholomorfismo si es holomorfa, biyectiva y
su inversa es holomorfa. Dos superficies de Riemann X y Y son holomor-
Jamente equivalentes si existe un biholomorfismo de X en Y.

En general, cualquier concepto que sea invariante bajo biholomorfismos
entre abiertos de C se puede extender a superficies de Riemann, pues los
cambios de coordenadas son biholomorfismos entre abiertos de C.



Ejemplo:

Sea D = {(z,y) € R?[x® +y® < 1} C R? con la estructura compleja que
hereda como dominio de R2. Los espacios C y D son homeomorfos pero
no son holomorfamente equivalentes dado que cualquier funcién holomorfa
de C en D es constante, pues D es un conjunto acotado y el teorema de
Louville dice que una funcién holomorfa en todo C y acotada, es constante.

Definicidn: Sea X una superficie de Riemann. Una funcidn meromorfa
en X es una funcién holomorfa de X en S2. : a5

Si f : M — S? es meromorfa, los puntos z E b tales que
laman polos de f. .

Una funcién racional R(z) es una funcién que se puede expresar como el o
cociente de dos polinomios complejos. Esto es:

R”_Qgg

donde P(z) y Q(z) son polinomios complejos los cuales, para evitar confu-
cion, se supondrin primos relativos.

Dada una funcién racional R(z) se extenderd a una funcién de S? en S*
definiendo R(c) = oo para todo cero ¢ de Q(z), y

) si grado(P)>grado(Q)
R(o0) = limz__..x,—%l si grado(P)=grado(Q@)
0 si grado(P)<grado(Q).

La siguiente proposicién clasifica a las funciones meromorfas en S2.



Proposicién 1.1.1:  Una funcién en S?-es meromorfa si-y solo si es
racional. Fe e e e

Demostracion:

Es claro que una funcién racional es meromorfa en S?. Se demostrard
entonces que una funcién meromorfa f en la esfera es racional.

Basta con probar que f es racional o que la funcién 1 es racional, por lo

que se puede suponer que f no tiene un polo en oo, o lo que es lo mismo,
que esta acotada en el infinito. Se sabe que f tiene un nimero finito de
polos (pues S? es un espacio compacto). En cada polo de f se desarrolla
en serie de Laurent y se recolectan las partes con potencias negativas para
construir una funcién racional R(z) con las propiedades siguientes:

(1) R(z) tiende a 0 cuando z tiende a infinito.
(2) f(z) — R(z) en analitica en C.

Del teorema de Louville se concluye que f(z) — R(2) es constante y por lo
tanto f(z) es racional. S

1.2 CAMPOS MEROMORFOS EN SUPERFICIES

Asi como para hablar de campos C" en variedades diferenciables se necesita
del concepto de haz tangente (el cual bereda una estructura diferenciable
de la estructura de la variedad), para hablar de campos meromorfos en una
superficie de Riemann se necesita proveer al haz tangente de ésta de una
estructura holomorfa.



Se comenzara con algunas definiciones:

Definicién: Sean EF y X espacios topolégicos y p : E —= X una funcién
continua tal que para toda x € X p~!(z) = E, tiene la estructura de un
C-espacio vectorial de dimensién uno. Se dice que la terna (E,X,p) es un
haz de linea sobre X si cada punto r € X tiene una vecindad abierta U
tal que existe un homeomorfismo h de Ey = p~!(U) sobre U x C con las’
siguientes propiedades:

(i) h preserva fibras, esto es, si gy : Ux C — U se define comio qu(m; =z
entonces:
qu o h|Ey = p|Ey.

(ii) Para todo z € U la funcién h|E; : E; — {z} x C es un isomorfismo de

C-espacios lineales (donde {z} x C se identifica con C de la manera obvia).

La funcién h : Ey — U x C se llama trivializacidn local. Si U = {U;};¢;
es una cubierta abierta de X y h; : Fy, — U; x C son trivializaciones
locales, se dicé que la familia H = {h;};c es un atlas para E.

Sea (E,X,p) un haz de linea y H = {h; : Ey, — U x C},,; un atlas para
E. Considérense las siguientes funciones:
Pij =h,'Oh.JTl :(UinU;) x C — (UiNUj) x C.

De las propiedades (i),(ii) se sigue que ¢;; preserva fibras y que es un
isomorfismo sobre cada una de éstas, de lo cual concluimos que existen
funciones g;; : Ui N U; — C — {0} tales que:

wij(z, z) = (z,9ij(2)z).

Las funciones g;; se llaman funciones de transicion.

Como h; y hj son continuas, entonces (;; es continua y por lo tanto g;;
también lo es. Sin embargo, en el caso en que X es una superficie de
Riemann, para poder hablar de campos meromorfos en X se necesita que
las funciones g;; tengan una propiedad adicional.
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Definicién: Sea X una superficie de Riemann, (F,X,p) un haz de linea
sobre X y H un atlas para F. Se dice que H es un atlas holomorfo si las
funciones de transicién asociadas a éste son holomorfas. Un haz de linea
provisto de un atlas holomorfo se llama haz de linea holomorfo.

Sea s : X — FE una funcién que satisface po s =I X- ;Utilizando una
trivializacién local A se puede escribir: R o

h(s(z)) = (z, sn(z)):

Definicién: Sea (F, X, p) un haz de linea holomorfo. Se dice que s es una
seccién meromorfaen X si las funciones locales sp : U — CU {oo} (donde
U es un abierto de $2) son meromorfas para toda h. € H, donde H es un
atlas holomorfo.

Hay una ambigiiedad en esta definicién que se debe aclarar. Las funciones
sp con h € H tales como se han definido van de U en C (no en C U {co})
por lo que estrictamente hablando una seccién meromorfa no va de X en £
pero si cumple con que po s = Ix salvo en los polos de las funciones sp.

Por comodidad se seguird escribiendo s : X — E cuando s es una seccién
meromorfa, entendiendo que las funciones s, pueden tener polos.

Si z € U; (donde j no es necesariamente igual a i) se puede considerar
hj o s|U;(z) = (z, sp;(x)). La relacién entre s;; y s, en U; N U; esta dada
por la siguiente férmula:

sni(z) = gij(x)sn; (x). 1)

De (1) se sigue que s, es meromorfa en en U;NU; si y solo si sp; lo es, pues
la funcidnes g;; no se anulan y son holomorfas en U; N Uj;. Por lo tanto, la
definicién de seccién holomorfa queda bien establecida.

Se dice que s tiene un polo de orden n en z si alguna funcién s, con z en
su dominio tiene un polo de orden n en este punto. De nuevo, la relacién
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. (1) »e]jmi.tia"’cualquier ambigiiedad en esta definicién.

La relacxon ( 1) refleja el hecho de que en un haz de linea’ holomorfo se puede’
" definir el 4ngulo entre dos elementos de E no nulos y con el 1 rmsmo ‘punto
base. Esto se hace de la siguiente manera: (AN

Sean =z € X y v, V2 vectores no nulos en E i EH tal‘fqué z e U;

se tiene que:
hi (vl) = (2:, wl)

donde wy,w; € C — {0}
Se define el dngulo entre vy y vs “como el {é.ng'l‘.iloﬂdirbigido en contra de las
manecillas del reloj entre w} y wh. Obsérvese que el hecho de que las fun-

ciones de transisién sean holomorfas provee a los haces de linea holomorfos
de una orientacién canénica.

Si se hubiera considerado h; en lugar de h; entonces, se habrian obtenido
los vectores wi y w3, pero el dngulo entre estos dos vectores es el mismo
que el dngulo entre w] y wj, pues

wi = gij(z)wi, wh = gij(z)w}.
Estos comentarios permiten definir el operador Ry : E — E como el

operador que manda a un vector v € E; al vector Ry(v) en E, que forma
un dngulo & en el sentido contrario de las manecillas del reloj con v.

Se puede definir ya el haz tangente a una superficie de Riemann X, el cual
resultara ser un haz de linea holomorfo.

Sea X una superficie de Riemann, z € X y

V> = {(p,v)|p es una carta compleja en z y v € C}.

Considérese la siguiente relacién de equivalencia en V:
. d 1 e
(p1,91) ~z (p2,92) st (@2 0 07" )(p1(2))vr = v2:
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A la clase de equivalencia de un elemento (p;v) € Visele d‘enkotakpor’[ga; v] x ‘
y se llama wector tangente a X en z. : : : :
Definicién: El espacio tangente a X en.z:es el conjunto ‘de vectores tan-
gentes a X en z y se le denota por T, X y: el haz tangente TX a X es la
unién de todos estos espacios, esto es: .

L.X = (il € oy

TX = U T,,X.
z€X

Se define p : TX — X como la funcidn de proyeccién que manda a los
vectores en 7. X a z.

Proposicién 1.2.1: Sea X una superficie de Riemann. La terna
(TX,X,p) es un haz de linea holomorfo.

Demostracién: Los subconjuntos T»X = p~!(z) tienen la estructura de
un espacio vectorial complejo de dimensién 1 bajo las siguientes operaciones:

[(psv0)] + [(p, v2)] = [(p, 01 + 02))]
a[(¢,v)] = [(p,av)], donde a € C.

Es facil ver que esta operacién no depende del sistema de coordenadas
utilizado.

Para construir las trivializaciones locales considérese una atlas complejo
{pi : Ui — ©(Ui)};er en X. Se definen las trivializaciones

hy; p~Y(U;)) — U; xC

de la siguiente manera:

he(liis o)), =
Para z € U; NUj, se tiene: :

(zv)



Por lo tanto, las funciones de transicién

9:i(2) = (i 0.9 7 )(i(2))-
Estas funciones son holomorfas, pues ; ¢ cp;-'l es un biholomorfismo.

Como g;j es en particular continua entonces hy; o hw-l también lo es,
lo cual permite definir la topologia en T'X como la topologia que hace
homeomorfismos a las funciones hy,,; para toda ¢ € I. Con esta topologia es

facil verificar que p es continua.

Definicién: Sea X una superficie de Riemann. Un campo meromorfo en
X es una seccién meromorfa en T'X.

Para simplificar la notacién, de ahora en adelante cuando se tenga una
carta ¢ : U — ¢(U) se escribitd &, = [p,1].. De hecho se escribird
;% = [¢, 1] , sobreentendiéndose que se estd en el punto base adecuado.
De esta forma, dado un campo meromorfo s su expresién local en ¢(U) es

J
Se (2 ) 553
donde s, : p(U) — C es una funcién meromorfa.

Se termina esta seccién haciendo una clasificaciéon de los campos meromorfos
2
en S°.
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Consxderese a 52 con las cartas comple_]a.s <p1, @2 deﬁmdas en Ia seccién’
1.1, eJemplo (c). Sis: S =] ampo meromorfo, entonces la
expreswn de s en la carta; :

donde R(z) ‘es meromdrfa." en
La, expresién de s en la carta w2 st
‘ 1,0
2
= —22R(Z)—.
s() = ~*R(5) o

Esta tltima funcién tiene que ser meromorfa en 0, lo cual equivale a que R
extienda a una funcién meromorfa en oo, por lo que R tiene que ser una
funcién racional. De esta formula también se sigue que R pensado como
campo vectorial tiene una singularidad en co de orden dos mds que el orden
de R en oo pensado como funcién. Asi, un campo con un solo cero simple
en C tiene un cero simple en oo, uno con tres ceros simples en C tiene un
polo de orden uno en oo, etc.

Esta clasificacién de campos meromorfos en S? se hizo mediante el uso de
una estructura compleja fija, sin embargo, el teorema de uniformizacidén
dice que esta estructura es tinica hasta biholomorfismo, por lo que no se
pierde generalidad.

Esta tltima observacién no es cierta en el caso de otras superficies. Por
ejemplo, el disco unitario y el plano complejo son homeomorfos como espa-
cios topoldgicos, pero como se hizo ver en la seccién anterior estos poseen
estructuras complejas que no los hacen biholomorfos.

De ahora en adelante cuando se hable de campos meromorfos en una su-
perficie se supondra que se ha fijado una estructura compleja en ella.
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Capitulo 2

Habiendo definido los campos meromorfos, el siguiente objetivo es inten-
tar entender la dindmica inducida por éstos en una superficie de Riemann
compacta. Esto es, estudiar las soluciones reales de

2 1) = s(a(t)), e

donde s : X — TX es un campo meromorfo, X es una superficie de
Riemann compacta (suposicién que se hard de ahora en adelante) y o :
(a,b) C R — X es una curva C*® en X.

En este capitulo se da un primer paso hacia el entendimiento de este pro-
blema analizando la dindmica local inducida por s en X. Esto dltimo se
divide en dos partes:

(a) Analizar la ecuacién (1) en una vecindad de un punto singular de s, esto
es, un polo o un cero de éste campo (seccién 2.1).

(b) Analizar la ecuacién (1) en una vecindad de una érbita cerrada (seccién
2.2).

Se termina el capitulo en la seccién 2.3 haciendo ver que el problema de
describir las foliaciones inducidas por la familia de campos {e?s|§ € S}
en X% = X — {singularidades de s} equivale a estudiar el flujo geodésico
en el espacio (X9, <,>%), donde <,>° es una métrica riemanniana plana
adecuada. :

12



2.1 DINAMICA LOCAL EN PUNTOS SINGULARES

Definicidn: Sea s un campo meromorfo en X. Se dice que un punto z E X
es un punto singular de s si z es un cero o un polo de s. R

Como las singularidades de un campo meromorfo estdn aisladas cuando s
esté definido sobre una superficie de Riemann compacta, tal campo tendra
necesariamente un nimero finito de singularidades.

Interesa entender la ecuacién diferencial real asociada a s:

do '

— — t
| (1) = s(a(t) (1)
en una vecindad de un punto zo € X. Para ésto considérese una carta
@ : U — @(U) en zp con p(zg) = 0. La expresion local de s en esta carta
tiene la forma

8
S‘P(Z)a—z’

por lo que (1) se convierte localmente en:

dz d
(1) = solx() 2 ).

Obsérvese que 0 € C es un punto singular de s, del mismo tipo que s tiene
€en Iog.

Proposicién 2.1.1: Seaz9p € X y s : X — TX un campo meromorfo.
Existe una carta compleja @ : U — ®(U) con ®(xo) = 0 tal que:

2" si zo es un polo de orden n
sp(z)=4(1 si zp es un punto regular

a(zo)z si g es un cero simple, a € C.

13



Demostracién:

Caso I. 0 € C es un polo de orden n con n > 1, o es un punto regular de
s,. Entonces s, se puede escribir en una vecmdad de 0 como:

sp(2) = 27"g(2),
donde g es analitica en esta vecindad y g(0) # 0. El caso en que 0 € C es

punto regular de s, corresponde a n = 0.

Es claro que para demostrar la existencia de la carta ® con las propiedades
deseadas, basta con encontrar un biholomorfismo local % con la siguiente
propiedad:

dh _ -
T (2) = (h(z) ™"
o en forma equivalente:

d (h())"+ . 1 '

dz( n+1 )=2 g(z)" )
Como g(0) # 0, entonces 2" 5 es analitica en un vecindad B.(0) de 0, de
lo cual se sigue que existe una funcién analitica r : B,(0) — C tal que:

1
( )= 9(2)
De esta ecuacién se concluye que 7 tiene un cero de orden n + 1. en 0, lo
cual implica que existe rq : B.(0) — C analitica tal que ro(0) # 0 y

2" lrg(2).

. r(z) = n+ 1
Utilizando ésto e ignorando constantes, se tiene que (3) toma la siguiente
forma:

(h(z))n+1 = z"+1r0 (z)

Ahora, como ro(0) # 0, existe ¢g > 0 tal que rg(B,,(0)) estd contenido en
una rama bien definida de z737.

14



k kEntonces, para. zZ € Bco (0) se puede deﬁmr

)= z(ro(z»—h
; que por construccwn satisface (3)

Solo falta verificar que & es un blholomorﬁsmo local, pero ésto es un cdlculo
sencillo:

—1L__3 dTO

3;(2) = (7‘0(2)) e (Z) + (ro(Z)) e

y entonces

ZO=orto

Observese que h(0) = 0.

Caso II. 0 € C es un cero simple de s,,.

En este caso se puede escribir a s, en una vecindéd de 0 como:
s0(2) = azg(2),

donde g(0) =1ya= 1’—2(0)

En este caso buscamos un biholomorfismo local & tal que:

%(z)azg(z) = ah(z).

Si se restringe z a C — 1, donde ! = {r € R|r > 0}, entonces esto iltimo se
escribe como:

(ln(h( ) = ©)

zg(z)
15



Como g(lz) es analitica en B.(0), para alguna € > 0 se puédé desarrollar esta
funcién en serie de potencias en la bola B, (0) esto es: -
. .

——(——)—-1+a12+a2z +

por lo tanto

Si se h_ac_e’f =
donde
entonces
dr
—(2) = ara z € C — l
(&= zg( 3 P

Utilizando r la ecuacién (4) se convierte en:

In(h(z2)) = Inz + ¥(z).
Entonces se puede definir h(z) = 2e%(?) que por lo anterior satisface @Dy
ademds, no se es necesario restringirse a C—1 (los logaritmos que aparecian
inicialmente se han cancelado al final del proceso).
Por dltimo, hay que verificar que 52 (0) #0

( )= d¢(2) RTCIIR"E
entonces

Z—Z(O) =¥ =% =1,

16



Obs’érvese":quve~ h(O) = O T L ; ‘ ; |

Sigp:V = 1/J(Vj és:‘iqt':ra'(z:ié;r’ta.l én zo ta.l que 1/)(:1:0) = 0, és facil verificar
que: R S TR A S, e

ds"’( 0= ‘“*’ Le o).

Entonces, cuando ¢ es un cero simple de s, el niimero d—;—f(O) es el mismo
independientemente de en _que sistema coordenado se calcule, y de ahora en
adelante se denotara. por s (o). Es claro que el complejo a de la proposicién
anterior es igual a s (zo).

Se ha omitido el estudio de ceros miltiples, sin embargo éste es un caso
degenerado de cuando varios ceros simples se colapsan para formar un tinico
cero multiple (més adelante mostraremos como es ésto). Lo mismo se puede
decir en cuanto a los polos mailtiples.

De ahora en adelante, cuando hablemos de campos meromorfos se supondra
que éstos poseen ceros simples, o escrito de otra forma, si s es un campo
meromorfo en X y z es un cero de s, entonces s (z) # 0. Se denotars al
conjunto de singularidades del campo s como Sing(s).

La proposicién anterior reduce el estudio de las dindmicas locales de cam-
pos meromorfos al estudio local (alrededor del 0 € C) de las siguientes
ecuaciones:

(i) £(@)=2""(t)conn>1
(i) F@) =1

(iil) 42 (¢) = az(t)
17



La ecuacién (i) se puede escribir como

‘Entonces -

dbﬁ(ie A =n+1 ykEC :
‘Utilizando una rama especﬁﬁcé. de zﬂ-’i se puede despejar z(t) obteniendo:

2(t) = (At + k)7,

Scth

\nipe Lé"‘ﬁo
squra"h‘li per .
> v ‘ J
: :< S}Fam’frii
1) 1(b)

F'u uca 1

9

La figura 1(b) se obtiene aplicando la rama de 27-%, tal que — 27 <
arg(z™7) < 731 @ las rectas At + k, figura 1(a).

Al sector mostrado en la figura 1(b) se le llama sector hiperbélico y a las
6rbitas que lo delimitan se les llama separatrices.
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Para obtener la soluciones completas a.lrededor de ‘G 'C de la ecuacién
BN

(i) simplemente utilizamos las ramas restantes de 277, ~Los dibujos para
n = 1,2 se muestran en la figura 2. : O

W

F|9uro 2 N=?

En general, se tiene qué la dindmica alrededor de 0 € C de 4(t) = z~"(t)
consta de 2(n + 1) sectores hiperbdlicos. ‘

Las soluciones de la ecuacién (ii) se muestran en la figura 3.

5
>
L4
L4
—y
By
Ny
7

F'lsufa 3

En este caso, el corolario de la proposicién 2.1.2 dice que alrededor de un
punto regular de un campo meromorfo existe una carta compleja en la cual
este campo es el campo constante paralelo al eje z en R? = C (compérese
ésto con el resultado para puntos regulares de campos C*).
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La ecuacién (iii) es lineal y tiene soluciones

() =kett

'qu 'd;{bujos correspondientes a Im(a) > 0 se muestran en la ﬁgﬁi‘a 4.

N4
2N

fuevle centvo po 20
020 fuerte
f’ F]aufq A’ .

El caso en que Im(a) < O es similar a éstos, pero con las orientaciones
cambiadas.

Entonces, para ceros simples se presentan tres tipos de dindmicas: pozos,
fuentes y centros.

Obsérvese en particular, que en el caso en que s (zo) es imaginario puro, la
dindmica alrededor de z¢ es localmente biholomorfa al caso correspondiente
mostrado en la figura 4. Esto contrasta con el caso general de campos C*, en
los cuales no se puede obtener informacién segura de como son los campos en
vecindades de ceros no hiperbdlicos (véase Teorema de Hartman-Grobman,
[Pal).

20



: Recuerdese que un cero go de un campo C*: (k> > 1) g
una n-variedad diferenciable es hlperbohco si cua.ndo
‘carta loca.l @ U — (,o(U ) alrededor del cero, .est

distinta de cero.

Se termina aplicando el siguiente teorema a campos meromorfos en una
superficie de Riemann compacta.

Teorema 2.1.3: Sea g un campo C? en una 2-variedad compacta y conexa
M con un ndmero finito de singularidades (esto es, ceros del campo). La
suma de los indices de las singularidades de g es igual a la caracteristica de
Euler x(M) de M.

Para la demostracién y la definicién de los términos empleados en este
teorema vease [Ar].

Es facil ver que este teorema se puede aplicar a campos meromorfos en una
superficie de Riemann compacta.

En este caso el indice de un polo de orden n en —n pues cada sector
hiperbdlico contribuye con 57314 al indice total (veanse los dibujos), los
ceros simples tienen tiene indice 1 pues son pozos, centros y fuentes. De
hecho es sencillo demostrar que los ceros de orden n tienen indice n.

De estos comentarios se obtiene la siguiente proposicién:
Proposicion 2.1.4: Sea s un campo meromorfo en una superficie de
Riemann compacta X, ¢i,...,cx los ceros de s y p;,...,pt sus polos. Entonces:
. k !
S o) = 3 o(pi) = x(X)
i=1 i=1
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donde o(c;) es el drdeﬁ c"_ie:c:,:iy ‘o'(;p,-’)»"éfé_?'él‘;i,or'dén'de D

Esta proposxclon “dice'en partxcular que las tnicas uperﬁcxes de R.xema,nn
compactas que admiten campos holomorfos (esto es,sin polos) son la esfera
y el toro. "

Como el haz tangente al toro admite una trivializacién global, entonces
los campos coinciden con las funciones. Pero una funcién holomorfa en el
toro es necesariamente constante. De todo ésto se obtiene que los campos
holomorfos en el toro son los campos constantes.

En el caso de la esfera de Riemann, que tiene caracteristica de Euler igual a
2, los campos holomorfos tienen o dos ceros simples o un cero de orden dos.
De esto se sigue que los campos holomorfos en esta superficie se escriben
como:

8
f(2) = (a0 + a1z + azzz)a—.

Se ve entonces que estudiar campos holomorfos es muy restr1c1vo, lo cual
nos motiva a admitir la presencia de polos.
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- 2.2 DINAMICA LOCAL DE ORBITAS CERRADAS

Recuérdese que Rp : TX —+TX es el operador que‘ma.nda;yv‘a, unvectorv :
en T X al vector rotado un dngulo G'gn T.X. La expresién lgcal de Rg esiy
“R. oY eify 2

Q(v Bz)‘ ¢ ”ax

Si s: X — TX es un campo meromorfo se define e?’s = Rys, que resulta

ser un campo meromorfo con las mismas singularidades que s.

Si z € X se define s;(z) como la traslacién del punto = mediante la solucién
a de 42(t) = s(a(t)) con a(0) = x por un tiempo ¢, esto es, s;(z) = a(t).

La siguiente proposicién da informacién suficiente para entender la dindmica
inducida por un campo meromorfo en una vecindad de una drbita cerrada.

Proposicién 2.2.1: Sea s un campo meromorfo en X y « : [a,b] —
X — Sing(s) tal que a(t) = s(a(t)). Existe € > 0 tal que el campo normal
(zs) (z) , donde i = €'%, estd definida para = € o([a,b]) y |u| < €, y ademss,
si se define

Bu(t) = (is)u((?))

entonces

dﬂu

(t) = S(ﬁu(f))

Demostracién:

Sea {®; : U; — (—€i,€) X (—ke;,os;)},@':1 una familia de cartas complejas
tales que: '

(i) {U1, -+, U} es una cubierta de a([a, b]).
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: -—,E,‘,G,')‘. 3

La expresién del campo is en la carta <I>, esta dada por:.

- iéq,i(zj =i

W

ot (La,67)

\(Pi (-e,&)%(-6,6)
=

Val

F iguva 5

L (cklCa,D) 0 U')

Se tiene que el segmento de la solucién de £2(t) = s(a(t) que estd contenida
en U;, corresponde (mediante ®;) a un segmento de la solucién de

Z—j(t) =1 tal que 2(0) € (—€;, €;) x {0}.

La funcién (is), corresponde localmente a las traslaciones

(isd’i)u(P1 q) = (pi q + u)7

de donde se sigue que:

(i) (2s)u(z) estd definida para z € a([a,d]) ¥ |u} < € = min{ey, -+

(ii) Bu(t) satisface Lx(t) = s(Bu(2)).

24
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Vthat:f La p:r'bpc)siéic'}‘nganteriilbr se -sigue cumpliendo si en lilgai' de tomar
(is)u se considera (e*?s), para cualquier 8 € [0,27) (claro que los casos en
‘que § = 0,7 no son interesantes).

En particular, si @ :.[e,b] — X es una érbita cerrada con periodo T,
entonces la proposicién dice que existe ¢ > 0.tal que las curvas

Bult) = (is)ula(t))
satisfacen —‘%ft—“(t) = s(By(t)), figura 6.

Fig\)fﬂ 6
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Es claro que estas curvas son cerradas y con el mismo Vp"er'i'()dd T quea. N
Se ha obtenido el siguiente resultado:
Proposicién 2.2.2: Sea I' una érbita cerrada de s con periodo T. Existe

una vecindad V de I tal que todas las 6rbitas de s que intesectan a V estdn
contenidas en V| son cerradas y tienen el mismo periodo que I'.

F'\aufa '+



2.3 ASPECTOS GEOMETRICOS

La siguiente proposicién muestra que las soluciones de 4&(¢) = s(a(2))
donde s es un campo meromorfo, corresponden a geodésicas en X — Sing(s)
con una métrica de Riemann adecuada. :

Proposicién 2.3.1: Sea s un campo meromorfo en una superficie de
Riemann X. Existe una métrica riemanniana plana <, >® en X —Sing(s) tal
que las soluciones de 42 (t) = s(a(t)) son geodésicas en (X —Sing(s), <,>°).

Demostracién:
Sea {®; : U; — ®(U;)} un atlas complejo.en X — Sing(s) tal que: .

sa,() =1, O

entonces las representaciones de is en estas cartas son

is9,(z) = 4. ‘ @)

Todas \as érbitas

certadas ienen ‘q
misma ‘mngi\‘u&-

Figurc\ 8
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Se define la métrica’ <, E>U"’é'n,U-,
<(7.t1a +u26)(v1 + 2a)>‘ U3V + UpVa, o
que es la métrica plana usual en @;(U;) como subconjunto abierto de R2.

Para poder unir estas métricas locales en una métrica global en X — Sing(s)
se necesita probar que estas son compatibles, esto es, si U;NU; # 0 entonces
el cambio de coordenadas es una isometria plana. De hecho, este cambio
de coordenadas es una translacién en el plano, pues por la forma en que
se construyeron las cartas se tiene que £ (®; o ®7')(2)) = 1. Se define la
métr}jca, global <, >*® en X — Sing(s) como la unién de las métricas locales
<, >Ui,

La métrica <,>° se ha construido de tal forma que las cartas ®; son
isometrias de U; en el espacio ®(U;) con la métrica usual que hereda como
subconjunto del plano. De aqui se sigue que <,>° es una métrica plana,
y como las solucwnes de 43(t) = 1 son geodésicas en ®(U;), entonces las
soluciones de 42(t) = s(c(t)) son geodésicas en el espacm X — Sing(s) con

la métrica dada.

Dada una de las cartas ®; mencionadas en el teorema se tiene en general

que e'%s se escribe en esta carta como:
f@ (Z) —_ eiG
por lo que no solo la soluciones de 2%(¢) = s(a(t)) son geodésicas en

(X — Sing(s), <,>*), sino también la soluciones de 4%(t) = e?s(c(t)) para
cualquier @ € [0,27).

La métrica inducida por e
s, de hecho:

s en X — Sing(s) es isométrica a la que induce

I:(Xx- Sing(s), <, >°) — (X — Sing(s), <, >°w"),

donde I(z) = z, es una isometria.
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Entonces la métrica <, >* no esta. asoaada excluswamente al ca.mpo s

sino a toda la familia {e‘os|9 € [0,27)} (obsérvese que en esta métrica los

vectores e's(z) tiene norma, 1 para toda zeXy 0 € [0,2r)). En resumen:

FEstudiar las drbitas inducides por la familia de campos meromorfos
{e'%5]6 € [0,27)} en X — Sing(s) se reduce a estudiar el flujo geodésico
en (S? — Sing(s), <,>°).

Obsérvese que si « : [a,b] — X es solucién de & d2(t) = e'9s(eft)) (6 €
[0, 27]), la longitud de a({a,b]) en términos de <,>° esel tiempob—aen -

que & Tecorre a este conjunto, pues el vector & (t) es unitario.

Los resultados locales obtenidos anteriormente se interpretan en termmos
de <, >° de la siguiente manera: :

Caso L zp € X es un cero simple de s.

Existe 8 € [0,27) tal que (e%s)'(z0) es un real positivo. Tenemos entonces
que: L T kN

Por lo tanto existe una carta ®: U :
locales de e*fs y ie*s son :

sa(2) = |s'(wo)]
isg(z) = i|s (zo)|
respectivamente.
Las soluciones de 9(t) = fo(z) y %(t) = ifs(z) forman una reticula de

geodesmas alrededor de0 € C, ver ﬁgura. 1. Cada una de las 6rbitas cerradas
de 42 (t) = ie'®s(ot)) tiene longitud constante m y las soluciones de

dx(t) = e'%s(c(t)) tienen longitud infinita (el tiempo tiende a infinito) al
acercarse a 0 € C, figura 8.
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F'lsu\“q C’

De esto dltimo se sigue que (U,<,>*®) es isométrico al cilindro
(St x (0,00),<,>F) donde S} = {(z,y) e R?)x* +y%2 =71}, r = Ts—'(—lr?)_l
y <,>F es la métrica de Riemann plana que S} x (0,00) hereda como
subespacio de R3.

Obsérvese la correspondencia entre las soluciones de 4%(t) = e®s(c(t)),
0 € S, y las geodésicas en el cilindro S} x (0, 00), figura 9.
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Caso II g € X es un polo de b'r’dénh\deis.

espondientes a esta
1la‘en H :como la que se

Sea H uno de los 2(n + 1) sectores hlpe ")
singularidad. Utilizando s y s formam ;
muestra en la figura 10. g

[H

=== ===

 (-«0x(0.8) - {0.0%

Figu‘(‘a \0

De nuevo, como en el caso anterior, un argumento de longitudes hace ver
que (H — {zo}, <, >*) es isométrico a ((—¢, €) x (0,6) — (0,0), <, >), donde
€ y 6 son numeros adecuados y <,> es la métrica de Riemann plana en
C = R?2.

Caso III: 4 es una 6rbita cerrada de s.
De la proposicién 2.2.1 se tiene que todas las 6rbitas en una vecindad V de
- son cerradas y con el mismo periodo, de donde se obtiene que (V, <, >*)

v (S x (—¢,¢€), <, >%) son isométricos para una r adecuada.

Una 1ltima observacidén:
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Para describir todas las posibles regiones isométricas a anillos en el espacio
(X —Sing(s), <, >°) no basta con detectar las 6rbitas cerradas de s sino con
detectar las érbitas cerradas de toda la familia {e*’s|6 € [0,27]}. En otras
palabras, analizar la dindmica de e'®s mientras 6 varia en [0, 27) revela poco
a poco ciertas estructuras geométricas presentes en (X — Sing(s), <, >?).

Obsérvese que el campo s es holomorfo y no tiene ceros en X — Sing(s); ,

El hecho de que para toda zo € X — Sing(s) exista una carta @ en Zg,en
la cual s y is tengan expresiones locales i ’

sp(z) =1
isp(z) =1
se expresa infinitesimalmente diciendo que [s,is](z) = O para toda z en

una vecindad de o, donde [,] son los corchetes de Lie usuales para campos
vectoriales (una demostracién de ésto se puede encontrar en [Sp] pg. 219).

Por lo tanto, se tiene que [s,is](z) = 0 para toda z € X — Sing(s).
En vista del trabajo anterior, cabe preguntarse si dado un campo vectorial
g en X con un ntimero finito de singularidades, que propiedad debe tener

g para que [g,%g](z) = 0 para toda z € X — {singularidades de g}. La
respuesta a ésto estd dada en la siguiente proposicién:

Proposicién 2.3.2: Sea g : X — TX un campo vectorial C” en una
superficie de Riemann X. Entonces [g,ig](z) = 0 para toda 2 € 4 =
X — {singularidades de g} si y solo si g es un campo holomorfo en A.

Demostracion:

Utilizando cartas complejas en A es claro que este problema se reduce a
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demostrar ésto para un campo f (.’L‘, y)

definido en una .
vecindad V' de 0eC. T

2,9), v(z,y)).

Se tiene que if(z,y) = v(z,y) + Z ,u(z, y) Util a.ndo: a'férmula dada en
[Sp] pg. 212 es ficil ver que: Cmna S :

[Fifl = (5o + 500w+ <gg - gng,w

Pero como (—u, v) y (v, u) son campos ortogonales y por lo tanto linealmente
inedependientes (por hipétesis estos campos no se anulan en U), entonces:

du _ Ov
ox By
dv _ Ou
dz~ oy

que son las ecuaciones de Cauchy-Riemann para u y v, por lo que f esun
campo holomorfo en A. ||
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Capitulo 3

En este capitulo se aplican los resultados antenores para. demostrar el si-
guiente teorema: : B BN :

Teorema 3.2.1: Considérese la familia de campos {e?s|¢ € S'}, donde
s es un campo meromorfo en S?, parametrizada por S! := [0,2r).
conjunto de valores de bifurcacién de esta familia es un conjunto con a lo
més un ntimero finito de puntos de acumulacién.

De hecho, se da una condicién necesaria y suficiente para que las bifurca-
ciones de esta familia sean finitas.

En la seccién (3.1) se demuestra que la funcién de primer retorno de Poincarél}
para campos meromorfos resulta ser siempre trivial (esto es, la identidad),
reduciendo de esta forma las posibilidades para los w y « limites de campos
meromorfos en la esfera.

Se finaliza en (3.2) demostrando el teorema 3.2.1 mediante el siguiente plan:

Se inicia haciendo una distincién entre los cilindros generados por los ceros
de un campo meromorfo s en (S? — Sing(s), <, >*) y los anillos generados
por orbitas cerradas de s pero que no corresponden a ningin cero de s, y
se demuestrd que (5% — Sing(s), <, >*) solo puede tener un ndmero finito
de anillos (proposicién 3.2.2). Posteriormente se demuestra que la familia
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{ei?s]0 € S} se bifurca en y solo en los dngulos 6 € S! tales que e'?s tiene
conexién entre polos (esto es, existen érbitas de e’?s que conectan a un par
de polos de este campo). Las conexiones entre polos que estdn en la frontera
de un anillo son las que generan los puntos de acumulacién en el conjunto
de bifurcaciones de la familia {¢'%s|§ € S*}. Todas las demds conexiones
entre polos generan bifurcaciones aisladas en este conjunto. De el hecho de
que (S? - Sing(s), <, >*) tiene un nimero finito de anillos, se concluye que
el conjunto de valores de bifurcacién de {e??s|0 € S} es un conjunto con a
lo més un nimero finito de puntos de acumulacidn.
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3.1 ASPECTOS GENERALES

Sig: M — TM esun campo C7 (r > 1) en una variedad _'difévrenciable
compacta M, se sabe que existe el flujo global asociado ‘a g, esto es, una
funcién : i

G:RxM—M

con las siguientes propiedades:
(iYGesCr.
(ii) Si g¢ : M — M se define como g;(q) = G(¢,q), qn!;bi;c‘gsr gt;\,o'gsi:‘ g_.,.H

(i) 8S(¢,q) = 9(G(¢,q))-

Si g € M, la érbita de g se define como:

o) = {0t € B).

Se presentan los siguientes casos:

(a) Si g(q) = 0, entonces o(q) = {g} y se dice‘q}:iré g;es ug punto de equilibrio
de g. B

(b) Si g no es un punto de equilibrio de g y existe T' > 0 tal que G(T,q) =¢
y G(t,q) # g para 0 < t < T, se dice que la érbita de ¢ es cerrada.

(c) Se dice que la érbita de g es regular si no es cerrada y ¢ no es un punto
de equilibrio. .

Definicién: Sea g un campo C" en M y ¢ € M. Los conjuntos w(g) y a(q)
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(el'omega y alfa limite de q) se deﬁnen de la 51gu1ente manera

w(g) = {m € M|3{t.} — oo tal que g;, (q) Zam cuando ty — oo}
a(q) = {m € M|3{t,} — —oo tal que g;.(q) — m cuando t, — oo}

Si " = o(go) para alguna qo € M, entonces w(qg) = w(qgo) (a(q) = a(q0))
para toda g € I, por lo que el w-limite (a-limite) de go esta asociado a
toda su érbita y no solo a él mismo, por lo que se escribird w(I') = w(go)

(AT') = a(go))-
Se desea aplicar la teoria de sistemas dindmicos C* a campos meromorfos.

La tnica dificultad que se presenta es la existencia de polos. La siguiente
proposicién resuelve este problema.

Proposicién 2.2.1: Sea s : X — T'X un campo melomorfo Existe una
funcién C*°, A : X — R tal que: »

(i) A(z) 2 0 para z € X.
(ii) A(x) = 0 si y solo si z es un polo de s.
(iii) As : X — TX definido como: '

) _ [ A(z)s(z), siz no es polo de s;
As(z) = {0, si z es polo de s.

es un campo C* en X.
Demostracién:

Sean zj,...,zx los polos de s de orden ny,...,n; respectivamente y {®; :
U; — ®;(U;)}5., cartas complejas tales que:

®;(z:) =0,s9,(z) =2z7™
yUNU; =0sii#j
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Sea V; un conjunto abierto en X tal que zi €V; yV,CU, 'S_é'c'{é‘ﬁiie'el'

conjunto Uy como:

Por construccién se tiene que la fami
R
es una cubierta abierta de X..

Sea {u; : X — [0,1]}; una ‘pa.r id a a la cubierta

F. Se define a A como:

Az) = po(e) + Z 13 (2)l2"‘u (m)

i=1

Recuérdese que:

(a) 3% o pi(z) =1 para toda z € X

(b) supp(ss) C Us (supp(is) = To € XTi@) £ 01).

De (a) y del hecho dé“qué |<I>,(x)] > 0si z # z; se sigue que A(z) > 0 si -
T # ;.

Es claro que Ases C*®en M =+{z;,--+,z1}. Solo falta verificar que As es
C®* en {zi,- - ,2r}. Para ver esto tltimo se utiliza (b), de donde se obtiene:

Asp, (2) = |2]?Mz™™ = 7™,

que es claramente una funcién C°. L

De ahora en adelante se denotard al campo As por sg (esto es, el campo s
regularizado).
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Los campos s y sp definen las mismas foliaciones sobre X — Sing(s) y de
hecho la foliacidén definida por sp tiene una orientacién compatible con la
- de s en X — Sing(s), pues A es positiva en este conjunto.

En cuanto a las singularidades, los ceros simples de s permanecen como
ceros simples en spr, y los polos de s se convierten en ceros de sg (de hecho
los polos simples se convierten en sillas hiperbélicas).

En el caso en que w(z) = o, donde zg es un cero en sp correspondiente a
un polo de s, la érbita de 2 llega a z¢ en un tiempo infinito y lo que sucede
en el campo s es que la érbita de z llega a este punto en un tiempo finito.

Entonces, cuando X es una superficie de Riemann compacta, lo inico que
impide la existencia del flujo global de un campo meromorfo son las separa-
trices de sus polos, las cuales se presentan en un nimero finito. Utilizando
s: se puede definir la érbita de un punto en X de un campo meromorfo
entendiendo que ésta tal vez solo se pueda extender un tiempo finito.

El siguiente teorema da informacidn global acerca de la dindmica inducida
por un campo C” (r > 1) en la esfera.

Teorema 3.1.2: (Poincaré-Bendixon) Sea g : §2 ~ T'S? un campo C7
(r = 1) en la esfera con un niimero finito de singularidades. Dado un punto
p € S2 ocurre una de la siguientes posibilidades:

(i) w(p) es un punto de equilibrio.
(i1) w(p) es una érbita cerrada.
(iii) w(p) estd constituido por ceros py,---,pr y Orbitas regulares tales que -

si 7 C w(p) es una brbita regular entonces a(y) = p; y w(v) = p;-

Para la demostracién de este teorema vease [Pa] pgs. 18-20.
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. Nota- El teorema anterior se ap

La ;S;‘i)pdsiciéxi' 3.1.1 'pefm"ite_‘i'apk
campos meromorfos en la esfera..

Teorema 3.1.3: Sea s un campo meromorfo
los siguientes casos para el campo sg: G

(i) w(z) es un cero de sg.

(ii) w(z) es una érbita cerrada y en este caso o(z)

Demostracioén:
Se puede aplicar el teorema 3.1.2 a sg, pues este campo es C™ en 52,

Entonces, para demostrar el teorema basta con eliminar los casos (ii) y (iii)
del teorema 3.1.2 en el caso en que la érbita de z es regular.

Dada una érbita cerrada T' de sg, existe una vecindad V de T tal que
cualquier érbita de sp que intersecte a V es cerrada. Esto 1iltimo se obtiene
a partir de la proposicién 2.2.2 y de el hecho de que s y sp definen las
mismas foliaciones en X — Sing(s).

Lo anterior impide que alguna érbita regular de sp tenga como w—limite a
T, con lo cual se ha eliminado el caso (ii) del teorema cuando la érbita de
z es regular.

Ahora, supéngase que z tiene como w—limite una grifica G (esto es, el caso
(iii) de la proposicién 2.2.2). Los ceros de sg en G tienen que corresponder a
polos de s, pues en caso contrario G contendria un pozo zo, lo cual implicaria
que G = {zo}. Pero G es una gréfica, por lo cual tiene que contener érbitas
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regulares.

.Seé.n Py S el conjunto de polos y de 6rbitas regulares (respectivamente) que
forman a G. Del teorema 3.1.2 se sigue que si I'y € S entonces zg = (')
¥y 21 = w(T) éstan en P, por lo que I'y es separatriz de ambos puntos.

La 6rbita o(z) se acerca a I'g ya sea por el lado en el cual apunta el campo
normal s sobre I'y o sobre el lado opuesto.

Supéngase (sin pérdida de generalidad) que se acerca por el lado en el cual
apunta is.

Como o(z) se aproxima a , por este lado, entonces la separatriz Iy en ;-
que es adyacente a I'g en el sentido contrario de las manecillas del reloj,
también estd en S.

Xa = [‘.

, Yo
Figu\’a \\

Entonces a(T';) = 1 y se define 2p = w(Ty) € P.

Se puede continuar este proceéo construyendo I'; a partir de I';_; en la
misma forma que se construyo I'; a partir de I'g, y definiendo z;4; = w(T};)
(por construccién z; = oI';)).

Como S es un conjunto finito, debe de existir n > 0 tal que:

F,,,+1 S {Fo,...,rn} (1)
i ATy sii#5,0<4,)<n, |

y es sencillo darse cuenta que I'nyp =T,
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) Las skigt_.l'i‘béntes, figuras .muestrah algunas de las posibilidades para G.
: ' ’ : Fa=Ys
», B

, :l ./ P,
P : : [‘IOOPO O@'\M-xs
i | ! r *“p§°=¥.=xs

X.ayl "'Xz O

=1 n= 'Z n=6 Fc

Fiﬂura \2

Obsérvese que los puntos zg,...,z, Do son necesariamente distintos y que

T, = g (pues T'pyy = o).

Utilizando los modelos locales que se tienen para los polos y el hecho de

que [s,is](z) = 0 para X — Sing(s), es sencillo darse cuenta que por el lado

de G en el cual se supone se enredaria la orbita de z se tiene una familia
de érbitas cerradas pues la distancia (en la métrica Riemanniana) de una
6rbita a la grafica permanece constante, lo cual impide que = tenga como

w-limite (a-limite) a G, figura 13.

Fisu(‘a \—5
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Corolario: Sea s -un.campo meromorfo en S? y z-€ 5% Se presentan los
siguientes casos: % e il T R e L e

(ii) La» 6ﬂ)1ta T €S lléga a unkptblo,de{é ‘eﬁ}un t;em‘i)‘o,k ﬁmto -

s-una 6rbita cerrada.’

(i) ofz)

Se termina esta seccién con algunos ejemplos:

Ejemplo 1: Campos holomorfos en la esfera

Como se hizo.ver al final de la seccién 2.1, los campos holomorfos en S?
estdn dados por:

a
s(2) = (a0 + a1z +a222)_6_ =az(z —r1)(z = r2) 7=
Oz Oz

Estos campos tienen como tnicas singularidades a los ceros ry, 2.

Cuando r; 3# rs el espacio (S — {r1,m2}, <, >°) es isométrico al cilindro

S x (—o00,00), donde r = m Las geodésicas en este espacio son

espirales y circulos,

) E2

F\sora 14
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de lo cual se sigue que la dlnaxmca. mducxda por s .en 5’2 es alguna de las
que se muestran en la figura 15. ~

o S

TR

150\"0

2

Cuando r; = ro se obtiene un caso degenerado de lo anterior y el dibujo .
correspondiente se muestra en la figura 16.

se Co\quoh ‘os
cexos en un cero doble

N /3
1 \¥;
\v \

p—

‘@;
L Figoca 16
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Ejemplo 2: Si s(z) = (a2 +b2? 4 cz4+d) & =a(z—o)(z—a2)(z —a3)Z,
entonces co € S? es un polo de orden 1 de s. Utilizando el corolario de-la
proposicién 3.1.3 ‘es sencillo ver que la dindmica inducida por s en S* tiene
que corresponder a alguna de las que se muestran en la figura 17 o su dual
(esto es, se invierten la orientaciones de las flechas mostradas).

Fﬁau\-q \q'

Los espacios (5% — Sing(s), <, >*) asociados a estas dindmicas se muestran

el la figura 18.

— 0 B

(a) ¢ (b

-\\:ic-‘ > \B '

-
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3.2 BIFURCACIONES DE {eslg ¢ §'}

Se dice que dos campos meromorfos s1,52 en una superficie de Riemann son
topoliogicamente equivalentes si existe un homeomorfismo b : X — X que
envia las drbitas de s; en 6rbitas de s preservando la orientacién de éstas
¥ tal que los ceros y polos de s; se corresponden con los de sp mediante h.

Si s es un campo meromorfo en una superficie de Riemann X y {e?%s]|9 € S'}
es la familia de campos rotados asociada a s, se dice que {e'?s|d € S} es
estructuralmente estable en 8y si existe € > 0 tal que para toda 8§ € (6p —
€,00 + €), escribiendo S = R(mod27), el campo €'%s es topolégicamente
equivalente a e'%s,

Definicién: Sea s un campo meromorfo en X. Un punto §p € S ! donde
{e??s|6 € S'} no es estructuralmente estable se llama valor de bifurcacién
de la familia {e¥s]8 € S*}.

Como se menciond al principio del capitulo, se desea demostrar el siguiente
teoremas:

Teorema 3.2.1: Si s es un campo meromorfo en S?, el conjunto de valores
de bifurcacién de la familia {e??s]|6 € S} de campos rotados es un conjunto
con a lo mds un ntimero finito de puntos de acumulacidén.

Se demostrard este teorema mediante la serie de proposiciones que siguen
a este parrafo.

Si I' es una Orbita cerrada de algin elemento e'%s en
{e'?s]0 € S'} entonces, como se vié anteriormente, se puede trasladar esta
érbita mediante (ie'%s), creando de esta forma un anillo de érbitas cer-
radas.

Se tienen dos casos:

46



(i) Existen 'por lo menos dos p,u:1:1t>o_‘s> 0, (n ne
T tales que (4% s), (z0) = pg- v (1e'0 )i,
p1, p2 son polos de e,

(i1) No se presenta el caso (i). -

El caso (i) dice que solo se puede trasladar a I mediante (i¢*®s), un tiempo
finito ya sea tanto hacia adelante como hacia atris, pues los polos nos
impiden seguir trasladando sin tocar las singularidades.

En este caso, se tiene que la regién que genera I' en (S2? — Sing(s), <, >*)
es isométrica a un cilindro plano de la forma S} x (0, L) tal que en ambos
extremos hay polos de ei%s, figura 19.

S x (0,L)

\:ijurq \cl
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En el caso (ii), existe un lado de I tal que todas las érbitas de ie'%s que
salen de I' (ya sea variando el tiempo hacia adelante o hacia atrds) hacia
este lado no se topan con ningun polo, por lo que segin el corolario de la
proposicién 3.1.2 estas drbitas tienen que terminar en ceros de s.

De hecho, todas las érbitas tienen que ir a un a un mismo cero zg de s, pues
si fueran a dos ceros distintos es ficil ver que alguna de estas érbitas tendria -
que ir a un polo, contradiciendo la hipdtesis. En este caso se obtiene una
regién isométrica a S} x (0, 00) asociada al cero zg, figura 20.

polo

PO‘D
Ve

po‘o
?o‘o Fiﬂu\-a n0

Si se quiere seguir trasladando a I hacia el otro lado, inevitablemente se
encontraran polos, salvo en el caso en que el espacio (S? — Sing(s), <, >°)
sea un cilindro de la forma S! x (~o0, 00), pero esto dltimo corresponde al
caso de un campo meromorfo en S? cuyas tinicas singularidades son ceros
(esto es, a un campo holomrfo) , y este caso ya ha sido completamente
comprendido.

De ahora en adelante, para evitar el caso particular de campos holomorfos
en S?, siempre que se hable de un campo meromorfo s en S2, supondremos
que este tiene polos. Es ficil ver que para campos holomorfos en la esfera
el teorema 3.2.1 es verdadero.

Se ha visto que aparecen dos tipos de regiones isométricas a cilindros en

(8 — Sing(s), <, >°):

(i) Cilindros de la forma S} x (0,L) con polos en ambos extremos, figura
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STRE

los en’ un extremo solamente;.

“(11) Clhndros' de la. forma. S
: ﬁgura. 20 e ,

'A partir de este momento habré mas rigor en la termmologza. ya las regi nes‘_:'

" del tipo (i) se les llamard anillos para distinguirlas de las del tlpo (ii) a las_ o

cuales se les llamara cilindros.

Para hacer una distincién mds, al conjunto de drbitas cerradas que genera
un anillo en (S? ~ Sing(s), <,>*) para un campo fijo e s € {e?s]0 € S'}
se le llamard anillo de drbitas cerradas de e'%s, y al conjunto que genera
un cilindro: cilindro de drbitas cerradas del campo fijo correspondiente.

Un anillo en (S? — Sing(s), <,>*) es una estructura fija asociada a toda
la familia {e€’®s]@ € S'}, mientras que un anillo de érbitas cerradas es una
manifestacién de la existencia del anillo en (S? — Sing(s), <,>*) sobre un
elemento fijo €% s € {e!?s|0 € S'}. Para detectar la existencia de un anillo
en (S2—Sing(s), <, >*) basta con encontrar un campo e'%s € {e?’s|§ € S}
que tenga un anillo de érbitas cerradas. Todas estas observaciones se repiten
para. el caso de cilindros.

Finalmente, es importante hacer notar que tanto los anillos como los cilin-
dros de érbitas cerradas inducen conexiones entre los polos que estdn en sus
fronteras, esto es, existen érbitas de e’ s que unen un polo en un extremo
del anillo de 6rbitas cerradas (cilindro de érbitas cerradas) con algin otro
polo en el mismo extremo.

Es claro que (S? - Sing(s), <, >®) tiene un niimero finito de cilindros pues
s tiene un numero finito de ceros. La siguiente proposicién proporciona un
resultado analogo para anillos.

Proposicién 3.2.2: Sea s un campo meromorfo en S2. El espacio (§% —
Sing(s), <, >*) tiene un nimero finito de anillos.
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Demostracion: Antes que nada, hay que hacer notar que dado un dngulo
fijo 8o € S* la foliacién que induce el campo e'%s en $? tiene a lo mas un
numero finito de anillos de 6rbitas cerradas, pues estos anillos de érbitas
cerradas no se pueden traslapar y el campo e'®s tiene unicamente un
numero finito de polos (recuérdese la observacién hecha anteriormente de
que un anillo de 6rbitas cerradas siempre contiene polos en su frontera).
Sin embargo, de aqui no se sigue que (S? — Sing(s), <, >*) tenga un nimero
finito de anillos, pues podrian aparecer anillos de 6rbitas cerradas en es
para dngulos € S! distintos de 8o, lo cual induciria la existencia de un
nuevo anillo en (S? — Sing(s),<,>*). Hecha esta aclaracién, se inicia la
demostracién de la proposicién.

Si 6,8, € S! son tales que e'®s y €'% tienen anillos de érbitas cerradas
A, y A, entonces A; N Az = §. En el caso en que §; = > esta afirmacién
se sigue del hecho de que dos drbitas distintas de un campo no se pueden
intersectar. Cuando 6; 5 8, la afirmacién se sigue del hecho que para z € T,
donde T es cualquier érbita cerrada de A;, el vector e%?s(z) apunta hacia
uno de los dos lados en que I divide a S (teorema de la curva de Jordan),
por lo que si una 6rbita I', de A, intersectara a una drbita cerrada I'; de
A; entonces I'; no podria ser cerrada contradiciendo la hipétesis de que A,
consta de érbitas cerradas.

Entonces, el conjunto {§ € S!|e’s tiene un anillo de érbitas cerradas}
es finito. Debido a la anterior afirmacién y debido a que los anillos de
4rbitas cerradas tienen que tener polos de s en la frontera, los cuales solo
se presentan en un numero finito.

De los comentarios anteriores, es claro que esta tltima afirmacién concluye
la prueba de la proposicién.

Ejemplo: Sean zj,22,23 € {z € ClIm(z) > 0} tres puntos distintos. Con-
sidérese el campo:

z1~)(z - zl)(z — 2)(z2—%3) O
'Jz‘— 23)(2 —73) dz

s(z) =




El infinito en S2 es un punto regula.r de este campo, pues la suma de los
indices de 21,z7, 292,%3,23 y Z3 es lgual a 2, que es la caractenstxca. de Euler
de la esfera. : ) s :

De la forma de s se sigue que s(z) € R — {O} para toda z € R, por lo que
RU {ooc} C 52 es una érbita cerrada de s.

La manera en que estdn distribuidos los ceros de s con respecto a R U {co}
hace imposible que R U {co} sea parte de un cilindro de érbitas cerradas,
por lo que tiene que ser parte de un anillo de érbitas cerradas.

Las derivadas de s en sus ceros tienen que tener parte real distinta de cero,
pues (como el lector puede verificar ficilmente) las separatrices de los polos
que no forman parte de la frotera del anillo generado por RU {co} tienen
como w-limite (a-limite) a estos ceros. ’

La dindmica que induce s en S? y el espacio (S2—Sing(s), <, >*) se muestran
en la figura 21.
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estable.

Proposicién 3.2.3:

Demostraciéon:

Utilizando la hipétesis de que no hay conexién entre polos en e'®s y el
corolario de la proposicién 3.1.3 tenemos que todas las érbitas que salen
de los polos (ya sea hacia adelante o hacia atras) tienen como w—limite
(a—limite) algin cero de e*%s.

Es claro también que si o es un cero de e'®s entonces (e'%s) (zo) es un
complejo con parte real distinta de cero, pues en caso contrario este cero
generaria un cilindro de érbitas cerradas el cual induciria una conexién de
polos en su frontera (observese que se estd siguiendo la convencién estable-
cida enteriormente de que s no es un campo holomorfo).

Sea xo un cero de ¢'%s y b una alguna separatriz que conecte a z¢ con un
polo.

Si se traslada a b mediante (ie’%s), con |u| < § para una § adecuada, se
obtiene una banda B de ancho 26 (con b; como linea central) que se enreda
alrededor del cilindro generado por zg, figura 21.



F\surq 'l')-

Existe una longitud L (un tiempo en términos de (e s),) a partir del cual
se pude asegurar que la banda B estd contenida en el anillo generado por
zp, figura 23.

qu:\'e Je\J cmi“b
{/ Ve generado por Xo

/]
' T 7
§ \6 '
Figura 2?)

Entonces, si se rota el campo e%s un dngulo —Z < 6 < Z tal que [tan 6] <
)

<

se tiene que la separatriz en e/(%+%s correspondiente a b sigue estando
dentro del cilindro asociado a zg.
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Este argumento se puede aplicar a cada separatnz de e"’°s’_‘dei 'onde e
sigue que existe € >0 tal que si |[§] < € entonces e*(¢9o+9) s es’in
de €% s en cuanto ala conexién de los polos con los ceros.

Obsérvese que para esta € > 0 el orden en que llegan las separatnces de los"; o
polos a los ceros también se preserva.

Todo ésto es suficiente para asegurar la equivalencia topoldgica entre
el0o+9s (16] < €) y e s como se demostrara a continuacién:

Sea z; un cero de e'%®s (el cual podemos suponer que es una fuente sin
pérdida de geﬁeralidad) , b1 una separatriz que va de un polo p; en z;, ¢;
la separatriz que es adyacente a b; en el sentido contrario a las manecillas
del reloj y z, el cero al cual llega esta separatriz.

Se pueden trasladar las 6rbitas b; y ¢; por medio de (iem“ s)y hasta llegar
a un tope dado por un polo p;. En este tope se genera una conexién entre
z1,p2 ¥y T2 mediante Srbitas regulares by y c2 (en ese orden). Hay que hacer
notar que p; y p2 pueden ser iguales, figura 24.

fa
F'\gufq 24

En cualquiera de los casos, quitando a los puntos p, y pe, se tiene que la
regién que se acaba de construir es isométrica a una banda de la forma
B = [0,L] x (—o0,00) — {(L,41),(0,g2)} donde los puntos (L,q1),(0,q2)
corresponden a los polos p; ¥ pa.
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Las érbitas de e’ s en el interior de esta regién corresponden a las rectas’
{r} x (=00, 00) con r € (0, L). Las semirectas {L} x (—o0, g1),{L} x (g1, o0)
,{0} x (~00,42) y {0} x (g2,00) corresponden a las separatrices by,c1,b2 ¥y
¢y respectivamente.

Como todas la separatrices de todos los polos van a ceros, al aplicar este
proceso globalmente se obtiene a (5% — Sing(s), <, >*) como espacio de
identificacién gue se se construye al identificar a lo largo de sus fronteras
un nuimero finito de bandas del tipo que se menciona arriba. En este es-
pacio la foliacién correspondiente a ei%s se construye mediante las rectas
horizontales de estas bandas.

Es claro que la forma de pegar estas bandas depende tinicamente de la
estructura topoldgica de las conexiones de los polos de e?% s con sus ceros.
Pero se ha visto que existe € > 0 tal que estas conexiones son indistinguibles
(topolélogicamente) de las de /(% +9s con |§] < e. De este hecho y de la
construccién anterior se sigue que e'%s y e(%+%s son topolégicamente
equivalentes.

Las siguientes dos proposiciones hacen ver que la proposicién 3.2.3 no
solo da condiciones suficientes para la estabilidad estructrural de un punto
6 € S! sino también condiciones necesarias, ademas de que hace ver la
naturaleza de las bifurcaciones de la familia {e??s}|6 € S'}.
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Proposicién 3.2.4: Sea s un campo meromorfo en S? y 6 € S* tal
que e'%s tiene conexién entre sillas y no tiene anillos de drbitas cerradas,
entonces tp € S! es un valor de bifurcacién aislado de la familia {e*s|6 €

53,

Demostracién:

Sea p € 52 un polo de s, b una separatriz de p y Hl;Hg los sectores
hiperbdlicos en p que son separados por b, ordenados en el sentido con-
trario a las manecillas del reloj.

Como por hipétesis €?% s no tiene anillos de érbitas cerradas, se presentan
los siguientes casos:

(i) Hy forma parte de un cilindro de Srbitas cerradas generado por un cero -
z9 € G. -

(ii) No se cumple (i).

El caso (i) se muestra en la figura 26.

F'\suﬂl '2.6

En este caso resulta evidente que existe € > 0 tal que al rotar el campo
e'%s un angulo § € (—¢,¢) la separatriz b ya no se conecta con el polo g
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mostrado en la figura 26. Lo que sucede 1 s ':ue,:t?.l" separatriz se conecta
" con Zg, esto es, se ha roto la conexién entre los polos p'y g, figura 27.

F isura q-}
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En el caso (ii), si se sigue a las conexiones de p con otros polos del mismo
lado que H; (si es que estas conexiones existen), entonces mediante es-
tas conexiones no se puede regresar a p pues una conexién de esta forma
generaria o bien un cilindro de érbitas cerradas o un anillo de érbitas ce-
rradas, pero por las hipétesis esto no ocurre. Por lo tanto, tales conexiones
tienen que acabar en un cero z; de ei%s, figura 28(a). El dibujo corre-
spondiente a esta situacién en (S? — Sing(s), <, :>*) se muestra en la figura
28(b).

- g s 77
H/‘ H‘/-) — S ////

(\D\ ?ar*e Be\ ci\inJ(‘O
F‘xsurq 28 3‘3“‘*“‘4" por X

De nuevo, resulta que existe €, > 0 tal que si rotamos ei®s un 4dngulo
0 € (—¢,€) las separatriz b se dirige hacia el cero z; rompiendose de esta
forma la conexion entre polos, figura 29.

Xs (a)

4

A &

(a) Fiaum QC‘

Como se ha visto, el caso en que la separatriz b no se conecta con un polo y
va directamente a un cero, esta conexion se preserva para angulos cercanos
a 0p. Para encontrar e€; > 0 tal que los casos anteriores se cumplan para
(8o — €2,00] simplemente apliquense los razonamientos anteriores a Ho.
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De todo esto se concluye que existe € >.0 ta.l quesi 6 € (8 —¢,6p +€)— {60}

entonces es no tiene conexién entre polos;y utxhzando la proposicién 3.2.3
se concluye que g es un valor de bifurcacién mslado de {e"s|6 € S1}. L

Proposicién 3.2.5: Sea 6, € S! tal que €%s tiene por lo menos un
anillo de Srbitas cerradas. Si B es el conjunto de valores de bifurcacién de
{e'%s|0 € S'}, entonces 8, es un punto de acumulacién de B.

Demostracion:

Sea A un anillo de 6rbitas cerradas de e'9°s y pun polo de este campo en
la frontera de A, figura 30.

Ce iAen*igican
los exTcemos

PR -
? > 7
5.
?

F'\BO\"Q 30

Piénsese al anillo (4, <, >*) como una banda plana de la forma [0, L] x (0, a)
(esto es, L es el largo de la banda y a su ancho) identificando los extremos
{0} x (0,a),{L} x (0,a) mediante (0,z) — (L, z) para toda = € (0,a).
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Sea (zp,0) € [0, L] X (0, a) el punto correspondiente al polo p en esta banda,
y 'si 6 € (60,60 + T) entonces denétese por by a la separatriz que sale de p
en el campo e?s de tal forma que by, es la separatriz que sale de p en el
campo e'fs, figura 31.

F'\gu‘rcl —5\

En [0, L] x (0,a)( mod (0,z) ~ (L, z)) la érbita correspondiente a bg es una
recta que sale.de (x,,0) formando un 4ngulo 6 — 6 con [0, L] x {0}. Esta
recta sale de este cilindro por el punto zp + acot (6 — 6o)( mod L)

De la proposicién 3.2.2 se sabe que existe0 < e < § tal que si 8 € (6,00 +€)
entonces e*?s no tiene anillos de érbitas cerradas.

Conforme @ tiende a 6y por arriba, la funcién acot (6 —8,) tiende a infinito,
de lo que se concluye que si

I, = {0 € (6o, 6y + €)|bo sale de la banda por el punto (z,a)},

entonces I, es un conjunto infinito que tiene a g € R como nico punto de
acumulacién.

Sea (zg,a) un punto en [0,L] x (0,a)( mod (0,2) ~ (L,z)) que
corresponde a un polo de e%s (un punto tal tiene que existir para que
sea posible la existencia de A).

Obsérvese que:
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I, CCpq = {0 € (60,60 + €)|bg conecta a p con g}.

En este caso se esta considerando la érbita completa bg en S2. Si 6 € I,
entonces by conecta a p con g, pero como para este angulo e’?s no tiene
anillos de érbitas cerradas, entonces de la proposicién anterior se tiene que
existe una vecindad V de 6 en S! en la cual by no conecta a p con g si

6 eV — {6}

De todo esto se sigue que Cy, s un conjunto de puntos aislados que tiene a
09 como tinico punto de acumulacién. Con esto termina la demostracién. -

Demostracién del teorema 3.2.1:

No queda gran cosa por demostrar, el trabajo necesario se hd distribuido
en las proposiciones anteriores.

La proposicién 3.2.3 dice que si se han de encontrar bifurcaciones
de {e?s]0 € S'} habrd que buscarlas en

B= {6 € §'|e®s tiene conexién entre polos}.

Este conjunto se puede dividir en dos conjuntos disjuntos B, y B, definidos
por:

(i) @ € B, siy solosi § € By e's no tiene anillos de érbitas cerradas.

(ii) 8 € B, si y solo si @ € By e%s tiene anillos de érbitas cerradas.

Dado 0 € B; la proposicién 3.2.4 dice que 8 es un valor de bifurcacién
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aislado, y si 8 € B, la proposicién 3.2.5 dice que 6 es un valor de Bifﬁréacién
que es punto de acumulacién de B.

De la proposicién 3.2.2 se concluye que B; es un conjunto finito, por lo
que el conjunto de valores de bifurcacién B = B; U B, de {e?s]8 € S} es
un conjunto con a lo mas un nimero finito de puntos de acumulacién y de
hecho estos puntos son tales que el campo en este dngulo tiene por lo menos
un anillo de érbitas cerradas.

Obsérvese que si § € S! es un punto de acumulacién del conjunto de bifur-
caciones B, entonces su antipoda 8 + 7 también lo es. Esto 1ltimo resulta
del hecho trivial de que si e??s tiene un anillo de 6rbitas cerradas entonces
—e'fs = e+™)5 también lo tiene.

Corolario 1: Si s es un campo meromorfo en S? tal que (S? — Sing(s), <
,>"’) no tiene anillos, entonces el conjunto de valores de bifurcacién de
{e¥?s]6 € S'} es finito.

Demostracién:

El conjunto B; de la demostracién anterior es un conjunto vacio, por lo
que el conjunto de valores de bifurcacién es un conjunto cerrado de puntos
aislados en el compacto S, por lo que tal conjunto tiene que ser finito.

Corolario 2: Si s es un campo polinomial en S2, esto es, s(z) = (ao +
aiz+...+ anz")%, el conjunto de valores de bifurcacién de {e*?s|§ € S'}
es un conjunto finito.

Demostracién:
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El campo s tiene a lo més un polo en co, pero un’ campo con un solo polo
no puede tener anillos de érbitas cerradas. -
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