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PROLOGO

El presente trabajo debe mucho a la tenacldad de Jesis Lépez Estrada.
Hace cosa de dlez aflos, Jesis me propuso ayudarle en la programaclién
y ejecucién de pruebas de un algoritmo para la resolucién numérica
de ecuaclones integrales de Fredholm de primera clase. Después de
algunos meses de intentos frustrados, decidimos dejar el asunto para
otra ocasién, y mlentras yo me dedicaba tanto a mi trabajo como al
cultive de mis otras grandes pasiones, Jesus no abandoné el problema
¥y, con la serledad y dedicacién que lo caracterizan, llevé a cabo
una serle de busquedas que en los 1ltimos afios lo han llevado a
hacer propuestas originales en el ambito de los llamados Problemas
Mal Planteados (uno de cuyos ejJemplos tipicos lo constituye aquella
ecuacién de Fredholm, motivo de nuestros desvelos).

Algunas de las ideas de Jesis han dado lugar a proyectos de trabajo
en los que, ademis de continuarse con la investigacién a nivel
teérico, se ha impulsado en forma lmportante la implantacién
computacional de las propuestas desarrolladas, con ¢l fin de evaluar
su posible relevancla priactica, Uno de estos proyectos, tltulado
Resolucién Numérica de Problemas Hal Planteados por Hétodos de
Regularizacién, constituye el marco general en el que se ubica

este trabajo, que, como se anunclia en el tf{tulo, representa, entre
otras cosas, un intento ahora si exitoso por resolver nuestro viejo
problema.

A Jesus Lépez va pues, en primer lugar ml recohocimiento; pero

seria injusto dejar de cltar los nombres de otros maestros y
compafieros, tanto de ¢sta como de otras aventuras. En primer
término a Pablo Barrera Sanchez, amigo y plonero en el estudlo, la
lnvestigacién y la ensefianza del Analisls Numérico en la UNAM.; a
José Loépez Estrada, Humberto Madrid de la Vega, Maria Elena Careia
Alvarez ,Alfonso Ramirez de Arellano, José Luls Farah, Lourdes
Velasco y Manuel Mendoza. A todos, ml agradecimiento por su apoyo,
ensefianza ¥y critlicas

Desec también agradecer a DGAPA UNAM y a la Escuela de Matemiticas
de la Unlversidad Auténoma de Coahuila por los apoyos recibidos, y
finalmente, a la sefiora Rosa Quintana Mendoza por su paciente y amable

labor de captura y correccién del manuscrito.
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‘CAPITULO. 1.

INTR tf’b’ UCCTON
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I.1 Presentacién del problema y de algunos ejemplos

En distintas 4reas de la matemitica apllicada se plantean problemas -
cuya soluclén requlere en determinada etapa de resolver un sistema de

ecuaciones del tipo

( A*A + AB )x = Ay ~

- 1.1.1

con A, matriz de dimenslones mxn; B, matriz de orden n, simétrica y
positiva definida; y, vector de dimensién m 1'% A > O un clerto
parametro cuyo valor se determina con base en algun criterio propuesto
a priorl, o blen por ensayo.

I.1.1 es nuestro problema a tratar y como ejemplos de algunas de
sus aparlclones podemos menclonar las sligulentes:

- Estimacién de parametros no lincales

La cuestlién aqui consiste en resolver

2
min 1 /2 || F (a) ||
donde
Fla) = ( fi(a), f2(a),..., fala) }*
f1 {a) =y, -¢ (xI ; al),

a~= (ul.az, - a.nl es un vector de parémetros

a determinar,
(x Y ‘). 1 =1,2, ... m son datos conocides, y

¢{x ; a) es un modelo que depende de 1los
parémetros LA A
Uno de los procedimlentos usuales para resolver I.1.2 consiste en
aplicar algin método iterativo, por ejemple alguno de la familia
Levenberg-Marquardt-Morrison, donde, en cada paso se resuelve un

sistema del tipo

t gt
(J (ak) J(ak) + Al )s = J (ak) F(ak)
con
J{a) el jaccblano de F en a,
Para mas detalles véase [10 ].



= Alisamiento de datos

La problematlca en este caso, consiste en lo sigulente: a partir de
una tabla (x‘,y‘). 1 =1, ... ,m de datos observades, construlr una
nueva tabla en la que sean eliminados clertos ¢fectos indeseables
presentes en los datos originales; o blien, sl se consideran las
observaciones dadas como
y‘ = f(xl) + c‘ , con €, varlable aleatoria,

el problema puede plantearse en términos de recuperar la funcién f(x)
en términos de una aproximaclén en la que los errores de observacién
sean ~suavizados-. En el marco de esta opcién, una propuesta,
sugerida por I. Schoenberg consiste en construlr la -funclén de
alisamlento- como la solucién de

min ¢% [f] = E (Flx )= Yi)/écl)z + A J:“ (flp'u'h de 1.1.3
£ 1=t 1
con fe Cp(xl.xn] ;i P un entero y A un real positivo.
Se demuestra que [.1.3 tiene minimo uUnico para toda A > 0 y que éste
es una funclién spline natural de orden p, al que llamaremos Sx(x) .
Para el caso p = 2 la solucién es el spline cibice natural
5, (x}=a

2
.t bl(x x‘) +Cl(x xl) +

3
vd(x -x) X sx<x
En particular, los coeflcientes C‘. t = 1,...,m - 2 sge calculan
resolviendo el sistema

(@* 0® q + PT) C = PQ'Y
donde P es un parametro -de alisamiento- que se determina ya sea
por ensayo o usando algin criterfio ; T es una matriz de orden m-2,

tridiagonal, Q es una matriz d dimensiones m % m -2 y

y = [Yl.. ..,Y_}" .Para mayores detalles, consultese [ 20 ).

= Resolucién de ecuaclones integrales
La modelacién matemdtica de un importante nimero de problemas
da lugar a una ecuacidn del tipo

-



I:k(x,t)¢(t) dt=glx)icsxsd . 114

con #, g elementos de clertos espacios de funcicnes y kix,t)

tal que el operador integral lineal dado por
b
K{gl(x) = J'.k(x,t)é(t)dt

sea un operador compacto.

Es sabldo que I.1.4 presenta la partlicularidad de que, ~pequefias.
perturbaclones en g pueden provocar cambios arbitrarliamente grandes en
4). razén por la que su tratamlento numérico requiere del usoc de
metodologias que conslderen esta situacién .

La discretizaclién de I.1.4 da lugar a un sistema algebraico lineal de

la forma
XB+e=ny 1.1.5

con X matrlz de dimenslones m x n resultante de discretizar el
operador ki(x,t); y un vector de dimensiéon m obtenido de 1la
discretizaclén de g(x) y € un clerto vector aleatorio .

En general, I.1.5 resulta mal condicionado como consecuencia de la
dificultad manifestada en la ecuacién Integral original, y una
alternativa, propuesta por A.N. Tijonov, para al menos -amortiguar-
los efectos lndeseables en la solucién calculada, se puede sintetlizar
en nuestro caso como sigue :

A partir de I.1.5, se plantea el problema

L1.6  min JI@yl = min (f|ly -x 8 |2+ a |[8]|D),
B

con A > 0 y B clerta matrlz posltiva definida .
La solucién de I1.1.9 puede calcularse resolviendo

XX +aBg=xty

que es nuevamente un slstema del tipo I.1.1



I.2 ObJjetivos y plan de trabajo.

Como primera parte se presenta un estudlo de una alternativa propuesta
por G. Golub para resolver I.1.1, cuando B = I, en el que se discuten
aspectos de establlidad y costo en numero de operaclones, comparando
esto con los costos de otras alternativas . Este estudlo se presenta

en el capitulo Il y constituye el nGcleo de nuestro trabajo.

La segunda parte tiene como objetivo presentar un algoritmo en el que
se aplica la propuesta de Golub para resolver numéricamente la

ecuacién integral I.1.4 sigulendo las ideas de A.N. Tijonov .

Finalmente, en una tercera parte se presenta un compendio de resultados
numérléos obtenidos para varios eJemplos de eccuaclones 1integrales,
comparando una parte de ellos con los reportados por el Dr. Jesis Lépez
‘Estrada en [ 15 1.
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II.1 .= El problema de cuadrados m}.nimﬁs en el'ﬂcaso_lineal.

Se trata de resolver

min || Ax-y“2
X

Puede ﬁuoéﬁi‘_ér es’soluclé

At Aty

y-8l - A-es:de range maxlmo entonces dicha solucién-es l‘mlca;y”ésta
dada por : :

x = (A*A) Aty
Existe, por otra parte, una alternativa distinta para el:calculo de x,
la cual se sigue del sigulente resultads [ 21 ].
Teo. II.1.1 Toda matriz A de dimensiones m x n, m = n admite la

factorizacién
A =q [—-—]"}m 11.1.3
mxn oxm | O

donde QtQ = Im, ¥ R es triangular superior .
Sustituyendo (II.1.3)} en (I11.1.1) se tiene

2 R R :
Hae-viZ=fla [& ] x-v 112 = 1[5 ]=-eviZ-

Y.
s x-|151
[7] Y. 2 , donde Y, contiene las primeras n

N

componentes de Q" y.

Entonces, la solucién & para el caso de range maximo viene dada por

£ = gr? ¥y, © blen, es la soluclén de

Rx = y 11.1.4

Estamos pues ante dos alternativas para el calculo de . 2Cudl

de ellas elegir?. Veamos :



Una primera diferencila importante resulta de comparar los
condicionales numéricos de los sistemas (II.1.2) y (II.1.4) . Se
sabe que éstos satjisfacen la lgualdad

K (A'A) = K(R)?
con K{A) el condicional numérico de A en norma 2, lo cual privilegia
en principio a la segunda alternativa sobre la primera. Un

resultado interesante en este contexto es el sigulente :

Teo. II.1.2 Sea Amxn, m =z n; entonces

t t
LIF2Ca A) =~ AAllF K (Alu + 0ud)

t
[1A%AT,
Demostracién : Se sabe que
FL(AB} = A * B + E, |[E[| s n|[A]] |[B]| u+ 0 (u*) (Véase [ 81 )
De esto resulta ' ’
t t t 2
HFJ(AA)-AAHFSm ”AHF“A”,-“*O (u®) 11.1.5

Ahora, de la identidad

A" = (AtA) At , con A la inversa generalizada de A, se tiene que

TR AR T YN T AN 1.6

De (II.2.5) y (11.1.6) se obtiene el resultado .

El teorema anterlor permite explicar la posible pérdida de informacién
en A"A cuando A es mal condlcionada, 1lo cual Inducirid efectos
negatives en § si ésta se caleula mediante (I1.1.2)

Por 1lo que respecta al esfuerzo computaclonal; resolver (1.2)
medlante (I1.1.2) implica un casto de (mn®)}/2 + n°/6 , flops, mientras
que resolverlo via (I1.1.4) usando reflexlones de
Householder requiere de mn®~ n%/3 flops [ 4 1. Ahora ,

12



6mn® - 2n°

3
_:!mnz +.n

i e T
o 3mnT ~-n” 3dmn” - n
3

;,Smnz +an2 3m® + n

:1lo qué nos dice que el costo de (II.1.4) en numero de operaclones es
‘menos-del doble del requerldo por (I1.1.2) . Sin embargo, el hecho de
que (I1.1.4) nos permita resolver (I.2) sin pasar por el cdlculo
explicito de A'A 1a hacen en general una alternativa mis conflable
puesto que nos permite trabajar con un margen de confiabtlidad mayor .

Para ilustrar esto, considérese el problema

min || Ax -y |2
x

el cual ha de resclverse en una computadora cuya unidad de redondeo es
us=10"%. s

K(A) = 105 entonces K(A' A) = 10'°,
una soluelén calculada en simple preclsldédn medlante (11.1.2) no se

lo que nos permite suponer que,

podréd garantizar que tenga una sola cifra correcta,mientras que es
poslible esperar que una, calculada via 11.1.4 tenga del orden de por
lo menos dos cifras correctas en norma.

Un ultimo comentario al respecto se refliere al hecho de que si Q es la

solucién de 1I1.1.1 caleulada por el proceso I1.1.4 , entonces
£ resulta ser la solucién exacta de
min || (A+E)x - (y+e) ||
x 2
donde A+E y y+e son ~pequefias. perturbacliones de A,y

respectivamente. En otras palabras, [I.1.4 constituye un método

numéricamente estable para resolver II. 1.1 .
II.2 Cuadrados minimos amortiguados.
Volvamos a nuestro problema

(A*A + A B) x = Aly 11.2.0

13



Una primera observaclbr; rde~1mpurtanci;’ es la sigulehte : vhagamos

(TST +31) 2 = T'y
. donde T = AL , z = Lx .

Asi' pues, I1.2.1 nos ha permitido transformar I.1.1 en
(T'r+an) z=Ty 11.2.2
que puede escribirse en forma equivalente como

min || I |=2- —% H: 11.2.3
z 2

con y de dimensiéon  m.
Por supuesto podriamos calcular la solucién de 11.2.3 usando
11.1.2 ; sin embargo, de la dlscusién dada en la seccién anterior, lo
natural resulta partir de 1I1.2,3 Yy proceder de la sliguiente manera :
1)} Calcular ia factorlzacién

R
I ]l-q 3 11.2.4
Va1

i1) resolver después el sistema

14



donde : L S
' v, = u..;ow}_o‘[i_]

0

Hecho esto, la solucién ; de’ Ill resulta de resolver

Ix =z 11.2.5

Nétese, sin embargo, que en’ 11.2.4 la matriz HA depende del
parémetro A, de donde, cualquier variacién de éste deberd Inducir
un  camblo en el valor calculado de x . Asi, sl se requlere
resolver el problema 11.2.3 para distintes valores de A, el
proceso descrito en 11,2.3 - 1II.2.5 resulta excesivamente caro.
Una alternativa, propuesta por G. Golub (citada por Jennings y
Osborne en [12]), para evitar el costo exceslvo, se describe a

continuacién
ALGORITMO (propuesta de Golub)

1) Calculese la factorizacién
T= Q:[ R] , R, matriz triangular

[1] superior de orden n.
Con esto (T'T + A1) z = T* y puede reescribirse como
(R‘Q: *QR+AI) z = R‘Q:y -

(R'R + Al) z = n‘q: y

que son las ecuaciones normales del problema

o {2 ]2 [y ] e

2 2B 0

15



i1) Construyase aﬁura 1a fébforizgc{éh S

sup. - de orden n
Sdel (mo+ n)'(ﬁ'+‘n)

Y, Y, } n
y 3
%G v Yy
2 s
Ys

entonces se tlene

T y 2 Rl yﬂ 2
“‘12”[;1] 2‘[T]H2="‘“z‘”_—o_— S Hz
G

y la soluclén se alcanza resoclviendo
ii1) Roz=vy,
Finalmente, la solucién x del problema original se obtiene de resolver

1v) Lx = z .



Obsérvese que esta propuesta permite calcular soluciones para distintos
valores de A sin tener que repetir todos los calculos, pues es
suficiente para cada nuevo valor de A reiniclar el proceso en el

paso i1), sin tener que repetir el 1) que es en realldad el mas
caro.

Terminamos esta parte mostrando que la propuesta de Golub para resolver
{(I1.2.3) constituye un método numéricamente estable . Para ello,
recordemos que la primera parte del proceso la constituye el
cdlculo de la factorizaclén

R
T “Q\['o_]
Ahora bien, en términos numéricos lo que se tiene es [21] y {22]
ik e . 3
T o+ E= Q:‘[%] R con

51 unitario, tal que

9, -¢lls cu 11.2.6

HIE(Il = cu ||T[|. donde
¢ es una constante que satisface
c _0(m) y u es la unidad de

redondeo

Respecto a la segunda etapa, que consiste en el cdalcule de la

factorizacién
=
—_— = Qz [s]
Vi1 o

se tiene, analogamente

17



11.2.7

R
0
s VA1
De (tl:2-§)rse7€1eﬁe(qu§ ; :

e T 77 E[|ﬁ:[—g—]|| =||T + E‘f' °

NI IR TR AT

T+ e w7

y como el ‘segundo sumando es despreciable con respecto a Tl

para fines practicos, consideraremos que
W= e = e 1m,2.8

donde vl(TJ representa el valor slngular mas grande'de T.

Por otra parte

R
I :ZZ: = = , con

Vil

YoR™ + A 1) p(R'R)+ A

p{R} el radlo espectral de R. Usando (I1.2.8) se llega a

R ey
L I = o (T) + 2
Vi 1

Ahora de la igualdad

VETR =V R o+ 2 s o)
R

que no es otra cosa que el desarrolle de Taylor para v x , se tlene



;Sustitgygnq6 1a prii

. “tlene
TAT + E) . "
Lt ! «E_= 0|0 @
i1 2 2o
g E
Q j0 T e |4} +E =B _El_
01T VA I 0 S N
Multiplicando ambos miembros por
@l o
1
51T queda
T *Ex¢6:og=6:oacnn
VI ) R S 2la—

- Jg -



S1 ‘llamamos

se tendra entonces L -

* donde "o

} £ . . S .

T 1 G]o -
HETH‘-II[O ]*[ 1 ]EEII—IIE,II*IIEZII
] o ’

1

Pero'ya tenlamos que
HEIl s euliT]]

HEJ = cu [HTH *—zﬁm]

por_Io tanto

HE I + gl = « u[Z]lT“ ‘a‘?’m]

de donde resulta

X ~ef By
vii] *E = Q5
o 11.2.10

con

e 11 = eufal Tl + 573y

- 20



De la lgualdad

<J!‘[ﬁ]~""'ﬁ" 171 = o (10711 o)

Por lo que toca al lado derecho, para el caso de los procesos

BRI

- 2]



se tlene el sigulente esquema: -

Sea ahora
G=g + & Eq
0
0

Dado que Q es ortogonal, resulta que G es “"pequefia’ en norma, pues En

y Er lo son. Ahora,

_T._ *+ G = _T_.. +E+ﬁ" En
Vi1 Vi 1 T ] ®
0
E
d T l+c|= a e S + OR -
VAl Vil R 5
R E
ﬁ _T_ + G = 01 + O—R
il - - o

- 22 -



{3” T., i . T ”

- r(cu}z‘ K’[I‘! ';r.' |‘|"=+: zTr;TT ] 'cu*[an Tl ]

De donde, si se tlene A << [| T || el método de Golub resulta
pridcticamente estable.
Cabe declr que esta demostracién de establlidad es nuestra y a la

fecha no conocemos otra.

-23.



CAPITULO n

APLICACION DEL ALGORITMO DE GOLUB AL CALCULO DE LA SOLUCION REGULARIZADA
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III.1 Conceptos basicos .

En la presente seccién se Introducen los elementos teéricos,
relacichades con los problemas mal-plantedos, Iindispensables para

nuestros propésitos.

Def. 3.1.1 Sean U,V espacios lineales de funclones y sea X: U —s V
un operador continuc dado . Se dice que el problema
funcional

KIf]l =g 111.1.1
es bien planteado si:

1) Para toda funcién g en una clase de funciones C ¢ V,

«suficientemente amplia~, (III.1.1) tiene soluclén tunica .

11) Dicha solucién depende contlnuamente de g .

En caso contrarlo, se dird que (3.1.1) es mal planteado [ 15 ].

Para los propdsitos de nuestro trabajo conslderaremos el caso
U=yvVs= Lzla.bl .
El resultade que presentamos a continuacién caracteriza a una

clase de operadores que dan lugar a problemas mal planteados .

Teorema 3.1.1 Sea K: U — V es un operador lineal compacto, con Uy
V espacios de Banach de dimensién infinita .
Si K-‘ existe, entonces K"l no puede ser

continue [ 19 ).

Lo que este teorema nos dice es que sl nos planteamos el problema

KIf} = g
con K satisfaclendo las hipadtesis menclonadas, entonces, si k? as el
inverso de K y si tomamos g ~préxima- a g, 1a apllcaclén x! g puede
darme como resultado una funcién T «lejana~ respecto a f; esto es, la
soluclén de KI[f] = g no depende continuamente de g y por lo tante, nos

encontramos ante un problema mal planteado .

25



111.2 El problema: la ecuaci6én Integral de Fredholm de ﬁrlheré cla#e .

En la introduccién, presentamos la ecuaclién

K{x,t)¢ (t) dt = g(x); c s x s d R0 3§ Y R
. R ot

con ¢, g elementos de U = Lz(a.b] o C labl, V= Lzl'c.dl; ke L'z(R')l
R = [a.b] x [c,d] tal que el operador integral lineal dddo por

Kigli{x) = kix,t)¢ (t) dt
-~

Sea un operador compacto.

En términos de lo visto en la secclén anterior, (II1.2.1) puede

escribirse como
Klgl = g

Ahora bien respecto al efecto que una perturbacién en g(x) puede tener
gobre la solucién, éste puede ilustrarse hactendo uso del resultadc de

Rieman-Lebesgue { 1 ], que para nuestro caso establece que

k{x,t) sen (nt) dt —— 0 I11.2.2
n — ©
a
Sea ahora
wl(t) = ¢(t) + M sen (nt), 111.2.3

M > 0, cualquiera
entonces, recurriendo a la notaclén operacional,

Kl 1 = Kig] + KIM sen(nt}]

b I1r.2.4
a, (x} = gix) + M L k{x, t} sen(nt) dt
También, de (I1I.2.3) se tiene
e, (t) - ¢(t)|] = [[Msen(nt)]| = M|]sen(nt)]| = ¥

y es poslble tomar n >> 1 tal que

26 ~



gy ) ettd )| = Supt | [ (2D - g(t)]| =M
B i Ui astsb

Ahora;:de” (1rr;

k(x,t) sen(at)dt|]

‘por kiu.z.z) resulta que

‘llg-glj ——0

n ~———> @

Asi pues, es posible tener una perturbaclén g, de g de tal forma que,
por. -pequefia- que sea, puede traduclrse en wuna perturbacién
arbitrariamente grande en ¢ . Esta caracteristica ublca a nuestra
ecuaclién en estudio, como un caso tiplco de problema mal-planteado, lo

que de manera formal puede verse como sigue: sea

KIpl (x) = k(x,t) ¢ (t) at 111.2.5

Suponiendo ahora la condicién

kix,t)p (t} dt =0 = ¢ (L) =0

a
entonces, por cl teorema 3.1.1, el inverso de (III.2.5) no puede ser

continuo, pues es sablde que es compacto y por lo tanto

J‘ KO t) ¢ (£) dt = glx)

resulta ser un problema mal-planteado .

Una de las consecuenclias de la falta de continuidad de la solucién de
un problema mal planteado con respecto a sus datos es que ésta da
lugar a resultados absurdos cuando es abordado numéricamente en forma
directa . Para el caso de nuestra ecuacién integral, una forma de

mostrarlo es la sigulente :
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Considérese la particién :
a = x‘ <. X 3

con esto, podemos escribir

I111.2.6

Si{ ahora:a la parte: 1

bv,'rk(xl.fy.l ¢ (t)-dt
a

le abligaaos '\_.‘Lna‘v:reglza de cuadfatur; del tipo

. n
rr s E W, f(t)

esto nos:1lleva al sistema lineal algebraico

n
;;‘:1 v, k(xl.t’) ¢ “,) = g(x‘) .
que puede escribirse matricialmenmte como

Hf=gq 111.2.7
donde
H= (ku) , klj = "J k(xl,tJ)
= I8}, .o, Ble)]
q'= Iglx1),...,g(xn}]

Ahora bien, debido a que (III.2.7) resulta ser la representacién
discreta de (I.1.4), el mal planteamiento de éste se ve reflejado en
(I11.2.7) en términos del conocido fenémeno de mal condiclonamiento,
razén por la cual se plantea la busqueda de alternativas que
permitan, al menos, -amortiguar. los efectos indeseables producto del
mal planteamiento del problema original . Al tratamiento de esta

cuestion se dedlca la seccidn siguicnte .



I11.3 .~ Regdlarxzaclén de Tijonov para problemas Mal-Planteados .

‘De entre las distintas alternativas que se conocen para tratar los
.problemas mal planteados, una de las de mayor aplicacién es la
conocida con el nombre de Teoria de Regularizacién de Tijonov . Con el
fin de mostrar su aplicac{én a nuestro problema, permitasenos escribir

(I.1.4) en la forma operacional
K¢l =g I11.3.1

con K:U-— V; U=V =L2la,b]

Kl#(t)} = r ki{x,t) ¢ (t) dt, c s x =sd .
a

kix,t) e Lz {[a,b] x [c,d}l) . Se sabe que K es un operador lineal
compacto, al cual conslderaremos lnyectivo, sin pérdlda de generalidad .
En este contexto, la propuesta de Tljonov consiste en reemplazar

(1.1.4) por el problema variacional [ 15}, [ 1}

min J_ {¢; gl 111.2.3
¢eX 7
donde J, 4 gl = [[Ki#] - g]|2 + v Slgl I11.3.3

X ¢ U denso, y de tal forma que
v o 2 R
sig] =J S Bye) et 1 fF at I11.3.4
a

tiene sentido, siendo

P’(t) contlnua, no negativa para J =0,..., m-1;

P.(t) continua y positiva; en cuyo caso, X resulta ser el espacleo de
Sobolev Wy [a,b]

A la funcional definida en (III.3.2) se le conoce como funclonal
regularizante, y a S{¢] como funclonal establlizante .

Cabe notar que en (III.3.3) , S[¢] controla la -suavidad- de ¢, lo que
permite reducir la sensibilidad del problema orlginal a
perturbacliones pequefias en g, que es el objetlivo buscade .
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La i{dea de Tijonov [ 15 ] para calcular una solucién aproximada de
(I11.3.1) que sea estable a -pequefios. cambios en g se construye con

base en la idea contenida en la siguiente

Def. III.3.1 Sea ¢° e U la soluclién de la ecuacién
K [¢] = ¢g
Una famlllia de operadores . Ry o donde cada miembro esta definido
sobre una vecindad de glc V) en U, se llamara regularizante para
Kigl =g, s1:
1) Existe 61> 0 de manera que todo R1 estd definido sobre la vecindad
Va1 de g, y
£1) Se cuenta con un criterio 7y = y(38) de forma que, para toda € > 0
dada, existe § = &(c) = 6‘ tal que

“Rw(d) s -¢0”Usc

slempre que
I} &5 _8lly=s.

Luego Tljonov propone la funcional regularizante dada en (II1.3.2) y
muestra que el problema (III.3.1) tlene sclucién Unica (Véase [15]).
Si con base en lo anterior se deflne el operador

RT : V—X, ¥>0
dado por IT1.3.5

E“—)4’7

donde ¢_¥ es el minimo de J? [¢; gl es posible entonces demostrar que

la correspondiente familla

{R iV — X% 750} 111.3.6

es una familla regularizante para la ecuacién
Kigl = g
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Para mostrar la valldez de esta afirmacién, se procede haclendo ver en
primer lugar, que el operador deflnido en: (III.3.5) es. lineal 'y
continuo con lo cual se cumple la pr;méra‘ condiclén

establecida en la definiclén 111.3.17 . A,contlnuaclén. se establece
la desigualdad . : ’

SR8

ang:—: %ollx

1 REs = % Iy

para g, €.V tal-que |]g a_ldél ‘supuesto de que ¢ ¢ X .
(] 3 S . [}

Partiendo de esto; 'sgi pfué!:_

1)Es posible tomar.y'y. s -—-—) 0%de til forma que ||R;[] . & —s 0",
y i . ! .
1) ”RI' K [¢] - ¢HU—-—1 0 cuando y —» 0% .

Como. se observa, esta ultima expresién, lo que nos dice es que ia
soluclén (¢7) regularizada, tlende a la soluclén exacta de Klp] = g,
cuando gy —— 0‘ .

Con lo anterlor, se satisface la segunda condiclén establecida en la
definfcién [I1.3.1 y por lo tanto, queda establecido que la familla

dada en (II1.3.6), construlda a partir del problema variacional
Min J_{¢;
7I¢ gl

es una familia regularizante para el problema K[¢] = g, con
K: U-—V, llneal y compacto .
Una vez disponlendo de los resultados que nos establecen la existencla
de la solucién regularizada y su convergencia a la soluclén exacta,
queda .aun por definir (para tener completo nuestro estudio) algan
criterio para la eleccién del parametro de regularizacién r = y(S) de
tal manera que

Rr(é) g5 — %
cuando & — 0°
con una aceptable razén de convergencla ,A este problema, dedicamos

la préxima secclédn .



1I1.4.- Eleccién del Parametro de Regularizacién .

Como ya se sugirié antes, uno de los problemas relaclonados con el
método de regularizacién, de gran importancla sobre todo desde el
punto de vista practico, es el de definir un criterio que nos permita
estimar en forma adecuada el parametro y ( de regularizaclén) que deberid
usarse para el calculo de la soluclién 357 (regularizada). Es éste un
problema que presenta grandes dificultades tanto desde el punto de
vista tedrico como numérico, y aunque a la fecha se cuenta con varlas
propuestas de solucién, en forma alguna puede decirse que se tenga
completamente resueclto .

Por nuestra parte, nos restringiremos a describir dos alternatlvas,
relacionadas directamente en nuestro estudio con el cdlculo de soluciones
regularizadas de la ecuacién integral de Fredholm de primera clase
Quienes deseen profundizar en el tema, se les recomlenda consultar
(1), (111, 1211, [251].

Las propuestas que presentamos para la estlmacién de 7y tienen su
origen en los intentos relacionados con el problema de resolver el

modelo de regresién
2
XB+e=y, e _(0,5°1)

bajo presencia de colinealidad .
Hoerl y Kennard proponen como solucién, la estimaclén sesgada BT

(Gauss-Markav regularizada, para nosotros), que resulta de resolver

X%+ 41 B =Xy, y>0 111.4.1

{Nétese que (I11.4.1) tiene la forma de nuestro problema (I.1.1), con
B=1).
51 se considera ahora la funcién de error cuadratico

2 2
ecm(y) = ecm({}r i B, 8°) = E (” By - B“z}

resulta natural elegir el valor de 7y = 1op(6) como aquél que resuelve

32



el problema
min ecm(y) 111.4.2
»o .

ec(m(}f/ :

x(op
En la practfica, es usual determinar Top 2 partir de una -buena-

estimaclén de ecm{z) que no dependa del conocimiento explicito de B y

& .

La propuesta de Lépez Estrada [ 15 ], puesto que ecm = var + sesgoa,
parte de considerar la funclén
¥(7) = Vly) + b2(a),
donde Vt(y) = Vt(81 ; 8%) es una estimaclén de

Vt(B1 3 62) . la varianza total de ;37 P

b2(1) = bZ([!" ;i B) es una estimaclén para

bz(a’_ ; B8), el sesgo cuadrado de éy .
Ahora bien, resulta que las graficas de ¥(7), Yt(7y) y bz(r) cuando

la matriz X es de rango miximo tienen el comportamiento que se llustra

enseguida
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e (K)
(%
Ve (W)

y

Yor Koo 7Y

" de donde se suglere elegir {véase la gréfica) y = 1.0(6) como una

aproximacién de 10‘7. siendo 7.0 la solucién de la ecuacién de -seudo
optimalidad-

Ve(y) = b%(y), 7> 0
En [15) se muestra que las elecclones

7=7°p

TR0

representan alternativas viables para la eleccidn del parimetro de
regularlzacion, de tal forma que para ambas es posible esperar que
RZ’(G} g5 %
cuando
5— 0
donde 2, es la solucién de K [¢l= g,

con una aceptable razén de convergencia .

III.5 Algoritmo para resoluclén numérica de la ecuacidon integral de
Fredholm de primera clase .
En esta parte consideraremos el caso en que la ecuacién viene dada en

la forma

kix,t) ¢(t) dt*;l =y . 1=1....n 111.5.1

a
yi = glxt) + € con €, £=12...,n

variables aleatorlas, independlentes, 1dénticamente distribuidas

y con medla igual a cero .
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La razén esencial para adoptar esta presentaclén es que resulta la mis
comin en la practica .

El -proceso de cdlcule de una soluclén numérica de (II1.5.1) via

regularizaciéon consta de dos etapas, que pueden esquematlzarse como
slgue :

1)

11)
a)

Discretizaclén .

En esta parte lo que se hace es aproximar la parte integral de
(III.5.1) usando una regla de cuadratura, digamos, del tipo

f(t) dt = Ji:l w)f(tj)

. a .

considerando la parilclén a = t1<t2<...<tp = b; esto da lugar al

modelo lineal de regresién
- XKBte=y 111.5.2

donde S :

X o " KD = (K”) 5 KI—J' = k(x‘.t])
D= dlag~(w1....wp)

t
B = (¢l.---.¢p) c P e L)

t ~ ~
= =g + <<
€ (c‘. ":n) CEEETT M, e

r vector aleatorio, e (0,521)

Regularizacién
Se construye la funcional regularizante

J, Byl =) y-%xB] +7 (Al v>0 153
para el modelo discreto (III.5.2), donde B es la matriz simétrica
positiva definida dada por

B=h'§ =02+ a1, conh= IR
8. matrlz resultante de discretizar

ste) = I Calett)[® + 6™ (0)]® )dt, via diferenclas
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divididas -y 4! matrizide . (n-m)xp de m-ésimas diferenclas
divididas - hacla adelante. ’

b) Usando cdlculo diferenclal para resolver el problema
min Jr 8 vyl
B8
se puede mostrar ficllmente que su soluclén estd dada por 1la
solucién del sistema

(X' + 7B) § = X'y 111.5.4

que es Jjustamente del tipo (I.1.1)

c) Usando algin criterlo (puede actuarse por ensayo), determinese un
valor de 7y
d) Resuélvase (III.5.4) mediante el procedimiento visto en el primer

capitulo.

Presentamos en segulda uha vgrslén algoritmica del proceso anterior.

ALGORITMO

0) Entrada (k(x,t), gix),a,b,c,d,n,p)

Donde

kix, t) Nicleo de la ecuaclén integral

g(x) Lado derecho

a, b limites de integraclén

¢, d Extremos Inferlor y superlor respectivamente, del intervalo
de varliacién de x

n Namero de evaluaclones de f{x), consideradas para la
construcclén de la matriz )(nxp

P Nimero de puntos a conslderar en la discretizacién de
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k(x‘.t) é.(t).
R . .
como parte del proceso de construceién de la miifirlzdxmy.

1} Proceso de Discretizaclién

1.1 Generacién de mallas
% ¢—— &, h +—— (b,a)/(n-1)
Para t = 1,,..,n=1
.
xl.J e hx
t‘ —— ¢ h — (d-c)/(p=1)
Para ) =1,...,p -1
.
tJ.x — tl+ J hr.
1.2 Construccion de X, y del sistema XB + e =y .
1.2.1 Se genera lado derecho
Parat =1,..., n

y, e r(x‘)

1.2.2 Eleccién de una regla de cuadratura que permita definir los

“pesos- \7-J que aparecen al considerar la aproximacién
P
k(x .t t = B
. (xl ) p(t) dt jEl k(xl tj) a-J

PM (Punto medlo}
Opclones{TR (Trapecio)
SM (Simpson)
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1.2.3 Generaci6n: de 1a matriz X
Para 1=1,.,.,n '
Para j=l,...,b )
X, e—— (klx,t,)) o

2) CAlculo de la solucién Gauss-Markov del sistema X 8 + E = y,

asi como del estimador insesgado para PaR

2.1 Se construye la factorlzacién QR de X y se almacena en X .

X e 0‘ R]= Q‘R1
0

Con esto se tlene

%8~y P2 =uol[n]a-y||:
0

...a1|[R]B_[yl 13
El A

2.2 Se calcula la solucién G - M .

By B. , B. solcucién de RE = y,

2.3 Se calcula el estimador Insesgado para o?

8 |l v,112

2.4 Se almacena R en un arreglo auxiliar RG .

RG ——— R .
3) Proceso de regularizacién

3,1) Se construye la matrlz B del sistema

(xx+ ) E=x"y
Be——nhtBasn2a®™ 44
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3.2)

3.3

donde @ es la matriz resultante de discretizar S[¢] usande
diferenclas divididas hacla adelante y o > 0O es una constante
que se elige -lo mis pequefia posible.-, de tal forma que . B
resulte positiva definida .En el programa, se tomdb m = 0,1 y 2;
a=2x 10-7 param=1,2 y « =1 para m=0,

Célculo de la factorizaclén de Cholesky de B .
t
B «— Rz R2
Hecho esto, se tiene el problema
('t +Me=T1y
donde
g -1
T=XR . 87=R2B7
Se calcula la matriz R trlangular superior, de la factoriza-
cién QR de ’
-1
T =XR,
Esto se lleva acabo usando :
1) la matriz R, de la factorizacién
X = QR
11} la matriz Rz de

t
B = R2 R2

De io anterior, resulta
- -1
R—RlR2
ya que
_ -1 -1 -1
T=XR, (QIRI) R, Ql(RlRZ )
Nétese que el cdlculo de R puede realizarse mediante la solucién

de los sistemas

donde ri, T, son las i1-ésimas filas de R y Ri, respectivamente.



3.4} Estimacion del parametro de regularizaclén
3.4.1) Calculo de la descomposicién singular de R

R=UZ V

3.4.2) Calcular el vector
d e—Uu v,

donde y, es el construido en 2.1)

3.4.3) Estimacién del parimetro de regularizacién :
- Por el criterio de optimalidad sin peso, via la soluclén

de min C (7)
‘s
. donde .
Cr) = vix) + b3(y)
2
P a
viy) = 8 A —zl—
. el + 7)

» 2 T
2 = di
b7l !El[ﬂ‘l ] [ 2
‘rl + 7

slendc;: los T, los valores singulares de R calculado
en (3.4.1) y les dl los elementoos del vector d calculado
en (3.4.2)

--~Por .el criterlo de optimalidad con peso, resolviendo
el problema del caso anterior, con :

(-4
vip) = &2 A : 2
(a'l+ 7}
2 2
2 P dl T
b7r) = I, W | Z
t I 1

donde los ¥, son clertos pesos (en la implantaclén

reallzada se tomé W= u-? )
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- Por-el criterio de seudo-optimalidad sln peso, via la

resoluclén de la ecuaclén de seudo-optimalidad
vir)-= %) = 0

con t° = 27/32 y viyl), bz(';)
.son’ los mismos que para el caso de optlmalidad sin peso.

1

Por el criterioc de seudo-optimalidad con peso, via el
cal_culo de la soluclén de la ecuaclén de seudo-cptimalidad
viz) - T%() =0

con v* = 27/32 y v(z}, b(7)

- como  en el caso de optimalldad con peso

Calculo de la solucisn regularizada Sy usando el algoritmo de
Golub, aplicado al sistema

(R* R + 71) @ = R'Q'y

al cual se llega a partir de la factorizaclén T = QR, y
que resultan ser las ecuaciones normales del problema

mn |[J[R Je-[a v] [}
a [3]

Vi1 o

3.5.1) Construir la factorizacién

Vi1

usando esto, podemos reescribir el problema anterior come

nin || R:l o - Q; Qty ”:
o -
o o

o bien

4



| (%
min §| R, Jo-q,[C, n[l:
o B

3] cl

3.5.2) Realizar la transformacién

t
Qz_ C‘ 1= C: con l:: de n comsponentes,
i o) CI
2 C5

Esto nos permite reescribir

- 2
win || [ R} @ - [C, ||2
- __:.
Q C5

3.5.3) Resolver el sistema
R:n 0= C3 ; esto produce 87

3.5.4) Calcular la solucién regularizada 57 resolviendo el
sistema Rz ﬁy = B)‘

4) Salida (BG", 57)

Consideramos de interés en esta parte, comentar que la versién de
Jesis Lépez difiere de la nuestra en lo relative al calculo de 1la
solucién ﬂ_' regularlzada (correspondlente al paso 3,5 de nuestro
algoritmo). El procedimiento propuesto por el profesor Lépez es el
siguliente:

-~ Resuélvase el slstema
t

(FL+ 70 )z =0d —meemm .

con d = U"y1 , siendo Y, el que aparece en 2.1
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« Calcalese

6. = Vz
4

- ﬂ.’) se obtiene resclviendo

Rpy =9

Nétese gque en esta versién, la solucién regularizada pasa por la
resolucién del sistema * en el que esenclalmente se estd trabajando

con la matriz T"T, lo que, segin vimos en el capitule II, no resulta

lo mas recomendable, sobre tode cuande, como en nuestro caso, se
trabaja en general con matrices mal condiclonadas.
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CAPITULO IV

RESULTADOS COMPUTACIONALES
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1V.1 Consideraclones Generales .

Con base en el algoritmo descrito en la parte anterlor, se elabord un
programa en FORTRAN 77, el cual fue compllade y ejecutado en una
minicomputadera Hewlett Packard 9000-740 . Se trabajaron los

sigulentes ejemplos de ecuacicnes integrales :

1 g -
1) J-k(x,t) u{t) dt = sen x, 0.5 x = 1
[ R EN
con N
cos(x ~t), .t -5 x
kix,t) = : : A
0 L LTk oax
Solucién ¢ u(t) = 1. Tomddo de (51
) " 7 2 V 1
11) J (x-0)% u(t) dt = ¥z - 23 + 3,
0
0sxs1
Solucién : u(t) = t. Tomado de {2
1 t +1 .
111) j e ult) dt = (**' - 1)/(x +. 1) ,
0
0s xs1
Solucién : u{t) = e'. Tomado de [ 14)
1
w) I (x+t+0. 137" ult) dt = £(x) ,
[+]
con

fix) = 5 -10x+x(10x+1) In
10x + 1

10x + lI]
— »

0sx=s2
Solucién : u{t) = t(10t + 1).

T

v) o T utt)at =L eV
0sxs1 .
Soluctén : ul(t) = t. Tomado de {6
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6 R : o
vi) : . [ _k(x.t.)_ uft) dt = f(x) ., =6 = x %6

con
: - cos(u(x-t)/a). /x=t/% 3

/x-t/ >3

ssn(x) (9/2! sen(0c/3)/2)
1 ‘cos (:ua) o/t %3 S L .
-~ Tomado de: ["17 ]
0. . /t/> 3

g s N ) . L  _
gy I_k(x;t) u(t) dee=-(h S RM6:, 0 S xS L
conh S e T
SRR 110 O A A
kix,t). =40 . :
LR tlx-1) , t.s x-
Solueton i ult) = t, Tomado de {51
. o . . .
viil) (m((x-t)" + 1))7" u(t) = f(x) , -1 sxs1

-1
con f{x) generada por cuadratura numérica sobre una particién del
intervalo [-1,1]}

Solucisn : ult) = (t% - 1) Tomado de [71

Se trabajaron también los medelos lineales

XB+E=y,E_ N(0, 81 Véase [ 12]
reportados por Lépez Estrada en [15}. Consultese esta misma
referencia para una descripclon de los ejemplo anteriores en términog
de logs distintos grados de difjcultad (suaves, moderados y dures),

que presentan al ser tratados numéricamente .
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Lag  pruebas numéricas - realizadas, las ublqamos enzrdosr xran‘dgs‘

rubros:

1) Con estimacién automatica del parametro de reguiarlzacibq' .

11) Con valor de 7 pasado por el usuario .

En ambos casos se consideraron las sigulentes opclones :
1) Tres variantes para el cilculo de la discretizacién de

rk(xl.t) ¢ (t) dt

a) Cuadratura del punto medio

que fueron:

b) Cuadratura del trapecio
c) Cuadratura de Simpson

i1) Tres posibilidades para el cdlculo de la matriz B del sistema
(xx + yB) § = X‘y
que, como se vio antes, esta dada por

2"9&:1

B = h™™ 4!
Se consideraron los valores m =0, 1, 2; ¥ un valor fijo de

a=2x10"7 param=1,2y e=1param=0.
IV.2 Resultados

Iv.2.1 Caso de estimacién automdtica de 7 .

Para este caso se obtuvieron esencialmente los mlsmos resultadeos que
los reportados por Jesis Lépez Estrada en [15) . Con esto queremos
declr que los errores reportades en todas las pruebas realizadas son
slempre del mismo orden que los que reporta el profesor Lépez Estrada .

IV.2.2 Caso de valor de 7 pasado por el usuarlo .
Los valores de prueba usados fueron :
=1, 0.1

- 47 -



Se consideraron las sigujentes opclones :
1) De reglas de cuadratura :
Simpson, Trapecio y Punto medic

11) De 6rdenes de regularizaclén (valbres de m)
0, 1y2

Se trabaj6 siempre con los valares :
n=17, p=15.

Consideramos exlitosa una prueba sl para al menos una de las
estimaciones automiticas de ¥ (6ptima, 6ptima ponderada, sub-éptima o
sub-6ptima ponderada) los resultados numéricos arrojaron al menos una
cifra correcta en promedio con respecto a la solucién exacta, Cada vez
que se tuve éxito con alguno de estos valores de y, se Intentd también
con ¥y =1, 0.1 .

A continuaclén se presentan tablas en las que se dan los errores
promedio obtenidos en la scluclén regularizada para estos valores
de 7, coen respecto a la solucién exacta ,En la presentacién, adoptamos

la convencién siguiente :

7, encabeza la columna de errores obtenidos cuando se aplicéd el
algortimo propuesto por J. L. Estrada en [15].

7 encabeza la correspondlente columna, cuande se aplicd el

algoritmo propuesto en el capitulo anterior.

Se agrega tamblén una descripcién del mejor resultade obtenido con

estimacién automitica de 7.
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Ejemplo 1
TABLAS DE ERRORES PROMEDIO
Cuadratura : Slmpson

7, =1
1 10e-1
2 10e-1-

Cuadratura : Punto Medlo”

n 7, =1 7, =1 =00 1”'!'G=0.1
1 10e-1 10e-2 10e0 . . -10e-2
2 10e-2 10e-2 10e0 10e-2

Mejor resultado obtenido con estimaclén automatica de 7:
T = 7“ con peso con valer aproximade de 530 e0
Cuadratura : Slmpson

a =1

Error promedio: 10 e-3

Como se observa, para este ejemplo los resultados obtemnidos con la
propuesta de Golub son superlores a los que resultan con el
procedimiento implantade por el profesor Lépez Estrada. En general,
con Golub se obtlenen dos cifraS- correctas para las tres reglas de
cuadratura, con m = 1, Estos resultados son comparables a los
obtenidos con estimaclén automatica de ¥ y sdlo son superados en el caso
del mejor resultado reportado arriba, en el que se logran tres clfras

correctas.
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Ejemplo 2
TABLAS DE ERRORES PROMEDIO
Cuadratura : Simpson

s v =1 7. =1 7, = 0.1 Sy, =eT

[ ] G
1 10e-2 10e-1 10e-1 S 10e-a

2 10e-s 10e-s 10e-4 : 10e-s

Cuadratura : Trapeélo

m 7, =1 7, =1 7, =01 10.—_0'1
o 10e0 10e0 10e-1 10e0
1 10e-1 10e0 10e-1 10e0
2 10e-2 10e-2 10e-2 10e-2

MeJor resultado con estimacién automitica de y:

7= 1°p sin peso con valor aproximado de 14106 0
Cuadratura: Simpson

m=2

Error promedio: 10 e-4

En este cJemplo, segun se observa, para el caso de cuadratura de
Simpson y m = 2 se obtienen resultados superiores al mejor de los
obtenidos con estimacién automitica de 7.
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Ejemplo 3
TABLAS DE ERRORES PROMEDIO
Cuadratura : Simpson

n T, = 1
1 10e-1
2 10e-1

- Cuadratura: i Trapecio:

] =1 o oy = 7= 0.1 - 10=0.§
1 77 10e-1 10e0 - 10e-1 1Ce0
2. 10e-1 10e-1 10e-1 10e-3

Mejor resultado con estimacién automitica de 7:

¥ = 7” coh peso y valor aproximado de 10 e-9
Cuadratura: Simpson

me=1

Error promedlo: 10 e-2



Ejemplo 4
TABLAS DE ERRORES PROMEDIO
Cuadratura : Simpson :

m 7. =1 ’rn = 1
1 100 10e07

2 10e0 . 10e0 -

Cuadratura ': Trapeclo':

m -r_al : _‘rﬁa__l‘_"‘,,l,7.=0.1 7G=0’.1
1 10e0 : 10e0 ) 10e-1 10e0
2 10e0 Y1000 10e-1 10e0

MeJor resultado con estimacién automitica de y:

r = 7np con peso Yy valor aproximado de 10 e-12
Cuadratura: trapeclo

m =2

Error promedic: 10 e-2
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_EjJemple S . .
TABLAS DE ERRORES PROMEDIO |
Cuadratura ;' Simpson® .

‘N OBty

Mejor resultado con estimacién automatica de_ y:

T = rup sin peso y valor aproxlmado de- S8854 eO
Cuadratura: Simpson
m=2

Error promedio: 10 e-3
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Ejemplo 6
TABLAS DE ERRORES PROMEDI1O
Cuadratura : Simpson

m- Y=l 1.= 0.1 - R 0.1
0. - 10e=1 10e-1 " o0 o 10e-1
100 106t 10e-1- 10e-2

2 ©

10e-1 - . 10e-1

L 0.1
“-10e-2
10e-2
10e-1
Cuadratura : Pinto medio
m ¥, =1 ¥y =1 7, =0.1 7, =01
o] 10e-2 10e-1 10e-2 10e-2
1 10e-2 10e-1 10e-1 10e-1
2 10e-2 10e-1 10e-1 10e-1

Me Jor resultado con estimacién automitlca de y:

7= Tnp con peso y valor aproximado de 10 e-7
Cuadratura: trapecio
n=2

Error promedio: 10 e~2
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Ejemplo 7
TABLA DE ERRORES PROMEDIO
Cuadratura : Punto medlo

n v, =1 S =1 7' {0.‘11 .
0 10e-1 1007 -7 i 10e=1

1 10e0 ) 10e0 . 2. 10e-1

2

10e-1- 7 10ers T V10e<1

7= 0.1

10e0

10e0

108t

,Nejof’resﬁltédd Eoﬁhéstlhaéién édtoﬁﬂtlfa de f:

1= 7.,;, con peso -y valor aproximado de 10.e-10.

Cuadratura: ' punto medio
SRR
Error promedlio: 10 e-1
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EJemplo 8 .
TABLAS DE ERRORES PROMEDIO

Cuadratura : Simpson

LA = 0.1
10e-2
10e-2
- 0.1
10e-1
10e-z ;i 10e-2 10e-2
10e-a 10e-2 10e-3
Cuadratura : Punto medio
m 1-=1 7G=1 7.=0.1 7Q=0.l
1 10e-1 10e-1 10e-1 . 10e-1
2 10e~2 10e-3 10e-2 10e-2

Mejor resultado con estimacién automitica de 7:

r= 7wp sin peso y valor aproximado de 10 e-6
Cuadratura: trapeclo

m =1

Error promedio: 10 e-3
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CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

- 57 -



- 1)

Respecto de la primera parte del egtudlo, uno de cuyos objetivos

. fue el de comparar los resultados obtenidos via el algoritmo

11)

114)

iv}

presentado anteriormente, con respecto a los reportados por Jesus
Lépez Estrada en [ 15 ], podemos decir que, para los
ejemplos trabajados, nuestres resultados no difieren esenclalmente
de los suyos.
Por lo que toca al caso de los experimentos realizados pasando el
valor de y por ensayo, puede observarse que priacticamente en el
100% de los casos en que se tuvo éxito para alguno de los valores
de y calculados automiticamente, también sucedlé as{ para al menos
alguno de 1los valores ensayados ; llegandose en cuatro casos a
obtener resultados por ensayo, mejores o iguales al mejor de los
obtenidos con estimaclén automatica de 7, Esto lo apuntamos como
un comentarloc que puede ser de interés.
Cabe también decir que en aquellos casos en que no hubo éxito para
alguno de los valores de 7 calculados autom&ticamente, se {ntentd
también con los valores dados de y por ensayo y si bien tampoco en
este caso se obtuvieron buenos resultados, los errores se
mantuvieron en promedio para todos los intentos del orden 10e0 .
Podria tal vez pensarse, en funcién de lo antes dlcho, que
resulta irrelevante usar el algoritmo de Golub para el cilculo de
la soluclén del problema de cuadrados minimos amortlguadoes; sin
embargo, aunque para los ejemplos trabajados los resultados san
practicamente los mismos que los obtenidos con el procedimiento
propuesto en [ 15 }, hemos mostrado que el cdlculo via Golub
es numéricamente estable y nos evita trabajar expliclitamente con
la matriz TLT. cosa que no ocurre con la versién de Jesus
Lépez. Esta es una razén tedrica importante para preferir

nuestra alternativa sobre la suya.
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