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JNTROOUCCION 

En algunos espacios topol6gicos es posible introducir una 

11multiplicaci6n 11 continua, que los hace parecerse a los grupos to

pológicos, estos son los H-espacios. Los cuales t.ienen propiedades 

importantes y son tema de una extensa literatura de topologia alge

bráica. 

J.F. Adams en su libro 11 Infinite !&.QQ ~11 , nas menciona que 

el concepto de "H-espacios" se remonta a J.P. Serre en 1951, quien 

eli9:i6 la letra H en honor del trabajo topológico de Hopf. También 

fué Serre quien hizo la observación que los espacios de lazos son 

H-espacios. 

Aqu1 probaremos esto y el conocido resultado, que el Grupo Funda

mental de cualquier H-espacio es abeliano. 

Este trabajo se de~arrolla dentro de la Topolog!a General si

guiendo principalmente la exposición del tema que hace J. ougundj i 

en su libro "Topology11 ,· complementándolo con ciertos resultados 

categóricos del libro 11Algebraic Topologytt de Spanier. 

Adoptaremos la definición de H-espacio que da Ougundji, que es 

un poco má.s general que la usual, pues pide que la multiplicación 

continua tenga unidad homotópica (H-unidad) y no necesariamente 

una unidad. Es mas Spanier define los H-espacios en la categoría de 

Espacios Topológicos con punto base, donde el punto base debe de 

ser la unidad <j.~~.··H-espacio. 

Un resultado importante en .. el desarrollo hecho por Dugundji es 

que todo H-espacio es H-isomorfo a un espacio con. unidad. 

Ahora daremos una breve descripción del contenido de este traba-



jo. 

En las· primeras cuatro secciones se dan los preeliminares de Homoto

p!a, Espacios de Funciones, EsPacios de Trayectorias y Grupos de Ho

motopia, que se requieren para desarrollar la teoría de a-espacios. 

La sección V de Grupos Topol6gicos se da como antecedente de 

H-espacios; proporcionando varios ejemplos y algunos resultados que 

se generalizan en forma natural al caso de H-espacios. 

En la sección VI se introducen los H-espacios, y los H-grupos; 

se presentan ejemplos importantes como los Espacios de Lazos. 

Finalmente en la secci6n VII, damos la noción de H-homomorfismos, 

probAndose aquí el teorema sobre la existencia de unidad para un 

H-espacio as! como el teorema del grupo fundamental de H-espacios, 

los cuales se mencionar_on anteriormente. 

" ,. ... 
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I HOHOTOPIA 

Def'inici6n.- sean f,g:x-. Y. dos funciones continuas, si existe 

una funci6n continua H : XxI-> 'i tal que H(x,O) = f(X) y H(x,l) = 

g(x) para toda xeX, entonces se dice que f es homot6Jllrn a g, f :ir g, 

y H es una b..Q.m.Q.t.QniA de f a g, expresaremos esto usando la notación 

H : f ~ g. 

1. O Proposición. - La relación e11 es una relación de equivalencia 

en el conjunto de funciones continuas ~e X en Y.. La clase de homo

topia de fes denotada por [f]. 

Demostración. consideremos f, g y h funciones continuas de X en Y. 

Lci función F : XxI -> 'i dada P.,ºr F(x,t) = f(x) para toda t, define 

una homotop!a de f a f, luego i =- es reflexiva. Si H:f °' g, enton

ces a* (x, t) = H (x, 1-t) define un.a homotopia H* de g a f, de don

de ~ es simétrica. 

Para probar que c. es transitiva, supongamos que 

dada por 

H:f Cll g y H':g ai h,·la función H11
: X x I ~Y 

H'!(x,t) 
{ 

H(x,2t) 

H' (x,2t-1) 
si o " t " 1/2 

si 1/2 " t " 1 

esti!. bien definida pues para t = 1/2, H" (x, 1/2) = h(x, 1) = g(x) = 
> .. :' 

H'(x,o) y es continua por Se~ la función combinada de dos. funciones 

continuas cuyos dominios constituYen una cubierta cerrada finita de 

X x I. Ademi!.s H"(X,O) = f(X) y H"(X,l) = h(X); iuego H' :f m h. 

1 



1.1 Proposici6n.- Sean f,f': X--+ Y y g,g': Y~ Z, funciones 

contíiluas, si f a: f' y CJ a: g' entonces qf cr q'f'. 

Demostración. Si F:f « f' y G:q a: CJ', 

{ 

g(F(x,2t)) si o s t s 1/2 
H(x,t) = 

G(f' (X) ,2t-l) si 1/2 s t s l 

define una funci6n continua H : XxI -> z, ya que H(x,1/2) = 
g(F(x,l)) = g(f'(X)) = G(f'(x),D); además H(X,O) = g(F(x,O)) = 

g(f(x)) y ·H(X, l) = G(f' (X), 1) = g' (f' (X)), luego H : gf a g'f' ·• 

En virtud de lo anterior se puede definir una 11 composici6n 1_• para-

clases de homotopia [g][f] = (gf]. 

Def'inici6n. - Una función es !'ulhomot6pica si es homot6pica a una 

función constante. Un espacio Y es cont'raible si ly es nulh~motópi

ca ; i.e., si existe una homotopia de lY a una función constante. 

Notaci6n. Sean 0 2 = { zelR
2 

: f z f s l}. y S1 = Fr 0 2 subespacios de 

IR
2 = C. 

1.2 Proposición.- 1) Un espacio Y es c~r;itraible si y s6lo si, para 

cada espacio X no vacío, todas las funciones continuas de X en Y 

son homotópicas. 

2) Una func~6n continua f : s 1 -..~Y:'es nulhomotc?

pica si y s6lo si existe una exteilsi6n continua F : 0 2 --+ Y de f. 

Demostraci6n. 1) Sea 'l contraible. E~iste k 

k(y) = Yo para todo ye 'l y ly a k. 

'l -> 'l tal que 



{

fo =\•fo 
por la proposici6n l. l 

fi = l,•ft 

para cada xeX. Por lo tanto fo 1:11 fi. 

El inverso es inmediato. 

2) supongamos H 

cada se 5 1
• 

Definimos F D2 --+ Y, como. F(z) = 
1/2"JZl"l 

Ya que para lzJ = 1/2, H(z/lzJ,1) =yo, la funci6n F está bien 

definida y es continua. como para ze s 1
, F(z) = H(z,O) = f(z). Asi 

F es tina extensión continua de f a 0 2
• 

Ahora si f tiene una extensión continua G D2 ---. Y, 'definimos· 

J : S1xI---> Y por J(x,t) = G((l-t)x+tpo) con poe 02 fijo. Entonces 

J(x,O) = G(x) = f(x) y J(x,l) = G(po), luego J es una homotopia de 

f hacia la función constante x ~ G (po) • • 

En particular, dada l/J:Fr :r 2~ Y continua nulhomotópica, entonces 

existe una extensión continua 1l':I2---+ Y. 

Definición.- Una función continua f·: X--} Y es una equivalencia 

homot6~ si existe una función continua g:Y --+X tal que gf =:.: lx 

y fg "" lyi la función g es una·~ homot6pica de f. Es claro 

que si g es inversa homotópica a f y q "" q' entpnces g' es tam

bién inversa homotópica de f. También es inmediato que la composi

ción de equivalencias homot6picas es una equivalencia homot6pica. 



Def'inici6n. - Dos espacios X, Y son 112m2:t6picamente equivalentes o 

bien;· tienen el mi.J;JnQ !;iR2 sil! ~1A y se escribe X = Y, si 

existe una equivalencia homotóÍ>ica f:X ~ Y 

1.3 Proposici6n.- Sean fcx,ga : Xa ---+ Ya Vocea y 

nf<X,nga : IIXa: ---) lIYa:, entonces nfa: Cll m1a si y s6lo si fa .Cll ga: Vaea. 

Demostración. Sea xºe rrxa fijo y i 11 :x11--> TIXa, dada por 

Pa•i¡¡(X¡¡) = x~ si a"' ll y Pa•i¡¡(X¡¡) =X¡¡ si a=¡¡, 

Si nfa = rrga entonces fil = P¡¡(rrfa·i¡¡l = P¡¡(nga•i¡¡) = 9¡¡ V flea. 

supongamos que fa Cll ga V a:ea , sea Ha: XaxI ---+ Ya la homotopia de 

fa a 9a • 

Con d : X ---+ xª la funci6n diagonal, del diagrama 

TI(X x I) nHcx= (Ha) ' TIY 

a i a 

.. ~~'f/ 
rrxa X I 

se sigue que H' es continua por ser composici6n de funciones 

continuas. 

Si (x,t)e TIXaxI entonces H' (x,t) = (Ha(xa,t) >aea donde x (xa), 

H' (X,O) = (Ha(xa,O))aea = (fa('Xcx)/aea = (nfa) (x) 

y 

H' (x,l) = (Ha(xa• 1»aea = (ga(xa»aea 

una homotop1a de nfa a ngcx . • 

(rrga) (x), luego H' es 



{ f~:X -t Ya }aea la función producto restringido, 

donde (fa) X ~ llYo:: es la ~omposición (rrfo::) •d, entonces 

(f,,l (X) = (f"' (x)) aea· 

1.4 Proposici6n.- Dos funciones continuas (fa)• (g"') : X-+ IlYa son 

homot6picas si y s6lo si fa• g,,:x ---> Ya son homot6picas para todo a. 

Demostración. Supongamos que (fa) es (go::) procediendo como en l. 3 

ffl = pfl•(fa) ~ Pfl•(ga) = gfl V /lea. Ahora supongamos que fa• ga Vae a 

entonces (llfa) od • (llg,,) •d.• 

En particular si f1,g1 : X---> Y1 (1 1,2), (f1,f2) • (g1,g2) si y 

sólo fi "' gi y f2 ... g2. 

1.5 Proposición. - Si Xa: "' Ya para cada o::ea entonces TTXa: cs TIYa: 

Demostración. Supongamos que Xa es Ya y sean fa:Xa: ~ Ya equivalen

. cias homotópicas con inversas homot6picas f' a:=Ya ~ Xo: V aea. 

entonces (rrf' a>º (rrfa:) = rr(f' aºfa) m nlxa = lrrxa 

y (rrfa) (rrf' a> = rr(fa•f' a> = rrlya: es l 11Ya: 

lo que se quer.ia demostrar.• 

Definición.- Sean f,f' : X---> Y .. tales que fjA = f' ¡A, se dice que f 

y f' son homot6picas relativas a A, f cs f'rel. A,.cuando existe una 

homotopía H : XxI -. Y que satisface : 

H(x,o) = f(x) 
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H(x,l) a f' (x) 

H(x,!:) = f(x) = f' (x) xeA y tel. 

Def'inici6n.- Una trayectoria es una función continua a : :e -. X , 

donde I es el intervalo cerrado [O,l] como subespacio de la recta 

real y a(O) es el punto inicial de a y a(l) el punto final. Una 

trayectoria a. es un ~basado en x cuando oc(O) = a(l) = x. 

Sea ar1 (t) = o::(l-t) la trayectoria inversa de ex. 

Observemos que ~ara un espacio discreto X las ünicas trayectorias 

en X son las constantes. 

1. 6 Proposición • - Sea Y un espacio discreto y fo,ft 

func;:lones homot6picas entonces fo = f1. 

X-+ y 

Demostración. Sea F : XxI ----. Y la homotopfa de fo a ft. 

Entonces para cada xex la trayectoria I ~ {x}xI -.!:..... Y es continua. 
t-> (X,t) 

Como ~ es discreto, fojx debe de ser una función constante. En 

particular fo (x) = F•jx (O) = F•jx (1) = f1 (X)·• 

~ando dos.~rayectorias a,~ en X son homot6picas relativas a Fr I, 

H : a m {3 rél. Fr I, entonces a y f3 tienen el mismo punto inicial y 

el mismo punto final. Si a e~. un lazo basado en x y a cr f3 rel. Fr I, 

f3 es tambien un lazo basa<1:0 en x. 



l. 7 Proposic16n. Si h,h': I -+ I son continuas, h(O) = O = h' (1) y 

h(l) ·= 1 = h' (O), entonces h.··m l?/_re~-~- Fr. ~ y ·p"ara toda trayectoria 

a en X tenemos : 

i) . ,a•h ~·a reLFr. I 

Íi) ~~h~~\~(~--1, rÉ!l~Fr-.I.~ 

Demostraci6n.i) Definamos H i·:rXI:.::---+.'r , H(t;s) e=. (1-s)h(t)+st, 

y observemos que: 

H(t,O) = h(t) 

H(t,1) = t 

H(O,s) = O = h(O) = 1
1 

(O) 

H(l,s) = 1 = h(l) = 1
1

(1) 

Así que H:h" 1
1 

rel.Fr I; entonces c:c·.h·=s a rel.Fr I. 

ii) Sea p : I -+ I la funci6n continua definida por p (t) 

todo ter. 

1-t par} 

Definamos a*: IxI--+ I; H*(r,s) = (1-s)h'(t) + sp(t). Como antes· 

resulta que n*:h' °' p rel.Fr I y entonces «•h' Clf a. 0 p = a-1 rel.Fr I .• 

DEFINJCION 

Una cateqor!s. ~ consta de: 

(i) una clase de objetos, denotada por ob(~) .cuando no hay peligro 

de confusion tambien escribimos ~ en lugar de ob(~) ¡ 

(ii) para cada par de objetos X, Y, un conjunto de morfismos ,P.é;X en 

Y, denotado por ~(X,Y); 

(iii) para toda terna ordenada de objetos X, Y, Z u11a funci6n de 

~(X,Y)•~(Y,Z) en ~(X,Z), llamada la composición (la imagen de (oc,/?) 

se denota (Joa). 



Que satisfacen los siguientes dos axiomas 

(iv) 7• (fl•a) ~ (7•fl) •a (asociatividad). 

(v) para cada objeto X de r;, toxiste un morfismo identidad 1,:x -> X, 

tal que aolx = a y lvºª = a para toda ae1'b'(X, Y). 

1.A EJEMPLOS 

1.-La categoría de conjuntos !l. Los objetos de esta categor1a son 

todos los conjuntos (ob(.Y') = clase de todos los conjuntos), los mor

fismos son funciones (i: e. fb'(X, Y) = conjunto de todas las funciones 

de X en Y), y la composición es la composici6n usual de funciones. 

2.-La categoría de grupos !1. Aqu1 ob(rJ) es la clase de todos los 

grupos, !'l(X, Y) es el conjunto de todos los homomorfismos de X en Y, 

y la composición es la usual . 

3.-La categoría de grupos abelianos !'1.1. Aquí ob(t:'A) es la clase de 

todos los grupos abelianos, rJA(X, Y) es el conjunto de todos los ho

momorfismos de X en Y, y la composición tiene el significado usual. 

La categoria rlA se obtiene de la categoría r: restringiendo los obje-

tos a la clase de grupos abelianos, rJA es una subcategoria de 11. 

4.-La categor1a de espacios topol6gicos !7. Aqu1 ob(!7) es la clase de 

todos los espacios topológicos, '!l(X,Y) es el conjunto de todas las 

funciones continuas de X en Y, y la composici6n tiene el significado 

usual. 

s.-La categoría de Homotopía H. En esta categoría se tiene que 

ob(H) = ob(9°), y los morfismas· de,._X(X;Y) son las clases de homoto

pia de funciones continuas de X en Y y la composicJ_6n no tiene el 

sentido usual, sino que (f)(g] = [fg]. 

B 



DEFINICION 

-Sean ~ y 'D categorías. Un í.Y..n.t.2J;: covariante T de ~ en V, en 

simbolos T : ~ -Jo :o, consta•de 

(i) Una función T : ob(l!:) --> ob(:V), y de 

(ii) funciones TxY' l!:(X, Y) --> :V(TX,TY), para todo par ordenado (X, Y) 

de objetos de ~, las cuales preservan la composici6n e identidades, 

es decir, satisfacen 

(iii) Txz(ll•cx) = Tyz(ll) •T,y(cx), para todos los morfismos 

X --..!!...+ Y ....!!., z en 1!: y 

(iv) T,Cl,J = lTx , para todo X e ob(l!:). 

Un ~ contravariante de ti' en 7) se define como arriba reempla-

zando (ii) por T,y: l!:(X,Y)--> :V(TY,TX), y (iii) por 

T(ll•cx) T(cx)•T(ll). 

1.8 EJEMPLOS 

1.-Para cualquier categoría ~ y un objeto fijo Y de t: existe un 

funtor covariante ~(Y, ) de la categoría~ en la categoría de con

juntos Y. funciones, el cual asigna a un objeto z de ~ el conjunto 

l!:(Y,Z) y a un morfismo h:Z _, Z' la función h
0

: l!:(Y,Z) --> l!:(Y,Z') 

definida por h
0

(g) = h•g para g : Y--> z. 

2.-Para cualquier categoría ~ y un objeto fijo Y de ~ existe un 

.t:ti~tor contravariante ~( , Y) de la categoria ~ en la categoría de 

conjuntos y funciones, el cuaÍ asigna a un objeto X de ~ el conjun

to l!:(X,Y) y a un morfismo h: X--> X' de 1!: la fuuci6n 

h•: l!:(X' ,Y) --> l:(X,Y) definida por hº(f) = f•h para fe l!:(X,Y). 

9 



3 .-En particular para un espacio topológico fijo y no vacío Y, se 

tiene·· un funtor contra variante , Y] : ,. -t ~ que a cada Xe ,. le 

asocia [X, Y] = X(X, Y) el conjÚnto de clases de homotopia de fun
'I' 

cienes continuas de X en Y. y a cada X ~ X'continua le asocia la 

funci6n <p
0

: [X'.YJ -> [X,Y] ¡>8
([f]) = [f•¡>] 

4. -El funtor covariante ':! -. H de la categoría de espacios topo

lógicos 'j' en la categoría de homotop1a que asocia a cada espacio 

topol6gico X, el mismo espacio X como objeto JI y a cada f : X ----> Y 

continua, su clase de homotop!a [f] E ll(X, Y). 

" ,. .. 

•. 

:! 
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II ESPACIOS. DE FUNCIONES 

Dados X, Y dos espacios topol6gicos, yX es el conjuñto de fun

ciones de X en Y. 

Definici6n. - Para cada par de conjuntos Ac: X, Be: Y, sea 

(A,B) = {feYXJf es continua y f(A)c s}. La topolog1a 

compacto-abierta 6 &-~!ª en el conjunto de funciones continuas 

de X en Y es la que tiene como subbase a todos los conjuntos (A,B), 

donde A es un compacto de X y Be Y es abierto. 

Notación, C(X, Y) es el espacio de las funciones continuas de X 

en Y con la topología compacto-abierta. 

2.1 Proposición. - si Y es localmente compacto y ilausdorff (o requ

ar), la función composición c : C(X,Y)xC(Y,Z) ----+ C(X,Z), c(f,g) = 

go f es continua. 

Demostración. Sea (K,W) un abierto subbásico de C(X,Z), donde K es 

compacto de X y W es abierto de z. Si (f,g)e c-1((K .. W)), g(f(K))c W 

y as1 f(K)c g-1(W). 

Como Y es localmente comp~cto y Hausdorff (o regular) y, para 

cada xe K, f (x) está en el abierto g-1 (W) de Y, existe L(x) compacto 

en Y tal que f(x)e L(x)c L(x)c g-1(W). 
,i-•' 

La cubierta abierta de {!.(>!) }xeK del compacto f (K) tiene una 

subcubierta finita v = Lcx1)u- - - -v Lcxn) entonces 

Ve L = L (x1) u - - -u L (xn) y L es un compacto contenido en g-1 (W) • Se 

tiene fE (K, V) y ge (L, W). 



Si (f'·,g')e (K,V)x(L,W) entonces tenemos g'(f'(K))c g'(V)c g'(L)c w, 

de donde c((K,V)x(L,W))c (K,W) y por tanto c-1 (K,W) es abierta.• 

Def'inici6n. - Para Fe C(X, Y) se define la ~ evaluagi6n 

E : FxX -> Y como E(f,x) = f(x). 

2.2 Proposici6n.- Si X es localmente compacto y Hausdorff (o regular) 

y F un subespacio arbitrario de C(X, Y), la funci6n evaluaci6n 

E : FxX ~ Y es continua. 

Demostración. supongamos que X satisface las condiciones que se 

piden, para una vecindad u de E(f,x) = f(x) se puede encontrar una 

vecindad A de x con cerradura compacta contenida i;n· f-1 (U) as! que 

E( (A,U)xA)c U. Esto prueba la continuidad de E en (f,x) ·• 

2. 3 Proposici6n. - (Teorema gg 1il corresponden·::i a exnonencial). -

Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff ·o regular, Y y 

Z espacios arbitrarios no vacios, entonces a cada fun~i6n 

q : Z---+ F, F subespacio de C(X, Y), le asociamos una función 

G = E• (gxlx) : Z><X ---+ Y. , donde E : FxX --+ Y es la función evalua

ción. Se tiene: 

1) g es continua si y s6lo si su asociada G = E• (gxlx) 

continua. 

2) Para g
0
,g

1
:Z---+ F coni:.inuas, g

0 
e.: g

1 
si y s6lo si G

0
"" G

1
• 

Demostración. 

1) Supongamos que g es continua. Entonces la composición Eo (gx1x) 

12 



es continua por ser composición de continuas. 

Aliara supongamos que G = E•(gxlx) es continua. Sea g(z)e (K,U), 

K compacto de X y u abierto de' Y, entonces g(z) (K)c u, es decir 

G( {z}xK) e U. ·Pero G es continua y ( {z}xK) e G-1 (U) es abierto de ZxX 

luego existe una vecindad V de z tal que VxKc G"1 (U) , de donde 

G(VxK) = E(g(V)xK) = g(V) (K)c U y por lo tanto g(V)c (K,U). 

2) Para cada función h : Zxr --+ F su asociada H : ZxixX --+ F induce 

H': ZxXxI-> Y dada por H'(z,x,t) = H(z,t,x) = E(h(z,t),x) entonces 

por (1) ~ h es continua si y sólo si H' es continua, es más h:go CIC 91 

si y sólo si H': Go CIC Gl puesto que para j = O, 1 se tiene que 

H'(z,x,j) = E(h(z,j),X) = gJ(Z)(x) = GJ(Z,X) •• 

Las funciones continuas rp : X--.X' y l/J : Y--.Y' inducen las fun-

ciones ,,,• : C:(X', Y) -->C(X, Y) y "'• : C:(X, Y) --+C'(X, Y')¡ dadas por 

,,,.(f') = f'o'{J e C:(X,Y) V f'e C:(X'.Y) 

y V fe C:(X,Y) >/J•(f) = >/J•f e C(X,Y'). 

Observese que esto tambien se deduce de los ejemplos 1.B(l) y 1.B(2). 

~2. 4 Proposición. - (1) 'P : X _, X' y >/J : Y ---> Y' continuas inducen 

funciones continuas ¡>•: C(X', Y) _, C(X, Y) y "'•' C:(X, Y) -> C(X, Y'). 

(2) Si f{J e 1/1) es homeomorfismo, rp• Cl/I,) es también un homeomorfismo. 

(3) Si X' es Hausdorff y localmente compacto y ip CIC rp' (1/1 CIC 1/1') 

entonces ip
1 

CIC rp'• (1/1• :. 1/1:). 

Demostración. Si K es un subconjunto compacto de ~ y U un abierto 

de Y, entonces ('P•) ·• ( (K, U)) = ('P (K), U) es abierto de C(X', Y), y 
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para L compacto de X y V abierto de Y' tenemos que 

son continuas. Por tratarse de los morfismos inducidos por los 

funtores contravariante '3 ( , Y) y covariante '!/(X, ) de los ejemplos 

l.B (l) y l.B (2), si 'P y ~ so~ homeomorfismos, 1¡>1 y 1/1
1 

también lo 

son. 

Sea H XxI-> X' la homotopla H:I' m l/J. Por la proposición 2.3 la 

f.unci6n h : I -> C(X,X') definida por h(t) (x) = H(x,t), es continua 

y por 2 .1 se tiene que la composición 

C(X',Y)xI ...!__, IxC(X',Y) ~ C(X,X')xC(X',Y) ..2-, C(X,Y) 

continua, donde c(f,q) = gof es la funci6n composici6n. Defi

niendo V f'e C(X',Yi y V teI, H'(f',t) = c•(hxl)•T(t,f') se tiene 

que 

H' (f' ,O) c(h(O) ,f') 

y 

H' (f' ,l) = c(h(l) ,f') 

Por lo tanto H'-: f,. "'-~,·~ 

c(1¡>,f') = f'•'P = ¡?
1 (f') 

C('P' ,f') f'orp' 

Con los cambios necesarios se prueba en forma semejante que 

si "' cr l/J' entonces "'· "' 1/1: .• 

" ..... 
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III ESPACIO DE TRAYECTORIAS 

Sea Y un espacio y a,b dos Puntos de Y denotemos por fl(Y,a,b) al 

espacio gg todas .lslli trayectoria$ en Y del punto a al punto b con 

la topolog1a compacto-abierta. Esto es, Cl(Y ,a,b) es un subespacio 

de C(I,Y). Observamos que íl(Y,a,b)•\I si y s6lo si a y b están en l.a 

misma 'componente por trayectorias de Y. cuando a = b el espacio 

Q(Y,a,a) se denota simplemente como fl(Y,a) y es el ~ de ~ 

en Y basados en a. 

El espacio de trayectorias O(Y,a,b) es, en general, no conectable 

por trayectorias. Llamamos dos trayectorias a,(Je O(Y,a,b) equivalen

tes y escribimos ~-si a y (3 pertenecen ~ ~ misma componente 

E2E trayectorias. 

3.1 Teorema. Para a,J3e O(Y,a,b), a - f3 si y sólo si a:" f3 rel.Fr I. 

Demostración. Sean a,(3 I ~ Y trayectorias con a(D) = f3(0) = a y 

a(1) = 13(1) = b. 

Ahora supongamos que a - p y sea r : I -----t Q(Y,a,b) una trayectoria 

que inicia en a: y termina en f3 •. 'Definamos H : Ix:I --+ Y como 

H = E•(rxl)•T con T(t,s) = (s,t). Esta funci6n Hes continua y 

H(t,s) = E• (rxl) •T(t,s) E•(rx1) (s,t) = E(r(~)'¡t) = r(s) (t) 

H(t,O) r(o) (t) = a(t) 

13(t) H(t,l) = r(l) (t) 

H(O,s) = r(s) (O) a = a(O) = 13(0) 

H(J.,s) = r(s) (1) = b = a(1) = 13(1). 
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Por lo tanto ex a f3 rel. Fr I. 

InVérsamente, una homotop1a re1.Fr I nos da una trayectoria de- a 

hacia ll·• 

3.2 Corolario. Para cx,pe ll(Y,a), a - p si y s6lo si a a ¡¡ rel.Fr I 

Def'inici6n.- El producto de dos trayectorias a,(3, se define s6lo 

cuando a(l) - ll(O), y es la trayectoria a•¡¡ dada por 

{ 

a(2t) 
a•¡¡ (t) = 

¡3(2t-l) 

os t s 1/2 

l/2S t S 1 

3.3 Teorema.- La funci6n m : ll(Y,a,b)xll(Y,b,c) --> ll(Y,a,c) dada 

por m(o:,13) = cx*l3 es continua. 

Demostración. Dado que el espacio de trayectorias O(Y,a,c) es un 

subespacio de C(I, Y) , podemos aplicar el teorema 2. 3 de la corres

pondencia exponencial. Por lo tanto bastará probar que la tunci6n 

asociada M = E•(mx1
1

) : íl(Y,a,b)xíl(Y,b,c)xI---+ Y es continua. Fije

mos o:e O(Y,a,b), (3e Cl(Y,b,c) y tE I. Para U una vecindad de 

M(cx,¡l,t) = (a*ll) (t) en Y, existe una ,vecindad J de t en I tal qu,e 

(a*ll) (J) e U (por la continuidad de a*ll). Ahora bien, como los espa

cios de trayectorias tienen la topología compacto-abierta, mostrare

mos que existen Kt y K2 compac;os en I, V1 y V2 abiertos de Y tales 

que ae (K1,V1), ll• (K2,V2) y como · 

(o:' ,/3 1 ,t')E [(K1,V1)n O(Y,a,b)]x[ (K2,V~)n O(Y,b,c)]>tJ =A implica 

que M(«' ,13 1 ,t') = (a:'*,9'} (t' )E U. 

Podemos suponer que J satisface (a*f:I) (J')c u. Por la definición de 
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a•p y la continuidad de a y p existe K• = 2Jnic a-1 (U) y cuando 

2Jnx: = " se toma K1 = I, en el primer caso definimos V1 = U y en el 

segundo V1 == Y y existe K2 = c'2J-l) nic 13-1 (U), y cuando 

(2J'-1)nI = 0 se considera K2 = I, sean V2 = u en el primer caso y 

en e1 segundo V2 = Y. 

Entonces para estos conjuntos se obtiene el abierto A del dominio 

de M, (a,/3,t) e A y si (a' 1 /3 1 ,t' )e A 

{

a'(2t')e a'(K1)c U si O:!it 1 :SJ/2 
M(a',/P,t') = (a'*ll')(t') = 

P' (2t'-1)e P' (K2)c U si 1/2"t'"1 

por lo tanto M (A) e U, de donde se sigue la continuidad de M. 

En particular la función multiplicación m O(Y,a)xO(Y,a)--+ O(Y,a) 

es continua. 

3.4 Proposición,- Sea h : I->I continua con h(O) =O y h(1) = 1. 

Entone.es h•(o:) = CXDh define una funci6n h1 de O(Y,a,b) en sí. mismo 

que es homot6pica a la identidad, 

Demostración. En 1.7 definimos una homotapla H:h a 1
1 

rel.Fr I c;:on 

H(t,s) = (1-s)h(t)+st. 

Ahora sea h
8 

: I ---t I; h.(t) H(t,s) / es claro que 

h. m h
1 

= l
1
rel.Fr I. 

Por 2.4(3) se sigue que la función inducida h 1 
: C(I,Y) --> C(I,Y) es 

homot6pica a la función identi"dad, y ya que h:(O(Y,a,b))c O(Y,a,b); 

se tiene lo que se quer la demostrar.• 
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En _I se definió la trayectoria inversa a~1é .n(Y,b,a) de 

ae O(Y,a,b) por la regla a-1(t) = a(l-t), o~c-1.· Designemos con Sa 

e n(Y,a) el laru2 coostaote Salil = a. 

3. 5 Teorema. -

(1) Las funciones Ai, A2 : O(Y,a,b)xO(Y,b,c)xn(Y,c,d) -> O(Y,a,d) 

Ai(a,/l,7) = a•(/3*7) y A2(a,/l,7) = (a*/ll*7 son homot6picas. 

(2) Las tres funciones de O(Y,a,b) en si mismo dadias por 

ce--+ a•S'b a -> a: y ex ----+ Sa*a son homot6picas. 

(J) a --> a•a-• y a -> Sa definen funciones homot6picas de 

'1(Y,a,b) en O(Y,a) y las funciones de O(Y,a,b) en Q(Y,b) dadas por 

a --+ a:-1 *cx y a ---+ S'b son homot6picas. 

Demostración. (1) cOnsideremos la función h I --+ I definida como 
¡ 

sigue 

h(t) 
{

2t si 

t+l/4 si 
(t+l) /2si 

o~t~l/ 4 

l/4~t~l/2 

l/2~t~l 

se tiene que hes continua, h(O) =O y h(l) =l. Por 3.4 

hº: n(Y,a,d) ---+ O(Y,a,d) es homot6pica a la función identidad. 

Por otro lado, directamente se comprueba que 

[a* (/3*7)] •h = (U*/ll *7, entonces A2 = A••h = hº•A1 y de 

h
1 

cic 10 (Y, a, b).~ 1se obtiene A2 "" Ai. 

(2) Sean h1 ,;:· min{l, 2t} y h2 =; m:ix{D, 2t-l} para todo te:r. Las 

funciones h1, h2 : I --4 I son continuas y hl(O) = o = h2(0) I 

h•(l) = 1 = h2(1). 

Entonces, por 3.4, h1•, h2• y 1 Cl(Y,a,b) son homot6picas. Ahora 
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bien, a:*Sb = a:•h1 y Sa•o: = cx•h2 entonces como en (1) se obtiene que 

a --+· a*S'b, a --> Ca•o: y o: ---+ a son homot6picas. 

(3) Para cada sel consideremcts h•,h'• : I ---+ I definidas por 

{
2t(l-s) O•t•l/2 

h.(t) = 2 (1-t) (1-s) 1/2•t•l 

{
1-2t(l-s) 

h'•(t) = 1-2(1-t) (1-s) 
o :s t :s 1,2 

1/2 :s t :s l 

y 

Si H(t,s) = hs(t) y H' (t,s) = h'•(t), entonces claramente 

H:ho u h1 y H':h'o ce h'1. Se comprueba fácilmente que h1(I) O y 

h't(I) = 1, hs(O) = O= h•(l) y h'.•(O)= 1 = h'a(l). Además 

O:•ho = o:*ex-1 , O:oh1 =Ca , O:oh 1 o = ct1•a y CX•h'1 = 8'b. Por 2.4(3) 

ho1 
is h11 y h'o1 

e11 h'1•. y asi las funciones continuas 

ho1 
: Q(Y,a,b) --+ O(Y,a) y h'•": O(Y,a,b) --> O(Y,b) 

inducen las homotopi~s· 

(o:,s) ~ hs1 (cx) = o:ahs y (~ 1 s) ~h'••(o:) = o:ah'• 1 de 

a --+ a*ex-1 hacia ex ---+ Ca y de a --+ o:-1*a hacia a~ S'b 

respectivamente.• 

3. 6 Proposición. - La corresporidencia o: -> o:-1 define, un homeomorfis

moO(Y ,a,b) --+ O(Y,b,a). 

Demostración. Si p : I --> I, ·p(t) = 1-t, entonces a-1 = a.ap = p•(o:) 

y p 1 
: C(I, Y) --+ C(I, Y) es un homeomo~fismo (por 2 .4) que restrin

gido a Q(Y,a,b) nos da el homeomorfismo busc;:ado.• 

Sea ae O(Y,a,b) una trayectoria fija. Para cualquier ye ":l dada, 

1a trayectoria ex induce funciones ~ transigi6n 

ª" : O(Y,y,a) --+ O(Y,y,b) definidas por cxn(7) = 7*<X y 
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<XL : O(Y,b,y) ---+ O(Y,a,y) por <XL(7) ~ a•7. 

Las funciones de transici6ri an y aL son continuas por teorema 3 . 3. 

3.7 Teorema.- Sean a, (3e íl(Y,a,b). Entonces 

(a) CX - #l o <XR m #lR (resp. <XL m flL) ¡ 

(b) cada an [resp.aL] es una equivalencia homot6pica con 

inverso homot6pico (a-1)R (resp(a-1L) J 

Demostración. Lo probaremos solamente para an ya que para. {JL es de 

manera semejante. 

(a) Supongamos que a: - f3 entonces existe a:I~ O(Y,a,b) una 

trayectoria de a hacia ¡¡. Ahora ~ (7, t) = 7• (cr(t)) define a 

e»- : O(Y,y,a)xI --t O(Y,y,b) que es continua y satisface. 

7*(cr(O)) 

7• (cr(1)) 

7*<X = <XR(7) Y 

7*fl = flR(7). 

Por lo tanto ~:CXR ar f3R. 

Ahora supongamos que o:n :::r /3R. Entonces para toda TE O(Y·,y,a) las 

trayectorias an(7) y f3R(T) pertenecen a una misma componente por 

trayectorias, esto es,, T*ª - '1*13, as1 que r-1'* ('1*o:) - ;-
1* (T*f3), y 

en consecuencia a - f3 • 

(b) Nótese que el teorema 3. 5 implica (a-1)RoaR a (a*a-1) R, ya ~e 

a•a-1 - c •. Se sigue de (a) que la función ll ---+ ll* (a•a-1) es 

homot6pica a la identidad, i.e., (ct*a-1)R c:ir l. Y con ello queda 

demostrado que (a-1) Roan cr 1. • 

Cada ae O(Y,a,b) induce una función continua a•:ncY,a) _ __. OCY,b) 

dada por~ = a-1*A*a; nótese que a• = (a-1
)LoaR. Como la campo-
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sici6n de equivalencias homot6picas es una equivalencia homot6pica _ 

se sígue de 3. 7 el siguiente resultado. 

3. 8 Corolario. a• es una equivalencia homot6pica con inverso 

homot6pico (a-•¡•. 
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IV GRUPOS DE HOHOTOPIA 

consideremos Y un espacio nQ vac1o, de la demostración del teore

ma 3.5 resulta que las trayectorias en Y tienen las siguientes 

propiedades: 

i.-a•(ll*7) " (a*/l)*7 rel.Fr I donde a(l) = {l(O) y /l(l) = 7(0) 

2.-a•&'•" a rel.Fr I y &'a*a "a rel.Fr I con a= a(O) y b = o<(l) 

3 .- a:•cx-1 
:ir &o rel Fr I y a·1 •cx o::ii Cb rel.Fr I 

4'.1 Proposici6n. - si ex co: et' rel. Fr 

entonces cx*f3 o::ii cx'*f3'rel.Fr I • 

Demostraci6n. Sean F:cx ~ a:' 

definimos H : IxI -->]Y: por 

{ 

F(2t,s) 
H(t,s) = 

G'(2t-l,s) 

o ::5 t ::5 1/2 

1/2 ::5 t :S 1 

Entonces H es continua pues para t = uz 

F(l,s) = a(l) = /l(O) 

H(t,O) 

H(t,l) 

(a*f3) (t), 

(a'*Wl (t), 

HtO,s) = F(O,s) - a(O), 

G(O,s) y dado que 

H(l,s) G(l,s) f3' (1) se sigue que H:cx•IJ :ir ct.'*f3'rel.Fr I .• 

" ~·· 

fl(O), 

Sea m(Y,yo) ·el· conjunto de !'lases de homotop1a relativa a Fr I 

de lazos en Y basados en yo. Si a· es uno de estos lazos, [et) denota 

la clase de homotop1a de ex relativa a Fr I y si définimos la 

multiplicaci6n [o<) [/l) = [o<*/ll, de las propiedades anteriores se 

22 



sigue 

i;- Coi] C Clll [7] l = C [aJClll l [71 

2.- C<Ú[Syo] = [ex] = [SyoJ [ex] 

3.- [~] [a-1] = [Syo] = [a_1.] [a] 

lue.go ·m (Y ;yo) es un grupo con esta multiplicación 

[Í!:yo] es la unidad multiplicativa y (ex]-1
• ¡a-1

] el inverso. 

n1(Y,yo) es el 9.D!RQ fundamental de Y basado en yo,también se le 

conoce como el primer . .5:JrUpo de homot~p1a. 

Sea y1 un punto de Y en la misma componente por trayectorias 

que yo, una trayectoria w en Y de yo a y1 induce una función 

w*: m(Y,yo)-> m(Y,y1) definida por w*([ex]) = ¡w•(ex)] con 

w• (a) = w-1*a*w pues (w-1•a*w) (O) ,;. w-1 (O) = w(l) = y1 )Y 
(w-1*a*w) (l) = w(l) = y1. 

4.2 Pr0posici6n.- w*: n1(Y¡yo) -t m(Y,y1) es un isomorfismo. 

Demostración. Sean [a] y [#l] elementos de m(Y,yo) 

w* ( [a][ll]) = w* ( [a*lll) = [w-1*ex*l3*w] = [ (w-1•a*W) *(W-1*1l*w) J 

cw*cco:J)) cw*([,9])) de donde w* es: Un homomorfismo. La trayectoria 

w-1 de y1 a yo induce (w-1)*: n1(Y,y1) -t 1n(Y,yo) que por lo 

anterior es un homomorfismo. Ahora (w- 1
) * cw* ((al>..>,··= 

(w-•¡*crw-1•a•w]) = [w*(w-1 •a•w)*w-~] =[a] por lo tanto (w-1¡*.w* 

es la función identidad de rn (Y ,yo), análogamente se pr~eba que 

w* 0 cw-1)* es la identidad en n1(Y,y1), entonces w* •es un isomorfis

mo y cw*¡-1 = ,.,-•¡* •• 
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Los grupos fundamentales de un espacio conexo por .. trayectorias 

con P.1:1ntos base distintos son isomorfos. 

:__ • • _'._ - '.'._'._'. ·~.·. r 

Sea f : X ....'.........+ Y; XoE X y yo - f(xo) entonces f iridUCe·:;'.Uiiá-fUn...; 

ci6n f,: m(X,xo) -> m(Y,yo) dada por f~( [e<]) .; :¡f•c<Ji'pues. _; 

foa : I -t Y y 

(f•a) (O) = f(c<(O)) = f(xo) =Y• , (f•a) (1Í =::~(a'(i)) f (X•) .= Y•• 

4.3 Proposici6n.- f.: Tlt(X,xo)---+ 1n(Y,yo) es.un homomorfismo y si 

f m f' rel {Xo} entonces f. = f'. 

Oemostraci6n. Sean [a] y ['3] en ns (X,xo). Tenemos que 

f,([c<][/3]) = f 0 ([a•l3]) = [f•(a•/3)] y es inmediato que 

f•(a*/3) = (f•oc)*(f•/3) luego f
0
([a][f3]) = [(f•a)*(f•/3)] = 

(f
0
[a]) (f

0
[¡3]). 

Ahora sean f, f' : X --> Y funciones homot6picas relativas a xo tal 

que f(xo) = f' (xo) = yo y sea F:f "" f'rel {Xo}.Entonces para cada 

[oc] e n(X,Xo), por 1.1, H(t,s) = F(a(t) ,s) define una homotop1a de 

foa hacia f' ºª• Veremos que H es relativa a Fr I. En efecto para 

je {0,1}, a(j) =X• entonces H(j,s) = F(oc(j),s) = F(xo,s) =Y•· 

Por lo tanto f,([oc]) = [f•a] = [f'•a] = f'.([oc]).• 

Cuando H:f "' f' y f' (xa) = y1 se tendrá. f'. = w*f. donde 

w*: tn(Y,yo) ~ Tn(Y,y1) es el.isomorfismo inducido por la trayec-. 

toria w(s) = H(xo,s) de yo a yt. Y si f es una equivalencia homot6-

pica, f. es un isomorfismo. Si X, Y son conexos por• trayectorias y 

del mismo tipo de homotop!a entonces m (X, Xo) y nt (Y, yo) son isomor-
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fos. Esto es, el grupo fundamental es un invariante homot~pico. 

Si ei,e2e E, decimos ei - e2 Si et y ez están en la misma compo

nente por trayectol:-ias de E. Para ee E, cr(e) denota la componente 

por trayectorias de E que contiene a e y no (E) = E/- es el conjun

to de componentes por trayectorias de E. 

El teorema 3.1 nos permite identificar cada [o:]e 1n(Y,yo) con cr(cx) 

la componente por trayectorias de íl (Y, Y•) que contiene a a, de mane

ra que se tiene la igualdad de conjunos lto(íl(Y,yo)) = m(Y,yo). 

4.4 Teorema.- rro(O(Y,yo)) con la multiplicación 

(cr(a),cr(¡l)) ----> CT(a*lll es el grupo fundamental m(Y,yo). 

Demostración. La multiplicación m : Q(Y,yo)xQ(Y,yo) -+ Q(Y,yo), 

m(cx,13) = tt*l3 1 es continua por teorema 3.J, y de aqui 

mcr(cr(a) ,cr(ll)) = cr(m(a,¡l)) = cr(a*lll = [a*lll = [a) [/3) ·• 

Def'inici6n- rrz(Y,yo) =ni (Q(Y,yo) ,8yo) es el segundo grupo de homo

topia de Y basado en yo y recursivamente se define el n-ésimo grupo · 

de homotopia como rrn(Y,yo) = 1fn-1(0(Y,yo) ,Syo). 
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V GRUPOS TOPOLOGICOS 

Un.~ G es un conjunto provisto de una operación, pongamos la 

multiplica.ci6n µ GxG--> G, ,µ(x,y) = xy, que cumple las siguientes 

tres condiciones 

I.- satisface la ley asociativa (xy)z = x(yz), esto corresponde a la 

conmutatividad del diaqrama 

J,lx1c 
GxGxG --t GxG 

(1) 

GxG~ G 

II.- Existe un elemento unidad ee G que satisface xe = x = ex ; lo 

cual corresponde a la existencia de una función constante que deno-

• tamos como~: G---+ G y qu~ hace al siguiente diagrama conmutativo 

¡ (.~, lG) 
G ~GxG 

(2) <~·~>l' lµ 
GxG ---¡:¡---t G 

III.- ·Para cada xe G existe él elemento inverso x-1e G de x que 

cumple xx-1 = e = x-1x ; esto significa que existe una función 

inversión i : G --+ G de tal manera que el diagrama 

(i,1
0

) 
:t G ~GxG 

(3) :'"'úG,i) l 1µ 
GxG ~ G. 

es conmutativo. 
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De esta manera el grupo G determina tres funciones µ. , g , i con 

las p!'"opiedades que hacen conmutativos los diagramas (1), (2) y (3) 

y a su vez tres funciones µ , & , i con estas propiedades determinan 

el grupo G. 

Def'inici6n. - Un ro:!U!Q ~6.9.i.QQ. G es un conjunto con dos estructu-

ras¡ una de grupo con funciones µ , g , i y otra de espacio topo-

16gico, de manera que las dos estructuras son compatibles, esto es, 

las funciones del grupo G µ : GxG ~ G e i : G ~ G son conti

nuas, donde GxG es el espacio producto top.ol6gico. Obsérvese que g 

siempre es continua por ser una funci6n constante. 

5.A EJEMPLOS. -

i) IR respecto a la suma y la topología usual de la recta re~l. 

ii¡ 11*= 11-{o} respecto a la multiplicación y la topolog1a d.; 

subespacio de IR. 

iii) e respecto a la suma compleja y la topologia del plano 112= c. 

iv) e*= c-{o} respecto a la mulÚplicaci6n compleja y la topolog1a 

relativa de e = R2
• 

v) Todo grupo con la topologia discreta es un grupo topol6gico. 

En lo suceci vo G denotará un grupo topol6gico con funciones 

µ , g , i. ,1-·· 

Sea H un subgrupo de G. H como subespacio de G, .es decir con la 

topolog1a relativa, es un grupo topológico puesto que la multiplica-
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ci6n e inversi6n en H son 111
11

)(" e il
11 

restringiendo funciones conti

nuas;· Diremos que Hes un~ topo16~ de G. 

5.B EJEMPLOS. -

Las esferas unitarias sº ,s1 y s 3 son grupos topol6gicos. En efec

to, Z el grupo aditivo de los enteros como subgrupo topol6gico de IR 

es un grupo topol6gico discreto, el subgrupo sº = {-1,1} de z* 

un grupo topol6gico discreto. 

51 = { ze e : 1z1 =l} es un subqrupo topolcSqico de e*. 

Para mostrar que 5 3 es grupo topológicos definimos el ~ .9..!it 

.l..2.§. cuaternios IH : D-1 es un espacio vectorial sobre IR con base 

{l., i, j, k} cuya multiplicación µ : IHxlH ~ H es bilineal dad'a en 

los elementos base por i 2 =j2=k2=-l, ij=-ji=k, jk=-kj=i, ki=-ik=-j, 

el elemento le IR es la unidad multiplicativa y la multiplicación es 

asociativa, lo cual puede comprobarse directamente en los elementos 

base. 

Para h = x
1
1+x

2
i+x

3
j+x

4
k un elemento arbitrario de IH definimos su 

conjugado como h = x
1
1-x

2
i-x

3
j-x

4
k. La conjugación satisface 

[ . ]"2 
La norma de h = x1 1+x2i+x3j+~4k es Jhl = x

1

2+x/+x
3

2 +x
4

2 
, y 

se tiene que hFi = lhl 2 = Fih. Cada· h • O tiene inverso multiplicati-

vo h-1 = lh¡-2Fi. 

IH como espacio vectorial sobre IR es isomorfo a IR4 y la norma en H 
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corresponde a la norma euclideana de los vectores en IR4• Podemos 

via ?.n isomorfismo de IR' ---> H de grupos aditivos trasladar la topo

loqia de IR4 a D-f, asi que D-f con. respecto a la suma y esta topoloq!a 

es un ·grupo topológico, y el subespacio H• = H-{ o} de IH con respec-

to a la multiplicaci6n es un grupo topol6gico, identificando H con 

R', se obtiene el subgrupo topol6gico S3 = {he IH : / h / = 1} de IH*. 

Def"inici6n. - Un morfismo entre grupos topológicos G y G', es un ho

momorfismo rp : G --t G' de grupos que es una función continua. Estos 

son los morfismos de la categoria rJ':l cuyos objetos son los grupos 

topológicos. cuando rp es un isomorfismo continuo y ~-1 es continua, 

es decir rp es un homeomorfismo, entonces rp es un isomorfismo Qg s.t:!!= 

R.2§. topol6gj cos. 

En cada grupo G existe la función v : GxG --+ G v (x,y) = xy-1, y 

para cada xe G ,Rx : G---+ G, Rx(y) = yx es la translaci6n por la 

~y Lx : G---+ G, Lx:(y) = xy, es la translación por la 

izquierda. 

s.1 Proposición.- sea G un grupo con una estructura topológica, 

entonces G es un grupo topológico si y s6lo si v es continua y en 

este caso Rx, Lx son homeomorf ismos para todo xe G. 

Oemostraci6n. sean µ. , _g , i las funciones del grupo G, se tiene que 

V = J.L" (lcxi) as! que si G es qrupo topológico entoAces v es continua. 

Ahora si v es continua , i = va (g, le) .ªª continua y entonces 
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ll = v 0 (lcxi) es continua. Asl G es un grupo topológico. 

supongamos que G es un qrupo topológico, sea x : G-> G la fun

ción constante con imagen {x}~ como Lx = µo(X,lc) y Rx = ll 0 (1c,X) 

entonces Lx y Rx son continuas y como (Lx)-1 = Lx -l, (Rx) -l = Rx-1 

entonces las translaciones son homeomorfismos.• 

Para A,Bc G y xe G, tenemos que 

xA = Lx(A) = {xa : ae A} y Ax = Rx(A) = {ax : ae A} , 

AB = {ab : ae A, be a} ·=.~BR•(A) y BA = {ba : ae A, be a} 

s. 2 Proposición. - Sea G un grupo topológico. Entonces 

U Lb(A). 
bEB 

1) si A es.abierto o cerrado de G, Ax y xA son abiertos o cerrados 

respectivamente. 

2) si A es abierto entonces AB y BA son abiertos para todo Be G. 

3) si A es cerrado y B es finito, AB y BA "son cerrados de G. 

4) si IB es uña .base de vecindades de e en G, {vx : Ve e} y 
{xv : Ve e} so~ base de vecindades de x e~ G. 

Demostración. l) Sea.A abierto (o cerrado) en el grupo topol6gico G 

Vamos a demostrar ~e Ax y xA son abiertos (o cerrados). Como las 

transl.aciones Rx, Lx : G-+ G son ho:¡neomorfismos, Rx(A) =Ax y 

Lx(A) = xA son abiertos (o cerrados'> respectivamente, 

2) Sean A abierto en G y Be G, entonces AB = U Ab y BA = U bA 
beB beB 

son uniones de abiertos. 

3) Ahora sea A cerrado y B {b1,b2, ••• ,bn}c G. Entonces 
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AB = Ü Ab1 y BA = Ü b1A son uniones finitas de cerrados. 
l=t 1=1 

4) Dado que ee V se tiene que xe vx y xe xv para toda v~ e. 

Ahora Sea lJE Nx, lue90 x-1lJ es vecindad de .e, por lo tanto existe 

ve IB tal que ve x-1
'1) lo ~ual imp.lica que vxc 1'J ·• 

Sea H un subgrupo topol6gico de G y G/H = {x11 xe G} el conjunto 

de clases laterales izquierdas de H, l.a función q : G --+ G/H, 

q(x) = xH, define en G/H la topologia cociente: U es abierto (o 

cerrado) de G/H si y s6lo si q"1(U) es abierto (o cerrado) de G 

respectivamente. 

s. 3 Proposición. - La función cociente q : G ~ G/H es abierta y si 

H es un sub9rupo normal de G, G/H es un grupo topológico. 

Demostración. Sea A abierto de G, q(A) =U xH = AH es abierto por 
xeA 

5.2(2), luego q(A) es abierto en el espacio cociente G/H. Sean 

µ,e, I las funciones del grupo cociente.en G/H dadas por 

¡¡ ( (x
1
H), (x

2
H)) = x

1
x

2
H e T (xi!) = (xH) -l = Hx"1 = x"1H respectiva

mente, se tiene jio (qxq) = qoµ, I"oq = q 0 i. Pero q y qxq son funciones 

cociente ya que son suprayectivas, continuas y abiertas, entonces 

por la propiedad de las funciones cociente (si p es función cociente 

y fop es continua entoces fes continua), se sigue queµ e i son 

continuas. 

De donde G/H es un grupo topol6gico y q es un morfismo abierto de 

grupos topol6gicos.• 
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5.C EJEMPLO.-

' Tomando a Z, Z es un subqrupo topol6qico discreto de IR, el grupo 

cociente P.;z es isomorfo como grupo topológico a 5 1 
.. En efecto, la 

función exp : ~ ----+ e exp (X) . = e 1mx e s 1c e es un homomorfismo 

continuo y como e 1<mx = e 12T?y • X'-y ~s un entero, entonces la fun

ción exponencial induce un isomorfismo R/Z ~ s 1 de grupos topo

lógicos. 

5, 4 Proposición. - Sean { Gcx} cxeA una familia de grupos topológicos el 

productO topol6gico IlGa = G tiene una estructura natural de grupo, 

el producto de grupos (con multiplicación (Xa) (Y al = (XcxYcx), unidad 

e = (ea) e inverso (XCX)-
1 

= (x;1
). 

Demostraci6n. Si µ, e, i son las funciones del grupo G y µa, ga., ia 

son las funciones de Ga para toda a, entonces : 

µ 
GxG-> G 

i 
G ->G 

con Pa la proyección coordenada, son diagramas conmutativos. Ahora 

bien, por la propiedad del producto topológico (f : X----> IlYcx es 

continua si y s6lo si Pa•f : X-1-Ya: es continua Va. ) las funciones 

multiplicación µ e inversión i de G son continuas. 

El producto topológico de grupo!j topol6gicos es un grupo topoló-
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gico y cada proyección coordenada es un homomorfismo de qrupos to

pológicos. 

5.D EJEMPLO.-

El n-toro Tn = S1>eS1x ••• >eS1 es un grupo topológico isomorfo al 

grupo topológico cociente 'iln/Zn, por el ejemplo S.c. 

En general si Htt es un subgrupo normal de Ga para cada ~, H = IIHa 

es un subgrupo normal de G y G/H es isomorfo como grupo topológico 

s.s Proposición.- Sea G un grupo t:opológico con unidad e. 

(1) Todo subgrupo que es vecindad de e es abierto y cerrado en G. 

(2) La componente por trayectorias P de G que contiene a e es un 

subgruPo normal de G y las{clases laterales de P son las com

ponentes por trayectorias de G, esto es G/P = no (G). 

(3) si e tiene una vecindad co~exa por trayectorias, el grupo to

. ·pol6gico cociente G/P es discreto. 

Demostración. (1) Sea H un subgrupo de G que contiene una vecindad 

abierto u de e. Entonces ee u~ H iDplica H = HU luego H es abierto 

de G por s~r10 U. Por otro lado, las clases laterales de H son 

abiertas, ya que son homeomorfas a H por 5.1, y como G-H es abierto, 

por ser unión de clases ;~terales que son abiertas, H es cerrado. 

(2) como la componente por trayectorias P de G que contiene a e es 

conexa pdr trayectorias, 5.1 implica que Rx-1 (P) = Px-1 y 

Ly(Ry-1 (P)) = yPy-1 tambiiln son componentes por trayectorias para, 
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todo x,ye G. Si xe P, entonces ee Px-1
• Además ee yPy-1 para todo 

ye ~ de donde Px-1 = P. yPy-1 
Q P lo cual significa que P es un 

subgrupo normal de G. 

(3) Ahora si P contiene una vecindad abierta de e por ( 1) y ( 2) , p y 

todas sus clases laterales Pz son abiertos de G y como estos son 

imagenes inversas de puntos de G/P respecto a la función cociente, 

G/P es discreto.• 

5.E EJEMPLO. -

Sea G un grupo topológico con funciones µ , g , i. En el espacio 

discreto no(G) de las componentes por trayectorias de G se define 

la multiplicación µc:r : rro(G)xrro(G) -> rro(G) por 

µc:r(c:r(x
1

) ,CT(X,)) = c:r(x
1
x,) con µ(x

11
x-,> = x

1
x2, la cual está bien 

definida. En efecto, µ : GxG --+ G es contin.ua e induce la funci(;n 

ll• : rro(GxG) -> rro(G) dada por Tlo(ll) (c:r(x
1
,x2)) = c:r(µ(x1,X,)) = 

c:r(x
1
x,), pero rro(GxG) = rro(G)xrro(G) pues 

c:r(x
1
,x,> = (c:r(x

1
) ,c:r(x

2
)) asl que µc:r.;,; rro(ll). 

¡ 

La continuidad se cumple por ser ll• (G) xrro (G) discreto. Dado que 

c:r(ex) = c:r(x) = c:r(xe), c:r(e) es la unidad multiplicativa de rro(G) 

y como cr(x-1x) = cr(e) = cr(xx-1
) entonces cr(x-1

) es el inverso de 

c:r(x); asi que la inversión i : rro(G) -> rro(G), i(c:r(x)) = c:r(x-1
) 

es continua. Al g~upo topológico discreto Tro(G) con esta multipli

caciOn µcr le llamaremos el inducido en las componentes p~r.·~rayec

torias. 
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5.F E-EMPLo.-

sean G un qrupo.topol6gico con multiplicaciónµ, unidad~' e inver

sión i y x·un espacio de Hausdorff localmente compacto. consideremos 

C(X,G) el espacio de funcion~s continuas de X en G con la topolog1a 

compacto-abierta. Para f,ge C(X,G) sea µ
0
(f,g) (x) = µ(f(x) ,g(x)) la 

función inducida por u en C(X,G). Entonces, 

µ
0 

: C(X,G)xC(X,G) -> C(X,G). 

A continuación vamos a probar que C(X,G) con la topolog1a 

compacto-abierta y la multiplicaci6n µ• es un grupo topológico. 

Sea (k,U) un abierto subbásico de C(X,G), esto es Kc X compacto y 

U abierto de G, y ( f, g) e µ
0

-
1 (K, U) • Entonces µ ( f (K) , g (K)) e U. Dado que 

f(K) y g(K) son compactos, U abierto y µ : GxG) --> G es continua 

existen u
1 

y u
2 

abiertos de G tal que µ(U
1

,U
2

) = U1U2c u. As1, 

µ
0

[(K,U
1
),(K,U,)](K) = µ(U

1
,U

2
)c u, por lo tanto (K,U

1
)x(H,U

2
) es una 

.vecindad de (f,g) contenida en µ
1

-
1 ((K,U)) con lo que ciUeda probada 

la continuidad de µ•. 
La asociatividad de µ• se sigue de las igualdades 

µ
0

•(1l¡,x1ccx,c» (f,g,h) = ll•(µ•(f,g),h) = µ•(µx1
0
)•(f,g,h) 

µ•(1?µ)•(f,g,h) = ll .. (lccx,clxµ_> (f,g,h). 

La unidad de C(X,G) es la función constante kc 

y se tiene que 

X -> G ko(X) = e 

µ•o(lC(X,CJ'kc) (f) = IJ.•(f,e) = µo(lc; 1 e)of = f = µ•o(kc 1 1C(X,C)) (f). 

La funci6n inversi6n es i•(f) = i•f, en efecto, 

ll."(1ccx.c>'i•)(f) = ll•(f,i•f) = µ•(1 0 ,i)•f = ko = ll."(i0 ,1ccx,c,l (f). 

Veremos la continuidad. Dado (K,U) abierto subbásico de C{X,G) y 

fe i~1 (K,U) se tiene que i
0
(f) (K) = Í•(f(K) )e U. Por la continuidad 

35 



de i existe un abierto V de G tal que ·f(K)c .Ve r'(K) de donde 

i
1

((K,V))c (K,U). Hemos probado que C(X,G) es un grupo topológico 

con funciones µ.•, ko, i •. • 

5.G EJEMPLO.-

Combinando los dos ejemplos anteriores: Si G es un grupo topológi

co y X es un espacio de Hausdorf f localmente compacto entonces 

rro(C(X,G)) es grupo topológico discreto isomorfo como grupo a 

C(X,G)/P con P = CT(k•), pues por. la proposición 5.5(2) Pes un 

subgrupo normal de C(X,G), y los puntos del grupo cociente son las 

componentes por trayectorias de C(X,G). si P contiene una vecindad 

de ke en C(X,G), entonces C(X,G)/P es discreto. Este es el caso 

cuando X es compacto y U es una vecindad de e contraible en G pues 

si fe (X,U) abierto subblisico de C(X,G), f = j•f' con f•: X-> u, 

j :Uc G y como j m ko ; ka (U) = e entonces f " keof' = ko impl..ica 

ºfe [k•] = P y· por lo tanto (X, U)c P. 
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VI H-ESPACIOS 

Definici6n.- Un H-espªcio consta de un espacio t0pol6gico Y y de 

una funci6n continua µ : YxY ---+ Y tal que ~xiste una funci6n cons

tante g : Y -t Y con g(y) = e qtie satisface µ.o (1" 1 ~) " lv y 

µo (g, ly) " ly• Esto es, el diagrama: 

Y (l,,Ji!l YxY 

(1) (Ji!, lyl µ 

YxY ---¡:¡--+ Y es homot6picamente conmutativo. 

Aµ se le llama la multiplicaci6n del H-espacio (Y,µ) y a g una 

H-unidad de (Y,µ). 

Observaci6n: Un H-espaéio puede tener varias H-unidades, por ejem
¡ 

plo si~ " g' con g' otra funci6n constante de Y ~Y, entonces 

(ly,g) ~ (1,,g') y (g,1Yi • (g' ,1,) por (proposición 1.4) de donde 

g' es·H-unidad de (Y,µ). Es más si las funciones g y g' son 

H-unidades de (Y,µ) entonces g "g', para verlo basta mostrar que 

hay una trayectoria a en Y de e a e' pues entonces V ye Y 

H(y,t) = a(t) define una homotopia de g a g' y esto es consecuencia 

de la siguiente proposición. 

6.1 Proposici6n.,."isea (Y,µ) H-espacio y sea P = {eeYI ges una 

H-unidad de (Y,.µ)} entonces P es una componente por trayectorias de 

Y. Si además e y e' están en P tenemos que µ(e,e') está en P. 
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Demostración. Sea eoe P, por demostrar que P = CT(eo) 

.. ) Sea ee CT(eo). Tomemos una trayectoria ex de e a eo, la función 

continua µ•(1,Xcx) : YxI-> Y es una homotop1a de µ(ly,.!!l a µ(ly•.!!•). 

Ya que µ•(lyxcx)(y,O) = µ(y,cx(O)) = µ¡y,e) = µ(ly,.!!)(Y) y 

11•(1,Xcx) (y,1) = µ(y,cx(l)) = (y,eo) = µ(ly,.!!•l (y) Vye Y. Ahora como 

µ(ly,go) m ly tenemos que µ(1Y 1 g) m ly. De manera similar 

µ (g, ly) m ly lo que implica que ee P. Por lo tanto tenemos que 

cr(eo) e P. 

~> Sea ee P, entonces para cada aeY, 1os puntos µ(a,e) y a deben de 

pertenecer a la misma componente, de igual manera los puntos 

µ(eo,a) y a están en la misma componente. Ya que como antes se men-

cion6 una homotop!a de µ(1Y 1 e) hacia 1a ly nos proporciona una tra

yectoria de µ(a,e) .hacia a. De esta manera µ(eo,e), e, eoe CT(eo) / 

luego Pe CT(eo). 

De lo anterior P es una componente por trayectorias y µ(e,e') 

pertenece a P si e, e'e P.• 

La componente por trayectorias P es llamada la componente ~-

Jlª1 del H-espacio (Y,µ). 

6.~ Proposición. sea (Y,µ) un H-espacio y P su componente principal 

entonces (P,µl~P) es un H-espacio. 
,1-" 

Demostraci6n. Es consecuencia inmediata de 6.1, dado que el produc

to de dos elementos que pertenecen a 1a componente principal está 

en la componente principal. 
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6.3 Proposici6n.- Para que Y sea un H-espacio es necesario, y si y 

es localmente conexo también es suficiente, que una componente por 

trayectorias de Y sea un H-espacio. 

Demostración. La necesidad se sigue de 6 .1 y 6. 2. 

Ahora sea Y un espacio localmente conexo y supongamos que existe 

una componente por trayectorias Y' y una multiplicaci6n 

µ': Y'xY' ~ Y'continua de tal forma que (Y',µ') es H-espacio. 

Fijemos eE Y' y definamos µ : YxY ~ Y de la manera siguiente 

¡e si y1•Y•,y2•Y' 
y2 si y1EY',y2~Y' 

¡.t(y1,y2) 
y1 si y1~Y',y2eY' 
µ'(y1,y2) si y1EY',yzeY' 

Asi tenemos que 

¡.t( (Y-Y')x(Y-Y') es constante por lo que es c~ntinua. 

¡.t( (Y-Y') xY'} 

¡.t(Y'x (Y-Y') 

son proyecciones y por lo tanto continuas 

~IY'xY.' = µ 1 continua 

Como Y es un espacio localmente conexo y Y' es una componente por 

trayectorias tenemos que Y' es abierto y cerrado lo que implica que 

Y-Y• es abierto y cerrado con lo que µ es continua. 

Por demostrar que µ•(ly 1 ,g) cis ly y µo(,g,ly) cir ly. Dado que (Y',µ') 

es a-espacio existe H':µ(lY,,,g) a: ly,• ..... 
Definamos H : YxI ---+ Y H( t) {y si yeY-Y' Entonces como y, = H'(y,t) siye Y" 

H es continua y se tiene 

{
y si yeY-Y' 

H(y,o) = H'(y,O) si yeY' {
y si yeY-Y'} 
¡.t'(y,e) si yeY' ¡.t(y,e) = ¡.t(ly,g) (y) 
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y 

{
y si yeY-Y' {y si yeY-Y' } 

H(y, 1 ) = H(y,O) si yeY' = 1,,(Y) si yeY' = 1 ,Cl'l 

Lo que implica que H:µ.(1y,~) e11 ly. De manera semejante se prueba 

que µ. (~, ly) c.: ly con lo que queda demostrado que (Y,µ) es H-espacio 

Definición,- una unidad de un H-espacio (Y,µ) es una H-unidad .!! que 

hace el diagrama (1) conmutativo, es decir que µ(e,y) = µ(y,e) =y 

para toda y e Y. 

6.4 Proposición.- Si el H-espacio (Y,µ) tiene unidad ésta es Onica. 

Demostración. Sean e y e' dos unidades de (Y,µ) por lo tanto tene

mos que e'= µ.(e,e') = µ(e',e) =e 

6.A EJEMPLO.-

Todo espacio discreto Y es H-espacio, incluso para cualquier eeY 

existe una multiplicación µ en Y con unidad .!! • 

En efecto sea eeY fijo, definamos la multiplicación de la siguien-

{ 
X si X"11!B 

te manera µ : YxY ~Y ; IJ(x,z) = z si x;;;:e 

la continuidad de µ se sigue de que YxY es discreto 

Notemos que para todo xeY 

µ•(1,,.!!) (X) = µ(x,e) = x y µ•(.!!,1y) (X) = µ(e,x) = x 

Por lo que concluimos que (Y,µ.) es H-espacio con unidad e. 

Es más, cualquier H-unidad de un H-espacio topol6gico discreto es 

una unidad, debido a 1.6. 
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En particular, si X un espacio topológico, a rro (X) el espacio 

discreto de las componentes por trayectorias de X, le podemos dar 

una estructura de H-espacio con unidad cualc;iuier componente por tra

yectorias cr(x) de X. 

De~inición.- La multiplicaciónµ de un H-espacio (Y,µ) se dice que 

es H-asocjativa si el cuadro 

YxYxY ~ YxY 

i,xµ l 
µ 

YxY ---~Y 

es homot6picamente conmutativo, es decir, µ.o(µx1Y) cr µ•(lyxµ) yµ. 

e:;; asociativa si µ.• (µ.xly) = Jl• ( lyxµ) , en tal caso se dice que el 
¡ 
H~espacio es asociativo. 

De~inici6n. Una función continua ip : Y --+ Y es una H-inversi6n para 

el H-espacio (Y,µ) si cada una de las siguientes composiciones: 

µ 
YxY-+ Y y 

es homot6pica a g : Y--+ Y una H-unidad fija de (Y,µ) y se dice que 

es ~6n si µo(ly 1 9>) = g = µo(ip,ly)• 

Definición.- A un a-espacio cuya multiplicación es H-asociativa y 

tiene una función H-inversi6n, satisface las propiedades que resul

tan de reemplazar, en los axiomas de grupo, las igualdades por homo-

top!as,, le llamaremos !!::9.J:.Y.m2. 
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Todo grupo topológico es un H-grupo • 

B·B EJEMPLO.-

Dado (Y,µ) un H-espacio, consideremos µcr la multiplicación indu

cida por µ en el espacio discreto !lo(Y) como en el ejemplo 5·E • Ve

remos que (no(Y) ,µcr) es H-espacio y si (Y,µ) es H-grupo, (no(Y) ,µcr) 

es grupo. 

Sea g H-unidad de (Y,µ) • µ• ( ly,g) Q ly Q µ. (g, 1yl implica que 

cr(µ(x,e)) = cr(x) = cr(µ(e,x)) V xe Y. De aqui 

µcr•(1,cr(e))(cr(x)) = µcr(cr(x),cr(e)) = cr(µ(x,e)) 

cr(µ(e,x)) = µcr(cr(e) ,cr(x)) = µcr'~, 1) (cr(x)). 

CT(X) = 

Por lo tanto (no(Y) ,µCT) es H-espacio con unidad~. 

Ahora supongamos que (Y,µ) es H-qrupo. En forma semejante a la 

demostraci6n ant~rior, se prueba que la H-asociatividad de µ
1 

µo (µx1Y) .,. µ ( lyxµ) implica la asociati vidad de µCT. 

Sea tp una H-inversión de (Y,µ), Definimos 'Pcr' no(Y) -> rro(Y) 

por tp.;(cr(z)) = cr(tp(z)) para ze Y. Se tiene que 

µcr•(1,tpcr) (cr(z)) =.µCT(cr(z) ,cr(tp(Z))) = cr(µ(z,<p(z))) = cr(e) 

cr(µ(tp(z),z) = µcr(cr(¡>(z)),cr(z)) = µcr•(\Ocr'l) (cr(z)). Asi 

(llo(Y) ,µcr) es un grupo discreto con multiplicación µcr' unidad 

c:!.1.!:.1 e inversión 1Pcr· Lo que se quer1a mostrar .. • 

6.5 Propo~~C~6n.-Todo H-grupo discreto es un grupo topológico. 

Demostración. Sea (Y,µ) H-grupo, Y espacio topológico discreto. 

Entonces µo (µxly) " µo ( ly>clJ) y por la proposici6n 1. 6 se tiene que 

µ• (µx1yl a µo (ly"µ). 
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As1 que µ es asociativa. Además como se vi6 en el ejemplo 6.A, (Y,µ) 

tiene una unidad • 

Sabiendo que (Y,µ) tiene H-inversi6n, como antes podemos conc1uir 

que la H-inversi6n es una inversión. 

Y con esto hemos probado que (Y,µ) es un grupo topol6gico ·• 

6.6 Teorema.- Si (Y,µ.) es un H-grupo entonces todas las componentes 

por trayectorias de Y pertenecen al mismo tipo de homotopia. 

Demostraci6n. Sea P la componente principal de (Y,µ), sea e cua1-

quier componente por trayectorias de (Y,µ) y q> : Y --> Y una 

H-inversi6n. 

Fijemos CoE C, definimos f : P --+ C por f(p) = µ(p,co) y 

q : e--+ P por g(c). = µ(c,f!(Co)) estos ~untos están en e y en P 

respectivamente ya que pe P es H-unidad y ~ es H-inversi6n, entonces 

f = µ.o (1P~ y g = µo (le'~). como 'I' es' H-inversi6n para ee P 

fija µ.o (l't,tp) ··Cil :ª' y µo (ip, ly) "' ,g, ahora t~nemos por la 

H-asociatividad de µ. que 

g•f µ•(µ(J. •• ~.9'..íE!.ll "µ•(J.,,µ(~.~)) "µ(l.,,J!!l "1,. 

y 

f•g µ•(µ(l.c'~).~) "µ•(l.c,µ(f!(Co),~)) "_µ(J.c,J!!) "l.c. 

Que es lo se quer1a probar.• 

...... 
Definici6n.- Sea (Y,µ) un H-espacio se dice queµ es H-abeliana 

si el triángulo siguiente es homot6picamente conmutativo 
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T 

. . 

donde T(y1 ,y2) = (yo,y1). Y si_el.'diaqrama es conmutativo, µ es 

~. 

Definición.- Un H-grupo con multiplicación H-abeliana es llamado 

un H::firn abelJ ano. 

B·C EJEMPLO.- El grupo discreto sº= {-1,1} y el subespacio s' de IR'. 

con la. multiplicación compleja son H-qrupos abelianos. 5 3 con la 

multiplicación cuaterniona como subespacio de.~4 es H-grupo no abe-

liano. 

6.7 Proposición.- Todo H-espacio contraible es H-grupo abeliano. 

oemostraci6n. Sea (Y,µ) un H-espacio con Y contraible esto es lyc:ic g, 

con ce Y. Por 1.2 las funciones continuas 

µo (µxly), µo (lyxµ) : YxYxY -'i' Y son homotópicas. Luego Jl, es 

H-asociativa. Sea g una H-unidad de (Y,µ), otra vez por 1.2 las 

funciones constantes Q, g : Y -t Y son homot6picas, definimos 

tp := ,g, entonces µa (1y 1 'P) = µo (ly,g) ail' ly e111 g m g, análogamente .r·· 

µo (ip, ly) cis g y con esto rp es una H-inversion de (Y,µ). 

Como µ 1 µoT son funciones continuas de YxY en Y y Y es un contrai-

ble, son homot6picas y por lo tanto ii es H-abeliana. 

Asi queda demostrado que (Y,µ) es H-grupo abeliano.11 
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6.8 Teorema.- Sea (Y,µ) un H-espacio. Ento~ces para cada espacio de 

Hausdorff localmente compacto X, el espacio de funciones C(X,Y) con 

mu1tip1icaci6n µ•' dada por µ•(f,9) = µo (f,g), es un H-espacio. si 

µ. es H-as~ciativa, la multiplicación inducida µ• también lo es. Si 

(Y,µ) admite una H-inversi6n, entonces el H-espacio (C(X, Y) ,µ
1

) 

también admite H-inversión. 

Demostración. Como X es localmente compacto y Hausdorff tenemos por 

2. 2 que la función evaluación C(X, Y) xX ~ Y es continua. Por lo 

tanto R = (ExE) o (lcix,YJxTxlx} o (lt<X,YJxlc<x,YJxó) es continua ya 

que es composición de funciones continuas como se puede apreciar en 

e1. siguiente diagrama: 

C(X, Y)xC(X,Y)xX-------+ C(X,Y)xC(X, Y)xXxX 

l1CIX,Yl X T Xi, 

R 

YxY 

donde T(g,x) = (x,9) para 9• C(X,Y) y xe X. 

Sea 1 la composición C(X, Y} xC(X, Y) xX ~ YxY. ~ Y , mostraremos 

que 7 es 1a función asociada a µ•' es decir 7 = Eo (µ.xlx) • Para 

(f,g,X)E C(X,Y)xC(X,Y)xX, tenemos 

µoR(f ,g.x) = µo (ExE) o (1CIX,YJxTx1x) o (lC{X,Y)xlC(X,Y)xó) (f ,g, x) 

= µo (ExE) o (1C(X,YJxTx1x) o (f, q ,x,x) 

= µo(ExE) (f,x,9,x) = µ(f(x) ,9(x)) 

= E•(µ
1
(f,g).x) = E•(µ

1
xlx) (f,g,x) 
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Aplicando la proposición 2. 2 tenemos que la continuidad de. 

E•(µ
0
x1,J = 7 : C(X,Y)xC(X,Y)xX---+ Y implica que 

µ
0

: C'(X,Y)xC'(X,Y) ---+ C'(X,Y) es continua. 

Ahora consideremos~ una H-unidad de (Y,µ),· H1:µo(_g,ly) CI" 1Y y 

H2:µo(1Y,_g) iw ly. Sea ke : X---> Y, como ke(x) =e, y definamos 

15.! : C(X, Y) --. C(X, Y), 15.!Cf) = ke, demostraremos 

IJ.,• (~, 1CT(X
0 
YJ) c.- lCT(X

1
YJ y J.1• 0 

( lCT(X, YI 1 ~) ci1 lCTIX, YJ 

sea Ht1 : C(X,Y)xI---+ C(X,Y) de manera que su asociada 

Ht(f,t) (x) = Hl(f(x),t), 1uego Íi1 = Ht•(Ed1)•(1CTIX.YlxT) y por J.o 

'tanto continua. Para t =o Hl(f,O) (x) = H!(f(x),O) = 

µo(g,1v)(f(x)) = µ."(1'!,1crcx.v,l(f)(X) y si t = 1 Ht(f,l)(x) 

Ht(f(x) ,1) = 1v(f(x)) = 1CTcx.v» (f) (X) por lo tanto 

H11 :µ.1o(~,1CTCX,YJ) r::11 lCTIX,YJ' análogamente 

Hz1 :µ.1°(1cr<x,v>'~º) ~ lcr< 1 de donde (C(X,Y) ,µ 1 ) es ! X,Y 

a-espacio. 

Supongamos que µ.es H-asociativa,. H:µo (µ.xly) cit µ.o (lyxµ), demos

tra~emos µ.1 o (µ1x1CT(X,YI) r::11 µ.° (lCTIX,YJxµ1 ) • 

Sea H
0

:C'(X,Y)xC'(X,Y)xC(X,Y)x:I--->C(X,Y) y· su asociada 

H(f,g,h,t)(x) = H(f(x),g(x),h(x),t), entonces íi es composición de 

funciones continuas y por lo tanto continua. Asi 

H1:µ1 o (µ1x1CT(X,Y)) ci1 J.1,º (lcr<X,Y>xµ1 ) ya que 

H(f,g,h,O) = H(f(X) ,g(x) ,h(x) ,o) = µ•(µxlv) (f(X) ,g(x) ,h(x)) 

µ0•(µ1x1CTCx.~/Cf,g,h) (x) y 

H(f,g,h,1) = H(f(x),g(x),h(x),l) 

µa (1CTIX.Yl ,µo) (f ,g ,h) (X)• 

µ• (1vxµ) (f (x) ,g(x) ,h(x)) 

Sea~ H-inversi6n de (Y,µ), entonces existen r 
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o:µ•(tp,ly) 1:111 ~ y ri:µ•(ly,IJ>) m ~, demostraremos que 

µ .. (ip.,lCTCX,Y,> m ~ y JL,•(lCTIX.Y>'ip•) m ~ donde 

¡>
0

: C(X,Y)--> C(X,Y), f1
0
(f) a f>•f 

sea r.0: C(X, Y) --> C(X, Y), con funci6n asociada 

ro(f,t)(x) a ro(f(x),t), por s~ definici6n ro es continua y 

ro1 : IJ.•º (ip1, lcrcx,v» 1:111 ~, de manera aná.1oga 

ri,: µ.(lCTIX 0Y) 1<pl) 1:111 ~·· 

6.9 Teorema.- El espacio de lazos Q(Y,yo), con multiplicación 

m(u,v) = u*v, es un H-grupo, mes llamada la multiplicación~ 

en O(Y,yo), la designamos* . 

Demostración. Por e1 teorema 3.3 m es continua, ahora mostraremos 

que~ : O(Y,yo) ~ O(Y,yo), JE,.Ccc) = Cyo el lazo copstante es una 

H-unidad, es decir m0 (10(Y,yo) 
1
§:) 1:111 lO(Y,yo) Y 

m• (~, 1 0 (Y, yo¡> ~ 10 (Y, yo) • Esto es resu1 ta do del teorema 3. 5 ( 2) 

para a = b = yo, con ello queda demostrado que (O(Y,yo) ,*) es 

H-espacio, aün más es· u~ H-grupo como veremos. 

La H-asociatividad de * es consecuencia inmediata del teorema 

.J.5(1), y definiendo¡>: íl(Y,yo)--> íl(Y,yo), como i'(<X) =.,-•.Por 

3.5(3) m•(ln(Y,yo)''P) : a--+ ~*a-1 es homot6pica a~: a~ 8yo. 

As1 mismo mo(1p,10 (Y,yo)) y~ son homot6picas, por lo tanto 'P es una 

H-inversi6n y (íl(Y,yo), *) es un H-grupo.• 
.1-•' 
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6.10 Corolario.- Sea Y cualquier espacio conectable por trayecto

rias. Entonces: (a) Para cada yoe Y, todas las componentes por 

trayectorias de Q(Y;yo) pertenecen a un tipo de homotopia comdn. 

(b) rro(G(Y;yo)) es siempre un grupo discreto con 

multiplicación mCT, de hecho es· el grupo fundamental n1(Y,yo). 

Demostración. (a) Es consecuencia de los teoremas 6.6 y 6.9, 

(b) se sigue del teorema 6.9, ejemplo 6.B y de mCT(cr(a) ,cr(ll)) 

cr(a*lll = [a*lll = [a] [ll] como vimos en 4 .4. 

6.11 Proposición.- Sea (Y,µ) un H-espacio con unidad e; entonces 

la multiplicación inducidaµ• sobre el espacio de funciones C(I,Y) 

restringida al subespacio O(X,e) es una multiplicación en. Q(Y,e). 

¡ 

Demostración. Sean (Y,µ) H-espacio con unidad !!. y µ• la multiplica-

ción inducida en C(I,Y) con H-unidad & : C(I,Y) -> C(I,YH &Cf) = g. 

Basta, por el teorema 6.a, con demostrar que la restricción de µ
1 

a 

O(Y,e) es cerrada: 

sean ~,~ dos lazos de O(Y,e) entonces µ
1

(a,(3) = µo(a,/3), ahora 

evaluando en t = O y en t = 1, se observa que 

µ• (a,13) (O) = µ(a(O) ,/3(0)) =' µ(e,e) = e y 

µ•(a,¡¡) (1) = µ(a(l) ,/3(1)) = µ(e,e) =e 

Con lo cual queda probado que µ
1

(«,/3) = µo(«,13) es un·-lazo basa?-o .... 
en e y por lo tanto la restricción de µ• a O(Y, e) es ·cerrada. 

As! encontramos para un H-espacio (Y,µ), dos H-espacios 

(O(Y,e),µ
0

) y (O(Y,e),*), éste ültimo es siempre un H-grupo. Si 

(Y,µ) es un H-grupo, (rro(O(Y,yo),µ
0
CT) y (rro(O(Y,yo),mcr) son 
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grupos discretos, éste ültimo es e1 grupo fundamental rr1(Y,yo). 

6.D EJEMPLO.-

Los octonios o Nümeros de Cayley O es un espacio vectorial sobre 

R isomorfo a R9 
, para definir la multiplicación en o consideremos 

a los octonios como parejas (A,B) de cuaternios y definimos la mul

tiplicación de dos octonios de la manera siguiente 

(A,B) (C,D) = (AC-DB, DA+BC); ésta es bilineal y (1,0) es una unidad. 

El conjugado de (A,B), dado por (A,B) = (A,-B), es lineal y de 

las propiedades de la conjugación cuaternia dadas en el ejemp1o 5.B, 

se sigue que X= X y XY =Y X para todos los octonios X, Y. 

Es f.'í.cil mostrar que (A,B) (A,B) = (AA+BB,O), y si 

A = x
1
+x

2
i+x

3
j+x

4
k y B = x

5
+x

6
i+x

7
j+x8k tenemos que . 

(A,B) (A,B) = Ix: 
1 • 1 

de esta manera 

1(A,B)1 = (A,B) (A,B) = AA+BB es la norma usual en IR8
• 

Consideremos A = x
1
+x

2
i+x

3
j+x

4
k y B = z

1
+z

2
i+z

3
j+z

4
k dos cuater

nios y sea r(A) = x1 la parte real de A, luego 

r(AB) = x
1
z

1
-x

2
z

2
-x

3
z

3
-x,z, = r(BA). Por lo tanto r(AB-BA) o. 

51 R(C) = o, c+c = o de donde (AB-BA)+(AB-BA) = o. 

Ahora consideremos X = (A,B) y Y = (C,D) dos octonios 

IXYl 2= 1(AB-DB,DA+BC)1 2 = IX1 2 IYl 2
• Entonces la multiplicación es 

cerrada en S7= {xe o : !XI = 1} tiene unidad 1 = (l,O), no es conniu-

tativa pues (i.O) (j.O) = (k,O) $ (-k,O) = (j,O) (i,o) ni es asociati

va ya que ((i,O) (j,O)) (O,i) = (k,O) (O,i) = (O,-j) y 

(i,O)((j,O)(O,i)) = ((i,O)(O,k) = (O,j) pero si tiene inversi6n, 
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puesto que XXª JXl 2 ª i1x luego si Xe s7 x-•- i1. 

As!, S7 es H-espacio con unidad e inversión pero no es grupo to

pol6gico. J.F. Adar.s probó que s0 ,s1 ,S3 y s7
· son las íinicas esferas 

que admiten una estructura de ~-espacio, teorema 2.3 [Stasheff]. 

En el ejemplo 1.B (4) se definió el funtor contravariante 

, Y] : 'I ---+ ~ , veremos ahora qué pasa cuando Y es un H-grupo y 

cuando el funtor toma valores en U • 

6.12 Teorema.- si (Y,µ) es un H-grupo, [ ,Y] es un funtor contra

variante de la categor!a de homotop!a H con valores en la categoría 

G de grupos y homomorfismos. Si µ es H-abeliana, este funtor toma 

valores en la categoría de grupos abelianos. 

Demostración. Sea (Y,µ) H-grupo y dado cualquier espacio X, defina

mos la multiplicación en [X, Y) por [9
1 
](9

2
) = [µ• (g

1
,g

2
)], donde 

[9) es la clase de homotop!a de g : X--+ .Y continua. Como (Y,µ) es 

H-grupo, µo (µxly) Cll µa (lyxµ), as1 que 

[9,JC[92][93]) = [9,)[µ•(92,9,>J = (µ•(9,,µ•(92,93))) = 

= (µ•(lyxµ)•(9 1,g2,g,>J = (µ•(µxly)•(g 1,g2,g,>J = 

= ¡µ. (µ• (9, ,92),9,> J = [µ• (9,,92) ][93) 

= ([g, )(92)) [93) 

por lo tanto la multiplicación es asociativa. 

Sea eeY una H-unidad de µ, entonces [kc] es la unidad de [X, Y] 

con ko(X) =e. En efecto, [ko)[g) = (µ•(ke,g)) = [9] = (µ•(g,k•)] = 

(9) [ko]. 

Ahora sea rp Y ~ Y una H-inversi6n de (Y,µ), 
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,,.. (ly,'l'l m g m ,,.. ('l', lyl. mostraremos que [!pg] = [9]_, 

[g)[!pg] - [1J.•(9,!p9)J - [1J.•(ly•'l')•(9)J - [ko•g] = [ko] 

['1'9JC9J = [µ.• (¡>9,9)] = [µ• (¡>, ly)o (9) J = [koog] = [koJ. 

51 µ. es H-abeliana, es decir µoT 1:111 µ, tenemos que [9
1

] [9
2

] = 

[IJ.• (9
1
9,l l = [IJ.•T• (9

2
,9

1
) l = [µ(g

2
,g

1
)] = [9

2
] [9

1
l· 

Finalmente probaremos que si f : X ---+ X' continua entonces 

fª: [X', Y] -t[X, Y] es un homomorfismo ,es decir para cualesquiera 

h
1
,h

2 
: X'--> 'i continuas f'([h

1
][h

2
J) = f'([h

1
J)f'([h

2
J), dado que 

f
8
([h,JCh.J) = f

8
([1J.•(h,,h,)J) = [IJ.•(h,,h.)ofJ = [IJ.•(h,•f,h .. f)J 

[h
1
•f][h2f) J = (f

8
[h

1
])(f

8
[h

2
J) lo que se queria probar.• 

6.13 Teorema.- Si Y es un espacio tal que ,Y] toma valores en la 

categor1a de grupos (abelianos), entonces Y es un H-grupo (abelia-

no). De.manera que, para cu~lquier espacio X, la estructura de gru

p~ sobre [X,Y] es la misma ciue la dada por el teorema 6.12 • 

. J?~mostraci6n. Sean p 1 : Y.xY. ~ Y , p
2

: YxY ---J Y 1as proyecciones 

y sea µ : YxY _, 'i una función de tal forl!la que [IJ. J = [p
1 

J * [p
2
], 

donde* es la regla de composición en el grupo [YxY,Y]. Para cuales

quiera funciones f,g : X --J Y continuas, (f,g)•: [YxY,Y] _. [X,Y] 

es un homomorfismo por hipótesis y entonces 

[IJ.•(f,9)] = (f,9)
0

[µ.J = (f,9)
0
([p

1
J*[P

2
l) 

= (f,9) 0 ([p1 ]).~(f,9)
0 ([P2 J) = [fJ*[9l 

esto muestra que la ~~~tiplicación en [X,Y] está inducida como en 

6.12 por la funciónµ. A continuación probaremos que (Y,µ) es un 

H-9rupo. 

Sea X un espacio de un solo punto. La única función X -----)> Y repre-
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senta al elemento identidad del grupo [X,Y]. Por otro lado la ünica 

función Y -t X induce un homomorfismo [X, Y] --. [Y, Y], se sigue que 

la composición Y~ X---+ Y, la cual es la función constante que 

denotaremos g, representa el elemento identidad de [Y,Y], esto es, 

µo (ly,~) c. ly c.: JJ.º (g,ly) por lo tanto (Y,µ) es un H-espacio .. 

Para probar que µes H-asociativa, sean q
1
,q

2
,q

3
: YxYxY ~Y las 

proyecciones entonces 

(µ•(1Y x µ)] = (1,xµ¡"[µJ = (1,xµ) 8 ([p
1
J*[p

2
J) 

= (1yxµ) 8 [P1 l*(~yxµ)
0 [P2 l 

= [q,J*[µ(q •• q,> J 

¡q, J * < cq,1 * tq,J > 

de manera similar obtenemos ¡µ. (µ x lyl J = ( [q
1 

J * (q
2
]) * Cq,J ya que 

• es asociativa, µo(µ x ly) oi JJ.o.(ly x µ). 

Para mostrar que (Y,µ) tiene H-inversi6n, consideramos en e{1 gru

po [Y,YJ el inverso [P] de (l,J, esto es ~ : Y---> Y continua es tal 

que [l,J*[~] = [-ª] y (p]*(1yl = [.!!], !uego 1!•(1,,~l m-ª y 

µ.o (ljO, ly) "' g. Asi ljO es H-inversi6n ·de (Y,µ). 

Queda probado que (Y,µ) es un H-g:i:-upo y que la multiplicación en 

[ ,Y] es la inducida porµ, como en el teorema 6.12. Ahora si 

[YxY,Y] es abeliano entonces [µ] [P
1
]*[P

2
] = [P

2
]*[P1 l 

entonces µ. " µoT y por. lo tanto µ es H-abeliana. • 
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VII H-HOHOMORFrSHOS 

Detinici6n.- Si (Y,µ) y (Y',µ') son H-espacios una función continua 

f : y -->·y, es un H-homgmorfismo si el cuadro 

µ 
YxY~Y 

fxfl 1 f 
Y'xY'~ Y' 

es homot6picamente conmutativo y, si es conmutativo, es decir 

foµ.= µ 1 o(fxf), entonces fes un homomorfismo de (Y,µ) a (Y,µ'). 

Definici6n. - Un H-homomorfismo f : Y ~ Y' es un H-isomorfismo si 

existe un H-homomorfismo g : Y'--'I> Y tal que gof Cll lx y foq = 1Y( en 

forma natural se dice que f es isomorfismo si f es homomorfismo bi

yecti vo y f- 1 es homomorfismo. 

Nótese que todo H-isomorfismo es una equivalencia homot6pica y todo .· 

isomorfismo es un homeomorf ismo. 

7.A EJEMPLO.- sean a_. be Y, y sea w cualquier trayectoria de a hacia 

b. w•: O(Y;a) ---+ Q(Y;b), w•(a) = w-1*a*w veremos que es un 

H-homomorfismo. respecto a la multiplicación natural. Es más es un 

H-isomorfismo, pues por 3. 8 w• es una equivalencia homot6pica con 

inversa homot6pica (w-1
)• que también es un H-homomorfismo. 

Como m•(w*xw•) : (cx,/3) ..--. (w-1•a:•w)*(w-1 •¡3•w) y 

w··m : (ct,/3) ~ w-1•(a:*/3)•w, por el teorema 3.5 ambas funciones son 

homot6picas.• 

53 



7,1 Proposición.- Sea f : (X,a) ---+ (Y,b) continua. Entonces f indu

ce un H-homomorfismo f
1

: O(X,a) ---+ O(Y,b) con la ·multiplicación na

tura1 def~nido por f
1

(a) = foa. Si f es una equivalencia homot6pica, 

entonces f
1 

es un H-isomorfismo. 

Oemostraci6n. Veremos que el diagrama siguiente es conmutativo 

O(X,a) xO(X, a) .......2!!_..ncx;a) 

f,•f· l >> : <Y· 
O(X,b)xO(X,b). ~"ripé,b): 

' .. ' . :'. ·.º ~· 

Para (ct,/3) E O(X,a)xíl(X,a) 'y tEl 

f 1 •m(cc,{3) (t) = f 1 • (ct*/3)(t)) = f·{~H~~i) ~,:,. \: ~'2 

1{f•CC (2t) O.st.s1 /2 
f•/3 c2t-i) 1 ¡ 2 .st.si = (f•cx * f•/3) (t) = m• (f.Xf,) (cx,/3) (t) 

Ahora, f
1

: O(X,a) --> O(Y,b) es continua por ser restricción de la 

función f
1

: C(I,X) ---+ C(I,Y) que es continua por 2.4. 

Si i es una equivalencia homot6pica, con'g una inversa homotópica; 

g.ofm1x y fog=-lv implican por 2.4 g
1
of

1
=(gof)

1
"' (lx)

1
= lO(X,a) ·• 

Para cualesquiera dos espacios X,Y, una función continua f:X ~Y 

induce una función fcr:rr•(X) ---+ rro(Y) por fCT(cr(x))=cT(f(x)). 

7.2 teorema Si (X,µ),(Y,µ') son H-espacios, y f:X _____.Y es un 

H-homomorfismo (H-isomorfismo), entonces fCT:rro(X) ---+ !To(Y) es un 

homOmorfismo (isomorfismo). Por lo tanto, H-homomorfismos homot6pi-

ces, f m q inducen el mismo homomorfismo fcr= gCT. 
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Demostración.. Sean (X,µ), (Y,JJ.'LH-.espacioS y f:'x ~ Y H-homomor

fismo, esto es, foµr:rr µ'•(fxf)·. 
0Pro,,ar~~Of! f ··~µ· .;.'.J: ·'•(f, xf ) 

~ -º CT- .-:- --~· ~· CT 
sean eT(W) ,<T(z) e no(X) 

fCT.µCT(eT(W) ,<T(Z)) • fCT(eT(µ(w,z))) =' eT(f~µ(w,z)) 

= <T(IÍ'•(fxf)(w;z)) '= <T(µ'•(f(w) ,f(Z))) 

= µ• CT(cr(f(w)) ,eT(f{zY>f = µiCT(fCT(W) ,fCT(z)) 

= µ'•(fCTxfCT) (w,z) 

por lo tanto fcr es homomorfismo 

supongamos que f es a-isomorfismo, luego existe g:Y ---:-+ X 

H-homomorfismo tal que fog "' 1Y y gof. 1:11. 1x; por lo anteric;>r 9cr es 

homomorfismo. Se tiene gcr•fcr(cr(z)) = <T(g•f(z)) = <T(l_cz)), 

luego gCTofCT= 1Trolx)' análogamente fcrºgcr= 1TrolYJ as1 que fCT es 

isomorfismo, lo que se quer1a demostrar.• 

¡ 
Definici6n.- Sean (Y,µ), (Y,µ') dos H-espacios sobre el mismo espa-

cio. Note que la identidad ly es un H-isomorfismo si y sólo si 

µ m J.L'·i en este caso decimos que µ,µ' son equivalentes sobre Y. 

7.3 Teorema.- Multiplicaciones eciuivalentes sobre Y inducen la 

misma multiplicación en na (Y). 

Demostraci6n .. Sean (Y,µ),(Y,µ') H-espacios tal queµ m µ'.Para 

x,z e Y, µeT(eT(X),<T(Z)) = .• "JJµ(x,z)) = cr(µ'(x,z)) 

µ• eT(<T(X) ,<T(z)) .lo que se queria demostrar.• 

7.8 EJEMPLO.- Sea Y un espacio contraible y sea µ:YxY --> Y cual

quier función continua. Entonces (Y,µ) es un H-espacio dado que to-
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das las funciones constantes de Y ~ Y son H-unidad ya que todas 

las funciones continuas de un espacio arbitrariO X en Y son homo

t6picas. 

Es más por 6.7 (Y,µ) es un H-grupo abeliano. Y puede tener muchas 

multiplicaciones pero por la razón anterior todas son equivalentes. 

En particular el intervalo I. con la multiplicación 

µ.(t1,t2)=lt1-t2I es un H-grupo abeliano, µ. es abeliana per.o no es 

asociativa. En efecto 

l lt1-t2l-t>I " !t1-lt2-t>l I para ti t2 1/2 y t3 

7.C EJEMPLO.- Distintas multiplicaciones sobre un espacio discreto 'l 

(con mas de un punto) nunca son equivalentes pues µ. y µ•son homot6pi

cas si y s6lo si µ == µ' • 

Usando herramientas de la topolog1a algebraica se ha probado1que 

5 3 admite 12 clases de equivalencia de multiplicaciones distintas y 

57 admite 120, como lo afirma el teorema 3.7 de (Stasheff]. 

7.4 Teorema.- Si Y' tiene el mismo tipo de homotop1a que (Y,µ) un 

H-espacio (H-grupo) entonces existeµ' tal que (Y',µ') es un H-espa

cio (H-grupo) de forma que la equivalencia homot6pica es un H-iso

morf ismo. 

Demostración. Sean f:Y --+ Y' y g:Y'-¡. Y continuas t~froS que· 

fog e11 1Y' y gof e11 ly• Sea ee P la componente principal de (Y,µ), 

entoríces ~ e11 gofo~ son H-unidades de (Y,µ) luego las funciones 

constantes go..f....í..@l , ~og: Y'~ Y cuyas imagenes gof(e), e está.n en 

P, son homot6picas. La funciónµ'= foµo(gxg):Y'xY' ~Y' es conti-
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nua y ,, •• c1 •• ,.f_(!!JJ = f•j.1• (qxq) c1 •• ,1'..!g.}.) = f•j.1• (g·1 •• ,g•.f.L!ll) • 

f•j.l(g,J!_•g) = f•u• c1 •• J1.) •q 

Ahora como µo(ly 1 ~) ai lY por ser (Y,µ) H-espacio tenemos que 

f•ll•Clv,~>·g" f•lv•g lll' iv, y por. lo tanto µ'•Clv.,.f.Ltl> m 1v•"' 

Análogamente se obtiene que µ.'•(.f..C&,ly,) "ly, luego (Y',SJ.') es 

H-espacio. 

Como g•µ' g•f•l.I• (gxg) • 1y"l.I• (qxq) • u• (qxq) el cuadro 

µ.• 
Y'xY'-tY' 

qxq 1 'q conmuta homot6picamente 
Yx Y-¡¡---t Y 

As1 que q es un H-homomorfismo y µ.'• (fxf) f•JJ.• (gxg) • (fxf) • f•l.I 

luego f es un H-homomorfismo. 

Ahora como f•g m lY' y g•f "" ly ,, se tiene que f y g son 

H-isomorfismos. 

si µ es H-asociativa veremos que µ 1 es H-asociativa, tenemos que 

q•u .. (fxf) = g•f•IJ.• (qxq) • (fxf) • u, por lo tanto 1.1o(1.1xlyl • 

g•µ'-(fxf)•[g•u'•(fxf) xlyl = g•u'•[f•g•l.l .. (fxf) ,f) • 

---------1 g•s.L'•[ll'•(fxf) ,f) = goµ'•(J1'x1Y") (fxfxf) 

y 1.1-Clyxµ.) • g•u'•(fxf)•[lyx g•u .. (fxf)) g•JJ.'•[f,f•g•U'"(fxf)] • 

g•µ'o[f,µ. 1 o(fxf)] = gaµ 1 o(ly 1 xµ 1 ) (fxfxf) -----------2 

como µ es H-asociativa y sucede (1) y (2) entonces 

g•JJ'•(IJ'xly.)•(fxfxf) "g•µ'•(ly 1 xµ.')(fxfxf) 

po~ lo tanto µ'o(µ'x1Y) =r µ'o(1Yxµ') con lo que tenemos que µ 1 es 

H-asOciativa. 

Y si ip:Y --+ Y es una H-inversi6n para (Y,µ), entonces rp'= fotpog 

es una H-inversi6n para (Y',µ'). En efecto tenemos que µo(1y 1 1J>) =r g 
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y por .10 tanto f•µ•(1y,rp)og m f·~·g de donde f•µ•(g,rpog) m llll._ 

Pero µ • t;•JJ.' o (fxf) entonces 

f•µo(g, rp•g) m f•9•1l'•(fxf)o(g, f)•g) m µ 1 o(fog",f•f)•g) m.µ'•(1.,9''), 

pOr µ'•(ly,r'P') m f..Ltl, de manera similar µ'•(rp' ~ly~ oc .f...útl:• 

De lo que concluimos que f' es una H-inversi6n para (Y',µ'), y 

entonces Y' es un H-grupo si Y lo es.• 

Del teorema anterior se sigue que si un tipo de homotopia contie

ne un H-espacio (en particular un grupo topol6qico) esta compuesto 

dnicamente de a-espacios. 

De~inici6n.- Un espacio X se dice que está dominado por un espacio 

. Y si existen funciones continuas f: X --+ Y y g: Y ~ X tal que 

¡g•f m 1X. 

7. 5 Teorema. - Todo espacio dominado por un H-espacio conectable 

por trayectorias es también un H-espacio. 

Demostraci6n. Sean (Y,µ) un H-espacio, Y conectable por trayecto

rias y X un espacio dominado por Y. Por lo tanto existen f:X ---4 Y 

y g:Y --+ X con g•f m lx 

Sea µx = 9º11º (fxf) como se muestra en el cuadro siguiente 

fxf l rg 

YxY~Y 

Vamos a demostrar que (X,µx) es un H-espacio 
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E Si 1\ TESIS NO DEBE 
SALIR DE LA BIBLIOTECA 

como Y es un espacio conectable por trayectorias entonces Y tiene 

una sola componente, Y mismo. Por lo tanto Y es la componente prin-

cipal de (Y,µ). 

sea xoe:X fija, definamos h:Y ~ Y como h = µ• (ly• f(><o)) por lo 

tanto h e1 lY y µxº (lx, Xo) = gohof pues para toda xeX 

llx"(lx'~ (><) = µX(X,Xo) = g•µ•(fxf) (X,Xo) = goµ(f(x) ,f(xo)) y 

g•h•f(X) = (goh) (f(X)) = (goµ(ly,f(Xo)) (f(X)) = g•µ[f(X) ,f(Xo) J. 

ahora como h "" ly entonces gohof =i go1Yaf = gof :. lx' por lo tanto 

1Jx(1x~ CI lx·. 

De manera similar definimos h' :Y ~ Y como h' (y) = µ~ ,lv) 

con lo que obtenemos que µx ~ lx) QI lx y por lo tanto queda demos

trado que (X,µx) es un H-espacio.• 

7 .C EJEMPLO . ..:. Todo retracto de un} H-espacio Y conectable por trayec

torias es también un H-espacio. Ya que Y domina a cada uno de sus 

retractos. Más aün si A es retraCto de (Y,µ), (Y,µ) es un H-espacio, 

y A ··intersecta a la componente principal d~ Y entonces A admite una 

multiplicaci6n que lo hace H-espacio. 

7 .D EJEMPLO.- Veremos que O (Y, a, b) es un H-espacio y mostraremos que 

O(Y,a,b) a.O(Y,a). 

sea Be O(Y,a,b), fija. 

Definamos µ:O(Y,a,b)xO(Y_,a·¡.b) ~ O(Y,a,b), como µ(a,13) = a•s-1 •13. 

Claramente, µ es continua. Dado que µ(8,~) = C•C-1*/3 y J.1.(/3,C) = 

13•c-1 •r; concluimos por 3.5, como en 7.A, que e es H-unidad para el 

H-espacio (O(Y,a,b),µ). 

Ahora definamos f:O(Y,a) --> O(Y,a,b) como f(a) 
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g:!l(Y,a,b) -> !l(Y,a) por g(ll) = ll*&-1
, sean 7e !l(Y,a) y Ae Cl(Y,a,b) 

(g•f) (7) = g(7*&) = (7*&)•c-•, (f•g) (Al = f(>.•c-•¡ = (A*&"'¡•s por 

3.5, g•f m lCl(Y,a) y f•g m lCl(Y,a,b) l.uego !l(Y,a,b) ~ !l(Y,a). Por 

dltimo mostraremos que f y g son H-homomorfismos, sean a,f3e n(Y,a) 

entonces tenemos que µo(fxf) (a:,¡:?) = µ(a*C,fj*E:) = a•s•s-1•f3•8, 

f•µ(c<,ll) = f(«*ll) = «*il*C y por 3.5 µ•(fxf) m f•µ , procediendo de 

manera análoga se tiene que g es H-homomorfismo.• 

7.6 Lema.- Sean (Y,µ) un H-espacio, e un punto en la componente 

principal y R una homotop1a de la función y --> µ(e,y) hacia ly• 

Entonces existe una homotopia L de la función y --+ µ(y,e) hacia 1Y 

de tal forma que las trayectorias Le(t) = L(e,t) y Re(t) = R(e,t) 

de µ(e,e) hacia e son equivalente~ ... 

oemostraci6n. como g es una H-unidad existe una homotopla 

.:e: µ•(lyd!J ""1Y. Sea l'e:I ~Y dada por .le(t) = f(e,t) entonces 

Ro y !la son trayectorias de µ(e,e) en· e, ya que ~(O)=µo(ly,g) (e) = 

µ(e,e) = µ•(Ji!,lyl (e) = Re(O) y l!e(l.) = ly(e) = Re(l) =e, luego 

7 = Re•.:e;1 es un lazo basado en µ(e,e). 

Primero mostraremos que existe un 1azo a basado en e tal que 

Ro co: (µ.o (g, ly) oO::) *:f.c. 

Sea r:IxI ---> (OxI)u(IxO)u(lxI) una retracción (por ejempl.o pro

yectando desde el punto (1/2, 2) el cuadrado I 2 sobre los >-~"Fk"s la

dos). La función H': (OxI)u(IxO)u(lxI) -> Y dada por H' (t,O) = 7(t) 

H' (O,s) = H' (l.,s) = Re(s), está bien definida pues H' (O,O) = 7(0) 

Re(O) y H'(l,O) = 7(1) = l!-1 (1) = l!e(O) = Ro(O), por l.o tanto es 

continua. La composición H = H'or:IxI ~Y es entonces una homoto-
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p1a del lazo 7 a un lazo ex basado en e, en efecto ex(t)= H(t,1), pa

ra i = 0,1 ex(i) = H•(r(i,1)) = H'(i,1) = Re(l). Entonces H:7 m ex y 

R inducen las homotop1as H•: ll• (~, l.Y) •« m µ.~ (g, lY) º7_ y 

R•: µo (g, lY) •"'I "" lY•'f = "1 de donde (J.t• (g, lY) •a) •!f.o es "t*~e = 

Ahora definimos L(y t) = {µ(y,cx(2t)) Os t s112 
, % (y, 2t-1) 1/2:5 l :Sl 

para t = 112 tenemos L(y,112) = µ(y,ex(1)) = µ(y,e) = .f(y,O), as1 

que L está bien definida y es continua por ser continua en 

Yx[O,uz] y en Yx[u2,1] cubierta cerrada y finita de YxI. 

Ahora L(y,O) = µ(y,cx(O)) = µ(lv,e) (y) y L(y,1) = .f(y,1) ly(Y) 

de donde L: µ•(lv,g.) a: lv· 

Definimos Le(t) = L(e,t) = {µ(e,cx(2t) 
.f(e,2t-l) 

o :s t ::s 1/2 

1/2 :s t:S 1 

((µ(e,ly)•<X)* .fe) (t) por lo tanto Le m Re .a 

7.7 teorema.- Sea (Y,µ) un H-espacio, e un punto de la componente 

principal y Y' el subespacio (YxO)u(exI) de YxI. Entonces: 

(1) La multiplicación µ, Y identificado con YxO, se puede 

extender a una multiplicación µ' sobre Y' con unidad, exl. 

(2) La retracci6n de Y' sobre Y que env1a a exI en el punto 

ex{O}, es un H-isomorfismo del H-espacio (Y',µ') en (Y,µ). 

Demostración. (1) Para obtener una extensión µ.':Y'xY'-Jo Y' deµ 

necesitamos definir µ.' (y,s) , µ.' (t,y) y µ.' (t,s) para yeY y s,teI 

identificando ex! con I para simplificar la notación. 

Sean R y L las homotop1as del lema anterior. Definamos µ'(y,s) = 
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L(y,s) y µ.'(t,y) = R(y,t). Para definir µ.'(t,s) primero consideremos 

la funci6n J:Fr(I2) -> Y' dad~ por J(t,lj = J(l,t) = t, J(O,s) = 

L(e,s), J(t,O) = R(e,t). Sobre Fr(I2 ) está funci6n es homot6pica a 

Le*R11-1 , la cual es nul-homot6pica por el lema anterior; y por teo

rema 1.2(2) existe una extensiÓn continua i':I2 
-}o Y' de J. Ahora 

definimos 

µ' (t,s) 

µ• (e,O) 

µ' (y,l) 

µ' (l,s) 

i'(t, s), se tiene que µ' es continua y 

L(e,O) = i'(O,O), 

L(y,l) =y, µ'(1,y) = R(y,l) •y, y 

i'(l,s) = J(l,s) = s, µ'(t,l) = i'(t,l) 

de donde (Y',µ.') es un H-espacio con unidad. 

J(t,l) = t 

(2) Es claro que la retracci6n r:Y' --+ Y es una equivalencia homo

t6pica con inverso homot6pico la inclusión i:Y -}o Y'. como i es 

,videntemente un H-homomorfismo, solo probaremos que r lo es tam

bién. 

S~a H:Y'xY'xl -}o Y 

H(y,y' •r) = µ(y,y') si y,y•e Y 

H(y,s,i:) = L(y,si:) si yeY,se I 

H(t,y,i:) = R(y,ti:) si yeY,te I 

H(t,s,'C) = ro'i'(t'C,S'C) si t,se I 

H está bien definida y es continua 

H(y,y',O) = µ(y,y') = µ•(rxr)(y,y') si y, y'e Y 

H(y,s,o) = L(y,O) = µ(y,e) = µo(rxr) (y,s) si ye Y, se I 

H(t,y,O) = R(y,O) = µ(e,y) = µ•(rxr) (t,y) si yeY,te I 

H(t,s,O)= r•i'(O,O)= r•J(O,O)= r•L(e,e)= L(e,e)= µ•(rxr) (t,s) si 

s,te I 

y 
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H(y,y'-,1) = µ_'(y,y') =,r~µ.'(y,y') si·_y,y'e Y 

H(y,s,J.) = L(y,s) = r•L(y,s) si ye Y, .se I 

H(t,y,J.) ·= R(y,t) = r•R(y,t) = r•µ' (t,y) si ye Y, te I 

H(t,s,1) = ro'l'(t,s) a roµ.' (t,s) ·si t,se I 

Luego H:µo (rxr) c. roµ' y por lo tanto r es H-homomorfismo.• 

7.8 Corolario.- Todo H-espacio es H-isomorfo a un H-espacio con 

unidad. 

7.9 Teorema.- Sean (X,µ) y (Y,µ') H-espacios y sea f:X-> Y un 

H-isomorf ismo. 

(a) Si uno de ellos es H-asociativo, o H-abeliano, entonces también 

lo e_s · e1 otro respectivamente. 

(b) Si el H-e~pacio (Y,µ') admite 1una H-inversi6n rp', entonces 

puede ser definida una H-inversión ~ en (X,µ) de tai forma que 

X---> f(~(X)) y X--+ ~ 1 (f(x)) sean homotópicas. 

(e) si· (Y,µ') es H-grupo, (X,µ) es tambii!n H-grupo. 

Demostraci6n: Sean f:X ~ Y y g:Y ____. X H-isomorfismos tales que 

f•g = 1Y y g•f = J.x 

(a) Supongamos que µ es H-asociativa 

Por demostrar que µ'o(µ'xl'i) = µ 1 o(1Yxµ.') 

dado que f es H-isomorfismc¡ .. tz~nemos faµ. °' µ.' .. (fxf), luego 

µ = q•µ' • (fxf) y por lo tanto 

µo(µxlx) = (goµ' • (fxf))•((g•µ" (fxf) )x1x) = 

g•µ"((f•g•µ'•(fxf) )xf) = g•µ'-((µ'o(fxf) )xf) = g•µ'o(µ'xl.yl (fxfxf) 

es dec.i.r 
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(1) ••• /l•(µxl,J m 9•/l'•(IJ'xl,) (fxfxf) 

y de manera similar 

(2J •• • µ. 11.xµ) m g•ll'. c1,xµ'). (fxfxf) 

por (1), (2) y la H-asociatividad deµ obtenemos que 

(3) ••• g•µ'•(µ'xl,)•(fxfxf) "goµ'•Cl,xµ')•(fxfxf) 

Ya que fog e11 ly, y componiendo 3 con f por la izquierda y gxgxg 

por la derecha resulta que µ'o(µ'xly) e:. µ'o(lyxµ') y por lo tanto 

µ' es H-asociativa 

supongamos que µ es H-abeliana, por demostrar que µ'c:. µ 1 oT. 

Dado que g es H-homomorfismo goµ'=- JJ.o (gxg) y como µ 1:1 µoT 

sucede que 

(4) ••• g•ll'" /l•T•(gxg) 

Y por lo tanto 

(5) ••• g•IJ'•T" /l•(gxg)•T 

Afirmación. (gxg) oT = To (gxg) • En· efecto, para' (U'1 V) e XxX, 

(gxg) •T(u,v) (gxg) (v,u) = (g(v) ,g(u)) = T(g(u) ,g(v¡) 

To(gxg) (u, v). 

Luego 

(6). goµ. 1 oT.,.. µoTo(g><g), de 4 y G tenemos que qoµ 1 tic goµ 1 oT y 

JJ.'ª µ'oT que es lo se quería demostrar. 

(b) Supongamos que 'P' : Y -+ Y es H-inversi6n de (Y,µ') con H-unidad 

.!!' es decir, µ' (ly,cp') .a g!_. Definimos 'P = gotp 1 of. 

como g es H-homomorfismo tenemos que goµ 1 e11 IJº (gxg), luego ..... 
µo(1X 19)) c. µo(gof,gotp 1 of) = µo(gxg)o(ly 1 rp 1 )of ca goµlo(lyr'P')of ci1 

g·~'of, pero g 0~'of = gg' es H-unidad de (X,µ.) por teorema 7.4. De 

manera similar µ.o(~,1x) ~ gg', por lo tanto~ es una H-inversión 

de (X,µ). 
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y además f•l/J = fog•V>' •f CI( 'P' of 

(e) Es consecuencia de (a) y (b) ·• 

7.10 Proposición.- Si (Y,µ) es un H-espacio con unidad yo, la 

multiplicación inducida µ
0 

del H-espacio (O(Y ,yo) ,µ
0

) (Ejemplo 6.B) 

es equivalente a la multiplicación natural m del H-grupo 

(O(Y,yo) ,*) (6.9). Y por lo tanto (O(Y,yo) ,µ
0

) es un H-grupo. 

Demostración. Si ho(t) = m<'i>c{0,2t-J.) y h1 (t) = min{l.,2t} 

ho m l m h1 rel. Fr. I entonces por l. 7 

H1: ce ar o:•ht rel.Fr I, Ho: f3 a #}oho rel.Fr I para cada cx,/3e Q(Y,yoJ 

y por lo tanto 

(a,¡?) ~ µo(o:,#}), {a,/3) ~ µo(aht,/3ho) son funciones homott:.6picas 

de O(Y,yo)•O(Y,yo) --> O(Y,yo) y como 

Jl•(c:c,/3) = Jl•(a,/3) 1 f.1•(a:•h1,,aoho) = o:•/j = m(a:,/3), µ•y m son 

equivalentes. 

7 .. 11 Teorema.- Sea Y un H-espacio (conexo por trayectorias)t. Enton

ces la multiplicación natural en O(Y,yo) es siempre abeliarna y 

rn (Y ,yo) es un grupo abeliano. 

Demostración. Caso 1 El H-espacio (Y,µ) tiene unidad e, tenemos que 

(Q(Y,yo) ,µ•) H-espacio, además µoT induce 

(ll•T)
0
= µ

0
(/l,a) = µ•(/l,a) = µ•T•(a,/l). 

Entonces (O (Y, Y•) , (ll•T) 
0

) es también H-espacio pues (Y, µ•T) 

es H-espacio con unidad e porque 

(µ•T)•(J.y,!i:l (y) = µ(T(y,e)) = µ(e,y) =y 
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(µ•T)•(,!!,1) (Y) = µ(T(e,y)) = µ(y,e1 =y , pero por el teorema 

anterior, µ• y (µ 0T).= µ
1

11T son equivalentes ambas a m, luego son 

equivalentes entre s1 y entonces ""• es H-abeliana. Aplicando el 

teorema 7. 9, m es H-abeliana esto es ct*/3 m f3*a. rel. Fr :r para todo 

a,f3e O(Y,yo) de donde 

[a)[/3] = (/3J[a] para todo [a].(/3]e m(Y,yo) y con ello m(Y,yo) es 

grupo abeliano. 

Caso 2. Si (Y,µ) es H-espacio con H-unidad e, por 7. 7 Y es del 

mismo tipo de homotopia que Y' con unidad e' y (Y,µ), (Y',µ') son 

H-isomorfos por lo tanto el H-espacio (O(Y,yo) ,µ•), y el H-espacio 

·H-abeliano (O(Y' ,yo),µ' 
1

) son isomorfos al H-grupo H-abeliano 

(O(Y,yo),*). Por lo tanto éste es un H-grupo H-abeliano debido al 

teorema 7.9. Luego rr1(Y,yo) = rro(O(Y,yo) ,*) es un grupo abeliano 

discreto. 

Definlci6n.- Sean S,T:~---+ V funtores de la misma varianza. Una 

Transformación Natural ~ de s hacia T es una función de los objetos 

de los objetos de ~ hacia los morfismos de V de tal forma que para 

todo morfismo f :X ~ Y de e uno de los siguientes diagramas es 

corunutativo 

S(X)~S(Y) S(X)~S(Y) 

>-,.:1 
t(X) l lt(Y) t(X) l lt(Y) 

"T(X)~T(Y) T(X),_!i!LT(Y) 

s,T covariantes S,T contravariantes 
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7.13 Teorema.- Sea f:Y---.. Y' una función continua entre H-grupos 

(H-abelianos) • Entonces f induce una transf9rmación natural f• del 

funtor [ ,Y] al funtor [ ,Y'] que toma valores en la categoria de 

grupos (abelianos) si y sólo si f es un H-homomorfismo. 

Demostración. En virtud de 6.12, basta probar que para h: X'--+ X 

continua, el siguiente diagrama es conmutativo 

.:r-:-- ,x·r:. 
[X,Y'J--> [X' ,Y'] 

y_ que f• es homorfismi cuando fes un H-homomorfismo. 

Sea [g], [gl], [92] e ¡x; Y], comprobamos la corunutatividad de diagra-

ma (f.·h•) ([g]) f
1
([9•}1ll = [f•g•h] y 

(hº·f.)( [g] l = h 1
( [ f•g]) = [f•g•h]. 

Ahora demostraremos que f, es un homomort_ismmo, es decir 

f••µ.((gl),[92]) = µ.•Cf,xf
1

) ((91],[92]) si y sólo si fes un 

H-homomorfismo. Tenemos que 

f
1
Cµ.((91], [g2J)) = f

1
([µ(91,92) Jl 

y 

(foµ(g1,gz)] 

µ•(f.xf•) ([91),,[92]) = µ
1
([f•gl],[f•gz]) = (µ(f•g1,f•g2)] 

·'"":' = [µ•(fxf) (g1,g2)] 

De modo que [f•µ(g1,92)] = (µ•(fxf)(g1,g2)] si y sólo si 

f•J.! u J.!• (fxf) lo que se quer1a demostrar.• 
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