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Capitulo 1

Introduccion

Muchos de los esfuerzos dird

31
S
eién enantica se encuentran dentro de programas que comienzan atacando

problemas menos complicadas Un ejemplo es el signjente. Tas ecuaciones de

los a conseguir una teorin para la gravita-

Einstein aplicadas a un universo tridimensional imponen que fa etrvaturn se

anile donde no hayva materia (mids exactamente donde T = 0), Esto significa

gue ol aniverso no tiene grados de tibertad foeales v que por lo tanto puede
ser deserito por una teoria disereta, La coantizacion de teorias discretas no
tiene muchas de las complicaciones que tiene enantizar una teoria de campos,
ademis Tas teorias discretas se prostan para hacer ealeulos numdricos.

El director de esta tesis, Henri Waelhroeck, formuld una teoria de red
covariante gue deseribe la gravitacion en 241 dimendiones la teorfa tiene
Ia gran ventaja de que las simetrias do norma se cotiocen v tienen expre-
siones sencillas, Bl amado edleulo de Regge es wna teoria de red para la
gravitacion, que tiene Ja misma forma en andquier dimension (o diferen-
cia de fa teorin covariante) ¥y que por lo tanto puede extenderse a otras
dimensiones inmediatamente, El defocto que tiene of cileulo de Regae en
su formulacion usaal o0 que noose conoeen las simetrias de norma. Parn ol
caso tridinensional este obstienlo fue superado usando como apoyoe la teoria
de Warlbroeck en ol articulo Translation symumctry in 2441 Regge caleulus,
Henri Waelbroeek y José AL Zapata, que ya estd aceptado para ser publicado
en Class. Quantum. (lrav.,

Aprovechamos ol segindo capitulo de psta tesis para presentar la dindmica
hamiltoniana con restricciones desde una perspectiva geomctiiea, un predmbulo
de dindmica eon restriveiones es necesario pues os 1a hercamienta fundamen-
tal que usamos e nuestro trabajo; en el tercer capitulo presentamos Ja



traduccion del articulo mencionado, que incluye una revisién de la teoria de
Waelbroeck, construye una versién aumentada del ¢ilculo de Regge 24 1-
dimensional, y en las conclusiones analiza las perspectivas para trabajos
futuros,



Capitulo 2

Dinamica con Restricciones

La diniamica con restriccianes es eapaz de describir gran variedad de feno-
menns fisicos; he al Ta razon de su relevancia. Ademais posee toda la belleza
de ba dindmica cldsiea. La extiende usindola en espacios donde los gradaos
de fihertad fisicos y los de norma eonviven. El acercamiento que usaremos

sord ol hamiltaniino por ser particaarnente Gl ol lidinr con restriciones
y simetrias, Gracias a Ja riqueza de Ja estuctura hamiltoniana es posible
diferenciar Jos distintos tipos de grados de dibertad y estudiar lo fisicamente
reiovante; tado can increfhle eleganeia v claridad.

2.1 Dinamica hamiltoniana

Comenzamos con un breve repaso de dindinica hamiltoniana para no topar-
nos abruptamente con la problemdtica particular de la dindmica con restric-
ciones, que tiene lugar cuando intentamos deseribir un sistema usando un
conjunto de variables demasiado grande, por lo que surge Ta necesidad de
imponer restricciones entre las variables.

Deseribiremos la evolueion de un sistema con cierto espacio fase fisico
Q . A cada estado del sistema le corresponde un solo punto en 2 y la
avoluecidn del sietemu ueda di terdnada wni vez gue se conoce ia condicion
intcial del sistema, es deeir, un punto de partida en 2 . Fl espacio §2 es
una variedad ' de dimensidn par, en mecanica es el espacio cotangente del
espacio de configuracion, en donde estia definida una 2-forina w? cerrada v

Canceptos como los de variedad ¥ forma diferenciales pueden consultarse en el libro
de mecinica de Arnokl [1], en el Gravitation, Misner etal. [3], o en o Vol de los libros
de Spivak [2].



no degenerada que dota a € de lo que se llama una estructura simpléctica.

Como w? es no degenerada tiene inversa T también no degencrada, que
brinda un isomorfismo eatre las t-formas (p) v vectores (Ip). Funcionan
como la matrica g ¥ st inversa para subir y bajar indices, sélo que en este
caso usamos distintos nombres para los vectores y las 1-formas a fin de evitar
confusiones,

1Mwd = 8y (2.1)

(Ip) = 1Yp; (2.2)

Asf las funciones pueden inducir campos veetoriales, la funcién F: 2 - R
induce el campo vectorial IdF en TOQ. Al inducir campos vectoriales las
funciones inducen tambidn flujos en £2; esta estructura es la que facilita ja
descripcion de la ovolucidn del sistema.

La evolucion queda determinada por noa funeidn H Hawada hamilto-
niano o energin, ol sistema evoluciona como lo marca el flujo integral de
IdH. En este momento es indispensable hacer [a signiente aclaracién. Ligar
Ja evolucidn al finjo de TdH equivale apostalar que ol tiempno, o pardmetro
de evolticion, y of hamiltoniano estan fntimamente relacionados. Sitratamos
con un sistema en el que el tiempo y su variable candanicamente conjugada®
estan mezeladas con las demds variables, como en cualquier teoria rela-
tivista, seo voclve indispensable el uso de La dindmica con restricciones, pues

el hamiltoniano debe cumnplir una restriceion que lo acopla con la variable
candnicamente conjugada al tiempo que se elige. Esta condicion, ¢omo ve-
remos mds adelante, resulta ser I generadora de ta “parametrizacion del
tiempo™ y de la evolucidn del sistema.

Para saher como evalueinnan caracteristicas especificas del sistema con-
viene definir la operacion eorchete de Poisson entre cnalesquiera dos fun-
ciones [0 — R

[P = 1A dE; . (23)

El resultado que muestra la utilidad de la definician es que el valor que
toma una funcidon F @ @ = R evoludiona como lo indica [F, H]. Como
prucba es suficiente ol sigeiente desarrollo

[I"‘ II] = I”dll‘nlf') = (IdHYdF; = A (2.4)
?L.a variable cam’mirmnuntc conjugada a la variable de configuracion go = ¢ es la
vatiable pe que enmple w? ‘,'A,'”_ ;f;—.-) =& donde " = 4,9, 97, .

G



En particular, F' perinanece constante durante la evolucidn del sistema
si y sélosi [F, H] = 0.

A fin de introducir los conceptos fundamentales de la dindmica con res-
tricciones canviene mencionar el sigaiente resultado de la dindmica hamilto-
niana. La forma simpléctica w? purde uzarse para medir superficies sumeorgi-
das en §2 (para eso sirven las 2-formas, para medir dreas) y o] hecho intere-
sante es que fa medida que brinda w? es preservada por ol flujo inducido por
IdF para cualquier funcion F. Lo anterior significa que si ¢ o8 una superficie
en $2 y gh(e) es la imagen de ¢ después de que of flujo inducido por IdF a
movid durante un lapso ¢ (f elemento de una veeindad, lo saficientemente
pequeiia, del cero), entonces

/ul = / Wl (:
: Tk ()

tiene algo de fundamental. La demostracion de

te
Lt

esto parece decir que w?
oste resultado § ouna exposicion usuperable de Ly meciuiea clasica pueden

encontrarse en ol libro de Arnold [1].

2.2 Dinamica con restricciones

Flsalto que pasaa Ja dindmica con restriceiones ex una de Tas grandes aporta-
ciones de Dirac v ronsiste en formularse el probloma de deseribir un sistema
dado usando un conjunta de variables demasiado grande, Comenzamos con
un espacio fase no fisico® T' de dimensiGn 28, una forma simpléctica p? en
Ly la informacidn de que los estados del sistema estdn deseritos por los
puntos de Ty que es I subvariedad (de dimension 28 —r) de T definida por
fag restricciones I, = 0, w = 1...r. Como el sistema de restriceiones que
define a Ty no esinica, pademos® pedir que Tas restricciones se dividan en

dos grupos, lus de primeera elase (1, =0, a = 1.0, gue son tales que las

d G, son linealmente independientes vy cnmplen

YFn Jas referencias uspales de dindmica con restricciones: Dirac [1}. Hanson et al [5],
Ashtekar [6], Apendice B, a T we le Hama simplemente espacio fase ¥ a §2 espacio fase
reducido. *

*Garantizar la div
primero hay gue extender de manera adeenada of resnltado puntnal, que como veremaos es
sencilte, a todos los puntos de nna vecindad v despnds garantizar la integratulidad de una
foliacion [7]. En el pie de pagina marcado antes de la férmula primordial de este capitulo,

aon de las restricaienes en primera ¥ segunda clases no es triv

la de los cochetes e Dirac (2.11), explicamos como se¢ pueden garantizar of resultado
puntual, que es fa finico necesario para llegar a esa formula.



[Gas ) =0 para toda restriccion By = 0, (2.6)

donde ¢l simholo de ignaldad débil, =, implica igualdad dentro de la sub-
variedad de restriceion 'y, Y las de segunda close 8, = 0, a = 1...2s,
(r = m 4 2s) que san tales que Ta matriz

Mpay =[50 5] = IVdSudS,, s no degenerada. (2.7)

Las restricciones de segunda clase restringen en direcciones conjugadas y por
lo tanto los flnjos que gereran unas vinlan a las demds. Por el cantrario las
de primera dlase generan flnjos que respetan a todas las restricciones, Esta
division entre las restricciones nos serda de gran utilidad. Para aprovecharla
definimos Ty subvariedad de I' imponiendo dnicamente las restricciones de
segnnda cluse S, = 0, entonces la matriz de los corchetes de Poisson se
descompone de manera inica come una suma

I =L+ 1s donde (2.8)

Teant®)Tr, i, (identidad en TT) e (2.9)

ItandSa =0 para tada restriceiéon de segunda clase S, = 0. (2.10)

Si consideramos la dindmica inducida por Iy, habremos resuelto tres
problemas fundamentales, Primero, no habrd dindunica en las direcciones
1dS,, que no tienen origen fisico. Segundo, las restricciones de segunda
clase 5, = 0 se convertirdn en identidades. Y tercero, la dindmica serd
compatible con la forma simpléctica inducida por y? dentro de Ty,

Ahora daremos la formula para caleular los corchetes de Dirac, que son
los que corresponden a Tiay ¥ despuds probaremos que cumplen con las
propiedades (2.9) y (2.10). La férmula es®

SMencionamos anterivrmente que garantizar la division de las restricciones en primera
y segunda clases no es trivial, Pero lo que realmente usamon en la dehnicion de {, Jos(p)
es la descomposicidn Np, que es ¢f subespacio de T*T|, normal a TT,|,, en las formas
dGa(p) ¥ 45, () gue cumplen las tmuluu)nr‘- (3.6} y (2.7); y gurantizar esa descompos
es muy cillo, basta con escribir a w*(p) en una base simplectica adecuada, fo que se
logra facihmente con un proceso andlogn al de Schmidt aplicado a w?(p) (ver Arnold [1]
p.220).




[F.Glog i= [F.G) = [F, 5MB (85, G). (2.11)

Si vy € TpLy entoneces  vp(8,) =0 para toda 5, (2.12)
como I es no degenerada existe una funcién £ : T — R tal que

vp = (IdF), v porlo tanto (2.13)

[FV5.)(p) = 0 (evaluado en p) para toda S,. (2.14)

Es claro que la I-forma que asigna 4 al vector Vp €5

#3vp, )= pl(dF,, ) =dF, (2.15)

pero Ia definicidn de los corchetes de Dirac (2.11) ¥ la propiedad (2.14)
implican que
thn‘”“p = Ide v y (2.16)

7

Io cual demuestra que L definicidn de los corchetes de Dirac cumple con la
condicion (2.9). La condicion (2.10) es ennsecuencia directa de la definicion,

Para terminar de dar las bases de la dindmica hamiltoniana con restric-
ciones sdlo nos falta esela
presencia de restricciones de primera clase €7, = (. Los campos vectoria-
les IdGy = Tia,, d Gy, que como lo dice (3.6) son tangentes a I'y, 10 tienen
origen fisico y <on los respansables de movimientas en Ty que no correspon-
den a cambios en el esiado del sistema, Estas libertades de movimiento
sin significado fisico son las lamadas libertades de norma. Existen dos ma-
neras de observar la dindmica fisicamente relevante. La primera es fijar la
norma® , lo que significa probhibir las libertades de porma, imponiendo nuevas

eer cuiles son las implicaciones dindmicas de fa

candicionos H, = 0, a = 1...m tales que junto con las restricciones

Gy =0, a=1...m sepuedan tratar como un conjuin de restricciones

de segunda clace v docpude enenntrando los correspondientes corchetes de

Dirac. Laotramanera, que es mas elegante aunque tal vez menos funcional,

es recordar gue loimportante os el espacio fase fisico 2, que tiene por puntos

a las subwvariedades integrales del campo de hiperplanos en T generado
s

S Este procedimicnto sicmpre os aplicalle lucalinente, pero no siempre globalmente,



por los campos vectoriales IdGa. La existencia de dichas subvariedades in-
tegrales s consecuencia de la condicidn (3.6), satisfecha por las restricciones
de primera clase” ; y ol que el espacio de hojas £ sea una variedad es una
snposicion que hacemos, para la que sobran justificaciones fisicas. Como los
flujos generados por los 1dG, preservan la forma simpléctica g (ver (3.5))
al recuperar £2 de Ty también conseguimos la forma simpléctica “natural”

w? para 2, que es la inducida por g, Definimos la medida que asigna o? a
la supreficie ¢ C 2 como

/u: 1= /112 y (2.17)

donde ¢ C Ty es cualquier elemento de li clase de equivalencia que define a

¢; la definicion es independiente del ¢f que se escoja precisamente gracias a
la propiedad (3.5). En virtud de las propiediudes (2.9) v (2.10) que cumplen
los corchetes de Dirae sabeomos que aungue trabajemos en I los corchetes de
Dirac inducen la misma dindmica entre los estados fisicos que la resultante
de trabajar en € con la forma simpléctica w?.

2.3 Seleccién de un tiempo

Abhora que hemos eancluido la exposicién de las ideas bisicas de la dinamica
hamiltoniana con restricciones, con ol dnimo de fijar ideas y de aprender
algo 1itl, presentamos o} tratamiento que consigue una teorfa con libertad
de reparametrizacion del tiempo.

Comenzemos con va sistema dindnmico (), caracterizado por un espacio
fase Qu(de dim. 2u), una forma simpléctica wd y un hamiltoniane Iy, ol
método de coustruccion de coordenadas simplécticas (ver Arnold [1] p. 229)
nos carantiza que, en una vecindad Yy de y, podemos dar la siguiente
descomposicion® | en la que usamos un sistema dindmico (1) caracterizado
por un espacio fase ¥i{de dim. 20— 2), una forma simpléctica w? y un
hamiltoniano H,, vy R? con la estructura candnica usual de R? (al que

damos coordenadas pg, 1), La descomposicion comienza dando un mapeo
.. [¥
candnico @

TLos conceptos necesarios para entender dicha implicacién estan desarrolfados en e}
libra de Avnold {8] pp 208217,

*Muchas weces no comenzamos con nn sistema {0) que deba descompanerse, sino
que contamos con un sistema (1) al que agrandamos para que adquiera la propiedad
de reparamet rizacion del tiempo.

TUn mapeo candnico € es el que respeta la estructura simpliéctica, lo que significa que

10



oy

PN

xR (2.1R)

y —

y continta formulando una relacion que expresa la compatibilidad de los
hamiltonianos Ho v Hy. Bl hamiltoniano Hy debe determinar la velocidad
! de parametrizacion del tiempo f {can respecto a un parimetro 7, que no
o5 una variable del espacio fuse ()

[”u.f] e = {p,.l][’ . (2.19)

Tambicn fa evoluciin Jde todas bis funciones Jy = 1o O definidas en
1

Yo gracias al mapeo candnico O v funciones hase Fyode Y0 debe guedar

dictada por

oy By e B = Bt = [Hy B0 2.20)

A partir de estos datos ((2.18) v (2.20)), no es dificil observar que ol hamil
toniano

Iy = (I 4 p) (2.21)

cumple los requerimientos. Como la forma simpléctica wd os no singular el
flujo que geneen ol hamiltoniane Hy lo determina totalmente sulve por una
canstante aditiva'® . Hy indica la velocidad de parametrizacion del tiempo ¢
que en principio es totalimente arbitraria v nos gustaria tenerla como libertad
de norma, lo gue significa poder cambiarly o noestro antojo sin que las
cantidades fisicamente relevantes eambien por eflo. ¥n particular, para que
Hy no se vea afectada cuando reparametricomns ¢l tiempao es necesario gite

mo= =, (2.22}

L forma en que L variable py se presenta en la forma simpléctica wd y ol
teorema de conserva
restriccion (2.220) es de primera clase con cualguier sistema de restricciones
de la forma Ky = Kyo ',y que por lo tanto puede dejarse como una

ion de a cnergia apheado al sistema (1) nos dicen que la

lihertad de narma, sungque as realmente eopacial] pues e o reaponsable de

compaginar la parametrizacion del tiempo vy L evolucion del sistema. Como

para eaalquicr superficie v de Yo la medida que asigaa @l a la superficie « es la misma
que asigna o] a la superficie C(s) de 3,

PEse argnmento es vilido ca ool espacio fase fisico. En ol espaciu fase no fisico el
hamiltoniano sdalo quelda determinado débilmente.



cualquier otra libertad de norma puede ser anulada fijando la norma. La
direecion conjugada a p, 05 1y en consecuencia se puede fijar la norma con
una condicién de la forma

t=f(p.p.g.7) , (2.23)

Donde [f, 1] = 0. es decir, donde f es una constante de mavimiento para
el sistema (1), dicho de otra manera, la norma queda fija escogiendo un
tiempo,

12
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Capitulo 3

SIMETRIA DE
TRASLACION EN EL
CALCULO DE REGGE
24+1-DIMENSIONAL

Henri WAELBROECK y José Antonio ZAPATA

Resumen

Construimos una teorfa para el cilenlo de Regge 24 1-dimensional gue goza
de stimetrin de araslacidon (incluida la evolucion temporal). Mostramos que
el dlgebira de las restricciones que generan traslaciones es cerrada, aunque
las eonstantes de estructura son no locales en la red. Resolvemos el caso
de los espacios-ticmpo con an toro coma superficie de Cauchy y damos la
expresicn expleita de la siimetria de traslacion en ese caso.

3.1 Introduccidén

Un problema fiportante que se presentaba en las formulaciones hamilto-
nianas de teorfas de oped para la gravitacion 24 1-dimensional es que las
restricciones andlogas a las de energia-momento de la teorfa continua de la
gravitacion solo forman un dlgebra cerrada para redes cnyas aristas son in-



finitesimalos ! [!] Esto sugiere que la red “rompe” la simetsfa de traslacian.
Otra posibilidad es que la diseretizacidn introduzea un ervor, fe., que la
tearia correcta debe tener simetria de traslacion generada por restricciones
de primera clase. En este articulo investigamos esta posibilidad en el con-
texto del cilenlo de Regge 24 1-dimensional {6].

Las tearfas para la gravitacion tridimensional representan espacios-tiem-
po exentos de curvatura donde no hay fuentes {7, 8] En consecuencia, las
teorfas de red son leyes sobre “tinglados™ (redes armadas con segmentos de
recta) que ostin localmente encadados en el espacio-ticmpo tridimensional
de Minkowski. 1 homogencidad del espacio-tiempo de Minkowski debe re-
flejarse como simetriac de trastaeion en b voorfa de ted y enunacteoria hamil-
toniana debe ser generada por restriceiones de primera clase, Esta simetria
de traslacion no se presenta en los modelos hamiltonianos existentes para
ef eileulodde Roggeeoen los que ol dlgebra de las restricciones no es cerrada
cuando Jas aristias no son infinitesitiades. Existe una teona de red covariante
para fa gravitacion en 24 L-dimensiones [0] en la que las restricciones of son
de primera clase, pero a diferencia del cdlenlo de Regge su forma no e per-
o "' SRR ” | SETINAIS PR

nitte ~or extendidn o 38D dimen
articulo reducimaos la teorin covariante a variables (‘\(.\[ ATES Y nhlvnnmm N
caleulo de Regee en 241 con simetria de traslacion exarcta,

. coria Covariante e -Dimensi s
3.2 Teoria Covar te en 2+ 1-Dimensione

Partimes de la teorfa covariante propuesta por uno de nosotros (91, que
wsa una version de red de las variables de Ashtekar- Witten [14, 15).

cada eara de la red le asiguamos un sistema de referencia, al que denota-
mos por un (ndice latino (1, 4,...). Sila cara (§) estd rodeada por las caras
(7), (M), (1), ... Ja Trantera entre L cari (1) ¥ sus veeinas se representa, den-
tro del marco de nforoucia astynado a (1), por os vectores B By By
[Figura 1], El transporte paralelo entre caras vecinas, de la referencia (5) a
la referencia (i), <|nr‘d.\ definido poar la matriz de Lorentz (tridimensional)

lf'x|slln .Igun-u. propuestas anto-consistentes de teorfas de red para la gravitacién en
I+ tdimensiones [2]: en términes generales podefamos decir que to gue hacen es restringir
el espaciv de confignracion 4 un subeanjunto de las vanedades de Regee. Las teorias
propuestas por Friedman v Jack [3] ¥y Tuckey y Williams [4] son particnlarmente intere-
sanfes, no tienen simetria de traslacdn pero son totalmente consistentes, 1l problema
de las restriceiones de segunda clase persiste en jos modelos nulstrut [3]; sin embargo,
éstos parecen ser computacionalmente superiores y mias apromados para la introduceidn
de expinores,



M;;. Las siguientes identidades se satisfacen (usamos paréntesis alrededor
de los tndices de la red siempre que puedan surgir confusiones):

A no_ a + h

Egy = =MuyvEgy (3.1)
Mg Myiys = 8% (3.2)
MMt =g . (3.3)

La estructura simpléctiea queda definida por los paréntesis de Poissen

B Byl = €%EG (3.4)
B Mar = e"aMyte s (1.5)
Bt Mo = =My, (3.6)

que fucron caleutados a partit de una accién de Chern-Simons {9] (los pa-
réntesis de Poisson entre las demis parejas de variables son cera).

Se le pide a toda cara {7) gue cierre y ada curvatura alrededor de todo
vértice (7) que se anule

Jiyt = Euy t E(‘-k)" +...80 3.7)
W,r. = (MM . M) -8.=0 ., (3.8)
donde el vértice (1) esta compartido por las caras (i) (i), (n) La restric-

cién Wy = 0 puede ser remplizada por la dual 7 (,) = (l/.?)cﬂ H“;’b = 0.
Las restricciones (3.7), (3.8) son de primera clase (ver refs. {16, 17]) y ge-
neran transformaciones de Lorentz tridimensionales del marco (i) y trasla-
ciones del vértice (1), respectivamente:

T ab o
Lol Eoyl = ek, (3.9)
Mg My = Myt (3.10)
Py i Byl = €8 (3.11)

Ei simbolo de igualdad débil = indica que las restricciones fueron utilizadas
para simplificar.
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Una vez que conocemos las restriceiones y las simetrias podemos calcular
ta dimensidn del espacio fase fisico. La red tiene Ny vértices, Ny aristas v
Ny caras. Hay 6.3 variables en el ecpacio fase E,; v M,,, v 3{Ng + ¥3)
restricciones v simetrias, por lo que la dunension del espacio fase es

6Ny = 2% (BN 4 3N} = =6y = 129 - 12, (3.12)

donde x es la caracteristica de Enler v g el género de la superficie.

3.3 Hacia el Calculo de Regpe 2+41-Dimensional

Abora mostrionos que para una red de tridugnlos Ta teorfa covariante puede
reducirse a unic versian extendida del cilenlo de Regge 241 dimensional.
En una red e tridngolos hay tees aristas on cadic cara y o cada arista es
compartida por dos caras, por lo tanto

U (3.13)

Las variables dol edlendo de Rogge, el los fargos de las aristas {)

- contienen la suficiente informacion para construir uni inmersion de la
superficie en ol espacio tridimensional de Minkowski, Las variables de Regge
contienen tada Ja informacion del “espacio de configuracian™ de a teoria
covariante, Dentro de nuestra notacion esto es una consecuencia directa de
Ta ecnncidn (3 13), Tenemos 3.8y variables correspondientes a las aristas
menos 3.V, libertades indistingnibles para tas variables de Regoe (la orien-
tacion de los marcos de referencia), Us decir 38y — 38, = A grados de

libertad contenidas en los escalares ,,. Las

“variables conjugadas™ de la
teorin covariante, Jas mateices M contienen informacion sobre fa orientas
ciosn de los mareos v oo s sobre as holonnmias {otros Gg — 6 @rados de
tibertad)., En la teorfa covariante I simetriode tracdaeidn esta generada pur‘
comnbinaciones de fav matreices o las que Hamamnos “variables conjugadas™
{los 3Ny ). Enla teorfa escalar tondremos ¥y variables coujugadas,
de las cuales 3N seridn restriceiones que geueren la simet i de trastacion, lo
(usindo (B33 8V) - 3N, = 3NV, =

grados de libertad, como era necesario. Torimns o fas siguientes variables,

qie nos dij

N3Ny = 4y =6y -6

proyvecciones de las restricciomes gue generan traslacion (3.4}, romo unas de

fas varinhlos eonjigadas det citlenlo de Regges
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Py = {E Py M (3.14)

donde ¢l vector E;, representa a la arista (i) y apunta al vértice (/) ¥
P;; osta expresado en la referencia (i), Para g > 1, las Ny pi)’s son
linealmente dependientes. Son combinaciones lincales de los Py ¥ como
va lo mencionamos, N; — 3N, = 6ig — 6. Ahora anadimos ) s(l

M} con lo que conseguimos un espacio fase de dimension 2.V, y no perde-
mos informacion importante de la teorfa covariante, por haber contemplado
dnicamente las restricciones Py en vez de las variablos M.

iwolonomias

M) = MM, ... M, , (3.15)

donde el cirenito (), que parte de da eara (1), para e ala cara (7)), despuds
ala (j), ete., vy finalmente regresar a li cara (1), es el elemento (1) de una
base del grupa de homatopia de la red con punto base en algin punto de la
cara (1)?

En lo que resta, es importinte gue existan tres proyecciones indepen-
dientes de cada Py dentro del conjunto de los py’s. Lo antesior es cierto
si es posible dar una orientacidn a las aristas de manera que por lo menos
tres aristas apunten a cada vértice, Esto, para la red, representa una cierta
exigencia de regularidad, que asumirernns satisfecha®.

La estructura siimpléctica para las variables escalares se caleula facilmente

usando los paréntesis de Poisson de las variables eovariantes (3.4)-(3.6).

[Pyt =1, (3.16)

[]1,_,.1,,] = (‘ns(l?.h,,) R (3.17)

3l.as holonamias M(p} no <on indeprndi
matrices My, que satisfacen una condicicn de planidad (3.8) por vértice;, por lo tarto deben
satisfacer la siguicnte relacion 14 Mia)MibiM - ap)M=T(b)) 1= 1 (lov clementos
de la base {p = 1,...,2¢) pueden nombrarse como {{a,, b))}, = 1,...,¢) si la base s
candnica, entonces el lavo oy sdo corta al lazo b, y 1o haor una sola vez). Esta relacion

tee. Betdn definidas en trminos o las

explica por qué considerar a las halonomias agrega 6y — 6 grados de ibertad a la teoria.
YPar medio de una hiisqueda exhanstiva hemaos encontrada que easi todas las redes sa-

tisfacen la regularidad, las tnicas exepciones gue encontramos fueron redes que no pueden

representarse en ol plano par medio de segmentos de recta que 1o se corten.
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dande los segmientos (i) y (rs) van al vértice (1), y #ij,r, es el dngulo entre
los vectores Ejj v Ers (no hay curvatura alrededor del vértice 7 de manera
que los vectores de distintos marcos pueden ser transportados a la mismna
referencia sin aumbigiedad; si uno los vectores de la ecuacién (3.17) tiene la
direccion que se aleja del vértice se encuentran los mismos paréntesis pero
con el signo camhiado).

o MU = Ffei MG, (3.18)

donde ol Tuzo (j0) eruza al segmento (i7) ¥ todos los indices de la férmula
estian en el marco (1), El transporte paralelo de la referencia (i) a la
referencia{l) la hacemos através de una curva que no corta a ninguno de
los lazos (je). Los paréntesis de Poisson entre las deinds parejas de variables
de la teoria escalar son cero.

Imponemos kas restricejones

P =0 (3.19)

que constituyen un conjunto de proyecciones (al menos tres por vértice; como
mencionamoes antes, aswnimos que la red nos lo permite) de las restricciones
de primera clase Py = 0 de la teoria covariante que generan la simetrfa de
traslacion, Sila arista (77) apunta al vertice (1), entonces las restricciones
(3.19) generan una traslacion del vértice (1) en Ja dircecidn de Ej. El
dgebra de fas restricciones py; = 0 puede caleularse directamente partiendo
de los paréntesis de Poisson con que liemos tratado. Obtenemos

s h 8 3 ' b
(Pgpes] = g E g HeslPoy e + [P0y o Py By ey /iis)
.o ok » "«
+ [I'-(.,)‘/luv[’(u L}PH) 'xli(r,«)/lr.<~() - (3.20)
El primero y dltime términos son cambinaciones linealos de las restricciones
Ppy = 0, mientras que el segnado términn <o annla fer
dad de usar las restricciones, el pardnlesis de Poisson entre dos matrices

temente (siu uecesi-

de transporte paralelo os ceroj. La simetria de traslacion que generan las
restricciones pg, & 0 esti dada por las expresiones (3.16G) y (3.17).

El miembro derecho de las ecnaciones (3.17) ¥ (4.20) involucra a las
variables de la teoria covariante. Para ohtener expresiones en las que sélo las
variables escalares estén presentes hav gue calenlar las variables de la teorfa
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covariante en terminos de las variables escalares y una eleccion particular
de marea de referencia para cada cara. Mencionamos antes que el niwmero
de grados de libertad de la teoria escalar es suficiente para reconstruir la
teoria covariante porque para una red triangular Ny = 38, - 38,0 Fl
resto del articulo lo dedicamos a mostrar comeo hacer ¢l paso de la teoria
covariante a la escalar, primero en el caso general (implicitamente) y después
explicitamente para el caso de un espacio-tiempo que tiene a un toro por
superficie de Cauchy (damos una triangulacion del toro con cuatro caras y
dos vértices).

Comenzamos a coustruir las variables covariantes a partir de las escalares
construyendo lo que Hamamos un “parche miximo” que puede imaginarse
como el resultado de tomar la superficie y cortarla a lo largo de 2g lazos que
formen una base del grupo de homotopin y desdoblar lo que queda dando
una inmersion en el t-sp.mo tridimensional de Minkowski. I

cara como la cara (1) y le afiadimos una vecina para agrandar el “parche”
continuamos anadiendo caras al parche hasta que todas las caras de la red
estén incluidas en el parche. Unicamente pedimuos que durante o} proceso
de crecimiento o] parche mantenga la tovologia de un disco. Al terminar e}
proceso tenemos el “parche maximo™ gue busciabamos en el que las caras de

l‘()g(‘ﬂ)O‘s una

la frontera tienen una vecina de la red que dentro del parche no es adyarente
a ellas, sino que esti en alguna otra parte de la frontera del parche, La red
ariginal se recupera identificando las aristas adecuadas de la frontera del
parche.

Para dar la inmersion del parche miximo en el espacio tridimensional
de Minkowski usamos la referencia (1). La nrienlucidn de la cara (i) en la
referencia (1) la deseribimos con la matriz N; de SO(2,1).

E, = LN | (3.21)
Eu = N{(—-Aix+ YAS’) ’ (‘}22)
Ey = Ni(~(i— Xk -Y9) (3.23)

. . , . . "
Los nidmeros X; , Yi se encuentran después de imponer h‘uz = [“'I yE, =
1,2

it

Nio= (0 =002y (3.24)

(3.25)



Determinamos fas matrices N, con las siguientes condiciones de corn-

sistencia. Para aristas internas del parche pedimos E,; = ~E,; (misma
direccién pero sentido opuesto), ¥ para las aristas de la frontera requeri-
mos E;; = ~M(u)E,, (ron estas condiciones identificamos las aristas de la

frontera del parche; M) es la holonomia asociada con un lazo que cruza
la frontera del parche en la arista {jk)). Las condiciones de consistencia
son 2.¥; que restringen los 3V, pardmetros que definen a las matrices N,
Por lo tanto, usando la ecuacidn (3.13), las matrices quedan totalmente de-
terminadas por las condiciones de consistencia, siempre que estas ultimas
sean independientes. Asi que, en principio, somos capaces de calenlar las
variables covariantes resolviendo el sistema para s matrices N, después de
haber escogido los marcos de referencia de las caras de masera que My; = [
en las caras internas ¥y M. = M({u) para ol transporte paralelo através de
la frontera del parche. Esta construccidn basta para calcular los paréntesis
de Poisson y el dlgebra de las restricciones en términos de las variables es-
calares. Es posibe dar otras orientaciones a las reforencias de las caras pero
se pierde claridad y los cilenlos se complican,

3.4 Ejemplo: El Toro

Como ejemplo presentamos el caso en el que el espacio-tiempo tiene a un
toro como superficie de Cauchy. Represcntameos al toro con una red que
ticne dos caras y cuatro vértices [Figura 2], Las variables de la teoria es-
calar para esta red son: los largos de las aristas, {2, L, Las 23, {24, {345 Jas
proyecciones de P(F). ma. a2 5 las proyecciones de P(!), pi4, pa3, P32
y las holonomias M{(1), M(2). En este ejemplo, en el que hay aristas (Ey
y Ej4) que empiezan y terminan en el mismo vérticen (F), los paréntesis
de Poisson entre los vectores que representan a dichas aristas y las res-

tricciones que generan traslaciones del vértice en cuestion, no son los que
dimos para el caso general, en el que las aristas comicnzan y terminan en
vértices distintos. Si consideramos un desplazamiento X del extremo final
de Eq2 [Figura 2], entonces fas otras tres imdgenes de (F) se desplazan
por M~I)X, M-1(2)M-1 ()X y M~1(2)X respectivamente(siguiendo
el ordenamiento de las imdgenes de (F) que darian las mancaillas del reloj).
Por lo tanto,

[Py o Bl = (M7 = 6% (3.26)
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[Py o Ep) = 65, - (M7 2D, . (3.27)

En consecuencia,

[P lia] = Era - (M7H(D) =~ DE, /{Laly) (3.28)

tpijilaa] = Egp - (1= MTYNEG/(kaliy) (3.29)

donde i = 13, 12,24, Los paréntesis de Poisson gue involucran a las proyec-
ciones de P(I), es decir, pry, Py paz son los que damos en ol caso general
(3.17). (3.18)

Las dos holonomias quedan casi totalmente determinadas por las restric-
ctones. Tienen que satisfacer las restricciones que imponen que la curvatura
alrededor del vértice (F7) se anule, y tienen que permitir gque la condicidon de
corradura de la frontera so satisfaga.

WY, = (MDOME@M (M 2% - 0% =0, (3.30)

IV B - (M7 EGS + By - (MTIONBE =0, (3.31)

Veamaos como estas restricciones restringen a las holonomias a un con-
junto disereto de soluciones. Sabemos que Eyy, Egp y M7Y(2)E13, MY (1)Ey,
ticnen la misma longitud respectivamente; este hecho, junto con la condicidn
de cerradura (3.31), nos indica que los tridngulos que mostramos en la
[Figura 3} son congruentes. La condicién (3.4) sobre la curvatura implica
que M(1) y M2} tienen o mismo eje. Ahora, consideremos la proyeccion
de la red en e plano ortogonal al eje de las matrices. En este plano también
tenemos dos triingulos congruentes que comparten una arista, cuando la
proyeccion ne es singular (cwando ninguna de las imdgenes de las aris-
tas se reduce a un punto) vemos que si las holonomfas fueran no triviales
tendriatnos que la frontera de los dos tridngulos que describinios no for-
maria un paralelogramo, lo que es absurdo. De manera que las holonomias
son triviales salva en los siguientes casos singulares.

(1) El eje de las holonomias es paralelo a Ejy. En exte caso Jas holonomias
satisfacen



M()y=1, M(2Eiz=E; . (3.32)

(2) El eje de Jas holonomias es paralelo a4 Egz. En este caso

M(2)=1, M{1)Esq = Esp (3.33)

(3) El eje s paralelo a la arista compartida, y

M(1) = M(2) . (3.34)

Resulta que todos los casos se prueden trausformar al caso (1) por medio
de una transformacion del grupo de clases de mapeos, i, escogiendo los
generadores del grupo de homotopia adecuadamente (los que aqui lamamos
o= 1,2). Por ello, de ahora en adelante trabajaremos sélo con el caso (1),

Comenzamos a construir la red desde Ta referencia (1) como en el caso
general.

Eiz = 1Nk | (3.35)
En o= Ni(-Xyx+¥y) | (2.36)
Eyy = Ni(-(ha-Xpx-Yy) (15.37)
(3.38)
donde
Ny o= (11-1: +l|;{-’_l|42)/(2[l2) ' (3'30)

I

i Sl - XE . (3.10)

A la matriz ortogonal Ny se le pide inicamente que Ej3 resulte para-
telo al eje de M(2)' asi que podemos elegir (usamos la notacién P(p), =
(1 Deare MO,y P = VTE() lo siguiente:

‘La matriz N goza entonces de un grado de libertad, que correspunde & rotaciones
globales en torno al eje comiin de las dos holonomias. Esta ex una peenliaridaad de este
caso, en el caso general Ia eleceion de marcos de referencia y o procedimiento que damos
en este articulo fija por completo a las varialiles de la teoria covariante.
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RN T
W = P ATEI = (P
(Mo = Pt
e PP = (PE™
(Nl)zo = 0 ,
- P(2)°X,
N = i
(N1 PIOVS1E+ ()
_ Py,
(PPN = (PP + ()
-P(2y' X,
N, 1 [T . Sl A S
MY = PG e
o [’(2)‘1’(2)7"1 - -
(PPN (PR ()Y
~P(2)2X,
N T e
(¥ PN+ (0 )
_ (P
(PN = (PRPPVN) + ()
([)(2)0)2}!]
(PENAPE)TF - (P2)EVIN) 2+ ()2
Ahora armamos la cara (2) usando la restriccidn Eyy = —Eqya:
Ey = —XoXo + V¥
Ez = (ha+ Xy)ke — Yayo
donde

l;(-z)l

Xo = =l +1,1 - V(b))

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)
(3.48)
(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)



y ¥2 es una funcion de un pardametro,

$2 = ch{a)NF + sh{a)Nt . (3.53)

Las ecaras {3) y (1) quedan determinadas por las caras (1) ¥ (2) y las
condiciones de compatibilidad, salve per la arista Ezg. La condicién de
cerradura de la cara (1) ayuda a determinar el pardmetro a:

Elal = ~F = By = gy + (OO ELS . (3.51)

como M(1) = I tenemns que

Ipdy = (=Va¥z + Naka = ViNuy 4 (lpgy — NU%2)* (3.55)

¥y entoneces

2 -2 -2 - R S .
chie) = (CAT e PR (g — N1 — X' j(2hide)y (3.56)
Una vez que hemos caleulado los pardmetros X,,.X0,, 11, V: ¥ a como
funciones de las variables de Regge 1, podemos expresar a las variables Ej;
J i

de la teoria covariante en funcion de las variables escalares.,

Ep; =Ny~ +Vy) (3.57)
Ep= oNix+ 12¥) (3.58)
Ej; = li:Nyx (3.59)
Ey=-Ep-E;3 {3.60)
Exn=-Ep+En (3.61)
Ezx» =Epn+Egs {3.62)

donde .Yy, X, V1. Vs y @ estan determinados por las ecuaciones (3.39), (3.10).
{3.513), (3.56) ¥ las componentes independientes de Ia matriz Ny son las que
se indican en (341} (3.46).

Ahora podemaos analizar la simetria de traslacidn en este ejemplo. El
generador de traslaciones X del vértice (£) es



G=Yipia+ Yapia + Yapaa (3.63)

donde los coeficientes Y, satisfacen

X = YiEu/lia+ YaByafhio + YaEaw /e (3.64)

mientras que of de traslaciones X del vértice (1) es

G = Zipia 4 Zopsn + Zapsa (3.65)
donde
X = Z\Eu/lia+ ZaEallya + ZaEnfly . (3.66)

Con los generadores de traslacion (7 y G y los paréntesis de Poisson
entre las variables de la teoria escalar podemos calealar tos efectos de una
traslacion en las variables de Regge (I.J}. Para i = 12,14,32,34 tenemos

bl = XK, /l; (3.67)
donde E;; termina en el vértice trasladado por X. Para las aristas 13 y 42,

Sxlia =B - (M"Y - DX/l , (3.68)

bxlyy=Fg (I-M'(2NX[l . (3.69)

En las expresiones {3.67), (3.68), (1.69) podemos escribir a los vectores
Ei; en términos de las variables escalares para que las expresiones de la

simetria de traslacidn gueden totaliwente contenidas en o} contexto de la
teorfa escalar.

‘.
3.5 Conclusion
Recapitulando, hemos mostrado cdmo conectar la teoria de red covariante,

en fa que se conoce y entiende la simetria de traslacion, con el cileulo de
Regge on 24 1-dimensiones, on donde no se contaba con una teoria que
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brindara las expresiones exactas de la simetria de traslacion. Para bograrlo
fue necesario extender el conjunto de variables def expacio fase del caleulo de
Regpe (piy,1i) con las holonomias M{u), ademas inteodujimos el dlgebra
adecuada para las variables esealares, que resultd mezelar a las variables
correspondientes a aristas que coinciden en wn vértice ({4, p.] £ 051 (i) y
(rs) coinciden en un vértice), La expresion de la simetrfa de traslacion en la
teorfa escalar es bastante complicada cuando se mira detalladamente porgue
cs no local en la red; la oo localidad, ademids de complicar las expresiones
tiene por resultada (coma lo seiald Rander [191) que no se puedan hacer los
cilculos correspondientes a la traslacidn de un vértice si no se conoce toda
la red.

Aunque en el caso general la simetria de traslcidn s6lo puede eseribirse
implieitamente, el punto esencial o5 que existe v o4 exacta, en contraste
con lox modelos anteriores para el eilenlo de Regge cn 24 1-dimensiones
en los que las restricciones son de segunda clase cuando las aristas no son
infinitesimales.

La motivacion principal para bacer gravitacion en 24 b-dimensiones o la
posibilidad de usarla como un modelo il para futuras investigaciones que
traten con la gravitacion real. Il prnhl('nm de las restricciones de segunda

o Roeggn 341 <ianal, en donde

clase se prese nta también en el ¢ d_.\.
nuestta teorln no se ge nnmh/a dlrt‘chum\ntr\, pues usa Lx simplificacion que
resulta de considerar ¢l caso 2+ 1-dimensional dende los espacios-tiempo no
se curvan; os mis, en 3+ 1 dimensiones la simple trastacion de un vértice no
debe ser una simetria. Sin embargo, es pasible que exista una simetrin mds
general que involucre transformaciones simultaneas on los largos de varias
aristas ¥ en las matrices de transporte paralelo también. Este trabajo mues-
tra que el simple hecho de que los modelos existentes para o cileulo de Regge
en 341 tengan restricciones de segunda clase no debe interpretarse como un
resultado definitiva, Lo contrastante de la simplicidad de la expresion de la
simetria de traslacion en la teorfa covariante y su complejidad en la teoria

escalar indican que ol caunino para entender dicha simetria en wna red J41-
dimensiopal comienza con la construecion de yna teoria covariante, Ahera
estamos trabajando en esa direccidn (12, 13].
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