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Capítulo 1 

Introducción 

l\111chos dr> In . ..; Psfo<'rZo'i diriµ;id11-; a 1·onsP~11ir una fPoría para la ~ravita­
d(}n c11;\11t ira ~" f'Tll'HPtil ra11 d1•nt ro d1• pro.(!;rama.<.; quP comiPn7all atacando 
prohl1'm<t~ 1n1'nq;; cnrnplicad(1·-.lrn ,.j,·mpln ''"PI ~i~,ni,.ntf'. L;t-- •'fllflrionp~ dl' 

Ein~tt>in a¡1lit-atlas a 1111 1111lv1·r:-:11 tridillH'Tl:-.ional irnpo1wn q11P la C\lf\'at11ra SP 
an11lP dot1df· no li:1y;1 111;1t1·ri;1 ( m,ís PXi\<"létTllt'l\tP dorid•• T -::: O). E-.,tn '-i.u,11ifica 

t¡'I" 1'l !!l!i\'f!f',<• rui tii·11,--. ~r:u!iY- df' lihrrtad lnra\ro..: \' ljll" pnr ln tanto ¡H11'dP 

Sf'r dPscrito por 11na tporía di:·:.cp·ta. L1 n1:1fltiz<1d1'1:1 ,Jp fl'nfÍ;1s discrPtn.s no 

th'tu' m11ch;1:-. dP las cumplic;1rin11r .... (jl!P tiP!li' c11a11tiLar Hila 11,nría í}p rampos, 
a.dPm;í.s las trnrí;1:-:. tli.-..nPta:-i :-.P pr1·~t<111 p;1ra h;1rPr r;í\r11Jo;., 1111111/•rini'-. 

El diff•rtnr dP P:-.t;i tP:--i". ll1·nri \\'a(•ll1rw•d.;, f1¡rmul1'i una tl'oría dP n·cl 
•·nvarinnt1• q11,. dP:-.1-rilH' la r_r;\VÍlari1'1n f'H ~+ l di1111'n~i11nr':--, b tr•nrÍ<t tir-nP 

la gran v1•ntaj;1 dP qur· las sinlf'trí;1~ d1• 111)r111a Sí' co111H·1'11 ~· tiPn0n PXJHP· 
sionp<.; sf'nril\;1~. El ll.u11ado c;í.lcnlo dP Heggp ,,~ una t1'1nía dP r1•d p<tra la 
E;ravitadún, t¡tw ti1'!Ji' l.1 n1i .... r11<1 for1J1.1 1·1l ru;dq11ic-r dilll"Il'·i('1n (a dif1·rf't1· 
ria c1f' la f<'nrÍ;1 rnv;Hi;1111P) y q1J1• por lo tanto pned'-' PXtPtHl1·r!-0 a otra.e-, 
cli111P11sio11f'..; i11111Pdi<1t<111H'l1'1'. El df'fPcto ljl!í' tit'flP t>I r;ík11ln il1• Hf'~~'' <'ll 

!-.\1 fnrm11!;1ciú11 11:-:n:t! P." q11P 110 ~.- cnnnn·n \.1:-; :-.it11t'l rí;1~ d1• norma. P;lr;l d 
ra~o triclimrn:-.ional t"·d1' oli~t;ínilo f111.· ~.qi¡wr;uln 11 .... ;l11dn rom() ;qmyo b tf'oría. 
dP \VaPJlJTo(•rk PTI ,,J ;irtíc11ln Tn111 ... /uti1111 syrnrnffry in:..}+! /i1f!JrJC n1fr1!111.", 
11<'nri \\"aPlhrnP''k y .Jo.;1'• :\. Zap;1ta, <¡llP ya P'>t<Í ;1c1•ptado para c,1•r puhlkado 
Ptl ('/n.i;s, Q11r111f1J111. (,'1y11· .• 

A pruv1'cha mu~; f•l ~-"'~!! ndn ci pít 11 In dr' <'" 1 ;1 t "'"'¡.;; para prP'-'"nt ar la di 11;\111 i<"c:t 
hamilto11ia11a rnu fP.-.,ttircionr-... 1!f...;¡Jp 11n;1 ¡wr--pc·rli\·a ¡.!,Pt11111'·t1ira.1rn pn'<Í111b11ln 

11P di11.-í111lr;i ron f''"lricci<lllf".; "~ l!Pfl'..,ario Pll'''"' f'S la lH1 rramiP11ta funda111rn­
tal <Jllf' 11s;i.111os r11 11111•st ro trabajo; "11 ,.¡ t.0rcí'r caplt11ln prP...,f'J1ta1110-. la 



tréH.l11rfi,)n dPI ~rtfru)o m(>nl'iona<lot que i11c1uyr una rrvisión de Ja teoría. de 
Wa<'lbrtwck, construye una v"rsión aum.,ntada d"I c;üculo de fl.,gge 2+ 1-
dinu•nsionaJ, y Pn las rondusionPs ana.liza. Ja._.;; prrsp{'rtiva.s para trabajos 
fut 11rn~. 

4 



Capítulo 2 

Dinámica con Restricciones 

La dinílmica ron ff'.'-f rirriuHP.<. Ps c:-tpa7- dro df'!'11Tihir ~ran varirdad dP fP11Ó-

111P11os físico~¡ hP ali1 la rilz,·rn d" sn n•lrva11ria. Ad<•m(ts pcbf'f' toda la bdlPza 
dP la di11;í111ira r/¡isica. l.a PXtit•ud<• U'.-i<Í.11d11la rn P::>pack1s dondP )ns grados 
<k lilu'rtad fí...,j,·os y Jo~ dt• norma cori\'iVPIJ. El acPrc:11ni('nfo fJllí' 11sar1•mos 
~N:\ ,.J h:irn¡J!,;:,i.i: .. 1 ¡;¡¡r ·" r ¡i;1rtit 11l.1f11wnt11 títil ;d ildi;1r ro11 ff''-fric.1on1•.-. 

y ~Ímf'trías. Cracias a la riquPza d" l<t P~t11ct11ra h;uniltonian;t <•;-; po.<.iblc> 
díf"rf'nriar lt1:'; di-.ti11!11." tipos dP ~r;1dos dP lilH•rf;¡¡¡ y Pstudiar lo ÍÍ!-iiranwutC' 
ff'iPva11t•'; tocio nrn incr1,íhlf' P!Pgancia y rlaridad. 

2.1 Dinámica hamiltoniana 

Com<•nz;irnos con llfl !irP\'1' rq1;1.-.n d" di11;iwira ha111iltnnian;l p:ua no topar­
nos ahr11pt;,111f'JlfP cn11 la pr"h/t·m;í.tira particular d1• la dinámica ron rPstrir­
rion<'s, q11C' ti<'Ilf' Jugar c1Ja1tdo inf1'ntamns dc><.;cribir 11n si~t<>rna usando u11 

ro11j1111to dP variali!Ps d1•ma~i;ulo graudf', por lo fJllP ~11q:.'/' la Jlf'C'Psida<i dr 
impnrwr rPst rifriorH':-. •·111 rr• la:- variahlPs. 

D11srrihirPmos l:i t>\'0!111-i/111 dí' u11 sisf PllJ(I rou ci,·rtu 11spario fas<' fí•dro 
n . ,\ CéHla f'stadn dí•! ;.,i .... lt'llla IP rorrf'spnnJP un solo punto PU n y la 
fl\'nh1rir1n d1·l ~+:trrna r¡uPd;i d1 ~' r ¡¡1;;,,al.L Hllít \t'I. tp1t• :-f• ronorp ia rondirir'Jll 
ini<'ial dPI ~i.-.tf'rna, ('S dPrir! un punto dP partid~i. f'll n El p-;pacio n f>'1 

una vari,.dad 1 dP dim1•nsi/1n par, <'n rllPf<Í.nita PS f'I C'spario rntanµ;r•nt<• del 
í'sparin dP rnnfig11raci1'111, Pfl dot1d0 P~l<i ddinid;¡ 1rna 2-forina w2 rf'rrada y 

1 t'oncq1tn~ como lo~ tl1· \'ariPtl.ul .\' íorm.1 tlifnt:nci.1kc.. pueden cor1!-Hflar<i1• rn t·l lihro 
de mr-d11ic,1 tlt· ;\rnold {I), rn 1·! <:r;1.,..it.t1in11, Mic..nf'f f·t.al. [J], o c11 fl \'ol.J dt: los lihro<; 
c!r• .~pi\':lk [:.!] 



no c)('j?;f'nf'rada 'lllft dota a fl de lo qu<> S<' llama una f'Strurlt1ra. sitnpféic.tica. 
Como w'2 f'S no dPgPnPrada. th•np inv,•rsa I tarnhié>n no dt•gpnC'ra.da, que 

brinda nn i!-iomorfismo ('fllrP ltL<.; l·forrna.s (p} y VPrton~s (lp). F'unrionan 
como la rnPI rica g y su in\'"r~a para s11hir y bajar índirPs, s1~J]n qtJP rn r.stC' 
raso 11~amos cli~ti111os unmhr<'s para los \'<'ftor"s y la..., l·forma.s a fin dP f'Vitar 
ro11fusin1ws. 

(Jp)' = ¡•1p, 

(2.1) 

(2.2) 

Así las funt·icJ!lf'S ¡rní•dpn i11d11rir rampos \'f'C'ltlrial1~s, la Ílllll"i('.tlJ F: n - R 
indurP 0) rampo v<'rtorial IdF í'JI Tíl. Al i11dudr campos VPC'torialí'S las 
ÍllllrÍllf\PS indllt'f'Il tamhic~¡¡ flujos flll fl; t 1sta f'Slíllrl11fa ('S (a_ (jllf' facilita Ja 

dPsrripdt'in c)p la Pvnli1rit)n df•l sistPma. 
La Pvnl11ri<'1n q111·da dPfPrminada por 11n.'l f11nri1'in // llama.da hami1to­

ni;rno n Pn<'rgía, rl sistt•ma Pvol11ri0na romo lo marca. Pl finjo integral de 
ldll. En f•str mntlll'llto f'S irnli:-.p<·n:.ahlr han•r la :.ig;uit•lltt' arlararión. Ligar 
la P\·ol11ci/111 ;d íl11j1l "'' Idll P<p1iv;iJ,. <1 po->tnlar q1w PI tiPmpn, n par;lmPtrn 
df> P\'ol11riún, y,,¡ hamiltoniano Pstan íntimanH•nt<' rt>larionatlos. Sí tratamos 
rn11 un sif-.t11n;;t f'TI PI q11r f'I tiPmpo y !'>11 variablP ran6nicanwntt• ronjugada.2 

t~st;Í.11 lllP/.rl<Hlas <"Pll las dl'm~is variahlrs, rornn ''n cualquiPr tc>orÍa. r<'la­
tivista. Sf' \'ll<'h'P i11disp<'trnahl(1 Pi 11~0 d<• J;1 din;\ mira ron fC'strircionf's, puPs 

f\I hamilto11ia110 ckhP rurnplir una n•strit-riE'Hl q1lí' lo afopla ron la. variable 
ranónicat11P11l1• nrnjngacla. al tiPrnpo q11P !->P •1 lig1~. Esta nH1dicit)n, romo vr­
rPmns más ad1•Ja11tP, rrsulta srr la ~Pnrradnra df' la •'paramPtriza.citín dPJ 
tirmpn'' y cf1-. l;-¡ f'Vf'lh1rif1n dr>) sisf('ma. 

Para sahflr rf,mo Pvnlucionan rarart<·rís1icas f'.'>pt•rífiras ch•I sistrma ron­
vi<'nC' <lí•fiuir la oru~íari1lt1 rnrrh"t" clf• Pnisson Pnt.re rnalr.•s<piiflra. dos fun­
cinnPs F.(,': n _...., R 

(2.3) 

El ff's1ilt1uln q11P fllllf':>ilra la utilidad dt• la <lPfiniriñn "" '1''" PI valnr quP 
toma una. f1111ri~'1n F' : n - R {'\'Oludona l'llll\f> lo indica [F, //]. Corno 

JHUPl1a PS sufidPntP l'I sig11ií'Ulí' dPsarrollo 

[F.11) := 1' 1 d/l,df~ = (ldll)1d/·~ = f' 

i La va.riahlc canti1iica.mcnt(· conjugada. a la. v.uia.hli· d1.• confi¡.:!,tira.ción qo 

v:triahlr· l'r rpw ri1m¡1l•· ...... i { -¡ff;;, ú~¡._.) = f 1 41 , 1lrmdc. i¡'~ ....::. t, q1 , /,. 

(2.'!) 

t es la 



En particular, r P<'Tlllítr\f'ff' ronstantP clurant(' la (~\'nluri1'tn dc-1 ~i<;tt•ma 

si y sólo si ¡F, J/] =O. 
A fin tll• introdurir lo!'! <·011rt"ptos fu11d;u11Pntaks d'• la din<~rnica. ro11 rP!'!­

tricdonf's cn11vi<'Ilf' ttH'ncionar f'I :-iguif'11ll' rf':'ult,11111 d(' l<i din<i111ira liamiltn­
niana. La furma t-.irnpl(;clicrl ..v1 pu,.dP ll"rtr!'!'' p<1r~1 uu·dir !'!t1pt>rfi<·irs ~um•'rgi· 
da..-; ('JI n (para(';-,(} sirw·n la • .;; 2-Íon!la$, para nwdir ;irt•a.<;) y d h(•rho ínt••rp­
!'l(lfl((' PS c¡nr la n1rdidt1 <¡llf' brinda. ...J1. PS prl'~f'í\'<tda p<Jr Pl lluju iudurido por 
ldF para. rualquiPr fundún F. Lo antPrinr ~i¡.!,nifira qur sir ,•s 1111'1 ~11pi>rfiriP 

f'n n )' g}.·(r) f'S la. Ílll<t~<'n dt• r d''"-PllÍ·~ d1• fJllí' f'l flujo ind11cido pnr ldF la 
rnovi(1 d11ra11tP un lap;-,o t (t 1•h•t11Pnto clr una v1 1 cind;uJ, In :-.11fid(•Jll•'lllPOlP 

pe><}tJPl}a, dP) Cf'fO), PlllOflCP:. 

!."'' = ! ....,1 (:!.;,) 
w ~~ (,) 

f'sto pan•rf' d1•c-ir t¡llf' ....; 2 tiPnr· ;tlgn di' f11ndaT1H'llL1l. La dP111ostrariún ch• 
f'Sft' TPS\lltatln y 11na <':>:pn.-;iri1'111 i11s11p1·rabl1• 1h· Ll 11w1 <i.11ica rl•Í~-;k;i JHIPclf'fl 

rnrontrrtr~" Pll PI lihr1J ¡{¡• :\rnnld [ I]. 

2.2 Din;í.n1ica con restricciones 

EJ salto <¡11•' JIª·"ª a la rlin<Í.111ira C'Oll n•!'!trkcionPs I'~. 111la d(• Ja-; )-';Tar1tl('S aporta­
cion<'s df' Dirar .v 1·0H~i:-:tP <'n form11!;trsf' PI proh!Pma dP dP~críbir 1111 !-ist1•ma 

dado usando 1111 nrnjuntn dP \'ariahlt>s dP111asiado grande. Comrnzamos ron 
un f'spario fasp rtn fú-.ico;1 r 1Jp di11wnsi1'n1 '2.S, 1rna fnrma :iimplt~rtica ¡1 1 <'TI 

r y Ja inf11rm;i.(·j1'111 d1• <¡lit> Jos <''-fados dPJ si:.tP111a (':-..t<Ín clt>srritos por los 

p11ntos dfl rr (j\lf' f'S J;i ~llh\':lri1•dad (dP di!llf'llSi('H\ 'J..\' -T) dP r dr-flnida por 
las rPstrirrionrc; /t,1 =--U. 11..::::: l ... r. Co11H1 •·I :-.i.-.!•·111.1 d1' r-·:-1 rÍtTium'~ <pH.' 
dC'fiJlf' a rr tlO pi.; li11ico, pndt'fll0:-.'1 pPdir <¡lH' Ja;.; rt'!'!tricrioHPS ~(' cJjyjdan •'tl 

dos ~rnpns, las d,, ¡wi11uTíl da .... f (,',1 :::: O, n ::: l .. . 111, qui• ::.on talr>s qt1(• las 

dGa, ~Ofl linPal111<'11IP i11dPp1•11dif'JJtf'S y cnmp\f'n 

JEn }.1.s rl'Ít'rf'nf°i;t." 11".tFth·<> di• din.imic.l ('Oll ff'5ltir•io1\f'-.: flirac (iJ, l1.1nson d al [.'l], 
A.!i.l1td-.u {G], 1\pc11dir1· H. il r '-1'"' IJ.1ma ~implt·mPrllr ,_ .... p.1ciu r.l.. ... f'} a n (•<,p.tcio fa.<-e 
r~ducido. • 

4Caranlli'ilí Li. d1\·1~1tin dt: Lt'- n·~tnrnnnr·!" r·n prinwra ~· .sPgllnda d.11-1'<> no''"' trivi;1J; 
primf'ru hay qur l'"<lrndr·r dP m<tnf'T:\ :ul<'c11;1da d rt·.,11l!ado puntu..-d. q1H' corno \lf'ft--moo;; , . .., 
sr1icillo, a l1)do., !tJ« p11nt1i" di· 1111.1 \'• cind.1d y rJ,,.,pu{., ¡_;.u:inti1ilr !;1 i11tq.~.r.·tJ,iJi.l.ttl dt: una 

foliac·i6n [7]. E11 d J>i1· tl1· p.-i~ün•l m<H<arlo a11t1·"' d1.· la fl}rmul.l prÍnH1rdi;d di.: t· .... tc capitulo, 
la ch· lo-.; cod1l'ft·" .J,. Dirac- ('.!.11). f•Xplicamo" <"lJt110 ~~· pu•·dn1 ~ar;111ti1..tr 11 r•!>ult:ulo 
puntual, que rs lo 1ínico rwn·..,.ni<• ¡1.1ra llt·gu a 1·~-.;l f/1r11nd<t 



para toda rf'strirriún Ro= O, (2.6) 

donclr d símbolo "" ignalclad d1<hil, "'• implira igualdad dPntro d" la sub­
variPdad df' ri•st ricrir'1n l"r. Y las de• M·gur11fa cfost' Sa = O, a = 1 ... 2.~, 
(r = m + '2.-.) c¡u.- M1t1 ta]E•s q11" la matriz 

(2.7) 

L.a.s rrstrícri1111Ps ch~ ~1~11rula rbsP rP:-.trin~!pn f'fl dirPccionPs ronjug;u..las y por 

lo t;1nfo lns íl11jo.; q11~ ~f'r.Pran 11nas vin!an a la.fi df'rnás. Por r1 contrario las 
<lf' prilllPf<L e la~" ~Pllí'ran flujos q11c1 TC'spPta.n a lncl.&..s la ... <; TP:-:olrirrionrs. E~ta 
divisi,ín ('f1tr<' la~ rrstrirrionrs no:; 51'rá. c?P Rran utilicLLd. Para aprovl"Char1a 

cfC'firtÍlllO.S (\ s11bv;¡rit'da.d df• r ÍmponiPncfo 1ÍnÍf'a1Uf'fltP Ja.<> Tf'Strirriont•s df~ 

sf',;11nrla cl<1:-i~ .r.,~,, ::::: O, P11tonrf's la rnatri1 df• los rorrhf'tf's "" Poisson se 
dr!-ir01t1JHlll1' dP 111anPra ünic-ct. romo una ~urna 

1 = ltau + 1, dondP (:l.8) 

para toda TPstrirción de s,.,;11111!a. clasP S,. =O. (2.10) 

Si rnnsid<"ramos Ja di1d.mica indurida por lt.an habrPmos í{'>SUelto tres 
prohlrma~ fundatnPntalrs. Primrro. no ha.hrtí. djn¡Í.mira ('ll 1iL.."i dirPrrion(lti 
ldS"', q11<' nn ti<'TH'n origf'n físiro. S~11ncJo, las rPstrirrionf's dP s~unda. 

cJasf' Sn = íl St' COfl\'f'Ttirá.n f'll idf'flt idadPS. Y lf1 ffC'TO, Ja dinoimira Sí'tá 
rompafihlt:"' (ºOtl Ja fotma SÍmpff.rtira. inducida. por /J"l dentro cfp r~. 

;\hora darrmo:-. la formula para calcular los cord1Pl(>S el<' Dirar, qtH" son 

!ns q11r rorrPspnndrn a. Itau y dPspt11;~ proha.rf'rno~ que rumplí'It <·on las 
propi<'dad<'s (2.!l) y (2.10). La fórmula t's5 

!.~kucio11a.111u" d.11ll·rior1111•·nt" i¡ut· ~arantiza.r la. <livi:-.i(,n tle la.<> rt':'!Lricriuncs t·n prim~ra 
y M'¡.?.Hmld. cl.\..-..t'"- 110 t·~ trivi.J. l'no lo t¡ut; rt:alnJt•ntc U!'i.lntoi. f"n la. <lehr11nún de [, }nn(P) 
t"S la. tk .. rornpo-.ic-i1in Np, <¡Ut· t'S d !-t1lwspacio de r·r¡p normal a 7T,.1, •. t•n las forma.<> 
dGa(p) y dS,1(11) q1w r11mpl1·11 liL" condicin11t·~ (.1.6) y (2.7); y ~a.ra.ntinr e ... .i. ,lt--.cnmposiciún 
es ffiU)' sencillo, li,"\..,ta. nin t'!->cril,jr i1 ...,.i(11) f'.tl un.i. lia.!ic simpkctic:t. ;ukcu;ula., lo que se 
logra. facilmentr con un proct•so iltl<ilo~n al di· Schrnidt a.plica.do a. •• ..2{p) (\'f•r Arnold [l] 
p.220). 



[F,U]oH := [F,<,')- [F,S.]M¡:{"¡s,,G]. 

Si vp E Tpr• ~ntonrf's vp(S") =O para toda S", 

como 1 ('S no d('~f'Jl('fíH1a f'Xi~tP una función F: r - R ta.I quP 

Vp = (ldF)p y por lo t a11lo 

[f~S.,](p) =o (1•val11ado "" p) para toda S0 • 

Es rlaro qur la 1-forma. <¡11r> a."iRna. ¡1.1 al \'Prtnr v 11 •• ., 

(:.!.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.1~) 

(2.l!i) 

p~ro la dcfi ni.-i(•n d<' J,,,. rorr!1ctcs .i .. DirM (2.11) y !" prnpi1•1l;L<I (2. l·I) 

implican quP 

(2.lfi) 

lo nial dP!IllH'Stra q111• la dPfinid1'111 tlP los rorrliet"s dP Dirar n1111plt• ron la. 
cnndiri<'111 (2.D}. La rnndici1jn (2.10) 1•.-; cnnsf'f!H'nria din•rta d<' la. <frfinirión. 

Para tPrminar dP dar la:, h<t~''" d1_• la dinürnka hamilloniana ron tPst.ric­

donf's Stllo 11ns falta. f•...;da.rr•n•r r11<Í.IPs ~011 las i111plirarionrs dinámicas tfp la 
prPsrnria ck· rf'-;trirrion,..~ df• prirnPra c!asP r:.1 = O. Los rampo:' V<'rtoria­
l{'s IdG,., =:; ItR.udGn, qw• n1mn In din• (:L(i) ~;nn tanµpn!Ps a. I"r, 110 tiPnPtt 
origrn fÍ:iiro .)' ~Orl ]ns ff'!">.JlOllSafi!<''> dP lllOVimif'ntOS f'O r r q;¡p tlO rorrPspon­
dPn a. ramhins f'TI P] ••si a.do d"I si:..tPrna. Est.a~ lilwrtadP~ tJ,. movimiPnlo 

sin siJ!;nifirado fbicn <;nn las llamad:h lil11'rla1ks dP norma. r:xistPn dos ma­
nrras <lf' ob~Prvar la diu;í!llica fí:·;ic'a111Pllf(' r<·lf'vanfl'. La primPra. P<> fijar la 
norma••, lo '111" ~,ignili<"a prohibir la:i lilH'rtad,·s dP norma, i111pn11Íf•ndn fl!IP\'a.-. 

conclirinn<'s /lrt :::::: O. n ::::- l ... 111 talf's qur junto nm las rP:-.trircioues 
(; 11 = O, a = 1 ... m !">.í' p11Pda11 1 ratar romo un rnnj111 '') dP rrst rirrin1ir•s 

o_. ""~nndft ~-1:t'-'" y drH·p 1 1P~: ,q11:·nntr:i.ndq Jr:i~ rorrc:--:pondkntP.; cr.rdiLtc;·i de 

Dirar. La nt ra rnatwra, q11P 1·s m;i:-; P!Pgant" :rn11tp1P tal VPZ rn('nns funcional, 

('S Tf'rordar (jll<' fo if!l{lllff;¡Jlf(> t'S PI f'SJlaCi11 f;\~fl fí~j('() f! 1 IJllf' liPTlf' Jlllí p11Ill0~ 

a la~ s11hvari,~d~tdPs i11tPgral"s d"l campo dP hip1~rplann~ Pll Trr gl'nPrado 
¡ 

6 E~lr pron·di111in1!0 síempre t·~ a.plic.d·!.~ h1c:tl11w11fl·, ¡u·ro no ~icmpr<' ~li1h.Llrn('ntc. 



por los rampo-. vPrtorialPs Id GR. La f'XistPnria dr dirhas suhvarirdadf's in­
trgrolf's Ps rrins(•ftl<'llria dP lot. roudirhín (:LG), satisfecha por las rPstricrionrs 
d(' pri1111~ra das1~7 ; y PI qtlf' f'} rspacio clt• hojas n S('a. una va.riC'<lad C'S 11na. 
s11po~icic'111 q l\f' har1•mos, para la cpu• sobran j11stifirarinnf's físicas. Como los 
flujos 1'"""r~dos por los IdGA prPsNvan la forma simpli·rtira 1"' (wr (:J.5)) 
a} fP<"llJH'rar {l dt> rr larnhif•n ronsP~lliilloS Ja forma. simplt;rtira "na.turar• 
W'l para fl, (jllP PS Ja iridt1rid;t pnr Jl'J.. l)pfinimus Ja. UWdiJa <JllP a.si~na W'2 a 
la :-.uprdirif' ,. e n romo 

(2.17) 

donth• (' 1 C I"'r l'S Cll<tlt¡HiPf '')t'lllí'lllO dt• l~L cla,:-,p d1• l'qUi\'a.lt•nfi¡L flllt.' (lt•firte a. 
e; ];t. d1•fi11ici1'1t1 1•s i11dPpPn<liPntf' <kl e' <¡llP !.f' Psroja. fHPrisamrnte gradas a 
la prnpiPdad (:1.'i). 1-:11 virt11d d" la.s propiPdad<•s (2.!J) y (2.10) <¡11<' n1111pl<•n 
lo:- corrlwtPs dP Dirar :-..alwmos (jllP annqw· tr;1hajrmns 1'11 r }os rorrhC>tl'S de> 
Dirar ind11n•n la rnisma di11;Í1nira f'lllfí• los f·~ladns fí:-.icos qur> la. n•s1iltante 
dP trabajar C'll f! f'lll\ l;t fnrma simplt~ctira i....-1 1.. 

2.3 SelPcci6n de un tiPmpo 

..\hnr<l qtH' l1f'JJJ(JS rn11rl11ido la f'.\pnsil h'n1 dP las idras h;i..-;ir;1s tfp la di1dmi('a 
hamiltnniana ron rt~strirdor11•s, ron ,.¡ ánimo dP fijar idPas y dP apr<'tHl<'r 
algo 1ítil. prf'~rnlamos t•I tra.tamirnto t¡ll{' ronsiguP 11na. U1oría. ron libertad 
dr rrparanwl rizariún d,.¡ t iP111po. 

('onwn1.Ptt111s con lt;l ~i~U·111a di11;ímiro (UL 1·arartPrizad1l por llll ,~spar-io 

fasl' f2 0(dP dim. 2H), 1111a forma simpli•rli<'a w~ y 1111 hamiltnniano /(0 , (•l 
m(·todu di' n111:.t111rrio11 df• n1onl1'nadas simpli~rtiras (YPr .\rnold [1] p. '.lLft) 
J10S ~arat1ti:ta <JlH' 1 l'fl lltlf\ \'Pri11dad ~U df~ nu, püd('lllOS dar Ja SÍglliPHlP 

dPsrnm1ui~i.·i1'111H • Pll b qui• u:c.a111os un ~ist('ma •linámirn ( 1) rarad<'rizado 
por nn p<;pacio fasp ~¡(d(• di111. '211 - '2), 1111;1 forma. simpli•rtira wf y un 
liamiltnniauo /1 1, y R'2 n>11 la (':-.lr11ct11ra. ca1H'>nira usual llP R 2 (al cptl' 
damos rnonh•11a1L1s Pt. t). La d1•.-.compn::;iril.n enmiPnza. dando un mapC'O 

ranúnicn 9 

7 Lo:> n1tllrpln:' nn···~•arios ¡1.-H.l. l'lll1·11d~·r di•h.1 i11qili1 :1ci1)n l"<f:i.n d,,o;;:arrnll,i.dos ~n f') 

li\.ru lll· A1nuld (1] pp :.::ns '.!17. 
"\1ucl1.t." \'t·n·s no rc1mr11z;uno" e.un 1111 "i"ll·fll,\ (O) q111..· d··h.i. cl<·scn111pnn1·r"t', !-lino 

qnC' contamn...; con un "i"lnna { l) al CJIH' a~raml:unns l1Ma. que adttniera la propil'dad 
de re pilramf'l ri1..iciún dd tic·mpo. 

nun mapro c·;1.ntlnico e rs rl í]llf' n·spd.t la 1·struct11ra ~implt'dic.-1, lo 1111c !'i~nifica que 
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(:!. I H) 

y co11ti111ía for111nl;u1d,1 una rPla1·i1'J11 q1¡¡• t'XprP:-a. l;1 t·11111p,tlíliilidad dP l(Js 
hatniltouia110:- fin y // 1. El hamiltouiano l/0 dPlw dt>tPrrninar la \'Pluridad 
t' <fp paramf'frizaci{-111 dPl lh•mpo / (rnn rPSJWlto •" \!Tl par<i111Plro r, qtlf' 110 

PS una vati<tlih• d,.¡ 1•.-.pacio f.1 ..... .- H0 ) 

[llu.1] := t' == [p1 • t]I' (2.19) 

};0 f,!;rari;1:-. ;d 111a¡H'o car1{'lJ1ifo (' .\' fonciorw~, lia.-,1• F1 di' ~-: 1 • d.-lw q111•dar 

dictada por 1/0 

A partir dP 1•:-.to:-- dalos((:!.]~)) y ('.2.'20)), no""' dificil uhs1•rvar t¡ll" f'I hamil­
toniano 

''" = l'(l/¡ + ,,,¡ (2.~I) 

cnmpl1· los ff'1¡t1Pri111i1•11t1i:-.. ('01110 1:1 fnrllla )'.irnplt··rtka -.\~ 1'" 1111 sin,!!;nlar f'l 
flujo q111• 1.~Y11r·ra i'l lia111iltnnian11 // 11 lo dPlt'rmi11a l11Li\mf'f1'f' .... ;dn1 por una 
ro11~fat1tP ;uliti\·a 10 . //0 i11díra la v1•l(Jcid:ul dt> p;1r:1111t'lriz;1ri1'rn dPl ti1..~111po t 
<¡ 11r f'TI pri uc-ipín 1•<; t ot ah11P1il P a rlJi 1 ra ria y ¡¡ne; t!,11:-I a ría l l'Jlf' ria como lil><•rt ad 
ch• norm;1, lo q11P si!..'.;11ifica prnlf•r ramhiarl;1 a Blll'"lro antojo :-..in quP las 
f«H1tidacfp..; fí:-.icat11Plllt• r1'li•\·ant"" ca111bi1'f\ por t·lh1. En partin1L1r, para que 

1/0 un SP VPa af1·ct ;ida ruando rf'paramt>I rin•rn1is PI 1 ÍPmpo f'" tH'C"<'<>ario q11P 

!'1 = -//¡ (2.:!'L) 

La furma f'll qnP lit \.'ariali!" JJ¡ sr> jlff' ... 1•nta l'!I Lt f11nJ1<t ~i111pl/·rtica ...... ·j y Pl 
teon•111a dP i·o11q•rv<-1ci1'n1 dP la 1•1H•rµ;ía ;q1l1c;1do al ~i-..t1•111il ( l) rin~ dirf'Tl q1H1 la 
n'stricrit'l11 ('.l.'.l:.!) 1•:-. d1• pri111"ra ria~,. ron cualquier ">i...,h·ma d1• rPstrirrintH"• 
de la forma. /(0 :::: U 1 o(', y qnP por lo tanto p11PdP dPjan;p rnrno u11a 
}jhprf~id dn 11nr1n:1, :u!•1q_nr• '"' fí';1!~~11•ntP r•,...p;1rí;-,.J, f'llr:''.": f: b Tt·.,pn¡¡.;¡JJJt. tle 
rompaµJ11ar la par'1nwtriza1·it'1n ~IPl tiPmpo y la i>vol11cic)n dPI si:-tr>ma. Como 

para c·ualquic'r '-ll¡wrfii·i1· .. dt· ~o 1.1 11wd1d.1 4111•· :\'-i~n.1 .... ,~ ,, Lt ~u¡wrfiti1· ~ 1·~ l.1 mi!-ma 
que •'-"i~na ,.1f ,, l.t ~11¡wrl11 it> ('( ~l dt· ~: 1 

10 E ... ff" ar~11rrnnfu !'!'- ,,í!iclu ·~1 1l ;·-.¡,,1.iu f.1."-• fi-.i10 En 111·-.p.1C11, f.t.'-1' 110 fi~ic:o t·I 
hamilloniano ),1ílo •plf'ila ddnminado cli'·liilnwr1t1· 
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cualquit•r otra lilwrt;.;.d dP tionna puPcle st~r anulada Hja.11do la norma. La 
dirf'rción conjugarla a Pi f's t y t'n ron:·wru('ncia ~" ¡nwdfl' fijar la norma. con 
una rondirit'1n rlr la forma 

1 = f(p1,p,q,r) (2.23) 

Don deo ff, // 1 J == O. t•s d1Yir, dondt• J rs 1111a ron:-.tanlP dP movimi<'nto para 
PI sistPrnít ( J L dirhu dt> otra manc•ra, la. norma quPda fijet e.srogiC'ndo un 
tiempo. 

12 
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Capítulo 3 

SIMETRIA DE 
TRASLACION EN EL 
CALCULO DE REGGE 
2+1-DIMENSIONAL 

!IP11ri WAELBHOU'I\ y .los•" ,\11to11io ZAl'ATA 

Resurnen 

Co11"lr11ir1111-; una IPoría p;1ra t'l r;:llc11lo dt• H<'f!,~r 2+1-tlimPnsinnal que goza. 
d<' simPt ría ti•• t ra:-.l;H·icín {incluida la t>voluciún lPmporal). J\.lostr,-imos <¡UC' 
PI ál~r>hra di' );,.., ff"·..! rirdnn<•s qu" ~f'IH'r<rn traslario1lf's PS tPrrada, aunquC> 

las rons1;nitPs el<• t• ... trudnra snn no loralf•s rn la fPd. ltr•snlvPmos PI raso 
dP los Pspa<·i11..,.ti1'1llpn t·n11 nn toro cn11111 ~11ru•rfidP d<• (~aurl~y y damos 1a. 
PXpTPsi1;11 <'Xplídt,1 dP la si11wtría d" tra . ..,Jaci<'m f'TI f'SP ca.so. 

3.1 Introducción 

Un prohl<'ma impnrtant<' quf' :-;r prr•sPntaha. PTI las Íur11nil.H·it1u"·"' l1J.Jnilto­

nicu1a·~ d<' fc·(irÍ:l'; dr• r"d p:-tr;i la ~~ra\'ilarVin 2+1-dimPnsional f'S qur las 

rl'sl rirriotH':-. a1J;Íloµ;a}, a las dP Pllf'r~ía-monwuto dP b lPoría continua dr la 
grn.vitaci1.lf1 :-.1'1!0 for111;\11 un ;:\l~Phra rf'rra<la ¡wra r<'dt•:-; n1ya.s aristíls son in-

1·1 



finitt•:..i111al1•f. 1 {1]. Esto s1q~if'r<' rpt<' la rPd •·rnmpP" la simf'tría clf' traslad<)n. 

Otra pn:;;ibilidad PS q11" la. disrrrtilafitín introduzca. un Prror, i.f'., <¡Uf' la. 
t<•oría cmT<rfa dPl>P lPnf'r ~i111Ptría th• trat>lari,ín µ;t•n<•rada. por rPstrirrionC'~ 
df' pri11wra da~"· Fn PSfP artículo invP-.tiµ;amos 1··~t;1 pn .... íliilid.ad f'tl í•I rnn­

lt>xln df•I c:dc11ln ti•• HPg~f' 2+ 1-clinu·n~ional !(i]. 
La..-. tPorías para la :gra\'itariú11 t ridi11H'nsiot1al fPPfP!-if'lltan Psp.u·ios·lit-m­

po f'X<'nt.os dP r11rva.t1tr<\ dondP no ltay fllf'Jlff'~ [7, X]. En rot1.'-Pf't1P11ria., las 

lPoría~ dr ri·d ~on l1·p·s sohn' "tinglad()s'' {rPdf•s armada.s rnn ~q!;TIH'11los dP 
rPf'la) q11P p..,!;Í.¡¡ locallll"llti· Pflr;1jad11s t•TJ f'\ 1·~pa1·io-ti('mp11 tridirn•·n:-innal 
d" \1inkow...:ki. l..i \i11mn~PrlPid;1d d"I f>"Jl<lcin-li''lllpn d.- \1i11kow-..ki dt>lw fi'~ 

fl•·j;ir~P co111n ~im<'1ria d1· tr<t:-.l.u·i1.1111•11 i.l l1•c•ri<L dí• r.,d y 1·11 11n.i IP11rÍ.L hamil­
tu1iia1111. d1•\1P ~Pr )-'..l'l\1'rada p1ff íl'-'•1 ricric11w-.; dt> prinH•ra c!.1~P. E--ta ~inlf'f ría 
d1l tra .... la<·i1'.111 no-"'' pn':;Pnla f'll In:. 111nd<•\n-; ha111ilt1111i;1u11:; .-xi-..tPl\tP-.; para 
('I r;ílculo dP H,·~µP, 1'11 In:-. qnl' 1·1 <-ÍIJ.;1'lira d" las rc.-.t rirriorH''> 1111 ¡;-.. o·rrada 

cuando las <tri...,ta:. 1111 :.on i11lir1ilP ..... i111;d1·~. Exi'.">lt' un;t t•·~11l.t 1k r•·d l11 .... 1ria11!1• 

p;na la. g;ravitacii'1n 1·u '2 -t- l-dim1'11:.in111':-> lq] f'll la quP la.'> n•:.t rircin111•:-:. ..... t :-.1111 

dt> prinwra da .... 1" pPr11 it tJjf¡•ft'n<·ia 1kl l',í.Jrulo dP Hq~~,, :-.11 f11r111a 1111 ¡., pi~r· 

mitP ,-.1·f ,·:o;-/•'iet}j,l,·1 ,¡ ;¡ t l t))¡j¡r;;,i!·L' •!;;,,¡·!,,:!'.•'!jt1> ~! 1 ~:._', ~·t; r.!i Pdl' 

artírulo rt•ducimns l.t tt·nría ro\·a1ia11tP a. \·ariahJ.·-. <·~ralar1·~ y ohtPt1P11H1~ 11n 
rálniln d" llf'_g~l' 1•11 ~ + l l'1n1 ~imPtrÍ;i dr tra~lacir'll1 t·xarta. 

3.2 Teoría Covariantc en 2+1-Dinwnsiones 

Pilrtimn:-i tlC' !;1 tPoría rovaria11tP prnpl11 1sta pnr 11no dP no:-.otrns [D), quf" 
11.;;a una vt·r:-.i1'111 d" n·d dr· las \';1riablPs dP :\shtf'k<lr· \\'ittPn [l·t, lG]. A 

rada fílra dP 1<1 r1•d J,. a:.iµ,I1a11H1"> 1111 :-.i~tPma dP rd.Pf1'11cia, <ti <¡11P denota­
llln.~ pnr un índin• L:tti110 (i,j, ... ). !-ii la rara li) 1•...,l<Í rodPada (H1f las ca.ra.s 
(j), ( k), ( /), .... la fr11t1tf•ra r-I1t H' la cara ( 1) y su~ V<'ci n;is !--f' rr>JHP.-..Pnta, dui­
fTY> ,ft I 1Tlf1T't'O d1 nfr n rwill 11 ... i!¡1wdo a ( i). por lo ... \·Pdof'!':-. E 11 , E,.\:, Eit •... 
p:¡~11ra l]. El lran:-.portf' p<1r;il1•lo Plilff' caras veci11a.~. d1• la r1~f1'íf'nria (j) a 
la. rf'Í!'fr>ncia (i). q11í'd;t dl'finido por l<t 111;ttri1. dP LnrPrdz (tridimPll~Íonal) 

- . - -------~ 

1 Exi"lf•n :tlRtln:is pP1¡•111·<..t;i.-; .i.ttln i 011-.J'-lenl1·" il1' t1•nri.is tlt· r<·d para l<t gr;ivit.tci<)n f'n 

'J+f rfinwn<,inn1·<; (~!· ('n lr'·rminr"; p;r•n1·ral1·.., p11driam11..; df•f·ir 1¡111· Jn fjllt• hMí'll f·.,; H"•lrini::ir 

d f•spaciu clt• roufig11r.1cii·111 a. un ~11hn111ju11to dP I.i . .., va.rit·dadt•-; dt' lfr).'.~r·. LL" lcorí.t.'> 
JHop111· .. 1a." p11r FriPtlm.rn y .J.id: [JJ y T111 kt·}' y \\'illiam~ [·I] ~on pulir u/.1111wntc i11lt'fl .. 

"<llllP'-, 11n 1i1·1u·n ..,inwtrÍtt .11: tr;i.~Lu i/111 pt'rn :->(Jll t1J1,th111 rite 0111..,i-.t' uh·'· El prohkma 
de Ja..., rr·...,1riccion1>'- d1· :-.P~111ul.i. d.i.. .... " pc-rsi...:tc.- f•fl lo ... rnodt<lo..., nul-strut [~1]; ... in t·mhargn, 
t~sloF. pan·n·n ..,t't n1m¡rnlafiu11<d1111·111e su¡•t·rÍ•irt·-. ."tf 111.i.s apro¡liados p.u.i. l,1 1ntn1durrí1~n 

tlt-' t-~pinort·~. 



Mt;· La...c; si~11iN1tC's id(>nticlaclf's Sf' satisfacrn (usamos parPntPsis alredC'dor 
de los ludiN·s ,Je In rrcl ~it•mprP <pH' puf'da.n surgir confusionC's): 

Et,,)' = -Mt,,)\f;(J•l 

M(tJ)",Mt,,{b = b"b 

J.f(•;)"c,lf(•J)l>c = r¡"b 

(3.1) 

(3.2) 

(J.3) 

La rstrurt ura :-.impU•rtif.1 cpwtla ddi11ida por los pa.r6ntrsis d<' Poisson 

[/o'(•J)", /c'(o,)"J 
p.;(•J¡"' .\f(•J>' ,J 
[E(,,), ,\f<1 ,¡' ,) 

t:"'dE(i,)' 

€u~,1i\f(i1)1l e 

-;c"J_.lf(J•¡', 

(;l.4) 

(:1.5) 

(1.6) 

qu(' Íllr>ron r~ku);1dos ;t par1 ir dP una. acd<ln di> Chern-Simons [9) (los pa­
rPntPsis dP Poisson Pnt n~ las clPm:i:; pa.rrja.~ df' varia.bles son Cf'ro). 

Sl' h· pid,• ,, t11d.t c.tr.t ( i) qut• ri1·rrP y a ia r11rvat11ra alrNIPdor ch~ todo 
vhtin• ( !) q<H' '" anul" 

¡,·(·1i' + ¡;;(ikl + ... "'o 
(l\1,1 M,k ... M,.,J' .. - ~'e o:: O 

(3.7) 

(3.8) 

dorulr ••! vfrtir" (/) Pst¡i rornpartido por las car,.,; ( i), ( j ), ... , ( n ). La rrotrir­
ción w(/) "'o ptrrrl•· srr rPmpla.zada por la dual /'(f) = ( l/2)€"brl!'uí b:::: o. 
Las r"strircinrH•s (:1.7), (:l.H) son ele prirrwra dase (v••r r<'fs. [16, 17]) y g<'­
rH•ran tr;insfnrmarinrws dP LorPulz tridimPnsionaJes dPI marro (i) y tra.sla.­
rion<'s df') v¡.rtin• ( /). n•s¡wrtiva111f'1tl<': 

f.1,,)1. F{11 :J ~ cªb,¡P,,1 ;' 

[.J(<J'• .lf(i¡¡',J = .;"'1•\f(i1J
1
c 

[l" I'<n "' R¡;1fj "'e 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

El símholo d<' igtral<lad débil "'iudira qu<' las restrirciow•s fueron utilizadas 
para simplificar. 



l'na \'f'7. r¡u" ronort•mo~ 1a.s r<'~trit·rionf's y la.~ sinwtría.s podt.•mns calcular 
la dimrnsit\n tkl ~·spariu ra~,, fí~iro. La ff'd tif'llP So \'értirf' ... , ,\'1 flristas y 
S1 carns. Híl!' fiS1 vari;d1l('s ''H Pl f':-p<irio fo:-f' E 1J y 1\.1,J, y :l(.\'0 + _\':1) 

rrstrirdonf'<> y simf't rias, pnr lo q1u' la. dim,•1J<.;ic'1n d,·l 1·;..;p;1cio fa . ..,l' f'S 

(:1.1 '2) 

3.3 Hacia el C;ilculo de R('gge 2+1-Dimensional 

,\hnra 1uo:-.lra1110." <¡11" p•1ra 11n:1 f''d t\P tri;Í11g11\n-. };t ll·uría ¡-o\;1.ri.1tJIP p111•de 

n•d11t·ir~1· a una \·pr...,iú11 l''\l~·11did.1 d1·l c<lknlo d1• HPµ_).!.P '..! t-1 ·di11H1 fl:-.in11ill. 

En una rt>d el" tri;íngnlos hay lf''-" ari ... t;1-., PI! c;u\;1 c;1r<1 y cada at·i.-.,ta. P.'. 

fOll\p<Htida pnr d11-., car;h, por ln Linio 

La~ vari;1l1li•:-. 11'·1 r:ílndo d" H1•gt!,(', i.1·., lo~ Ln~11..; dP las ari..,tas /11 ::: 

~ roTLtit·nPll la :"11!iri1·r1IP i11f11rtna.fit'in para nrn;,fruir 1111;t ifltllí'f~.iún ch' la 

snpt·rliri1• 1'11 t•I P:-;pario tridinll'll:-.ional dP :i.tinhnw:-.ki. L,1:-; \·arialilPs dP H.-~g" 
cotd iPllf'll tcida la i11form;11icln dd ··.,..,.paci11 dP cnnfie;11r.1ri1'111 .. dP la tPoría 
rt1varia11tP. D1·11frn 1\f' 11111 1 ;,fra t111t;1ri1'111(•;,to1 1

:-. 1111a nH1:-.1'ílJPt1cia dirt>cla ck• 
Ja 1·n1;1c-i1'111 (:L1:n. T1·t1P111ni.; :LV 1 Yt1ri•thl1>:-. corr .. spnncli"ntPs <l la.s aristas 
111"110'."- as! lilwrL1dPS i11di;,tin~11ilil1·:.. para Lis \·ariald1· .... d{• l{pµ:gp (la orir·n­

lari1'1n de lo-> rnarr11·, d" r<1 ÍPrt'11ci;i ). E:-. dPcir :~S 1 - :i.\ 2 := .\"1 µ;rtl(los c!P 
lilwrtad co11f4•11icli1~ 1111 ]11:; t'scalaf"l'S l,i· Lt:-> ''\arialilf's rnnjn~ada:-." dP la 
tP1,ría (1wari.111t1•. L¡ .... 111at1in•;, I\1 1.1, n1nti"111·11 i11f11r111aril'i11~obrl'icl11rii>nta.­

ci1\n di• Jc1.-; l!l;1rc1is ~· wft 11/iÍ.'> .<...o\,r1• !:1 .... hn}oTLnrnÍ;1•. /offth fi.t} - fi µ_1;1iJos d1\ 
lihf'rl ;111 ). Fn l:l ! i•oria CO\"iHi;1 nlt• la si111PI ría d<' 1 r•1~laci1'm 1•..,t ;i ~/·t1Pf;1da por 
com!,i11;1rin:w (~!'!a': 1n:i'ri,."..: ;1 h-.. '!11r• \l;¡rn;1mo-, ''v;1riahl•".; c-H11j11!.!ad;1~" 

(los :i;\"11 1)111 '1 ). En la lP11rÍ;1 •·~r;da1 l•·ndrP111u:-. S 1 v;tri.tlil1•" ntt1jllg:;ad;is, 

t}p las r11al1•s :l.\"11 s1•r;Í.11 ff'Sf ricí"inllf'S que ).;Plll'fí't\ la :-.i1111·t ria d" lra;,\~1ri1l11, lu 
q11" nos d1·.i;1 (11..;;111dn (:L ¡;~ )) . .\' 1 - :L\'11 :::: :1.\' 1 - '.l.\ 2 - :J.\¡¡::.:: -:~\ ;::;: tiy - (j 

~r•1do;-. d1· lil11•rt.id, r<>m11 f'ra n1•n•~.ari11. T~11n:1m,1 .... a J;i . .., ;,ig_IJÍPrttr".., \·ari,tllli·-.... 

prnyr-1Tin111•s ,J11 ];¡~ ff'.<.,f rird11t1f'S q11" ~i'll<'íilll t r;1:-lari1'>11 ( :). -.: }, n11110 1rnas dr· 
b~ \'ariahJ.,;.; n111jq~;Hl<1" d"l r;Í\cn\o dP HPC).!P; 
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p,, = (E,,,¡" l'ui "}/ 1,, (3.14) 

dondP r•I \'f•dor E,1 n•pr"~"nta a l;L ari:.ta (ij) y a.puut<L ;d \'t~rtin• (/) y 
Pcn Pstá C'Xprrsa.do rn la. TPfPrr•nri;i (i). Para g > l, l;L<; .V 1 ¡111 's son 

Unf'almPntf' d1•pf'ndiPntPs. Son rornhina.rinnf's linra.lf's <lP los Pu) y, como 
ya. lo m<'nrinnamns, .V1 - :l.\'0 = fi!J - 6. Ahora aüadimns las l1olnt1umías 
M(¡l) ron lo quP rons<'~11imos 11t1 •·~pario Íil .... '>f1 df' dirnPn~ión :¿s1 y no ¡wrdf'· 
mos i11formaci1'1n imporfa.ntP d" la. tPnría rovariantr, por h<lhr•r contemplaclo 
1íniram<•11t" !.t'l T<':->tri<Tio1H"• P¡1) 1·ri \·p;, d1· l.t:-. i..1ri.thl1", I\fu· 

f\.'fnt ( :1.1:;) 

dond<• f'I cirr11Íl!i f./t), q11P p:u!1• "" l:t r;ira ( 1), p~1r:t ir ;l L c:lra. {1), d\'.-,pllt.;:-> 

a la (...f) 1 Ptr., y finalm,.11tP n•µ;rr·s;1r a la rar;L ( 1). ('.'> 11 l t>l1•trlf'Hlo (¡i.) dP una 
ba.s•' df'I p;n1po dt' 1inn111t11pÍ;t d" la n•d f"on punto i>;L-,,1' Pfl alg1í11 p1111to dP la 
cara (1 )1 

En lo qt1P r<'~t•t, f'~ i111porL111ft> qw· f 1 xis1.rn lrf':-. prctyerd11T1f'S indt'JH'll­
diPnfPS dP rada P(l¡ dPnfro dPI cnnj1111t11 d'• In~ p11 ';.., Lu aulf'rior t•s riPrto 
si PS posihlf1 dar 1111a 11riP11taci/1n a las ;1rii.,ta~ d" manPra qut' pt1r lo 1111•11ns 
tn's 01.ristas ap11ntr>n a rada v1;rficP. E:-.to, para la rPd, fl'Jlff'f.f'nfa una ciPrta 

(~xip;Pncia <)., rrgnlaridad. q11r> a:-;11111irPHHh ~ati:-.fr·d1a:i. 

La. ('Strurt 11ra :-.imph"rtir;L para l•L<> variablt'S 1•sral.1rPs st• t ti.knla. f árilmf'nte 

usando los pan~nt(•:-.is d1' Pnisson dr las vari;lhlf'~ nwarianfp;; (:l..1)-(:1.6). 

[p,J,1,,] = 1 (3.16) 

(:l.17} 

~Lil.<t hnlnnnmí;i_q M(11~ nri """ in~f.-.p,'ndi•·ritn· F•.1ir. 1.!rf.nir.L.a .. ; 1..n tirmiuu!> ,Je ).!..'lo 

matrict"':'I ~ftJ qur• :.1lfi:-..f;1n·n 11na. (·ont1ici1~11 Je ¡1l.u1iJa.J (.\.8) por \l·rti(I·; por \u tanto di::Leri 

Mli~ÍMcr l.i. :-i,i:.,11i1·111c rdd1ión II,\ ?i.1tn¡¡Mt\1¡11\t 1 tn¡)M- 1{h¡))::::: 1 (lns t:h·mt·nlo ... 
ele);\ h,1..<.C (11 ~l. .... 2y) fHlf'1kn nombrarse como {(11,,b,)},i = 1, .,IJ) :-i Ll La.o;t· t.'S 
canúnira. t·ntnnct·<. !'! l.11n 11, :-,·,1,1 nnl,l ;d b1n f,, y lo l1;u•· 1111:1 -.ot,1 \1·1). E·dd. rr·lación 

rxplir:o1 pnr quí- 1011~id1·r.tr d. L1.-. l111lu11omía.s .1¡.;rq~.1 fi~ -1} gr;uf1l!'> de lil1i>rl;i.1J a l.'l lt·oría. 
·'Por rrll"din dr: un;l l11h.qu1·1!;1 t·xh.111 .. li\'<l he111ci<; t·1u·nnfti1do que CiL"i lrnLL.., l,L.., redr·s ~d­

ti~fan•n la rt·g,ul.1riclad, J.l.., ii11ka.. .. t·x1·pr-ionc:- que t·ncnntr;imo<; Íll•·ron r1·1k-. que 110 put>1h·n 
rl'pfr<1c·ntarc.r f'll d pLuw por tn1·din tle !'f'JO,mn1lo<i d~ H'<f .1 t¡ilc no~,, t orln1. 

l>I 



donde loo oq;111l'ulu> (íj) y ( r.-) van al vértire ( I ), y /!;,,.. es el ángulo entre 
los ví'cforf's Eu y Ers (no hay curvatura a..lrf'dedor <ld v(.rtírC' l de manera 
que los vrctorPs dt> di~tintos marros p11PdP11 srr lran:-.port~ulos a. Ja misma. 
refC'rencia siu ;unhigiiPdad; ~¡ 11110 los VPítort'"> dP la N'Uarión (a.17) tiPne la 
dín 1 r.ciót1 q11•' sP alPja dPI \'i•rficP ~" ''nn1r•11tran Jos mbnws pa.rPntt•sis pPro 

con el sie;no ramhiado). 

(:l.18) 

dond<' 1•1 laz11 (¡t) ,·rnza al ~P~1111·11t11 (ij) y ttuL1.<> In:- indin•s dt• J;1 ftlr11111Ja 
('Sliill t'Il t•l marco { 1 ). El tra11-.por1P par;1h•lo d1• i<l rPfon~uda. (i) a. la 
rcfPrPnria( 1) la har11111ns at r;tvf·s d" 11n;1 curva qu•• no nut a a 11i11g11no df' 
los lazos (Jl). Lo:- par{·111Psis dí• Pois.-,un f'lllTP Lts dP111;Í.s parC'jas dP variahlrs 
dP la l<'oría P:-:ralar ~011 <·<·rn. 

hnpcHlf'TTlº' las ri".;f rirdnl!"" 

que c0w .. t it llY"n un co11j1111to dro pn.1y(•rci11IJf':l (al lllf'llos trP~ por Ví~rtirP; como 

mc11cio11<u11n" a11tí':-., a .... 11111i111os q11<' la rc•d uos lo JH'flllih.'} de las f('Slricdo1n•s 

de prinH'ra ria:;<' P(/) ~O dP Ja tfloría rovarianl<' que gflnf.•ra11 Ja simetría dP 
traf>laci<jll, Si b arista (ij) ap1111ta al VPrtin• {/), P11to1u·0s Ja:-; rPstrircionC's 
(:J.19) P.''HPran una traslarión dP) vf•rtin., ( /) C'Il la din•crilJn d<' E 1;- El 

;íJgehra d" las fl':-.tricrio11Ps l'iJ ~O JHtt•dt• calrular;-.e dirrcta11w11tP partirndo 

dP los pariint<•;-.is d(• Pnh:-.011 con cplP h<•mos tr;1tado. ObtPJIPlll11s 

(p,,,¡>,,,J (p, 1 , F1,,;;1r.,)/'(.I), + [l'u 1 ... l'(.I¡ ,,JF1,,)!C1,,¡;(1;11") 

+ [F(, 1 j'/l,1 , l'¡.1¡ 1,]l'u¡ ,J'1,,¡¡1,,,"" O (:l.:10) 

El primPro y 1'iltiI1111 l1~r111iuos sou cornhi11arion1•s lin11al••s df' la . .., n•stricrion('s 
Pu 1 ~O. llliP11tr;1s qllf• PI :--.f't~11ndn t 1>rminn q• 't!~ilh f·1~·rt1·n1t:I•tt• (;.-.11i l•''<t',.,j­

dad dP w:ar J;l~; r1.·~•triccio1ws, PI parl·11lt•:d~ dP Pob~u11 ('fllfP dos matrires 

de tra11~purl., p<irakio f'S n•rn). La sit1H·Lría dP tra .... Jac·i1.111 q11P .e;rnf'ran la~ 

f"~trirrionris p 1J ~O 1•.-;t;i cL1da por h:> PX(>l'"~iort<'S (:i.l(j) y (:J.17). 

El mi('mlno d1·rrcho dt• las <>r11acio11Ps (:!.17) y (:L~O) i11vol11rra a. las 
variaL]es de• la lf•oría cova.rianl.c>. Para ohtc•t1Pr f'Xpn•sior1Ps Pll las qut> sólo las 
va.riablPs f1 Scalan·~ f'Sl(•n Pff'SC'nf<'S hay rplf' calc11J;~r J;1o.; \'ariahfP~ dP la t('oría. 
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covariantP Pn lPrminos de las variables P!iralarc'.s y una ('lección particular 

de marro df• n·fr>rPrici;i para rada cara. l\.1cnc:iona.mo:; ant1.•:.; que et número 

<l(» grados dC> libertad dP la tPnría f'sra.l.tr f'fi s11ficin1tP para n•ronstruir la 
troría ro\'ariantP porq11P para 1rna r"d tri;i11gular /'l1 ::: 3N1 - 3S2. El 
resto del articulo lo dc•dirarnos a mostrar cc'Jmo ha.rer t•l paso ÜC' la le·orfa. 
covariante a la Psca.lar. primero rn f'I ca.so grtwra.J (implírita.nu•ntc) y <lcspués 
explicitanwntf' para d ra~o <l(' un '~pado~tiPmpo que' tif'rw a un toro por 
su¡lC'rficiP de Ca.uchy ( cfo.mos una. tria11guiaciún <kl toro ron ruatro r.ara.s y 
dos vértict•s). 

Comenzamos a C"onstruir las varia.hl<".'> rovariautf•:-l a. pa.rt.ir <lf'- Ja..., t•sra.la.rC's 

cunslruyt'tHlo lo qw• llamamns UH "pard1P m;Lximn'' qtw put>de imat;iJtarM· 

e.orno f'l resulta.do <lt> tom•r la. ~u¡>e•rficii.• y corta.ria a. lo 1a.r~o dt> '2q l•zo& c.¡UP 

formf'n uua. hastl dPI ,:;rupu de ho1nolopÍiL y dt•:><lolilar lo q11l' <pu•cla. 1Luulo 
una inmf'ri:;ión f'll PI "spado tri<limr.nsional dtl r...finkowski. Escogt>nios una 

<·;ua como la rara ( J) y le aiiadimos una. vf'rina para a.~rantlar PI '"pardul", 

routi11uamns aiíadil'ndo rara'i al parche hasta. quP todas las raras cltl Ja. red 
l'~lén inrlui\l<i.:• eu d pd.rcltl'. lJHil¡i.uwut(~ ¡w<limu~ c.pH' dura11t1~ d prult':-.ü 
d1_• erPci111i,.ntn 1•) parrlH• mant•·ug;t la to11oln~ía. dP un di~co. 1\l t1•nninar PI 
¡nun•so tPtl('mos Pl ''pardw m<lximo'' que buscábamos en t•l qtw las rara.s de 
la fronfr>ra fÍl'Ol·fl 11T1;1 v1•cin:l rl1• bt p•d q111• d1 1 ritrn dP1 p:trchP no f'~ adyar·,,ntP 

a ella.sT sino q11P f'St<i en :1l~u11a otra partt• dP ]a íront('ra dt>I parclw. La red 

original Sí' r"rllpPra id1·ntiflca.ndo las a.rist;L'> afipcuada.s dP la. frontPra d<>l 
parchP. 

Pa.ra da.r la inmPrsitin d<'I parche máximo f'rt f'I ro:-.pario tridimensional 
Je Miukowski usamos la TPÍPTP!lria (!). La nrientariéin ele la cara (i) Pn la 
referencia ( 1) la <IPscrihimns ron la matriz .V¡ ele S0(2, 1 ). 

E,. 

E,. 

E,, 

l 1rN¡X 

N,(-X,x +}',y) 
N;(-(/ot - X¡)x - l',y) 

(3.21) 

(:1.22) 

(3.23) 

Los 1ní11u•ros .\'¡ , }~ sí' C'rtc11cntran despuf.s de imponer Eu 2 = li.J 7 y E¡i 2 = 

'" 1 

Y. - ¡,-:¡--;;;;, 2 ,. 2 
i - V'i.t- - ..... \,-. 

20 

(:J.2-1) 

(3.25) 



D'-"tt>rminamos la..<> matrirPs N, con las si~uif'ntt•s condiciones d'2" ("Or.­
sist('nda.. P.1.ril aristas intC'rna...'i dt•I p•urhe pf'dimos E,1 = -E11 (misma 
direrrión pPro sN1tido opursto). y para las arbta...'l dP la frontí'ra. r<'qucri­

nios E1k = -M(11)Ek_, (ron f'sta..o; rondidonPs idPntificamo.'i las aristas dP la. 
frontc>ra dPI parrlif'; l\1(¡i) PS la hnlonomía a.4'oriitd<L ron un l.i..10 quP rru1,a. 
la fron!Pra drl parrhc <'rt la arista (jk)). La.s rondirion1» de ron,isll'ni·i;; 
son 2'"V1 qur. rPstring"n Jos 3N2 parámt>tros quP ddinPn a las matrices N,. 
Pur lo tanto, usando la C'r11ación (3.t:n, l.:i..s rnatrirP.s que-dan totalnwntt~ Je­
tcrminada.s por las rondirionrs dr rnnsistNH"""ia, si<'mprP qllt:" f'!'-il<L<> ültim<u; 
sean indPpf'ndi(>lltPs. Así quP, en principio, somos ca.pares dt> ra.Jcular las 
variab!Ps co\·ariant<'s rPsol••iNido PI ~istP111:t par<1 ¡,\-.. 111;itricP~ N 1 • <k~pllf~:-; d'"' 
hahPr Pi:;cogido lns marros de r<'f(•n•nria d•• l;L" raras dt· nia.01·ra qtH' i\1,1 = 1 
Pn las caras inlnnas y M,. "' l\f(¡•) para,,¡ transportf' paralelo alr;1vés .¡,, 
Ja frontPra. df'I parrhe. Esta construcción h;L-.ta. para calcnlar Jos pari•ntPsis 

de Poisson y PI ál~Pbra d(' las n•strirrio11Ps rn t(.rminns d1' la . ., \'t\riahlt•s f'S· 
calarC's. Es po~ibP <lar otra..<i ori,.ntarionPs a la:; r<'fPr.-.nci<L'-i d(' la.s raras pPro 
Sf'" pif'rrlf' d;iridad y los rilculo:. s" compli<'an. 

3.4 Ejemplo: El Toro 

Como PjPrnplo prrs('utamos PI raso Pn f'I qur PI Pspario-tiPmpo tiPne a un 
toro romo snpPrfiriP dP Ca11rhy. RPprP.s(•ntamos .d toro ron una red que 
til'ílf'- clos rara.s y rnatro vt"•rtirrs [Figura 2J. La .. '\ va.riabJ<•s de Ja lPoría ('S­

ea.lar para t'~ta r('(I son; los Ja.rgns dr la.s arista..'>, /121113, Ít·h /,¿,1, ll·" Í3.1; la.s 
proyrrriones de P(F), 1'1»1'1.1,[111 ; h .. > proyr<·rion<'; <le P(l), JJ11,J'43,p32 
y fas holonomías M( !), M(2). En esto <'jemplo, en el que hay aristas (Ei:i 
y E 11 ) que Plllpif'zan y tf'rminan rn f') mismo 1.'t;rtin• ( F), los pa.ri•111''sis 
de Poisson <'rttrf' lo!-i VPrtorflS quP n•prfls(•ritan a did1a.<.; aristas y Ja$ rPs­
triccione.'i quP grnf'ran traslarionPs dPI vf.rtir<' flll n1P.stir:m, un son In~ qU<1 
dimos para <"I ca.so {;f'llf'ra.1, .~n rJ que las aristas comirn1.an y tc.>rrtdnan Pn 
vérticPS distinto~. Si consid(•ramos un dPsplaza.miN1to X dd rxtrC'mo final 
de E 42 [Figura 2], 1•11tn11rcs la.s otra.> tres imágenes de ( F) se desplazan 
por M- 1 (I)X, M- 1 (2)M- 1 (1)X y M- 1 (2)X respectivamentP(siguiPndo 
f'I ord(lnamiPnto de Ja_<; imá~"n"" dP { P) qu(' d;:,rí.:t.r1 l<t..'> marwnllas df'I rrloj). 
l'or lo tanto, 

(3.26) 
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(3.27) 

En cnnl-'<'C11C'nria., 

(3.28) 

{:1.29) 

<lond•' ij = 1:1, l:!, 2·1. Los p;1n»ntPsis d,-. Poisson <pw Ín\'olurran a. las proyPc­
rionl's dP P(l). t•:-1 llf'cir, ¡111 ,p.1.1,p_u ~011 los q11f• da.1nos l'B (•I ra~o g"nf'ral 
(3.1 i), (3. 1 s ). 

Las dos l1<ilo11omías qt1Pda11 c:tsi tot alttH'lltf' dt_•lf'rtninada.s por \as fC'stric­

rionf's. TiPIH'fl q11P sal isfarPr las rr:.triccin1ws q111• i111pot1t'n que la r11rvatnra 
aln'd1·dor dd vt;rtic1"' ( F') M~ anul~'. y ti''TJPri 'l'!'' pPrrnitir ft11" la f"nndici1ln dP 
CPrradura. df' L1 fro11t~·r.:t ,..,P :-.alih-f<1ga. 

V(•amos romo Pstas rf'->trirrionPs Tf'slringPu a la..s holnnomía.s a un con­
junto disnPto el<' sol11rio11<•s. Sabemos qt1P En, E.u y M- 1(2)E13, M-1( 1 )En 
tirru•n la n1isma lon~itud f('SpPctivanH'ntP; <'Stc h('cho, junto rou la. nwdiriú11 
dC' rf'rratlura (:1.:~ 1 ), nos in.lira q111' los tri;\rq:!;ulos q11P mostramos en la 
{Fi~ura :3} sn11 ct1n~rtH'ntP:-:. La condici1~)n (:\.·1) sohn• la curvatura implica 
C(llf' f\..I( 1) y rvt(¿) liPil!'fl l'l mi:-.mo f'jf', Ahora, n1nsidf'ff'JllOS la proyC'rrión 
dP la rPcl r>n P} plano orto~onal al ''jP de las matrir1·s. En (':-ilP plano también 
tf'n<'mos dos 1 ri;í.11µ;11los congr11r11tPs quf' compartPn una arista, ruando la 
prnyPrric'1t1 nn f'S si11~1t1ar ( niando ninguna dr. las imri~ctH'S ele las aris­

l<lS sP r1•1l11rP a un punto) vemos q11f' si las holnnornía..; ÍllPran no trivia!Ps 
lf'ndríarnos qut• la. fro11tPra d(• lo:-. doh. lti<Í.11!.!,ul1•., \l'll' tkscribimo$ no for· 
maría 11n p<tri11'•lnµ;ramn, lo qnP PS ah:->11rdo. l)p manrra quf:' ln . .;; holonomía..s 
HITI trivial"s s;dvn f'll In:-. siµ;11if'111f•s rasos sittJ!;llhtrPs. 

( 1) El <'je de lils hnlonomías es parah·ln a E¡:1. En <•sl<' raso liL> holonomía.s 
satisfarf'n 
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M( 1) = 1, M(2)E13 = E13 (:1.32) 

(2) El Pj(• clf' ]as holonomfas f'S parah·lo a E 4 :;:. En f'slC' ra..<>o 

M(2) = l, M( 1 )E,2 = E,2 (3.33) 

(3) El eje es parah•lo a la arista rn111partida, y 

M(l) = M(2) 

RPs1tlta cp1P todos los r;1~'->ns sP pt1PllPn t ra11sformar al raso ( 1) por mPdio 
ch, una transformari1'l11 dd gn1po dP rlast~s dP mapNls, i.<'., t>:-;rn~ÍPt1do los 
gPnrr;ulor"s lh'I grupo d'' homotopía ;u\"cu;.1d:i.mPnlP (los quf' aq11í llamamos 
Jl :..:. 1, ::!). Pllr f•llo, dP ;tl~ora Pn <lll1•lantP trahaj;trC'mos ~filo ron d raso ( 1 ). 

(~oIIH'llZi\11\0S a rnn~tr11ir la rrcl dP:-.dP la. rPfPrPnri;t ( 1) romo '-'ti <'1 ra:-.o 

gC'rwraL 

don ele 

l1,N1x 

N1(-X1x + \'1:Yl 

N1(-(112 - Xi)x- \'1:Yl 

(11,' + 11] - 1,/l/Ul12l 

J1 1,' - X{ 

(3.:l5) 

(:>.36) 

(:l.3i) 

(3.:18) 

(3.39) 

(:l.10) 

A la matriz nrtognnal N l S<' lf' pidP lÍnirarn<'ntP que E 13 res11lt<• para· 
lelo al eje t!e M(2)'1 '"¡que podemos drgir (usamos la notación /'(¡1) 0 = 
(1/2)r 0 kM(¡1)hº, y /'(¡1) = Jf'i(/li¡ lo sig11il'l1l<': 

4 La. matri7 N 1 ¡!;O/a. l'ntonr<'"i dr: 1111 gr;ulo 1k lihf·rLul, que cort1·!-pu1i•k '1 rut.i.cioncs 

gloha.lcs f'n torno a.1 f•jt• rnm1in dt· !;1-., do,.., hohmomÍ,\!->. [-.Lt. e:-; 1111a JH!C:11li.i.rida<t.J de C!'lC 

ca.-.o, rn C'! ca!'n ~f·twra.1 ).'\ <·h·n·i/111 1lt> marcos 1h· rdHrncia y d pron·dimii·nto que damos 
en e!'>lC articulo fija por compkto a l.1..s v.ui.ll1IC's 1te L1 trorfo. c·ovarianl(•. 



(Ni)1o 

(Ntl 2o 

(Nilº1 

/'(2)' 

P(2l/U't·1il)l - tNií°J1 

---~/'(2)º 
/'( 2) ,/(1'(2 jT")T=TI '( :! ¡-rrp 
o ' 

-1'(2)ºX 1 

-I'-('-2)-.,¡Í~(=S 1 )1+[\'·'1 )¡ 

I'('.!)º /'(2)21'¡ 

- < P<2n1 J(t•(2Jr)T--(I'(2)U)f ,;cx-;'Y·+-p·,7 
-I'(2)1 X1 

1'(2).j(X 1 ¡' + p ;-Í, 
1'(2)1 /'(2\''Yi 

+ < 1·e2>>,;e1 '( :!)1~~(1tTifff:r ;ex ~P-+w,-¡' 
-1'(2) 2 X 1 

1'(2).j(.\';¡i +(\~"ji 
(/'(2) 1 )21', 

( l'('l))' .j( /'( :l )1 ) 2 - -(l'( 2 jü)f;/(\';)' + ( h )1 

( f'(2)º) 2 l', ~~= 
+ u·c2iJ2/( 1·t2¡ 1 ¡T:::-(1•t2>ºl'vf.cy + r\·, >' 

Ahora armamos la cara (2) usando la rPstrirrión E 21 = -E12: 

donde 

E2• = -X,x2 + l'á2 , 

E21 = (1., + X2)x2 - Y,Y2 

x, = -(l,l + 1,/ - 1,})/(2112) ' 

2-1 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

' (:l.H) 

' (:J..l:l) 

• (3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 



y Y2 PS una fondón tlr un parárrwtro 1 

Las raras (:1) y (·l) <¡11Pdan drt<'rrninacla1; por las rar;L, ( 1) y (:.!) y la.> 
rondidonf's rlP c-ornpatibilidad, salvo por la arista E 3.1. La rondiric)n dC' 
crrradura clr la cara {-1) ay1Jda a clrtNmi11ar d par;imrtro n: 

E¡.13}"" -F1.11 'j - F 1.11'j = F(l.iJ + (,\/- 1(1 ))\F121j 

como l\f( 1) = I trnrmo• 'I"" 

y PntonrPs 

(:J.Oil) 

(:1.5!i) 

Cna VPZ <Jll" lu:imos <'a.lnilado los par<inwlros .\~¡,.Y'J., }~1 • l"2 y o romo 
funriun<'s <fp las varia.bles dl• H<'gg<> /1J, pndPntos <'Xprttsar a. }a$ variabJ,~s E,J 
dl' la tPoría covariantP en f111u·ión dP la.s varialilPs 1•sra.Iarf's. 

En= Ni(-X,x + \'1y) 
E.,,= X 2 N 1x +\',Y) 

En= 112N 1x 
E 14 = -E 12 - E 13 

E.1J = -E12 +E,., 

E.12 =En+ E-t:1 

(:l.5 7) 

(3.58) 

(:J.59) 

(:J.60) 

(:l.61) 

(3.6'2) 

donde X 1, X 2 , Y1, l", > "'"' i\11 il••t1•rmi11ados por l;Ls rruariones (:l.:l'J), (3.·lO). 
(3.5:1), (:L.5(i) y las rnmponrnf<'S i111J..prndirntrs d1• 1.1 m:itri' N 1 son las qlle 
se indiran en (:l.11 )· (:J.·IG). 

1\hora. pnd<'mos analizar Ja. si11wtrí;i dl' tra!-il<1ci6n e>n l'Sfl' rajPmplo. El 
grnf'rador dí• t r.a:-.lariour•s X dd \'c'•rticr ( f') PS 
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(J.63) 

(3.64) 

mi<' ni ras rpt<' "1 dP t raslarion<'s X <l..t v<·rt ir<• (1) <'s 

(3.65) 

dond<' 

(:l.fi6) 

Con lns ~f'111'Tadorrs clt' tr;1:-l~u·il'H1 G y e;' y lns parPntf'sis d(' Poisson 
í'ntrr las va.riah1rs (1e la tl'oría. Psra.la.r podC'mos ralrular los f'Íl'ctos de una. 
traslari<\n <'n 1 ... , \<Hia!,]ps ,¡,. Hr·r,r,r (l,1 ). l'ani. ij = \2, 1·1,32,3·1 l<'twmos 

(:l.67) 

donde' E¡1 tPrmina. rn (•\ v{·rtin"' traslad;ulo por X. Para. }a...<; arista.s 13 y 42, 

~xi"= Ei:1 · (M- 1(1)- l)X/111 

~xi,; =E."· (1 - M- 1 (2))X/l.11 

(3.G8) 

{3.6!)) 

Eu las PXprrsiones (:J.G7) 1 (:LG:-1.), (:l.ti!t) pntl<'mos Pscrihir a. lo.s \'Prtores 
Etj f'll l1';rtnl11ns dr las v;triahlPs Psr;t\a.rPs par<L que la.s C'Xprt>sionf's de la. 
situf'trfa. d<' tra::;\;\ricln q11PdPt1 tntidmrntl' contPnhla..<i l'll P\ ronlt•xto de la 
tl'oría r~ra\ar. 

3.5 Conclusión 

RPrapilulando, hrmns mostrado n'nno rorwrtar la lPoría. dP rt'd rnvariantc, 
l'O la que> sf' rnnorr y Pnti<•ndP la ~imPLría. d<' tra:-;lariün, con p} rálrulo de 
1leg~r <"fl 'l+ \-<liiní'rtsionrs, t'n tlo1HlP no :-.(' rontaha con unn. l<'oría. qm! 
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hrin,lara las Pxprt·~io1ws t'Xartas de la sinwtría df' tr<1.sl.Lríú11. P1ua luµ;rar!o 
fuP Tif'l"f'~ario ,.;.;t .. 11dPr t:I n111j1111tu tlt· va.rirtb!í.•:, dd l'7<p.l.cio fa~,t' dt>I t:.llrulu de 

Il<·~~" (¡1,J,lij) ron l.1s hnlonomía.s ~t(¡i), atlPm<i . ..; i11trnd11jirno:-; t•I ;ll,:?;Pbra 
adt-ru ... Hia para la-" vari,t11lf'<> rscalarPs, q1lf' TP~111t/1 tIH'?clar a. Lis \'ari<~lilt«:: 

cnrrrspondi(•!llf'~ a ari!'!l<\." <¡Uf' roinrid1•11 r11 llfl \'i•rtirt• ([/11 ,p,..,] :/-O !-ii (ij) y 

(r.") roinrid.-.u t'll un vértirP). La rxprt>!->il>n dP la :-;imdrla. dr trasl;u·ión l'll la 

lNlTÍ<l Psralar Ps h11.<...tanr,. romplirada n1ando sr mira dPt;J];ulanu•11t1• porq11P 

C'S no loral 1·11 la rt•d; la. no lnralid;ul, acli-más df' romplirar la .. s 1·xprf':o;io111•s 

tiflnr por rr-su]I adtt (romo lo s••ñal1) Hand1•r [t !l]) q11P no ~" pnP<b11 han"r los 
cci1rulns corrr<.pondh·11t•·~; ;\ la tr;1:-.lari('1n dP un v{·rtirc• si no s" cnnorP todo 

la n><I. 
At111r¡t1P rn f'I caso !'.!/'flf'ral la. !-iinwl ría. d1• tr;-1sl;tdó11 -.1)lq p1wif¡• Pscrihir-,p 

implíritamrntt', <'I punto <·~Pnci•d ~·~ qHí' 1·~i:-,t<• y í"i f•xact<t, PI\ <·011tra.-..1 .. 
t·on lns mndt>lu:; a.11tPrinrPs p;\.fa. cil r;iknlo dP H<'~h" en :! t· l~dim<•n•;io¡¡P-; 
f'Tl los q11t' h1s rPstrirrinn<'s son dP ~P~~1111da da,..,f' n1alldn J;ts ;ni-.la:; no .-.:on 
in fiuil.Psimah•s. 

La motivat·i1in prinripal p<tr<l h11r1·r ~ra_\.'il,u i1'11¡ 1·11 :¿ r l-dirn1 H!-ii111i1'." c .. !.l 
posihilidad d<' ll~ttrl;t com(> un mnd1•ln i'itil (l;lfíl fotnra ... '> it1Ví'~ligaci11111'!-i q111.• 

t ra.lC'll rn11 la ~ravitari,'1u rP;d. El problPma dí' l.i...., TP:-.1 riccinw•s dP Si'f,.!;t1nda 
da.....,f' ~(' pi1' .. ulLL t;1.:11h¡(:n f·:: fl ;·¡~!c1l" dn H··g¡.~" :t ~ l di~1?1 1 ri~;r1r;.l\, PI\ dondP 

nurstra. tt•orÍil no Sí' f.!/'Tlf'rali1.a dirPc-t;u1H'llt.í', purs 11sa l;l simplific-aciún q1u• 

resulta. de cn11.-;id1•ra.r d caso '2+ 1-dirnPn:iioua.I dnndP l1l;.; t>spados-tiPmpo no 
Sl"' rurvan~ PS más. PU :1+1 dinwnsint1f's la. simplr .. trasJ;H·it'1n dP un vl·rtirP no 

df'hf:l Sf'T 11na sinlf'tría. Sin Pmbaq!,o, Ps posibl" quf' f'Xbt.a una sÍl!lf'lría m;is 
µ;f'nr•ral r¡uf' i11vnl11rn• tran~fnrmarionrs !-iim11ltci11r1 <1...o:; <'11 los laq.!/lS di' vari;\;-; 
arista.:.; y 1•11 las matricrs df' franspnrlf' para!Plo ta111bi1~n. E:.tP tra.hajo TtlllPS· 
tra. <}ltf' PI simph• lir·cho dP qw" lns mndrlos PXist1>ntr''> para t•I c-;ilc11lo df' H<'g~e 
C"n :J+} trn~illl fP!-lf rirtinJlí'S dP ~f'1!;1ltlda da..'iP 110 df'bf' intt•rprPla.fSP ('Ol!lll 111\ 

r"sultatln dPfinitiv~1. Lo contr;t:-.tantP dP la simpli1·idad d" la f'XJITP'iÍÓIJ dt> la 

simrlrfa <!" tra~lacif'1n •"11 la tPnría rovariantP y s11 <"n111p!Pjidad "B Ja t<•<uía 

f'Srala.r indica11 q11" PI 1-;1111i110 para P11l1•11d{'f dirha ~i11H•! ría 1•11 11tia rf'd :1+ 1-
<limrnsional ro111ir11za con la cn11strucriún df• 11na t1>oría rovariantr. Ahora 

f'Stamos trahaja11do 1•11 f'Sa dirrcrií111 {12. t:l). 
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