
TESIS CON' 
FALLA DE ORIGEN 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 

DE MEXICO 

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO 
FACULTAD DE II:'JGENIER.IA 

"DECISIONES OPTIMAS DE CONSUMO E 
INVERSION EN TIEMPO CONTINUO" 

TESIS DE POSGRADO 

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE: 

!'v1AESTRO EN INVESTIGACION DE OPERACIONES 

PRESEN'l'A: 

FERNANDO CRUZ ARANDA 

CIUDAD UNIVERSITARIA, D.F. 1993 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



VNJVER,'aDAD NACJONAL 
Av'JON'MA DI 

Mmc,o 

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO 
FACULTAD DE INGENIERIA 

RECIBI COPIA DE: TRABAJO ESCRITO 

(XXXX) TESIS 

DESARROLLADO POR EL ALUMNO: FERNANDO CRUZ ARANDA 

PARA PRESENTAR EXAMEN: 

DE ESPECIALIZACION 

(XX) DE GRADO 

EN INGENIERIA: INVESTIGACION DE OPERACIONES 

FIRMA FECHA 

PRESIDENTE: DR. MIGUEL ANGEL GUT!ERREZ ANDRAD • .JÁ . ~.}""'.¡J I 1/Jt..../q~ 
VOCAL: DR. FRANCISCO VENEGAS MARTINEZ /?/.A•~ //??3 
SECRETARIO: DR. SERGIO FUENTES MAYA -n-¡fr:;, 
SUPLENTE: M EN l. GILBERTO PEREZ LECHUGA ·21 j .ú....:r /y .J 
SUPLENTE: M EN I. IDALIA FLORES DE LA MOTA ;)_f-jt.;YJi\J - 23 

APROBACION DEL TRABAJO O DE TESIS POR EL DEPART 

PROMEDIO EN CREDITOS ___ 1z_<_D_o_c.z=_-_,),__ ____________ _ 

MCC'mmn 



INDICE 

RESUMEN 

INTRODUCCION 

!.ANTECEDENTES 

U.MODELOS DETERMINISTAS 

1 

2 

4 

II.1 MODELO NEOCLASICO DE CRECUvIIENTO ECONOMICO OPTIMO 6 

II.2 MODELO NEOCLASICO DE LA DEMANDA POR INVERSION 13 

II.3 MODELO NEOCLASICO DE CONSUMO-INVERSION 17 

II.4 lvIODELO DE ASIGNACION DE CREDITO PARA INVERSION 
Y CONSUMO 23 

II.5 MODELO DE lvlAXIl'vlIZACION DE BENEFICIOS DE UN MONOPOLIO 27 

Il.6 MODELO DE ANALISIS DE DEVALUACION 30 

II.7 lvIODELO DE ANALISIS DE CUENTA CORRIENTE Y TIPO DE 
CAMBIO REAL 33 

II.8 MODELO DE APRENDIZA.JE SOBRE UTILIDAD 41 

n.o lvIODELO DE CUENTA COHRIENTE y TIPO DE CA!vIBIO REAL 
CONSIDERANDO EFECTOS DE APRENDIZAJE 47 

III.MODELOS ESTOCASTICOS 

Ill.l MODELO NEOCLASICO DE CRECI.MIENTO ECONOMICO OPTIMO 
BA.JO INCERTIDUMBRE 51 

Ill.2 MODELO DE SELECCION OPTIMA DE PORTAFOLIO 
BAJO INCERTIDDrvIBRE 55 



IV.TECNICAS DE SOLUCION 

IV.l CALCULO DE VARIACIONES 

IV.2 CONTROL OPTIMO 

IV.3 CONTROL OPTIMO ESTOCASTICO 

V.PROGRAMACION DINAMICA EN TIEMPO 
CONTINUO 

,1 

VI.SOLUCIONES E INTERPRETACION DE PROBLEMAS 
DETERMINISTAS 

Vl.l SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE CHECI!vIIENTO 

58 

65 

71 

75 

ECONOMICO OPT!lvlO 85 

VI.2 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE LA DEMANDA POR 
INVERSION 94 

VI.3 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE CONSUMO-INVERSION 100 

VI.4 SOLUCION DEL MODELO DE ASIGNACION DE CREDITO PARA 
INVEHSION Y CONSU:tv!O 103 

VI.5 SOLUCION DEL MODELO DE lv!AXIMIZACION DE BENEFICIOS 
DE UN MONOPOLIO 107 

VI.6 SOLUCION DEL MODELO DE ANALISIS DE DEVALUACION 110 

VI.7 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA CORRIENTE Y TIPO 
DE CAMBIO REAL 112 

VI.8 SOLUCION DEL MODELO DE APRENDIZA.JE SOBRE UTILIDAD 119 

VI.9 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA CORRIENTE Y TIPO DE 
CAMBIO REAL CONSIDEHANDO EFECTOS DE APRENDIZA.JE 121 



VII.SOLUCIONES E INTERPRETACION DE PROBLEMAS 
ESTOCASTICOS 

VII.1 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO 
ECONOMICO OPTI!vIO BA.lO INCERTIDUMBRE 

VII.2 SOLUCION DEL MODELO DE SELECCION OPTIMA DE 
PORTAFOLIO BA.JO INCERTIDUMBRE 

VIII.DISCUSION Y CONCLUSIONES 

REFERENCIAS 

128 

131 

134 

135 



RESUMEN 

En este trabajo se estudian cliforentes morlelos económicos de optimización en tiempo 
continuo, es decir, 111odclos de la n~'iig11n.cic)11 de recursos escasos a diferentes fines en un 
cierto intervalo ele tiempo. 

Los modelos surgen ele! ¡Í.rea económica y financiera. Al principio se plantean modelos 
deterministas, donde la rcst.riccicíu es 11s1rn.lu1cnt.e una ecuación diferencial determinista. 
Después se plantean 111odclos cstoc;\:.ü.icos, c·n este caso la funcional objetivo es una espe­
ranza 111atcnuítica. y está sujeta a nua ccnacic)n dcfcrcncial cstocást.ica. 

Se estudian las técnicas ele solncicín. Primero se presentan las técnicas ele solución de 
problemas deterministas: C;í.lcnlo clc Variacioucs y Control Optimo. J:viicntras que para 
problemas estoe<Ísticos, se presenta. la tc~cnica Cout.rol Optimo Estoc>lstico. 

Para. profundizar nuls en ln-H técnicas el<" sohu:ic)n se c-stndinn las ecuaciones de Bclltnan­
Eulcr-Lagrange, la Conclicicln de Lrgcnclrc, la Conclicicín de \~'cierst.rass y las ecuaciones 

de Hamilton-Jacobi-Bcllman. 
Con las t.écnicas dcHarrollach1., "' rcsnclvc cada. uno de los modelos y se da una inter­

pretación a la. solncióu. 
Al final se ticuc un conjunto de.• condusioucs, recomeuclaciones, limit.a.cioncs y ventajas 

ele los modelos y las t,c,cnicas. 



INTRODUCCION 

El problema b1ísico en la economía es In. nsignac10n ele recursos escasos a diferentes 
fines. Muchos de estos problenurn pueden rcsoh-crsc a través de la optimización matenuí.t,ica. 

En el caso csttí.t.ico, todo n.nólisis S<! cf<~ctua para nu punt.o en el t.ic111po. En el caso 

clintÍlnico se desea a .. ~ignar rccur:;os cscnsns a diferentes finPs sobre un intervalo de tic1npo. 
En térininos 111n.t.cnd.ticos el prohlmna. con:;ist.e en dct.enninar trayectorias de ciertas vari­
ables qne 111nxi111iY.n.11 o 1niui1ni~nII 111Ht f1111C'iounl cxpresnda c>n fonna de integral. 

El objetivo de este tralmjo co1rnistc eu estudiar problemas de optimización dirnímica. 
En el capítulo II se pla.ntea.n modelos det.ermiuistas, El primer modelo es el modelo 
neocl!í.sico de crecimiento cco11.ámir.o áptimo, donde nn iuclividuo llamado planificador cen­
tral desea 111axhuizar el bienestar de todos lo8 ngcut.c:-; cconón1icos, y tiene la facultad de 
decidir sobre las trayectorias ele cousnnHJ (variable de control) e inversión de la ccono1nía; 
aquí la fuerza de t.rnbajo crece PXpo11r'11c:iah11c~11te anua tasa dach1. 

En el rnorlclo neoclrí..<ico rlr. dcm.fl.nrla. por inversión se desarrolla en un enfoque micro 
y el objetivo es detcnniuar los niwks de· prod11ccir'in, trabajo y capital, que maximicen los 
beneficios netos de la cn1prcsn.; se JH'Csc•11l.nu dos l'XLcusionc:s: el 1n0tlclo din<Í.rnico a.grcgarlo 

tle Tobin, y la. inclusión de costo.< tic a.ju.<tc rrí.pitlo del .<l.or.h de c11.pitnl. 
Se estudia tn1nbién el 1norlelo ncocltí.sico de cons'/f.m,o-ú1,'1Jcrsí<Ín 1 en el cual una economía 

doméstica desea determinar 111~ trnyect.orias ele consumo ( \'ariable de control) y capital 
(variable de cst.ndo) que 11rnxi111iza11 su bieuc.sl.ar. En una extensión e.le éste se tiene la 
posibilidad de <¡uc el indivic.1110 c1"jc 111111 lwrcucia a desccnclicnt.e:;. 

En 1uncl1;lS ccono1nfos ~urge la ncccsiclnd de obtener cn~clitos externos para inversión 

y consu1110 para un horizonte fiuito, y :-;e <lcst~H snhcr In~ proporciones de cn~dito que se 
cousun1cn e iuvcrt.eu de tal 1nc1.tH'ra, que se 111axi111icc d bienestar. Esta. situn.ción se est,udia. 

en el rnotlelo tlc a.<Ígnrr.cúín rlc r:rr'tlito.< c:i:tcrn.o.<. En este problenrn se requiere alcanzar un 
cierto nivel ele capil.al final. 

Dentro de uua ecouomÍlt h:iy proclnctos c¡uc sólo los ofrece una empresa, es decir, existe 
un monopolio, el cual desea encontrar las t.raycctorins cid precio y del número de unidades 
producidas que maximizan los beneficios de la empresa para un horizonte finito. A este 
respecto, se estudia el modelo de maximizo.cirín de beneficios del monopolio. 

Un aspecto iinportante ele lns ccono1níns abiertas es la exportación e i111portación de 

bienes. Se estudia un modelo cu el c¡uc un individuo representativo desea determinar las 
cantidades ele consum~1 de uu bien ele export.aeiún y nu bien de importación, de t¡iJ forma 
que su función de utilidad sea m<íxi1ua. 

También, bajo el eufm¡uc Baycsiano, se prescuta el proceso de aprendizaje de un 
individuo sobre su función ele 11tilidacl. El modelo describe el comportamiento racional de 
los individuos cuando estos incorporan iuformación adicioual en su función ele utilidad. Los 
individuos aprenden de su función ele 11t.ilidarl, a tr1wé3 de la experiencia; en este marco, 
se desarrolla un m.otlclo 1lc 11.füí.li,,;,, ele c1Lenta. r:on·icntc y tiz10 de ca.mbio rcnl, en el que se 
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analiza el i111¡mcto que sobre la cuenta corriente y el tipo ele cambio real tiene una política 
de estabilización basada en una clismin11ción temporal de la tasa de devaluación. Aquí, 
el individuo estií incierto sobre los valores de los parámetros de su función de utilidad, y 
minimiza entropía cruzada para iucorpon1r aprcncfümjc en sn función ele utilielael. 

En el capítulo III se plautenn modelos estocásticos. El primer modelo ele este capítulo 
es una. extensión del 1nodelo ncor:lrí..'>ico ,f,r; <:rcci1nir:ntn cconárnico optirrio de tal tnnncra. 
que las variaciones del t.amaüo ele la fncr;m ele t.rnlmjo se rígcu por una cc11ación difer­
encial cstoc<ística. En el scg1111clo modelo los iudivicluos dcseau optimizar su cn.rtera de 
invcrsi6n (port.nfolio) y ~m.b<'.r lrn; t.rnycct.nrias de c·o11s111no y riquc~a qnc 1naxin1iznn su bi­
enestar, se plautca un uwtlclo dr: :H:lc:ccián ,)pf.irnn de portafolio bajo inccrtid?Lrnbrc; aquí los 
rendimientos de la cn.rl.cra. ele iuvcrnión so11 111odclados a t.rn.\'c~s de una ecuación diferencial 
estocástica .. 

En el cnpítulo !\!He prescutan lns t.c~cnie;1s de sol11cic:111: Cúlc11ln de \ladaciones, Control 
Optimo y Cont.rol Optimo Est.oc1íst.ico. 

En el capítulo V se profuudiE.n. nuís en las t.c;cuirns de solución. Se estudian las ecua­
ciones de Bellnum-E11ler-La¡~rn11¡o;c, la Co11clil'ic)n de Lcge11drc.', In Condición de \~7eierstrass 

y las ecuaciones ele I-lalllilto11-.1aeobi-!3cll1un11. 
En los capítulos VI y VII se presenta ]a. sol11cic\n e int.crprct.a.ción ele cada uno de los 

modelos. 
En el capítulo VIII se presenta un conjunto de conclusiones. 
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I. ANTECEDENTES 

La economía no es una disciplina claramente definida. Sus fronterns están cambiando 
constantemente, y su definición cst{L frecuentemente sujeta a controversias. Para nuestro 
estudio, en la economía se estudia como los agentes económicos, es decir, individuos o 
grupos de individuos (consumidores, empresarios, gobierno) buscan la rnaximización de 
su bienestar a través de la producción, consumo y la distribución de bienes, así como 
encontrar la mejor alternativa en la distribnción de recursos escasos. 

La teoría económica trata del estudio de modelos que describen el comportamiento 
de los agentes económicos, asimismo está iul.eresada en la interacción entre ellos, y se 
divide en teorín micro y macro. Eu el c11focpw micro se estudia el comportamiento de las 
unidades cconótnicas iudividttales, t.nlcs co1no las ccono111ías d01nésticas y las crnprcsa.s, o 
ia determinación ele los precios en merca.el os aislados, o los efectos del monopolio sobre 
mercados específicos. La teoría macro cst.uclia el comportamiento de la economía como un 
todo: de las etapas de expansióu y reccsióu; ele la produccion total de bienes y servicios de 
la economía; y su crecimiento ele la tasa. ele inflación y desempleo; de la balanza de pagos* 
y de los tipos de cambio. Esta se centra en el estudio ele las políticas económicas y de las 
variables políticas como son: la política fiscal** y la política monetaria*** ; la cantidad 
de dinero y las tusas de interés; la deuda pública. y el presupuesto del gobierno. También 
constituye un reto el reducir los complicndos detalles de la economía a sus elementos 
fundamentales. Estos elementos radica.u en las interacciones existentes entre los mercados 
de bienes, de trabajo y de activos de la economía. 

Dos de las grandes enfoques cu la cconon1ín. son el ncodi1sico y el keyncsiano. En los 
modelos neoclásicos el empico de todos est:í garantizado, la política fiscal y monetaria no 
tienen efecto en la proclucción ni eu el empleo. Mieutras que eu el keynesiano, el empleo 

* La "Unlnnza de pagos" es el registro de las tra11saccioncs ele la cco110111ía con el rcslo del mundo. En 
ella hay dos c11c11las pri11cipale::;: la cuent.a corrit.~11lc y la t:UCJJla Jl' c•tpilal. La cucula corriente registra el 
comercio de bienes y servicios así co1110 frn; pagos de tra11sfcrcncia. Los servicios incluyen ílctcs 1 pagos por 
patentes y por intereses. Los pagos de trausfcrcncia. consisten en remesas, donaciones y subvenciones. Si 
las exportaciones cxccdc11 de las importaciones, más las transferencias netas al extranjero, es decir, si los 
ingresos derivados del comercio Je bienes y servicios y de las Lransfcrcuci<Lc; superan los pagos por dichos 
conceptos, se dice que existe un supcr¡Ívil. en cucnt.a corriente. 

La cuenta. ele cf.lpital contabiliza las compra,<:; y ve11tcLS de activos tales co1no acciones, bonos, tierra, 
etc. 

Estrechamente relacionadas con la Clll'nta. corriente cst.ií.11 algunas subcucnt.a.s que mencionamos para 

complet.ar la dcsc1·ipción. La balamr.a comercial contabiliza simple1nc11tc el conlCrcio <le bienes y1 si le 

añadimos el comercio de servicios, obtenemos la balanza de bienes y servicios. Finalmenta añadiendo las 

transferencias netas obtenemos la balanza en cuenta corriente. 

** La política. fiscal es la política del gobierno, c11 relación con los niveles de gasto público, y transfer­
encias, y con la. estructura de Jos impuestos. 

*** La política monetaria es la política de los haucos ccntralc~ en relación con incrementos o decrementos 

en la cantidad real de di11ero 1 sobre las lasa de interés y el nivel de ingreso. 
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de todos no está garantizado automáticamente y la cantidad de empico y producción, se 
determina por política monetaria y fiscal. 

Entonces, el problema ele ccono1nizar puede ser abordado a través del problema de 
optimización matenuí.tica, clcfiniclo como In selección ele valores de ciertas variables así 
como maximizar una función sujct.a a restricciones. Las variables del proble1na econón1ico 
sintetizan la selección ele ulguna trayectoria en particular, la función objetivo sintetiza los 
deseos del agente económico, y las restricciones siutctizan la escasez de recursos. Por lo 
tanto, matemáticamente, el problema de economizar es el de seleccionar trayectorias del 
conjunto de oportunidades tal que maximicen la función objetivo. El presentar modelos 
matemáticos tienen sus ventajas t;t!es como: el lenguaje usado es más conciso y preciso¡ 
existe una riqueza cxtraordinnria de t.corc111as 111ntcnuiticos a nuestro servicio; nos forza 
a establecer explicitameute todas 1111estrns s11posiciones como un prerrequisito al uso de 
teoremas matemáticos, y nos permite tratar el caso general ele n variables. 
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II. MODELOS"DETERMINISTAS 

En este capítulo se formnlmi nueve ürnclelos deterministas de la micro y macroe­
conomía, donde cada uno cnenta con unu. pcc¡ncña introdncción, después se presentan. Jos 
supuestos, la definición de vnl'ia.blcs y panímetros, la descripción del modelo y al final 
el planteamiento del problema a resolver. Las variables y pnnímctros que no se definen 
explicitamente en un modelo t.ieucn el mismo significado c¡ne en los modelos anteriores. 

II.l MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO 

ECONOMICO OPTIMO 
En cualquic~r ccono1nía SP toumu clc•cisioucs c~ut.re co11!-i11I11ir f'll el presente y acu1nular 

capital para aumcnt.ar las posihiliclndcs ,¡,. cons111110 <"11 el futuro. En llll extremo se tiene 
el caso de consumir hoy todo cnaut.o se ¡nwcla, que maiiana moriremos; y en el otro, se 
consu1nc tan poco co1110 se pncclt1 pnra. qnc el cHpitnl annwute y con él, el co11sun10 futuro. 

En el siguiente mockln se lrn~ca cletcnnin:w las tra.ycct.orias de consumo (variable 
de control) y capit.nl (v:iriahl!! ,¡., cst.n.clo) <¡tH" maximi~an el bienestar de una. ccono1nía., 
cuyn fuerza de trabajo crece cxpo11c11ciahuc11t,e n unn tasa dncln.. Si se to111an decisiones 
entre con~tuno e iuversir'>n de tnl fonna que ('l bieuc:ünr sen lo nulxiiuo posible para todos 
los individuos, el prohlc111;i <'S lo qtw se co11oec co1110 1not!c:lo ncor.ld.síco <le r.recirniento 

económico óptimo. 

II.1.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

El nloclelo to1na e11 c11c11ta los siµ;uicul.<~s s11p1u·:;l.os: 
( i) la econmnía es agrc.gacla, es clccir, se proclnc<" y se consu1llc un sólo bien, 

( ii) la econmnía es cerrada, o sea r¡uc, 110 es posible exportar ui importar bienes, 
( iii) la tecnología ele procl11cción rcc¡11icre dos insu111os o foct.orP.s de la producción: capital 

y trabajo, 
( iv) iá función ele proclucción presenta rcnclimientos constantes de esca.la, 
(u) la oferta de trabajo es pcrfcctamcnt.c i11clí1stica, es clr;cir, las individuos est<Ín dis-

puestos a trabaja~· con cualquier salnrio, 
(vi) la fuerza. laboral crece en forma exponencial, 

( vii) el ca.pita! se deprecia a ltlm tasn. constnntc, 
(viii) toda la prodnccic'ln se dest.iun. a. cons1uno o inversiclu, 

(ix) cxist.c un individuo qttc es llr1.11rndo ph1uificador ccutral, el cual desea inaxiiuiza.r el 
bienestar de tocios los ngentcs, y tiene In fne11ltacl de clecitlir sobre las trayectorias ele 
consumo y de inversión ele la economía, 
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(x) la tasa subjetiva int.ert.empornl de clcscucut.o es constante, 
(xi) todos los individuos pa.rt.ici¡mn con su t.rabnjo en la econon1ía. 

Il.1.2 DEFINICION DE VARIABLES 

A continuación se cnlist.au las variables que definen el modelo: 
(i) Y(t), producción al t.icmpo t, 

(ii) K(t), capit.al al t.icmpo f., 
(iii) C(t), consumo al tiempo /., 
(iv) I(t), inversión al t.icmpo 1, 

(v) L(t), traba.jo al tiempo t, 
(vi) y(t), producción per ctÍpita al tiempo t, 

(vii) h(t), capit,al pcr cií.pit.a al t.i.,mpo t, 
(viii) c(i), consumo pcr C<Í.pit.n. al tiempo 1, 

(i:c) i(t), invcrsiln1 pcr ccí.pita. al tiP111pn t., 

II.1.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

Los pnnÍlnctros <pte se ttsnu <'ll d 111orklo so11: 

( i) ¡t, tasa ele clcprcciacióu de ca.pi t.al, 
(ii) n, tasa de crecimiento ele la fuerza lalioral, 

(iii) p, tasa s11bjet.iva int.crtcmpornl de dcsc1wut.o, 
(iv) 1·, tasa de intcr<,s. 

II.1.4 EL MODELO 

El modelo ncod{1sico de crccimic11t.o rnractcri:w. el crecimiento económico en una 
economía cerrada. Se supone c¡11c toda la produccicín se distribuye entre consumo C(t) 
e inversión I(t.), es derir, 

Y(t.) = C(t) + I(t). 
La inversión I(t) se usa pn.nt remplazar ca.pita! depreciado ¡d{(t ), y para acumular capital 

k(t) = dK(t)/dt, es decir 
I(t) = k(t) + ¡tf{(t). 

Se supone que la produccicín se realiza "ª cacla instante t, combinando la fuerza de 

trabajo L(t) y el capital I<(t), dispcmihlcs al tiempo t, ele forma tal que la producción 
en ese instante sea nuíxinrn. Entonces, la prnd11cdc\n Y(/.) correspondiente a cualqnicr 
combinación de los factores J{(t) y L(t) est,¡\ dada por una función F(Il(t), L(t)), de tal 

forma que 
Y(t) = F(I{(t),L(t)). 
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Se supone que la función de producción es invariante en el tiempo (es decir, no hay cambios 
tecnológicos). Se supone también que Fes dos veces difcrenciable para todos los insumos 
y con productos marginales positivos, pero decrecientes (o sea que, por cada unidad de 
insumo (traba.jo, capital) se tiene un incremento en la producción, y conforme se aumentan 
los insumos la producción siempre se increment.a, pero cada vez menos) 

fJF 
fJK >O, 

fJF 
fJL >o, 

Supóngase que: 

r EJF(K, L) _ 
/\!:!fo f)J( - oo' pura L fija; 

r fJF(J(,L) 
l~b EJL = oo, para I( fija; 

EJ2F 
EJK2 < O, 

r fJF(K,L)_o 
/\~~ EJJ( - ' 

r fJF(K,L) -O 
/,::_1~ EJL - , 

para L fija; 

para J( fija; 

con lo cual los productos marginales en ambos casos empiezan en el infinito y decrecen 
hasta cero y las isocunntas no se intcrsectan con los ejes. Además, se supone que la función 
de producción es homogénea de grado uno (no hny economías ele escala); es decir, 

para todo z,. 

En particular, tomando ,, = 1/ L, se tiene 

~ = F _:_ 1 =J _:_ 1· (F ) (F) 
L L' L ' 

donde J(K/L) es h1 función de la producción per cápita. 
Las variables y eClwciones introducidas se pueden reescribir en términos per c~ápita, 

de forma tal que las nuevas variables son k(t) = K(t)/L(t), y(t) = Y(t)/L(t), c(t) 
C(t)/ L(t), i(t) = I(t)/ L(t), y la producción pcr cápita en el tiempo t está dada por 

y(t) = f(k(t)), (JJ.1.1) 

la cual se distribuye entre consumo per cápita e inversión per cápita, 

y(t) = c(t) + i(t), (JJ.1.2) 

donde la inversión per cápita i(t) se distribuye entre depreciación de capital per cápita k(t) 
por una tasa dada"' y la razón entre la tasa ele cambio de capital y el trabajo k(t)/L(t) 

. k(t) 
z(t) = L(t) + ¡ik(t). (JJ.1.3) 
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La trum ele cambio ele ca.pi tal per c1í.pitá.cs 

h:(t) = :.!_ (K(tl) = k(tJ _ I\(·t·Jt(t).h. f\(tJ'-:-k(t)t(t). 
clt L(t) L(t) L(t) L(t) •·• L(t) . L(t) 

·; :,:>·, 
De las ecuaciones (II.1.3) y (II.1.4) se obtierie ·. 

'( ) ; ( ). ···(······.· •.. t(l)) '·( ) 1 t = ,,,t t . ¡1 +L(t) i.: t . 

(JI.1.4) 

Pero como L(t)/L(t) es el crecimi.,uto de la fncr~a laboral y es igual a. n, entonces 

i(t) = i.:(t) + (¡1. + n)/,:(t) = i.:(t) + ,\/.:(!), (II.1.5) 

A se define con10 ln. snn1a ele la tn.Ha de clepreeiación del capital ¡1. y de la tnsn. de crccirnicnto 
de la población n, 

,\ = ¡1.+11, 

por tanto, es también mm const.a11tc positiva. De las ecuaciones (II.1.1), (II.1.2) y (II.1.5) 
se puede fonnnr la cc1la.ción difcrr~11.r.ú1.l f11.ndn1ncntnl 1lc crcci1n1:cnto cconó1nico ncoclrLJico, 

.f(/,:(l)) = c(I.) + .\/,:(1) + i.:(t), (II.1.6) 

la que indica. que la producci<)n per eüpil.a. l':-;t:.'1. clist.ribnic.la eutrc consuuto pcr clípita c(t), 
mantenimiento del cnpit.nl pcr nípit.a ,\/c(I) e i11cremcnto neto cu el nivel de capital per 
ciípita i:(t). 

El esta.do inicial de capital pm· c;ípit.a est;Í. claclo por 

(Jl.1.7) 

El objetivo del planificador central es mnximi;mr una función ele utilidad, la cual 

depende del consumo 

U= U(c(t)). 

Se supone que la función de utilidad es dos \"cccs cliforenciablc, con utilidades marginales 
positivas pero clccrccicntcs pnra todos los niveles ele consumo pcr cápita (por cada unidad 
de consumo se tiene una utilidad positiva, y conforme se signe consumiendo la utilidad, 
sigue siendo positiva, pero cncla vez; 111¡\s pcc¡11e1ia) 

dU(c) =U'(<')> O, d2U(c) = 'T"( ·) <O I;/ O 
de . tic" ~ e ' e' < e < oo' 

() 
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además la función ele utilidad U( e) es cst.rict.nmeute cóncava y monótona creciente. Se 
supone también que la función de ut.ilida.cl sat.isfoce !ns· condiciones del límite 

!~~ U'(c) = oo, e~~ U'(c) =O, 

tal que el producto marginal empieza en el infinito y decrece hnsta cero, y tal que las 
curvas de indiferencia no se iutcrncctm1 cou los ejes. 

Dada una tasa subjetiva iut.ertempornl de clescueuto p, y un factor de descuento ex­
ponencial, la utilidad del cousmno pcr c1ipit.a r:{t) en el tiempo tes c-p(t-tolU(c(t)). 

Entonces, en el intervnlo t 0 1H1-'ta t 1 , d hicuestnr est;í. da.do por 

¡.¡r = f'' r:-r•(l-lolU(c{l))dL 
•to 

(II.l.8) 

El planificndor ccutrHl t.rat.a de 111<1:d111izar 11', husecl11clo la trayectoria. óptin1n. de 
consumo c(t) en el intervalo t 11 :5 t :5 oo, c\owlc sc\lo los siguientes valores para c(t) son 
viables: 

O :5 c(t) :5 f(/,:(I)), V t, to :5 t :5 oo. (II.l.D) 

El problc111a de crccúnir:nf,o conuí·1nir:o <Ípli1r1.o nr.oclrí..i;ico para nna ccono1nía agregada 
y cerrRcla. con nn hori2ont.c d<! pln11eacic>11 i11fi11ito, co11Histc cu cucontrar la trayectoria de 
consun10 pcr cápita e( t ), tal que se resuelva: 

iVfoximiznr ¡= c:-p(t-to)U(c(t))dl, 

. 'º 
sujeto n l'(t) = f(l,·(t)) - ,\k(t) - c(t), 

/.-{In)= ko, 

O$ c(I) :5 f(k(t)), 

c(t ), cont.inua por pedazos. 

II.1.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA 

L,os siguientes dos planteamientos son c<¡tii\•alt'11tcs: 

Maximizar (""_e-,,(r-to) U( e( t ))rlf, 
},, 

sujeto a i,(t) = .f(l,,(t)) - ,\/.:(t) - c(t), 

k(io) = ko, 

O :S c(t) :S /(h'(t)), 

c(t), continua por pcclmms. 
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{ 

Maxi'.nizar J.= c-pCt-to)U(.f(k(t)) - ,\k(t) - Í.·(t))dt, 

SUJctO a 1 .. (to) = ''º' 
O~ c(t) ~ f(k(t)), 

c(t ), continua por pedazos. 

En el siguiente planten.mienta se"tieneln modificación, ele c¡ue la economía tiene acceso 
a un mercado de crédito; es decir, se pueden prestar o pedir prestado bienes a una tasa de 
interés r. 

IV!a.'Cimizar j 00 

c-p(t-tolU(c(t))dt, 
lo 

sujeto a ["" c-•"(l-lo)(f(/ .. (t)) - ;,(1) - ,\l .. (t))rlt = r= (;-r(t-to)c(t)dt, 
. 'º ./,º 

k(t 0 ) = ''º• 
c(t), contimrn por pedazos. 

Para el planteamiento ant.erior se hace lllm form11lacic'm diferente mediante la condición 
"No Ponzi Game". Con c~t.a l'otHlicic'm se di1nina la posibiliclatl de c¡uc el individuo se 
endeude indefinidmnentc, pagando iut.<'r<'"''" c011 nuís deuda. 

La ecuación difcrcncicil fu11chn11c11t.nl ch~ crcciinicuto et·o11c'n11ico traído a. valor presente 
está dado por 

l oo c-r(t-tol(Í.:(t) + ,\l,(t))dt = {°" c-•"(t-tol(.f(h(l)) - c(t))clt. 
to ./,o 

(II.1.10) 

Tomando la expres10n dd Indo izc¡nic•rdo ele la cc11acicí11 anterior, sumando y restando 
J,'; c-r(t-told:( t), se tiene: 

1
00 

c-r(t-lo)(Í,:(t) + ,\k(t))dt = j°" c-r(t-to)(i,(t) - rk(t))dt 
to lo 

+ /
00 

c-r(l-lo)(,\h:(t) +rh,(t))dt, 
. 'º 
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e integrando c-r(t-to),.k(t)dt por partes 

1
00 

c-r(t-tol(k(t) - rk(t))dt = f
00 

c-r(t-to) k(t)dt 
to lt 0 

+ c-r(t-to)k(t)¡= -1= e-r(t-tolk(t)dt 
to to 

= lim k(t)e-r(t-to) - 1.:(0), 
1-00 

que junto con la condición "No Ponzi Game" 

lim k(t)e-r(t-to) =O, 
t-oo 

lleva a 

1

00 

c-r(t-lo) k(t)dt = -h(t0 ) + 1= c-r(t-to)1·/.:(t))dt. 
to to 

Sustituyéndolo en la ecuación (II.1.10) se obtiene la siguiente formulación del problema: 

Maximizar 1= e-p(t-to)U(c(t))dt, 
to 

sujeto a 1.:0 +100 

c-r(t-to)(f(k(t)) - ,\/.:(t) - 1·/.:(t))dt = 1= c-r(t-to)c(t)dt, 
~ ~ 

lim 1.:(t)c-r(t-to) =O, ,,., 
1-00 

c(t), continua por pcdaws. 
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II.2 EL MODELO NEOCLASICO DE LA DEMANDA 

POR INVER.SION 

A diferencia del modelo anterior, el sigui cu te a desarrollar es un modelo micro­
económico. En éste se considera mrn empresa cuya racionalidad es determinar los niveles 
de producción, trabajo y capital que maximicen los beneficios netos. 

II.2.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

Los supuestos esenciales del modelo son: 
( i) un sólo bien, 

(ii) no existe un mercado de capital, 
(iii) la función de producción presenta rendimientos constantes de escala, 
(iv) la tecnología ele producción requiere dos insumos o factores ele producción: capital y 

trabajo, 
(v) en cualquier momento hi cantidad de capital es predeterminada, 

(vi) la empresa puede contratar cualquier cantidad <le mano de obra en cada instante t, 
(vii) el precio del bien y ele los insumos est•Ín ciados, es decir, la. empresa es precio aceptante 

(mercados competitivos). 

II.2.2 DEFINICION DE VARIABLES 

Las variables a utilizar en el desarrollo del modelo son: 
(i) l\(t), stock de capital al tiempo t, 

(ii) L(t), número de empleados de la empresa al tiempo t. 

II.2.3 EL MODELO 

El nivel de producción de la empresa está representada por la siguiente expresión 

Y(t) = F(l\(t),L(t)), 

donde la función de producción se caracteriza por productos marginales del capital y del 
trabajo, éstos son positivos pero decrecientes, es decir 

DF 
81( >o, 

DF 
DL >O, 
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fJ2F D2 F 
DK2 < O, DL2 < .º· 

Ade1mís, la dependencia directa del pro,tll!d[J:Í_ua~ginnl del én.¡)itnl (empico) respecto del 
empleo (capital), satisface 

Se supone que la función cle.prcicl(1c6i\Sii•~~ h~~ogénea ele grado uno, es decir 
' - . - «-·'> ~.: ~ '-~ - '. -

~;,,;;;-- ·"·"i·::.-:· -

Del teorema de Euler, se tiene 

Y= ~~(](, L)K + ~~ (J\, L)L. 

Además, de la homogeneidad ele F, se cumple c¡nc 

Considere ahora.,,= 1/ L, cnt.onccs 

D _ DF (¡.: ) 
DJ,.F(J,,L)=D(K/L) L' 1 , 

es decir, el producto marginal ele capit.nl depende scílo de la relación capit.al-trabajo y el 
producto nrnrginal del t.rahnjo dc·p<'nrlP "ílo ele la relación capital-trabajo. Por otro lado. 
la cn1prcsn. t.icnP un costo ck oportnuiclad dnclo por r- rr, do11de,. es la. tasa de interés (tasa 
nominal) de algún iustrnrncuto firnmcicro de rcut.a fijn, el cunl no adquirirá por utiliza.r 
su capital en In c111pre::m y, tt ln. tasa ele i11Hndcl11. Aclcuuís, ~11ponc111os que el capital se 
deprecia. a 111m t.:rna .S. Los iu,u;n·sos el" la c.·111pn•sn. sou ¡iF(/\"(t), L(t)), el pago de salarios 
es w(t)L(t) y (1· +ti - rr)pl\: es el costo de capital. La empresa. desea nrnximiznr el valor 
presente ele los beneficios, por lo cual su problcu1a a rcool\'er es 

Maximizar L"' ,,-rt [pF(K(t), L(t)) - w( t)L(t) - (1· + ó - rr)pK(t)]dt. 

II.2.4 UNA EXTENSION DEL PROBLEMA ANTERIOR 

El siguiente modelo oc conoce como Af(}{lclo Di·ruímico Agrcga.tlo tlc Tobin. El modelo 
es dinámico y de tipo agregado, en él se est.utlian las t.raycct.orias temporales ele las variables 
endógenas, asociadas con posibles trayectorias temporales de lns variables exógenas, con 
el propósito de describir el nivel ele producción de uun. empresa y los usos a que esta 
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producción se destina. Por tanto, la. empresa dcsmc maximi;mr su valor presente del flujo 
de beneficios netos. Se supone In existencia de un mercado perfecto, en el c¡ue las empresas 
intercambian cantidades del stoek de capital existente. Los individuos pueden comprar 
instrumentos financieros del l:Vlcrcnclo ele Valores (acciones) cnyos intereses pneden ser 
usados en los flujos de efoct.ivo de la. empresa con el Hu de determinar el valor de sus 
acciones. 

II.2.5 SUPUESTOS SOBRE LA EXTENSION 

Los supuestos (i), ('iv), (vii) citados cll el moclclo ant.erior son válidos en éste, sólo se 
agregan los supuestos sig11icutes: 
(i) la emprcs;i. puede comprar o vcIHlcr (o alquilar) cttn11t.o capital desee en cualquier 

instnntc, 
(i·i) existe nu n1crcnclo perfcct.o ch! capitnlcs, es clt•c.ir la c!tnpre.sn. puede prestar y pedir 

prestado bi<~ncs a. uua tnsa. ele iut<~n~H r, 
(iii) los individuos p11etlen comprnr instnnncutcm financieros, por ejemplo: bonos y ac­

ciones. Estos son considerados s11st.it11t.os ¡wrfodos, es clecir s11s rendimientos reales 
esperados son iguales. 

II.2.6 EL MODELO 

En el modelo, la. empresa tiene la misma función ele producción que en el modelo 
anterior, y sn finjo de efectivo neto en en.in al instante t, es 

p(t)F(I\(f), L(t)) - w(t)L(t) - .J(t)(J~'(t.) + lil\(t)), 

donde el término J(t)(J{ + lil\(t)) rcpr.,sc•utn el gasto (j\ll' hace la empresa en bienes ele 
capital. Esta paga .J(t)ol\(t) para. manl.t·111·r int.act.o rm capital y .J(t)k para agregar a su 
stock de capital a la tnHa f.;: por uuiclacl ele- t.i.,mpo. En el tiempo cero, el valor presente de 
la empresa CH 

V(I\,L,k,t) = {°"' c-"'[p(t)F(I\(t), L(t)) - w(t)L(t)- J(t)(I{(t) + 61\(t)]dt. (II.2.1) ./o 
Supóngase c¡ne el precio .7(1.) y el salnrio w(I) siguen traycct.orias de tipo exponencial, es 

decir 
v(t) =pe"'; .J(t) =Je"'; w(t) = wc"'; 

donde 7í es la tasa de inflación. La expresión (11.2.1) se convierte en 

V(I\,L,k,t) = ("" c-<r-"l'[pF(I\(t),L(t)) - wL(t)- (J{(t) + H\(t))J]clt. 
./o 

(IJ.2.2) 



Por t.müo, In empresa ~lc~é,;: dct.,rinim1r Iiís truycctorias trab¿ijo y en.pi tal en d t.iempo 
t que mnximicc stt bc1~cfi.~ió, ¡i<ir Í~ qil~' s~t.¡n:<Íl)Iciiul. arcsólvcr.es: 

~ • . ' , .,. -- •·:. ",., • . . . ' '-' -e=-.• - •. •, ..• ---,.'-+" -'·· o·. • 

{ 

Maximiznr V(K, LJ.;, t) =· .t~ c-(r-"l'[pF(J.;(t), L(t)) - wL(t) . 

- (R(t) + b'K(t)).J]dt, 

sujeto a K(O) = Ko, 

donde l\0 está. dado. 

II.2.7 UNA EXTENSION DEL PROBLEMA DE TOBIN 

Los supuestos anteriores son váliclos en cstf~ 111nddo, .a.dcnuls se supone que existen 
costos asociados cou el aju:-;t.t~ nípido dt'l stock de capital y c11w tnles costos au1nentan 
rápida1ncntc con la ta:rn. absoluta de iuvc•rsi<'n1; tm1 rápido, que de liecho la ctnprf.'sn. nunca 
intenta conseguir u11 sall.o i11st;111f.;Í11<·0 ele su ca11t.ida<l (st.ock) de capital. La t.nsa por 
uniclnd de t.icmpo de est.cm <'.osl.os (rncclicla "11 liie11cs de capital por unidad ele tiempo) se 
describe con la fttucicí11 C(k) que es diferencia ble dos VL"ccs y cumple 

C'(Ji:) {~}O , c1w11do ¡'.;, {~}O, C"(Ii:) >O, C(O) =O. 

Los costos de ajustar el Hl.oek dt> n1pit.al sou 110 11cgntiYo~ y n1111H·ut.nn a una tasa. creciente 
con el valor alisolnt.o de i11Vl'rsiéi11. El tlnjo de efcctin> dcscout.arln de la. e111prcsa se define 
C01110 

J(L(t),J.;(t),k(t), t) = c-"'[¡1F(I{(t),L(t))- wL(t)- .J(t)b'X(t) - .J(t)k(t)-.J(t)C(k)J, 

donde .J(t) es el precio ele los liic•n<'s el" cnpibil en el tiempo l y ,. es la tasa de interés 
instanbí.nca, que se supone coustaute cu d iut.t•rvalo {O. oo). La P111presa desea. dctcnnincu· 
las trayectorias de la dcnrnnda. ele fuerza.,¡., t.ralmjo y ca.pita! c11 el tiempo t que maximicen 
su bicnestnr (tra.ído a valor presente), es decir la. empresa dc•se¡¡. resolver: 

{ 

Maxi'.uizar 

~ 8UJcto a 

donde K 0 está darlo. 

{"" f( L(I ), K( t ), ¡;·(t ), t )dt, 
.fo 

J.;(O) = Xo, 
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II.3 MODELO NEOCLASICO DE 

CONSUMO - INVERSION 
En este modelo se consiclem una economía doméstica en la cual un individuo desea 

determinar las trayectorias de consumo (varia ble ele control) y capital (variable de estado) 
que maximizan su propio bienestar. 

II.3.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

El modelo toma en cuent<t los siguiente" supuestos: 
( i) no hay depreciación ele capital, 

(ii) tocio el ingreso es destinado a consumo e inversión, 
(iii) la tasa subjetiva intcrtemporal ele <lcscucuto es constante, 
(iv) el individuo puede prestar o pedir prestado bienes a una tasa ele interés dada. 

II.3.2 DEFINICION DE VARIABLES 

A continuación se hace una lista ele las vnri<iblcs que definen el modelo: 
(i) TV(t), herencia. al t.iempo t, 

(ii) ]{(t), stock de capital del individuo al tiempo t, 
(iii) C(t), consumo del individuo al tiempo t. 

II.3.3 EL MODELO 

Suponiendo que la función ele utilidad cumple con las mismas condiciones formuladas 
en el primer modelo estudiado, la utiliclacl descontacla, al tiempo O, ele un individuo con vida 
infinta (o ele una familia cuyos padres se preocnpan por hijos, nietos y demás descendientes) 
está dada por 

V(O) = 1= e-P'U(C(t))dt. 

Los ingresos del individuo en el instante t se forman ele un salario v(t) dado como 
una variable exógena e ingresos proveniente de intereses r]{(t) sobre sus activos de capital 
K(t). Los ingresos se distribuyen entre consumo C(t) e inversión Í\(t): 

rK(t) + v(t) = C(t) + Í<(t). (II.3.1) 

El capital inicial está dado por 
]{(O)= ]{o. 
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El problema es encontrar una. trayectoria ele consumo C(t) tal que se resuelva 

{

Maximizar 1= c-1'
1U(C(t))dt, 

sujeto a Í<(t) = 1·K(t) + v(t) - C(t), 

I<(O) = I<o, 

C(t), co11t.i1111a por pet!n.zos. 

II.3.4 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA 

Los siguientes plantcnmicnt.os son equivalentes: 

{ 

Maximi:wr 1= c-"1U(C(t))dt, 

sujeto a Í<(t) = 1·I<(t) + v(I) - C(I.}, 

I<(O) = I<o, 

C(t), conti1111a por pedazos. 

{ 

Maxi:11izar fi= c-,.t~T(rf{(t) + 11(/) - f.:(f))dt, 

SllJeto a. ¡,(O) = /,o, 

C(t), co11ti11wi por JH'<lazos. 

1 

Maximizar 1"° e-fl1U(C(t))dt, 

sujeto a 1"° c-_r1 (7'li:(I.) + v(t)- k(t))tlt = 1= c-"1C(t)dt, 

!<(O)= I<o, 

C(t), continua por pcclaws. 

Para el tercer planteamiento se puede hacer mm formulación diferente usando la 
condición "No Ponzi Gamc" (comparar con sección II.1.5}: 
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Maximizar J. 00 

c-P1U(C(t))dt, 

sujeto a Il:o + r= e-r1v(t)dt =. {""' ¡,-rtc(t)dt, 
lo lo 

1~~ K(t)c-rt =O, 

C(t), continua por pedazos. 

II.3.5 UNA EXTENSION DEL PROBLEMA ANTERIOR 

Aquí, un individuo no sólo oht.ienc ntili<lacl del consumo, sino también por dejar una 
herencia a sus beneficiarios. 

Sea F(t) la probabilidad ele morir en el tiempo t, F'(t) la función de densidad asociada 
y T el tiempo de vicia, ele tal forma. c¡ne F(T) = l. La prohahilidad ele vivir al menos hasta 
tes 1- F(t) = J/ F'(.s)ds. 

La utilidad ele la herencia se expresa por mm función IF(t ). Se supone que esta función 
ctunplc con las 111is11rns condidcínl's qnl.' se fonuulnron para funciones de utilidad en el 
primer niodclo. 

El factor a(t) es nna funcic'm c¡ne rl'fic•j11 la importm1cia relativa para el individuo de 
dejar una herencia grn11clc clnrnntc ln. ini t.ad de su vida, cuando los hijos son niños, en 
co1nparación con aüo.s ante!-; ck t.eacr hijos y ;:uios dc:ipué::; rlt~ que los hijos sean adultos e 
independientes. 

Si el inclividno Ill1H'l'C' l'll c•l t.it•n1po f., c•11t.01u·<'H la ut.ilidacl de H\l vida va a depender de 
la utilicla.d ele la. trnycct.orin. ck su c:mrnnmo clcscont.:1Clo hasta. el tierno t nuís la nt.iliclad ele 
la herencia. l•V(t.) clesc:ontado por d fnet.or a(I.). 

Se desea maximizar el valor esperado ch! la ut.iliclad total, es decir: 

1' 1 ] 
Maximizar f F'(t) [[, c-"·'U(C'(8))d8 + a.(t)W(I\(t)) dt. 

Ío . o 

Integrando por part.cs In, doble integral que aparece en la. expresión anterior, haciendo 

dv = F'(t), 

V= F(t), 

du = c-P'U(C(t)), 

tt =fo' c-P"U(C(s))ds. 
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Entonces 

lr F'(t) l c-f'·'U(C(s))dsdt = (F(t) l c-P·'U(C(s))ds) [ 

'/" -1 F(t)c-"1U(C(t))dt 

T 
= f c-P·'U(C(8))d;; 

.fo 
'[' 

f P(t)c- 1'
1U(C(t))dt 

.fo 

'/' 
- f F(t)c- 1'

1U(C(t))clt, 
.fu 

T T 
ya que fo c-P·'U(C(s))ds = J;, c-"1U(C(i))dt. Por !.auto,'" obtiene la siguiente función 
objetivo 

T 
f {e-P1U(C(i))[l - F(l)j + o(l.)l-V(l\(l))F'(t)}dt . 

.fo 
Está formulación se ¡mcrlc iut.crprt'l.ar ele 1" siguiente forma. Si d individuo vive al menos 
hasta t (con probabiliclacl 1 - F(t)), eutonecs se suma la ntilidacl del consumo. Si el 
individuo mucre en el tiempo t (probabilidad F'(t)), cntouccs se tiene tmnbién utilidad de 
la herencia. 

El capital inicial esliÍ. ciado por 

l\(O) =!\o. 

Ln restricción de que tocio d ingreso csl;Í clc!8t.inaclo a cousu1110 o inversión es igual a 
la del problema anterior (ccnación (II.5.1)). 

El problema es cncunt.rnr mm trayectoria ele consumo C(I) tal que se solucione: 

{

Maximizar lr{c- 1'
1U(C(f))[l - F(t)] + a(t)IV(X(t))F'(t)}dt, 

sujeto a l\(I) = ,.J\(t) + P(t) - C(t), 

!\(O)= l\o, 

C(t), eontinnn por pcclnzos. 
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II.3.6 PLANTEAMIENTO DE LA EXTENSION 
DEL PROBLEMA 

Los siguicntcH pln.utcnmientos son <x11iivalent.es: 

{

Maximizar fo'/'{c- 1'
1U(C'(i))[l - F(t)] + a(t)W(K(l.))F'(t))dt, 

sujeto a J\(t) = rl\(t) + v(t) - C'(t), 

J\(O) = J\o, . 

C(t), cont.imm por pedazos. 

T 

{

Maximizar 1 {c-1'
1 U(rK(t) + 11(t) - k(t))[l - F(t)] + a(t)W(K(t))F'(t))dt, 

sujeto a K(O) = Ko, 

C(t), continna. por pcrlm:os. 

'/' 

Maximizar 1 {e-"1U(C'{t))[l - F(t)] + a(t)lV(J,·(t))F'(t)}dt, 

T I 

sujeto a { F'(t) f, c-r"(l'l\(s) + 11(-<) - Í<(s))d.sdt = Jo . u 
T t 

{ F'(t) { c-"·'C(-<)d.dt, 
./o ./11 

!<(O)= I<o, 

C'(t), continua. por pcclazoH. 

Integrando la parte con la. doble integral clcl planteamiento anterior se obtiene la siguiente 
formulación (comparar con sección 11.3.5 ): 

T 
Maximizar 1 {c._ 1'

1U(C'(t)}[l - F(t)] + a(t)W(J,·(t))F'(t)}dt, 

T T 
sujeto a 1 c-"'(1·K(t) + v(I) - ¡~·(1.)l[l - F(t)Jdt = 1 c-r1C(t)[l -F(t)]dt, 

o {J 

1\(0) = IO:o, 

C(t), continua. por pcdm:os. 
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Para el tercer planteamiento ·se puede hacer una formulación diferente (comparar con 
sección II.1.5): ... 

'/' 

Maximizar 1 {c-r 1 u(C(t))[l-F~t)J +a(t)W(I\(t))F'(t)}clt, 

sujeto a 
•· 'r . T 

[I\0 - K(T)c-r1][1 - F(t)) -f .• r c-r1I\(t)F'(t)dt + 1 "-..i,,(t)[l - F(t))dt = 
' ··~)-. . o 

. '/" 

1 c-r'C(t}[l - F(t)]dt, 
() 

C(t), continua por·p~dnzos. 
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II.4 MODELO DE ASIGNACION OPTIMA 

DE CREDITOS EXTERNOS PARA 

INVERSION Y CONSUMO 

Un país obtiene ayuda ccouc'nnica parn \lll cierto pcrioclo de tiempo. Se desea deter­
minar la t.rayectoria de la fra.ccicíu cid cn;clit.o c¡ue se cous1unc (variable ele control) y la 
tra.yect.oria clcl en.pita! (variable ele "si.arlo) c¡uc maximizan el bi"ncstar. 

II.4.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

El n1oclclo to1nn. cu cucnt.a los siguientes Hnpnc:;tos: 

(i) tocia la ayuda ccouc"nuirn. se clcst.irn1 a c011sumo o iuvernióa, 
(ii) la tasa subjetiva. iut.ertcmpora.l ele cl<'seuento c•s const.autc:, 

( iii) existe un iucliviclno llamaclo plauifirnclor ceutrnl, el cual desea maximizar el bienestar 
de todos los agcut.cs, y t.icue la fac1iltad ele clcciclir sobre las trayectorias ele consumo 
y de inversión de la <'couomía.. 

II.4.2 DEFINICION DE VARIABLES 

A contin11acic'm "' hace 11ua. list.a ck las \"ariahles que ckfüwu el modelo: 
(i) K(t), capital a.l t.ic·m¡><• 1, 

Cii) u.(t), part.c~ (le ln ayncla qnc se• d'•sl.i1111 a i1n·<·rsi<'>11 ;11 ti<•111po /., 

(iii) m(t), Hujo de bienes al t.ic.·111¡>0 1, 

(iv) l\J*(t), fi11jo ele divisas (cliuc·ro externo) nl tiempo t, 
(v) p•(t), nivel ele precio ext.<"rno al t.i<-11qm l. 

II.4.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

Se presenta una. lista de los par<Ímct.rns e¡ uc se usan en el modelo: 
(i) T, periodo ele ayucla ccoaómicn, 

(ii) r, tasa ele interés, 
( iii) p, tasi. subjetiva lnt.crtcmpornl ele cl<•scnc•ut.o. 
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II.4.4 EL MODELO 

Suponiendo c¡ne la fuucióu ele utilic\ad cumple con las mismas condiciones formuladas 
en el primer modelo, el plauificn.dor tra.ta de nrnximi:mr la siguiente función objetivo: 

'/' 

Maximizar 1 c-"1U[(l - u(t))m{t)]dt, 

donde 1 - u(t) es la parte de la ayuda económica que se destina al consumo al tiempo 
t y m(t) la cantidad de bienes qne llcgau al país como préstamo al tiempo t. Si 11J*(t) 
es la cantidad de divisas que se ol>ticue al t.icmpo t como crédito y P*(t) es el nivel de 
precios externos al t.ictnpo f., se p11c~cle <lct.enuinnr el flujo ck• bienes externos n1(t) para este 
instante de tiempo como 

M*(I) 
1t1{1) = P•(t). 

La tasa de cambio ele capit.111 k(I.) eu la <"<'onomía. es la parte de la 11yuda económica 
que se dcstiua a la iuvcrsión m.(1)11.{t), es ck'cir: 

k(t) = m(t)11(t), douclc: 11(1) E [O, 1). 

El stock de capital inicial est(i claclo por 

/\(O)= I\u. 

Se desefl. tambi<iu alcanr.ar por lo mcuns uu stock ele capital I\r, es decir 

'/' 

J.;(T) ~ ú·'I', donde I\(O) < ¡.;T < I\(O) + ( m(t)dt . 
./o 

El proble111a de a .. i;1'.gna.c:1:cJn ó71t1:m,n ele cn!tlito en u:na econo1nÍtL para consumo e in~ 
ver•ÍÓn consiste cu encontrar la t.raycd.oria de la prnpnrcicín ele crédito que se asigna a la 
inversión 11.(t), tal qnc se resudv<' el probl,,111a: 

T 

Maximizar 1 r:-"1U[(l - 11(t))m(t)]dt, 

sujcl.o a. k(t) = m(t)11(t), 

J.;(O) = ¡.;o' 

l\(T) = J.;T, 
T 

J.;(O) < !\'/' < 1~·(0) + 1 m(t)dt, 

n(t) E (O, l]. 
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II.4.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTOS DEL PROBLEMA 

Los siguientes plnntca.1uicnt.os son cq11iv1ilcutcs: 

'/' 

Maximizar 1 c-"'U[(l - u(t))111(t.)]dt., 

sujeto a k(t) = m(t)u.(f.), 

K(O) = Kn, 

K(T) = Kr, 
'/' 

J{(O) < J{'I' < f{(O) + ( 111.(t)dt, 
Íu 

u(t) E [O, 1). 

'/' 
Maximiwr ( c-"1U[J11.(i)- k(t.)]t!t, 

Ío 
sujeto n l{(O) = 1{0 , 

K(T) = Kr, 
'/' 

I{(O) < l{'I' < J{(O) + 1 m(f.)dt, 
ti 

u(f) E [O, 1). 

En el siguiente planteamiento se tiene la modificacicín de c¡uc la economía tiene acceso 
a un mercado ele crédito, es decir, se p11C'dl'11 prestar o pedir prestado bienes a una tasa de 
interés 1·. 

T 

iviaximizar f. c-"1U[(l - u(t))m(t)]dt, 
• ti 

'/' '/' 

s11jdo a r c-··1 k(t)dt = !. c-"1111(t)11{t)dt, 
Ío . u 
l\"{O) = 1{0 , 

K(T) = Kr, 
T 

K(O) < Kr < I{(O) + 1 m(t)dt, 

u(t) E [O, 1). 

Para el planteamiento anterior se pucrlc hacer una formulación diferente sumando y 

restando Jt 1·I'(t) e int.egranclo por partes (comparar con sección Il.1.5): 
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T 
Maximizar 1 c-P

1U[(l - u(t.))m(t)]clt, 

sujeto a c-'"TI((T) - K(O) = 1Te-r1[1n(t)u.(t) - 1·R(t)]dt, 

J\(O) = 1\o, 

ll(T) = Kr, 
'/' 

K(O) < I<r < A'(O) + 1 m(t)dt, 
() 

u(t) E [O, 1). 
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II.5 MODELO DE MAXIMIZACION DE BENEFICIOS 

DE UN MONOPOLIO 
En el siguiente moclclo se considera mm empres¡¡. c¡nc' coustituye con su producción 

un monopolio. El objetivo eld mouopolist.n. es cucoutrar la.s t.raycctorias del precio del 
producto (variable ele control) y del número ele nnidacles prodnciclas (variable ele estado) 
que maximizan los beneficios. · 

II.5.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

El modelo toma en cuenta los siguicul.es s11¡n1cst.os: 
(i) la empresa produce na sólo hi<'u, 

(ii.) la cn1presa. const.it.nyc un HHHH>polio cou c•st.e hi<·u, c~s decir, 110 existc11 otras einprcsas 
que ofrecen <'i mismo hi<'ll. 

II.5.2 DEFINICION DE VARIABLES 

A cout.iminción se hace una lista ele las variahles <Jlll' definen el modelo: 
(i) x(t), producción ni tiempo t, 

(ii) p(t), precio del bien al tiempo t. 

II.5.3 DEFINICION DE P ARAMETROS 

En lo que signe, se hace una lista ele los pnnímet.ros que se usan en el modelo: 
(i) a, b, e, panl.tn<'tfoH de la funci<'n1 ele de111.nncla, 

(ii) 1n,n,k, pnrtí111ctros de la fnucicJu ele los cu8toH ele la. proclnccibn, 
( iii) r, tasa ele interés. 

II.5A EL MODELO 

La cmltidncl ele bienes "'(t) que In empresa puccle vender al t.iempo t depende del precio 
p(t) del bien al tiempo t y del cnmhio del precio del bien ¡i(t) al tiempo t 

.T(f) = ap(f) + /¡¡j(f) +C. 

Lns costos de la prodnccic'J11 ;:( .i:) est.1í11 dado,; por 
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El precio inicial~st{t ciado por 
p(O) =]JU· 

El precio cles~aclo aUicrni;~ ~ b¡;tií cli~do por 
. '-,-')._··· . 

-- . '\v(r) = JJ1· 

El objetivo es maximÍzm<~~~beneficios de la. empresa en cada instante ele tiempo, es 
decir -

- '/' 

lvinximi:rnr 1 c-.-1¡¡i(t):i:(t) - .o(:i:(t))Jdt. 

El problc111a ele m.a.xírniza.r.i<Ín de /ienr:ficio.< de 1Lrt mono¡iolio es encontrar una trayec­
toria ele precios p( t) que se rcH11elva: 

¡ '/' 
Maxi:nizar .fu c-•· 1 (¡i(t).1:(1~ - rn(.1'(1.))~ - n:l'(t) -1,Jdt, 

HH.Jdo" .1:(1) = ap(t) + lip(t) +e, 

p(O) =/lo. 

p(T) = /l1· 

II.5.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA 

¡ Maxi:nizar 

SUJeto H 

'/' 1 c_,.,[p(t):i:(t) -111.(:i:(t)f' - 11;1:(1) - /,Jdt, 

:r.(1) = ap(t) + /i¡j(t) +e, 

p(O) =/lo, 

p(T) =PI· 

{ 

Mm::imizar 

sujeto a 

T 1 e-r1[p(t)[ap(t) + li¡i(t)) +e- m[ap(t.) + b¡i(t) + c]2 

- n[ap(t) + b¡i(t) +e] -1.:)dt, 

p(O) =]Ju, 

p(T) ,,;, Pt. 
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T . 
Maximizar 1 c-r1[p(t)x(t) - m(a:(t))2 - n:r:(t) -l:)dt, 

7' T 
sujeto a 1 e_,., a:(t)dt = 1 c-''1[ap(t) + b¡)(t) + c)rlt, 

p(O) = /l<» 

p(T) = Jl1. 
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II.6 MODELO DE ANALISIS DE DEVALUACION 

En este inedelo se estudia una economía con nn individuo representativo que puede 
consumir un bien que se exporta y otro que se importa. El objetivo del individuo repre­
sentativo es determinar las trayectorias ele consumo de los dos bienes que maximicen su 
función de utilidad. 

II.6.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

Los supuestos considerados en el modelo son: 
(i) país pequeño, 

(ii) dos bienes comerciables internacionalmente (exportación, importación), 
(iii) economía abierta, 
(iv) el individuo posee n1011cda. nacional y uu bono internacional, 
(v) individuo representativo con vid11 infinita. 

II.6.2 DEFINICION DE VARIABLES 

Las variables utilizadas en el modelo son: 
(i) x(t),.cantidad de consumo del bien a exportar al tiempo t, 

(ii) m(t), cantidad de consumo del bien a importar al tiempo t, 
(iii) y(t), ingresos al tiempo t, 
(iv) p(t), es el precio del bien de exportación entre el precio del bien de importación, precios 

relativos. 

II.6.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

Los parámetros utilizados en el modelo son: 
(i) p, tasa subjetiva intertcmpornl de descuento, 

(ii) r, es la tasa de interés mundial. 

II.6.4 EL MODELO 

La utilidad de un individuo representativo con vida infinita (o de una familia cuyos 
padres se preocupan por hijos, nietos y denuís descendientes), está dado por 

V(O) = 1= c-P'U(x(t),m(t))dt, 
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donde p es la tasa subjetiva intertempora.l de descuento constante (positiva) en el tiempo, 
por lo que el factor de descuento es c-P1dt y U(',·) (función de utilidad) es una función 
cóncava con segundas derivadas parciales continuas que satisface 

lim DU(x(t),m(t)) - oo ¡)ara m fiJ"a·, 
x-o ax - ' 

r 8U(:i:(t),m(t)) 
r.'.:~ a.r =o, para m fija; 

lim 8U(x(t),m(t)) = =, 
m-o 

8111 
para x fija; 

r 8U(x(t), m(t)) 
m~~ 811i =O, para .T fija. 

El individuo representativo dispone ele un flujo de ingresos (cxógeno) y(t) del bien 
perecedero que se exporta y el único activo disponible es un bono internacionalmente 
comerciable, el cual tiene un valor fijo igual a una unidad del bien importado y autoriza 
a su propietario recibir r (tasa ele interés) uniclacles del bien importado por unidad de 
tiempo. La tasa de cambio de la riqueza del individuo está dado por 

Íi(I) = y(t)/p(t) + rb(I.) - .r(t)/p(t)- m(t), 

donde p(t) es el precio ele exportaciones cut.re el precio de importaciones. Considérese que 
el individuo planea a partir del tiempo t = O hasta infiuito. Supóngase que b0 denota 
la riqueza inicial (en bonos) de la familia (iuclividuo representativo), la cual está dacia. 
El individuo representativo desea determinar la trayectoria de consumo que maximice su 
beneficio, por lo cual su problema a resolver es: 

{

Maximizar 1= c-'"'U(.?:(t),m(t))dt, 

'º 
sujeto a b(t) = y(t)/p(t) + rb(t) - x(t)/p(t) - m(t), 

b(O) = bu. 

II.6.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL 
PROBLEMA 

Los siguientes plnntea.mientos son equivalentes: 

{

Maximizar j"" c-r1U(.r(t),m(t))dt, 

'º 
sujeto a b(t) = y(t)/p(t) + 1·b(t) - .1:(t)/p(t) - m(t), 

b(O) = bo. 

{ 

Maxi'.nizar 

SUJeto a 

1
00 

c-r'U(y(t)/p(t) + rb(t) - x(t)/p(t) - b(t), m(t))dt, 
lo 

b(O) =bu. 
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¡Maximizar ¡00 

e-r1u((:1'(t),m(t)), 

sujeto n f
00 

c-'"1b(t)dt = f,00 

e-rt[y(t)/¡i(t) + rb(t) - .1'(t)/p(t) - m(t)]dt, 
.fo . o 

b(O) =bu. 

Para el planteamicut.o anterior se puede lrnccr mm fornmlnción diferente usando la 
condición "Nó Pouzi Game" (comparar cou II.1.5 ). Es decir, 

¡Maximizar {°" c-'"1U(;i:(t),m(t.))rU, 
./,. 

sujeto n r= c-'" 1[(a:(t)/¡1(l) + rn(t)]rlt = bo + r= (;-rl[(y(t)/p(t)]dt, 
Jo .fo 

lim b(t)c-<t-<o) =D. 
<-= 

donde In primera rcstricci6n dice q11c, el valor presente del fl11jo de los gastos es igual ni 
valor presente cid flujo ck los iugrcsos. 
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II.7 MODELO DE ANALISIS DE CUENTA 

CORRIENTE Y TIPO DE CAMBIO REAL 

En este modelo, se itnaliz:a el im¡m.cto c¡nc Hobrc la cncnt.a corriente y el tipo de cambio 
real tiene unn. política. de cstabili~ncic>11 hn::>ncln cu nna. clistni11ucic'>i1 tc111poral de la ta.sa de 
devaluación. Se propone un moclclo del tipo tic Ranrncy, en el cnnl el individuo tiene 
expcct.ntivns racionales. Los supnt>st.os nclieiouales sou al prinC"ipio nn1y sin1plcs de tnl 
manera que el modelo Hca nw1wjnhk y 'l"" nl mismo t.it•n1po capte los efectos importantes 
(cuenta corriente, tipo tic cambio n.'<il, de.). 

En una. segu1uh1. cti1pa, :-;e inoclificnn o se extie11de11 algunos de los supuestos y se ve 
si las concltrniones antes oht,cnicln~'i Higucu si('11do v<'1lidas. 

II.7.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

En un principio vamos n clesarrollnr nu moclelo c¡tl<' t.oma en cucnt,a los siguientes 
supuestos: 
(i) Pnís pec¡ncño, 

(ii) un bien co1ncrcinhlc (i11ter11acin11nhne11tl·), 

(iii) perfecta movilit!acl de en.pita!, 
(iv) dos <-p.:tivos, inonccla IHtciounl y Hll houo iat.enwciounl, 

( v) el individuo t.icue ncceso n \lll increado int1!l'llfH'io11nl ele~ en:< lito, 

(vi) se cu1uple la couclici<)n <le paridad ele poder de co111prn, 

(vii) cnsh-in-ndvnnce (dinero y constuno son pc~rfcctos :-n1stitut.os), 

( viii) pleno cmpko 
(ix) i11divid110 rcprescut.nt.ivo, tnaxi111i%ador ele t1tilidad esperada, 
(a:) vicia infinita, 

(a:i) expectativas racio1rnlcs ( ¡>rc\'isic)u pcrfect¡¡ ), 

(xii) el resto del muuclo no posee dinero doméstico. 
En este modelo se pretende mostrar <¡ne una polít.ica ele cst.abilización basada en una 

disminución temporal ele la tasit ele devaluaci<Ín genera nn déficit temporal sobre la cuenta 
corrieptc. En este caso, cutre uu.í.s eort.o sea d ¡wrio<lo ele estabilización, tnayor será el 
déficit en cuenta corriente c¡uc cxpcriuwut.a. la t•conomía. 

II.7.2 DEFINICION DE VARIABLES 

A continuación hac:cmos una list.a ele las varia.lJks qnc cl<!fincn el modelo: 
(i) c(t), consumo ni tiempo t, 

(i-i) 1n(t), activos en inoncda. uaciounl, en 1.rnsc a. saldos inonctarios reales al tie1npo t, 
(1:i1'.) b(t), tcncncin de honrn; interna.eionnlc:-; poi· pn.rt.t! del gobierno al tic1npo t, 
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(iv) F(t), bono internacional rkl inclivicl110 al t.iempo t, 
(v) a(t), riqueza financiern del inrliviclno al tiempo t, 

(vi) B(t), el total de bonos intcrnacionles en la economía al tiempo t. 

II.7.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

A continuación se hace una lista ele los paní.1nctros que se nsan en el iu~delo: 
(i) y, flujo constante de ingrcscm, 

(ii) r, tasa ele i11t.crés, 
(iii) p, tasa subjetiva inf.<!rl.cmporal de clc-scucut.o. 

II.7.4 EL MODELO 

La utilidad total clescout.acla, al tiempo t =O (el prcsc:nte), ele un individuo represen­
tativo con vicia infinita. (o ele mrn fnmilin. cuyos pmlrcs se ¡n·cocupan por hijos, nietos y 

demás descendientes) está dacia por 

1'(0) = 1= 11.[c(t)]c- 1'
1dt, 

" 
(II.7.1) 

donde c(t) es el consumo, p es la t.rnm subjetiva int<"rtemporeal de descuento y u(-) es una 
función creciente, cst,rict.t1n1ent.e eúucnva. con Heguacln clerivacla continua. que satisface 

lim u 1(c) =O, 
c-oo 

lim 11.'(r:} = cv. 
r:-11 

Por tanto, las preferencias, del iurlivicluo, por consumo a trn.vés del tiempo están represen­
tadas por 
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Pnra ser mcís cspcc:ificos vnmos a. considcrnr 11Ji_i~ f1111ció11 ele utilidn<I ele la forma 

{
~ 

u[c(I))= ,_, ' 

lna c(I), 

pnra ""t>O, 7:/:- 1, 

para ¡=I, 

en donde se ha removido In cliscontinuidacl de In fu11CÍlÍ11 c11 ;=t. OhsC"l'\'C que para. cst.a función consumo, 
In clnsticida<l ele sustitución entre c(t) y c(.<t) con .~:1:-1, cst.cl. dada por 

rrainbién uof.c que c11nmlo ,.,_, la clasl.icidacl de s11st.it 11cit)11 satisface 

lim,_, tT[t:( t)J=-u'(r:( 1))/ { 11 11 [r:( f))c(t) }=tT= ~, 

en este ca.so el i:;rndo rclnLivo ele aversi<Íll al ricHgo l'U111plc co11 

Vamos a suponer también que el incli1•icl110 represcntatiwi tiene previsión perfecta, es 
decir, para el indiviclno la tasa ele dcvalnación l'spcracla e' (t) coincide con la observada 
e(t) = é(t). Si suponemos c¡nc liay pcrfoct.n. movilidad ele rnpital, y r¡ue la. tnsa real ele 
interés del resto del nnmdo, r, sat.isfncc p = r, t.c11cln·11H>S cut.onces la siguiente condición 
de arbitraje 

i(t) = 1· + c(t). (IJ.7.2) 

Vainas a. suponer que la ri<1ttexa Ii1rnndcra del individuo, a(t), n. través del tic111po, está 
detenninada por activos en inoncda 11ncio1wl, ea lHlse a ~rnldos inoncta.rios reales, 111(t), y 
un bono internacional F(t), ele i.;il m:iuc:ra '!"" 

a(l) = 111(1) + F(t), (IJ.7.3) 

donde F( O) es cxógcno. 
Sea y el ingreso c¡nc se supo11c coust.aut.c en t.oclo momento. Suponga que hay un 

gobierno, con el mismo horizonte de pla11cn.cicín, que cobra impuestos, g(t), del tipo Lump­
Sum. La restricción presupuesta! cid imlividuo, una vez c¡uc ha. incorporado sus expecta­
tivas y las transferencias del gobierno cst<í. darla por 

a(O) + ~ + ¡= 9(t)c-•·1c11 = f. 00

[c(t) + i(t)m(t)]e_,.,dt. 
1 Jo . o (II.7.4) 

Esta condición nos dice que, para. d inr\ivirl110 representativo, "El va.lor presente del /fajo 
ele ingreso.• fatnro.s el clic .<cr igna.l d ·11a.lor ¡rrr.sr.ntc rld f¡o.«io plu.ncaclo". 
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En forma altci·iuítiva ¡)odcmos cscribir(II.7.4) .'como 

h{t) = y+g(t) + ¡•f'(t) ;_ cc(t)...: e(t)rn(t), (Il.7.5) 

junto con la c01ididó11 de transverH<i.liclncr 

lim a(t.)c-rl =O, 
1-00 

(Il.7.6) 

ya que como puede observarse 

a(O)- lim a(t)c-r1 = j 00

[n1(t) - i1.(t)]c-r1dt, 
t-OC) o 

(Il.7.7) 

con lo cual ele (II. 7.4) 
1·a(t) - i1(t.) + !J + !/ = c(t) + i(t)m(t) (II.7.8) 

y usando (Il.7.2) y (II.7.3), ohl.etH'1llos (ll.7.5). 
Es importnntc not.nr que liajn el supuesto 1lc perfecta 1110vilirlacl ele capital, la condición 

"No Pornd Gamc" (II.7.G) cst.:í. clirniuauelo la posiliilicb1<l ele <¡ne el individuo se endeude 
inclefinidmncntc paganclo int.crcs<'s con 1rnís deuda. 

A continnaci6n se int.roclnce la co1Hlicióu cash-in-ach·nuce, <>n esta condición se es­
tablece que el consu1110 planeado tiene que hacerse cfcctivn 1 de tnl 111ancra. que el individuo 
debe tener al menos o·<:( t) 1mielndcs ele saldos mollctnrios r<'ales, donde o: > O, equivalen­
temente · 

111(1) 2'. nc(t). (II.7.D) 

El individuo reprcscutat.ivo el'"'"' cldcrminnr la t.rnycct.oria ele consumo que maximice 
su utilidad, V(O), ciada cu (II.7.1 ), sujd.o n !ns rcst.riccioucs presupuesta! y cash-in-advance, 
(II.7.4) y (II.7.D), respect.ivamcut.e. 

A cont.innncic'n1 v:nnos a consiclc-rnr nua rcstriccicln pre!i11p11cstal del gobierno de la 
siguiente forma (para climiirnr dcct.os lisrnlcs de efectos 111011ct.nrios) 

g(t) + [ii(t) - rli(I)] = 1Í1(f) + f(f)rn(t), (II.7.10) 

junto .con la conclici<Í11 ele trmrnvcrsa!i,la<i 

lim b(t)r.-"' =O, 
1-00 

(JI.7.11) 

ya que 

(IJ.7.12) 

aquí b(t) denota la. t,c11e11cia de bonos intcrnncionalcs por parte del gobierno al tiempo t 
y 1h(t) + e(t)m(t) representa. el ingreso por impuesto inflacionario debido a la creación ele 
dinero. Aquí b(O) es cxé>geno. 
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Ln ecuación (II.7.10) pueélc}'ecsc1;ibh·sc cmno< 

l\~\t)~~!·;~J~~'.1liJ~-)~i:>x«>[1ii( t) .+ e( t)111.( t )] e-rl dt. (JI.7.13) 

. B(t) = b(t) + F(t). (JI.7.14) 

De In ecuación de In riqueza fürnnciern del in<livirluo representativo, (II. 7.3), tenemos ahora 
que 

a(t) = 111(1) + B(t) - b(t). (JI.7.15) 

Utilizando la rcstricci6u flujo rlc la riqueza (II.7.5) oht.cncnws 

1ii(t) + ÍJ(t) - i1(t) =u+ r1(t.) + r[B(I) - b(l)j - c(t.) - F(t.)m(t), (JI.7.16) 

equivalentemcutc 

g(t) + [i1(t) - 1·/1(1)] - [1i1(t) + e(t)111(1)] = [ÍJ(t) - ,.B(t)) + c(t) - y, (JI.7.17) 

con lo cual obt.encmos que la rcst.rircrín pn•s11p11est.;1l de la economía en su conjunto puede 
escribirse con10 

fl(O) + !!. = {°" c(t)c_,.,rlt. 
r Íu 

(JI.7.18) 

Esta ecnaci6n simplemente nos dice <¡ne, pnra la economía, el valor presente del flujo de 
ingresos futuros d(~be ser igual al valor pn~st.•1itc del gnsto plnncado. Obscrva.1nos ta1nbién 
que el dinero doméstico 110 aparece e11 la restriccicíu (II.7.18) ya que éste no representa 
riqueza para el resto del mim<lo, pues el resto del mu11do no posee moneda nacional. 

A continuación vnn1os a cstnclinr 11rognunns de~ cstnbilbm.ción en los cuales la tasa de 
devaluación satisface 

( .) 
{ 

fo, 
et= 

f.J, 

para O :5 t :5 T, 

pnra t > T, 

donde e0 < E¡. Pnra. ser co11sist.e11t.es con i(i) > O, clebmnos suponer que 

E¡ -j- 7º > fo -j- 7º > Ü. 

(JI.7.19) 

Observe c¡ue bajo los supuestos ele país per¡ucüo y poder de paridad ele compra, 
tomando unidades aclecmiclns <le tal numera c¡uc se uumt.cnga. ¡¡• = 1 ¡i través del tiempo, 
se tiene que la t.a!ia. de dcvahHH'.iclu coi11cide cou In. tasa dn inflnción, f(t) = ¡i/p. 
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. . "!-.·_:' :::· . º· .. " ~- ;'_ .. 

El problema es encontrarla tr<t'.yctt~~·l1i\c16;:ConsunH.> c(t) considerando que la tasa de 
devaluación se comporta seguu Ja f111ic:ión;(IL7.J.·~¡:ta1 q~1c s.e solucione: 

Maximizar ¡00u[c(t)]c~rtclt, 

sujeto a 1= [y+ g(t) - c(t)(1 + o·i(t))]c-rt dt = -a.(O), 

a.(O) = ao. 

II.7.5 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

El problema planteado ele mnximizacic\u ele utilidad puede ser resuelto utilizando: 
(I) C¡ílculo de variaciones (Ecuacioucs de E11lcr-L:igrangc}; o bien (II) Control óptimo 
(Principio del máximo de Pontryagin). 

Los siguientes plantcamicutos son cc¡uivnlcutes: 

{

Maximizar 1= u[c(t)]c-•· 1dt, 

sujeto a i1(t) = ra(t) + !J + y(I) - c·(l)(l + ai(t)), 

a.(O) = ""· 

[,
oo [!} - i1(t) + 1'<.t(t) + y(t)] -rt 1 u . e < t, 

• 0 (1 + m(t)) 

a(O) ="o· 

{

Maximizar 1= u[c(t)]c-'''dt, 

sujeto a 1= c-"1it(t)clt = 1= c-•·1[m(t) +y+ 9(t) - c(t}(l + ai(t))]dt, 

a(O) = a 0 • 

Aplicando la conclicion "No Ponzi G1nne" al planteamiento anterior se obtiene (com­
parar con II.7.4): 

Maximizar 1= u[c(t}]c-" 1dl, 

sujeto n J,00

[y + 9(t)- c(t)(l + ni(t))je-"'clt = -a(O}, 
o 

lim a(t)c_,., =O, 
1-00 

a(O) = a0 • 
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II.7.6 PRIMERA EXTENSION DEL MODELO 

En la primera extensión se incl11yc hic1wR no-comercia.bles, y se pretende ver, si las 
conclusiones obtenidas siguen siendo v{1lidns. 

La forma m<Í.S simple de introclucir biP11es no-comerciables es suponer que: 
(i) El individuo sólo consimw bienes no-cornercinblcs, c,.(t), 

(ii) los bienes no-comercinblcs, <:,,(t), son proclucidos con bienes comerciables c8 (t), con 
función de producci<Ín c,,(t) = F[c.,(I)], la. rnal presenta rendimientos marginales de­
crecientes. 

(iii) la ofcrtn. de t.n1.bujo CH perfed.n111c11l.e iucléí~tica. 

La ut.ilidad total dcscout.adn es al10ra. 

y la restricción prcsu¡mestal es 

("'° c- 1•1 [T ( F(c.,( t )]ldt, 
./n 

a(t) = ra(t) +y+ y(t) - F[c.,(t))(l + Cl'i(t)). 

Tamhién para se1· 111:'1s cspccHico~ v;11110::> a ~11pu11cr que 

(II.7.20) 

Consccucntcmc11tc1 el precio rcJ;1t.ivo1 /'(1) 1 de r.,.(t) con respecto a c,.(t), en cquilil>rio compctil.ivo1 se 
obtiene ni resolver el problema 

Maxi111izar ll[c,.(t)]=¡1 11 (1) 1 .:-,\r~l,:-o -¡1 1 (t)c~(t). 

De la co1alició11 de pri111cr ordc.·11 del proble11ia dl' 11iaxi111izació11 !-'e oht.ic.·1H.' que 

P(t)=~=[c,(t)J". (II.7.21) 

En consccucncin el t.ipo de cn111bio real c~t.;.i. th1tlo por 

[I'Ctll-' =[c,c1W'. (II.7.22) 

Ahora, los balances mo11ctarios reales cst•Ín dados por 

m(t)=:~~::1 (Il.7.23) 

donde .i\1(t) es el cli11cro do111ésl.iro. Por taulo la rcst.rin:ión cash-i11-ndvancc se escribe ahora como 

m(t)~n /'(l)c,(t). (Il.7.24) 
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II. 7. 7 SEGUNDA EXTENSION DEL MODELO 

En ln segunda cxt.c1rniém SL' moclificn l'l moddo por <•l s11p11cst.o q11e el dinero pro­

porciona utilidad por servicios de li<¡uidcz, y dincrn y consumo son complementos a la 
Edgeworth. A continuación "e prct.cnclc ver, si las concl11cioncs obtenidas siguen siendo 
v¡tJic\as. 

La. condición cnsh-in-ndvnnr.e es iuchala hk1ncnte inuy restrictiva. Para relajar este 
supuesto vamos a suponer qnc la f1111ció11 de ut.iliclncl incl11ye snltlos monetarios reales, 
reflejando con esto <JllC el di1wro k pro¡mrcioua. 11t.ili1\acl al i111.livid110 por s11s servicios ele 
liquidez, 

En esta. sección consiclen\111os el siguiente supuesto: 
(-i) La función ele 11tiliclad satisfoc" "·cm > O, <'S c\Pcir, cliuero y consumo son complementos 

a la Edgcwort.h, 

Ahora, la utiliclacl t.ot.al clcsem1t,nda al t.i<'mpo t = O cst.•Í clncbi por 

V(O) = /""" 11{c(t),n1(tl]c-"1dl., 
Jo 

en donde 11.( ·, ·) es \UH\. Íl u1dén1 l't-ccicute ea n111l 1os argunic·ntos, cstrict.n1nc11te ctSncavn con 
seg1n1dns derivadas 1>nrcinlcs conti1111ns, y <tlte sat.isft1ce 

lim 11.c(c,m) =O, pn.r:1 lH fijii lin111111(c 1 1n)=oo, para e fija, 
c-oo 111-CI 

lim ¡¡c(c, m) = oo, pnra 1ll fija lim u.,,,(c,m) =O. para e fija, 
e-o 111-00 

En csic caso vamos a suponer que la f1111dl111 dl• 111.ilidatl u tiene 1111a ÍOl'111a especifica. Sea. O<O'<l, 

{ 

1 ··"·,,:=~~¡l-u, para ll>o. H::¡!:.l, 
11(c,111)= 

oloyc+{l-u)log111 1 para H=l. 
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II.8 MODELO DE APRENDIZAJE 

SOBRE UTILIDAD 

En este moelelo, bajo el cnfóc¡tt<' Ilnyesi11110*, se considera el proceso de aprendizaje de 
un individuo sobre su función ele utilidad. Para esto se usn11 clistrilmciones que describen el 
comportamiento racional ele los indivieluos cuanelo éstos incorporan información aelicional 
en su función de Utilidad (Individuos opt.imizadores de medidas de información). 

La teoría cl<ísica de uliliclad, parte ele un postulado de rncioua.lidacl del individuo en 
el que: 
(i) El individuo tiene información completa sobre los bienes ele consumo, activos, activi­

dades, cte., que cxist.cu c~ll d iucrcaclo, y :.;obre la satisfi1cdé>11 que obtiene al con1bi­
narlos en diferentes proporciones. 

(ii) Dicha información est:í conteaicla c•u su fnnci<Ía de ut.iliclael. 
(iii) El indivicluo urnximi:t,n "t 11tilid:1<l so111ct.i<'·aclosc a la restricción que le imponen sn 

ingreso y los precios d<•l mercado. 
A conti11nncir'n1 se pn•t.c·iHl<· inoclc•lar el pron~so ele ¡1pn~udizn.je por el que el individuo 

pasa antes de llegar a. los p1111t.os (i) y (ii), o por lo menos, estar lo mris cerca posible ck 
ellos. 

Es decir He establece 1111 Hltcvo postulado ele rHcionnlidad para el individuo, co1n­

portándosc c!stc con10 opti111izador de 1ncdidw..; de infornu1cicJ11 cuando se trat.a de incorporar 
inforn1ación adicional en s11 fnncicin ele 11t.ilicl:irl. 

Los individ11os apreudcn el<- s11 f1111dón ele nt.ilicl;icl a trn.vé's ele la experiencia y la. de­
terminación de ésta es prohlenm ele clecisiones bajo i11ccrtid1nnbre, en donde la información 
fL ¡Jriori es tlc1na.sia.c.lo in1port.nntc pnrn ser ig11or<1cla. 

II.8.1 SUPUESTOS BASICOS DEL MODELO DE APRENDI­
ZAJE 

Los dos sup11est.os esenciales r¡11c manejaremos sobre la f1111ción de ut.ilidacl son: 
(i) El inclivieluo conoce la forma f11acio11al de su función cle utilidad, pero no est!Í seguro 

ele los valores ele los panímctros que en din apnrcren. 
(ii) El individuo ;isigna. una. clistrilmcicín u. priori a los p:mímctros, esta distribución puede 

incluso ser no-informu.tim1. (ver .Tdfreys ( 1040) ). 

A continuación incorporamos en el modelo una serie ele supuestos que, fundamental­
mente, t.ienen que ver cou el comportamiento de los i11divicl11os. 

(iii) En una primera. etapa cid procC'so, el individuo aprende ni consumir las cantidades 
que n1a.xi1nií~an su nt.ilidn<l esperada. n JlTiori sujeto a sn rcst.riccicSn presupuesta!. 

* A diferencia del enfoque t.radicio1rnl c11 do11dc lo;.; pai-tÍllll'l.ros de llllil distribución se consi<lcra11 íljos 

pero desconocidos, en el enfoque Baycsiano st.• st11w11t.• 1111a dist.1·ibuciá11 para los valores <le los par:.ímctros. 
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(iv) Se supone que la infonnnción ganncln puede ser representada en tér1ninos de valores 
esperados. Est;a i11fori11neió11 es P1111>kn.cllt pari1. ohtc11er ltna llistribución rL po .. qtcrinri, 
vía la optitni1t.nc:il)11 de alguna iucclirln. de infonnación. 

(v) El proceso anterior puede ser recnrnini, en el sentido de c¡ue si el individuo sigue 
inseguro sobre los valores de los ¡rnnímctrns en su función de utilidad, una distribución 
a ¡wJtcT1:ori se utiliza. co1110 nnn. clistri b11ció11 a. pr1:nri y el proceso se inicia de nuevo. 

Entre nuis ni.pido el individuo puecla. clctenuiuar los valores uexn.ctos" o nl 111cnas "cercanos" 
a. los valores exactos, innyor s<'nÍ. la ntiliclncl que el inclivicluo cxpcri1ncntc en ca.da periodo. 

El problema. se puede cornparnr con un prol>lcma. de inn·rnic'in, en el cual el consumo 
es considerado inversión en i11fonnación. 

II.8.2 DISTRIBUCIONES DERIVADAS DE MEDIDAS DE IN­
FORMACION 

En términos generales, una medida ele información es una. medida de la cantidad ele 
aprendizaje ent.rc probabilidades 11. ¡n·iori y prok1bilirlnrles "· ¡io.•tcriori. Los siguientes dos 
principios ;;cm funclame11i.alcs cu d rlesarrollo ele cst.e nwdeln: 
(i) El principio ele mí11ima ent.ropí11 1.Tuzar\11* establece r¡uc cuando lmy uu estimador 

<1 ¡>riori de una de11siclncl e informncic)u aclicioual en términos de valores esperados, 
se debería tomar como uu cst.imnclor n po.<l.criori aquella clcusiclad que minimice la. 
entropía ern:1,acla con In a. p·n:ori y que s<.'a r.011qH1.tible con la iufon11ación adicional. 

(ii) El principio ele máxima cut.ropía eslahlece c¡ne cutre toda;; hts distribuciones que sean 
compatibles con i11form11ció11 ;ic\icionnl dacb cu t.érmiuos ele valores esperados, y en 
ausencia de u1w. deusirlad a. ¡iriori, "" dclwría tomnr como estimador "· po,<teriori 

aquella que 111axi111icc In cutropín. 

II.8.3 DEFINlCION DE VARIABLES 

A continuación hacemos u11a list.a ele las variables r¡uc definen el modelo: 
(i) C(t), consumo ni tiempo t. 

* La palabra "entropía" C'S i11t.rod11cida por Clasiu" ( 18!)0) como concepto tcrmodimí.mico (como una 
mcclidi.i ele <lcsordcn de m1 sh.;t.ema rif;ico). La int.,.•rprC't.ació11 probal1ilista dd concepto en :Méca11ica es­
tndíst.ica se atribuye a Boltz111a1111 (187ía) y (1~77h). Sin c111hargo !"relación explícita cut.re entropía. y 
probabilidad se dchc a l'la11k ( 1 !HJ.1). Sl1a1111011 y \Vt•a\'<.•1· ( l U·18) crca11 lns l>11sc.•s de la teoría ele información 
al rcinlcrprclar el co11ecplo parn c.·:-itudiar prohh..·11rns dt· t.ra11s111isió11 d<.· dalos. Así pues, el nombre tlC: 
entropía, en 11ucst.ro co11t<•xto, se tk•h<.• a 1·azn11c:-. t11<_•1·n111<•11lc.> liif-<t.clriL·as, y la i11tc1'p1'C'lnció11 co1no 111cclid1" de 

infor111nció11 rompe co11 el origen de t·o11c<·pl.o ri!;ko. l·~l 11mnhrc de c11t.rupia cruzada se debe a Goocl(lOGO}, 
este concepto ha recibido otros 110111brcs 1 entre ellos se 111c11cio11a11: Divcrgc11cia cliL·ccta o función de dis­
criminación de información (Kulllmck ( 1 UJiD)), peso de la c\'iclcncia (Good (1960)), Entropía rclativ" o 

número de Kullback-Lciblcr (\Vchrl {tn78)). 

42 



II.8.4 DEFINICION DE PARAMETROS 

A continuación hacemos una lista de los pariímetros c¡uc se usan en el modelo: 
(i) (), un parámetro de la fnucióu ele nt.ilidad, 

(ii) h, intervalo de tiempo. 

II.8.5 APRENDIZAJE CON MINIMA ENTROPIA CRUZADA 

Suponga c¡ue, cu 111m prilll<'rn cta¡m (ct.n¡m O), el indiviclno decicle invertir en consumo 
para obtener información adiciomd sol>rc los panímet.ros ele sn función de utilidad 

U= U(C'(l.JIBJ, 

en donde la forma fuucion:1! de U es couocicln, C'(I) es el consumo al tiempo t y() es un 
parámetro, cuyos posibles \'alores pertenecen a 1111 espacio ¡rnrnmctral, El. Suponga además 
que el conocimiento inicinl del inclividno sobre los pnnímet.ros de su fn71ción de utilidad 
está representado por mm distrilrnción "·priori, Jl = p(fi), fi E G. 

En lo que sigue, vamos n snpont•r t.;1111hic\11 <¡ne el individuo enfrenta una restricción 
presu¡mcstal, 

C(!.) E So, 

en donde So es d co11j1mt.o el" posibilicl<1clc•s ele consnmo <.'n la cl:npa O (depende ele los 
precios del n1crc;Hlo, i11gresos, t.nsa. ele iutcré.·:-;, et.e). 

En esta prinlC'ra. etapa, el i11di\'itluo r<'~tt<'lvc el prohlc111a 

'/' 

Mnximizm E 1,[U(C'(t)IB)) = { 
0 

e-pi { U(C(t)ifi)p(B)dflrlt, 
.fo .f c-J 

(Jl.8.1) 

sujct.o él C(t) E So, 

para el intervalo de tiempo /i, 7(1 = h, y nprcude algo miís sobre 8 al consumir las canti­
dades, C(t), O::::; t::::; 7(,, que maximizan el problema (II.8.1). 

Se supone que la información gairncla, In cual asociaremos a una distribución a poste­
riori 7r(O), puede ser represent.11cla. cu términos de valores esperados como 

k ak(B)7r(fl)rlfi =a;., k = 1,2, ... ,m, (II.8.2) 

en donde, por supuesto, h1s fnneiones flk, /,: = 1, 2, ... 7/l y las c01rntantes Ük, k = 1, 2, ... m 
son tocl¡¡.s conocidns. 

En la siguiente etapa, etapa. 1, el comportamiento racional c¡ue el individuo sigue para 
determinar una distribución a. postcriori, rr•, que incorpore la información ganncla, (II.8.2), 
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en su conocimiento inicial representado por p(IJ), es d de miuimizador de entropía cruzada. 
Es decir, el individuo resuelve el problema*: 

Minimizar 
r 11'(11) 

H(11',p) =Je 7!'(1J)log p(IJ)dlJ, 

sujeto n. { 
L 1!'(6)d1J = 1, 

r ak(6)rr(6)r/6 = ''·k> 
.fe-> 

Á'. = 1,2, ... ,111. • 

Una vez resndt.o el sist.enm (S11p01w111os c¡ue se cumplen la condición de segundo 
orden del problema variacio1rnl, a sabm·, la eouelicicíu ele Lcgm1elre (ver Kmnien y Schwartz 
(l!JSl)), el individuo vuelve a resolver, en la etapa 2, un problema de maximización ele 
utilidad esperada 

Maximizar E,,.[U(G'(l)lfll] = .{·, c-r•U-'l;,) L U(C'(1Jlli)rr*(6lp,To)d1Jdt. (II.8.3) 

sujeto a C(t) ES,, 

donde T 1 = '.l(, +h. 
Suponc1uos que las decisiones clel indi\·itluo 110 nfcct.au a los pará1nctros que aparezcan 

en lns restricciones i1np1wstns c·n 8 0 o rn S 1 (precios el<' increado, ingresos, tasa de interés~ 
etc). 

El proceso anterior pnecle ser rccun;i\'o, l'll el sentido ele qnc si el individuo sigue 
inseguro sobn• los valores ele los par:ímcl.ros cu sil f11ncicín ele nt.ilidacl, una distribución a 
zinstr.riori se 11tili:.m como iurn distrilmcicíu a. priori y el proceso se inicia de nuevo. Entre 
más nípido <'l i11clivicl110 dc•t<'rmiuc los valon'8 venladcros ele los panímet.ros, mayor sení la 
utilidad qnc cxpcrinwutc cu nula ¡wrioclo. 

A manera de resumcn, se idc11Liílca11 a elapas fu11da11ie111.all•s cu el modclaclo del pt·occso 
de aprcnclizn.jc: 
( i) En la clapa U, el i11clivicl110 resuelve el prohlc111a d<.~ 111axi111izacic'.m de uLili<lacl esperada. 

C(t)ESo. 

y aprende algo imÍ.:-> :'iohrc O al co11su111ir las cnutidadcs, C(l),0::5l::5To, que maximizan la 
utilidad esperada co11 l'(•spcct.o ele p. Lo aprc11dido puede ser 1·cprcscnt.ndo por 

J_
1 

rt¡,(0)7r(O)dO=ü1.:, k=l,2, ... ,111. 

* Es in1porlant.c mencionar que la entropía cruzada es una f1111ció11 110 11cgaliva y cstriclamcnt.c cóncava 
con respecto del nrgumcnlo 7í. ' 
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(ii) En In etapa 2, el individuo dcler1ni11a 1111a dis1.rib11ció11 " ¡mslr.rinri, rr•, al resolver el 
problema de 111i11i111izació11 clt! c11l.ropín crmmda 

Mi11i111iz;ir 

{ 
J., >r( O)dO= 1, 

J
0

a.c:(O)rr(O)d0=í1J:. k=l,'2, ... ,111. 

(iii) En la clapn 2, el individuo vucl\'c a rcsol\'cr u11 proUll•IJta de llli\Ximizació11 de ulilidacl 
cspcracln 

Mnxi111izar E,. [U(C(t)IOJ)= J;'.~' r.-rl•-Tol ,{.., ll(C(t)IO)rrº(Ol1•.To)d8dt, 

sujeto a C(l)ES1. 

II.8.6 APRENDIZAJE CON MAXIMA ENTROPIA 

Si en la etapa O, no existe una dist.ril.mricín a. priori, p = p(IJ), () E El, que describa 
el conocimiento adicional del iuclividuo, c•nt.n11ces el individuo consume cualquier C(t) E 
S 0 hasta el tiempo 7(1 pnrn. obl.cucr inform11eión arlicionnl "obre IJ. Se supone que esta 
infonnación puede ser cx¡n·csnda c•n t.c1n11i11os ele \'nlorcs csperndos, digaJnos 

f ak(IJ)rr(IJ)dlJ = ¡¡k, k = 1,2, ... ,m, le-¡ (Il.8.4) 

En la ctapn. 1, el co1uport.aniic·11t.o racional que el individuo sigue para detcr111i11ar 

una distribución a. Jlº·"tr.rinri, rr(fJ), <pt<! incorpore la infonnncicln gannda, (Il.8.4), es el de 
maximizmlor de entropía. Es decir, cl individuo resuelve el problema: 

ivlnxi111Í~é1r H(rr) = - f ;r(B)1o¡~rr(8)d8, 
Je 

Rlljcto a { 
L ;;(IJ)dB = 1, 

L ak(B)rr(IJ)dlJ = üi., k = 1, 2, ... , m.. 

Una vez resuelto el sistema, <'l indivicluo resuelve, en la etapa 2, el problema 

·r. 
Maximizar E,.. [U(C'(t)ilJ)] = f rc- 1·U-'f'ol f U(C(t)i8)rr·(e¡p,T0 )d8dt, Ji, le 

sujeto a C'(t) E S,, 
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donde T1 = T0 + h. Al igual q11c antes, snpoucmos que las decisiones del individuo no 
afectan a los p;u·fünctros c¡uc n¡mrcccn cu Su o en S ¡. 

En rcsu111c11 1 se ide11l.irica11 a l'l.npa:-> í1111da11w11t.ah·s l'll el 111odelaclo del proceso de aprcn­
clizajc con mcíxi111a c11tropia: 
(i) En la etapa O, c..'1 i11divid110 cons11111e c11alq11iC'1' C'(l)E.5'0 para aprcm.Jcr algo nuis sobre 0 1 

digamos 
.fc.

1
111: ( fJ) rr( IJ)1lfl=i1 ,_, k= 112, ••• ,111. 

(ii) En la ~l.apa 1, el iiulividno dclcl'l11i11a 1111a dist.ril111ci<;11 " ¡wsl•:riori, rr•, al resolver el 
problcmia de mnxi111hmció11 de~ enl.ropia 

rvlaxi111izal' /l(rr}=- .(> rr(O) fotJ ;:~:do, 

{ 
,!;_, rr(ll)dll=I, 

,(
1 

r11,.(f/)rr(0)1/ll=i1l.. J.:= l ,'.l, ... ,111. 

(iii) En la. etapa 2, el individuo v11t.•lvc a rf':--olvcr 1111 pruhlc·1rni ele 111axi111ización de utilidad 
cspcracla 

Maxi111izar ,,,. [U(C(t)lllJJ= ¡:·'.·, c-r(r-Tol {. U(C:(t)IO)rr•(o¡p,T0)rlllrll, 
L lo • (-:) 

C(l)ES,. 

El proceso a11t.crior 1 cn1110 a111.t.•s, p11ede ser n•c111-sivo. 

Es import.a.ute guardar c·u 111"11t.c c·l sip;nicnl.c rcsult.aclo i'tt.il en aplicaciones. Sea rr• la 
solución de 111ínitnn. eutropfo cruxi1<la. o de n11í.xi111n. entropía, y suponga. que las funciones 
ak(O), k =O, 1, 2, ... , 111., clonde a11 (B) = 1, son cont.imrns y linealmente independientes con 

fea 1 (1J)a.r(O)rr•(fJ)1W<oo, pnr;itocla J,C=0,1,2, ... ,m. 

Entonces la solución es t'mirn (ver Venegas ( 1000) ). 
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II.9 MODELO DE CUENTA CORRIENTE Y TIPO 

DE CAMBIO REAL CONSIDERANDO 
EFECTOS DE APRENDIZAJE 

Como en el modelo II.7 se analiza el impacto c¡11e sobre la, cuenta corriente y el tipo ele 
cambio real tiene una política ele cstahifo:aeicín lJ¡rnnrla en una disminución temporal ele la 
tasa de dcvnlnnción, pero ahora con la tnoclificnción que el individuo está incierto sobre los 
valores ele los panímctros cll' su f11ndcí11 d1· 11tilidnd (comparnr con modelo II.S). En cuanto 
a las funciones de 11tilidacl se l.rabnja cu forma explícita el grado relativo ele aversión al 
riesgo. 

II.9.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

Todos los supuestos cit.ados en el modelo II.7 son v<Ílidos cu clstc, aclenuís se tiene las 
siguientes: 
(i) el inclivicluo conoce la forma funcional de s11 función de utilidad, pero no está seguro 

de los valores de los pn.nl..inctros c11u~ c11 dla npnrcccn, 
(U) el individuo n1i11iiniza cut.ro pía crttzncla para incorporar aprendizaje sobre su función 

de utilidad. 

II.9.2 DEFINICION DE PARAMETROS 

Todos los panímetros citados en el modelo II.7 son válidos cn 6ste ade1mís se consideran 
pará1nctros nuevos, éstos son: 
(i) ¡, grado relnl.ivo de nver:;ic}n ill riPsµ;o. 

II.9.3 EL MODELO 

La utilidncl esperada descontada, al t.icmpo t =O (el presente), de un individuo reprc­
sentaÚvo con vicia infinita (o de una familia cuyos pa,clrcs se preocupan por hijos, nietos y 

demás descendientes) está dada por 

(Il.9.1) 

en donde ht integral sobre r es toumtla en el scuticlo ele Sticltjcs con el fin de incluir 
distribuciones continuas, discretns o mm:clas, Suponemos que la integral doble satisface 
las condiciones del Teorema de Fnhini parn f¡ue sea irrelevante el orden de integración. 
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Aquí, 7 es el grado relativo de aversión al riesgo, c(t).es el consumo, pes la tasa subjetiva 
intertemporal de descuento y 11( • /7) es mrn. fni1cion: ~reCic1~t~! estl"ictamente cóncava con 
segunda derivada continua que satisface 

lim u'(c/¡) =O, 
c-oo 

lim u'(c/¡) = oo. 
e-o · , 

Para ser mñs específicos vamos a considerar 1111a funció11 de utilidad ele la forma 

{ 
!'.!.!L::.2. 

u[c(l)hJ= ,_, ' 
fo ye( 1), 

para u 11 valor de ¡:¡é 1, ""f>O 

en douclc el grado relativo ele av<'rsic)11 al rie!"go, .\, t.0111a dos posibk•s v;ilorcs, uno para At=l y otro parn un 
valor posilivo de r dist.int.o de 1. 

Obscr\'c que para esta función de 111.ilidad, In l•lnsticidad ele s11::>titució11 e11t.rc c(t) y e(.~) con .•:F-t, csltÍ 
duda por 

~· 
También nol.e quC' <."llíllldo .~-t la clast.icidad de ~us1.i1.ució11 satisface 

lim,_, "[dtlhJ=-u'[dl)/-,]/ { u"[r.(1)/-r]d!) )="= ~, 

y, como se sabe, el grado relatÍ\'o de a\·cm.;ic)11 ;il rh•:-.go cumple co11 

¡=-u"[c(l)hJ ,,,(~'f!)J. 

Ob!lc.'rvc que alion1- 1 bajo la forma <'~¡wcHica CJllC' lte1uos adupt.ado para la f1111dón de utiliclncl, 

Las restricciones en este rnocl<•lo corn·s¡H>11de11 cou las del modelo II. 7. 

El problema es cncont.rnr la. trny<•ct.oria ele cons11mo e( t ), co11siclcrando que la tasa de 
devaluación se comporta. scgúu la fuuci<)u (11.7.l!J), y consiclcnmclo 11n proceso ele apren­
dizaje sobre el ¡mr;Ímet,ro /' ele la función de ntiliclacl, tal que se solucione: 

Mnximi:wr 1"" { .l u[c( t )/¡JdF( 7)} c-rt dt, 

sujeto a fo°"' [y+ g(t) - c(t)(l + oi(t))]c-r1dt = -a(O), 

a(O) = a 0 . 
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II.9.4 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

El problema. plnntcnclo ele nrnximi>:aci<ín de ut.iliclad puerle ser resuelto utilizando: 
(I) Cálculo de variaciones (Ecuaciones de Eulcr-Lagrnnge); o bien (II) Control óptimo 
(Principio del máximo ele Pontryagin). 

Los siguientes planteamientos son cquivalcnt.cs: 

{

Maximizar ¡= { l u[c(t)/1]dF(¡) }c-r1rlt, 

sujeto n ii(t) = ra(t) +y+ g(t) - c(i)(l + "'i(t)), 
a.(O) = rro. 

{ 

Mnxi:niznr 

sujeto a 

['° {Ju [ !J - ir(ti: ~.~g;)-f- f¡(t) H dF(¡) }c-r'dt, 

a.(O)=ao. 

{

Maximizar ¡= { J u[c(t)b]rlF(/') }c-' 1dt, 

sujeto a. 1= c-rr¿,,(t)dt = 1= r.-rr[1'<1(t) +y+ y(t) - c(t)(l + o:i(t))]dt, 

a(O) =ªo· 

Aplicando la condici<Ín "No Pmtzi Ganw" ni planteamiento anterior se obtiene (com­
parar con II.7.4): 

Maximizar ¡= {l u[c(t)/¡•)dF(-y)}c-" 1rlt, 

sujeto n 100

[y + g(l) - c(t)(l + ai(l))jc-r1rlt = -a(O), 

liin a(t)c-r1 =O, 
1-00 

<!(O) = rru. 

II.9.5 PRIMERA EXTENSION DEL MODELO 

En la primera extensión se incluye bienes no-romercia.blcs, y se pretende ver, si las 
conclusiones obtenidas siguen siendo v{1li<hrn. 

Lo clem;Í;; conesponrlc con II.7.G . 
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II.9.6 SEGUNDA EXTENSION DEL MODELO 

En la segunda extensión se mocliHcn d modelo por el supuesto que el dinero pro­
porciona utilidad por servicios ele liquide>:, y clinero y consumo son complementos a la 
Eclgeworth. A cont.in11ación se prct.endc ver, si lirn conclusiones obtenidas siguen siendo 
vlílidas. 

La condición cash-in-a.dvancc es indudablmncute inuy restrictiva. Para relajar este 
supuesto vamos a suponer que la fnnciém rle utilidad incluye saldos monetarios reales, 
reflejando con esto que el dinero le proporciona utilidad al individuo por sus servicios de 
lic¡uidez. 

En esta sección cousidcrn1110S el signicut.e supuesto: 
(i) La función de utilidad sat.i:;foce Ucm > O, es c!Peir, cons111110 y cli11ero son complementos 

a la Edg~wort.h. 

Ahora, la ut.ilicl:id t.ol11I clcscontacla al tiempo t = () est.;Í. riada por 

V(O) = 1 { { /,"" 11.[c(t), 111(t)jo, R]r-"1dt}clF'(o:)rlF(R), 
O<o<l ./R>O · CI 

en donde o es un panímctro rlc dist.rilmciúu r R es el grado relativo de aversión :il riesgo. 
Se supone c¡uc o: y R son varia.liles alcntorias iudepe11dil'Htes. Ac¡uí, u(.,·) es una función 
creciente en n1nbos nrg111nent.os, pstricta 111cntc c:<l11cava con segundns derivadas parciales 
continuélS, y qnc snt.isfaec 

lhn ttc(c,1nln,R) =O, para 1n fija, ,!,i.::_~1 11.111(c,1njo,R) = =, para e fija, 
c-oo 

E~.15 lle( e, mjü', R) = oo, para 111. fija., liin u,,,(c,rn.jn,R) =O. para e fija. 
1u-oo 

Para ser 111iis cspecificos, vn1110.<..: a s11po11t•r q1H• la ít111cic't11 de utilidad 11 tiene una formn específica. 
Sea O<O'<J 1 

{ 

(-cºm:-~ 11 -H, para algllll valor 
u(c,m)= 

o loyc+{l-o) 109111, para fl=l. 
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III. MODELOS ESJ'OCASTICOS 

En este capítulo se formulan dos moclclos estocásticos, donde cada uno cnenta con 
una pequeña introducción, despw\s se pwseutan los supuestos, la definición de variables y 

parámetros, la descripción del n10dclo y al fi11al el plant.eamieut.o del problema. a resolver. 
Las variables y paní.mctros que 110 se clcfiuen cxplicil.ame11t.c e11 un modelo tienen el mismo 
significado que en los modelos nutcriores. 

III.1 MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO 
ECONOMICO OPTIMO BAJO 

INCERTIDUMBRE 
El n1oddo lH'oclfü-;ico ele creci1niento <'«011c"Huico c)pti1110 hnjo inccrtichnnbrc es una 

111odificación ckl prinier n1odclo 1 que~ t.0111a eu cueut.n las vnrincioncs del ta.1nnño de ln 
fuerza de trabajo que· :-;e rigen por 111rn ccuac1'.ón rlifc1·c11.cia.l r: ... toerÍ..i;t1:ca. en la que aparece 
un proceso de iVic1wr. El objetivo es el mismo del primer mocldo, es decir, un planificador 
central desea dctermiunr !ns trnyecl.orias ele consnmo (variable de control) y capital ( 
variable de estado) que ma.ximi~au el bieucst.ar ele la ecouomía. 

III.1.1 SUPUESTO SOBRE EL MODELO 

Tocios los snpucsl.c" cil.aclos cu d primc·r mocldo son v1íliclos en éste, excepto el 
supuesto siete que se 111odifica ck la siµ;nil·11t.t· 111n1u~n1.: 

( vii) las variaciones clcl tmuaüo de In pnblacicín cst:íu sujetos a una ecuación diferencial 
estocástica, eu la cual csl.:í consirlcrndo uu proceso de \\1icucr. 

III.1.2 DEFINICION DE PARAMETROS 

Varios panímctros cu este moclclo ya. lrnu siclo citados cu el primero, sólo se citan los 
nuevos pa.nímetros, éstos son: 
(i) 1¡, es el promedio cu el cmnbio ck la fuerza laliornl, 

(ii) a 2 , es In vnrinnzn. cu el ca111bio de la fuc_·r~a laboral. 

III.1.3 EL MODELO 

Para plantear el modelo se consiclcrn importante poder cst.ablcccr la ecuación difcr· 
cncinl cstoc¿Ísticn. e.le crcc:i1uiento de Solow en for1un. cxplíci tn.1 donde cstií.. consiclcrncla la 
ecuación diferencial cstocíu;tica ele crecimiento <le la pohlaciém. 
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Derivación ele la ecuación cst.oc'1stica ele Solow, en la cual se hace uso clcl lr.ma de Itó.* 

Sea Í{(t) = F(I~"(t),L(t)) - C(t) la. ecuación clifcrcucial de acumulación ele capital, la 
cual es equivalente a 

dl{(I) = [F(X(t), L(t)) - C(t)]rlt. (111.1.l) 

Dividiendo la ecuación anterior por el t.rnbajo L(t), se tiene que d(J{(t)/L(t)) = 
[F(J((t)/L(t), 1) - C(t)]dt, ésta. ültinrn expresión se puede escribir como 

(
A"{t)) . 

el L(t) = [.1(1.:(t)) - c(t)Jdt, (111.1.2) 

donde k(t) = X(t)/L(I.). 

Supóngase qnc las variaciones <.'Il p) t.i11nni~10 de In. fucr:.t.n de trabc1jo está representada 
por la siguiente ecuación diforew:ial cstoc:íst.irn 

rlL(t.) = 1¡L(t)dt + aL(t)cl::, (11.1.3) 

* /cm.a tl'e JtO.- Supó11gasc que 1111n variable :r. sigue t.•I JH'OCC!'O ge11c1·•d de no, es dccil', 

d.1:=u(.1· 1 t)dt+l1(,.¡•,t)d.:, (1) 

donde ay bson funciones del valor ele la variable ;r.y el licrnpo l, adc111fü; c·r;lc 111·occso1 z, tiene la propiedad 
d::=./di. glcvnndo al cuadrado h1 \'Cl':"Í1)11 di~crcl.;1 de la c;.•nrnci<Íll ( 1), ::;e• til'll<' 

(2) 

Si G(z,l) se expresa c11 1111 desarrollo de Tayhw, c•s dt•cir 

y se usa la ccuacióu (2) clcsprt'cio111do Jos l(.rmi11os (.ó.l):i y (~t):i¡·i, l.01namlo d límite cuando .ó.t-0 1cntonccs 

sustituyendo la ccunción ( 1) c.•11 la exprcsill11 anterior, se tÍl'llC 



donde :; es el proceso de Vliencr .. esti:índar· (o u10vimient.o B1'owninno )** ; 17 es la media del 
crecimiento ele In población y a2 su·_varim1zti. Es clcdr, la población crece exponencialmente 
a una tasa 17 con choques iuclcpcudicntcmcntc cit16nticnmc1;tc distribuidos alrededor de la 
curva, 

Usemos una expansión de /.:(tf = K(t)/L(t) como fnnción ele K(t) y L(t) a t.rnvés ele 
un desarrollo en serie de Taylor, entonces ln. primcrn. diferencial en la serie es 

c1(J\(t)) = dl\(t) - I\(t) dL t) 
L(t) L(I) (L(t))2 ( ' 

(IJJ.1.4) 

y la segundii diferencia.! es 

12 (R(t)) = cl2K(t) _ clK(t)dL(i.) _ K(I.) {'L l. _ dL(t)dl\(t) 21\(t) (clL(t))' 
e L(t) L(t) (L(t))' (L(t))z< () (L(t))2 + L(t) L(t) ' 

(III.l.5) 
se considera. que los términos c/2 J\(I.), cl2 L(I.) y (cll\(t))(dL(t)) son despreciables, entonces 
la ecuación (III. 1.5) es 

il' (1\(1.)) = 21\(1.) (dL(I.))' 
L(t) L(t) L(t) ' 

(IJJ.1.6) 

de las ecuaciones (Ill.1.4), (III.1.5) y Taylor, se• t.i<'11C cpt<• 

cl(J\(t)) = dl\(t) _ J\(t) (dL(t)) _ 1\(1) (dL(t))' 
L(t) L(t) L(t) L(I) t- L(t) L(t) 

(III.1.7) 

Sustituycnclo (Ill.1.2) y (Ill.1.3) cu (III.1.7), º" t.ienc c¡ue 

d/.:(t) = [f(l,:(t)) - c(t)]clt - /.'.(l)(1¡1U + aclz) + /,:(t)(1¡dl. + aclz)2 . 

Considérese (clz)2 = dt, (dz)(rlt) =O y (rltf =O (reglas tic operación del lemn de ltó), 
c11tonccs la cxprctiiÓn anterior eonclncc a la ecuación <lifcrc11cit1.l estocústica de Solow1i.c., 

d/,:(t) = [f(/,:(t)) - c(t) -(17 - a 2 )/,:(l.)]rlt - /,:(t)aclt 112 . (I II.1.8) 

Sea U(c(t)) la f1111ci<1n d" utilidad ele! m11s111no per c1ípit.a nl tiempo t, p 2:: O la tasa de 
descuento constante y E 0 el operador el" espernuza coHdieional, entonces el planteamiento 

** Un proceso cst.oc;'13l.it..•o {=1:t2:ll} c11 llll <·spaciu de proh<1hilidades (11,F,P) es uu ]Jroccso Wirmcr 

cstánd(J.r si snt.isfac:c las sig;uil'11les condidont'.<;; (i) Los it1C'l'f'llt<>1ttos f;Oll independientes , i.c., si O$to$ 

t 1=:; .. ·$11: entonces las diferencias A. :¡=::{t; )-::(1;- 1) .. i=1 ,'.!,. .. Jd l), son \'ariah\c::; al calorías independientes. 

Ademas, ó.:; liC'llC \lllC\ <list.rihución ll01'11tal COI\ 111cdi;t o y varia11zn. t;-t;-1. (ii) Para. cadn wen, la 

rc>aliznción .:r (w) es l'Ollt.iuua en 1. Acll•mfü•, :: 0(w)=O con prohal1iliclad uuo, por convención. 
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del problema es: 

Maximizar E 0 1""' c-P
1U(c(t))dt, 

sujeto n dk(t) = [f(l,:(t))- (1¡ - a~)/.:(t)- c(t)]dt - ak(t)dt 112 , 

/,:(to)= i•o, 

O:::;: c(t):::;: f(h(t)), 

c(t. ), continua por pedazos. 
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III.2 MODELO DE SELECCION OPTIMA DE 

PORTAFOLIO BAJO INCERTIDUMBRE 

En este modelo un individuo enfrenta el problema. de opt.imi~ar su cartera ele inversión 
(portafolin con un ar:t.ivo de real.a varia.ble y un activo ele, r<'nt.a. fij:t) y al mismo tiempo 
encontrar las trayectorias de co11su1110 y distriln1dó11 de su ric1uezn. que inaxiinizan su propio 
bienestar. Es un problema bajo incerticlumhrc ya que los rendimientos de la cartera de 
inversión son cstoeclst.icos. 

III.2.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

El 111oclclo to111n. cu cncnt.n. los siguicut.t•s Htt}>ll<'stcrn: 

(i) los ingresos clcl individuo H<~ fnr111a11 <le los r<.•11cli111i<•11t.os ele un nctivo riesgrn;o y de un 
activo lihrc ele riesgo, 

(ii) los rcndhnient.os del activo ricsgoso se rigen por una cf:nnci<Ín difcrcncinl c~~toccí.stica. 

en la que npn.rccc t111 proceso ele \Vicu'-'r, 
(iú) todo la riquchn. es destinada n couHun10 o invcrsic)n, 
(iu) la tasa subjetiva i11tcrtc1nporal de descncuto t!S coustantc, 
( v) 110 hay inflacic>n. 

III.2.2 DEFINICION DE VARIABLES 

A co11t.i11ncu·ic'n1 se hace ltna lista dt• lns variables q1w tlcfi11c11 el inoclclo: 

(i) w(t), proporción de la riqueza. invt'rticlo cu d activo ricsgoso ni tiempo t, 
(ii) T'V(t), ric¡u<'zn total del inclivicluo ni tiempo t, 

(iii) C(t), conRmno al tiempo l .. 

III.2.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

A continuación se presenta unn. lista de los panímct,ros que se usan en el modelo: 
(i) T, tiempo en que mucre el individuo, 

(ii) p, tasa subjetiva intertcmpornl ck• ,\cscuento, 
(iii) 1·, tasa de interés .que paga el activo libre ele riesgo, 
(iv) a:, media del crecimiento del valor del 11ct,ivo ricsgoRo, 
(v) u, desviación cstánclar del crecimiento cid valor del activo ricsgoso. 
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III.2.4 EL MODELO 

Se supone que las variaciones en el valor del activo ricsgoso están representadas por 
la siguiente ecuación diferencial esLoc:;íst.iea. Si R( t) es la. proporción ele la riqueza que se 
inverte en el activo riesgoso ul tiempo t, n la media. <lcl cn,cimieuto del valor del activo 
ricsgoso y a su desviación cstnnclnr, cuto1H'.t'H 

dR(I.) = nR(l)dt + aR(t)d::, (I II.2.1) 

donde:: es 1111 proceso de \Vicner 1 cst.;íuclar (o movimicnt.o Browniano). Not.e también que 
R( t) está dado por 

R(t) = 11•(t)W(t), 

donde w(t) es la proporcir\11 ele la ric¡1tc'-a invcrt.irla cu d ad.i,·o ricsgoso al tiempo t y W(t) 
es la riqueza. tata.\ al t.icmpo t. Ent.onces, SL' tiene 

dR(t) = nw(t)W(t)dt + a1P(l.)W(t)d::. (JII.2.2) 

El can1bio 211argi11al eu la riqne;.rn está clc1cln por In ~iguicutc ccttncicíu difcrcucial 

dW(t.) = dR(t) + (1 - w(t))l+'(l)rdt - C'(t)dt, (JII.2.3) 

donde dR(t) es el cambio en d valor ele! activo ricsgoso, (1 - w(t))1Y(t)rdt el cambio en el 
valor del activo seguro y C'( t) d co11sm110 por 1tnidacl ele tiempo al tiempo t. Sust.ituycnclo 
la ecuaciones (III.2.2) en la cc1tacic'111 (Ill.2.3) se· t.icuc: 

dW(t) = nw(t)W(t)dl + u1,.(l)W(t)rl::: + (1- w(t))lV(t)1·dt - C(t)dt 

= [111(1)( n - r) + r]H'(t) - C'(t)dt + w(t)ll"(t.)ud:;. 

Aplicando la couvcuci<Íu d:: = ( rll) 1 /'.! se ol1icuc la recn1u:irín 1lifr:rcncinl c,<toc1ística rlc prc­
MLp,,csto: 

dW(t) = [w(t)(cl' - 1·) + r]W(f) - C(t)dt + w(t)W(t)a(dt) 112
• (I II.2.4) 

La riqueza iuicial cst.ú clndn por 
1\!(ü} = l'ilu >O. (III.2.5) 

Se tiene la siguiente fnnciém objctiYo 

{ '/' } lVIaximi2m· Eu i r.- 1'
1U(C(t))dt + B(W(T),T) , (I II.2.6) 

1 comparar con 1110clclo 1J 1.1 
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donde U(C(t)) es la funcibn de utilidad del co11su1110 y B(lF(T), T) es la función de utilidad 
por dejar una herencia. Se ncccsit,an nqní, de nuevo, las inistnas condiciones que se 
formularon pant fnncioucs de utilidacl en el JH'inwr 1110delo. T es el tiempo en que muere 
el individuo y E 0 el operaclor de la cspcrnnia. conclicionnl claclas !ns condiciones iniciales. 

El problema es encontrar una trnyL•doria de consumo C(t) y una trayectoria de la 
proporción de la ric¡ucia que se asigna al act.iYo ricsgoso w( t) tal c¡ue se resuelva: 

{ 

1' } Maximiinr E 0 1 r:- 1•
1U(C(t))tlt+ll[W(T),T] , 

sujeto n rlW = [w(t}(n - r) + 1·]W{I) - C(t)rlt + w(t)W(t)u(dt) 112
, 

l.Ji(O) = IV0 > O, 

T·V(I) >O, 

C(t) :2: O. 
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IV TECNICAS DE SOLUCION 

A continuación se presentan las técuic¡¡s ele solución para los problemas de opti­
mización planteados en el capítulo ¡¡uterior. Las t<;cnicas comprenden: C¡ílculo ele Varia­
ciones, Control Optimo y Coutrol Optimo Esto<'lÍstico. Tocios los problemas eletcrmiuistas, 
planteados, pueden ser resueltos vía ciílcnlo de vnriaci01H's o control óptimo. El interés no 
es presentar toda la teoría. r¡uc rcspillcla los uu:t.odos, ya que í·st.a es ampliamente conocida, 
sino inostrar la. nplicación de las técuicas ¡1 problc111ns en la 111icrocco110111ía y n1acroe­
co1101nía. 

IV.l CALCULO DE VARIACIONES 
Existe una gran variedad de prol>lc111ns cpie 8Hrgcn en la teoría. rlc optirniznción en 

espacios de funciones, c~:·itos ticuc.·11 uu cnnlcter snsta11cialtueute 110 lineal, y se pueden 

afrontar por n1ét.odo1:; variaciouHles, los cuales coustituyc~n una ele lns ra1nas principales del 
a.mílisis funcion¡¡l no liuc¡¡l. Dichos métodos uos coudncinín a la solución ele los problemas 
planteados. 

Entre los prohle111ns de opt.i111izació11 c11 espacios ele funciones se tratnr<.Ín funcionales 
de un tipo muy especial, es decir, fuuciounlcs rcprcscntadns por iutcgralcs. 

Para ser nuís cxplicitos, i11icinre1nos ccn1 uun dc!fiuicic'ni. 
Definición.- Sen. (V, 11· I 1) 1111 cs¡rncio linenl 11ornmclo, B, 11ua bola abierta de rnclio E. en V, 
J : B, e V -> R uua funcional y L(V, R) el t•s¡n1cio ele funciounlcs que van de V a R. Se 
dice que la funcional .! es clifrrc11ciabk· <'11 el ¡mnto f E B,, si existe una funcional lineal 
acotada d.l(f) E L(\f, R) = F*, tal c¡11c par:i (f + /1) E B,, J(.f + h) - J(f) = clJ(f)(h) + 
o(//h/I), donde o(//li//) significa qnc /o(//h/1)1///li// = /.J(f +h)- .J(f)- d.J(f)(h)////h//-> O 
cnnnclo //hl/-> O, o(llhllJ "s frcnwut.<.'llH'lltc• llmu¡¡c\o uu i11f<•11it<;simo ele orden superior al 
primero respecto a J/li /1. d.J(f)(/1) es lliunada 1't difon.•ucial de Fréd1ct de la. funcional J en 
el punto f E B,. Obviamente este concepto es loen!. Por lo qnc es conveniente definir a 
una funcional .f como <lifcreuciahl<! cu un couj1111t.o B, C V, si es difcrenciablc para cada 
f E B., esto es, para. cadn .f E B, existe d.J(.f) E L(V, R) = V*, tal que cumple con la 
propiedad antes n1cudo11ada. 

IV.1.1 TIPO 1 

El primer tipo de problemas '" como se prcseuta a coutinnacic\n. 

Teore111a: Considérese mm fnncimwl de In form¡¡ 

!.
,, 

J = .J(.f) =." F(t,f(t),f'(t))dt, 
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sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera 

.f(a.) =A., 

.f(b) = B, 

donde F E C2 , es decir, mm función con primera y segunda derivadas parciales continuas 
con respecto a todos sus argumentos. Supóngase que V = C 1 [a, b] con norma 11.fll = 
max lf(t)I + max IJ'(t)I. Entonces nna conclición necesaria para que la funcional J(f) 
IE(a,bl tE(«,l•I 

tenga un extremo en una fnncic\n dada f(t ), es c¡ue sa.tisfnga la ecuación de Euler, es decir* 

DF(t,f,f') _ !!:._ (DF(t,f, !'))-
". l ,.,,., - o. u.f <.t u. 

De111ostración: Demos a la. función f un incremento /¡, ele t.al manera. c¡ue (.f +h.) E B., 
y f + h siga satisfaciendo las condiciones de frontera., para b cual h.(a) = h(b) =O, esto es 
h E C 0 [a, b], cspncio ele funciones c:ontinnas c¡nc• se an11la11 cu" y b, en la. terminologfa de los 
métodos vnri<1cionales tal f1111c:icín /,. es lh111wda una. función admisible, entonces ca.lculando 
la diferencia .J{f + h) - .J(f) se tiene qne 

1
1, 

.J(J + h) - .J(.f) = (F(t, f + h, .f' -1- li') - F(t,f, J'))dt, 
" 

se sigue del Teorema de Taylor c¡nc 

J(f -1- h) - J(.f) = t ( DF(~.r f') h(t) + DF(~,f' f') h'(t)}lt 

i ¡I· (º' F(I., f -1- (i/1, f' -1- (!/,') 12( ) 
+ , . " uf' ' t 

_ ·J D
2 
F(t, f -1- 8h, .f' -1- 8/1.

1
) l ( )/ '( ) 

1- _ Dfu.f' 1 t t t 

D
2 

F(t, J + 8h, f' + Bh') (l '( ))') d + u.f'2 '· t t, 

donde e E [O, l]. Atle1rnís se sabe c¡ue existen J\1¡, J.12 y A1;¡ tales que l º2

Fb';[·l'>1 :::; 

l
a'F<t.J,f'>J '1 Jº'F(1.f,f'lJ '1 ... 1 ( f'f') Ft' . 1 J.!l¡, a¡a¡• ::; ,,, 2 Y üf" ::; Ji• :i ¡Mr.i toe o t,. , , pues 1cne segtmc as 

derivadas cont.imias con rcspect.o a t.oclos sus argmnentns. Se define Jllf = ma.x{.iYl;}, 

* Para simplificar la notació11se11sa1·;í_ f, !', 11, /,', !/, y' rccordanclo que cst.an en función <lcl tiempo 

t. 
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si llhÍI = mai.: Jli(t)L+ mi).X Jl;:1(f.)(se ~bti~11c lo siguiente para. !11. segunchi integral de la - . . '. '· '·. . ,. . ;_:·- ·. -~-. - " ' .. ,..:- ' - - :· . -
ecuacióú anterior: 

+ max lh'(t)i2]dt 
IE[u,I•] 

:5 ~M(b - a) [ nrnx l!t(l.)j + mnx lh'(t)l]
2 

1E[<1.I•] IE[<1,I•] 

:5 ~M(b - a.)1ihi12. 

Dividiendo el rcsnltado cut.re llhll y t.01wmdo d límit.e {11/111-> O) se tiene: 

. ~ ,t'(. .. )dt . ~M(b- a)lll1W . o(llhll) 
11111 " < 11111 - = 11111 --- = o, 
l<-11 """ - /,-() "''" l<-0 """ 

así en valor nbsolnt.o la sq\tmcla int.egrnl CH igual a cero c·u d límite. Entonces 

d.J(f)(h) = J.r, (DF(~f, f') li(I) + DF(~/,f') !t'(t))dt, 
• j . 

una condición necesaria para c¡nc In funcinual .J t.eup;a uu extremo en el punto J es que 
d.J(f)(h) =O para tocia h nclmisii>lc en C'a(o, b} n C' 1 [a, li], ent.ouccs 

!.,, (DF(t,f, J') 1 (t) + DF(t,f,f') l '(t)) lt - O 
• Df i Df' '· . ' - ' 

para toda h acl111isihle, pero i11tegrn11do por partes el Hegunclo sumando del integrando, se 
tiene que 

¡1' DF(t,f,.f') h'(t)dt = DF(t,f,f') li(t)lr' _ ¡1' .!!_(DF(t,f,J'))h(t)dt 
J. Df' · Di' • },, dt D.f' 

= - (' .!!_(DF(t,f,f'))h(t)dt, 
},, dt D .f' 

así 

1.
1
' [DF(t,f,.f') _ .!!_(DF(t,,!;·.f'))]1i(t)dt =O, 

" D.f rlt D./ 
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para toda h admisible. Por ta.ni.o 

DF(t,f,f') _ !!_(éJF(t,.f,f')) = 
a¡ <11 ar 0

· 

Ln. ccua.c1011 ele Enlcr proporcioua. 11un couclkióu 11ecesi:1ria para nn extremo y, en 
muchos casos, ésta. es suficiente pnra dnr urn1 so!t1cic)11 completa. del problema variacional. 
Ln ecuación de Eulcr es cu gr1u~ral uua eL'.nilcicín clifcrencial de segundo orden. Pero puede 
ser que para una curva. ciada, la f11ncic)11 tenga 1111 extrc1110 y dicha curva no sea dos veces 
difcrcncin.blc, y ::;iu emhnrgo, Hnl.isfncc la e<:twdc)u ele Enler. 

IV.1.2 TIPO 2 

El tipo dos se presenta a. cont.itnwci{ni. 

Teore111a: Consiclérc:;e 111111 funeionnl de ln forma 

!.
¡, 

.1=.T(f)= F(t,f,fJ,f1,y')dt, 
. " 

sujeto a las siguientes rcst.riccioncs o concliciones el<' fronl<'nt 

f(a) =A, 

f(b) = B, 

donde F E C2 [a., li], es decir, una función con primera. y segunda derivadas parciales 
continuas con respcct.n a. t.odos sns arg11mc11t.os; //(f, [J)// = 11rnx /.f(t)/ + n1ax /f'(t)/ + 

tEln 1f1) tE[11,b] 

max /fJ(t)/ + max /y'(I)/; (/,f/) E B, e (C'i[a,lt]J, (f'.y') E B, e (Ci[a,b]), (f,g) 
IE(«,b] IE(a,l•J 
satisface las condicioues rlc front.c·rn. 

Entonces, una condicic)n IH~cc:-mria pnra que la fuudoual .7 tenga un cxtrc1110 en un 
vector dado (/, g), es que este vector Hati~faga 1<1~ t•cnncic)nc~ de Euler, es decir 

DF(t,f,g,.f',g') _ !!_(éJF(t,f,g,f',g')) =o 
a¡ r11 ar ' 

y 

éJF(t,f,g,f',r/) _ !!_(éJF(t,f,fJ,.f',r/)) =O. 
a9 r11 au• 

Demostración: Demos al vector (f, g) nn incremento ( h 1, h2 ), 1/( h. 1, h.2 )11 < .:: , de tal man­
era que se sigan sntisfncicndo las co11rliciow•s <le front.c,ra, eut.ouccs (/q, !t.2 ) E (C0 [a., b])2 n 
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. . . 
1 • • • • • • • 

(C¡(a, b]) 2 , entonces calculando hi:di~ercn~.i.~ .J(f fh 1 ,g+ h2 )- J(J, g) y usando el teorema 
de Taylor se tiene que :.:·~~:\;t~· ;~f,_(:"_ .~·:~ 

Por tanto 

!.b (ºF DF ) J. 1
' (DF fJF ) dF(f,r¡)(h 1,h·i)=, Dfh 1 -D.f'h'1 rlt+" Dr/12-Dy'h~ dt. 

La condición necesaria rl.J(f, g)(/1 1, !t 2 ) = O, (/1 1, !t 2 ) E (C'0[0., /J])2 n ( C'1 [a, b])2 implica que 

J.
1
' (ºF DF ) J. 1

' (DF DF ) a" 1 - 7J7ih'1 r11 + 8 112 - 7Jí"~ rlt =o, 
" f j " [/ [/ 

puesto que torios los incremcnt.oH /1 1 ,1(t) so11 i11clcpc11dic•11t.cs, entonces de acuerdo con el 
prohlc111a ti110 uno, se tiene el signi<~lllP siHt.c111n dt> ec·1uH·io11Ps de Eulcr 

DF(t,f,r¡, f',y') _ :.!_ (DF(t,f.r1.f',r/)) = 0 
fJf dt Df' ' 

DF(t,f,g,f',u') _ :.!_(DF(t,.f,g,.f',,r¡')) =O. 
Dg dt Dy' 

Obscrvcsc que J;1.i.; cxprc.sioues nnt.eriore:-; fonuau un siste1na de dos ecua.cioncs difer­
enciales de scgnuclo orden, y c¡nc su solncicín gcJncrnl cont.icue e.los constantes arbitrarias, 
las cuales son ddc•rmi11ad118 ele lllH coudic:ioucs de fronl.crn. 

IV.1.3 TIPO 3 

El t.ipo tres es para llU vrohleu1n. Isoperi111ét.rico. 

Teorema: Considérense dos funciounlcs, es decir 

!
¡, 

.J = J(f) =." F(t,.f,f')dl, 

sujeto a !ns siguientes_ rcst.riccioucs o conelicioucs ele frnut.crn 

.f(a) =A, 

.f( b) = JJ, 

1
/, 

J( = IO:(f) = G(t,.f,f')rlt = Q, 
" 
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donde Ji:, Ff.C 2
, t E [a, b], es decir, una funcic'in con primera y seguncla derivada5 parciales 

continuas con respecto a todos strn arg11rnc11t.os; f 111m funcicín para la cual la funcional J 
tiene un extremo (óptimo) y es t.al c¡11c 11.flJ = max Jf(t)J + max l.f'(t)I; f satisface las 

IE[a.f•) IE[n,b) 

condiciones de frontera. Se dcs"n. cneontrnr una funcic'll! f para la ctrnl la funcional J tenga 
un extremo (óptimo). 

Si f = f(t) es extremo ele· .1 J'l'l'O uo ele ¡,-, c1Jto11ces existe uua constante]' tal que f 
es ext.remo de la funcional .1 + 711,·, y por t.nut.o f snt.isfact• la C'c:unción difcrenci11I 

DF(t,f,f') _ !!_DF(t,f,.f') _ (DG(l,f,f') _ !.!_DG(t,f,f'))-o 
a¡ dt Df' -t /J Df dt. Df' - . 

De1nostración: Trnnsformanclo el planlc:11uic11t.o cid teorema anterior en uno de Control 
Optimo* se tiene: 

sujeto a 

J = lb F(f, 1t)dt., 
. " 

.f' = 11, 

v'= G(f,11.), 

f(a)=A, 

.f(b) = B, 

y(a)=O, 

y(b)=(J. 

Se desea encontrar una función .f pnrn. In c1wl In funcional J t.cuga. un extremo (óptimo). 
Primero se formula el Hmniltoni:uw 

H(,\,f, u)= ,\ 11 F(f, 11} + ,\,G(.f, u)+ ,\211. 

Las ecuaciones adjunta~'i son 
-,\1 = ,\oF¡ + ,\1 G ¡, 

-,\2 =o. 
La co11Clicióu para el míi.ximo es 

O= ,\0 F,, + ,\1 G,, + ,\~. 

Derivando la ec11ación anterior con respcct.o al tiempo t y ciado c¡ue ,\2 ~ O se tiene 

d \ d ' ' ¡ 0=,\ 0 -
1 

F,,+,,-
1 

G,,+G,,,q. 
e .t et 

* ver :rnhcilpil.uln 111.'2 
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Para A1 = O se obtiene junt.o con In. ccunción adjunta 

F.·¡- !!:_F¡• + ,\ (01- !!:_G¡•) =O. 
. dt dt 

y sí A¡ i' O, entonces 

~ (.!!_F'¡ +~!!...o¡)= F¡ + ~G¡. 
G'¡ dt ,\o dt ,\o 
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IV.2 CONTROL OPTIMO 

En Ciílculo ele Variaciones se b11sc;i miuimiwr o maximir.ar 1111 índice de ejecución de 
un sistema determinado por un conjunto de ecuaciones diferenciales. 

Se pueden formular los problemas de C1ílculo de Variaciones en forma de problemas 
ele Cont.rol Optimo con la moclificacióu ele c¡ue las variables de control est,¡Ín restringidas 
por un conjunto cerrado. Con la excepción de c¡11e la forma de la,, ecuaciones diferenciales 
de un problema ele Control Optimo es un poco menos gencrnl que la de un problema de 
C;ílculo de Variaciones, se pu<'rle elecir c¡ne los problemas c¡ne se resuelven con C{tlculo ele 
Variaciones sou casos especiales ele prnblemas de Cout.rol Optimo. El método Cálculo ele 
Variaciones tiene la desventaja de que uo He p1wclc11 resolvc·r prohlcnu1s donde a.parecen 

restricciones en forma de desig1rnldael. 

IV.2.1 TIPO 1 

El primer tipo de problemas que se van a cousidernr son problemas con condición 
inicial, pero sin condicióu terminnl. 

Estos problemas se formulan ele la sig11ic:nt.e forma: 
Se tiene 11n sistcm<t, definido cu 1111 iutervalo ele tiempo O ::; t ::; T, 

/(t) = G(/(i), 11(t)), 

una conclicicíu inicial (fijo) 
f(O) =fo, 

un conjunto ele cout.rolcs perrnitidos 

y una función objcti,·o, 

u(t) E U, 

J = 1/•(f(T)) + ¡'r F(f(t), 11.(t))tlt, 
.fo 

(IV.2.la) 

(IV.2.lb) 

(IV.2.lc) 

(IV.2.ld) 

que se requiere maximizar. Aquí u(t) es la variable de control, f(t) la variable de estado 
y ,P(f(T)) la contribucicín a la función objetivo ele In variable de estado al tiempo T. Se 
supone que la función G(f(t), u( t)) es una función bien comportada tal que el sistema tiene 
solución única. 
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LA FUNCION OBJETIVO MODIFICADA Y EL HAMILTONIANO 

Las condiciones de mnximiz1u:icín se obtienen considernndo los efectos de cambios pe­
queños cerca del óptimo. Se empieza con 111. snposiciúu de c¡11e la función de control 11.(t) es 
Óptima, después se hace un cambio pcq11ciio en u(t) y se determina el cambio inducido en 
la función objetivo J. Este cambio debe ser ucgativo si u(t) es óptima. 

Como un cambio en 11.(t) t.nml>ié,n provoca 1111 cambio cu f(t), es difícil determinnr 
directamente la infl11cucia uct.11. cu el valor ele 111 fnuciúu ol,jdivo. Por eso se aplica un 
1nétoclo indirecto. Se. ngrc,;n. a ./ t.t·nuiuo:-; que~ H11111n11 cero. 

En particular se fonun la f11ncic'111oJ .. jc·t.i\"o111odif-icncln* 

T 

J = J -1. ,\[./- Ci(f, 11.)]r!t 
() 

T T 
= 1/'(f(T)) + l. F(f, u)rll -1 A[/- G(f, 11)Jdt. 

• 11 u 
(IV.2.4) 

El término entre paréutcsis c•s cero para c1111lc¡11i<'r lrnycctori11. Eutonces el coeficiente ,\ 
es arbitrario y por lo tauto ¡mra n111lc¡11icr ,\ el valor de J es el mismo que el valor ele 
J. Resulta. que se p11cdc cousidc•rnr d problcuw ele maxiwiznr J antes de maximizar J. 
La flexibilidad en la elección de• ,\ s<· puede 11snr para hact•r el problema tan simple como 
posible. 

Por conveniencin. se define el H:uni!t.011im10 

H(A,f, 11) = ,\G(.f,11) + F(f,u). (ITJ:2.5) 

En términos del Hmnilt.ouia.110, la fo11ricn1 objetivo modificada toma. la forma: 

J = 1/1(.f(T)) + i.''' { H¡,\,f, 11.) - A./}t!t .. 
() 

(JV.2.6) 

Eutonccs el Han1iltc>11ia110 <'S f111Hln111eutal l)C1r~1. la. co11sidcracién1 de este objetivo 111odificado. 
Se supone ahora que tic especifica 1111a funciúu de control u, satisfaciendo la. restricción 
u E U. Este determina. Hila trnyect.oria. de estado f. Al10ra se cnusidera un cambio pequeño 
en la función de control a una 1111eva fnnci<Ín v E U. Este cambio es pec¡ueiio en el sentido 
que la integral del vnlor absoluto de la diforeucia es pec¡11ei10, es decir, 

T ¡ ¡,, - ,,,,u< c:, (JV.2.7) 

donde i:: es pcqueüo. 
Este control nuevo implica u11a 1111eva tniycctoria ele estado la que se escribe como 

f + cp. El cambio cp es pcqucüo pa.ra toda t, pon¡nc la variable de estado depende en la 
integral de la función de control. 

* Para simplificar In 11otflció11 se 11~;1r;í ..\ 1 f, " rc•conlando c¡11c cst.nn c11 función del tiempo t. 
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Si se define Ll.J como el cambio cori'espondicnte en el objetivo moclificaclo se obtiene: 

7' 

cp,v)-. H(,\, .f, u)}dt -1 ,\,Pdt. 

7' 7' r ,\i{J = ,\(T)cp(T) - ,\(O)cp(O) - r ,\cpdt. 
.fo Jo 

Ent.onccs tenemos 

Ll.J =1/>(.f(T) + cp(T)) - 1/'(f(T)) - ,\(T)cp(T) + ,\(O)cp(O) 
T 

+ f {H(,\,f-f-cp,t1)-H(,\,f,11)+,\cp}dt . 
.fo 

(IV.2.8) 

(IV.2.!J) 

(IV.2.10) 

Ahora se aproxima ''st.n. ccunci<ín a prinwr or<kn ( "' clrcir, al orden e usando expre­
siones clifcrencialcs para diferencias pcqneiia:<. Utili;mnclo la vcrsicm nmlticlimcnsional del 
Teorema 'de T¡¡ylor se ohl.icnc, 

"/' 

f, [H(,\,.f+cp,v)-H(,\,f,11)Jdt 
. o 

T 
= { [H(>.,f-1-cp,v)-H(,\,.f,u)+H(,\,f,11) 

./o 
- JI(,\, f, 1t)Jdt 

'/' 

~l. [H¡(,\,f,11)cp+H(>.,f,11)-H(,\,f,u)]dt 
. o 

T 

f [H¡(,\,f,u)cp+ {H¡(,\,f,u)-H¡(,\,j,u)}cp 
.fo 

+ H(,\, f, t•) - H(>., f, 11.)]dt 
"/' 

~ { [II¡(,\,f,11)cp+H(,\,.f,v)-H(,\,f,u)Jdt, 
./o 

(IV.2.11) 

donde en cada etapa~ significa. "igual que dentro del orden ele e." (La última línea se 
obtiene considerando c¡ue amlJos r.p y el integral de Hr(>.,f, v) -H¡(>.,f,u) son de orden 
e, entonces el producto es de orden e2 

.) 
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Sustituyendo (IV.2.11) en (IV.2.10) y usando tina n.proximación diferencial a los 
primeros dos términos en (IV.2.10) da,_ 

. - . ·---.- .. -
l>J =[if,¡(f(T)) - ,\(T)]c,o(T) + ..\(O)c,o(O) 

T. . . ,._ .. -+L. [}J¡(~\,}'.u) + A]~clt 
r'··_,._, .. . ·. - e +J. (H(,\,f, ii) --H( ,\,f, u)Jdt + p(e), 

() 

(JV.2.12) 

donde p(e) denota términos c¡nc son de orden menor que e. Est.o es la expresión general 
para el cambio en J que resulta de un cambio arbitrmio en u.. A continuación se simplifica 
esta expresión por la selección propia. de la función ..\. 

LA ECUACION ADJUNTA 

Note que cp(O) = O, ya. <¡Uc un cambio <'n la func:i<Íu de rnut.rol no produce un cambio 
en el estado inicial. Entonces d segundo tfamino del lacio cil.'rccho de (IV.2.12) es siempre 
cero. 

Se debe seleccionar ,\ ele t.al forma. que t.oclos los otros ténninos desaparezcan, menos 
la última integral. Esto se logra esi:ogicndo ,\ como la soluciém ele la ecuación diferencial 
adjunta., 

-,\ = H¡(,\,f, 11), (IV.2.13) 

o, 1nás cxp1icit.n1uc11t.c, cou condidc)u Hdjnnt.n final. 

,\(T) = 1/•¡(f(T)). (JF.2.14) 

Se va a ver que está involucrnclo a.c¡ní. Debe recordarse que· el valor de G ¡(f, u) varía 
en el tiempo; pero parn un u y .f específico es conocida. Tmnhié11 el valor de F(f, u) es 
conocido y va.ría en el t.ie1npo. Por t.a.ut.o (IV.2.ll) "'una <·nmc:icín diferencial lineal cuyo 
valor cambia en el tiempo y depende del valor de ,\ lo cual es rlcsconocido. Asociado con 
este sistema se tiene nna condicicín final ,\(T). Entonces se pncclc considerar resolver la 
ecuación adjunta regresando eu c•l t.i<'mpo ele T a O. Esto elet.crmina nna solución única..\. 
Con esta,\ se obtiene la siguiente ecuación de la expresión (IV.2.12) 

T 

LlJ= 1 [H(..\,f,u)-H(..\,f,11)Jdt+p(e). (IV.2.15a) 

Co1110 ,\, f y u son conocidas e iuclcpc11dic11t<·s ele v, esta ecuación nos i1cnnite cu.lcular 
fácilmente la co11secuc11cia. aproximada ele uu cambio a una nucvn. función ele control v. 

Se puede usar esta ccnaci<')n pnra declucir la conclicicln de optin1alidad. Si la función 
inicial ele control 1t es ópthno sc"Coudnyc que parn cualquier t, 

H(,\(t),f(t), 11) :S JI(,\(t), f(t), 11.(t)), (JV.2.15b) 
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para tocio v E U. [Aquí tes fijo, 11(t) es el valor del control óptimo ni tiempo t, mientras 
que ves arbitrario en U; v.no es mm fnnción del tiempo.] 

Esto implica que en el nuí.ximo 

DH =O. 

ª" 
(IV.2.16) 

Para verifica.r In desig11aldad (IV .2.151>), ,;e s11ponc que para nlgúna t existió 11n v E U 
con 

11(,\(t), f(t),v) > H(>.(t),J(t), 11(t)). (IV.2.17) 

Ahora, pudiéramos cambinr la función TL(t) tn.l qul' la ccuaci(m (IV.2.15a) es positivo para 
1111 intervalo pec¡ueüo (ele t.amai10 e) c¡uc cout.il'nc esta 1, la int.egral sería positiva (y de 
orden e). Asi L:i.J sería positiva, co11t.radicil'11<lo d hcdw el<- 'l'"' la función TL(t) produce el 
J 111áxiino. 

Esto resultado significa. que ea cada. iust.aut.c el" tiempo t el valor particular de u(t) en 
un control óptimo tiene la propiednc.I de nrnximiznr el Hnmilt.oninno. Este resultado es el 
principio rnáximo de Pontrya.gin para este.· problen1n. 

EL PRINCIPIO DEL MAXIMO 

Ahora se hace un n·swnc·n ele! coujuut.o de lns coudicioues necesarias de optimalidad 
las cuales son dadas por uun fu11ció11 11djuut.a ,\(t ). Eu el problema original se buscan las 
funciones. f(t) y u( t) que sntisf;11:<'n la ccuaci6u del sistema. ( IV.2. la), la condición inicial 
(IV.2.lh}, In restricción (IV.2.lc) y que maxii11i2an la funci<Íll objetivo (IV.2.ld). 

Teorema: Scau u.(t) E U y f(t) las t.rnyeet.orias c>ptimas ele control y estado respecti­
vamente para el problema de Control Óptimo (IV.2.1 ). Entonces existe una trayectoria 
adjunta >.(t) tnl que 11.(t), f(I) y ,\(1) jnutos sati8faceu: 

(i) j{t) = G(.f(I), u(t)) (cettacióu cid sist.ema) 

(ii) f(O) =fo ( condicicín inicial) 

(IV.2.lSa) 

(IV.2.lSb) 

(iii) -5.(t) = ,\(t)G¡(f(t), u(t)) + F¡(f{l), 11(t)) (crnacióu adjunt,a) 

(iv) ,\(T) = ¡/1 ¡(f (T)) ( condicicín adjunta final) (IV.2. lSd) 

(v) Para toda t, O :5 t :5 'l', y toda v E U 

9Jf¡. = O (condición para el nuíximo) (IV.2. lSc) 

donde H es el Hnmiltouiano 

H(,\(t), f(t), 11.(t)) = ,\(t)G(f(t), u(t)) + F(f(t), 11(t)). 

GD 
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IV.2.2 TIPO 2 

El tipo de problema de Control Optimo c¡nc resolvimos en la sección anterior se refiere 
a proble1nas sin restricción del vnlor ·terminal de In variable de estado. Existen muchos 
problemas en los cuales el valor tcrminnl está restringido cu alguna forma. Entonces se 
modifica el problema (IV .2.1) por la rest.ricción terminal 

f(T) = h·· (IV.2.19) 

Para dcclnch· lns condkioucs IH'c'<•:.;cirins cu l.t~r111iuos ele nua función ndjunt.a ... \(t) en é!stc 
problema se siguen los mi,;mos p:rnos c¡ne c11 la scccic'in IV.:2.1. Lo que cambia es que hi 
ccnnción (I\T.2.14) dcsnparccc cu c:'ltc caso y :-:i<.' t.iPnc una const.nut.c ,\0 que to1nn en cuenta 

la posibilidncl de dcgcneradcín. Puede ocurrir c¡nc no t'Jdstn ninguna función de control 
que satisface la. rcstric·.cir'ln t.Pr111inal, m1 Pstc cnso 110 hay sol11cic>1L Eu el caso ele una sóla 
trayectoria que sat,i:-;facc In. rc~t.ricc.ióu t.cn11i1ml la tiolucic'n1 110 cst.lí. nfcctacln. por In función 
objetivo. Un prohlc-m:1 liiP11 fornmlaclo no \":1 a kncr <:si.as auomalías, entonces ,\0 > O. En 
la pníctica siempre se iutcut.n aplicar d pri1H'.ipio <l<'l m:íximo con Ao = l. 

Teorema: Sean u(t) E U y f(i.) la., t.ray<'d.orias c\pt.i111as de eoutrol y estado respectiva· 
mente ¡mm. el problema de C011trol Ópt.imo c¡t1<' cst.:í formado por las ecuaciones (IV.2.1) 
y (IV.2.19). Entonces existe mm traycct.oria adjuntn ,\(/) y una constante ,\o 2: O [con 
(,\ 0 , ,\(t))'¡;é O] tal que u(t), f(t) y ,\(1) jnutos sa.t.isfan·u: 

(i) j(t) = G(.f(t), 11.(t)) (cc11adcí11 dd sist.crnn) (IV.:2.:20a) 

(ii) f(O) =fo (rnuclicicíu iuicial) (l\i.:2.20b) 

(iii) J(T} = f-r (rnncliciiíu l.cnniual)* (!V.2.:20c·) 

(iv) -~(t) = ,\(l)G ¡{f(f), 11(1)) + ,\ 0 F¡(f(f ), 11(1)) (crn:1cicín aclj1111ta) (IV.2.20d) 

(v) Para t.oda t, O :5 /. :5 T, y tocia /1 E U 

QJf,. =O (condicibn par:1. d 1rní.ximo) (IV.:2.20c) 
Ul/. 

donde H es el Hamil touinno 

JJ(,\(t),.f(t), 11(/)) = ,\(l)G(f(I), 11.(t)) + ,\0F(f(t),11(t)). 

* Si la restricción tcr1ninal tiene Ja. forma f(T)"?..fr 1 c11to11ccs las co11rlicio11l's para un máximo se n1od­

ific11n por In ccunció11 A(7")2:0 (=O si rC"/'J>fT). 
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IV.3 CONTROL OPTIMO ESTOCASTICO 

Los problemas de control óptimo cstociístico son geucrnlmcnt.c estudiados por métodos 
de progra1nación clinúu1icn. 

Para ser nuls cxplícit.o se cuncinnl. el siguicute t.c'orc11H1 sttpouienclo un control fijo. 

Teorema.-Sea J(J) y su primera., segunda y tercera. derivarla acotada uniformemente y 
sea j(t) dacio por la siguiente ecunciém 

f(t) = .f(O)-/- {' G(f(t))t!t + 1' (]'(f(l))tl:;(f), .fo u 
cloudc G(f) y a(.f) s11t.isfac:e11 In. couclicicÍ!1 Lipsd1if.% *. Se cldiuc el operador 

• G'( ,. {) 1 2( . [)'! 
1:. = ' · > º r + 2ª 1 >De · . . 

Entonces 

E¡0 .l(.f(t)) - .l(.fu) = E¡0 f,' L.l(f(l))tlt, 
• [J 

donde f(O) = .fo y E¡0 el o¡wrador cs¡J('rnuza cou crmrlicirín inicial / 0 , y C es conocido 
como el generador diferencia.! del proceso f(t ). 

De111ostración: Supóngase que la fuucic\11 ele <•st.aclo f{I) signe el proceso general de ]to, 
es decir, 

.f(t) = f(O) + j' G(f(t))dt + {' a(f(t))rl:;(t), u .fu 
o en fornm. diferencial 

df(t) = G(f(t))t!t + a(f(t))d:::, 

discrctizando, se tiene 
6.f(t) = G(f(t))D.t +a(f(t))D.:::. (IV.3.l) 

Para simplificar notnc:ión s61o se escribiní. /, recordando r¡uc es función del tiempo. Sea 
D.::= é,,¡¡s;t, donde é, ~ • .V(O, 1), cntouccs, 

E[D.z] = E[é,~) = v'6fE[é,) = O, 

y 
Var[D.:;) = Vm·[é,~J = E[(é,v'Ef f] - (E[(~]¡2 = D.t. 

* ver I\usl111cr 1 pag. 287 
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Se tiene e ~ Xl, por tanto, 

y 

Entonces para valores pec¡tteitos ele 6.t, se tiene 6..:; = .,;t;J. sin pérdida ele generalidad. 
Elevando al cuadrndo la ec1rndón (IV.3.1), se tiene 

(IV.3.2) 

Si J(f(t)) se expresa. e11 u11 desarrollo el" Tnylor, '" decir 

[}J . l[J"l.J 2 

6..J= Dr6..t+2ae(6.fl + ... . . 

y se us<t la. cc1mcicín (IV.3.2) cksprccinnclo los t.c',rminos (6.t)2 y (6.t)"l 1 , entonces 

sustituyendo la ecuación (IV.3.1) cu¡,, <'XJ>resióu nut.crior y tomando el lim, se tiene 
Ll.-0 

( 
D.J 1 éP .J ., ) D.J 

d.l= G(.f)Df +2Dp17"(.f) dt+ Dft7(.f)d.::. 

Si se define el operador como 

entonces 

c!J = .C(f)dt + ~·;a(f)d=. 

Integrando para sE[t0, t], se tiene 

. /' . J' a.r( n-'ll .J(.f(t)) - .!(/(tu))= .C.T(f(.,;))ds + a¡ a(.f)dz, 
• lo lo 

calculando el valor esperado ciado un fo, 

• [1' [' [}J(f(s)) ] E¡0 [J(J(t))) - E¡0 [J(.f(t 0 ))] = E¡0 

10 

L.J(f(s))d.s + },. of a(f)dz . 



pero el valor esperado de In. t'tlt.inm · intcgrl1l ele Ía expresión anterior es cero (porque 
E¡0 [dz] =O), por tanto 

E¡0 .!(f(t)) - .J(f(to)) = E¡ó1· 
1 

.C.J(f(s))ds. 
lo 

LA ECUACION DE LA UTILIDAD 

Para obtener la ccuació11 ele la utilidad se supone un control fijo. Considérese una 
funcional ele la forma 

.J(f) =E¡ J.00 

c-pt F(f(t))dt. 
o 

Se tiene qne · 

J(f) =E¡ 1A c- 1'
1 F(.f(t))rlt +E¡ 1= c-"1 F(f(t))dt 

O A 

Entonces, 

=E¡ 1A c-"1 F(f(l.))dl +E¡ (E¡ [ .f'º e-pi F(.f(t))dtlh]) 

=E¡ 1A e-pi F(.f(t))dt + E¡c- 1'"' (E¡ [ .f"' c-,,(i-A) F(f(t))dt\fA]) 

=E¡ 1A e_,,, F(f(l))dt + E1c-""' (E¡,, L""' r:- 1'
1 F(f(t))dt) 

=E¡ {A c-P1F(f(t))rlt + E¡c-1'"'.J(.fo) . 
./o 

E¡c-r•A .!(!::,.) - J(.f) +E¡ {::. c- 1• 1 F(f(t))dt =O. 
Jo 

Dividiendo entre ~ se tiene 

E¡C""'.l(.f.:i.) - .J(.f) +E¡ 1= c-"1F(f(t))rlt =O. 
e,. e,. o 

Sumando y restando el ténuino ~, cutonces 

Tomando el límite a la expresión <1.nt.crior se obtiene In ccnnción de la utilidad: 

.cJ(f) - p.J(f) + F(.f) =O. (ff.3.3) 
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CONDICION DE PRIMER ORDEN 

Ahora se <lesa.rolla. la condición de primer orden incl11ycndo la variable de control u(t). 

Sea 

J"(.f) = EJ [°" c-"'F(.f(t),u(t))dt, 
Jo 

J(f) = sup .J"(f). 
11 

La funcional .7(/) se puede escribir como 

J(J) = ma.xEJ [l.~ c-"'F(.f(t), 11.(t))t!t + ¡= c-"'F(.f(t),u(t))dt] 
o .J~ 

=maxEJ[ {~ c- 1''F(f(t),u(t))dt+c-"~Efo f. 00 

c-1'
1F(.f(t),11(t))dt] Ju . o 

= max: EJ [.l.~ e-pi F(f(t), u(l))tlt + c-"u.l(,fa )] . 

la. cua.l conduce a. la siguiente coudici611 lH!<.'<'sa ria pnrn. el 111úxi1110 

snp[L'. 11 .l(f) - pJ(.f) + F(.f, 11)] = O, (IV.3.4) 
" 

donde 
.,, • . {¡ 1 2 . ,52 

L =G(.f,u)f>f+2ª (.f,11)óf2· . . 
(IV.3.5) 
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IV. PROGHAMACION DINAMICA EN 

TIEMPO CONTINUO 

Para profundizar en las técnicas ele solucic\n se presentan las ecuaciones de Bellman­
Euler-LagraiÍge, la condición de Lcgrndrc, In. conclicic\n de \Veierstrass y la ecuacic\n de 
Hamilton-Jacobi-Bellman. Los primeros tres tipos de problemas son equivalentes a los 
formulados en el subcapítulo III.l y el último es equivalente al tipo 1 en el subcapítulo 
III.2. 

IV.1 TIPO 1 

IV.1.1 ECUACION DE BELLMAN-EULER-LAGRANGE 

Teore111a: Considérese uun. funcionnl de In. fon1m 

.! = .J(.f) = lb F(t,f(t), .f'(t))rlt, 

" 
sujeto a las siguieutes rc::;t,riccion~s o condicioues ele froutern 

.f(o) =A, 

.f(b)=B, 

donde F E C2
, es decir, una fnncic\n con primera y s<!guncla derivadas parciales continuas 

con respecto a tocios sus argumentos. Snpr)ugase que /' = .f'(t, .f), y sea 

5(1,/(1)) = 1,nin { /
1
' F(s,f(8),f'(s))rl.,}, 

f lr•.••I • 1 

S E 0 2 . Entonces uua conclicióu uccc!:lnria para que la fundounl J(f) tenga un extremo en 
una función datla /(t), es t¡ne satisfaga la ecuación de Bcllman-Euler-Lagrange, es decir* 

O= 111in {F + S, + S¡f' }. 
J' 

Den1ostració11: Supóngase c¡ue ¡mra e >O suficicutcmcntc pcqueüo 

1
1+< 

1 
F(s, .f(s), .f'(s))d.s = F(t, f, .f'k- +o(,;) 

* Para simplificar la. notación se usar¡Í. /, J' 1 lt, h', y, !í' rccordnndo CJUC cstt\n en función del tiempo 
t. 
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y que S(t + c,f(t +e)) = S(t,J(t)) + S1c +Sr f'c + o(c). 
Entonces 

Por tanto 

S(t, f(t)) = 
1
min { J'+' F(s, f(s ), f'(,,))ds + S(t + c,/(t +e))} 

r lc1,1+•l t 

S = 
1
min {Fe+ S + S1e + Sr/'e + o(e)} 

r h•.•+•J 

O= min {F + S, + S¡f' + o(e) }· 
f' Jp,t+LJ é 

O = n}\ 11 { F + S, + S ¡ !' } . 

Tcore111a: Bajo ln hipótesis del t.core111n anterior se t.icnc que la ccunción ele Belhna.n­
Eulcr-Lagrnugc Ílnplicn la c·c11;1C"ic)11 clc- E1tl<·r-Lngr¡¡11ge, es decir 

éJF(t,f,f') _ :.!:._ (éJF(t,f,f')) =O. 
a¡ dt uf' -

De111ostració11: Si/' es 1níuiu1n, c11t.011ct~:-; 

{ 
F + S, + Srf' ==O 

Fr, + S¡ ==O. 

Sea S = S(t,J), con diferencial dS == S 1dt + Srdf, la expresión anterior se puede escribir 
como -/f¡S == S, + S¡f', entonces, sustit.11yeudo esta ecuación en la primera ecuación del 
sistema anterior y después clcrivnnclo la primera ecuación respecto de f y la segunda 
respecto de t, se tiene 

{ 

F¡ +~Sr= O 

d d 
;¡¡F¡· +&,Sr= O, 

restando las dos expresiones auteriorcs, se tiene 

d 
Fr - dtF¡• ==O. 
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IV.1.2 CONDICION DE LEGENDRE 

Teore111a: Consiclércsc una f1mciorn1l de la forma 

.1 = J(.f) = J.b F(t,f(t),J'(t))dt, 

" 
sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera 

f(a) =A, 

f(b) = n, 

donde FE C 2
• Supóngase (jllC f' = f'(t, f), y sea 

S(t,f(t)) = ipin { j'' F(->,f(s),f'(s))ds}, 
J l¡1,>•J 1 

S E C 2 • Si f' es solución, entonces* 

DF(t, f,f') 
Df'Df' 2: O. 

IV.1.3 CONDICION DE WEIERSTRASS 

Teore111a: Considérese una fnncionnl de la fonna. 

!.
¡, 

J = J(f) = F(t,f(t),f'(t))dt, 

' 
sujeto a las siguientes restricciones o couclicioues de froutcra 

f(a)=A, 

f(ú)=B, 

donde FE C 2 • Supóngase que f' = f'(t, j), y sea 

S(t.,f(t.)) = ipiu {lb F(s, f(s), f'(s))d.<}, 
J J¡,,1.J l 

* La demostración <le la coudidón ele J.egc11drc se puede ver cu d Gclfand, png. 101 
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S E 0 2
• Si f' es solución, entonces .. 

F(t,f,f+ 11.')- F(t, J,J') + asg/l ,,, ;::: o. 
Demostración: Si .f' es solucióú, entciuces 

O= r1}\n {F + S1 + S¡f'}, 

implico. 

F(t J J') + DS(t, f) + DS(t, f) J' < F(t f f' + h') + DS(t, f) + DS(t, f) (J' + h'). 
' ' at af - " " a1 af 

IV.2 TIPO 2 

Teore111a: Considérese mm funcional de la forma 

b 

J = J(f) = .!. F(t,f,y,J',y')rlt, 

sujeto a l?s siguicnt.cs rcstriecioncs o c:oudiciones de froutera 

f(a) =A, 

f(li) =fl, 

donde FE G'2 [a, b], es decir, una función con primera y segnncla derivadas parciales con· 
tinuas con respecto a todos sus nrg11111c11t.os. Supóngase/' = J'(t,f), y' = y'(t,y), y 
sea 

S(t,f(t),[l(t)) = miu {ji, F(,<,f,y,f',y')ds}. 
(J' ,y')l¡Ll•J I 

Supóngase que S E 0 2 . Entonces si ( f', y') es sol11cicín, cut.onces 

0= min {F-1-S,.+S¡f'+S,,y'}, 
(f'.9') 

esta última expresión es In ecuación de Dcllman-Eulcr-Lngrauge. 

Teorema: Bajo !ns hipótesis del teorema anterior se tiene que las ecuaciones de Bellman­
Euler-Lagrange implican la-' Ecua«ioncs ele Eulcr-Lngrangc, es decir 

DF(t,f, [1, f', g') _ !!_ (DF(t, J, y,!', r/)) = O 
Df dt Df' ' 
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y 
oF(t,f,y,f',g')._ !!__(oF(t,f,g,f',g')) =O 

· Ofl dt og' . 

Demostración: Si (!', g') es solución, entonces ele 

se cumple lo signieut.c 

O= min {F + s, + S¡.f' + S 9r/}, 
(/'t!J') 

{ 

F + S, + S¡f' + S9 r/ =O 

F¡• + S¡ =O 

F;,• + S9 =O, 

diferencianclo In. primcrn cc1mció11 rc•.spccto de .f y fl, se ohticuc 

{ 

F¡ + S¡1 + S¡¡/' + S¡9 f/ =O 

F9 + S9 , + S"¡f' + S99r/ = O 

Fp-!-S¡=O 

F;,• + S9 =O. 

Níl DE~t 
smuoncA 

Sea S = S(t,J,g) con diferencial dS = S 1dt + S¡<(f + S9 rlg, la expresión anterior se puede 
•escribir como {/¡S = S 1 + S¡.f' + S 9r/, entonces, sustituyendo esta ecuación en la primera 
ecuación y" después derivnndoln rcs¡iect.o ele J y de y, se tiene 

1 

F¡+ ~S¡ =O 

d 
F9 + JiS9 =O 

Fr + S¡ =O 

p 9 , +S" =O. 

Sustituyendo las dos últimas cctrncioncs cu las rcstaut.cs dd sistema anterior conduce a 

lo que prueba el tcorma anterior. 
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IV.3 TIPO 3 

Teorema:(PROBLEMA ISOPETIIMETIUCO) Cousidére:;c una funcional de la forma 

J.
,, 

.J = .J(.f) = F(t,f(t),.f'(t))dl., 

" 
sujeto a las siguicntC!s i·cst.riccioncH o co1ulicio11cH de front.crn. 

J.
,, 

" 
G(t, .f, .f')dt = Q, 

J(a.) = .'l, 

J(l1J = n, 

donde F E C'2 [a, b], C8 decir, \UH\. fn11cic'u1 cou priin<'rn. y Rcguncln. derivadas pcu·cialcs con­
tinuas con respecto a t.odos sus arg11mcut.o:;. Snpouga. c¡uc .f' = f'(.-c, f) y sean 

!
,, 

.11( t) = G(s, .f, J')cl.,;, 
• 1 

y 

S(t,f,y) = 1,niu { f'' F(.<,f,f')d.,¡ f'' G(.s,f,J')d-' = y(t)}. 
f 11>.•·J . 1 • 1 

Entonces unn. condic.:icln necesaria para que la funcional .J(.f) tengn. un cxtrc1no en una 
función dada .f(t), es que sat.isfap;n.1" ccuacitíu ele 13dlma.n-Euler-Lngrangc, es decir 

O= lllin{F + S, + S¡f' - SyG). 
f' 

Deiuostración: Para e > O y suficicut.emcuk pcqucito 

{11+, 1 S(t,f,g)= ,min F(.,,f,.f')cf.,+S(t+e,f{t+t:),g(t+e) 
. f le•.•+•) 1 

ft+· } 
_ • 

1 

G(s, f, f')cls = g(t) - g(t +e:) 

= ,min {t:F + S + S1e + S¡f'e: + Suy'o + o(o)lt:.G + o(é:) = y(t + é:) - y(t)}. 
f le•.•+•! 

Tomando el límite, € -> O, se t.icnc 

o= n}\n{F + s, + S1f' + S,¡.'/\ - G = r/}. 

so 



·. 

Teore1ua: Bajo !ns hipótesis del tcorcmn. nnt.crior las ecuaciones de Bellmnn-Euler-La­
grange implican las ecuaciones de Enlcr-Lu.grnagc 

O- éJF(t,f,f') d éJF(l,f,.f') (éJG(t,f,f') d éJG(t,f,.f')) 
- éJ.f - dt D.f' -l-p éJ.f -di éJf' . 

De1uostración: Si J' es sohu:ic)a, e11t.onccs de In. cc11nció11 

O= 11}\n{F + S, + S¡f' - S9 G}, 

se tiene que 

{ 
F-1- S, + S¡f' + S 9 G =O 

Ff' + S¡ - S 9 Gf' =O, 

derivando la primera ecuación rCH[lCJdo e.le f y la Hcg;nnda respecto de t se obtiene 

d d d (IV.4.1) 
{ 

F¡-\- S¡1 + SI!f' - (S,,G)¡ =O 

diJ;¡. + diS¡ - di(S11 G ¡•)=o. 

Sea S¡ = S¡(t,f,!/) con diforc11cinl dS¡ = 5¡ 1rlt. + SJJcif + S¡9 dr¡, In expresión anterior se 
puede escribir como 

d •I 1 
diS = S,¡ + S¡¡.f + S 9¡fl. (IVA.2) 

De la ecuación 
F + S, + S¡f' - S9 G =O, 

se signe que 

S ., S G' ,¡ S 
sf/l + y¡} - 99 T = () = di U> 

entonces 
S,, = et.e = -¡>, (JV.4.3) 

y como 5 9 =etc, entonces 
S 9¡ =O. (IV.4.4) 

Sustituyendo las ec11<1cióncs (IVAA) y (IV.4.2) en la segunda ecuación del sistema (IV.4.1) 
se tiene 

{ 

F¡ + S¡ 1 + S¡¡f' - (S11 G)¡ =O 

d 1 d ' -Ff'+S1¡-!-S¡¡f --
1 

(S9 Gf')=0, 
dt ( t 

lo que implica 
d 

(F - 59 G)¡ - di(F - S9 G)f' =O, 

y aplicando la ecuación (IV.4.3) se t.ic11c 

F¡- !!:_F¡• -J-¡i (G¡-!!:_G¡·) =O, 
dt clt 

lo que prueba el teorema .. 
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IV.4 TIPO 4 

Teore1na: Considérese una f111wional ele la. formn. 

!.¡, l" .T = .T(f) = F(>:,y,f.Jr.,fy)rfa:dy, 
. ,. , e 

sujeto a las siguientes rcsLriccioncs o conclicioncs ele front.cra 

donde FE G'2 y t11 fija. Supoug;, c¡nc \lf = 'Vf(.1', y, f) y sea 

S(.1!,y,f(:t,y)) ="' miu { ('Id F(s,l,f,f,,f1 )dsdt}, 
fl¡..:,1.J.t,(Jl,.I) ./J' . ,IJ 

supóngase que SeC". Eut.011ccs 

O='\!}}' {F-1- S,. + S 9 + S¡fx + S¡f,,}. 

Teorema: Bajo las hipcít.csis cld t.cnrcaia. aut.erior se tiene c¡ne las ecuaciones de Bellman­
Euler-Lagrange implican las Ecuat:ioucs de Eulcr-Lagrange, es decir, si \1 f es solución 

ésto i1nplica que 

EJF(.1:,y,f,Jx.f,,) _ .:.!._ (DF(:i:,y,f,f,.,J,,)) _ .:.!._ (DF(x,y,J,J,,,f11)) =O. 
DJ rl:i: Df,. dy Dfu 

Den1ostración:Si el '\1.f es míuimo, entonces 

{ 

F + S,. + S 11 + S¡f,. + S¡ f 11 =O 

F¡~ + S¡ =O 

F¡, + S¡ =O. 

Sea. S ¡ = S¡(x, y, f), In clifcrcuc:ial es dS ¡ = S¡,.d:i: + S ¡9 dy + S ¡ ¡df, entonces 

dS¡ S dy S S df 
-;[; = 111 da: + / .r + 11 dx' 

S¡ - S "·" . S S df - ¡,. -1 !•1 + JI • dy 'dy . dy 
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pero dy/clx =O y d:c/dy '=O, eut.olii:es 

~·{· F¡+S¡.+ ~¡, + S¡¡f,, + S¡¡fy =O 

o:vF¡, + S.r.¡ + Sfffc =O 
.· a 

-
0 

F¡,+Sy¡+S¡¡fy=O, 
y 

sustituyendo las tílt.imas dos ecuaciones cu la. primera., se obtiene 

oF d oF d ()F --------0 DJ d.i: DJ dy Df - ' 

lo que prueba el tc:orenin.. 

IV.5 TIPO 5 

Teore111n.: Cousidérc!-ic 1111a. funrioual ele la fonnn. 

!" .J = .l(.f) = F(t, .f( t ), f'(t ), J" (t), . .. , fÍ ">(l.))dt, 
'" 

" sujeto a lns siguic11l.cH rcsf.riceiouc~ o coaclkionc:; de froutcrn 

/,:=0,1,2, ... ,n-1, 

donde FE C 2 [a, b], es decir, tl!HL fu11ciú11 CO!l prinwra y segunda derivadas parciales con­
tinuas con respecto a. todos: 8\Hi nrg1111H~11t.os. 

Suponga que ¡Cu) = ¡< 11 >(t, J, J', ... , /! u-ll) y sea 

I {11-l) • 4 • I 11 (n) . S(t,f,f , ... ,¡ ) = mm F(::;,f ,f ,. .. ,f )ds , 
{ /

¡, } 

/l"l/¡1,lo) • 1 

supóngase adcn1tÍS que s E c·'2. Ent.oucc:; 11na condición 11cccsaria para que la funcional 

J(f) tenga un ext.rcmo en una fo11cióu dada f ( t ), es que satisfaga la ecuación de Bellinan­
Eulcr-Lagmngc, es decir 

O= min{F + S, + S¡/' + SJ'.f" + · · · -1- S¡cu-1¡/< 11 >}. ¡cu¡ 
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Te01·e111a: Bajo las hipótesis dd t.cormna. aut.crior las ecuaciones de Bellman-Euler-La­
grange implican lns cclln.cioucs de E11lcr-L11graugc 

d d2 el~ el" 
o= F¡ - diF¡• + dt2 F¡u - df.'l F¡"' + ... + (-1)" dt" F¡(u). 

IV.6 TIPO 6 

Teorema: (CONTROL OPTI!vIO DETEH lvl!NISTA) Ccurnidéresc una funcional de la 
forma 

1
1, 

.1 = F(.f, u )dt, 
. " 

sujeto a las si.guicnt.cs rcst.riccio1w:-; o conclidonc:-; ele frontera 

{
/=C~f,11.), a.:;;t::;b 

R¡,,,i.1 .f(a) - A 

11 E U¡,,,1,¡ 

donde F, G E C 2 [a,/>], es decir, nua. f11ucic>ll CO!l primera y scgnrnh1 clcrivada.5 parciales 
contimrns con rcspect.o n. todos HllH argumentos. S<•a 

S(t,f) = llHIX {J 1

' F(f,-o.)rlt: s.a. R¡1,1,¡}, 
11EU¡1.1.J 1 

y suponga que S E C"'. Entonces una. conclicióu rwccsa.ria. para c¡nc la funcional J(J) tenga 
un extremo en una. función rln.cla f( t ), r·s c¡ue sat.isfoga. 111. ecuación rlc Hamilt.on-.Ja.cobi­
Dcllnmu, es decir 

O= 1,~1¿11~{F + S ¡G} + S 1• 

Tcore111a: Bajo !ns hipót,csis cid t.corcm<•· auterior la. ccuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman 
implic;i el principio del 1rníximo de Pout.rya.giu 

-,\( t) = ,\(t )G ¡ + F¡. 

Demostración: Si (f, ·u) es solucic>ll, cut.ouccs ele Hamilt.011-.Ja.cobi-Bcllman 

ó 

y que 

S¡ 1 + F¡ + S¡fG + S¡G¡ =O, 

:_ll S¡ + F¡ + S¡G¡ =O, 
( .t 

S¡ = ,\(t). 
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IV. SOLUCIONES E INTERPRETACION DE 
PROBLEMAS DETERMINISTAS 

A contimmción se resuelve ca.<la uuo <k los 1mcve modelos formulados en el capítulo 
lI tiplicando las t.écuicas <le! cn.pít.1110 IV. Los rc•sult.a<los que S<" obt.icnc en cacht modelo son 
interpretados. 

IV.1 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO 
DE CRECIMIENTO ECONOMICO OPTIMO 

Para. In. :;ol11cic)11 ele "si.<' prol1lt~11H1. H<' aplic·a. In. t.c~cuicn de Control Opti1no cita.e.la. en el 
capítulo cnat.ro. 

VI.1.1 PLANTEAMIENTO 

El planteamiento del problema. es "1 siguiente: 

lVIaximizar j 00 

c-1•< 1- 10 lU(c(t)),lt, 
lo 

sujeto a i.:(1) = .f(/.:(t)) - ,\/,:(/) - c(t), 

h:(lo) =/,:o, 

O~ c(t.):::; .f(/,:(t)), 

c(t), cont.in11a por pc~daxos. 

VI.1.2 ESTABILIDAD DE PUNTOS EN EQUILIBRIO 

En la Fig.liL se mucst.rn. la. fuucic'111 <le pro<lucci<'>n pcr c<Ípit.a. y el rayo ,\k. Rest.ando 
el rayo de la curva se obt.ie1u~ e+ Í.: 1 indicaclo cu el inciso (h). 

Definición: El nivr:l ilr: ln 1·i:,qlii rlt: oro rli: c11.pil11.l z1cr ciL¡iitn., i.:, es el punto ele equilibrio 

que m¡u¡imiza el nivel ele consumo pcr C<Ípit.a en el tiempo, es decir 

J'('"J = ,\ = ¡1 + n donde /.: = /,:, 
y 

e= .f(k) - ,\f.:. 

En la Fig.2 se ilustra. la cst.ahi!itlacl de llllllt.os ele consumo en la curva J(k) - >.k; por 
tnnto, implica un equilibrio. En el ew;o (¡¡.), d consumo per c>Ípit.a es cero. Al punto k, la 
derivada k es cero; eutonces, i.: es un punto <le equilibrio est.ahlc. El cuso (b), demuestra 
el nivel ele lu. regla. de oro ele! cn.pitnl i.:, pero es un punto de equilibrio no estable. 



y 

(a) 

·o 

e+¡, 

(b) 

o 

Pc11clicnl.c = ,\ 

f(!.:) - ,\/,:=e -1- i.: 

Fig;.1 

I· 
1 

7.: 

L~L ccunci<)n clife.reudcil fnndmncntal 
ele crecimiento cc.ouómico ncoclú~ico 

,\/, 

k 



(a) Consumo pcr d.pi t;a. 

igunl a cero: e = O 

(b) Consumo nuí.ximo ¡wr cfi.pit,a 
(regla de oro): r: = é 

(e) Consumo pcr c¡Í.pit.a fijo: 
e = e, donde o < e < (; 

Fig.2 

i.: 

o 

(; -1- i.: 

e -1- ¡, 

o 
/,:,, 

Prnpiceladcs ele cst¡ibilidnd ele ht 
ecuación cliforcncial fnndamental 

/(/.:) ->./,: 

/~ 

f(k) - >.k 

1.: 

f(k)-,U 

1 ---,---
1 

de! crccin1icnto cconó1nico ncochísico 

1~ 

k 

/~u 



Fimiln1ente en el caso {e), el consnmo pcr c¡Ípita es fijo a un nivel e positivo, pero 
menor que el nivel máximo ele consnmo, O < e < c. En este caso, se obtienen dos puntos de 
capital per cápit.n., n. nn nivel nuí., a.ha.jo, !.:,,, y a 1111 nivel nuís arriba, /.:u. Los dos puntos 
de equilibrio son diferentes cm cnanto a cst.ahilicbicl; el pnuto nuís aba.jo no es estable, y 
el punto nuís arriba es csl:ible. Este argnmeut.o inelica c¡ne se nccesit.n. un gran empujón 

·• para alcanzar el nivel de capital ¡wr cúpit.a. crít.ic:o, t. ras el cual la. economía por sus propios 
esfuerzos tiende hacia niveles ele ca.pita! y prnclnc:ci<Ín per c:ípit.n. n11ís y más altos. 

VI.1.3 SOLUCION 

La variahlc ele c:;t,n<lo e~:-; d c·1tpit.;d pc~1· n'1pit,a, /,·(l.)¡ la vari:1.hlc ele control es el consu1no 

pcr ctí.pitn., c(l); la integral cld bic•1iestar es la. fnncioun.l ohjct.ivo; ln. ccnnción fu11du111cntal 
diferencial ele crcci111ir~nt.o c'ipt.i1110 CH la c~cuacic'>u cld Hist.mua¡ y el sf.oek de capital pcr ci\pita 
al tiempo t 0 es la. conclicic'in inieial. 

El conjunto ele cunt.rolcs cxist.c: para. t.oclas las f1111eiones c:ont.inuas por peelazos del 
consun10 pcr ci.l.pitn., donde lnn valore:.; del cn118\l1Uo pcr c{1pit.a 110 pueden ser iucnorcs de 
cero, ni en unn. ccono111ía ccrrníla, n1ayor que la. prod11eci<.'n1 11er c;.\pit.n.. 

La solución de este problema'" 11na. trn.ycct.oria. c'ipt.ima del consumo per C<Í.pita c'(t), 
y mm trayectoria ópt.ima cld rnpit.a.l pcr d1pit.a. /,:'(t), clo11ck la,; trayectorias son definidas 
para tocia t 2: 10 . 

La :iolncicíu clcpmH!c ele la. f11111:ic'n1 ele· 111.ilicla.cl, ck la fnucicíu el" producción, ele la tasa 
subjetiva interte1npnrnl ele cl<·:.;cucnt.o, ele la tn:-;a. el<! clcprcciaeic>n, de la tasa del crecin1icnto 
ele la fuerza. ele traba.jo y cid st.ock inicial ck ca.pit;il pcr c:;Í.pi t.a.. 

C01no c:;Le probleu1a sv r!'s11dve l.'ou c:out.rol c'ipl.iuw, primero He formula el Ha.tniltoni~ 
ano, es decir: 

lI = c-¡•(l-lo)U{r:(I)) + q(l.}[.f(/.:{t) - ,\/.:(t)- c(t)], (VJ.1.1) 

donde q(I.) es el precio sombra. cld capital acliciornil ¡wr c;ípita., <¡ne se miele en ténniaos ele 
utilidad. 

Según ln. condici(ln para el incíxi1110, d co11t.rol (1pt.i1no ( consu1110 Ópti1110 pcr cápitn.) 
ináximiza el Hamilt.oniano. La. c01tclic:ióu c1" primer ore.len (comparar con sección IV.2.1), 
EJH /oc = O, implica 

q(I.) = c- 1•(1-•olU 1(c{t)), (V J.1.2) 

es decir, que en el 11¡¡í.ximo, el precio ~omhrn de rnpital aclicionnl pcr cápita es igual a la 
utilidad marginal del consumo pcr c¡Ípitn.. Se sa.1.isfacc la. condición de segundo orden por 
la concavidad estrict.;i de la fn11c:ic\n tk 11t.ilic.latl. 

Ln. conclicicín acljuut.a. ( co111parn.r con ~c!ecic'u1 I\T .2.1) tiene la. siguie11te for111n 

(V I.1.3) 
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que i111plica 
rj(t) = --:(f'(f.:(t))--: ,\)q(t). 

Escribiendo esta ecuaci6n ele Ji\. siguient.cformii. 

J'(t.:(t)f+. <j(f) ~ 
•q(I). 

(V I.1.4) 

(l!I.1.5) 

ésta indica que el beneficio net.o ele t.ener mm 1111iclacl ele capital per cápita para un intervalo 
de tiempo es cero, donde el beudicio neto es d' producto marginal m1ís h1s ganancins de 
capital l¡(t)/q(t) menos las pc'.-reliclas cld>iclo 11. ·111in. clcprcciación ¡•, un crecimiento de la 
población n, e iul.crc!-ics p. 

Como n. lo largo ele la t.rn.yc•d.orin. c'>pt.irna, q(t) = r.-1•< 1- 1•lU1(r.(t)), cliforencin.mos con 
res¡jec:to del tiempo y se obt.ic:11<, 

rj(t) U"(<:(t)). i:(t) 
q(t) = U'(r:(I)) "(/) - f' = -a(c(t)) c(I.) - p, (V I.1.6) 

donde u( c(t)) = -r:( l.) ~,',' 1<;1<:{/ es In. c:lnstieiclacl ele la. ut.iliclad umrginal. Así se puede escribir 
(VI.1.5) como la ccnacicíu diferencial de In \'Hria.hlc ele control 

i:( f.) = ---2_( ) ) [f' (! .. ( t)) - (,\ + p )Jr:(t). 
a( e t 

(V 1.1.7) 

Por el pi'incipio del nuíximo, las t.rnyc:C'.t.ori11s r:'(I) y /,:*(/.) s011 óptimos si satisfacen las 
siguientes· ccnncioncs dil'crcncin.lc•s 

{ 

c'(t) = -( 1( [l'(h(t)) - (,\ + p)jr:(t), 
ar: 1)) 

i.:(t) = /(/.:(1)) - ,\/,:(t) - c(t). 

(V I.1.8) 

Pru·a oLt.cncr el ca1ni110 c}pLi1110 ~(~ ignora. f.(•tuiH>ralnwut.c la condición de un stock inicial 
de capital dado. Entonces, unn. sol11c:i<Í11 posible ele (VI.1.8) es que ambos, el cosumo pcr 
cúpita y el capit.nl pcr c1ípita 110 camhia11 <:11 i:l t.icu1po (1.'sl.aclo tic cc¡uilibrio), 

c'(t) = º· i.:(t) =o. (V I.1.9) 

Para que el consumo ¡wr dpit.n. sea c:oust.aut.c "·' necesario, según (VI.1.8), que 1.:(t) = t.:•, 
es decir 

.f' (!.:·) = ..\ + p; (VI.l.10) 

y entonces 
1:* = f (l.:*) - ,\/,:'. (VI.1.11) 

Por las suposiciones en la funcic'm ele: procluceic'iu /,:• y r;• cxiHten, son ímicos, y satisfacen 

()<e:·< f(I.:*), (VJ.1.12) 

SD 



así se cumple la coudici6n ele los cont.rolcs pcnuit,iclos. El ec¡uilibrio en /.:(t) =/,:•y c(t) = c• 
satisface las condiciones necesaria., cou la exc:epcieí11 de la coudiciém inicial. El equilibrio en 
k*, e• se llama traycctori1i de crncimicnt.o lmlanceado, ya que 11. lo largo de esta trayectoria 
el capital y consumo per c1ípit.a sou constantes; por lo tnut.o el consumo total C = c(t)L, 
capital total JI:= l.:(t)L y procl11cdcín totnl y·= LJ(l.:(t)) crecen con la misma tasa, la cual 
es la tasa de crecimiento de In. fucza ln.hornL Dacio,\, la ecm1cicí11 (VI.1.10) define k• como 
funci6n de p tnl c¡ne 

lim l.:*= i.:, 
p-1) 

donde i; es el nivel ele oro de capit.a.l pcr c;ípita. El camiuo lmlanceado de crecimiento 
econ6mico se llama cnt.ouccs "camino ele crcci1nie11t.o ele acuerdo con la regla de oro mod­
ificado," porc¡nc moelifka la rc:~]n. ele· oro para. pcrmil.ir t.asils de descuento difcreutes de 
cero. 

Ahora se cousidcra. la. t.rnyc·c·.l.ori¡1. <'>p!.i111n clC' creci111iL'11to iuduycndo la condición inicial 
de capit.al par c:iÍ.pil.n. (II.1.i). La. i11l.c:n1cci<'i11 de las dos C<.'lrncioucs clifcrcncinlcs (VI.1.S) 
se indicn. cu for111n. g;cn111{~t.rica <'11 In. Fip;.3. El dingraurn ch·l iuciso (n) n1ucstra la función 
de procluceieín pcr c;ípit.a f(/.:(I.)) y nua rnya c.¡11c p;1sn por ,;1 origen con la pendiente A, 
intersectando con f(k(t.)) a X:. Se m11<.·st.r1111 rlo~ ¡lllntos: l:, rlonrlc la pendiente de la función 
ele producción es igual a. ,\, y /,:•, con pcudieutc igual a ,\ +p. En el diagrama del inciso 
(b) se tiene como cje>s, cn.pit.1il per d1pitn, /.:(1), y crnisumo pcr dpit<i., c(t). 

De la. ccnuci6n dift~rc~ucial ele cupit,nl jH.'l' cclpit.a, /,:, y co11s111no pcr ccípit,a 

(V I.1.13) 

tal que se puc<le ver en <'i diagrnnrn. iuc:i~o (n) rk 111. Fig.2 

(VI.l.14) 

DO 



(a) 

(b) 

y 

Pc11cli"11t.c = 

,\-f-p 

. o e:;_ __ L---L-~-~-~-----------'---
k k ¡.• 

e 

e• 

(/.:'(l), r:'(I)) 

Balancí'aclo 
1 

f(/.:) 

o a.:::; __ ;,¡_ __ ...!,_ ______________ .;;;:.___ /; 

f.: , .. 
Fig.3 
'l"'rayc:d.orin:-> <h~ <'1·c·«i111ie11l;o 

er.onc'>mico <'>pi.imo 



'' ' -- ,·,-· 

De In. ecuación clÚ:erenci~Lclci'cnpÚ¡1J p<ir}ipi i.~, 

(V I.L15) 

Como el eje vertical en el dingrnmn incfso (Ji) es c(i.), fa c;1rva f(k(t)) - >.k(t) representa 
los puntos para los cuales i.:(t) = O. Puntos abajo de la curva implican i,( t) > O, y puntos 
arriba de la curva implican i.:(I.) < O. 

Las dos curvas é(l) =O y i.:(I.) =O divi<1"11 el din.graum inciso (b) en cnntrn regiones. 
Por ejemplo, a la derecha superior ambos r:(I.) y !.:(t) decrecen, mientras que a la i:1quierda 
inferior ambos c(t) y 1.:(1.) cn:c"n. La., clos 1·11rvas intcrsccl.an en (!.:•,e•) que se llama el 
camino de crecimiento bnla.uceado. Eu este ¡mal.o la pendicnt.c <le la curvn. J(l,(t)) - >.k(t) 
es p (tasa de dcscncul.o). 

La estabilidad loen.! de soluci011<·s de las ecuaciones clifercncia.lcs (VI.1.8) se puede 
determinar ele las raíces carad.críst.icas de In. mat.ri:1 de codicieut.es obtenido por mm ex­
pansión lincnl de cst.mi ccuacionps cu d p1111t.o ea c111c~st.ifni. 

Extendiendo sobre el ¡rnuf.o de <:q11ililirio (/,:•, r:*) 

""" c'.f'(I,:•)(/· - ,,. '·- . '" ), a( r;•) 

i,: ~-(e - r.*) -1- p(/.: - /,:•), (V I.1.16) 

entonces lns raíces caract.crÚiticiL'-i sou lns ck la. n1at.riz. 

( () 

-1 

0,'Ck'¡) 
r7(1·•) 

p 
(V I.1.17) 

es decir 

" 4t:* /"(f.o•)] f'- - . 
a( e•) 

(V I.1.18) 

Como las raíces son reales y de signo opuesto, por tanto el punto de equilibrio del crec­
imiento balanceado (!.:•,e•) es 1111 punto silla, don ele la. rama estable se indica en la Fig. l 
por k*(t), c•(t). E~;t.n. nnna c:-;tahlc eousi~t.c de t.oclos los puntos que alcanzan cventuahncnte 
el equilibrio de crecimiento bnlanc<.'<Hlo. El ca111iuo ele crecimiento económico óptimo tiene 
que ser en esta rama,_ donde " pnrt.ir ck cualquier uivel <le capital per cápita ko el único 
nivel ópti1110 de con.stuno i11icial pcr c{1pit.n es el pauto en la rn111a cBtablc asociado con ka. 

Este punto existe parn c1mlc¡11icr 1.:0 posit.ivo y e:> único. El camino de crecimiento óptimo es 
por tanto un segmcut.o úuic:o de In. ramn. clit.ahlc. Cnnlc¡nier camino diferente no satisfacería 
las condiciones necesarias de un ópt.imo. Corno el cmuino ele crecimiento balanceado es un 
segmento de la ram<i estable, entonces si 1.:0 = /.:* ambos e y /.: son constantes en el tiempo a 
sus niveles ele crcci1nicul.o lrnla.uceaclo. La n1111a c:-;t.ahlc es n1011<">tona. creciente, entonces si 

()2 



k0 < k* ambos c*(t) y P(I.) crecen en el tiempo subiendo la rnmn. estable hacia el equilibrio 
de crecimiento balnnccn.do, mieut.ras q11e si k11 > /,:• cnt.ouces ambos c*(t) y /.:*(t) decrecen 
en el tiempo bajando la rama estable hacia el equilibrio de crecimiento balanceado. En 
tocios los casos 

lim c*(t) =e*, 
1-00 

lim /,:*(l.)=!.:", 
1-00 

(V I.1.Hl) 

ta.! que la trayectoria de crecimim1t.o <Ópf.imo co11 valor t.crmiual infinito es de tal forma que 
se acerca. asintóticnnicnl.c linda d C'quilihrio de creci1nie11to b.n.lnnccaclo. 
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VI.2 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE LA 

DEMANDA POR. INVER.SION 

Este modelo y sus ext.cnsioncs scrún resueltos por medio ele la t.écnica llamada Cálculo 
ele Variaciones citada en el capítulo cuatro. 

VI.2.1 PLANTEAMIENTO 

El plnnt.cnmicnl.o del ¡>rnhlrnm. es el siguicut.c: 

Maximiznr fo°" c-"'[p(t)F(I{(t), L(t)) - w(t)L(t) - (1· + {¡- rr)¡>(t)K(t))rlt. 

VI.2.2 SOLUCION 

Sea f el integrando de la expr"sióu anterior. Usando la ecuación de Eulcr, es decir 

Bf(t,L,K,Í{) _ .:!:_(Bf(t,L,I,·,k))- . 
BL clt DL - O, iE[Ü, ooj 

y 
Df(t, L, K, ¡~-) el (Df(I., L, K, k)) -"---'-'----'--. -'.--'- - - . = o; 

Df\ di. DK 
tE[O, oo], 

ell este C"lHO '1f(l,l.,l<,I;·¡ =o 
I •. Ol.1 ' 

Df(t,L,K,Í<) D [ _,.,[ F(J" L) L ( ó ) l"J] DL = DL e /J. '· - w - r + - rr JJ' 

_,., [. BF(K,L) ] 
=e 1' DL - w ' 

y 

Df(t,L,K,Í{) O [ _,.,[ F(J" L) L ( < ) J·"J] 01{ = OK e JJ' ,, - w - r +" - rr P' 

_,., [ BF(I{,L) ( .< ) ] 
= e Ji DK - r + u - rr P ' 

sustituyendo (VI.2.1) y (Vl.2.2) en la cc1t;icic'1n ck E1tlcr, se tiene 

!)4. 

(Vl.2.1) 

(V J.2.2) 



oF(K,L) 
DL 

·w 

]J 

8F(J.:,L)_(· 0 ) 
i)J.: - l + - 7r • 

(V I.2.3) 

(V I.2.4). 

La ecuación (VI.2.3) es el producto nrnrgina.l del trabajo igual al salario real. La 
ecuación (VI.2.4) implica. que 1· + {¡ - r. debe ser cousidera.do como el costo real del capital. 

VI.2.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION 

El pla.ntemnicnto del probkum. es d signi<'at.c: 

Y(L, J.:, k, t) = (°" c-(i·-rrJt [¡1F(I{(t), L(t)) - wL(t) 
.fo 

{ 

Maximizar 

- J(k(t) + oK(t))]dt, 

sujeto a K(O) = X0 , 

VI.2.4 SOLUCION 

Sea f el integrando de la expresión anterior. Usando la. ecuación de Eulcr, es decir 

8/(t, L,J.:,I{) _ .!!_, (DJ(t, L,.J{, J{)) =O, 
8L dt DL 

t€[0,oo]; 

Df(t,L,E,k) _ !!:_ (Df(t,L'.E,k)) =O, 
DE dt DE · 

tE[O, oo]. 

En este caso iJ/(i.,;J.1'·kl =O, entmwcs 

8.f(t,L,K,k) a [-<i·-•i'[ F(lº L) L lol· Jl."J] 
oL = oL e l' • '' - 111 

- • ' - ' 

-(1·-rr)I [ fJF(J{, L) ] 
=e /1 oL - "' , 

oj(t,~;:{,J{) = o~([e-<r-•l'(pF(E,L)-wL-JóK-JÍ{-J] 

- -(r-rr)I[ DF(K,L) - Jó] 
- e Jl DI{ . ' 

of(t,L'.K,Í{) = c-<r-rrlt[-J) 
DE ' 

!)(j 

(VI.2.5) 



~.·(Df(t,L,.~\,k}). = (J]c-(r->r)1(1'-7r). 
dt \. éJJ\ . . . . .· 

,, ---- - '-

(VI.2.6) 

sustituyendo (VJ.2.5) y(Vl.iG~c11jacctiacicí11cdcE11lcr¡ se obt.icnc 

. ·••·••···.·· . c}r.c,,)1 [v ~~ - w] = O, 

c-Cr->r)t m:~ ::.:i8]LJc-(r~"l'(1· - 7r) =O, 

simplificando, se t.icno 
éJF 

Jl éJL - w = O, 

éJF 
1' éJI\ - .J(o + (,. - 7r)) =O. 

Si J = P, las dos ecuaciones ant.criores se pncdc11 escribir c:omo 

(V J.2.7) 

(V I.2.8) 

La. ecuación (VI.2.7) es el product.o 11wrgi11al del trnlrnjo igual al salario real, man­
teniéndose constante t.oclo el t.iempo. La. cct1ación (VI.2.S) implica que ,. + {j - 7r debe ser 
considerado corno el costo real del cnpit.nl. 

VI.2.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION 

El planteamicnl.o del prol1le111<t C'S d signic11t.c: 
Sea 

f(L(t),K(t), Í\(t), t) = c-r1[¡i(t)F(l\(t), L(I)) - w(t)L(t) - .J(t)ól\(t)- J(t)Í\(t) 

- .J(t)C(k)], 

el problenm es: 

{ 

J:vfaxi'.niiur 

sn.J<'i.O n 

f,= f(L(t),H(t),Íl:(t),t)dt, 
() 

/\(O)= I\o. 

!JG 



VI.2.6 SOLUCION 

Se<L J el int.eg;rmu\o de la. exprcsi<'>11 n.nt.erior. Usa.ne.lo.Ja ecuación de Euler, es decir 

Df(t, L, I\, Í\) _ !!._ (Df(I., L, J\,Í\)) =O a . , if(O, oo]; 
L dt DL 

D.f(l.,L,l\·,1{) _ 5!._(D.f(t,L,1\,J{)) = 
{)¡.,: di. {Ji.,: o, 1.€[0,oo]. 

En este caso af(l,~t·,f\') =O, cnt.onces 

DJ(t, L, ¡.,:,f.,:) éJ [ _,., [ ( • J( · • ( ·, ( )C( ·,)J] fJL. = éJL e ¡1 1.)F(J,, L) - 11•(t)L - . t)bl' - J t)J, - J t ¡, 

_,.,[ ( DF(l\",L) l) 
=e p l.) DL - 11•(1 , (VI.2.D) 

D.f(t, L, 1\, k) D [ ,., [ ( ) ( ( L l( . . J( ·• J( )C'( ,·.)]1 DI\ =DI\ e- ¡itFl\,L)-wl.) -. t)hl\-. t)J\- t •\ 

__ ,.,[ (t)DF(f\',L) _ l(I)'] 
- e 1' . DI\. . . " ' 

o.f(t,~;{'•j.:) = c-r1¡ - J(t)- .J(l)C'(k)] = -c-r'[J(t) + .J(t)C'(I{)], 

~t ( DJ(t, ~;{' k)) = -c-rl [J(t)·i·.l(t)C"(J~")R +C'(k).i(t)] + [.J(t)+.J(t)C'(Í\)] .,-rtr. 

(1í J.2.10) 
Sustitnycnclo (VI.2.!J) y (VI.2.10) cu ln. c·cnncit'm ele Enlcr, se obtiene 

DF 
J'(t) é>L - w(t) =O, 

p(t) ;~ - .J(t)lí + .Í(t) + .J(t)C"(f\·)j:: + C'(k)J(t) -1·J(t) -1·.J(t)C'(I() =O. 

las dos ccuC1.cion<•s nntcriorc:..; .se pn<?dcn escribir co1110 

DF w(t) 
DL = p(l)' 

(V I.2.11) 

p(t) ~~ - .J(t)lí - r.J(t) + .Í(t) - (d(I.) - }(t))C'(k) + .J(t)C"(Í()Í( =O. (V I.2.12) 
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La ecuac1on (VI.2.11) CH el pl'Od11ct.o 11111rgiunl del t.rn.bajo igual al salario real en 
cada instante. La ecuació11 (VI.2.12) e:; u11n ccuacic'm clifcrnucial que determina la tas¡i de 
crecimient.o del stock ele cnpit.al c·u cad11. i1rnt.a11t.c t. Para. simplificar el problema supóngase 
que la empresa espera que loH prccinH .7(1.), ¡i(t), y w(t) crezcan a través del tiempo a una 
tasa constante 7f. 

Esto significa que ~~:~ = Wi = :!'.~~~ = 7r para toda t, CH clccir, los salarios y precios 
relativos se mantienen co11Ht.anks. 

Supóngase que 1· - rr > O, y c¡11c la f1111ci<Í11 del cnmbio ele costos es cuadrátirn., es decir 

. 1 ... 
C'(K) = 2·,·J\-' -Y> 0, (V I.2.13) 

la primera y scguncl<L c.lcriv;1Cb ele ln cc:11al'icí11 (VI.2.13) se fütsl.il.11yc cu la ecuació11 (Vl.2.12), 
y se obtiene 

8F · · · ·· ¡1(1.) aJ\ - .T(t)6 - 1·.J(I.) -1- .J(t) - (r.T(t) - .T(t.)J-¡(1\) + .T(t)-y!{ =O. 

Dividiendo por .J(t), se oht.icuc 

entonces 

por tanto 

1 [)F . }(t) }(t) · .. 
--p(I.)- - b - r + - - (1· - --)-y!\ -1- ¡l\ =O, 
.J(t) DI\ .J(I) ./(t) 

·· 1[ ¡i(t)DF] · 1'- = - ,. + {¡ - 7r - -- -- + (,. - 7r )1,· 
-Y .T(t) Dll: ' 

(VI.2.14) 

recorde1nos que los precios rda.t.ivns son coust.autcs en el tiempo, entonces la ecuación 
(\TI.2.14) es nnn. cc1u11~ilÍll clift·n·1ic·ial li1IC'é1l cou coeficiculc:-; const.nntcs en J{, es decir 

dk ·• n1·-- =.-.+ \ 
clt 

A= !_ [1· + 8 - rr - .!1!l DF], 
"f .J(t)[}l\ 

B = (1· - rr) >O. 

La solución ele la ecnacic\n diferencial cu Í\ es 

·- 111 A 
1' =ce - B' (VI.2.15) 

donde e es una constn-ul;c qnc scpncdc clet.cnniuar si existen condiciones iniciales, si e=/;. O 

entonces Í{ sigue una trnycctoria exponencial en hi cual (después de un tiempo) el valor 

absoluto ele la inversión crece a. nnn. tn:m cxpone11cial. 
La solución ck la ccnncic'm rlifcrcnci11l rlc prinu•r orden (VI.2.15) es 

l .( ) e /JI A e· ,1=nc -¡_¡t.+ 1 , 

os 



donde C 1 es una const.n.nte a dct.m·mitmr de bu; condiciones iuicia.lcs, en este caso K(O) = 
Ka. Sustituyendo en la cxprcsionn.nterior para t = O se tiene 

1\(0) = ~c/J(o) - ~(0) + C1, 

entonces, C, = ll(O) - fJ. Por: t.a11t.o -

¡. -( ) e /Jt A }"(O). e ~ t 7 3 c - 3 t + ~ - 3 . 

DO 



VI.3 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO 

DE CONSUMO-INVERSION 
Para la solución de los signicnt.es prnhl<•uins se nplica In técnica de Cálculo de Varia­

ciones citada cm el capíi.ulo c11n.t.rn. 

VI.3.1 PLANTEAMIENTO 

El plant.cnmicnt.o dd prohkmn. c•s el si¡..;11im1t.c: 

{ 

Maxi'.ubmr (i°" c-,, 1 ~(1·/{(t) + v(t) - J~"(t))dt, 
SHJct.o a. I~ (O) = Ao, 

C'(t), cout.imm. por pcclazos. 

VI.3.2 SOLUCION 

Dado 

se calcula 

y 

.! = ¡= F(t.,Iql.),J{(t.))dt 
Jo 

= ¡= c-"'U(rl.:(l) + v(t) - Í.:(t))dt, 

Entonces la ec11ación de E11lcr es 

(V l.3.1) 

(Vl.3.2) 

Para facilitar la intc_rprctacicin se int.cgrn la. ccnacifü1 (VI.3.2) sobre un pequeño intervalo 
de tiempo 

1+D. 
c-"'U'(C(t)) == f c-l'·'U'(C'(.,))rtls + c- 1•Ct+D.)U'(C'(t + 6.)). 

• 1 

(V l.3.3) 

En el óptimo el individuo no p11cclc incrmncut.ar su utilidad cambiando el consumo de un 
peso marginal a of.ro tiempo. La 11t.iliclacl 11wrgiunl cid consmno al tiempo t (lado izquierdo 
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de la ecuación (VI.3.3)) t.icnc c¡nc ser igual r¡11e la. ut.ilidn.d marginal descontado obtenido 
por posponer est.c consumo ni t.kmpo /. + Li (lado derecho ele la. ecuación (VI.3.3)). Note 
ta1nbié11 que en el céum ele r1uc HC apln~n. d co11s1uno, se obtiene ganancias ele un peso a 
una tasa. 1· las cutílcs :;e pncdcu cou:;111uir. Ccnno un peso 11u.1rgi1rnl consu1nido a.l tic111po 

s contribuye utilidad 11mrgi1ia.l ele U'(C(.,)), una fra.ccicíu 1· ele este peso contribuye In 
utilidad 1·U'(C(s)). Por !.a.ni.o d primt"r t.i;l'lllillo a la. derecha ele la ecuación (VI.3.3) es la 
utilidad marginal clescout.;ula r¡1w se oht.it"nc cl11rn.ut.e el período ele aplaznnúento. Al final 
del período ele aplazamiento se co11s11me el peso y se tiene la.11t.iliclncl marginal U'(C(t+Li)). 
El segundo término a. la ckreclin. ele In ccun.di\11 (VI.3.3) es la 11t.iliclacl margiual descontada. 
Ejecutando las diferenciaciones i11Clicarla., <'ll la. ecu;1cic'm (Vl.3.2) se obtiene 

U"C' 
-Uf =r-p. (V I.3.4) 

El cambio porcentual ele In. ut.iliclad marginal es igual a hi. l.iurn. ele interés menos In. tasa 
subjetiva intert.cmporal rle dcsnw11l.o. Como -U" /U' >O por hipótesis, la solución óptima 
está caracterizada por dC/rlt > O si y scílo si 1· > p. Ln t.raycct.orin ele consumo óptima 
crece sí ln. tnsa de int.cn:::-; r C'S 111:í.s griludc• que la t.asn s11hjet.iw1 i11tcrtc1nporal de descuento 
p. (Un individuo pnricnt.c collHtuuc poco i1l1orn }Htra rptc: d capitHl erczcn y para. que el 

consnmo sen. mnyor cu d fnt11ro.) 

Si se cspr.cifica. la. forma. funci01rnl ele U se puede decir 1111ís. Sea U(C(t)) =In C(t), 
v(t) =O para. O $ t $ oo. Eu "si.e "ª'ºla. ernación (VI.3.4) se transforma en 

C'/C =,.-p. (V I.3.5) 

Integnmclo y s11Hf.i tuyeudo <'ll la '"'unci<»n ( II.3.1) se obt.i"ª"* 

H'(t)- rl{(t) = -C(t) = -C'(O)c-(r-pJt. (VI.3.6) 

Intcgrn.nclo In. cc11a.ció11 :1.11t.crior :F:I:. 

K(t) =e"' (e - C'(O)[l - c-"'J), 

aplicando la condición de front.crn. I\(O) = 1<0 , se tiene 

K(t) = r."1 (Ko + C'(O)(l - e-"')). (V I.3.7) 

Entonces se obtiene hi. sig11ic11tc f11ució11 para. el consumo 

C(t) = pc(r-p)t C(O). (V I.3.8) 

* La. solución de la. ccuació11 diícrc11l'i;:d y'=-ay es y=cc-" 1 

** Ln solución de In ccuaci<Íll dif<'r<•llri:tl *=+n(r.)y=f(r) es u=c - J .. ¡.¡« (e+ j cÍ •(dd• f(r.)<lx), 
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VI.3.3 PLANTEAMIENTO DE LA EXTENSION DEL PROB­
LEMA 

El planteamiento del prohknul, es cP1'iigÍli1~iltU· 

l Ma~i'.nizn.r ~'/' {c-"1 ~l(1·I\(t)+11·(·····t•)···.·.:.•.-.•.•. ~.~.•.•.:J~.·.(·t·,·)····)[; ..•. - F(t)] + o.(t)W(I\(t))F'(t) }dt, 
SUJeto ,, I~ (O) = !~ 11 , · . •, ··.o: ... ,,. ·, , 

C(t), cont.iuua por JH!d'.1zris.· .. :·. '.. 

VI.3.4 SOLUCION 

Dacio 
'/' ' . 

.l =· 1 G(t, I\(t), Íl(t))rlt' 

'/' ' 

{ {c-" 1U(1·K(t) + v(f)- k(t.)l[l - F(t)] + o.(t)R'(K(t))F'(t)}dt, (VI.3.D) ./n 
se ca.!cula 

G1.; = c-1''U'(C(f.))1·(l - F(t.) + a(t)W'(I\(t.))F'(t), 

y 
G'1, = -c-1•

1lU 1(C:(l))(l - F(t)). 

Se obtiene la signienl.c cc11acio11 ele E111"r 

donde 

e'·() __ (1· - p)U'(C(t)) _ () (U'(C'(t)) - c''1a(t)W'(I\(t))) 
t - U"(C(t)) ¡. 

111 t U"(C'(t)) ' 

F'(t) 
711

(/.) =: [1 - F(t)]' 

(V I.3.10) 

(VI.3.11) 

(V I.3.12) 

(VI.3.13) 

es la de1rnidad co11<lici01ml d1· la. prolmi>ilicbcl de 1110rir al tiempo t da.do la sobrcvivencia 
has ta esta foclrn. 

En el cnso de que la hercw:ia no produzca ut.ilidad, es decir a(t) = O, la ecuación 
(VI.3.12) se transfornm a 

,, . U'(C(t)) 
C (t) = -(1· - P - m(I.)) U"(C(t))' (11 I.3.14) 

de aquí se puede ver que el efecto de inscgmidad sobre el tiempo de la vida es igual que 
un incremento en In. tasa subjetiva iutm·t.cmpornl de descuento p. lvI:ís específicamente, la 
inscguridacl del tic1ni>o de la vida incrmucut.a la t.a~a iutertc111pornl ele descuento de p a 

p + F'(t)/[1 - F(t)] = 1' + m. Est.1~ dccLo :;e t.ieuc t.ambién cu el caso a(t) >O. Como Tes 
fijo y I\(t) arbitrario, la coudición rclcvaul,e tk• transvcrsn.liclad es 

(VI.3.15) 

Pero como 1 - F(T) =O por hipcít.csis, la crnncicín (VI.3.15) no proporciona información 
nueva.. 
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VI.4 SOLUCION DEL MODELO DE ASIGNACION 

OPTIMA DE CREDITOS EXTERNOS PARA 
INVERSION Y CONSUMO 

Para la solución ele cHt.c proi>1"1ua "" aplic;i la t.c1cuic'1. ele Cont.rol Optimo cit.ada en el 
capítulo cuatro. 

VI.4.1 PLANTEAMIENTO 

El planl.rnu11ic11l.o clt!l problc~nw. <~~ el ~íg11icul.c: 

"/' 

~'1<1.ximi;.:;i.r [, c-"'U[(l - 11(t))1n(t)]dt, . () 
mijct.o n Í\(I) = w(t)n(I), 

f\"(O) = Ko, 

l{(T) = f{r, 
T 

K(O) < J{r < It"(O) + [, m(t)clt, 
• o 

u(t) E (0,1]. 

VI.4.2 SOLUCION 

Primero se form11ln. el l·InmiH.n11i<1110 

lJ = q11 r:-r''U[(l - u(/.))111(1.)] + r¡(l.)u(l.)nr(t). 

La condició11 de priuwr orel<·11 7,'.: = O, implica q11c en d nuíximo 

( ) 
qoc-"'U'[{l - u.(t))m(t)] 

'1 t = . 
m(t) 

(V I.4.l) 

(V I.4.2) 

Además, se satisface la condicic}n de segundo orden porque JI,.,. = r¡0 c-P'U"[(I-u(t))m(t)J 
::;; O (con10 U" $ O), entonces el Hu1nilt.011inno es cóncavo en u.. La condición adjunta es 

'() DH '1 t = - DE= O, (VI.4.3) 

y la condición de frontera. 

r¡(T) :2: O { = o Hi J{*(T) > f{·r). (V l.4.4) 
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Diferenciando (VI.4.2) con respecto al tiempo se tiene· 

.( ) _ qoc-P' [m(t){-rU' - (ri1.(t) - ú(t)m.(t) - rh(t)u(t))U"} - 1ii(t)U1
] 

q t - (m(t))2 . (V I.4.5) 

Sustituyendo la ecuación (VI.4.3) en (VI.4.5) se tiene 

ú(t) = [(1- n(t))rii(t)]U" - [,.+:::¡~~]U'. (1í I.4.6) 

Por el principio del 1nñ.xi1110 l<lH lrayc!ctorin.ll u• y :e• 8011 clptitnos si satisfacen las siguientes 
ecuaciones diferenciales 

::(1.) = (1 - u(l m(l) U - r + m(t) U , 
{ 

. [ )) . l 11 [ 1ii(t)] 1 

J,(t) = m(t.)11.(t). 

A continuación se hacen los siguient.cs supuestos: 

m(t) = 1, 

iii(t) = o, 
p =o, 

(V I.4.7) 

(V I.4.8) 

VI.4.3 PLANTEAMIENTO BAJO LOS SUPUESTOS (VI.4.8) 

El plautcmnicnto del problcmn. es el siguiente: 

T 

Ivfoximi:rnr { U(l - u(l.))dt, ./n 
sujeto a k(t) = u(t), 

K(O) = Ko, 

K(T) = J{T, 

VI.4.4 SOLUCION 

K(O) < 1.Cr < K(O) + T, 

u(t) E [O, 1). 

Se supone que (I{*(t),u*(I.)) resuelven el problema phmtcado. Según el teorema del 
máximo de Pontryagin existe una constante q0 y una función continua q(t), tal que 

(q0 ,q(t)) f-(0,0), para todo t E [O,T], (VI.4.9) 
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y qo = O ó q0 7L Acknuís,.11,•(t.) e~ el valor ;lóu E [O, l)c¡11<i mnximh:n el Hamiltoniano 

;, :FF=.'r¡;/ucfX1\(1.'if~<J(t)1t(t):··· (V I.4.lOa) 

Por las; co11éÜcionc~t(vD1.3)f),:ygr,4:,!f;!¡,·~out:iimid¡1d.de q( t), 

'º~(i)·;,;,.·~:;{i{ <;jnr1;;~l~iínacoi1Úant.c: c. (V I.410b) 

La condiCión pn..i·~ el· 11ÍiÍ.~xitnO es 

H" = -quU'(l -11(1)) +e, (V I.4.ll) 

y como JI,.,. = r¡0U"(l - u) :5 O d IIn111ilt.oui11110 es c<Í11<:nvo en 11 .. Exist.en t.res casos que se 
tiene que consiclcrm-, cnda 11110 dil111jndo cu la. Fig.4. Si u*(I) =O entonces por la ecuación 
(VL4.10a), H .. no puede ser> O parn 11 =O, por t.n11to -r¡11 U'(l) +e:::; O. Si u•(t) E (O, 1), 
cut.onces H,. =O y por t.a11t.o r¡11 U'(l - u'(l)) =c. Al fi1111l, si u.'(1.) = 1, entonces H,. es 
:;::: O pa~·a ll =. l, por t.nnt.o -r¡11 U'(O) +e:;::: O. Rcsumicttclo 

=:- e$ r¡11 U 1(l), 

=? q11U
1(l - u.'(1.)) =e, { 

() 

11.'(t)= 

1

E(0,l) (V I.4.12) 

Se afirma r¡ue 'lo = l. Supc\ugn:;c <¡uc por <'l contrario, r¡0 = O. Entonces usando (VI.4.!J) y 
(VL4.10b) se pncclc ver qnc JI,, =e> O, nsí se nrnximiza d Hamiltoniano para u.= 1 para 
todo t. Entonces por !ns t.res pri11H·rns n·st.riccioncs dc:I plnnt.eamicnto se obtiene J{(t) = 
t + [(0 , por tanto ele J;i. pe11t'tlt.i11m rcstriccicí11 cld pla.nt.cnmicnt.o X(T) = T + Jí(O) > f(r. 
Pero ele ¡Ícncrclo 11. la ec·u;ici<íu (VL•LlOli) c·st.o implicnrí;1 '!"" J,"(T) =e= O, contradiciendo 
la ecuación (VI.4.D) ¡rnrn. l. = T. 

Y¡¡, que 'lo = l, JI = U(l - u)+ cu es '"t.ric:tamcnt.c r.ó11c«.va y tiene un punto máximo 
único ii. que es i11dc•1><mdic11!.c ele l. Ar¡uí 11.'(I.) = ü ¡mra nlgt'tll ;¡E (O, l]. ;¡=O es imposible 
debido a las primeras !.res rcst.ril'.cio11es cid plautcmnicnt.o yn r¡uc Il:(t) = 1(11 , y por tanto 
I((T) = Ko ::'.:: ¡,·.,., contrndicicnclo la. pcut'tltinrn rcstriccic>n del plnntemniento. Como 
iL >O, por la ccm1cÍ<Íll (VIA.12) 110 es posili1" c¡nc r¡(t.) =e= O. Por t.anto se obtiene de la 
ecuación (VI.4.lOb), 

I\.(T) = J\.,., (V f.4.13) 

Se puede concluir r¡11e no co11s11mir nada ele la ;1.yuda cconr'nnica no es óptimo. De hecho, 
si ;¡ "." O, entonces de las primcrns rest.riccioncs del planteamiento, fl."•(t) = t + [(0 y por 
tanto Jí•(T) = T +lío se puede ver c¡uc C:st.o es inconsist.C!nte coa la penúltima rcstriccion 
del planteamiento y con In. ecuación (VIA.13) Por t<tnt.o ii E (O, 1) y por las tres primeras 
restricciones cid plaut.cmnient.o, :i:'(t) "'º + ii.t, entonces :i:*(T) = x 0 + üT. Usanclo la 
ecuación (VIA.13) se pueclc ver c¡ue, 

u·(I.) = fr = :i:·r;·"o (VI.4.14) 

y 
• .1:T - .1'n 

.1: (t) = :i:o + --T--t. (V I.4.15) 
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(a) tt = O maximiza H 

o l tt 

Ji 

(b) tt = <I maximiza H 

o 
a l ll 

Ji 

(e) u = 1 maximiza JI 

o 
l u 

Fig.4 



VI.5 SOLUCION DEL MODELO MAXIMIZACION DE 

BENEFICIOS DE UN MONOPOLIO 

Este modelo scr<Í. rcsndt.n por medio ck ln. t.écnicn. llnnrncla Ciílculo ele Variaciones 
• · citada en el c1ipít.ulo cttn.t.rn. 

VI.5.1 PLANTEAMIENTO 

El planteamiento del prnlill.'nm es el sip;nicnl.c: 

{ 

T 
Mn.ximiznr 1 c-"1 [p(l'.[a¡i(l) ~1- li¡i'.t) + r;J - 111.[n¡i(t) + li¡j(t) + c]2 

- n[a¡i(l) + li¡i(t) +e} -1.Jt!t, 

sujeto a p(O) =¡>o, 

]'(T) = ]11. 

VI.5.2 SOLUCION 

Dado. 

T '/' 

J(p) = { F(l,p,zi)rll = { c-"'[¡i(t)[ap(I.) + /i¡i(t) +e} - m[ap(t) + li¡i(t) + c} 2 

.fo .fo 
- n[ap(t) + b1i(f.) +e] - /,:]dt 

'/' 

= r c-"'[n(¡i(l)) 2 + li1i(t.)¡i(t) + c¡i{I) - rna2 (p(t)) 2 
- mabp(t)¡i(t) ./o 

-11111r¡>(l)- 111ali11(t)¡í(t) - m/i2 (¡i(l.)) 2 
- mbc¡i(t)- macp(t) 

- rn/J<:¡i(i) - rnc2 
- 11.rtp(t) - nli¡i(I.) - 11.c - k]clt 

'l' 
= 1 c-"1[a(l - ma)(¡>(t))2 +(e - 2mac - na)p(t)+ 

(/1 - 2mali)p(t)¡i(t) - (2m.úc + nb)¡i(t) - m.l?(¡i(t))2 
- mc2 

- ne - /,:]dt. 

La. ecuación <le Eulcr es, 

DF(t,p,Ji) _ .:!._ (DF(t,p,¡i)) =o, 
D¡i rll D¡i 
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entonces 

fJF(t,p,zi) _,., [ ( ) ( . . ( ) . ] 
fJp =e 2al-nw.pt)t(c-'lmac-na)+ li-2m<tbp(t), 

fJF(t,p,¡i) - _,., [c1 ? .. l) '(. . ?:'.1 . l ? . ¡2 '( )] 
01

; -e 1--11w1p_t)-.-:--'_n1c-n1-_111.,71t, 

el (fJF(t,¡>,¡j)) el [ ''[ 2 l] dt fJii = dt e-• (11 - 21rw./1)¡1(t) - 2111-/u; - nb- 2mb ¡j(t) 

= c-•·'[(/1 - 2111u/1)¡i(t) - 2111b2¡'i(t)] + [(b- 'lrnab)p(t) - 2mbc 

- nb- :2111/,"'f1(l)]c-'''(-1·) 

(V I.5.1) 

=e_,., [[(/1 - :2111ub)¡i(t.) - 2m.l?ji(I )] - r[(b - 2mab)p(t) - 2mbc - nb 

-2ml?¡i(t)J]. (VI.5.2) 

sustituyendo (VI.G.l) y (VI.G.2) en In. cc1111ción de Enler, se tiene 

c-rt [2<1(1- ?':<t)¡i(t) +(e- 2nwc - na)+(/, - 2nwb)¡i(t)] =e_,.,[((/, - 2m.ab)¡j(t) 

- 2m.//ji(t)] - 1'[(/i - 2mab)p(t)- 2mbc- nb- 2mb2p(t)]], 

2a(l - m.a.)p(t) +(e - 2nwc - na)+ 2mb2 ji(t) - b¡1(f.)1' + 2m<1bp(t)1· 

+ 2nn/11: + rub + 21'1nb2 ¡j(t) = O, 

jj(l.)[2rn.b"J + 1i(l)[:2111b''J,. + p(l.)[2a(l - mu) - lw + 2111<1/w] = -21·mbc-1·nb 

+ 2inac + na - c. 

Por tanto, se obtiene la siguic11t.t· ccuacir'i11 difcrcucinl de segundo orden 

"() '() ( )[2a(l - nw) + r(2111al1- b)] 
p t + Jl t 1' + Jl t 2m.b2 [

2m(ac - bel')+ n(a - b1·) - e] 

2mb2 ' 

(VI.5.3) 
y su solución general es de la forma 

¡1(t) = ]lc(l) + ¡11,(t), 
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donde Pp(t) es mm solución ¡mrt.icular y Jlc(t) su solncirín complementaria. La solución 
Pc(t) se obtiene al con~idcrn.r la cc11n.cién1 c.lifcrcncinl hon1ogt~ncn., para este caso las raíces 
de la. ecuación carnet.erística snn: 

por lo c¡ue 

y la sohtt'.i<)u part.k.nlar t~H 

., ,.-
4 

2a.(l - nw) + 1·(2rn.ab - b) 

(2mb2 ) 

2lll.(ac- lic:r) + 11.(a. - br) - e 
l'1•(t) = ------------

2(/.(1 - rna.) -j-r(211rnb- b) · 

Por ta.ni.o, In solución general ele la C<'lHH'ic'm clif<'rcnci;il ele.' segundo orden (VI.5.3) es 

(-"+)!!.. ¡i(I.) = C'¡r: , ·1 

:ln( 1-111'1 )+r~ :1'1u<lh-I>)) I 
(2111/,:1') 

(-f.-/ J.2-¡. ?••( 1-1uqlj·r~ '2rn11lt-I•)) I 
+c:'.!c :t ·• i:tt•il·"1 

2111.(f/.t: - bcr) + n(a - /ir) - e: + . 
2o.(1 - nw) + r(2rnab - /J) 
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VI.G SOLUCION DEL MODELO DE 

ANALISIS DE DEVALUACION 

Parn la solución de este problema. se aplica. la técnica ele Ci1lculo ele Variaciones citada 
en el capítulo cual.ro. 

VI.6.1 PLANTEAMIENTO 

El planteamiento del problt!nm es el :-;iguicnt.e: 

{

Maximizar 1"° e_,., U(a:(t), 111.(/. ))rll, 
la 

sujeto a {~ r.-" 1 [(:i:(l.)/¡1(I) + 111.(1.)jdt =bu+ r= c-"'[(y(t)/¡i(t)]dt, 
Jo .fo 

li(O) = 110 • 

VI.6.2 SOLUCION 

Las conelicinnes necesarias 1lc 1111 111(1xinrn se nht.ieucn cliferencianelo el Lagrangeano 

= 11. ;¡:(! , 111 l. r: - " -- + 111. 1 e - --e , .L ( ·). ( )) -1•' '(['"(!.) ( )] _,., y(t) -rt) 
p(I.) ¡~t) 

(VJ.G.l) 

con rcspcct.o n. a:(t) y 111.(t) {para t.oclo t). Estas co11<liciorws sou: 

[ / ( "(t) (t )) .-r>I - __.:'.__ .-"' Jº .1 . . ,111. ' (. - (. , 
71(1.) 

(V J.G.2) 

(V I.G.3) 

Junto con la primera rcstricci<Ín ele! pla11t.c;11nic11!.o se puede 11sar las ecuaciones (VI.6.2) y 
(VI.G.3) para dcriva.r lm.:; t,ra.ycct.orins <'>ptinu1s cld bien i1nportaclo, in(t), del bien exportado, 
x(t),' y el precio sombra ele In. ric¡11c;,,n al tiempo O, ,\, Para este propósito se supone que p, 

In tasa subjet.iva intcrtcmpornl ele ck.'sL'11c.•11to, es igual 11 r, la tasa de interés del mercado 

de capital intcrna<'.ioual. Ade1rní:-;, HC "npmie c¡uc la. fnnción ele ntilic\a.cl estú adentro ele las 
funciones de utilidad coa avcr:-;icln rclativll. ill ric:-;go coustct.ntc, 

(:i:"'ml-o)l-H 
U(:c,m) = , 

1-R 
(VI.6.4) 

donde R > O y 1 > n > O. El cocficicnt.e ele a.vc1°Hi1ín al riesgo R determina la curvatura 
de hi función ele ut.iliclncl. 
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Si R = 1, entonces U(:i:, m.) =a· ln(a:)+ (1 - n) lu(m). 
El precio sombra <)pt.imo y ln t.i·Í1ycctol'i1i cíptimn de consumo se calcuhi como sigue. 

Como p = r (por suposición), lns ccnadoiics (VI.G.2) - (VI.GA) implican que 

· x(t) Cl'Ji(tl 
1h(t) = (1 - o·)· 

(VI.G.5) 

De las ecuaciones (VI.G.3) a (VLG.5) se concluye c¡nc 

.- ( 1 - n) t / ¡¡ ( o·¡i(t) ) º l i -11¡ I ¡¡ 
111.(l) = --- --

,\ 1 - o· 
(VI.G.G) 

Ahorn. se snma 1h(t) a nmhos laclos ele la ecnacic'iu (VI.G.5) y se obtiene 

(
:i:(t)) - ( ) 1ii(t) -- -1-m l.=---. 
p(t) ( 1 - (\') 

(V I.G.7) 

De la primeni rcstriccic'iu cid plaut.carni1•11t.o y la., cc:ii:u:ic'mes (VLG. 7) y (VI.G.G) se obtiene 
el valor sombra óptimo 

[ 
°" o(l-H)//l ] ¡¡ 

(1- n) 1- 11 f, (n·¡-i(I)) c-"'rlt 
'll 1 (\ 

~ = -----~------------~-
[ 
b ¡¡ + r= (y(t))c-"'dt.1/l 

.fu p(I) . 

De las ecúncioncs (VI.G.G) y ( VI.G.S) "' ol1ic11c la t.rnycct.cnfo. cípt.inm de 1ii(t) 

( ) [l l= (y{I.)) _,., I] 
_()- .o pi n]J(I 1- O' ltJ -1- -() C rf ( , .))n(l-11)/lt 

m t - [l°"' (np(t))"(l-11)//l _,., ] 1-n 

1 
e rlt 

. n - o· 

y sustituyenclo la cxprcsicíu autc•rior cu la c1·1wc·ic'111 (VI.G.G) se t.icue 

_ t (1- n) [110 + .fº (¡,ffi}:-•1 <11) 

x(.)= [f°"(1·(t))"(l-/l)/H .. ] :1.'.__:_ (' - ,. 1 ,¡f. 
"' 1-o· 

( 

n¡i( t)) (o( 1-1!)/ It)+l 

1- (\' 

(VI.G.S) 

(V I.G.D) 

(1' J.6.10) 

El precio sombra es por la. ecuación (VLG.S) mm fnueión ele las trayectorias esperadas del 
ingreso y(t) y del precio ele cxport.acioucs eut.rc' el precio de importaciones p(t); por lo tmlto, 
lo mismo es cierto pani el co11s11mo. C11alc¡11icr cambio no antici¡mdo en estas trayectorias 

va a causar 1111 nncvo nivel de,\, Un cambio 110 anticipa.do en las posibilidades de consumo 
(primera restricción del planteamiento) implictc que 1'1s economíns domésticas tienen que 
revisar el nivel clcscn.do de conm.uno pnrn. t•st.e instn.nt.c y lns trn.ycctorins planeadas de 
consumo para el fut.11ro. 
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VI.7 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA 

CORRIENTE Y TIPO DE CAMBIO REAL 

Los primeros dos planten.micnt.os se n·sndven por medio de la. técnica. C¡ílculo de 
Vn.rin.cioncs y el len:cr pli1nl.ea1nic11t.o por uu:clio ele Co11l.rol Opt.i1110. 

VI.7.1 PLANTEAMIENTO 

El plaut.en.micnl;o cid prolilcnm es el sip;11i1a1t.c: 

{ 

Ma.ximi;,,n.r [,"" u.[c(l.)]c-'''dt, 
. u 

sujet.o a. 100

[y + y(t) - ¡:(1.)(1 + ni(t))]c-,.,tlt = -a(O), 

a(O) = o.11 

VI.7.2 SOLUCION 

El Lngra11gcn.no cld co1T<~s11011<lic11t.c· i1n>l1lc11H1. v~1rir1.cic>11nl cstcí dado por 

L[c(t), ,\] = { 11.[(r(t)] +,\{y+ y(/.) - c(t)(l + ni(t))} }e_,.,, (VI.7.l) 

donde>. es el nmlt.iplicn.dor de Ln.gra11p;<' nsodnclo a la. restricción (II.7.4). Estamos también 
suponicn<lo c¡uc la rcst.ri1-.ci1'>11 (II.7.!J) <'S ndi\·a., ce¡nivnlc11t.cmc11t.c estamos suponiendo c¡ue 
i(t) > O pnrn toda t. 

Ahora bien In. condición ele primer orden ( conclicicín ucccsa.ria. de óptimo, ecuación de 
Euler-La.grangc) del prohknrn. ele: maxiu1iwcicín resulta ser 

,\[1 + ni(I)] = c:(l)--1 , para todo 1· >O. (VII.7.2) 

Esta condición nos dice e¡nc: "La. 11.tiliila.rl 111.11.ryina.l ilr.l con.<nm.o c.< igual CL S-1' precio mul­
tiplica.do por el 11rcr:io_som.bra. ilr: fo. riq·u.czu. ", Se cnt.ieude que el precio de c(t) es igual a 
su costo de prmlnccicín ( =1) nuís el costo (le oport11nic.lacl ele mantener un nivel de saldos 
monetarios reales m(t). 

Note c¡ue el precio sombrn. ele In. riqnczn. sat.isfa.ce 

o> (),\ 
Dr. 

-¡c(t)-!•+ll 

[1 + ni(ll] ' 
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Usando la ecuncic\n (II. 7.2), He ticuc CJll<' cu "l iut.ervalo [O, T) 

c(t) = {,\[1+o(fu+1·)]}-*, para toda 1' >O, (V I.7.3) 

con lo cna.l c(t) permanece coustaut.c e11 dicho iut.crvalo, digamos, c(t) = c0 • De la misma 
forma, si en (VI.7.3) s1rntit.11imos 'ºpor e1 , oht.cnclrcmos c¡ne también c(t) permanece 
constante en el intervalo (T, o.::i), dignn1os, r:(t) = c 1• Eu consecuencia, de ln ecuación 
(VI. 7.2) se l.iene que 

AA : c:0 {,\[1 +a( c11 + r )) ) Z = r:1 {,\(1 + a( c1 + r )]} Z. (V I.7.4) 

Esta ccnn.ción nos diee que " La. ·u.t.ilida.d 111.tLr!]Úut.l tl.r:l ·1í.lt.hnn pr..<;o r¡astrulo en c0 es la. rnisrna 
que Bi sr. h11.bicra gustnrlo en c 1 ". 'D-1.u1bic!u observe que la tn.Ha inarginal de sustitución 
cnt.rc c0 y c 1 pcrrnn.nccc consb111t.e. 

Ahora. bien, ele!;,. rcst.riccic'm p11rn. la. cc0110mía., (II.7.18), se t.icnc c¡11e 

'/' 00 

B(o) 11 ¡ _,., 11 l _,., I +-:-= c:11 c r .. + c1c r.l, 
1 {I .,. 

(VI.7.5) 

con lo cual 
BB: e¡ = [y(I) + rB(O) - co]cr'I' +cu. (V I.7.6) 

En h~ Fig. 5 grn.ficamos la rcstriccic'm prcsu¡rncst.al ele la ccono111ía rcpresentá.nclola 
por BE. Note que 

dr:1 1 = 1 - ,, .. ·r < O. 
dc0 /J 11 

La condición (VI.7.4) rcprcscut.acla por ..t..l a.parece.· l.arnbiéu en la gnifica 5. Es importante 
notar que lo a lo largo de AA, c 0 > r· 1 , ya cpu.• fo < f¡. Note t.n1nhié11 que 

tlc 1 1 = { 1 + n( fu + 1')} ~ > O. 
deo ,1,1 1 + n(f1 + r) 

La intersección de B B con la red.a. a 4::i grados nos proporciona. el producto nacional 
bruto, PN B 0 , al tiempo t =O. Dicha i11t.crncccicín se alcanza en 

c0 = !f + 1·B(O) = GNPo. 

Observe c¡uc si la tasa. de dcvalnac:ic'>11 fu<'rn., p11rn. siempre, consta.nte, es decir, si T = O, 
entonces 

<:o = <:¡ = y+ rll(O). 
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Por lo tanto un can1hio de \UH\. ·Ve.'~ por l.oclns cu ln. t.asu. ele clcvnhrn.ción no presenta. 
efectos rcnlcs. 

Si se espera c¡nc In. polít.ii:n mo11ct.a.ria. fncrn. tmnpornl, es decir, si O < T < oo, entonces 

O > r.1 - en = [y - en+ 1'B(O)Jc,.'J' 

con lo cual se gcncrn. un déficit. en cncut.a eorrim1t.c cu el periodo de t.ra.nsicic5n (O, T]. 
Después de T la cuenta corriente se va a lmlanccar, el nivel ele consumo disminuye, y este 
nivel es incnor que en el c;.u50 en c¡uc se Pspt•rn. que In. política 111011cbnia fuera per1nanentc 

(i.e., cuando fes co1rnt.a.ut.c en [O,cx:i)). 

VI.7.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION 

El planteamiento del problema. es el si,o;uieul.c: 

{ 

Jvfo.ximi;mr 1= 11[P(c,(l))jc-•·1i11, 

sujct.o a 100

[y + y(I) - F(l'..,(1))(1 + ni(t))]c_,.,dt = -a(O), 

a(O) = a 11 

VI.7.4 SOLUCION 

lvianteniendo todos los clcnuÍR su¡rncst.os ele hi sección anterior, la condición de primer 
orden del problema ele ma.ximiza.cicín de ut.iliclael ( ccun.cicín ele Eulcr-Lagrange), está ahora 
dada por 

(VI.7.7) 

Observe que cuando B = O, obtenemos (VI.1.2). 
Si volvemos a tomn.r uua. política. cl1· In. forma. 

{ 

f.o, 
e(t) = 

C¡' 

para O :S t :S T, 

¡mnc t. >T, 
(VI.7.S) 

con e0 < e 1 , tendremos de 1mc\·o q 1 w 

¡rnra t E [O, T], 

para t E (T,oo). 
c:,,(I) = { 

c.~th 
(VI.7.D) 

c, .. 1, 

Utiliznndo (VI.7.7), obtenemos que 

(V I.7.10) 
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donde </i = -[B¡ - (} - ¡J. Proccxlicnrlo c:.omo n.nt.cs, t.nmbióu se oht.ienc que 

DD: c., 1 =[y(!.)+ 1·D(O) - c.,0Jc'"'i' + c.,o. (Vl.7.11) 

Ahora podemos llevar n cabo un nniílisis si1uila.r, cmplca.ndo la misma Fig. 5. Por lo tanto 
al dis1uinuir T tcnc1nos que on el utu~vo cr1uilil>rio c,.,0 y c . ., 1 senl.n 1nnyorcs. En consecuencia, 
los precios relativos P(t) = [c,,(t)Jº muucnt.un en (O, TJ, y por lo tanto el tipo de cambio 
real se cst.;í. nprccianclo en [O, T]. Entre m:ís pcc¡ueüo es T mayor es la a.prccinción del tipo 
de cambio real. 

Podemos decir nlgn mtís, elc.'spw~s ele T "¡ l.ipo ele caiuhio real se va a depreciar por 
aba.jo del nivel que si c(t) h11bicra. pcn11a.11cc:ielo cow;tantc en [O,co). 

VI.7.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION 

El plant.cnmicnto del prohlcnm ''" "¡ signicnt.c: 

{ 

lvia.xi111i:rnr ¡= u(c(I), 111(t)Jc-rtdt, 
.fu 

sujeto a ii(I) = 1'í1(I) +y+ y(t) - c:(t}(l + ni(t)), 

a(O} = a 11 

VI.7.6 SOLUCION 

El Hnmiltoniano cst.(1. dado por 

ll[c(t), 111.(t ), ,\(t)] = u[( c(I ), 111{1)]<-• 1 + ,\(l ){ 1'11( 1) + !J +a( t) - c(t)(l + ni(t )) } 

= u((c(l),rn(t)]r:-"1 + ,\(t){rn(t) +y +g(t)- c(t)-m.(t)i(t)}. 

(Vl.7.12) 

Las condiciones de primer orden cst.:ín cl;icla.s por 

lle= O, JI,,, =O, ,\(1) = -JI,11 JI,\= ii(t), 

de donde se tiene que ,\( t) = ,\(O )e-"'. Taml1iéu oht.cuemos que ¡mra toda R > 1 

{ 

n(c"rn.1-n¡1-n 
----- = ,\(0), 

(1- n·)Cc"m1-n¡1-n . 
'---"'-'------ = ,\(0)1., 

111. 

llG 

(FJ.7.13) 



ele donde 
(1-Cl')c 

ni=---.-. 
o·i 

(VI.7.14) 

Si sustituimos (VL7.14) ea In: primernccun.cióu de (VI.7.13), encontramos que para 
toda R >O 

e_= {~·(1-.n)(l-n)(l-/l)}-/¡· 
..-\ (I'"/. 

Si de nuevo volvemos ti. t.onmr unn. política ele b forma 

c(l) = { e,., 
r:¡, 

con Ea, E¡, ohtcn<'nrns 

pa.m O ::; t :; T, 

para t > T, 

C¡ 

{ ( )
(l-n)(l-11.) }-J¡ 

n 1-n 
:\ n(r+ro) { ( )

(1-n·)(l-/l)}T.' o 1-n 
":.\ ri(r+r1} 

(V J.7.15) 

hunccliata.111cntc se obtiene que c 11 > r. 1 y f,<'JH'.111os la inifüna sit.unción de la. Fig. 5. 
Tatnbién se podría. proceder considcrauclo en fonna tntls general la. función de utilidad, 

u = u( e, m ), escribiendo 
11,,.[c(l.),111(t)] . 

[ l 
= 1.(t), 

Uc c(I.), 111.(I.) 
(VJ.7.16) 

lo cual ~iguifica que "La. t11 .. rn. nw.r!lina.l rlc .«u.stit'/l.cÍ<Ín entre sa.ltlos rnoncta.rios rea.les y 
consumos' es Ífj'U.11./ 11.l co.<to tlc o¡wrl'l!.11.itl11.tl ,¡,, u1.1mtcnr:r rlicluM .rn.ltlos." 

Ddinicu<lo ahora 

w[c(t),m.(t),i(t)] = 11.,,[c(t),lll(t)]-i(l.)11c[c(t),m.(t)] =o. (VJ.7.17) 

entonces 
W,,, = 1/. 11111 , - i11.111c <O, 

con lo cual csta111n:; en posicicJ11 e.le aplicar el rrcore1na ele In. funcicJn ünplícita. a '1'. Por lo 
tanto existe, nl mcnos loc11lmcnt", nnn fondón L, tal que 

m(t) = L[c(t),i(t)]. 

Esta función satisface 
EJm Wc >O 

Le= De = -'11,,1 

y 
D111 '11; 

L; = -- = --- < O, Di \JI lit 

ya que 
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Por lo tnnto, podemos escribir unn ele la~ couelicioucs ele primer orden como 

1Lc[c(t), L[c(I.), i(t)]J = ,\, (V J.7.18) 

y como i(t) = 1·(t) + f(t), entonces ¡melemos r<'escrihir (VI.7.18) ele la siguiente forma 

AA: J[c(t), ro(t)] = 1lc[c(I), L[c(t), 1· + c(t)]) = ,\, (VJ.7.19) 

Si ele nüevo volvemos a tomm· 1ui:t polít.i"a ele la fornin. (VI.7.15), vamos a obtener que 

c(t) = { 

Note ahora c¡ue a part.ir de (VI.7.l!J) 

1rnra t E {O, 1-i), 

parn. l. E (T, oo). 

O> .fc[c:(t), E(I.)] = 11.cc[c(t), L[c(t), 1· + c(l)J] = f)é),\. 
e 

(VJ.7.20) 

De nuevo est.n condicicíu nos lmhilit.a. parn 11'Hr d Teorema de la función implícita, con lo 
cunl 

éJc .f, 
[)f. = -¡; = -11.r.w• 

Por lo tanto, tenemos nun. curva. como la de .4..-l y como 

nn: "' = [y(I.) + rfl(O) - co]c"'/' + Co, 

sigue siendo vfüida., t.oclns !ns couclnsioucs aut.criorcs se urnt.icucn. 
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VI.8 SOLUCION DEL MODELO DE 

APRENDIZAJE SOBRE UTILIDAD 

Para la solución ele los siguientes pro!Jlcums se a.plica. la t.écnica ele Control Óptimo 
citada en el cn.píl.11!0 cual.ro. 

VI.8.1 PLANTEAMIENTO DE APRENDIZAJE CON MINIMA 
ENTROPIA CRUZADA: 

El pln.ut.eamicnt.o cid proli!.,um. es "1 sig;11i1·11t.c: 

Minimirnr l u(6) 
H(rr,¡>) = rr{B) log -(-dfJ, 

. o ]J 6) 

Bujclo a · <-> {
' l r.(6)dfl = 1, 

r Cl.k(fi)r.(fJ)dfi=ük> /,:=1,2, .. .,m . 
.le-) 

VI.8.2 SOLUCION 

La condición de primer or1lcn (coudici<Íu necesaria de óptimo, eeun.ción de Euler­
Ln.grange) del prohlcnrn plant.cado cst1í. cln.cla por 

¡ rr'(lijq 11 (¡>)) = ¡>(fl)c·xp{ - ,\0 - t.,\kodfi) }• 

1- ( r.'(fi)dfl=O, .ft-) 
r (iik - flk(fi))r.*(li)d(i =o, ,.. = 1, 2, .. ., m, 

./e-> 

(V'J.8.1) 

donde ,\0 , ,\ 1 , .. ., ,\"'' 80n los multiplirnclorcs tic Lngrnugc asocimlos a ln.s restricciones. 
Sustituyendo,.• _en !ns condiciones de primer orden restantes en (Vl.8.1), encontramos 

que 

{ 

O=Ao -log{L11(1J) n~~¡C-,\,nt(O)dB}. 

Ü = ( [ak(fi) - iik]/J(fi) n~::I c-:O.,nk(O)dfi, /,: = 1, 2, ... , m, 
./e~ 

el cual es un sist,c1na no lineal hon1og;(!11co en laH variables ,,\o, ..-\1 1 ••• , ...\,,,. 

llO 

(VI.8.2) 



Cuando In int.cgntl que define it .A 11 puede r<:solvcrsc, c11t.011ces los dem¡Í.S multiplica.dores 
pueden encontrarHc a. partir de !ns signicutes relaciones (ver Vcucgas ( lDDOa)) 

ª''º --D,\k = -ak, !.~ = l, 2, ... , Jn. (V I.8.3) 

VI.8.3 PLANTEAMIENTO DE APRENDIZAJE CON MAXIMA 
ENTROPIA 

El planteamiento riel prnbknm cH d siµ;11ie11t.c: 

11axi1nixn.r IJ(rr) = - { rr(O)logrr(li)rlO, 
le-> 

sujeto a 

VI.8.4 SOLUCION 

{ 

{ rr(O)dfl = 1, 
.le-> 

r ak-{!l)rr(fJ)rlll=<i.k, /,:=1,2, ... ,m . .Jf) 

La coudidiín ele pl'imcr orden clcl ¡n·ohlcurn plnut.cndo cHl.:Í clacht por 

¡ { "' } rr'(Olqo) = cxp ,\o+ ¿:=,\kak(O) , 
k=l 

1 - { rr•(fl)r/11 =O, 
.fe-> 

L[iik - a.¡.(O)]rr'(O)clll =O, /,: = 1,2, ... ,m., 

{VI.8.4) 

donde .>.0 , A¡, ... ,,\,.,, son los umltiplicaclorcs ele Lngrnugc asociarlos a las restricciones. 
Sustituyendo rr• en In,; conrlicionc:; ele primer orden rc:;t:mt."s en (V.8.4), cncontrmnos 

que 

¡ o=''º+ lag{ f nz~ 1 c·'• 0 d 0i,w} . 
.Je-> (V I.S.5) 

O -1 l <ºl .. J (11) rr·'I A1;fll·un /(! l· - 1 ? - ªk -akl' k=lc c., .. - ,-, ... ,m, 
"'? 

el cual es un sistc111n. 110 liuc<-t.l ho111og(·11<~0 c11 lm; variahlc8 ,..\u, ..\ 11 ... 1 ..\m. 
De nuevo, cuando la. integral c¡nc ddiue a ,\0 puede resolverse, entonces los demás 

multiplicnclores pucclen cncontn1rnc ti part.ir de las relaciones 

/,· = 1, 2, ... , 111. (V' I.S.G) 
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VI.9 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA 

CORRIENTE Y TIPO DE CAMBIO REAL 

CONSIDERANDO EFECTOS DE 
APRENDIZAJE 

Los primeros dos plaut.ca.micut.os cu cst.c mod<'lo se resuelve por medio de la técnica 
llnmada Ciílculo de Variacioucs y el t.crccr plaut.ca.miento por medio ele Control Óptimo. 

VI.9.1 PLANTEAMIENTO 

El plnnt.cami<'11t.o cid proi>1"1u:i. "" el si¡..;11ieut.c•: 

{ 

1viaximi~;u· 

snjct.o a f
00

¡y + y(i) - r:{l)(l + ni(t))]c-r'dt = -a(O), .fo 
rr.(O) = ""· 

VI.9.2 SOLUCION 

El indivicl110 rcprcscut.n.t.ivo clcsl'n cl!'i.cr111i1wr la trayectoria de consumo que maxim­
ice su utilidad t"pcrada, V(O), ciada cu (II.D.1), snjdo a las rC'striccioncs presupuesta! 
y cn.sh-in-aclvancc, (JI.TA) y (II.T.D), rcsp<"'t.ivnmcntc. Eu c:uyo caso el Ln.grangiano del 
co1Tespondient.e problcnrn va.ria.cioua] cst.ií dacio por 

L[c(t),,\) = (Ph = 1} lop;c(f) + P{I f. 1} c(i)l-
1 

+,\{y +f¡(l)- c(t)(l +.ai(t))}je-r1, 
1-¡ 

(V I.D.1) 
clondc. ,\es el m11lt.iplicador de Lagra.uge asoci11do a la restricción (II.7.4). Estamos también 
suponiendo que la. rc.:stric.cic>u (II.7.0) es act.iva1 cqttivalc11t.c1nc11tc suponc1nos que i(t) > O 

para toda t. 
Ahora bien la condición ele primer orden (condición necesaria. ele óptimo, ecuación de 

Euler·Lagrn.ngc) cid prohlcnm ele maximi;.rn.cicíu resulta tiCl' 

,\[1 +ni(t)] = P{-1 = l}r.(W 1 +P{I f l}c(t)--r. (VI.D.2) 

Esta condición nos dice que "L1L niilitlnrl u1.11.ryiu.u.l c.<pr.rn.rla. dr.l con.mm o es i911.a.I 11 S1L precio 
rrmlti¡ilicarlo ¡ior d ¡11·cr.io .rnmbra. ilc la. rir¡nr.za. ",Se e11t.im1de <¡uc el precio de c(t) es igual 
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a su costo de proclucción ( =l) 111(1:; el cost.o ele Oport.uniclad de mantener 1m nivel de saldos 
monetarios rea.les rn{I). 

Vmnos a denotar cst.n. utilirh11l marginal CH[H'rn<ln., en forma. breve como 

Usa11c\o la ecuació11 (VI.0.2), se t.ienc <¡ue en el int.ervalo (O, T], 

Eu., = ,\[l + n(r11 + r)J. (VI.D.3) 

con lo cual E11.t pcnnanccc cnnsl.nnte L'll dicho i11tervalo, clig;:unos, Eut = Eu0 • De la 
1nis1nn.fornu\, xi cu (\TI.0.3) stu.;tit.uitnos fu por c1 , ol>t,e11clrc!111os qne tn.111hién c(t) pcnnanccc 
constn.nto en el it1l.crvalo (T, oo), clig:1111os, E11. 1 = Eu. 1. E11 co11secue1H.:ia, ele la ccnacic)n 
(VI.0.1) se tiene que 

..l.·l: 
JEu. 11 

[l+0'{cu+rl] [l + n(E¡ + r)]. 
(VI.9.4) 

Esta ccuncic)n nos clicc qnc H Lu. ·u.t.i:lr:tlu.d 1n11.1r¡iuu.l <:.'>]JCrtl.(la. rlr:l últ.i11w ¡Jcso 9astc1.1lo r.n c0 

es la mism<L q'ILc ,,; .se /1;11.bir.rn. f/í/ .• <la.rlo r:n c 1 ". 
Ahora bien, ele la rcst.ricd<ín ¡rnrn la ec:namnía., (11.7.18), se tiene que 

D(O)+ !!. 
" 

con lo cual 
DD: (Vl.0.5) 

En la Fig. 5*, tcn1HHln. de C¡tlV<> ( lDSG), grnficnn1os la rc:Ht.riccicJn prcsupucstal de la 
cconomúi rcprcscnt:ínc\oln. por DD. Not.c <¡ne 

rlc1 1 = 1 - c"T < O. 
dc0 11 JJ 

Para que el i11divi<luo pueda cldcnnina.r un ec¡uilihrio entre A.A y BE, se requiere que 
;1.4 .. te.nga una fonn:i. fnncionn.! e¡ = .f(c11 ). Pnra. ésto, es necesario que el individuo recurra 

al proceso de aprcncli;mje. 
El individuo clesp.ués de c:ous11111ir lns c;rnticbdcs que maximi-.an su utilidad esperada 

descontada, puede aprcn<ler que: 
(i) P{'Y ~ 1} =o, ó 

(ii) P{; = 1} =o, cí 
( iii) seguir indeciso. 

* La fignrn. se enc11cnt.ra en la sccc·iún Vl.7 
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Las correspomlicnt.cs soluciones de míiiima: entroi)iit lT11Y.1Hla.son: 
(i)P{¡fl}=O,P{-y=l}=l . 
(ii)P{ffl}=l,P{-y=l}=O ··•• .. :'., < ... 

(iii) P{¡ f 1} = s, P {-y= 1} = 1 _:;s, d1Índcsf;l•'7 s·s9nJós nuevos pesos subjetivos 
que el individuo nsignn. en bnse a la; ~!Xliói'ic1ícia gamiclti. · · 
En el t'iltimo cuso, d iuclivi1\no 1.,,-ü;Íi·ií,'';<¡1ÍeiH:1!raF ele uucvri dentro del proceso de 

aprencli)ln.je. · ,· .. ·· ;:,;:: . ,ii\.i': :e;:. ·• :;. ' 
En los dos pritneros cn~c;os ln. c:ondi~l<;¡(·¿¡¡~~y;-~·hií~i~'.;·~~'.clci-i::·~'~::·-

:· ;-~:.)t·· ·· J",~, .!Y_:~t- :-:~]:· . 

,\(1 + ni'.(t)] = r.(t)-·1 , ¡mm. c:1111frflli1;;:;;.;¡;';t ~J}ú'ialoi· aprendido de 'Y· -. _. __ -.. --"\J/: ,. },,..,.·.-.:~·, 

o> fJ>. 
fJr. 

-'"{r.(/.)-(-r·¡.I) • . 
(l + O'Í(t)) , pnra cua\cp11"r" quesea el valor aprendido de 'Y· 

Note que ahora In eeua.ci<Ín (VI.DA) tourn la forma 

AA: (VI.D.6) 

Por lo tanto la. tasa inn.rginal de su:-;t.it,\\dc)n ent.rc c0 y c 1 pcnnanccc constante. 
La condición (VI.D.G) rcprc8cul.n.da por .4A np;irece también en la Fig. 5. Es impor­

tante not.¡ir qnc a lo largo el<: AA, r; 11 > c· 1, yn c¡ue En < l¡. Notl! también que 

dc11 {1+<1'(c11 +1·)}~ - = >0. 
deo k·I 1 + n( e 1 + ,. ) 

La. int.cr~cccic'>11 ele n n cou liL recta il 4.S .~rndo:; llOH proporciona, el producto nacional 
brnt.o, PJV fl 0 , al t.i<~tnpo J.= O. Did1n. i11l.t•rsc•cci<'n1 :-;e ak(lnr,a (~11 

r:0 =y+ ril(O) = PNBo. 

Observe que 81 la t.n,;a ele dcval11aci<Í11 fuera, ¡mm ,;icmprl!, con~l.ante, es decir, si T = O, 
entonces 

c0 = e¡ = !J + rB(O). 

Por lo tant.o uu cmuhio ele uua. vc)I por t.rnlns 1·u In. t.mm ele ckvnluación no presenta efectos 
reales. 

Si se espera que In. política mondari;c f1a•ru. temporal, es decir, si O < T < oo, entonces 

O >e:¡ - c:o =[y - "º + i·B(O)Jc"T 

con lo cual se genera un c\Micit. en cncnt.a corrient.e en c:l período de transición [O, T]. 
Después de T In. cncnt.a corricnk se va :i halnncm1r, el nivel ele consumo disminuye, y este 
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nivel es n1cnor que en el en.so en cinc se c:-;pcrn. qne la polít.ica. 111onetaria fuera pennancnte 

(i.c., cuando € es constauLc en [O, oo) ). · 

VI.9.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION 

El plantca111i1'11!.o cid prohlcum es d sig11i.,nl.e: 

1 

lvfo.xiu1iwr ,/,""' {J. 11.[F(c:.,{l.))h]rlF(¡)} r.-" 1rll, 

s11jcto n f
00

[y + g(I) - c:.,(1)(1 + ni(t))]c-"'t!t = -a(O), ./o 
o.(O) ="u· 

VI.9.4 SOLUCION 

lv1Hntcnicnclo todos los de1nt'1~<.; :-;uprn~:;.l.o:-> de ln :;ercitn1 anterior, ln. condición ele prinlCr 

orden del problema ele rnaxi111izaci1í11 ele 111.ilicb"\, l'sf.;Í. ahora chn\a. por 

,\(l + ni(tl[c,,(t.WªJ = [c..{l)]°";-O--;(l - Of', (V I.D.7) 

para. cu~fr1uicrn. que sen. c·l vn.lor n prcudiclo <l<· 1'. 

Si volvc1nos a to111ar una polít.icn. de la for111a. 

{ 

fu, 
f(t.) = 

r-,, 

pnra O:::; t:::; T, 

pnni t > T, 
(V 1.0.8) 

con fu < ft, t.c11clrc11H>K el<· llll<'Vo qnc 

para t E [O,T], 

para t E (T,oo}. 
c,,(t) = { (V J.0.0) 

c.'ll1 

Utilizando (VI.0.7), obt..,ncmos c¡11e 

(V J.0.10) 

donde,¡,= -[11-y - (} - -y]. Procedicnclo t'lllll<> ant.es, tamJ,iéu se obtiene que 

flfl: e,,, = [y(t) + 1·fl(O) - c.,o)c"T-!- c .• o· (V J.0.11) 

Ahora podemos llevar ¡i cabo un a.mí.lisis ~iu1ilar, empicando la misma Fig. 5. Por lo tanto 
al clisn1inuir T t.c1wn1nH cpw cu el unc~vo c•cp1ilibrio c.~11 y<~ . .,, scrli.n tnayorcs. En consccuencin, 
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los precios relativos P(t) = [c,(t)Jº. a1111w11i,;.,1·'cn fO, T], y por lo tanto el tipo de cambio 
real se est¡Í apreciauclo cu fO, T]. E11i;ri\·1rní., l""fH<'Ü<> c•s T niayor es In. npreciación del tipo 
ele cambio real. - . 

Podemos decir algo nuís, después ele T el t.ipo ele cambio real se va a depreciar por 

abajo del nivel qnc si E(t) hnbicrn. pcnnaneciclo constante en [O,oo). 

VI.9.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION 

Sea 

X[c, 111) = f f u(c(l), 111{1.)!n, RjrlF(n)dF(R) . 
./o<n<I ./n>u 

El plnntemnicnf.o del problema es d si,e;11ic11t.c: 

{ 

Maximi-.ar { { { {""" u[c(t), 1n.(t)j<l', Rjr.-"'dt}dF(CY)dF(R), 
.fo<n<I .fu>n .fu 

s11jct.o n f.00

[y + y(t.) - <'{1.)(1+11i(l))jr.-"1rlt = -ff(O), 
• ¡) 

a(O) = a 11 • 

VI.9.6 SOLUCION 

El Hmnilf.011ia.110 cst.:í. dado por 

Hfc, m, ,\] = f { "[c{l), 111(l)jr1, R)t!F(n )rlF( R) + ,\(l.) {y+ a(t) - c(t)(l + <Yi(t))} 
Ío<n<I Jn>n 

= 1 ! n(c(I), 111(1 )jn, ll)t!P(n )dP( R,) + ,\(t) {y+ f¡(t.) - c(t) - m(t)i(t))}. 
U<a·<I . lf>U 

(V l.9.12) 

Las condiciones de primer orden c,;i,;ín dadas por 

H, =O, IJ,,, =O, ,\(t) - ,.,\(t) = -H,., 

Debido a.! supncst.o de inclcpc1Hk11C:i:i. 1•st.ocí1stica entre R y Cl', tenemos c¡ne la entropía 

cruzada satisfor.c 

l. 1 rr(nJil{R = r} 
H(rrIT,pP)= . log { )c/F(a)dF(R)=H(7í,JJ)+H(IT,P), 

·O«r<J ll>O )l(n)P R=1· 

con lo cual el individuo puede aprender primero oolirc el valor de R en la misma forma 

que en la sección aJ1tcrior. D<'s¡rnc'.,~, el inclivicluo p11ccle <lct.crminilr el valor de a, a través 
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de los tnoclclos do a.prcn<lizajc c:;f.1Hlin.<.lo:; ct1 las H\\ln;ccciouc!i a.nt.criorcs, actuctndo co1uo 

iuiniinizador ele cntrnpín crur.;adn :·mj,~t.o a cinc la Íl_1rorn1ad<'n1 nclicional que éste obtenga 
en ténninos de valores esperarlos. . , 

Procediendo como en la sccri<ín anterior, ,e11<:011tramo's c¡ue las condiciones de primer 
orden satisfacen, para cualc¡uicra que sea. d valiir a¡ircndido de R 

ele donde 

----~--'- =~A, 

{ 

n(c'rn,, 1 - 0 )~-~~: 

(1- o·)CC!~fn 1 -'-") 1 - 11 
1n 

(1-n)r: 
711. = ----. 

fl'i 

(V I.D.13) 
= ,,\i, 

(V I.D.14) 

Si sustit.uimos (VI.!J.1'1) en ln pri11wrn. c<:ttnd1í11 ck (VI.D.13), encont.ramos que para 
cualquiera que sea el vnlor apr<·11cliclo tic R 

e= {~(1-,n)Cl-n)(l-U)}-/¡. 
,,\ (11 

Si ele nuevo volvemos a t.omnr uw1 política. de la formn 

{ 

ro, 
E{t) = 

( 1' 

parn. ()::; t::; T, 

pnra. l > T, 
(V I.D.15) 

con Eo, e1, obtenemos 

.4A: 

{ ( )

(1-n)(l-/l)}J,, 
n 1-n " 
"X n(r+<o) 

= -{ ( )(1-n)(J-/l)}'it,' n 1-n 
:\ n(r+r¡) 

inmediatamente se obt.icnc que c0 > c 1 y t.cncmos la misma situación ele la Fig. 5. 
Tan1bié11 se podría proceder c01rnidcra11ll<J cu fonna 111¿\s gc1ieral In. función de utilidad, 

tt = u(c, ni), cscrihienclo 
11.,,[c{l),111(1)) . 

[ 
=1(1,), 

u,. c(t),111(1)] 
(V I.D.16) 

lo cual significa 1¡11e "Lu. l.n.rn. 111.nryinnl rlr: ·'·nslÍl'll.c:iríu. wnl.rc s1J.lrlos moncforio.'I rcale.'1 y 
con.'l'ltmos c.< i[J'/1.1/.l 1J.l costo rlr. oporlu:nirl1ul rlr: u1,1J.nlcncr dir.hns .w.lrlos." 

Definiendo ahor¡¡. 

'1'[r:(t),m(t),i(I)] = 11.,.[c(t),rn(t))-i(t)ue[c(t),m(t)] =O. (V I.D.17) 

Entonces 
'1'111 u.,,,,,, -Í/l.111r. <o, 
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con lo cual estamos en posidóli.cle aplicare! Teorema ele la. función implícitn a IJ.i. Por lo 
tanto existe, n.I menos ló~nlmeutc, m¡¡i fuucic'>u L, l.al que 

m.(t) = L[r:(t), i(t)j. 

Esta función satisface 
Lc=éhn=_ IJ!r. >0 

8c W,,, 
y 

D111 \!'; 
L; = -- = - -- < O, éJi. q1111 

yn. que• 

Por lo tanto, 11ocl<~J11os c:-;crihir 11u;1. de• las c·oudicioucs dC' priuwr orden cou10 

11 ,.[r:(I. ), L[r·(t ), i(I J]) = ,\, (V I.9.18) 

y como i(t) = 1·(t) + €(1), c11t.011ccs podemos l'C'C8C:ril1ir (Vl.D.18) ele la siguiente forma 

A1l: /[r:(t), f(I.)] = 11.,,[r:¡I.), L[dt), 1· + €(t))] = ,\. (VI.9.19) 

Si <le nuevo volvemos a t.cnnnr tnia. políi.ini ele la forma (VI.D.15), vamos n obtener que 

r:(I) = { 
para tE[O,T], 

t. E (T,o::i). 
(VJ.9.20) ·. 

c1, para 

Note ahora r¡ue a parl.ir de (VI.O.ID) 

O> J«[c(I.), ro(/,)]= 11,.r.(r:¡t), L[c(t.),,. + €(t)Jl = 
0

0
''. 
e 

De nuevo csl.a comlición uos lmbilil.a p;ira. us;ir el Teorema de la función implícita, con lo 
cual 

De f, 
f)( =-J..= -'ltr.m• 

Por lo tanto, t.encmos nua. cnrvn. como la de AA y como 

BB: <'1 = [¡¡(!.) + rB(O) - cu]cr'/' +cu, 

sigue siendo válida., tocias las conclusiones ant.criorcs se mnt.icncn. 

* Note que Ucm>O ta111bil~ll implica que '11
111 <0, 'l'c>O. 
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VII. SOLUCIONES E INTERPRETACION DE 

PROBLEMAS ESTOCASTICOS 

A cont.inunción se resuelve los clos moddos fonnulndos en el capítulo III aplicando !ns 
técnicns del capítulo IV. Los result.nclos c¡uc se obtiene en cacla modelo son interpretados. 

VII.l SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE 
CRECIMIENTO OPTIMO BAJO 

INCERTIDUMBRE 
Para resolver este problema S<.' usnní ln th:11ica llamacla. Co11t.rol Óptimo Estociistico. 

VII.1.1 PLANTEAMIENTO 

El planteamicnt.o del problema es el siguiente: 

Maximi;mr E 11 J,°"' r:- 1'
1U(c(t))dt, 

11 

. sujet.o n d/,:(t) = [.f(l.:(t)) - (1¡ - a 2 )/.:(t)- c(t)]dt - ak(t)dt112, 

h(tu) = /,·11, 

O :5 c{t) :5 f(i,:(1.)), 

c(l), C'o11l.i1rno por pecla~os. 

VII.1.2 SOLUCION 

A continuación se clnborar¡Ín las concliciones ele optinrnlidncl aplicando In técnica de. 
Contr~l Óptimo Estocíi.st.ico. 

Primero se consideran las dos ecuaciones siguientes. Ambas se obtienen ele la ecuación 

(II.2.8). 
El proceso k(t) - l•(t 11 ) t.iene In. !IH:dia 

Ekk(t) - /.:(1 11 ) = E~.[61.:J = [.f(/.:) - (1¡ - a 2 )l.:]6t + o(6t), (V II.1.1) 

y la varia.nzn. 
(V II.1.2) 
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Se usará el Principio ele Optimnlic!Ítcl, óst.c.est1ihlece que 

J(k) = .~}!~, Ek{ 1At c-" 1 U(c:(t))dt+\;¡:•:;;:f~+ú .l~ c-"
1
U(c(t))dt}, (VJI.1.3) 

donde Ek indica <¡ne el cst.aclo iuicia:J ,;H·::;,,l'.~"1:11;/condid<Íll necesaria es la ecuación de 
Bclhnan, la cual scrú clcrivndn. a co11tiÚÚ<~<:~c~~li. 

Ln primera iutcgra.l de Ja. ecuación (VÍLl.3) se puede cnlcular si se usa el Teorema del 
Valor Medio para iut.cgrnlcs, eRt.o es · 

{!,( . 

l. c-"'U(ce)rU =; r:-pat!.tU(coAr)6.t, 
11 

donde e= O(w), wdl y O :5 e :5 l. 
En la segunda iut.cgral de la ci:naci<Íll (VII.1.3), nscmos nu cambio de variable, i.e. 

s = t - 6.t, entonces 

renombremos c.,+At como e,,, c11t.011ccs sl! ¡rn.,dc escribir la ecuación (VII.1.3) como 

(V II.1.4) 

para 6.t lo suficic11t.cmc11f.c pcqneiio c-p'>t = 1 - p6.t 

Para el seg11ndo término de la. ecuación (VII.1.4), se tiene 

c-"" 1.J(k + 6/.:) - .J(I,:) = (1 - p6.t).1(1.: + 6./,:) - .!(!.:) 

= .!(!.: + 6.1.:) - .J(k) - p6.t.l(!.: + 6.1.:). 

y junto con la ecuación (VII.1.'!) se obtiene 

(V II.1.5) 

Por el lema. rfo !tri, se f.icnc 

.!(/• + 6/,:) - .!(/.:) = 6..1(/•) = .J'(/.:)6.1.: + ~.7"(1,:)(6./.:)2' 
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tómese In esperanza condicional; es decir 
. . : .. .. -. 

Ek[.J(I.: + ~/::) -.l(h:)] =Ek[C>.l(/.:)] 

·:·.·.·.••·E,. [.J'( 1 )A 1 1 J" t )(A t )º] =· k • ,,: '-'''' + 2 (1,: u1.: -

=Ek (.J'(l,:).61.:J + Ek [~.J"(l:)(.6./.:) 2 ]. (V II.1.6) 

Dado que J(/.:) = Ek.1(1.:) y sust.it.nycuclo l11s ecuaciones (VII.1.1) y (VII.1.2) en la ecuación 
(VII.1.G) se obtiene 

Ek[J(I~ + .6k)- .J(k)) = {.J'(!.:)[.f(k)- (1¡ - ir2
) - e]+ ~a2 /,: 2 .!''(!.:)}.6t. (V II.1.7) 

Sustituyendo la ccuncióu (VII.1.7) cu (VII.1.5), divicli<!1Hln por .6.t y tomando límite 
C>t -> O, se tiene que 

(V II.1.8) 

debido a que /.: + .6/.: -> /,:, 06.1. -> O y r:o:, -> r;. 

Si se define 

.. </>(e,!.:, t) = [/( /.:) - ( q - a 2
)/.: - r:].l'( ¡,) + ~a2 

/,:
2 .!"(!.:) - p.J(k) + U(c), 

entonces se puede cscriliir la cc:1w.cicíu (Vll.J .S) r·u una forma uuís compacta 

max rfa(c, k, 1.) =O. (V Jl.1.9) 
e 

La condición de prinlPl' orcl<~u para 1111 11uíxi1110 <'s 

<f,c(c•, /.:, 1.) =O= .l'(h) + U'(c), (V II.1.10) 

y junto con la condicicín 
<Pee= U"(c) <O, 

se satisface los condiciones suficicut.cs para un 1míximo. 
Se puede reescribfr !ns condiciones de optimalidad como un conjunto de dos ecuaciones 

que se debe ele resolver para. c*(t) y J(I,:): 

{ 
rP(c*,k,t) =O, 

if>c(c',k,t) =O. 
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VII.2 SOLUCION DEL MODELO DE SELECCION 

OPTIMA DE PORTAFOLIO 

BAJO INCERTIDUMBRE 

Para la solución ele este prnlJlcma se "plica la. t.écuica. ele Control Óptimo Estocástico 
citada en el capítulo cua.t.ro. 

VII.2.1 PLANTEAMIENTO 

El plant.eamicnt.o <Id problcmn. ""el ~ig11i"11t.": 

{ 
T } Maximizar En Í, ,,-1•

1u(C(t.))cll.+D[W('.T),T] , 

sujeto n. <ll.V = [111(1.)(n - 1') + l']H'(t) - C'(t)clt + w(t)W(t)a(clt) 112
, 

W(O) = H'n >O, 

W(t.) >O, 

C(I.) 2: O. 

VII.2.2 SOLUCION 

A continurrcic'n1 se clnhorn.nl11 las co11clido11c:-; de~ optitnaliclacl a.plica.nclo la. técnica de 
Control Optimo Estocíc,tico. 

Pritncro se con::;idcrcín do:-; c.·cnadoac:-; rclacionadns con ln. riqueza. A111bas se obtienen 
ele ln ecuación (III.2.'1), dn11<1<~ ttlla c;n·;1ct.l'rixa. la tc11dc·1H:ia y ot.ra- la varianza. 

El valor esperado del ca111bio l'll ln. riqucz;a cu 1111 iut.crvHlo de ticn1po h = t - to es 

E(to){W(t) - W(ln)} = {[w(1 0 )(n - 1·) + r]W(lu) - C'(to)}h + o(h), (V Il.2.1) 

y la v¡irianza del cambio en In. riq11cF.a e~ 

(V Il.2.2) 

Para derivar las condiciones tic optinrnliducl se rcfonnula la función objetivo para 

emplear progrnnmción dimímica y aplicar d principio do optinrnlidad de Bcllman. Pam 
ésto, se define 

{ '/' } I[W(t), t];: max E(t) j c-l'·'U[C'(.~)Jds + B[W(T), T] 
{C(.,),o••(.•)} t 

(VII.2.3), 
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donde (VII.2..3) cstú. sujdn a l;1s mi~m;s rest.ri~:cicmes que l11s del planteamiento. Por tanto, 

I[T•]í(0),r]~ ÍJ[i1'(T), T]. (V IJ.2.3a) 
~ ~--->~· -.::-?' ,,'.'._.·. :: •,. ~'.. ' 

En genernl, de la defiuicicíu (VII.2.3) se ~>bti~me · 

I[W(t 0 ), t0 ] = max E(t0 ){' fc- 1"'U[C(s))d-' + I[W(t), tJ}. 
{C(.•),,..(•J) },u 

(V II.2.4) 

Sen t = to+ h y las l:cn:er•L~ rlerivacln., ·pa.rc:iales de I[Hl(t 11 ), t 0 ] son acotnd11s, entonces 
por el tcore1na ele! Taylor y el teorema. cid valor medio para. integrales, se puede reescribir 
(VII.2.4) ele la si¡;nicnl.c forma. 

{ 
- _ éJJ(H'(to) to] 

I[W(to),tu]= maxE(t0 ) c- 1'
1U[C'(l)]h+I[W(t0 ),to]+ 

0 
' h 

¡e,, .. ¡ t 

+ éJJ[H~~t~'.), tu] [W(t) - W(tu)] 

..¡_.!_ D2 I[W(tu),lo] [W(t) - TY(t )Ji+ (/ )} 
2 éJT.¡l'l . ·{J () 1 ' (VIJ.2.5) 

donde t E [t0 , t). 
En (VII.2..5) se toma "1 o¡wrndor E(t. 0 ) ¡mm. cmln. tfrmino y dado c¡uc I[T.V(to),to] = 

E(t 0 ){ I[W(to ), t 0 ]} se rcsl.;i I[W( 111 ), 111 ] de •uulios lados. Se s11s~it11ye E( t0 ){ W(t)- W(to)} 

y E(t0 ){¡iY(t)- T.Jl(t 0 JV} por las ccw"·io111.·s (VII.2.1) y (VII.2.2), y después se dividen l¡¡s 
ectrndones entre: h. Se toma. el lí1nit.c cln In ccnac:icíu ohtcuicla, c1mnrlo h -• O, y (VII.2.5) 
se convierte en mm verni<íu cu t.ic111po cout.iuuo de la. ec1mci(m fnuclmncntal de optimn.liclad 
de Bellmnn-DrcyÍllR 

{ 
, DI, DI, ] ( ) , } O= nrnx c-1• U[C(I)] +-;- + D \! {[111(l)(er - 1·) +,. W l. - C(t) 

{C(t),w(I)) vi T• 

1 D'l J, ., 2 2 } 
+ ---a-w (l)W (!.) 

2 éJW2 ' 
(V II.2.5a) 

clonclé ! 1 es I[H'( t), t] y el índice t 0 se dC'scarta pnrn hacer ver c¡ue (VII.2.5a.) es válido para. 

cualquier t E (O, T]. 
Si se define* 

, éJI, éJI, ] 
</>( w, C, W, t) := c-p U[C(t)] + -¡¡¡ + éJW {[w(t)(a - r) + 1· W(t) 

IéJ'lJ, 2, ., 
- C(i.)} + ZDW'ª"' (l)T·V-(t), 
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entonces se puede escribir cxrr.2.Qa) .c1~ lum forum imís cmllpnct.a 

Las concliéi011cs d~p1·Ti1iei7Bi~T~¡;;~¡t' f[;~1Wffí~i 11{fi (1~,·~ , C') son 

y 

::"':""' '.;:;~·,t 

.· rP~011~.;f''J}'.tif)J:d'b::c:<-P 1 >U1 (C') - i:i'.., 

_, e • e•· ·111 ) ( ) , DI, 0211 
2 • 1,2 .,,.,. w , . , • , t =O = a· .- ,. H Di.JI + DWt a w 1· . 

Un conjunto de condicione:; sn.lic:icutcs ¡mra 1111 11Hixilllo es 

</>111111 <o, </>ce: <O, 1 ·t ( ,¡,.,,.,, 
<.e· </Jc111 

.P ... c] O 
<Pee > ' 

<Pwc = <Pcw = O, y si J[Mi(I. ), 1] es c:;t.rid.alllcut.c c:c'>111:a.va. cu T·Ji, entonces 

y 
... ·¿ éJ'!J, 

</>.,.,,. = H• ·a é)¡.¡n < O, 

(V II.2.5b) 

(V JI.2.6) 

(VII.2.7) 

(VII.2.8) 

(V II.2.9) 

por la concaviclacl cst.rict.a de U e 11 rcs¡".:ct.ivamcut.<·, y las condiciones suficientes serían 
satisfechas*. Se puede rccHcrihir lns co11diciouc•s de opt.iuwliclad con10 un conjuut.o ele tres 
ccuncioucs c¡11c se dchcu resolver ¡rnrn. ""(/.), C."(I.), y I[Hi(I), I]: 

rp(ui', C", T.Jl,1) =O, 

<pc(111',C", IV,l) =O, 

q,,,,(w',C", T·V,t) =O, 

sujeto a In. r.ouclicitm ele froulcni 

I[W(T), T] = D[W(T), T] y la solncicín 

clcbc· s<1.t.isfac<"r (III.2.G). 

(T' Il.2.5b) 

(VII.2.6) 

(VII.2.7) 

* Sustit11ycnclo los rcsu!La<los de (Vll.2.G) cu (VI t.2.7) al p11111.o (C' ,w·) se tiene la condición w" (a-r)>O 

si, y sólo si 62 / 1 /~H'
2 <O. Aquí, :-;olo c•o11sich•rurno~ sul11cio11c.•s áp1.i111as int.criorcs. Se puede formulnr el 

problcJnn en una forma. 1mís gc11e!ral rcc111pl<1zamlo las ig11aldadc.-s ele (VI I.2.G) y (VII .2.7) por dcsiguuldndcs 

y utilizando l\uhn-'fückcr. 
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VIII. DISCUSION Y CONCLUSIONES 

En este trabajo se h;m est.udimlo vnri'os prohlcmns de opt.imiznción en tiempo continuo. 
En todos se mnnifiest.n el clcseo ele los i11divi~l;10Í; ele mnximiznr su bienestar o el bienestar 
ele sus dependient.cs. 

Las técnicas de C;í.lculo ele Vnriaci011<•s, Coill.rol Optimo y Control Optimo Estoct\st,ico, 
se han aplicado en la solución de los mocldos plaut.c-aclos. 

El poder resolver un problema con clifornut.c.'s técnicn., <le solución ha siclo una cnr­
actedst,ica importanl;e cid 1.rnJmjo; ol.ro ns¡H.'cl.o Ílnport.nut.c es c¡uc se ha profundizado en 
las técnicas ele solucicín i11d11y"11<lo uu capít.ulo solHe las cc1mcioncs ele Bellman-Euler­
Ln.grangc, la Condicic)u ele Lcµ;c~ucln·, In. Coudidc)u cln \Vc•ic•rsl.rnss y la.s ccnacioncs de 
Hnmilton-.J ncohi-Dcll1rn1 n. 

A cont.in~tadc'>n se c11t111cinn ln~"i coucl11sio1H~s rcspt~cl.o n. célda. 11110 de los inoclclos: 
En el tnodcln ncod¡Í~'"iÍco de tTcci1nicut.o cconc'nnico c)pt.i1110 Re concluye qnc pn.ra un 

determinado capil.al inicial existe 111111, trayectoria óptima ele crecimiento ele consumo e 
inversión hacin. un equilibrio. U1w. ve?. qtw se alct111ha este punto, la cconon1ín se desarrolla 
n. ln. tnsa. de crcci111icnto ele la pol>lndc'rn. 

Del modelo neocbísic:o ele rlcmnudu por i11VL'rnió11 se cond11ye que para los primeros dos 
plantca1uientos, lm; trnycclorin!-1 c)pl.inws de clenwnda ele traba.jo e inversión son a.lcanzadas 
cuando existe la. ignnldncl cutre el snlnrio real y el prorl11ct.o nrnrginal del trabajo, y cuando 
se tiene la ig11alclarl ent.rc el costo real rld cnpit.nl y el producto marginal del capital. 

Del· 1noclelo 11coc1i1~'li<"o ele con:-;11n10-i11vcrsic)11 se· co11dnyc~ q11c si el inclivido represen­

tativo obtiene l.nrnbióu ul.iliclnrl por r!C'j11r uua hercucin, cutouccs el cfect.o de inseguridad 
sobre el tiempo de h1 vidn, es igual a un i11crc111e11t.o en ln tasn subjetiva intertcmpora1 de 
descuento. 

De los modelos ele nsigunCÍ<Íll cípt.irna ele crc',c[it.os externos pan1 inversión y consumo 
se concluye ele Jn, sol11ció11 obt.cuida liajo las supucsl.os (Vl.4.S), que no resulta óptimo no 
consu111ir de la ¡1.yucln. cco1u'rniica. 

Del 1noclelo de 1naxi111ihacic>n de ln~uefieirn; ele un 111011opolio ~e obtiene con10 resultado 

una trayectoria c'ipl.im;1 parn el precio cid bien y para la procl11cci<Ín. 
Del 1noclelo de a1ulli:-;i:-; de~ clcv.nlnadc'>11 Sl~ cled1u·c•11 bis t,r;1.yc~d,oria.s l1ptin1a.c.; del bien de 

i1nportación y rkl hic~n de cxportn.cióu. 

La teoría rles11rrnllada en el n1ocldo de an;Í!isis de cuenta corriente y tipo de cambio 
real, ha siclo coujug«Lla c:on en d modelo e le aprendizaje sobre utilidad. 

Finalmente, en el caso de crecimiento económico óptimo bajo incertidumbre, y en el de 
selección Óptinm de ¡;órt.;1folio bajo inccrt.iclumhrc, d modelado cou ecuaciones diferenciales 
estocásticas ha jugado un ¡mpd C'S<.'llcial cu d arnílisis. 
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