7

I
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO N

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO
FACULTAD DE INGENIERIA

“DECISIONES OPTIMAS DE CONSUMO E
INVERSION EN TIEMPO CONTINUO”

TESIS DE POSGRADO
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
MAESTRO EN INVESTIGACION DE OPERACIONES
PRESENTA:

FERNANDO CRUZ ARANDA

CIUDAD UNIVERSITARIA, D.F. 1993

TESIS CON .
FALLA DE ORIGEN



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO
FACULTAD DE INGENIERIA

VN]VER DAD NACJONAL
AVEN'MA DE
MEXICO

RECIBI COPIA DE: ( ) TRABAJO ESCRITO

(XXXX) TESIS

DESARROLLADO POR EL ALUMNO: FERNANDO CRUZ ARANDA

PARA PRESENTAR EXAMEN:

( ) DEESPECIALIZACION

(XX) DE GRADO

EN INGENIERIA: INVESTIGACION DE OPERACIONES

FIRMA FECHA
PRESIDENTE: DR. MIGUEL ANGEL GUTIERREZ ANDRAD J,{ / MPJM,J N/dﬂv\/"ﬁ:
VOCAL: DR. FRANCISCO VENEGAS MARTINEZ ? 17/ dnio /P93

SECRETARIO: DR. SERGIO FUENTES MAYA
SUPLENTE: M EN I. GILBERTO PEREZ LECHUGA
SUPLENTE: M EN I. IDALIA FLORES DE LA MOTA

O Téso /G £
2 frecke 5
a/- fonm - 23

APROBACION DEL TRABAJO O DE TESIS POR EL DEPARTAMENTO

DE s 7500 S

PROMEDIO EN CREDITOS /2 (oocE)

MCC'mmn . %




INDICE

RESUMEN

INTRODUCCION

LANTECEDENTES

II.MODELOS DETERMINISTAS
I1.1 MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO ECONOMICO OPTIMO
I1.2 MODELO NEOCLASICO DE LA DEMANDA POR INVERSION
I1.3 MODELO NEOCLASICO DE CONSUMO-INVERSION

I1.4 MODELO DE ASIGNACION DE CREDITO PARA INVERSION
Y CONSUMO

11.5 MODELO DE MAXIMIZACION DE BENEFICIOS DE UN MONOPOLIO
I1.6 MODELO DE ANALISIS DE DEVALUACION

IL.7 MODELO DE ANALISIS DE CUENTA CORRIENTE Y TIPO DE
CAMBIO REAL

I1.8§ MODELO DE APRENDIZAJE SOBRE UTILIDAD

11.9 MODELO DE CUENTA CORRIENTE Y TiPO DE CAMBIO REAL
CONSIDERANDO EFECTOS DE APRENDIZAJE

III.MODELOS ESTOCASTICOS

I11.1 MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO ECONOMICO OPTIMO
BAJO INCERTIDUMBRE

I11.2 MODELO DE SELECCION OPTIMA DE PORTAFOLIO
BAJO INCERTIDUMBRE

[V

6

27

30

33

41

47

51

55



IV.TECNICAS DE SOLUCION

IV.1 CALCULO DE VARIACIONES 58
IV.2 CONTROL OPTIMO 65
IV.3 CONTROL OPTIMO ESTOCASTICO ',; 71

V.PROGRAMACION DINAMICA EN TIEMPO
CONTINUO 75

VI.SOLUCIONES E INTERPRETACION DE PROBLEMAS
DETERMINISTAS

VI.1 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO
ECONOMICO OPTIMO 85

V1.2 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE LA DEMANDA POR
INVERSION 94

VI.3 SOLUCION DEL MODELQO NEOQCLASICO DE CONSUMO-INVERSION 100

VL4 SOLUCION DEL MODELO DE ASIGNACION DE CREDITO PARA

INVERSION Y CONSUMO 103
VI.5 SOLUCION DEL MODELO DE MAXIMIZACION DE BENEFICIOS

DE UN MONOPOLIO 107 -
VI.6 SOLUCION DEL MODELO DE ANALISIS DE DEVALUACION 110

VI.7 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA CORRIENTE Y TIPO
DE CAMBIO REAL 112

VI.8 SOLUCION DEL MODELO DE APRENDIZAJE SOBRE UTILIDAD 119

V1.9 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA CORRIENTE Y TIPO DE
-CAMBIO REAL CONSIDERANDO EFECTOS DE APRENDIZAJE 121



VIL.SOLUCIONES E INTERPRETACION DE PROBLEMAS
ESTOCASTICOS

VII.1 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO
ECONOMICO OPTIMO BAJO INCERTIDUMBRE

VIL.2 SOLUCION DEL MODELO DE SELECCION OPTIMA DE
PORTAFOLIO BAJO INCERTIDUMBRE
VIIL.DISCUSION Y CONCLUSIONES

REFERENCIAS

128

131

134

135



RESUMEN

En este trabajo se estudian diferentes modelos ccondmicos de optimizacidn en tiempo
continuo, es decir, modelos de la asignacidn de recursos escasos a diferentes fines en un
cierto intervalo de tiempo.

Los modelos surgen del drca ccondmica y financiera. Al principio se plantean modelos
deterministas, donde la restriccion es usualmente una ecuacién diferencial determinista.
Después se plantean modclos estociisticos, en este caso la funcional objetivo es una espe-
ranza matemdtica y estd sujeta o una ceuacion deferencial estocdstica.

Se estudian las téenicas de solucion, Primero se presentan las téenicas de solucién de
problemas deterministas: Céileulo de Variaciones y Control Optimo. Mientras ¢que para
problemas estocdsticos, se presenta la téenica Control Optimo Estocastico.

Para profundizar mis en las téenicas de solucion se estudian las ccuaciones de Bellman-
EBuler-Lagrange, la Condicién de Legendre, la Condicidn de Weierstrass y las ecuaciones
de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Con las técnicas desarrolladas se resuclve cada uno de los modclos y se da una inter-
pretacién a la solucidn.

Al final se tiene un conjunto de conclusiones, recomendaciones, limitaciones y ventajas
de los modclos y las téenicas.



INTRODUCCION

El problema bisico en la cconomia es la asignacién de recursos escasos a diferentes
fines. Muchos de estos problemas pueden resolverse a través de la optimizacidn matematica.

En cl caso cstitico, todo anilisis se efeetua para un punto en el tiempo. En el caso
dindmico se desen asignar recursos escasos a diferentes fines sobre un intervalo de tiempo.
En términos matemiticos el problema consiste en determinar trayectorias de clertas vari-
ables que maximizan o minimizan una funcional expresada en forma de integral.

El objetivo de este trabajo consiste en ostudiar problemas de optimizacién dindmica.
En el capitulo II se plantcan modelos deterministas.  El primer modelo es el medelo
neocldsico de crecimiento ccondmico dptimo, donde un individuo llamado planificador cen-
tral desea maximizar cl bienestar de todos los agentes cconémicos, y tiene la facultad de
decidir sobre las trayectorias de consumo (variable de control) e inversién de la economia;
aqui la fuerza de trabajo crece exponencialmente a una tasa dada.

En el modelo neocldsico de demanda por inwversidn se desarrolla en un enfoque micro
y el objetivo es determinar los niveles de procduceidn, trabajo y capital, que maximicen los
beneficios nctos de la empresa; se presentan dos extensiones: el modelo dindmico agregado
de Tobin, y la inclusidn de costos de ajuste rdpido del stock de capital.

Se estudia también cl modelo neocldsico de consumo-inversidn, en el cual una economia
doméstica desea determinar las trayectorias de consumo (variable de control) y capital

(variable de cstado) que maximizan su bicnestar. En una extensién de éste se tienc la

posibilidad dec que ol individuo deje una herencia a descendientes.

En muchas ceonomias surge la necesidad de obtener créditos externos para inversién
¥y consumo para un horizonte finito, ¥ se desca saber las proporciones de crédito que se
consumen ¢ inverten de tal manera, que se maximice el bienestar. Esta situacién se estudia
en el modelo de asignacidn de crédilos caternos. En este problema se requiere alcanzar un
cierto nivel de capital final.

Dentro de una cconomia hay productos que sélo los ofrece una empresa, cs decir, existe
un monopolio, el cual desea encontrar las trayectorias del precio y del nitmero de unidades
producidas que maximizan los beneficios de la empresa para un horizonte finito. A este
respecto, se estudia ¢l modelo de mazimizacidn de beneficios del monopolio.

Un aspecto importante de las cconomfas abicrtas es la exportacién ¢ importacién de
bienes. Se estudia un modelo en ol que un individuo representativo desea determinar las
cantidades de consumo de un bien de exportacion y un bien de importacidn, de tal forma
que su funcidn de utilidad sea midxina.

También, bajo el enfoque Bayesiano, se presenta ¢l proceso de aprendizaje de un
individuo sobre su funcién de utilidad. El modelo describe el comportamiento racional de
los individuos cuando estos incorporan informacién adicional en su funcién de utilidad. Los
individuos aprenden de su funcidn de utilidad, a través de la experiencia; en este marco,
se desarrolla un medclo de andlisis de cuenta corriente y tipo de cembio rcal, en el que se
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analiza el impacto que sobre la cuenta corriente y ¢l tipo de cambio real tiene una politica
de estabilizacidn basada cn una disminucién temporal de la tasa de devaluacién, Aqui,
el individuo cstd incicrto sobre los valores de los pardmetros de su funcién de utilidad, y
minimiza entropia cruzada para incorporar aprendizaje en su funcién de utilidad.

En el capitulo III se plantean modclos estocdsticos. El primer modelo de este capitulo
es una extension del modelo neoel

o de crecimicnio ccondmico optimmo de tal manera
que las variaciones del tamaito de la fuerza de trabajo se rigen por una ecuacién difer-
encial estocdstica. En el scgundo modelo los individuos descan optimizar su cartera de
inversién (portafolio) y saber las trayectorias de consumo y riqueza que maximizan su bi-
enestar, se plantca un modelo de scleccidu dptinia de portafolio bajo incertidumbre; aqul los
rendimicntos de la cartera de inversion son modelados a travds de una ccuacién diferencial
estocdstica.

En el capitulo IV sc presentan las téenicas de solucidn: Cileulo de Variaciones, Control
Optimo y Control Optimo Estocéstico.

En ¢l capitulo V se profundiza mds en las téenicas de solucion. Se estudian las ecua-
ciones de Bellman-Euler-Lagrange, la Condicidn de Legendre, la Condicion de Weicrstrass
y las ecuaciones de Hamiltou-Jacobi-Bellman,

En los capitulos VI y VII sc presenta la solucién e interpretacion de cada uno de los
modelos.

En cl capitulo VIII se presenta un conjunto de conclusiones.



I. ANTECEDENTES

La cconomia no es una disciplina claramente definida. Sus fronteras estdn cambiando
constantemente, y su definicién estd frecuentemente sujeta a controversias. Para nuestro
estudio, en la economia se estudia como los agentes cconémicos, es decir, individuos o
grupos de individuos (consumidores, empresarios, gobierno) buscan la maximizacién de
su bienestar a través de la produccién, consumo y la distribucién de biencs, asi como
encontrar la mejor alternativa en la distribucion de recursos escasos.

La teoria econdmica trata del estudio de modelos que describen el comportamiento
de los agentes econdmicos, asimismo estd interesada en la interaccién entre ellos, y se

divide en tcoria micro y macro. En cl enfoque micro se estudia ¢l comportamicnto de las

unidades cconémicas individuales, tales como las cconomias domésticas y las empresas, o
ta determinacién de los precios en mercados aislados, o los cfectos del monopolio sobre
mercados especificos. La teorfa macro estudia el comportamiento de la cconomia como un
todo: de las etapas de¢ expansién y recesion; de la produccion total de bienes y servicios de
la cconomia; y su crecimiento de la tasa de inflacidn y desempleo; de la balanza de pagos™
y de los tipos de cambio. Esta se centra en cl cstudio de las politicas econdmicas y de las
variables politicas como son: la politica fiscal** y la politica monctaria*** ; la cantidad
de dinero y las tasas de interds; la deuda piiblica y el presupuesto del gobierno. También
constituye un rcto el reducir los complicados detalles de la cconomia a sus clementos
fundamentales. Estos clementos radican en las interacciones existentes entre los mercados
de bicnes, de trabajo y dec activos de la cconomia.

Dos de las grandes enfoques en la cconomia son cl neocldsico y el keynesiano. En los
modclos neoclédsicos el empleo de todos estd garantizado, la politica fiscal y monctaria no
tienen efecto en la produccién ni en el empleo. Mientras que en el keynesiano, el empleo

* La “balanza de pagos " ¢s el registro de las transacciones de la economia con el resto del mundo. En

ella hiay dos eneutas principales: la cuenta corriente y la cuenta de capital. La cuenta corriente registra el
comercio de bienes y servicios asi como los pagos de transferencia. Los servicios incluyen fletes, pagos por
patentes y por intereses. Los pagos de transferencia consisten en remesns, donaciones y subvenciones. Si
las exportaciones exceden de las importaciones, mis lns transferencias netas al extranjero, es decir, si los
ingresos derivados del comercio de bicnes y servicios y de lus Lransferencias superan los pagos por dichos
conceptos, se dice que existe un superivit en cuenta corriente.

La cuenta de capital contabiliza las compras y ventas de activos tales como acciones, bonos, tierra,
etc.

Estrechamente relacionadas con la cuenta corricite estin algunas subcuentas que mencionamos para
completar la descripeion.. La balanza comercial contabiliza simplemente ¢l comercio de bienes y, si le
afiadimos el comercio de servicios, obilenemos la balanza de bienes y servicios. Finalmenta ahadiendo las
transferencias netas obtenemos la balanza en cuenta corriente.

** La politica fiscal es la politica del gobierno, en relacién con los niveles de gasto ptiblico, y transfer-
encias, y con la estructura de Jos impuestos.
**% 1 politica monetaria es la politica de los bancos centrales en relacidn con incrementos o decrementos

en la cantidad real de dinero, sobre las tasa de interéds y el nivel de ingreso.
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de todos no estd garantizado automdticamente y la cantidad de empleo y produccién, se
determina por politica monctaria y fiscal.

Entoncces, el problema de cconomizar pucde ser abordado a través del problema de
optimizacidn matemadtica, definido como la scleceidn de valores de ciertas variables asi
como maximizar una funcién sujeta a restricciones. Las variables del problema econdémico
sintetizan la seleccidém de alguna trayectoria en particular, la funcién objetivo sintetiza los
deseos del agente ccondmico, y las restricciones sintetizan la escasez de recursos. Por lo
tanto, matemdticamente, ¢l problema de economizar es ¢l de scleccionar trayectorias del
conjunto de oportunidades tal que maximicen la funcidn objetivo. El presentar modclos
matcmaticos tienen sus ventajas tales como: cl lenguaje usado es mds conciso y preciso;
existe una riqueza extraordinaria de teoremas matemidticos a nucstro servicio; nos forza
a cstablecer explicitamente todas nuestras suposiciones como un prerrequisito al uso de
teoremas matemdticos, y nos permite tratar el caso general de n variables.



1. MODELOS DETERMINISTAS

En este capitulo sc formulan’ nueve modelos deterministas de la micro y macroe-
conomia, donde cada uno cuenta con una pequeina introduccidn, después sc presentan los
supucstos, la definicién de variables y pardmetros, la descripeidn del modelo y al final
el plantcamicnto del problema a resolver. Las variables y pardmetros que no se definen
explicitamente en un modelo tienen ¢l mismo significado que en los modelos anteriores.

I1.1 MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO
ECONOMICO OPTIMO

En cualquicr ceonomia se tomau dec

siones entre consumir en el presente y acumular
capital para aumentar las posibilidades de consumo en ¢l futuro. En un extremo se tiene
el caso de consumir hoy todo cuanto se pueda, que maiiana moriremos; y en el otro, se
consume tan poco como se pueda para que el capital aumente y con ¢l, ¢l consumo futuro.

En el siguicnte modclo se busca determinar las trayectorias de consumo (variable
de control) y capital (variable de os

ado) que maximizan el bienestar de una economia,
cuya fuerza de trabajo crece exponencialmente a una tasa dada. Si se toman decisiones
entre consumo ¢ inversion de tal forma que ¢l bienestar sca lo nmdximo posible para todos
los individuos, ¢l problema ¢s lo que se conoce como modelo neocldsico de crectmniento
econdémico dplimo.

II.1.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

El modclo toma en cuenta los siguientes supuestos:

(2) la economia cs agregada, es decir, se produce y se consmuine un sélo bien,

(#2) la economia es cerrada, o sca que, no es posible exportar ni importar bienes,
(#47) la tecnologia de produccidn reguicre dos inswmos o factores de la produccién: capital
y trabajo,
(¢v) la funcién de produccién presenta. rendimientos constantes de escala,
(v) la oferta de trabajo cs perfectamente inclastica, cs decir, las individuos estdn dis-
puestos a trabajar con cualquier salario,
(vi) la fuerza laboral crece en forma exponencial,
(vii) el capital se deprecia a una tasa constante,
(viz?) toda la produccidn se desting a consuumo o inversion,
(t2) existe un individuo que es llamado planificador central, ¢l cual desca maximizar el
bienestar de todos los agentes, y tiene la facultad de decidir sobre las trayectorias de
consumo y de inversion de la economia,



(¢) la tasa subjetiva intertemporal de descuento es constante,
(zi) todos los individuos participan con su trabajo en la cconomia,

I1.1.2 DEFINICION DE VARIABLES

A continuacién se enlistan las variables que definen el modelo:
(7) Y(2), produccion al tiempo f,
(#2) K(t), capital al tiempo ¢,
(ii7) C(t), consumo al ticmpo ¢,
(dv) I(t), inversidn al tiempo 1,
(v) L(t), trabajo al tiempo #,
(vi) y(t), produccién per cipita al tiempo ¢,
(viz) k(2), capital per edpita al tiempo 2,
(viit) e(t), consumo per capita al tiempo t,
(iz) i(2), inversion per cdpita al tiempo ¢,

II.1.3 DEFINICION DE PARAMETROS

Los parimetros que se usan en ol modelo son:
(2) 1, tasa de depreciacidn de capital,
(31) n, tasa dc crecimiento de la fuerza laboral,
(ii7) p, tasa subjetiva intertemporal de descuento,
() r, tasa de interéds,

II.1.4 EL. MODELO

El modeclo neocldsico de erecimiento caracteriza el erecimiento econémico en una
economia cerracda. Se supone que toda la produccion se distribuye entre consumo C(¢)
e inversién I(t), cs decir,

Y(t) = C(t) + I(2).
La inversién I(t) se usa para remplazar capital depreciado pK(¢), y para acumular capital
E(t) = dEK(t)/dt, cs decir
I(t) = K(8) + o (t).

Se suponc que la produccidn se realiza en cada instante ¢, combinando la fuerza de
trabajo L(#) y el capital K(#), disponibles al tiempo ¢, de forma tal que la produccién
en ese instante sea maxima. Entonces, la produccién ¥(¢) correspondiente a cualquier
combinacidén de los factores N(t) y L(t) estd dada por una funcién F(K(t), L(t)), de tal
forma que

Y(t) = F(K (), L(2)).
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Se supone que la funcion de produccion s invariante en el tiempo (es decir, no hay cambios
tecnoldgicos). Se supone también quc F es dos veces diferenciable para todos los insumos
¥ con productos marginales positivos, pero decrecientes (o sca que, por cada unidad de
insumo (trabajo, capital) sc tienc un incremento en la produccién, y conforme se aumentan
los insumos la produccién siempre se incrementa, pero cada vez menos)

or >0 ————02F <0

OK ' OK? ’

oF OF

oz % a7 <

Supdngase que:

. OFP(K,L) . . OF(K,L) _ .
11‘31_1.10 R = o para L fija; ,\1233,0 N 0, para L fija;
. OF(K,L) _ e . OF(K,L) .
11‘111'10 oL = co, para K fija; Lh_x'n oL =0, para K fija;

con lo cual los productos marginales en ambos casos empiczan en el infinito y decrecen
hasta cero y las isocuantas no sc intersectan con los ¢jes. Ademas, se supone que la funcién
de produccién es homogénca de grado uno {(no hay economias de escala); es decir,

F(vK,vL) = vF(K, L), para todo ».

En particular, tomando v = 1/L, sc ticne

Y K F (Y

r=o(71)=s(%)
donde f(K/L) es la funcién de la produccién per capita.

Las variables y ccuaciones introducidas sc pucden reescribir en términos per cépita,

de forma tal que las nuevas variables son &(t) = N(t)/L(t), y(t) = Y({)/L({t), c(t) =
C(t)/ L(t), i(t) = I(t)/L(t), y la produccién per cépita en el tiempo ¢ estd dada por

y(t) = f(&(2)), (I1.1.1)
la cual sc distribuye entre consumo per cipita ¢ inversién per cdpita,
y(t) = c(t) +i(t), (11.1.2)

donde la inversién per cdpita i(¢) se distribuye entre depreciacién de capital per cépita k(%)
por una tasa dada p, y la razén entre lu tasa de cambio de capital y el trabajo K(¢)/L(t)
) K(t)
(t) =
(%) 0]

+ pk(t). (11.1.3)

s



La tasa de cambio de capital per capita vs o

Lo d (K@Y K@ KW
M) =7 (L(t)) SIn IO L

(I1.1.4)

De las ccuaciones (IL1.3) y (11'1.4), se'ob i

Pero como L(2)/L(t) s ¢l crecimicnto de la fuerza laboral y es igual a n, entonces

i(2) = k(@) + (e + k() = () + Ak(2), (I1.1.5)
A se define como la suma. de la tasa de depreciacion del capital jo y de la tasa de erecimiento
de la poblacién n,
A=pu+n,

por tanto, es también una constante positiva. De las ccuaciones (I1.1.1), (I1L.1.2) y (I1.1.5)
se pucde formar la ecuacidn diferencial fundwmental de crectiniento econdmico neoclisico,

FU()) = e(t) + Aty + k(1) (I1.1.6)

la que indica que la produceidn per cipita estit distribuida entre consumo per cipita ¢(t),
mantenimicnto del capital per aipita M:(2) ¢ incremento ncto en el nivel de capital per
cipita k(7).

El estaclo inicial de capital per ciapita estd dado por

() = k. ‘ (I1.1.7)

El objetivo del planificador central es maximizar una funcidn de utilidad, la cual
depende del consumo

U = U(c(t)).

Se supone que la funcidn de utilidad es dos veces diferenciable, con utilidades marginales

positivas pero decrecientes para todos los niveles de consumo per cdpita (por cada unidad

de consumo se ticne una utilidad positiva, y conforme se signe consumiendo la utilidad,
' sigue siendo positiva, pero cada vez mis pequedia)

dU(c)

de

20U (e)

de?

=U'(¢) >0, =U"c)<0, Ye, 0<c< oo,



ademds la funcién de utilidad U(c) es estrictamente céncava y mondtona creciente. Se
supone también que la funcién de utilidad satisface lis condiciones del limite
}1_11}] U'(c) = oo, Jim U'(c) =0,

tal que el producto marginal empicza en el infinito y decrece hasta cero, y tal que las
curvas de indiferencia no se interscetan con los cjes.

Dada una tasa subjetiva intertemporal de descuento p, y un factor de descuento ex-
ponencial, la utilidad del consumo per cipita o) en el tiempo # es e=PU—0IT((1)).

Entonces, cn el intervalo ¢, hasta ¢, ¢l hienestar estd dado por

H
W = / TP (o))t (11.1.8)
iy

El planificador central trata de maximizar W, buscando la trayectoria éptima de
consumo c¢(t) en cl intervalo #y < 1 < oo, donde sélo los siguientes valores para c(t) son
viables:

0L e(t) S f(M(1)), Vi, tg £t <00, (I1.1.9)

El problema de crecimicnto ccondmico dplamo neoclisico para una cconomia agregada
y cerrada con un horizonte de plancacion infinito, consiste en encontrar la trayectoria de
consumo per cdpita ¢(t), tal que se resuclva:
oo
Maximizar / TP (e(1))dt,

Jig
sujeto a k() = f(R(t)) = Ak(t) = c(2),
I{ty) = I,
0 < et) S fk(1)),

¢(t), cvontinua por pedazos.

I11.1.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA

Los siguientes dos planteamientos son equivalentes:

Maximizar /w'c—”("'“’U(r:(t))rlt,
to
sujebo a E(2) = fF(k(t)) — A(t) — e(t),
Iu(f()) = ]n‘o,
0 <c(t) < f(R(2)),

c(t), continua por pedazos.
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to

Maximizar / ePli=ta g f(l(f))—,\k(f)—}.(t))dt

sujeto a k(to) = ko, .
0<e(t) S FOR1),

c(t), continua por peda

En cl signiente plantcamiento se: txcm. la modlﬁ( acidn, de que la cconomia tiene acceso
a un mercado de crédito; es decit, se pucdcn ‘prestar o pedir prestado bienes a una tasa de
interds r.

o0
Maximizar / e~ U=t (e ))dt,

to

sujcto a /oo e CR(1)) = () — Ak(1))dE = /oo e~ rt=tod (1) dt,

Jio Jig
k(o) = ko,

¢(t), continua por pedazos.

Para cl planteamiento anterior se hace una formulacién diferente mediante la condicién
“No Ponzi Game”. Con esta condicion se climina la posibilidad de que el individuo se
endeude indefinidamente, pagando iutereses con mits deuda.

La ecuacion diferencial fundamental de crecimiento ccondmico traido a valor presente
estd dado por

/w eI (i) -k AR(t))dt = /oo e U1 FUIE)) — e(t))dt. (I1.1.10)

to S

Tomando la expresion del lado izquierdo de la cenacién anterior, sumando y restando
00 eer(t—tg)..]. e Elot e
fiu e~ m{t=t)ei(8), se ticne:

/mc~r(‘-'°>(/’.:(t)+,\k(t))dt=/°° =r(t=ta) (i) — rR(t))dt
to fo
+ / eI (A8 + rh(E))dt,
Jig
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e integrando c‘r("—“’)rk(t')‘dt pkoir‘partck:‘sA -
/ U= (f(2) — rh(t))dt = / =TU=00) (1) d
i . to
o oo :
—/ et (1) dt

ty to

= (lim k(t)e=rt—to) — 1(0),

o0

+ c_'('_"’)k(t)

que junto con la condicién “No Ponzi Game”
tim k(2)e~ Tt = @,
t—oo

lleva a

/ e~ () dt = —L(ty) + et o) () k.
t

0 to

Sustituyéndolo en la ecuacién (I1.1.10) se obtiene la siguiente formulacién del problema:

o0
Maximizar / e~ Pt=1) 7 (c(2))dt,

to

sujeto a ko+/ c"'“"“(f(k(t))—,\Ic(t)—rk(t))dt=/ et o()dt,
to

to
lim k(¢)e™ 707" = 0,
t—o0

7d

¢(t), continua por pedazos.



I1.2 EL MODELO NEOCLASICO DE LA DEMANDA
POR INVERSION

A diferencia del modclo anterior, ¢l siguiente a desarrollar es un modelo micro-
ccondmico. En éste se considera una empresa cuya racionalidad es determinar los niveles
de produccidn, trabajo y capital que maximicen los benceficios nctos.

I1.2.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

Los supucstos esenciales del modclo son:
(z) un sélo bien,
(#Z) no existe un mercado de capital,
(437) lafuncidn de produccidn presenta rendimientos constantes de escala,
(év) la tecnologia de produccidn requicre dos insumos o factores de produccidn: capital y

trabajo,
(v) en cualquier momento la cantidad de capital es predeterminada,
(vi) la empresa puede contratar cualquicr cantidad de mano de obra en cada instante ¢,
(viz) el precio del bien y de los insumos estdn dados, es decir, la. empresa es precio aceptante

(mercados competitivos).

I1.2.2 DEFINICION DE VARIABLES

Las variables a utilizar en ¢l desarrollo del modeclo son:
(Z) K(t), stock dec capital al tiempo t,
(zz) L(t), niimero de empleados de la empresa al tiempo 2.

I1.2.3 EL MODELO
El nivel de produccién de la empresa estd representada por la siguiente expresién
Y(8) = F(K(8), L),

donde la funcién de produccién se caracteriza por productos marginales del capital y del
trabajo, éstos son positivos pero decrecicates, es decir

oK ' 9L

13
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Ademds, la dependencia dirceta d‘t’:l p t del capital (empleo) respecto del
empleo (capital), satisface : :

Del tcorema de Euler, se tiene

oF
17 L)y Y .
a],(I\ v+ L(I\,L)L

Ademds, de la homogencidad de F, sccumple que

9 ’
OI,F(I\ N) =

l;x_ (vK,vL).

Considere ahora v = 1/L, entonces

9 —F(I,L)= h————aF <£ 1)
oK AK/LY\L ")’
es decir, el producto marginal de capital depende solo de la relacidn capital-trabajo y el
producto marginal del trabajo depende solo de la relacidn capital-trabajo. Por otro lado,
la. empresa tiene un costo de oportunidad dado por 7 — 7, donde r es la tasa de interés (tasa
nominal) de algin instrumento financiero de renta fija, ¢l cual no adquirird por utilizar
su capital en la cmpresa y, 7 ln tasa de inflacién.  Ademds, suponemos que el capital se
deprecia o una tasa 8. Los ingresos de fn empresa son pF(IV(t), L(2)), el pago de salarios
es w(t)L(t) y (r + 6 — 7)pl\ cs ¢l costo de capital. La empresa desea maximizar el valor
presente de los beneficios, por lo cual su problema a resolver es

Maximizar /'°° T pF((t), L(1)) — w(2)L(t) ~ (r + & — m)pI(t)]dt.
0

I1.2.4 UNA EXTENSION DEL PROBLEMA ANTERIOR

El siguiente modelo se conoce como Medelo Dindmico Agregedo de Tobin. El modelo
es dindmico y de tipo agregado, en él se estudian las trayectorias temporales de las variables
enddgenas, asociadus con posibles traycctorias temporales de las variables exdgenas, con
el propdsito de describir el nivel de produccidon de una empresa y los usos a que esta

14



produccidn se destina. Por tanto, la empresa desean maximizar su valor presente del flujo
de beneficios netos. Se supone la existencia de un mercado perfecto, en el que las empresas
intercambian cantidades del stock de capital existente. Los individuos pueden comprar
instrumentos financicros del Mercado de Valores (acciones) cuyos intereses pueden ser
usados en los flujos de cfectivo de la empresa con ¢l fin de determinar el valor de sus
acciones.

I1.2.5 SUPUESTOS SOBRE LA EXTENSION

Los supuestos (i), (7v), (vii) citados en el modelo anterior son validos en éste, sélo se

agregan los supuestos siguicntes:

(2) la empresa puede comprar o vender (o alguilar) cuanto capital desee en cualquier

instante,

(ii) existe un mercado perfecto de capitales, os deeir la empresa puede prestar y pedir
prestado bienes a una tasa de interds r,

(3%7) los individuos pucden comprar instrumentos financieros, por cjemplo: bonos y ac-
ciones. Estos son considerados sustitutos perfectos, es decir sus rendimientos reales
esperados son iguales.

I1.2.6 EL MODELO

En el modelo, la empresa tiene la misma funcién de produccién que en el modelo
anterior, y su flujo dec efective neto en caja al instante ¢, es

P(OF(R(L), L(t)) = w(t)L(t) — JO)R{) + 6K (1)),

donde el término J(t)(I;' + 6I4(1)) representa ¢l gasto que hace la ecmpresa en bienes de
capital. Esta paga J(#)67(t) para mantener intacto su capital y J(t)f( para agregar a su
stock de capital a la tasa N por unidad de tiempo. En ¢l tiempo cero, el valor presente de
la empresa es

V(LI t) = / T ) PR (1), L(8)) = w(t)L(t) — T () + SRt (I1.2.1)
: J0

Supdngase que cl precio J(t) y cl salarvio w(#) siguen traycctorias de tipo exponencial, es
decir

p(t) = pe™; J(t) = Je™; w(t) = we™,;

donde 7 es la tasa de inflacién. La expresién (11.2.1) se convierte en

V(K, LK, 1) = / = TN R R (1), L{#)) — wL{t) — (K(t) 4+ K (¢))J)dt.  (I1.2:2)
J0



Por ‘tanto, la empr

riagtrabajo’y ¢apital en’el tiecmpo
t que maximice su benefic §

solver es: .

Maximizar. V(I L (I (), L)) = wE(t)
ST e L (E(e) + SK ()T,
sujeto a K(0) = Lo,

donde K cstd dado.

I1.2.7 UNA EXTENSION DEL PROBLEMA DE TOBIN

Los supuestos anteriores son vilidos en este nmodelo, ademss se supone que existen
costos asociados con cl ajuste rdpido del stock de capital y que tales costos aumentan
rapidamente con la tasa absoluta de inversion; tan rdapido, que de hecho la empresa nunca
intenta conseguir un salto instantdanco de sn cantidad (stock) de capital. La tasa por
unidad de tiempo de estos costos (medida en bienes de capital por unidad de tiempo) se
describe con la funcion C(I.\') que es diferenciable dos veces y cumple

1rope > v > T ' -
C(A){<}o , cunndo 1\{<}0, C"(K) > 0, C(0)=0.

Los costos de ajustar of stock de capital son no negativos y amumnentan a una tasa creciente
con el valor absoluto de inversion. El Hujo de efectivo descontado de la eimnpresa se define

como
FUW), I (2), K(2), 8) = " [pF(E (t), L(1)) — wL{t) — J@)SK(t) — J(OI(2) — J(£)C(K)),
donde J(¢) es el precio de los bienes de eapital en el tiempo ¢ y r es la tasa de interés
instantdnea, que se supone constante en ol intervalo [0, 02). La empresa desea determinar

las trayectorias de la demanda de fucrza de trabajo y capital en el tiempo ¢ que maximicen
su bienestar (traido a valor presente), os decir la empresa desea resolver:

(s

Maximizar / SOL(t), V() IV (), 2 )dt,

Ju
sujeto a L'(0) = I,

donde Ky estd dado.
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I1.3 MODELO NEOCLASICO DE
CONSUMO - INVERSION

En este modclo se considera una cconomia doméstica en la cual un individuo desca
determinar las traycctorias de consumo (variable de control) y capital (variable de estado)
que maximizan su propio bienecstar.

I1.3.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

El modclo toma en cucnta los siguientes supuestos:
() no hay depreciacién de capital,
(#1) todo el ingreso es destinado a consumo ¢ inversidn,
(#2) la tasa subjetiva intertemporal de descucnto es constante,
(iv) ‘el individuo puede prestar o pedir prestado bicnes a una tasa de interdés dada.

I1.3.2 DEFINICION DE VARIABLES

A continuacidén se hace una lista de las variables que definen el modelo:
(¢) W(t), herencia al tiempo ¢,
(#1) I(t), stock de capital del individuo al tiempo ¢,
(iiz) C(t), consumo del individuo al tiempo .

II.3.3 EL MODELO

Suponiendo que la funcién de utilidad cumple con las mismas condiciones formuladas
en el primer modelo estudiado, la utilidad descontada, al tiempo 0, de un individuo con vida
infinta (o de una familia cuyos padres se preocupan por hijos, nictos y demds descendientes)
estd dada por

V(0) = /0 7 ey c))dt.

Los ingresos del individuo en el instante ¢t se forman de un salario v(t) dado como
una variable exégena e ingresos proveniente de intereses rJ{(t) sobre sus activos de capital
K (t). Los ingresos sc distribuyen entre consumo C(t) ¢ inversién K (¢):

rI(E) + v(t) = C(t) + K(1). (11.3.1)

El capital inicial estd dado por
) K(0) = K.
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El problema es encontrar una trayectoria de. consumo C(2) tal que se resuelva
.

Maximizar /.c_/"U(C'(t))(li,
o .

sujeto a I\(t) =rk(t)+ v(t) - C(t),
K(0) = Ko,

C(t), continua por pedazos.

I1.3.4 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA

Los siguientes plantcamientos son equivalentes:

oo
Maximizar / cTPIU(C())dt,
0

sujeto a I'f(i.) = rI(t) + v(t) - C(1),
I\’(O) = I\'(],

C(t), continua por pedazos.

(=<
Maximizar / TP () -+ (1) — IN(1))dt,
0

sujeto a A(0) = IV,

C(t), continua por pedazos.

(==
Maximizar / eTPU(C(1))dt,
0

sujeto a / c"’(rK(f.)+v_(t)—1'\'(f.))m,=/ T C(t)dt,
[1] . [}
K(0) = Iy,

C(t), continua por pedazos.

Para el tercer plantcamicnto se puede hacer una formulacion diferente usando la
condicién “No Ponzi Game” (comparar con sceeién 11.1.5):

18



o e
Maximizar / e™PU(C(#))dt,
0 R

sujeto a g +/ e Mo(t)dt = / =" C(t)dt,
0 L 0. S

. - —rt__ . ;
lh_}lgo K(t)e ™™ =0,

C(t), continua por pedazos.

II.3.5 UNA EXTENSION DEL PROBLEMA ANTERIOR

Aqui, un individuo no sélo obtiene utilidad del consumo, sino también por dejar una
k) 1
herencia a sus beneficiarios.

Sea F(t) la probabilidad de morir en el tiempo 1, F/(t) la funcién de densidad asociada
y T el tiempo de vida, de tal forma que F(T) = 1. La probabilidad de vivir al menos hasta
tesl—F(t)= f,r F'(s)ds.

La utilidad de la herencia se expresa por una funcién W(#). Sc supone que esta funcién
cumple con las mismas condicidnes que se formmlaron para funciones de utilidad en el
primer niodeclo.

El factor a(t) os una funcidon que refleja la importancia relativa para el individuo de
dejar una herencia grande durante la mitad de su vida, cuando los hijos son nifios, en
comparacién con afios antes de tener hijos y aftos después de que los hijos sean adultos e
independicntes.

Si el individuo muere en el tiempo £, entonees la utilidad de su vida va a depender de
la utilidad de la trayectoria de su consumo descontado hiasta ol ticmo ¢ mas la utilidad de
la herencia W(1) descontado por el factor a(t). )

Se desca maximizar ¢l valor esperado de la utilidad total, es decir:

T ‘
Maximizar / F'(t) [/ e~ U(C(s))ds + a(t)T'V(K(t))} dt.
Jo

Q

Integrando por partes la doble integral que aparcce en la expresion anterior, haciendo

dv = F'(2),
v = F(t),
du = ¢~"U(C(1)),

/, " U(C(s))ds.
1}

-
=
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Entonces

T

/07‘ F'(tﬁ f e-v"U(C'(s))(z;Qt = (ffﬁ) / | C_MU(C(S))‘“)
! o L

0
- / P(t)e=" U (C())dt
(V]

T
=/ =P U(C(s))ds
JO

o
—/ F(t)c™ U (C())dt
7

.
= / =M IT(C(1))dt

J0

.
— | Fyemu(ce)dt,

0

ya que j;)l e P U(C(s))ds = j;;rc_"‘U(C’(t))rlt. Por tanto, s¢ obticne la siguiente funcién
objetivo

.
/ {e=MU(CN1 ~ F(1)] + alt)W K (1) F'(£)}dt.
0

Esta formulacién se puede interpretar de la siguiente forma. Si el individuo vive al menos
hasta t (con probabilidad 1 — F(#)), cutonces se suma la utilidad del consumo. Si el
individuo muere en el tiempo ¢ (probabilidad F'(1)), entonces sc tiene también utilidad de
la herencia.

El capital inicial estd dado por
K(0) = Ivy.
La restriccion de que todo ol ingreso estd destinado a consumo o inversién es igual a.

la del problema anterior (ccuacién (11.5.1)).

El problema cs encontrar una traycctoria de consumo C(#) tal que se solucione:

o+
Maximizar / {e™U(C))[1 — F(t)] + a()W (I (2))F'(¢) }dt,
0

sujeto a f\'(t) = rI(t) +v(t) — C(t),
K(0) = Ky,

C(t), continua por pedazos.



II.3.6 PLANTEAMIENTO DE LA EXTENSION
DEL PROBLEMA

Los siguicntes planteamicntos son equivalentes:

r
Maximizar /O {e™"'T(C(1)[1 = F(£)] + alt)W (L)) F'(1)}dt,

sujeto a K (2) = ri(t) + v(t) — C(1),
K(0) = Iy,

C(t), continua por pedazos.

-
Maximizar / {e™"UGK#) +o(t) — KDL — F)] + a(e)W (K () F'(2))dt,
a

sujeto a K(0) = Ny,

C(t), continua por pedazos.

. T
Maximizar / {e="U(CH)[1 = F()] + a(#)W (L (2))F'(t)}dt,
n'f 1 .
sujeto a / F'(t) / ¢ (rR(s) 4 v(s) — N(s))dsdt =
0 Jy

T t
/ F'(t) / e~ C (s)dsdt,
Jo Jo
IK'(0) = I,

C(t), continua por pedazos.

Integrando la parte con la doble integral del planteamiento anterior se obtiene la siguiente
formulacién (comparar con seccidén I1.3.5):

-
Maximizar / {e™"U(C ()L ~ F(2)] + a()W (K (2))F'(t)} dt,
)

1 ) T
sujeto a / e~ (t) 4 v(t) — KK(E)[L — F(2))dt = / eTMC()[1 — F(2))dt,
0 0

I\-(O) = I\’(],

C(t), continua por pedazos.
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Para el tercer plantcamiento se puecle:hacer. una formulacién diferente (comparar con
seccién IL.1.5): et

r

Maximizar /'1'{c""‘U(¢(f))[ﬂi F(t)] —i—ja("t)"V(I\'(t))F’(f.)}(lt,
0 o &

sujcto a

(Ko = K (T)e™"™)[1 — F(£)] + SHR()F ()t + / e=Mo(t)[1 — F(1)]dt =

b
/ eTHC)1 - F(1)]dt,

0

C(t), continua poi“bédnios. :

2
[8V)



I1.4 MODELO DE ASIGNACION OPTIMA
DE CREDITOS EXTERNOS PARA
INVERSION Y CONSUMO

Un pais obticne ayuda ccondmica para un cierto periodo de tiempo. Se desea deter-
minar la trayectoria de la fraccién del crédito que se consume (variable de control) y la
trayectoria del capital (variable de estado) que maximizan el bienestar.

II.4.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

El modclo toma en cuenta los siguientes supuestos:
(2) toda la ayuda ccondmica se destina o consumo o inversion,
(i7) la tasa subjetiva intertemporal de descuento es constante,
(7it) existe un individuo lamado plauificador central, el cual desca maximizar el bienestar
de todos los agentes, y ticue la facultad de deeidir sobre las trayectorias de consumo
y de inversién de la economia.

II.4.2 DEFINICION DE VARIABLES

A continmacion se haee nna lista de las variables que definen el modelo:
() K(t), capital al tiempo {1,
(72) u(t), parte de la ayuda que se desting a inversion al flempo £,
(i22) m(t), fiujo de bienes al tiempo 1,
(iv) M*(t), flujo de divisas (dinero externo) al tiempo ¢,
(v) P*(#), nivel de precio externo al tiewmpo £,

I1.4.3 DEFINICION DE PARAMETROS

Se presenta una lista de los pardmetros que se usan en el modelo:
(2) T, periodo de ayuda ccondmica,
(3) 7, tasa de interds,
(i1i) p, tasa subjetiva intertemporal de descuento,



I1.4.4 EL MODELO

Suponiendo gue la funcidn de utilidad cumple con las mismas condiciones formuladas
en el primer modelo, el planificador trata de maximizar la siguiente funcién objetivo:

T
Maximizar / MU — w(t))m(t))dt,
v

donde 1 — u(t) es la parte de la ayuda ccondmica que se destina al consumo al tiempo
t y m(2) la cantidad de bicnes que llegan al pafs como préstamo al tiempo . Si M*(¢)
es la cantidad de divisas que se obtiene al tiempo ¢ como erédito y P*(t) es el nivel de
precios cxternos al ticmpo £, se puade determinar el flujo de bienes externos m(t) para este
instante de tiempo como

M*(1)

P

mit) =
La tasa de cambio de capital L(t) en la cconomia es la parte de la ayuda econdmica
que se destina a la inversidn m(#)w(t), s decir:
I(t) = mtu(t), donde u(t) € [0,1].

El stock de capital inicial esti dado por

R L(0) = I\y.

Se desea también aleanzar por lo menos un stock de capital Ko, es decir

o
K(T)> Ky, donde K(0) < Ky < IK(0) + / m(t)dt.
v

El problema de esignacidn dptima de crédito en uwna cconomia- pure consumo ¢ in-
versién consiste en encontrar la trayectoria de la proporceidn de crédito que se asigna a la
inversidn u(t), tal que se resuelve el problema:

-
Maximizar / U1 — w(t))m()]de,
0
sujcbo a (1) = mi(t)u(t),
K(0) = Iy,
K(T) = Iy,
7
L(0) < Ky < K(0) +/ m(t)dt,
0

u(t) € [0,1].
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11.4.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTOS DEL PROBLEMA

Los siguientes planteamicntos son equivalentes:
1

7
Maximizar / cTPUHL — u(t))ym(t))dt,
0

sujeto o K(t) = m(t)u(l),
K(0) = Ky,
K(T)= K+,

"
L(0) < Ky < K(0) + / m(t)dt,
v

u(t) € [0,1].

-
Maximizar / T U () — I (1)]dt,
0

sujeto a. N(0) = I,
K(T)= LKy,
T
L(0) < Ky < K(0) + / m(t)dt,

[i]

u(t) € [0,1].

En el signiente plantcamiento se tiene la modificacion de que la economia tiene acceso
a un mercado de crédito, es decir, se pueden prestar o pedir prestado bienes a una tasa de

. .
interes .

-
Maximizar / ¢THU(L — w(t))m(t))dt,

Ju
P "
sujeto a / e~ (t)dt = / et )u(t)dt,
0 Ju
LK(0) = Iy,
K(T)y= Ly,
-
L(0) < K < K(0) +/ m(t)dt,
0

u(t) € [0,1].

Para cl planteamicento anterior sc puede hacer una formulacién diferente sumando y
T - . X ) .y
restando fo rK (1) ¢ integrando por partes {comparar con seecién 11.1.5):
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T SRR "
Maximizar / TP = w(d)m(B))dt,
0 S

snjeto o e~ TR (T) — I(0) = / e mit)u(t) - r I (2))dt,
0 :
K(0) = Ko, S
K(T) = Ko,
: b
N(0) < Ky < K(0) + / mi(t)dt,
o
u(t) € [0,1].



I1.5 MODELO DE MAXIMIZACION DE BENEFICIOS
DE UN MONOPOLIO

En el siguiente modclo sc considera una empresa que constituye con su produccién
un monopolio. El objetivo del monopolista. es cncontrar las traycctorias del precio del
producto (variable de control) y del nfunero de unidades producidas (variable de estado)
que maximizan los beneficios. ’

I1.5.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

El modclo toma en cuenta los siguientes supuestos:

() la empresa produce un solo hien,

(#i) la empresa constituye un monopolio con este bien, es decir, no existen otras enmipresas
que ofrecen ol mismo bien.

I1.5.2 DEFINICION DE VARIABLES
A continuacién se hace una lista de las variables que definen ¢l modelo:

(2) =(t), produccion al tiempo ¢,
(77) p(t), precio del bien al tiempo ¢,

I1.5.3 DEFINICION DE PARAMETROS
En lo que sigue, sc hace una lista de los pardmetros que se usan en el modelo:
() a,b, ¢, pardametros de la funcion de demanda,

(¢7) m,n, k, pardmetros de la funcidn de los costos de la produceion,
(##7) r, tasa de interds.

I1.5.4 EL MODELO

La cantidad de bicnes 2() que la empresa puede vender al tiempo ¢ depende del precio
p(t) del bien al tiempo ¢ y del cambio del precio del bien p(t) al tiempo #

a(f) = ap(t) + bp(t) + c.
Las costos de la produccion z(«) estin dados por

(1)) = mlx(1))? +na(t) + k.
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El precio inicial estd dado por

#(0) = po.

El precio dcs&idoy a

El objetive es maximiz

os:bencficios de.la empresa on cada instante de tiempo, es
decir L

Maximizar /n M p(t)a(t) — 2(a(t))]dt.

El problema dc¢ maztmizacion de beneficios de un monopolio cs encontrar una trayec-
toria de precios p(t) que se resuclva:
-
. — "
Maximizar / T pB)a(t) — m(x(1))? — na(t) — k]dt,
Jo

sujeto o w(d) = ap(t) + bp(t) + ¢,
p(0) = pq,
p(T) = pr.

I1.5.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA

Los siguientes planteamiontos son eqnivalentes:

-
Maximizar / e p(t)a(t) — mlx(t))* — na(t)y — kdt,
0

sujeto a (1) = ap(t) + bp(t) + ¢,
#(0) = o,
oT) =pm.

T
Maximizar / e [p()ap(t) + bptt)] + ¢ — mlap(t) + bp(t) +
0

—nlap(t) + bp(t) + ¢] — K]dt,
sujeto a  p(0) = py,
»T)=pi.




’I‘ . . 3 o N
Maximizar / e p(t)a(t) — () = na(t) = kdt;
0 , .

T T Bt ‘
sujeto a / e~ Ma(t)dt = / e~ ap(t) + bp(t) + c)dt,
0 u i

»(0) = py,
HT)=pm.



I1.6 MODELO DE ANALISIS DE DEVALUACION

En este medelo se estudia una cconomia con un individuo representativo que puede
consumir un bien quc se exporta y otro que sc importa. El objetivo del individuo repre-
sentativo es determinar las trayectorias de consumo de los dos bicnes que maximicen su
funcién de utilidad.

I1.6.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

Los supuestos considerados en ¢l modelo son:
(¢) pais pequeilo,
(#7) dos bienes comerciables internacionalinente (exportacién, importacién},
(¢%{) economia abierta,
(iv) el individuo posce moneda nacional y un bono internacional,
(v) individuo representativo con vida infinita.

I1.6.2 DEFINICION DE VARIABLES

Las variables utilizadas en el modclo son:
(¢) =(t),.cantidad de consumo del bien a exportar al tiempo ¢,
(¢2) m(t), cantidad de consumo del bien a importar al tiempo ¢,
(#42) y(), ingresos al tiempo ¢,
(iv) p(t), es el precio del bien de exportacién entre el precio del bien de importacidn, precios
relativos.

11.6.3 DEFINICION DE PARAMETROS

Los paramectros utilizados en el modelo son:
(Z) p, tasa subjetiva intertemporal de descuento,
(%) 7, es la tasa de interés mundial.

I1.6.4 EL MODELO

La utilidad de un individuo representativo con vida infinita (o de una familia cuyos
padres se preocupan por hijos, nictos y demsds descendientes), estd dado por

V(0) = /om e~ U (a(t), m(t))de,
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donde p es la tasa subjetiva intertemporal de descuento constante (positiva) en el tiempo,
por lo que el factor de descuento cs e™'dt y U(',") (funcién de utilidad) es una funcidn
céncava con segundas derivadas parciales continuas que satisface

i ¢ T(x .
lim 9U(=(t), m(1)) = oo, param fija; lim 9U(=(8), m(¥)) =0, param fija;
0 Oz r—00 oz
lim ____3U(:c(t),m(t)) =00, paraz fija; lim ______c')U(:c(t), m(t)) =0, paraz fija.
m—0 dm m—oo om

El individuo representativo dispone de un flujo de ingresos (exdgeno) y(t) del bien
perecedero que se exporta y el tnico activo disponible cs un bono internacionalmente
comerciable, el cual tiene un valor fijo igual a una unidad del bien importado y autoriza
a su propictario recibir r (tasa de interés) unidades del bien importado por unidad de
tiempo. La tasa de cambio de la riqueza del individuo esta dado por

b(t) = y(2)/p(t) + rb(t) — (2) /p(t) — m(2),

donde p(t) es el precio de exportaciones entre ¢l precio de importaciones. Considérese que
el individuo planea a partir del tiempo ¢ = 0 hasta infinito. Supdngase que by denota
la riqueza inicial (en bonos) de la familia (individuo representativo), la cual esta dada.
El individuo representativo desea determinar la trayectoria de consumo que maximice su
beneficio, por lo cual su problema a resolver es:

o0
Maximizar / e~ U (a(t), m(t))dt,

sujeto a b(2) = y(2)/p(t) + rb(t) — =(t)/p(t) — m(t),
b(O) = 1)0.

I1.6.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL
PROBLEMA

Los siguientes planteamientos son cquivalentes:
Maximizar [ 7 U (a(t), m())dt,
sujeto a. B(t) = §(2)/p(t) -+ B(t) = 2(8)/(t) - m(2),
b(0) = bo.
Maximizar /00 e~ U (y(8)/p(t) + rb(t) — x(t)/p(2) — (t), m(e))dt,
sujcto a b([(;) = by.
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Maximizar /m e~MU((2(t), m(t)),
0
sujeto a /'°° e~Mi)dt = /°° e y(e)/p(t) + vb(t) — 2(2)/p(t) — m(¢))dt,
JO JO )

b(0) = by.

Para cl plantcamiento anterior sc puede hacer una formulacidn diferente usando la
condicién “No Ponzi Game” (comparar con I1.1.5). Es decir,

{==]
Maximizar / eI (a(t), m(1))dt,
S

sujeto a /m e (@) /p(t) + m(2))dt = by + /mn_"’[(y(t)/p(t)]dt,
o Jo

lim b(2)e~! ) = (.
=00

donde la primera restriccion dice que, el valor presente del flujo de los gastos es igual al
valor presente del flujo de los ingresos.



11.7 MODELO DE ANALISIS DE CUENTA
CORRIENTE Y TIPO DE CAMBIO REAL

En este modeclo, se analiza el impacto que sobre la cuenta corriente y el tipo de cambio
real tiene una politica de estabilizacién basada en una disminucién temporal de la tasa de
devaluacién. Se proponc un modelo del tipo de Ramscy, en cl cual el individuo tiene
expectativas racionales. Los supuestos adicionales son al principio muy simples de tal
mancra que el madelo sea mancjable y que al mismo tiempo capte los efectos importantes
(cuenta corricnte, tipo de cambio real, ete.).

En una segunda ctapa, sc modifican o se extienden algnnos de los supuestos y se ve
si las conclusiones antes obtenidas signen siendo validas.

I1.7.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

En un principio vamos a desarrollar un modelo que toma en cuenta los siguientes
supuestos:
(¢) Pais pequeno,
(#7) un bien comerciable (internacionalmente),
(#ii) perfecta movilidad de capital,
(#v) dos activos, moneda nacional y un hono internacional,
(v) el individuo tiene aceeso a un mercado internacional de erddito,
(v?) sc cumple la condicién de paridad de poder de compra,
(vii) cash-in-advance (dincero y consumo son perfectos sustitutos),
(vii7) pleno empleo
(22) individuo representativo, maximizador de utilidad esperada,
(a) vida infinita,
(a7) expectativas racionales (prevision perfecta),
(x2) el resto del mundo no posee dinero doméstico.

En este modelo se pretende mostrar que una politica de estabilizacion basada en una
disminucién temporal de la tasa de devaluacién genera un déficit temporal sobre la cuenta
corriente. En este caso, cntre mis corto sen ¢l periodo de estabilizacidon, mayor serd el
déficit en cucnta corriente gue experimenta la cconomia.

I1.7.2 DEFINICION DE VARIABLES

A continuacion hacemos una lista de las variables gue definen el modelo:
(2) ¢(t), consumo al tiempo t,
(%) m(t), activos cn moneda nacional, en base a saldos monctarios reales al tiempo t,
(#72) b(#), tenencia de bonos internacionales por parte del gobierno al tiempo t,
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(iv) F(t), bono internacional del individuo al tiempo £,
(v) a(t), riqueza financiera del individuo al tiempo 4,
(vi) B(t), el total de bonos internacionles en la economia al tiempo t.

11.7.3 DEFINICION DE PARAMETROS
A continuacién se hace una lista de los pardmetros que sc usanen el modelo:
() y, flujo constante de ingresos, :
(ii) r, tasa de interds,
(#i7) p, tasa subjetiva intertemporal de descuento.
I1.7.4 EL. MODELO
La utilidad total descontada, al tiempo ¢ = 0 (el presente), de un individuo represen-

tativo con vida infinita (o de una familia enyos padres se preocupan por hijos, nictos y
demds descendientes) estd dada por

7(0) = /m ule(t)])e™ "t dt, (Ir.7.1)

donde ¢(t) es el consumo, p es la tasa subjetiva intertemporeal de descuento y u(-) es una
funcién creciente, estrictamente céonceava con segunda derivada continua que satisface

lim '(c) = 0, lim v'(¢) = co.
00 e

Por tanto, las preferencias, del individuo, por consumo a través del tiempo estdn represen-
tadas por

V(s) = /W wle())e P dt.

34



Para ser mis especificos’ vamos a:considerar niva fncion de utilidad de la forma

o para >0, a#l,
ule(t)]=
loge(t), para =1,

en donde se ha removido la discontiniidad de la funcidn en 4=1. Observe que para esta funcién consumo,
la elasticidad de sustitucién entre (1) y ¢(9) con ss#i, ¢s

i dada por

= allet))ul-(e)) de(efe)]
ole()]=— =T .1(..'(.1(:))/../[4.)1)“

También note que cuando s—t la clasticidad de sustitneidn salisfuce
Lin, oy afe(D]=—u' [(0]/ {n"[«(D]e(t) }=a=1,

en este caso ol grado relative de aversion al riesgo cumple con

o)) a2

HEa

Vamos a suponer también que el individuo representativo tiene previsién perfecta, es
decir, para el individuo la tasa de devaluacion esperada €°(t) coincide con la observada.
e(t) = €°(1). Si suponcmos que hay perfecta movilidad de capital, y que la tasa real de
interés del resto del nmindo, », satisface p = », tendremos entonces la siguiente condicién
de arbitraje

i(t) =r 4 ¢(¥). (I1.7.2)

Vamos a suponer que la riqueza financiera del individuo, «(t), a través del tiempo, estd
determinada por activos en moneda nacional, en hase a saldos monctarios reales, m(t), y
un bono internacional F(#), de tal manera que

a(t) = wm(t) + F(t), (I1.7.3)

donde F(0) es exdgeno.

Sea y el ingreso que se supone coustante en todo momento. Suponga que hay un
gobierno, con el mismo horizonte de plancacidn, que cobra impuestos, g(t), del tipo Lump-
Sum. La restriccién presupuestal del individuo, una vez que ha incorporado sus expecta-
tivas y las transferencias del gobicrno estd dada por

a(0)+ 2L + /oo g(t)e ™ dt = /Do[(:(f.) +i(tym(t)) e dt. (I1.7.4)
r o

JO

Esta condicion nos dice que, para ol individuo representativo, “El velor presente del flujo
de ingresos futuros debe ser igual ol valor presente del gasto plancado®.
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(I1.7.5)

junto: con la’condicién de transversalidad

Il_lilgo q(t)c

(I1.7.6)
ya que como puede obscrvarse
o
a(0) - ’lim a(t)e™" = / [ra(t) — a(t)]e~""dt, (I1.7.7)
—ee o
con lo cual de (11.7.4)
) ra(t) —a(t) + y 4+ g = (1) + «(t)m(t) (I1.7.8)

y usando (I1.7.2) y (II.7.3), obtenemos (IL.7.5).

Esimpor tdntc not.ul que bajo el supuesto de perfeeta movilidad de capital, la condicidn
"No Ponzi Game” (11.7.6) esti climinando la posibilidad de que el individuo se endeude
indefinidamente pagando intereses con mas deuda.

A continuacién se introduce la condicion cash-in-advance, en esta condicién se es-
tablece que el consumo plancado tiene que hacerse efectivo, de tal manera que el individuo
debe tener al menos ac(?) unidades de saldos monctarios reales, donde a0 > 0, equivalen-
temente

m(t) > ae(t). (I1.7.9)

El individuo representativo desea determinar la trayectoria de consumo que maximice
su utilidad, V(0), dada cu (IL7.1), sujeto a las restricciones presupuestal y cash-in-advance,
(I1.7.4) y (I1.7.9), respectivamente,

A continuacidén vamos a considerar una restriceidn presupuestal del gobierno de la
siguiente forma (para climinar cfectos fiscales de efectos monctarios)

g(£) -+ [(t) = 7b(1)] = i () + e(t)rn(t), (I1.7.10}

junto con la condicidn de transversalidacd

Jim o(t)e="t =0, (II.7.11)

ya que
b(0) ~ lim bt)e™™ = / [rb(t) — b(t))e™ " dt, (I1.7.12)
oo o
aqui 4(t) denota la tenencia de honos internacionales por parte del gobierno al tiempo ¢
¥y m(t) + e(2)m(t) representa ¢l ingreso por impuesto inflacionario debido a la creacién (le
dinero.  Aqui 5(0) es exdgeno.
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[ (t)"‘-l-‘e(t)m.(t‘)]e_"dt. (I1.7.13)

Si denotamos por. B(t al-dé:bonos internacionales en la cconomfia teadremos que

B(t) = Ut) + F(0). (I1.7.14)

De la ecuacidn de la riqueza financiera del individuo representativo, (I1.7.3), tenemos ahora
que i

a(t) = m(t) -+ B{t) — b(2). (I11.7.15}

Utilizando la restriccién flujo de Ia riqueza (1L.7.5) obtenemos
1) + B(t) = i(t) = y + a(t) + r[B(1) = b(D)] = () — e(t)m(t), (I1.7.16)
equivalentemente
g(#) + [b(2) = rb()] = (1) + e(t ()] = [B(t) = rB(#)] + c(t) — v, (I1.7.17)

con lo cual obtencmos que la restricedn presupuestal de la economia en su conjunto puede |
cseribirse como

'/ o

B0y + = = / o(t)e= " dt, (11.7.18)

r 0
Esta ecuacidn simplemente nos dice que, para la economia, ¢l valor presente del flujo de
ingresos futuros debe ser igual al valor presente del gasto plancado. Observamos también
que el dinero doméstico no apurcce en la restriecion (IL7.18) ya que éste no representa
riqueza para ¢l resto del mundo, pucs ¢l resto del mundo no posee moneda nacional.

A continuacién vamos a estudiar programas de estabilizacidn en los cuales la tasa de
devaluacién satisface

, para 0<t T, _
c(t):{ o, bam (I1.7.19)

€, para t>7T,
donde ¢y < €;. Para ser cousistentes con i(1) > 0, debemos suponer que
€41 >e+1r >0,
Observe que bajo los supuestos e pals pequeiio y poder de paridad de compra,

tomando unidades adecuadas de tal manera que se mantenga p* = 1 a través del tiempo;
se tiene que la tasa de devalnacion coincide con la tasa de inflacidn, «(t) = p/p.
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El problema es encontrar, mo-c(t): considerando que la tasa de

devaluacion se comporta segun:la funicion sc solicione:

Maximizar / u[c(t)]e
o

e

sujeto a /m[y +g(t) — e()(1 + ai(t))]e"™dt = —a(0),
o
a(0) = ap.

II.7.5 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El problema plantcado de maximizacién de utilidad puede ser resuelto utilizando:
(I) Célculo de variaciones (Ecuaciones de Euler-Lagrange); o bien (II) Control éptimo
(Principio del méximo de Pontryagin).

Los siguientes planteamicntos son equivalentes:

(=)
Maximizar / wle(t)]e™""dt,
0

sujeto a a(t) = ra(t) + y + g(1) — c(t {1 + «i(t)),
a(0) = aq.

{= ]
Maximizar / u

JO

[y ~ a(t) + ra(t) + g(t)

iy ]

sujeto a a(0) = ay.

Maximizar / wle(t)]c™"dt,
0
sujeto a / e~"aft)dt = / ¢ ra(t) +y + g(t) = c(t)}1 + ai(t))]dt,
0 Q

a(0) = ag.

Aplicando la condicion "No Ponzi Game” al planteamiento anterior se obtiene (com-
parar con IL1.7.4):

oo
Ma.ximizm‘/ wfe(t)]e™ " dt,
000
sujcto a / [y -+ g(t) — c(t)(1 + ai(t))]e™ " dt = —a(0),

o

lim a(t)e™" =0,

t—o0

a(0) = aq.
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11.7.6 PRIMERA EXTENSION DEL MODELO

En la primera extensién sc incluye bienes no-comerciables, y se pretende ver, si las
conclusiones obtenidas siguen siendo validas.
La forma mds simple de introducir bienes no-comerciables es suponer que:

(Z) El individuo sélo consume bicnes no-comerciables, ¢, (%),

(#i) los bienes no-comerciables, ¢, (t), son producidos con bicnes comerciables c,(t), con
funcién de produccion ¢, (1) = Fle ()], la cnal presenta rendimientos marginales de-
crecientes.

(#47) la oferta. de trabujo es perfectamente inclistica.

La utilidad total descontada es aliora

/°° MU (Fles(1)])dt,

n

y la restriccién presupucstal es

a(t) = ra(t) +y +g(+) = Fle,()(1 + ai(t)).

También para ser mis especificos vanos a supouer que

Fle (n=leetB = -y gy, (I1.7.20)

T~a

Consccuentemente, cl precio relative, P(t), de o, (¢) con respecto a ¢, (¢), en equilibrio competitivo, se
obticne al resolver el problema

. . b0
Maximizar e, (D]=pa (08420 (e (0).
De la condicion de prisser orden del problema de maximizacion se obtiene que

I'(l):%:[c,(()]". (1!.7.}21)

En consecuencia el tipo de canibio real esti dado por
(P "=l ]~ (11.7.22)
Ahora, los balances monetarios reales estin dados por

m(l):%‘ (11.7.23)

donde M(t) os el dinero dondstico. Por tanto la restriccién cash-in-advance se escribe ahora como

m(1)y>a f2(t)e, (). (11.7.24)
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I1.7.7 SEGUNDA EXTENSION DEL MODELO

En la segunda extension se modifica el modelo por el supuesto que el dinero pro-
porciona utilidad por secrvicios de liquidez, y dinero y consumo son complementos a la
Edgeworth. A continuacion se pretende ver, si las concluciones obtenidas sigucn siendo
validas.

La condicién cash-in-advance es indudablemente muy restrictiva. Para relajar este
supuesto vamos a suponer que la funcidn de utilidad incluye saldos monectarios reales,
reflejando con esto que el dinero le proporciona utilidad al individuo por sus servicios de
liquidez.

Bn esta scecidn consideramos el siguiente supuesto:

() La funcidn de utilidad satisface g, > 0, os dee

a la Edgeworth.

-, dinero y consumo son complementos

Ahora, la utilidad total descontada al tiempo ¢ = 0 estd dada por

V{0) = /’x ule(t), m{t))e "' dt,
0

en donde u(:,+) es una funcién creciente en ambos argumentos, estrictamente céncava con

segundas derivadas parciales continnas, y que satisface

lim uc(e,m) =0, para m fija lim“ um(e,m) = oo, para c fija,
Cr— 0 m—

lin}J ue{e,m) = oo, para m fija (e, m) =0. para ¢ fija.
C== n—od

En esle caso vamos a suponer que la funcion de utilidad » tiene una forma especifica. Sea 0<a <1,

(el =it N
"‘—‘-“)_‘“1 = . para R>0, AL,
u(e,m)=

o log cH(1=a)logm, para R=1,
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I1.8 MODELO DE APRENDIZAJE
SOBRE UTILIDAD

En este modelo, bajo ¢l enféque Bayesiano*| se considera el proceso de aprendizaje de
un individuo sobre su funcién de utilidad. Para esto se usan distribuciones que describen el
comportamiento racional de los individuos cuando éstos incorporan informacién adicional
en su funcién de Utilidad (Individuos optimizadores de medidas de informacidn).

La teorfa cldsica de utilidad, parte de un postulado de racionalidad del individuo en
el que:

(z) El individuo tiene informacién completa sobre los bienes de consumo, activos, activi-
dades, ete., que existen en ol mereado, ¥ sobre la satisfaccién que obtienc al combi-
narlos en diferentes proporcioncs.

(i) Dicha informacidn cstd contenida en su funcién de utilidad.

(¢i1) El individuo maximiza su utilidad sometiéndose a la restriceién que le imponen su
ingreso y los precios del mereado.

A continuacion se pretende modelar el proceso de aprendizaje por el que ol individuo
pasa antes de llegar a los puutos (1) ¥ (i), o por lo menos, cstar lo mds cerca posible de
cllos.

Es decir se establece un nuevo postulado de racionalidad para el individuo, com-
portindose ¢ste como optimizador de medidas de informacién cuando se trata de incorporar
informacién adicional en su funciéon de utilidad.

Los individuos aprenden de su funcion de utilidad a través de la experiencia y la de-
terminacién de ésta cs problema de decisiones hajo incertidumbre, en donde la informacién
a priori cs demasiado importante para ser ignorada.

I1.8.1 SUPUESTOS BASICOS DEL MODELO DE APRENDI-
ZAJE

Los dos supucstos esenciales que mancjaremos sobre la funcion de utilidad son:

(i) Elindividuo conoce la forma funcional de su funcién de utilidad, pero no estd seguro
de los valores de los pardmetros que en clla aparecen,

(#7) Elindividuo asigna una distribucion e priori a los pardmetros, esta distribucién puede

s (1049)).

A continuacién incorporamos en ¢l modelo una serie de supuestos que, fundamental-

incluso ser no-informative (vor Jeffre

mente, tienen que ver con ¢l comportamicnto de los individuos.
(7¢1) En una primera etapa del proceso, el individuo aprende al consumir las cantidades
que maximizan su utilidad esperada @ prieri sujeto a su restriceidn presupuestal.

* A diferencia del enfoque tradicional en donde los parimetros de una distribucion se consideran fijos

pero desconocidos, en el enfoqiie Bayesinno se supone una distribucion para los valores de los pardietros.
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(#v) Se suponc que la informacion ganada puede ser representada en términos de valores
esperados, Esta informacidn es empleada para obtener una distribucidn e posterior,
vie la optimizacidn de alguna medida de informacion.

(v) El proceso anterior puede ser recursivo, en el sentido de que si el individuo sigue
inseguro sobre los valores de los pardmetros en su funcién de utilidad, una distribucién
a posterior: sc utiliza como una distribucién e priori y ¢l proceso se inicia de nuevo.

Entre mads rdpido el individuo pucda determinar los valores “exactos” o al menos “cercanos”

a los valores exactos, mayor serd Ia utilidacd que el individuo experimente en cada periodo.
El problema se puede comparar con un problema de inversién, en el cual cl consumo

es considerado inversidn en informacion.

I1.8.2 DISTRIBUCIONES DERIVADAS DE MEDIDAS DE IN-
FORMACION

En términos generales, una medida de informacién es una medida de la cantidad de
aprendizaje entre probabilidades « priori y probabilidades e posteriori. Los siguientes dos
principios son fundamentales en ¢l desarrollo de este modelo:

(3) El principio de minima entropia ernzada* establece que cuando hay un estimador
@ priori de una densidad ¢ informacién adicional en términos de valores esperados,
se deberia tomar como un estimador a posteriori aquella densidad que minimice la
entropia cruzada con la @ prieri y ¢que sca compatible con la informacién adicional.

(i) El principio de maxima eutropia establece que entre todas las distribuciones que sean
compatibles con informacién adicional dada en términos de valores esperados, y en
ausencia de una densidad o priovi, se deberia tomar como cstimador o posterior:
aquella que maximice la entropia.

11.8.3 DEFINICION DE VARIABLES

A continuacion hacemos una lista de las variables que definen el modelo:
(?) C(1), consumo al tiempo .

* La palabra “entropia” ecs introducida por Clasius (1850) como concepto termodinimico (como una
medida de desorden de un sistema fisico). La interpretacién probahilista del concepto en Mécanica es-
tadistica se atribuye a Boltzmann (1877a) y (1877h). Sin cimbargo la relacién explicita entre entropia y
probabilidad se debe a Plank (1904). Shannon y Weaver (1948) crean las bases de Ja teoria de informacion
al reinterpretar ¢} conceplo para estudiar problcinas de transmision de datos. Asi pues, ¢l nombre de
entropia, en nuestro contexto, se debe a razones inernmente histéricas, y ln interpretacion como mecdidn de
informacidn rompe con el erigen de concepto fisico. 131 nombre de entropia cruzada se debe a Good(1960),
este concepto ha recibido otros nombres, entre ellos se mencionan: Divergencia directa o funcién de dis-
criminacion de informacidn (IKullback {1959)}, peso de la evidencia (Good (1960)), Entropia relativa o
ndmero de Kullback-Leibler (Wehed (1978)).
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I1.8.4 DEFINICION DE PARAMETROS

A continuacién hacemos una lista de los pardmetros que se usan en el modelo:
(2) 6, un pardmetro de la funcion de utilidad,
(i2) h, intervalo de tiempo.

I1.8.5 APRENDIZAJE CON MINIMA ENTROPIA CRUZADA

Suponga. qque, en una primera etapa (ctapa 0), ¢l individuo decide invertir en consumo
para obtener informacién adicional sobre los pardametros de su funcion de utilidad

U = U(C(1)]6),

en donde la forma funcional de U es conocida, C'(¢) es ¢l consumo al tiempo ¢ y 6 es un
pardmetro, cuyos posibles valores pertenceen a un espacio parametral, @, Suponga ademds
que el conocimicnto inicial del individuo sobre los pardmetros de su funcién de utilidad
estd representado por una distribucidn o priori, p = p(f), 6 € O.
En lo que sigue, vamos a suponer también que ¢l individuo enfrenta una restriccién
presupuestal,
C(t) € Su,

en donde Sp es ¢l conjunto de posibilidades de consumo cn la etapa 0 (depende de los
precios del mercado, ingresos, tasa de interds, cte).
En esta primera etapa, ol individuo resuelve ol problema

T
Maximizar  E,[U{C(2)]0)] = / e / U(C(2)|8)p(8)ed6bdt, (I1.8.1)
Jo JO

sujeto a. C(t) € So,

para el intervalo de tiempo I, Ty = I, y aprende algo mis sobre 8 al consumir las canti-
dades, C(¢),0 £ t £ Tp, que maximizan el problema (ILS.1).

Se suponc que la informacion ganada, lIn cual asociaremos a una distribucién a poste-
riori m(@), pucde ser representada en términos de valores esperados como

/ ar(O)m(0)dd = @y, k=1,2,...,m, (11.8.2)
o]

en donde, por supuesto, las funciones ag, k= 1,2,...m y las constantes ax, k= 1,2,..m
son todas conocidas.

En la siguicnte ctapa, etapa 1, ¢l comportamiento racional que el individuo sigue para
determinar una distribucién a posteriori, 7, quc incorpore la. informacién ganada, (11.8.2),
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en su conocimicnto inicial representado por p(8), es el de minimizador de entropia cruzada.
Es decir, el individuo resuclve ¢l problema™:

Minimizar H(7r,p)=/7r(9)log (6) )

(9)
/ w(8)df =
®

/ ap(w(8)ld = &y, k=1,2,..,m.
JO

sujeto a

Una vez resuclto ¢l sistema (Suponemos que se cumplen la condicidn de segundo
orden del problema variacional, a saber, la condicion de Legendre (ver Kamien y Schwartz
(1981)), el individuo vuclve a resolver, en la ctapa 2, un problema de maximizacién de
utilidad esperada

(b
Maximizar E"-[U(C(t)|9)]=/ c—rU=Ta) [ u(C(n)0)x=(8)p, To)dbdt.  (I1.8.3)
Jly JO

sujeto a C(t)y € Sy,
donde Ty = Ty + h.

Suponemos que las decisiones del individuo no afectan a los pardmetros que aparezcan
en las restricciones impuestas en Sy o en Sy (precios de mereado, ingresos, tasa de interés,
cte).

El proceso anterior puede ser recursivo, en el sentido de que si el individuo sigue
inseguro sobre los valores de los parimetros en su funcion de utilidad, una distribucién a
posteriors sc utiliza como una distribucién e priori y ¢l proceso se inicia de nuevo. Entre
maés rdpido el individuo determine los valores verdaderos de los pardmetros, mayor serd la
utilidad que experimente en cada periodo.

A manera de resumen, se identifican 3 ctapas fundaentales en el modelado del proceso
de aprendizaje:
(1) En ia etapa U, el individuo resucive el problema de maximizacién de utilidad esperada

Maximizar B U(C(0)|0)]= [o""“ <=0t [ Ut ) poyadt.

sujeto a C(1)ESy.

y aprende algo mads sobre ¢ al consumir las cantidades, CL0,0€1<To, que maximizan la
utilidad esperacla con respecto de p. Lo aprendido puede ser representado por

f(_)n;,(l))rr((l)dO:ﬁL., k=1,2,...,m.

* Es importanie mencionar que la entropia cruzada es una funcién no negativa y estrictamente céncava
con respecto del argumento @.
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(zz) En la etapa 2, el individuo delermina una distribucién e posteriori, 7%, al resolver el
problema de minimizacion de entropia cinzada

Minitmizar II(:r,,.):f(_’ ®(0) loy T d,

" x(0)do=1
sujeto a '[":’ ’
fenk(ﬂ)n(0)r10=i:k, k=1,2,...,m.

(iii) En la etapa 2; el individuo vuelve s resolver un problema de maxihimizacién de utilidad
esperada

Maximizar l;,.[U(C(:)m)]:J;'f'l e rit=To) [0 U(C()|8) = (0]p, To)dedt,
1] e

sujelo a C)ES.

I1.8.6 APRENDIZAJE CON MAXIMA ENTROPIA

Si en la ctapa 0, no existe una distribucion o priori, p = p(f), 6 € O, que describa
el conocimiento acdicional del individuo, entonces el individuo consume cualquier C(t) €
So hasta ¢l tiempo Ty para obtener informacién adicional sobre 8. Se supone que csta
informacion puede scr expresada en térnines de valores esperados, digamos

/ ap(0)7(0)d8 = dp, k=1,2,..,m, (I1.84)
©

En la ctapa 1, ¢l comportamicnuto racional que ol individuo sigue para determinar
una distribucidn « posteriori, m(#), que incorpore la informacién ganada, (I1.8.4), es el de
maximizador de entropia. Es decir, el individuo resucelve el problema:

Maximizar H{w)= -—/ w(0)log = (8)dl,
o]

/ w(0)df = 1,

®

/ ar(8)m(8)dl = ay, ~=1,2,...,m.
®

sujcto a

Una vez resuclto cl sistema, el individuo resuclve, en la etapa 2; el problema

Ty .
Maximizar - Eq- [U(C(D)|0)] = / eIl / U(C1)|8)x~(8|p, To)dddt, - (I1.8.5)
To [©]

sujeto a c(t) € S,
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donde 71 = T + h. Al igual que antes, suponemos que las decisiones del individuo no

afectan a los pardmetros que aparccen en Sy o en Sy.

En resuinen, se ideutifican 3 etapas fundamentales en el modelado del proceso de apren-

dizaje con maxima entropia:
(1) En la ctapa 0, d individuo consume cualquicr €(1}€Se para aprender algo mis sobre 6,

digamos
[m..k(o)n(u),M/:nk, k=1,2,00m0.

(ii) En la ctapa 1, el individuo determing una distribucién a posteriori, ©*, al vesolver el

problema de maximizacidn de entropin

Maximizar H(m)y=— _fm ©(0) log 353 d0,
" m(#)do=1,
sujeto a ‘[H

l;_)rlk(ll)rr(f))rlllzi:,,., k= 1,2,

(nl) En la ctapa 2, o} individuo vuelve i resolver un problemna de maximizacion de utilidad

esperada

Maxintizar l';',-[U((;(:)|a)]=ﬁ'ﬂ‘ e =To) [ (U I0ya" (0]p, To)dbdt,

sujeto a C)ES,.

El proceso anlerior, como anles, puede sev recursiva,

Es importante guardar en mente el signiente resultado 1itil en aplicaciones. Sea 7™ la
solucidn de minima. entropia cruzada o de mdxima entropia, y suponga que las funciones
ar(8), k=0,1,2,...,m, donde ay(f) = 1, son continuas y linealmente independientes con

/ a,(Dae(0)m (0l < co, para toda 7,0=10,1,2,...,m.

Entonces la solucién es unica (ver Venegas (1990)).
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I1.9 MODELO DE CUENTA CORRIENTE Y TIPO
DE CAMBIO REAL CONSIDERANDO
EFECTOS DE APRENDIZAJE

Como en cl modelo ILT se analiza ¢l iinpucto que sobre la cuenta corriente y el tipo de
cambio real tiene una politica de estabilizacién basada cn una disminucién temporal de la
tasa de devaluacién, pero ahora con la modificacion que el individuo esta incierto sobre los
valores de los pardmetros de su funcién de utilidad (comparar con modelo ILS). En cuanto
a las funciones de utilidad se trabaja en forma explicita ¢l grado relativo de aversidn al
riesgo.

I1.9.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

Todos los supuestos citados en cl modelo I1.7 son validos en éste, ademis se tiene las
siguicntes:
(2) el individuo conoce la forma funcional de su funcién de utilidad, pero no estd seguro
de los valores de los pardmetros que en clla aparceen,
(ii) el individuo minimiza entropia cruzada para incorporar aprendizaje sobre su funcién
de utilidad.

I1.9.2 DEFINICION DE PARAMETROS

Todos los pardmetros citados en el modelo IL7 son validos en éste ademas se consideran
parametros nuevos, éstos son:
(i) 7, grado relativo de aversion al riesgo.

I1.9.3 EL. MODELO

La utilidad esperada descontada, al tiempo ¢ = 0 (el presente), de un individuo repre-
sentativo con vida infinita (o de una familia. cuyos padres se preocupan por hijos, nictos y
demds descendientes) estd dada por

V(0) = /]{/000 u,[c(t.)]-y]c_”'(lt}(lF('y), (I1.9.1)

en donde la integral sobre I' es tomada en el sentido de Stieltjes con el fin de incluir
distribuciones continuas, discretas o mesclas. Suponemos que la integral doble satisface
las condiciones del Teorema. de Fubini para que sea-irrelevante el orden de integracion.
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Aqui, 7 es el grado relativo de aversion .|1 1'1csy:,o ‘e(t):csel consumo p es la tasa subjetiva
intertemporal de descuento y w(-}y) es:una- funcxox icite, cstuctamente céncava con
segunda- derivada continua que satisface * ;

lim w'(cjy) =0, . limu'(ely)
c—00 c—0 S

Para ser mas especificos vamos a considerar una fancién de utilidad de la forma

ety
—‘-‘,J:.,——- para un vilor de ~#1, ¥>0

ulc(t)|v]=
toge(t), para

en donde el grado relativo de aversién al riesgo, A, toma dos posibles valores, uno para =1y otro para un
valor positivo de v distinto de 1

Observe que para esta funcidn de atilidad, la clasticidid de sustitucion entre c(t) y e(s) con s#¢, estit
dada por

et M) ()] 7)) dleted/c(t))
ale()|4]=~ TN AT e T <

También nole que cuando s—1 la clasticidad de sustitucidn satisface
tima g alc(Dly]==u'[e(D]-/{u" [e(O]]e()}=0= 1L,
¥, como se sabe, cl grado relativo de aversion al viesgo cumple con
y=—u'"[c(1)}7) :;CTS—()‘—”
Obscrve que ahora, bajo In forma especifica que hemos adoptado para la funcién de utilidad,

\"(0):1){7:1}_/;“’ lo!lc(l)c'”':ll+l’{'7#l}fom I -ty

Las restricciones en este modelo corresponden con las del modelo I1.7.

El problema es encontrar la trayectoria de consumo ¢(t), considerando que la tasa de
devaluacién se comporta segin la funcién (IL7.19), y considerando wn proceso de apren-
dizaje sobre el pardmetro ¥ de la funcion de utilidad, tal que se solucione:

o]
Maximizar / /u[c(t}l'y]dF('y) et
0 Jr

sujeto a /:O[y +g(t) = e(t)(1 + ai(t))] e~ " dt = —a(0),

a(0) = aq.
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11.9.4 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El problema plantcado de maximizacion de utilidad puede ser resuelto utilizando:
(1) Célculo de variaciones (Ecuaciones de Euler-Lagrange); o bien (II) Control éptimo
(Principio del méximo de Pontryagin).

Los siguientes planteamientos son equivalentes:

Maximizar /noo{/u[C(f)l'Y]‘[F(’Y)} “rldt,

sujeto a a(?) = ra(t) +y + g(1) — c(t)(2 + wi(t)),
a(0) = ag.

Maximizar /w{/rl[u—(l(;il;:’({) A {/U)l ]/F(’Y)} —rldt,
0 r

sujeto a a(0) = aq.

Maximizar /m{/ wle(t)|v]dF(~ )} ~rly
o |Jr

joto a = “ra(t)dt = Oor,_r’ ra(t) +y 4+ g(t) — c(t i it,
su‘](_t' L ./(1 e~ "a()dt [; [ra(t) +y + g(t) — c()(1 + ai(t)))dt
a(0) = aq.

Aplicando la condicién "No Pouzi Game” al planteamicnto anterior sc obtiene (com-
parar con 11.7.4):

Maximizar / {/ el [‘)’](/F(V)} gy,
0 r

==
sujeto a / [y + g(t) — ()1 + oi(t))]e™ ™ dt = —a(0),
o
H -rt _
‘lll.lgoa(i)c =0,
¢(0) = aqg.

I1.9.5 PRIMERA EXTENSION DEL MODELO

En la primera extensién sc incluye bicnes no-comerciables, y se pretende ver, st las
conclusiones obtenidas siguen siendo vélidas, :

Lo demas corresponde con IL.7.6



11.9.6 SEGUNDA EXTENSION DEL MODELO

En la scgunda extensién se modifica ¢l modelo por el supuesto que el dinero pro-
porciona utilidad por scrvicios de liguidez, y dinero y consumo son complementos a la
Edgeworth. A continuacidn se pretende ver, si las conclusiones obtenidas siguen siendo
vilidas.

La condicién cash-in-advance cs indudablemente muy restrictiva. Para relajar este
supuesto vamos a suponcr que la funcidén de utilidad incluye saldos monetarios reales,
reflejando con esto que cl dinero le proporciona utilidad al individuo por sus servicios de
liquidez.

En esta seccidn consideramos ¢l siguiente supuesto:

(?) Lafuncidn de utilidad satisface 1.y, > 0, es decir, consumo y dinero son complementos

a la Edgeworth.

Ahora, la utilidad total descontada al tiempo ¢ = 0 estd dada por

V(0) = -/0<0<l ./R>0 'A“’ wle(t), m(t)|e, Rle~r'dt » dF(a)dF(R),

en donde a es un pardmetro de distribucién y R es el grado relativo de aversion al riesgo.
Se suponc que « y R son variables aleatorias independientes. Aqui, w(-, ) es una funcién
creciente en ambos argumentos, estrictiumente concava con segundas derivadas parciales
continuas, y que satisface

lim ue(e,mla, R) =0, para wn fija, lim u,, (¢, m|a, R) = oo, para ¢ fija,
c—0o0 m—U

lin‘a we(e,mla, R) = oo, para m fija, lm wy(e,mle,R) = 0. para ¢ fijo.
Coms H =0

Para ser mis especificos, vames a suponer que la funcion de utilidad o tiene una forma especifica.
Sea 0<ar<1,

a, l=ayl=it ,

(—CA‘I—_%’—, para alg@n valor R#A1, R>0,
uf{c,m)=

alogect(l—a)logm, para R=1.




III. MODELOS ESTOCASTICOS

En este capitulo se formulan dos modelos estocasticos, donde cada uno cuenta con
una pequeila introduccidn, despuds se presentan los supuestos, la definicidn de variables y
pardmetros, la descripeion del modelo y al final el plantcamicnto del problema a resolver.
Las variables y pardmetros que no se definen explicitamente en un modelo ticnen el mismo
significado que en los modeclos anteriores.

III.1 MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO
ECONOMICO OPTIMO BAJO
INCERTIDUMBRE

El modclo neoclisico de crecimiento cecondmico dptimo bajo incertidumbre es una
modificacién del primer modelo, que toma en cuenta las variaciones del tamatio de la
fuerza de trabajo que se rigen por nua ecuacidn diferencial estoedstica en la que aparece
un proceso de Wicner. El objetivo es ¢l mismo del primer modelo, es decir, un planificador
central desca determinar las traycctorias de consumo (variable de control) y capital (
variable de estado) que maximizan cl bicnestar de la cconomia.

I1I.1.1 SUPUESTO SOBRE EL MODELO

Todos los supuestos citados en ¢l primer modelo son validos en éste, excepto cl
supuesto sicte que se modifica de Lo siguicnte manera:

(vi?) las variaciones del tamano de la poblaciéon estdin sujetos a una ecuacion diferencial
estocdstica, en la cual esti considerado un proceso de Wicner.

II1.1.2 DEFINICION DE PARAMETROS

Varios pardmetros en este modelo ya han sido citados en el primero, sélo se citan los
nuevos pardametros, ¢stos son:
(#) 1, es el promedio cn el cambio de la fucrza laboral,
(ii) o2, es la varianza en el cambio de la fuerza laboral.

I11.1.3 EL. MODELO

Para plantear ¢l modelo se considera importante poder establecer la ecuacién difer-
encial estocdsticn de crecimiento de Solow en forma explicita, donde esti considerada la
ecuacién diferencial estocistica de crechmiento de la poblacion.



Derivacién de la ecuacidn estocastica de Solow, en la cual se hace uso del lerna de It6.*

Sea I'f(t) = F(I(t), L(t)) — C(£) la ccnacién diferencial de acumulacién de capital, la
cual es equivalente a
AK(t) = [FE(8), L(t)) - C(d)}d1. (III.1.1)

Dividiendo la ccuacién anterior por cl trabajo L(t), sc tiene que d(K(t)/L(%))
[FIC(2)/ L(2), 1) — C(t)ldt, ésta iltima expresién se puede escribir como

~—

d(i"\:((:))) = “(/‘(,)) - C(t)](lt’ (IIII?.

donde k{t) = K(t)/L(L).
Supdngase que las variaciones en el tamano de la fuerza de trabajo estd representada
por la siguicnte ccuacion diferencial estoedstica

dL(t) = yL{t)dt 4- o L(#)dz, (I1.1.3)

)

* lema de 1t5.- SupSngase que una variable « signe ¢l proceso general de /t6, es decir,
de=a(r )di+6(e 1)dz, (1)

donde ay bson funciones del valor de la variuble x y ol Liempo ¢, adeinds esle proceso, z, tiene la propicdad
2=v/dt. Elevando al cuadrado la version discreia de la ecuaciin (1), se tiene

(ArY=a? (A0 +2ab(A 240200, (2)

Si G(z,l} se expresa en un desarrollo de Taylor, es decie

AG=4E Ar+BE AL G (Ar) 4325 (Ar)A )+ 2ZE (A )+

¥ se usa la ecuacién (2) despreciando los ténninos (AN y (A0*?, Lonando of limite cuando At—0,entonces

act . 23 44
dG= 2 de 5E A1 4 =G 0* (1),

sustituyendo la ecuncidn (1) en la expresién anterior, se tiene

dG={2G o+ 2% 41 22002 ) 11408 b,



donde z ¢s ¢l proceso de \chnm csb'mdm (0 movumcnto Blowmmw)** ;' 17 es la media del
crecimicnto de la poblaclon ¥y o¥suve

anzil Bs decir, 1a poblacién crece exponencialmente

a una tasa 7 con choqucs 1udcpcndlcntcmcnI;L ¢ 1dcnt1camcntc distribuidos alrededor de la
curva. : :

Usemos una expansién de A(t) = I\ (t)/L(f) como funcién de K(t) y L(t) a través de
un desarrollo en serie de Taylor, éntonces Ia primera diferencial en la seric cs

INOA I NO P NON
d(L(t)) =0 (G (II1.14)

v la segunda diferencial es

le(K(t)> _ d2 K (1) _ dR(t)dL(1) (1) EL(t)— dL(t)dN(t)  2L(1) tlL(t))z

5 - +
L(t) L(t) (L(t))? (L(1))? (L(t))* Lit) \ L(t)
(II1.1.5)
se considera que los términos d2 K (1), d®L(1) y (dK(#))(dL(#)) son despreciables, entonces
la ccuacién (T11.1.5) es
o K1) 2K £ dL))?
¢ (L(t)) =T L(t)) : (I11.1.6)
de las ecuaciones (1IL.1.4), (II11.1.5) y Taylor, se ticne que
() Aty K(t) <1/L(f) dL(t)
I =——= | = 1.
‘ (L(t)) 0 IO + o (7w (FILL7)

Sustituyendo (I11.1.2) y (1I1.1.3) en (II1.1.7), sc¢ tiene que
dle(t) = [F(E(1) = e()dt — k()(ndt + odz) + k() (ndt + odz)?.

Considérese (dz)? = dt, (dz)(dt) = 0 y (dt)* = 0 (reglas de operacién del lema de Iid),
entonces la expresién anterior conduce a la couacion diferencial estocdstica de Solow,i.c.,

di(t) = [f((2)) = c(t) = (g — o2 Vel)|dt — K($)odt /2. (II1.1.8)

Sea U(e(t)) la funcidn de utilidad del consmuno per c¢dpita al tiempo ¢, p > 0 la tasa de
descuento constante y Ey el operador de esperanza condicional, entonces el planteamiento

** Un proceso estocistico {020} en un espacio de probabilidades (2,F,P) es un process Wicner
estdndar si satisface las siguiciutes condiciones: (i) Los incremcntos son independientes |, i.e., si 6<t0<
t <<y entonces las diferencias Azj=z(1;) =204 -1 ),j=1,2,.-k( 1), son variables aleatorias independientes.
Ademas, Az; tiene una distribucion normal con nedia 0 y varianza 5=ty . (i) Para cada weR, la

realizacidn = (w) os comtinua en . Ademds, zo(w)=0 con probahilicdad uno, por convencidn,
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del prablema ecs:

Maximizar Ey /00 e (e(t))dt,
0
sujeto o dl(t) = [f(k(1)) = (7 — e2)k(t) — c(£)}dt — o l(t)dt'/?,
k(te) = ko, ‘
0 < ct) < f(K(1)),

¢(t), continua por pedazos.



L2 MODELO DE SELECCION OPTIMA DE
PORTAFOLIO BAJO INCERTIDUMBRE

En este modeclo un individuo enfrenta ¢l problema de optimizar su cartera de inversién
(portafolio con un activo de renta variable y un activo de renta fija) y al mismo tiempo
encontrar las trayectorias de consumo y distribucion de su rigqueza que maximizan su propio
bienestar. Es un problema bajo incertidumbre ya que los rendimientos de la cartera de
inversién son cstocisticos.

I11.2.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

El modeclo toma en cuenta los siguicntes supuestos:
(2) los ingresos del individuo se forman de los rendimientos de un activo riesgoso y de un
activo libre de riesgo,
(i1) los rendimientos del activo ricsgoso se rigen por una cenacidn diferencial estocdstica
en la que aparcee un proceso de Wicener,
(#71) todo la riqueza cs destinada a consumo o inversion,
(iv) la tasa subjctiva intertemporal de descuento es coustante,
(v) no hay inflacion.

II1.2.2 DEFINICION DE VARIABLES

A continuacion se hace una lista de las variables que definen el modelo:
(#) w(t), proporcién de la riqueza invertido en ¢l activo riesgoso al tiempo ¢,
(27) W(1), riqueza total del individuo al ticmpo ¢,
(zi2) C(t), consumo al ticmpo 1.

I11.2.3 DEFINICION DE PARAMETROS

A continuacién se presenta una lista de los pardmetros que se usan en el modelo:
(#) T, tiempo en que mucre ¢l individuo,
(¢} p, tasa subjetiva intertemporal de desenento,
(ii7) r, tasa de interds que paga ol activo libre de riesgo,
(iv) «, media del crecimiento del valor del activo riesgoso,
(v) o, desviacién estdndar del crecimiento del valor del activo riesgoso.



II1.2.4 EL MODELO

Se supone que las variaciones en el valor del activo riesgoso estdn representacdas por
la siguiente ecuacidn diferencial estocdstica. Si R(#) es la proporcién de la riqueza que se
inverte cn ¢l activo riesgoso al ticmpo ¢, a la media del crecimiento del valor del activo
riesgoso y o su desviacidn estandar, entonces '

dR(t) = aR(t)dt + o R(t)d>=, (I11.2.1)

donde z es un proceso de Wiener!' estindar (o movimiento Browniano). Note también que
R(t) estd dado por
R(t) = w(t)W(1),

donde w(t) es la proporeidn de la riqueza invertida et el activo ricsgoso al tiempo ¢ y W(t)
es la. riqueza total al ticinpo £. Entonces, se tiene

AR(t) = aw(1YW (#)dt + aw($)W (#)d=. (I11.2.2)
El cambio marginal en la riqueza estd dada por Ia signiente ecuacidn diferencial
AW () = dR(t) 4+ (1 — w(t))W (H)rdt — C(1)dt, (I11.2.3)
donde dR(t) es el cambio en ¢l valor del activo riesgoso, (1 — w(#))W {¢)rdt ¢l cambio en el
valor del activo seguro y C(#) ¢l cousumo por unidad de tiempo al tiempo 2. Sustituyendo
la ecuaciones (IIL2.2) en la ccuncién (I111.2.3) se tiene:

dW (1) = aw()W(t)dt 4 ocw(t )W (E)ds + (1 — w(t))W (#)rdt — C(t)dt
= [w(t)(a =) + ] (1) = C@)dt + w(E)W (t)od:.

Aplicando la couveneion dz = (dt)'/? sc obiene la cenacidn diferencial estocdstice de pre-
supuesio:

dW (1) = [w(t)(o —v) +r]W(2) - C(2)dt + uv(f.)"V(f.)a’(llt)]/2 . (II1.2.4)

La riqueza inicial estd dada por

W(0) =W,y >0 (III.2.5)

Se tiene la siguiente funcion objetivo

.
Maximizar B, { / c“‘"'U(C’(t))dt+B(W(T),T)}, (I11.2.6)
0

! comparar con nodelo 111.1



donde U(C(t)) es la funcidn de utilidad del consumo y B(W(T), T) cs la funcién de utilidad
por dejar una herenecia. Se nccesitan aqui, de nucevo, las mismas condiciones que se
formularon para funciones de utilidad en ¢l primer modelo. T es el tiempo en que muere
el individuo y Ey ¢l operador de la esperanza condicional dadas las condiciones iniciales.

El problema es encontrar una traycectorin de consumo C(3) y una traycctoria de la
proporcién de la riqueza que se asigna al activo riesgoso w(#) tal que se resuelva:

"
Maximizar Ey {/ TPH(C(E))dE + B[W(T), T]} ,
0

sujcto o dW = [w(t) o —r) + r|W () — C(t)dt + 'lu(t)l'V(t)a((lt)l/",
W(0) = Wy >0,
Wi(t) >0,
C(t) 0.
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vV TECNICASV DE SOLUCION

A continuacién se presentan las téenicas de solucién para los problemas de opti-
mizacién planteados en ¢l capitulo anterior. Las téenicas comprenden: Ciéleulo de Varia-
ciones, Control Optimo y Control Optimo Estocistico. Todos los problemas deterministas,
planteados, pueden ser resucltos via cilenlo de variaciones o control éptimo. El interés no
es presentar toda la tcorfa que respalda los métodos, ya que ésta es ampliamente conocida,
sino mostrar la aplicacién de las téenicas a problemas en ln microcconomia y macroe-
conomia.

IV.1 CALCULO DE VARIACIONES

Existe una gran varicdad de problemas que swrgen en la feorée de optimizecidn cn
espacios de funciones, dstos ticuen un cardcter sustancialmente no lineal, y se pueden
afrontar por métodos variacionales, los cuales constituyen una de las ramas principales del
andlisis funcional no lincal, Dichos imnétodos nos couducirdn a la solucidn de los problemas
planteados.

Entre los problemas de optimizacién en espacios de funciones se tratardn funcionales
de un tipo muy especial, os decir, funcionales representadas por integrales.

'mos con una definicion.

Definicién.- Sca (1,]]-]]) un espacio lineal normado, B, una bola abierta de radio € en V,
J:B. CV — R una funcional y L{(1, R) ¢l espacio de funcionales que van de ¥ a R. Se
dice que la funcional J cs diferenciable en el punto f € B, st existe una funcional lineal
acotada dJ(f) € L(V,R.) = V*, tal que pava (f 4+ h) € B., J(f + h) = J(f) = dJ(f)(h) +
o(J|1]]), donde o(||h}]) significa que lo(|[RIDI/ IR} = |T(f + 1) = T(f) = dI(OHR)I/||R]] — 0
cuando [[&]] — 0, o(]l/2]]) s frecuentemente Hamado un infenitésimo de orden superior al
primero respeeto a ||h]]. dJ(f)(1) es Hamada la diferencial de Fréchet de la funcional J en
¢l punto f € B,. Obviamente este concepto os local. Por lo gque es conveniente definir a
una funcional J como diferenciable en un conjunto B, C V', si es diferenciable para cada
f € B,, esto es, para cada f € B, existe dJ(f) € L(V,R) = V*, tal que cumple con la
propiedad antes mencionada.

Para ser mas explicitos, iniciarc

IvVv.1.1 TIPO 1

El primer tipo de problemas cs como se presenta a continuacion.

Teorema: Considéresce una funcional de la forma

b
J=J(f)y= [ F(t f(t), f'(t))dt,

o

&8



sujeto a las siguicntes restricciones o condiciones de frontera
£ a) = A4,

f(b) =B,

donde F' € C?, ¢s decir, una funcién con primera y scgunda derivadas parciales continuas
con respecto a todos sus argunentos. Supdngase que V = C'[e, b] con norma ||f]| =

max_|f(t)] + max |f'(#)|. Entonces una condicion necesaria para que la funcional J(f)
t€fa,b} t€fa,b)

tenga un extremo en una funcién dada f(#), es que satisfaga la ecuacién de Euler, es decir™*

OF(t, f, f)  d (OF(,f, f’)) -0
af P BYT =

Demostracién: Demos a la funcidn f un incremento i, de tal manera que (f + h) € B,
y f+ I siga satisfaciendo las condiciones de frontera, para la cual L(a) = h(b) = 0, esto es
h € Cola, b}, espacio de funciones continuas que se anulan en a y b, en la terminologia de los
métodos variacionales tal funcién I s llamada una funcién acmisible, entonces calculando
la diferencia J(f + 1) — J(f) sc tiene que

b
J(f + h) = J(f) =/ (Bt £+ by f' 4 B = F(1 S, £,

se sigue del Teorema de Taylor que

Y OF@ £ ) AF(, £, '),
.I(f+/..)—.1(f)_/"( a7 h{t) + a7 h(t))clt

4t /" <0'—'F(t, [ Ol [t o'y
! Al a.fz
GOF ([ +6h, [+ 61

- afof
PR, f + 6h, f' + 6h") ;
4 o (w0 ),

lt.z(t)

)h(t)h'(t)

: 2 '
donde 8 € {0,1]. Ademds sc sabe que existen M), Mz y M tales que l—q-ﬂaiﬁi‘u <

My, %' < My ﬂ-’%,{—-f—'ll < My para todo (f, f, f'), pues F tiene segundas

derivadas continuas con respecto a todos sus argumentos. Se define M =.max{M;},

* Para simplificar In notacién se usard f, f', h, &', gy, ¢' recordando que estan en funcién del tiempo



si ||R]| = max |t
ecuacién anterior: |

suiente para la. segunda integral de la

AR

:."'Sfll\.f' / (n +'2ﬁh' + %) dt
e : b
< 11\[/ prst [h(®))?
+2 (mn\ |h(1)] e |h’(t)|>
+'x‘§1:'1_\h [0 ()FF]dt
< LAL(b— a)[ i, ()] + mas |/,,’(¢)1]2
< LM(h— u)Hh.|| ,

Dividiendo el resultado entre [[h]] ¥ tomando ol limite (|j]] — 0) se tiene:

1rb 1 2
Lrhe LM — o)l .
hoy Bt AM G =l o)

froat BT ATIRNS Sr o] e =

asi en valor absoluto la scgunda integral es igual a cero en ol Hiite. Entonces

: _ M OFM £ ) OF(t, [ ),
(l./'(f)(l:.)_/“( o7 ) -+ o7 (t))

una condicién necesaria para que la funcional J teuga un extremo en el punto f es que
dJ(f)(h) = 0 para toda. h admisible en C, e, 8} N C'{a, ], entonces

P(OEUL S gy o OF ST Y gy =
/( af h(t) + af 1:.(1.))dt_0,

para toda h admisible, pero integrando por partes el segundo sumando del integrando, se
tiene que

YOF(, [, S, OF(, 1, S, " d (OF(, f, f')

__ [ A (ot f S
._/" df( Df )’l.(t)(lt,

oF(t, f, ) R f. 1) B
[ [0 (e o




para toda &k admisible. Por tanto

OFULL) 4 (ORGLI)
ar dt af =

La ccuacion de Euler proporciona una condicidn necesaria para un extremo y, en
muchos casos, ¢sta cs suficiente para dar una solucidn completa del problema variacional.
La ecuacién de Euler es en general una cenacion diferencial de segundo orden. Pero puede
ser que para una curva dada, la funcién tengn un extremo y dicha curva no sea dos veces
diferenciable, y sin cmbargo, satisface la ceuacion de Euler.

IV.1.2 TIPO 2
El tipo dos se presenta a continuacion.

Teorema: Considérese una funcional de la forma

J=J(f)= F(, fog, g )dt,

Ja

sujcto a las siguientes restricciones o condiclones de frontera

' fla) = 4,

1l

f()

donde F' € C*a,l], es decir, una funcién con primera y scgunda derivadas parciales

continuas con respecto a todos sus argumentos; [[(f, )|l = Ay |fFO} + ax) |F @)+
sy ] + max g0 (fig) € Be © (Crlw b)), (J'.g') € Be € (Cila b)), (f19)

satisface las condiclones de frontera.

B,

Entonces, una condicidén necesaria para que la funcional J tenga un extremo en un
vector dado (f,g), es que cste vector satisfagn las cenacidnes de Euler, es decir

OF(t, f,0. 1" 9') (_l<0F(t,f‘y, f',_«/)) -0
af T dt af! -

OFt fra,f's9') _ d (OFC( F9. 1 d)\ _ 4
dg T dt aq' -

Demostracién: Demos al vector ( f, ¢) un incremento (Iey, hy), H(hy, hy)|] < &, de tal man-
era que se sigan satisfaciendo las condiciones de frontera, entonees (hy, hy) € (Cola, )20
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~J(f,4) y usando el tcorema

e
I’l;, (li+/ (—55112—5?/7/1'2)(&4—0(“(/1.1,hz)“.

Por tanto

. , '
dF(f,q)(/u,hg)-/ ( 0f111,>rll+/ ('(?0—1(/:/12 g}:/ >dt

La condicién necesarvia dJ{(f, g)(fey, hy) =0, (I, ha) € (Cofa, 1))2 N (Ca, 4])? implica que

b [/
(22 or ' OF or
/". (-a—f"lll aF /ll)(/l+[ (-0—(/-], By lll:)(lf—o

puesto que todos los incrementos iy 2(¢) son independientes, entonces de acuerdo con el
problema tipo uno, se tiene el siguiente sistana de ecuaciones de Euler

OF(t frg, [ 9"} d (OF( oo f'g) _
of i af =5

OF(t, fr0. f1\ ') d (OF(t frg f'\9")

- =0.
dy dt Jdg'

Observese que las expresiones anteriores forman un sistema de dos ecuaciones difer-

enciales de scgundo orden, y que su solucion general contiene dos constantes arbitrarias,
las cuales son determinadas de lns condiciones de frontera.

IV.1.3 TIPO 3

El tipo tres es para un problema Isoperimétrico.

Teorema: Considérense dos funcionales, es decir
b
7=a(= [ Fs P,
S
sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera.
Flay= 4,
Sy =B
b
K=K(fy=[ Gl f fuit =0,
a
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donde K, FeC?, t € [a,b], cs decir, una funcion con primera y scgunda derivadas parciales
continuas con respecto a todos sus argumentos; f una funcion para la cual la funcional J
tiene un extremo (Sptimo) y es tal que || f]] = Anax, 1£(H] + A, | F(t); f satisface las
condiciones de frontera. Sc desca encontrar una funcion f parala cual la funcional J tenga
un extremo (6ptimo).

Si f = f(1) es extremo de J pero no de IV, entonees existe una constante p tal que f
es extremo de la funcional .J + pi, y por tanto f satisface ln ccuacidn diferencial

OF(, /1)) _ dOFLI.S) | ’(OG'(f,f‘f’) ~ r_lOG(t,f,f’)) o
af FTRYY ! af i of =Y

Demostracién: Transformaudo cl planteamiento del teorema anterior en uno de Control
Optimo* se tienc:

b
J = / F(f,u)dt,

sujeto a

f=u,
g'= G(f,u),
fla) = 4,
floy = B,
gla) =10,
g(h) = Q.

Se desea cncontrar una funcién f para la cnal la funcional J tenga un extremo (éptimo).
Primero se formula el Hamiltoniano

H(A, fiu) = MF(f,u)y + NG fu)+ A
Las ecuaciones adjuntas son .
—A

Az

/\OFJ -+ /\IGJ,
0.

I

1

La condicién puara ol maximo s
0=MFu+MGy+ Ao

Derivando la ccuacién anterior con respecto al ticmpo ¢ y dado que Az = 0 se tiene

d d ,
O—AUJE ll+'\l'(7t‘Grl+Grtl\l~

* ver subcapilulo 1H.2

G3



Para A; = 0 se obtiené’ junto con la ecuacién adjunta

: L Cod
' Ff—d—tFj/-F/\(Gj—E"Gjl)mO

y stA # 0, entonces

1 (l’ : /\] o ,) /\|
2lp 2l g2,
@ ((ltpf+,\(, aCr) =L+ 6
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IV.2 CONTROL OPTIMO

En Cilculo de Variaciones se busca minimizar o maximizar un indice de ejecucidn de
un sistema determinado por un conjunto de ccuaciones diferenciales.

Se pueden formular los problemas de Cileulo de Variaciones en forma de problemas
de Control Optimo con la modificacidn de que las variables de control estan restringidas
por un conjunto cerracdo. Con la exeepeién de que la forma de las ccuaciones diferenciales
de un problema de Control Optimo cs un poco menos general que la de un problema de
Cilculo de Variaciones, se puede deciv que los problemas que se resuelven con Céleulo de
Variaciones son casos especiales de problemas de Control Optimo. El método Céleulo de
Variaciones ticne la desventaja de que no se pueden resolver problemas donde aparecen
restricciones en forina de designaldad.

Iv.2.1 TIPO 1

El primer tipo dec problemas que s¢ van a cousiderar son problemas con cendicién
inicial, pero sin condicién terminal.

Estos problemas se formulan de la siguiente forma:

Se tienc un sistema, definido en un intervalo de tiempo 0 <t < T,

f(1) = GUf(), u(t)), (IV.2.1a)
una condicidén inicial (fijo)
F0) = fo, (IV.2.1b)
un conjunto de coutroles permitidos

u(t) e U, (IV.2.1¢)

y una funcién objctivo,

,
J=4./;(f(T))+£ FUF(E), w(t))dt, (IV.2.1d)

que se requiere maximizar. Aquf u(t) es la variable de control, f(2) la variable de estado
¥y ¥(f(T)) la contribucién a la funcidn objetivo de la variable de estado al tiempo T. Se
supone que la funcién G(f(t), u(t)) es una funcién bien comportada tal que cl sistema tiene
solucién tinica.



LA FUNCION OBJETIVO MODIFICADA Y EL HAMILTONIANO

Las condiciones de maximizacion se obticuen considerando los efectos de cambios pe-
queiios cerca del éptimo. Se empicza con la suposicion de que la funcidn de control u(t) es
éptima, después se hace un cambio pequeiio en u(t) y se determina el cambio inducido en
la funcién objetivo J. Este cambio debe ser negativo si u(?) es éptima.

Como un cambio en u(?) también provoca un cambio en f(2), es dificil determinar
directamente la influcneia neta en ol valor de la funcién objetivo. Por eso se aplica un
método indirecto. Se agrega o J términos que stan cero.

En particular se forma la funcion objetivo modificada*

”
IJ=J- / ANF = GUf )t
1]
" "
=p(f(TH+ | F(fru)dt— / AMF = G(f, w))dt. (IV.2.4)
S0 [}

El término entre paréutesis s cero para cualquier trayectoria. Entonces cl cocficiente A
es arbitrario y por lo tanto para cualquier A el valor de J es el mismo que el valor de
J. Resulta que se pucde considerar ¢l problema de maximizar J antes de maximizar J.
La flexibilidad en la elecciéon de A se puede usar para hacer ¢l problema tan simple como
posible.

Por convenicncia se define ¢l Hamiltoniano

H\, Foa) = AGf ) + F(f, u). (IV.2.5)

En términos del Hamiltoniano, la funcién objetivo modificada toma la forma:

”
J = () +/ {H(M fou) =~ Af}dt. (IV.2.6)
)

Entonces el Hamiltoniano es fundamental para la consideracion de este objetivo modificado.

“Se supone ahora que se espeeifica una funcion de control 1w, satisfaciendo la restriceion
u € U. Este determina una trayectoria de estado f. Aliora se considera un cambio pequeiio
en la funcidén de control a una nueva funcion v € U. Este cambio es pequeiio en el sentido
que la integral del valor absoluto de la diferencia cs pequeio, es decir,

.
/ ju— vldt < ¢, (Iv.2.7)
0

donde € es pequeno.

Este control nuevo implica una nueva trayectoria de estado la que se escribe como
f 4+ w. El cambio ¢ cs pequefio para toda #, porque la variable de cstado depende .en la
integral de la funcién de control.

* Para simplificar Ia notacién se usari A, J, u recordundo que estan en funcién del tiempo ¢
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Si se define AJ como ‘¢l ambio cortespondiente i cl'objetivo modificado se obtiene:

AJ _-J(f"' ‘lp’v)_‘](f:

~1f’(f(T) + ‘P) o v) = H(A, fyu)}dt — / Apdt.

(Iv.2.8)
Integrando por iﬁtrtc.'s's'é tierie ;-
,‘,'k.k'l»“—‘/‘r\ 7, " VV . 'I'.

/ 26 = MT)e(T) — A0)(0) — / St (IV.2.9)

Jo 0

Entonces tenemos
AT =y f(T) + @(T)) = (1)) = MT)aT) + M0)s2(0)
+ {f[(,\ f 4+, 0)— H(A, f,u)+,\cp}(1t

(IV.2.10)

Ahora se aproxima ésta ccuacion a primer orden (es deeir, al orden ¢ usando expre-

siones diferenciales para diferencias pequenias. Utilizando la versidn multidimensional del
Teorema de Taylor se obtienc,

p
[H(N f+@,v)— H(A, f,u)]dt
0

”
= / [HN F+o0)= HN fio)+ H(M f,v)
— H(\, fyu))dt

"
& / H (A, foo)e + H(A, fo) = H(A, fu)]dt
J0

T
= / (N Fowde + {H (0 f o)~ Hy(A, fru)}eo
1)

+ H(A, foo) = H(A, fou))dt

"
~ / LA, Foue + H(A, fro) — H(A, fou))dt,
JO

(IV.2.11)

donde en cada etapa = significa. "igual que dentro del orden de £.” (La ltima linea se

obtiene considerando que ambos i y el integral de H (A, f,v) — Hp(A, f,u) son de orden
€, entonces el prodiuicto es de orden £2.)
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Sustxtuycndo (IV 11) en (IV.2: 10) y i "mclo mm .lproumacmn chfcrcncml a los
primeros dos tcunmos en (IV. ...1()) (l.\

A7 —['/’f(f(T)) = /\(T)]s’(T),+ /\(0)99(0)‘

A [H(,\ f,u)—H‘(,\ Frdt + ple), (IV.2.12)

donde p(e) denota términos que smxdchrdcu menor quc £, Esto es la expresion general
para el cambio en J que resulta de un cambio arbitrario en . A continuacién se simplifica
esta expresidn por la scleccidn propia de la funcién A,

LA ECUACION ADJUNTA

Note que ¢(0) = 0, ya que un cambio en la funcién de control no produce un cambio
en el estado inicial. Entonces el segundo término del lado derecho de (IV.2.12) es siempre
cero.

Se debe scleccionar A de tal forma que todos los otros términos desaparezean, menos
Ia dltima integral. Esto se logra escogiendo A como la solucién de la ecuacién diferencial
adjunta,

—A=Hp(\ fou), (IV.2.13)

0, mas explicitamente, con condicion adjunta final,
MT) = o, (f(T)) (IV.2.14)

Se va a ver que estd involuerado aqui. Dehe recordarse que el valor de Gp(f,u) varia
en el tiempo; pero para un w y f especifico es conocida. Tambiéu el valor de F(f,u) es
conocido y varia en el tiempo. Por tanto (IV.2.11) es una ecuacion diferencial lineal cuyo
valor cambia en el ticmpo y depende del valor de A lo cual es desconocido. Asociado con
este sistema se tiene una condicion final A(T'). Entonces se puede considerar resolver la
ecuacién adjunta regresando en ¢l tiempo de T a 0. Esto determina una solucidn tinica A.
Con esta A se obtiene la siguiente ecuacion de la expresién (IV.2.12)

"
AT =/ [H(X, £,0) = H(A, fw)]dt + p(e). (IV.2.15a)
0
Como A, f y u son conocidas ¢ independientes de v, esta ccuacién nos permite calcular
facilmente la consecuencia aproximada de un cambio a una nueva funcién de control v.
Se puede usar csta ecuncion para deducir la condicion de optimalidad. Si la funcién
inicial de control # es éptimo sc’concluye que para cualquier ¢,

fl(’\({)vf(”v ") S }1(’\(1)1 f(f)’ "‘(t))y ([V?’lsb) )
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para todo v. €. U [Aqm t'cs ﬁjO \1((:) s cl valor del control optuno al tiempo ¢, mientras
que v es arbitrario en U; v.no'cs una funuon del tx(,mpo]
Esto implica quc cn cl maximo o s :

(IV.2.16)

Para verificar la desigualdic (IV.2i15|;), se supone que para algina ¢ existié unv € U
con :
H(M2), f(1),0) > H(ML), f(t), u(t)). (Iv.2.17)
Ahora, pudiéramos cambiar la funcién u(#) tal que la eccuacion (IV.2.15a) es positivo para
un intervalo pequerio (de tumaiio €) que conticne esta ¢, la integral seria positiva (y de
orden €). Asi AJ seria positiva, contradiciendo el hecho de gue la funcién w(t) produce el
J mdximo.
Este resultado significa que en cada instante de tiempo # el valor particular de u(2) en
un control éptimo tienc la propicdad de maximizar el Hamiltoniano. Este resultado cs el
principio mdzimo de Pontryugin para cste problema.

EL PRINCIPIO DEL MAXIMO

Ahora se hace un resumen del conjunto e las condiciones necesarias de optimalidad
las cuales son dadas por una funcién adjunta A(t). Eu el problema original se buscan las
funciones f(#) y u(t) que satisfacen la cenacién del sistema (IV.2.1a), la condicidn inicial
(IV.2.1b), la restriccidn (IV.2.1¢) y que maximizan la funeién objetivo (IV.2.14).

Teorema: Scan u(t) € U y f(#) las trayectorias dptimas de control y estado respecti-
vamente para el problema de Control Optimo (IV.2.1). Entonces cxiste una trayectoria
adjunta A(2) tal que w(t), f(#) ¥y Mt) juntos satisfacen:

(i) flt) = G(f(t),u(t)) (ceuacion del sistema) (IV.2.18a)
(ii) f(0) = fo (condicion inicial) (IV.2.18D)
(ii1) —/.\(t) = MG r(f(#), u(t)) + Fr(f(£),u(t))  (ccuacién adjunta)  (IV.2.18c)
iv) MT)=¢;(f(T)) (condicién adjunta final) (IV.2.18d)
(v) Paratodat, 0 <t < T, ytodavelU
61{ =0 (condicién para el maximo) (IV.2.18e)

donde H es el Hamiltoniano

H(Mt), f(8)u(t)) = MOGf(1), u(t)) + F(F(2),u(t)).
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Iv.2.2 TIPO 2

El tipo de problema de Control Optimo gue resolvimos en la seccidn anterior sc refiere
a problemas sin restriceidn del valor terminal de la variable de estado. Existen muchos
problemas en los cuales el valor terminal estd restringido en alguna forma. Entonces se
modifica el problema (IV.2.1) por la restriccién terminal

fT) = fr. (Iv.2.19)

Para deducir las condiciones necesarias en términos de una funcion adjunta A(t) en éste
problema se siguen los mismos pasos que en la seecion IV.2.1. Lo que cambia es que la
ccuacion (IV.2.14) desaparece en este caso y se tiene una constante Ag que toma en cuenta
la posibilidad de degeneracion. Puede ocurrir que no exista ninguna funcién de control
que satisface la restriccion terminal, en este easo no hay solucién. En el caso de una sdla
trayectoria que satisface la restriceion termiual la solueidn no estd afectada por la funcién
objetivo. Un problema bien formulado no va o tener estas anomalias, entonces \g > 0. En
la practica siempre se intenta aplicar ol principio del midximo con Ag = 1.

Teorema: Scan u(t) € U y f(1) las trayectorias Optimas de control y estado respectiva-
mente para el problema de Control Optimio que esti formado por las ecuaciones (IV.2.1)
y (IV.2.19). Entonces existe una trayectoria adjunta A(#) y una constante Ao > 0 {con
(Nos A(£)) 2 0] tal que u(t), F(£) y A(#) juntos satisfaccen:

(i) f(t) = G(f(t),w(?)) (cenacion del sistema) (IV.2.20a)
(i1) f(0) = fo (condicién inicial) (1V.2.20D)
(iii) A(T)= fr (condicién terminal)* (IV.2.20¢)

(iv) M) = AMBOG (), u(8)) 4+ Mg Fr(f(1), u(t))  (cenacion adjunta) (IV.2.20d)
(v) Paratoda t, 0 <t < T, ytodav e lU

%?;- =0 (condicidn para ¢l maximo) (IV.2.20c¢)

donde H es el Hamiltoniano

HA@, F(8), u(1)) = MG, w() + MF(f(2), u(1)).

* Si la restriccion terminal tiene Ia forma f(1)> fr, entonces las condiciones para un miaximo se mod-
ifican por la ccuacion A(7)20 (=0 si [{(T)>[r).
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IV.3 CONTROL OPTIMO ESTOCASTICO

Los problemas de control dptimo estocidstico son generalmente estudiados por métodos
de programacion dindnica.

Para ser mis explicito se enuciard el siguicute teorema suponiendo un control fijo.
Teorema.-Sca J(f) y su primera, scgunda y tercera derivada acotada uniformemente y

sea f(t) dado por la siguicnte cenacion

t {
£(t) = 1(0) + / G(./'(f)>(u+/ (=2,
Jo n

donude G(f) y o(f) satisfacen la concicidn Lipschitz *. Sc define el operador

1., . O

a0 Y
L= G'(.f)57 + 50'(/)57:_;-

Entonces

B J(f(t)) = T(fu) = Ey, / LT (1))t
Ja

donde f(0) = fo ¥y Ej, el operador esperanza con coudicion inicial fg, y £ es conocido
como el generador diferencial del proceso f(1).

Demostracién: Supéngase que la funcidn de estado f{t) sigue ¢l proceso general de Ii4,
cs decir,

t {
£(t) = FO) + / G(F(£))dt + / a(F (ML),

o en forma diferencial

df(1) = G(F(£))dt + o( f(1))d=,

discretizando, se tiene

Af(t) = G(F(£))AL +o(f(t))As. (Iv.3.1)

Para simplificar notacion sélo se escribird. f, recordando que es funcién del tiempo. Sea
Az = EVAL, donde &~ AN(0Q,1), entonces,

ElA:z] = E[eVAl = VALE[] = 0,

VarlAsz] = Var[6 VAL = E[(6VALY] - (E[EVAL)? = At.

* ver Kushuer, pag. 287



Se tiene £2 ~ A2, por tanto,

E[(Az)*] = AtE[€*] = At,

Var[(Az)?] = Var[€2Al] = (AH)*Var[€?] = 2(At)%

Entonces para valores pequenos de At, se tiene Az = VA? sin pérdida de generalidad.
Elevando al cuadrado la ecnacién (IV.3.1), se tienc

(Af)? = GHHAL? +2Ga(AL)*? + o* ()AL (Iv.3.2)
Si J{f(2)) sc expresa en un desarrollo de Taylor, es decir

LN PR AN
AT = FFAL+ 55O+

y se usa la ceuacidn (IV.3.2) despreciando los términos (A2)? y (A#)*/2, cntonces

aJ 1027
AT =GEA+ 55

2
a7 a*(f)(At),

sustituyendo la ecuacion (IV.3.1) en la expresion anterlor y tomando el Ll\im , sc ticne
—0

A = (@5 + é’T )t + —-a(f)<l~

Si se define el operador como

entonces

dJ = L{f)dt + %:—;-a(f){l:.
Integrando para seftg, t], sc tiene
! tar
s =t = [ eagens+ [ 2 Da(pas,
Jig to

calculando el valor esperado dado un fy,

BN = Bl o] = By | [ 270700 + | 2PN 05|
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pero el valor esperado de la ltima’ mt(.g,ml dv la cxplcsxon anterior es cero (porque
Ey,[dz] = 0), por tanto o

B J((0) = T(fto)) = Egs | LI((3))ds.

LA ECUACION DE LA UTILIDAD

Para obtener la ccuacidn de la utilidad. se supone un control fijo. Considérese una
funcional de la forma

I = Ey /} = e B F())t.

Se tiene que -

A o
J(f):Ej/O ""’I"(f(f))rlf—i—E;/ M F(F(2))dt

A
A
=5 [ c_”lF(f(l))(li+Ej<Ej[ [

)

A
=Ef/ M F(f(t))dt 4+ Epe= " (Ef[/ e r=8) P £(2))dt
0

a))

A
= Ef/ CTR(f())idt  Bpemr® (EL«. / rf""F(f(t))dt)
0 A
A
=Es / PR F())dt + EpeT S J( fa).
J0O
Entonces, A
Epe™ " J(fa) = J(f)+ E,/ cTHUF(f())elt = 0.
o

Dividiendo entre A se tiene

Efe‘"”(i“) =0 B / " ()t = 0,

0

Sumando y restando ¢l término L—‘—'{‘Uﬂl, entonces

EfJ(fa)=J(f) | 5. (778 =1)
A +ER

Er [* _

T(fa)+ EL / o= F(f(8))dt = 0.
A 0

Tomando el lfimite a la expresidn anterior se obticene la ecuacion de la utilidad:

LISy = pI(FY+F(f)=0. (Iv.3.3)

73



CONDICION DE PRIMER ORDEN

Ahora se desarolla la condicién de primer orden incluyendo la variable de control u(t).
Sea

J"(f)=EyA e R(F(), u(2))dt,
J(f) = sup JU(f).

La funcional J(f) se puede escribir como
A oo
J(f) = max B} [/ TP R(F(t), u(t))dt + / cTMF(f(t), u(t))(lt]
0 Ja

a o
= max B} [/ M EF(E), u(t))dt + TP Ep, / rz“"’F(f(t),u(t))dt]

H S0

N
= max B} [ / e P E(f(E), u(t))dt + 72T ( fa )]-

4y

la cual conduce a la siguiente condicidn necesavia para el maximo

sup[LT(f) — pJ(f)+ F(fiw)) =0, (Iv.3.4)
donde
LY = G(f u)i - l(72( f ”)_(S'Z_ (Iv.3.5)
=Glhu)gr + 50U g 3.



IV. PROGRAMACION DINAMICA EN
TIEMPO CONTINUO

Para profundizar cn las téenicas de solucién se presentan las ecuaciones de Bellman-
Euler-Lagrange, la condicién de Legendre, la condicién de Weierstrass y la ecuacién de
Hamilton-Jacobi-Bellman. Los primeros tres tipos de problemas son equivalentes a los
formulados en el subcapitulo TIL.1 y ¢l 1iltimo es equivalente al tipo 1 en el subcapitulo

I11.2.

IV.1 TIPO 1
IV.1.1 ECUACION DE BELLMAN-EULER-LAGRANGE

Teorema: Considérese una funcional de la forma

b
7=t = [ Fu s, s,
o
sujcto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera
fla) =4,

f(b)y =5

donde F € C?, es decir, una funcién con primera y segunda derivadas parciales continuas
con respecto a todos sus argumentos. Supdugase que f' = f'{(#, f), y sea

b
S{t, f(1) = mm { / F(s, fls) "(.s‘))(l.s},

S € C2. Entonces una condicidn necesaria para que la funcioual J(f) tenga un extremo en
una funcién dada f(£), es que satisfaga la ecuacién de Bellman-Euler-Lagrange, es decir®

0=1l}ilu{F+5',+Sff'}.

Demostracién: Supdngase que para ¢ > 0 suficientemente pequefio

t4-¢
[ F(s, f(s), F(s))ds = F{t, F, f')e + o{e)

* . Para simplificar ln notacién se usari f, f', &, &', g, ¢ recordande que estdn en funcién del Liempo
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y que S(t+e, f(t+e)) = S(t f(t)) + Ste + Syfle + ole).
Entonces

R t+e
JNOE ]{ [ F(s,f(s),f'<s))ds+5(t+e,f<t+e>)}

§= f’xlniu {Fs + S+ Sie+ Spfle+ o(e)}
[tit+e)

0= min {F+S,+S f+ O(:)}.
S e 4e) £

Por tanto
0= n}ilu {F'—{- S+ Sff'}.

Teorema: Bajo la hipdtesis del tcorema anterior sc tiene que la ccuacién de Bellman-
Buler-Lagrange implica la cenncion de Euler-Lagrange, es decir

Fitfof)  d <0F<t,f,f'>>
ot

ar ar =0

Demostracién: Si f' es minimo, cutonces

F+ 8 +8,f =0
Fj: -}—Sj=0.

Sea § = S(t, f), con diferencial dS = Sidt 4 Sydf, la expresién anterior se puede escribir
como %S = 8, + S;f', entonces, sustituyendo esta ccuacién en la primera ecuacién del
sistema anterior y después derivando la primera ecuacién respecto de f y la segunda
respecto de ¢, se tiene
d
Fr4+—=S5;,=0
st dt=7
d d
—Fp 4 =S, =0,
a7 1 a7

restando las dos expresiones anteriores, se ticne



IV.1.2 CONDICION DE LEGENDRE

Teorema: Considérese una funcional de la formia

b
7=atn)= [ R s,

sujeto a las siguicntes restricciones o condiciones de frontera

fla)= A4,

f(h) =B,
donde F € C2. Supdngase que f' = f'(t, f), y sca

[
S(t, (1) = min { F(s, f(s), f'(.s-))ds},
AT t

S € C2. Si f es solucién, entonces™

OF(t, £, )
~apop =0

IV.1.3 CONDICION DE WEIERSTRASS
Teorema: Considérese una funcional de la forma
b
J=J(f)= | F(t f(t), f'(t))dt,
sujeto a las siguicntes restricciones o condiciones de frouteran
fla) =4,
f(h) =B,

donde F € C?. Supéngusc que f' = f'(#, f), y sca

b
S0, (1) = piin { / F(s, (s), f'(s))fls},

* La demostracién de la condicién de Legendre se pucde ver en ¢l Gelfand, pag. 101
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SeC? Sifes soluéién,’re_ntf :

05'(1‘ f)’ 5 0,

S P(t I+

Demostracién: Si f'es soluc:on,cntonccs

‘v‘(j=yl’;\‘}iln{p+51+5ffl},

implica
P, £, £+ BQL 1 BD pr < pia, g iy + G20 BN gy,
IV.2 TIPO 2

Teorema: Considérese una funcional de la forma

b
7=105) = [ oo foo i,
s
sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera

fla) =4,

f(by =B
donde F € C?[a,l], es decir, una funcién con primera y segunda derivadas parciales con-
tinuas con respecto a todos sus argumentos. Supdngase f' = f'(4, ), ¢ = ¢'(t9), ¥

sea

]
S( (1) g(8) = _min { F(s,f.y,f'.g')ds}.
(S 9 peny '

Supdngase que S € C*. Entonces si (f',9') cs solucién, entonces
0= (1[1,1il}) {F+8:+5;"+S,9'},
9
esta Gltima expresion es la ccuacion de Bellman-Euler-Lagrange.

Teorema: Bajo las hipdtesis del teorema anterior se ticne que las ecuaciones de Bcllman-
Euler-Lagrange implican las Ecuaciones de Euler-Lagrange, es decir

OF(t, f.g9. f'\9') d aF(t,f,fJ,f’,!/’)> =0
of dt af =5
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PR 1o B:
BSTA Tivio B DEBL

s BE A BIBLIOTECA

OF(t,f,9,: /49 d (OF( S0, £, 0 _
o 0(/ dt ~ g’ :

Demostracién: Si(f',¢') es solucidn; entonces de
0= (xjnin) {F+Si+Ssf + S’}
e
sc cumple lo signiente
F4+ 85 +8f+85,4 =0
Fp+S5;=0
Fyp+5,=0,

diferenciando la primera ceuncidn respecto de f y g, se obtiene

Fr+Sp+Sppf' + Sry9' =0
Fy+ Sgr 4 Sypf' + Sgp9' =0
Fp4+S5;=0
Fy+5,=0.
Sea S = S(2, f,g) con diferencial dS = S;dt + Sydf + S,dyg, la expresién anterior se puede

rescribir como j’75 =5, + Spf' + Syg's entonces, sustituyendo esta ecuacidn en la primera
ecuacion y después derivandola respecto de f y de g, se tiene

d
Fr (—ESI—O

d
F_,, +ISH =0

Fj'+5f=0
Fy+5,=0.

Sustituyendo las dos tltimas ccuaciones en las restantes del sistema anterior conduce a
d d
Fy——=Fp =0, F,—=F, =0
TR L T !

lo que prueba el tcorma anterior.
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Iv.3 TIPO 3

Teorema:(PROBLEMA ISOPERIMETRICO) Considérese una funcional de la forma

b
J=T00f)= [ F(t,f(t) f(£)),

u

sujeto o las siguientes restricciones o condiciones de frontera

b
/ G(t, £ [yt = Q,

J(a) = 4,

f(b) =B
donde I' € C*{a, ), es decir, una funcion con primern y scgunda derivadas parciales con-
tinuas con respecto a todos sus argumentos. Suponga que [/ = f'(z, f) y sean

b
aty= [ G(s, f, ' )ds,
S

[

St fog) = ]'l‘lll[i-I}] { F(s, f, f)ds

o

b
G, [, f')ds = g(t)} :
i

Entonces una condicidn nceesaria para que la funcional J(f) tenga un extremo en una
funcién dada f(t), es que satisfoga i cenacion de Bellinan-Buler-Lagrange, es decir

0= u}i'n{F‘ + S+ Ssf' - S,G).
"Demostracién: Para ¢ > 0 y suficientemente pequeno
[l te)

St f,9) = mm {/ F(s, f, f)ds + S(t + ¢ f(t+e),g(t+s),

4
[ 6,20 = 510 - st + s)}

= min {eF + S+ S+ Spfls+ Syg's -+ o(2)
fe,ete)

G +ofe) = g(t+e) = o(8)]
Tomando ¢l limite, ¢ — 0, sc tience
= n}i’n{F 4 S+ Sif 4 Syl —G=14¢"}.
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Teorema: Bajo las hipdtesis del tecorema anterior las ceuaciones de Bellman-Euler-La-
grange implican las cecuaciones de Euler-Lagrange
o= WA dOFW, S 1) +p (0G(f,f,f’) _ iaG(i,f,f'))

af TdtT o af at af

Demostracion: Si ! ¢s solucion, entonees de la ccuacion
0= u}i,u{F + S5+ 51 — 5,G},
sc tiene que
F4+ 545"+ 5,6G=0
Fp4 57— SyG/l =0,
derivando la primera ccuacidén respecto de [y la segunda respecto de ¢ se obtiene
| { Fr+Sp+ Syl = (8,G)p =0
o fd o
- —(S,Gp)=0.
dt ST

-—F]' - —'Sj
Sea Sy = Sp(t, f, ) con diferencial dSy = Spdt 4 Sypdf + Spydg, la expresion anterior se
puede escribir como

(IV.a.1)

1
:75 =S+ Sppf + Serd'. (IV.4.2)
De la ecuacidon
F+4 5,4 Sff’ - SyG =0,
sc sigue que

. 1
Syt + Sypf' = 8y, G =0= ,(/75”’
cntonces
S, = cte = —p, (IV.4.3)
¥y como S, = cte, entonces
Syr =0, (IV.4.4)

Sustituyendo las ceuaciones (IV.4.4) y (IV.4.2) en la segunda ccuacion del sistema (IV.4.1)
se tienc ,
Fr+Sp+ St =(5,G)p =0

d d ,

EFI' + Sip+ Sy f — ;E(Syf,/,) =0,
lo que implica l

o

(F =5,G)y = 7 (F = 5,G)p =0,

y aplicando la ccuacion (IV.4.3) se ticne
d : d B
Fr— JZF[' +])<GI_EGI'> =0,

lo que prueba ¢l teorcma.
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IV.4 TIPO 4

Teorema: Considérese una funcional:de la forma

b
1=0tn = [ [ P v fifes isdy,
v Je
sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera

Totta il eled)) = wlaga pzlea))

donde F € C? y w fija. Supongn que Vf = Vi(a,y, f) y sea

b d
St = g ain L[ [ R fasd),

PP

supdngase que SeC?. Entonces
0= mm {F+ 85,45, +Srfr + Sffz/}-
Teorema: Bajo las hipdtesis del teorema anterior se tiene que las ccuaciones de Bellman-
Euler-Lagrange implican las Ecuaciones de Euler-Lagrange, s decir, si Vf es solucidén
0= nVl’ij“ {F‘i' Sr + Sy + ij,n: + ij]/}'

ésto implica que

aF(n:,yvfif-ﬂ'f!l) _ i (aF(""»U\f‘f:‘n.ﬁ'l)) - _d__ <0F($7y1fvfzyfy)) =0
af dir: Ifs dy afy ’

Demostracién:Si cl Vf es minimo, entonces

F'{‘ S.r -4 Sy -+ Sf[l + Sff’l =0

Fy +8;=0
ij—i-Sf:O.

Sca Sy = S,(z,v, f),. la diferencial es dSy = Sy 4 Syydy + Syypdf, entonces

dSy (/1 df
T +sz'[ ijl )
Sro_ df
dy Sf‘ 11 ‘+Sf"+5” dy’
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‘,’ r‘ufon( o  "

perody/dx =0y dz/dy =
o r, + s,; 4 5,, +snf, +s,,fJ =0
: _‘Ff.- + Sep+Sprfe=0

v
ad
: E)TJF/} + Sys+Sprfy =0,

sustituyendo las tiltimas dos ecuaciones en la primera, se obtienc

OF _doF_ doF
af dedf dyaf "’

lo que prucha cl teorema.

IV.5 TIPO 5

Teorema: Cousiddérese una funcional de la forma

J=J(f)= /h FUt, F, F1 (0, FU), o, S0 de,
sujeto aihs siguientes restricciones o condiciones de frontera
¥ a) = Ay,
M) = By,

h=0,1,2,...,n—1,

donde F € C?%[a,b], cs decir, una funciéu con primera y segunda derivadas parciales con-
tinuas con respecto a todos sus argumentos.

Suponga que £ = FONt, £, 7L 7)) y sea

b
S i f'so o "7y = min { F(S»f',f",'--,f("’)da‘},
4t

j(")“l,h]
supdngase aclemids que S € C?. Entonces una condicién necesaria para que la funcional
J(f) tenga un extremo en una funcidu dada f(¢), es que satisfaga la ecuacién de Bellman-
Euler-Lagrange, cs decir

0= 1}}5..}{5‘ + S+ Spf A+ Spf ko Sp-n F,
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Teorema: Bajo las hipdtesis del teorema anterior las ecuaciones de Bellman-Euler-La-
grange implican las ccuaciones de Enler-Lagrange
J2

d &?
—*Fft -+ TlQ—FIu —--—:lem +( 1)"

0 ST @ dt

din Ff(")

IV.6 TIPO 6

Teorema: (CONTROL OPTIMQO DETERMINISTA) Considdrese una funcional de la

forma \
h

J o= F(fyu)dt,

Ju

sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera

j: =G(f,u), a <t<h
Ry § fla) =4
it € Upa)

donde F,G € C?%[a,b], es decir, una funeion con primera y segunda derivadas parciales
continuas con respecto a todos sus argumentos. Sea

b
S(t, f) = m.l\ { F(f,u)dt: sa. R[,_,,]} ,
fe.01 i

y suponga que § € C*. Entonces una condicién necesaria para que la funcional J{f) tenga
un extremo en una funcidn dada f(1), es que satisfaga la ccuacion de Hamilton-Jacobi-
Bellman, es decir

0= mé:lxl'{F + S;G} + S

Teorema: Bajo las hipotesis del beorema anterior la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman
implica el principio del muiximo de Pontryagin

—A() = A()Gy + Fy.

Demostracién: Si (f, ) es solueion, entonces de Hamilton-Jacobi-Bellman

Sjt‘*'Ff'l'ijG-l-SjGjT

o

d

HS[—}-F['{‘S[G[—-O

¥ que
Sy = Mi).
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IV. SOLUCIONES E INTERPRETACION DE
PROBLEMAS DETERMINISTAS

) A continnacién sc resuelve cada nuo de los meve modelos formulados en el capftulo
II aplicando las téenicas del capitulo IV, Los resultados que se obtiene en cada modelo son
interpretaclos.

IV.1 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO
DE CRECIMIENTO ECONOMICO OPTIMO

Para In solucidn de este problemi se apliea la téenicn de Control Optimo citada en el
capitulo cuatro.

VI.1.1L PLANTEAMIENTO
El planteamiento del problema es ol siguiente:

(=~
Maximizar / e~ U=t (o t))dt,

sujcto a 1({) = f(k(1)) = Ak(#) — (1),
’ E(te) =k,
0< e(t) € F(K(D),

c(t), continua por pedazos,

VI.1.2 ESTABILIDAD DE PUNTOS EN EQUILIBRIO

En la Fig.la s¢ muestra la funcion de produceion per cipita y el rayo Ak, Restando
el rayo de la curva sc obticene ¢ 4+ [, indicado en el inciso (L)
Definicidn: El nivel de lo regle de oro de capilel per cdpita, i, cs ¢l punto de equilibrio
que maximiza el nivel de consuno per cipita en el tieinpo, es decir

fU)=A=p+n donde k=k,
Y N N
&= f(h) = Al

En la Fig.2 se ilustra la estabilidad de puntos de consuno en la curva f(k) — Ak; por
tanto, implica un cquilibrio. Eu ¢l caso (a), ol consumo per capita cs cero. Al punto E, la
derivada k es cero; entonces, es un punto de equilibrio estable. El caso (b), demuestra
el nivel de la regla de oro del capital k, pero cs un punto de cquilibrio no estable.

o
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Finalmente cn cl caso (¢), el consumo pcij cdpita cs fijo a un nivel € positivo, pero
menor que ¢l nivel maximo de consumo, -0 < & < &. En cste caso, sc obtienen dos puntos de
capital per capita, a un nivel mis abajo, ki, y 'a un nivel mas arriba, ky. Los dos puntos
de equilibrio son diferentes en cnanto o cstabilidad; ¢l punto mas abajo neo cs estable, y
el punto mds arriba cs cstable. Este argiunento indica que se necesita un gran empujon
para alcanzar cl nivel de capital per céipita critico, tras ¢l cual la economia por sus propios
esfucrzos tiende hacia niveles de capital y produceidn per cdpita mds y mds altos.

VI.1.3 SOLUCION

La variable de estado es el eapital per aipita, k(2); la var
per cipita, ¢(1); la integral del bienestar es la funcional objetivo; la cenacién fundamental
diferencial de erecimiento dptimoe es I ceuncion del sistema; y ol stock de capital per cdpita
al tiempo #y es la condicidn inicial.

ible de control cs ¢l consumo

El conjunto de controles existe para todas las funciones continuas por pedazos del
consumo per capita, donde los valores del consumo per cipita no pueden ser menores de
cero, ni en una cconomia cerrada, mayor que la produceion per cipita.

La solucién de este problema es una trayectoria dptima del consumo per cipita c*(t),
y una traycctoria éptima del capital per edpita k*(1), donde las trayectorias son definidas
para toda £ > #;.

La solucion depende de la funeion de ulilidad, de la funcion de produccion, de la tasa
subjetiva intertemporal de descuento, de la basa. de depreciacion, de la tasa del crecimiento
de la fuerza de trabajo y el stock inicial de capital per cipita.

Como cste problemi se resuelve con control Gptimo, primero se formula ¢l Hamiltoni-
ano, cs decir: )

H o= cm0U=1000 (1)) - q()[FU(t) = M(2) = ()], (VI1)

donde ¢(t) es el precio sombra del capital adicional per eipita, que se mide en términos de
utilidacl.

Segtn la condicién para ¢l mdximo, ol control dptimo (consumo éptimo per cépita)
maximiza ¢l Hamiltoniano. La condicién de primer orden (comparar con seccién IV.2.1),
9H/dc = 0, implica

q(t) = =PRI (1)), (VI1.2)

es decir, que en ¢l miximo, ¢l precio sombra de capital acdicional per capita es igual a la
utilidad marginal del consumo per edpita. Se satisface la condicién de segundo orden por
la concavidad estricta de la funcidn de utilidad.

La condicién adjunta (comparar con sceeidn IV.2.1) ticne la siguiente forma

d oH

i) = =5, (VIfl.:}) |
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que implica
(VI.1.4)

(VI.1.5)

ésta indica que cl beneficio ncto de tenct wia inidid de capital per cipita para un intervalo
de tiempo cs ccro, donde ¢l beneficio netoes pu)ducto marginal mds las ganancias de
capital §(2)/q(#) menos las pérdidas (l(lmlu auna depreciacion g, un crecimiento de la
poblacidn n, ¢ intereses p.

Como a lo largo de la trayectorin dplima, g(£) = e=#=10)11"(¢(1)), difcrenciamos con
respecto del tiempo y se obticne

q(t) _ U(e(d)) . ét)
= S Ay -y = 22 7T.1.6
= Ty = ol S — (VI.1.0)
donde o(c(t)) = —c(2) l,/,,((:((,')))) es la elasticidad de la utilidad marginal. Asf se puede escribir

(VI.1.5) como la ccuacion difercucial de la variable de control

a(t) = prp (l) [/ (k(£)) = (N - p)e(?). (VI.1L7)
Por el principio del nuiximo, las traycctorias ¢*(#) y L*(1) son dptimos si satisfacen las
siguientes ccuaciones diferenciales

1 )
1) = ———[f () = (N + )]t
1) = e T GH) = (o () ViLs)
i)

SUR(E)) = Ak(#) — o(2).
Para obtener ¢l camino éptimo se ignora temporalmente la condicidn de un stock inicial

de capital dado. Entonces, una solucidn posible de (VI.1.8) es que ambos, ¢l cosumo per
capita y el capital per cdpita no cambinn en o} ticmpo (estado de equilibrio),

dy=0, k(1) =0. (VI.L9)

Para que el consumo per ¢apita sea constante es necesario, segtn (VIL1.8), que k(1) = &*,
es decir

F*)y=X+p (VI1.1.10)
y entonces
= ) = M (VI.1.11)

Por las suposiciones en la funcion de produceién &* y ¢ existen, son tinicos, y satisfacen
0< e < fUE"), . (VI.1.12)
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asi sc cumple la condicidn de los controles 1‘)(}1‘111ihi(105. El equilibrio en k(2) = &* y ¢(t) = ¢*
satisface las condiciones necesarias con la excepeiodi de la condicion inicial. El equilibrio en
k*, ¢* sc llama traycctoria de crecimiento balanceado, ya que a lo largo de esta trayectoria
el capital y consumno per eipita son constantes; por lo tanto ¢l consumo total C = ¢(t)L,
capital total ' = k(t)L y produccién total ¥ = Lf(k(t)) crecen con la misma tasa, la cual
¢s la tasa de crecimiento de la fueza laboral: . Dado A, la ecuacién (VI.1.10) define ™ como
funcién de p tal que ORI

lim k* =,

pr—t)

donde k ¢s ol nivel de oro de capital per cipita. El camino balanceado de crecimiento
econémico se llama entonces ”camino de cr

simiento de acuerdo con la regla de oro mod-
ificado,” porque modifica la regla de oro para permitir tasas de descuento diferentes de
cero. ,

Alora se considera la trayectoria Optima de crecimiento incluyendo la condicion inicial
de capital per eipita (IL1.7). La interaceion de las dos ceuaciones diferenciales (VI.1.8)
se indica en forma geomélrica en la Fig.3. El diagrama del inciso (a) muestra la funcién
de produccion per cipita f(&(1)) y una raya que pasa por vl origen con la pendiente A,
interscctando con f(%(£)) a k. Se muestran dos puntos: &, donde la pendiente de la funcién
de produccién es ignal a A, y &%, con pendicute igual a A + p. En cl diagrama del inciso
(b) sec tiene como cjes, capital per eipita, k(t), ¥ consumo per cdpita, c(2).

De la ceuacion diferencial de capital per cipita, k, y consumo per cédpita

< >0 si OO > Y A4 (VI.1.13)
< <

tal que se puede ver en el diagrama inciso (a) de la Fig.2

i
i

Ht) 0 s k1) k* — (VI.1.14)

AV
v A
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(VI.1.15)

Como el cje vertical en cl diagrama inciso (1)) es c(i), la curva f(k(2)) — Mk(t) representa
los puntos para los cuales k(t) = 0. Puntos abajo dé la curva implican ii(¢) > 0, y puntos
arriba de la enrva implican i(t) < 0. ' : ‘

Las dos curvas ¢(4) = 0y fx(t) = 0 dividen ¢l diagrama inciso (b) en cuatro regiones.
Por cjemplo, a la derecha superior ambos o(t) y &(#) decrecen, mientras que a la izquierda
inferior ambos ¢(t) y k(%) crecen. Las dos enrvas interscctan en (k*,c*) quec se llama el
camino de crecimicnto balanceado. En este punto ln pendiente de la curva. F(2()) — Ak(t)
es p (tasa de descuento).

La estabilidad local de soluciones de las ceuaciones diferenciales (VIL1.8) se pucde
determinar de las raices caracteristicns de ln matriz de cocficientes obtenido por una ex-
pansidén lincal de estas ceuaciones en el punto en question.

Extendiendo sobre ¢l punto de equilibrio (&7, %)

o R

¢ =

(ke = k*),

ag(e)

—(c — ")+ p(k — k%), (VI.1.16)

entonces las rafces caracteristicas sou las de la matriz

0 erun '
( 1 a(e7) ) (VI.1.17)

— P

¢s decir

e FH %
! pk o= det fr(he) (VI1.1.18)
2 o(c*)

Como las raices son reales y de signo opuesto, por tanto el punto de equilibrio del crec-
imiento balanceado (%*,c*) ¢s un punto silla, donde la rama estable se indica en la Fig.1
por k*(t), ¢*(1). Esta rama estable consiste de todos los puntos que alcanzan eventualmente
¢l equilibrio de crecimiento balanceado, El camino de crecimiento econdmico éptimo tiene
que ser en csta rama, donde a partir de cualquicr nivel de capital per capita ko el dnico
nivel éptimo de consumo inicial per cipita es el punto en la rama estable asociado con ky.
Este punto cxiste para cualquicr &y positivo y es dnico. El camino de crecimiento éptimo es
por tanto un scgmento tnico de la rama estable. Cualquier camino diferente no satisfaceria
las condiciones nccesarias de un 6ptimo. Como ¢l camino de erecimiento balanceado es un
segmento de la rama estable, entonees si kg = I* ambos ¢ y & son constantes en ¢l tiempo a
sus niveles de crecimiento halancendo., La rama estable es mondtona creciente, entonces si
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ko < k* ambos ¢*(#) y &*(1) crcc(:u en ol tiempo syll.)icxi(lo la rama estable hacia el equilibrio
de crecimiento balanceado, iitictitras que si kg > k* entonces ambos ¢*(t) y k*(t) decrecen
en el tiempo bajando la rama estable hacia ¢l equilibrio de crecimiento balanceado. En
todos los casos

Ilip‘_}oc*(t) =c*, Ili{lolol.:‘(f,) = k", (VI1.1.19)

tal que la trayectoria de crecimiento dptimo con valor terminal infinito es de tal forma que
sc¢ accrea asintoticamente hacia el equilibrio de erecimiento balanceado.
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VI.2 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE LA
DEMANDA POR INVERSION

Este modelo y sus extensiones serdn resucltos por medio de la téenica llamada Célculo
de Variaciones citada en el capitulo cuatro.

VI.2.1 PLANTEAMIENTO

El plantcamicnto del problema s el siguicnte:r™

IV[nxin;iznr /003 e~ p(O)F (R (1), L(t)) b— 1:r<t)L(f) — (4 & — w)p(t) K (#)]dt.

VI1.2.2 SOLUCION

Sea f el integrando de la expresidon anterior. Usando la ecuacién de Euler, es decir

af(t, L, K, I) i(c’)f(t,L,[\', L)

L i oL ) =0;  tel0, c0]

Yy .
of(t, L, K, K) d (Of(i, L, K, 1\')) .
Y 7 o =0; te0,00],
cn este caso Qﬂb"T;L.L)_ =), '—’%}—"—-’ = (), entonces
________c')f(i, g’LI\‘ ) = 5% [c—'.[ [IJF(I\'. Ly—wL —(r-+6~ 71')1)1\'}]
C 2D ] (V12
y
?i(’_ngl_f‘_) = b% [(;""’[pF(A', Ly—wL —(r 46~ W)]}I&']]
=" [p-aF—(aI}\—_’i)— —(r+6~ w)})] s (VI1.2,2)

sustituyendo (VI.2.1) y (VI.2.2) en la ccuacidn de Buler, se tiene
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OF(I,L) —ow

oL PR (VI1.2.3)
QF(K,L) .
= @+E-m). (VI.2.4).

La ecuacidn (VI.2.3) es cl producto marginal del trabajo igual al salario real. La
ecuacién (VI.2.4) implica que » 4+ 8 — 7 debe ser considerado como el costo real del capital.

VI1I.2.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION

El plantcamiento del problema. cs e siguiente:

Maximizar V(L, X, K1) = / e~ =M F(K(t), L(t)) — wL(t)

J0
— J(E(2) + 8K (2))]et,
sujeto o K(0) = K,

VI1.2.4 SOLUCION

Sea f cl integrando de la expresion anterior. Usande la ccuacién de Euler, es decir

af(t, LK, K)  d (9f(t, L, K, )

oL dt ( oL

Of(t, LK. K) c_l(c’)f(t,L,I\',f\')
O dt O

LN, )

) =0, te[0,o00];

> =0, te[0,c0].

En cste caso 2 =0, entonces

af(t, LK, K) 9
oL T oL

— c—(l'—-rr)t [paF(aI}/v L) _ "':l ,

[c—"'-"" [pF(I, L) = wLl — J6IK — JIi']]
(VI1.2:5)

Af(H, LI, K) 8
oK T oK

(- aF(I,L)
e Ll DL Pt bk B
e [p I ./'6],

{e_('"")' [pPF(R, L) - wLl - J6K — JE ~ ]]

Of(t, L, K, K)

—(r—w)t[ _
oK ¢ (=1,
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LI L R K)ot e 2
a\T e ) [.J']c e ). (V1.2.6)

sustituycndc; (VI;.>2.-5) y (VI.2.6).q

Euler; sc obticne

i [pg—lg - w] =0,
Jem{r=M(r — 1) = 0,

simplificando, sc ticne -

ar

])E ~w=0,
22 .
PaIE J(@E+ (r=m))=0.

Si J = P, las dos ccuaciones anteriores se pueden eseribir como

ar(y _w

A (V127
ary . )

ST = 9+ =) (VI2.8)

La ceuacion (VI2.7) es ¢l producto marginal del trabajo igual al salario real, man-
teniéndose constante todo cl tiempo. La ccuacidn (VI.2.8) implica que » 4+ § — 7 debe ser

considerado como ¢l costo real del capital.

VI1.2.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION

El plantcamicnto del problema es ol siguiente:
Sea

FOL(), K (), K(2),8) = ™" [p(t) F(I(2), L(1)) — w(t)L(t) — J(£)8K(t) — J(£) K (2)
- — J(H)C(K)),

¢l problema cs:
Maximizar / FOL(E), ), B (8), ),
0

sujeto a K(0) = K.
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VI.2.6 SOLUCION

Sca f el integrando de la expresién.anterior.- Usando-la ceuacion: de Euler, es decir

) =0, 0, co0};

af(HL LK, K) d (a F, L IR
aL dt oL

Of(t, LK, K) d (Of(1,L, K, K)\ _
OK T ar =0, 1[0, 00}

En este caso 2L — o entonces
al ’

%‘Jﬁl = 5% [a"’ [V F(, L) — w(t)L — J()5K — J(£) K — J(t)C(f{)]]
=" [Ii(t)?ﬁ%é—) — ()], (VI1.2.9)
of (4, L K, Ik a1 . ) . ., -
—f-(na—h.‘——‘—) = 51?[6 [()F(IC, L) = w(t)L — J(1)§K — J(t) K — J(t)C(Ix)]]
. = [;)(t)QF—éI—I‘\%Q - J(1)8],
%2’1—1‘—1‘—) =™ = J(t) = J(C(K)) = e~ [J(1) + J(£)C' ()],
A

d <6f(t,L, K, k)

= o ) = ()T (DC(RE +CH (I (0)] + [T(@) + T () C ()] e~

(VI1.2.10)
Sustituyendo (V1.2.9) ¥ (VI1.2.10) cu la cenacidn de Euler, se obtiene
HOZE ~w(®) = 0,
OF o e -
p(t)ﬁ — J()6 + J(t) + J(OC"(K)N + C'(I0) T () — I (2) —+J(#)C'(I) = 0.

las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir como

aF  w(t)
= — .2.11
oL~ p(t)! VI )

p(t)—g% = J(1)8 =+ J(1) + J(t) = (# T (1) = JENC'(K) + J(H)C" (KK = 0. (VI‘.2.712)
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La ccuacién (VI.2.11) es ol producto marginal del trabajo igual al salario real en
cada instante. La ccuacién (VI.2.12) es una ceuacién diferencial que determina la tasa de
crecimiento del stock de capital en cada instante ¢, Para simplificar el problema supdngase
que la empresa espera que los precios J(2), p(t), y w(#) crezean a través del tiempo a una
tasa constante w. )

Esto significa que JL:—;—; = II:—E% = :—:'—E—:% = 7 para toda ¢, cs decir, los salarios y precios
relativos se manticnen constantes.

Supdngase que rr — 7w > 0, ¥ que la funcidon del eambio de costos es cuadrdtica, es decir
o g 1o
C(\) = ;)—*,'1\ , ¥ >0, (VI1.2.13)

la primera y segunda derivada de la cenacion (VI.2.13) se sustituye en la cecuacion (VI.2.12),
y se obticnce

p(f)al, — T = v J() -+ F() = (rJ(£) = F@)Y(E) + J(#)v K = 0.
Dividiendo por J(¢), sc obticne

B /O R )

1 oF ()
TR~ g

) YK 4+~ =0,

entonces 1 oF
"':' — —‘- § 41~ r— T v =
- I [ J(I)P(f)c')[\' 464 4 (r — w)y K
por tanto

LS u)ory v
N o= 7[7 t 6 — T - I(I)OI\] 4 (v — m)IY, (VI.2.14)

recordemos cue los precios relativos son constantes en el ticmpo, cntonces la ecuacién
(V1.2.14) cs una cenacidn dilereneial lineal con coeficientes constantes en IV, es decir

Al 1 . p(l) OF

= 2 H = - sy = = " —_ .

7 A+ BK donde A > {1 4 50) o B=@r-7n)>0
La solucidn de la ceuacién diferencial en K s

. A
- 13t
=cc? — = Vi
K =cc i (VI.2.15)

donde ¢ es una constante que sepuede determinar si existen condiciones iniciales, si ¢ 0
entonces I{ sigue una traycctoria exponencial en la cual (después de un tiempo) el valor
absoluto de la inversién crece a una tasa exponencial.
La solucion de la cenacion diferencial de primer orden (VIL2.15) es
K(t) = = L, +C
i) = —C - 1
B B ’
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donde C; es una constante a deberininar de las condiciones iniciales, en este caso K(0) =

Ify. Sustituyendo en‘ln expre nterior, pura # = 0 se tiene

entonces, €| = I\'(O): = 5. Pc;‘
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V1.3 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO
DE CONSUMO-INVERSION

Para la solucién de los siguientes problemas se aplica la téenica de Céleulo de Varia-
ciones citada cn ¢l capitulo cuatro.

VI.3.1 PLANTEAMIENTO
El planteamiento del problema os ¢l siguiente:

Maximizar / e~ U K(1) + o(t) — K(£))dt,
. 0

sujeto o K(0) = Ko,
C(t), continua por pedazos.
VI1.3.2 SOLUCION
Dado
J = A&F(t,f\'(L),If(L))(lt
=/nwc""U(rI\’(U+'u(t)——f\'(f,))(1t, (VI31)

se calcula

Fi = c™HU(C(8))r,

Fier = =M U (C(1)).
Entonces la ccuacidn de Euler os
]
(;—I[——c—"'U'(C"(:‘.))] = =P U () (V1.3.2)

Para facilitar la interpretacion se integra la ccuacion (VI.3.2) sobre un pequeiio intervalo
de tiempo

&
cTPtU(C()) = / TP (O (s))rds + cTPUHEAUNC(E + A)). (VI.3.3)
Jit

En el optimo cl individuo no puede incrementar su utilidad cambiando el consumo de un
peso marginal a otro tiempo. La utilidad marginal del consumo al tiempo ¢ (lado izquierdo -
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de la ccuacion (VI1.3.3)) tiene que ser igual que la utilidad marginal descontado obtenido
por posponer estc consumo al tiempo ¢ 4+A {lado derecho de la ceuacidn (VI1.3.3)). Note
también que en el caso de que se aplaza ¢l consumo, sc obticne ganancias de un peso a
una tasa r las cudles se pueden consmmir. Como un peso murginal consumido al tiempo
s contribuye utilidad marginal de U'(C(s)), una fraccion r de cste peso contribuye la
utilidad »U’(C(s)). Por tanto ¢l primer término a la dereclin de la ccuncién (VI.3.3) es la
utilidad marginal descontada que se obticne durante ¢l periodo de aplazamiento. Al final
del periodo de aplazamicento se¢ consunie ¢l peso y se ticne la utilidad marginal U/(C(14-A)).
El segundo término a la derecha de la ccuacion (V1.3.3) es la utilidad marginal descontada.
Ejecutando las difcrencinciones indicadas en la ecuacion (V1.3.2) se obtiene

liged

o =reoe (VI.3.4)

El cambio porcentual de la utilidad marginal es igual a la tasa de interés menos la tasa
subjetiva intertemporal de descuento. Como =U" /U’ > 0 por hipétesis, la solucidn dptima
estd caracterizacda por dC/dt > 0 siy s6lo si v > p. La trayectoria de consumo dptima
crece si la tasa de interds » es inds grande que la tasa subjetiva intertemporal de descuento
p. (Un individuo paciente consume poco ahora para que el capital erezea y para que el
consumo sca mayor en el futuro.)

Si sc especifica la forma funcional de U se puede decir mds. Sea U(C()) = In C(2),
v(t) =0 para 0 £ ¢ < co. En este caso la cecuacion (VI.3.4) se transforma en

CC =r—p. (VI1.3.5)
Integrando y sustituyendo en la ccuacion (I1.3.1) se obticne*
K'(t) = r (1) = —C(t) = =C{0)e =M1, (V1.3.6)
Integrando la ceuacidén anterior *¥,
K(t) =" (e — CO)1 -]},
aplicando la condicién de frontera () = Ky, sc tiene '
Kty = " (Ky + C0)(1 — ™). (VI1I.3.7)
Entonces se obticne i siguiente funcidn para ¢l consumo

C(t) = pel™=P'C(0). (VI.3.8)

* La solucion de la ccuacion diferencial y'=—ay cs y=ce™"*

. . . - " a ¢ ) x
** L solucidn de Ia ccuncion diferencial Hpa(r)y=fr) o5 y=c f beld (c+/cf"(r) LJ'(.::)tl::).
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VI1.3.3 PLANTDAMIDNTO DDf LA
LEMA

EXTENSION DEL PROB-

El plantcamicnto del problems ¢

’I‘ s ,‘
Maximizar /n {r:“”'U(rK(t)+z (1) + ()W (I (2))F'(¢)}dt,

sujeto o K(0) = Ky,

c@), continua poi

VI.3.4 SOLUCION
Dado

7_/ ot 1\(1‘), I\(f)):h‘

= / {c"”U(rI\'(t) + v(f.) - '1'\'(1.'))[1 — F(1)] + a()W (K (£))F'(£)} ¢, (VI.3.9)
Jo )

se calcula

G = e~ "UC(t))r(1 = F(1) +a(t)W' (N (1))F'(1), (VI1.3.10)
y
G = —e7PNU(C(O)1 = F(1)). (VI.3.11)
Se obtiene la signicnh, cenacion de Euler
(= pUce) (C{1)) = e ()W (I (1))
o0 =~ o (S N
donde )
m(t) = T=Fo) (V1.3.13)

es la densidad condicional de la probabilidad de morir al tiempo ¢ dado la sobrevivencia
hasta csta fecha:

En cl caso de que la herencia no produzea utilidad, ¢s decir at) = 0, la ecuacién
(VI.3.12) sc transforma o
u'(C))
unce))’
de aqui se puede ver que el efecto de inscguridad sobre el tiempo de la vida es igual que
un incremento en la tasa subjetiva intertemporal de descuento p. Mids especificamente, la
inscguridad del tiecmpo de la vida inerementa la tasa intertemporal de descuento de p a
p+ F'(t)/[1 — F(¥)] = r +m. Este cfecto se tiene también en el caso a(t) > 0. Como T es
fijo y (1) arbitrario, la condicidn relevante de transversalidad cs
Frolp = —c="TU(C(T)HL - F(T)] = 0. (VI1.3.15)

Pero como 1 — F(T) = 0 por hipdtesis, la ccuncién (VI.3.15) no proporciona informacién
nueva.

C't) = —~(r — p—~m{t)) =rrris (VI1.3.14)
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VI.4 SOLUCION DEL MODELO DE ASIGNACION
OPTIMA DE CREDITOS EXTERNOS PARA
INVERSION Y CONSUMO

Para la solucion de este problema se aplica la téenica de Control Optimo citada en el
capitulo cuatro.
VI.4.1 PLANTEAMIENTO

El planteamicnto del problema os ol signiente:

.
Maximizar / cTPU(L — wft)in(t)]dt,
Jo
sujeto o f\'(l) = m(t)u(t),
IK(0) = K,
K(T) = Ky,
-
K(0) < Ky < K(0) + / m(1)dt,
Jo
u(t) € [0,1).

VI.4.2 SOLUCION

Primero sc formula el Hamiltoninno

H o= que™ UL = a(2))in(t)] 4 q(Du(d)rn{l). (V1.4.1)
La condicidn de primer orden i:'# = 0, implica que en ¢l midximo
=PI — w(2))s
o(1) = qoe” P U'[(1 u(f))m(t)]. (V1.4.2)

m(t)

Ademds, se satisface la condicién de segundo orden porque Hy,,, = goe™ P U"[(1~u(t))m(t)]
< 0 (como U" < 0), entonces ¢l Hamiltoniano es céoncavo en u. La condicién adjunta es

OH
() = ——= = 1.4.3
q(t) = —5r= =0, (VI4.3)
y la condicidén de frontera

oT)20 (=0 si K*(T)>Ly). (VIa4) -
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Diferenciando (VI.4.2) con respecto al tiempo sc tiene-

)= goe= P [m(E){—rU’ — (i(2) — w(t)m(t) — h()u(t)U"} — m()U']

q(t IO (VI.4.5)
Sustituyendo la ccuacion (V1.4.3) en (VI1.4.5) sc tiene
w(t) = [(1 = w(t) () U" - [7- + :E:;] U (VI1.4.6)

Por el principio del méaximo las trayectorias u” y x* son éptimos si satisfucen las siguicntes
ecuaciones diferenciales

w(t) = [(1 = w()pi(t)U" ~ [,. + ’;’-(i)] U,

m(t) (VI.4.7)
I;'(t) = m(t)u(t).
A continuacién sc hacen los siguientes supucstos:
m(t) =1,
m(t) = 0, (VI.4.8)
p=0,

VI1.4.3 PLANTEAMIENTO BAJO LOS SUPUESTOS (V1.4.8)

El planteamicnto del probleima cs cl siguicnte:

-
Maximizar / U1 — u(t))dt,
40

sujeto o K(t) = u(t),
K(0) = Ky,
K(T) = K,
K(0) < Ky < K(0)4+ T,
u(t) € [0,1).

VI1.4.4 SOLUCION

Se suponc que (IL*(t), u*(t)) resuclven el problema plantcado. Segin el teorema del
méximo de Pontryagin existe una constante ¢p y una funcién continua ¢(t), tal que

(q0,9()) # (0,0), paratodo t€ [O,T], (VI.4.9) | o

104



(VI.4.10a)

(VI.4100)

La condicién para cl maximo s’

Hy = —qU'(1 ~u(t)) +e¢, (VI1.4.11)
y comoé Hyw = qol7"(1 — ) € 0 ¢l Hamiltoniano es coneavo en . Existen tres casos que se
tiene que considerar; cada uno dibujado cu 1o Fig.4. Si u*(2) = 0 entonces por la ecuacion
(VI1.4.10a), H, no pucde ser > 0 para.w = 0, por tanto —qU’(1) +¢ < 0. Si w*(2) € (0,1),
entonces Hy, = 0 y por tanto golU'(1 — w* (L)) = ¢. Al final, si w*(¢) = 1, entonces H, cs
2 0 para u = 1, por tanto —goU'(0) 4+ ¢ > 0. Resumiendo

0 = ¢ < qU'(1),
w'(t) = €(0,1) = qlU'(1-u*(1))=c (VI1.4.12)
1 = qU"(0) < ¢

Se afirma que qq = 1. Supdngase que por ¢l contrario, ¢y = 0. Entonces usando (V1.4.9) y
(VI.4.10D) se pucde ver que H, = ¢ > 0, asi se maximiza ol Hamiltoniano para v = 1 para
todo . Entonces por las tres primeras restricciones del planteamiento sc obtiene Ii(t) =
t + I{p, por tanto de o pemillima restriccion del planteamicento K(T) =T+ IK(0) > K.
Pero de acuerdo a la ccuacidn (VI 10L) esto implicaria que A(T) = ¢ = 0, contradiciendo
la ceuacion (VI.4.9) parat =T

Ya que gp = 1, H = U(1 — u)+ cu cs estrictamente codncava y tiene un punto maximo
tnico # que es independiente de . Aqui w* (1) = & para algin @ € [0, 1]. @ = 0 es imposible
debido a las primeras tres restricciones del planteamiento ya que IK(2) = Iy, y por tanto
K(T) = Ly 2 Ky, contradiciendo la. peniltima restriceion del plantcamiento. Como
it > 0, por la cenacidn (VI4.12) no os posible que q(4) = ¢ = 0. Por tanto sc obticne de la
cenacion (VI.4.10b),

L(T) = K. (V1.4.13)

Se puede concluir que no consumir nada de la ayuda ccondmica no es éptimo. De hecho,
si & = 0, entonces dc las primeras restricciones del plantcamiento, A™(¢) = ¢ + Ky y por
tanto W*(T) = T + Ky se puede ver que ésto es inconsistente con la peniltima restriccion
del plantcamiento y con la ceunacidon (V1.4.13) Por tauto & € (0,1) y por las tres primcras
restricciones del planteamiento, 2*(t) = wy 4 @t, entonces a*(T) = ag + #l. Usando la
ecuacion (VI1.4.13) se puede ver que,
T

=, (VI.4.14)

ut(t) =1 =

a*(2) = a0 + -7——1—%2)‘ (VI.4.15)
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(a) v =0 maximiza H

() u =« maximiza H

(c) v = 1 maximiza H

Fig.4
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VI.5 SOLUCION DEL MODELO MAXIMIZACION DE
BENEFICIOS DE UN MONOPOLIO

Estc modclo scri resuclio por medio de la téenica llamada Cdlculo de Variaciones
citada cn ¢l capitulo cuatro.

VI.5.1 PLANTEAMIENTO

El plantcamicento del problema es ol signiente:

.
Maximizar / T PO ap(t) 4+ bp(k) 4+ ¢] — wmfap(t) 4 bp(t) + ¢]?
0

— nlap(t) + bp(i) + ¢} — k)dt,
sujeto a p(0) = pa,
p(T) = pr.

VI.5.2 SOLUCION

Dado.

1) = [ " Pty pyt = [ " e 1) 4+ bi() + ] = mlan(t) + bi(e) + o
’0 Cfap(t) - (1) + ] — Kt
= / " D)+ B + eplt) ~ e (D)) — mabp()()
Z aaeplt) = mabp (1) = mbE ()Y — mbe(t) ~ macp(t)
— mbep(E) — mie® — nap(t) — nbp(t) — ne — kjdt
=/ " (1~ ma)(p())? (e ~ 2mac — na)p(i)+

(b~ 2mab)p(t)p(t) — (2mbe + nb)p(t) — mb*(H(2))? — mc?
- nc — k}dt.

La ecuacidn de Buler es,

o) (O g
op T op -
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entonces

F(t.p,0) _ -, I DD e ’
g_((')pw = [Zu(lr—irvna.‘)p(f)’-i- (ei=2mac —na)+ (b~ 2177.(L1))1')(t)} , (VI.5.1)
QI%ZQ =c " [(b = 277#&()1’50) . : 2;1:7.11(:‘—4 nh = 21‘11»1)2])(1.)] )
d

T (-a—l—r%> = '((l_ll {c—"'[(b — 2rnal))p(t) = 2ithe = nb — '.2771.1;""]')(t)]j|
5 ‘

= e (b = 20ab)p(t) = 20b5(2)] + (b~ 2emab)p(t) — 2mbe
—nb = 2mb* p(t) e (=)

=c " [[(h — 2rmab)p(t) — 2mb?i(1)] — r[(h — 2mab)p(t) — 2mbe — nb
—217’1.11"'])(!,)]] . (V1.5.2)
sustituyendo (VI.5.1) y (VI.5.2) en la ceuacion de Euler, se tiene

et [2(1(1 —ma)p(t) + (¢~ 2mac — na) + (b — ?,mub)[)(t)] =" [[(1) - 2mab)n(t)

— 2l j(t)] - »[(b = 2mab)p(t) — 2mbe — nb — 2771()213(1!)]] )

2a(1 — ma)p(t) + (¢ = 2mac — na) + 2mbp(t) — bp(t)r -+ 2mabp(t)r

+ 2r1abe 4 rod + 20mb?p(t) = 0,

H2mb*] 4+ POl ] + p(2)[2a(1 — ma) — br + 2malr) = —=2rmbe — rnb

+ 2mac 4+ na —c.

Por tanto, se obticnce la siguiente cecuacion diferencial de segundo orden

B(t) + B(E)r + p(t)

2a(l —ma) + »(2mab = 1)) [2m{ec = ber) +nla=br)—c
2mb? B 2mb? ’
(VI.5.3)

y su solucidn general es de la forma

plt) = pelt) + pylt),
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donde p,(f) cs una solucidn particular y pe(t) su solucién complementaria. La solucién
pe(t) se obticne al considerar la ccnacidn diferencial homogénen, para cste caso las raices
de la ecuacion caracteristica son:

Ve TNy 1_-'_ 2a(1 — ma) + r(2mab — b)
T 4 (2mb?*) ’

por lo que

_;+‘\/ﬁ_2ufl-mn -«r'(',‘mul»-h )I (_;_ ,_-'1_+7r| 1—1ma F!annln-lv)l
H ) 2oit . E
pc(f') = C'lc( {(2mb2) + CQC 2 J (2ms?)

¥ la solucidn particnlar es

)

2ni{ac — ber) Fula - br)y—c
2a(1 — ma) 4 r(2mal — b)

pp(t) =

Por tanto, la solucidn general de la ceuacion diferencial de segundo orden (VIL6.3) es

54/
p(t) = Clr;( ‘

b ‘i_‘_?u Vo vnadrizimab=b}
) + Cf"n(! 2 - tzrit?d)

2n(ac—her) +nla —br) —
2a(1 — ma) + r{(2mab — b)

(2mh

- :n.(x-mr.1+rn...uh-l,))I
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VI.6 SOLUCION DEL MODELO DE
ANALISIS DE DEVALUACION

Para la solucion de este problema se aplica la téenica de Céleulo de Variaciones citada
en cl capitulo cuatro.

VI.6.1 PLANTEAMIENTO

El plantcamicnto del problema es ol siguiente:

o0
Maximizar / e U () e (£))elt
L

sujcton [ et/ +mioldt =+ [ e /ol
[} JH)
I}(O) = I}().

VI.6.2 SOLUCION

Las condiciones necesarias de un miximo se obtienen diferenciando el Lagrangeano

L= ula(t), m(i))e™ " — ) -———:"(t) (1 __"'—;',i(—t—) —rt
wla(t), m(1))e A ([1‘“) +m(t)|e ])(t)c R (VI1.6.1)
con respecto a (L) y m(t) (para todo 1), Istas condiciones son:
U (a(t)ym(tNe™? = -——(\1—)(:—"’, (VI1.6.2)
]I .
U (2(2), (1)) ™" = Ae™"". (V1.6.3)

Junto con la primera restriceion del planteamiento se puede usar las ecuaciones (VI.6.2) y
(V1.6.3) para derivar las trayectorias dptimas del bien importado, m(t), del bien exportado,
2(), ¥ ol precio sombra de la riqueza al tiempo 0, A, Para este propésito se supone que p,
la tasa subjetiva intertemporal de descuento, es igual a », la tasa de interés del mercado
de capital internacional. Ademas, se supone que la funcién de utilidad esté adentro de las
funciones dec utilidad con aversion relativa al ricsgo constante,

(,:unll-—a)x—l{

1-R !

donde R > 0y 1 > a > 0. El cocficiente de aversién al riesgo R determina la curvatura
de la funcidn de utilidad.

U(e,m) = (VI.6.4)
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Si R =1, entonces U() m) =a 111( o (1 = lu(m)
El precio sombra’ $ptimoy la traycctoria uptmm de consumo se caleula como sigue.
Como p = r (por suposicién), las 5:(V1.6.2) - (VI.6.4) implican que

AW anlt)
W) (1 —a)’

De las ecuaciones (VI.6.3) a (VI.6.5) sc concluye que

1___“ /R (\‘])(ﬁ) o(i~I)/R

Ahora sc suma () a ambos lados de la ccuacidn (VIG.5) y se obtiene

&(t) RION
(];(i)) (1) = 1-ao) (VI1.6.7)

De la primera restriceion del planteamionto y las cenacidnes (VIL6.7) y (V1.6.6) se obticne

el valor sombra éptimo
It
%/ ap(i)\ SR
(1 — a,)l——l{ {/ (1‘1)( 3) C_'l(“
Ju -—aQ

(VI6.5)

v

A= p m (VI1.6.8)
[[1() + / <M>C_"I (lt]
Ju p(t) K
De las ccuaciones (VI.6.6) y (VI.6.8) sc obicuc la traycctoria optima de 1(t)
Ty
(1-a) {bn + / (L ¢t a(1=1/R
S0y = . it} ap(t)
(1) = e RO (1 "o (V1.6.9)
ap(t) et
—_ ¢t
Jo l-a
y sustituyendo la expresion anterior en la ceuacion (VIL6.5) se tiene
Ty -
1 - ) [I:(, 4+ / ( =t (a(1—= )/ R)+1
~ t p(t
’L(f) = il P( ) (;\1)( (2) (VI.6.10)

= ' a(1—=R)/R
() ]
Ju -

El precio sombra es por la ceuacion (VI.6.8) una funcidn de las trayectorias esperadas del
ingreso y(t) y del prccib de exportaciones entre ¢} precio de importaciones p(t); por lo tanto,
lo misimo es cierto para ¢l consumo, Cualquier cambio no anticipado en estas trayectorias
va a causar un nuevo nivel de A. Un cambio 1o anticipado en las posibilidades de consumo
(primera restriccidn del plantcamiento) implica que las cconomias domésticas tienen que
revisar el nivel descado de consumo para oste instante y las tinyectorias planeadas de
consumo para el futuro.
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VL7 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA
CORRIENTE Y TIPO DE CAMBIO REAL

Los primeros dos plantcamientos se resuclven por medio de la téenica Cilculo de
Variaciones y ¢l tereer planteamicnto por medio de Control Optimo.

VI.7.1 PLANTEAMIENTO

El planteamiento del problema es ¢l siguicnte:
oo
Maximizar / ufe(t)e™""dt,
<40

sujeto a / -+ (1) — ()1 + ai(@))]e™ " dt = —a(0),
0
a(0) = ay

VI.7.2 SOLUCION
El L:.lgrmxgcn.no del correspondiente problema variacional estd dado por
Lle(t), N} = {u](c(®)]) + My + g(8) — e + «i(t))} }e ™™, (VI.7.1)

donde A es ol multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion (11.7.4). Estamos también
suponiendo que la restriceidon (IL7.9) es activa, equivalentemente estamos suponiendo que
(%) > 0 para toda ¢

Ahora bien la condicion de primer orden (condicidn necesaria de optimo, ecuacién de
Euler-Lagrange) del problema de maximizacion resulta ser

AL+ 0i(d)] = (#)77, paratodo v > 0. (VII.7.2)

Esta condicién nos dice que “La wiilidad marginel del consumo es igual o su precio mul-
tiplicado por ¢l precio sombra de lo riqueza ", Se entiende que el precio de ¢ft) es igual a
su costo de produccién (=1) mis ¢l costo de oportunidad de mantener un nivel de saldos
monetarios reales m(t). ’

Note que ¢l precio sombra de la riqueza satisface

Q\_ _ A',C(t)—(‘v-l-l)

0> 5e=- 1+ ai(2)]

para toda vy > 0.
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Usando la ccuacidn (I1.7.2), se tiene que en el intervalo [0, T]
e(t) = {A[L + afey + 1)}, “paratoda ¥ >0, (VI1.7.3)

con lo cual ¢(2) permanece constante en dicho intervalo, digamos, e(¢) = ¢p. De la misma
forma, si en (VI.7.3) sustituimos eq por €, obtendremos que también ¢(¢) permancce
constante en ¢l intervalo (7', 00), digamos, e(#) = ¢;. En consccuencia, de la ecuacidn
(VL.7.2) sc tiene que )

Ad: A1+ alen + 1)) = e {ML 4+ ale +7)]}7. (VI1.7.4)

Esta ccuacion nos dice quie “ La wlididad warginal del viltimo peso gastado en ¢y es la misma
que 81 se hubicra gustedo cn ¢y . También observe que la tasa marginal de sustitucidn
entre ¢p y ¢, poermanicce constante,

Ahora. bien, de Ia restriceidn para la cconomia, (I17.18), se tiene que

v T =
B0) + 1— = / coc” et 4- / ere” e, (VI1.7.5)
0 T .
con lo cual
BB: ¢ =[yt)+rB(0) - ol 4 ¢ (VI1.7.6)

En la Fig. 5 graficamos la restriceion presupuestal de la economia representdndola
por BB. Note que
ey

dey

=1=¢7T

B

<0.

La condicion (VI.7.4) representadda por ALl apirece tambidén en la grifica 5. Es importante
notar que lo a lo largo de A, ¢y > ef, ¥y que ¢p < ¢ Note también que

ey _ {1 + aley - r)}"L >0

;l—(; /\A— 14 (e +7)

La interseccidn de BB con la recta o 45 grados nos proporciona el producto nacional
bruto, PN By, al tiempo ¢ = 0. Diclia interscecion se aleanza en

co =y -+ 7B(()) = GJ\IP().
Observe cue si la tasa de devaluacion fuera, para sicmpre, constante, es decir, si T = 0,

entonces
¢y = ¢y =y rB(0).
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Por lo tanto un cambio de una vez por todas en la tasa’ de devaluacién no presenta
cfectos reales. ’ Lo e

Si sc espera que la politica monetaria fuct temporal, es decir, 51 0 < T < oo, entonces
0> ¢ —cy= [y — o +rB(O))e"!

con lo cual se genera un déficit en cuenta corriente en el periodo de transicién [0, T).
Después de T la cucnta corriente se va a balancear, el nivel de consumo disminuye, y este
nivel es menor que cn ¢l caso en que s espera que la politicn monctaria fuera permanente
(i.c., cuando € cs constanle en [0, 00)).

VI.7.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION

El plantcamiento del problema es el signiente:

Maximizar / w{F(e,(t))]e™""dt,

0
sujeto a /m{y + g(t) = Fle(t))1 + ai(t))]e™ " dt = —a(0),
o

a(0) = ay

VI.7.4 SOLUCION

Manteniendo todos los demds supuestos de la scecidn anterior, la condicidn de primer
orden del problema de maximizacion de utilidad (ccuacién de Euler-Lagrange), estd ahora
dada por

M+ oi()e ()71 = [e D)0 7(1 - 9)7. (VI1.7.7)
Observe que cuando 8 = 0, obtenemos (VI.7.2).
Si volvemos a tomar una politic de Ia forma

€, para 0<t<T,
e(t) = 0y 1 < (VI.7.8)
¢y, para t>T,
con € < €, tendremos de mevo que
s Dara t € {0,T],
ety =4 ! (0. 7] (V1.7.9)
¢y, Dpara t € (T, 00).
Utilizando (VI.7.7), obtencmos que
Adr cpo{ M1+ a(eo + r)c_,‘,,”]}?" = e {A[l + ole) + r)c_:']"])%, (VI.7.10)
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donde ¢ = —[fy = 8 = 7]. Procediendo conio fuibes, también se obticne que
BB : ey =[y(t)+7B(0) — can)e™ + can. (VI7.11)

Ahora podemos llevar a cabo un andlisis similar, cmpleando la misma Fig. 5. Por lo tanto
al disniinuir 7" tenemos que en el nuevo equilibrio e, ¥ €41 serdn mayores. En consecuencia,
los precios relativos P(1) = [c4(#)]? aunentan en [0, T}, y por lo tanto el tipo de cambio
real se estd apreciando en [0, 7). Euntre mds pequeiio es T mayor cs la apreciacién del tipo
de cambio real.

Paodemos decir algo mis, despuds de I° el tipo de camibio real se va a depreciar por
abajo del nivel que si e(#) hubiera permanecido constante en [0, 0o).

VI.7.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION

E] planteamiento del problema. es ol signiente:

o
Maximizar / wle(t),in(#)])e™"dt,

Jo
swjeto o a(t) = ra(t) +y 4 g(t) — c(E)(1 -+ ai(t)),
a(() = ay

VI.7.6 SOLUCION

El Hamiltoniano esti dado por

I

Hic(t), m(t), M0)] = uf(a(t),2o(0))e™"" 4 M) {ra(t) + y + g(£) — e(t)(1 + aift))}
w[(e(t),m@)e™ 4 MY {ra(t) +y + g(t) — e(t) — m{t)i(2)}.

(VI.7.12)

i

Las condiciones de primer orden estin dadas por
H.=0, H,=0, \t)=~H,, Hx=2ét),

de donde sc tiene que A(¢) = A(0)e~"". Twnbién obtenemos que para toda R > 1

I—:v)l~lt
= \(0),

(1- n’)(c"ﬂll_" )1 -1t

m

a(cTm

(VI.113)

= MO0)i,
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de donde )
(1—a)
m = ———

- (VI1.7.14)
e . ai
Si sustituimos (VI.7.14) ‘e lwiprimera ceuncion de (V1.7.13), encontramos que para

toda R >0 g e

L {(y.(l - rr)(l—")(l—li)}-,‘z

c= = {— .

S A i

Si de nuevo volvemos a tomar una polftica de la forma

0 e, parn 0<t<T, VI.7.15
Y o
e, para t> T, ( :

con €g, €1, obtencemos
A4 co = &

(t=e)(1=i)y % (—a)(t—1)y &
i3 l=n o I—a
{,\(fl(l'+'g)) } {,\(n(r-(-r,) }

inmediatamente se obticne que eg > ¢ y tenemos la misma situacion de la Fig. 5.

También se podrfa proceder considerando en forma mds general la funcidn de utilidad,
u = u(c, m), escribiendo
o [e(2), 100(2))
we[e(t), m(t))
lo cual éigniﬁcu quec “La tuse marginel de sustitneidn enire seldos monetarios reales y
consumaos es igual al costo de oportunidad de mantener dichos saldos.”
Dcfiniendo ahora

= i(4), (VI.7.16)

Tle(t), m(8), i(t)] = wne(t), ()] — (L) e(t), m(t)] = 0. (VI.7.17)

entonces

Uy =t — fhye < 0,

con lo cual estamos en posicidn de aplicar ¢l Teorema de la funcién implicita a ¥, Por lo
tanto existe, al menos localmente, una funcién L, tal que

m(t) = Lle(t),i(t)].

Esta funcion satisface

L, = ?ﬂ = — e 0
de 0,
Y om0y
i= ~TI;‘-; <
ya que :
W =t =~ ttiey < 0, W = e —tee >0, Ti=—uc<0.
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Por lo tanto, podemos escribir una de las condiciones de primer orden como

o8, Lle(i), i) = A,

(VI.1.18)
y como i(t) = 1;(1‘.) + ¢(t), g;ltoxlccéﬁnklcinos recscribir (VL7.18) de la siguiente forma

AA :‘:‘; Fle(t), e(t)] = ucle(t), Lle(t), r + (£)]] = A. (VI.7.19)

Si de nucvo volvemos a tomar una politica de la forma (VI.7.15), vamos a obtener que

e(t) ={ co, para t € (0,7,

. (VI1.7.20)
e, para 1€ (T, 00).
Note ahora que a partir de (VI.7.19)

0> fole(t),e(t)] = wele(t), L{e(t), v + ()]} %

De nuevo csha condicion nos habilita para usar ¢l Teorema de la funcién implicita, con lo
cual

Por lo tanto, tenemos una curva como la de 444 y como
. .

BB [y(2) +B(0) — cole"” + ca,

¢y =

sigue siendo vilida, todas las conclusiones anteriores se matienen.
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VI.8 SOLUCION DEL MODELO DE
APRENDIZAJE SOBRE UTILIDAD

Para la solucion de los siguicntes problemas se aplica la téenica de Control Optimo
citada en ¢l capitulo cuatro.

VI.8.1 PLANTEAMIENTO DE APRENDIZAJE CON MINIMA
ENTROPIA CRUZADA.

El planteamicnto del problema es ol siguiente:

Minimizar H(n,p) = / m(#)log =(6) df,
Jo P

»(6)

'/ﬁ(())(m= 1,
JO

sujeto a

/ ap(0)m(8)ll = ay, hk=1,2,..,m.
S

VI1.8.2 SOLUCION

La condicidn de primer orden (condicidn nccesaria de éptimo, ccuacién de Euler-
Lagrange) del problema planteado esti dada por

w (Blaa(p)) = ;»(ﬂ)vxp{ — Ao = 3 Avan(8) }

k=1

1— / 7*(8)dd = 0, (VIs.1)
J©

/(ﬁ.k - (B)) T (8)df =0, k=1,2,...,m,

JO

donde Ag, A1, .eey A, son los multiplicadores de Lagrauge asociados a las restricciones.
Sustituyendo 7% cn las condiciones de primer orden restontes en (VI.8.1), encontramos
que )

0=\ — log{/ p(8) 1‘[;{;,5"&-%”%19},
(9]

(VI1.8.2)
0= / OEETNC)] 1-[;:':1(:—’\“""(0)(19, =1,2,...,m,
(o]

cl cual ¢s un sistema no lineal homogéneo en las variables Ao, Ay Ay
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Cuando la integral que define a Ag puede resolverse, entonces los demds multiplicadores
pueden encontrarse a partir de las siguientes relaciones (ver Venegas (1990a))

[0

122Y8

= -, k=1,2,..,m. (VI.8.3)

VI.8.3 PLANTEAMIENTO DE APRENDIZAJE CON MAXIMA
ENTROPIA

El plantcamicento del problema es el siguiente:
Maximizar H(rw) = —/ w(8) log w(60)d8,
®

/7\'((})(10 =1,
S

sujoeto a

/uk(())rr(())(lé}z i, h=1,2,...,m.
/e

VI1.8.4 SOLUCION

La condicidn de primoer orden del problema planteado esti dada por

i
w0l = esp{ o o 3 Mwats) .

k=1
1- / T (8)df = 0, (VI1.8.4)
4O

/ lix — ap(O))=*(6)d0 =0, k=1,2,..,m,
o)
donde Ag, A1, ..y Ay son los multiplicadores de Lagrange asociacdos a las restricciones.

Sustituyendo 7* en las condiciones de primer orden restantes en (V.8.4), encontramos
que

0= My + log{ / H;:':Ic'\"““(”)(l()},
Jo

0= /[u.k(()) — ag)p(8) Tl ™ Ddg, k=1,2,..,m,
@

(V1.8.5)

el cual cs un sistema 1o lineal homogéneo en las variables Mg, A,y Ay
De nuevo, cuando la integral que define a Ay puede resolverse, entonces los demds
multiplicadores pueden encontrarse a partir de las relaciones
9\
ANk

= —iiy, E=1,2,...,m. (V1.8.6) .



V1.9 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA
CORRIENTE Y TIPPO DE CAMBIO REAL
CONSIDERANDO EFECTOS DE
APRENDIZAJE

Los primeros dos planteamicntos en este modelo se resuelve por medio de la téenica
llamada Calculo de Variaciones y el tercer planteamiento por medio de Control Optimo.

VI.9.1 PLANTEAMIENTO

El planteamiento del problem. os ol signiente:

Maximizar /”m{/u[((:‘)l‘)](lp(‘r)} ~rtd

sujeto a / [+ gty — e(t)2 + ai(2))]e™ " dt = —a{0),
Ja

a{0) = ay.

VI.9.2 SOLUCION

El individuo representativo desea determinar la trayectoria de consumo que maxim-
ice su utilidad esperada, V(0), dada en (I1.9.1), sujeto o lus restricciones presupuestal
y cash-in-advance, (IL.7.4) y (I1.7.9), respectivamente. En cuyo caso el Lagrangiano del
correspondicnte problema variacional estid dado por

. ()=
Lic(2), ) = [ {'y = 1} loge(t) + P{y #1 }-—————;7 + My + g(8) — c(8)(1 + cxz(t))}] —rt.
(VI9.1)
donde A es ¢l multiplicacdor de Lagrange asociado a la restriccidn (11.7.4). Estamos también
suponiendo que la restriccion (I1.7.9) es activa, cquivalentemente suponemos que #{(t) > 0
para toda t.

Ahora bicn la condicion de primer orden ((ondluon necesaria cle dptimo, ecuacién de

Euler-Lagrange) del problens de maximizacion resulta ser

Ml+ai(8)] = Py =1}e()7 +P{vy # 1}e(t)™. (V1.9.2)

Esta condicién nos dice que “ La wiilidod maerginal esperada del consumo es igual o su precio

»

maultiplicado por ¢l precio sombra de la tiqueza ”, Se entiende que el precio de et) es igual

121



a su costo de produceién (=1) mis ¢l costo de opmhuudud de mantener un nivel de saldos
monetarios reales m(t).

Vamos a denotar esta utilidad umlg,m.ll (sporn‘d:\., en forma breve como

Buy = ()™ [P{“( =1} + P{y £ 1}e(t) 7]

Usando la ecuacién (V1.9.2), s¢ tiene que en el intervalo [0, T,

Buy = M1 4 a(en +1)], (VI9.3)

con lo cual Bu, permancee constante cu dicho iutervalo, digamos, Eu, = Eug. De la
misma forma, si en (V1.9.3) sustituimos e, por ¢y, obtendramos que también ¢(t) permancee
constante en el intervalo (T, 00), digiunoes, Fu, = EFuy. En consccuencia, de la ceuacion

(V1.9.1) sc tienc que

Ly Euy

A = .
(14 afeg 4] [1+ale + 1))

(VI1.9.4)

Esta ccuacion nos dice que © Lo wtilidud marginal esperada del wiltimo peso gastado en ¢
es la masma que si se hubiera gastado en ¢ .

Ahora bien, de la rvestriceion para la cconomdia, (11.7.18), se tiene que

) y T oo
' BO)+ = = / eye ™ dt - / ere”"dt,
. r Ju .

con lo cual
BB e =[g(t) +rB0) - ¢l ca. (VI.9.5)

En la Fig. 5%, tomada de Calvo (1986), graficnmos la restriceién presupuestal de la
economia representiandola por B3, Note que

(]C] o8

=1-c"

< 0.
deg |y,

Para que el individuo pueda determinar un equilibrio entre 4.4 y BB, se requiere que
A4 tenga una forma funcional ¢j = f{ey). Para dsto, es necesario que el individuo recurra
al proceso de aprendizaj

El individuo después de consumir las cantidades que maximizan su utilidad esperada
descontada, puede aprender gue:
() P{1£1} =0,
Gy P{y=1}=0,6
(i1} seguir indeciso.

* La figura se encuentra en la seeeidn VL7
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Las correspondientes soluci iones (lo nmum v
() P{y#1} =0, P{y=1} =
@) P{v#£1} =1, P{y= 1} ~()_
i) P{y £ 1} =5, P{y = 1} =1
que cl individuo asigua en base s
En ol 1dltimo caso, ol m(hvuluo migvo dentro del proceso de
aprendizaje. ; e

En los dos primcros cisos 1.\ ('ondx

ML 4 @i(t)] = e(®) 77, Lﬁtéﬂdid() de 7.

tor
El precio sombra de la riqueza ahora’ 5

Q:\. _ —7(:(/.)“"’*‘”
0> 56 = U +oin

para- enalquicri.que’sca ol valor aprendido de

Note que ahora la ceuncién (VI.0.4) tomi la forma

A4 M4 aleo +m7 = {A[L+ ale +1)]}7. (VI1.9.6)

Por lo tanto la tasa marginal de sustitucion entre ¢y y ¢; permancce constante.
La condicién (VI.0.6) representada por 4.4 aparcce también en la Fig. 5. Es impor-
tante notar que a lo largo de Ad, co > ep, yo que ep < ;. Note también que

i
_ 14 ov(eg41) 17 > 0.
A 1+ afey + 1)
La intersceeion de B3 con la vecta a 45 grados nos proporciona el producto nacional
bruto, PN Dg, al tiempo £ = 0. Dicha interseccion se aleanzi en

co =y +rB(0) = PN B,.

Observe que st la tasa de devaluacion fuera, para siempre, constante, es decir, si T =0,
entonces
’ co = ¢y =y +1rB(0).

Por lo tanto un cambio de una vez por todas en la tasa de devaluacidn no presenta efectos
reales. -

Si se espera gque ld politica monetaria fuera temporal, es decir, si 0 < T < oo, entonces
0>ec—co=[y—c+rB(0)c r

con lo cual sc gencra un déficit en cuenta. corriente en ¢l periodo de transicién [0, T).
Después de T la cuenta corriente se va o balancear, ¢l nivel de consumo disminuye, y este
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nivel es menor que cn el caso en que se espera. que la politics monetaria fuera permanente
(i.c., cuando € s constante en [0, 00)).

VI.9.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION

El planteamiento del problema. es ol signiente:

Maximizar /w{/u[F(r:_,(I,))]’)’]rlF(-y)}c""’rll.,
R

Jo

stijeto a / ly + g{t) — ()1 + ai(t))]e™ " dt = —a(0),
Ju
a{0) = ay.

VI.9.4 SOLUCION

Manteniendo todos los demits supuestos de la seceidn anterior, la condicidn de primer
orden del problema de maximizacion de utilidad, estid ahora dada por

AL wi(8)ey (D)) = [ D)0 (1 = 07, (V1.9.7)
para cu:i.l'quicru que sea el valor aprendido de v,

Si volvemos a tomar una politica de lan forma

ey, para 0Kt < T,
o) = (VI.98)

ey, para t>T,

con € < €, tendremos de nuevo que

alls ara L€ [0,T],
ety = { Con v LT (VI.9.9)
¢e1, para t € (T,o0).

Utilizando (V1.9.7), obtencmos que

AA 1 e M1+ alen + 7')(:;,”]}»]_‘ = ¢ {M1 4+ ale; + 7')c;l”]}{*', (VI.9.10)
donde ¢ = —[fy — 8 — 7). Procediendo como antes, tambicén se obtiene que
BB: ¢y = [y(t) +rB(0) = cale”™ + 4. (V1.9.11)

Alora podemos llevar a cabo un andlisis similar, empleando la misma Fig. 5. Por lo tanto
al disminuir 7" tenemos que en el nuevo equilibrio e, y e seriin mayores. En consccuencia,
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los precios relativos P(#) = [e,(#)]% numentan’ en [0,T), y por lo tanto el tipo de cambio
rcal se cstid dpxcu.m(lo cn [0 T] Eulxv s pequenio es T7 mayor os la apreciacion del tipo
de cambio real.

Podemos’ decir algo mis, dr*spucs de T ol tipo de cambio real se va a depreciar por
abajo del nivel que si ¢(#) hubiera permanceido constante en [0, oo).

VI1.9.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION

Sca

Kc,m) = /(;<n<l /I{>n wfe( ), 1 (t)|ev, R]d F(ex)d FF(R).

El plantcamicnto del problema es ol signicnte:

o
Maximizar / / {/ 1l.[r-(i.),m.(i.)|rr,R]r:""rlt}rlF(cv)(lF(R),
Jucn<t Juesa L Jo

sujeto a / [y 4 g(#) ~ ()1 4 ai(t))]e™"dt = ~a(0),

J1y

a{0) = ay.

VI.9.6 SOLUCION

El Hamiltoniano esta dado por
Hie,m, \] = / / ale(t), (), RIdE(a)dF(R) + My + g(t) — ()1 + «i(2))}
o<t JR>0

= / / ufe(t), ma(f)ev, R )dF(R) + M) {y + g(1) — (1) = m{2)i(1))}.
v<a<t Ji>y
(71.9.12)
Las condiciones de primer orden estin dadas por
H,=0, H, =0, Mt)=r\t)=—H,,

Debido al supuesto de independencia estocistica entre 2 y a, tenemos que la entropia
cruzada satisface

) 1_.(1_{;7?____}'( a)d P
H(xII, pP) = /<(.<| ./;pa p(n)P{ - }IF( YAF(R) = H(m,p)+ H(I, P),

con lo cual el indivictuo puede aprender primero sobwre el valor de R en la misma forma
que cn la seccidén anterior. Despuds, el individuo puede determinar el valor de o, a través
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de los modclos de aprendizaje estudiados enlas sibsccciones anteriores, actuando como
minimizador de entropin eruzacda sujeto a qn(, la mfmm.u ion adicional que éste obtenga
en términos de valores esperacos.

Procediendo como en la scecion nntvunr cm,ont;l.xmos que las condiciones de primer
orden satisfacen, para cualquicra que s (.l v lm‘

Lpu.mlulo de R

n(c"m"‘")

(V1.9.13)

de donde

m = — (V1.9.14)

Si sustituimos (V1.9.14) en la primera ceuacion de (V19.13), encontramos que para
cualquicra que sea el valor aprendido de R

{(r (1 —n-)(l—-n)(l—l"-)},'—,
RPN at ’

Si de nuevo volvemos a tomar una politica de la forina

ey, para 0<1<T,
olt)= (VI.9.15)

¢, para bt > T,

con €g, €1, obtenenios

[ )

« Vo (—=c)(1=1t)y & - (l—a)(1—1yy %’
A\ n{rtca) .\ alrdey)

inmediatamente sc obticne que ¢g > ¢) y tencmos la misma situacion de la Fig, 5.

También se podria proceder considerando cu forma mads general la funcidn de utilidad,
u = u(¢,m), escribiendo

Ad

wa fe(t), ()] _
wefe(t),m(t)]

lo cual significa quc “La tesa morginal de sustiiucidn entre seldos monctarios reales y

= i(t), (V1.9.16)

consumos es igual al costo de oportunided de mantencr dichos saldos.
Definiendo ahora

Tle(t),m(l), i(1)] = walc(t), m(8)] — i()uefe(t),m(t)] = 0. (VI.9.17)

Entonces

Vo = = ittme < 0,
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n deaplicariel Teorema de la funcién implicita a . Por lo

con lo cual estamosicn’pos
tanto.existe; al-menos: localmente, una fuucion Ly tal que

 ﬁm:qmmmL

Esta funcién satisface ..

. T,
b= =71,
v 12} J
n s .
Li="r = -
(2 T, 0,

ya quc* ) g
W = U — il < O) P, =1wpe—ftee >0, ¥;=-u,<0.

Por lo tunto; podemos cseribir una de las condiciones de primer orden como
ucfe(2), Lie(6), i(0)]] = A, (V1.9.18)
y como i(t) = r(t) -+ €(t), entonces podemos reescribir (V1.9.18) de la siguiente forma
Ad s fle®), e)] = wfet), Lle(t), r + €(D))) = A (VI1.9.19)

Si de nuevo volvemos a tomar una politica de Ia forma (VI.9.15), vamos a obtener que

. ara ¢ € (0,71,
o1y =4 o €0.7] (V1.9.20)
¢y, para t € (T, 00). :

Note ahora que a partir de (V1.9.19)
. aA\
0> fele(t), ()] = weole), Lie(t), r 4 e(@)]] = e
De nuevo csta condicion nos habilita para usar ¢l Teorema de la funcién implicita, con lo

cual 3 Py f

¢ T,

Por lo tanto, tenemos wna curva como la de A4 y como

= =Uem-

BB: e =[y(t) +rB{0) — cy)e™ + cq,

sigue siendo valida, todas Ias conclusiones anteriores se matienen.

*. Note que Ucm >0 tambicn implica que W, <0, %.>0.
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VII. SOLUCIONES E INTERPRETACION DE
PROBLEMAS ESTOCASTICOS

.
A continuacidn sc resuclve los dos modelos formulados en el capitulo IIT aplicando las
téenicas del capitulo IV. Los resultados que se obticne en cada modelo son interpretados.

VII.1 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE
CRECIMIENTO OPTIMO BAJO .
INCERTIDUMBRE

Para resolver este problema se usard la téenica lamada Control Optimo Estocéstico.

VIIL.1.1 PLANTEAMIENTO

El plantecamicnto del problema s ¢l siguiente:

+ Maximizar B, /oa MU e(1))dt,
. 0
sujeto a di(t) = [F(E(1) = (o — o2)h(t) — c(t)]dt — ak(t)dt'/?,
k(ty) = ko,
0 < e{t) < FU(L)),

¢(t), continuo por pedazos.

VIIL.1.2 SOLUCION

A continuacién se claborarvin las condiciones de optimalidad aplicando la téenica de
Control Optimo Estocéstico.

Primero se consideran las dos ecuaciones siguicntes, Ambas sc obtienen de la ecuacién
(11.2.8). -
El proceso &(t) — k(ty) tiene la media
ELI{t) = k(to) = B[R] = [f(k) = (7 — o2 )k]At + o( Al), (VII.1.1)

y la varianza
Bill(t) = k(ta)]? = Ex[ak™) = o212 At + o(At). (VII.1.2)
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Se usard el Prineipio.de Op'tim_i\_lid'

Al
J(k) = max Ek{ / P U (e(1))d
0gi< At 0 i
donde E; indica que ol estado inicial
Bellman, la cual serdv derivada acontinis
La primera integral de la connctdn (VIL1.3) s¢ pucdc calcular si se usa ¢l Teorema del
Valor Medio para integrales, esto es :

At - "::’
/ MU (eg)dt = TP (con )AL,

donde 8 = 8(w),we2 y 06 < 1.
En la segunda integral de la cc¢ un(mn (VII 1.3), uscimos un cambio de variable, i.e.
s =t — At, entonces

(=] 00
max Ek+Ak/ eTPU (1))t = max Eppak / PRI (chpal)ds
atgigeo at 0geCeo Ju

o0
= ¢~#A! max Erpak / e MU (cspanr)ds
n<.-<m 0

= oA 4 Ak,

renombremos Cy4ay COMO ¢, cittonces se puede escribir la ccuacion (VIL1.3) como
0= max L‘A{ TS can )AL+ TP (ke + Al) — 7(/)} (VII.1.4)

para At lo suficientemente pegueiio ¢ ™78 = 1 — pAt
Para cl segundo término de la ccuacion (VII1.4), se tiene

TP 4 Ale) — J(k) = (1 = pAt) T (k + Ak) — J(k)
= J(k+ AL) = J(k) = pAtT(k 4+ AL).

¥ junto con la ccuacién (VIL1.4) sc obticne
0 = max Ek{c‘;”}A‘l/(ch,)Af. o+ J(k 4 ARY ~ J(k) — pAtT(k + Ak)}, (VIIL15)
Por ¢l lema de 16, sc tiene
JUe 4 ALY = Tk = ATk = T (DAL 4 %J"(/.:)(A/.:)Z.
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témese la esperanza. condicional; cs dc

L[A 7(’-)]

Bl 7(k + Ak)
' ?[1(/.)A/. +3 J” (k)AL ]

[7’(/.)Al.] + Ey [—J”(A:)(AI.:)"] . (VII1.1.6)

Dado que J(k) = EyJ(k) y suahfuy('uclo I.u. vumcmncs (VIL1.1) y (VI1.1.2) en la ccuacién
(VII.1.6) sc obticne

EJ(k + AL) — J(/;)]V_—. {7'UILf(R) - (= a")‘— ) + %021.:2./"(/.:)}At. (VII.1.7)

Sustituyendo ln ccuacion (VIL1.7) en (VIL1.5), dividiendo por Af y tomando limite
At — 0, sc tiene que

0= max {[f(l.) — (=) — I (k) + %-UZI.:ZJ“(/.:) — pd (I} + U(c)}, (VII.1.8)

debido a que k4 Ak — k), AL - 0 ¥ cpa — c.
Si sc define

Herk 1) = B = (1 = o3k = 101 + o212 77 () — I8 + U(0)
entonces se puede esceribir In ecuacidn (VILILS) en una forma mds compacta
max Ao, ke t) = 0. (VI1.1.9)
La condicién de primer orden para un miximo os
belc* eyt =0 = J'(k) 4 U'(c), (VII.1.10)

y junto con la condicién
e =U"(c) <0,

se satisface las condiciones suficientes para un méximo.
Se pucde reescribir las condicioncs de optimalidad como un conjunto de dos ccuaciones
que se debe de resolver pava ¢*(¢) y J(k):

d(c*, k1) =0, (VII.1.9)
helet by t) = 0. (VII.1.10)
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VII._, SOLUCION DEL MODELO DE SELECCION
B OPTIMA DE PORTAFOLIO
BAJO INCERTIDUMBRE

Para la solucién de este problema se aplica la téenica de Control Optimo Estocastico
citada en el capitulo cuatro.

VIL.2.1 PLANTEAMIENTO

El plantcamiento del problema es el siguiente:

.
Maximizar J3, {/ eTHUC ()t A+ B[I'V(T),T]} R
0
sujeto o dW = [w(t)(a — ) + )W (t) = C(t)dt + w(t)W (#)o(dt)*/?,
W(0) = W > 0,
W) >0, .
c) > 0. .

VII.2.2 SOLUCION

A continuacion sc elaborardn las condiciones de optimalidad aplicando la téenica de
Control Optimo Estocistico.

Primero se considerin dos ccunciones relacionadas con la riqueza. Ambas se obtienen
de la ccuacidn (I11.2.4), donde una caracieriza la tendencia y otra la varianza.

El valor esperado del caunbio en la riqueza en un intervalo de tiempo h =1¢ —1g cs

E(to){W(t) — W(ty)} = {{w(ta)lev — r) + 1] W (L) — C(ta)} o + o(h), (VII.2.1)

y la varianza del cambio en la vigueza es
E(to){[W(1) = W(t)*} = w? (o)W (to)o b+ o( ). (VII.2.2)
Para derivar las condiciones de optimalidad se reformula la funcidn objetivo para

emplear programacion dinamica y aplicar el principio de optimalidad de Bellman, Para
ésto, se define

"
MW= s  E(1) { /, ¢IU[C(s)}ds + B[W(T),T]} (VII.2.3),
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ciones qite las del plantcamiento. Portanto,

E[ﬁ’i(ff‘), 7). (VII.2.3a)

En general, de la definicion (V:H;;(i)

I[W (tg),t0] = (C(n}ux( ) E‘(t},)i{'/{,c""f‘;U[C(.s)]ds + I[W(t), t]} . (VII.2.4)
) (s Gy §
Sca t =ty -+ 1 y las terceras rlcri\)at(l:ﬁ' puarciales de I[W (ty), 0] son acotadas, entonces

por ¢l teorema de Taylor y ¢l tcoremadel valor medio para integrales, se puede reescribir
(VIL.2.4) de la signiente forma

I[W (to)it0] = s E(rn){ ~PTUCEN L + IW (ta), to] + I\ (ta), tol ,

ot
TINEY

?_U(,.)(_T’_")lﬂmf(f,) - W(t))

ST D ) 1w + o} (112.5)

donde 7 € [tg, t].

En (VII.2.5) sc toma ol operador E(ty) para cada término y dado que I{W (20),%0) =
E(to){I[W (o), to]} sc resta [ (ty ), fu] de anbos lados. Sesustituye E(tg {W(t)—~W(t)}
y B{){IW(2) — W (te)}*} por las cevaciones (VIL2.1) y (VIL2.2), y después se dividen las
ccuaciones entre b Se toma el limite de la ceuacion obtenida, cuando i — 0, y (VIL2.5)

se convicrbe en una version i ticupo continuo de la ccuacion fundamental de optimalidad
de Bellman-Dreyfus

_ 0[, 220
- ax PO - _ ZLn Mew — v W) — C(t
0= () {c UIC] + Zp + g (le(Ble = ) + 1] () = C()}
1 9I
+°a”“(r 2w (1) IV‘(!)} (VI12.5q)

donde I, es I[W7(#),1] y ¢l indice ¢4 se descarta para hacer ver que (VI1.2.5a) es valido para
cualquier ¢ € [0, T
Si sc define*

#(w,C, W, t) = P U[C()] + == I‘ + g:;’,{[w(t)(a — )+ )W (2)

1 021 y "
= C(1)} ;mazu’z(tﬂ']"(i),

* S, C W, 1) os L Tora corla de de(w, €81 280 (SIS 1 JSW 2 1 WAt
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entonces se pucde “1ds conipacta

(VII.2.5b)
Las c§x1cliéio;
; =gy — ___01’” (VII.2.6)
. (2204
Yy
ol o' .,
72 4
f/)u.(w ,C ) 0”’ OW‘U w e, (VIr.2.7)
Un conjunto de condxuoncs anfn |(.uf<,s para un maximo s
P < 0,7 doe <0, det b P >0,
(/)Cut (/56'6'
bwe = dcw = 0, y si I[W(1),1] es estrictamente edncava en T, enbonces
doc =e”MU(C) <0, (VII.2.8)
Y O*I
. P “ = !
.. B = ”/haz?ﬁﬁ <0, (VII.2.9)
por la concavidad estricta de U ¢ I respectivamente, y las condiciones suficientes serfan
satisfechas®. Se puede reescribir las condiciones de optimalidad como un conjunto de tres

ccuaciones que se deben resolver pava w* (L), C*(t), y I[W{t), t}:

Bw*, CFW,1) =0, (VII.2.5b)
b, C* W, 1) = 0, (VII.2.6)
bul0®, C* W,t) = 0, (VII.2.7)

sujeto a la condicidn de frontera
I[W(T), T] = B[W(T),T] y la solucién
debe satisfacer (I11.2.6).

* Sustituyendo los resultados de (VI1L2.6) e (V11.2.7) al punto (G*,w*) sc tiene la condicién w* (a—r) >0
si, y sélo si 621,/6W2<0. Aqui, solo considernmos soluciones dplimas inleriores. Se puede formular cl
problema en una forma mis general reemplazando las igualdades de (V11.2.6) y (V11.2.7) por desigualdades

y utilizando Kuhn-Tucker.
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VIIL DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este trabajo se han Lst.uclm(lo varios pml)lcm.\a de optimizacién en tiempo continuo.
En todos sc manificsta ol desco de lns mdxvxdu
de sus dependicntes.

Las téenicas de Cilenlo de Variaciones, Control Optimo y Control Optimo Estocdastico,
se han aplicado en la solucién de los mordelos planteados.

| (l(' nm\ummr su bienestar o ¢l bienestar

El poder resolver un problema con diferentos téenicas de solucién ha sido una car-
acteristica importante del trabajo; otro aspecto iimportante es que se ha profundizado en
las téenicas de solucion incluyendo un capitulo sobre las cenaciones de Bellman-Euler-
Lagrange, la Condicidn de Legendre, la Condicion de Weierst
Hamilton-Jacobi-Belliman.

rass y las ceunaciones de

A continuacién sc enuncinn las conclusiones respecto i cada uno de los modclos:

En ¢l modelo ncoclisico de erccimiento ceondmico dptimo se concluye que para un

determinado capital inicial ex

ste una trayectoria dptima de crecimiento de consumo e
inversidn hacia un equilibrio. Una vez que se aleanza este punto, la cconomia se desarrolla
a la tasa de crecimiento de la poblacion.

Del modelo neoclasico de demanda por inversion se coneluye que para los primeros dos
plantcamicntos, las t

aycctorias dptimas de demanda de trabajo ¢ inversién son alcanzadas
cuando existe la igualdad entre el salario real y el producto marginal del trabajo, y cuando
se¢ tiene la igualdad entre ol costo real del capital y el producto marginal del capital.

Del modelo neoclisico de consnmo-inversion se concluye que si el individo represen-
tativo obticne también utilidad por dejar una herencia, cutonees el efecto de inseguridad
sobre ¢l tiempo de la vida cs ig
descucnto.

1l a un ineremento en la tasa subjetiva intertemporal de

De los modelos de asignacion éptima de eréditos externos para inversidén y consumo
se concluye de la solucion obtenida bajo las supuestos (V1.4.8), que no resulta dptimo no
consumir de la ayuda ceondmica.,

Del modelo de maximizacion de beneficios de un monopolio se obticne como resultado
una traycctoria optima para el precio del bien y para la produccion.

Dol modelo de anlisis de devaluacidn se dedueen las trayectorias dptimas del bien de
importacién y del bien de exportacidn.

La tecorfa desarrollada en el modelo de andlisis de cuenta corriente y tipo de cambio
real, ha sido conjuguda con en el modelo de aprendizaje sobre utilidad.

Finalmente, cn cl caso de crecimiento ceondmico dptimo bajo incertidumbre, y en el de
seleccién dptima de portafolio bajo ineertidumbre, ol modelado con ecuaciones diferenciales
estocasticas ha jugado un papel esencial en ¢l andlisis.
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