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RESUMEN

Se presenta un conjunto de modelos de optimizacidn enfocados a la micro y macroe-
conomia en los que los individuos tienen como objetivo determinar las traycctorias de con-
sumo que brindardan mayor beneficio, asi como una mejor distribucion de riqueza a través
del tiempo. En estos modelos se estudia, o propone, ¢l modelo de erecimicnto econdmico
neocldsico, donde la oferta de trabajo se

analiza a través de un patron exponencial, nno
estocdstico ¥ otro mids que depende de los nacimientos y del mimero de individuos que
llegan a cierta edad con capacidad para trabajar.

Se consideran otros maodelos, tales como demanda por inversién a nivel empresarial,
consumeo-inversién para una cconomin domdstica, asignacién de créditos externos para
inversién y consumo en una econonmiia en un horizonte de planeacién finitn, optimizacion
de cartera de inversion, determinacion de produccién y precios en i monopolio, y modelos
de devaluacién con la posibilidad de exportacion e importacion de un sélo bien. Un modelo
importante que se propuso bajo ¢l enfoque Bay

ano fue el proceso de aprendizeje de un

individuo sobre wtilided. También se presenta el modelo de euenta corriente y tipo de
atbio real, donde el individuo ticue expectativas ractonales. Se hace una extension al

problema, en la que el individio es

it incierto sobre los valores de Jos pardmetros de su
funcion de utilidad, y por tanto minimiza entropia cruzada para incorporar aprendizaje
sobre su funcién de utilidad.

Para los modelos estudiados se desarrollaron téenicas de solucion, la solucion e inter-
pretacion se incluyen, se cita un conjunto de conclusiones y recomendaciones.



LINTRODUCCION

En el marco tedrico de la micro y macrocconomin se presenta un conjunto de modelos
de optimizacidén en tiecmpo continuo, donde los individuos ticnen como objetivo determinar
las trayectorias de consumo, produccion e inversidn que le brindarin un mayor beneficio.

Entre estos modelos se estudia, primero, el modelo neoclisico de erecimiento ccondmico
éptimo, donde un individuo Hamado planificador central desca maximizar el bicnestar
de todos los agentes ccondmicos, y tiene la facultad de deeidir sobre las trayectorias de
consumo {varinble de control) e inversion de la economia; aqui la fuerza de trabajo crece
exponencialmente a una tasa dada. Se hace nna exten

n a este modelo de tal manera
que las varinciones del tamaiio de In fuerza de trabajo se rigen por una ccuacidn diferencial
estocdstica; otra extension cs cuando la funcidn de trabajo depende de la cantidad de
nacimientos e individuos que sobreviven has
del primer modela.

cierta edad, tenieridose el mismo objetivo

El modelo ncoclisico de demanda por inversién se desarrolla en un enfoque micro y
el objetivo es determinar los niveles de produccion, trabajo y eapital, que maximicen los
beneficios netos de la empresa; se presentan dos extensiones: el modelo dindmico agregado
de Tobin, y lo dnclisidn dv costos de ajuste rdpido del stock de capital,

Se estudd
doméstica de

tamhién el modelo neaclisico de consumao-inversion, en el cual una economia

a determinar las trayectorias de cousnmo (vaviable de control) v capital
{variable de estado) gue maximizan su biencstar. En una extension de éste se tiene la
posibilidad de que el individuo deje una hereneia o descendientes,

En minchaos ceconomias surge In necesidad de obtener evéditos externos para inversion
¥ cousumo para un horizonte finito, y se desea saber las proporciones de erédito que se
consumen c inverten de tal manern, que se maximice ol bienestar, Esta situacion se estudia
en el modelo de asignacion de eréditos exiernos. En este problema se requicre alcanzar un
cierto nivel de capital ual.

Cuando los individuos descan optimizar su eartera de inversion (portafolio) y saber

las trayectorias de consumo y riqueza que maximizan su bicnestar, se plantea un modelo
de scleccidn dptima de portafolio bujo tncertidumbre; aqui los rendimientos de la cartera
de inversion son modelados a través de una ecuacion diferencial esto

stica.

Dentro de una economia hay productos que solo los oftece una empresa, es decir, existe
un monapolio, el cual desea encontrar las trayectorias del precio y del mimero de unidades
producidas que maximizan los beneficios de la empresa para un horizonte finito. A este
respecto, se estudia ¢l modelo de maezimizacidn de beneficios del thonopolio.

Un aspecto importante de las economias abicrtas es la exportacion e importacién de
bienes. Sc estudia un modelo en ¢l que un individuo representativo desea determinar las
trayectorias de consumo de un bien de exportacion y un bien de fmportacion, de tal forma
que su funcion de utilidad sea mdxima.

También, bajo el enfoque Bayesiano, se presenta el proceso de aprendizaje de un
individuo sobre su funcién de utilidad. El modelo describe ¢l comportamiento racional de
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los individuos enando estos incorporan informacién adicional en su funcidn de utilidad. Los
individuos aprenden de su funcién de utilidad, a través de la experiencin; en este marco,
se desarrolla un modelo de andlisis de cuenta corriente y tipo de camibio real, en ¢l que se
analizn el impacto que sobre I cuenta corriente y el tipo de cambio real tiene una politica
de estabilizacion basada en una disminucion temporal de la tasa de devaluacidén. Aqui,
o} individuo estd incierto sobre los valores de los pardmetros de su funcién de utilidad, y
minimiza entropia cruzada para incorporar aprendizaje en su funcién de utilidad.

El desarrollo de este trabajo es como signe:s En el capitulo 11 se presentan un conjunto
de modelos de optimizacidn micro ¥ macroccondmicos en tiempo continno; en el I se
estudian y diseuten las téenicns de solucidn de los modelos planteados: en el IV se presenta
e interpreta ka solucidn de cada uno de los modelos planteados, 3 en el capitulo V se da

un conjunto de conelusiones y se discuten ventajas y lmitaciones de los modelos y sus
solnciones.



II. MODELOS

En este capitulo se forulan 12 modelos de la micro- y macrocconomia, donde cada uno
cuenta con una pequefia introduccién, después se presentan los supuestos, la definicién de
variables y pardmetros, la descripeidn del modelo y al final el planteamiento del problema
a resolver. Las variables y pardmetros que no se definen explicitamente en un modelo
tienen el mismo significado que en los modeles anteriores.

[1.1 MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO
ECONOMICO OPTIMO

En cualquier economia se toman decisiones entre consumir en el presente y acumular
capital para anmentar las posibilidades de consmmo en ol futuro. En un extremo se tiene
el caso de consumir hoy todo cuanto se pueda, gue mafiana moriremos; y cn ¢l otro, se
consume tan poco como se pueda para gue ol capital anmente ¥ con él, el consumeo futuro.
determinar las trayectorins de consumo (variable
de control) y capital (variable de estado) gue maximizan el bienc

En el siguiente modelo se bus

ar de una e

nomia,

alimente s una tasa dada. Siose toman decisiones
entre consumo ¢ inversion de tal forma gue el hienes

cuya fuerza de trabajo crece expouenc

ar sea lo mdximo posible para todos
los individuos, el problema es lo que se conoce como maodelo ncoclisico de crecimiento
econdmico oplitno.

I1.1.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

El modelo toma en cuenta los siguientes supuiestos:
(i) la economia es agregada, es decir, se produce y se consue un solo bien,
(i7} la cconomin es cerrada, o sea que, 1o es posible exportar ni importar bienes,
(iii) la teenologin de produccién requicre dos insumos o factores de la produceién: capital
y trabajo,
(iv) la funcién de produccién presenta rendimientos constantes de escala,

(v

lIa oferta de trabajo s perfectamente ineldstica, es decir, las individuos estdn dis-
puestos a trabajar con cualquier salario,

{vi) la fuerza laboral crece en forma expounencial,

(vit) el capital se deprecia a una tasa constante,
{viii) toda la produccion se destina a consumo o inversion,

(iz) existe wn individuo que s llamado planificador central, el cual desea maximizar el
bienestar de todos los agentes, y tiene la facultad de decicir sobre las trayectorias de
consumo y de inversion de la cconomia,
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(z) la tasa subjetiva intertemporal de descuento es constante,
{w#) todos los individuos participan con su trabajo en la economia.

I1.1.2 DEFINICION DE VARIABLES

A continuacién se enlistan las variables que definen el modelo:
(#) Y'(t), produccién al tiempo 1,
(1) K'(¢), capital al tiempo {,
(#1i) C(¢), consumo al tiempo ¢,
(iv) I(t), inversion al tiempo {1,
(¢} L(1), trabajo al tiempo ¢,
(vi) y(t), produccidn per cdipita al tiempo ¢,
{nif) k1), capital per ciipita al tiempo 1,
(viii) e{t), consmmo per capita al tiempo ¢,
(ir) i(t), inversion per cipita al tiempo 7.

1I.1.3 DEFINICION DE PARAMETROS

Los purdmetros que se usnn en ¢l modelo son:
(¢} pi. tasa de depreciacion de eapital,
(it} n, tasa de crecimiento de la fuerza laboral,
(iif} p, tasa subjetiva intertemporal de descuento,
{iv) r, tasa de interéds,

1L.1.4 EL MODELO

El modelo neocldsico de crecimiento caracteriza el crecimiento econdmico en una
cconomia cerrada. Se supone que toda la produceion se distribuye entre consumo C(#)
¢ inversién I{1), es decir

Yty = C(t) + I(2).

La inversién I(2) se usi para remplazar capital depreciado jeV(t), ¥ para acumular capital
K(t) = dIK(t)/dt, es decir
I(t) = K(t) + pK(1).

Se supone que la produccion se realiza en cada instante ¢, combinando la fuerza de
trabajo L(t) y el capital I(t), disponibles al tiempo & de forma tal que la produccién
en ese instante sea maxima. Entonces, la produccién Y(2) correspondiente a cualquier
combinacidn de los factores K{t) y L(t) estd dada por una funcién F{K(t), L(t)), de tal
forma que

Y{t) = F(K(t), L(1)).
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Se supone (i\lc la funcién de produccién es invariante en el tiempo {es decir, no hay cambios
tecnolégicos). Se supone también que F es dos veees diferenciable para todos los insumos
y con productos marginales positivos, pero decerccientes (o sea que, por cada unidad de
insumo (trabajo, capital) se tiene un incremento en la produccion, y conforme se aumentan
los insumos la produccién sicmpre se incrementa, pero cada vez menos)

or L, ZF_
K~ FKE
oF OF
o> a2 <"
Supdngase que:
AF(K, L) e oo OF(INL) . .
’1\11\_10 N = oo, para L fiju; I\h-l}‘ec o5 =0, para L fija;
. OF(K,L) e 1 OF(I\ IF(I, L) i s
Il.ll]-‘u oL = oo, para KX fija; ,‘h_",a =0, para N fija;

con lo cual los productos marginales en anbos casos empiczan en el infinito y decrecen
hasta cero y Ins isocunntas no se intersectan con los ejes. Adenids, se supone que la funcién
de produceidn es homogénea de grado uno (no hay cconomias de eseala); os decir

F(vK,vL)=vF(K, L), para todo v,

En particular, tomando v = 1/L, se tiene

=7 () =/(%)

donde (/L) es la funcion de Ia produccion per edpita.

Las variables y conaciones introdneidas se pueden veeseribir en terminos per cipita,
de forma tal que lns nuevas variables son M) = K(8)/L{1), y(t) = Y(8)/L(t), <(f)
C(t)/L(t), 1(t) = I(#)/L(t), ¥ la produccion per capita en el tiempo ¢ estd dada por

it

y(t) = fUk(E)), (11.1.1)
la cual se distribuye entre consmumo per ciipita e inversion per cipita,
ylt) = o(t) +i(t), (11.1.2)

donde la inversién per capita i(t) se distribuye entre depreciacion de capital per cipita k(t)
por una tasa dada p, y ln razén entre la tasa de eambio de capital y el trabajo K(t)/L(t),

I K(t)

O=Tn

+ pk(t). (I1.1.3)
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La tasa de cambio de capital per edpita es

i(t) = I\(t)) L) K Ligy - Kit) L(t)

i o) I T Twio - oo - Oy (I

De las cenaciones (IL1.3) y (11.1.4) se obticne

i(t) = k(1) + (,l+ in:) k(1).

Pero como L{t)/L(t) es ¢l crecimiento de la fuerza laboral ¥ es igual a n, entonecs

() = k() - (gt + 0)k(t) = k(1) + Mr(1), (II.1.5)
A se define como la suma de 1a tasn de depreciacion del eapital gy de la tasa de crecimiento
de 1a poblacidn »,
A=y tn,

por tanto, es también una coustante positiva. De las ecunciones (11.1.1), (I1.1.2) y (1L1.5)
se puede formar I ecuecion diferenciel fundementol de crecimicento econdmico neocldsico,

SO = et} + M8 + E(e). (I1.1.6)

la que indica que la produccidn per cdpita estd distribuida entre consumo per cépita e(t),
mantenimiento del capital per cdpita Ak(t) o incremento noto en el nivel de capital per
capita k().

El estado inicial de capital per cipita estit dado por

(ty) = kq. (I1.1.7)

El objetivo del planificador central es maximizar una funcion de utilidad, la cual
depende del consumo,

U = Ulelt)).

Se supone que la funcion de utilidad es dos veces diferenciable, con utilidades margiuales
positivas pero decrecientes para todos los niveles de consumo per cipita (por cada unidad
de consumo se tiene una utilidad positiva, ¥ conforie se signe consumiendo la utilidad,
sigue siendo positiva, pero cada vez s pequenia),

207
‘ﬂ‘—“—)=u'(c)>o. 1‘-L——(—C1=U”(c)<0. Ye 0<c<oo,
de de?
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ademds la funcidn de utilidad U(c) es estrictamente céneava y mondtona creciente. Se
supone también que la funcién de utilidad satisface las condiciones del limite

lim U'(¢) = o0, lim U'(c) =0,
= r—oc
tal que el producto margiual cmpicza en ol infinito y decrece hasta cero, y tal que las
curvas de indiferencia no se intersectan con los cjes.
Dada una tasa subjetiva intertemporal de descuento p, y un factor de descuento ex-
ponencial, la utilidad del consumo per cipita o{t) en el tiempo ¢ es e =M (e(1)).
Eutonces, en el intervalo ty hasta #, el hienestar estd dado por

13
n~=/'c-/'“—‘v)U(c(r))m. (I1.1.8)
fo

El planificador central trata de maximizar 17, buscando la trayectoria dptima de
cousumio cft) en el intervalo ty < ¢ € oo, donde sélo los siguientes valores para ¢{t) son
viahles

0<e(t) S f(M(1t)), Vi, to <t<Z oo (11.1.9)

El problema de erecimiento econdmico dptime ncacldsico para una economia agregada
v cerrada con un horizonte de planeacidn infinito, consiste en encontrar la trayectoria de
consumo per capita ¢(t), tal que se resuclva:

2
Maximizar / eI ()t
1

sujeto a k(#) = FOH(1)) — M(t) — (t).
k(’u)=l\'o.
0 < cft) < f(E(2)),

cft), coutima por pedazos.

I1.1.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA

Los siguientes dos planteamientos son equivalentes:

Maxiinizar / P =tV T (1))t
to

sujeto a k(t) = f(k(2)) — Ak(t) — e(t),
E(to) = ko,
0 < () £ fk(1)),

¢(t), continua por pedazos.



Maximizar /w et F(R(2)) — AR(2) — E(t))de,
&
sujeto a k({p) = ky,
0 < c(t) < flk(t)),

c(t), continua por pedazos.

En el siguiente planteamiento se tiene ln modificacién, de que la economia tiene acceso
a un mercado de crédito; es decir, se pueden prestar o pedir prestado bienes a una tasa de
interés r.

o
Maximizar / =Pt I o))t

to

sujema/ c"""'"'(f(k(t))—i\'(l)—,\A'(I))(It=/mc_'“"")c(f)fll.
ta to

I"(lu) = kg,

c(t), continin por pednzos,

Para cl planteamiento anterior se hace unn formulacidn diferente mediante Ia condicién
“No Ponzi Game”. Con esta condicion se climina la posibilidad de que el individuo se
endeude indefinidamente, pagando intereses con s deuda.

La ecuacién diferencial fundamental de erecimiento ccondmico traido a valor presente
estd dado por

/wc""""’(mn- ()t = /m IS (k1)) ~ e(t))dt. (I1.1.10)
to

to

Tomando la expresion del lado izquierdo de la ecuacién anterior, sumando y restando
f,:" e~rli=to) (1), se tiene

/ % e (it) + M)t = ]‘”M'-'n’(i-.m — rk(t))dt
1, fo

o

+ e~ U (AL(t) + r(t))dL,

to



e integrando e~"(¢=te}rk(¢)dt por partes

1o

=Y . oo .
/ e~ (f(2) — rh(t))dt = / emrte=ta k(g)de
4
o - - .
+ e""""’k(t)' - / ettt i t)dt
to to
= li 3 =r(t—to) _ 1
= ,]L"JQI'(UC o) — 1(0),
que junto con la condicidn “No Ponzi Game”
3 | =r{t—t9) .
’lx__xgol.(t)c =

Hleva a

oo . -
/ e~ ()t = ~k(tn) +/ T () )dt,
fo fo

Sustituyéndeolo en In ecuacién (11.1.10) se obticne Ia siguiente formulacién del problema:

o
Maximizar / e~PU=1) [y (c(t))dt,

to

oG O
sujeto a I.~o+/ c""""’(j(k(r))—.\k(t)—rk(l))rlt=/ eTrit=tole(t)dt,
fo to

lim k(t)e="( =,
t—oo

(1), continua por pedazos.
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I1.2 MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO
ECONOMICO OPTIMO
BAJO INCERTIDUMBRE

El modelo neocldsico de crecimiento ccondimico éptimo hajo incertidumbre es una
modificacion del primer modelo, que toma en cuenta las varinciones del tamaiio de la
fuerza de trabajo que se rigen por una ecnacidn diferencial estocdstica en la que aparece
un proceso de Wiener. El objetivo es ol mismo del primer modelo, es deeir, un planificador
central desen determinar las trayectorias de consumo (varinbie de control} y capital (
variable de estado) que maximizan el bienestar de la cconomia.

I1.2.1 SUPUESTO SOBRE EL MODELO

Todos los supnestos citados en el primer modelo son vilidos en éste, exeepto el
supuesto sicte, que se modifica de la signiente manera:

(vi7) las varinciones del tamaiio de la publacion estin sujetns a una ecuncion diferencial
estocastica, en la cual estd considerado un proceso de Wiener.

I1.2.2 DEFINICION DE PARAMETROS

Varios parimetros en este modelo ya han sido citados en el primero, solo se citan los
nuevos parimetros, éstos son:
(i) 1. cs el promedio en el cambio de la fuerza laboral,
{if) o2, es la varianza en el cambio de la fuerza lahoral.

I1.2.3 EL MODELO

Para plantear el modelo se considera importante establecer la ccuacién diferencial
estocastica de crecimiento de Solow en forma explicita, donde esti considerada la ecuacion
diferencial estocdstica de crecimicuto de la poblacidn.

11



En la derivacion de la ecuacion estocistien de Solow, se hace uso del lema de Ité.*

Sea (1) = F(K(t), L{t)) — C(t) Ia cenacion diferencial de acumulacidn de capital, la
cual equivale a

dR(t) = [F(K(t), L(t)) — C(t)}dt. (I1.2.1)

Dividiendo la ccuacién anterior por cl trabajo L(t), se tiene que d(K(t)/L(t)) =

[FI(2)/ L(t), 1) ~ C(t))dt; esta dltima expresion sc puede escribir como

d(%‘%) = [f{k(1)) — c()hdt, (I1.2.2

donde k(t) = K'(¢)/L(¢).

Supongase que las variaciones en ¢l tamanio de la fuerza de trabajo estd representada
por la siguiente cenacién diferencial estoedstica

dL{t) = yL(t)dt + a L(t)d=, (11.2.3)

* lema de It5.- Supdngase que una variable = signe of proceso general de 166, es decir
dr=alr )dt4bir 1)dz, [§3]

doude a y b son funciones cel valor de la variable z y el tictmpo & ademis en este proceso, z, tiene la
propiedad d:= Vit Elevando al cumdrado Ty versidn discreta de fn eenacisn (1}, se tiene

(ArP=aan?+2abian™?e67a0, (2)
5i Gfz,1) sc expresa en un desarrollo de Taylor, ox decir
AG:%&A:+%§A:+§%gi(v_\nugﬁ‘lﬁ(.\mr.\nﬂ%glmr)u...
y se usa la ecuacién (2), desprecinndo los términos (AN? y (AN™M? ¢ tomando ! limite cuando At—

0,entonces .
dG=5C dr4+ 58 g4 4 1;—,—{}!:7(111).

or

sustituyendo la ceuacion (1) en la expresidn anterior, se logra

AG=(4G 0+ 45 +5 22407 ) dr+ 4G bz,



donde = es el procese de Wiener estdanday (o movimiento Browniano}** ; 7 es la media del
crecimiento de la poblacién y o? su varianza, Es decir, la poblacién crece exponencialmente
a una tasa 11 con chogues independientemente ¢ idénticamente distribuidos alrededor de la
enrva,

Si se usa una expansion de k() = K(#)/L{t) como funciéon de K'(?) ¥y L(t) a través de
un desarrollo en serie de Taylor, entonees la primera diferencial en la serie es

K1) _ dK(¥) _ N(t) .
A(T7) = Ty~ o (r24)

¥ In segunda os

L(t) —

rl"'(K(”> _ PR _ dRK(t)dL(¢t) _ K

dL(8)E(t) 21;(:)((11,“))"
L(t) L) (L(t))* (L{1)? !

(L{))? L(t) \ L(t)

(I1.2.5)
se considera que los términos de segundo orden d2RK(1), d2L{#) y (dK($))(dL(2)) son des-
preciables. entonees la ceuacidn (11,2.5) s

of K\ _ 2K(¢) (dL(¢) 2
! (L(f)) L) (L(()) : (I11.2.6)

De las ecuaciones (11.2.4), (IL2.5) y Taylor, se tiene que

K()\ _di(t)  K(t) [ dL(t) K(t) (dL(t) 2 .
"(Lu))” o L(f)(L(t))*’LTﬁ(Lm) ' (21

Sustituyendo las ecuaciones (11.2.2) v (IL2.3) en la ccuacion (IL2.7). se tiene que
dh(t) = {f(k(2)) — c(D)]dt — k() ndt + od=} + k(W ydt + od=)2.

Considérese (dz)? = dt, (d=)(dt) = 0y (dt)* = 0 (reglas de operacion del lema de It6),
entonees 1a expresion anterior conduce a Ja ecuacion diferencinl estocistica de Solow,i.e.,

dk(t) = [f(k(1)) = e(t) — (g = 2 k(t)]dt — k{t)adt*/*. (11.2.8)

Sea U{c(t)) la funcidn de utilidad del consumo per cdpita al tiempo ¢, p 2 0 la tasa de
deseuento constante, y Ey el aperador de esperanza condicional, entonces el planteamiento

** Uu proceso estocistico {z:120) en un espacio de probabilidades (Q.F2) es un proceso Wiener

estdndar si satisface las sigui € i {i} Los incr s sot itk 1i

eg , ie., sl 0€0 <
1 <S8 entonices las diferencins A zj=2(45 ) =4 o) hi=1.2.--&{2}, son variables aleatorias independientes.
Ademas, Az tiene una distribucién normal con media 0 y varianza t;~t,-. (i) Para cada wenl, la

realizacion = (w) es continua en t. Ademas, zolw}=0 con prohabilidad uno, por convencion.
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del problema es:

Maximizar Ey /oo e~ U (e(t))dt,
0
sujeto a dk(t) = [f(k(t)) = (1 — a?)k(t) — c(t)]dt - ak(t)dt' /2,
k(to) = ko,
0 < e(t) < flk(t)),

c(t), continua por pedazos.
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11.3 MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO
ECONOMICO OPTIMO CON FUNCIONES DE
SOBREVIVENCIA Y REPRODUCCION

Este modelo es una modificncidn del primer meodelo; aqui el erecimienta de la fuerza
de trabajo depende de la cantidad de nacimientos y de la cantidad de individuos que
sobreviven hasta cierta edad. La funcion de sobrevivencin depende de los avances en la
medicing, procedimicntos de seguridad, cte.

El abjetivo es el mismo que en ¢l prismer modelo, es decir, un planificador central desea
determinar las trayectorias de consumo (variable de control) y capital (variable de estado)
que maximizan el bienestar de la economia.

I1.3.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

Todos los supuestos citados en el primer modelo son vilidos en éste, excepto los
supuestos (07} ¥ (7); éstos se modifican de la siguiente manera:

{vi) las variaciones del tamaiio e la poblacién estin sujetas a una funcidn de sobrevivencia

y a una funcién de la cantidad de nacimientos que erece en forma exponencial,
(rf) solo una parte de la poblacidn participa con su trabajo en la economia.

I1.3.2 DEFINICION DE VARIABLES

Muchas variables cu este modelo corresponden a las de modelos anteriores. Ademiis,

se consideran variables nuevas, dstas sou:
(#) B(t), nacimicntos al ticmpo £,
(i£) N(t), poblacion al tiempo #.

11.3.3 DEFINICION DE PARAMETROS

Varios pardmetros en este modelo ya se describieron en modelos anteriores; por ello,
dnicamente se citan los nuevos pardmetros:
(i) g, tasa de crecimiento de la cantidad de nacimientos,
(i/) w, edad maxima de un individno.



I1.3.4 EL. MODELO

El crecimiento de la poblacién se rige de acuerdo con la dindmica de Lotka, o sea que
la magnitud de nacimientos del presente afio, B(t), con respecto a los del pasado estd dado
por

B(t) = /". B{t — x)p(t,x)yn(t, r)dr,
o

donde p(t, z) representa la funcidn de sobrevivencia, es decir, la proporeion de individuos
que nacieron al tiempo t—r y que aleanzan uni edad &, y m(t, x), esla funcién de fertilidad,;
esta iltima representa la tasa de reproduceion de los individuos al llegar a una ed. 1 z al
tiempo 1; el tiempo de vida de los individuos estd sujeto al intervalo [0, w]. La funcién de
sobrevivencia p(t, r) estd dada en ol intervalo (¢, 00).

Se supone que ln cantidad de nacimientos crece en forma exponcuncial a una tasa dada
g, es decir

B(t) = B0)*', (11.3.1)
La poblacion N en ¢l tiempo ¢ es la eantidad de individuos que nacieron al tiempo t — =z,
multiplicado por la proporcion de los que sobrevivieron hasta ¢l tiempo t € [0, w),

N(t)= /“' B(t — e)plt, x)de.
a

Sea A(x) la cantidad de los individuos con edad r que trabajan, entonces la fucrza
laboral L en el tiempo § es

Lty = /“I Bt — o)plt.e)pla)dr.
i

Considerese (t — ) en la ecuacion (11.3.1), entonces la expresién anterior se puede escribir
como

L{t) = B(0) / Tt 2B )dr.
JO
Por tanto, el crecimiento de la fierza laboral esti dado por

Lty _ By | fo' e % il DBl )d
L(t) ~ B(1) u"'c‘ﬂ‘p(.r,t)ﬁ(m)dm
_ 0"' ™9 jx, t)B(x)dr

=g+ Au"' e~ pia, )A(x)de

=g+ h(t). ] (I1.3.2)
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Del madelo nceoclisica de crecimiento econdmico dplitnoe se toma la ecuacién (1L1.6), que
representa la ecuacidn diferencial fundamental de erecimiento econdmico neoclisico, es
decir .
k() = o(t) + AR(t) + k(1)
L(t) .
=c(t)+ | o+ == ) k) + k(1)
(1) <I 0 (1) + k(1)

Sustituyendo la ecuacién (11.3.2) en la anterior se tiene la ecunacién diferencial fundumnental
de crecimiento econdmico ncoclisico con funcidues de sobrevivenciae y reproduccion

FO() = (@) + (r + g + BOW() + k(1)

El problema de crectmiento econdmice dplimo ncocldsico con funciones de sobreviven-
cie y reproduccidn para una economia agregada y cerrada con valor terminal infinito, es
encontray la trayectorin de constuno per cipita off) tal que resuelva el siguiente problema
variacional:

x\'h\ximiznrj et teb e Yt

to
sujeto n k(1) = FUR)) = (e + g + B — (2),
k) = ko,
0 < elt) < FUR(H),

«{t), continna por pedazos.

11.3.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA

Los siguientes dos plantcamientos son equivalentes:

o
Maximiznr/ g™ M=l ¢(t))dt,
fo

sujeto n B(2) = f(k{t)) — (1 + g + MEA() = c(1).
kta) = kg,
02 e(t) < flMt).

¢(t), continua por pedazos.

Musimizar / 7 em eI F((E) — (4 g + WO = (D),
t,

]
sujeto a k(tp) = ko,

0< cft) < fk(2)),

c(t), continua por pedazos.
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En el signiente planteamiento se tiene la modificacién de que la economia tiene acceso
a un mercado de crédito; es decir, se pueden prestar o pedir prestado bienes a una tasa de
interés r.

oo
Maximizar / e=Pi=to) 7 (e(2))dt,

to

sujeto a /m TN FR(1)) — k(1) = (e + g + h(£))k(2))dt = /m et o(1)dt,
to to

k(to) = ko,

c(t), continua por pedazos.

Para el planteamiento anterior se puede hacer una formulacién diferente mediante la
condicion “No Ponzi Game” {comparar con seccién 11.1.5):

o
Maximizar / eI [ (o(1))dE

to

sujeto a A-<ra)+/ DTSN FO)) = (g1 g+ hUER(E) = rh(2))dt

to
o0
= / e~ -t o(ydt,
[

a
lim ¢~ "=t p(t) = 0,
t—oo

c(t), continua por pedazos.
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1.4 EL MODELO NEOCLASICO DE LA DEMANDA
POR INVERSION

A diferencia de los modelos anteriores, ¢l siguiente a desarrollar es un modelo micro-
econdmico. En éste se considera nna empresa cuya racionalidad es determinar los niveles
de produccidn, trabajo y capital que maximicen los beneficios netos.

I1.4.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

El modelo toma en cuenta las siguicutes supuestos:
{7) un solo bien,
(ii) no existe un mercado de capital,
(iif) Ia funcion de produccion presenta rendimientos constantes de escala,
(iv) la tecnologin de produccion requiere dos insumos o factores de produccién: capital y
trabajo,
(v) en cualquier momento la cantidad de capital es predeterminada,
{vi) la empresa puede contratar cualquier cantidad de mano de obra en cada justante t,
(vi?) el precio del bien y de los insumos estan dados, es decir, ki empresa es precio aceptante
(mercados competitivos).

I1.4.2 DEFINICION DE VARIABLES
Las variables a utilizar en ¢l desarrollo del modelo son:
(i) K(t), stock de capital al tiempo ¢,
(i1) L(t), miumero de empleados de la cmpresa al tiempo ¢,
I1.4.3 EL MODELO
El nivel de produccién de la empresa estd representada por la siguiente expresion
Y (1) = F(K(¢), L(t))

donde la funcién de produccién se caracteriza por productos marginales del capital y del
trabajo, éstos son positivos pero decrecientes, es decir

aF ar
ok > % oL 7"
PF d’F
aRz <O gpr <



Ademiis, la dependencia’ directn del producto marginal del capital (empleo) respecto del

empleo (capital), satisface © :
- &PF

araL > "

Se supone gue la funcidn de produccién es homogénea de grado uno, es decir

FlvK,vL)y=vF(K,L), v>0.

Del teorema de Euler, se tiene
oF oF
,_ . . .
Y= ——aK(I\, LYK + —aL(I\.L)L.

Ademas, de la homogeneidad de F, se cumple que

2

;Ir .
aum\.(ul\.uL).

a . L
5171"([\.1\)-—

Considere ahora v = 1/ L, entonces

a . oF K
o U B = ()

El producto marginal de capital depende sélo de 1a relacion capital-trabajo y el producto
marginal del trabajo depende sélo de la relacidn capital-trabajo. Por otro Iado, la empresa
tiene un costo de oportunidad dado por r — 7, donde r es la tasa de interés (tasa nominal)
de algan instrumento financicro de renta fij
en la empresa y, 7 la tasa de inflacidn. Ademds, se supone que el capital se deprecia a una
tasa 6. Los ingresos de la empresa son p(£)F(I(1), L(#)), o] pago de salarios es w(t)L(t) y
(r4 8 — m)p(t )X {t) es el costo de capital. La cmpresa desea maximizar el valor presente
de los beneficios, por o cual su problema a resolver es

¢l cual no adgnirird por utilizar su capital

5

Maximizar /m e p(F(R (), L)) — w()L(2) ~ (r + § — m)p() K (2)]dE .
[\

I1.4.4 UNA EXTENSION DEL PROBLEMA ANTERIOR

Esté modelo se conoce como Modelo Dindmico Agregedo de Tobin. El modelo es
dindmico y de tipo agregado, cn é se estudian lns trayectorias temporales de las variables
enddgenas, asociadas can posibles trayectorias temporales de las variables exégenas, con
el propésito de describir el nivel de produccién de una empresa y los usos a que esta
produccién se destina. Por tanto, la empresa desea maximizar su valor presente del flujo
de beneficios netos. Se supone la existencia de un mercado perfecto, en el que las empresas
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intercambian cantidades del stock de capital existente. Los individuos pueden comprar
instrumentos financieros del Mercado de Valores (acciones) cuyos intereses se usan en los
flujos de efectivo de la empresa con el fin de determinar el valor de sus acciones.

I1.4.5 SUPUESTOS SOBRE LA EXTENSION

Los supuestos (i}, (iv), (vii) citados en el modelo anterior son vilidos en éste, sélo se
agregan los supuestos siguientes:

(#) la empresa puede comprar o vender (o alquilar) cuanto capital desee en cualquier
instante,
(i#) existe un mercado perfecto de capitales, o sea que la empresa puede prestar y pedic
prestado bienes a una tasa de interds r,
(iii) los individuos pueden comprar instrumentos financicros, por ejemplo: bonos y ac-
ciones. Estos son considerados sustitutos perfectos, es decir sus rendimientos reales
esperados son iguales.

I1.4.6 EL MODELO

En el modelo, la empresa tiene la misma funcién de produceién gue en el modelo
anterior; su flujo de efectivo neto en caja al instante ¢, es

PUOF(L(E), L(1)) — w(t)L(t) — JU)K(t) + 8K (1)),

donde J()(IV 4 §I°(1)) representa el gasto de la empresa en bienes de capital, la cual paga
J(t)61(2) para mantener intacto su eapital, y J(1) IV para agregar a su stock de capital a
la tasa I¥ por unidad de tiempo. En el ticimpao ccro, ¢l valor presente de la empresa es

V(I{,L.fx’,t):/ M P(OF( (1), (1)) — w(t)L(t) = J) () + SR (D))dt. (I1.4.1)
[\

]

Supdngase que el precio J(t) ¥ el salario w{t) siguen trayectorias de tipo exponencial, es
deeir .
pl1) = pe™; J{t) = Je™; w(t) = we™;

donde 7 es ln tasa de inflacion. La expresion (11.4.1) se convierte en

V(K, L‘I'\'.t)=/ooc""""“[pF(I\’(t).L(t))—-mL(t)—(f\'(t)+81\'(t))J]rlt. (I1.4.2)
0



Por tanto, la empresa desea determinar las trayectorias trabajo y capital en ¢l tiempo
t que maximice su beneficio, por lo que su problema a resolver es:

oo
Maximizar V(I,L,K,t) = / U LR (), L(t)) — wL(t)
(4]

—~ (K(t) + 6K (1)))dt,
sujeto a K(0) = Iy,

donde Ky esti dado.

I1.4.7 UNA EXTENSION DEL PROBLEMA DE TOBIN

Esto extension describe el intento mas racional de incorporar el programa de inversién
keynesinno.

Los supuestos anteriores son vilidos en este modelo, ademds se supone gue existen
costos asociados con el ajuste ripido del stock de capital, ¥y que tales costos aumentan
ripidamente con Ja tasa absoluta de inversion, tan ripido que de hecho la empresa nunca
intenta conseguir un salto instantineo de su cantidad (stock) de capital. La tasa por
unidad de tiempo de estos costos (medida en bienes de capital por unidad de tiempo) se
describe con la funcién C(K), que es diferencinble dos veces y que cumple

PPN > . > ", re -
G(A){(}o . euando & {<}0. C"(K) > 0. C)=0.

Los costos de ajustar el stock de capital son no negativos y aumentan a una tasa creciente
con el valor absoluto de inversion. El flujo de cfectivo descontado de la empresa se define
como

SILEL R (0, R(8),8) = ) F(R(), L)) = w(t) Lt~ J(SK (1)
— J(OR(t) — J(OCK ()],

donde J(t) es el precio de los bienes de capital en ¢l tiempo ¢t y r es la tasa de interés
instantdnea, que se supone constante en el intervalo {0,00). La empresa desea determinar
las trayectorias de la demanda de fuerza de trabajo y capital en el tiempo ¢ que maximicen
su bienestar (traido a valor presente), es decir la empresa desea resolver:
el .
Maximizar / SFUL(E), K(8), K(),1)dt,
it
sujeto a K{0) = Ko,

donde Ky estad dado.

[
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I1.5 MODELO NEOCLASICO DE
CONSUMO - INVERSION

En este modelo se considera una economia doméstica en la cual un individuo desen
determinar las trayectorias de consumo (variable de control) y capital (variable de estado)
(e maximizan su propio bienestaor.

11.5.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

El modelo toma en cuenta los siguientes supuestos:
{#) no hay depreciacién de capital,
(i7} todo ol ingreso es destinade a consumo e inversion,
(iii) la tasa subjetiva intertemporal de deseuento es constante,
(iv) el individuo puede prestar o pedir prestados biones a una tasa de interds dada,

I1.5.2 DEFINICION DE VARIABLES

A continuacion se hace una lista de las variables que definen el modelo:
(1) W(t), herencia al tiempo 1,
(1) (1), stock de capital del individuo al tiempo ¢,
{ii1) C(t), consumo del individuo al ticmpo £,

11.5.3 EL MODELO

Suponiendo que la funcién de utilidad cumple con las mismas condiciones formuladas
en el primer modelo estudiado, la utilidad descontada, al tiempo 0, de un individuo con
vida infinta (o de una familia cuyos padres se preocupan por hijos, nietos y demis conde-
scendientes) estd dada por

o
V(o) = / eTPUC (1)),
it
Los ingresos del individuo en ¢l instaute § se forman de un salario v(t) dado como
wnn variable exdgena e ingresos proveniente de intereses »IN(f) sobre sus actives de capital
K(t). Los ingresos se distribuyen entre consumo C(t) ¢ inversion K'(t}
rIV(E) + oft) = C(t) + K(¢). (I1.5.1)
El capital inicial estd dado por .
K(0) = K.
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El problema es encontrar una trayectoria de consumo C(¢) tal que se resuelva:

Maximizar / e~MU(C())dt,
[0

sujeto a f\'(t) =ri(t) +v(t) - C(1),
K(0) = Iy,

C(t), continna por pedazos,

I1.5.4 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA

Los siguientes planteamicntos son equivalentes:

2
Maximizar / MU (C(1))dt,
o

sujeto a K(t) = rIC(8) + v(t) — C(t),
K(0) = K,,

C(t), continua por pedazos.

Maximizar / MU (rK (1) + v(t) = K(1))dt,
u

sujeto a A(0) = Iy,

C(t), continua por pedazos.

Maximizar / emP(C())dL,
[}

sujeto o / e~ e () + v(t) — K(1))dt =/ e~ C(t)t,
o [1
K(0) = K,

C(t), continua por pedazos.

Para el tercer planteamiento se pucde hacer una formulacién diferente mediante la

condicién “No Ponzi Game" (comparar con seccidén ILLS):
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o0
Maximizar / e~PU(C(t))dt,
o

o0 o0
sujeto a Ky +/ e u(t)dt = / e~ C()de,
o ]
Jlim K(1)e™" =0,

C'(t), continua por pedazos.

11.5.5 UNA. EXTENSION DEL PROBLEMA ANTERIOR

Aqui, un individ o s6lo obtiene ntilidad del consmmo, sino también por dejar una
hereneia a sus ])cncﬁ('inrin%.

Sea F(1) la prababilidad de morir en el tiempo ¢, F'(1) la fancion de densidad asociada
¥ 7' ¢l tiempo de vida, de tal forma que F(T) = 1. La probabilidad de vivir al mencs hasta
tes1—F(t)= [ F'(s)ds.

La utilidad de Ia herencia se expresa por una funcién W(1). Se supone que esta funcnou
cumple con las mismas condicidnes que se formularon para funciones de utilidad en el
primer modelo.

El factor a(#)} es una funcién que refleja la importancia relativa para el individuo de
dejar una herencia grande durante la mitad de su vida, enando los hijos son nifios, en
comparacién con afios antes de tener hijos y anos despuds de gue los hijos sean adultos e
independientes.

Si el individuo muere en ¢l tiempo ¢, entonces la utilidad de su vida va a depender de
Ia ntilidad de la trayectoria de su consumo deseontado hasta e tiemo # mas la utilidad de
Ia herencia W(¢) descontado por el factor aft).

Se desea maximizar el valor esperado de la utilidad total, es decir

T t
Maximizar / F'(t) [/ U (C(s))ds + u(f)lV(I\'(t))] dt.
U u

Integrando por partes la doble integral que aparece en ln expresion anterior, haciendo

dv = F'(t),
v = F(t),
du = e "'U{C(t)),

u

I

ot
/ e=PU(C(s))ds.
0

g
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Entonces

T

0

,, LT/FI(;‘,), ;V/‘),VAVT;'ILT(»C(S))“S‘_’IV!': (F(t) /u'e""’U(C(s))(ls)

T
—-/ F(t)e™P'U(C(t))dt
T o
=/ ¢ P U(C(s))ds
)

T
- F()e= " U(C(t))dt
0

T
=/ e~MU(C(1))dt
o -
_/ P()e=mU(Ct))dt,
0

ya que f‘;r e~ MU (C(s))ds = | “'l‘ MU(C(t))dt. Por tanto, se obtiene la siguiente funcién
objetivo

.
/ {e™PICUN[L = F()] + o)W (K () F'(1))dt.
it

Estd formulacién se puede interpretar de la siguiente forma. Si el individuo vive al menos
hasta ¢ (con probabilidad 1 — F(1}), entonces se suma la utilidad del consumo. Si el
individuo muere en el tiemipo ¢ (probahilidad F'(#)). entonees se tiene también utilidad de
la herencia.

El capital inicial esta dado por
K0} = IV,.
La restriccidn de que todo el ingreso estd destinado a consumo o inversion es igual a

la del problema anterior {ecuacion (11.5.1)).

El problema es encontrar una trayectoria de consumo C'(#) tal que se solucione:

T
Maximizar / {c™"U(CUN[L — F(t)] + alt) WK (1)) F'(¢)}dt,
0

sujeto n I.\'(t) = rN(t)+ o(t) - C(t),
K(0) = Ky,

C(t), continua por pedazos.
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I1.5.6 PLANTEAMIENTO DE LA EXTENSION
DEL PROBLEMA

Los siguientes planteamientos son equivalentes:

Maximizar / {c™P'U(C(N[1 = F ()] + a(t)W (K (£)F'(¢)}dt,

sujeto a (1) = rI () + v(t) — C(t),
K(0) = Iy,

C(t), continun por pedazos.

sujeto a K(0) = Iy,

C(t), continua por pedazos.

Maximizar / {e™P U(CL = F(1)] + a(e) WL (1)F'(1)}dt,

sujeto a F'(t)/ e (rK{(s) + v(s) — f\'(x))d.wlt =
[) [}

T t
/ F’(t)/ e Cs)dsdt.
o

K{0) = Ky,

C(t), continua por pedazos.

[1\[1‘(1"’"2!\1‘ / {c""U(vI\(t)-i—u(t)—I\(i))[l—F(!)]+a(t)‘V(Ix(t))F(t))d¢

Integrando la parte con la doble integral del planteamiento anterior sc obtienc la siguiente
formulacion (comparar con seccion 11.5.5):

'r . T
sujeto a e~ (r K (8) + v(t) — K1) ~ F(t)}dt = / e~ C()[1 — F(t)]dt,
[

]\(0) K.
C(t), continua por pedazos.

{ Maximizar / {e=P' U(C()[L = F(1)] + a(t )W (K ()} F'(¢)}de,
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Para el tercer planteamicnto se puede hacer una formulacién diferente (comparar con
seccidn i1.1.5)

T

Maximizar / {e~PtU(C(N1 — F(1)) + a(YW (K F' (1)) dt,
o

sujeto a

" "
{Fo = K(T)e~"|[1 = F(1)} + / TR E ()t + / T()[1 — F(t))dt =
i) U

.+
/ e~"C(H)[1 - F(1)dt,
4]

C(t), continua por pedazos.



1.6 MODELO DE ASIGNACION OPTIMA
DE CREDITOS EXTERNOS PARA
INVERSION Y CONSUMO

Un pais obtiene ayuua ccondmica para un cierto periodo de tiempo. Se desea deter-
minar la trayectoria de la fraceidn del credito que se consume (varinble de control) y la
trayectoria del capital (variable de estado) que maximizan ¢l biencstar.

I1.6.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

El modelo toma en cuenta los siguientes supucstos:
(7} toda la ayuda econdmica se destina a consumo o inversion,
(71) la tasn subjetiva intertemporal de descuento es constante,
(£7¢) existe un individuo lamado planificador central, el cual desea maximizar el bienestar
de todos los agentes, v tiene 1a facultad de decidir sobre las truyectorins de consumo
y de inversion de ta cconomin,

11.6.2 DEFINICION DE VARIABLES

A continuacién se hace unn lista de las variables que definen el modelo:
(£) I(t), capital al tiempo ¢,
(7} u(t), parte de la ayuda que se destina a inversion al tiemypo 1,
(it} m{t), flujo de bienes al tiempo £,
(ir) M*(1). flujo de divisas (dinero externo) al tiempo ¢,
(v} P*(1}, nivel de precio externo al tiempo ¢,

11.6.3 DEFINICION DE PARAMETROS

Se presenta’ una lista de los pavdmetros que se usan en ¢l modelo:
(/) T, periodo de ayuda econdica,
(if) r. tasn de interds,
(iii) p, tasa subjetiva intertemporal de descuento,



11.6.4 EL MODELO

Suponiendo gue la funcién de utilidad cumple con las mismas condiciones formuladas
en el primer modelo, e} planificador trata de maximizar la siguiente funcién ohjetivo

T
Maximizar / MU ~ u(t)n()]dt,
]

donde 1 — u(t) es la parte de la ayuda econémica que se destina nl consumo al tiempo
t, y m(t) la cantidad de bienes que llegan al pais como préstamo al tiempo t. Si M*(1)
es la cantidad de divisas que se obticne al tiempo t como crédito y P*(t) es el nivel de
precios externos al tiempo ¢, se puede determinar el flujo de bienes externos m(t) para este
instante de tiempo como

Af*(¢t)

mit) = a0k

La tasa de cambio de capital K'(#) en la economia es In parte de I ayuda econdmica
que se destina a la inversion m(#)u(t), os decir
K1) = m(tu(t), doude u(t) € [0,1].
El stock de capital inicial estd dado por

K(0) = K.
Se desea también aleanzar por lo menos un stock de capital Ko, es decir

T
K(T)= Kr, donde K(0) < Ky < K(0) + / m(t)dt.
[

El problema de asignacidén dptime de crédito cn une cconomie pare consumo. e in-
versidn consiste en encontrar la trayectorin de la proporcion de crédito que se asigna a la
inversion w(t), tal que se resuelve el problema:

p
Maximizar / TP — u(t)m{t)]dt,
[}
sujeto a I'\'(t) = m(t)u(t),
K(0) = K,
N(T) = Ky,
T
K(0) < K7 < K(0) +/ me)dt,
[
u(t) € [0, 1).
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I1.6.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTOS DEL PROBLEMA

Los siguientes planteamicutos son cquivalentes:

T
Maximizar / ™1 — u{t) pn(e)]dt,
0
sujeto a i{(t) = m(f)u(t),
R(0) = Ky,
K(T)= Ky,
»
N(0) < Kp < K(0) + / m(t)dt.
0
u(t) € {0,1].

Maximizar /Tc""U[m(r) - Io(#)}dt,
sujeto a 1\'(3 )= Ky,
K(T) = Kp,
K{0) < Ky < K(0) + /l m(t)di,
w(t) € [0.1]. ’

En el siguiente planteamiento existe la modificacion de que la economia tiene acceso

o un mercado de crédito, es decir, se pueden prestar o pedir prestado bienes a una tasa de
interds r,

T
Maximizar / e~MU(1 = uft))m(t))dt,
0

T T
sujeto a / e (t)dt = / < thu(t)dt,
[ o

N(0) = Iy,
L(T) = Ky,

-
K(0) < Ky < K(0) + / m(t)dt,
']

u(t) € {0,1].

Para el planteamiento anterior se puede hacer una formmlacién diferente sumando y
restando fi rI{(¢), e integrando por partes (comparar.con seccion IL1.5):
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U
Maximizar / e™PU((1 — u(t))m(t))de,
u

T
sujeto a e~ "TR(T) — K(0) = / e~ m(t)u(t) - rK(t))dt,
[}
K{0) = Ky,
K(T)= L',
T
K(0) < Ky < K(0) +/ m(t)dt,
o

u(t) € [0,1].



11.7 MODELO DE SELECCION OPTIMA DE
PORTAFOLIO BAJO INCERTIDUMBRE

En este modelo un individuo enfrenta el problema de optimizar su cartera de inversién
(portafolio con un activo de renta variable y un activo de renta fijn) y al mismo tiempo
encontrar las trayectorias de consumo y distribucion de su riqueza que maximizan su propio
bienestar. Es un problema bajo incertidumbre, ya que los rendimientos de la cartera de
inversion son estocdsticos.

II.7.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

El modelo toma en cuenta los siguicntes supuestos:
(i) los ingresos del individuo se forman de los rendimientos de un activo riesgoso y de un
activo libre de riesgo,
(#1) los rendimientos del activo riesgoso se rigen por una eeuacidn diferencial estocdstica
en la que aparece un proceso de Wiener,
(iit) todo la riqueza es destinada a consmno o inversidn,
{1v) la tasa subjetiva intertemporal de descucnto es constante,
(v) no hay inflacidn.

11.7.2 DEFINICION DE VARIABLES

Se incluye una lista de las variables que definen el modclo:
(i) w(t), proporcidn de la riqueza invertido en el activo riesgoso al tiempo ¢,
(#f) W(t), riqueza total del individuo al tiempo- ¢,
(iii) C(t), consumo al tiempo ¢.

I1.7.3 DEFINICION DE PARAMETROS

Se presenta una lista de los pardmetros que se usan en el modelo:
(i) T, tiempo en que muere ¢ individuo,
. (ii) p, tasa subjetiva intertemporal de descuento,
(iif) r, tasa de interés que paga el activo libre de riesgo,
(iv) a, media del crecimiento del valor del activo riesgoso,
{v) o, desviacién estandar del crecimiento del valor del activo riesgoso.
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I1.7.4 EL MODELO

Se supone que las variaciones en el valor del activo riesgoso estin representadas por
la signiente ecuacién diferencial estocdstica. Si R(t) es la proporcién de la riqueza que se
inverte en el activo riesgoso al tiempo ¢, a la media del crecimiento del valor del activo
riesgoso y ¢ su desviacién estandar, entonces

dR(t) = a(t)dt + o R(t)dz, (I1.7.1)
donde = es un proceso de Wiener!

que R(t) esta dado por

estandar (o movimiento Browniano). Nétese también

R(t) = w(t)W(1),

donde w(t) es la proporcidn de la riqueza invertida en el activo riesgoso al tiempo t y W(t)
es la riqueza total al tiempo t. Entonces, sc tiene

dR(t) = aw()W(t)dt + ow(t) W (t)d=. (I1.7.2)
El cambio marginal en la riqueza estd dada por la ecuacion diferencial
dW(t) = dR(t) + (1 — w(t)} YW (i rdt — C(t)dt, (11.7.3)

donde dR(t) es cl cambio en el valor del activo riesgoso, (1 — w(t))W (¢)rdt el cambio en el
valor del activo seguro y C'(¢) el consumo por unidad de tiempo al tiempo ¢,
Sustituyendo la ecuaciones (I1.7.2) en la ecuacién (I11.7.3) se tiene

dW(t) = aw($)W(t)dt + aw( )WV (8)d= + (1 — w())W(t)rdt - C(1)de
= fw(t)a — r) + r]IV(E) = Cl)dt + w(t)W(t)od:=.

Aplicando la convencidn d= = (dt)'/2 se obiene la cenacion diferencial estocdstica de pre-
supuesto

dW(t) = [w(t) (o — r) + #|IV(1) — C(t)dt + wlt)W (Do (dt) /2. (I1.7.4)

La riqueza inicial estd dada por

W(0) = Wy > 0. (11.7.5)
Se tiene la siguiente funcién objetivo

T
Muximizar Eu{ / c“f"U(C(f))dt+B(W(T),T)}. (L7.6)
(1]

' comparar con modelo 1.2
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donde U(C(t)) es ln funcién de utilidad del consumo, y B(W(T),T) es la funcién de
utilidad por dejar una herencia. Se necesitan aqui, de nuevo, las mismas condiciones que
se formularon para funciones de utilidad en cl primer modelo. T es el tiempo en que muere
el individuo y Eq el operador de la esperanza condicional dadas las condiciones iniciales.

El problema ¢s encontrar una trayectoria de consumo C(f) y una trayectoria de la
proporcién de la riqueza que se asigna al activo riesgoso w(t) tal que se resuelva:

s
Maximizar Ep {/ TP C(t))dt + B[IV(T).T]} R
o

sujeto a dW = [w(t){a — r) + r]IV(E) — C(D)t + w(t)W()a(dt)'/?,
W(0) =Wy > 0.
Wit) > 0,
Cit)y z 0.



11.8 MODELO DE MAXIMIZACION DE BENEFICIOS
DE UN MONOPOLIO

En el siguiente modelo se considera una empresa que constituye con su produceion
un monopolio. El objetivo de] monopolista es encontrar las trayectorias del precio del
producto (variable de control) y del mitmero de unidades praducidas (variable de estado)
que maximizan los beneficios.

II.8.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

El modelo toma en cucnta los signientes supuestos:

(¢) la empresa produce un sélo bien,

(i) la empresa constituye un monopolio con este bien, ¢s decir, no existen otras empresas
que ofrecen el mismo bien.

I1.8.2 DEFINICION DE VARIABLES
A continuacién se hace una lista de las varinbles que definen el modelo:

(i) x(t), produccion al tiempo ¢,
(#2) p(t), precio del bien al tiempo 2.

11.8.3 DEFINICION DE PARAMETROS

Se incluye una lista de los pardmetros que se usan en ¢l modelo:
(i) a,b, ¢, pariumetros de la funcién de demanda,
(71} m,n,k, pardmetros de la funcién de los costos de la produccion,
(£22) r, tasa de interés.

11.8.4 EL. MODELO

La cantidad de bienes x(t) que la emmpresa puede vender al tiempo ¢ depende del precio
p(t) del bien al tiempo ¢, y del cambio del precio del bien p(t) al tiempo ¢,

x{t) = ap(t) + bp(t} +c.
Las costos de la produccion z(z) estdn dados por
z(t)) = m(x(t))? +nz(t) + k.

36



El precio inicial esta dado por
P{0) = po.
El precio deseado al tiemipo T estd dado por

nT) = py.

El objetivo es maximizar los beneficios de la empresa en cada instante de tiempo, es
decir

-
Maximizar / e~ M p(t)e(t) - 2(a(t)))dt.
o

El problemna de mazimizacidn de beneficios de un monopolio es encontrar una trayec-
toria de precios p(t) que sc resuelva:
T .
Maximizar / e~ () — m(x(1)® = na(t) — kldt,
0

sujeto a x(t) = ap(t) + bp(t) + ¢,
pl8Y = po,
wT)=p.

11.8.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA

Los siguientes planteamientos son equivalentes:

T
Maximizar / e~ [p(t)x(?) = m{x(2))? — na(t) - kdt,
o

sujeto a z(t) = ap(t) + bp(t) + ¢,
p(0) = po,
" p(T)=p1.

T
( Maximizar / e~ [p(t)ap(t) + bp(t)] + ¢ — miap(t) + bp(t) + c]?
0

—ulap(t) + bp(t) + c} — K]dt,
sujeto a  p(0) = pa,
wT)=pr.
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T
Maximizar / e~ Mp(t)a(t) — m(x(t))? — nx(t) — kdt,
o

T T
sujeto a / e~ a(t)dt = / e~ lap(t) + bp(t) + c]dt,
(] o

#(0) = pa,
oT) =p.
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I1.9 MODELO DE ANALISIS DE DEVALUACION

En este medelo se estudia una cconomia con un individuo representativo que puede
consumir un bien que se exporta y otro que se importa. El objetivo del individuo repre-
sentativo es determinar las trayectorias de consumo de los dos bicnes que maximicen su
funcién de utilidad.

I1.9.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

Los supuestos considerados en este modelo son:
(i) pals pequeno,
(71} dos bicnes comerciables internacionalmente (exportacion, importacion),
(7i{) economia abierta,
(iv) el individuo posee moneda nacional y un bono internacional.
(v) individuo representativo con vida infinita.

1I.9.2 DEFINICION DE VARIABLES

Las variables utilizadas en el modelo son:

=

(i} x(t), cantidad de consumo del hien & exportar al tiempo ¢,
{ii) m(t), cantidad de consumo del bien a importar al tiempo ¢,
(ifi) y(t), ingresos al tiempo ¢,
(iv) j(t), es el precio del bien de exportacion entre el precio del bien de importacidn, precios
relativos.

I1.9.3 DEFINICION DE PARAMETROS
Los pardmetros utilizados en el modelo son:

(i} p, tasa subjetiva intertemporal de descuento,
(#7) r, es In tasa de interés mundial.

I1.9.4 EL MODELO

La utilidad de un individuo representativo con vida infinita (o de una familia cuyos
padres se preocupan por hijos, nietos y demads descendientes), estd dada por

V() = ./:Q e~MU(x(t), m(t))dt,
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donde p es la tasa subjetiva intertemporal de descuento constante (positiva) en el tiempo,
por lo que el factor de descuento es e™'dt, y U{-, ) (funcién de utilidad) es una funcién
céncava con segundns derivadas parciales continuas que satisface:

. oU(z,m) _

. . . 9U(x,m) )
..l-"—}o P oo, paramn fija; :ll!léo B e 0, para m fija;
. OULx,m) . . OU(a,m) .
’3'111\0 T =0 barar fijn; ,,.h_“éa B el 0, para x fija.

El individuo representativo dispone de un flujo de ingresos (exadgeno) y(t) del bien
perecedero que sc exporta y el tinico activo disponible es un hono internacionalmente
comerciable, ¢l cual tiene un valor fijo igual a una unidad del bien importadoe y autoriza
a su propietario recibir r (tasa de interés) unidades del bien importado por unidad de
tiempo. La tasa de cambio de la rigueza del individuo estd dado por

it = y(1)/p(t) + rb(t) — (1) /pit) — m(t).

donde p(t) es el precio de exportaciones entre ¢l precio de importaciones, Considérese que
el individuo planca a partir del tiempo ¢ = 0 hasta infinito. Supdngase que by denota
la riqueza inicial (en bonos) de Ia familin (ndividuo representativo), la cual estd dada.
El individuo representativo desea determinar la trayectoria de consumo que maximice su
beneficio, por lo cual su problema a resolver es:

o
Mnximizur/ U (), m())dt,

to
sujetoa b(2) = y(#)/p(t) + rb(t) — x(t)/p(t) — m(2),
b(0) = by.

I1.9.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL
PROBLEMA

Los siguientes planteamientos son equivalentes:

Maximizar / e U (e(t)y, m(1))dt,
t,

sujeto a ir(t) = y(8)/p(t) + rb(t) — x(t)/p(t) — m(t),
¥0) = bo.

Maximizar /w e~ Uy (6)/p(t) + rltt) — 2(£)/p(2) — il(t),m(t))dt,

to

sujeto a b(0) = bg.
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Maximizar /00 e U ((x(t), m(t)),
o
sujeto a /wc""i)(t):lt = /wc"'[y(t)/p(t) + bt} — x(8)/p(t) — m()]dt,
o o

b(0) = by.

Para el planteamiento anterior se hace una formulacién diferente usundo la condicién
“No Ponzi Game" (comparar con seceion IL1.5), es decir

I
Maximizar / e (t), m{t))dt,
to

sujeto a /w T (z(t)/p(t) + m(t))dt = by + /w M (y(2)/p())dt,
[+ 0

lim b(t)e !t} =0,
t—ox

donde ln primera restriceion dice que el valor presente del flujo de los gastos es igual al
valor presente del fiujo de los ingresos.
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I1.10 MODELO DE ANALISIS DE CUENTA
CORRIENTE Y TIPO DE CAMBIO REAL

En este modelo, se annliza el impacto que sobre la cuenta corriente y el tipo de cambio
real tiene una politica de estabilizacién basada en una disminucién temporal de la tasa de
devaluacién. Se propone un modelo del tipo de Ramsey, en el cual el individuo tiene
expectativas racionales. Los supuestos adicionales son al principio muy simples de tal
manera que el modelo sea manejable y que al mismo tiempo capte los efectos importantes
(cuenta corriente, tipo de cambio real, ete.).

En una segunda etapa, se modificnn o se extienden algunos de los supuestos y se ve
si las conclusiones antes obtenidas siguen sicndo vélidas.

1I1.10.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

En un principio se desarrolla un modelo que toma en cuenta los siguientes supuestos:
(i) Pais pequeio,
(i) un bien comerciable (internacionalmente),
(#ii) perfecta movilidad de capital,
(iv) dos activos, moneda nacional y un bono internacional,
(v) elindividuo tiene acceso a un mereado internacional de erddito,
(vi) se cumiple la condicién de paridad de poder de compra,
(vii) cash-in-advance (dinero ¥ consumo son perfectos sustitutos),
(viii) pleno empleo
(iz) individuo representativo, maximizador de utilidad esperada,
(z) vida infinita,
(xi) expectativas racionales {prevision perfecta),
(zif) el resto del mundo no posce dinero domndstico,

En este modelo se pretende mostrar que una politica de estabilizacién basada en una
disminucién temporal de la tasa de devaluacién gencra un déficit temporal sobre la cuenta
corriente. En este caso, entre mds corto sea el periodo de estabilizacidn, mayor serd el
déficit en cuenta corriente que experimenta la economia.

11.10.2 DEFINICION DE VARIABLES

A continuacidn se hace una lista de lus variables que definen ¢l modelo:
(i) ¢(t), consumo al tiempo t,
(i7) m(t), activos en moneda nacional, en base a saldos monetarios reales al tiempo ¢,
(#i2) b(?), tenencia de bonos internacionales por parte del gobierna al tiempo ¢,
(iv) F(t), bono internacional del individuo al tiempo ¢,
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(v) a(t), riqueza financiera del individuo al tiempo ¢,
(vi) B(1), el total de bonos internacionles en la cconomia al tiempo ¢,

11.10.3 DEFINICION DE PARAMETROS
Se presenta una lista de los pardmetros que se usan en el modelo:
(i) v, flujo constante de ingresos,
(i) r, tasa de interés,
(iii) p, tasa subjetiva intertemporal de descuento,
11.10.4 EL. MODELO
La utilidad total descontada, al tiempo £ = 0 (el presente), de un individuo represen-

tativo con vida infinita (o de una familin cuyos padres se preacupan por hijos, nietos y
demds condescendientes) estd dada por

V(o) = /w u[c(t)](._’"di, (I1.10.1)
o

donde ¢(¢t) es el consumo, p es la tasa subjetiva intertemporeal de deseuento y u(-) es una
funcién creciente, estrictamente céucava con seguindn derivada continua que satisface

lim u'{c) =0, lim u'(¢) = oo.
oo psac

Por tanto, las preferencias, del individuo, por consumo a través del tiempo estén represen-
taclas por

Vis) = /w ule(t)e™ MM dt.
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Para ser mis especificos se considera una funcién de utilidad de la forma

-
JT?_—,—’-. para >0, YRl
ufe())=

loge(t), parn =1,

donde se ha removida la discontinuidad de la funciéu en y=1. Observe que parn esta funcién consumo, in
elasticidad de sustitucion entre c(t) y c(s) con s#t, estd dada por

—_ u'left)) ufeta)} dicts)fefn)} -l
ole=— =55 o e e = 5
También note que cnando s—t1 la elasticidad de sustitucion satisface

tim, oy ofe()]=—u'{ct))/{x"[c(OD]ct))=o= 4,

o1 este caso el grado relativo de aversién al riesgo omaple con

_u"[c(l)]-“,‘—&“-:—n:-’.

Se supone también que el individuo representativo ticne prevision perfecta, es decir,
para el individuo la tasa de devaluacidn esperada €°(#) coincide con la observada e(t) =
€(t). Suponiendo que hay perfecta movilidad de capital, y que la tasa real de interés del
resto del mundo, r, satisface p = », se tiene la signiente condicién de arbitraje

i) =r +e(t). (11.10.2)

Se supone que la riqueza financiera del individuo, a(?), a través del tiempo, estd
determinada por activos en moneda nacional, en basc a saldos monetarios reales, m(t), y
un bono internacional F(t), de tal manera gue

a{t) = m(t) + F(t). (11.10.3)

donde F(0) es exdgeno.

Sea y el ingreso que se supone constante en todo momento. Suponga que hay un
gobierno, con el mismo horizonte de planeacién, que cobra impuestos, g(t), del tipo Lump-
Sum. La restriccién presupuestal del individuo, una vez que ha incorporado sus expecta-
tivas y las transferencias del gobierno estd dada por

a(0)+ L+ /u& o(tye=rtdt = -low[c(t) Filtmitle"dt. (I1.10.4)

Esta condicidn indica que, para el individuo representativo, “El valor presente del flujo de
ingresos fuluros debe ser igual el valor presente del gasto planeado™.
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En forma alternativa se¢ puede escribir (11.10.4) como
a(t) = y+ g(2) + rF(1) — c(t) — e(t)m(t), (I7.10.5)

" junto con ln condicién de transversalidad

Jim a(t)e™" =0, . : (I1.10.6)
:ya quc cmﬁo puede observarse
a(0) — l]_i_{&a(t)c"' = /:o[rn(t) —a(t))e~""dt, (I1.10.7)
con lo cual de (I1.10.4)
ra(t) —a(t) + y + g = c(t) + i{thn(t) (11.10.8)

y usando (IL10.2) y (11.10.3), sc obtiene (11.10.5).

Es importante notar que bajo el supuesto de perfeeta movilidad de capital, la condicién
"No Ponzi Game” (11.10.6) estd climinando la posibilidad de que el individuo se endeude
indefinidamente pagando intereses con mis deuda.

A continuacion se introduce la condicion casli-in-advance, en esta condicidn se es-
tablece que el consuma planecado tiene que hacerse efectivo, de tal manera que ¢l individuo
debe tener al menos ac(t) unidades de saldos monetarios reales, donde a > 0, equivalen-
temente

m(t) 2 ae(t). (11.10.9)

El individuo representativo desea determinar la trayectoria de consumo que maxim-
ice su utilidad, V(0), dada en (11.10.1), sujeto a las restricciones presupuestal y cash-in-
advance, (11.10.4) y (11.10.9), respectivainente.

A continuacién se considera una restriccion presupuestal del gobierno de la siguiente
forma (para eliminar efectos fiscales de efectos monetarios)

g(1) + [b(t) — rb()) = 11(t) + e(thm(t), (I1.10.10)

junto con la condicién de transversalidad

- lim b(t)e™"" =0, (11.10.11)
t—o0
ya que
had .
80) — lim b(t)e™" =/ [rb(2) — b(2))e "t dt, (I1.10.12)
= 0

aqui b(¢) denota la tenencia de bonos internacionales por parte del gobierno al tiempo t
y 1h(t) +e(t)m(2) representa el ingreso por impnesto inflacionario debido a la creacién de
dinero. Aqui 4{0) es exdgeno.
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La ccuacidn (11.10.10) puede reeseribirse como
o0 00
/ g(8)e="tdt = b(0) -+ / () + e(t)m()e="de. (I1.10.13)
[ o
Denotando por B(t) el total de bonos internacionales en la economia se tiene que

B(t) = b(t) + F(2). (I1.10.14)

Dela cenacién de la riqueza financiera del individuo representativo, (11.10.3), se tiene ahora
que
a(t) = m(t) 4+ B(t) — b(¢). (I1.10.15)

Utilizando la restriceién flujo de la riqueza (11.10.5) se obtiene
m(t) + B(t) - b(t) = y + g(t) + r[B() — b{t)] — (1) — e(t)mt), (11.10.16)

equivalentemente

g(8) + [b(8) — rb(£)] — in(t) + e(thn(t)] = [B(t) ~ rB(t)] +c(t) — v, (I1.10.17)

con lo cual se obtiene que la restricedn presupnestal de la cconomii en su conjunto puede
escribirse como
o
y -
B0+ == e(t)e™"dt. (11.10.18)

¥ ]
Esta ecuacién simplemente dice que, para la cconomia, el valor presente del flujo de ingresos
futuros debe ser igual al valor presente del gasto plancado. Se puede observar también que
el dinero doméstico no aparece en la restriceion (I1.10.18) ya que éste no representa riqueza
para el resto del mundo, pues el resto del mundo no posee moneda nacional.

A continuacién se van a estudiar programas de estabilizacion en los cuales la tasa de
devaluacién satisface

, para 0<t<T,
e(t)={£0 barn Bt 3 (11.10.19)

&, para t>T,
donde ¢y < ¢;. Para ser consistentes con i(¢) > 0, se debe suponer que
e+r>et+r>0.
Observe que bajo los suptiestos de pais pequeiio y poder de paridad de compra,
tomando unidades adecuadas de tal manera que sc mantengn p* = 1 a través del tiempo,

se ticne que la tasa de devaluacion coincide con la tasa de inflacion, €(t) = p/p.
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El problemn es encontrar la trayectoria de consumo ¢(t) considerando que la tasa de
devaluacion se comporta segun la funcién (11.10.19) tal que se solucione:

o0
Maximizar / ule(t)le"dt,
]

sujeto a /m[y + g(t) = e[t} 1+ ai(t))e™""dt = —a(0),
o
a{0) = a,.

11.10.5 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
Los siguientes planteamientos son eguivalentes:

o0
Maximizar / ufe(t)e™""dt,
0

sujeto & a(t) = ra(t) + y + g(t) — c(2)(1 + «i(t)),
a(0) = ay.

e [ Ty () ral) 4 g0)]
Maximizar _/; u[ EETHON) ]c dt,

sujeto a a(0) = ag.

Maximizar / wle(t)e™""dt,
0

sujeto a /w e~a(t)dt ='/°° e "ra(t) + y + g(t) —e(8)(1 + ai(e))]dt,
(I 0
a(0) = aq.

Aplicando la condicion "No Ponzi Game” al plantcamiento anterior se obtiene (com-
parar con 11.10.4):

o0
Maximizar / ule(t)le~"dt,
a

sujeto a / fy + g(t) — e()(1 + ci(t))]e~"dt = —a(0),
o
lim a(t)e™" =0,
1—oa

a(0) = ag.
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I1.10.6 PRIMERA EXTENSION DEL MODELO

En la primera extensién se incluye bienes no-comerciables, y s¢ pretende ver, si las
conclusiones obtenidas siguen siendo vilidas.
La forma mds simple de introducir bienes no-comerciables es suponer que:

(i) E! individuo sélo consume bienes no-comerciables, ¢,(t),

(i1} los bienes no-comerciables, ¢,(2), son producidos con bicnes comerciables ¢,(t), con
funcién de produceion e,(1) = Fle,(t)], la cual presenta rendimientos marginales de-
crecientes.

(idd) la oferta de trabajo es perfectamente inclistica.

La utilidad total descontacda es ahora
oo
/ MU (Fle ),
0
¥ la restriceidn presupuestal os

a(t) =ralt) + y + g(t) = FleO)(1 + ai(t)).

Twinbidn para ser mis especificos se supone que
Flednm=ladl™® - pcscr. (11.10.20)

Consecuentemente, el precio relativa, P(1), de ¢, (1) con respeeto a ¢, (1), en equilibrio competitivo, se
obitiene al resolver ¢l problemn

Masimizar  1{e, (=pan BT e, 01,

De la condicidn de primer orden del problema de maximizacidn se abtiene que

=ttt ol (). (f1.10:21)
En consecuencia el tipo de catubio real estit daclo por

P} =le ). {11.10.22)
Ahora, los balunees monetarios reales estin dados par

m(l)=:—i%’;{», {11.10.23)

donde M(t) es el dinero doméstico. Por tanto la restriccidn cash-in-ndvance se escribe aliora como

m{t) Za P{)e.{1). (11.10.24)
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I1.10.7 SEGUNDA EXTENSION DEL MODELO

En Ia segunda extension se moadifica el modelo por el supuesto que el dinero pro-
porciona utilidad por servicios de liquidez, ¥ dinero y consumo son complementos a la

Edgeworth. A continuacién se pretende ver, si las concluciones obtenidas siguen siendo
-ilidas.

La condicién cash-in-advance es indudablemente muy restrictiva. Para relajar este

supuesto se supone que la funcién de utilidad incluye saldos monetarios reales, reflejando

con esto que ol dinero le proporciona ntilidad al individuo por sus servicios de liquidez.
En esta seccién se considera el siguiente supuesto:

(/) La funcion de utilidad satisface we,, > 0, es decir, dinero y consumo son complementos
a la Edgeworth.

Alora, la utilidad total descontada al tiempo ¢ = 0 e

A dada por
o
() = / ule(t )y, m(2)e 0t
0

en donde u(-, -} es una funcién creciente en ambos argumentos, estrictamente céncava con
segundas derivadas parciales continuas, y que satisface

lim uc(e,m) =0, para m fija, limu um(c,m) = oo, para c fija,
c—o0 m—

liull’ e, m) =oc. para mn fija, lim wy{e.m) =0. para ¢ fija.
o m—oc

In este caso se supone gue ls funcién de utilidad s tiene una forig especifica. Sea 9<a<t,

(e amt=ayi=it
b=y

para >0, R#£1.

alogct(l—a)lagm, para R=1,
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I1.11 MODELO DE APRENDIZAJE
SOBRE UTILIDAD

En este modelo, bajo cl enféque Bayesiano*, se considera el proceso de aprendizaje de
un individuo sobre su funcién de utilidad. Para esto se usan distribuciones que describen el
comportamiento racional de los individuos cuando éstos incorporan informacién adicional
en su funcién de Utilidad (Individuos optimizadores de medidas de informacidn).

La teoria clasica de utilidad, parte de un postulado de racionalidad del individuo en
el que:

() El individuo tiene informacion completa sobre los bienes de consuimo, activos, activi-
dades, ete., que existen en ¢l mereado, y sobre la satisfaceion que obtiene al combi-
narlos en diferentes proporciones.

(i7} Dicha informaeion estd contenida en su funcion de utilidad.

(iiz) El individuo maximiza su utilidad sometiéndose a la vestriceidn que le imponen su
ingreso y los precios del mereado.

A continuacién se pretende modelar el proceso de aprendizaje por el que el individuo
pasa antes de llegar a Jos puntos (1} y (i/}, o por lo menos, estar lo mas cerca posible de
ellos.

Es decir, se establece un nuevo postulado de racionalidad para el individuo, com-
portindose éste como optimizador de medidas de informacién cuando se trata de incorporar
informacién adlicional en su funcién de utilidad.

Los individuos aprenden de su funcidn de utilidad a través de la experiencia y la
determinacidén de ésta es problema de decisiones bajo incertidumbre, donde la informacién
a priori es demasindo importante para ser ignorada.

II.11.1 SUPUESTOS BASICOS DEL MODELO DE APRENDI-
ZAJE

Los dos supuestos csenciales que se maneja sobre In funcién de utilidad son:
(£) Elindividuo conoce la forma funcionsl de su funcién de utilidad, pero no esté seguro

de los valores de los parametros que en ella aparecen.

(ii) Elindividuo asigna una distribucién e priori a los pardinetros, esta distribucién puede
incluso ser no-informativa (ver Jeffreys (1949)).
A continuacién se incorpora en cl modelo una serie de supuestos que, fundamental-

mente, tienen que ver con el comportamiento de los individuos.

(itt) En una primera ctapa del proceso, el individuo aprende al consumir las cantidades
que maximizan su utilidad esperada ¢ priori sujeto a su restriccién presupuestal.

* A diferencia del enfoque tradicional en doude tos timetros de una distrit se ideran fijos
pero

d .3 £ B

enel g yesi se supone una distribucién para los valores de los pardmetros.
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(iv) Se supone que la informacién ganada pucde ser representada en términos de valores
esperados. Esta informacidn es empleada para obtener una distribucién a posteriori,
via la optimizacién de algnua medida de informacién.

(v) El proceso anterior puede ser recursivo, en el sentido de que si el individuo sigue
inseguro sobre los valores de los pardmetros en su funcidn de utilidad, una distribucién
a posteriori se utiliza como una distribucion a priori y ¢l proceso se inicia de nuevo.

Entre mais rapido el individuo pueda determinar los valores “exactos” o al menos “cercanos”
a los valores exactos, mayor seri Ia utilidad que el individuo experimente ¢n cada periodo,

El problema se puede comparar con un problema de inversién, en el cual el consumo
s considerado inversion en informacién.

11.11.2 DISTRIBUCIONES DERIVADAS DE MEDIDAS DE IN-
FORMACION

En térmninos generales, una medida de informacién es una medida de la cantidad de
aprendizaje entre probabilidades a priori y probabilidades « posteriori. Los siguicntes dos
principios son fundamentales en el desarrollo de este madelo:

(i} El principio de minima entropin cruzada* establece que cnando hay un estimador
a priori de una densidad e informacién adicional en términos de valores esperados,
se deberia tomar como un estimador a posteriori aquella densidiad que minimice la
entropia cruzada con la ¢ prieri y que sea compatible con la informacion adicional.

(&

El principio de mdxima entropia establece que entre todas las distribuciones que sean
compatibles con informacidn adicional dada en términos de valores esperados, y en
ausencia de una densidad a priori, se deberin tomar como estimador a posteriori
aquella que maximice la entropia.

I1.11.3 DEFINICION DE VARIABLES

A continuacién se hace unn lista de las variables que definen el modelo:
(i} C(t), consumo al tiempo ¢.

* La palabra “entropia” es intraducida por Clasius (I1850) como concepto termodinimics (como una
medida de desorden de un sistema fisico). La interpretacién probabilista del concepto en Mécanica es-
tadistica se atribuye a Boltzmann (1877a) y (1877h). Sin embacgo Ja relacién explicita entre entropia y
probabilidad se debe a Plank (1901). Shannon y Weaver (1948} crean las bases de la teoria de informacidn
al reinterpretar el concepto para estudiar problemas de teansmision de datos. Asi pues, el nombre de
cntropia, en nuestro cotttexto, se debe a razones meraniente histdricas, y In interpretacisn como medida de
informacién rompe con el origen de concepto fisico. El nombre de entropia cruzada se debe a Good(1960),
este concepto ha recibido otros nombres, entre cllos se mencionan: Divergencia directa o funcién de dis-
criminacién de informacién (Kullback (1959)), peso de la evidencia {Good (1960)), Entropia relativa o
némero de Kullback-Leibler (Wehrt (1978) ).




I1.11.4 DEFINICION DE PARAMETROS

Se presenta una lista de los pardmetros que se usan cn ¢l modelo:
(¢) 8, un parametro de la funcién de utilidad,
(if) h, intervalo de tiempo.

I1.11.5 APRENDIZAJE CON MINIMA ENTROPIA CRUZADA

Suponga que, en una prinera etapa {etapu 0), el individuo decide invertir en consumo
para obtener informacion adicional sobre los pardmetros de su funcién de utilidad

U =Uu(c)e),

en donde la forma funcional de U es conocida, C(t) es el consumo al tiempo f y @ cs un
pardmetro, euyos posibles valores pertenecen a un espacio parametral, @, Suponge ademds
que ¢l conocimiento inicial del individuo sobre los pardnietros de su funcion de ntilidad
estd representado por una distribucion a prieri, p = p(8), 0 € O.

En lo que sigue, se supone también que ¢l individuo enfrenta una restriccion pre-
supuestal,

C(t) € Sy,

en donde Sy es el conjunto de posibilidades de consumo en la otapa 0 (depende de los
precios del mercado, ingresos, tusa de interés, ete).
En esta primera ctapa, el individuo resuelve ¢l problema

1
Maximizar E,[U(C(t)|9)} = / e / U(C(O)I0)p(8)dodt, (I1.11.1)
(] e

sujeto a C(t) € So,

para el intervalo de tiempo &, Ty = I, y aprende algo mads sobre 6 al consumir las cariti-
dades, C(t),0 < t £ Ty, que maxitmizan ¢l problema (IL11.1).

Se supone que la informacién ganada, la cual se asocia a una distribucion e posteriori
{8}, puede ser representada en términos de valores esperados como

/ a ()7 ()6 = ar, k=1,2,..,m, ([1.11.2)
)

2

donde, por supuesto, las funciones a;, k=1,
todas conocidas.

.an y las constantes dr, k=1,2,..m son

En la siguicnte etapa, ctapa 1, el comportamiento racional gue el individuo sigue
para determinar una distribucion a posteriori, n°, que incorpore la informacién ganada,
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{11.11.2), en su conocimiento inicial representado por p(8), es el de minimizador de entropia
cruzada. Es decir, el individuo resuelve ¢l problema*:

Minimizar H(m,p) = / w(6) log L{)) 19,
2]

r(o)
/ ()8 =1,
e

sujeto a
/ ap(O)m(8)dd = ag, &k =1,2,...,m.
[}

Una vez resuclio el sistema (Se supone que se cumplen la condicidn de segundo or-
den del problema variacional, a saber, In condicion de Legendre (ver Kamien y Schwartz
(1981)), el individuo vuclve a resolver, en la ctapn 2, un problema de maximizacién de
utilidad esperada

Ty
Maximizar E,,.(U(C'(t)w)]:/ ¢=rlt=To) /U(C(i)l(:')rr'(ﬂ]p,Tu)d()dt. (I1.11.3)
To 4O

sujeto a C(t) € 51,

donde Ty = Ty + 4.

Se supone que las decisiones del individuo no afectan a los pardmetvos que aparezcan
en las restricciones impuestas en Sy o0 en ) (precios de mercado, ingresos, tasa de interés,
ete).

El proceso anterior puede ser recursivo, en el sentido de que si el individuo sigue
inseguro sobre los vaelores de los pardmctros en su fimeion de utilidad, una distribucién a
posteriort se utiliza como una distribucién ¢ priori y ¢l proceso se inicia de nuevo. Entre
mas rapido el individuo determine los valores verdaderos de los pardmetros, mayor seri la
utilidad que experimente en cada periodo.

fond. leladd

A manera de resumen, se identifican 3 etapas
de aprendizaje:
(2) En Ia etapa 0, ¢l individua resuelve el problema de maxintizncidn de utilidad esperada

ales en el de! proceso
Maximizar 1;,.[U(cu);a)1=ﬂ" et [ utcnleperdear,

sujelo a CUYESL,

y aprende algo mas sobre @ al consumir las cantidudes, C{1),0<1<Te, que maximizan la
utilidad esperada con respecto de p. Lo aprendido puede ser representaclo por

f(_)n.(ﬁ)n(ﬂ):lﬂ:r‘u, k=1,2

* Esimportante mencionar que In entropia cruzila ¢s unn funcién 1o negativa y estrictamente céncava
con respecto del argumento 7.



{#4) En'la etapa 2, el individuo determina una distribucion a posteriori, °, al resolver el
. problema de minimizacidn de entropin cruzada

Minimizar H(vr.p):fa w(9) log 35lda,
n(0)do=1
sujeto a f" !
L)ru(ﬂ)?r(ﬂ)nl&:ﬁ,,, k=1,2,...m.

(#i) En'ln etapn 2, ¢l individuo vuelve a resolver un problema de maximizacién de utilidad
esperada

Maximizar E,.[U(C(l)]e)]:f:' emU=To) [ H(C(0)|0)n" (6]p, Toldddt,
o

sujeto a C(t)ES;.

II.11.6 APRENDIZAJE CON MAXIMA ENTROPIA
Si en la etapa 0, no existe una distribucién a priori, p = p(8), 0 € ©, que describa
el conocimiento adicional del individuo, entoncees ¢l individuo consune cualquier C(t) €
So hasta el tiempo Ty para obtener informacion adicional sobre 8. Se supone que esta
informacién puede ser expresada en ténuinos de valores esperados, es decir
/ ax(O)r(8)d8 = ay. h=1.2,..,m. (I1.11.4)
]
En la etapa 1, el comportamiento racional que el individuo sigue para determinar una

distribucién e posteriori, =), que incorpore la informacion ganada, (IL11.4), es el de
maximizador de entropia. Es decir, el individuo resuelve el problema:

Maximizar H(m) = —/ n(8)log = (6)db,
[5)

/n(ﬂ)d&: 1,

]

/ak(ﬂ)n(ﬂ)(m:ﬁ;ﬂ b=1,2.,m.
)

sujeto a

Unn vez resuelto el sistema, el individuo resuelve, en la etapa 2, el problema
Ty .
Maximizar Eq [U(C()|6)) = / e—pti=Ta) / U(C()|8)7* (8)p, To)dodt,  (I11.11.5)
To [°]

sujeto a C(t) € 5y,



donde Iy = Ty -+ h. Al igual que sntes, se supone que las decisiones del individuo no
afectan a los pardmetros que aparecen en Sp 0 en S,

En resumen, se identifican 3 etapas fund.
dizaje con maxima entropia:

ales en el Telado del proceso de apren-

() Enlactapa 0, ol individuo consuine eualquicr C(HE€So parn aprender algo mas sobre 6, es
decir
[ as(Bymio)to=as, k=12,

(ii) En la etapa t, el individuo determinn uua distribucidn a posteriori, 7%

, al resolver el
problema de maximizacién de entropin
Cintizar xis
Maxinizar Hmy== [ w(8) tog T4,

. j” wo)di=1,

sujeto a

f“n‘.(gjnlﬂjdll:uh k=1.2,..0m.

(#1i) En Ia etapn 2, el individuo vuelve a resolver un problenia de mnximizacion de ntilidad
esperarln

Maximizor  E.= [{C(0)]6)]= [Tr‘ ¢melt=Ta! [ﬂ C(C ) e (8)p, To)dbde,
Jrg J

sujeto a C(1EeS.

El proceso nuteriar, como antes, pucde s¢r rectusivo.

Es importante guardar en mente ol signiente resultado 1til en aplicaciones, Sea 7° la
solucién de minima entropia cruzada o de mdxima entropia, y suponga que las funciones
ap(8), k=0,1,2,...,m, donde ag(f) = 1, son continnas y linealmente independientes con

/ ay(8)ae(8)n*(8)df < oo, paratoda ;,0=0,1,2,...m.
©

Entonces la solucion es tnica (ver Venegas (1990}).
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[1.12 MODELO DE CUENTA CORRIENTE Y TIPO
DE CAMBIO REAL CONSIDERANDO
EFECTOS DE APRENDIZAJE

Como en el modelo 1110 se analiza ¢} impacto que sobre la cuenta corriente y el tipo
de cambio real tiene una politica de estabilizacién basada en una disminucién temporal
de la tasa de devaluacién, pero ahora con ln madificacién que el individuo estd incierto
sobre los valores de los pardmetros de su funcion de utilidad (comparar con modelo 11.11).
En cuanto a las funciones de utilidad se trabaja en forma explicita el grado relativo de
aversion al riesgo.

I1.12.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO

Todos los supuestos citudos en el modelo 11,10 son vilidos en éste, adeinds se tiene las

siguientes:

(§) el individuo conoce ln forma funcional de su funcion de utilidad, pero no estd seguro
de los valores de los pardmetros gue en ella aparecen,

(i) el individuo minimiza entropia cruzada para incorporar aprendizaje sobre su funcion
de utilidad.

11.12.2 DEFINICION DE PARAMETROS

Todos los pardmetros citados en ¢l modelo I1.10 son validos en éste ademis se consid-
eran parametros nuevoes, éstos son:
(i) 7, grado relativo de aversién al riesgo.

11.12.3 EL MODELO

La utilidad esperada descontada, al tiempo ¢ = 0 (el presente), de un individuo repre-
sentativo con vida infinita (o de una familia enyas padres se preocupan por hijos, nietos y
demds condescendientes) estd dada por

V(o) = /I'{[c u[r(f)[-,]l""(lt}rlF(')‘), (I112.1)

donde la integral sobre I’ es tomada en ¢l sentido de Stieltjes con el fin de incluir dis-
tribuciones continuas, discretas o mezclas. Se supone que la integral doble satisface las
condiciones del Teorema de Fubini para que sea irrelevante el orden de integracién. Aqui, -y
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es el grado relativo de aversidn al riesgo, c(#) es ¢l consumo, p ¢s la tasa subjetiva intertem-
poral de descuento y u(:|y) es una funcién creciente, estrictamente céncava con segunda

derivada continua que satisface
lim u'(cly) =0, lin u'(cly) = oo.
c—oo =0

Para ser mas especificos se considera vna funcién de utilidad de b forma

pava un valor de 921, 4>0

ule(t)fr)=
logc(t), para =1,

donde ¢l grado relativo de aversion al riesgo, A, tomi dos posibles valares, uno para a=1y otro para un

valor positivo de 5 dis

dada por
_wlleteltaly el fer ety dletadfolry; Y
Wt T e ety 5"

aletnn)= Gr
o

to de 1.
Observe que para esta funcion de utilidad, b elasticidad de sustitucion entre o(#) y c(s) con ss#¢, esta

Lilucian satisf:

sticicd de

Tatnbién note que cumdo y—¢ fa ol
tim, —p afc(0)[a)=—u'[etn ]2}/ {u " [ (O] )c() }=m= d

¥, como se sabe, ¢l grado relative de aversidn al riesga cumple con

T )
AR LU

Observe gue ahora, bajo Ia forina especifica que se ha adoptado para la Mineién de atilidad,

vioy=r{ ,=|}fﬂ“’ togettye=#tdi+p{ »,¢|}Ju

Las restricciones en este modelo corresponden con las del modelo 11.10.

El problema es encontrar la trayectorin de consumo (¢}, considerando que la tasa
de devaluacién se comporta segin la funcion (11.10.19), y considerando un proceso de

aprendizaje sobre el pardmetro ¥ de la funcién de utilidad, tal que se solucione:

Maximizar /m / ule(t)YdF(y) perdt,
(i r
20
sujeto a / [y + g(t) = c(#)1 + wi(t))]e™ " dt = —a(0),
[}

a(0) = ag.



I1.12.4 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Los siguientes plantcamicntos son equivalentes:

Maximizar Am{/rn[c(t)lvldF(y)} —ridt,

sujeto o a(t) = ra(t) + y + ¢(t) — c(£)(1 + ai(t)),
a{0) = ay.

Maximizar ./um{/ru [y—%’—j&l‘rldl’(‘ﬂ}ﬂ_"lu

sujeto a a(0) = ag.

Maximizar /m{/u[C(f)l‘Y](lF(’Y)} it
(

o =~
sujeto / e alt)dt = / e” M ralt) + y + glt) — elt)1 + ai(2))dt,
0 0
a(0) = «aq.

Aplicando la condicién "No Ponzi Game” al planteamiento anterior se obtiene (com-
parar con 11.10.4):

Maximizar /w{/u[c(l)h]rl}‘"(’v}} e,
0

sujeto / [+ g(t) — ()1 + ai(t))]c ™" dt = —a(D),
o
']_i_nu\aa(t)c"" =0,
a(0) ="y

I1.12.5 PRIMERA EXTENSION DEL MODELO
En la primera extensidn se incluye hienes no-comerciables, y se pretende ver, si las

conclusiones obtenidas siguen siendo vilidas.

Lo demads corresponde con IL10.6.

58



1I.12.6 SEGUNDA EXTENSION DEL MODELO

En la segunda extension se modifica ¢l modelo por el supuesto que el dinero pro-
porciona utilidad por servicios de liquidez, ¥ dincro y consimo son complementos a la
Edgeworth. A continuacidn se pretende ver, si las conclusiones obtenidas siguen siendo
vitlidas.

La condicién cash-in-advance es indudablemente muy restrictiva. Para relajar este
supuesto se supone que la funcién e utilidad incluye saldos monetarios reales, reflejando
con esto que el dinero le proporciona utilidad al individuo por sus

En esta scecién se conside

servicios de liguidez.

1 el signiente supuesto:

(7} La funcidn de utilidad satisface w,, > 0, es decir, consumo y dinero son complementos
a la Edgeworth.

Ahora, la utilidad total descontada al tiempo ¢ = 0 estd dada por

V(0)=/ / /x ule(t) m{t)ev, Rle=*"dt ydF(a)dF(R).
u<n<l Ji>0 1]

en donde o es un pardmetro de distribucidn y R es ol grado relativo de aversién al ricsgo.
Se supone que « y R son variables aleatorias independient,

Aqui, u(-,-) es una funcién
creciente en ambos argumentos, estrictamente céneava con segundas derivadas parciales
continuas, y que satisface

lim ue(e,m|a, R) =0, para wm fija, ]im0 uy(c,m|n, R) = oo, para c fija,
c—co P

l'luauAc,m[a,R):oo. para e fija, lim w,(confo,R) =0. para c fija.
£ m—oo

Parn ser nids especificos,

se supone que la funcion de utilidad « tiene una forma especifica. Sea
o0<a<t,

@ byt t .
Lt 2T para algin valor 11, 1>0,
ulem)=

alogc+(1—a)logm, parn R=i.
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III TECNICAS DE SOLUCION

A continuacién se presentan las téenicas de solucién para los problemas de opti-
mizacién planteados en el capitulo anterior. Las téenicas comprenden: Cileulo de Varia-
ciones, Control Optimo y Control Optimno Estacistico. Todos los problemas deterministas
planteados pueden ser resucltos via calenlo de varinciones o control éptimo. El interés no
es presentar toda la teoria que respalda los métodos, ¥a que ésta es ampliamente conocida,
sino mostrar la aplicacion de las téenicas a problemas en la microeconomia y macroe-
conomia.

I11.1 CALCULO DE VARIACIONES

Existe una gran varie

ad de problemas que surgen en la feorfe de optimizacidn en
espacios de funciones; cstos tienen un cardcter sustanciahuente no lineal, y se pueden
afrontar por mdtados variacionales, los cuales constituyen una de las ramas principerles
del andlisis funcional o lineal. Dichios métodos condeirin a Ia solucién de los problens
planteados.

Entre los problemas de optimizacion en espacios de funciones se tratarin funcionales
de un tipo muy especial, es decir, fimcionales representadas por integrales.

Para ser miis cxplicims; se iniciura con una definicion.

Definicidn.- Sea (V, [}]]) un espacio lineal normado, B, una bola abicerta de radio ¢ en V,
J: B, ¢V — Runa funcional y L{V,R) el espacio de funcionales que van de ¥V a R, Se
dice que la funcional J es diferenciable en ol puto f € B, si existe una funcional lineal
acotada dJ(f) € L(VIR) = V*, tal que para (f+ h) € B, J(f+ )= J(f) =dJ{(fYh)+
ol [4[1), donde of{[if]) significa aue follIDI/IAI = [0 + 1) — JCF) = dICFWR/R]] — O
cunando [[2]] = 0, o(|[1}]) es frecuentemente Hamado un infenitésimo de orden superior al
primero respecto a [{h]]. dJ(f)(R) es Bamada la diferencial de Fréchet de la funcional J
en el punto f € B,. Obviamente este concepto es local, por lo que es conveniente definir a
una funcional J como diferenciable en un conjunto B, C V' si es diferenciable para cada
f € B., esto es, pura cada f € B, existe dJ(f) € L(V.R) = V'*, tal que cumple con la
propiedad antes mencionada.

II1.1.1 TIPO 1

El primer tipo de problemas es como se presenta a continuacion.

Teorema: Considérese una funcional de la forma
b
1=3tn= [ R, e,
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sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera
fluy =4,

flby =B,

donde F € C?, es decir, una funcién con prinera y seguneda derivadas pareiales continuas
con respecto a todos sus argumentos.  Supdngase que V= C'[a,b] con norma ||f]} =
m[nﬁ] 1F(] + m{mg] 1£'(#)]. Entonces, una condicidn necesarin para que la funcional J(f)
1E€[u, 1€]a,

tenga un extremo en una funcion dada f{2), es que satisfaga In ccuncion de Euler, o sea™

OF(L L. f") '_l(oru.f,f')) -0
of 7 af =

Demostracidn: Dese a la funcion f nn incremento X, de tal manera que (f +h) € B, y
[+ I siga satisfaciendo las condiciones de frontera, para ln cunl h{a) = () = 0, csto cs
h € Cola, ], espacio de funciones continuns que se auulan en @ y & en la terminologia de los

métodos variacionales tal funcidn & es llamada una funcion admisible, entonces calenlando
la diferencia J(f + h) — J(f) se tiene

b
HE e =Ty = [FUT+ 00 40 = Fo g )

se sigue del Teorema de Taylor que

Y (OF(t, £, ') AR £,
J(j+h)—J(f)=_/; ( or hit)+ BT h(t))«lr

b YR f 4 0h, f1 +60')

+ g/. (——————————————W., W3(t)

QEF(t. f +6h, f' +81) ,

2—————5f-a—f,———h(t)h (1)

. OEF(, £+ 6h, '+ 61")
afrz

(h'(r))") dt,

donde § € [0,1]. Ademds se sabe que existen Afy, AL, y My tales que |572—F‘;'f!—'ﬂl <
Ay, |57—’—f-,‘%j!-,£ll S My Ia-:%—'ﬁéﬂl < Ay para todo (1, f, f'), pues F tiene segundas

derivadas continuas con respecto a todos sus argumentos. Se define Af = max{M;},

* Para simplificar la uotacién se usaed f, f*. b b's g, o recorditulo que estai en funcién del tiempo
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si [|A]] = max |A(t)] + max|h'(t)| sc obticne lo siguiente para la segunda integral de la
ccuacién anterior:

b b
§/ ()t <y / (M2 + 2MER 4 M)t
a «
b
< ;1\1/ (W% 4+ 200" + W'Ydt
" ’
< %;\I/': [}él[:.\..\".llh(i)l‘

9 . ax |
+2 (,‘éii‘m (o) s 1 un)

s |W(2)]*]d
+l‘é’[f.‘.\h]|'( NRES

A

A - ax ' 2
LMD u)[lxeu[m h(t) + s, [h'(2)])

A

LML~ |2,

Dividiendo el resultado entre {Jh]], ¥ tomando el limite (/]| = 0) se tiene:

[ 1 9
g LU L LA — a)lihy| . 0(||h||)
2.da < 7 -
rl.'ﬂa 1AL - Il-l—l—l:) 114l II,IBn I3

asi en valor absoluto la segunda integral es igual a cero en ¢l limite. Entonces
b -
"OF( S S AF(. f. f)
dJ(fyh) = [: ( ar hit) 4+ RYd hi(t) )dt,

una condicién necesaria para que la funcional J tenga un extremo en el punto f es que

dJ( )Y = 0 para toda b adnisible en Cola, 8] N C'a, ), entonces
' (OF(, £, 1) aFt, £, 1)
./,. ( af hit)y + 3 h'(t)){lt =0,

para toda h admisible, pero integrando por partes el segundo sumando del integrando, se
tiene que

b r
/ aFt, f.f), ey < OFU ff),“” / :T’[(?_F%&),,(,)(u

_ " d (OF . 1)
__/" rlf(T),'(t)rl"

VIOF(L£,f)  d (OF (L fof) _
/[ o ‘E< ay )]"‘”‘“‘“'
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para toda ki admisible. Por tanto

OF(t.f, f') _ 1(01’(!,1’.!’)) -0
ar dt af" -

La ecuacidn de Euler proporeiona una condicién uceesaria para un extremo; en muchos
casos, ésta es suficiente para dar una solucidn completa del problema variacional. La
ecuacién de Euler es en general una ecuacion diferencial de segundo orden. Pero puede
ser que para una curva dada, la funcidn tenga un extremo ¥ dichn curva no sea dos veces
diferenciable, y sin embargo, satisface la ecunacién de Euler,

I1.1.2 TIPO 2
El tipo dos se¢ presenta a continuacion.

Teorema: Considérese una funcional de la forma

b
J=J) = / F(t, fog, f'oa'
a
sujeta a las siguientes restricciones o condiciones de frontera
fla) = A,

fthy=B.
donde FF € C¥a,b], es decir, nna funcién cou primern ¥ segnnda derivadas parciales
continuas con respecto a todos sus argumentos; ||(f,9)|] = 'léi""}l |F) + 1?[?2] L@ +
o lo(O] + mox 9" (fi9) € Be € (Cifa b)) (f.g") € Be € (Cilanbl), (fig)
satisface las condiciones de frontera.

Entonces, una condicion necesaria para que la funcional J tenga un extremo en un
vector dado ( f,g), es que este veetor satisfaga las ecuaciones de Euler, es decir

IRt foa S g') il_(OF(t‘f,!/,f'.!/’) =0
af at oft =0

OF(tf.o. M g') _ d (OFG S S0V _ g
dg dt ' e

Demostracién: Dese al vector (f, ¢) wnincremento (hy, he), |, 1t2)|] < £, de tal inanera
que se sigan satisfaciendo las condiciones de frontera, entonces (M, hg) € (Ca[u,b])l n
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(Cila, b))%, entonees caleulando la diferencia J{f +hy,g+h2) — J(f,9) ¥ usando el teorema
de Taylor se tiene que

b
J(f+/z,,y+h,)_1(f,g)=/ (“77‘; W,/.,)dhu/ (%h._, gf)‘z),lwo(”(h,,n,)n.

Por tanto

dF(f.g)(h-,hz)=/ (gih.—a—f,h,)duf (‘;—};h, 3 ,h,)dt

La condicion necesaria dJ(f,o)(/y, he) =0, (In,h2) € (Cola, b)) N (C{a, b])? implica que

ar IF 7 oF
/,, (af/u~a—f,h,)dl+[ <—(,r/-l,-—0 ,hl):[f_l)

puesto que todos los incrementos My 2(#) son independientes; de acuerdo con el problema
tipo uno, se tiene el siguiente sistema de eenaciones de Eunler

aFt foa £\ ) :_l(aF(t.f,y,f’.y’)) -
dt -

af af’
aF(t, [ [\ 0") IE(t, fvj'f g')
dy 1ll

Obsérvese que las expresiones amteriores fommn un sistemna de dos ecuaciones difer-
encinles de segundo orden, y que su solucion general contiene dos constantes arbitrarias,
las cuales son determinadas de las condiciones de frontera.

II.1.3 TIPO 3
El tipo tres es para un problema Isoperimétrico.

Teorema: Considérense dos funcionales, es decir
&
7=an= [ Fesra
sujeto a las siguientes restricciones o condiciones de frontera
fla) =
fb) =
b
K=K(f)= / G(t, f, fydt = Q,
a
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donde I, FeC?, t € [a,b], es decir, una faneién con primera y segunda derivadas parciales
continuas con respecto a todos sus arguientos; f nna funcidu para la cnal la funcional J
tiene un extremo (dptimo) y es tal que ||f|] = Ilé];:"\}] FGIES ’2}2}] [f'(#); f satisface las
condiciones de frontera: Se desea encontrar una funcién f parn la cual la funcional J tenga
un extremo {6ptimo).

Si f = f(t) ¢s extremo de J pero no de X, entonces existe una constante p tal que f
es extremo de la funcional J + pl, y por tanto f satisface la ecuacion diferencial

OF(t. S f') _ d OF(L.S) '(GG(f.f.f') _ iOG(:.f.f')) o
af @t ar I ar @i ar =

Demostracion: Transformando ¢l planteamiento del teorema anterior en uno de Control
Optimo* se tiene:

u
J = / F(f.u)dt,

sujeto u

fl=u.

¢ =G(f.u),
fla) = 4,
f(h)y =B,
gla) =0,
ah = Q.

Se desea encontrar wna funcién f para la cual la funcional J tenga un extremo (6ptimo).
Primero se formula el Hamiltoninno

HA fou) = NF(fou)+ MG fon) + A,
Las ecuaciones adjuntas son .
=M= MFr+ MGy,
~dy =0,

La condicién para el maximo es
= r\L]Fu +¢\|G., + /\'to

Derivando la ecuacién anterior con respecto al tiempo t, y dado gque Ag = 0 se tiene

d d i
0= /\uzﬂ, + A ;EG" + Gy

© * ver subcapitulo 1112



Para A = 0 se obticne junto con la cenacidn adjunta

d . d _
Fy— EFI' +A (G, - -d—t-G,,) =0.

ysi = # 0, entonces

1 do, o Ad N L A
G (,uF/“" NatCr) =Er+ G
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II1.2 CONTROL OPTIMO

En Cilculo de Variaciones se busea minimizar o maximizar un indice de ejecucién de
un sistema determinado por un conjunto de ccuaciones diferenciales.

Se pueden formular los problemas de Céleulo de Variaciones ¢n forma de problemas
de Control Optimo con la modificacion de que las variables de control estdn restringidas
por un conjunto cerrado. Con la excepeién de que la forma de las ccuaciones diferenciales
de un problema de Control Optimo cs un poco menos general que la de un problema de
Cileulo de Variaciones, se puede decir que los problemas que se resuelven con Cileulo de
Variaciones son casos especiales de problemas de Control Optimo. El método Cileulo de
Variaciones tiene la desventaja de que no se pueden resolver problemas donde aparecen
restricciones en forma de designaldad.

II1.2.1 TIPO 1

El primer tipo de problemas que se van a considerar son problemas con condicidn
inicial, pero sin condicidn terminal.

Estos problemas se formulan de la siguiente maneri:
Se tiene un sistema definido en un intervalo de tiepo 0 < < T

Ft) = GUF(t),u(t)), (II1.2.1a)

una condicién inicial (fijo)

f(0) = fu, (IT1.2.18)
nn conjunto de controles permitidos
u(t)y € U, (III.2.1c)
¥ una funcién objetive "
J= d!(f(T))+/ F(f(t), u{t))dt, (I11.2.1d)
[

que se requicre maximizar. Aqui u(¢) es la variable de control, f(2) la variable de estado
¥ ¥(f(T)) la contribucidn a la funcidn objetivo de la variable de estaclo al tiempo T'. Se
supone que la funcidn G(f(¢), u(t}) es una funcién bien comportada tal que el sistema tiene
solucién tnica.
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LA FUNCION OBJETIVO MODIFICADA Y EL HAMILTONIANO

Las condiciones de maximizacién s¢ obtienen considerando los cfectos de cambios pe-
quefios cerca del dptimo. Se empieza con la suposicién de que la funcién de control u(t)
es 6ptima, después se hace un cambio pequeiio en u(t), y sc determina el eambio inducido
en la funcidn objetivo J. Este cambio debe ser negativo si w(t) es éptima.

Como un cambio en u(f} también provoca un cambio en f(t), es dificil determinar
directamente la influencia neta en el valor de la funcién objetivo. Por cso se apliea un
método indirecto. Se agrega a J términos que suman cero.

En particular se forma la funcién objetivo modificada*

~
1

T
- ANf -G d
5= [ MF- G

It

" o
u’v(f(T))+[) F(j'.n):lt-/(: ANf = GUF. )]t (I11.2.4)

El término entre paréntesis es cero para cualquier trayectoria. Entonces el coeficiente A es
arbitrario y por tanto para cualquicr A el valor de J es ol misino que ol valor de J. Resulta
que se puede considerar el problema de maximizar J antes de maximizar J. La flexibilidad

en la eleccidn de A se puede usar para hs

cr el problema tan simple como sea posible.
Por conveniencia se define ¢l Hamiltoniano

H(\, fou) = AGUf u) + F(f, ). (111.2.5)

En términos del Hamiltoniano, la funcién objetivo modificada tama la forma

T
J= n/v(f(T))+/ (H(A, fou) = Af)dt. (I11.2.6)
(1

Entonces el Hamiltoniano es fundamental para In consideracion de este objetivo modificado.
Se supone ahora que se especifica nua funcidn de control 1, satisfaciendo ln restriccion
1t € U. Este determina una trayectoria de estado f. Ademis se considera un cammbio pequeiio
en la funcién de control a una nueva funcién v € U. Este caunbio os pequefio en el sentido
que la integral del valor absoluto de la diferencia s pequetio, es decir

"
/ Ji = vldt < <, (I11.2.7)
[}

donde ¢ es pequeiio.

Este control nuevo implica una nueva trayectoria de estado la que se escribe como
f + . El cambio p es pequefio para toda t, porque la variable de estado depende en Ia
integral de la funcién de control,

* Para simplificar Ia notacién se usard A, f, u recordando que estan en funcién del tiempo t.
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Si se define AJ como ¢l cambio correspondiente en ¢! objetivo modificado, se obtiene

AY =J{f +p,v) = I(fiu)
- r
=¢'(f(T)+<P)—l»"(f(T))+/ (H(A-f+95,v)—H(«\.f-u)}dt-/u Agdt.

(I11.2.8)
Integrando por partes se ticne
T 7
/ M = MT)e(T) - MO)e(0) —/ A, (I11.2.9)
o o
Entonces, se tiene
AT =(f(T) +oT)) ~ b f(T1) = MT YA T} + A(0)(0)
T .
+ / {H(N f+ o v)~ H{A fou)+ Ap)dt,
o
([11.2.10)

Ahora se aproxima esta ecuacion a primer orden (es decir, al orden &) usando expre-
siones diferenciales para diferencias pequenas. Utilizando la version multidimensional del
Teorema de Taylor sc obticne

T
/ HO £+ ) = H fulldt
0

T
=[O+ i) = HOLLo)+ HO o)
0
- H(MN S, u)](It
T
& [ AN Soobo  HOL F0) = HOW Sl

T
= [Tl S0+ (O F0) ~ BN S0}
+ H(A fyoy = H(X fou)ldt
T
=~ / {He(M Fouyo + HUA, foo) = H( fou))de,
0
(II1.2.11)
donde cn cada etapa 22 significa “igual que dentro del orden de £ (La dltima linea se

obtiene considerando que ambos ¢ ¥ el integral de Hy(A, f, v} — Hy(X, f,u) son de orden
¢, entonces el producta cs de orden £2.)
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Sustituyendo la ceuacion (111.2.21) en (I11.2.10) y usando una aproximacion diferencial
a los primeros dos términes en la ecuncidn (111.2.10) da

AT "[vl'/(f(T)) — MT)(T) + M0)p(0)
/ [He(A fru) + /\]l,:rlt

+/ [H(A, fov)~ H(A, fou)ldt + ple), (I11.2.12)
n

donde p(g) denota términos que son de orden menor que ¢, Esto es la expresién general
para ¢l cambio en J que resulta de un cambio arbitrado en v, A continuacién se simplifica
esta expresion por la scleceion propia de la funcién A,

LA ECUACION ADJUNTA

Note que {0) = 0, ya que un cambio en la funcién de control no produce un cambio
en el estado inicial. Entoncees el segundo término del lado derecho de (111.2.12) es siempre
cero.

Se debe seleecionar A de tal forma que todos los otros términos desaparezean menos
la dltima integral. Esto se logra escogiendo A como la solucidn de la ecuacidn diferencial
adjunta

—X= Hy(\ fiu), (I11.2.13)

o, mits explicitamente, con condicion adjunta final
MT) = v (f(T)). (111.2.14)

iPero qué estd involuerado agui? Debe recordarse que ol valor de Gy f,u) varia en el
tiempo; pero para un 1 y f especifico es conocido, También el valor de F(f, u) es conocido
¥y varia en el tiempo. Por tanto la ccuacion (I11.2.11) es una ecuacion diferencial lineal
cuyo valor cambia en el tiempo y depende del valor de A, lo cual s desconocido. Asociado
con este sistema se tiene una condicién final MT'). Entonces se puede resolver la ecuacion
adjunta regresando en el tiempo de T a 0. Esto determina una solucién dnica A. Con esta
A se obtiene la sigiiente ceuacidn de ln expresion ([11.2.12)

T
AT = / [HUA, £ou) = H(A fou)ldt +p(). (II1.2.15a)
0

Como A, f y u son conocidas ¢ independientes de v, esta ecuacidn permite calcular
ficilmente la consecuencia aproximada de un cambio a una nneva funcion de control v.

Es factible usar esta ccnacidn para deducir 1a condicion de optimalidad. Si la funcién
inicinl de control 1 es dptimo se concluye que para cualguier ¢

H{A(L), f(t), v) < H{A(2), £(2), u(t)), (I11.2.15b)
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para todo v € 7. [Aqui ? es fijo, u(t) es el valor del control dptimo al tiempo ¢, mientras
que v es arbitrario en U; ¢ no o8 nna funcién del tiempo.}
Esto implica que en el miximo

LY (II1.2.16)

Para verificar la desiguaklad (I11,2.15h), se supone que para alguna f existisunv e U
con

HA#), f(t) v} > HIAR), f(2), ult)).

Alora. pudiera eambiarse la funcion u(t) tal que la ceuacién (111.2.15a) sea positiva para un
intervalo pequenio {de tamaiio ¢) que contiene a £, la integral serin positiva {y de orden €);
ast AJ serfa positiva, contradiciendo el hecho de gue la fuucidn u(#) produce el J niiximo.

Este resultado significa que en cada instante «de tiempo ¢ ¢l valor particular de w(?) en
un control dptimo tiene la propiedad de maximizor ¢l Hamiltoniane, Este resultado es el
principio del mdzimo de Pontryegin parva este problema,

EL PRINCIPIO DEL MAXIMO

Se hace un resunien del conjunto de Ias condiciones necesaring de optimalidad las
cuales son dadas por una fincion adjunta A(¢). Eu el problema original se buscan las
funciones f(1) ¥ u(t) que satisfacen ln cenacion del sistema (11L2.1a), In condicién inieial
(I11.2.11), la restriccion (IIL2.1¢) ¥ que maximizan la funcion objetivo (I111.2.1d).

Teorema: Scan u(?) € U y f(1} las trayectorias dptimas de coutrol ¥ estado respecti-
vamente para el problema de Control Optimn (I1I1.2.1). Entonces existe nna trayectoria
adjunta A(¢) tal que u{t), f(1} y Alt) juntos satisfacen:

(i) f(t) = G(f(2),u(t)) {ccuacion del sistema) {II1.2.18a)

(ii) f{0) = fo (condicién inicial} (111.2.18h)
(iii) —;\(f) = AMOG(f(t),u(t)) + Fr(f(t) u(t)) (ccuacidn adjunta) (I11.2.18¢)
(iv) MT) = p(f(T)) (condicion adjunta final) (111.2.18d)

(v) Paratoda t, 0 <t < T, ytodav el
aH _ g

e
donde H es el Hamiltoniano

(condicién para el mdximo}  (IIL2.18¢)

H(AMt), £(t), wlt)) = MOGUA), ut)) + F(f(£). u(t)).
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II1.2.2 TIPO 2

El tipo de prablema de Control Optimo de In scecién anterior se refiere a problemas
sin restriceidn del valor terminal de la variable de estado. Existen muchos problemas en los
cuales el valor terminal estd restringido en nlguna forma. Entonces se modifica el problema
(II1.2.1) por la restriceidn terminal

ATy = fr. (I[11.2.19)

Para deducir las condiciones necesarias en términos de una funcidn adjunta At) en éste
problema se siguen los mismos pasos que en la seceién 111.2.1. Lo que cambia es gue la
ccnacion (I11.2.14) desaparcee en este caso ¥ se tiene una constante Ag que toma en cuenta
fa posibilidad de degeneracion. Puede ocurrir que no exista ninguna funcién de control
que satisface la restriceién terminal, en este caso no hay solucion, En el caso de una sola
trayectoria que satisface la restriceion terminal la solneion no esti afectada por la funcion
objetiva. Un problema bicn formulado no va o tener estas anomalias, entoiices Ay > 0. En
In priictica siempre se inteuta aplicar el principio del miiximo con Ay = 1.

Teorema: Sean u(t) € U y f(f) las trayectorins Gptimas de control v estado respectiva-
mente para el problema de Control Optimo que estd formado por las cenaciones (111.2.1)
y (II1.2.19). Entonces existe unn trayectoria adjunta M(t) y una constante Ag 2 0 [eon
(Ao A # 0] tal que w(t), f{1)y A(#) juntos satisfacen:

(i) f(t) = GUF(t) u(t))  (cenncion del sistema) (111.2.20a)
(11) f(0) = fo  (condicion iuicial) {111.2.200)
(iit) f{T)= fr (condicién terminal)* (111.2.20¢}

(iv) =A(t) = MOG (), ul(t)) + M Fp(f( u())  (ecuacion adjunta)  (111.2.20d)
(v) Paratoda 2,0 <t < T, ytoda v € U
%% =0 (condicion para el maxima)  (111.2.200)

donde H es el Hamiltoniano

HM), f()u(t)y = MOGU#), u(1) + XaF(F(1), u(t)).

* i la restriccion terminal tiene b foraan JITI2 fr, entonees las concliciones para 90 miaximo se modi-
fican por la ecitacion MTI20 (=0 si f*(T)>fr).
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II1.3 CONTROL OPTIMO ESTOCASTICO

Los problemas de control dptimo estocistico son generaluente estudiados por métodos
de programacion dindmica.

Para ser explicitos, se enuciard el signiente teorema suponiendo un control fijo.

¥ tereera derivada acotada uniformemente y

Teorema,-Sea J{f) y su primera, scgunda
sca f(t} dado por la ecnacion

4 3
s =i+ [ s [armse,
W [
donde G(f) y a(f) satisfacen ln conelicion Lipschitz *. Se define ¢l operador

L'=G'(f)a + ﬂ‘(/)af

Entonces

t
EpJ(f(1) = J(fo) = E/,,A LICf(t))dt.

donde f(0) = fo ¥ Ey, el operador esperanza con condicidu inicial fy, ¥ £ es conocido
como el gencrador diferencial del proceso f(#).

Demostracidn: Supongase que la funcion de estado fft) sigue el proceso general de Ita,
es decir

f {
f(r>=fm)+/ G(f(f))df+/ A FNM= (1),
o il

o en forma diferencinl

df(t) = G(f(£))dt + o f())d=,

discretizando, se tiene

Af(t) = GU())AL +a(f(1))A=. (I11.3.1)

Para simplificar notacion sélo se eseribird f, recordando gue es fimncidu del tiempo. Sea

Az =&/AL, donde € ~N(0,1), entonces
EBla:) = E[§VAY] = VAIE[¢) = 0,

Var[A:z] = Varlevat) = E[(EVAIY] - (EleVAL)Y = At.

* ver Kushner, pag. 987 .



Se tiene £2 ~ A2, por tanto

EBl(Az)] = ALE[€?] = At,

Var((Az)?] = Varf€?At) = (A1) Var[€?] = 2(At)?.

Para valores pequeiios de At, se tiene Az = VAt sin pérdida de generalidad,
Elevando al cuadrado la cenacién (111.3.1), se tiene

(AP = GHINA® +2Ga (A 4 o ()AL (111.3.2)
Si J{f(t)) se expresa en un desarrollo de Taylor, es decir

aJ 1947
AJ—‘7¢f+;w(Af) +.

v se usa la ecuacion (111.3.2) desprecinndo los términos (A2)? y (D )*/2, entonces

1
ar=%are s nan.

sustituyendo la ecnacién (111.3.1) en la expresion anterior ¥ tomando el Aim“, se ticue

184 ,

3977 (F))dt + ——amlL_

aJ
d] = (G(f )(')_f
Si se define ¢l aperador como

. a1, . O

L= G(f)5f + 5”“”5}7‘-"
entonces 2

dJ = L(f)dt + —5}:7(])11:.

Integrando para se[to, t}, se tiene

t'JJ(f( 1)

J(f(t))—J(f(!o))=/ LI(F(s))ds +/ ol f)z

calculando el valor esperado dado un fy

BJ(f( )

t
EnlI )] = Br{Jf(ta))] = Ey, [ [ enonds + ol fdz ]
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pero cl valor esperado de la iltima integral de la expresion anterior es ecro (porque
Eg,|ds] = 0), por tanto

1}
EpJ(f(t)) - J(f(ta)) = Ej, / CI(Fs)ds.
to

LA ECUACION DE LA UTILIDAD

Para obtener la ecuacidn de la utilidad se supone un control fijo. Considérese una
funcional de la forma

I = E’/n =" Ff())t.

Resulta que
a =
J(f)y = E,/ r/"F(ju)):lr-»E,/ cTPRCF())t
] BY

A o

= By [ e R+ EJ(E/[ / (-""’thu)wfl,f;])
(1] a
A o

= E,/ r""F(f(t)):H+E,:""\‘(E,[/ r"“"A’F(f(t))rltlfA]>
i . a
By ]

=E,/ c—"'F(f(n)dl+E,.~—"-’<E,A/ c“"F(f(i))rlt)
0 A
Y

= E,/ P FCF(NA + Ege™r J(fa).
(4

Entonces N
EgeS T = JU)+ By [ MEG 0N =0,
o

Dividiendo entre A se tiene

Epe=r2J(fa) =) Ef {® _un _
T +K./:; "M E(f(E)dt = 0.

» . 2y
Sumando y restando ¢l término 3 _;[“). entonees

EpJ(fa)—J ! E; [ _ '
’U"‘A) m+E,(‘" % ’J(fA)+—Ai£ cTPP(f())dt = 0.

Tomando el Ihmite a la expresion anterior se obtiene la ccuacion de Ia utilidad

LISy = pl(SY+F(f)=0 (IT1.3.3)
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CONDICION DE PRIMER ORDEN

Ahora se desarolla 1a condicién de primer orden incluyendo In variable de control u(t).
Sea
0o
Py =B [ R,
(]
J(f) =supJ*(f).
u

La funcional J{f) se puede escribir como
A s
J(f) =man‘;[/ c“”'F(f(t).u(f))rlt+/ r:""F(f(f).u(t))(It]
o A
A o
= max E} {/ TME(f() ult))dt + ¢~ Ep, / r"’"F(f(t),u(t))(lt]
0 o

a
=max EY [/ PR F{), u($))dt + c""“-l(f_;)]‘
0

la cual conduce a la signiente condicién necesarin para ol maximo

suplLUJ(FY = pJ(f) + F(fou)] =0, (I11.3.4)
doncle . .
£ =G+ Lot (I11.3.5)
' BT REAEALT R 3



IV. SOLUCIONES E INTERPRETACION

A continuacidn se resuclve cada nno de las 12 modelos formulados en el capitulo II
aplicando las técnicas del capitulo 111 Los resultados que se obtiene en cada modelo son
interpretados.

IV.1 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO
DE CRECIMIENTO ECONOMICO OPTIMO

Para la solucién de este problemn se apliea la téeniea de Control Optimo citada en el
capitulo anterior.

IV.1.1 PLANTEAMIENTO
El planteamiento del problema es el siguicnte:

Maximizar /w e=PU=ta T (1))t
fo
sujeto o k(#) = FIH(1)) — M(t) - (1),
k(ta) = ko,
0 < cft) < fIR(H)),

c(t), continua por pedazos.

IV.1.2 ESTABILIDAD DE PUNTOS EN EQUILIBRIO

En la Fig.1a se muestra la funcion de produceion per edpita y ¢l rayo Mk Restando
el rayo de In curva se abticne ¢ + &, indicado en ¢l inciso (b).
Definicién: El nivel de lo regle de oro de capital per cdpite, E, os ol punto de equilibrio
que maximiza ¢l nivel de consumo per cipita en el tiempao, es deeir

fiky=A=p+n doude k= i,
&= f(iy = Ak

En la Fig.2 se ilustra la estabilidad de puntes de consumo en la curva f(k) — Ak; por
tanto, implica un equilibrio. En el caso (a), el consumo per eipita cs cero. Al punto E, la
derivada k es cero; entonces, & es un puito de equilibrio estable. El caso (b), demuestra
el nivel de la regla de oro del capital k, pero es un punto de equilibrio no estable.
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Finalmente en el caso (¢), el consmuo per capita es fijo a un nivel € positivo, pero
menor que el nivel mitximo de consumo, 0 < © < é. En este caso, se obtienen dos puntos de
capital per cipita, a un nivel mis abajo, &1, y 2 un nivel s arriba, k. Los dos puntos
de cquilibrio son diferentes en cnanto a estabilidad; el punto mis abajo no cs estable, y
el punto mds arriba es estable. Este argumento indica que se necesita un gran empujén
para aleanzar e} nivel de capital per cipita critico, tras el cual la cconomia por sus propios
esfuerzos tiende hacia niveles de capital y produccidn per cdpita mds y inds altos.

IV.1.3 SOLUCION

La variable de estado os el capital per edpita, B(£); la variable de control es el consumo
per cipita, ¢(t); In integral del bienestar es 1a lincional objetivo; la ecuacién fundamental
diferencial de erecimiento dptimo es la ccuncidn del sistema; y ol stock de eapital per cipita
al tiempo ty es la condicion inicinl.

El coujunto de controles existe para todas las funciones coutinuas por pedazos del
constimio per cipita, donde los valores del consimo per cipita no pueden ser menores de
cero, i en una economia cerrada, mayor gue la produceion per capita.

La solucidn de este problema es una trayectoria 6ptima del consumo per edpita c*(t),
¥ una trayectoria optima del eapital per edpita B2(t). donde las trayectorias son definidas
para toda ¢ 2> t,.

La solucidn depende de la funcion de utilidad, de la funcion de producerion, de la tasa
subjetiva intertemporal de desenento, de I tasa de depreciacion, de la tasa del erecimiento
de la fuerza de trabajo y del stock inicial de capital per cipita.

Como este problema se resuelve con control dptimo, primero se formula el Hamiltoni-
ann, es decir

H =700 (e 0) + g O[F (1) — Ak(1) — e(#)], (IV.1.1)

donde ¢{1) es ¢l precio sombra del capital adicional per eapita, que se mide en términos de
utilidad.

Segin la condicidn para o] miximo, ¢l control dptimo (consmmo éptimo per cdpita)
maximiza el Hamiltoniano. La condiciéu de primer orden (comparar con seecién 1.2.1),
OH [Bc = 0, impliea

alt) = AU (1)), vz

es decir, que en el miximo, el precio sombra de capital adicional per cdpita es igual a la
utiidad marginal del constuno per capita. Se satisfuce la coudicion de segundo orden por
la concavidad cstricta de la funeidon de utilidad.

La condicidn adjunta (comparar con seccidn [I1.2.1) tiene In siguiente forma

oH

e (IV.1.3)

d
i) =-
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que implica ‘
s a(t) = =(f' (1)) — Na(?). (IV.1.4)

Eseribiendo esta ecuacidn de la siguiente forma

f(L(I))+m—lt—n=() (IV.1.5)
indica que el bencficio neto de tener una unidad de capital per ¢ipita para un intervalo
de tiempo es cero, donde el beneficio neto es el producto marginal mds las ganancias de
capital §(#)/q(¢) menos lns pérdidas debido & una deprecincidn g, un crecimiento de la
poblacién n, e intereses p.

Comeo a lo largo de la trayectoria dptima, g(t) = ¢TI (e(4)). se diferencia con
respecto al tiempo y se obticne

Q1) _ UMet))

ey = U—'(;m)—t(l)—/l——a(((f))-m—ﬂ, (IV.1.6)
donde a(c(t)) = —c(f)lll,’,'(‘;‘l'”: es In elasticidad de ln utilidad marginal. Asi se puede eseribir

{IV.1.5) como la cenacion diferencial de ln variable de control
(1) = m)[r(lu))—(\ + p))edt). (IV.1.7)
Por el principio del mdsimo, las trayectorias ¢*(#) ¥ A°(1) son dptimas si satisfacen lus

siguientes cennciones diferenciales

&) = === [ (k(1)) = (A + pe(t).

alcl (f)) (IV.1.8)
k(1) = f(h(8)) = Mk(t) — e(£).

Para obtener el camino 6ptimo se ignora teiporalmente fa condicion de un stock inicial
de capital dado. Entonces, una sohicidn posible de la ecnacion (IV.1.8) ¢s que, el cosumo
per capita y el capital per cipita no cambian en el tiempo (estado de equilibrio), o sea que

Ht)y=0, kt)=o0. (IV.1.9)

Para que el consumo per cipita sca constante es necesario, segiin la ecuacidn (IV.1.8), que
k() = k*, cs decir
FUY=A+m (Iv.1.10)

entonces

o = f(h") ~ Ak, (IV.1.11)

Por las suposiciones en la funcidn de produceion £* y ¢” existen. son finicos, y satisfacen
0 < e’ < flk*), (Iv.1.12)
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asi se cumple la condicion de los controles permitidos,

El cquilibrio en k() = k* y ¢(t) = c” satisface las condiciones necesarias con la
excepcién de la condicidn inicial. El equilibrio en &*, ¢* se llama trayectoria de crecimiento
balanceado, ya que 2 lo lnrgo de ésta, ¢l capital y consume per cipita son constantes; por
tanto el consumo total C = ()L, capital total I = k(t)L y produccién total ¥ = L f(k(t))
crecen con la misma tasa, la cual es la tasa de crecimiento de la fucza laboral. Dado A, la
ecuacién (IV.1.10) define o &* como funcidn de p tal que

lim &* =k,

a—0

donde k es el nivel de oro de capital per cdpita. El camino balanceado de crecimiento
econémico se llama entonces “camino de crecimiento de acnerdo con la regla de oro mod-
ificado,” porque modifica la regla de oro para permitir tasas de descuento diferentes de

<era,

Ahora se considerard la trayectoria dptima de crecimiento incluyendo la condicién
inicial de capital per cdpita, ccuncién (I1.1.7). La interaccion de lns dos ceuaciones difer-
enciales (IV.1.8) se indicn en forma geométrica en la Fig.3, en ¢l caso (a) se muestra la

funcién de produccion per cipita f(k(t)) y una raya que pasa por el origen con la pendiente
A, intersectando con f(k(¢)) a k. Se muestran dos puntos: F, donde la pendicnte de la
funcién de produccion es igual a A, y &%, con pendiente igual a A+ p. En el caso (b) se
tiene como ejes, eapital per . cipita, k(1), y consumeo per capita, e(f).

De la ecuacidn diferencial de capital per ¢dpita, &, ¥ consumo per cdipita

é(t) >0 si AN > P A+p, (IV.1.13)
< <

tal que se puede ver en el diagrama inciso (a) de la Fig.2

&) 0 si M) k. (IV.1.14)
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De la ccuacidén diferencial del capital per edpita

() 0 si ocft) FO(£)) = Ak(2). (IV.1.15)

>
<

vV A

Como el eje vertical en el caso (b) es o(t), la curva f(k(2)) — M(t) representa los puntos
para los cuales k(f) = 0; los puntos abajo de la curva implican (t) > 0, y arriba de la
curva implican k{2) < 0.

Las dos curvas é(t) =0y i'(t) = 0 dividen la Fig.3b en cuatro regiones. Por ejemplo,
a la derecha superior c(t) y k() deerecen, mientras que a la izguierda inferior crecen. Las
dos curvas intersectan en (%, ¢*) que se llama el camino de erecimiento balanceado. En
este punto la pendiente de la curva f(A(t)}) = Ar(2) es p (tasa de descuento).

La estabilidad local de soluciones de las ecuaciones diferenciales (IV.1.8) se determina
de las rafces caracterfsticas de ln matriz de cocficientes olitenida por una expansion lineal
de estas ecuaciones en ¢l punto en cuestion.

Extendiendo sobre ¢l punto de equililyio (5%, ¢*)

[ AT PR
W“ — k).
b= (e )+ plh = k"), (IV.1.16)

entonces las raices caracteristicas son lus de la matriz

( o < JikT) )
ate*)

—1 P

% [p:}: "p" - i%sl;‘)] . (IV.1.18)

Como las raices son reales y de signo opuesto, el punto de equilibrio del crecimiento bal-
anceado (k*, ¢*) es un punto silla, donde la rama estable se indica en la Fig.1 por k°(2), ¢*(t).
Esta rama estable consiste de todos los puntos ue alcanzan eventualmente el equilibrio
de crecimiento balunceado. El camino de crecimicnto econdmico dptimo tiene que ser en
esta rama, donde a partir de cualquier nivel de capital per cdpita ko el inico nivel éptimo
de consumo inicial per cdpita es el punto en la rama estable asociado con kg. Este punto
existe para cualquier ky positivo y cs 1inico,

(IV.1.17)

es decir

El eamino de crecimicnto dptimo es por tanto un segmento tinico de la rama estable.
Cualquicr camino diferente no satisfaceria las condiciones necesarias de un éptimo, pero
como el camino de crecimiento balanceado es un segmento de la rama estable, entonces si
ko = k* ambos c y k son constantes en ¢l tiempo a sus niveles de crecimiento balanceado.
La rama estable es mondtona creciente, entonces si kg < &* amhos ¢*(t) y k*(t) crecen en
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ol tiempo subiendo la rama estable hacia el equilibrio de erecimiento halanceado, mientras
que si &p > &* entonces ambos ¢*(t) y £*(¢) decrecen en el ticimpo bajando la rama estable
hacia el equilibrio de crecimiento balanceado. En todos los casos

(IV.1.19)

Jime ) =c".  lim k(1) =

tal que la traycctoria de crecimiento dptimo con valor terminal infinito es de tal forma que
se acerca asintéticamente hacia el equilibrio de erecimiento halanceado.
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IV.2 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE
CRECIMIENTO OPTIMO BAJO
INCERTIDUMBRE

Para resolver este problema se usard In téenica lamada Control Optimo Estocdstico.

IV.2.1 PLANTEAMIENTO

El planteamiento del problema es ¢l siguiente:

Maximizar E, / e (e( )t
a0
sujeto & dh(t) = [f(k{})) — (y - o () — e()dt — ﬂk(t)(“llg,
Hig) = ku,
0 < () £ f(M1)),

c(t), contimo por pedazos,

IV.2.2 SOLUCION

A continuacién se elabormdn las condiciones de optimalidad mediante la téenica de
Control Optimo Estocdstico.

Primero se consideran las dos ccnaciones signientes. Ambas se obtienen de la ecuacién
(I1.2.8).
El proceso k(1) — k(1) tiene la media
Exk(t) — k{ta) = EL[AK) = [f(k) = (n — a®)k] At + o Ab), (rv.a.)

v la varianza
Eilk(t) = k(to)}* = Er{Ak") = o®k2 At + ol At). (Iv.2.2)
Se usard el Principio de Optimalidad, dste establece que
At 20
J(k) = max Ek{ / e U{c(t)dt + max E‘H.Ak/ c“"'U(c(t))dt}, (Iv.2.3)
ogitan A'Scl'sw At

donde E; indica que el estado inicial es k. Una condicidn necesaria es la ecuacién de
Beliman, la cunl sera derivada a continuncidn.
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La primern integral de la ecuncidn (IV.2.3) se puc(lz, Ln]cnlm con el Teorema del Valor
Medie para integrales

at
/ TP (e )dt = e~03 U (ega )AL,
A :
donde 6 = B(w),we? y 0 <8 < 1.

En la segunda integral de la ecuacion (IV.2.3). se harit un cambio de variable, i.e.
8 = t — At, entonces -

oo o
max E‘“k/ MU (e(t)dt = max Epgar TPEFAN (e a)ds
& At Sedar W

0<rgca

argigen

oo
= g~ rAt max EH_\‘/ TP U(csrad)ds
ﬂ<:<m o

=AU + Al).

renombrese c,pa¢ cOMO ¢,; entonees se puede eseribiv la ccuacion (1V.2.3) como
0 = max Ey {c_""mU(ca_\, VAL 4TIk 4 ALY — J(L-)}. (IV.2.4)

para At lo suficientemente pequeiio ¢ =#20 =1 — pAt
Para e} segundo término de la ecuacion (1V.2.4), se tiene

ATk 4+ Ak) = J(k) = (1 = pA)IU + Ak) — J(k)
= J(k + Ak) — J(k) — pALI(k + Ak).

¥ junto con la ecuncidn {IV.2.4) sc obticue
0= max Ek{e"”'m'U(cm,)Af + Ik + Ak) = J(k) = pAtT(k + Ak)}, (Iv.2.5)
Por el lema de It6 sc tiene
J(L + Ak) = J(ky = AJ(k) = J(L)Ak+ £ I”(I. WA,
tomese la esperanza condicional, es decir

Ex[J(k + Ak) — J(k)]) = Ex[AJ(k)]
= E, [.I'(k)Ak + %J”(k)(Ak)"]

= Ep [J'(k)AK) + Ex [%-l”(k)(Ak)’] . (IV.2.6)
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Dado que J(k) = EiJ(k) y sustituyendo las ecuaciones (1V.2.1) y (IV.2.2) en la ecuacién
(IV.2.6) se obtiene
Ep[J(k + Ak) = J(k)) = {J'(kNF(R) = (n = o®) ~ ] + éaﬂ-"]“(k)}At. Ivamn

Sustituyendo Ia ecuacién (IV.2.7) en (IV.2.5), dividiendo por At y tomando limite
At — 0, resulta

0= max {[f(k) — (= o)~ ]I (k) + %a"k"J"(k) — pJ(k) + U(c)}. (Iv.2.8)

debido a que k + Ak — &, At > 0y cga — .
Si se define

dle by t) = [f(h) = (g — oY — | (k) + %02’-'2-1"(#‘) ~pJ(k}+U(e),
entonces se puede eseribir la ecuacion (IV.2.8) en una forma niis compacta
max dle k) =0. (IV.2.9)
La condicidn de prinier orden para un miximo es
Selc® kt) = 0= J' (k) +U'e), (IV.2.10)

y junto con la condicién
@er = U(c) < 0,

se satisface las condiciones suficientes para un miximo,
Se puede reeseribir las condiciones de optimalidad como un conjunto de dos ecuaciones
que se debe de resolver para c*(t) y J(k):

S(c* k1) =0, (IV.2.9)
belc” ki £) =0, (IV.2.10)
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IV.3 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO
DE CRECIMIENTO ECONOMICO OPTIMO
CON FUNCIONES DE SOBREVIVENCIA
Y REPRODUCCION

Para la solucién de este problema se aplica la téenica de Control Optimo del capitulo
anterior.

IV.3.1 PLANTEAMIENTO

El planteamiento del problema es ¢l siguiente:

o
Maximizar / TRl (e(2))dt,

fo
sujeto a k(t) = F(R(1)) — ;0 + g + R(EA() = (),
k(tn) = ko,
0 < eft) < flRk(t)),

c{t), continua por peduzos.

IV.3.2 SOLUCION

Para obtener la solucion de este modelo se sigue ¢l desarollo del modelo 1L1; la
tnica modificacién es que la cenacidn diferencial fundamental de crecirniento econdmnico
neaclisico cambia a la ecuacidn diferencial fundamental de crecimiento econdmico neocld-
sico con funciones de sobrevivencie y reproduccion.

Primero se formula ¢l Hamiltoniano

H =m0 (1) + g(O)[f((1) = it + g + DD(H) = e(1)). (Iv.a.1)
La condicién de primer orden 8H /dc = 0, implica que en ¢l maximoe
q(t) = ¢7rU=hIT (1)) (Iv.3.2)

Se satisface la condicién de segundo orden por la concavidad estricta de la funcién de
utilidad. La condicién adjunta es

§(t) = —{f'(k(t)) = p — g = Mt)}a(2). (1v.3.3)
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Escribiendo esta ecuacidn de la siguiente forina

f(l.(t))+i(—t—;-<,l— — Ity =0, (IV.3.4)

indica que el heneficio neto de tener unn unidad de capital per edpita para un intervalo
de tiempo es cero, donde el beneficio neto es el producto marginal mids las ganancias de
capital §(t)/q(t) menos las pérdidas debida a una depreciacién y, tasa de crecimiento de
la cantidad de nacimientos g, ¥ ¢l cambio relativo en la sobrevivencia h(t). Diferenciando
la ecuacién (IV.3.2) con respecto al tiempo se tiene

qy o :
El%t— U,((C((:))))r(!) =—a(c(t));—i:—);~/), (1v.3.5)

Asi se puede escribir (IV.3.4) como In ceuacién diferencial de la variable de control

ét) = e “))U(H')) 1=y = h(t) - ple(t). (I1.3.6)

Por el principio del nyiximo, Ins trayectorins ¢* v k% son dptimos si satisfacen las signientes
ecuaciones diferencinles

&) = === [ (k(t)) = jt =~ g — h(t) = ple(t),

o{c (f)) (IV.3.7)
k{(e) = Fk(1)) = (gt + g + R{INK{L) = ().

Para obtener el camino optimo ignorénse temporalmente la condicion de un stock
inicial de capital dado y si ademsis se supone que h{t) = 1, entonees una solucién posible
de la ecuacién (IV.3.7) es que ¢l consumo per cipita e{t) y el capital per edpita k(¢) no
cambia en ¢l tiempo (estado de equilibrio),

H)=0, k(t)=0. (1v.3.8)

Para que el consumo per cipita sea constante es neecsario, segiin la ecuacién (IV.3.7), que
k(t) = k*, cs decir
Fk N =pn+g+p+u, (IV.3.9)

entonces
= fhT)— (g + )T, (1v.3.10)
Por las supesiciones en la funcién de produccion k* y ¢* existen, son tinicos, y satisfacen
o<t < fk°), (Iv.3.11)

asi se cumple la condicion de los controles permitidos.
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El cquilibrio en k(t) = k* y ¢(t) = ¢* satisface Ins condiciones necesarias con la
excepcion de la condicidn inicial. A lo largo del equilibrio en k*, ¢* el consumo total, el
capital total y la produccion total crecen con la misma tasa, ln cual es la tasa de crecimiento
de la fuerza laboral {(camino balanceado de erecimiento o erecimiento segtin la regla de oro
modificada {(comparar con la solucién del subeapitulo 1V.1)).

La estabilidad local de soluciones de las ecuaciones diferenciales (IV.3.7) con la modifi-
cacion h(t) = v se puede determinar de las

ticas de la matriz de coeficientes
obtenidas por una expansion lineal de estas ecuaciones en el punto en cuestion.

Extendiendo sobre ¢l punto de equilibrio (4%,¢) da ¢l mismo resultado que en la
solucivn del subeapitulo IV.1.

ces caracter

91



IV.4 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE LA
DEMANDA POR INVERSION

Este modelo y sus extensiones serdn resueltos por medio de la téenica llamada Céleulo
de Variaciones citada en el capitulo anterior.

IV.4.1 PLANTEAMIENTO

El planteamiento del problema es ¢l siguiente:

Maximizar /"C TP (), L(#)) — w()L{1) = (v + & — 7)p(t ) (¢)]dt.
0

IV.4.2 SOLUCION

Sea f el integrando de ln expresion anterior. Usando In ecuncién de Euler, se obticne

(LK, K)  d (f(+ LK K)
- : =0, te{0,00};
L 7 oL 0. tef0,o0]
}. . g . e
Of(L LK) _ d z'Jf(t,L,'A,l\)) —0 teo.oe]
IK dt aK
En cste caso W“'(,')‘L’""-‘" =0, al“’.j’,‘\.".'m = 0, entonces

UL, LK K) 3

I3 = 3L [c"'"[pF(l\'. Ly—wlL —(r+6— 7r-)p[\']]

= [,.0—‘% - w], (IV4l)
y
Qf(_‘_g# - 2% ¢ pFUK, L) = wL = (1 + 6 — rr)pl\']]
= [paLgE:-é—) —(rtb- w),;]. (IV4.2)

Sustituyendo {IV.4.1) y {IV.4.2} en la ecuacién e Euler, se tiene
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AF(K,L) w

L , (Iv4.3)
IEND) (s (IV.4.4).
RN

La ecuacidén (1V.4.3) es el producto marginal del trabujo igual al salario real. La
ecnacion (1V.4.4) implica que r 4+ 8 — 7 debe ser considerndo como el costo real del eapital.

IV.4.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION

El plantcamiento del problema es el siguiente:

=
Maximizar V(L.l\',i\',f)=/ U= PHLRR(), L)) — wL(t)
(U

- JUK(t) + 8I(1)))dt,
sujeto a K(0) = Iy,

IV.4.4 SOLUCION

Sea f ol integrando de la expresion anterior. Usando la couneién de Euler, se abtiene

ALK K)  d (9ftt, LK)\ _ .
3L (“( i ) =0. tefd.co);

f (LA K) d (0/(:,1,,1\'. k)

R %W PYR ) = 0. 1e]0. ]
En este caso ﬂ[ﬂﬁﬂ‘l = 0, entonces

%g_;‘—"—’ = % [c'“""" [pFUK, L) = wL — J6K — JI'\']]

- E~(r_n),[1,0F(ZJIL~L) - u,], (IVA.5)
afi‘..gl‘\{;hl = aif\: [L"""'“[pF(I\',L) —wL - J6K — JK — ]]

(= OF(K,L)

o —lr=mnt L)

=e [p FTR Jﬁ].
af(t,L..-I\,I\) = et 7],

221N
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d wmamkv_ —tremytg
o oY =[J]e (r — ).

Sustituyendo (IV.4.5) y (IV.4.6) en la ccunacién de Euler, se tiene
emlr=mt [pg_i‘_ - w] =0,

emtr—mit [pg;% - Jé] — Jetr=mitg, 7) =0,

simplificando, se tiene

pb—z —w =0,
aF
pﬁ\-;—-.l(6+(r—u))=0.

Si J = P, las dos ccuaciones anterjores se pueden escribir como

AF(t) _uw
oL(t) ~ p°
IF(t)

3EQ) = (6 + (r — 7).

(IV.4.6)

(IV.4.7)

(IV.4.8)

La ccuacidn (IV.4.7) es el producto marginal del trabajo igual al salario real, man-
teniéndose constante todo el tiempo. La ccuacion (IV.4.8) implica que r 4+ § — = debe ser

considerado como el costo real del capital.

IV.4.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION

El planteamiento del problema es el siguicute:
Sea

FL), K(2), K(2),8) = e~ [pOF{KQ), L{t)) — w(t)L(t) = JOEK(E) - J()R(2)

~ J{)C(R).

entonces el problema a resolver es:

{ Maximizar /  FL), K@), (). )ity
(1]

sujeto a N(0) = .
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IV.4.6 SOLUCION

Seca f el integrando de la expresién anterior. Usando la cenacion de Euler, se obtiene

f(t L KKy (c’)f(t L K, K)
Tt

3L Y3 ) 0. te0,00];

f(t LK, LK) (afu LK, LK)
T

TN oL ) 0, te[0,00).

En este caso 2 “{;L" M) — g, entonces

%—szﬂ = a% [c""' [MOF(K, L) — wit)L — J(1WSEK — J(HOR — J(t)C(I'()]]
OF(I\ L)

=" [p(t) —w(t)]. (IV.4.9)

LK) 9 [c"' [MOVF(R, L) — w(t)L - J(1)6 1 ~ J(E — J(z)C(]i’)]]

oK T oK
= e [ 2 s,
%’Lﬁ e[~ J(1) = J(O)C(IK)] = =" [J(2) + J(C'(K)],
4N

Z (Qf(t—l‘—l‘—ﬁ) —e™ M [J(@)+ HOC" ()R +C' () (1) + [J(8)+I(1)C ()] e~ r.

N
. (IV.4.10)
Sustituyendo (IV.4.9) y (IV.4.10) en la ecuacidn de Euler, se tiene

aF
MHZE = wit) =0,

p(t)% = J(8)6 + J(2) + JQ)C" (KK + C(R)H(E) = rJ(t) = I (t)CH (L) = 0.
las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir como

OF _ w(t)
TATOL (Iv4.11)

p(t)aK — J(1)6 — rJ(t) + J(2) = (rJ(t) — FE)C(K) + JC"(K)K = 0.  (IV.4.12)
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La ecuacién (IV.4.11) es el producte marginal del trabajo igual al salario real en
cada instante. La ccuacidu (IV.4.12) es una ccuacion diferencial que determina la tasa de
crecimiento del stack de capital en eada instante ¢, Para simplificar el problema supéngase
que la empresa espera que los precios J(¢), p(}, y w(t) crezean a través del tiempo a una
tasa constante .

Esto significa que %:—:; = :::—;; = :::; = r para toda t, es decir, los salarios y precios

relativos se mantiencn constantes.
Supdngase que r — 7 > 0, y que la funcion del cambio de costos es cuadrdtica, es decir

ClRh) = %71&'*, ¥ >0, (IV.4.13)

la primera y segunda derivada de la ceuacién 1V.4.13 se sustituye en la ecuncion 1V.4.12,
y se obtiene

p(z)%? — J(8)6 = v J(8) + J(t) = (rT(t) = J@))YI) + ()7 K = 0.

Dividiendo por J(t}, se obtiene

L OF 0 e
J(t)p(”[)l{ — & —r+ 70 {r J“)),I\ +4N =0,
entonces 1 OF 1
K= [_ mp(!)ﬁ +o+r—m+(r - rr)-y]x]-_—;,
por tanto
e Mops g, POOFY
N = _\’[7 +8 - JIE + (r - @)YV, (IV4.14)

recordemos que los precios relativos son constantes en el tiemipo, entonces la ecuncién
(IV.4.14) es una ccuacién diferencial lineal con coeficientes constantes en I, es decir

div .. _ir p(t) OF o
T = A4 BRK donde - —7{1 +é—7 otk B=(r—-m)>0
La solucidn de la ccuacidn diferencial en i es
: A
A= el = =, V4,15
V= cc 3 ( )

donde ¢ es una constante que se puede determinar si existen condiciones iniciales, si ¢ # 0
entonces KU sigue una trayectorin exponencial en la cual (después de un tiempo) el valor
absoluto de la inversién crece a una tasa exponencial.

La solucidn de la ecuacidén diferencial de primer orden (IV.4.15) es

K@) = geP - %t 0,
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donde C; es una constante a determinar de las condiciones iniciales, en este caso K(0) =
Ky. Sustituyendo en la expresion anterior para ¢ = 0 se tiene

. A
K(0) = —;c"(n) — F0+C,
entonces, Cy = K(0) — §. Por tanto

K{t) = %d" - %z + K(0) — ';5'
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IV.5 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO
DE CONSUMO-INVERSION

Para la solucidn de los siguientes problemas se aplica la téenica de Céleulo de Varia-
ciones citada en el capitulo anterior.

IV.5.1 PLANTEAMIENTO
El planteamiento del problema es el siguiente:

Maximizar / e M U(rK () + v(t) — f\'(f)){lt,
0

sujeto a [{0) = I,

C(t), continua por pedazos.

1V.5.2 SOLUCION
Dado
J= /um P K (), K ()t
- L T MUK () + u(t) — (), (1vs.1)

se calcula

Fip = 'U'(C(t)r,

Froo = —c~"U(C(1)).

La ecuacién de Euler es
%[-e-ﬂu'(c(t))] = =P TC(Nr. (IV52)

Para facilitar la interpretacién se integra la ccuacién (IV.5.2) sobre un pequeiio intervalo
de tiempo

i+4
e-f"U'(C(t))=/+ e~ U (C(s)Irds + ¢ (C(t + A)). (IV.5.3)

En el éptimo ! individuo no puede increentar su utilidad cambiando el consumo de un
pese marginal a otro tiempo. La utilidad marginal del conswno al tiempo ¢ (lado izquierdo
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de la ecuacidn (IV.5.3)) tienc que ser igual que la utilidad marginal descontada obtenide
por posponer este consumo al tiempo ¢ + A (lado derecho de la ecnacion (1V.5.3)). Note
también que en el caso de gue se aplaza el consumao, se obtiene ganancias de un peso a
una tasa r las cuiles se pueden consumir. Como un peso marginal consumido al tiempo
s contribuye utilidad marginal de U'(C(s)), una fraccidn r de este peso contribuye la
utilidad rU'(C(s)). Por tanto el primer término a la derecha de la ecuacién (1V.5.3) es la
utilidad marginal descontada que se obtiene durante el periodo de aplazamiento. Al final
del periodo de aplazamiento se consume el peso y se tiene la utilidad marginal U'(C(E+A)).
El segundo término a la derecha de la cenacidén (1V.5.3) es la utilidad marginal deseontada.
Ejecutando las diferencineiones indicadas en Ia cenacién (IV.5.2) se abtiene

——=r—p (IV.5.4)

El cambio porcentual de la utilidad marginal es igual o la tasa de interés menos la tasn
subjetiva intertemporal de descuento. Como ~U*/U' > 0 por hipétesis, la solucién ptima
estd earacterizada por dC/dt > 0 si y solo si r > p. La trayectoria de consumo éptima
crece si la tasa de interés r es mis grande gue la tasa subjetiva intertemporal de descuento
p. {Un individuo paciente consume poco ahora para que el capital crezea y para que el
consumo sca mayor en el futuro.)

Si se especifica la forma funcional de U se puede decir mds. Sea U(C(t)) = In C(¢),
v{t) = 0 para 0 £ t € co. En este caso la ccuacion (IV.5.4) se transforma en

C'/C=r—p. (IV.5.5)
Integrando y sustituyendo en la ccuacién (11.5.1) se obtiene*
K'(t) - rK(t) = ;C(t) = —C(0)e~lr—el, (IV.5.6}
Integrando la ecuacidn anterior**,
K(t)y=e" (c— C(0)[1 —e~"']).
aplicando la condicién de frontera I(0) = I\, se tiene
K(t) = e (Ko + C(0)(1 —c™"")) . (Iv.5.7)
Entonces se obtiene la signiente funcién para el consumo

C(t) = pct™=MC(0). (IV.5.8)

* La solucidn de la ion dife ial y'=—uay cs y=ce”

** La solucién de in ecuacién diferencial §E4ule)y=f(r) cs y=e~ f“"“ (c-{-/cf””“[(z)dx).
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1V.5.3 PLANTEAMIENTO DE LA EXTENSION DEL PROB-
LEMA

El planteamiento del problema cs el siguiente:
T
Maximizar / {e™P U K() + v(t) = KU1 = F(1)] + a()W (K(2))F'(t)}dt,
o
sujeto a A(0) = K,
C(1), continua por pedazos.
IV.5.4 SOLUCION

Dado

T .
J = / G(t, K(t), K(t))dt
o

T
- / {e™P UK ) + o(t) = KE)[1 = F(0)] + a()W (I (1))F'(2)}dt, (IV.5.9)
JO
se calcula
G = c™PUC)(1 — F(t) + a(t )W) F'(t), (IV.5.10)
¥
o= —ePNC(HNT = F(1). (IV.5.11)

Se obtiene la siguiente ecuacidn de Euler

1y r = p)U(C() U'(C(f))—f"'ll(f)”"(f\-(f))) ,
C(t)———-——————-U“(C(t)) +m(t)( T N (1V.5.12)
donde P
m(t) = m, (IV.5.13)

es la densidad condicional de ln probabilidad de morir al tietupo ¢ dado la sobrevivencia
hasta esta fecha.

En el caso de que la herencia no produzea utilidad, es decir a(t) = 0, la ecuacién
(IV.5.12) se transforma a

4 = . — M e
C'ty=—(r—p m(t))U”(C(t))' (IV.5.14)

esto indica que e} efecto de inseguridad sobre ¢l tiempo de la vida es igual que un incremento
en la tasa subjetiva intertemporal de descuento p. Mds especificamente, la inseguridad del
tiempo de In vida incrementa la tasa intertemporal de descuento de pa p+F/(1)/[1- F(t)] =
r -+ m. Este efecto se tiene también en ¢l enso a(t) > 0. Como T es fijo y K(t) arbitrario,
1a condicién relevante de transversalidad es

Frolr = e~ TUC(T)[1 - F(T)] =0. (IV.5.15)
Pero como 1 — F(T') = 0 por hipdtesis, la ecuacién (IV.5.15) no proporciona informacién

nueva.
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IV.6 SOLUCION DEL MODELO DE ASIGNACION
OPTIMA DE CREDITOS EXTERNOS PARA
INVERSION Y CONSUMO

Para la solucién de este problema se aplica la téenica de Control Optimo citada en el
capitulo anterior.

IV.6.1 PLANTEAMIENTO
El planteamiento del problema es el siguiente:

r
Maximizar / MU = u(tYha(t)]dt,
i)

sujeto a K(t) = m(t)u(t),
(D) = Ky,
K(T)= Kr,

.
(0) < Kp < IK(0) +/ m(t)dt,
o

u(t) € {0,1).

IV.6.2 SOLUCION

Primero se formula el Haumiltouiano

H = que™ U1 — u{t)m(t)] + g(t)u(t)nft). (IV.6.1)
La condicién de primer orden % = 0, implica que en ol méximo

qe= ! [(1 — nit))m())

() = m(t)

(IV.6.2)

Ademds, se satisface la condicidn de segundo orden porque Hyy, = qoe™ ' U*{{(1—u(t))m(t)}
< 0 (como U" < 0), entonces ¢l Hamiltoniano es eéncavo en u. La condicion adjunta cs

., aH
q(t) = - = 0, (IV.6.3)
y la condicién de frontera
q(T) 20 (=0 si K*(T)> Kr). (IV.6.4)
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Diferenciando la ecuacion (IV.G.2) con respecto al tiempo se tiene

qoe™ " [n(t){—rU" — (in(t) — @(thm(t) = i Du()YU"} — i(t)U']

q(t) = CTOIE (IV.6.5)
Sustituyendo la ecuacidn (IV.6.3) en (IV.G.5) se tiene
() = {(1 — a(t)en(t " - [r + M] U, (1V.6.6)
m(t)

Por el principio del méximo las trayectorias «° y z* son éptimos si satisfacen las siguientes
ecuaciones diferenciales

a(t) = [(1 = w(e)i( )" — [r + ﬂﬂ] ,

m{t) (IV.6.7)
Rt} = m(t)u(t).
A continuacidn se hace lus siguientes supuestos:
m(t) =1,
w(t) =0, (IV.6.8)
=0,

1V.6.3 PLANTEAMIENTO BAJO LAS SUPUESTOS (IV.6.8)

El planteamiento del probleina es el siguicente:

Maximizar /l U(1 — u(t))dt,
[
sujeto a f\'(!) = u(t),
K(0) = I,
K(T)= Kr,
K(0)< Ky < K(0) + T,
u(t) € [0,1}.

IV.6.4 SOLUCION

Se supone que K*(¢) y u*(¢) resuelven el problema plantcada. Segin el teorema del
mdximo de Pontryagin existe una constante ¢p y una funcién continua g(t}, tal que

(g0, q{t)) # (0,0), paratodo € [0,7T}, (IV.6.9)
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Yy qo =06 go = 1. Ademads, u*(t) es el valor de v € {0, 1] que maximiza el Hamiltoniano
H = qoU{1 — u(t)) + q(t)ult). (IV.6.10a)
Por las condiciones (1V.6.3) ¥ (IV.6.4} ¥y la continuddad de ¢(t),
q(1)=e¢>20 para alguna constante c. (IV.6.10D)

La condicidn para ¢l maximo cs

H, = —qU'(1 = u{t)) + . (Iv.6.11)
¥ como Hy, = qU"(1 —u) €0 el Hamiltoniano es coiieavo en u. Existen tres casos que se
tiene que considerar, cada uno dibujado en la Fig.4. Si 1*(1) = 0 entonces por ka ecuacion
{IV.6.10a), H, no puede ser > 0 para e = 0, por tanto —gy (1) + ¢ < 0. 51 u*(1) € (0,1),
entonces Hy = 0 y por tanto qol7’{1 — u*(t)) = c. Al finall si v*(¢) = 1, entonces H, cs
> 0 para u = 1, por tanto —gU'(0) + ¢ 2 0. Resumicendo

0 = < qU' (1)
u{f)=< €(01) = ql'(1l—u"(t)=c (IV.6.12)

1 = @l'(0) <«
Se afirma que g9 = 1. Supdngase que por el contrario, ¢y = 0. Entonces usando las
ecuaciones (1V.6.9) y (IV.G.10b) se puede ver que H, = ¢ > 0. asi maximiza el
Hamiltoniano para v = 1 para todo {.  Entouces por las tres primeras restricciones

del planteamiento se obtiene I(#) = t + Ny, por tanto de la pemiltima rvestriccién del
planteamiento KN(T) = T + A{0) > KAy, Poo de acuerdo a la ecuacién (1V.6.10b) esto
implicarfa que R{(T') = ¢ = 0, contradiciendo la ccuacién (IV.6.9) para t = T,

Ya que qp = 1, H = U(1 - u) ++ cu es estrictamente coneava y ticne un punto maximo
tinico @ que es independiente de t. Aqui u* () = @ para algin @ € {0,1]. @ = 0 es imposible
debido a las primeras tres restricciones del planteamicnto ya que A(¢) = Ry, y por tante
L(T) = Kp 2 Ko, contradiciendo In pemiltima vestriccion del planteamiento.  Como
@ > 0, por la ccuacién (1V.6.12) no ¢s posible que ¢(1) = ¢ = 0. Por tanto sc obtiene de la
ecuacion (IV.6.10b),

K*(T) = K. (IV.6.13)
Se puede concluir que no consumir nada de la ayuda ccoudmica no s Sptimo. De hecho,
si it = 0, entonces de las primeras restricciones del planteamionto, K*(f) = ¢ + Ky y por
tanto K*(T) = T + Ky se pucde ver que ésto es inconsistente con la peniiltima restriccion
el planteamiento y con la ccuacién (IV.6.13) Por tanto @ € (0,1) y pot las tres primeras
restricciones del planteamiento, «+*(t) = ry + iit, entonces +*(T} = wg + 8T, Usando la
ccnacion (IV.6.13) se puede ver que,

(IV.6.14)

(1) = 0 + f—’—;—‘—"t (IV.6.15)

103



(28) ¥ = 0 maximiza H

(b) u = @ maximiza H

(c) v = 1 maximiza H

Fig.4
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IV.7 SOLUCION DEL MODELO DE SELECCION
OPTIMA DE PORTAFOLIO
BAJO INCERTIDUMBRE

Para la solucién de este problema se aplica la técnica de Control Optimo Estocéstico
citada en el capitulo anterior.

IV.7.1 PLANTEAMIENTO

El planteamiento del problema es ¢l siguicnte:

T
Maximizar E, {/ e~MU(C(t))dt +E[“’(T),T]} \
[

sujeto o dW = [w(t)a — 1) + rjIV(2) = Cl1)dt + w(t)W(t)a(dt)'/?,
W) =1¥, >0,
w(t) >0,
C(t) 2 0.

IV.7.2 SOLUCION

A continuacidén se elaborardn las condiciones de optimalidad aplicando la téenica de
Control Optimo Estocdstico.

Primero se considerin dos ccuaciones relacionadas con la riqueza. Ambas se obtienen
de la ecuacidén {I1.7.4), donde una caracteriza la tendencia y otra la varianza.

El valor esperado del cambio en la riqueza en un intervalo de tiempo h =1t ~ 1o es

E(to)}{W(t) - W(to)} = {[w(toWa — )+ r]IW(tg) — Clte)} h -+ o(h), (IV.7.1)

¥ la varianza del cambio en la riqueza es
E(to {[W(t) - W(t))?} = w? (2 W2 (19 )0 h + of h). (IV.7.2)
Para derivar las condiciones de optimalidad se reformula la funcién objetivo para

emplear programacién dindmica y aplicar el principio de optimalidad de Bellman. Para
ésto, se define

T
W= e B { ] P U(C(s))ds + B[W(T),T]} . (Iv.7.3)
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donde la ecuacién (IV.7.3) estd sujetn a las mismas restricciones que las del planteamiento.
Por tanto,

IW{(T), T] = B{W(T),T|. (IV.7.3a)
En general, de 1a definicién (IV.7.3) sc obticne

MW(to), o] = | _max  Eto) {/: P UC(s)ds + I[W(t),t]} . (IV.7.4)

Sen t = fo + It y las terceras derivadas parcinles de I{IW(ty), 0] son acotadas, entonces

por ¢l teorema de Taylor y el teorema del valor medio para integrales, se puede reescribir
(IV.7.4) de la siguiente forma

I{W(tg), te]l = (lgi:;:\) E(ty) {C_FYU[C(E)]’I + I{W(tu), ta} +

AIW(ty), to]
I
2 Atd
2 Z b ol i + o(h)} : (IV.7.6)

DIWty), tal,
ot i

+ W) — W(tg))

donde 7 € [to,1].

En (IV.7.6) se toma el.operador E(ty) para eada término y dado que I[W(tg),to] =
E(to}{I[W(ta).to]} seresta I[IV(ty), fu] de ambos lados. Se sustituye E(te){W () =W (t0)}
y E(t){[W(t) — W{to)]?} por las ecunciones (IV.T.1} y (IV.7.2), y después se dividen las
ccuaciones entre h. Se toma el limite de la ecnacién obtenida, cuando I — 0, y (IV.7.6) se
convierte en una version en tiempo continuo de la ecuacién fundamental de optimalidad
de Bellman-Dreyfus

al
= . ne ] N v - SOy —
= ((_‘(‘3,{‘-:‘(1)){“ Hulen) + o 5 ([u(l)(( r) + rjivit) — C(1}
+% ng” !"‘(t)W‘(t)} (IV.7.6a)

DU’

donde I, es I{W(1),t] y el indice fg se desearta para hacer ver que (IV.7.6a) es vélido para
cualquier ¢ € [0, T}.
Si se define*
(')I .

$(w,C, W, t) = e P'U[C(2)] + T 0—”;{[w(t)(n - 1)+ r|W(t)

a*w’(l)w (),

—C(t))+,,av2

*. $(w,C,W.1) cs In forma corta de ${w,C.81, /8181 J6W.62 1, [8W? I, wW.1).
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entonces se puede escribir (IV.7.6n) en una forma mds compacta

max ¢(w, C, W, t) = 0. (IV.7.6b)
{C,w)

Las condiciones de primer orden de un méximo (w*, C*) son

dolw* , C* W, t) = 0 =cl=PNU"(C*) ~ % IV.1.7)
Y 22¢ o°
Sul{w™,C* Wit) =0=(a— ")“7(77" + (—,JT{;(I'I(U"'VZ. (IV.7.8)
Un conjunto de condiciones suficientes para un mdaximo es
o | P duc
Suww <0, fce <0, det [d’cm c"cc] >0,
PwC = ¢cw =0,y si I[U’(i).t] es estrictamente coneava en 1, entonces
goe = cMUC) <0, (IV.7.9)
y 2
G = W20 20 o, (IV.7.10)

aw?
por la concavidad estricta de U ¢ I; respectivamente, y las coudiciones suficientes serian
satisfechas*. Se puede reescribir las condiciones de optimalidad como un conjunto de tres
ecuaciones que se deben resolver para w*(t), C*(t), ¥ I[IV(¢),t}:

B(w*,C*, 1V, 1) =D, (IV.7.6h)
dc{w®,C*, W, 1) =0, (IV37)
Sul(w®,C*, W, t) =0, (IV.7.8)

sujeto a la condicién de frontera
I[W(T), T} = B[W(T),T] y la solucién
debe satisfacer (11.7.6).

* Sustituyendo los resultados de {(IV.7.7) en (1V.7.8} al punto {C*,u”) se tiene la condicién w*(a—r)>0
si, y solo si 671, /6W2<0. Aqui, solo se considern soluciones dptimas interiores. Se puede formular el
problema en una forma mis general reemplazando las igualdades de (1V.7.7) y (IV.7.8) por desigualdades

y utilizande Kuhn-Tucker.
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IV.8 SOLUCION DEL MODELO MAXIMIZACION DE
BENEFICIOS DE UN MONOPOLIO

Este modelo serd resuelto por medio de la técnica llamada Cdlculo de Variaciones
citada en el capitulo anterior.

IV.8.1 PLANTEAMIENTO

El planteamiento del problemn es el siguiente:

T
Maximizar / e~ p(t)ap(t) + bp(t) + ] — mlap(t) + bp(t) + ¢]?
[]
— nfap(t) + bp(t) + o} — k]dt,

sujeto a  p(0) = py,
nT)=p.

IV.8.2 SOLUCION

Dado

T T
Jip) = / F(t,p,p)dt = / e~ [p(t)ep(t) + bp(t) + ¢] — mlap(t) + bp(t) + c])*
o o
— nfap(t} + &p(t) + c] — k]dt
T
= [ e atie))? + 030+ cptt) = maP (e = mabp(t)i (0
o
— macp(t) — mabp(t)p(t) — mb2(p())? ~ mbep(t) — macp(t)
— mbep(t) — mc® ~ nap(t) — nbp(t) - nc — kldt
T
= f a1l — ma)(p(t))? + (¢ ~ 2mac — na)p(t)+
o
(b — 2mab)p()p(t) ~ (2mbe + nb)p(t) — mb(p(t))? — me?
— nc — k|dt.

La ccuacién de Euler es

OF{t.p.p) _ _g{(t?F(t.It.li)> =0
ap dt op -

108



entonces

—aF(;,pp, 5) =g ! [20(1 —~ma)p(ty+ (e — 2mac — na) + (b — Qmab)fl(t)] . (Iv.8.1)
aﬂ#ﬂ = " [(b — 2miab)p(t) — 2mbe — nb — ‘Zmb"f:(f)} .
%(%}:J'p)) = %[c_r'[(b = 2mab)p(t) ~ 2mbec — nb — 21111:713(t)]]

= e~"[(b — 2mab)p(t) — 2mb*j(t)] + [(b — 2mab)p(t) - 2mbe
— nb—2mbp(t))e™ " (~r)

=" [[(b = 2mab)p(t) — 2mb*p(t)]) — r{(h ~ 2mab)p(t) — 2mbc — nb

~—2mb213(t)]] . (IV.8.2)
Sustituyendo (IV.8.1) y {(IV.8.2) en la ecnacion de Euler, se tiene
et [20(1 —ma)p(t) + (¢ ~ 2mac ~ na) + (b — 2171r1b)1)(l)] =c " [[(b — 2mab)p(t)
—2mb¥j(t)] — r[(b — 2mab)p(t) — 2mbc — nb — 2ml.’,3(t)]] '

2a(1 — ma)p(t) + (c — 2mac - na) + 2mbr(t) — bp(tyr + 2nabp(t)r
+ 2rmbe + rab 4 2rmb?p(t) = 0,

B(2)[2mb?] + p(2)[2mb?)r + p(t)[2a(1 — ma) — br + 2malr] = —2rmbe - rnb

+ 2mac + na —¢.

Por tanto, se obtiene la siguiente ecuacidn diferencial de segundo orden

mb? 2Anh? '

(IV.8.3)

() + 5O + p(2) ['_’a(l — ma) + r(2mab ~ I))] - [2111((1:: —ber)+nla—br)—c
y su solucién general es de la forma

(1) = pe(t) + pplt),
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donde pp(t) es una solucién particular y p.(#) su solucién complementaria. La solucién
pc(t) sc obtiene al considerar Ia ecuncidn diferencial homogénea, para este caso las rafces
de la ecuacién caracteristica son

2a(1 ~ ma) + r(2mab — b)
(2mb?) !

por lo que

3 _2a(l-wma)iri2mabuh)
b /e
7 6

(_: e [y salizmertrzmaen ),
Il,-(t) = Cl(: t2med) 2 4 (Imb*)

)

+ Czc(_
y la solucidn particular es

2m{ac — ber) +nja—-br)—c

Ppl8) = 2a(1 — ma) + r{2mab — b)

Por tante, la solucidn general de la ecuacion diferencial de segundo orden (IV.8.3) es

(2 zafl-wmmipeamabedy ),
4 T2oea?)

plt)y = C,c(_%+

—F £2 4 dafi-majsriZoiab-b
+Czr( 7 T+ Tambdy U

2m(ac — ber) +u(a —br)—c
2a(l — ma) + r(2mab —b)
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IV.9 SOLUCION DEL MODELO DE
ANALISIS DE DEVALUACION

Para la solucién de este problema se aplica la téenica de Cdleulo de Variaciones citada
en el capitulo anterior.

IV.9.1 PLANTEAMIENTO

El plantcamiento del problema es ¢l siguiente:

oo
Maximizar / MU (x(t), m(t))de,

ta

sujeto a /wc"'[(.r(t)/p(tj +n(t))dt = by + /mc"'[(y(t)/))(t)]dt,
0 o
H0) = by.

IV.9.2 SOLUCION

Las condiciones necesarias de un miximao se obtienen diferenciando el Lagrangeano

L = u(z(t), m(t))e=" - A ([ ke m(t)] et J((:; -"), (Iv.8.1)

con respecto a x(t) y m(t) (para todo ¢). Estas condiciones son:
U (e{t),m(t))e " = —‘%L o, (IV.9.2)
Uy (£{t), m(8))e™ = Ac™", (IV.9.3)

Junto con la primera restriccidén del plantcamicuto se puede usar las ecuaciones (IV.9.2) y
(IV.9.3) para derivar las trayectorias dptimas del bien importado, m(t), del bien exportado,
z(t), y el precio sombra de la riqueza al tiempo 0, A. Para este propésito se supane que p,
Ia tasa subjetiva intertemporal de descuento, es igual a r, la tasa de interéds del mercado
de capital internacional. Adenudis, se supone que la funcién de utilidad esti adentro de las
funciones de utilidad con aversién relativa al riesgo constante,

(zomt-a)i=R

Ulzym) = TR \

(IV.9.4)

donde R >0y 1 > a > 0. El coeficiente de aversion al riesgo R determina la curvatura
de la funcién de utilidad.
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Si R =1, entonces U(x,m) = aln(z) + (1 —- o) In(m).
El precio sombra éptimo y la-trayectoria dptima de cousumo se caleula como sigue.
Como p = r (por supesicidn), las ecuaciones (IV.9.2) - (IV.9.4) implican que

Et) _ apl(t)

= . V..
m(t) (1-a) (Iv.9.5)
De lns ecuaciones (IV.9.3) a (IV.9.5) se concluye que
) 1o\ MR fap(zy\*-/n ,
m(t) = (T) (1—_—0) . (1v.9.6)
Ahora se suma Mm(?} a ambos lados de la ceuncién (1V.9.5) y sc obtiene
&(t) s TRt
(p(f))-{-m(l).— T—n) (IV.9.7)

De la primera restriccién del planteamicento v las ceuacidnes (IV.9.7) y (1V.9.6) se obticne

el valor sombra Sptimo
Y a(t=R/I 0
(-ap=r ] [ ($) T
A ~

A= Iv.9.8
YRR e
’ [0 ity
De las ecuaciones (1V.9.6) y (IV.8.8) se obiene la trayectoria dptima de rh(t)
oo
(1-a) [bu + / (ﬂ-t-)-) r“"’rlt] all-R)/R
w(t) = o _\ptt) aplt) (IV.9.9)
© 7 ap(t)) "0 R7R 1-o -2
[ ()™
o l-a
y sustituyendo la expresién anterior en la ceuncién (IV.9.5) sc tiene
© (y(t
{(1—a) [bo + / (M)C_”dl] (o (1= RI/ RI-+1
Et) = o _\p(t) (i’“—‘) (IV.9.10)
1-a

= S(=RI/R
[/ (___;\p(!(l) C_”(Il}
A —

El precio sombra s por la ecuacion (IV.9.8) una funcién de las trayectorias esperadas del
ingreso y(t) y del precio de exportaciones entre el precio de importaciones p(t}; por tanto,
lo mismo es cierto para el consumo. Cualquier cambio no anticipado en estas trayectorias
va a causar un nuevo nivel de A. Un cambio no anticipado en las posibilidades de consumo
(primera restriccion del planteamiento) implica que las cconomias domésticas tienen que
revisar el nivel deseado de consumo para este instante y las trayectorias planeadas de
consumo para el futuro.

112



IV.10 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA
CORRIENTE Y TIPO DE CAMBIO REAL

Los primeros dos planteamientos se resuclven por medio de la téenica Caleulo de
Variaciones y el tercer plantenmiento por medio de Control Optimo.

IV.10.1 PLANTEAMIENTO

El planteamiento del problema es el siguiente:
=
Maximizar / ufe(t)e ™ dt.
L]

sujeto a. / [y + g1} = ()1 + ailt)]c ™" dt = —a(0),
0
a({0) = aq.

IV.10.2 SOLUCION
El Lagrangeano del correspondicnte problema variacional estd dado por
Lic(), A) = {uf(c(t)} + My + 9(1) = ()1 + aite )} }e ="'\ (IV.10.1)
donde A es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriceion (I110.4). Se supone que
la restriccién (11.10.9) es activa, equivalentemente se supone que i(t) > 0 para toda .

Ahora bien la condicidn de primer orden (condicion necesaria de éptimo, ecuacién de
Euler-Lagrange) del problema de maximizacion resulta ser

A1 +ai(t)) = c(1)”7, paratodo ¥ > 0. (IV.10.2)

Esta condicién indica que “Le utilidad marginal del consumo es igual a su precio multi-
plicado por el precio sombra de lo rigueza ®, Se entiende que el precio de ¢(t) es igual a
su costo de produceidn {=1) mds ¢l costo de oportunidad de mantener un nivel de saldos
monetarios reales m(t).
Note que el precio sombra de la riqueza satisface
axr ~e{t)~ D)

0> e = _m. para toda > 0.

Usando la ecuncién (11.10.2), se ticue que en el intervalo (0, T}
- oe(t) = (M1 + ale +1')]}_Jv', para toda 5 >0, . {1v.10.3)
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con lo cual ¢(t) permanece constante en dicho intervalo, es decir, e(t) = cg. De la misma
forma, si en (IV.10.3) se sustituye €y por ¢, se obtendri que también c(¢) permanece
constante en el intervalo (T, 00), es decir, c{t) = ¢;. En consccuencia, de la ecuacién
(IV.10.2) se tiene que

AA: co{Ml+alen + )} = e (A1 +ale +r)} 7. (IV.10.4)

Esta ccuacidn indica que ¥ La utilidad marginal del diltimo peso gastado en cq es la misme
que si se hubicra gastado en ¢; ". También observe que la tasn marginal de sustitucion
entre ¢g y € permanece constante,

Ahora bien, de la restriceion para la cconomia, (11.10.18), se tiene que

v T oo
BO)+ = / coe™ " dt + / et (1V.10.5)
0 T
con lo cual
BB: ¢ = [y(t) + rB(0) - eole’™ + . (1V.10.6)

En la Fig. 5 se grafica la restriccidn presupuestal de la cconomia representandola por
BB. Note que

La condicidn (1V.10.4) representada por A4 aparece también en la grafica 5. Es importante
notar que a lo largo de A4, ¢ > ¢, yo que € < €. Note también que

_{1+a(cn+:~)}* o
AA 1-+ale +r) :

dey

dey

La interseccién de BB con la recta a 45 grados proporciona el producto nacional
bruto, PN By, al tiempo ¢ = 0. Dicha interseccidn se aleanza en

co =y +rB(0)= GNP,
Observe quee si la tasa de devaluacidn fuera, para siempre, constante, es decir, si T = 0,

entonces
o = ¢ =y +1B(0).
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Por tanto un cambio de una vez por tadas en la tasa de devaluacidn no presenta efectos
reales.

Si se espera que la politica monetaria fuera temporal, es decir, si 0 < T < 00, entonces
0>cp —co=[y—co+ I'B(O)]r."’r

con lo cual se genera un déficit en cuenta corriente en el periodo de transicién [0, T
Después de T la cuenta corriente se va a halancear, ¢l nivel de consumo disminuye, y cste
nivel es menor que en el caso en que se espera gute Ia politica monetaria fuera permanente
(i.c., cuando € ¢s constante en [0, 00)).

1V.10.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION

El planteamiento del problema es ¢l siguiente:
o
Maximizar / ufFle(t))e ™ dt,
i

sujeto a /x{y +y(t) — Fle (N1 + ai(t))e™""dt = —a(0),
o

a(0) = ay.

IV.10.4 SOLUCION

Manteniendo todos los demds snpuestos de la seccién anterior, la condicién de primer

orden del problema de maximizacion de ntilidad (ecuacién de Euler-Lagrange), estd ahora
dada por

M1+ ai(t)es(8)] 70} = [en(2))P7 70" 7(1 - 6). (Iv.10.7)
Ohserve que cuando 8 = 0, se obticne (1V.10.2),

Si se vuelve a tomar una politica de In forma

€, para 0<t<T,
et} =

(IV.10.8)
e, para t>T,
con ¢ < €, se tiene de nuevo que
v, para t € [0,T).
ety = O pere (.71 (1V.10.9)
¢y, para € (T,00).
Utilizando (IV.10.7), se obtienc que

AA: cp{A[L+ alen +r)* = car (Al +aler +r)eif 1S, (IV1010)
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donde ¢ = ~[fy — 6 — ¥]. Procediendo como antes, también se obticne que
BB: ¢y =[y(t)+ rB(0) — cyole’™ + €40, (1V.10.11)

Alora se puede llevar a cabo un anilisis similar, empleando la misma Fig. 5. Por tanto al
disminuir T se tiene que en el nuevo equilibrio c,9 ¥ ¢, serdan mayores. En consecuencia,
los precios relativos P(t) = [c,(1)]? aumentan en {0. 7}, y por tanto el tipo de cambio real
se estit apreciando en [0, T}, Entre mds pequeio es T mayor es la aprecincion del tipo de
cambio real.

Se puede decir algo miis, después de T el tipo de cambio real se var o depreciar por
abajo del nivel que si €(t) hubiera permanecido constante en {0, 00).

IV.10.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION

El planteamiento del problema es ¢l siguiente:

Maximizar / ule?) )] ="M,
(V]

sujeto w a{t) = ra(t) + y + g(ty — (I {1 + ai(?)),
a0} = «p.

IV.10.6 SOLUCION

El Hamiltoniano estd dado por

Hie(t),m(t), A1) = ul(e(t),m{t)fe™ + M){ra(t) +y + g(t) = e(t)(1 + i(2))}
uf(e(t),m(t)e™ " + Mt)ra(t) + y + g(t) — c{t) — m(t)i{t)}.

(1V.10.12)

It

Las condiciones de primer orden estin dadas por
He=0, Hy=0, Mt)=—H,, Hx=i(t)

de donde se tiene que A(2) = A(D)e~"". También se obticne que para toda R > 1

1—e -2
. = A(0),

(1 - (x)(c"m’"")l_k

m

a{c™m

(I.10.13)
= A{0)i,
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(I1.10.14)

de donde
(1—a)e
np = ——
ai
Si se sustituye (IV.10.14) en la primera ceuacién de (IV,10.13), se encuentra que para
toda R >0 N
a sl —a\(-al=R)y %
€= {;\-( al ) } :
Si de nuevo se vuclve a tomar una politica de la forma
€ mra 0<t<T,
any=4 " ! (IV.10.15)
€, para t>T,
con €, €1, se obticne
co _ o
O-al0—Iyy = 0 N(-ei=Ry T
) (R }

AA:
af _i=n
A\ of{rdeo)
inmediatamente se obtiene que ¢g > ¢ ¥ se tiene ln misina situacidn de la Fig, 5
También se podrin proceder considerando en forma mas general la funcion de utilidad,
(1V.10.16)

wyle(t), m(t)] =il1)

¢ = (e, m), escribiendo
wcle(t), mi(t)]

entre salilos moneterios reales y

lo cual significa que “La tese marginel de sustitucidn
consumos es igual al costo de oportunided de mentener dichos saldos.”
(IV.10.17)

Definiendo ahora
Ble(t)ym(t), i(1)] = umlelt), m(t)] = i(t)ule(t), n(t)) = 0.

tmm = e < 0,

entonces
Yo =
con lo cual se puede aplicar ¢! Teorema de Ia funcién implicita a ¢. Por tanto existe, al

menos localmente, una funcion L, tal que
m(t) = Le{t),7(t)].

Esta funcidn satisface a v
mn y
Le=—=—=—-=%3>0
7 Bc P



ya que
T = twmm = ittem < 0, We = ttme = ittee >0, ¥i=~u:<0.

Por tanto, se puede escribir una de las condiciones de primer orden como
uele(t), Le(t), i)} = A, (1V.10.18)
y como i(t) = 7(t) 4 €(t), entonces se pucde recseribir (IV.10.18) de la siguiente forma
Adz fle(t)e(t) = ucle(t), Lle(t),r + e(t)]} = A (1V.10.19)
Si de nuevo se vuelve a tomar una politica de la forma (1V.10.15), se obtiene que

"0, ara 1 € [0,7),
c(t)={ . para { € [0.T] (IV.10.20)

ey, para t €(T, ).
Note ahora que a partir de (IV.10.19)

0 > fefe(t),e(t)] = ucelelt), Lie(t), r + e(t)]] = %%

De nuevo esta condicién habilita para usar el Teorema de In funcion implicita, con lo cual

de fe

Je  f-

= ~lUcm.
Por tanto, se tiene una curva como la de 44 ¥ como
BB: ¢ =[y{t) + rB(0) = cole™ + co,

sigue siendo vilida, todas las conclusiones anteriores se matienen,
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IV.11 SOLUCION DEL MODELO DE
APRENDIZAJE SOBRE UTILIDAD

Para la solucién de los siguientes problemas se aplica la téenica de Control Optimo
citada en el capitulo anterior.

IV.11.1 PLANTEAMIENTO DE APRENDIZAJE CON MINIMA
ENTROPIA CRUZADA:

El planteamiento del problema es ¢l signiente;

Minimizar H{m,p) = / w(8)log —“‘19
© p(#)

/ w{(8)df = 1,

(<]

/ ap(8)m{8)dd =y, h=1,2,....m.
©

sijeto a

1V.11.2 SOLUCION

La condicién de primer orden (condicion nccesaria de dptimo, ecuacién de Euler-
Lagrange) del problema planteado estd dada por

=" (8]qe(p)) = 1)(0)cxp{ - Ao — ZAkrIk(ﬂ) },

k=1

1~ / 7*(8)dd = 0. (IV.11.1)
[°]
/(ak — ()T ()8 =0, k=1,2,.umm,
(c]

donde Ag, Ay, ..., A, son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones.
Sustituyendo #* cu las condiciones de pritner orden restantes en (IV.11.1), se encuentra
que

0=2X —-log{/ p(6) nz;lc"\“""(‘”dﬂ}.

(IVAL2)
0= /[“A(G) — ap(8) Thim e @8, ke =1,2,.,m,

el cual es un sistema no lineal homogéneo en las variables Mgy Aty ey A
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Cuando la integral que define a Ay prcde resolverse, entonces los demas multiplicadores
pueden encontrarse a partir de las siguicntes relaciones (ver Venegas (1990a))
(250

E\: = —iy, k=1,2,..,m. (Iv.a11.3)

IV.11.3 PLANTEAMIENTO DE APRENDIZAJE CON MAXIMA
ENTROPIA

El planteamiento del problema es el signiente:

Maximizar H{n)= —/ #(0)log w(8)d8,
3]

/ 7(8)dd = 1,

[c]

/ ap()m(0)0 = a, k=1,2,...,m.
@

sujeto a

IV.11.4 SOLUCION

La condicidn de primer orden del problema planteado esti dada por

m

7*(Blqo) = cxp{,\o + Z Apar(0) },

k=1

— [ =*(0)d0 = (IV.11.4)
1 /;’rr(()) 0,

/[ﬁk —ap(0)]="10)l0 =0, k=1,2,...,m,
o]

donde Ag, A1y Ay s0n los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones.
Sustituyendo 7* en las condiciones de primer orden restantes en (IV.11.4), se encuentra
que

0= o +1og{/ m;,e*wﬂ”nm},
]

(IV.11.5)
0= /[ak(ﬂ) — alp(8) TIjo e 4948, k=12, ...,m,
(<]

el cual es un sistema no lineal homogéneo en las variables Mgy Ayy oy Ay
De nuevo, cuando la integral que define a Ay puede resolverse, entonces los demds
multiplicadores pueden encontrarse o partir de las relaciones
22

e —ay, k=12,..,m (IV.11.6)



IV.12 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA
CORRIENTE Y TIPO DE CAMBIO REAL
CONSIDERANDO EFECTOS DE
APRENDIZAJE

Los primeros dos planteamicntos en este modelo se resuelve por medio de la téenica
llamada Calculo de Variaciones y el tercer planteamiento por medio de Control Optimo.

IV.12.1 PLANTEAMIENTO

El planteamiento del problema es el siguiente:

Maximizar /w{/u[c(ﬂh]d}"(ﬂ} ~Thy,
1]

sujeto a /m[y +g(t) = c(tN1 + ai(t))]e ' dt = —a(0),
)
. a{0) = aq.

IV.12.2 SOLUCION

El individuo representativo desea determinar In trayectoria de consumo que maximice
su utilidad esperada, V(8), dada en (IL12.1), sujeto a las restricciones presupuestal y
cash-in-advance, (I1.10.4) y (11.10.9), respectivamente. En cuyo caso el Lagrangiano del
correspondiente problema variacional esta dado por

L[c(t),,\]=[ {7 =1}loge(t) + P{y # 1} “)

+ My + () ~ 1)1 + it} e,
(IV.12.1)
donde A es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccidn (11.10.4). Se supone que
la restriccién (11.10.9) es activa, equivalentemente se supone que i(¢} > 0 para toda t.
Ahora bien la condicidn de primer orden (condicidn neeesaria de dptimo, ecuacién de
Euler-Lagrange) del prablema de maximizacion resulta ser

Al +ai(t)) = P{y = 1}c(t)" + P{y # 1}c(t)"". (Iv.12.2

Esta condicién indica que “Le utilidad marginal csperada del consumo es igual a su precio
multiplicado por el precio sombra de la riqueza ”, Se entiende que el precio de ¢(t) es igual
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a su costo de produceion (=1) mas el costo de oportunidad de mantener un nivel de saldos
monetarios reales m(t).
Se denota esta utilidad marginal esperada, en forma breve como

Eue=c()7 [P{y =1} + P{3 # 1)) ]
Usando la ecuacion (1V.12.2), se tiene que en el intervalo [0, T},
Eur = M1+ a{ea +1)], (IV.12.3)

con lo cual Eu, permancce constante en dicho intervalo, es decir, Euy = Eug. De la
misma forma, si en (1V.12.3) se sustituye €, por ¢;, se obtiene que también c{t) permanece
constante en el intervalo (T, 00), cs decir, Eu, = Eu;. Eu consecuencia, de la ecuacién
(IV.12.1) se tiene que

Euy _ Euy
T4+aleo+r)]  [L+ale +r)

Ad: (Iv.12.4)

Esta ecuacion indica que “ Le utilided marginal esperada del @ltimo peso gastado en cq es
la misma que si se hubiera qustado en ¢ ™

Ahaora bien, de la restriccién para la economia, (11.10.18), se tiene que

y T oa
B(0)+ == / coc™dl +/ e dt,
r 0 T

con lo cual
BB: ¢ =[y(t) +rB(0) — colc"” + cq. (Iv.12.5)

En la Fig. 5*, tomada de Calvo (1986}, sc grafica la restriccion presupuestal de la
economia representindola por BB. Note que
dey T

=1-¢

< 0.
deolpp

Para que el individuo pueda determinar un equilibrio entre AA v BB, se requiere que
AA tenga una forma funcional ¢; = f{ey). Para ésto, s necesario que el individuo recurra
al proceso de aprendizaje.

El individuo después de consumir las cantidades que maximizan su utilidad esperada
descontada, puede aprender que:

(i) P{v#1} =0,%

(it) P{y=1}=0,96
(#4) seguir indeciso.

* La figura se encuentra en la seccion 1V.10.
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Las correspondientes soluciones de minima entropin cruzada son:
(i) Ply#£1}=0,P{y=1} =1
(@) P{y#1) =1 P{y=1] =0
(i) P{v # 1} =5, P{y = 1} =1 -5, donde s y 1 — s son los nuevos pesos subjetivos
que ¢l individuo asigua en base a la experiencia ganada.
En el 1iltimo caso, el individuo tendrd que iterar de nuevo dentro del proceso de
aprendizaje.
En los dos primeros casos la condicién de primer orden cs

M+ ai(f)] = ¢(t)™7, para cualquiera que sea ¢l valor aprendido de 7.
El precio sombra de la riqueza ahora satisface que

2 _ zyety"7l) i 1 val fido d
=TT T Y ra cun (l“l(‘l’(’\ que sen el valor ﬂl)rcn( 10 e 7.

de 1+ aift) pa

Note que alora la ccuacién (IV.12.4) toma In forma

Ad: cof ML+ ales + MY = (M1 +aley + 1)} 3. (Iv.12.6)

Por tanto la tasa marginal de sustitucion entre ¢o ¥ ¢; permanece constante.
La condicidn (IV.12.0) representada por A4 aparece tamibién en la Fig. 5. Es impor-
tante notar que a lo largo de A4, cp > ¢, ya que ¢ < €. Note también que

1
- {l_tet__i'_)} >,
aA 1+ (e +r)

dey

dey

La interseccion de BB con la recta a 45 grados nos proporciona el producto nacional
bruto, PN By, al tiempo ¢ = 0. Dicha interseccién se alcanza en

cy =y +rB(0)= PNDB,.

Observe que si la tasa de devaluacion fucra, para siempre, constante, es decir, si T = 0,
entonces
cg = ¢ =y +rB{0).

Por tanto un cambio de una vez por todas en la tasa de devaluacién no presenta efectos
reales.
Si se espera que la politica monetaria fuera temporal, es decir, si 0 < T’ < oo, entonces

0>c —co=[y—co+rB@)eT

con lo cual se genera un déficit en cuenta corriente en el periodo de transicién [0,T).
Después de T la cuenta corriente se va a halancenr, el nivel de consumo disminuye, y este
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nivel es menor que tn ¢l caso en que sc espera que In politicn monetarin fuera permanente
(i.e., cuando € es constante en [0, c0)).

1vV.12.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION

El planteamiento del problema es el signicente:

Maximizar / {/u[F(c,.(f))[')'ldF('y)}r"'rlt.
[} v

sujeto /w[y + gty — ey (1)1 4+ ui(t))]rt"'dt = —a(0),
o
a{0) = ag.

IV.12.4 SOLUCION

Manteniendo todos los demas supuestos de la seecidn anterior, la condicién de primer
orden del problema de maximizucion de utilidad, estd ahora dada por

M1+ wi(t)e (1)) = {e(1)]P70- (1 — 6)7, (Iv12.7)

para cualquicra que sca ¢l valor aprendido de 4.
Si se vuelve a tomar una politica de 1a forma

e, para 0<t <7,
et} =

e, pura t>T. (Iv12.8)
con ¢ < €, s¢ tiene de nuevo gue
o= T
Utilizando(IV.12.7), se obtiene que
AA: cyfAL+aleg +rIci ]} = car (AL + aley +r)c?}F, (IV.12.10)
donde ¢ = —[fy — 8 — 4]. Procediendo como antes, también se obticne que
BB: ca = [y(t) +rB(0) — cao)e’" + co. (Iv.12.11)

Ahora se puede llevar a cabo un andlisis similar, empleando la misma Fig, 5. Por tanto al
disminuir T =e tiene que en el nuevo equilibrio ¢,0 y ¢y serdn mayores. En consecuencia,
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los precios relativos P(t) = [ci(1)}? aumentan en [0,T), y por tanto el tipo de cambio real
se estd apreciando en [0,7]. Entre mds pequeiio es T mayor es ln apreciacion del tipo de
cambio real.

Se puede decir algo mids, después de T ¢l tipo de cambio real se va a depreciar por
abajo del nivel que si e(t) hubiera permanceido constante en {0, 00).

IV.12.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION

Sea

Kle,m} = / / ule(t), m(t)|o, R|dF(a)dF(R).
V<ot J1>0

El planteamiento del problema es el siguiente:

Maximizar / / {/ u[(-(t),m(t)|n.R]c"":It}(IF(a)rlF(R),
0<e <t S50 a

sujeto i / [y +g(t) = et )1 + ailtD)e™""dt = —a(0),
o
a{0) = aq.

IV.12.6 SOLUCION
El Hamiltoniano esta dado por
Hic,m, A= / / ule(t), (o, RIAF (o) dF(RY + Mty + g(8) — c(H 1 + ai(i)}
u<a<t SR>
= / / u[c(t),m(l)[a,R]lIF(n)IIF(R)+/\(l){y+y(t),—c(t)—m(t)i(t))).
0<a<t J1uso
IV.12.12)
Las condiciones de primer orden estan dadas por
H.=0, Hy=0, Mt)-rAt)=—H,.

Debido al supuesto de independencin estocitstica entre R y a, se tiene que la emropm
cruzada satisface

ﬂ(o)n }
H(rIl, pP IF(a)dF{R H HHP,
(x11, pP) = /«./m 6 B (I ] (M) = H(r.p)+ H(LP)

con lo cual el individuo puede aprender primero sobre el valor de R en la misma forma
que cn la seccidn anterior. Despuds, el individuo puede determinar el valor de «, a través
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de los modelos de aprendizaje estudiados en las subsecciones anteriores, actuando como
minimizador de entropia cruzada sujeto a que la informacion adicional que éste obtenga
en términos de valores esperados.

Procediendo como en la seceién anterior, se encuentra que las condiciones de primer
orden satisfacen, para cualquiera que sea ¢l valor aprendido de R

alcmm!-oy -k N
= .
(1 — om0y {IV.12.13)
————— =\,
m
de donde
L (IV.12.14)

af
Si se sustituye (IV.12.14) en la primera ccuancidn de (IV.12.13), se encuentra que para
cualquiera que sca el valor aprendido de R

sl —a\O—m-my 4
C—{X( af ) } :

Si de nuevo se vuelve o tomar uua politica de la forma

€, para 0<t<T,

V1215
€, para t>7T, ¢ !

nod
E()—I

con €q, €1, s¢ obtiene

14 o = &
o of 1=a (I-a)i=R)y & af = (-a)1=-R)y %'
X\ s0rF A\alrfead

inmediatamente se obtiene que ¢y > ¢y y sc tiene la misma situacién de la Fig. 5.
También se podria proceder considerando en forma mas general la funcién de utilidad,
u = u(e, m), escribiendo

tufe(t), m(t)]
wele(t), m(t)]
lo cual significa que “Le tasa marginel de sustitucién entre saldos monctarios reales y
consumos es igual al costo de oportunidud de mantener dichos saldos.”
Definiendo ahora

= i(t), (IV.12.16)

Ble(t), m(t), i)} = wmlc(t), mit)] — i(t)ucle(t), mit)] = 0. (IV.12.17)

Entonces
Vi = togm ~ fte <0,
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con lo cual se puede aplicar el Teorema de la funcién implicita a ¥, Por tanto existe, al
menos localmente, una funcién L, tal que

m(t) = Lle(t), i(t)].

Estu funcién satisface

am DO
Li= o =~ 0
7R M
v a v
1 R
= = —— <0,
b= =,
ya que*
Uy =ty — fttem <0, - To= aye = itiee > 0, Wi=—u, <0.

Por tanto, se puede escribir una de las condiciones de primer orden como
ucfe(t), Llett), i(t))) = A, (1V.12.18)
y como i(t) = r(¢} + €(t), entonces se puede reescribir (IV.12.18) de la siguiente forma
A fle(t), e(0)] = ucfegt), Lle(t), r + e(t)}]] = A (IV.12.19)

Si de nuevo vuelve a tomar una politica de la forma (IV.12.15), se obtiene que

\ ara t € {0,T),
qoy={ o e tel0T) (IV.12.20)
¢y, para { € (T, oc).

Note ahora que a partir de {(IV.12.19)
[
0 > fole(t), e(t)] = weclegt), L{e{t),r + e(#)]] = e
De nuevo esta condicién nos habilita para usar ¢l Teorema de la funcién implicita, con lo
cual P
c

fe

o =TT = Uem.
Je fe
Por tanto, se tiene una curva como la de A4 y como

BB: ¢ = [y(t) + rB(0) - cg)e’T + ¢q,

sigue siendo valida, todas las conclusiones anteriores sc matienen.

* Note que Ucn>0 también implica que ¥, <0, ¥.>0.
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V. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Se ha reunido y estudiado un gran niimero de problenas de optimizacién en tiempo
continuo enfoeados a la micre y macroecconomia. Los problemas planteados consideran
aspectos como, consumo, produccidn, inversidn, riqueza, precio de un producto, unidades
producidas de un bien, proceso de aprendizaje de un individuo, incorporacién de infor-
macién adicional, cuenta corriente (en economias de un bien), tipo de cambio real (en
economias con dos bienes), politica de cstabilizacidn, devaluacién, ete., dependiendo del
interds del individuo se optimizs sobre uno o varios de los recursos pasando de una economia
doméstica a la cconomia nacional.

En todos los modelos se manifiesta ¢l desco de los agentes econdmicos de maximizar
su bienestar. Las téenicas de Cdlenlo de Variaciones, Control Optimo y Control Optimo
Estociistico, se han aplicado en la solucién de los modelos planteados.

En los problemas de Control Optimo Estocdstico se utilizo programacion dindinica
para obtener las decisiones dptima

s de uno o varios recursos; en dichas decisiones cualquicra
que sea el estado inicial y las decisiones restantes, dst
Sptima.

5 constituyen también una politica

Transformar un problema en otro equivalente y utilizar otra téenica para resolverlo
ha sido una caracteristica importaute del trabajo; otro aspecto destacado son algunos de
los modelos estudiados en el proceso de aprendizaje de wun individuo sobre su funcion de
utilidad.

Para finalizar s¢ enuncian las couclusiones respecto a cada uno de los modelos:

En ¢l neocldsico de crecimiento econdmico dptimo se coneluye que para un determinado
capital inicial existe una trayectoria éptima de crecimiento de consuino ¢ inversion hacia
un cquilibrio. Una vez que se alcanza este punto, la economia se desarrolla a la tasa de
crecimiento de Ja poblacién. Para el modelo neocldsico de crecimiento econdmico dptimo
con funciones de sobrevivencia y reproduccion se obtienen los mismos resultados cuando
el cambio relativo en la sobrevivencia es constante. Por otro lado. considerar nna funcién
especifica para este cambio permite formular modelos mits reales.

En el caso de crecimiento econdmico dptimo bajo incertidumbre. y en el de suleccion
optima de portafolio bajo incertiduimbre, el modelado con ecuaciones diferenciales es-
tocasticas ha jugado un papel esencial en el andlisis,

Del modelo neocldsico de demanda por inversién se coneluye que para los primeros dos
planteamientos, las trayectorias dptimas de demanda de trahajo ¢ inversion son alcanzadas
cuando existe la igualdad entre el salario real y el producto marginal del trabajo, y cuando
se tiene la igualdad entre ¢l costo real del capital y el producto marginal del capital.

Del modelo neocldsico de consumo-inversién se concluye que si ¢l individo represen-
tativo obtiene también utilidad por dejar una herencia, entonces el efecto de inseguridad
sobre el tiempo de la vida es igual & un incremento en la tasa subjetiva intertemporal de
descuento.

De los modelos de asignacion dptima de créditos externos para inversion y consume
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se concluye de la solucién obtenida bajo las supuestos (IV.6.8), que no resulta éptimo no
consumir de la ayuda econémica.

Del modelo de maximizacion de beneficios de un monopolio se obtiene comno resultado
una trayectoria ptima para el precio del bien y para la produccion.

Finalmente, del modclo de andlisis de devaluacién se deducen las trayectorias dptimas
del bien de importacion y del bien de exportacién,

La teoria desarrollada en el modelo de andlisis de cuenta corriente y tipo de cambio
real, ha sido conjugada con en el modelo de aprendizaje sobre utilidad.
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