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0.1 ‘Introduccién.

El motivo de este trabajo, es una de las actividades humanas mas comunes pero también
mds desagradables, la espera. Se puede preguntar ;Qué lleva a los hombres a tratar de
entender estos fendmenos?, la respucta es que através del entenclimiento se pueden encontrar
- métodos para reducirla. Piense por un momento cuanto tiempo pasa esperando en diversas
“colas ‘(o lincas de espera) o lo largo del.dia: csperando en una calle Wransitada una luz
verde; haciendo cola para entrar a un estacionamiento; esperando para tomar ¢l desayuno;
esperando para hacer una llamada telefdnica, eteetera, La lista es interminable, pero lo
que es seguro es que todas los dias sc tiene que esperar por algo.

Las colas'y los sistemas de lincas de espera han sido objeto de investigacién conside-
rable desde la aparicion del primer sistema telefénico, ademds de los modelos originados en
biologia y genética, que han sido los ejemplos mas claros de procesos aleatorios reales de
estado de espacio discreto.

En los aiios posteriores a la Segunda Guerra Mundial, los temas principales de la
investigacion de operaciones, (inventarios y control de produccion), s¢ vieron incrementados
por el interés de esta nueva drea. Se descubrié rapidamente que los modelos de rehabili-
tacidn de sistemas complejos podian ser formulados en términos de colas: (descomposturas
como arribos y reparaciones como servicios). Ademiis, estos dos aspectos han producido un
fuerte incremento en la literatura de problemas de optimizacién para modelos particulares
de colas.

La simulacién de sistemas de computo y sistemas de transmisién de datos, abrieron
el camino, en los sesentas, a los estudios de colas caracterizadas por disciplinas de servicio
complejas y crearon la necesidad de analizar sistemas inlerconectados. El progreso en
esta arca fué rapidamente aplicado, (aplicaciones en la industria fueron aceptadas en-los
setentas). En el presente en la industria de computo, modelos de redes de colas han
resultado ‘como paquetes de software para las soluciones automaticas de los problemas que
se presentan en el diseiio de nuevas computadoras y en la evaluacion ¢ implementacién de
sistemas existentes.

El objetivo de este trabajo es la claboracidn de un texto que permita el entendimiento
y las aplicaciones de la teoria de lineas de espera, la disposicion de los temas es la siguiente:

En el Capitulo 1 se describe el campo de aplicacién de la teoria. y se establece la
metodologia para la claboracién de los modelos que describen a los sistemas de lineas de
espera. En el Capitulo 2 se desarrolla la teoria de procesos estocasticos necesaria para poder
abordar la de Sistemas de linas de espera, se inicia con la deficién de procesos estocdsticos,
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y de las cadenas de Markov discretas, se hace una explicacidn de los procesos de Poisson
y. se sigue con las cadenas de Markov continuas, que generan los procesos de nacimiento
puro, los procesos puros de muerte y los procesos de nacimiento y muerte; {a definicidn de
los procesos de renovacién permitira describir a los fendmenos Poisson como uno de estos.
El Capitulo 3 describe la teoria de lineas de espera que es la que brinda los modelos
matematicos para poder describir las colas. Mientras que en el Capitulo 4 se elabora un
.ejemplo de aplicacion de la teoria. El ejemplo es el fendmeno de espera que se registra en
Ia biblioteca de la Facultad de Ciencias. Este fenémeno sufrié modificaciones a finales de
1992 y se dispuso de informacion para la descripeién del modelo que describia al sistema
anterior y al posterior. Asi, se describen ambos y se realiza un analisis comparativo.



Capitulo 1

Revision de los Fenédmenos de
Espera.

1.1 Algunos Ejemplos.

Se comenzard analizando algunes ejemplos de congestion. Esto servird para ilustear cl am-
plio campo de aplicaciones que cubre la teoria de lineas de espera, as{ como para introducir
algunas ideas importantes. La circunstaucia comiin a toclos los sistemas que se van a con-
siderar es el Aujo de clientes que requieren un servicio , habiendo cierta restriccion en el
servicio. Por ejemplo, los clientes puecden ser aviones solicitando permiso para despegar,
y la restriccion en el servicio es que en la pista solamente puede estar un avion, O bien
los clientes pueden ser pacientes que liegan a una clinica para consultar a un médico, la
restriccion en el servicio es el hecho de que sélo puede atenderse a un paciente a la vez.
De hecho estos das ejemplos son casos de lo que se llamard cola, (o linea de espera), con
un sélo servidor. Un ejemplo de colas ron varios servidores son las filas para comprar
gasolina en una estacién de servicio, o también las que se forman delante de las cajas de
un supermercado. En estos casos la restriccidn consiste en que no pueden atenderse mas
de, m clientes simultaneamente.

Algunos otros ejemplos de sistemas en los que estd restringido ¢} nimero de los clientes
que pueden atenderse simultdncamente son los siguientes:

a) Articulos que van sobre una banda transportadora y que deben empacarse en cajas;

b} Maquinas que sc paran de cuando en cuando y necesitan ser atendidas por un
operador antes de ponerlas de nuevo en marcha, y el opelador sélo pucde atender una
miquina a la vez;

c) Algunos problemas rclacionados con centrales lclcfomca%.
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mente un niimero limitado de clientes pueden ser atendidos a la vez, y la congestion surge”

debido a que los clientes no atendidos deben formarse y esperar su turmo pararecibir el

servicio.” Algunas veces, sin embargo, la restriccion consiste en que el servicio ‘sélo puede:
prestarse durante algunos periodos limitados, y en estos puede o no ex

tir limite al niimero

= de clientes que pueden atenderse a la vez. Por cjemplo, si los clientes son los peatones que
esperan poder cruzar una calle transitada, en un crucero sin control, el servicio sélo es dable
cuando se produce un claro suficiente entre los automaviles que pasan; cuando esto ocurre,
puede- cruzar la calle (es decir, recibir el servicio); simultdaneamente un gran nimero de
‘clientes. Si los clientes son automéviles esperando la luz verde en un semdloro, o esperando
poder entrar de una calle a una avenida principal, el servicio estd restringido tanto por la
necesidad de esperar un periodo libre como esperar que los clientes que hayan llegado antes

- logren pasar. Esto es, se tiene una mezcla de los dos tipos de restriccion en el servicio,
.Otro'ejemplo es el de una cola de gente esperando un automdvil de alquiler; en este caso, el
que un cliente pueda ser atendido en cuanto llegue depende de que haya o no automéviles
desocupados en el sitio.
) Un tipo de aplicacién, cstrechamente relacionado con una cola de un sdlo servidor se
refierc al tamaiio de los almacenes. Supdngase que los clientes de la desc

peion anterior son
-articulos colocados de cuando en cuando en un almacén, con la restriceion de que sélo puede
almacenarse un ntimero limitado de articulos a la vez. El servicio a un cliente consiste en
sacar un articulo del almacén para ser usado. En esta aplicacidn, estarcmaos interesados en
la relacion entre el contenido midximo del almacén y aquel en que se corve ol riesgo de que
este quede vacio en el momento de un nuevo pedido.

1.2 Objetivos de la Investigacién de la Congestién

En los cjemplos de la scccién anterior se presenta una congestion si hay suficiente jrregu-
laridad en ¢l sistema. Por ejemplo, en una cola con un sélo servidor, supingase ya sca que
los clientes lleguen en forma irregular o bien que hay una demora apreciable en el tiempo
necesario para atender a un clicnte, o ambas cosas. Entonces, de vez en_cuando habrd,
al mismo tiempo, mas de un cliente demandando un servicio; con excepcidn’ de uno-de
ellos; todos deberan formar cola ¥ esperar'su tusno pava el servicio,.y entonces se produeird :

En los’ejemplos citados hasta ahora, la restriccién eri el servicio consnstc cn que sula- =




*1.2."OBIETIVOS DE LA INVESTIGACION DE LA CONGESTION FRRLY

una cougéﬁulién‘.!Esle sencillo hecho ilustra un importante principio_general;. Ja congesfién
que ‘ocurre en un sistema depende esencialmente de las irregularidades en. el mismo'y no |

lamenic de las propicdades en promedio de él. En capitulos posteriores se especificaran
- estas irregularidades en terminos matematicos,

El objetivo practico en la investigacién de un sistema con congestidn sera generalmente
“-carregirlo; modificindolo de alguna manera. Por ejemplo,’la proporcion. de llegadas.de
clientes puede ser tan alta que se formen colas grandes, con la cousecuencia de que el
tiempo de espera por cliente sea excesivo. o bien dicha frecuencia puede ser tan baja que las
facilidades o medios de servicio estén sin usarse durante una gran parte de tiempo. En uno u
otro caso una madificacidn del sistema podria ser conveniente. O quiza pueda considerarse
~una reorganizacién radical del sistema, tal como una reduccion en el tiempo de servicio
mediante la automatizacién. De cualquier manera, es 1itil pader predeciv la cantidad de
congestion que es posible que ocurra en el sistema modificado.  Esto no solamente cs
necesario para indicar cual de las varias modificaciones es tal ve

la mejor para su estudio
experimental, sino que en algunas aplicaciones, especialmente en la industria, es imposible
probar experimentalimente la modificacion antes de una decision relativa a su introduccion.
En este caso, la decisién debe estar basada ya sea en algunas conjeturas a en una prediccién
tedrica de lo que podria suceder al introducirse dicha modificacién.

g Por ejemplo, suponga que los clientes son obreros que de vez en cuando necesitan afilar
sus herramientas en una maquina afiladora. Se pierde produccién mientras los obreros
forman cola esperando su turno en dicha maquina. No se necesita un andlisis tedrico para
encontrar el monto de este tiempo perdido; puede determinarse de acucerdo con la frecuencia
con que se necesita afilar las herramientas, el tiempo medio requerido para afilav una de ellas
y otras propiedades del sistema. Pero suponga que se estd considerando la introduccién de
una segunda maquina de afilar. Una decisidn racional sobre su introduccidn debe depender-
en parte, de ‘evaluar la utilidad anual proveniente de la produccion adicional debida a la
reduccién del tiempo perdido en las colas y compararla con el costo de compra de la nueva
maquina. Por supuesto, la produccidn adicional no puede medirse experimentalmente antes
de decidir sobre la nueva mdquina, pero suelen usarse resuttadas teéricos para pre(ldcir lo -
que pasard, y se comprueba la prediccion mediante experimentos en pequefia rwmla antes
de entrar de lleno a la aplicacidn practica.

Existen diversas manecras de describir la congestion; por ejemplo, en funcién dq los: :
periodos libres y ocupados del servidor. Con el fin de predecir una o mis de estas cantidades’
debe especificarse ol sistema suficientemente, y esto_generalmente significa:cl (l&iﬁ :

a) la poblacion o fuente, esto se refiere a la entidad de donde emanan loéy,élien‘LeSL
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b} la: pauta de llegﬂdas. Esto'se refcne tanio a ld flccuencla media de llcgada de los
clientes como al patrén’ estadistico de las l]cg:\(las. : -
.€) el mecanismo de servicio. - Esto se refiere a cstnblccur cuan(lo esta. (llspomble el
servmo cuantos clientes pueden.atenderse a la vez y cuanto tiempo toma ol proporcnonar
el servicios
.d) la'disciplina de la cola. Esto se vefiere al método por cl ulal se qolcccmna un cllcntc
““para-darle un servicio deentre todos los que esperan recibirlo. - S R
La descripcion detallada de estos supuestos sed realizard en 1 el Capitulo '3. : :
Una vez descrito el sistema, se convierte en un problema matematico el predecir que
es lo que sucederd con este sistema. Por supuesto, cualquier descripcién” del sistema en
términos matemaiticos inevitablemente simplificara en exceso ta sn.uacmn pr ac\.lca cn V|rtu(l
del uso que se hard de conceptos ideales.

1.3 Medicién de la Congestién.

en las tres cantldades ala vez, :
Se define el tiempo en cola de. un cliente ‘como-el I.lcmpo que’ pam (Icﬁ e que entra .
en el sistema hasta cl momento en qie inicia su servicio, mientras e of tiempo de-espera -




o cuando hay un-castigo si la espera e

rmina’sit servicio.
Asiyiel. hempo (Ie spera es lg\ml al Llempo de cola “més cl !.lcmpo de ‘serviciol “En cstc :
traba]o. sc usaran resultados ¢n tcnmnm e cualquwm dé:las dcf‘mcmnr'i antcnores qie ;
sea’ mas con\enlento. aunque tal vez, por razones practlcas se lunga quo trabajar: con una
sola proplcdad :

El tlcmpo e cola o el Llcmpo de cspvr-\ de i cliente os de intords’ cuando cxxsle
una pcl(h(la econdmica si se hace esperar al cliente en la cola. *Si 1a pérdida por unidad
‘de retraso es constante, solo necesitamos considerar 1a ‘media de los tiempos de cola o-de
espera, Los casos en que la distribucién, y no sélo su esperanza, es de interés aparecen
cuando un cliente puede abandonar el sistema si se le hace esperar demasiado tiempo,

cede a un cierto tiempo critico. Por cjemplo, si
los clientes consisten en lotes de material que han pasade por wna etapa de proceso y

‘estdn esperando una segunda etapa, puede suceder que los relrasos pequeiios no tengan

conseciiencias, pero los grandes retrasos deterioren el producto final. En una situacién de
este tipo estaremos interesados en la distribucién del tiempo de cola.
El estudio del nimero de individuos que esperan servicio es de particular interés

cuando existe dificultad en el acomodo de los clientes mientras esperan. La tercera variable,

es decir, la longitud de los periodos de servicio, es probablemente la menos ocupada en.la
_prdctica, pero en ocasiones se necesita, por ejemplo, cuando se concentra la atencién en
el mecanismo de servicio y se desca que los periodos de servicio largos acurran con poca
frecueéncia.

En algunos probleinas especiales puede necesitarse de otras variables. Asi, en un pro-
blema en el que los clientes se pierden si llegan en un periodo de mucha cangestién, podria
estarse interesado en calcular propiedades del niimero de clientes perdidos. En general, en
una aplicacidn practica, el objetivo debe ser la caracterizacion de la congestion mediante
la cantidad que tenga la interpretacion practica mds directa, y casi sicimpre esto se refiere -
a la cantidad mds directamente relacionada con los aspectos econémicos del problema.

1.4 La Investigacién de los Sisternas de Espera.

En este trabajo interesara especilicamente el aspecto matematico de los fendmenos de es-
pera. Aun asi, se puede apreciar que el niimero de combinaciones del mecanistio de llegada,
del mecanismo de servicio y la disciplina de la cola es muy grande, y que no s posible en
un trabajo de extensién limitada ir mas alld de algunas de la técnicas mids importantes que
se han usado para algunos de los modelos més comunes. Efectivamente, existen disponibles
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actyalmente soluciones malemidticas solo para las situaciones relativaments mids simples:. Si
se dcscan 1e<u|l ados numéricos para un sistema complc_m, estas deherdn obl.(-ncl*m mcdmnte;
cxp;.nlmnlus por mucstrco, | i

“Resultard provechoso el situar. el aspecto matemitico de h mntcu'\ en’una perspcc- :
uva corrécta’ mediante la revision de los pasos que pueden uncr\'cnlr cn wna mvcstlgaclon
practh'L de un problema de lneas de espera, estos son: .

(1) una lmcshgncxon pu.hmmar' -

(v) for mnl.\mon dc una recomendacion practica;
(vi) una prueba a pequita escala de la modificacin;” =7

{vii} la accién prachca cumplcln.

Los pasos (i}~(vii} se dcscnhcn l)lmcmcntc en scgmdn.
(i) Investigacion preliminar

Los pasos principales en este punto son S A
a) en un sistema complejo, la construccién de un diagrama dé flujo.de ‘los"’clicrjltves y
una lista de los puntos en los que pucde haber restricciones en'el servicio; e ’

b} la medicién aproximada de las frecuencias de llegada, tiempos de servicio y Llcmpos_

de cola en los principales puntos de ¢

a' . B
Esto dard una idea general de los principales puntos en los que ocurre cungestlon‘ o
en los que hay servidores ociosos durante una gran proporcién del twmpn

(it} Determinacion a simple vista de las posibles modificaciones.

En teoria usualmente habra muchas maneras de modificar ol sistema: en la s:g\uent;
seccién se dard una lista de algunos de dichos cambios que son a la vez |)r;\cl|ca|)les ¥y que g
pueden razonablemente condncir a un aumento en la cficiencia, esto s se vsl.\blcccn los s
lineamientos generales de las investigaciones detalladas,

{iii) Obtencidn de mayor cantidad de datos. : Ve

En esta etapa se estiman las propicdades estadisticas de las legadas y ol tiempo dc
servicio con o detatle suficiente para ayudar en la seleecién de un modela apropiado’y
poder asignar valores numéricos a los pardmetros def modelo. Asi; en una cola simple con
un sélo servidor en 1a que se sospeche que las legadas son completamente al wzar, podria
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; ba;iar con obtener datos para estimar la frecuencia de llegadas, comprobar la aleatoriedad
de las llegadas, para estimar la distribucion de frecuencia de legadas, y para estimar la”
frecuencia del tiempo de servicio. Sucede comitnmente que las llegadas son aleatorias en
ciertos periodos limitados, pero el niimero de legadas cambia sistematic te, digamos en
el curso del dia, en estos casos deberdn determinarse Jos cambios sitematicos. En sistemas
mas: complejos, con posibilidad de que la frecuencia de llegadas y el tiempo de servicio
dependan. del mimero de clientes en el sistema, o donde haya sistemas de prioridad, serda

7. quizd necesario Ilevar un registro detallado del comportamiento del sistema. En todes.los
casos en que se requicran resultados cuantitativos confiables es esencial el usar los métodos

de muestreo mas adecuados.

Ademds de las cantidades que describen las llegadas, el tiempo de servicio, etc., serd
generalmente coveniente medir la congestion registrando los tiempos de cola, .o la:dis-
tribucion del mimero de clientes en Ia cola; estos pueden usarse para comprobar la aplica-

: ‘bilidad de cualesquiera férmulas que se propongan usar en Ia etapa (iv).

(iv) Los factores de la modificacion

Aqui se tratard de predecir los efectos del tipo de modificacién bajo consideracion.
Esto puede hacerse de tres maneras: mediante experimentacion directa, generalmente u-
sando un diseno factorial; mediante cilculos tedricos , y finalmente, mediante un estudio
de simulacidn. Por lo general, la primera se descartard; por cjemplo, si ¢l objeto de'la
investigacién es decir si se justifica una modificacidn costosa de un sistema, usualmente
se excluird la experimentacién directa. Tanto en un estudio tedrico como en uno de si-
mulacién, se supondrd que alghnos parimetros del sislema. por cjemplo, las frecuencias
de llegada, no cambian después de la modificacion y, de esa manera, pueden abtenerse
predicciones de algunas propiedades relevantes del sistema madificado. Como se sugiere
en (iit), frecuentemente serd aconsejable si los tiempos tedricos de cola, etc., del sistema

- ongmal concuerdan bien cen la observacién.
A menudo resultara de efectividad la combinacidn del andlisis matemdtico’ con la
simulacién, usando esta iltima, por ejemplo, para comprobar las supnqlcmnes hechas pam :
simplificar el analisis matematico. .

Jacién de req laciones précticas. o w

(v) For

Esto implica el seleccionar de entre las modificaciones. pr:\cuc.ublr'\ ot (n‘) arumllh
que satlfaga algiin criterio de favorabilidad. Este critetio” puede estar ('\prcsado ya sca
solamente en términos de costo. o bien que deba reducirse al minimo un costo sujeto a
alguna condicidn, como que la probabhilidad de que ol tienipo de espera‘de un cliente exceda,
digamos wg, no sea mmayor que ag, por cjemplo. -En general, los criterios de oplimizacion;
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de cualqmer hpo que sean, sc sujetan-a un examen critico.
(vi) Prueba en pcquna escala
En ‘cuanto sea posible; es muy aconsejablé una prncl:a en pequeiia eseala de la modifi-

* - ¢aciénes propuestas en (v). Esto ticne por objeto descubrir cualesquiera Lroplcms pricticos

T que hayan sido pasados por alto en el andlisis tedrico, y el comprobar que las predicciones

* tedricas hechas en:(iv) sean razonablemente precisas, s conveniente efectuar observaciones

suficicntemente detalladas para poder interpretar cualquier discrepancia entre, digamos, los

* tiempos de cola observados y los predichos en (iv). Una discrepancia seria entre el compor-
tamiento tedrico y el observado puede deberse bien sea a un anilisis tedrico o estudio de

simulacién inadecuado, donde quizd se ha ignorado algiin efecto importante, o a un cambio
en los parametros del sistema que se supusieron constantes en el andlisis tedrico.

Asi, puede suceder, por razones ajenas o no a la modificacion, que la frecuencia de
llegadas durante la prueba en pequeiia escala es notablemente diferente de la del periodo
inicial (i) y (iii).

(vii) Accidn prdctica completa,

El paso final es la introduccidn a toda escala del nuevo sistema. Fs aconsejable la.
observacion de vez en cuando del sistema modificaco.

1.5 La Modificacién de Sistemas de Espera.

En muchas aplicaciones prdcticas, los_tipos de cambio en el sistema que son lactibles.y"

que pueden tracr ventajas practicas seran bastante claros. Sin embargo, a veces es 1itil el
disponer de una lista de las modificaciones mds comuues, que se dardn a continuacién.

En un sistema complejo en el que cada individuo pasa cada vez por varios puntos
donde hay una cola, puede ser posible ¢l reorganizar la pauta de flujo. -Sin embargo, si se
trata de una sala cola, las modificaciones pueden hacerse a las llegadas, al mecanismo de
servicio y a la disciplina de la cola.

(i) Modificaciones a las llegadas.

a) modificar la frecuencia media total de llegadas, por eJen\plo. medlantc la
exclusién de algunos clientes para ¢l servicio; :

b) controlar los tiempos de llegada de los clxcntes individuales con' un- snstema
de citas, usualmente diseiiado para producir llegadas regulares; . .. 1.



) hacer arreglos para que la capacidad ‘aumente tempol
do ‘se observe una congcstién alta, o cuando se esperaqu

cortos~

r.un snslema en eI quc ladisciplina (Ie la col
gure: la I(.‘(]llC(‘lOn de.la

c) introdu
Ilegar-prlmero en’ser scr\'ldo algin’ artificio que ase
probabilidad dr Llempos Imbos de cola;. . :

d) entina colacon varios servidores, mo:h(’car la lc&,ln muzlmnlo la. cnal se
sten vatias mnncrm de Inglar esto,

asignan los clientes i 'los servidores. Ex
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Capitulo

Interés

2.1 Procesos Estocdsticos

Un proceso rstocdstico es una familia de variables aleatorias Xy, donde " es un parimetro
que corre sobre un conjuto de indices T. Comunmente el indice ¢ corresponde a unidades
discretas del tiempo, y el conjunto de indices es T = {0,1,2,--+}. By este caso, .X;
podria representar los resultados de los lanzamientos sucesivos de usia moneda, ¢l mimero
de petsonas en una sala cinematogrifica como funcidn del tiempo, la posicidn de una
particula en un espacio especifico, también como funciéu del tiempo o el mimero de personas
en una cola esperando un servicio en determinado momento. Los procesos estocdsticos
para los cuales el conjunto T' es de la forma T = [0, 00) son particularmente importantes
~en-sus-aplicaciones. . Agui { frecuentemente representa al tiempo, pero 1ambién puede
representar cnalquier otro pardmetro, por ejemplo, ¢ pucde representar la distancia a un
origen arbitrario y .\, ser el nimero de articulos defectuosos en ¢l intervalo (0,7T] o el
nimero de autos en cl mismo intervalo a lo largo de una autopista.

Los procesos estocdsticos se clasifican por su espacio de cstados, o ¢l rango de valores
posibles que toma la variable aleatoria Xy, ea su conjunto de indices T y la velacion de
dependencia que existe entre las variables aleatorias X;. Los procesos :-é!ora’s}l,ico‘s que se
estudiardn en este trabajo y sus caracteristicas seran descritos.a lo laigo de este capitulo.:
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2. 2 Cadenas de Markov Dlscretas

Un pncfsa “de ,\Im'Lav {\,) C5 - Proceso cslocmtlco con la su,\ucnlc |)I0]n(‘d’l(] dado el .

valor-de .\., los valores de X, para’ s > { no estin influenciados por los valores X, para u < [
Es deeir,

esun: ¢ njunto’ fifiito o contable y cuyo conjunto- de m(hcr_a T= (0 172
l'oun11cs la |)|op|ctlad de Markov es:

8 con]unw de (‘ntews no- ncl,atl\'os (0 1, 2,
‘en el estadn i-cnatido X, W=7

La plolnhl dad de que, X, a¥i acn el eatado

encuenuc en cl t-a\ado i da(lo (|m‘ .\ S

ies llama(la pmbub:lulml de lmne:cmn llt‘ un pasoy os (lcnotada como. + . Es (leclr.

Esta notacién enfatiza el hecho de que en general las probabilidades de transicién: son
funiciones que dependen’no’ inicamente de los estados iniciales v finales. sino que-i. am\nen

depcndcn del, tiempo’ de transicién. Coando las, probabilidades de transicion de un’ paso .

s¢ m(lcpon(hcntc« del tiempo n; se dice que Ja cadena-de. Markoy. tiene /nmlmblhdarlcs de
lmnsmml eslacionarins. Dado que todas las cadenas de-Markov que u

babilidades de transicion estacionarias. la discusién estard limitada a cste caso.. Entonces
P"'"*‘x Pij que es lmlr-pvndnculc den y Py, esla probabilidad coml\cmnal dque el citndo
vaya de’i aj.en un paso. Una notacion (‘ou\'umcntn para representar las pmlmhllul;\des dc

transicidn es la forma matricial.

moc L" o FS'I‘OQ:\'.S"’I‘I('()S‘ DE INTERES -

Ia probabilidad de cualquier comportamiento futuro del proceso. cnando el estado
: prcsente s conocido; 1o es alterado por-el canocimiento adicional de su_comportamiento
asado Una‘cadena de Markov. discrcla. s un proceso de Markov cuyo espacio de cstados

+2):En términos::

l( lllmi tienen pro-






Esto muestra que todas»las probabilidades estdn'espec
dades de transicion y la-distribucién inicial son dadas,

definido por estas cantidades. Los caleulos anterio caquivalente a:

_pata los puntos n,m y todos los estades fo, . in fie e Jme

2.2.1 Matrices de Probabilidad de Transicién de Una Cadena
de Markov

Una cadena d¢ Markov estd campletamente definida por su matriz de transicidn de proba-
bilidad de un paso y Ia distribucidn del estado del proceso en el tiempo 0. T} anadlisis de una
cadena de Markov consiste basicaniente en el cilenlo de las probabilidades de las posibles
relaciones de los pracesos. Los cdleulos que interesan principalmente son las matrices de

probabilidad de transicién de n-pasos P(" = (P,-‘,-"’L Aqui P;‘;" denota la prababilidad del

proceso estando en el estado i vaya al estado j en n transicioucs. Formalmente, seria:
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de translcmn esmcmumms, de otra fotma el lad
de m. : <

“" Lapropiedad de Marl\ov permlte ew(plcsal (210) en lermums de (P,,) como se muestra
en el siguiente teorema: I

satlsfncen

2

donde se define

- sey nda de lai pr Ol)lt‘(ldd (le Mml\ov El ewul
puede ser reahza(lo «Io fox mas detcl mma(la

(= l)

(ranﬂu‘mn s P ylade
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_estandd en'el éstd;lp k en el'ticm‘po n es
("’ Zp P"" = m \,. = L}

2.2.2 - Un Modelo de Lineas de Espera Como Cadéna de Markov
Los clientes Hegan a tomar un servicio y 1oman su lugar en una linea de espera. Duranié‘unk :
determinado periodo de tiempo , una cliente es servido, suponicudo que al menos un cliente
estd presente. -Si no hay clientes esperando el servicio, entonces, durante este periodo.no %
hay servicios. Durante el periodo de servicios nuevos clientes pueden llegar a tomar su lugar’
en la-linea de espera. Supéngase que el mimero real de clientes que llegan en el n-ésimo
periodo es una variable aleatoria £, cuya distribucign depende del periado v estd dada por:

Pr{k clientes llegan en el perjodo de servicio} = Pl'(fn =k} =ax

para k=10,1,---donde a), 20y SRgar = 1.
Tambxen se supone que E;, £a,+ « - son variables nlcntm tas mdcpcn(hcn{




2.2 CADENAS DE MARKOV-DISCRETAS ~ - e 7

Es ill(‘(liﬁivaihcllté élé\ro q
arriban dur'\i\té‘ el periodo de
longitud de ' la lmeu de.espera
la longltu(l de’ h\ lmca d
'(hshlhucmn Inmtc' .

hm Pl {A,.

- donde, 824 7= 1. Las cmtidadcs importantes que'tienen qu
modelo, incluyendo a las fracciones de largos per: 10(105 dc Llcn\po cn (|ue los
desocupados, dada pov Ti2o{1 + k)m. :

nadas por este

rvidotes estin

2.2.3 - Comportamiento Limite de las Cadenas de Markov

Supongase que una matriz de probabilidad de transicion P = {Pij) que tiene un nimero
finito de estados {0,1.--, N} tiene {a propicdad de que, cuando ¢s clevada a una cierta
potencia k. la matriz P¥ tienc todas las entradas estrictamente positivas. La cadena de
Markov que es definida por esta matriz, es llamada regular. EY hechio mis importante de es-
tas cadenas de Markov regulares, es la existencia de una distribucidn de probabilidad limite
7 = (mg,®y,- -+, 7n) donde w; > 0 para f=0,1,--- N y Tyr; =1 ¥ esta distribucion es
independiente del estado inicial. Formalmente,para una matriz de probabilidad de tran-
sicién regular P = (%) se liene la siguiente convergencia:

Jim P,-(J-"‘ =r;>0 para j=0,1.--: N,

o en términos de la cadena de Markov {X,},

Jim Pr{Xy = j/Xo =i} =5;>0 .




28

Esta cqﬁch'gcr)c
‘de.Markov e
el tiempo 0

Demostracién Dado g
limite, lim,_e P = 7j; tal

matrices P"~'P en‘la‘forma

y ahora, se hace n = 00

ZN

ser de la forma, 75

Para demostr:
ecuacion - :




2.2, CADENAS DEM;

se’convierte .

dq,tiempo.
¢ del estado

0 1374 +3 FN), quUE
también expresa la
n cl cstado _] cumulo n'= oo,
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n media del; tiempo.en el ‘que el -proceso

Poisson una (le las mas manejables y. dtiles.

2. 3 1 Dlstrlbucmn de Polsson

=k
D= /.-!-,

. (2.21),"

). Calculamos la "

Para evaluar la var|
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Entonces

Como de puc:lc ohservar la® d:stnbuc:on Polsson tiene ]a exlmna cararle: |shcn dc -que K
su media’y su“variaiza cstin dadas por el ‘valor . o

Dos plopledadcs fundamentales de la distribucidn Poisson, las cualvs apaleccn ‘e’
cuentementc en diferentes formas, son la suma de dos variables alealorias, mdependnentcs .
con distribucién. Poisson, -y, cierta descomposicién aleatoria de los fcnon\vnm (le Poisson.
Se establecerdn estas ploplcdmleq en los siguientes teoremas.

Teorema 2.3 Sean'N y'Y variables aleatorias in(If.pnyndienlcs con'di
pardmetros p y v, 1~esprchunmcnlc Entonces-la_sima X-4:Y . lien
con pardmelro pt + v. s R

Demostracién Por la ‘le‘y' de 'proh'abiAlidéd: {

Recordando la expansié
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proba\nlldnd i1
Msi es de la'fo

Lo Y:n)""i,’.u-p) : :

o
kb

y se llega a-la distribucion. .0 :



S ESTO

§ DE INTERES

“en particula.
. momeiitos: son:

esla pmlmbtlnlnrl llr r]rle,
yque cmco IIIIJ(IM lI(_/mln

X% ) = 5). neundu In llllEIpl‘el(lcl JN
como:: :
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,Distr;b{xtio.n ,E)kpbneiicial Probxedad ‘de’ liérdidéf &e ‘la

lonccs

; Demdstracié a que, el llempo se mide en fm ma positiva; se ve (l(‘ mmcdlato quc -
l’r(T' < s)i= si i< 0; por ‘tanto l",-(e) 10,87 < 0:° Sin cml)algo, sca cierto tiempo
$20. ||cmpo han:(urudo para-el prime vento excede a's si y solo si o hay eventos
en-el mten'nlo (0 a). Pero’ ya se: ha \'mo que la ‘probabilidad ‘de que o haya eventos en
'(D 3)7 (_s e~V (ver: la‘vcnacién (2.21), con’'k 0); por- lo t.mlo PH{T 5> s) = e~M, Pera
Pr(T. < < s} =1=Pr(T >3)loqueda l"T( sy=1-— e"' pzua 520 La I'uncmn de (Icnsxdad
para T’ e<ln dada por la (Ien\mla (lc Fr(s ), ya quo

sy = o, 3<0

d i { ez, s >0
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se ticne:

“Demostracién:
se denota pd ;

,mpo para que falle un_foco es.una variable aleatoria expo-
3 mlmﬂhn qm* si‘el f()m ha.sido tisado durinte, supongase,
50 lioras es Ia mixma de que durara

50 horas cuando estal)a nue\’o. Por lo lanlo podemo ccir que la variable aleatoria expo-
nencial no tiene menioria; el hecho de’ que lmya alcanzado determinado valor no afecta la
probabilidad de que obtenga un-valor mayor. Esta propicdad cs-una concecucitcia de las :
propiedades de independencia que se-supucicron: los eventos de Paisson ocnrren en forma

independiente.
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2. 3.4 Procesos No-Homogeneos

La tns-‘t /\ de un pl oceso Poisson \ (l) la constnnte pmpmcmnal cn In pml)nhlhda(l de que

un evento ocuna xlmauto un intervalo de tl(_:mpo muy pequenio (arbits o). Para- cxpllcal

Sl .\'(t) s un pmcosn “Poisson no-homogcnvo con 'tasa A(I), cnlnuc ol mr:omcnto .\ (l).—-
(s), da(lo el nimero de ('\cnlos enun m(crvalo ( I], tlcne \ma dlstnhncmn Powson con

Ejemplo 2. 2 Las demandas de’un ser cio de prrmr:m nu.r:lme en r:n'lo Ilni,nlnl ocurre

de acuerdo con un pmccm lle [m»an 0 /IGIHOJEIH"O qun Inca Ilrnr Iu ctgurcnle 4hs-
mburmn, : :

Gsi0Z <l
sl
sr°<l<l‘




STICOS DE INTERES

. * Se’iniciar
slmp\es Para unval

Ahora conside
" marcados con cero

a probar es que Pr{.\ (t)‘— Jjy \1(1)

Gok=10,1,-7"Se estable esia m(lr‘pendencm (‘scrllnen(lo <

Pr{ KXoty =4, Xi(t)= H

i

It

p.-{.\'(:()

Pr{Xi(t)




.39

23. PROCESOS POISSON: "

Figira 2 ipos’ de los eventos
son las marcas,

dientes del

l Un pmceso de. _o:sson

supomemlo que ﬁsmn‘
proceso Poisson.! .

141V, v se mues-
1-el=plano=(W,; ¥,) para

) cua)quer n. Pam cualqmcr entero L 0. I,-. uno obtncne un punto de pracess que
correspontde a los tiempos W, para los. cuales Y= bR mismo razonamiento que en el
caso cero-uno se¢ aplica para implicar que cada“uno de’estos pracesos es Poisson, la tasa

_ para el k-ésimo proceso Aai,'y el proceso para valores distintivos de b son independientes.

- +; son variables

Para establecer el resultado correspondiente citanda los valores ¥4, 5
aleatorias continuas. se_requicre un alto grado de sofisticacion, annque las ideas preponder-
antes son bdsicamente las mismas. Para establecer formalmente, definiimes lo que Hamamos
media para un proceso Poisson no homogdneo puntual en el plano, esto. aplicando la teoria
de los procesos no honmgéneos de la seccion anterior. Sva & = 0(r.y) una Tuncién no nega-

tiva definida sobre la region S en el plano (. ), para cada subconjunto 4 del conjunto S,




~procesos de Poisson Marcados generales.

fTeorema 2.7 Sea (1, ,) (M'g,) Yorersun pmccm de I’amum n  v
WA W, e: son tiempos de esperu en un.proceso de Poissou de_ tasa
“variables alealorias independientes, conlinuas e. ulcnltcamcnln rhslub

“sional no"homagénco puntual de Poisson en’el plano. (1, y)
puntos en la regidn A csti duado por: :

“Con’ esta definicion a 14 mano, so dnra la descomposlcmx

densidad de probabilidud g(y). Entonces (W RONLULS )y

donde ¢l mimero promedio de

W= [ [adsar T

La Figura 2.2 muestra’el diagrama.
¢ El Teorema 2.7 afirma que el niimero de puntos.en intervalos'disconjunios son variables -

K aleatonas mdcpendlcntvs. Por ejeniplo, el tiempo de espera correspondiente a los valores
posmvos Y1, Y2, -+ +; forma un proceso Poisson, en la forma en que asocia los tiempos con
valores negativos, y cstos dos procesos son independientes.

2.4 Cadenas de Markov Continuas

" En esta seccion se presentarin algunos aspectos importantes de las cadenas de Markov,

de tiempo continuo v estados discretos. Especificamente se tratard con la familia de va-
riables aleatorias {\'(/);0 € ¢ < oo} donde los valores posibles de X'({) son los cnteros
no-negativos. Se debe obsex var ¢l caso en el que, {X(/)} es un proceso de Markov con
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ohabilidad para:

efia’y nsando
nciales gue: satisfagan
sobre un canjtnto acotado de

en l'enomonos lisicos. Fu cqte caso se postulala In forma (le P'(h) para I: qul

‘un s:stcma de w:udrmn s clifel
Pj{t)-para‘toda. L3> 0, La solucién de estas ecuaciones

la: ploplcdad de-Maikov, derivando:

comhcmnc—s da. P.,(l) Hay que tener presentes los postulades de los I'(‘nnlnonﬂs Poisson’
pa\a generar ol proceso de nacimicnto puro.

2. 4 1. Proceso de Nacimiento Puro

Una genevalizacion de proceso natural es permitir la oportunidad (I(- que 1in evento ocurra
en un instante dado del tiempo dependiendo de los eventos que haw'ocurrido. Un ejcmplo de
este fendmeno es la reproduceion de seres vivos, en ol enal bajo ciertas condiciones (comida
suficiente, no mortalidad, tio migracidn,etc.), la prabalilidad infinitesimal de que haya un
nacimiento en un instante dado es directamente proporcional al tamaiio de 1a poblacién en
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ese instatite! s

de naci-

con condicion

' Este ejemplo ‘es conocido col




* es una-derivada y. Lamh\cn >at|sf !
“La pumcm ccuacton de’ (‘7

Define,a S ‘como ¢} i ; mpo
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“de estancia.:
Para resolv

Q..(I) =
LQLy =

pa\'an>lse"

Z,\

n=0

Zl’"(!) = ] sty sdlo s si



'OV CONTINUAS .~

El m;,umento Lnll.l o b osl.e resnltado s que el l.u.-mpo Ql cntrc mcnnu-mos consecu:

(.wos s ‘distr

\lyc e‘moncncm\mcnte con un paramctro corrcspondlcntc M. Dor ello p =

es xgual al Llempo cspcnado antes de’ que’la poblaclon sca-infinita. Cnmpamnvamcnte -
1 = Z,,_o l’ (l) es la prol)alnlldad deque X{t) = 00, Si ):,,-\‘- <00 c\ ‘ticmpo csperado e
pam que la poblacmn sea infinita es. ﬁmto Enlonccs o5 poqﬂ)\e que; para tada:t >0 \a :
probablhdad de’que N (t) = co'sea positiva, i g '

“Cuando dos de los pardinetros.Xg,:Ay,++: no son iguales, la ccuacién diferencial ( ‘.’..27) L
-“puede serresuella apartic de la signiente {6rm 3 - :

Po(ty

Y no lpéaparecc Y.
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es dcclr, pam el proceso de Yule los palametros son /\; =np. Lo que slgmﬁcn que‘la total
de tasa de naciiento es dlrcctamenle pnopmcmnnl al tamaiio de'la poblacidn , la constante
de p\opomnnahdad ‘esta dada por la tasa individual ‘de nacimiento B, Asi, el proceso de

Yule-forma una analogia estocdstica del tel

deterministico de crecimiento de poblacién

definido por la ecuacion diferencial ';—% = ay. En el modelo deterministico, la tasa %-‘“ de
crecimiento de la poblacidn‘es directamente proporcional al tamatio de la poblacién y. En
el-modelo estocdstico,. el crecimiento infinitesimal deterministico dy. ¢s sustituido por la
probabilidad de un incremento unitario durante el intervalo de tiempo infinitesimal d1.

El sistema de ccuaciones { 2.24) en el caso en que X (0} = 1.se convierte

Pty = -—-ﬂ[nP () - (n - 1)[’,._.(1)], o =,’1.‘2,-u,

sobre las condiciones m)cxales L s

yla solucidﬁ e: :
: : (2.31)

La ecuacién( *




que establece ( 231): .




48 CAPITULO 2. ALGUNOS PROCESOS ESTOC/ASTICOS. DE INTERES
x<ed - L :

N-1
N2

Flgum 2.3: "Un modelo gml‘m de un proceso de mucm-, mucst : njpos de estancia
SNy Sy volos tiempos de espera Wy, 1y, . - ”N L SRR S :

2.4‘.3 Proceso Puro de Muerte. -

© 1,240, NL (lon(le el hcmpo de estancia en el estado & se (llqtuhuycn C\poncncnalmcntc .
con pardmetro jix, todos los tiempos de estancia son m(lvpcndmntca Usia m
-de que es a lo que nos relerimos a la Figura 2.3 .
Alternativamente, se tiene e proceso dc muerte pmc como pr

cuyo espacio de cstades es 0,1,--- N y para los cuales

(1) Pe{X (L4 h) = k = 1/X(t) = k} = pich 4+ O(h), ke =1, o0
(i1) Pe{X(¢ 4 h) = k/X(1) = k} = 1 =y + o(h), k'=
(i) Pr{X( +h) > b/X() = K} = 0k =1,e (N

El parametro g os la tasa de mortalidad en opcmcmn mlcntv'“

il iii‘o«'nso se encuentra
en el estado k. Contunmente se aslgna Ao =0. s
Cuando los pardmetros jy, jra,+ -, i son-distintos, cs dccn quc 1" 7& mesioj £k,

entonces tenemos las siguientes probabilidades de Llammon

Py(t) = e,



“de dlsmmuula l.nmblen. “Asi, si cl noceao enel hcm 30 L sc e i el esl.ado n;es
I v
-pasible, después de un cierta periodo de tiempo, ir-al extado + lo 1 y (-l resultmlo es

un proceso-de nacimicnta y mucrle.

" "Bl proceso dé nacimicnto y mucrle brinda una hcrralmr-nl.a fiie
rior se analizo el proceso de Poisson {X(£)if = 0}, ¢l cual contal)a of niifera de ocurrencias
de algiin tipo de evento, que podia ser mlcrplolado también como- las’ lh-g:ldas a unde-
terminado lugar con una tasa promedio A. 'Ahera se puede pensar en . una Negada como
un nacimiento, para un proceso Poisson ta probabilidad ‘de un nacimiento en’un intervalo
pequeiio detiempo ko5 Mhe=M = A +o(h) ¥ esta probabilidad es independiente de los
nacimientos que haya hiabido anteriormente, A puede ser vista como la tasa de nacimiento,
Para cualquier sistema es razonable suponer que ia tasa de nacimiento depende del mimero
de habitantes en-la poblacién presente, es decir, la probabilidad de un nacimiento en un
periodo corto de tienpo & debe ser A, + o{h), dotide 1 es el tamano de ta poblacion y la
“tasa de.nacimiento-),; depénde de este nimero. También podemos pensar en'las muertes o
decrementos de la poblacién, con una probabilidad de muerte en un intervalo de longitud i
igual a s, +0(h). De esta farma la idea intuitiva de un procesa de nacimiernto y mucerle es
ita simultancamente ganando y perdiendo mietmbros a través

ety en lai scccidn ante-

que algtin tipo de poblacion «

de nacimientos y mnerte, por ejemplo, Ja poblacion humana de este plancta. La poblacién
que se tiene en.mente para las aplicaciones del praceso de nacimiento y. mmerte, son log.

clientes en una linea de espera, las legadas corresponden a los nacimicnlos .\' las snlul'\s "

(después de recibir un servicio) corresponden a las muertes.

Definicién 2.3 Sc considerard un proceso estocistico {X(t):1 > 0} “con le/mrm t[t nlmlo
discreto 0.1,2,++ -, supongase que este proceso describe un sisleima qHeE S rnrucnlm enel
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‘estado iy, 1= 0, l..’.,-~~, en el ltemlm i, si / wlo
jmblacton r/c n elcmrnlos 0 clxeules en cl nmmmlo I)

_si ‘existen lasas 1Ie nncmuenla no ue_r]ulwns {,\,,,n ‘— 0

'negnluvaw (;1,..71 = ]._,,J,“ l

conlos

y-que no pucde ocurrir una mil i
. probabilidades:de tran'ﬂcxon, es'decit. la prol)abl ula
intervalo pequeiio de (nempo, cuand Ta poblncmn es n.-El ulumo posl.ul o est. nhlccc que:
cuando la probabilidad de mas de un ‘hacimicnto o una m 1erte en urint ‘ ¢
pequeiio es despreciable. -~ e

Cuando describimos un sistema’ e llums de espera_como un pmcc.
.y muerte;. pensamos en-el:estado i coma n " elient

cn ol sistem

rcc:l)lendo un servicio. - s : il
“Ahora derivando las ecuaciones dlfclenclales pata P,.(t) = l 1{ \’(l)
lidad de quo el sistema. se encuentre en el estado i, cn el Llempo t

Sin 2.1, la pr tema.s

habilidad de que en el momenlo {4+ h el si
estado 7, (P,.(f + 1)) prnnc,Cllfllxo cnmpmwnles.

Vobal)llu!nd dc quc e;l.nmln en: el stndq‘n ‘en’el monent'o

- 2Estos p

} 501 €O|
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2.4.° CADEN

d'(l = X,‘.ﬁ,,
dcm'riiﬂo (1




: El proceso de nacumento y mucrte dcpcnde (lc un con]unto mfmto (le ecuacmncs :
dlfel‘cncmlcs de ]as cunles (:2.39) 'y { 2.40) con las.condiciones iniciales ( 2.41),

: En tér minos genrrales encontrar las soluciones depcndlentcs del tiempo (le un proccso
‘de aci lcnto y muerte es muy dificil.” De cualquier forma, si P,(1) se’aproxima a-un valor-
constante p,. cuiando t.— co para cada n;citonces el sisterna estd en equilibrio estadistico.
Ya que no'se pucde,:en general, encontrar las soluciones de las ecuaciones diferenciales
(2.39) vy ( (2 2.10) ‘analiticamente, tomande. los limites cuando t'— oo ‘en amhos lados de
las ecuacnonc; y. usando el hrchu de que limaa Pi(1) = p,., obteniendo el Lonjun(o de |
ecuacmnes dlfcx enciales:

Dado que J., es
‘que [l,. > 0’ pa




STADO FINITO

uando esto succdc, pn =41 > 0, o la probabil-

fe vu‘m es posltwn Enel caso de in mslen\a de lineas de espera
- 1 doreq atiendeti a todos los clientes. Por otra partesi-§ diverge, es
un indicativo de qm- ol sistema dé lincas dé éspera es inestable, por quc los arribos ocurren
mas vapido, en promedio, que los servicios. Bn términos pricticos se supondra que los
‘proéésos de nacimicuto y muerte que describen a un sistenia de Wneas de espera poscen

" probabilidades de transicién cstacionarias {pn} si y sélo si la seric S converge y entonces

estdn dadas por ( 2.48) con pg =

2.5 Cadenas de Markov Continuas con Estado Finito

Una cadena de Markov continua en el tiempo X(f) (£ > 0) es un proceso de Markov en
los estados 0,1,2---. Supongamos que las probabilidades de transicién son estacionarias
es decir,

Py = Pr{X(1 + 8) = j{X(s) =7}, {2.52)
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& cspacios S es finito,

S P(1) de

forma. compact
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ble en'los limites,

_En realidad P(1)

que existen

como sigue:

Empezar en el estado 7, ¢l proceso trabaja con ina duracnon que esta mponcncmlmcntc
distribuida con pardmetro ¢;. Entonces el proceso vincaal cslndo i # J. con probabilidad
pi; = qijlai; el tiempo en el estado j es e‘(ponm mlmun!c distribiide con pardmetro g,

y asi sucesivamente la secuencia de los estados vi itados: por el proceso, denotados por
0.6, -+, forman una cadena de Markov ‘con’ paramclrm dmunlo;‘ llamada cadena de
- Markov acoplada. ;
; los mepos sucesivos S, Sy,
'I)ul(las con’pardmetros

Condicionados sobre la secuencia de est atlm E., {,,
son variables aleatorias independientes, (-\pon(-ncmhncnt

Geor ey * * * YOSPECtivamente,

Suponiendo que { 2.57) ha sido verificado y derivando ‘una v"prosidu explicita para
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P;(1) “en-términos

expresadasienla forma m:

El proceso alterna entre los estados 0y 1. los tiempos en cl cstntlo 0'son variahles nlcatbrins
exponencialmente distribuidas e independientes con parimetro A, Los Liempos eni el estado‘_ :
1 son, también, variables aleatorias distribuidas exponencialmente ¢ independientes, pero
con pardmetro s En este caso especial, la matriz de ecuaciones diferenciales ( 2.60) se
convierte en
” Plolt) Paf) “ _ “ Pooft) Panlt) " N " =2 A H :
Piylt) Prlt) || 7 || Polt) Pult) :
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La condic
Entonces



“: Regresando
diferenci

“est

TN) son

determinan I dis
La ‘ecuacién {
de ella misma: El la
cjecuciones particulares dcl p
la tasa a futuro o cst‘:\ble,cn' 1
es primordial. . L
Dichos arribos dehen venir de algii

representa la tasa total de arribos.:
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2.6:. Procesos de Renovacién i .

La teoria de renovacién comicnza con ¢l estudio de sistemas estocisticos cuya evolucién
a través del Liempo estd intercalada con renovaciones o regeneraciolies, en’ i sentido es-
tadistico, ¢l proceso comienza nucvamente. Hoy en dia, la’ maletia’es visualizada como
¢l estudio de funciones generales de variables aleatorias independientes, idénticamente dis-
tribuidas y no-negativas, que representan los intervalos sucesivas enlre rerovaciones.
Los resaltados son aplicables en una amplia variedad de mmlr‘lm probabilisticos;” tanto
tedricos como practicos.

Un proceso de renovacién {N{t),t = 0} es un proceso csl.ocmmm no—ncg,atlvo va-
luado entero que registra las ocurrencias sucesivas de'un_ evento durante: ol intervale de
tiempo (0, /], donde las duraciones del ticmpo entre eventos sucesivos son \armblcs alrnto-‘ :

rias positivas, independicntes, e idéuticamente distribuidas. Sca (\,,), los ‘Liempos

¥ cucntcmcnlc In d mcmn'de

“entre l:u ‘ocurrencias sucesivas de cventos (quc ropwsontnn f

:Como acl ttempo de espem I

‘La rcladxon ‘entre los’ Llcmpos de. oru
{N(l) t > 0} es moslra(la en la I"xgura 2
Nétese quc '

(2.70)

1V(I) = miiinero de uhcos n pam lns cual 'zO < H <

El.madelo promupo (|e renovacnon en\'ucl\ ol )‘cmplazanucutn sucesivo de focos, Un
foco es instalado para servir en el Llcmpn i1, se. funde (o:falla) en el momento Wy =X,
¥ es'sustituido por un foco nuevo. El.segundo foco:falla en.cl nmomenlo Wy = X, +X,
y es rcemplazado, por un tercer foco. Fn general; el n-ésimo foco se funde en el momento

Wy = X+ Xp'+ - + X; ¥y es inmediatamente sustituido, yiel preeso continua. Es
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En este proceso N(t) guarda el mimera de focos su;
El objct.i\'o priucip\l de la teoria de rcnovacién, es:

de renovaciones para ¢l ticmpo de duracién (0,1}

EIN()] = M{1):

que es llamada funcidn de renovacién. Para este fin; diversas relaciones y ‘idemulas. per
nentes son usadas, la ley de probabilidad de Wy = Xy4 X344 X, pue r obtenida,
de acuerdo con las [Srmulas de convolucidnde. variables aleatorias, "7 : L

Pl{l" < 1} ;,(.T) :

. ) cntouccs :

/ rn-l(r - wlrm.; :




- 6l

v (W) yel

2°¢|;proceso ‘de’ tiempo.de’es,

y-consecuentement

~forma“ ‘E[l\;(t)] ZL._:, P” N()-= L} iy usando ln ecuacion’

mente, como :

lVN(,)“ =1 (e\cr'xa o vnda resulu'ﬂ)
6, =11, Ny (vida corriente.o mlml de
h=w + b~ (Vldd total) :

Una descripcién g _1ca de estas »anablcs aleatonas se mue:l.la en la [‘:gma 2 .5,
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Fig\ira 2.5: El exceso de vida v, la vida corricite 6, ;v Ia vida t.pl;al B

2.6.1 Dos Ejemplos de Procesos de Renovacién -

Los ejemplos siguientes nos muestran los diversos contextos en los cuales lo: procesos dc'-
renovacion aparecen. : T
Proceso Poisson 5 <
Un proceso Poisson {N(1),t = 0} con pardmetro A es un proccso (lc rcn vamon que .

tiene distribucidn exponencial interocurrencias,

r) =1 —c™™ s or2>0.
Este proceso particular de renovacién se ampliara en'la seccion 2.7,
Proceso de Renovacién Asociado con Lineas de Espera.
En un sistema con un sélo servidor, cstdan inmiscuidos algunos procesos de renovacién
en forma natural. Citemos dos ejemplos:

e Si los tiempos de arribo de los clientes forman un proceso de venovacion,
entonces los momentos de periodos sucesivos ocupados genera un segundo
proceso de renovacion.

e Por la situacién en la cual ¢l proceso de entrada es Poisson. los momen-
tos sucesivos cn que el servidor pasa de un estado ocupado a uno libre,
determina en un proceso de renovacidn.
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2.7 Proceso de Poisson Vlsto Como "Proceso de Re-
. novacién

Como se mencmno anteriormente, el proceso de Ponsson con’ pammcl.ro A s un proceso
 de rcnovacxon cuiya tiempo de interocurrencias tiene distribucién cxponcnclal Pz)=1-
€=, 2> 0" La propiedad de “pérdida de la’ memoria” de Ia distribucién exponencial
(vista en 2.3.3) permite numerosas proplcd;\(lm dt‘l proccso Polsson vislo como proceso de
renovacion. -
La Funcién de Renovacién. .. .- o
Dndo que N(i) ||enc una dlslnbnmon Pmsson mtonccs

P.-{Nu) =t

exponencial.

como cualquier vida, otra manifes|
distribucién exponencial es;’
dea Corrlente.

sélo si no hay renovaciones en (l - .r,
la vida corriente sigue la distribucién

Pr{é <:}-{:‘"
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SN i T :

Observe que la vida total media es significartivamente mds larga que la vida media
1/A = E[Xi) de cualquier intervalo de renovacién particular. Una expansién mas directa
de estos fendémenos se muestra cuando ¢ es grande, donde ¢l proceso ha cstado en operacion
durante un tiempo largo. Entonces la vida total media E{f3,] es aproximadamente dos veces
la vida media, este hecho parcce paradogico.

Se examinara la definicidn de la vida total gy, para tratar de explicarlo con bases
intuitivas, Primero. un tiempo puntual arbitrario ¢ athitrario es fijado. Entonces g,
mide la longitud del inltervalo de renovacion. El fendmeno es conocido como muestra de
“longitud-sesgada” v sucede, en numerosas situaciones muestrales.

Distribucién Conjunta de ¥y, y &
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margmalcs.
 sucede si sol

Para el proceso de’ Poisson, se ol)serva que ¥
distribucion: comunta es'el pr mluclo de sus (llst.nbl

‘Sea Y una variable aleatoria con la i- csmm um( i’

identicamente distribuidas), ademds para ¢l Lu‘mpo o

independientes, pero t

bién, que las: pareja

Se usard la notacion Fx) = Pr{X; < .r}, G(‘)
Cierto ntiniero de pml)ll-mns |)|achcm

en estos términos.

Procesos de Renovacién que envuelven dos
Renovacién.

Entonces se tienela porcién-1= que m:urr
no es escencial para el resullado siguiente

Sea (1} la” prababilidad .de que 1 cmga
renovacién. Cuando X\ Xz, -+, son variahles qlcnlh
implica la sigiente evaluacion L i

chcnlt, estdin I[ﬂ[llllllll/t)i por los Ir es Ill [lmbnlu i

e los Irem-
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tiempos' suc:swa desdé: cl comienzo del k-ésimo pcrm:lo ncu]mdn. nI comienzo del

'~sxgxenlc pcrmdo m:upmlo forma un proceso de venovacion.” (Un®periodo ofupado es un

periodo ininterrumpido duranie el cual la coln nunca estd vacia.) Cada X' esid compuesta
por una porcidn ocupada Z y una porcidn desocupada Yi. Enlonces P(t), la probabilidad
de que la cola esté vacia en cl ticmpo t, converge a E[V}]/E{X\]. Estc cjemplo es tralado
mds profundamente en el sigicnle Capitulo. s 2

Ejemplo 2.5 El Principio de Piter: El “Principio de Pitcr” afivma que un trabajador
serd ascendido hasta aleanzar una posicién en la que s incompetente. (‘nando esto pasa,
la persona permancce en ese presto hasta que se welira. Considere ol siguicute modelo
del principio de piter. Una personu es seleccionada en_forma aleatoria de una poblacidn
y sc le du el trabajo. Si la persona cs competente, permanceerd en ¢l pursto dwrunte un
tiempo alcatorio quc licne distribucidn F y media p y es ascendido. Si o incompelente
la persona permanceerd durante un liempo también aleatorio que ticne unn distvibucién G
y mediav > gy se redira. Una ves que el pucsto estd vacanlc, olva presona o8 scleccionada
en forma aleatoria y el proceso sc repile. Supongamos que la poblacién infinita; conlienc
la fraccidn p de personas compelentes y ¢ =1—p de personas incompelenles. .

En'el comportamienio a fuluro. iQue fraccidn de liempo cs la_posicidn s conve-
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- Entonces lafi
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Capitulo 3

Sistemas de Lineas de Espera

3.1 Descripcién de una Linea de Espera

La Figura 3.1 representa los elementos de un sistema de lineas de espera, los clientes
provienen de una poblacién o fuente, entran al sistema a recibir algin tipo de servicia.
El término “clientes” es usado en términos generales, puede ser una persona, una llamada
telefdnica, un automovil, etc. El tipo de servicio depende del niimero de servidores, puede
ser uno o mas. Un servidor es una entidad capaz de realizar un servicio requerido por
un cliente. Si todos los servidores estan ocupados (o dando un servicio requerido par un
cliente) cuando un cliente entra al sistema se tiene que formar en una cola hasta que pueda
recibir su servicio.

Para poder describir analiticamente un sistema de lineas de espera, Jos elementos del
sistema deben ser conocidos, de esta manera se definen los mds importantes.

3.1.1 Pagblacién o Fuente

La poblacién o fuente de clientes potenciales puede ser finita o infinita. Un sistema con
fuente infinita es mas facil de describir matematicamente que un sistema con fuente finita.
La razén de esto es que un sitema de fuente finita, el ndmero de clientes en el sistema
afecta a la tasa de llegadas de los mismos, es decir. si un alto porcentaje de la poblacién
estd en el sistema, la tasa de llegadas debe aproximarse a cero. Si la fuente de clientes es
finita pero “grande”, algunas veces se supondra que se trata de una poblacién infinita para
simplificar los modelos.

69
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Figura 3.1: Elementos de un sistema de lineas de espera.



: bESCR'IleéN' E UNA LINEA DE ESPERA S

3 1 2 Descupcmn de los. Arribos

que Tos' arnbos ocurran., Asi, si-los aml)os de los clientes son espaciados, (llgamas cado
h: umdades de_tiempo, los servidores padrin brindar mejores servicios que si los clientes

llegm‘an en’ periodos cortos de tiempo. Se supondrd que los arribas de los clientes serdn'a. -
los uempos.

(siempre sc supondra que las observaciones de las lincas de espera se inician en't
Ahom debemos-identificar. e} pmceso cstbc:isticn que describe el‘pmc 0. de:

0Stagthi Stor T "i'f o

B(:) Pr[hcmpo de SEIVICIO <7}

-Aqui el tiempo de servicio se refiere al tiempo que un chcntc'sc tarda recibiendo un'servicio

3.1.4 Numero de Servidores

£l sistema de lineas de espera mas simple, en este sentido, es cl sistemat de un sdlo servidor,:
el cual puede dar servicio a nn sélo cliente a la vez, . Un'sislema multi-servidores tiene ¢
servidores identicos ¥ puede dar servicio a ¢ clientes simultaneamente. En un sistema. de
servidores infinitos, cada cliente que llega es inmediatamente servido.
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3.1.5 Disciplina de la Cola

También es conocida como disciplina de servicio; esta esla reg
a ser servidos. La disciplina mds comiin es primero en llegai-

disciplinas de la cola podrian ser ltimo. en IIegnr—pnmcm ‘en: ger scrmdo, yiseleccidn’
aleatoria para servicio, lo cual significa que cada cllentc txenc la misma prohabllldad de ser.-;
seleccionado para recibir un servicio.

Existe una notacién que ha sido creada para (lcacubu los s:stemas de lineas de espera y
tiene la forma A/B/c. A describe la distribucién ‘éntré llegadas,’ B déscribé la distribucion
de los tiempos de scrvicio-y-¢ el nimero de servidores, - Los simbolos comunmente usados

para A y B son:

GI  Arribos generales interdependientes.
Distribucidn general de tiempos de servicio.
Hy - Distribucidn de tiempo entre llegadas o tiempo de servicio
.~ hiperexponencial con % estados.
£y Distribucién. Erlang-k de tiempos entre arribos o de servicio.
M. Distribucién.exponencial para tiempos entre llegadas o mcmpos s
. de servicio.
D Distribucion deterministica de tiempo entre llegadas o de servicio.

32 ~ Notacién y Estructura Bdsica.

El ohjetivo de esta seccidn es definir alguna notacién y posteriormente introducir uno de
los procesos estocdsticos mads importantes que sc encontrard en el desarrollo de la téoria
de los sistemas de lineas de espera. Ademds se derivaran algunos resultados smlples pero
importantes, que mostrardn diversos aspectos de estos sistemas.

El sistema de lineas de espera que se considera mds general es el G/G/m; este es el
sistema cuya distribucién de tiempo entre llegadas A(t) es completamente arbitraria y cuya '
distribucion de tiempos de servicio B(z) es también completamente arbitrario. ( Todos los
unaos de olr0s,).

tiempos entre llegadas y tiempos de servicio se suponen independiente.
El sistema tiene m servidores y un determinado orden de servicio que también es -
arbitrario (en particular, no tiene que ser primero en Hegar—primern en scr servido.).
Sera importante este estudio tanto el arribo de los clientes como ¢l avance de'los

mismos; asi se define a C, como:



7 Olra. proces
vequerido’ pary

~Cudndo t(1)
estd desocupado.
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lstcma‘ la, =

como las-var |.|I)lc~i de éxllla(lal ‘dcl

1 lwmpn entre los
esporay ol tiempo

IICIII[M) enlre. Hegadus)

1, una vez mas Se d
definido como:

nnblc alca.toua [
(8.]3)

que |amlnen se (Icuota coino enlre Ilrymlus l,. fenga

una distribucidn lmlcpcmllcn ol s de muclms

otrns variables nlmlorms de inlerés.
E probablhdad {F.D.P.) ser.

Y para EH:’mi_ié de.F.D.P

’ En'tonces'A‘(t)
Au(l) = Aft). De" o

y @, serd a..(t) v a(t Ids;ﬁcmpos entre

(3.16)



3.2."NOTACION Y: ESTRUCTURA n.&s:(,;-\.

. Dc acner (ln con csta nohu.mn, la csp(-ranr\ del Iu‘mpo cn 7
1 variable’ aleatcu ia sera dado por Tenel ﬂcnlldo de que I, = I, Como I,
.del- Llcmpo entic Ileg.'\z\a\s dés los; clientes, cs IIS’I(‘O frec

tenicite en las ec
“una not:\cmn cspccm\ quees:

p( anza. dcl tiempo entre

en pmticulal e estas forimas seran utic

llzadas a‘tra
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wpeciales utilizados
para cl primer momento y también para los momentos dé orden mayor de las. variables
aleatorias usadas (es decir el uso de los siimbolos Nya, g, b, Woo y W.)

Toda esta notacidn es evidente excepto tal vez por los simbolox

Dada la notacidn anterior ahora se sugiere una grafica- para las hnods de cspcra qucvi: p
permita una visién clara de la dindmica del sistema de lineas de espera. - i

El diagrama se muestra en la Figura 3.2, Esta grifica particular representa ui l'crgm ;
de lineas de espera con una disciplina de scrvicio “primere en Hegar - primeivx ‘en “ser
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servido”, pero se.puede observar que la. Figura 3.2 podefa ser-modificada para representar
cualquler otra disciplina. En este diagrama la linca inferior de tiempo. representa la cola
y1a superior el servicio; adeinds el diagrama que se mucstra es para ol caso de un sélo
servidor, esto se puede generalizar también. Las flechas que eslin “apuntando” a la linea

de la cola (0 a la de servicio) indican que una llegada a la cola ha ocurrido (o se ha iniciado

un-servicio). - Mientras que las flechas que *salen™ de las lineas indican que el cliente bha
dejado la cola (o ha 1erminado su se

vicio}. Se abserva también que el Cryy llega antes que
C,, inicie su servicio; solo cuando €'y deja o termina su servicio Chyg puede iniciar el suyo y,
por supiiesio, estos dos eventos ocurren simultdncamente. Notese que cuando Chyg entra
al sistema lo encuentra vacio, ¢ inmediatamente se dirige a recibir el servicio. Sec describe
(amlnen en este diagrama el tiempo de espera (w0, ) ¥ ol tiempo en el sistema (Sy) para C,-
(nétese que wyyp = 0). De este modo, conforme ¢l tiempo transcurre se puede identificar el
nimero de clientes en ¢l sistema X({), ¢l trabajo no terminado al tiempao /, !’(I) y también
los periodos desocupados y periodos ocupados.

En general en un sistema de lineas de espera uno espera que cuando vl nimero de
clientes es muy grande cl tiempo de espera también lo sea. Una manilestacién inmediata”
de este hecho es una relacién simple entre los valores esperados del

istema. la tasa promedio:

de llegadas e {os clientes al sistema y el promedio de tiempo de estancia én ¢l sistema para-

los clientes. El propésito de este 1ema es abtener esta relacién v asi familiarizarse un poco”

con ¢l comportamicnto del sistema. Con referencia a la Figura 3.1 considerénse lns llcgadas

al sistema y contard. cuantos clientes entran en determinado ticmpo.
Se denotam esto como a(?) donde:




promedm de clwntes qtie
respectxvamo te. St
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o= AW,

Estd’cstdl)lécé'quc'c] ntimero promedio de clicntes en un sistema.de lincas de cspera
Vs u)ual a'la tasa promedio de m'l'lba de los clicntes a_ese sistema, por el ticmpo promedio
“gastado por el clicute en el mismo.? .

La justificacion al resultado anterior no depende de ningiin supuesto especifico sobre la
distribucion de las llegadas A(t) o a distribucién del tiempo de servicio B(x); ni tampoco
depende del mimero de servidores del sistema o.alguna disciplina particular de‘servicio, -~ *

“Es importante ohscrvar que no se tiene completamente definido. aiin lo que es un sistema- -
de lineas de espera. Por éjemplo la Figura 3.1 podria representar Ia eritrada a. un ‘sistena
compuesto de una cola y un’servido, en cuyo caso .V y 7' como estin (Inf'lkxidascxprésan
cantidacdes para las entradas al sistemna; por otro lada, se-pudo haher considerado un’ snslenm
que nicamente contuviera a las colx\s. en cyo caso la relacién, pn(l

liaher sldo

relar:mn se ﬂ[)'l(‘
slstcma de lm § multlpllcada por ¢l lxmnpo pxomn(lm (Ic o.stanc:a de los

I:al'mimero promedio de clientes en ¢l sistema, no obstante

como ¢l liado de Little,




dad maxima, por ejemplo, un: chcnle por <egundo y (-I mulm (IL cada. chcnlc tra¢ co
# segundos de trabajo; como en promedio A cllent(‘s llcgan por. scgundo, entnnces AT se-
gundos de tmba;o son traidos por clxcn(e cada segundo quc pasa‘en pmme(ho. En el caso,

parametnos (lc sisteina, se tiene:

1

2

3]

Las dos ecuaciones anteriores se i\pllcan cuando: 1 tasa’ mn‘(lmu de’’ sewlcxo es in-.

dependiente del estado del sistema; si este no es el caso enlonch se debe:proveer de-una

definiciéon més cuidadosa, La tasa a'la cual'el’ trabajo entra al snstcma es algunas veces
referida como la intcnsidad de irdfico del sistema y es cxprcs.\(la comunmente en Erlangs;
para el caso de un sistema con un servidor el factor de utilizacion es igual'a Ia‘intensidad
del trifico ya que para (m) servidores: mulllples' la mtcns:dad ‘det trafico es igual a mp,
Ademds 0 < p< 1, entonces p pucdc ser mtex prclmlo com

p= L‘(l'xar:clon de ser\'nlorm m:upados) L " (3.33)

En el caso'de un nlimcro infinito de servidores, el factor de nLilizac'véli p no juega
un papel importante y estando interesados. en el ntimero dc scn’ldoro: ocupados (y su
esperanza). :

Para que ¢l sistema G/G/1 sca estable, dehe succder que 0 < p < 1. Ocasionalmente,
se permite el caso en que p = 1 que representa el estado de estabilidad (en particular para
el sistema D/D/1). La estabilidad aqui una vez mis se reficre al hecho de. que el limite
de la distribucién de todas la variables aleatorias de interés exista’y que todos los clientes
sean, eventualmente atendidos. En cuyo caso dehe ocuparse del ‘cdleulo siguiente.  Sea r

el largo de un intervalo de tiempo arbitrario: durante este intervalo se espera (por la'ley
de los grandes niimeros) que con probabilidad 1 ol ntimero ‘de arribos sea’ muy cercano o
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xgual a «\r. Ademas dcﬁmendo a po como Ia plolmblhdad dc que csté (lmocupado en algiin
momento seleccmnazlo alcatouamentc. Se dehe decir que dumnte el intervals r, el ser\'ldor
gundo ¥ con prababilidad 1, el niimero de clientes s(‘erdos durnntc
: crcnno altpey

Ahora lglmlando el numero de ‘zcrvn(lores durante

Ademm;w como =00 se henc quo A.r l = poi- usando la dcﬁmcmn ('} 31). se Llenc‘

Aqul la int crprctaclon es que p es. la fraccmin de tiempo que el scrvidor estd ocupado;
esto sirve de soporte para la ecuacion (3.29) en la cual AF = p que'se tmostré como |gual al
;numero promedio de clientes que tienen acceso al servicio,

Exxslc una gran variedad de procesos de entrada, dos tipos:simples y de frecucntc
ocurrencia son matemdticamente descritos y derivan algunos casos complejos. El primero,
en e} que las entradas dc los clientes son en los intervalos de tiempo fijos: T, 2T. 3T, e

El segundo modelo mas comiin, es en el que los procesos de Hegadas 'son “comple-
tamente aleatorios” donde los tiempos de llegada forman un proceso Poisson. Compren-
diendo el desarrollo axiomitico de los procesos Poisson (Subseccidn 2.3.2) se podra probar
la validez de los supuestos de Poisson en cualquicr aplicacion, -Existen muchos resultados
tedricos cuando los tiempos de llegada de los clientes forman un proceso de renovacion
(Seccién 2.6 i

Los intervalos de tiempo distribuidos-ex ialmente corresponden’a
un proceso de Poisson de arribos como caso especial. Supondra que la duracién de los
gervicios para clientes individuales son variables aleatorias independientes, no-negativas,

idénticamente distribuidas. e independientes del proceso de llegada,

3.3 La Férmula L = W

Considere un sistema que hn funcionado eficientement
un estado estacionario. o una po cion: de equilibiio estadistico.
Sea: ; - e

‘hasta’ alcanzar aproximadamente

L = El niimero de clicnies cn el sistema,:
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El Llcmpo p: omedio gaslado pur un’cliénic en’el sistem,

La. ecuacion L '="AW es valida sobre tina gran variedad dé’ stcmas, y es de 1mpor~

tancia basica en 1a teoria de colas; ya que refleja dos de’las més import. antes medidas del

B comportamlento ‘def sistema, ¢l tamaiio medio de la cola:y ¢l tiecmpo pmmv(ho de espera en

el estado estacionario, cs decir, el tamaiio medio de fa cala’y el tiempo promedio de cspera
evaluado con respecto al limite, o la distribiicién estaciomaria del proceso,

La validez de L = AW no disminille on los delalles de hingiin ‘modelo parncular,,
depende tnicamente del comportamiento masivo del flujo del sistema. :Para respaldar este
razonatniento, considere al tiempo T lo suficientemente largo; entonces las fluctuaciones de
las estadisticas quedan fuera del promedio. Entonces el mimero total de clientes que entran
al sistama es AT , el nimero total de clientes que han sido atendidos es A(T — W), y el
mimero neto de clientes que permanecen en el sistena L debe ser la diferencia <

L=AT = [MT = 1¥")} = MWV

La figura 3.3 describe la relacion L = AW,
Por supuesto lo que hemos hecho no necesita una prueba, y de hecho, no se debe da.r
una prueba.: Se debe, de cualquier forma, mostrar algunos ejemplos de verificacion de la
relacién L = AW, donde L es la media de la distribucion estacionaria de los clientes en el
sistema, W es el tiempo medio del cliente en cl sistema deter lo por la distrib

estacionaria, y A es la tasa de arribos en un proceso de arribos Paisson.

Sea Lo cl nliimero promedio de clientes esperando en el sistema, que ain no son servi-
dos, y Wy el tiempo promedio de espera en el sistema:excluyendo o ||r'n|p0 de servicio.
Andlogamente a L = AW, se ticue:

Lo= AW

El tiempo total de espera en
servicio, mas el tiempo de servicio.

le Io s temas de

lineas de espera. Planlcamlo ldmhmn ruosl jones wiy poco mas vlnhora(lm, los ahm tos"por
ejemplo, que son clientes que se rehusan a entrar al sistema si la linea de vspmﬂ s demasiado
larga. Mds generalmente, un sistema de lineas de espera con aborlos, esin sistema en el
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Servicios

a) Arribos y Servicios aleatorios b) Valores suavizados

Figura 3.3: El mimero de arribos y servicios ocurridos en un sistema de lineas de espera.
lio. La tasa de arribos
por unidad de tiempo es A, el niimero pramedio de clientes en el sistema es [,y el uempo

Los valores suavizados en (b} simbolizan el portamiento pr

promedm gastado porun_cliente en el sistema es 1.

- figura 3.4
- Existen casos especiales en la-; colas con sobreflujo en las cuales, los clwntes entran si.
-y solo si-hay cuando menos un servidor libre, para iniciar el servicio mnmha( amente:

esannon.nl.u cor wspmuhnulc o u)nncula
Scn Ala nnmmtldd o |d tasn de alnl)m (Ivl proc
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Salidas da! sistema

con probebilided 1-p,
Linea de espera
¥ x XXNWN Entidad
>
de

—e

)y Entrada &l sistema »
con probebilidad p,

Senvicio

Proceso . Proceso
de de
Arribo . Entrada

‘entrada o aborto con pmbab:hdad 1 - p,.

" De formia’s|
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La tasa “de’s SEl \'ICIO Hise aphca aun serwdor partlcular. Si; mwdmes cstan
ando. la plohahlhdad de que uno dr: ollos complrtc un:sex

mtervﬂo ,(lc
L/t.

- pérdida de la’memoria de Ios servicios cxponencmlcs. xmphca
Markov homogenea cn el tiempo, en pmllcular, un pmceso de
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Ia distribucidn limite o

lfp}|ii es'énel:
Para in

como la de Ia distribucion geométrica,’v dé
cola en equilibrio, que estaria dado por-
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La razon

i Se pncde calcul:\r tamblen la distribu
cua.ndo A<p S| un cllente que arriba, al slslema cncucnha n p,

\ iy
y —) ,§, l"(n + l)
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-pcnodos desocupados, ‘los peuodas dcsocupados se uucmn en él mstante en; queel tiltimo
cliente sale det sistema y termina cuando arriba el slglll(‘lltc chontc. Cuando’ los procesos de -
llegada son Ponsson coni tasa A los periodos desocupn(los se: dlSllIl)ll exponencialmente
con miedia - : . : 5 S Y

'E[I,]' - _}

Un periodo ocupado es un petiodo iliilll@rruﬁpidt) dul'aﬁtc 'e:lkcunl"‘cl s;sl@'ma no esta
vacio, Cuando los arribos a la cola siguen wi proceso Poissony la. duracion sucesiva’ Xy, del
inicio del A-ésimo periodo ocupado hasta el comienzo del algmenlc per o ocupado forma
un proceso de renovacion (Figura 3.5). Cada X' se mmponc “de un pcrloda ocupado By,
n(ver “un modclo de cola”

y.un petiodo desocupado . .Entonces: el teorema de renova
Ejemplo de la Seccién 2.4) se aplica y nos dlcc que P,(l). la probalnhda(l de que el sistema -
esté vacio en el tiempo ¢, converge a ‘ ;

 dm(t) = 7o
Sustit\lycndd las ca‘ntid‘ad’éébcqrioéid‘as 7r y E[(I] =1 para obtener

+EB]
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I‘lgura 3 5: Los perla(los ocupados By low desocupmlns h tle un’ sistema de lfneas de’

espera.. Cunndo los 'ribos l'm man un proceso Poisson, ('nlonces X = BT, k=1,2,-
“son variables alcntorms mdepemhentcs no—ncgalnn: e jdénticamente rh:tr:bunlas. y forman
un proceso zle rcnavac:un

..que se resuclve: para. da;

1

E[B,] = m

en el estudm del, modelo M/ /l se résolvelja' ste raz'ona'mflcnto;
¢alculando 1a media del perioda’ ocupndo ‘divectamente, y 'mando la®

para determinar la fmccxon de (lcqocupacxon dcl scrvulul Ty

de servicios de b clientes
muerte :

Las cantidades auxili

{coria de enovacion™
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la cual ‘sumada

entonces

servicio, y la media del llcmpo (|o cspern
se cumple.

3.4.3 El Sistema M /A /s

Cuando se ticne un nimero s. fijo de servidores y

itonce cl numcro de .
ientes mpen ando es el



3.4. - ARRIBOS POISSON Y TIEMPOS DE SERVICIO EXPONENCIALES. 91

s=5 sarvidores

A Linea ds espera en paralelo
comin x _
Arhn Salidas
noe XXX X . x
x ———
x
x
Figura 3.6: Un sistema de lincas de espéra con s -servidores

entc cuando la -
inmdo \'< sp, ¢



Entonces

¥

3.5 El Sistema M/G/1:y El Sistema M/G/oo.

Continuando en el supuesto :iq’que los atribos siguen un proceso de Poisson de tasa A,
Los tiempos .de servicio sucesivos Yy, V3,-- - ahora seguirdn una distribucién arbitraria
G(7) = Pr{Yi £ 7} con tiempo miedio de servicio finito » = E[¥i]. La tasa de servicio:
a futuro es g1 = 1, los tiempos: dé servicio deterministicos de duracidn’ fija sfmv . caso

especial importante,
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converge a

por. el teorema de renovacidn (ver-*un modelo de-cola™ Ejemplo de la' §
El tiempo “(l(.'aocupddn“r s la_duracién ‘que-va-de’la Lom])lela(‘mn del
ulhmo cliente enel ﬁlstema hasta el mstanlc el mgmcm.e arnlm.;

el ‘t.ir-mp'o i
de ocupacion que se requicre para dar servicio a tados los clu‘ntcs qut' II«'[,nn xlurantc estc ;
pnmer tiempo de ser:

El pcrlo(lo ncupmlo complmule desde el inicio del primer arnlm h. mas

Sea A, que denota cste ndinero nlcmonn de nae
condlcuonal <fel periada ocupado dado por A =n ¥.};

ElB.M =0.% =9]

:primer clicnte; Considere el caso en que A

servicio (lol |1||mrr cllcnlv Y; al.\ ol moment
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porque después la conipletici
ocnpado. B, que es estadi;

Finalmente

ol sislema M/M/l

. Notese que (;3.58).coincide, coi la’ eina A
~¥ el tiempo medio -

donde v = 1/p. Por ejemplo; si los arri o
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en ¢l comportamiento a futuro, ¢l servidor

- 3.5.2° Ca‘\d;ena»lsﬁ de Mark&v A_]uét’adéé.

X(i) el nimero dc chentcs en el ﬁlstema n r‘l tlcmpo ¢, no_define un pmcom (Ic Markov
para el sistema J\I/('/l, porque si_este esti:para_predecir el comportamiento_futuro del
sistema, este dehe predecir ademas ol tiempo gastada en el servicio por ¢l cliente que lo'estd
recibiendo. (La propiedad de “pérdida”™ de 1a memoria del tiempo de servicio e‘(poncnmal
que brinda esta informacién adicional haee inecesaria esta pregunta en el sistema A‘I/Alll)
Sea Xy;-¢l nimero de clientes en ol sistema- inmediatamente (lcspum de Ia salula del
n~ésimo cliente. Entonces (‘\ ) es una cadena de Markov, de hechio:.. .- B

sic Nuoy >0
=0

\n—| -1 + I\n B

donde zt = mnx{‘p:O
que ariban durante el

y P"‘m;j = 011[ ‘

- (3.60)
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3.5.3 Longitud L Promedio de. una,Coia‘ en Eqﬁilibrid. o .
emai Al/('/l porque parti-
cularmente en este caso, fa distribucion estacionaria (ﬂ,) pam ld cadcxm de Markov {X;} .
ignala a la distribucién limite pala el procesa de lm\gltud de Ta coln {\'(l)} Es decir,

limoo Pe{X{{) = 5} = hm,._.“, Pr{ Xo= j) Sc utllu:\ estc hecho au‘c ar pma cvahuu ta
longitud de la cola. : -

La cadena de Markov ajustada es de especial-interes en el sit

La (qln\alcncm enfre la dﬁt.nl)ucxon cﬁtacmnarla de isma cadcnn de MmLov (\ Yy
aquella para el proceso no Markoviano {{X(1)}} es muy sutil:"No es* concecuenciade

un principio general y. no-se debe suponer en otras circunstancias sin_una: jnstlﬁ acmn, R

cuidadosa. La equivalencia en este.caso esta bosquejada en el apeiidice de’
Se_caleulard la longitud esperada L, de la cola en cquilibvio L = llm,_.,°
calculan(lo las cantidades corrcqpon(hentes en la cadena de Matkov djll‘l( a(ln, 3

= liMpmoo E[Xa]. 51 X = Xo esel niimero de clientes en el sistema zlrwpuc de ln qallda
(le un cliente y \" es el nimero despuies de In qlgmentc salida, enl.oncr": por: la ecuacmn‘ B
(13.59) :

s

C@ey

(3.63)




. Para evaluar B[
Y. Condicionaido
,m_e,diavjygqal: M
probabilidad

Poisson-con’

e

Ulilizando la‘ley:de

dbnde T esla'v k’
y (3.67) se obtienc:
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{3.69)
donde p= A:/ es la i

Fll\nl mcnu" ll’

@70) ¢

Los resultados ( 369) y (3. :0) e‘(prksan tlc alguna fo:ma hechos intérodantes. chen
que para una tasa promedio de arribos dada A ¥ un tieipo de servicio promedio v, se puede
disminuir el tamafio esperado de la cola L.y también disminuir el tiempo de espera W,
disminuyendo la varianza del tiempo de servicio.” Claramente se observa qie ¢l mejor caso
posible en este aspecto corresponde a el caso en el que ol tiempo de servicio cs constante,
en cuyo caso ¥? = 0.

3.5.4 El Sistema M/G/oco.

Existen resultados completos en el caso en que cada clicnte inicia su servicio ininediatamente
y ademas los arribos son independientes sobre los-otros clientes del sistema.

Dicha situacién puede ocurrir cuando se modelan sistemas de anio <crv'|cid. Sean
Wy, Wy, -+ +; tiempos succsives de arribos de los cllancs, 'y sean V4, Vay-0is los twmpos de
servicio conr‘spondlcnlcs. En esta notacién el k-ésimo clicnte cstd en ol sistema en el
tiempo ¢ si y s6lo si 11 < 1 (el cliente arribé antes del momento )y Wt V>t (el
servicio va mas alla de ¢).

La secuencia de parejas ordenadas (Wy, V), (Wa, 15),+ furm;\n'un praceso de Poisson
Marcado (ver subseccion 2.3.5) y se debe usar la teoria correspondicnte para obtener resul-
tados rapidamente en este modelo, La figura 3.7 muestra ¢l proceso de Poisson Marcado.

X(¢).el nimero de clientes en el sitema en ol ticmpo fies tambidy el wimero de puntos
(Wi, Vi) para los cuales Wi <t y Wi+ Vi .

Esto es el nimero de puntos (W, Vi) en cl trapezmdc o acotado, descrito por

={(w;v)i0Sw<tly n>l—u-)
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sistema’en el tiempo ¢

ffe{é“}il G [ooel iiimers de 2 .
j e Ly Wik Ve s 1

"dq pa

s ordenadas (
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B LINEAS DE ESPERA

dondle: v es el

fmilr-. del-tamajio de la
cola. v Ta (hs ribucion l:mlte dc una cadena de M ) I Iada en’un modelo M/G/1.
Prlmerq, un(jlando ent'="0 sca 7 quic denota‘los mstantcs cn los que cl tamaiio de la
cola X(¢) se incremente en uno, {un arribo), y sea &y que dcuotn los instantes en los que

el tamaiio de la cola X(¢) decrece en uno, (una salida). Sea ¥, = X'(n:=) que deuota el
largo de la cola inmediatamente antes de una arribo.” Y sea .\’;. = {£,4} que denota el
tamanio de la cola inmediatamente despues de una salida, Para cualquier largo de la cola i

'y en cualquier tiempo ¢ el niimero de visitas'de };,-a i sobre el tiempo ¢ difiere del mimero
de visitas de X,, a i cuando mas por una unidad. Por ello, en el comportamiento a futuro,
el promedio de visitas por unidad de tiempo de ¥;, a i debe igualar el promedio de visitas
de X, a i, el cual es m;, Ja distribucion estacionaria de la cadena de Markov {X,}. Por
cllo tinicamente se necesita mostrar que la distribucion limite de {X,} es la misma que
la de {Y¥,}, .Y{¢) es anterior sélo por un arribo. Pero dado que los arribos son Poisson, y
estos arribos en intervalos disjuntos de tiempo son independientes, dehe suceder que X(¢)

- es independiente de una arribo que ocurra en el tiempo . Se'sigue qie {X(8)} 'y {¥a}

tienen la misma distribucion limite, y por ello {X({}} y la cadena de Mmkov acoplada

{.Xn} tienen la misma distribucion limite.

3.6 Variaciones y Extensiones

En esta seccidn se conciderardn algunas variaciones sobre los modelos de lincas de espera.
-Estos ejemplos no agotan todas las posibilidades pero sirven para sug('rll la vastcdad del
area.

Restringiéndose a los artibos Poisson y tiemp (lcselivicit)r pos ddmcutedistribui-
dos. 2 i .
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Retroalimentacitn
p
X ¢ X XXX x *9
. o Seidor ; >
Aribos Entred Salida . .o Partidas

-+ Fignra'3.8:"Una Cola con retroalimentacin’

3 6.3 Un sttema n Retroahmentacxon.

* Considere un‘-nslema cot un slo scrvndor, con arribos Poissan y tiempos de servicio dis-
tribuidos e‘(ponencmlmcme pcro suponga que algunos clientes, después de haber satido del
servicio; I egresan al final de'la cola por.un servicio adicional, con prababilidad p =1 — q.
Suponiendo ahom. que_todas las decisiones son estadisticamente independicntes, y-que o
retoino e’ 165 cliciites 2 demandar tn servicio son estadisticamente los mismos qire aquellos
clientes: un Hegan de fiera del sistema. Dejemos qite i tasa do anxlm sead y la l.ua dc
servicio sea gu. Tl ml(-ma cs deserito en la figura 3.8, A g

: Sed X (1), que, (lclmta el niimiero de clientes en ol sistema en el ticnpa ¢, cntonces .\ (l) :

es.un proceso de nacimiento y milerte con_parametros A, = A para v =0; 175 y I

‘paran= Se puede deducir que la distribucion en_on ol caso en que A <gp
I Y : i A
-l) (i) para -k =0,1,->-. (3.75)
) \an ’ A

3.64 Una Cola con Dos Servxdores y Sobreflujo

Conciderando un sistema con dm sr'r\'ldon es, dnndo of servidor #; Liene una lma dc servicio . -
pi para i'= 1,2, Los arribos al sistéma’siguen un: proceso de Poisson con tasa A Un
cliente que llega ctiando ol sistenia estd vacio va'al primer servidor, Un cliente qite arriba
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Sobreflujo

Pérdida de sobrellujo

tesa=)

Si#1 esth ocupado Si# y #2 estén ocupados

Servidor#1
tasa g9

Salida

1 sn el servidor #2 estd ocupado
0 siel scrvidor #” estd dcsomm(lo

v

Servidor # 2
tasa p,

i el segundo servidor,

Sl ambog servndores-
cspecuhca en la ['gura 3.9, P
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Del
eqado

Desceripeion

--Estad

: r\ml)o cuando el sistema esta: vacio : #,
Servicio completado por #1 cuando #2 estd llhle -
;Arribo cuando #1 estd ocupado :
Servicia completado por #2 cuando #1° ostd ocupndo
Servicio completado por #] cuando #2 csti acupado
Arribo cuando #2 estd acupado.y #1. esta libre. -
- Servicio completado por #2 cuando #1 esta lll)le

donde

D = juagua( 23 i ) + Npiy £ il N+ g o Na) + A+ ).



Considerando un’si

3 7 . quas _Cbn‘ “PVri'dri'dad

dc cllcnlv

tema con un sélo sevidor que tiene dos cla

“no- puoulmlm Gue forman arribos independientes «que siguen nn proceso l’omﬁon con tasas
oy B respectivamente: Los tiempos de servicio son. independientes-y: cxponcncmlmtj:n;e :
distribuidos con pardmetros v y 8, respectivamente. Junto con estas clases hay una primera
llegada, tna disciplina de la cola y el servicio de wn eliente priaritario nunca es ill!crrtimpith.

Si un cliente prioritario arriba durante el servicio de uno no-prioritario, entonces el servicio
del no-prioritario es inmediatamente interrumpido para atender al prioritario: El'servicio
interrumpida es concluido cuando no hay clientes prioritarios on. el sistema.” Se jntro@lu}:e
un poco-de notacion. La tasa de arribo del sistema'es A = a + 8, la-fraccionip, = a/,\
de los clientes prioritarios, y 4 = 6/A de los clientes no-prioritarios. El tiempo plomedlo
de servicio del sistema estd dado por la propiedad de promcdlos pcsndnq /3 y 1/6'

clientes prmntnuos Y no:priorilarios rmpccmamente, a

Finalmrnlc inlroducicnd

ln taan (lc servicio del sistema,. .

de cllenLcs con prlon(lnd en cl sistema y ¥(t) s r!l niinicro’ dc cllcnl
cl snstcma. Se hace la obscx'vacmn que desde el punlo (Io vnsta :Ic lo ‘

ecuacmn ( 3. —L)) la distribucion litmite cs:

. Ny iy __ -
}E]’LPI(.\ “,) = 111} = (l J‘ﬂ)ﬂ'
cong = n»/.-7,< 1 :

Utilizaudo, 1as’ ecuaciones
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De) 2

= . Deseripeion
Estado.” [ .
A(m.n). Arribo de un diente prioritatio .

Arribo dein
'ompletac

“cliente no-prioritario . .
g i forit ario,

Et obtener informic
arribos son fuertemente.al
un estado discreto; las ¢

describir la distribucion finy
descritas el la Tabla- 3.2
Sea ‘

la distribicion Iinsite del proc

{donde la- teoria fue d Sa distribucidn
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Estado) Trstalr)

met,n

Estado \ *m, a-1(8) EstadoN\x_ _ta+ger)
-1 - S AT WL >

. Flgma 2.10: . En equilibrio. la tasa de flujo de_enteada en cnalquicr ('sl:ulu 1I4-In- sor lgual a
Ia tasa de flujo de. <.plul.v Aqui se :Iuslm ol 'estado (m n) ru.nn(ln mal v >

estacionaria

o ¥

phieden.;
“ el miung
dado por:




e inductivamie)
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usando (:3.85) y im'pliﬁc}thdo

Nuevament,

“que se ‘suma para-oblen

- Esto determina’a Ly en t

y, finalmente

(3.95)
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pooine die Lye oLy
.6 150,437 1.07
§04,00.0067. - 3.33
9% 79,0082 1818
5.:19.00 .90 18.10

'. j’I“al)la 3.3::Tabla de resultados” - '

La condicién de que’ L, -sea finito (¥ que la distribiicién mtéciblia;id exista) ¢s que

“Es decir, la iitensidad de trifico o_en ¢l sistema debe sér menor que uno.
Dado que la tasa de arribos para los clientes ‘no-prioritarios cs g, tenemos que cl
tiempo medio de espera para un cliente no-prioritario esta dado por WV, = Ln/B.
Algunos estudios numericos simples de { 3.79) y ( 3.95) llevan a resultadas interesantes
" adicionando prioridad a un sistema existente.” Considerando primero un sistema, digamos,
el sistema Af/M/1 con intensidad de trafico p. cuya longitud promedio de cola estd dada
por la ecuacién { 3.16) que es L = p/(1 ~ p).. Modilicando el sistema. en cuyo caso la
fraccion p = /2 de los clientes que tienen priovidad.  Supongase qoe esa prioridad es
independiente del tiempo de servicio. - Esta suposicion lleva'a'los valores n = g = 1/2 y
v =6=pu,donde ¢ = r = p/2. Entonces la longitud media de la cola para los clientes
prioritarios ¥ no-priotitarios estd dada por

o2 __ p
1=(p/2) 2-p

= (22 o2 ] ]
Lo = (1 —n) [‘ *1 —(/-/2)] i CETTEy

_ Las longitudes medias de las colas L, L, y Ln fueron determinadas por diversos valores
de la intensidad de trafico p. Los resultados se muestran en la Tabla 3.3
Esto muestra que tanto el incremento del large de la cola, como la intensidad de
trdfico, se cargan casi exclusivamente en los clientes no-prioritarios.




Capitulo 4

Aplicacién de los Modelos de
Espera.

Este Capitulo pretende presentar un modelo de aplicacién a la teoria de lineas de espera.
En todo sistema existen dos grandes clases de costos, el referente al tiempo de espera

de un servicio y ¢l asociado al consumo de los recursos que requicre ese servicio. Por otra

parte el objetivo del andlisis de los sistemas de lineas de espera consiste en obtener un

-equilibrio entre los costos de espera y los costos de servicio.

Para ilustrar esta situacidn se conciderara un fenémeno h'picb de linea de espera.

El sistemaque se describird-es el que se presenta en la biblioteca de’la’ Facultad de
Ciencias, se dispone de algunos datos del sistema que existia en ésta, en Febrero de 1991,
pero dado que dicho sistema sufrié algunas modificaciones a principios de 1992, se realizaron
observaciones del nuevo sistema en Abril de 1993, para poder hacer un andlisis comparativo
de los dos sistemas.

... .. Estos datos fucron tomados en ls hora de mayor mavimiento en la hiblioteca, que en
Febrero de 1991 y en Abril de 1993 la misma; de las 12:00 hrs. a las 13:00hrs., {esto
cs debido, fundamentalmente a la disposicién de los horarios en la Facultad de Ciencias.
Definitivamente cl horario con mas alumnado es el matutino, la hiblioteca da servicio de
las 9:00 hrs. a las 19:00 hrs.; el imomento en que mayor niimero de alumunos del turno
matutino salen de clases y disponen de tiempo para ir a la biblioteca es aproximadamente
de las 12:00 hrs. a 13:00 hrs.). En Febrero de 1991 se toma la semana del 18 al 225 y en
Abril de 1993 la semana del 26 al 30, que si bien forman un conjunte reducido de datos, el

comportamiento de los sistemas permite muy buenas descripeiones,
A lo largo dé este Capitiulo se describirdn estos dos sistemas y se encontraran sus
modelos respectivos, para poder realizar un anilisis critico de las modificaciones realizadas

113
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a dichos sistemas: >
La biblioteca’'de h F1cu)md dc iencias se encarge

hisicamente de:ofvecer suacervo.
en dos mud'\h(hdcs, las cualcs son: : TR :

e Consulta Tnterna :
‘= "Para este \ipo de consulta Ia h|hl|olcca cncnla con: nn's

su segunda modalidad. (cons\llm e crna)

Consulta Externa : i
La consulta externa; permilea las pcrsonm quc |cq|nc1 r‘n deal 1,\111 material
de la biblioteca, extracrlo de esta. C‘on opcmn ‘de ten

a lo mas por tres dias. - :

o hajo s cuulado

Es aqui donde sc forma Ia linea que se desea csludm\' mmbmll, es aqul
donde ¢l sistema sulrid las modificaciones, as{ que las describivemos inde-
pendientemente ‘por sistema.

4.1 Descripciéon del Sistema I para Obtener ¢l Mo-
delo I.

Un concepto fundamental en el

de fos si s de lineas de espera es el modelo del
sistema. En este se da la duscripeién de dicho sistema que proporciona.iina base suficiente -
para poder predecir su comportamiento. .

El andlisis se hard desceribiendo el procedimiento del servicio asi camo ef ambmntc ¥,
recursos con que contaba la hiblioteca de 1a Facultad de Clcncm< on l‘(‘hrorn de.1991 en su
modalidad de consulta externa.

Para este Llpo de cousultas los muanos h(-ncn quc ub|ca1 Ins hh




- se SO‘ICI'«'III nuevos. .

'4 1. 1 Amblente del Slstema L

~En las secciones:1.2.y-3.1 se did la mvlndo!ogna. para la dc cripcidn especifica de un'si
de lineas de espera, con base a ésto se dara Dpara cspccd‘car el Modelo

la descripcién’ de: Lo

¢ la poblacién o fuente;
¢ la pauta de llegadas o descripcidn de los-arribos;
¢ ¢l mecanismo de servicio, y

o la disciplina de la cola.

Poblacién o Fuente.

Biésicamente, la poblacién de este sistema es el nlumnado dela Fac\lltad de Clencms
que estd compuesto por los estudiantes de las carreras de’ Actuaria,” Biologia,” Fisica y.
Matemiticas, en su mayor parte de nivel de licenciatura, y en menor grado los estudiantes
de posgrado de las mismas carreras, asi como los casos de préstamo’ interbibliotecario,
Dado que los alumnos constantemente hacen uso de este servicio; se dara por hecho que la
poblacidn es infinita.

Pauta de Llegadas o Descripcién de los Arribos.

En términos generales, las llegadas son completamente aleatorias, por ello se tendra E
que empezar suponiendo que, los arribos describen un proceso Poissori, (esto en vms de ”

construir ¢l modelo més sencillo pero también el més frecuente, el Af/ [/s) :
utilizaron los datos y las pruebas correspondientes gue se cspeclﬁcamn enla: subscccn n
4.1.2.

Mecanismo de Servicio.

Se pudo observar, (cuando se realizaron las ohservaciones), quic lo servmlos tambxen
‘|lll! Jos: ucmpos de
servicio siguen una distribucién exponencial, (también en. vias de wmodel A‘[/AI/J) “Esto
|st.ema I'cuenta

son completamente alcatorios , y por esta misma razén se supondra

serd completamente detallado en la subseccién 1.1.2. Cabe seialai‘que'el
con tres servidores. : .
Disciplina de la Cola.
Se trata dec un caso de cola tinica, y la disciplina es la-mas comiing pnmcro en llegar,
primero en ser servido.
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FRECUENCIA{ o0 ] 0Jo(o]JoJo]oTlo ofotlo
INERVALO 0110210304 705]06[07[0S[09[10]11 (12
FRECUENCIAjo JojojoJofo]Jolojojofo]o
INTERVALO 311415116 (ITII1S1197120 (21 122123124
FRECUENCIA{ O [0 JoJoJOo[Oo|oJoJoJoJo]|O
INTERVALO 25126 |27 |28 72030 )31 732[33{34]35[36
FRECUENCIA|o joJoJojolojojojojojojo
INTERVALO 371383139 [ 40 |41 (42 [43 | 41 [ 45|46 )47 | 48
FRECUENCIAjojo]Jof[ojofoJojoJo]Jofo]o
INTERVALO 49 150 511525354 ]585]56)57]58]59]60

Tabla 4.1: Tabla modelo para la recopilacion de los tiempos de arribo, en intervalos de un
minuto.

4.1.2 Tratamiento de la Informacién Para la Obtencién del Mo-
delo 1.

Como se sefialé en la subseccién anterior, el primer paso es suponer un modelo que des-
criba al Sistema I, habitualmente se comenzard por el modelo mas sencille para poder
utilizar todas las herramientas descritas en el Capitulo 3, por tal motivo se tratara de
demostrar que los arribos siguen una distribucidn Poisson y que los tiempos de servicio
estdn exponencialmente distribuidos para asi tener el modelo A7/Al/3.

Para capturar la informacion, se tiene que recordar que los modelos descritos en el
Capitulo 3 suponen tiempos de servicio y tiempos de arribo completamente aleatorios e
independientes, asi tinicamente se necesita cronometrar los tiempos de arribo y los tiempos
de servicio por cliente.

Andlisis de los Arribos al Sistema L.

Toda la informacidn que se captura con respecto a los arribos, debe ser tratada de la sigiente

forma.
Para cada grupo de datos capturados se elaborard una tabla similar a la Tabla 4.1

donde los valores contenidos (los ceros,) en cada cuadro corresponden al niimero de aeri-
bos ocurridos en los intervalos de tiempo en los que se ha decidido dividir ¢l perfodo de

observacién. : 5 G
La longitud de estos intervalos depende de la frecuencia de los arribos, regularmente
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FRECUENCIA{1 1 jo0ojo]2}o0lo0]JojoOo]oO 0
INTERVALO 0! [02[03104]05]06 07 05 00]10]1l]i2
FRECUENCIA |1 [0 |1 tjojoj2lo]3jae]1]1

INTERVALO 13115 (16171 18]19 (2021221232
FRECUENCIA | 2 211 Il jrjp2i2qtrp2qi2i1

INTERVALO 25 126 |27 |25 {20 |30 {31 32 [33 ]34 | 35136
FRECUENCIAJ 21011011 j1]2i0]1 112
INTERVALO BT 38 {39 10|41 j42 [ B[4 [ 4546 [ 47148
FRECUENCIAj 1 JOo(2 ] Lo}t (2]0¢0]1 111

INTERVALO 49 150 |51 152153 [54 155 [56]57]58 59 )60

Tabla 4.2: Frecuencia Promedio de Arribos por minuto para el Primer Modelo.

se adecian de tal forina en que en la mayor parte.de ellos s6lo se yegistre nn arribo, (Para
cumplir los postulados del proceso Poissan descritos en la subscccion 2.3 2},

En este caso para modelar ef Sistemna 1 se tomaron-intervalos de un minuto,: -

Posteriormente se obtiene la frecuencia promedio por mlm\.\lo de las obiservacionos:
realizadas para descripcion de-los arribas-del Sistenma 1.
Apartir (In tos dafos dela " Tabla I 2 %0 calcula la mcdm (h

1 T funcidn
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Namero de arribos por minuto

Figura {1.1: Histograma de frecuencia de los arribos al sistema 1

En la tercera: colunmade la-Tabla -1.3 aparccen s probabilidades de:8:1.2,3: artibos en
intervalos deiin minuto; ena cuarta colmmina se da e v frecniencias por
btiene multiplicando [a prohabilidac cor

intervalo, qucﬂ
de intervalos: en este caso 602

Con ‘objeto de’ comparacion; e

observados

Como se puede veren'la Tabla 1.3. los resultados oblenido:
conlos;resnltados. tedricos esperados. por cllo se desea’v

difieren significativamente de las frecuencias esperadas.:.
" Laidea, fandamental de’la pueba\?  (ji-cuadrada): ¢

Fx . que en cste caso répreseita a la distribucion o
‘Para esto se tiene que saber que tanlo:difie
bucidn: oi

la distribneidn enmpirica:signe.la dist
matemiticas de la tearia decolas) -

Se domardn n-inlervalos deacuerdo.al

culard para cada valori
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No. de Arribos' | Frecuencia | Probabilidad | No. de Artihos
cn Intervalos | Observada Esperados
de 1 min. 0; P, E;
[1] 20 0.3867410 23.20:446 0.:112525
1 25 0.3674039 22.04423 0.396320
2 13 0.1745168 10.47101 0.610807
3- 02 0.0552636 (3.31581 0.522155
3o C2BE = [ 1.071503

Tabla 4.3: Arribos Febrera 1991

IR : ; B
Donde.O; son las llegaclas observadas yiF; son las llegadas Esperadas.
Sea m =1 al P :
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s Numero de arribos par minuto S -
Figura 4.2: - Comparacidn entre la distribucidn empfirica y la distribucién real, para lo:
arribos del Sistema | ’ :

b o por- lo tanto no se rechaza la hipdtesis.

Con lo quie se puede concluir que la funcion de distribucion’ Fy _es una buena aproxi-- -
a distribucién Poisson, con pardmetrod, =95, 7 070 im0 n e
Esto se. puede observariclaramente en. la Figura 4,2, . o :

‘Tiempos de Servicio del Sistema 1. -
Conio_ restriccion se tiene que los ticiipos de setvicio dehen'segu
nenciali- o s ) A e :

" Primeramente se hard el tratamiento de I’ informacion*capturada:e
ajustar los tiempos de llegadas a una distribucién exponencial.’”;
Los tiempos de servicio fuerdn tomados desde el Lo on’

servicio, hasta ¢l momento en que abandona el mostrador de servicio
Como los tiempos de llegadas del primer sistema, tienen una’ v
ha decidido distribuirlos en intervalos ce 30 segundos.

El primer paso a seguir es el vaciado de las frecuencias de.duracion/'de. los!servicios
por periodo. ok :

Posteriormente se clabord la Tabla L4, en donde la segund
frecuencia promedio de tiempos de servicio, la primera columna m
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4.1, DESCRIPCION DEL 1 GAIA 1PARA OBTENER.E

-, pacion: para Tos: tie

“la frecuencia de elient e di

“columnatla frecuenc ¢
empirtica; S
‘Ajuste de Tiempos de Servicio

Calculando ¢l cstimador dé. maxim

“Enla Tabla -

Lo,
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Iutervalos | Frecuendia | Frecuencia | Frecuencia :
cn Promedio Relativa | Acunmlada | Fy(x) | 1S(e) = Fy(a)|
Seguudos Sy
0-29 0.105769 0.105769 0.119700 | 0.01391
30-59 0.159615 0.281038 | 0.015G5
G0-89 0.1238.16 0.391230 0.392082 | 0.0021-1
90-119 0.121153 0515381 0185976 | 0.02910
120- 119 0.101923 0.617307 8 168 | 0.0519:3~
150-179 0.061538 0.678816 0.632197 ] 0.01631
180-209 0.050000 0.728816 0.6G8! S | 0.03953
210-239 B 0.051923 0.780769 .70 0.04:351
240-26Y 2.3 0.026923 0.307612 0.777831 | 0.02935
270-210) 02.4 0.023076 0.83076G9) 0.83121 18 | 0.01862
300-329 01.8 0.017307 0.348076 05411621 0.00691
330-354 01.8 0.017307 0.565331 0.865695 | 0.000:31
360-389 02.0 0.0192:30 0.884615 0.386148 | 0.00182
390--119 02,2 0.021 153 0.905764 0.903978 1 0.06179
420-4449 01.1 0.013461 0.919210 0.9133049 | 0.00012
450-479 00.8 0.007692 0.9264923 0.931:319 | 0.001-42
-130-500 00.3 0.007692 0.934615 0.941952 1 0.007:3:3
510-539 01.2 0.0115138 0.946153 (0.930918 | 0.00176
540-56¢ 01.0 0.000615 0.95576% 0.058 198 1 0.00272
570-599 01.0 0.009615 0.96533 | 0.964908 | 0.000¢7
600-629 00.0 0.0060000 0.96538-1 0.970325 | 0.0019{
630-G3Y 00.1 0.0038-46 0.968230 0974911 | 0.00568
660-6G39 00.6 0.0057G69 0.975000 0.973736 | 0,00378
690-719 00.4 0.003346 0.978816 0.982062 | 0.00:321
720-749 00.4 0.003846 0.982642 0984834 1 0.0021 §
750-779 00.0 0.000000 0.952692 00987175 [ 0.00113
780-309 00.2 0.001923 0.984615 0.989136 | 0.0015]
§10-839 00.0 0.000000 0981615 | 0.990331 | 0.00621
340-869 00.2 0.001923 0.986538 | 0992217 [ 0.00570
§70-399 Q0.4 0.00:3316 0.990:381 0.00306
900-929 00.0 0.000000 0,99038{ 0.00107
930-959 00.0 0.000000 0.090:38 1 0.00142
960-939 00.0 0.000000 099038} 000565
990-1019 00.0 0.000000 0.9490:38 1 099661 | 0.00626
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Intervalos | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia

en Promedio Relativa | Acumulada | Fx(x). | |S(x) = Fx(z)|

Segundos S(x)

1020-1049 00.2 0.001923 0. 9.)”01 0.997166 | 0.00485
1050-1079 00.2 0.001923 0.997604 | 0.00337
1080-1109 00.0 0.000000 0 ‘)')1'710 0.997974 1 0.00374
1110-1139 00.2 0.001923 0.996153 | 0.998287 | 0.002133
1140-1169 00.2 0.001923 0.493076 0.998551 { 0.00047
1170-1199 00.2 0.001923 1.000000 | 0.998775 | 0.00122

Tabla 4.1: Datos correpondicntes a los servicios del primer modelo

Kolmogorov-Smirnov Bondad de Ajuste.

La prucba de Kolinogorov-Sinirnov es apropiada para distribuciones continuas.
“. La'hipétesis a probar es que cierta funcion de distrubucidn Fy(#) es la funcién de la
" cual se tomd una poblacidn muestral iy, a2, - -, Ty. El procedimiento a segira es el siguiente

. #"Se calculan los valores'de la funcién de distribucién S(x) dela muestra
ETRF PR i, (estos valores se encuentran en la Tabla 4.4).
» Se caleulan los vnlmcs de'la fxmcmn dc rlls(nhucmn l’\(l).

o S detérmina la (hslancla m

ima’ ontre 5(1) y Fy(r).

o Ser escogé el
o Se planleal
g lln La func

‘valor maxn




4.1 '3 El Modelo I

'Segun el estu(ho realizado anferi |ormentc. las ]Iogadns y:los Hempos d
distribucion Poisson ¥ ‘exponencial respectivamente, y se couocc que e
servidores asi, ¢l Modelo Les un M /M/3. -

Se explord este modelo, para poder realizar algunas cony|
para ésto se utilizaran los resultados de la subseccién 3.4.3."
Se calculara lo sigiente, :

Lo+ El'niimero promedio de clientes en cola ;
We EI tlempo proniedio gastado por un cliente ‘en ]a cola
L+ El-niimero promedio de clientes en el sistema. -

W..' El tiempe promedio gastado par un cliente en el s:stonm

Con base a la mfmmacmn revelada por las ohservaciones se tiene que

A =095 Arribos por minuto
m = 0.3355 . Servicios por minuto

Calculando el coeficiente de intensidad de trifico

T sm  3{0.3355)  1.0065

Lo cual satisface g, < 1.
Para el desarrollo de este problema, el primer paso légico es obtener ¢l valor de 7o, ya
que este valor es fundamental para la resolucién del problema.

A B
s Hz::_'(/_:) }*s!(l—,'x.l/su)]

[75.2479]7}
0.01328.

a
1
-

&
I
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Uwe T 0 [ Wo | £ [ W]
[[0-:01325 | 0:5444 [ 0.5893 [ 3.676G7 | 3.8701 ||

Tabla'4:5: Resumen ‘de resultados para el Modelo I 8 i

-~es decir la probabilidad de llegar a la biblioteca y encantrar vacio el sistema
Una vez calculado el lem de o, pneden definirse famlml‘lm' lm v'\lm
De estn forma Lo o'el’ uimero promedio de cllentcs qm, \pnr

d las | personns que estan siendo atcn(hdm es,”por la ecuacidn {

52 ()

‘Wa El lwmpo plonwdm gastado pot clwnlo «

que eSPEIal en pmmuhu un cllonlc pdh\ ini

L LWLELidmpo p

4.2 Descripciéh d:él'_Sist'em 1I: péra Obtener el Mo-
delo IT o :

Ahora‘el andlisis sc hard (l(-sull)ltnlln cl ¥ nwd iiento asi como el ambiente v recursos con
los que contaha la biblioteca de l.l In(‘ull«ul e Cie neia'en :\lull de 1993 en suoinadalidad

de COllill"A\ externa.



i
i
i
i
i

' MODELOS DE ESPERA.

os, uﬁuanoq ticnen que ublc.u los tibros quc wqulcncn cn
'ncntc cllos niismos’ tiene qie lmﬁcax en los: mnqm‘lm el matcnal que’

i : Para cstc hpo dc cnnsulh,
los f'chcno i postcu

“que’ sn&,\u’u una. dlstnlmcmu o\poneucml

¢ tinica que es atendida por un solo servidor,

~Mecanismo'de Servxm

Dcspueq de esperar’ paxa oblcncr su turno (Ic servicio, el usuarioes aten(hdo por
eila hlbhoteca l\horn se dlspon de unn computadom, que snlamcn!c lce el

Sistema:[

\Iue\amcnto se encontrd que lns mepox de s

Disciplina de la Cola, ... T;,:

La disciplina de ia cola es, primero en ilgga

4,2.2 Tratamiento de la Inform
delo I1.

Nievamente se tendrian que hncm una
pruchas de bondad de ajuste para los \'alot
el modelo AI/AI/1.
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[FRECUENCIAJ O [1]0 0301 ]2]2 111
INTERVALO orjo2qo3{oiloslostioriosiooiogilyl2
FRECUENCIAJ 1 J 12312111y ][ 2
INTERVALO WM 15| 16{17118[19[20 721 [22]2]]24
FRECUENCIA{2 1211 121112121271 1
INTERVALO 25 126 (27 {28 [20[30 7311321333135} 306
FRECUENCIAJO {1 U [2F1]1jo0j0f2[2]1]0
INTERVALO 37138139 |40 |41 {42 |13 |44 |45 | 46 ] 17 | 48
FRECUENCIA|O |3 (2o jJo |4 |3 ]2]111]2}4
INTERVALO 49 150 | 51 | 52 [ 53] 51 |55 |56 |57 158 | 59 | 60

Tabla 1.6: . Frecutencia Promedio de Arribos por minito para: el-Segundo Modeclo.

Anilisis de los Arnbos al Slstemn II.

La informacién se trata de la 1 mwma forma que en la cccuon antc: xor, la '[":hla l (‘ muestra
la frecuencia promedio de arnhm por minuto para gste sistema..

Los*datos de la Tabla 1.6 permiten elaborar el lnstograma d
senta en la Flgura 4.3.°El pnmer paso es ol)tencr el pmmed de

frect ncia&,que se pre-
decir X

Ajuste de la Distribucién Muestral a'la f’a:

Se desea que los datos obtenidos hayan sido, lbniaﬂo den
se tendrd que realizar la prueba correspond lentc
Se tiene que: :

stribucion Poisson,

."'= 135 = /\2 :

En la Tabla 4.7 aparccen las probabilidades de 0, l,..,'l y 4 arribos en intervalos de un
minuto; en la cuarta colunma se da el valor ospma(ln de Trecuencias por intervalo, que se
obtiene multiplicando la probabitidacd correspondiente por el niimera total de intervalos; en
este caso 60. Para poder comparar, esta tabla también contiene en la segunda columna el
nimero de arribos ohservados en cada intervalo.
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Figara 4.3: Histograma de frecuericias de los ;w’rvrib_a:skal Sistema I

No. de Arribos | Frecuencia | Probabilidad | No. de Arribos
en Intervalos | Observada Esperados Q,-E)
de 1 min. o] P; E;

0 12 0.2592402606 15.554415 0.312236

1 24 0.3499743519 20.998461 1.189830

2 17 0.2362326875 14.173961 0.563462

3 05 0.106304 7094 06.378282 0.297832

4 02 0.0358778394 02.152670 0.010827

Lo 2=EX = Ta.574190

Tabla 4.7: Arribos abril 1993
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SREL MODELO I

Im lcsullmlos oh(l'n
por ello &

ll)n \

s A buena apoxi-

se rnnlzr’» coh la misma




CLO A APLICACION DI LOS MODELOS DE FSPERA.

Intervalos | Freenencia | Frecuencia | Frecuencia
o, Promedio Relativa | Acumulada Fy(r) 1 S0r) = Fy(r)
Seguiidos S(a)

0-9 13.0 0.19.4:351 0194381 0.201000 | 0.08966*
10-19 29.8 0321811 0516198 | 0.520613 | 0.00111
20-29 16.8 P 0.69762.1 0.67.11-13 | 0.02318
30-39 09.2 0706976 [ 0.778911 | 0.0130G
40-49 7.1 0.576889 | 0.849856 | 0.0270:8
50-59 0.2 0 G| 0.893036 | 0.02121
60-6Y 01.2 0. 5 0.930755 { 0.0011-
70-79 01.0 0.010799 0.9-1600-1 0.052975 | 0.00697
§0-89 01.4 0.015118 0961123 [ 0.963065 | 0.0069-1
90-99 01.0 0.010799 0071922 1 0.978312 | 0.00638

100-109 00.:1 0.00.1319 0.9 1 0.985271 | 0.00002
110-119 00.1 0.001319 0.930561 0.989993 | 0.0094:3
120-129 01.0 0.010794% 0.991360 | 0.99:3207 | 0.0018-1
130-139 0.4 0.00-£31Y 0.995630 | 0.4 37 | 0.00029
140-1-19 00.0 0.000000 0.995G30 § 0.99G367 | 0.00118
150-159 00.2 0.002159 0.997310 | 0.997872 | 0.0000:4
160-1GY 00.0 0.000000 0.997810 0.998555 | 0.00071
170-179 0.0 0.000000 0.997310 | 0.999013 [ 0.00117
130-189 00.2 0.00215Y 1.000000 | 0.999333 | 0.00066

‘Tabla 4.8: Datos correspondicntes a los servicios del segundo modelo
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Frecuencia esperada
Frecuencia observada
Nuamero de arribos por minuto

Figura 4.4: Comparaciin entre la distribucidn empivica y la distribuciin real. para los
i..arribos del Sistema 11,

-Smirmovies

: Ex{ la tab|

significancia”®
a=5%y B




para ésto se utilizardn los resultaclos de la mhwccmn
~8e calculam lo siguiente :

Con basc ala mfoumacnon rew-lada pm las ol)servaclonm s¢ hcne quc

Lo El ndmeto promedio de clictites ‘en cola. -
Wy El tiempo promedio gastado por un clicnte en’cola,
7 L TEl numero promedio de clientes en el sistenia.’
3 ‘V El tiempo promedio gastado por un clu-nto on ul sls'm

Ad 15 Arribos por; mlnulo. ;
L 2=23218  Servicios por minuto

I"de rafico

C3s
- 2.331833
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' TWo | L] ”»;.‘, I )

[
0.8075 ] 0.5982 | 11397 | 10290 ||

inen de resultados para’ c:lyl\hi(lelo .

Lo =MW = 1.35(0,5982) = 0.8075.clicntes

La Tabhla 4.9 resume esta. informacion.

4.3 ' Andlisis Comparativo Entre el Model I y el Mo-
delo II.
Se ha mencionado que el sistema que se forma en la biblioteca de la Facultad de Ciencias

sulrié madificaciones a principios de 1992, Alora se realizard un andlisis de las modifica-
ciones realizadas ¥ de las repetcuciones de éstas.



'conm en todo sistema. la nmdlf‘ acion (lé uuo'r_(lc los eleniente

.ob]ctl\o erala l)lhqur‘(la del material solicitado por Ins usuarios; y el-regist
dicho material.. En-el nuevo sistema se- modificé la disposicion del materia
i snstcma de computo, asi los usuarios buscan su propio m.neunl vl s«-rvnlor mucamcnte L

rcx,lstra ensu computa(lm'n la salida de este.

4.3.2: Repercucién de las Modificaciones al Sistema. .

Como s¢ menciond anteriormente. las madificaciones a uno de los elementos’de un sistema .+
produce alteraciones a los demis elementas, En este’ caso se modificd ¢l mecanismo de -

servicio ); predujo modificaciones e los arribos; como se puede ver-si'se compata la tasa
de arribos al Sistema [, Ay = 95arribus/minuto, con:la tasa de arribos al Sistema 11,
Az = 1.35arribos/minuto, los arribos se vicron madificados; llegan 70% miis usum:insralv
nuevo sistema que al anterior. e
2 Muy probablemente este aumento en los arribos. sea una consecuencia directa de
la rediiccion del tiempo promedio de espera (1), que se vié fuertemente alterada; en el
Sistema [ era_de 3.8701 min. micntras que, para el Sistema 1 es de 1.0290 min.; es decir,
se redujo en promedio el tienmipo de espera en el sistema en en 376.1%.
~-Ademds hablando de la~intesidad " de trifica, ol Sistema | tenfa una intensidad de’
= 0.9438, mientras que cl actual tiene p; = 0.581137; ¢s decir. la intensidad de trifico
se redujo en un 61.6%. Esto quicre decir que el conflicto que se presenta enla relacidn
demanda~servicio es 61.6% mas relajada en el Sistema 11, :
Se puede hablar también de la longitud promedio de la cola (1) que en el prlmer

sistema resultd de 3.6767 y en el segundlo sistema es de 1.3891; lo que mprcsenla un 264%.
de decrecimiento de la longitud promedio de la cola, o de la probabilidad de llognr al suslcm
lvnm 117es0. 41656_,7

es decir ahora es mds probable llegar al sistema y encontrarlo vacio, -

y encontrarlo vacio (mg); que en ¢l Sistema [ era 0.01:328 v parael

Estos resultados se resumen en la Tabla 4.10,

En términos generales se puede concluir que el nne\'o .slsLemn i nuicho mas

eficiente que el anterior.
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N Ty L W
094133 | 0.0123 3.6767 3.8701
0.5314 | 0.4183 1.3391 1.0200
SG1L6% | +315.1% | -261.6% | +376.1%

Madelo |
Maodelo {1

Tabla 4.10; 'Resumen de resultados de las comparaciones de Ios Modelo 1y 11 * Representa
el aumento o decremento porcentual de las modificaciones realizadas con respecto al Modelo

AL
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