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0.1 Introducción. 

El motivo de este trabajo, es una de )as actividades humnnas 1mis comunes pero también 
más desagradables, la espera. Se puede preguntar ¿Qué llc\'n a los homhrcs a tratar de 
entender estos fenómenos?, la respucta es que a.través del entendimiento se pueden encontrar 
métodos para reducirla. Piense por un momento cuanto tiempo pasa esperando en diversas 
colas (o lineas de espera) n lo largo del día: cspc.•rando en una calle t1·;rnsilada una luz 

verde¡ haciendo cola para cutral' a un estncimrnmicnto; esperando para tomar el desayuno¡ 
esperando para hacer una llamada telefónica, C'tcclcrn. La lista es inlcrminablc, pero lo 
que es seguro es que todas los días se tiene que esperar por algo. 

Las colas· y los sistemas de líneas de espera han sido objeto de investigación conside
rable desde la aparición del primer sistema. telefónico, además de los mocldos originados en 
biología y gen6tica, que han sido los ejemplos mñs claros de pl'occsos alrn.torios reales de 
estado de espacio discreto. 

En los atlas posteriores a la Segunda Guerra Mundial, los temas principales de la 

investigación <le operncioncs, (inventarios y control de producción), se vieron incrementados 
por el interés de esta nueva área. Se descubrió rápidamente que los moclclos ele rehabili
tación de sistemas complejos podían ser formulados en términos ele colas (descomposturas 

como arribos y reparaciones como servicios). Adem1is, estos dos aspectos lrnn producido un 

fuerte incremento en la literatura de prohlcnrns de optimización para nto<h•los particulares 
de colas. 

La simulación ele sistemas de computo y sistemas de transmisión de <la.tos, abrieron 
el camino, en los sesentas, a los estudios de colas caracterizadas por disciplinas de servicio 
complejas y crearon la necesidad de analizar sistl•mas inlcrconccta<los. El progl'eso en 

esta área fu~. rtlpidamente aplkado, (aplicílcionr.s rn la industria Ílleron arC'ptadas en los 

setentas). En el presente en la industria de computo, modelos de rr.dC's d<.' colas han 
resultadoºcomo paquetes de software para. las soluciones automñtica.-; dC' los problemas que 
se presentan en el diseño de nucvns computadoras y en la. cvaluacion e implementación de 
sistemas existentes. 

El ohjrt.ivo de este trabajo es In elaboración ele un texto que pcrmitn "I rnlcndimienlo 
y las nplicaciones dr. la teoría de línc>as ch~ espr,ra, la. disposición <le los lC'mas es la siguiente: 

En el Chpilulo 1 se clescl"ihc el campo de aplicación de Ja leorfo. y se establece la 
metodología para la elaboración de los modelos que dcscribt•n a los sislemas de líneas de 
espera. En el Capítulo 2 se clr.sarrolla. la. tPoría de procesos cstocá.sticos lll'ccsatfa para poder 
abordar la de Sistemas de linas de cspl'ra. se inicia. con la cldkián <1<' p1·orrsos f'stocásticos, 
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y de las cadenas de Milrkov discretas, se hace una. explicación <le los procesos de Poisson 
y se sigue ron las cadenas de Markov continuas, que generan los procc:;;os de nacimiento 
puro, los procesos puros ele m11C'rlc y los procesos de nacimiento y muerte; la definición de 
los procesos de reno\'ación permitirá describir a los fenómenos Poisson como uno ele estos. 

El Capítulo 3 describe la teoría de líneas de espera que es la que brinda los modelos 
matemáticos parrt poder describir las colas. Mientras que en el Capítulo 4 se elabora un 
ejemplo de aplicación de la teoría. El ejemplo es el fenómeno ele espera que se registra en 
la biblioteca ele la Facultad de Ciencias. Este fenómeno sufrió modificaciones a finales de 
1992 y se dispuso <lr informaci6n para la descripción del modelo que describía al sistema 
anterior y al posterior. Así, se dcscrihcn ambos y se realiza un análisis comparativo. 



Capítulo 1 

Revisión de los Fenómenos de 
Espera. 

1.1 Algunos Ejemplos. 

Se comenzará analiza11do algunos ejemplos de congestión. Esto servirá parn. ilust.r;u· el am

plio campo ch~ <tp1icilciones que cubre la teoría ele líneas de espera. así como para. inlroducir 
algunas ick•;¡s importnntcs. La drcunstancia coml111 a todos los sistemas c¡nr se van a con
siderar es el flujo de clientes que l'r.quicrcn un servido , habiendo cierta restricción en el 
servicio. Por ejemplo, los clientes pueden ser aviones solicitando permiso para. dt!spcgar, 
y la restricción en el servicio es qt1c en la pista solamente puede estar un avic)n. O bien 
los clientes pueden ser pacientes que llegan a. una clínica para consultar a un médico, la 
restricción en el servicio es el hecho de que sólo puede atenderse a un paciente a la vez. 

De hecho estos dos f'jemplos son casos de lo que se llamará cola, (o linc>a de r.!ipcra), con 

un sólo servidor. l1n c:'jcmplo de colas ron \'arios scn•iclorcs son las filns para comprar 
gasolina en una C!itación de servicio, o también las <¡uc se forman dí!lantr. de las cajas <le 
un supermercado. En estos casos la restricción consiste en que no pueden atenderse más 
de, m clientes simultáneamente. 

Algunos otros ejemplos ele sistema.;; en los que e"tá restringido r.l m'mwro ele los clientes 
que pueden ;1tenderst• .-;imult<ÍnC'amentc son los siguientes: 

~iJ Artículos que \'ílll sobre una banda transportadora y que clchcn c>mpararsc en caji\Sj 

b) rvlílc¡uinas que se pnrnn de clrn.ndo en cunndo y necesitan ser atrndidas por nn 

operador antes ele ponerlas de nuevo en marcha, y el operador sólo pur.clt" nt.endcr una 

máquina. a la \'ez; 
e) Algunos prohll'mas l'clacionaclos con ccntrRll'~ telefónicas; 

11 



12 CIÍPÍTULO l. RE\1/SIÓN DE LOSPENÓMBNOS DE ESPE,RA. 

d) Ar~ículos, (que se cntenclcrnn como clicntrs), que llegan a. t~~ cJCi>ai·t'a.mCn:t? -de 

prue~>a, y·-cl- ntímcl'o de eslos que puc-clcn tratarse a la vez, está lii.niiHcl~··Po~·~·c~ '_de~ los_. 
trabajadores-que hay en el departamento. , 

.:: En IOS cjCmjllos citados hasta ahora, la restricción en el servicio ~Onsistc en· que sola- 0 

mcn~e un número limitado de clientes pueden ser atendidos a la vez, y la congestión surge 
debido a que los clientes no atendidos deben formarse y cspernr su turno par~ ~ecibir el 
·ser.vicio. Algunas veces, sin cmhargo, la restricción consiste en que el srrvicio-sólo puctlc 
prestarse duran le algunos pcrimlos Hmitados, y en cslos puede o no existir límite al m'uncro 
de clientes que ¡mcdcn atenderse~ a In vez. Por cjl'mplo, si los clientes son los pcii.toncs que 
esperan poder c1·uzar una cal Ir. transitad.1, en un cr11cero sin co11trol, el srr\·icio sólo es dable 
cuando se produce un claro suficiente entre los automóviles que pasan¡ cuando esto ocurre, 

puede cruzar la calle (es decir, recibir el servicio); simultáneamente un gran mímcro de 

clientes. Si los clientes son automóviles esperando la luz vcrcle en un semáforo, o esperando 
poder cntrnr de una calle a uua avenida principal, el servicio Pstá rest.ringiclo tanto por la 
necesidad ele esperar un período libre como cspcrar c¡ttc los clientes que hayan llegado antes 
logren pasar. Esto es, se tiene una mezcla <le los dos tipos ele rcstrkción en el servicio. 
Otro·ejemplo es el de una cola de gcnlt.• espcrando un automóvil de alquiler; en este caso, el 
que un cliente pueda ser atendido en cuanto llegue depende ele c¡ue hayn o 110 automóviles 

desocupados en el sitio. 

Un tipo de aplicación, c!itrcdrnmentt.' relaciom\(lo con una cola de un sólo set·vidor se 
refiere al tamaño de los alnrnccncs. Supóng;u;r que los clicntrs de la descripción anterior son 

artículos colocados de cuando en cuando r.11 un ahnan~n. con la wstricción <le que sólo puede 
almacenarse un nl1mero limitado de artículos a la \'ez. El servicio a un clir.nt.c consiste en 
sacar un art.kulo del almacén parn ser usado. En <•sta aplicación. estaremos interesados en 
la relación entre el contenido máximo <le•) almacVn y nc¡ud t.•n que sr rnrr<' l'I riesgo de que 

este quede \•<icio en el momt.•nt.o <le~ un 1111e\"o pedido. 

1.2 Objetivos de la Investigación de la Congestión 

En los ejemplos ele la st.>cción nnlc!rior se presenta una congestión si hay sníidcntc irrcgu· 
)ariclnd en el sistema. Por ejemplo, en una cola con un sólo s<'n°idor1 :mpclngase ya sea que 
los clicnt(_•s lleguen en forma irregular o bien que hny una. demora aprrciable cn el tiempo 
necesario para alendcr a un clicmtc, o amhas cosíls. Entonct.'s, <ll.' \'CZ <'11 cuando habrá, 
al mismo 1.iempo, más de un cliente drmanclando un servicio; C'Oll cxccpdón de uno de 

ellos, tocios deberán formar cola y esperar su t uruo para. el servicio. y cutonrri; l'>C producirá 
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una congcStión~- Este sencillo hecho ilustra un importante principio gr.ncr'al; fo conges.tió11 
que ocurre en un sist.crn;1 depende cse11cialmcntc ele las irreg11/aricl;1cln<: en el mismo .V no 
solainenlc ele lrts propiccfadcs C'/J 1n·om('clio ele él. En cnpítnlos posteriores i-c cspCcificarán 

. estas, irrcguln.ridades en terminas matrmáticos. 
El objetivo práctico en líl im·estigación <le t111 sistema con congestión será gcncralmcnlc 

.corregirlo¡ modificándolo ele .1Jguna manera. Por ejemplo, la proporción ele llegadas _de 
clientes puede ser tan alta que se formen coln.<i grnmlr.s, con In consccnencia de que el 
tiempo de espera por cliente sea C'Xccsivo. o bien dicha frccncncia puede• ~c1· tan baja que las 
facilidades o medios de servicio l!stén sin tumrsc durnnte una gran parll! ele tir.mpo. En uno u 
otro caso una modificación dd sistC'llli\. podría ser convcnicnl.c. O quizil pnr<\a considerarse 
una reorganización radical del sistema. tal como una rcclucrión 1•11 el tic•mpo ele servicio 

mediante la nutomatización. D(' c1rnlqnier 111<1111•rn, es i"tl il pod<>r predecir la canticlacl de 
congestión que es posible que ocurra en d sist.rma mo<lific;1clo. Esto no solamente es 
necesario para indicnr cuál de lni> varias modifkacioncs es tal \'ez la 1m.•jor pat·a su estudio 
cxperimcnl a1, sino que en algunas aplicaciones, cspccif'lmclllí' en la indusl l'ia, es imposible 
probar expcrimrontalmentc la modificación antes cll' una <lccisión relativa a su intrnducción. 
En este caso, la decisión debe estar basada ya sen en algunas conjeturas o <'n una predicción 
teórica de lo que podría suceder al introducirse dicha modificación. 

Por ejemplo, suponga que los clientes son obreros c¡uc de vez C'll cuando necesitan afilar 
sus herramient.as en una máquina afihHlora. Sí'.' picrclP proclurrión mirnt.rns los obreros 
forman cola espernndo su turno en dicha máquina. No se necesita un análisis teórico para 
encontrar el monto de este tiempo perdido; puede dctermirrn1·sl'.' ele acuerdo con la frecuencia 
con que se necesita afilar las herramicnta!i, <'l liempo nwdio rcqnedclo ¡rnrn afilar una de ellas 
y otras propiedades del sistc111c'\.. Pero suponga qm• sr C'stíl conshlcrnn<lo la introducción de 
una segunda máquina de afililr. Una (h·cisión racional sobre su introducción elche depender 
en parte, ele 'evaluar la utiliclnd anual proveniente ele la producción adicimrnl debida a la 
reducción del tiempo perdido en las colas y compararla con el casio <Ir- compra. de la nueva 
máquina. Por supuesto. la proclncción adicional no pue<le mcdirsr rxpcrim<'nlalmente antes 
de decidir sobre la. nuf'va milquina. pero suden us;u·sc resultados teóricos para predecir lo 
que pasará, y se com¡>ru<'ba la prcdiccitin 111edianl<' cx¡wrinwntos <'11 pC'qt1ri1a f.'Rcala n~tes 
de entrar de lleno a la nplic<wión práctica. 

Existen diversas maneras dl' dl'scribir la. congestión¡ por f'jemplo. r.11 Íltnción ele, los· 
períodos libres y ocupados del sen·i<lor. Con el fin de predecir una o más tic estas can~~dad~ 
debe especificarse el sistema suficientemente, y esto generalmente signinC"a el claf: 

n) la pobli\ción o fuentf', esto se refirre i\ la. entidad de <lonclc e1~1a11an loi; ~lie~~~s~ 
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b) la _raul~ de llegadas. Esto se refiere tanto a lii frecuencia media ele llegada ele )os 
clientes corr~o al patrón csladísl ko de las llegadas, 

e) el mecanismo de servicio. Esto sr. l'Cficrc a cstnhlcccr cuándo rst.íÍ disponible el 
servicio, c11ántos clicnlcs pueden atenderse a In. vez y cuánto tiempo toma rl r)róporcionar 
el servicio. 

d) la disciplina de la cola. Esto se refiere al método por el cual se srlccciomi un cliente 
-pñra darle un servicio <le cnll"c todos los que espcrnn recibirlo. 

La descripción detallada ~e estos supuestos seá realizará en el Capít.ulo 3. 
Una vez dt'l'ICl'it.o d sistcnrn, se convicrtc en un problcmi\ matemático el predecir qúc 

es lo que sucederá. con este sistema. Por supuesto, cualquier descripción -del sistci:i~a en 
té1·miuos mat.errniticos inevitablcmenlr. simplificará en exceso la situaciOn práctica, en virtud., -
del uso que se hnrá de conceptos idl'ales. 

1.3 Medición de la Congestión. 
··,.,_ ,- . ':,;.- -.- ,:··,.· 

Consideremos ahora brevemente alguna." propiedallr.s de un sistema_ Clc e~f>'er~' <Íl-íc pl1e'clcn 
ser de interés pri\rtico y que sería deseable calcul<u: matcm4tica~entC';: >;.\.·}/j\: 

Existen t rci; propiedades de importancia: 

un cliente para recibir el servicio; 

b) la esperanza y la distribución del mimero· (le clif:?nl<:~.'.~;f::.~~:·si:~L'.~-~~:·:~~\m 
instante cualquiera; · 1::/· '~:;:~_;:,:-.: · ·-~:;< :;?}_'·· 

e) la: esperanza y )~ distribución -ele los-Peri~do-s.,-~-li~<,-1;~:~Cl::~~rii;~{~'í¿1~:~e~\~;.~d~~~: 
socupado. En colas con un sólo servidor se.cli~e 91~~ c~ffi.~cl~:~.c\~~i~~>Í;·é·rÍ~.~o· de-~ 
ocupación cuando un cliente llega al sistema .estandO Iib-fo' ~{sc.r~i-~101-':,y:- dur~. 
has la el siguiente instante en que no hay clicnt~ esPéi·a1ld~: Sci·\1 i"~ió 'f~( ~:Cr~id~Í-
está. desocupado. · -- ,·'. -- . ; . · :,:·,, . , 

Estas tres propiedades del sistema ele .csp~ra csi~n .~~.laci~~~~·~~ ~tti"~ma ;1i-~~·1crá. gcrle_.
ral, en cuanto a que las tres esperanzas tienden- a c~~cer .. a· mii<Jida.=.éi1ir. el~ si:dcn~~ es_t~ más 
congestionado, pero r.n una aplicación práctica particúlai-. ~o.cStará gcncritl1i1cí1tc inlercsa.do-
en las tres cantidades a la vez. · . 

Se define el tiempo en cola de un cliente como el LicmpO qur _pasa. clcsc!~ ·que entra 
en el sistema lrnsla el momento en que inicia su servicio, ·rniciitrns·qtÍe el t.fomp'o ele_ espc1·~ 
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se define como el ti~mpo ~esdc r¡uc c~tra en el sistc~a hasta ~tic .té;·mi~a su servicio. 
1~si, '.~1- i.ie~npc:-. e~~ .,csPcl·a_ cs· igu~I al liempO' de ~oln ~más el Li~.1.n¡ici· clc .. s<'rv!c:io.·: ~n este 

· traba.jo,-sC i1Sat'.á~1 ·rCSultados l'Ú. térmiños ·cle cualquier~ ·<1c las dcfinicionrs anteriores que 
s~a máS conycnientc. aunque till vez, por razones prácticas se tenga que t.rabajar con una 
sóla prt?pieclad. 

El tie1Tipo ·en cOla o el tiempo cié csp<'rñ. ele un cliente es ele intc-1·i·s cuanc!o existe 
i~~n. P_érclicln ccrinómica si se hace espC'rar "I clienlc- en la cola. Si la pél'tlida por unidad 
-dC rCiiaso ~s constante, sólo necesitamos considerar la media el<'- los LÍC'mpos ele cola o de 
espera. Los casos cn C]Ue la distribución, y no sólo su cspernnza, es ele interés aparecen 

cuan<lo un cliente puede abandonar el sistema si se le hace espcrnr cle111asiado tiempo, 
o cuarido lrny un castigo si la espera t•xcC<h~ a un cierto Liempo crítico. Por ejemplo, si 
los clientes consisten Pll lotes <le materi;1I que ha11 lli\sa<lo por una cla¡rn de proceso y 

están esperando u1rn segunda clnpa, purdc suced<~r qt1e los 1·ct rasos peqt1rilos no tengan 
consecuencias, pern los grandes retrnsos deterioren el prnclucto final. En mm situación de 
este tipo estaremos intcresnclos en la clistrihución del tiempo de cola. · 

El estudio del mímero de individuos c1ue esperan servicio es tic particular interés 
'cuando existe dificultad en el acomodo de los clientes mientras esperan. La tercera variable, 
es decir, la longitud el<' los períodos ele servicio, es probahk•menlc> la nwn.os ocupada en la 
práctica, pero en ocasiones se necesita, por 1ücmplo. cuando se concentra la atención en 
el mecanismo ele servicio y se desea que Jo.., periodos <le servicio líl.rgos ornrran con poca 

frecuencia. 
En algunos prolilrmas especiales purclc necrsit.arsc de olrns variables. ARÍ, en un pro· 

blema en el que los clientes se picl'dcn si llegan en un periodo de mucha c·ongesl.ión, podría 

estarse interesado en calcular propicdacles drl ní1mero de dientes perdidos. En general, en 
una RJ>iicación práctica, el objctirn clc•hc S<'I" la caract.crización de la cong<'st.icln mediante 
lti cantidad que tenga la interpretación práctica. más directa, y casi siempre esto se refiere 
a la cantidad rriás clirectamcnl<' reli\cionacla con los aspectos económicos del problema. 

1.4 La Investigación de los Sistemas de Espera. 

En este trabajo interesará espccíricament.<' rl ilSpecto matemi\tico de los ícnómcnos de es
pera. AU.n así, .<;e puede aprrciar c¡tu• r.I ntÍlllt'l"O ele combinaciones tlrl mccanismo ele llegada, 
del mecanismo <le !'lcrvicio y la disciplina ele li\ cola es muy grnntlP, y c¡uP no rs posible en 
un trabajo de extcnsicln limitada ir mi\s allá de algunas de la técnica:; míls importantes que 
se han usado para algunos de los modelos más comunes. Efccti\•amentc, c~isl.cn clisponibles 
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~~lualmci:itc SoluciOnrs 1rinlc1.11~ticas sólo para. las siL,~acioncs rclaLivanle11l<~ 01;\s simples. Si 
se dcScan ·reimlt.ndos·nup1éricos para un sistema complejo, estas dc_hcrán ohtr11c1~c mediante 
cxp~rimcntos por muestreo. . · · -

Resultará provechoso el situar el aspcct.a matcmát ico <le la mntCria_ ~n una ~c·r~pcc
tiva correcta mediante la rc\•isión de los pasos c¡ue pueden int.~rvcn_ii··cn nna_iuVCs~igaci~n 
práctica de 1m pl'Oblcma de líneas de• rspera, estos son: - ----

(i) una iúvcstigación preliminar·; -~-- - -.:: - _- _ ---~·:_ 

(ii) <lrtcrminación de las posibles modificaciones al si~tcma (a sin~p)~_:',-.-i-~t~j~: 
(iii) la obtención de la mayor cantidad ele datos¡ 

{iv) el cstl1t1io lletallado de los efectos de la modificación del s.islCh1aj -_ 

(v) formulación de una rt•cmncndación ¡miclka; 

(vi) una pmeha a pequ1iíl csc;ala <le la moclifi.cílción; 

(vii) la acción práctica completa. 

Por supuesto. este listado intenta ser sólo una guia general, y c:n· ~plic~ciones Pá.Í'ticu. 
lares pueden omitirse algunos pasos o quizá otros nrccsitcn ser .rC¡leliclos!· · 

Los pasos (i)-(vii) se dl'scrihcn l>rcvcmcnlc en scguidn. 

(i) Inve4igación prcliminnr 

Los pasos principales en este punto son 

a) en un sistema complejo, la conslrncción <le un diagrama de fluj~ ~~le los cli~~les '! 
.una lista ele los puntos en los que puede hahcr restricciones en el servido; 

b) la medición aproximada de las í1·ecucncias de )legada, lic111pos de servicio y .tiC!11POS. 

de cola en los principales puntos de congestión. 

Esto dará una idea gcncrnl de los principales puntos en los que ocurre _conges:tión, .o. -
en los que hn.~ servidores ociosos durante una. gran proporción del tit•mpo 

(ii} Determi'nacidn a simple vista ele las posibfos modificaciones. 

En teoría. usualmente habrá muchas maneras de modificar el sistema~ en .la. siguien~e 
sección se dnrá una lista de algunos de dichos camhio.o; que son a In \'<'?. 1>rnC'l.icabl~ y que 
pueden rnznnab1ctnt'nlc concludr a 1111 i\1\llWllto t.'11 la C'ficir-nria, esto <·s. S(' rstnbl~ccn los 
lineamientos gcnrt·alrs ele las i11vcstig;1cionl's clctallndM. 

(iii) Ob1end6n de nm,mr cantidad dr• rlalo ..... 

En esta etapa se estiman las propirdndcs estaclí.<;licas ele l<ts ll""ñ"iHlits y el tiempo de 
servicio con rl rlct.allt' s11ficic11t1• para ayudar Pll \,'\ !"elección t\1• un mo1lt•hi npropiac1o y 

poder a.signar valores numéricos a los par;imrlros clt•l mod1•\o. Así, en utrn rola simple con 
un sólo scn·irlor <'11 In q11c se so"Ju•chC" flllt.' !ns 1\rg.'ldns son co111¡1letamcntc al nzar, podría 
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ha.:iútr ~on obtener datos para estimar la fr('cucnda de llcgílclas, comprobar la alcíltoricclad 
de las llegada:;;, pn.ra- estimar la distribución de frccut>ncia clr• Jlcgaclmo, y parn cslimar la 
frecuenCia del tiempo ele servicio. Succ,Jt' comi'mmc11le c¡ue h1s llr.•ga<las :o;on alcat.orias en 

ciertos períodos limitados, pero el nt'1mrro de llegada<1 cambia sistemáticamente, cligamos en 
el curso del día. en estos ca~os deherán determinarse los cambios si temáticos. En sistemas 
más complejos. con posibilidad de que la frecuencia de llegadas y el timnpo de servicio 
dependan cid ntimcro ele clicnlcs en el sistl'mn, o donde haya sistemas de prioridad, será 
quizá necesario llevar un rcgist~·o dct<11lado del cornporl<1mir.nlo del sistrma. En toclos_Jos 
casos en que se requieran resultados cuantitativos confiablr.s es esr.ncial el usar los métodos 
de muestreo más adecuados. 

Además de las cantida<lcs que describen las llf'gadas, el tiempo el,• srrvido, etc., será 
generalmente covcniente medir la congcst.ión l'l'gistr.indo Jos tiempos dr. cola, o la <lis· 

. tribución del número ele clientes <'ll la cola: rstos p111~<len usarse para comprobar la aplica· 

bilidad de cualesquiera fórmulas que se prnpongan nsilr en la etapa (iv). 

(iv) los factores de /a modificación 

Aquí se tratará de prC"<lccir los ~fcdos del tipo dr modificación hajo consideración. 
Esto puede hacerse de l.i·es maneras: mrdianlc cxperimtmtRdón directa, generalmente u· 
sando un <lise1io factorial¡ 111cdi;1nle cálculos teóricos , y finalmente, m<'dianle 1111 estudio 
de simulación. Por lo general, la primera se descartará¡ por ejemplo, si el objeto de la 
investigación es decir si se justifica una modifir:ación costosa de un sistema, usualmente 
se excluil'á la experimentación <lir<.'cta. Tanto en un estudio teórico como en uno de si· 
mulación, se supondrá que algunos parámetros del sistema. por ejemplo, las frecuencias 
de llegada, no cambian después ch:> la modificación y, de esa manern, pn<"dcn obtenerse 
predicciones de algunas propiedades rclevant<:'s dd sbtcma mudifkmlo. Como se sugicfc 
en (iii}, fr<'cuentemeute será aconsejable si los tiempos teóricos ele.• c.:ola, eLc., del sistema -

- original concuerdan bien con la. observación. 

· A menudo resultará de efectividad la l'omhinación del análisis mat.rrÍlático· con la 
simulación, usando esta última, por ejemplo, para comprobar las supoSiciones hechas para 

simplificar d análisis matemático. 

( v) Form11/;1ció11 de 1w:omr11dncioucs prAct icas. 

Esto implint f'I sr.lt"ccio11ar <le cmtm las modificaciones practic;1hlí's rn (h·)'aqur.lla 

CJllC satifa.ga. alg1í11 criterio de favorahiliclad. Estr criterio p1wdc y:;lar <'Xpresado ya .sea 
soliU11l"ntc en términos de cosl.o. o bien r¡ur deba rr.dnc-ir:w al mínimo 1111 cost.o Sujeto.ª 
alguna condición, como que /a pl'Obahilidad d<• qu" <•11 i<'111po d1• l•sprra de• un c-lk•Íi!.c cxcrcla1 
digamos w0 , no sea mayor que a 0• por l'j('mplo. En gr11cral, los nil<'tfos clr optimización, 
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de cu~quier tipo que sean, se sujct.an a 1111 examen crítico. 

(vi) Pr11~bft. en pCquña escala 

E1f·cuanto Sea J>osiblc, es- muy aconsejable un-a. prueba en pcc1uelia csC'ala <le la moclifi

cac!ón_es prc_>puc~tas en (v). Esto tiene por objeto drscubrir cualesquiera tropiezos prácticos 
q-UC-lúLJan sido p-3sados por nito en el análisis teórico, y el comprobar que las predicciones 
teóricas hechas en (i") sean razonablcmrnlc prrcisai;, Es con\•cni<'nlr. C'Íce"tuar observaciones 

su~cicntementc detalladas para poder int.crprctnr cualquier cliscrcpílltcitt entre, digamos, los 

tiempos de cola observados y los predichos en (iv). Una discrepancia sería entre el compor

tamiento teórico y el observado puede deberse bien sea a un análisis teórico o estudio de 
simulación innclecuado, donde quizá. se ha ignorado algim efecto importante>, o a un cambio 
en los parámetros del sistema que se supusieron constantes en el aru\Jisis tr.órir.o. 

Así, p11cclc suceder, por razones njenas o no a la modificación, que la frecuencia ele 
llegadas durante> la prueba en pec¡ue1ia escala es notablemente clifercntc de la del período 
inicial (i) y (iii). 

(\•ii) Acción práctic~1 completa. 

El paso final es la introducción a toda escala clcl nuevo sistema. Es aconsejable la 
observación ele vez en cuando del sistema modificado. 

1.5 La Modificación de Sistemas de Espera. 

En muchas aplicaciom"s prácticas, los_ tipos dC' cambio en el sistema que son factibles y 
que pueden traer \'cnl ajas prácticas 8erán bastante claros. Sin cmbMgo, a vrces es útil el 
disponer de una lista de las moclificacionr.s más comunes, que se darán a continuación. 

En un sistema complejo en el que cada individuo pasa cada vez por varios puntos 
donde hay una cola, puede ser posible el reorganizar la pauta de flujo. Sin embargo, si se 
trata de una sola cola, las modificaciones pueden hacerse a las llegadas, al mecanismo de 
servicio y a la disciplina de la cola. 

(i) l\fodificacioncs a las llegadas. 

a) modificar la frecuencia media total ele llegadas, por ejemplo. mediante la 
exclusión de algunos clientes parad servicio¡ 

b) controlar los tiempos de llegada de los clientes individuales con un ·sistema 
de citas, usualmente diseñado para pro~lucir _llegadas rcgul~re;;; 
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e) ém[lal'ejar las va~i·~iori<is ~iSt.cm~Íicá.'Í'~n el llú.mer~- (!C IICga'.~~~~,.L~~t-~rÍd~; de 

~egl1rn_r un n~d~Jnáá 1_1_nií~rme: <_le clien.tcs _er(~_l 'dí~}' Si!,-._~c;ri~~qlar )o-s--u~-~Pos' 
de llegada. de los cliCntcs individuales¡ · - . · · . 

dJ _.~~~e~_i~r 1~ ~Os~·:· de 1~~~c~~ 'qu~ !O~ ·c1~~n_t~~:~c-_~;i~irn~~-~-4·_~_e·_:4~-~~li;~tc~---~~ra 
entra-r e_n-la ~ofa~ dej)~-nclicnd~' d~t m'lincrc; cl~.-cli_~ntC.~ ·c¡,-Í~-y~_Q~t,in .e~· ~lla. _ 

-~-~-- _(ú) ~''f~;¡¡¡,~~~iói_1 ~-r::ne~~\1;~;~~:-,1~ ~~-~~~'ic_i~.:. __ 

Se pu<.'de:-

a-J r~clucir_ el li~m¡)o medio ele servicio¡ 

bJ Í'~cl~1cir;el c~~fidentc ele variación del ticmpa·cJc 

e) haccr-arrcgÍos para que los tiempos de scr\·icio·-~c- --i~_d~;z·~~~ -dllrit~ltt{.105~ 
períodos de congestión mayor que li\ promedio; 

d) cambiar la capacidad clC'I sistema proporcionando más l'icrVidorcs¡ 

e) ha~er arreglos para <JUC In. capaciclacl aumente tcmÍ~~ral;i~rir~tefi.;i~·~:~~~ cuan~ 
~o se observe una congestión alta, o cuando se ~speí-~ .qu~' .Ú~gtÍ~Ú 1~á.~ cli~ntcs 
del número promedio¡ .· - ·· . ' -

f) aumentar la disponibilidad de l~s es!·ªci<!n~ ~~.~.e~yi_~:~~,1~:!~1"!:.~;~~~r-1q.JI:.~111~.dio, 
o haciendo que sra más factible la clisPonibi~idad del ~:~~Vid~ ~~~.1i~J.o·h~.Y clientes 
presentes. 

(iii) J\fodificaci~n de la discip/~1~a de.Ja.'_co/R .... 

Intentar: 

a} dar- pr-ioiidad, -pr~~o.ncÍ~r~nt~~~-0 i1~~~r'~p-~-ridc~~llté~~:·~~i~~-~t:~s º~i_!J:1í~~:tn·n~íCs" ,--- -
esto es 

0

a aquellos para los ,Cjúe el costo'de esprra'f>or ~mid~c(~le tif.
0

111po ~<;salto¡ 
b} _ciar pr~orid~d--.ª i9s dientes ~.~1yo~·; Úe~1pos -J'~:··scr;icio .~~ c~·J;C'ra. ~~1·c sean 
cortos; 

e} introd~dr un _'SistCma -~n el que la disciPlinR-.. cle · 1a. coln:llo ·es "primero en 

llcgar~pri~~ro_ en ser. scn•Ído" .algún· artificio <1uc ase'gurc: la reducció~. de la 
probahiliclad el~.· LicnÍ·t~os largos de cola¡ 

d) en una cola con \·arios Sl'l'l'idorcs, moclitkar la t·cgla mécliaulc la cual se 

asignan los. client~s a los scrviclorC'S. Exist.<.•11. \'ariils nHl.tl.crn~ de lograr r.slo. 

19 
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Capítulo 2 

Algunos Procesos Estocásticos de 
Interés 

2.1 Procesos Estocásticos 

Un ¡1roceso r.>:/nrñsticn es U1H1 familia ele \'nriahles aleatorias X,, clon<lt! I rs itn parámetro 
que corl'e sobre un conjuto ele ÍIHliccs T. C'omunmcnlc el índice t corn.•sponde a unidades 

discretas del tiempo, y el conjunto de írnliccs es 7' = {0, l,2,··~). En rstc caso, Xt 

podría tcprcscntar los resultados de los lanr.amicntos sucesivos ele unn moneda, el n1'1mero 

de pcrsonM en una ~mla cincmatog1·á!ica como función del tiempo. l<1 posición de una 
partícula en 1111 espacio específico, también como fttnc-ió11 del tiempo o rl 111Ímf"ro ele personas 

en una cola esperando un servicio en determinado momento. Los procesos cstocfuiticos 

para los cuélles d conj1111to Tes de la forma T = [O.oo) son part.icular11w11tc impo1'lanll'S 

en sus aplicaciones. :\qui l frc>c11c>ntl'mcntr rcprc:•a:nta al tiempo~ pt•ro l ambién puede 
representar cualquier otro parr\nwlro. por ejemplo, t plJC'de representar la distancia a un 

origen arbitrario y S, ser d m'imcro de nrticulos defectuosos en el inlrrvnlo (O,Tl o el 

mímero <ll'" auto.sen d mismo int.crvalo a lo lé\rgo dl" 1111a autopista. 
Los /JJYJcc:ons cslnrrísticns se clm;ifican por su e.<>par.io de cslatlos, o d rango ele valores 

posibles qur toma la Víll'Íablc aleatoria X,. r.n im conjunto ele índice-; T y la relación de 

dependencia. que existe entre las \•ariahlcs alea.lol'ia.~ X 1• Lo"' prnccsos rs!ocr\s.t.icos que se 
estudiarán en este trabajo y sus cnracteristÍC'as serán descritos a lo lai·go <le <'Sle_capítulo. 

21 
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2.2 Cadenas de Markov Discretas 

Uri-poceso tlc l\fnrkoti {.\'1} CS-1111 prorrso cstocílstico C"Oll )a sig11ic11lC' propiedad; dado el 

val~r de .\"ri los vnlOl'C5 de Xt para,, > f 110 cstft11 Íllflll<"llciil<(OS JlOI' los \•nlorrs .\"u para U < f. 
Es décii:; In prohahilidc1cl ele cualquier comporlnmiento futuro dd prncC'so. cnnmlo el estado 

prc~eilte,· Cs CcinOcido. no es altcraclo por el conocimiento adicional ch• su comportamicnta: 
pasl_l~o., Una rndenn rlc Alarkou discrrla es un proceso ele 1\larkov cuyo espacio de_ cst_ac!os 

· cs·\iil ccil1jtúlfo finitO o C'onlnblc y-_cuyo conjunto dl• indices T =(O, 1;2. ··:).En términos 

formales In propiedad de ~larkm· es: 

Pf{X;,+t =j/Xu=io,X1 =i1 ..... x.~, =i.-i..\',,_=i)_.= Pr{X~·+i=j/X,,=i) (2.1) 

··para. todos· los p1~11tOs i1 y todos los cstacl~s ·_ ; 0 ;·;¡: ... ~l;1 ~~, i~J~

E~ Conveniente r.i.iquciar el ~spac!o clr. ,cstacl~~s d~ :una ~ndena <le l\l~rkov como ·e¡ 
conjunto de r.nleros no-ncgath•os {O, 1, 2~ · • ·) y írr.rn"ntC~i1c11LC-sc d~~c <1t1~~ .1[11:.se_c~cucnti·a. 
en el ~Slado i ~uani.lo .. \·,,· = i ·:· '>-- ·. ·:- ., -·_: .- · 

- t~ prolli\l?ilidad de que' .. X'n+t· Sé.cnótentrc en el .r.t;ta(io j dnélo c1iu.• ~'<11· eslá _Cn el estado 

i es llam·ada-¡lrob;,bili~ltt~I ele l1~11sicfrj11 tic 1111-1mSo y •·s·dcnotada con10 P¡y•+i. Es cledr, 

(2.2) 

Esta not.Clción enfatiza e1 hecho de que en gcn"ral las probahiliclml<'s ele.• transición son 

funcionCs qué dcpcnd<~n no 1lnicamcnt.c ele los estados iniciales y final<':>. ~ino c¡ue lnmhi~n 

d~pcnd.c~1· <lel tiempo d_<' lrn11skió11. Cuando las prolrnhilidndr.s dt! transición de un paso 
5QJ}-jJ\4:lii¡}r.tülicnt.cs ch•I tiempo H. Sl' dice qnr. li1 cculr1ta de ~larkm· __ lit!llC JHn!m_bil(d(!dCf __ 4_~ 
ÚmMicid11 rslnrio11nrin::;. Dado que todas las caclenns d<• l\1nrko\' <(ltr. 11s~n·1110Íi t.iencn p1:~ • .' 
babilidndes de transición estacionarias. la discusión <'si.ar;\ limitada íl rsl<' rns_o. E1~~onces 

P¡'j·n+l = P¡; qu~ es indrprndicntc clr. 11 y P;J es la prolrnbilidad co1Úlicional de <1uc el est~~o 

vaya de i aj en un paso. Una notación com'<.•nicnlc para rcpr('scnt.ar las proh_;~bilidacles, de 

tl'émsición rs I<' fomrn malricinl. 
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,:p.,· ;.p.; •.· PD.1 • 
:··pu~. P12 P13 
P21·· P22 :p23' 

• --· .. ·::: _;;~:~-:'·-.->~~'.-~"e;=---~-

23 

y para reícl'irse a Ja m;;triz de Mark~v P:= (Pdf ~e J1~r1'com~/a ri~n/;·i= 1/~pmbnbi/idnd de 

tmnsic'ió~ del proécso: _ .. ':'.'_ · · ~-<· .. :. :-.' ... _····'.~ 
El i-+ 1-ésimo ~cngl?n de P-_es· l·a·cli_s~1:ibi1~.ió;1:':de:·~os :\'.~·~_?1·~/clc_·_~Y:ñ~id·a~.liti~:~~~dición 

Xn = i. -~¡ ~l nl1mcro de.estados ~s . .-fh1_i~c{_P~:~.~-.i1ri~~-!'1ia~~-¡~_,c1~¡_t~lr~~~ filiH::t. cufó or·d~n es=· 
igual al 111'uncro ~le estados. Al scr·f;j-~1-~~ 'pf~~-1abi~~~c(s.~ti~,fa~c: ·.;·: - -- · 

""~ 

fo~ o . -, ~' :· ~ :.~·~i-. ; . 
~· .. >::. ·. :; ;-~_<:-~~. -·: :·.·;·:.:-
- 'X; - • :.~·.t.· 
<-~L-Af~ __ i ;,;···" ~·.-·. _ _. 
: ·¡=o '~·.~ ·- ,:-.-~~< "-·,,- --·- ..,-

La c_Oncl_ici.ón -~ 2.·~_) _, e~~--~7~~ :~r:;·1~~~fi~--.~~:-Qu~:~,~fg.1Í_~~' (~~-'~Sj~Í~.i1C~:~,~~~un:1_1~: ._e~:~~ac~~ 
evento; (por Convenicnci~, se- .dice :~i:íl~é-·'.ltlii;-l~:i{~¡~¡6h·:·.¡~;;·:oc:1~·1F10"''~~;~;¡1·1~;-e(~t~~io, per~ · 
manezc'a sin l"ambio~) · :':1i: · .:·;?.( :" 

Un proi:_es?.cle f\~ar~~v est~ C?íl~p~e~~~~~t~--~~~i~iil~ ;1;~.,~- ~~:~~1_li.e_S'íi>n-~!:r¡z· ~~ tra~s.iCi6~ 
de probabilidad y su estado .inicial •X,i'.(o, In <listriGuci6ri d~';¡;roh~bili;I~·;¡ de ·x;,¡ 'están 

CS_?.,~ci~~~d-~. _ ----~--·--- .. _ .. _ -~ -:"-;-' _ ~ ~~7--=--;----=-o-~--. 0.-.;,~:=-.;.<c/~.J..¿_~F~:_:~-oj:-~o~T(·o,=---0- ::·;:'.- '._--=;,-;f: ·-;-o~~-;-, -_o;--o-:--

. Sea Pr{.\'o = ir= ji¡.' Es_sufidc>_nt(' co~ ñi·O_st.rnr;~oiÚó, ~c.O'Cali:ul~n".Jii .~ant.idades 

,<- .• ·-.:<· > , :·~ ->-, ·'.-.:~,' _.; ~:.:.:_;. :;:~'.:·-: '".:\:" ·::_: __ : .. ~· 
~-r{.l\_o _.= I~, ~\'. ~ = -~¡, .l\2_,~ '·-~~-~:.-·~·-_!:~\!'. ~--~11} ·:'.'. . (2.5) 

ya que las ¡ll'ohabiliclades :.\{j1t·· • • .-.':jk•l'ª"."11~·<·:~ ._,>.~ }k-, ·~~ic<!~~ 'sc;~·~',¡~;~i<jas; ~le ac~erclO 
con el ·a~ioma ~e prohabiJiclad ~atal. ~um~Íl~l~·~4S t~i~1~itj'~~:~1c·1A·ro~1_i~a (2.:J).:·:. 

Por la clr.fü~ición ele probahiliciad con~lici~;rnl ~~-·1.ie1~~: , . , ·' . 
.. . ·: ', 

Pr{X0 = io, ~'<1 = f 1·, .y~·= i2, .-. · ·~ ·~\',. ~~ i~,} ~ 
Pr{Xo = iu .• \'1 = i., · .. ,·Xn-1 =·~n-d (2.6) 

X Pr{.\"11 = i,./.\u = io,X1 = ii~··· · X11-.1 ·:= Í11-1} 
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(2.7) 

. (2.8) 

~~'í>cci~:.~~l~¿: .~~n~::~cz:.·~~ic ·t~: pr~~ahi~~~ 
d.ad~,-.·.y.; ~n ·:~~te 'S~lí_lici~. :~1 ·.'P~o~e~ti esi.~ 

antcriOl:r.s·111ueSt.raJ1.:c1uC~"(:~.l) '._<"~ ~quiv~f~~tc á:: 

Pr{X11+1 = Í1t • • • i Xn+m == im°Í .1'0::;;.;if;~_-.;_:·~}~~~·fb~j¡; }--~:::.~.· . 
= Pr{XnH =j,, ... ,Xn+m·=Jm/Xn·.=in} (2.9) 

para los puntos n. m y todos los r,sta<los i 01 •••• in.ji. ..• ,j,,,. 

2.2.1 Matrices de Probabilidad de 'fransición de Una Cadena 
de Markov 

Una cadcnR. dé' Markm· ~stñ complelamr.nle definida por su matriz de trnnsidón de proba
bilidad de un paso y la <listrihución del rst.ndo cid lH'oc~o en d tiempo O. F.I anñlisis ele una. 
cadena ele Mn1·kov consiste básic;1mcnt<" t•n <'l ríllcnlo dt• las probilhíli<ladC's de las posihJes 
relaciones de los procesos. Los cálculos que inlerc~an principalmente ~011 las matrices dt• 

probabilidad de transición de n·pa!iOS pCn) = (P;~">). Aquí Pg') denoté\ la probabilidad del 

proceso csl"nclo l"I\ ~,¡ <•staclo i vaya ni c>stado j en n t1·ansiciours. Fornrnlmrnlc. scrfo: 
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(2.10) 

~- observe que se e~-tá tn~bnj~nclo _únicam~~t_l...:-;~ll 1~11--~~º~.cso que tiene probabilidades 
de.transición estncionarias;clc otra forma el Jádo ~zc¡uicrdO.d~_( 2.10) dependería también 
&~ . 

La propiedad ele ~:larkov permite expr~sar ( 2.:10) rn- lérmi1l~s de (P¡j) como se n:iurstra 
en el siguiente tcoremn. 

Te"orenrn 2.1 La5. probabilidaclcs de i~~-~-~~-~I~!~-~~:-J1~ _!1.~~~~~:-_-¡¡c' una- ~~~~cna ele· l\tarko\' 
satisfacen 

donde se drfi ne 

, ; --, - -~: ::~· .. -:.~;- . -- >,. -... 

P;~"1 ~· f ?;.;t¡-1)~· 
k=D.': •. -

Si· t:~·I ~~.: 
siJij 

(2.11) 

De la l~~¡~'cl~ 11~-~ft.-i~~~\~ -j~~~ñ~~~---¡~;:{~)~:ci:~~~'(':,~:::i{j-%~:~ri~·"'.(~:'r¿~~~:~ula el~ ffi~ltiplÍ~ 
cación de mátrices, m1to-~cs P1111 =~·p x· Pn-Í ~:E il'~i·ancl~-.~~l~:·.ró1·ril¡;la;·se'.·ohtic11e: 

~{ni= P x·P x.P x ··":.~·;-t·¡;~·~:;·-. (2.12) 

e~ .. c:>iras-·~~-1~:1;~~~·-:· l"as-p~~bahi 1-i~1adc~: -d~~¡-;ª"~{~¡ón=.~i~·-:,,~~~~;~~~;Ph~' sii;~ 1as ·cnh~~~as e·n··~- -~ 
la matriz P> :·~ __ decir !a ~1-ésimn pOte1i~i~ d~::~· ·. ·::· ·<-.... -·- :.-.... ··}-·.: ..'.: . ~ 

J?e~.º~~ración: ~a <lcm~stració.ir pr~r,~clC!, .~"ia ~,,;ñl_isi·~<cl". .. ~:~·an:;;i~_ión_._ ~I~ u1~ pas~, 
sei;~1idá de tidwopjé~lacl ele ~l~_l'lm''.-· ·El :e\•C.nto-~Jé·h~'<!~f rRl.Rcl~. (al c.~~~ulo J. ~n ,,· iZ.a1!~icioncs 
pt~-~dc ~er fealiZac!O dr _formas. c_le~~n.nin~~l.a.s~)_f'. a ~1.~~in:.~~~~d,~: .illte,i~mc~lio ~·. (l· =O,~·, 2 .. ~), 
en la prime;·a 't.ransición ·e ir del C"~t.ado·~~ al ·e;t:adci J cll IRs 1:~stanl~ (n - 1) transiciones. 

Dada 1~:· própir.cla<Í-. de M~rk~:~, I~ 'p"l·oh~i~ili~l-~/d~)-~ se~;ind~»t.ranR.ici<in -~s Plj~:t) y· la de 

fa primCrn P_u ... Si se n~a ,la-l~y c1r: 1>~·oll~~>~~ic~ii<( Lot~·I s~··i.irnc~: 
·" -.-.. 

Pr{.'.'. ~J¡x¿~ 

f ~i·{Xn= j,X, = k/Xo = i} 
_ k=O ·. ' 
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f: Pr{X1 ~ k(.i,o = i)P;·{X,. .;j/Xo = i,X1 = ¡.¡ 
·k=O . . -

Si la. p~obahi.li:9~<1 ~_l_c. los· ~r~ie'S'Os ·~taii40 i~-~.C.ial.1~~.llt~ Cii ~~ ~-~¡-a·c1·0 j_'~s· ~i-~··~. d,e~~r, 
la funci~n de dist~:bución._~~~Xo_~~-~Pr{ .. ~o- =:_ ,f} -:=-~1'i' ~n~.~l1c;~ ~a."Jl_~·~l_J~h~.li.cl~d-.~~l-p~Q~Cs~ 
_estando en ~I estad~ k en el tiem·t;o n es~ - .,,. . - .. -"~.-. =-·- "' - '-.--

¡1('.'1 = f p;PJ;1 = Pr(X,. = k}. (2.13) 
j=O 

2.2.2 Un Modelo de Líneas de Espera Como Cadena de Markov 

Los client.t•s llcgnn a tomar un servicio y loman su lugar en unn líncn clC' rspcra. Duranté un 
determinado período <le tiempo, una dirntr. es srrvido, suponh•uclo cp1r <1l 111cnos un cliente 
está presente. Si no hay clientes esperando el scn·icio, entonces, durnnk este período no 
ha.y servicioR. Durante el período de servicios nue\'os clirnlcs pueden llegar a to111a1· su lugar 
en la línea ele espera. Supóngase que el mímero real de clientes que Uegan en el n·ésimo 
periodo es uní\. variable aleatoria. {n cuya distribución clepcncle del pedodo y el'tt.á dacia. Por: 

Pr{~· clientes llegan en el periodo de servicio}= P1·{{n = ~·} =«'k 

para. ~~ = O, 1, · · · donde ªk '2:. O y L~o "k = 1. . < , 
También se supo.ne que {i, {·z, .. · son variables alentorias in<lcpcnd.i~~1t.~s~- Ei-~t~~.~ del,, 

sistcma __ al inicio __ cj~-,-C'.il:~_a_per~?d_o __ se cle_~ne c~1~~ ~l 11i'11nero de clieute.s c~1 la J(n~~,i~p~r~;.1~0 
por uri servicio. Si el .csta¡l·o--Pl'.is~nt~ Cs i~ e01.01trr.s (ICSfitiéS 'dC-1iit-ffoi:íorlO~ch~·si'a_do~·~1?:-'--

.
·. {··.i-1+€.sii?!I, 

J = ·€· si i dó (2,14) 

donde .é es .~el ~-t~i~1~r~··.:c1e· .cl.i·~~1~~ q~~:~ _ ha.~1 llc·g~.c,o · 11'.i.<·«·~~~·~.~. ~'~.:.·~_li~;~Í.~ _·¡:~:~:~.t~~.~l.i~l?i.:¡.:~~11 
términos de.: las>~~~t·!~l?_lcs ·:·~lcat~r~a~ ·.d_~I r"f~ct>so, ~e· ·pu~·rl~.~c~·1~r~sa1;.~:J::· .. ~_.r1) .: f?.~~1~lnlc~1t~ ... 
como: 

X.+1 =(X,. - i)+ .+€.,; 
' .·.·, ·, ·,· '':' 

donde 1:'~.·= m·a':r{Y,O}. J?ado.( 2.14), la matriz de l?~·obE_lbilic!ácl clC.t1:an.~.ición·Se c~l.ci1la, 
y se obtiene: 
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., 
"' .a, a3 a., 

"' <Ji ·a3 (l,j 

_(lo "' ._ú2·-- ª• o -~"º a1:. «1·-

o " o ªº '-n12 

·Es int.uiti~a~Ucnté dar'o ql~~.:;~( ~r.il-~\~.er_o __ e~~~-ra~!r<d~.'f~_ic1it~s: nu~vo!-1,º E~O kn1" que 
~rrihnn durante' c_l_ pc;r~~~~ '~I~ ·s_~-ivi~i~;'~xC~-~;. _i::~~~-º-~:~~lO~~~-'i _<;~~-el paso -~el tiempo~. Ja. 
longitud dl• la _li1~cn. 0de c~p~·l:~ -~i-~:~c~, ~_i\1·}~0i.~e~~~:·-,P~(~.l~? ~~:~)~,,~~):;:;~ kl11.: «_ l •.. e~~onc~s 
la longitud ·dc· I~ li~c~--clC ~i~C1~i(-a1Cfi1~za.-.l~n c¡1u~!ihri_~---~t~disÚco _quC "cs __ !lcscrito por la 
clistrihución Úmitc: - ' ' ·.- ,, ' ... - - - -, --

parn.k=O~l~···· 

donde, Ebo 7r1.: = L. Las c<intid<ldes -impor~8.ntcs qué' tienen que·-.;~-1' ~~ctC'm;f1l~c!~ -poi·-este 

modelo, incluyendo a 1as fracciones de largo~ períodos ele tiempo ~n qlle lo~ srrvi.doi·cs Cst.án 

desocupados, dadn por E~0(1 + k)Jr,., 

2.2.3 Comportamiento Límite de las Cadenas de Markov 

Supongasc que una. nrntriz de prollélbilitlad ele t.1·a11skión P = {P¡j) que tit•ne un número 

finito de estados {O, 1. · · ·. N} tienr 1a propiedad de que, cuando es rlrvacla a una cierta 

potencia J.-. la mat.riz pk tiene todas las ent.rndns l'slrktanwntc posilÍ\'ñS. La cadena de 
Markov quf" es dt'f'inicla por es1a matriz, rs ll<Hlli\da rrg11/nr. El hrcho 1rn\¡.¡ importante de es
tas cadenas ele Markov rcg:ularrs. es la existencia de una tlislrib11ció11 1it t'l'Olmbilidad límite 

rr = (11'0 , rr 1 , • • ·, if'N) <lande 11'j >O para j =O, l, · · ·• N y 'E; rr; = l y <'sin. distribución es 

independiente del esta.do inicial. formalmcntc,pal'a una matriz. dP. prolrnhilidad ele tran

sición regular P = (Pí;) ~!' Licnc la siguiente conVC'rgcncin: 

parn j = 0, 1. · · ·• N, 

o en términos de Ja cadC'na ele hfarkm· {.\'11 }, 

J!m Pr{.\',, = j/Xo = i) = rr; >O j =O, l,···.N. 
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ser de la forma,. rr; 

ecuación 

y 

(2.20) 
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2;2:4 Intérp~etación de la DistribÚción Límite 

-D~a una. m~tri~- ~)-~ l1~\ilsiC,~&n regular P para t~n proceso ele Mal'k~-\' {Xn.} ·con N+~ csta~os 
O, 1, • :;_ ~ N 'SC tic'llC1d<úi siguientes ccuRciones lineales. laS c~ales dcbcl1 _ser resueltas·. 

N 
'Ir'¡=. L 7r1,;P1,;¡ para i =O, l, -,·· ,N 

k=O 

l~_ interPrét.ádón prii~ci1lal:·d_c la_ s~IuCJc?n (~0, n- 1 ~~-·~ ir,J)·~~s Iá·-~lcl líri;ite.-clC._ ln\Í¡Sl.dhució.n 
' . -- - .-, -· - .. -·-··:- .····'".- -~.- _- _·- . :-' ) . ., .- ._;_ : . .·.,,:_·..: ·. _; ; _. - ·- ·-:.' - .. '.: ,:·., ' ( :.: ' ·.: . , 

Es decir; ,;~~pii;t;1ci),,c.~~~roé~,(lhaéstad.~cn.b¡;r,.2;~,, ·1;oru!1'1~ig~pcrimlo de.tiempo, 
la prol~nbfn¡1acl-;1~ r:1coJ;i.~Rr et"p~r~cc.•s~ c-i1 d estado j t~s "'rrj; i;1c1,-~¡;~~úli~;~lf'n;<'~1Í.c cl~l estado 
inici~I.'-, -: :_ -.,:-,::--. :, ·,,:., ·-.'·,"·· .. -.-. -·: ·. ·--., -·· --:,;· _;_ ,_--: ,,. .. ·_ .. '---:., ·- .. '.--". . . 

·E~ist~ .·ull~.:~~g11-i~~,a·i~1t~rí>.l·~l~Ción-~IC'iit. clis~~·ibÍtci~n .-~¡Jlíite-·rr .. ~.' (7ro, 7r1, • • ·, 7rN), que 
·juega·· u'u · ·pape_I ~ 1háS: !mpó'1:_l.ánlC 'c1i· ·múchos rriCJ4elo"·.< Se· "qicC é1Ue·. 7r/_t.i\mbién expresa la 

~rnc~i6ñ q~~dia ~~1« ti~·~_lfi~~· Ci~ q~1e CI ·p~dce:~~::-{_·X1~}.CSt:~':c1l el cst"acl6 / c~mndo n --+ oo. 
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donde 

acuc[d¿ con:' 
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. ·.:»~. -. ': .. ·>; ~- :,-.. 

bchÍ<_Ío ~-¡{ti~·::~fJ¡;~~:~~-~!~~~ .=::>i;1_ ~a:-f¡·a~ción .n~r.dia. 'del q('llll~º ~1_1-·ri. qu_e el proceso 
pasa e_n_cl· est~clO:J.~S~. ·:;~':'.. - - -- . , 

·. -.1~~~ [~t~'iFk~;Í1x. ~¡]. =~i~é~ ~-P;~1 = ~;; 

2.3 · P~Óées~s Poisson 
-_.-.-, --:___ "" '· - - _- - ,,--,: ;-:. ··_ 

El compo~Lamicnlo Poisson es un fenómeno prcva)et'Í<'nlr en )<1~;1al~_1rRJ;•7.R--;,.' la di8lribución 
Poisson una clr. las mils mnnejables y titile~. 

2.3.1 Distribución de Poisson 

nlc>dia o el primer mo1~1ent.O como: 

Para evaluai· la varhú1za1 

E(X/X-1)) f;1:¡¡ . ...'..:1)1•1· 
!·::;2 .. 

- . ,2~~¡, ~---),lk-1) 
1 •. ·. (;;,(!·-2)! 

,,-1., 

(2.21) 
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EnLonCcs 

COmo se P-1.lc-~IC OhserVit.l- 1a:-C1istribución Poisson-Licne la ex~rnfw Tarartcrística de qu~ 
su media yº su vRrianza están dadas por el valor I'· 

Dos propiedades fundamentales de la clistribnción Poisson, las r1rnlc•s. aparecen_ fre. 
cucntemcntc en cliforentcs _formas, son In sunH\. de dos \'ítriablcs aleHl.orins)nclcp~ndientcs 
con distribución Poisson, y. cierta cl~Scomposición aleatorin de los fcnónu~~10s d_c- Pói~son. 
Se establecerán estas propiedades en los siguientes tcorr11las. 

Teoren1a 2.3 Sea11 X y 1 .. variables· alrnlorins indr::pcndie11lcs con d;~/,.;~·1;éidn::pois_son y 

parámetros ¡t y v, J'fSJ>cclivamente. Entoncc.i la suma X+}' !ic,,·c_- di.~l!~ib11éión ~oisson 

con 1mrámetro ¡t +v. 

(2.22) 
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.-· : ... - .· . 

así {2.22f.i;C' ~i.i1~1l1i~r:a.·-~1e)~_ f?t'-rnn,: 

"= 0.1 ..... 

\:-,· ': ·- ~<·-'- ·:--·': .-
qú-~-~s, ~~-de~~-~-~\R..~li~~~:.ib_tición_·Poiss~~1·_.º- ·.-. 
Par·a d_CS~ril~_if el -seiun<lo resullndo,-se_ com•i<lerá. _a l-,n~;-~~l:_i_~~l~l~-'~i'~~-i~~:!~' P~!&".son.'!f. con 
par~metl'o I' > O. Se C's.c.rihc n·N co~~10 la sum·a <l~.\~no~ -~~ _h\:, ('?~-~~~~:~;~~:_,_- -_ --= -- -- . 

N '=l+.1 +··i;+1 ·i .. 

y. t_Rm-bién, '-~º-~1S!ci~r~~;~~-10·- ~~4~_ ---_\;;10 :·_sc¡l~~r~d~<-~ _·- ~,~¡t .. ~~}~~frii~~i\~_;~i~~~-~C~,-~·~l~~~-p~'~~:~icil¡l~: ¿_q_-~=,- . 
probabilidn¡l · 1 - ']1 Y qu~¡l~nc!O~·r.; -~Cm· Ph>i>!\ hÍl_icla1t · p.:.'.¿qllai.-~s_.·1~-~(ÍiSL~,iWt1ci~~\iC:t~.-sit~~ 
.Ú.si e~ de ta forma_ JU-~ t+'o·+ O+ t+·: .. ';-:+ 1-:~>' .... : :~ ·. ·:; :· y,~~~:-·· :\:r~··- ::· ,-

El sigui~~1tC.fi;01'CÍÍia 1 ~s.lnhl~~~ la.:'rcsptÍ~Stit':(l~.-nl~Ó~r•{·r)Í·c~iS-~·;·<·:f;::({~ ; ~."~1>: /t_:~? 

Z~?.E.!~t~~!~~~~~~~{i~f:í~~:$~2~~iii~~i~!,~~ 
. ri'em~1tr~;ld1~~i~;~.;fft~~;if~¡~¡flÍe .. J¡¡¡~.,{~¡ÍliJ~i,,;,·~~··¿;¡,;~;:~;.i,,;~?,ilÍd•cl:Tolal. 

Entonces,·>-·: ·-:e,:.. -._ - <>· :-~;:,_~. '.'. /i;'.; _::: -,.~ '· ~ ·.i'.~ ·- ~~~-; :. ·'"" 

. ~-\i~:if ~ .· ~t";L~~' "~r'.\I~" " ( 

y se llegn a lil clist rihudcin. O 

,,¿- :·. ---:-,'.i"""I-~--:-. -,,~::---=--.o-.c.:: -,--;~'""""' n- -JI-~.- -oc--

·~¡-··-"-·-·. >'(L- ;¡•~•¡¡~} 
,~: .k!_(n -. ~·)!~- .. -.. :.:. 1 · - . · u!, .. 

c~1'(¡i¡1)• .,.;; f¡1( 1 ~ pl)nC< -. -¡.,-:; (11 - !·)! 

c.-••(pJJ)"" ,;(1-p) 

!·! e 

!·=o, 1,. ... · 



·/:. ~-.. ·--,·<> ;:··<· .. · .. - - ~->,.---- o -

Ejen1plo 2.1 L~s IÍcgmltis -~¡~· l~s ~¡~fi1lcs -~': uua_ cic~·ln · l_f~_,;·,/n,--_~;~,~~-~~ -"~~-J'~rm·:~o ~~is~o~ 
con lasa ,\ = 4 ·JIº" hora. f!~do_·quc· /a ___ firn_da iu:i~ici s11.'>·n~1~~1~ci~~1~s-_(<_f,~s ~~ -~---~_0--~~1·s.:_ J~,;_,~~ 
es la prnlmbiU1/~d de q11e,·i:rac~an~e11li.11~1 _C~fenléJ1_nyñ l/cg"(i<lo_ .r;rá(11lli1r_n!r~··¡, 1rr:~·!J: :10 hrS_;:; 

v que A;:;;;,,{;~v;/'1;~;~~;;;"1 ·~~·1.~U~:~~¡J¡;;:~ ~-fu~,,~ ... ~r;¡;.~fí;¡~ifi.ftiii~~-i~~( !i •; 
1¡ X(~) = 5}. ltSl111do In inlerprelnci4Í! t{c S( ~) - x{~} y x:( ! }~·,:~:·,~~{~f:r!~~;/4~·:(!1'.'";~911,nl~ . 
como: ,'). ;-- .:\/:~ "'.·~ e

0:':·.·Y/.->' 

rr{xG) = 1.xG) =s}. ='\{~G)~.1;.\"(i)~l§(~)·=:.i}. 
•{· c-·•<!1.1,~i} .{· ~:.:.,;H.1diF}. ·.•.•···· 

l! , .. · :: :I! '.'' 

· 1 2.~'i('; 12 <-;) = .ois-1n~ri. 
•' _3 
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2.3.3 Distribución Exponencial' y Pro~iC~fad de Pérclida de la 
Memoria/ " 

{.!na variabl-~ _ale~t_oriíl c1ue-,sc pr~scnt'~:~a~·i'· ·n_~ucl¡~~ :r~·C~;~~-~~i~·· ¿~ _ l~:~·;,v~_riHl~I~ ~:l~~toria cx~o· 
nenCiai._-_A~1nqu~_pucclc ocurrir en 1~n~cl~~s_ ~1~~~--4~(erCnt_es,~~-c_:p1:e~~nt~1'.~- pO'i,·rnc,dio _de~un 
~!?<:~O Poi~~on:~-· -",- ',·--"_' ~ ;.\:e 

D-efiniéión 2.2::.6a,/o·u;1 p-1YJcc-~o--Poi~s~n cO/i-;,~r'iím~i;~-A~~c·acSidllll'.~011"-oC'r:~;~:~(it:;;;i"~~-;,~ 
er_i -que se em¡>ic_=n 'n .nb~crvnr el prnceso. Sea T ~l licm¡~o qru:d1YrnSci(1:'rc °J/USÚ~ qíi~. 0~1Ú·ré 
el pri11~e1· et'~!1J.o. Se llama -~1arinb/c __ fl/eáloria cxp_onencia/ c:o,n.1mr~fr!;~l!V:A. ·«:__:· .. 

_Ya que.el i i~mpo se mi<lt> en- forma continué\ -(y posi.ti\·a), clc,'i.nmci-diat.~.·-~c· ~i~cclc ~cr 
q!1e T ~s tirF' \'ariahlr alcalo_l·~a c~ni.inuá c¡u,dicn~.s111;rrngo cl~nl.rr)'CJC 1.n'~-cn.t~-ros·~~~itf~:o~. --
L~ forma clr. la íünción dr. distribución y ele• la función de cl.r.11:-;idn.~l J1~1·~-.T::~stá_d~~la P?r 
el siguiente> trorcma. 

Teorenta 2.5 81tpo119n q11e T es ruw variab!e a/;~to1~;~·-_c.rpo11~11-~idí;c~-;;·:'¡,~,/!~!efr~ ,\.'En· 
Ion ces 

y 

Dentostra~ión: '~ª cil1c _~(tÍ~mp~ se ~:nicÍc .en ío1:111a posith·a, se ,.,. clr inmediato <·luc 
~1 r(T. ~ s) ·= O;_si .:<.·<-O; p~1"taÍlto .fds) = O •. S. < ?· Sin embargó, sea cierto tiempo 
s ~ O. El 1.icmpo. lransénn:i(Jo parn el primer evcnf.o ''xcc<lc a .<1 si y solo si 110 ha.y eventos 

en el intcr\'alo (o" • .,). P<"1u·ya· ~r. lrn ''isto c¡t~r la prolmhilidn<I de CJllC' no lrnya. cvcnt.os.cn 

(O,s) es e-·'" (\•cr Ja ''cnación { :t2l), can 'k =O); por.lo l•111lo Pr{T > ,<1) =e-·'•. Pero 

Pr(T ~ s) = 1 -Pr(T >-.~) lo que da Fr(~) = 1 - e-.h para·" 2: O. La í1111cióirdc densidad 

p11ra T e~t.á d11<la por.la deriw1da de FT(.s); ya que 

el. r ( ) .{ ,\e-·", ·'>o J; 'l' ~~ = o. ~ < o 
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:E::J;i,;J~~~~;~~~l\~~,€~ft~~ti:~~;y{¡~~ · 
Pr(C íl A)/ ~r(1I). E~ -C.'•c1~~?::q!: ~-,~.·q~:i~:r .. >:·.~- ~~h'.~s . .'t·~.;Í.,~~1.!~~<_>.~jt~;l.~<:> ·~1.~·l .r.\·~·nto_·~, _·en que 
T > "· Por t.ant.o, criA='o é~~ Io:qi1e .~·Üct;~p,:¡6/;!),;;, p;{C)/ í>r(A),·f.n~go; 

>· ,.,_ --··.,·.,,,'·/-,;:;-:,·~:1l-'~·:'_::·:·_:.__~'::;,:·._ :~~ ·3~--. ·.·_ .. ::: -- ,,·< 

';:;.''r(~i.,;fü(~ti·bn~-~~A¡~[f!1~.~~·e~·;,• 
Pr(C)'~r1:(%~.~,+·;;ff,~·hfN-:,\·,¡~-~··c-o'.\!•+i1 . 

con lo que ~e_ p_u-~~~é v~-r·:_ci1~·~ ~}: ;\(~ ~~:-¡?-'.'.'' ;.)/e' _· 

---~'";,(611):'.E~~f~-·t~::·'··=.~-~; 51:~/~). º 
-~-. ; "-, ,;;·:,:.·· .. ::·,'>· ·.-,· , - -.- - -

Se (H\<:'dc·s11ponc1.· c1ue ~l 'ticmpo para 'r¡uc falle 1111 foco es una variahlc• all•iltoria cxpo

nenC'iai. Entoncbs'~I 'r~1:c1~a>2.6',1lm~stra qi"1c si el foro lm sido 11si1do clurnntr., supongase, 
100 horas:Sin follílr, In.probabilidad ele c¡u<' dure otrns ñO horns es h1 misnrn ti<' que durara 
50 h~r~s·c\~~n.clo.estabH. nue~•o. Po.r lo t.ant~ p.oclemoS clc~cir qnr In variahlc• nlratoria cxpo
nencinl 110 t.ic>nr. íncmoria¡ el hr.cho cl'c q11<' ,haya ~lcammdo d<.'h.•rmi11íltlo rnlor no nfccta la 
probnbiliclacl de c1uc obl.enga ·un valor 1.llílYOI'. Esta propiedad <':-i una <·011rrc11cncin clt> lns 
propieclaclr.s clr. inclep~ndencia qur. 1-it:' supucirron: lo~ <'\'r.nt.<>s ele PoisNon oc·111Tcn en íorma 

independiente. 
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2.3.4 ProcesosNo-HomogéneOs 

La tasn. 'A ele un procr.~~-p~-i~~~n ~~Ú) r.s,,l,a co-~stnntc Jll'O>l>011·cic111nl 

tiémpo).' 'y 11: ~ro·cCso es -consiC~eracio c~~o- ~f~c~~~::,1->oisson- ÍJ.ó~/~01~1~yé~~~-~ o :,;~.c~(a~io_~~ . 
• 1~0, para clistingui1·)0 ele los cstaciona1·i_os u_ !~omogr~r~~--c¡ue ... ~~ 1111'.ncjaron a_nl~riOrmeni~. 
Si .. ~(t)-;_.s l_m proc~~n'Poisson no-homogénro '"º"~asa .\(i), entonces.el ii~~rrmcnto ~t(tr
X'(s),"daclo el mimcro ele eventos en un intervalo (S,!J, tiene una cli_strilmción PoisSon con 

p~l-ám~tro J: '.\(u)du, y los incrCmentos'-Sohr<.;_ intc'.-,r\·alos_ diíeren.tc~ so1~ ¡,;~fojJd~1¡1ic;1-~cs. 

Ejemplo 2.2 l.11s tlrmatHlas 1/~·1111 sr:rtiici" r./(¡11·i,,!rm.~ .. ll11J'ilfos éi1 dutn l/o.~/1ital, ~c11r,.c 
de ncm:nlo co11 1t11 juncc ... o de l~o;s . .;011. _no·l1amo9l11eo. _c11yn. lnsn. lic11r /u ... igrdctÍle 1Us· 
trib11rióu, 

{

2! siO<t<l 
• ,\(t. l.= 2 ~¡¡ ;; t < 2 

< 41 si 2 :=;: t <· .J 

1/0nde t -se: m;dr ~:,~~.-·ft,n~.·q~ "¿._·¿.,í~(.e_S fn. /n~fu.ibilid1;d t~c ''.'~.e d~s _r(e~.'~IJlldas_ ó_c_H1"tY1li;e
1

n las 
priiil.em~~ dos"./1oms de o¡icmció11 y dos c11·1tt ... ·seg1111df1s ~lo_S ho1YJ_~ ~--·e· .. - _ · _ 

Dado:''l."_~)~1 : __ d~i~1n/i1¡,_ ·-~-~i'. ~n/C1;1.•11/ns difr.'1·c11l~l!_ ·e_.. i11~ep~1irlic11Ú sr.·.:¡,_!1.~1fe··con(eSt_ar a 
esl'!s dOS p',Ygimt~ -Srp~~,.ar/n"me11l,c. . , .. . . . · 

la; ;~irdi~·::dr/Jn; p_,':;rnr1Yls d~~ hom~" r: ... , ·,;:~ jJ~~l1lt_'+ fi2 ~,~/ = Y. /mr rslo, 

. -3(3)' 
Pr{.\'(2) = 2} = e 

21 
= .2240. 



38 cArrruw 2. AWUNos.PnocE:sos. ESTotAsT1rns DF: ·1NTERÉs 

•,~ri't.~úi·~·.\'w; . ..:.~f.;i~~~12 l' ;~,i~;o1:•·• 

2.a.s Proceso P~issan·;~~;cá._dÓ.} · .xf j> 
Ahora, supo'.1ga qtú!.u1~-~-Varia.btC'.~l-~a~·~~:¡~·:l:~/~~c_:~~--~:ci~ ~o;,~~-1 A·-~~¡·;~~o "~·~11_Í'!? ~n ~n.proceso 
dc-Poisson~ dc-t~sao-·,\.~"-~Ca.~>í,~}'2;_·_~ ··¡: indcpen-~lic1ltcil-'Y :que-con11uírtrn 1ina--funciói1 ~dc'
distribl1ci6n: ~omtín1 · >~ · ·. ·.· .··.• t;,C-rt~I'~<}•~ 

La secul'nci!l ·el~ ·;~~:-l~~ja~-: ( Í~l~;;·,~--}~1-) ~º ( Ú~1·\;-·1·, ·. :~º ~-i-~~Jl!'m~~j'~ :p~~cjf~~~-~//~;;!~;:~~;j}~l~1i~~0~:_ ;: 
~e i ni~i-~r~ ~ti_ -~ 1_1:rÚ i:i;;i_s ~fe· 19~ '-ilr~~C~_~s ~ ~~~ · Poisso•i. 11-~n-1:~~~cl~~ .. -~~:11 .\i i'~-~-- .<Ji'.~~ l_o~ t~~-S-~~>n·~ · 

simple~: P_~ra u~-~alo.~:- ~j~-·}~-(ó k;;_<-J) s;1pi;ng~s~- -·. - - - ~ ~.:·. ,~. ~~º- -·"- ;,-c."-"·.-.-~~;:~~.----,-"""~--. --

· .. ·. Pr{l{: l}= ¡>, .• Pr{}k 7 O}= q= 1 JÍ1.¡ •· •·• . 

Ahora.conside;·c ;cparaclamonte el proceso dé p\1illos•n1ar~~'.io~;;~f; ;\1{~ •. y ~l. dc.l~s 
marcados c~,n c~f9S .. -~~ 'e~i~- cas~ _se_ de~ne. aÍ pr~~cs~_:Poisson.:l·~(~V~.1~~~--~x-PÜ~~16~ j~o·r;·;-' . 

. ?:~.c1í =··~ i-. .. y ... ~ouí= ,0n..:;:~.)í1) .. '.}~ L±i;cL · 
·. - -"' -----1.=t 

Los i~~~~m·~~-i~s:·~9 l_r~fi~p~-~~s ~1~:-~~.(~) "sml.-v~1:i~1:;¡~~-ñi~~t6~:¡As-i_~i~Cp:~-~~~-¡~!;1:~~--.'<;~:(9~--~ O, ' 
y finalmente -aplic~ltdo·eI T~i·cn~~ 2..1~- se obÍicn~ que X1(t(~icnC."~lna'._<!iRlr\h~1~ió~· Pois~on 

_ ~on _ ~~di~:c JÍ~~ ,~~~ l'g_:,1~(!!1_~~-,'.~~ \'.(!.)_~_!'Ji j~1.~ Pf~~~~-'?,,e~t~~~--~~-1)~~~~~~i~(~-~~-~~:~_-fj~~-1~~e~·~º 
paralelo ,se pued~ moslr~r-·.q"u~ ~\'o(f) es un _-Proceso P.~Í_s~o;;~fo1; ja~a~:,\{t., ~:-¡;f~~-~~ ~;1-~ -~-~-
más int.eres~nte es <111c .\0 ( t) ·'' X1 ( 1) son P1·?res~~ ind<'pc;n~~li~utcS. -L~ .\>ro!>i_~dAd-. r~lc:~·a_nte_ 
a probar es que Pr{X0 (t) = j y X1(t) = q = Pr{Xo(l) = .j).x Pí·{X,(IÍ = }} para 
j, k =O, 1, ··: .. ·Se cstabÍc esta in_dcpen~lencia rsáibicn.do 

Pr{Xo(I) = j,X,(1) = !·} Pr{X(t) = j + ¡.;X,(ti = !•} • <. . .··• 
Pr{X1(t) =J·/X(t) ,,;i+ !·f Pr{X(I) =i + k) 

(j + k)! · k . · ;(,\t)Úke~·\Í 
j!k! 1' (l- ¡1) (j + ¡,)! 
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y 

·"'.it~--(~: : : _g~}~~'O=:;~_,_~~ ~ '~cI)~~--~-¡L··:" ::~ '-;~ ': 

39 

Figura 2. li Un Pi·Oces~ d~ P~i~SOn-A!~r~~~/¡, .. ~.-_'1~1\ 1y2r_;_.'~'.,'.-'. S_9~~ "!~·-!a~ i~~mp~s. ~Je los eventos 
en un pl'occso ele Poi:<>s~n>;_dc t-~-~~ ·-~-•. '. ;_'~ ... ~~~;'.~~;u·i~~~~~-;·~~~l)·t~·J~i~: l~-,-~i· · · son las mnrc.1s, 
s11ponie11clo q11c _sca11. -~11clcÍJ~1JdiC11_i~;·:~·- iiJ¡;·,~¡~~~~,;l~.~-.cli~Úil~1;i~Ja.i;~· e_ i1ulepc11dicntcs del 
proceso Poisso1;, ~- . ·;\~:- _e,:~}~,. '~-·}:·"- .'" - . 

:: ?·· ~:.:;f. ~é ·- -~-'- . 
, ·>".:~-~; -~/j'~}/o/ ~?;/;·: ,,., . 

.• e t:t~1~1'1.!~J .:r·;~;\~-~~~t~,~'.~,, ~1rl 
- Pr(.\'1(1) =t~:l Pr{Xo(lf= j) 

1iarn '.h.:=d.1,•'.~C: •. /• 

En la l'igurn 2.1. los licmpos Poissones·~,¡~;,ialc~ ;¡~ l~i!.o~~nios IV1• 11 '.,, · · • se mues-
t~an_ «?_"·el _ej~_ i!1_fu1:i~1\ ___ e1ltpnc~-. un~p'unl~::.es -1l11~l~i.gfi~~.(t~~) ~-1~·:-{..J-phmo-(H'n; Y;,) para 

- ·cu-aJcJu~; ;;,- Pa'ra cua.l~¡uicr entero k .=:=O, ~,2,··~ uno. ol~tic_ne 1111 punto clr proceso que 

corresponde a los tirmpos IV11 para los.c11ales 1·;1 =~·.·_El mismo razonami<"nto que en el 
caso cero-uno se apli("a JHU'a implicar c¡uc.• cada ·u.no dr. estos procesos rs Poisson, la tasa 
para el k-ésimo proceso Aa,,., y el proceso para \•alares distintivos ele~· so11 i11clcpcndicntcs. 

Para establecer"' resultildo corl'esponclicnle c11anclo. los \'fllores 1·;, )-1, ···:son variables 

ale;Ltorias continuas. se• rec¡uiC'n• 1111 allo grado ele sofisticación, a1111q11<- l;1s iclras prcpomlcr

ant.es son hásirarnentc• las 111is11ti1S, Para C'st11hl1•ccr fornrn)111C"llfe, cldl11imos lo que llamamos 

media pm«1 un proceso Poisson 110 homogf~llC'O p1111t 1ud r11 el phrno, l'Sto. apliramlo la teoría 

ele los proces:os no ho111ogc~ncos de la Rccdón ct11tl'rior. SPa O= O(J',f/) una í1111dó11 110 negct

tiva clefinicla sohre l<t rrgión 8 ('11 el plano (.1·.y), para ca<la subconjtmto A drl conjunto S, 
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·,¡:; 

-~ ~; · .. 

~· :·1~n~~--,c~~~n:·:~~·~-b~-~n)j;1:~~! ~· ·~:~:·d~~ .~~~:iá_;~a.ri~-Íll_~: ·a·1~~to¡.¡~i)\1{Á) -_ t.i~;1c 1i~a dis· 
: -~-t~.¡-,~-üdó;1:··~oi~~~n-~011. mC~fia-¡;(:-1); y·~-' - -· - · · · 

._• Ú~~r~_::coriiíi'ntá-~--disCOhju~f~S-~\-~-~-: _ ... , Am -.-~(e_ S,ti~<;-~~-~¡~í,l~s_-nl~~-~ori~~·-
. cN('.4~¡,;~;",JV{f\,.j ~on ind~pe~ciientes. 

Se observa focilmente_ que un proceso puntuaLhomogcnco-Poisson con intensidad ..\ 
constantc.corrcsponclc a la función O(J', !J), y O(:t't y) ~ ..\ para tocia J< //· , -

Con··est.a. drfinidón a la numo, ~('ciará la cl~scon-1posici6n -i_\-l~_1;opj;ic_la _!1,~·1 r~s_1~l-ta~lo para 
procesos de Poissol\. Marcados gcn!'ra!Cs. - _,, - · · -

'Teoren1a 2.7 Se<1 (IF1, }·'1);(1112. \·;},···: rw 1nnccsn .. tlr Poi."~"°'' m"á_rrmln ·r1mitlc 
lVh ~V2 , · · ·: ~"on tiemp,,~" de eFpcm e11 1111 proreso de Poisso11 ·de l~s" . .\ ~ 'y_··r1;~~' ··~.~:,so_~ 
variables alenlorins irulcpcmlit.:11tcs, conlimins_ e. idét1/icnmcnlé · distrib1tid~."·.cou frmciñn de 
densidad de p1'obabilhlml g(y). Entor1cc.;;; ( l·ll¡, lí ), (IV2 ; 1·;);;: • .·•• foruili 1111 /il'Oi::rSO.bidÚuen
sionnl 110 homo9é11co p1mtnal de Poi.<;sou en c(plnno-jt,i}):··d~;~,j~ c'l 111íúldm· ¡;~medio de 

p1wlos en la 1'C9ió11 A csltí dudo por:_ 

¡c(A) = j J. >.g(y)dytlt (2.23) 

La f'ig1~ra_2.2 nn1cst.rn'cl diagrama . 
. El Teo1·cma 2. 7 ~firm_a ~1114? r.l 111imc;oro_clc puntos en intl'r\'alos 'tlii:;c011j1111los son variables 

- -- --i\Je.\'iQf¡a_o¡-f1~~i~P~ndi('nt.cs. Poi· ejemplo, el Licmpo ele espera corresponclicnlr. a los valol'es 

positivos l .. 17 1~2 , • • ·i forma un proceso Poisson, en Ja forma en que asocia los t.iempos con 

valore:s negativos, y csl.os dos procesos son inclcpcruli<'nl<.•s . 

. 2.4 Cadenas de Markov Continuas 

En esta sección se prc~eJJI anln alguno~ il:-.¡>c>ctos imporlantcs <Ir l<ts Cildrnas dr. Markov, 
ele tiempo cont.inuo _,. cst.ados discretos. E!"pc>cifica111c11tc se Lrntarci con la familia <le:> va

riables aleatorias {.\"(l);O $ t < oo} donde los valores posihlcs clC' .\'(/)son los. enteros 

no-nc:>gativos. Se dC'be obscn«ll' el cilso en <'I c1uc. {X(/)} es un proC'<'SO ele i\larkov con 
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1~ iil\'Cstig~ció~·1. de mod~los ele Í~~oc~S~s cst.~~áSÚ~-º~ ba:s'a<ÍD~ 
en fenómC.nos cnso·se po~Lulará In ÍOl'!lH\ d<? Pú(h) p~ra '1 l~Pfll,l~1)a. y ,1_1sanclo 

la'-i)ropi~dad~ciC_Marko\· ~ .d<"Í·i,:amJci~:un _si_s_te111Jl_·_d_~ ~c11_a_~j~n(~~-- <Jl~~·\·c·nri_~lr~_ ~1_u_e s~tisXagan 
Pi'i(t) para t9cla t > O. Ln solucitín de ~·stas ':nrn«io11cs s~bi·c ;,;~-~~~;1T;;-11_ió-8Col~dO -(f~
condicionrl"' <la P¡;(t). Hay c¡ur lC"ner prcsrnt~ los post.ulrulos de los írml1n~~10s Poisson 

1lal'a- gencrnr el proceso de nacimiento puro. 

2.4.1 Proceso de Nacimiento Puro 

Una grneralización de ¡u·cH·<·so mil ur11l es prnnit.ir In oporlu11Macl ele.• c¡nr un <'\'Cilla ocurra. 

en un inst antf' tlaclo del t ic•mpo clcprnclirndo clr los <'\'entos c¡11<-• lrn11 of't11Tido. Un ejemplo de 

este fomlmr110 PS la n•prml1t<'<"iÓ11 cli· !'lerc~ vÍ\•os, <>11 t•I r1ml hnjo cic•rlí\S ronclicionr.s (comida 

suficiente, no mort.aliclntl, 110 111igració11,ct.c.). la prnlmliilichul infinilrRinml el" c1uc l!n.yn un 

nacimicnlo en un instant<' cl;ulo <'S dircctn111r11tc• prnpordonal ;1l tamai10 el<.· la población en 
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ese inst.antt•1.' 

, Con:;iclCrr.S~ ·~'"ª ':~ec~t_enc;~a; d~ ~;~¡~~.c-~~~·~ .. ·P_~~i(~~'.~~~; __ ~:{·~~~T~ ~ -5-~-~--~-~f,:~;~~:·;r_(í~~~c~-~~ -rlf?- ;ilici~ 
miento pu1-o ro1~10 ¡JrorcsO ~de-,)/~_;·ko_~. ~-''_e,:··2~1;ij;c~-f?E_,:~(iij~~·C_~,ff~~=¡~o;~(~~,,~1~.:~-- -. 

•il .. ·Pr{.~(t-t:li)-: .l:(t¡';,/í1.~i11·.~·.i·} ;:•;.;1?~:;~(/,J,¡l;'.'.c/Ój¡ .·· 

· ::?i• .·.r~·ir1:,tr;:i-__·ti~;ºi;i¡g1~t~1~1º~~~~fü~:~:r·"~~ · 
27~~~~1:·;~'.' se iiosl;11i, . e '.2 .•~.· ... ~:, ;~~:>~.~: :· 

con cSlo~· post:ufados ·x(t):no .dcnolit el tHi;~a1lO ·etc, 1a.-·pOh1;.\Cióí~t11crcú;i-<;1-núffiCr-o dC 

nacimicnt~s e~l· ~1· ill-~C~valo- 'ci_~- ~.i-~1~-~-~~-- ~·a:··:t(-·-;1_~l~-~c·::~i:!i'.~ ~~(1~-~~?~:,Je·1··~~Í~~º· <_t~\(ú 0f:0·de'.-(ii) son. 

P ... +i(h) y P,.,k(li); respcclivÍ111'~·11tc, así o,.(11Í y o;¡,(/1):1;odep~ml~1;·dcd. . . 

Definimos li /',.(i) = Pr{X(I) = n}.'supoiíiencÍo .\'(O) =.o .. :· · · 
De la' misma ro;.,-na cC»mo-~11 <•1 Pr~crsO ci/~~isSrii;;·s;~c~Íéri\·~'1·á·u-1~.sislrll~a ·¡\e ccuacionPs 

diferenciales, ,{'./ 

"-}~p,.(i) + ~;,~¡P .. ~¡'¡i)i{ar~;¡;:: í,•:. 
'.',' • , :' ~... -~·:- ~ e';> 

·~,/. , ·:~.fr . .::.;·.·t •;:· .. ,;·,. '//t: ::;f:· . ~:·.· .. ~;.!":,'.~:.-
·.~··~·· Po(Ol ;=1; .. ··. /r,;(ói~;o,.>'•·• 1,•>o. 

•'.·-;·. 

·o;· -1,-cc_1~~:,---c_~(i~?Jl? ~~ ~~~i~:trf~i~?ii~~~~·i1i~Y.<, {~;~~,/;;~~,~~;i;'¡_j¡¡1_~.c~~;t.~.~:¡~·~ .1,,_-'¡1i·o11ict1ad~ d_c 
Markov 'Y. el posl~1f~~~lo (iÚ)_·s~-J(C1'1-~/-· -·~~:~~-:~·:_: . ·-.~-- ··": ... '";· _ 

P .. (t fh) , . ..:. ~;P•(~)r€{.~H~¡,)~i:¡'.{<íi ,;,._¡········ 
·<.:~¿ :::.:: "~ 

·P~(t) 

(2.2·1) 

.. · :fuP•\f ¡ rffx.u:;f;¡,\{ÍY~fr:~.~[.~WS(~{!·l ..... 
L ~t1i.i11r~{x(1+1.)}f:v.iiíJiiLi'f:i:(í); ir· 

-~--------,--k.,.=O_,.-,,-".·»_;~-'-.;-,:.: .. '.}l.:,,:._·'·".;_-.',>· :· .'. ··.'. 
1 Este _f'jem_1~lo <'~\c~noc_ido c'c~1~~~ c1 .. :~~~~S-~~ -.~I~ ~~:11~; ~1,u~¡~'.'~Ó~c0~~1·s.~~~f_r.~~l~_.)~nsl1•r~~.l-ml1•nh'. 



2.4. ct1DBN.:1s DE ,11t1r11.;civc:0111hNu.-1s 43 
t '· :·;,:,;. . ··,>" 

Ahora, ¡inra k =o; 1,; .• ; ,,'~2s~~lio1:<': 
-0r,:í.~c1M1,i~,.~(1)-,,,,;: 1-1xui e'!·} 

. ; S P1'.{'.Y(Íj;1i)~;;,\'(I)?: 2/\'(t)= .(·} 

! ';d oiU11) :\',pie(/,.). -~, • 
·,·:, ,,-

p;'.f.x¡f,'t ,ff ·:·.~\?f¡;~·1r~~l'.z~c1i~~ !'f'" ii.•<'·, . ó 

,:;:.~;~_,; _,.~- ~~·.,_,;."[• /· - ;',';<:e' ~> 

. / ·:~,:'7[~.~-0':!~? :\~~.~,._-.--~_f_ ..•. 2_:.-.;.::._._: __ •. _.' ~;¡~.;_ -
·T". Zi':f~ '_-= ;~:k~h:.:;~-~; ~-

---~~-~~·~~:,::,:l;_;:: --~<-.- ;~,-.. ;.: ·.~·--.~·'''.- ;- -- =· _.;- ... 

. . ·. ,_ J~·; ~;;([:~t'i!~~--4,~~:c '.~'. . ,.}- ··.· 
P,.(t)[l _-:- ~¡,l1fo,;;h}+P,;~·¡¡t)[~;;::,h +·o,~~i(/1)J + EPc(l)o,.dli) 

·' :.,_- ·',-~! · · ·;..., ,~;,: ,_. . ! . ·-·.;· k=U·· 

·", -.. ~----:--./~; :··:.):\-~ = .. '.'~''.~ . · •. %,~::~ .·:-¡;~f}~(·_.·~: {\_-~;~~~-:. 
P-,(t +·1,·) ::·:·Pn(t)~r.-~ ·<-ii~i ::~;'/' : --~,:·'': ~,,_-,- ·, ·. '.~:~. · ·.·.·-

ó 

.. ·~ F;(1¡¡2~ .. ,,·f i>f~fi·n.;i.~Ji)[~~5;í,·fa,·~l;i1,¡]C¡.;,,;(1i¡: .> •, ¡2.2.5) 

don~lc c.lara~n.r.1{1~:\i_:~~h~~·~~~·;:.:·Ó;:·~~;-:··¡;~;-~-if~~~{:~)~f~'~¡?~~~;~~~~l~~i~~:~·~, .. ~d~~~'.Í:··ff~~-4~-k-(h)_ 
que no depencl~ de" t. ':', :- .:~¿-~. f -.:_,:~->~~- ," ::o y 

Di~itli~n.~lo llC;>r li. y·:tom.a1~c10 ~I lí~~lit.c ~ll_a·n~l~\ ¡,.·_·~:;·o,·,~~¡~ii:<!~-~~l~~".1F~~·rl~:C.~cin: .. c:_2:2:1)· 
· -~l.R~de, el l~cl_n._ i_7:~l~!Í~1:c~~ ~~ (!~1~ó h~hr.~ .c~~:ri_lp·: e~~ ,'-~~-~1-~-~<~{~- ~Í~~;¡'~·¡_léÍ~::::·.1).i! :·J1~~,1,o_-·~'~ ( ,-2.~~)-· 

~~.~~~;~~j~;j::~(l:at>:~:'.it;: ~·l~~l~O;;~t ):~:;;!Ólt:t)\!'j'.ia§i~;~~;:t~:f[f.,";í;;éaf ~~(t~ 
es una dCrivada y_ li\mhiép s_ali~fa-~~-,~~: ~f.~¡-ª-~~61~ .. _(~.:.~TJ )~:~::.~:'.~ :-);·~~~--:. _~:<C: · .>_~:.: 

La p1·imcra ecuac!~~1 d~: {i.2-~) .-pue~tC. sCr~:;1-eHtl~iln-.Íí\·~1~-edi~lan~C~1\.~:Y->· - .. '·;·- ,,-·:-· .,._ ,.,.,. -,. ,. 

(2.26) 
; .. ', 

Dcfifle.a 81; .con10 r) ti~~rt"1lo _e1\tr~}1.·~·\:/(~· '.+··Ú:~fiin10 nacin~·k;1ito, ·_a.si 
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Lru; -~~l'iabl~s ~Í~htO;i·i~~· . .s{·-~~1~--lliul~·aC-lñfi·~-iiL¡cri1:p:0.-¡1J,-~Siíl'1~:~-¡~~-:e_~ii.i·~":A~ri1¡~¡enlos y 

··_i,t~=-~~~~G~¡:~u~~'.L-~l-'r¡\l~;'º.cll; .. x~1:¡_~.i,n~~:.,L¡,,:¡·;,;1º.i{,' ... 
Se ha ob;~rvacl~qÚ~~Po(/)~ ~':.,1oif~~r j>•Í~ 

_ Úgn~; _·l~i~"~ <,~~~t[ibl~~i-~1~;'c~~oncnciaÍ -co1;"i;a1·~1~~l~:~·::~c .. ~:_~;~--- --~---
Dcl_>C clc~lurirsc de:- los ¡:)o~tulaclos (i) y (iu) que S1;, i· ·:> O. ·tamhi<~n tic~ilc una dis· 

tribució;,· 'Cx~Olú~-¡1cf~I -~~-~ yaráinel~? -,\k Y que ~ns-5'¡ son'. laml_~i~!1_1 i~~lep_~nÚi<~Ot~s. .. 
Esla-distri_h11~-!~n c~rnclcrizn el proreso ele nacin_1ic1~~0 pt_11~0 _c~--~ér!~1_i!1_c:> cl~_st~s tiempos 



2A. CADENAS' DE M.,IRl\O\f C0.'1TINl_l,\S 45 

.- . ~·- . 
El ai·gumCnlo i~ituit.h~O pa1·a_est.e r'és11lt.a_clo es qu~:e) Lic.•mpo S ... ~-útfc naéimh•iltos consccu· 

t.!~Os .~e· <l~st:1:_¡~~u~:· ~~p~~cncia 1m~ntc c~n un p.aráffietro -~oricspon¡Üentc' .\,_,, . ~or c11~ En !; 
Cs. lgu-~!'-ar ~~cmp.O cspl'i·ado- antes de. que la pOblaci~~l sea_ infini_ta .. Com[ÍMali_vamcnle 

L:-_!:::°=~P.(t)es la pfobabilid•d <le que .\'.(t) = oo. Si E.t,-< <X)-elticimpo c.p~rado 
p~ra _q~ie la poblaCión t:ica i~fhíilil- m•--fiflilo. -EnlOnccs_-cs ·p~sih1_~.:-qüc i1~r~. t:o~~-t ·>,p. ln: 
probabilidad <le que .\'(t) = oo sea positiva. - -

Cuando tlos de }no; parámetros .\o. >11, • • • no·son igtial_c~-~ -~ª ccuaci~_n_ ,diférCn~i_al ( 2:~7) 

y 

P,.(t) 

donde, 

para O < !· < .,. y 

Po(t) 

/'¡(t) 

Porque como se ,c;upuso .\ :J .\.1: 

Bk,n está bien clrfinido. 

(2.30) 
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>: -·:.~--:-· .·· ., ·. ..- . :, 

,i.,;~'-·'í'(~ .:.c),¡-1¡1 :...'i::..:(,\~é...'.Aíí11· 
~ .. c.·~ ;.e-·';~t ""·.~· ,\.<~·'··}. 

·:~~- -· - - --:,- . -. "" - - - - - -

que conc~1crda conj 2.~~). ~ 
- -,- '-.;·- ";. 

- .,_' -~' _: ·. ·_ 

2.4.2 Proceso de YÜle 

El proceso dC" YuÍ~ dc~~:rib;·-~el c:~;~i'~ni~~i~---~~ 11~~-'.~~)~1~~¡¿~:-~-~ l~~-,éu~IJ_~ncla. miembro tiene 

una probabili-~l:\(i_~!' :!_~(1;_y ~?- ~j~'a:· y~~~n ~,~~~~~-l1~~c;~~~i~~i~-~~~~~l1ritF~~~1n:int.e·.~~lo de ti_cmpo 
de longitud h (/3 >O).- Sll1~~1iicl~~lo _i~d~pC1l-clcrlcfa~y~ri~ irii"c~ac~ión de los micrilbras· <le la 

población, por el 'tcoremH. cl~I b~!~_om~o'.:sc ~xPrc~~~-~ 

Pr{X(t + h)-" .Y(t) = i/X(t);;, 11) (n'¡¡ú. +ó(hl][l:... fl"+oU•ll"_.' 
..• nfJ/;+ 0(/1), 

es decir, para ~l-prm·cso de5'ulc-ios parámC.líos,son ).k-~ 11¡3. Lo que significa que la total 

de tnsa ele nnci1nicnl? es dir~ctarri«;~le pl'op.orcional al ~a1na1io ele 11t: pobl~ri.ón _, la constante 
de propor~ionalidacl está dada por la tnsa incli\'iclunl ele nacimiento fJ. Así, el proceso ele 
Yule·fom1a. una analogía. cstoc¡\..;t.ica del moclPlo dí!t.enninístico de crcci111if'11t.o ele población 

definido por la. cctrnció~ diferencial $'f = oy. En d modelo dctcrmini1't ko, la tnsa * ele 

crcchnicnto ele la pohlnción es clil'cdamentc proporcional al tamniio de In población y. En 

el modelo cstocástko, el crecimiento infinitesimal <lclel'minístico _dy <;:-> sustit_~~do por la 
probabilidad de un incrrmcnto unitario durante el intervalo de tiempo infinitesimal tlt. 

El sistema de ecuaciones ( 2.24) en el caso en que X(O} = 1 se convierte 

P;(I) = -¡l[nP.(1)- (n -IJPn-1(1)], n = lt2,···, 

sobre las condiciones iniciales 

y la. solucio'ñ. e~ 

Pi(O)=l, Pn(O) =O, ':ti ~.~.3.~~·-: 
":·:.:v:f .::<:. 

):(!),;, e;~·(í ; ~'-~'r""• .': .: 
La ecua~-ión ( 2.31).~'!''.re·~t;.qnc,l~:.-~ \1~~-di;t.·;ibt:~ci·~·n g~ariétl'ica_·~an 1~ =e-"'; 

(2.31) 
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·::-.,-··:':": 
.·; ·, 

qu~ cstoblc•cC'_ (.:tal). 
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K<t> 

N 
N-1 

N-2 

Figura 2.3: Un modulo gráfico ele 1111 pmC<.>so rlc muc1:tc~1 1ri11cst.1·a lo.~ t.icinpns ele est.ancia. 
SN, .,. • 1 81 y los tiempos ele espCI'it rv.. 1 V2 •••• 1 l V:v 

2.4.3 Proceso Puro de Muerte. 

Complcmentaria111cnte al proceso crccicnt.c de nacimiento puro cs.~á. el prnccSo d~¿re~iente 
puro ele muerte. Este se mueve sobre Jos rst itclos N, N ..:_ l, · .- • , 2, 1 Y fina l1ncn-f~-·es-nbsOl·VidO
en el est.iclo O (extinción). El proceso es especificado por el pat·ámCtro ¡11, • .. > .O·¡}ara' ~; = 
1,2,···,N. donde el tiempo de rst.ancia ""el ('stndo k se distrihuycn·cxp~ncné:i~lnicntc 
con parámetro l'kt todos los tiempos clf" estancia son indr.pcnclil•ntcs. UÍrn _nlt~cs~~;~ ~e~~illa 
de que es a lo que nos rcfol'imos_a la Figura 2_.3 . _ , __ ·- º 

Alternativamente, se tiene el proc1•so <le muerte puro con~O )1-rOCe~O~cl(~--~~~OV~~.lf(t) -· 
cuyo espacio de esti\dos es O, l, · · · , N y para los cuales 

(i) Pr{X(t + li) = k - l/X(t) = k} = ¡1,h + O(h),k = 1,. 00 ,N 

(ii) Pr{.\"(t+li)= k/.\"(t)=!·} = l-¡1,f1+o(h),k= l, 000.,N 

(iii) P1·{.\"(I + h) > !'/X(I) =!·}=O.!·= J,. .. ;N 

El parámetro l'k r.s la tasa de.• mortalidad en operación _micntÍ'as el (í1:0<.~so se encuf'nlrn 
en el estado k. Comunmcntc se asigna a ¡ro =O. -

Cuanclo los parámP.tros Jti,J''li • • ·, /iN son C1istil1tos 1 · <.>S d<.~<"Ír que J'i :/:- l'k si j '# k, 
entonces tcnl'mos las siguientes prnhabilicla<les de transición: 
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.·. ·_. ·: .. · ·: ~ 

y para1i'~jv__:.;--~.:·~;;~---=-; -- -.... _ -·-· 

..• P,.(1):'~ 1:'1·f,\'(Í)~1./X(O),;, N) 

·"~· ~i~-;j~·~~n:~:·»~--:_'i}i~f~\~·:~c~·;,,'.;' +·'. ;". + -:iN,,.c-~' N,J ,: (2.33) 

2.4.4 ~róces:a~f'<a~imient~ y~uerte 
~a. Scncral_iz!tci¿n C!! ~l~o'~~-~il~nd~en~~-, .t:~~1~cnd~'r1· pr~c~s~'·d~ ·n~dmi~ii:_;'~~ p1 __ 1rC{j; ~1-proceso 
d~ _mue~·t~'pm·o;·-pe;:mili~udo cjue X(Í~, t~Jl~ff la pro)~~~claci __ .de illCl't'llÍ~~ll ilr,.·_la-pÓ}?lación_ y 

:de ~Úsminuirla. lambién. Así, si el prOceso rn el tiempo l _ s~ cnéucntr~ ~n ~i cs'tado n, es 
posible, c1cSpué.s· de un cierto periodo de tiempo, ir al e~taclo 11 +·t·o ·n·.: l y't•l rest~ltado es 
un ¡froceso 1/r '1f1citnicnlo y urncrlc. 

El ¡n'Ocn~o de 1rnrimiwlo y m11crle brinda una herramienta fr1r.r1r., r.•n hl sección ante· 

rior se analizó d procc>so de Poisson {X(l);t 2: O}. el cual contaba rl n1i111rro clco~urrcncias 

de algtín f.ipo de• c\·cul.o, que po<lia ser inf.crprctádo también como las llegndas a un de· 

termÍnaclo lug;ir con una tasa promedio .\. 1\hora se pucclC' pensar <'JI 1·111a Hegada corno 
un nacimirulo, 1u11·a u11 proceso Poisson la rrob11hi1id<irl clC' 1111 nadmi<·ulo c•11 1111 intcrwtlo 
pcqur1io ele tiC'mpo h c•s )./u·-,\h = )./, + u(h) y rsta probabilidad <'S i11clf'pr1Ídicnte ele los 

nacimicnl.os qur lwya ltahiclo ;wteriormrnt.r•, .\ puedC' ser vista como In lasa dC' nacimicnt.o. 

Para cualquier sistema C'S rnzonablc suponer que líl f.a. .. a de nacimiento clcprnde del 111ímcro 

de habit;wtC"s r.11 la población pres<.·utc, es decir, la probahilid11d de 1111 nacimiento rn un 
perfodo corto <l<• li<'mpo 11 drh<.• ser ,\,J1 + o(h), do111lc 11 es d (.a11u11io <!ro la población y la 

tasa de nacinlicnlo .\n -depeucle tle c>sf.r. 111i111roro. Ta111bic:•11 poclc•mos pC'nsar rou l;is muertes o 

decrl'mentos de la población, con una probabili<lad de• nuwrlc 1~11 1111 intc•r\·alo de longitud h 
igual a ¡i,Jt +u(/,). Oc C'sl.a fomrn Ja iclC"a inl11it.i\·;1 dr un ¡n·occ.~o rlr ,111rimfr11ln y nrnulc es 

que a)g1i11 tipo de• poblacióu c.•st<l !Si111ultánr.ilnlf'11lr gnmmclo y prnliC"nclo mirombros a través 
de naci111if'11los r lllllf'l"t.e. por drmplo, la pohladón humana <fp C'Sl.f' pJ;rnrota. La pobla~ión 

que se tiC'JH' ron nwnlr par;i h1.s aplicacionl's del proceso <Ir. 1rncimie1110 y muerte.son los 

diente.ci 1•11 una linea "" r.spern, las llrgaclas corrrspouclcn a los 11acimi1•11los y (a.e; salidas 

(después dC' rf'cihir un sc•n·ido} ro1TC'Spo11c1en a l11s mtu•rl~s. 

Definición 2.3 Se rm1sitfCJ'<lrtÍ 1111 ¡uvccso a;JortÍ.-;/ico {X(l.):I 2: O} ron '·YJllr.ÍfJ _de Úlf/rlo 

dr't1rl'f'lo O. J, ~. • • •, f411JIOllgat>r. que es/e /HY?rr.~n tlc . .;rl'ihc 1111 .9Í:4c~utt r¡11r: .:i, rnr~tcttlm e,, el 
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población de " elemé.11/os ·o clienles en el momc11tó I ). 

Eutoncrs ~e dirc qr~e ~/ sislemn cshÍ tlo1c,.;1': 1'°': ".~(/un~:~.~º ·,!.~-~."'.~+iir.:;,~.~~. r·rliitc.l·l·c. 
si exis/c11 lclsns de nacim~·cn{o. no .negnlivrrs {~"'" ~=?-0,:1, 2,:·~ · .. · }- y;Ínsri~de-1h~1·1aÚdiií1 ·no 

riegnliMS. {Jtn,n = 1.2,3,··_·}:_ D~.-.acuc.rtÍo_ron. lo . ., .~_igufr:11ies-'iw~lt~!n~~o.~_--~>·- :.~.-:_~:-;;-."~-º·. _,_ 
- - - ---='· -=-- ~~,.~ ~ -·;=:; 

i} !.os- r~;,Jbios ~h '?--;;lado (csti111dO ·e,, el rstadoj~J.:sdto j1!1c1/c1i_ ~e·,~ -~)o:-;_ C8/~d0s 
in+I ,; in-1 si 11 2: J. ¡mtY¡flr. CS/~ndn é,,-.;~<1í11.iram~~¡~ sé'..1111e1/~ ir-~l_"c.'!lfUfo. i 1 ~·.; 

ii} ~; en el momc1;to i .~_I: s~sle_1_r~a.S·b, ~~~-~,º~,,_l~~ ~~~·:·~~[ '~s/á~~·-~~:~'.:1~;~~,~;~·~~'Üfr;i~;·:~-
tlc qrt.c e.u/re .el tiempo t. y t +f: ¡, la 1;~;,s-i~(t!1~· ~~/ ~s~~~o i-"~~i~ ¿-~~;!¿~,J~-~1 :~~·"'"'~~- _ 
(es dccfr ;" .-J i11+i) es iÍJ11.~l-~}~/,-+.~(lir(Y.~~iJif'Ob .. á~b·~lÚl~;d.,1~~(!!.'.<~t!1m~~fci~~',. 

iii) la prolmln'/irlt11l .;lc.fJ1Í~ .r:u .~i)111r.~~ 1~l~_'::;~~~ Ai·¡~:,u/{~, I f:·(~}_ º'!!li'.1h;:;-;,_lí.'i ·f¡~:_1ma " 
tmrisició" fS o(hJ. 

El postulado i) cliC'e que i~,l~·~cnie -,~·Í1~~d~-~·currfr úhá. iTiu<>rtj--o -~11~-\~arh1licnto a. la vez . 

y que no puede ocu'rrir una muCrte .si,-él (i~iado_se· cíl~i.1c1lira vac-i'O. -El 1l0Rt-11lado ii) _da las 
prohal.1ilidades de transició.n, ·c~-é:ledr la pi-Ól)Rb~li¡Ía<(d~- uri"l·!'1u:i~li~1il~ o 1~;ía: 111~1cfte ~n- un 
intcr\•alo pequct1~ clr lic~po, c~1a.ncl.~.~~~ _p~blacióO cs. 11. El ú.lti~10_ 1~0.sLu_l~do est.ablcc~ que
cunnclo la probabiliclacl ele míl.s "cl_c un' nac.imiento o u~a mucrlc, en t!n inlcn·alo ele ti~rripo 
peque1io es clcsprcciahlc. ., , 

Cuando clescl'ihimos 1111 sistema ~Ir linras <Ír rspera como un prorc~o _!!r __ !!~.fil!Ji~nto ~- __ 
y_ muerte, pcnsamos rn el cst;ido · in·-co111o'_n--diriitC:.:.~t~ii ~r Sisf.-~111~~ "")·~- s~c>a·._<'sp;;·~a.11·;1~, o 
recibiendo un servicio. . . . . 

Ahora. «k•rivando las ecuaciones diferenciales para P .. (i) = P1~{ X(/) = -_;·,'},' I~ prol~~-j,¡_ 
Jidad de que> el sistema se c~cuent1·e c.n el esl,ado Ín en el ticmp~ t._ 

Si n 2: 1, Ja proba.bilichlCI de.> que en cl momcnlo ~ + h el siRicmA 

' ... ", \ : ' 

-~~i:~u~~=tré cal el 

estaclo 'i 11 (Pn(I +Ir)) denc:> cunt.ro componrnles. 

1) La. proh.ahiliclacl <!~ c¡uc estai.H_lo rn el c•st!'<fo ·,, ·Cn d 1,1.~~~1C~:t~: t.~·~;~: oc;Í·¡:~ 
ran tran:-;idonrs. es decir ni ,mu~rl.c:>s. ni 11ad111if'11.tos.:: Esla,,,J~·roi>1ilhiliclacl es ·el 
procludo «1c P,,(f}~ la~ pr~babilici"~cl ele _qué' J¡i l ~·fl·ii~ici~~ll ;/ '--+ in+I nO_:- óc1frra 

" -. . ". . .· ·, .. :·' " 
2Estos post~!~do."t son .conocidos tambiéu:·c.Omo 'o:'· imp~1;~1~ ;le .. yl·~'iuos· 1l1M r1•rC'n11.DM;._._ 
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Esta oruacio;1 es válid~:in~c~mo~(}p~;.~ ,¿I, pnra Ír ·;, Ol~11cn1os 

f';(O) = 1 y P,(O) ,;, o para j l ;: 
~l Procese>·. de .nacimiento· y nmcrtc depende ele un conjunto infinilo-cle ecuaciones 

difcrcncjal~ ele Jils cuales ( 2.39) y ( 2.40} con l~s condiciones iniciales ( 2.·11 ). 
~':'- t6~~mil~os ge1~r.ralcs-, encontrar las soluciOnCs depcndie-nt.cs dl'l 1.irmpo ele un proCcso 

'de n'acfñi.icnto y 'mucl'tc e-s muy diíicil. De cuillc1uier forma, si Pn(I} se aproxima. a un ~alor 

constante 1;n cuando t.-+ oo para cada u,cntonc<>s el sistema está en c>quilihrio estadístico. 
Ya que no se puede, en gcncrnl, encontrar las soluciones de las ccuarioncs cliícrcncialcs 
e 2.39) y ( ·2.-10) analíticamente, tomando los lí111itcs cuando t - 00 r.u ~mbo~ lados de 

las ecuaciones y. usando el hr.cho de c¡u(' limt-<» P.1 (l) = J>n, obteniendo rl conjunto ele 
ecuaciones difor(~nciale~: 

(2.42) 

(2.43) 

(2.·14) 

. . .. (2.4.5) 

~iu~'·( .2.:1·.j) 'j1i'11~c1~· ~~r ~crita ,. . ·, .. , .. ~ «· 

.(2.·16) 
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(2.51) 

d siS_tC1~1a este ·yncio,cs positi~~. E~\ el caso ele un sist.Cma. c1l' tínC"n.o; ele espera. 
---Cst~·S_ignifi~¡~_-q\!r_ io_~~t_'~\'id':lre_s atienden n todoi:; 1~s c~icnlcs. Por otra parir si S <livcl'ge 1 es 

un iridicalh;o ch: que C'l si~i~il1a--(lC1in<,-;'i\!;-<le-i'spcra es-inestable, por c¡ur.. los ntTihos ocurren 
mRS rápiclo, .en promedio, qu<> los scrvidm;, En l1~rmino.." pr;\ct.icos sr supondrá que los 
procesos ele nacimiento y muerte que dcscrihen a un sistema de líneas dr espera poseen 

probabilidadt•s ele transición estacionarias {Pn} si y sólo si la serie 8 convrrgC" y entonces 

están dadas por ( 2..18) con J>o = ~-

2.5 Cadenas de Markov Continuas con Estado Finito 

Una cadena de Markov continua en d tiempo.\"(!) (l >O) es 1111 prncC'so de Mnrkov en 
los estados O, 1, 2 · · ·. Supongamos que lns prohnbilidiHlcs dt• trnnsición son c>stacionarins 

es decir, 
P,¡(1) = Pr{X(I + s) = j/X(s) = ij. (2.52) 
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En esta •mió.a sc'considcrará ;ólo pi c:.,o d~ndc el estado, de espacios S es finito, 

ctiquetndo·~~~n.~J~, l.~-~!.:'·:;·//'/~ .. :~.,.-.. '~-. 
Ln pl'~pfe<ln~-d~ fyÍ~1:k~v·q~¡~l'i·i· ~~'úSr~Cc. 

(2.56). 

Las· rel,aci~!'es'l~1i~~·( ~:;.¡ )·.y(d.~6l ~onju11t~mcnt~m1wii...;;¡,i,r~li) ~ ~~t;Únua. 
3Esta_~ l_a rel~_ció~·d_c~Chilpm_an"".l\olmÓ~o;~y·'·., 



Empezar en el cstmlo ;, el prnccso trabaja con UIH\. ~l!ración que.está ·rxponencialmcntc 
distribuida. con parámetro 'Ji• Entonces el pr~cc~o !>l'inca·át estn<lo ·¡ .¡. J con probabilidad 

p¡; = qii/q¡; el tiempo cn el estado j es expOn:cucialmcnlc d.istl'ibuido con parámetro q¡, 

y así sucesivamente la secuencia de los <'filados vis.ila<los ·por el proccso, dc>notados por 
e0 , e11 • ·-. forman una cadena de Markov con-·pa'l'ámctros discretos, llan111da cnrlcna de 
Matkov acoplada. 

Condiciona<los sobre la scc11cnciíl. ele estados (o. t.1 1 • • .'• los tic1n¡>os succ•si\·os So. Si,··· 
son varfohlf's alcc1.toria.c; indcpcnclicntcs, rxpOnc•ucialmc1lié .dis~~~buidns con (>arárnclros 

l/(01 </f.1 ,···. l'Pfipcct.ivamrnl.<'. '· . .- . . . . 

Suponirnclo qur ( 2.!ji) ha si<lo verificado y <~erivando un~ e~·prrsión cxplicit.a. para. 



El proceso alterna entre los estados O y l. los tiempos en el cstndo O sori. ~·a~iílh,Ícs nlcat.o~ins 
exponencialmente distribuidas e independientes con parámetro,\, Lo:<1 li~nlp~s en el estado . 
1 son, también

1 
val'iables aleatorias disLribuidal'i exponencialmente e indrpenclicntes~ pero 

con parámetro I'· En este ca!io especial, la matrh~ lle ccuaciom.•s difrrrncialcs ( 2.60) se 

convierte en 

11 
Pó.,(t) P~ 1 (t) 11 11 P00(t) Pu1(I) 11 11-A ,\ 11 
P:0(t) P: 1(t) = P1o(I) P11(t) x ¡1 -¡1 • 
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(2.61) 

y 

(2.62) 

(2.6~) 

y, por simc~rÍ!\-. 

(2.64) 
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:~·~!t~!~~~ii~iif i~;~¡!~~~~~~ 
•' ~ ·, '""' - ,._.., .. •:¡__.,.· <-',':". :e':'.,," . ~-¡)7, \/;~~-" ~:~'~;.:-:~ .. . -

·. · ··.· .. ·. ~_.;,·,4n,mr~~.t·n~lt-}2; .;:: ,,:[;·; ?:~~ ·:~%\;: ::r ··. ·(2.66, 

. :~i~.5tÍ1;!~~~í~f.~~~~~~~~~,7~ 
~ C.~ '-,,';~.<::..;> ¡,.-,•-", C"C ·;,.':_,_,, 

' - ·-~}::);\ }):::;, ,,,__; ;;¡: "\¡,: ; . ' ~_,;,;:, 

'"'" ... ;.:.J:¡·~,;;~~Í\Íl~~[~ ª:! 
· · .''..L.··1~ifii~1;iFn~E~t1.:?:.N~· (2.

61
) 

····La ecu~<iJ1,t2,6ij~;~j%'5~~B~~'I,'"H~'~?:t~;: ~-·· 
. .i~'+ ,¡:;;:+:,~\¡: ... ~.;. !' (2.68) 

determinan la clistriÍmci¡1i.li11\itH:'· !i/• ·::.·. ~: ·.. . , . . . .·. . > •·. · .. •.· .. · ... 
La ec11a~ió11 ( _ ~.6~} -~ t_i_~~~f 1_11_~~\i~1t~~-pr~t~~ipn_:,~l~~-1~:~a, '. .. ~~~-'-f R'~1:1.~la_.:~1_·. f'.'l~-~~1_1~1_~~~~!~11-~o 

de ella. misma. El ·-~~do· ~:~r1~~,if:1~.~~~:~{-<1/\~~Pr~:~i.z..~•.:~J-~ t~~~~-· ~;/~!'t~.~~-~ .. -~~- .cy\~!»t•r'_·.~.n·~~~';/ua-1_ 
ejecuciones particula~cs del p~.·~~_csó_"~e. h!~~~o~~-clcjri~.~~-1 ~St!L.<l~· j.~ .E~.!_~.-~ª~~-º~-lr.h_,:.'Sci'.-~~·¡1~~ ~.· 
la tasa a fut.uro o estable ~n laS_ ~jc;c;1;~~0~1~s.:.i~~~;t_Y~~-1~~r~.~l~::~rr.i __ !.~~;S.~l_\:~1~!l:~/.;'.:d. ~q~~-~-~ii>.rio-:: 

es pr~~~,:~~·:·n·ihos deben ,.,.J1¡; de· al~,¡;, ~ti\(;~¡';}~ 1>~rc1f~Jeiai ,;),:f.ciif ~,;):~,q;; · 
representa la tasa total ele lll'l'il~os,· 
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2.6 Procesos de Renovación 

La leoría ele rcnovadón comit•nza con d cstuclio clr sistemas cslocñstkos cuya evolución 
a. tfavés dr.I 1 icmpo Pst.;í inh•rcalada con rcnowtciones o l'egcnl'radours. rn un sentido es
tadístico, d proceso comienza nuc\'amcntc. Hoy cn clía, la· malrria. es visualizada como 
el estudio ele funcio111~s grncrnlrs cll' rnriahlrs alC'nloria.q i11dc1~c11clirnl<~li~ hlé!1ti~amc11tc dis
tribuidas y no-ncgali\•ns, qur re1ncs<•11tan los inlí'rvnlos s11ccsi\-OS l'nLi·r. laS- rCnovacioncS. 
Los rcsult.aclos son aplir.ilhlrs en una amplia varic<ln<l de modelos prohabilíst.icos; tanto 
teóricos como práclicos. 

Un proceso de renovación {N(t), t ~ O} es un proceso cslocástko no-ncgalivo Va
luado cnt.cro que r<.>gistra li!.s ocuncncias succSivns de un evento, d11rant.r.· el intervalo· de 

tiempo (O. t), donde las duraciones del tirmpo enÚ'<' cvCulos sm:,~sivos son \'arh\.blcS .. -alcRto

ria.." positfr~1s, indepcnclicutcs. e fr/~111.icmncnle clistl'ib11iclas. Séa {XdK=i, los ·tiempos 

entre las ocurrencias sucesivas de eventos (c1ue representan frCct.1~ntcmen_tc. ln.dt!~ª~-ió~1.~c 
algunas unicladrs sucesivamente puestas en !Ícr\•ido)i asÍ X¡. -CS el lapso élr ti~l"ÍlP~.-désdC. el 

(i - q-ésimo evento hnsta la oCurrencia dcI_·cvento hasta lá. ocurrcncia-del evcntO Í-c.ts!'.1:1~· 
Escribiendo, _, . -

F(x) = Pr{X,., .. '= ;},-.. ~ ':,_,:·~~ ~.),2~·3,··<:>~ 
pa'.ra. las Cli~t1·il~ü~ioni's el~ .prob~bi.lid~d-·co~~1n~.~:."cfo -~~~-,'-~\'~-~~l:~ ·.;A~í1 -~;;:~.~'.ifr~st.~J>~f~Q ~~·~a· 
los proccs.<:>s d<.'. !·c11~\;arió~1·_c~ qüe. ~{~):=_ ~;;··.~11~~;.:~e11<~0'.·.cf~ci.~-.~º".'.-~.~-~O;_::cfi~ :_·S~_::.'<~~-r:· ;';-~~O 
varia!)lc.o; f!~e~t-~~·!as P.~:"i~i~·a_S. ll~y-,rc~·f~i:rn_c~_?· a.. ~ . · -. "" .- ,_ >-..;-< -· · 

1:~-,n ~ x; ;·.Y;*>·. +:~r":·~~;·~· {( 11:·~ ~- º~;i~~r. ~~~~<·¿~'.~~i~'-~T:~~~~~~3;:;:;;·,2·:ii9> 
Como·~ el ti;mp~dc esp~;,; ¡;;;s¡¡;¡;;=~éu;:~,;¡~;delrÍ~r.¡¡;{.;~=~vciÍi¡;-;ct;"c-?c'~-=~ ... 

·.La rcla~ió1~ ·cut.re los ~~emp.os dc·-~~·'11:~~~~¡~· .. '{x~}":~Y_ 1~~.·¡~r~~¡;~~s·~l-~\::r·;10~ci61'1. 
{N(t),l;::: O} es mostrada en la F.igu;a 2:4. . ... . · ... - · '. ·... .. 

Nótese que. : :-·.-~ .·: :.· .': ~-.. : . : ··.-,_". 

N(I.) = nti111r1·0 de i~lic<"s ·,!. pa~~.1~~ .cual.~~~ <_Ú.111 51 (2.70) 

El mod(')O prototipo de l'CllO\'ación e11\'t1el\'e el rc'~~i>1~~~111i·C~1to s11Cc:~h·o de focos. Un 

foco es instalado para scrVir en el ti('mpo 11'0 1 sf._funde (o falln) en el mmnrnto IV1 = .\'1 
y es sustituido por un foco nuevo. ~1 srgunclo foco·falla. Cn d 1110111r.nlo 1-1-'2 = X1 + X2 
y es rC"cmplazadó por un tercer foco. F.n gcnt'rnl, .el u·ésimo foco se funde• Pll el momento 

H'n = X 1 + X1 + · · · f: Xn y es inmccliatamcnt.e sustit.uido. y el l>ITí'liO continua. Es 
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En este proceso N(t) guarclil el mímcro de 
El objetivo principal. ele la leoría de renovación, 

variables aleatorias asociadas con {N(t)} y {ll'n} cid cm1oc:imiento 
intel'ocurrencias F. Por cj~mplo, es significativo y 

de renovaciones para rl tiempo de <luradón (O, t}: 

E(N(t)]=M(t). 

que es llamada función de rcnowtción. Para este fin, di\•efsM _rc:lación~ Y ·fórmulas j:>Crli· 
nentes son usadas, la ley ele probn.bili<lncl de 1Vn = .\"1 + X2 + ·:·.· .. +_.~11 ¡ pm·c~~ ser obtenida; 
de acuerdo con las fórmulas de convolucicínde variables alecitoria.s. . 

Pr{lYn S .1·} = F,,(;r) 

doncle Fi(.1·) = F(.r) se supone conó~idá.'ó dcs-ni_l.a, }·.t'n_tOnccs 



- Existt•n aJgunas-.vaL·_iablcs ~lcal<?rias __ d~_ in~_~rcs_<;-_rtJ{'. ~~[~--~~t~. r~~~-~:~~~!!_~ ::~r~ -~¡~--~~
tas son: el exceso de vida (también llam"ada vaf~nhl<: .~l_ca~~i:ia ~~~~.~~~~~~}_, !~~\•id~·-~.r;¡~~t-~ 
(también llamada la t'clad ele la. variable aleat.oria),:Y. la_.~icl~','i5f~J,:~~lcfü~.i~la~,rl'specliVa-
mente, como 

-y,= IVN1i1+i-l (excc~so·o vi_dar~siclu·al) ... . .. . ¿ 

6, = / :.._ H'N{r) (\·ida coni~nle.o cdnd -,~t· In ·~·ari~IJ'e _¡~i'~ntm:~i_\) 
¡11 = "'lt + 61 .. (vida total). · ··· . ·· 

. . . 

Una descripci~n · grfi_fiCa de· estas variH.hlcs alcé_llorias se muestra en la.· Figura _2.5_. 



62 CAP1TULO 2. ALGUNOS PRO('ESOS 'Esroc,íST/COS DE INTERÉS 
N(t) 

Figura. 2.5: El exceso.de vicÍa -y,,· 111 vidíl corriente 61, .v la. vicfa t.otal {11• 

2.6.1 Dos Ejemplos de Procesos de Renovación 

Los ejemplos siguientes nos muestran los dh•ersos conle."<los en los cuales' l_os.··proccs~s_· dC-
renovación aparC'cen. 

Proceso Poisson 
Un proceso Poisson {N(l),t ~O} con parám<'f-ro ..\ es un proc~so dc._rcnl?Yaci6D que 

tiene distdhución cxponencinl intcrocurrcncias. 

1"1.r) = 1 - ,-.\.r si J' 2:: O. 

Este prorcso particular de renovación se ampliará en la sección 2.i. 
Proceso de Renovación Asocindo con Líneas de Espera. 
En un sistema con un sólo servidor, C'sl.án inmiscuidos algunos procr.sos de renovación 

en forma natural. Citemos dos ejemplos: 

• Si los tiempos de arribo de los cliC'ntes forman un proct:"SO <I<' rC"novación, 
entonces los momentos de períodos SUC't:"sivos oc:11paclos gC"ncr<l 1111 segundo 

proceso de reno,·ación. 

• Por la situarión en la cual el proceso d~ entrada es Poisson. los mamen· 
t.os sucesivos en <1uc el scrviclnr pasa. de un estado ocupado a uno libre, 

drtcnnina en un proceso de rrnovación. 
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2. 7 Proceso de Poisson Visto Como Proceso de Re
novación 

Como- se mencionó anteriormente, el proceso ele POisson con_· parámetro ..\ es un proceso 
dé renovación cuyo tiempo ele interocurrc>nci~s tiene _di~t~ibu~ión -exponencial F(:r) = 1 -

e-.\z 1 x ~ O. La propiedad ele "pérdida de la mC-moria,, ele _In clistrih11ción exponencial 

(vista en 2.3.3) permite numerosas J>ropicda<lrs df'I proceso Poisson \'isto como proceso de 
renovación. 

La Función de Renovación. 
Dacio <1uc N(t) l.k•nc una.- <listribució1~ _Poisso1~.-! -:n_~o~cc_s 

V=O.},····· 

y 
•·,11(1¡,,;E'[iV(lJ);,.;,¡¡; : 

Exceso de .. Vidn~ _ ·--· _. ___ .· ·;,' _.,1 ._.- _.:.·-'-.. -.-·'·-· .• _·,. 

Obsérvese que_ C'I _r.x_~~º'.~e \;ida ~!-~ ,_r.1 1.~~l1:1p.~ ~-~ ~-~~l)r~pff~~; ~-. ;~'.~,:ii_ :;_Ó~~·. si 110 hay reno· 

vaciones en el inter~al.o ·_(_'.' / ~+.~:~·J.:(~i~t.1'r~;·~j6)~~.~s~~·:~~.:~1~-~~~-~~q-~~·'?' la ·~·~fi~1~~a .:J~robabili_clad que 

~::c~:~;.~::~:1¡:~~11 ~~~~::~'.1~g~10~(01 n•''!'.'~;~r~;ll'l~~;'º~~trrºi:ssouiir11c i11c1·cmcn1os 
En términos íorm~·les ·se ·üe1Íe:- ,,~ .. , · L;":' · -

Pr{7':>{¡; = .·P1·{A1¡1+~) ..C,JV(t) ~O} (2.75) 
. j~,.;~tr¡~yc.~l:~9l~~~Ifrf.;~ , . ··•. 

Por esto, C'll un proc·c•sq.'clc~ Poisson¡ ~1.:.~x~ect~ntc?.~~~~~·~i.~.1~·,: 1>~.s~~: .. la ~t!S~na.·clistl'ibución 

exponencial.. Prb, $.r}ÚI ~'.:k~i~f~~~~i"~;;.~ .. >:( ···. . (2.76) 
como cualquier vicia, otra manifcst.íl~ió1~ ·:de· 1a:·_-P.ro)~.i~cl~C:C Cl~ .. 1J~~r<!i~Jil;d~, la. 1~r.111oria ele la 
distribución exponencial es¡ .;~:;~;;:· ~;1~~;?'·---~ ~·~. ·. ·:::-·.' 

,_..,n: ,:::;r· :\(: 
Vida Corriente. . .. · _ .. \. _: . , :"; :· .. :··!''·: , ·.: . . .. -. 
La vida corrienle 61, no puec~e .cxc'ecl.~~ ~\.íliie1.~t,~~~ ·..y:··.'.< .. l.f.i.n .. vi.i:J~:.C-o.r1'.i~1~t:~'~Xce~é .. ; 1Si 

::l~¡:i~ ·~:::.~~~::·~~~~~.¡~~::¡:::.¡ ~:u~ii,; '!~i!~~::,~ts'¡;f;;',~Í~~l;~·t~l';'°i;fü>ilicl"il .<";'' .. Poi: esto 
,,:·.;¡ 

{ 
i -_'~~-'r · 1»nra"~· ·. o:s·~r'.<.·'¡_i · 

Pr(6, $ .r} = l , • p~~á; /~ 1 $ (2.77) 
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Observe que la vida total media es significartivan~ente más larga qur la vida media. 
1/ >. = E[X.1t} de cualquier intervalo de renovación particuhu·. Una expansión más directa 
de estos fenómenos se muestra cuando t es grande, donde el prnccso ha f'staclo cn operación 
durnnle un tiempo largo. Entonces la vida total media E{/31] es aproxirmulmn"nt.c dos \'eccs 
la vida mrcliíl, este hecho ¡rnrccc paradogico. 

Se cxaminnrñ IR clcfinición de la vid., total f11o JHll'<I trntar dr t•xplirnrlo con bases 
intuitivas. Primero. llll tiempo puntual arhit ral'io t mhitrnrio t•s fija( lo. Entone~ /311 

mide la lo11gitttd del inlervalo de renovación. El fonómcno es conocido como muestra de 
"longitud-sesgada." y sucede, en numcros¡¡s situaciones llltll'stralcs. 

Distribución Conjunta de /t y !J1• 
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La disGilrnci~il cór{j,;nlad~ 'YI y 5, ··~- clcfor1l1ina<Ía d~ 1) lnisma forina qiic las 
margi~al_~s._. ~e- h~cl10, :~!m1:~· ~ual_q~-~~('<:t::? ,_O __ -~ o·;< ! ---~ L~-- ~~ ~~~1_1lo_··_{71 ,;._: x;i~···> '! 
:~:;:~~;:;~:·~,:~~cl1arrg1101;,'.,\01Í1!~~~~ ~Lint"cr,~al~(~ -:á~it~J, q11r, •. liri1r.~lt"'l'~ºbabilidaCI .. 

--~-----.,---- - ~-- -·- -,-.-,~,-

r .. {~.>;;6, ~'Y} :n~.\(~+•I: :: X?'.º' o.5~t::··,·. (2.iBi 

dislri~~:~ó~I ~~~~~:~. t ~¡0:~.~:;:,:: ~~·:~¡:ªc1'.1~~~¡~:.:;E::.:~;~i~f~;~~~~;<J~lo.~;¡e 5~ 
~~' ~,~;;· ~;.-_ 

2.7.1 Procesos Acumulativos y Relaci~micl~s.2· 
·sea Y¡ una variable aleatoria con la. i-ésil~rn uni_clftd -~~-_:'..~-k·~-~·¡;~_-<i¿'~:~id~'.j_nl~-rV_al~~. Ú~l 
idenÚcament.e clistl'ihuidas). adcnuis p~rn el 'l!rmr~ d_~:;'-~~d~>~Y;~ 1,~~-.~·.~,-~1l~ncÍ,r~n ~\:¡ y Vi· 
inclcpcnc1icnt.es, rcrn 1.ambiéu, ,1uc 1cu1 11arcja~ _ c~Yí~-1·;),:c.\'"~'~};);?;·::~ .. s~~-'-¡1~<1_éPe1~~icntcs. 
Se usará la 11ot11rió11 f'(.1·) = Pr{X; $ .r}, G(¡) = jir{J·i:5 '"f};"íí ~:'É¡x;j,éy ,/';;. E[lí]. 

Cierlo n1'n111•ro 111' prohli.•mñs prácticos y lCóriC~iS d~·it1l~-l'~~s-~i~i\~11 t)lüt fó1:1iml~ ~3turnl 
en estos términos. ·: .·_._ .,_ '~_;:: 

Procesos de Renovnción que envuelven'd~s.c~;np·~~~~iii~~·~·~:·r'a ~~~a i1ltervalo de 
Renovación. : ;·-~~··, 

Suponga que }·¡ rcprc.·scnta un~ .porci~-~- -~I~ l~--~1nr~;i~n.~·~~F I~ _ ~!gi~\:r_2_._7:. ilu_slr~ el -~odclo. 
Entonces se t.ie11c-Ja porción--)·"- <111c ocurrr~al~~on~-iC1l~~-,_tk:1--ti"1:!:r1.,~·!~1-~·,-i~<·1'.~-<~.tií·suposició11 
no es csccncial pnra el resulti\do siguicnt.C' . _ _.··.-· ._::.--:- .. _.-· 

Sea P(lj In prohnhilidad de qu<-· .. I C"ni~a en _1111~~·' i~orci~n-'} l)_'.:~,-~·1e'_~lg1Í.1_.1. ·_ii~Lcr~alo. d~ 
renovación. Cuanclo .\"1• Xz., ···,son variahlt•s alra~~1.·ir1s i011t_i!l1~~s;;rl.!f:.<?·;:~11rn.~h~:rci10vaC'ÍÓn 
implica la. sigientc e\•a)uadón . ,, . ,. ·' ·_·¡,, ··. · ,'.,· . 

. .· Él!"il f5 . 
h.')). P(t) = E[Xt] <' .;,: 

Aquí mcnC'Íonarcmos dos ejemplos concretos. · .. " .. , .'.:/:'~.:: 
Ejemplo 2.4 Un Modelo de Coln: .1'11. 111·r1r~!<o, dr;.·~.oh~·J~ .... ·t~:~_~:::t/uri~f.~~·:~\i\c(~n."/ ~~s 
clicnlcs an·ilm11 " 1111 drlrr111i11tulo fogrtr rlmu/r·_,.r.l'ibcn H!} ~Sci~ft;ioi·)i;:··~'~,!'?~1~';<,f;c /~!·~ ue,;l_· 
pos r11t ,.,. nrribo .... !/ 1 I I ic 111¡m que e,.; !l"·"''"I~ i-11 cf ~cJ1w_c~;, 11 ,;;' ~cf·1,¡~¡¿_.-p~/!Y'~-;~,,r:~_~l~1:~,i11a;lo 
clicnlc, t . .;/1Í11 r1ob1T1111do~ por las lr-urs 1/t pmbnl>il/ri~!1I<>· ' · ., ' 
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si.Íos ~~:~;b~~·:·~;;inU cola.si911c11 un pmceso P~;"sor/d~:/111~~~.·;;1;;d_>., c1i~'onies los 

liemPos -~uceSipoS -Xk -desde .el comíeu:o del 1.~-ésimo peri'orÍ~ ocupado; al comienzo del 
sigf.~ntc. J;~rínd~ ocúp"'lo, formn rrn 1n-ocrso de 1t:noración. _·-(Un jJcri'~lo .oéu¡md~ es un 

peri'odo infotef.rumpitlo durcwfc d cual la cola 111111ca etilá vacin.) Cada Xk está com1mesta 

JJOr tllla pordón oc11pada zk y rwn 110r6ó11 tle.qocu¡mda 1·1. Enlo11ces P(t), la JH'Obnbilídad 

de que la coln esté vacía en el tiempo t, cot11•c1yc a E{Y1}/E(Xi]. E~lilr ·cjrm11lo es tmlado 

más profundnmcnle rn el sigicnlc CntJífrtlo. 

Ejemplo 2.5 El Principio de Piter: F:I "I'l'Íncipio de Pitrr" afirmn 1¡11r un lmbajnd,n· 
ser·á asccruli</o hasta olcon:or una posirió11 cu fo que fs incompclcnle. ('11f11ulo esto ¡msa, 
la pe1·so11a ¡1erma11crc cu ese 1rnesto has/a que St' J'Ch'rn. ('o11sidcn· el .'figrdcnte modelo 
del p1·inci¡1io tic pife1·. Una per~otrn es sr/ccáonatla c11 forma a/ealo1·ia tic 1rna población 
y se. le d1t rl lmbajo. Si /u 11crsona es ro111pr:tc11lc, 11c,.mmu.ccní en el ¡rnr . ..to dumute un 
tfrm]Jo alrnlorio que licue di:;tribuci<fo F y media ¡1 y t.s a.<1.crntfitlo. Si t.>1 i11cOm¡1clc11te , 

la pr1·so1rn ¡uTmn11ccrl'tÍ dumn/e 1111 licm110 también afrntorio qtfl' fir11r 111/fl di . .;;fl•ib11r.ió11 G 
y mn/ia 11 > ¡1 y se ni ira. l'1111 l'C: q11r d puc . .;;fo rsffÍ 1•t1c1111lr, olrn ¡u·1· ... 011a rs sc/cccio11ada 
en forma aleatoria y el proceso se re11ilc. 811pongt1mns que ltt poblarión i11fi11ifll1 cnr1Jicnc 
la fracción p de personas compr.tc11les y q = 1 -11 tic pcrsomis i11r011111c/1:11Jcs. 

En el com11of'ft1mit:11/o ti f11/11m. ¿.Q11t'. frncción de liem¡io es lu Jlº"irión mlÍs,·c~nvc-
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níenle ·JJam ',,,:;ff.;,~·,;~~';,~ .-!·,~~º·'·"l'~ieii:t"ri:~: ·-
QCunc 1111~· 1ií10tlició_/i'.Cat1ci~Vé~ qlic.r/"pucs~oJ'S ~Cll//nd~-';_·Ú ¡~·0'1:'cli~ )t1 tltf1.ficióli mc'<Ua 

1le-_ u~f c:~cÚ.d_r: -~~-~lo_~.,~~fóí~_ ~S_:. . ----2¡~ ._- ·~;;~.~:: ·_;;; , . \;_~ _-.::0·-- ~_:~:'·· ·,;·g{::.: ~-'.~:~· · 
:_. ',i' ... --:···'~-- ·,;.:_·, _; ;-~~ ·,·~cy. 

-~~-·~,;,cJ?(X~t:.~-- 1_,; __ i ___ ~:I'. "Jl_,~i ·_:._·_~.'-'= .. ,•.:.; .•;;•• . 
-· '.'0 ·. -- -~.:t-':'.'- - - {~~~§-,;~ °"'?°.~--~» 

Pa1-a -~sp~~~-~e·(·:~--~~~ }".~_!J1~~.t?11 . ~)e-~.~-1'~{~-/f~·(;, ·; ·::, _ ,;,:.--,.'~'~.'.f!~~-;~~~~fo·~:~~'~}~~:~:e.t~~t-~. _ 
. Enlon~es la fmccfón 1lc.Jiemp9 ef1,la cmil lc_d~os,ici911 e~ más":CO!l~C~*:ntp .. pnr!i)ma p_e_rsona 
ínc~mPéldn1e-.·.-cs1 :e-: _;,\::~. ·'' · _ .. :,· {;"°··~:t~,;- ~~,;~:~'·:f::-'·:;~·;'°-~- ~ ,_.:,,'(;~y·.-~:-~· »7~;,-.:- .~} ~-

, -·~ :s~F}I>li'w;~~ 1:;At1;¿;~¡~ ,';~x~~- C· 

.... :='~ .. f :;.·;ii:f f IIl~~~IJ~0f J::2r~:; .. ~. , ,, 
' .',E[.yiJ •:' (1/2)(,!0)f(l{~)(I F 11 ;, · ... ' 

f ~1· :~11P_.-:.,',~ ¡~~:_, 1.·~~}_i;i. ~(ila{~~-- i~§·~~·~:~~:~~s '~i;:_I~_-: ¡;~'b.!?~-;~~·~,·.s~ir·c~·~;í/i~t c:i~r~s; ·c1. irab~jo 
es ll~nadc(j~or j1~r~:~":~;- com~1-~te~i~_~s ~~lo e~ 9. J~·;;;-c.,,-t_~:~f~e· ~~" _v~-c:~~;.' ~ - - . 
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Capítulo 3 

Sistemas de Líneas de Espera 

3.1 Descripción de una Línea de Espera 

La Figura 3.1 representa los elementos de un sistema de líneas ele <'spcra, los clientes 
provienen <le nna población o fuente, entran al sistema a recibir algtín tipo de servicio. 
El término "clientes" es wmdo en términos general<.•:.;, puede ser una pNsona, una llamada 
teleíónica, un automovil, etc. El tipo dr sC'rvicio clepcndC' del ni11ncro el'-' sPrviclorcs, puede 
ser uno o más. Un servidor es una entidad capaz tic realizar un servicio requerido por 

un cliente. Si todos los servidores cst~n ocupados (o ciando un servicio requerido por un 

cliente) cuando un cliente entra al sistema RC tiene c11w formar en una cola hasta que pueda 

recibir su servicio. 
Para poder describir analítirnmcnte un !'iistema de lineas de espera, los elementos del 

sistema cll•lj(>n ser conocidos, de <>sta manera i:;e definen los más importantei:;. 

3.1.1 PQbiación o Fuente 

La población o fuente de clicnlC'S potenciales pu<'dc ser finit.1 o iníi11it<1. lTn sistema con 
furntc infinita es más fácil de ch.·~c-ribir matcmát.kameulc que un sislt•ma c-on fuente finita. 
La. razón de esto es que ttn sitcma ele fucntt• finita, el m'nucro de clicntrs c>n el sistema 
afecta a la tasa ele llegadas d<' los mismos, es <lecir. si un alto porccntRje de la población 
está en el sistema, la ta:;a ele llegadas deh<' apro:<inrnrse a cero. Si la fur.nt<' de clientes es 
finita pero "grande", t1lgunRs vr.cC's se s11pond1·á qur. se trata de una poblnc-ióu infinita. para 
simplificar los modelos. 

69 
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Figura 3.1: Elementos de un sistema de líneas de espera. 
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3.1.2 Descripción de los Arribos 
,: ':-·.. " ~-

La prOp_i~~-~cl ~~C un _srs~ema de 1íneas de espera de proporcionar sel'vicios a los clientes, 
·~-~ (l~pc_n~e)1;ic~meltic de la lilSa prom~dio de llegadas (A), sino-también del "moclo"en 
que loS Rrribos ocurran. Así, si Jo.q arribos ele los dientes son espaciados, digamos cado 
h -_un_id~es ·Je_ tiempo, los servidores podrán brindar mejores servicios que si los clientes 
llegara~ en· pciíodos cortos de tiempo. Se supondrá <tlle los arribos de los clientes serán a 
los Úempos: 

O S lo ::; ti ::; · • • ~ t~ • ~ · 

(siempre se supondrá que las observaciones de las lineas de espera se inidim en t_ =.O). 

Alu~ra dchemos identificar el proceso cstocñstico qt1c clcscl"ibc el ·pro~~-~ d_e· _llcg~a~.:-- I?n 
- térrrifüos generales estr. proceso e'i descrito en tém1ii~as de la ftmciór(dr:;dj~tri~u~iój¡._4e 

tiempo;- enfre lfr.gtidas de los clientes y se denota conio A(L),' donde_; ~,: ___ j:~::~.,.-;;¡,_ 0 ___ • 

v,:·' 

.._,:/\i: 
. . . 

A(t} = Pr[tiempo entre arribos·=:; t). W11. 
El supuesto general es que estos intervalos son varial·>~cs alr.ator·¡'~. it~a~i>~h1i.~Oi:

1

~C~ 'i:d·~·n· 
ticamentc distribui<lns. :-:;.:_ .·. ·-.. :e···, 

3.1.3 Distribución del Tiempo de Servicios 

La oper~ción dr. un. siste~mi el~ línr.~s clc·:·~~p~~~-\~i·--d~/s~i~,;¡~¡~~~ )Í~~~~~¿~~¡,¡¡d·--c1~·.-~~~e> · 
depende del número ele servicios c¡u~ pueda brindar en un ·~l~-tc~ii~inadi;_·pc·fi~do ,el~ ~ie~po1 

. esta capacidad .v<i a ser a. reprc!'iCnt ar como· la tasa promcdio._d~-.s.~rVi_d~s ;"(;'_i). _ L~~-funci&n .; 
de dist'ribuci<in del tiempo de servicios se denota como B(.\"), .dOndC._.?-/. 

B(r) = Pr(licmpo de se1'vicfo _S_:.i];;,~; 2;'~_:; ~ ···~ -~ (3.2)· .· 

3.1.4 Número de Servidores 

El sistema ele )ínras c!C> c,•spel'i\ más simpl<>, en <'.Sle .i;;<.'nticlo, eli el ,'iislenrn dr 11_11 flrUo servidor, 
el cual puede da1· scr\'ic:io a 1111 stllo diente a la. \'CZ, Un ·.sistema m11lli~~"ér11itlores tiene e 
servidores identicos y puede ciar servicio a r clientes simultancamente. En 1111 sistema de 
servidores infinitos, cada. cliente que llega es inmediatamenlr servicio. 
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3.1.5 Disciplina de la Cola 

También es conocida como disciJJlina de scrvicio1 esta~~··¡ª ~~gla ~i~~ ~~id~~-;~i1~ar:·¡·~s·c1i~~~·es ,, -
a ser servidos. La disciplina más común es primero en llcüai·.:..pri~~ro·t/n:·s~1:·'Scr1JÚ0. Oiras 
disciplinas de la cola podrían ser último en l/egar..:.-priiru!'ryJ-·:~~---:_~er~~r:Vido;--)/~: sclecdón 
aleatoria para servicio, lo cual significa que cada. cliente tiene la fnism~-p-rohá.bilidad de ser 
seleccionado para recibir un servicio. . . . 

Existe una notación que ha sido creada para clescdbir l~s si~tcmas de línras ele espera y 

tiene la forma A/B/c. 11 describe la distribución entre llegadas,-B descrihC ladistl'ibución 
de los tiempos de servicio y e el número ele servidores. Los símbolos comunmente usados 
para A y B son: 

GI Arribos generales intcrdcpcr.ulientes. 
G Distribución general de tiempos de servicio. 
lh Distl'ilmción de tiempo entre llegadas o tiempo de scl'vicio 

hipcrcxponencial con ·k estados. 
E1.. Distrihución Erlnng-Á· de tiempos entre arribos o de servido .. 
lif Distribución exponencial para tiempos entre llegadas o tiempos 

de servicio. 
D Distribucion detcrminística de tiempo entre llegadas o <1<' Sf"t·vicio. 

3.2 Notación y Estructura Básica. 

El objetivo de esta sección f"s definir alguna notación y posteriormente inl.roducir uno de 
los procesos eslocást.kos más importante!-! que se encontrar<\. en l'I desarrollo de la teoría 
de los sistemas de lineas de espera. Además SC' derivarán algunos resultados simples pero 
importantes, que mostrarán clin•rsos asprctos <IC" rslos sistemas. 

El sistema de línr;is de espera que se ronsid(•ra míls gcncral es el G'j(;/m; este es el 

sistema cuya distribución de tiempo entre llegadas A(t) es complctamcntc al'bitraria y cuya 
distribución de tiempos de sel'V;c;o B(x) es tamhMn complctamcntc arhitrario. (Todos los 

tiempos entre llegadas y liem1ms de scruicio .~e s11po11c11 fodepcmlicnlr: . .; irnos dr olms.). 

El sistema tienr. m servidores y un determinado orden ele servido que también es 
arbitrario (en particulru-, no ticnr que ser prime.m c11 lfrgrir-primem en .-:r1• .~cr1 1hlo.). 

Será importante este estudio t.anto el arribo <le los clientes como el avance de los 
mismos¡ así se dcfinr. a Cn como: 
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_, .:;_·::: ~r.-<· .. ,.-, ·'.---~·;_:o-

oii:6 ill·~;C~~¿~~Si-?~~~¡ i-~~~.-~1~.- --~\~ú~r~~-'. ~s -':<;~_:·'ü~'1 ~~jo_~í~~~-t-~'i1~iill_cl~~ó:~~~,;'.~Ú":' j~~->_,1/ ~~pe!~_''= 
req11c1ído 1wi'!i 1•ncinr.~-e!.' :,ísltfrirt~-. ;11úú/i~11tl~ ~-a l_;;_,!"s t1~~-:_-~¡f~-,~;e~-:~~1~<1;~¡-~~~-:~l. __ t(~u~¡w t; 
U(t), cs.clcd1·:·. .. . ..... : ·~. • i;;:-' .· ·.·. . 

~-,µ~( t j :·g~ e( /,:~~-~tlj~--- -"-~, /~1-.;,; ~'.i:¿~;;~ ~~l:;~~~:-~fr):;;~:!i~~'.i;:.-~- ·~s~-;~·.:: ,_ . ~ .. ~J3 .. ~ )_ -
---cu~nc10· li( i) ~·o.~('. ~licc.ci1tc· d -~ist~-ina_~t.i ~~~-~1-i~;l~~S~~~!~º>~~-~t,~~-~:~Í~---ú(_; }~-itO ~¡ Ai~~c1~~ 

7 

t • 1 . ., . .:,:·· ;;:;• ••. · : ••.. • 
es a e c~ocup~c _º· . . ,·_ ._ . _ .. ···-.. , .,.. -.; .. , . -~--;·.e .. ::,~---:.. '-.. '.·~.-:' '>''-·'·./· '::·.'· . ... -- . _ 

Pa~·a c-n_~cnc_ler.:.IOs dc~all~~ el~.· .esto~- p~_·?c~~~-~.~~~·~-~--~~L~-c~s ~e' dcl~c :;_~_11~.c~ .;clc~.1_1_ir las 
siguic>ntcs ''.ari.ílhlt's~ Si! d~finc el tiempO,«lc• ~frjh~ ~I siS-L~1lm-:«1~L·1~~~~in;·¡,_rn~i;\c.coÍn~: . - . ' ----·, · . ..- - · .• ;,.._ ·._ .. : __ .,:,_ .. __ <.( .. ~·~' .',:·~ .,;:;,«_ --:::·1 ·<·-. 

(3.6) 

~-~ ~-:~~~~¡l;~!!.:,J<fú1_~)lt~·~C(iJf ·~~/~;·~~~{i!;·.~~~~:~? :c-

;:1:. ·<:1_ ",:~"/~_;,}:¡; :~;·t~_.:_. ·' ,., . ':{:.·:'! (3.?) 

Si se su po1.1c.:· qu~:: ~~cl~-:t;:t~~~~ Ü~i~~;~~~-: e:i~·t.~:c·· _i1~~~~1:~~:::s<~¡(;1.~~~~Ytas: i~~:r 1~·-.dis~I:ibucióO 
.4.(t),-~~ -iir.~~~l-~1~::--=·-C~~-~~:~,~~~;.~~~- ~:-"~~~- 7-~·~0~0-":'.·:_ ~-O~:::o'"°~----'--;¿_~ ~~~-~ ~, ... -

. ... .. " . ;· .. :x .. ;~Í:'P·;~t$.iJ'-=:;1<es'.i,· } .. ; .,.... .. . . (3.S) 
quC es lotah:n~·n_1<:;.1nc_l,~p~_n<l'~~~-1tc;~l.~.y~":_~~·.11~,~~~~· s.'~?~l~:lfl ~-1~~.~-~~o .~1<:, ~e1;~·1c10 t~.ara..Cn Como: 

'.e'. '.~~.~}~/j¡¿7,;;,.,¡j::ú\i;;/ci1;~,;,;;, Ó,:·. (3.9) 

Se 1nwdc ~11rio11~·¡._ .. tn1~~i;i1~11.~'11Y;f;'.\:('' 

Yr[.\' .. $,i·] =~~(.r).' (3.10) 



i·I C.-\PrI'IJLO :J . .'il.frEM.-\S f)/' UNt;.-\8 /JE ESPERA 

La_s sc~:-~:cs-~t_,~~ )~~(:\,~-JJ!ll~-~l~n- sc.:~_\·is~:íls como las \'a_1:l•1hl~~ de r:111.rn<1}1_d_d sistc~·ui; la 
manera ~11_-~llC -~, sisl.~~_l1a Ornn~ja~ a los -clir;ltes pro<lnc<.• aumentos c1Í ~1 _t.ama!io'dc la cola 

y en l~s t~_c:~~1p°:~: ,de.c~-~~~1·a· ~1_w!_ s_c dchcn <Ir.finir. Entonces. S<' ddin<.• d li<"1~po· c1c espera 
( lir.mf!_º _!!'.'-~··_ 111_1 .. ·.~~;~,!!~- /!C!"!_;~~ll_E<:r!_, __ cn :{1~_ llt1ca de c.'1/Jí./'tl) _C'o1~10: . 

·= __ ~~~~~~:t'!~~~~c/ tj~;;,J'~: ~Ir _cspr.m_ (ru_rolni_-dc C11~-
._ · __ ··-~-:: .. --<·.~:--~~ -~ .. ·-__ - ,- '·."·:· ___ :-_::.'-_ . 

El tic:n~po _tOt~I_ gn::ita_clo por_ C., en d ·sistema es 1~ su111;1 _,1<.· ~u ti.~i1lpO~~-¡r_-c_sJ?el'a (lv11 ) 

y de su .ticm)Jo ·de ·:~érV~CiO (X,~ j,- c_111e "se' denota como: 

§_11 :~~ -~;j :~ ierñ;J~ )~~~ ~!-~i~1:~,,1;Ü~n ~:~~ __ c;l~~~: 
.:;> .- ·. ~. -,: .... ::·:~._·i 
s~ = ,~,. + :x"·:; - r:·~ (3.12) 

A·s~ s~ lla ._d~fi11.icl? ::c1-:ti~m'ri_?'.,dc::~r~-ib~.~p~r~_:':'1·«:1l~~~i.1~_f?·.~v~1~._t~~:·-.<'.l_ t.irn~po entre !os 
arribos-ele _do~· ~l_i~1~t~~~·cJ t.i~Pil~~::_d.e ·s~rv~~i~:'fl;•!~~:- ~1 ·c~, .. ~:~;·i.!r~ií .. I~?; ,j~/.tsp~;~~ y d tiempo 
que gasta en .~I si.s1.ema! qonsidc~~c~C al~.~ra .c(.t_ic!1.{po t'~1fré a;:i·Jl~o~. (,o l/i:.111pn mire llcgmfos) 
t,. .una. vez- más •. .'Sc. d~.'~~tñ·;·{~c~~o;i~nat'ffi~n:I.¿· ~··-z .. ·~'~·rltei'é(iil~frC (l~,jú.~\;Hri~I;¡~ al~atoria ln, 
definido como: · _, '·":. -

¡==:1~~1;!.'. (3.13) 

qttt' tambiin se denota como ... ln .···~. i.'.·~~¡Si: ·i~~,;~~j'.~--~;;:;·:·c1·:;¿,~1po·::~-;;ú)·.t1r:9rufos l
11 

lcnga 
una tlisfrilmción imlc¡~¿ú.di~n-Íc_··~I~ _u,-(~Jcr'!'::~s_~_º.:.>1;~-- ~~-~;~i "~~f~'lr/~:,~~c: e~'- .~J ~~UÚJ ele mu~has 
otros variables alcalo1ins. d~· inlcrés.): :::·La''nota~ión;;p~r~:'.la' fu.1íéió11 ele dist.ribución de 
probabilidad (F.D.P.)será: ;·~-':"/·/C:. _,;c;;c.);.; ~ ;'~-~- ,_,~_,, _ __.:e e - ... 

• 'Pr[1;.~1J=A;;(I).>. (3.J.!) 

Y para el límite cÍ~ F.:Ó.P .. ;,_ -. ;;¡i~;¡,,. Á'ch. >; .... 
(3.15) 

... ~ .. ! . : ,,,. ··, . : . .. _ ::, ; ., .. ,: : :, 

Entone.es A~~l~ -~.-~(ij'(.·pa_r"·~upti~~º.~·-:.·~-~.ra:·.·-1~~· t~~~np0~_'._~1~(.r.~_ 11~·~~iás:~e. supone que 
A.(t) = A(t). De' modo similar 1irunéiónd~ dcm~iclncL,~lr'.prol)~hilicl~d (f.d.p.) para 1. 

y l,l será ª"(t)·y ~-(t) r~PccÚ\·amc~Lc~.Y.~"(lf+:d(t)~: f~Os .~~61~·1¿í1·1-¿s"d~ lo~"l.iempos cnLrc 
llegadas son l!lmbién iin.pÓt'.lanteS y se .dt'_notRn como: 

E[t.J =f. (~.IG) 
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. De .":C'nerdo con ésta notacióú~ la cspr.ra~1za _drl .l:i.t:!';l>º".cn_t.1'1_! .l)~~·~cl_i~ ·!_;-~:_;~· ~1: Í_í~it~)lc 
la variable alcat<?.ria sc1·ñ.dado por [en el scnÜ<lo dr. C}l_U? fu~~: Có~o f,'c1~1~~~~:_C\P.rO)n~di~ 
dcl·ticmpo entrC: llcgnclas dn los clientes. cs·t1sado frecuentemente en_ la~ ~~.u~cionCs se da 
una n"citación csi1ccia1 que es: '~~~-. ,·:· 

- l ·_-__ ".~'.._'._,~,~~: ..... 

'.= >.· . . . ~·;; . (~ .. 17) 

Así _A reprcsentn In tas~ promC~lio de )t_cg~das c1d: 1.~.s ·c_li~l1~~f ~ -~~~~~lf~::;}_~~~--~~~;:._:_~ ~s 
. momentos- de orden),·_ del tiempo t•nt.rc Ht·gadas Sou -t~mbié~l de .itlt~ré~ y, ñ~s,r-se· dcfi~e el 

· Se h~ ~\t.-Ó~~-i~i~~~ik como ~l'_k·ési-;no- n~~i~l~1~1-ó-~~c'.!\--¡~_:~1ij~~~-:-~·il'{.'~::~:-Ú~~~·~r~/¡-t ~Si~:·-~c-~ J~i~:¡~~· 
mente la. 1~o~ad~n :~tandn!, y _se ohscr\·a..inmC~l~~lam~nlc·,~'i1c:;·: ~. ·.. -- - . 

(~J9) 

Est~ es, ~~iste1;:lrcs nota~ioneii espoci.1c:•r•rn 1~ l'Slll:rn11zádcl ~irmpo ontre llcgn.clos; 
eñ p~rticulat\ el uso <le~ siml.J9lo '.~o".-cs~ m~1y ·corn1in. ~· n.lgú1.1nS_.~c cs~as íormas serán uti· 
lizadas il.·-traYés_ de~ lcxt~.'- :necoi!Úau~I~~ la ,túí~ri~1_a~i_ón::0Us~rv~da ·--para: el. t~cmpo entre 
llegadas , se ~i.enc.él.sig~1fontc. glosa.i;io: - ·- -- . . . - . -

l11 ~: El-).ienli'i.o c1.1_l:r~ ln~·ºÍl~g~·c .. 1_~i:;,A~~-~P11} qn_i·~ 

t;,:.... A.Ú¡'¿A(_t), 't!u(l)~"(I) 
-- ---·- -~---~-- -;=.-s~-~07--,~----E'.-,-.-.,,:O,-;-'i;""C"'--=-c?=--::_- ""-=---'-'.-'-·---:Oo,-_--=-=-o-. 

··¡~;7(:.J=;f=:t·:;·i;·~'!(;''7t1··.:,- -~" ····. 
De mnn!~rn idcÍitiO<'á,-lil)i101'.adón-i\SOdntl~i fºÚ·X;1,W11 y.-=:.·,¡ t·omo: 

~,. . .:; ;/: ;:'4~~j-;'.: .:~' ~º. <'.~·t_:;i'· t): ·, 

·:·(ÜO) 

'.~~~;BÍ'1\~~\f!~,~lK;q;'.¡~io'i~ C,:· 

x. - .. ~.;; .: ' JJ.hi A /J(.,:;: •.. · . ' i; .. (i( .... 6Ui . 
.¡·.e,:·,.':>>·.-.·.':_: -'.-

, : .lZ,~·>:. ..... .:::~· = ''k· (3.21) 
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L 11n cola 

·., ' ': . _". ·_ '.: : -i 
"'" __, tii; Wn{Y) .~ l·Í1o(!Í), ' w~{y) __, w{y) 

~1~11 --·-J--~~,--_~:~~:,~~;~~ ---)i,:~- ;,: ~-~k~:-.c (3.22) 

·,:::. 

S~ __, B, - S.,(y)-:L.'/(y),~ ~i1:t-:'~_(!Í) 
(3.23) 

Toda esta notación es evidente cxc<'pt.o tal vrz por los sín1holos·c-~.o;ÍlC~da\~_ut11i~c:>" 
parri el primer mo11w1110 y t.mnhié11 pilra los momr11tos ele• or<lr.n 11u,yor el~ las· \'ariablcs · 

aleatorias usnclas (es decir el m;o cil• lo~ símho\os ,\, "· I'• 11, H'o. y ll'. ). 
Dada la notación anterior nhora S<' sugiere una g1·áfic1t para lils linf'as de! l'spcra, c}uc 

permita. umt visión clara de la. dinámica ele\ sistema de líneas de espct·a. 
El diagrama se muestra en In Figura 3.2. Esta gráfico part.iculal' rrpre:u•ntn l~n sislC~a 

de líneas ele espera con una disciplina ele Sl'l'Vicio 
1'pl'imero tll llry111· • fll"Ímem en ser 
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scrv;do", pcro,sc_purclr ohservar que la Figura 3.2 podt'Ía ser modifkncla para representar 
cualc¡ui~r ot.ra disciplina. En este diagrama In línl.'a inferior el<.• tic•mpo. rrpn•scnLa la cola 
Y la superior el sen•ido; ndcinás el tlingranm qur se 11111rslríl (_•s pnr<1 f') r;1so de un sólo 
scrvid~r, esto se pu<>clr generalizar tambiPn. Las fü•drns c¡uc esl;in i.ap11nlanclo" a la línea 

de la cola (o a la de servicio) indican que una llegada a )a rola ha ocuniclo (o se ha iniciado 

un servicio). ~ticnlrns c¡ue las !lechas c¡111! .. salen" ele las linf'as inclican <(UC el cliente ha 

dejado la cola (o ha terminado su servido). Se observa también c111c c>I Cn+I llega antPS que 
Cn inicie stl scn·icio; sólo c11anclo C,1 deja u termina su s1!rvicio Cn+I p1wcl1• iniciar d suyo y, 
por supuesto, cslos dos cwntos ocun·en simnlláncarneutc. Not<-•sc <¡llr. n1anclo Cn+l entra 
al sistema lo encuentra vacío, e inmcdiatamrnt<:> sr. dirige a recibir el servkio. Se describe 

también en este diagrama el tiempo dr Pspcra (11•11 ) y <•l Licmpo en el sist.1•11rn (811 ) para. C11 

( nÓlt•se que W 11+:z = O). De este modo, conforme (•I 1 it•mpo 1 rnnscun·c sr p11rde identificar el 

número dl' clirntcs en rl sistrma .\'(I ), el trab<1jo no t.cnnin;ulo al t.irmpo 1, f l(t), y también 

los períodos <lcsoc11pnclos y períodos ocnpatlos. 
En general en 1111 sistema clr lím~as ele csru!ra uno rs1wra que cumulo rl mímrro de 

clientes es muy gr":nck el tiempo ele l'S¡>f~ra tn111hié11 lo SCil. Una 11rn11iíesl rtcicin inmediata 

de este hecho es una rch1ción simplC' cnl re los \0HIOl'cs es111~raclos <lel sistr.nrn. 1'1 tasa promedio 
de llegadas ele los clir.nlcs al sistrma y el promedio clr tiempo tle Pstancia ,•n l') sistema parñ. 
los clientes. El propósito de cstf' lema es obtener ('Slfl rdación y a*iÍ familiari;r.arsc un pocO 
con el comportamic11to del sistc•111fl. Con rcfcrrndn a la Figura .:J.l consiclrrc~nsr liis llcga<lM 
al sistema y contará ruan los dir.lllf's enl ran en cletcrmi11nclo tiempo. 

Se dcnot ará esto como a ( I) clonclc: 

Tambié~; ~e pm•ch•1.<C~nsj~ler~r las sali~Ja.C; (l.r~~:~iAtf';1~n~ 
atendidos que dejan el sistem~¡ es::. - · , . 

1 

• 
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... ·.·.·.· .•...•.. '.t < .· .········ 
s.on "cl.irnte .por_unÍcliÍ<I (le t.i~~n!>o") J,;~~·~¡· ~·~.i~r:v~Ici .. (o,:·t.)_¡ __ ~I~~.~~~;~·~¿~. ·~l~~ra ~~~sta.árca.cOmo 
.¡(l ), aclemá:o;, definif'nclo a .\l c~mo la t a;a; pr~~l-r.cli~· élc llc~~da;·-( rlic;~t.cs. por ·u~idad de 
lk•mpo) 1•11 <'I interyalO. (O.:ih t•S:(.lcci¡:Y ,.'.-:_\:~-~·-F ,,,_, -

, ,"•' ,··- ·--·· 

/ ; ;¿.1;~·0~1t'._ (3.26) 

' . - . '-·_ ~ -- - ,- ~- -t- - : • ' - , 

Se Pu~ci_e dcfin~1.-.a ·111, ~o~n~ .. ~Lti~•~P<:>.r:i·o~-~~1.~~ e·,~ ~lsis.t_cma.p~r-~l_imú.~ sobre toc_los 

l.os d.icnteR .'~11 el.-.intP1:~.ill_o .. ·(~, i); · ~~~1~ ·7~1_,l' l'C::Jl~~~c11l.'-"-~-l~s.:cl.icntcs 1~0~ ~111idnc! ~!e tiempo 
acumulados hast~ 'd lic>m(>~) 1 se- r>1lcd~·c1¡Y¡clfr··p·or·~J l1~·1~ne1:0· c1~._~¡'1'¡1;0~ -lrns1.a el t.¡cmpo t 
y obtener: - . .· - -

. IV ,;. ¡(t) 
.. 

1 
.• o(I)" 

Por tíltimo. cldwmos definir .'f:, cOn_10 d .promecl!o ele· clientes .rn "' sistema en el 

intcrval~ de _tiempo (O,.l}; c~t.o s~··Obt.it•nc..'_ rri.eclianl,e la .división d~ clientrs por unidad de 
tiempo acurn~1laclos erit1:é la l~ngi~ud <lel intervaló ·~, aSí: 

X,='~tl. (3.27) 

-----
--e·--------~--- --" --.-- ,- ' 

~ . ' . .. . . : . . . _; ~ ', . '·'. 

S1lpónga.c;c ahorn qúc el .sistemn dé lí1was el<> _rspern es·:t~.J qli<> ·los. 'idga'iiént.rs· límitcs 

existen cuando I. _. "oo. : 

it= ,'!ih_lll,~. 
NOlc qt~e· se _1~!':!1 1~~~~0 .1_~~ ·.-<~.~n.:1·;i.Ci~·i.1~ ~'.ri·~~ri~!:¿~~·· ~inr~ · .(-?_ 1.1;. ·.;~,_1c ?~~.rr~r!~~a1~··IA t~~·a 

promedio ele ~1!.e~ic~ .<1i'1e ·1.1eg~~.1 ·y ~'~.·:1.ien~~lo.1>f.?m~~I-!.~ ciu.c-g~~t~ :c~¡~~. cliC~1:~<· .~~("e! si.stema~ 
respectivamente. Si r.Slos dci~".·(11t.ii~1~s·,límitci\·xi~tcl~t 'iútOncCs 1.~mbic~n.(•Xist.h:á ~I límite 

pa~a :r, ¡· qu~ s~ d~nOta:l:~,>~ l<9:~~e-~·i:~p·r~~~~~·~~ .. -~.j ·.11.1i1~·~~f·o-_·~:i·oniC~·¡¡~: d~· rii~í1f~~-·~~1. ~) ~i~tc·1~a _ 
entonces: 
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DE LA 

NO DEat 
BIBLIOTECA 

Estó"cst¡1bfocc que-el 111;',;;~,.o }Jl'Omc:r/io ele cliculc.<t c11 un sisfcmn de lí11cas de espera 

es ig~tal ,,. fa la::_n ¡nYJmedio de: arribo de: lo~ clfrn/e,'f .ª ese sistema, ¡mr el lfrm¡JO promedio 
gcistado por- el c/ie;11 le fil el mismo. 2 

Lajustificilción al rcsnlléulo anl.c>rior no dt.•pendc de ninglÍn supuesto específico sobre la 

distribuci~n de lils llega<lns A(t) o la distribución cl<.>I tiempo de servicio B(;r.); ni tampoco 

depende cid ntímero de servidores del sist(>ma o alguna disciplina particular <le servicio. 
Es hÍiportantf' observar c¡uc no se lienc f'ornplctilmc11tc clPfi11iclo atin lo que es un sistéma 
de líneas de espera. Por ej<'mplo la Figura. 3.J podría rcp1·csc•11tar fa entrada a. un sistema 
compuesto de una cola y un scn·ido, en cuyo caso .\"y T como están df'finiclas cxpl'ésan 
canticlaclrs para lns en tracias al sistema¡ por otro lacio, sr~ pudo lrnber consiclC"rado un sisf.ema 
que únicamentr cont.ul°i1!ra a h1s colas, en cuyo ra:m la relación ¡~~dri<I liabrr siclo:·, 

(3.28) 

-.- . . .. -- : - ,. > .·' ·: . .".·'.~---: .. ('> . . · ': <':·' 
don~c ·.Y'! .1.·~pre~e~1-~il:-.-~1 z:i_t'111~p1:?.·r~~1~~4i_o .~I~_ ~Ji-~~~~~~:,~n l!'::-:~·~la· Y;_f~r~~9-_~r_ ~l~Íi~1.i6.:~,y;.·c1·~~c
rcpr~.scnl a e~ ti~~1lpO "J~~~n.1°C-~io ~!~._-cSp~ra .. ~~> la_-~~l~.··:.~~~m~ ~·~~~c~?~J>~~ÍÍ>_ili~.!at!~· -~-~:.'~¡:~t~!~ª 
de colas clcfiniclo' pocl ria l;nl~-Cr c~Ítsic1e~t:tcld ~1íilic~·mcnl~:a1 s·~fVid~r(en ~é~'tc ~ns~-1.a~eétiación 
se redúcirí~ a: -:' ;,.~ ... ··' ,, .. " ,--¡.· ;·.· ·· '}-:~ . • :::'~"' ·~kL:. i, · .. · · 

· .• •::;. )<•;Ec·J::;;:d:¿,Af¡ó'. 1 ;(E,;ij;~, •. ······lf\(3.2~) 

... donae, ··.t:~rc¡;ff~~f~:h,:~;¡,;,,;.~~¡;;:;~.;,¡~~~Íc ":1;;,,;~;~1.~rsii-f.Ícii~;~~~·~[;p¡,~¡;;- e 

reprc~nti\.'!l,ti~~1p~ ,;~,:!l,~~¡l}p g~~-tñcÍC?-C'll~.~f~efyf~io. ·.Notc.c111C, ~i~m1~;.~·s11r~c!~ .: ·' · , .· 

. . 'Ú :: )': ;;V=;+W
0

• (ÚO) 
,- '. ~;~:--·' I' 

L.Os Si~.le1~:~'.s:,d~:.J'fí;~.¡f:~¡~ ~~r;e:r·a· p~1i?clen reprC"scntnr una ch1sc espcrííka .de clientes, 

tal vez_ 1>a.s~1.º e1_(Prib~i.c_la~lé~: o· a_~gunOS 01 ros at.ributos clr esta clase. "n ruyo caso la misma 
rela~ión se ~1~Úc~!.·ía.'.·E1.l'.oi:1:;\s p~l~brns, la lasa pro111c<lio ele llegadas clc• lns clientes a. un 
sistema de lim·a~·.c1r>:~~¡lera, _c.•s 1;111ltiplicada por el li<.•rnpo promrclio ele rstancia de los 
clientes en. el si~tema~'Cs igual al -1nímero promedio de clientes en el sislc•ma, no obstante 

como se h~ya clcflnitl~,~-1 s!_st.t.•ma. 

2Este rcsult.ado l'S conóCido como ti rr:s11//a11o de Lillk 
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Ahora, se'.(liscutirá ;;n p~rHniriro l~~sico "p", se conoce ~01110,: frtc!or tic. tilili:?ció11. 
El ~actor d(• ntilizaci.ón c5 In. r~~ó1~ ele I~ .t.ñsa ~ie lleg~c!as ·.~I s~s~cma.y la ,~a.~a ,d«!. s<'rVidos; 

cntonccs __ ~ __ n ~l_ __ ~as?, ele -~11.<s?I~ .s~n·i~l.01> '·.ª clcílnición:··p!ll'~· ~-e~~: ---~- -.-:- - ~--'.-·: _. - ·-: .- · 

_pg {tasa -~~·o~edi.o ~le los clien_~':'5) X (el tJimP'?. prom~di~-~~~ s~i~~_id~(--
p=.\;i', (3.31) 

Esto P~ cirrlo, debido a que los sist<.•mns corÍ 1111 s.ólo scfriclOr;·ticnen uirn dcr_.la capa~i~ 
dad máxima 1 pcir ejemplo, un-clientC por segundo y d n1Tibo ele cach{clh;n!é tfá~ cOÓSigci 
X segundos de trab~jo: como en pr9medio A clicntffi llegan- por segundo~: entonces ,\X se· 
gundos de trnbajo, 5011 traidos por cli('nlP cada segundo qu~ pMa ~n promedio .. En e1 cas0; 
·de servidores 1mHtiplcs {m servidores) la cl('finición es la mismay cxprcsndff rn t.érminOs de 

parámetros de sistema, se tiene: 
,\J: 

p=-. 
m 

(3.32) 

Las dos ecuacionrs anteriores se aplican cuando:· Ja ·tñ~a :nuixitna ele servicio es in~ 
dl'penclientc del c:>stado del sistema; si este no cs. CI c~o en~onccs se debe· pr~veer ele u~a 
definición mfü• cuiclaclosa. La. t.asa. a. la cual el ·trabá.jo· en ira al sistema rs ·algunas veces 
reíeri<la como la iritcntoidad de tr1ífica del sistema y es expresada. comunmcntr. en Erfo119s¡ 
para el caso de un sistema con un servidor , el í~ctor' ele uqlización es igual <l la int.cnsiclad 
del t.ráfico ya. <Jlle para {m) servidores. múltiples, la .intcnsic_fad ·del t.rñfiro es igual a mp. 
Además O 5 p < l. entonces p puede s·f'r ió_te~·pr:ctaclo .como: 

p =E( fracción ele ser\•iclore)'i ocupados). (3.33) 

En el caso de un mímero infiuit.o de servidores, el factor ele utilización p no juega 
un papel importante y estando interesados l"ll el ntímero ele scrvidor<'s ocupados (y su 

esperanza). 
Para que el sistema G /G / 1 sea estable, d<>be suceder CJlll" O ~ p < 1. Orasionalmente, 

se permite el caso en que p = 1 que representa. el estado de C'slabilidacl (<'n pa.rticula1· para 

el sistema. D/D/l). La estabilidad aquí una \'ez míli; se refiere al hecho ele que el límite 
de la dist.rihución de tocl;is la \'ariables alr.atorias ele interés exista y <¡un tocios los clientes 
sean, eventualmente atendidos. En cuyo caso d<•hr ocuparse del cálculo siguicnl.c. Sea r 
el largo ele un intervalo de tiempo arbitrnrio: cluranle este intervalo se ~)'ipCr<t. (por la ley 

ele los granclPs números) que ron prohélbilidad 1 el 11í1111ero de arribos,sra muy rrrcnno o 



3.3. LA FÓRMUT,:\ l.= .\W 81 

'igual a ~r. :A:demás; ·c~cfiniCn_do a Po co'mo la-probabilidad d~ que esté dNiocu¡)~<lo en algún 
momento s_elecci~naclo'alcatoriamentc. Se debe decir c¡i1C durn!lte el intCrvalci r, él ~er\•id~r 
está. ocupa.do r .- rpo sCguil<lo y con prohahiliclad 1, el ni1mcrO de client.Cs servidos dur~nlc 
_el"in~c~valo:;_~~ rriu}: -~ércano a·~. Ahora igualan<lO el mimero dc.·se~viclores dura~~e 
este int~rváJO; d

0

~¡--p~_r-~la -~ngnÚ.ud dr. r, - · -

Adc_más_, como r-.~ ~-_se tiene qur -'-!" = l - p0;.usan~o la definición (3.31),Se tiene 

fi!!a~~~nt.c·;~;~a _<:~~~~-~i~}l~ in:i_p~rt~~1tc r'~l'a Gl_G/ l -

. Aquí la .intc_rpretación es que pes.la fracción dC' t.iempo que el servidor es~i'Ocupaclo, 
esto sirve de sóp~rte para la ecuación (3.29) en In cual ,\,r = p que se mosL.ró como igual al 

número promedio de dienLcs que Lienen acrPso al servicio. 
Exisll' una gran variedad ele procesos ele ent.r;tc/a, llos lipos simplc>s y de frecuente 

ocurrencia. son 111ate1mit.icamcnte descritos y derivan algunos casos complejos. El primero, 
en el que las cntrndas de los clientes son r.n los intervalos de tir.111ro fijos: T,2T,3T,···· 

El segundo 111oclc•lo más comt'rn, N> <'11 el que los procesos de lll'gnclits ·son "comple

tamenLc aleatorios"' donde los t.icmros ele llegada forman un proceso Poisson. Compren~ 

dicn<lo el desarrollo axiomf\tico ele los prorcsos Poisson {Subsccción 2.:J.2) sr podrá probar 

la validez ele los suput•stos clr Poisson en rualc1uicr aplicación. Existrn muchos resultados 

trortcos cuando los t irmpos ele.• llrgada df' los di<'nlcs fomrnn un prncrso de rcnovarión 
(Sección 2.Ci). Los inler\'alos de lic:>mpo dist.rilmiílos cxponcncialmrnf<.• rorrespondc:>11--a 

un proceso <it• Poisson dr. arribos romo caso especial. Supondrá .<1uc In duración de los 
servicios pnra. clientes indh•icluales son \"aria.bles nlcatorias indcpcnclir11l('s. no-negativas, 
idénticam<'nlr distrihuiclas. e indrpendirnl.rs del prOceso clr llegada. 

3.3 La Fórmula L = .A W 

Consid<.•rc· un sistcnrn que ha íuncioníl<!o _r.fidr,nt~mrn~': hasta: alcanzar aproximádamcnlc 
un estado <'stadow1rio. o uria posi~ión,'.clC 1•i11~ili.b\:i~:Cs1~~listico; 

Sr.~ ·--$'.~ 
'. :· ··.:'·, .'.·.· '.:~: :·. :: 

L = El mímero rlc cliente.~ q,~ el .oii~~r'~!~." 
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..\ = La. tasli-dc arribos ele lo:i clientes a(SiSt.cm.a,;j·' 

l·I'~= El. iicmpo promedio gastado ·por ·u~-dieá1c'·e~ ··~/ ·s;si~:i;n,~ 
' . ' ,.,-

LiÍ ·ec1i8.ció11 L · = >. W es válida sobre u ita grait variedad.· dri -si~tcmas; y- es de impor· 
tancia. básica en Já teoría de colas, ya. que reílcja dos ele las más i~port.á.ntcs medidas del 
coiyipo.rta~iento del sistema, el tamatio medio de la. cola y el tiempo pronwclio de c~pcra en 
el estado-estacionario. es decir, el tamailo mcclio ele 11\ c~ln y el tici11po jlrOmcclio d<.' cspcra. 
cvalua~lo con rcspcclo al límite.o la dist.rihudón cid.ariomnria dd proceso, 

La valicléz de L = ..\ll' no dis111in111lc 1•n los dct.alll's el{> ning1i11 modelo particular, 

depende th1icamentc del comporlamicnt.o ma..c;ivo cid flujo del sistema.· Para respaldar este 
razonamiento, considere al ti('mpo T lo suficientemente largo, entonces hu; íluctuacioncs de 
las cstadísl.icns c¡uc<lan fuera del promeclio. Enlonccfl el mímcro total dr. clirntcs que entran 

al sistama. es )..T , el mimero total de clientes que han siclo atendidos ('S ,\(T - IV), y el 

mimero net.o clC' client.es que permanecen en d "hilrlllll L ck·bc ser In difcrrnda . 

/, = .\T -1.l(T- 11')] = .111'. 

La figura 3.3 describe la relación / .. = ,\IV. 
Por su pues lo lo que hemos hecho no necesita una prueba, y de hl'cho, no se debe dar 

una prueba. Se elche, de cunlquicr formn, mostrar algunos cjl•mplos el<~ \'('rificación de la. 
relación L = ..\H', donde Les la media el" la. dist.rihnrión l'st.acionarin dt• los cli('ntcs en el 
sistema, ~F es el tiempo 11.1edio del diente en el sistl'mn. det.rnninado por I~ dist.ribnción 
estacionaria, y ,\ es la tasa de anibos en un proceso de arribos Poisson-. 

Sea Lo d número prom('dio de clientes csprranclo en el sistema, qtu- min no son serví· 
dos, y WO el tiempo promedio cJ,. cspcrn rn el sislf'ma r:.;d11yl'11do d t.ir•mpo dl' scr\'icio. 

Análogamente a L =..\IV, se licue: 

Lo= .IWo (3.35)--

El tiempo total de espera en el sistema. es la Suma 4el ticnipo ~I" rspera-'~ntl'S_de 
servicio, más el tiempo de servicio. En términos dr mrdias se 1.il'ne: 

1V = 1 Vi1 + Tiempo pronwcl!o <le scryicio... ,· ·. 

En lo que resta de este Capítulo, se estuclfar<\11 algunas \~ari~~la<lc~A.t• I~~ ,si.stcm~.de 
líneas de espera. Planteando lnmhién r.ucstionrs un poco 1~1Rs ¡~lahñra:lns, lo5.-"ahortos"por 
ejemplo, que son dientes que se rehusan a cnt.rar al sislc•mn si la líncn. de rsprra. es demaf'iado 
larga. Más generalmente, un sistema de líncns de esprra con abortos, rs 1111 :-:;is lema en el 
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.. 
n c. 
,¡ u 

ft .... 
_ .. 
-d 

- "-;o 

a) Arribos y Servicios aleatorios b) Valores suavizados 

Figura 3.3: El 111ímcm ele arrilJo.o.; y servicios ocurridos cu un sistema ele línc11s de espera. 

Los va/ores su;wfaaclo . .; en (IJ) simlmliznn el cmnportarnicnt.o promedio. /,a t.asa de arribos 

por 11nidacJ dC' IÍC'ITIJW CS ,\, e/ lllÍIJJl"l'O promcrJfo de c/ÍC'llfCS en e/ SÍSfCUlil C'S {,,,V e/ t!em/Jo 

promedio gast;iclo por nu cliente cu d sist.cn111 t!.fl; IV. 

cual los clientes entran con cierta probahilida<l. dependiendo del tanlaño la. cola.- .Aqlli es 
convenicnll' diferenciar el pl'Occso de atribo y el procc.o:o c/e entrada como se muestra. en la 
figura 3.•I. 

Exilitcn rasos cs1wciales en las colas con :;obrdlujo en las cuales, los cli~riles entran si 
y solo si hay ruando nwno~ un sc1Ticlor libre, parn iniciar el sPrvicio h1111Pdi.al amente.· 

3.4 Arribos Poisson y Tiempos de Servicio Exponen-
ciales. 

-.. , .. ;. :"' .. 

El modelo más simplr. y también t•I má~ r.xtf•11sa11w11lc r.sLudiaclo r.s aCp1C"! c¡;lé_'Í.ir..n"e ~rd.Í1os 
Poisson y tiempos clr srrdcio rnn distribución PX"po11<"11cirtl. En est~'c·a.S~;:(•l liii·go el(! la ~'?la, 
forma u11 prun·~o de 11admic11lo y nml'rlt• {rf'\'hindo r;1· 1a Suhs~ccÍón ·2_;:4¡)) _);_ fo'ctislribudón 
esLncionul'ia rorrrspo11tli1•11t.c c.•s <.'nnocicla. . , -_r'' : ._.::'.:,. . 

Sea ,\ la i111t•nsiclml u la tas;, dr arl'ibos ch;J ·pro<",C'SO r~issm~ . .r s111~~>11git ... r Ciu~--1~ 'c'Ús-' 

lribución clc•I ti"111po ele scn·icio t·~ r~póncridal con pi1r~i111elro j1'. · 
La función ele clr.nsidad _conCspon(licnté._rsi 
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Proceso 
de 

Arribo 

CllPtTUW 3. SIS'l'EM:l.'i /JE UNE/\8 /JE ESPERA 

Solidas del sistema 
con probabilidad 1-pn 

Unea de espere.~----~ 

Entre.da al sistema 
con probe.bilidod Pn 

Proceso 
de 

Entre.do. 

Entidod 
de 

Servicio 

·, 

Figura 3.4: Sin clientes están esperando en el sistcmn ele líneas ele c.<ipC1~,~.0:~~~"'"¡1-~~:t~~,_/a. 
llegada. ele un c/icntC' product: una cnt.rad11 al sistema con una probilbiÚrl~

1

d ·Pn,· ·y una· ·no 
entrnda o aborto con probabilidad 1 - J'n· . . . 

y 

y 
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\ ._· - - ·. 
La- t~a~d~ ·~~l'\'ic~~ ·,,-~e aplica: á'un sé~Vidor J>Hrticul~r .. 5_( k_ ·sc1·viclore~ cst~n s~~ 

m~1!ta~eam~!ltc º.P~ra1~do,, la prohahilida~l de_ que uno cl_c ellos complete u.~ s~~-v.i_d~_ ~n un.: 
in~erv~lo .ele 1:¡:(·mp~ <l~-~uradón ¡, es (~·1i)h +o{~} por eso la .lasa <lcl sist.~nui ~I_C ~f!rYicio es· 

k¡l. El_p_r~1_1~)Í>io uli_liz~d~ ac¡uí es el rniSmo usado en J~: clerivaci~ñ-de --i~~~--l,'¡;'.¡~c)6:~~~~~~:~:~ 
finitesimal~ -<_~~! proCcs~ de Yulc (S11bsccción 2.4.2).- -- ·'·- - -\-·- · ___ :_: 

_S~a--~~(i) el mimero ele cli<'ntM en c1-sistcma en el nlolnc;;,_o·t, co·,¡¡~-í)·r1ci:-¡f~fa~--~~f~t~\ 7 
que está_n -C"tl-~I servi,cio com~ un diente csper~nd~ un s~rvicio~, ·\-_, _:;\~\-- -,/~·::~' ·· ;\:;'.''' --· .. ~,.:-· 

La. inclepenclcuda. de los al'l'ibos C'll intervalos de t.icmpo .disjuntos, y)a. 1;r~pi.e~~d d~ 
pérdida de Ja.· memoria de los servicios C'Xpone1Jcialcs, impli~ari~~~jl~é.~\'-(/) ~·-.~1·1;·~.;Ca-ti~1~~·d·e" -

Markov homogénea c;n .el tiempo. en particular, uó pr~cé~~- c1~-iiaCi.1~\i_cil(?:;l~-¡~-~~-~l·~C~~:~ :~· 

3.4.1 El Sistema J.I/M/1. 

Considercsc el caso de un sólo sc1·\•iclor. sea X(t) el nlam~a·o de cli~ilf~s- ~;/~rsÍ~~~i~;~:e~ el . 

. momento t. El incremento de X(t) en una unidad co~·rc-~P.~11(·1~~~1:R~!·ih~(~~~\1~.-'.~li-~Ó:t.c~· y-~ 
tornando en cuenta. la ecuación ( 3.38) y ( 3A 1) y lo~ 11.ostul~~~~ cié ¡iui~j)~~d~~~·~in:~.h: lo~ 
tiempos de sr.r\·iciO y "i1' los ;arribos. se tiene:_ , ... ~;~.: .. · :.x·: 

-e ;•i ~:-; ·' :-

Entonccs._X(t) és~111~ ·proé~ttO JC,: 11.i~iinicrl~O_ 'y· nlúcrt_e:·~ón'.'J>Ará1lic~:r'os:~1~ nadmiento 

·- . ~~' :::: :_ :.!;·· 

~'.·\,/."·.> ~.. :~/;':·· 

>~~lf:~:i· ~~ik:·~.f~~Q':· 111/:_.\(:~ ~·;:-:.:: 

y pal-ám,é~f?s -~¡~>11r~-~'.a}_c, ~= 

No se pu~~¡~· c·~;~i~tjiJ;¡~~ · ~¡;l~ti~~-:~~r~h;~~. -s~· ~~ .c~i~:.~fri ·va~Íri;. en ~: .. r~ c-n~.º ¡;o = O. 

Sea . . ' ~k.= 1~~ PrfX(I)~ ~·}· pard =O, l,· "• . 
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y 

La disLl'ibución ele equilibrio,{ 

volucran el comportamiento límite 
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· ~~ p11~.c1e Cal.c~la~ también: la distrib11dón: del t.if'~n~c_> cl~;c"sp~ri\ ~n ·e~·-ca~o~c~t·a.~i~n~~~~' 
cuando .,\ < ¡t •. Si im cliente que arrihá: al sistCm_it encuentra 11 ¡l~ysom\s l'llfrent~··<~e é,1, _su 
tiempo total de espc:ra T, incluyr.~tdo el Liempo cl_t' s~rvicio, es I~ ~~mm ele lo~ ti_effipo·s. de 
servi_cio cle_~l y ~le las demás pcrsonns de ~nfren~-c d(I él, t.odos <liSt_ribuy.rncloSr: exponcnci_al· 

ment~ co~ par~met~~ 11 1 ·y <lado_ que los licm1~~s'.'~~ sc~·_,·id~_-son i~~l~p~1~clic1~t~~ d_~t'~am~ñ~ 
de la cola.1 IV tiene una <li~trihución gamma ele ':l_rdc_n u 4:- ~ .·cml pai·~m_Cl io_(~. 

Pr{T 5.1/n cnÍl'cntc} =fo' 1'~~:,T:e~;",¡r 
Por las leyes <le probabilicÍ~cl se: ti~-~~) . 

(3.'18) 

,~ .. ~ ,¡,:;,:;;.:.~~a~~i~~~i~i~~i:: .. ~ 
encuentren clientes".'.º 1á.-Jii:aei\..:~AhÓfi\. ·5\1'Si.itüY.eiido.:'t·!l.~IS):sC tíCnC~> 

- ._(. . /.;.· ''""-".;,· ·,iJ.,;,,.' ·:'·' -.~,:--::. .' :·.,,:_::. 
- ';·-;:_;: ··~:,-.y' 

Pr['I'5 ~) - '&.'J.· ,;~~~<i~;;·{fr;( i -}) dr 

J.'/,.-µ, (i j~) ~ r(~," ~· 1) dr 
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Un. sisiema_ d.e l~neas ·.de espc?ra ~s. un. pro~~~ altcrn~·n~c. Cnlf~ ~>.~ríOcl~s ocu[>ados y 
·periodos des.ocupacloS, los perio~os dcsoc~pa.dos. sC ini~ian en .el ~~-1.sta~1~~ en .que el líllimo 
cliente sal<.> del sistema. y termina Cuando arriba el .siguir.ntc clil'nt~. CuRnclo l~s pl'ocesos. de 

llegada son Poisson con tasa ,\, los períodos desocupados. se dislri_l~l1yC1_1 éxpi>ne_n~ialmente 
con media ,, , 

1 
E[l1]= ¡· 

Un período ocupado es un pet'Íoclo i11interrn~1piclo durante el cu~I el sistCma no está 
vacío. Cuando los arrih~s a la cola siguen un proccso Poisson, la dui-aci<ln sucesiva. Xk, ~el 
inicio del ~··ésimo período o~upaclo hasta el comienzo del siguiente 

0

pr.1.·ío_do _ocupado forma 

un proceso de renovación (Figura 3.5). Cada X1.:·· se ~ompol;c:dc un Pe.~iodo .ocupado B1c, 
y un período desocupado /1c •. Entonccs-cl teorema ~le reno\~~i6n (\;cr ~.t-;O m¿delo d~ cola" 

Ejemplo de la Sección 2.4) se aplica y n~s dice q1:1e P0 (t), la p~phabilidad ele que rl sistema 
esté vacío en el tiempo t, converge a 

. . . E(l.J 
,!!_~Po(l)=.-o= E[/1]+E[B.J. 

SustituyenclO las c~~tidaclCS·c~nocidas '!'o=· 1.··~ * _·Y E(/i) = f para obtener 

.· ·. ,\ .· •. 1/,\ 
1 

- µ = 1/.1 +E[B.J 
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Figura 3.5: Los períodos ocup"aclos Bk ~"" /o.'i d<;socup¡¡cJos h ele un sÍ.'>fema ·de lineas de 
e~pc1·a .. Cu.1mlo l¿s_arribos f'u_i·m;in .un proct-sC) Pois1mn. ''ntonces.X1: = nk+lk, i· = 1,2, · · • 
son yaJ:fobles .alc.1tol'iil.'i ii1clep.cnclien~cs 110-nC"gat frm; e frlé11ticamc11tc rlist ribuidas, y forman 

un pro~c:;o ele, rc.>n~\.;rición 

E[B1]=-
1

-
¡1-~ 

qu~ es. la medi~· d~ ia duración del péríodo 0~111}ado 
En la sección .3 .. 5. en el e~tudio de~ ~odclo Al/G/I se resolyerá f:'::i_l.t' razonamicnlo, 

C-<\ICUiftii-dO léi-illediá--clCl 'iiedOdo_O_<-:U¡)¡úfo dif~etarr1~i1-1c-,)·--iiSñú<ló-'la- trm:¡a-clc l:enO-vación-' -
para determi'nar la fracción (le dcsocupadó1l del scr\•iclo_r Jru. 

3.4.2 El Sistema M/M/oo. 
Cuando un mi mero ilimitado :·dl' ·s~r\'idorcs·é~~á1~~: .. ~·i~nli}fc' ~·~¡~po1iihles,~:·~l:~s ·cii~rlt~·~·~~n el 

sistema son servidos c-11 cua~q~1i1!r~i.1i~tílét.<:>~. t;'·taS~.·'_·.c1l•"Se'f\~iéi:~·:d~ :íll1 d.~¡~,ltr. .~·¿ ¡1,· t~·truJ~· 
de servicios dr ~· cli"ntcs cs·.~:/1. Y. Obtrn~<'m~s los. ·¡;~rán~~;tros 'c!cl ¡;r~cr~O:'d,1• :11a.cirrli~1_1to y 

muerte 
.\• = .{ y• ¡.~: ~) par~\~·"' 1,2,<.: :. 
' '_· '·" .·:·· .. ',·.'",•' 

Las canticlad1•s auxilinrC~ ·,le (:v_1·2,~-~m\::·· 
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la cual sumada 

º• = ,1.,1, ••• li: ~ i~.;,; E(·· .. ~·)·r "~;~ . i) 1 .?~.··· ... 
. . ¡1,µ, .. • , •• u"!·!; µ ,•;" .;.,;. 

__ e:_· ~~<~~;}:.i.'Y~ .:~~~~e-,_~::.:;,.~_.;;_. 

entonces .· .. · .. •; ; ~:( f~ .. -~¡~~:~~.~~f~.;~~: .. ' :·~ .. 
,, .""· -_ .• ·-·-.- _,,_-,';.-.~- ·,,,~';;- ~- -::;-.~:,<:'="- '. (~~~-e:: ~T '-7'°:'· '.;_,~ '- 'º . -~;_'~i;: 

~.;= ~;t 4,¡y;~~·:·''." . .,~; .. a•:t~ ~'.1 ...... ~ (3.50) 

)' 

una d istrih1í~ió1i: ~ois~o~ ~~;f ~;¿~;~ .f ~;-1lC:;;1~"'.cdn,'.i~··ioi;gitíi~( cle'.lacol¡ · 

'.)!-~'i ·:~~(-1{~--~;N;;~:~~ ---<.;y>/~~:: --- --- _,_,·:<. · 

Dado que un cliente en e~te sistema ini~ia. ~~~ s~;~ici~~"~n ~ll;ant.i'~irii,a; ~1 ·iiempo 

de espCra de los clientes, c~nsist~ únic~íile1_1~~~Cri/~:-~¡S~L-~i-~~-C_ief~ ~~~-p~_n~~~-~iRi_·c1~1.·_tfe·0~º-~~e. 
servicio 1 y la media del tiempo ele csp~ra c~~jv _:~;{lJ/!(J~U~~:~~~~Í-~,')~~ f6~:~~1la: ~,,~ ~~1V: 

',ciJ'·- .~:;·.~;'. se cumple. 
~:·~º',: ~):.i{', 

3.4.3 El Sistema M/M/s 
Cuando se tiene un nl1mero s. lijo de scr~idOr~s y.S~ip~1!.i~.n.cl.o':q\1e yi,1's~~·i.d.Or:,-~,1~inc~·~t~_de~ 
socupado si hay un cliente esperando, cnton~~ lo~:~ar~i~#t_r~~ pat:.~;~~ p~·?,rcs~.·~~#· n.;ci~i~1~lo 
y muerte son aproximados a 

,\k ,\ ·'' para 'k "°' !; 2; ·. • 
' ,.. f :;/ ~.7..º?)./ 

Si X(I) .sel 111imero ,;~clici;tr.s'en c1Jste~~a 01Í 1•)1,i~Íllpo:,enlonres c.I 111'1mcro de 

dien.tes qu~ .~t~1;~:.e_1.1;.s~~·vi.~i:~ .~~ .. ii·_,~1.!.·r~::~ .. y(ili~}_;,'.;: ~.li11~i1~~1:~ cl1.~-.~li~11tt·~ r~P~rando es el 
max {X(t) :_ s.O}:EI sisíeJiia s~ il;Ístrie;ia,Fig1;Í·a :l.G . . 
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s-5 servidores 

A _u_"_ªª""~"'~"'~'"·~_P_ª_'ª-{~ ~"""º __ s_a_lid_•_•_. Arrihns 

Figura 3.6: f.!!I sistema el~ línCa~ de .~~pcnt co~ .s scrvidm·C's 

y C'Ua.ndo ,\ 

(3 .. 51) 

la 
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y 

(3.53) 

Entonces 

~.,_: -
----------- --

)' .-- '(···-. ¡) - \ 
l=.111'=,\ ll'o+- _=Lo+:... 

;, . JI JI 

3.5 El Sistema M/G/1 y El Sistema M/G/oo. 

Continuando en el supuesto cl<' .. <JUe los arribos siguen 1111 proceso dr. Poisson dí' tasa .\. 
Los tiempos .ele ser\'icio snc•~sh·os · 1·¡, l·;. · · ·: ahora srguinin una clis1.rih11ción arhit.raria. 
G(7) = Pr{}"i. :5 ;} con t.iempo mC'clin clr sr.rvido íi11ilo '' = E[l'i). Ln lf'.'Si\ de l'ICl"Vicio 

a futuro es ¡1 = t, los tiempos de sC'r\·icio d<'t<'r111inistico8 de clurnci<ln ílja sOn un caso 
especial importante. 
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3.5.1 El Sistema M/G/1. 
Si:los a~l'ibos a una cola siguen un ¡>roccso Poiss?n, enioncc~. la <h·l·~·;wi,Jn_.s11c~siva_.Xk, d~l 
conlicnzo del l·-ésimo )l('rÍo~o ocupado lrnslrt_ ~J _ it~~c_=io ~~J sigt~if'.~lle rcríotlo_ ocupado;. ÍOl'lna 
un' proéeso ele rC>nO\·ación. (Un periocl~· ininh~;.-n-i;li-1;ic10· ~lié-·d~lr~~-n1i(~;¡~·~:-~;, l_~-·c.01a.~:~ ·~~ti 
vacía vci· Fig11rn 3.~). Cn<la X1,. ~·S:I~ c~n~J~Lu.:s~~ccli~---i.~-_1:1·.p~i·]~¡~-:?~~~F~d~_-1¡:··-~~--~¡f;·1·1-~ -p~;.(od~ 
desocupado fi.., Enlonc('S g,,{l). lil prohahilicl~~~ d~--c!1_1c·~:(-~isf?.;~1_~- e~~:~- \'a~~ÍO'ei~_~J ti~~po t: 
COO\'Cl'ge a 

(3.54) 

por el teorema de rcnm·acicin (n•r .. un modelo de Cola"·)~jemplo tic let Srcdcln 2,.1),' 

El tiempo "dcsocupa<lo,,- c~s la duración qnc· \'i1 ~le la c;omplettwiói1 '.d~\ :scr\'icio dCI 
último cliente en el sistema hasta el instante _def siguiente arl'ibo. DacÍ;; In propiedad de 
~P~rdida. de la mr.moria" c1ue caractcri;.a 1-os Úempo-~ rnt.rc ¡11·1·iho~ t~n (H'~cc~ .. ~ Poiss~n; cacl~ · 
período desocupado se distrihuye cxponcncialmr.ntr con media E(/1j = J/,\. · 

El período ocupado comprende clcsd1..~ r.I inirin cid primrr arriho 1 i. más el 'tir.mp"o 
de ocupación que st.~ rt•quit.•rt.• pnl'a dar sC"n·icio a tocios los clir.nll'S c¡tw ll1•gmi clurai;_tc eStC 

rrim~r .~~~ltpo c!_c: _sen·i~~~· 
Sen. A, qu<" clr.110!;1 c!'lc nl1111t.•ro nlcatorio de• uuc•\·os arrihm;:· __ E\'Hl11~1iclo'I~ _media._ 

cOndicionai' ctt'I período ocupado chulo por .-1=11 y Vi = ¡. Pri111~1:.~ , . . 

EIB,/tl =o. )•j =¡J.=, 

porque no hay arribos, el periodo orupa<lo <Ómpronde ÍinicamPulrel Li<•ll1po d1,.;sen:k.io del 

·primer clie~1h•. Con~id,•rr d ~mm r.1~ <¡uc A = l. r :;rn IJ' .. '. 1~ cl1~.!~~ci~11::c1c•~<I.~ ~J"C.~m¡¡:_1.1~? del 
sC'rvkio drl pri111f'1_' clit•nll', hn~la d monu•nto C1m• la,,coln c;sqi,\;it<'Íi~;'.:~En\~!1,""~ · .· 

EIB1/A = 1, 1·, = ¡) -¡+ /;(B'J 

1 + é¡n,J, 



(3,55) 

Ya que E[B.J 

'E(1;j:· ;,· , ·;,'~ <~~< ::t;·h> 
--~'.J;;[I1J:+)~[/!d .<:·/---
" · \::.:r/l<. \:.:.:~~· ~-<'· 

· 1/.\ + v/(l '-f\1,) 
~-1 <.~J~; .. ~(i,)<~1·:· ,·'' 

Nótese que( a.58) coincide, ~~n lacxpr~~ión(:l.·l~l¡'ol>tc1iidn para:~J siStcmaM/M/l 
~onde v = 1/¡1. · Por_ cjc•mpfo;_ si !os an:ii1o~;o~ur~·!!Í~--c~1i:la Út~·a .\ =. 2 _y" el tlr.mj>o med!o 
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de s,crvicio es de 20millutos'o,v2(~111onccscn dcomportamicmlo a íutnro, el servidor 

está ocu"1láclo 1 - 2(k} ~J defLicú~(lo·.-r . 

3.5.2 Cadenas de Markov Ajustadas . 

.. \'(i}, el ní1mrrO cle_clfc1~tcs e_n el :.,isÍ~~a en ~I t.icm¡;~ t, no dcfi~1e un rrncrso de Markov 
para el sislcmn. kl/0/l, porque si _este está para predeci1· el.comportamiento fut_uro del 

sistema, eStc elche pn•tlecir a-dcmrifl r1 tiempo gast.ado en el ser\'icio por r.I rlic:>nte que lo está 

recibic1lllo. (La propic:>dacl de 11 pé-rdicla .. de la mrnmria del tiempo de sc>r\"Ído exponencial 

que brindn esta informitción adicional hace inrn•sariil esta pn:gunla en d sislrma i\!//1//1). 

Sra Xn1 d mímcro ele clientes en rl sistrma innwdiatnnw11lc dcs¡nu~s tle_ la. salida del 

n-ésimo cliente. Entonces {Xn} es una cadena de ~1arkov, de hecho: 

x .. 
{'

' .\'.,,_, - l + ;[., 
A .. 

si Xu-1 >O 
- si X 11-1 =O 

(3.58) 

:::·.·~·:=. ,~·-- .:·>.-· ·.. ... .:_~:· ·. -· .. /·:_'. < 

donde An es el m'1mero' cle~clicnir.s qu~_arrib~n clurnntc_.cl 5~1:\•icio~~lc.'.11-::rsimo>diCnte y 

donde x+ = nmx {f ~·o} '.:·7 ~.~d~~~l1'~·~.1_:·l>.~~~C~~·~dc··~1'l'~l~o-c~-. -~~is~?~_;· t·(~•.i~'.~~~-df~l.i~~.l~ ~n
que ariban durnnt.c el sr_~·~i~i-~-~~I ~~ésii_1!0:_clic11tc ~S i_1_1CIC1~~-n~if'1iie ~.~' lo~:~.~·~~ihO~. ~n.t..cl·~orcs; 
la propiedad l\1arkm•ian~-'a1l~·~·Cc~··c1~· in.~JCili~t'ó:: Calcul~l}do --~ ·· · . ·· .. ' 

.é:P'r6r .. ''2~i;}~:;~1ff l'~ifr~~Í·/li2~}yG(;") 
, i,;, jJ (A;l;"''~G(~). ·•·' 

yparnj=0,1, • .-., 

·.• ··' 

1>ar'a i ~· .1 ~·j 2! (+ .1 
pal-a {=O 

(3.59) 

(3.60) 
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3.5.3 Longitud L Promedio de una Cola en Equilibrio. 

La cadena de Markov ajustada es-ele especial intcrcs c~1.cl s~stcma 'Af/G/l pmquc parti~ 

cularmente en csl<' caso, la distribución c~l_!l<:ion.~ria {7r¡). y_'-'"r~ l_•~-c~.d~n~ _!le- f\faykov {X~} 
iguala a la distribndón Jímilr. para el proceso de longiiud clC IR Co'la {~\(/)}~· Es Clccii1 

lim,_00 Pr{X{t) = j} = lim,l-oc. Pr{Xn =::.)}. ~e t~LÜiza·~~~~ h~~ho a_l_1xi~i~~ pm·~ cY~.l~tnrJa, 
longitud clr. la cola. 

La c·q11i.\'alcncia r.ntrc la distribución estacionaria ál' una cadCún de l\t~rkoV ·{Xn} ... y 

aquella ¡rnt·a el pro-ceso no Mñrkoviano {{X(t)}} es muy sutil. No' i-wconcecucncia de 

tm principio grncral y no se ~lebe suponer en otras circunslanciru; sin nna·.)ustÍ~c·aci~n 
cuidadosa. La l'quivalC'ncia en este caso está. bo!iqttcji\Cla en el npcn.dice. de ,<:~_ta- _scc:~.ió~1 .·-

Se calcuhmi la longitud esperada L, de la cola cu cc¡nililnio- l = lir1~;..:.."<» Ep:(!)J 
calculanclo lns cantidades corrc~pondicntes en Ja cadcnn. ele Mnrkov ajl1~tadn, 
L = limn-oo E[X"]. Si X= X 00 es el número ch·· dirnt.cs en el sistema flr.:;p"nés. el~ la salida 

de un cliente y X' es el mímcro clcspucs ele la siguiente salid~. éntoncrs--pór'la eci.~ac~-ón 
( 3.59) 

X'=X-6+N (3.61) 

donde N es el mímero el~ afril~os clurí\ntc e)·~.e~í~clo cl~~:S.~rvi~i_os-.Y'? 

=V~ .::~.;~X 
.en. equilibrio, :'{ _LL"'1~1~,11~~,11Í~-d¡sJii,~~~~$~·~ ~~l~~~-P;'~icul~r ___ , 

:}' X;t ;;::,f.!X]~ E[X']i[ 
. " \[¡.'_' l'.-~~:'·' 

y SRcando la esperanza~º <,~~:[:tu1~.~~J'e(~•~ E(N], 

(3.62) 

y por ( .1,.58) y ( 3.62), s~ tl~~;;:~W·;l,i,'t f~t; •;< · 
. · ';\'E¡,\r¡ ~1E:(6J'.~ i ~iíró;.; >.,, (3.63) 

elevando al cuadr~o (~.~-1)','~~· ~.:¡:~~~/}:~~'.:".>:·;::: .'.:<.:'(·: .. , 
~···.' 

c.h~i~ x~+ 6~'+N,2 '-2ix+2,vcx '- 6J 
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~~:;~:~t~~~~l:~~ff ~~l~i~,~~~~j't:Zz:'··~·:;;::· 
''~ ;~;t,~\·:0~~t=~i~±~:~;~~~ ~· ); i Í•oo1 
To~ancl~ In~ i;s1~~r~1.1z~,-,en: l~~.~_ci1~C:_!~n'.( ;~.'.~:·~)_,s?:'-~~c~uc_c_:; ; 

. >E[l.Y'J'l ~E(:~') +~16)·~ E[1~'.·)_~~~['.~1+ 2~1/\'1i1~\' ~ 6) 

y susÚtuyén~IÓ ( :Í.63) y(3'.G6.J ~e'.i .. i•i.\~ ;•1 .. 5.'. ci•,' · 
<·:;·< 

ó 

(3.67) 

Pára_ e':áluar_ ~[~.2.j~:~~~\le -~1:(_·~~-:e~~:·n1~~~.1_c~:o··,i~ ·~r_.rit~.º~- \~lf~·~~-,y~: !l_n ).i~i.m.~9-dc' servid~ 
Y. Condicio~at~~º- i·~/~ :r,:·· l~ ~'~}·_i_~~lf ~-1_~~-t:~r_i~·:-~~- de~_1e: -~~--í~;~ ~1\s1.1:ih~1~jó~ .,_Pois~~1_1 ~on · 
media iguaLi\:A;[veü:J·5Ql).~1>o_r'ello·:E[1\;,/1'" ,;;.·,] ~:.,\-¡·+ !·'"Yl';v_Úliz~ndo la ley de 
probabiliclacl~s talalcS.sC ~i~ñ~ -·r·c;-o=...,,-.--- ---=--:-; º--~o-:.;-:-o-~-'.~~f.--~-<--=''-~-~--=-;•"'"--~_-, 

\E(N'J '.:[: E(~'hl' '51.Jd~f:i:i~ • fi~ :· . { · y 

. -::Uf ~1:(~t~;r!r~~i~¡5:(-r:~.. ''2 ·· •· 
(3.68) 

donde T es tá: varianz~·clc I~ ·di~L~:¡J~·~tci,ói'~;"cf~i:~Ú~~-~~:'c-Id::~~~-~·iCJcrc:(+i: 's'~~·~f.¡f.uYC11cló (. :J.69) 

y(3.67)scohtienc: •. ·,{;:•;g·; •·c.:X "•• 

l 
. 2~v:{.\;X:. (Al;¡' ·•·.·· 

2(1 "'." ,\11). . 
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(3.G9) 

\_;, .· -~- -,~·--'. -~ - -.:, ~ 

dond~ p = .\1.1 es la intensi~fad--cJ¿ ·i~·Afi-~o;-~~~··:>_, ' 
Fi1wl1~entc,··1v :!== L/A~:<fuc's~: sim~lifi~écci-1~9-' -~·'_'e_', __ -~_· -

e• -- - .•. '• • ' 

W= 1, ~A~~::;;l. (3.70) 

Los re~ült.ados ( :J.69) y ( 3.iO} cxprt·~an de algunn foi·nur hCchos--iulrrrSantcs. DicCn 
que parn una tasa promedio cfr. íll'ribos dada.\ y un tiempo ele sNvicio promrdio v, se p11c(le 

disminuir rl tamaño esperndo de Ja cola L. y también disminuir el tiempo ele ~pl'ra iv 
disminuyendo la \'arianza del tiempo de servicio. Claramente se obscn·a qn" el mejor cmm 
posible en este aspecto corres pon ele a el caso en el 'Jllc.' el t icmpo de sr.r\'irio es constante, 

en cuyo caso v1 = O. 

3.5.4 El Sistema M/G/oo. 
Existen resultaclos completos en el caso en que cada cliente inicia su servirio inin('diatainentc 
y además los arribos :-on indepcncli<'ntes sohrc los ot.ros clientes del sistema. 

Dicha situación purdc ocurrir cuando se modelan sistemas clr. auto !'!Crvicio. S~an 

l-1'1 , 11'2 , • • ·; tiempos :-11ccsh·os de arribos clf" los clientes, y sean Vi l_F21_.: ~ ~~ los _tiempos de 
servicio correspondientes. En esta- nOtacióO- el -k~ési~~~~- cliente está e~ rl sistema en el 

tiempo t si y sólo si 11'¡,. $ t (el cliente arribó antes del monwnto t} y rvk +Vi .. > t (el 

servicio va más allá de t). 

La secuencia de parejas ol'<lcnaclas ( J-11'1, Vi ),(lVi, l'l),· · ·; forman un prnC'rso ele Poisson 

Marcado (ver subsección 2.3 .. 5) y se debe usar la teoría correspondiente para obtener resu1 4 

tados rapiclamentc en este modelo. Lci figura :J. 7 mucsl ra el proceso el<' Pois~on Afarraclo. 

X(t),el mímcro de clientes en el si tema en d t.ic111po /,es lambi1~11 <'l 111ímrro dr puntos 

(Wk, Vk) para los cuales l.Vk $ t y Wk + Ir,; > t. 
Esto es el número de puntos (IV,t, 1'k) en el trapezoide 110 acotado, clrscrito por 

A,={(w;v);O$w$1y1•>l-w). 
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.--~·.e ::· -·. '--. . -_ - . - ~:·_ - . - -~_:-. -- ·_ -·· ';_ 

Figura ~~7: __ P~~-·a el ·'11~·~c1~1'?-J\l l~,'/oo·.:cl n1111)~~~/!~--~_uC.~itCs,_-en __ e/ s~s_~~nm _r¡,·: el t_ic.mpo_ t 

correspon_cl_c 1tl ~tJ~u;~~-d~·_pal'ei~:s_Or~en;u/~s __ (H~~~ l_',,.}_-,;~-J'a~~~~~--Ct·1~/cs 1-~~1.'·.< (.º·.\, lV,i..T Vi .. > t. 
(En esta ·11g~11'ii .se f~pi·~enÍ.1t_ a' t.rcs_ cÚe11t~ __ cJ~-~{sistC1ha fn -el Ú_c;upo_t ). -

.- -~ .. - ;:s.~- . 
. ·,.,._._ - _·_:~_··: ·. :· : .. _: :· ~.::::~ ... -. -·.\--' .).: _:- ··:·:·:·_--;: '.{' '?'~'~·:,:.'~:if;-:_--,',_t:,_: --::·: .. ;,º; ~ .º-? 

El. n'~_mel'~. d~- p_~ri~'?~ e~· ~-t s!gil~ ':l.~~ ~1,~~~15_~~,5~ó1~ ~«:>~ssq~·~Co1_f 1_n.cdia 

¡;¡¿.rC'~ ~f'~~g:~b 
= \l¡;-~ ijÚ'-

en resumen· 

p,(I) p,.(\(iJ;.;•ü 
= .. Í:(~,):~~··~~,¡. ;;ara h~ o; I, ·: · 

donde ¡1(A1) está dn<ln por ( :Ú!). ~~i,{H::,~ s~'\i~ne 
}j_~¡<(A,):: A1~[!~G('.;.)jt!~ =Ar. . 

(3.71) 
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Se esboza11Í 1ma ~rueba de la c91ii~~lenci.i:e1itre la disfribllción límitr.dr.I tamaño d~ la 

cola );:la clisti-ibuciór-1 limii~:~c una·~~e~a.~Je ~1~,r~º-~-~~~t?plad~ ~n un modelo 1\lfG/1. 
Primero-. inkia.nclo 'en t = O S('a 1¡11 tjuc denota. los instan_tés en los qtw el tama.1io de la. 
cola. ~\'(t) se incremente en uno, {un arribo), y sca'{11 qlic denota !Os inst.ant.C'S en los que 

eJ tamafio de la cola X(t) clccrecc en uno, (una salida). Sea }'11 = X(t/ra-) CJUC clt'llOta. el 

largo de Ja cola inmrcliatamcntc antes de una arribo. Y sea X,. = ({11 +} que denota. el 
tamaño ele la cola inmediatamente clespues de una salida. Para cualquier largo ele la cola i 
y en cualquier tifm1po t el número ele visitas de }~, a i sobre el tiempo l difirre del número 
de visitas de X 11 a i cuando más por una unidad. Por ello, en el comporlamicnto a futuro, 
el promedio de visitas por unidad de tirmpo de 1·;. a i debe igualar('! prorn('dio de visitas 
de Xn a. i, el cunl ('S :rr1, la. distdbución ('Stacionaria. ele In cnclena clP ~fukov {X,i.}. Por 

ello tínicamentc se necesita most.rar que In distdhución límite <le {Xn} cs la mismn que 

la de{}·~}, .\'(i) es nnterior sólo por un arribo. Pr.ro dacio que los arrihos son Poisson, y 

estos a.rrihos ('n intt•n·alos disjuntos el(' tiempo son inclcpcndient.es, dr.hr sU<·rdcr que X(t) 

es inclepcndienl<> <le una arribo que ocurra en el tiempo l. Se sigue q11r {X(t)} y--{}';.} 
tienen la misma cli:;t.rihución límite, y por ello {X(I)} y la cadena <lc> Mn1·kov acoplada. 

{Xn} tienen la. misma distribución límite. 

3.6 Variaciones y Extensiones 

En esta sección se conddcrarán algunas variaciones sobre Jos modelos clr linras de espera. 
·Estos ejemplos no agotan todas las posibilidades pPro sirven para sugrrir f;1 y~tcclad del 
a rea. 

Restringiéndose a los arribos Pois~on y tiempos ele se1~viciq exponcn<'ialm<:>nte distribui-

dos. 
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3.6.l Sistemas con Abortos. 

S~ponga cjuc un· clil"nle c¡ue arriba. cu.n~do r?Ci~icn n .dic1~l~ en cÍ.Si~t.~~rm:·~C1ü~~·:c·on una 

pro~.,.bilidad /1n y no ent.ra; con una p1.:qh~-l~i(~d-~~ ·q_n = -~ ~F,¡~-~~i __ l~~Ji1_~~~~-l~~g_~.:~~~~.t~-~~ 
a los clic~tcs¡ c~1tonces, l'n ~crá ·111~_a:-'ruñci?n -~ICc_r~Ci~l~té_~~~l~-~~d~~~t~- c~~~-'.tL.:. -~~~º. ~é_l~o: 
'.~pccial 1 si se tiene un cuarto de ~sp~ra_ ~o~:~~p~jc_l!l~l. lt_~_i~!l,p,_~~~~~~~JÚ~P.~~~~~~~~~; ~~ · -~ -~~:-o:' 

- ·oo"-- -- -~,- •c. 0 ~··• -;, ~:".,'-> ··~·· 

/,, .. ==n~.~:~~·:: ~q · t:;- :::> '.~'~ .. 
é ::-~" - ~--~·"·::,_<,"o')":;/~ 

·E~ ;c-¡··'c;:!l~~--~¡~: .. ;'1;1; ~61o':·s~r\'idor~ í'ntonrcs /In = ¡1 -pat:~· u- ~--1, 2,:.~--:~~-,;j~~~-~-l~I-~~: ~-~~;J~1~;_"J"~ 
dislrÚ;_~1ció~i:·~Siá.~i.011.n~i·~ .,¡.~ ~leJ. l~rgo·de.1.a· cola p~r t~I lt:i_é~ .. o~lo: u.~:~~-~_;:~.'~~~-:~. - ·: _ _.;'.·.:~ __ .'::.-~ . ;:.' _ .. .'. 

_ -._ ~·~~--u.~1.'s~~~:~1:1~ -(~n ab~~·tos,no' tocios los dirnles -c;~_1e" ª.r~·i~~an~¡.¡~iT~.i~_. ~í.:r~1.:~~~~~~~~.;:y 
nlguririi(se. 1~ierclC'Í1. 1~ t.n.i;rt. ele c>ntrnc/a es In· t.nsa I~ cu.ar Jos··~li~i1!~s~ !:~~l11~e11.ii~nh:a·n en. el 

sistem": en ÓI cstacio. < .. 1acion.ari9y está claclll por: ,;j .:.~~ .. :i: <;:} :·; 

.Ir= ,\E,,.,.,.,;: .: '.:'·~·: . i•)'· -•" 
-·cc·n=0-0-:S""'.--.~. ~·~p---~.¡-,',ii;!~'~'f-~ ~~-;.~.---=-'"-'::""'-·-'.-=--O-o-~-· 

---o,.-- - ,-.·-o~-,- • •.'.,.:<- , "e•,,'.,-. ··-;.,·; 

LS. las~ a 1~-Cú.al -l~s· cli('Í~te~:~on' re-1:dic(os e:;.>\'¿·:_~ 7r"q;¡~-'->'.i•(Íi·~-~~f~n -~~r:~·Ú~1ll~s P.~l'Clidos 
en el comportamiento a fuiur~ ••.• .. . _,' :n: r-~ ' - .. - -

Fr~~c-·ió·;~;:)~~1·Jjii¡'~ -~~:;f: '~:~~';,;-;:.;~;\· ·, , ·-··· 
:1;{:·_·, -;.;:.~~>-·. i·)•;:=ll; 

Examin~nd·~· ~ho'~a ~n ·~,.~~Hl~:c ~ :r~;~tL.i~:··Ú~::-~~¡~i'~;1~~S\l/~.\'.f (~ ~1;'~;1 c,1.nl los .. cÍicnLes qi1e 
arriban cnt r~n r.n r.I si~1.k.n"1a:Si \: ~Áio ~i'\1~~ ~~~~id01;: ~.~ji:aesci~1Í¡mcl.~. E11,fo11rrs: . 

, ..... ' ·: ·¿.:_· '' ,-,:-." ...... 
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Relroalimento.ción 

X X XXX X 

SeNidor !---------------
Arribos Entrada._ __ _. Solida Partidas 

3.6.3 Un Sistema eón Retroalimentación. 

ConsidcrC 11~ sisl~:~~.c~~· UJ~·~ólo scrvicl~r, co1-1 nrribos Poisson y li'-'mpos de servicio dis· 
tribuido~ cxp~nencialmcnte," pCro suponga que algunos dientes, <l<'sp11Ps d~ haber sali~lo del 
ser\.•icio, ·a·r.gi·csáffal fiu~I clr la cola por un ser\·icio •ulidonal, con proh;1!Jili<lnd p =_ I - q. 

S11ponicndo a1~ora, íJtlC' t.odas hts clccisioucs son ('Sfflelísticmncutc i11d<'p(•J1dÍC"11tes, y r¡ue (.'} 
retomo de-Iris dicntc•s ;i ~lcnHtnclar un scrdcio 1m11 Psf aclisl icamcnlc• los mismos CJllC aqtlcUos 

dkntes cru~ llf'gan dr fuera. del sislrma. DC'jemos <Jlle la 1 asa dr arribo sra ..\, y la ta"'A de 
:;cn·icio 'sen Jl. m sistc•míl, C!; cll'srrito (.'11 la figura :J.S. 

Sea. X(t), Í¡uc ck•1iota el 11(11m.•ro de clif'nll's f'll 1•! sistema cu PI 1i1•111po l. l'nlonc<:"S_ X(t) --·
es un p(oceso de nadm_ie~~t?_Y ~1_111Nt_c_c::on_parámrl.ros .\11 = ..\. para 11 :::: 0,-1 :- · · ·, -~~-/1~"'-~--q¡, 
para.- u =-1~2;--;-.- ;-.--Sé-pi1-ed~- clcdudr c¡ue la <listrib11dó11 en en r•I c11so en íJll" ..\ < qJI ~ 

( ,\) ( ~ )'· -,- 1-- -
". - '"' q¡i 

para l·::::: 0.1,···· (.1.75) 

3.6.4 Una Cola con Dós Servidores y Sobref!ujo 

Condclernndo un sislC'ltlit con dos srr\•idorcs, don<l<• rl s1'1Tic1or i, tic1w una l;isa. ele servicio 
/l¡ para i :::::: l, 2,. Los arribos al siStema. siguen un proceso clr Poisson con lasa .\. Un 
cliente que Jll'ga. cuando d sistema. ~slá vacío \'a al primr.r sen·illor. 1111 diC'nf.(' que nrriba 
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Arribos Poisson Sobreflujo Pérdido de sobrellujo 

tosa·~ 

Servidorll 
taso µ1 

l 

Si 11 está ocupado Si #1 y #2 están ocupados 

Solido 

Servidori 2 
tosa p.1 

l 
·- -_ .;_- '- __ ._, 

Fig11ra 3:9: ·Un m~dcl~ .-c!c !!Obrcflujo co1J clo.'i .i;cn•iclm·C',; 

éuando el_: p1:ime~ scfVi'cÍ~l·,<~~:t~--o~-~Pa<l~~-\·a· ~~-11 d. st•gundo scrvi<lor. Si nmhos servidores· 
eslán oc~tpn_~los, el "clicn~f:!-'.se_j)~erd~:.· El_._rl~1jo _:se csp~C'ifica en In figura :J.n. 

El estado del siste11ia: es <lesc~ii~ po~ la pareja (.\'(t), \'(t)) donde 

y 

".,, ·, ·,· . {·-¡ Si el Servidor #1 ~st.á ocupado 
·:·:·:')\5:~? ~:-.·o-- si_ .el s~rvidor #1 está ~lcsoc_upado 

1
,. t ~· {· 1 Si el sr.l'\·i<lor #2 rst.;i ocupado ·;, _ L.~ ~ · . -~ '. ~¡ el servidor #2 C'SliÍ dcsm·11pado 

Los cuátro estadO~ ·del
0

.;i~te;na. ·soO -{ (Ü,-Ü); ( l, Ó); (Ó,--1);-(1-, -1 ll,~ ); 1a·H--frál1-Mr~l·l1lHciol1-Cs e-1itrC 

estos esiados'oc.uÍrc~ ~~n.IaS··.las·a dndn.~ c1l la. siguirnte Tabla .'J.l . 
Et:proceso ·(~\(t), 1-·PÚ))"~ una. cadena <le miirkov co~tin11a':c11_ ~l .. i.ir1~po co.il_.«>stado 

finito (vér Sc~~i6n 2..1) Y. .las tasns-de tt·ansicion en In.e; tablas fo1:111a~ _u __ 1_rn_l~~al.~~(~ infi_l.1itrsirlí~I 
de la cadena de 1iiukov: · . . · · . 

(O,O) (0,1) 
(0,0) 

11 ;.~ 
o 

A= (0.1) -(.\+¡•i) 
(1,0) ~ l't :,o 

. (1, 1) . o /I¡ '1•2 . 
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Del 
EstadO' EStíld~ .. -Tra-n:~i<:ióú' 

Al.·. Tasa de D<'sCl'i(ll'ÍlÍ11 

:.(O,O),- ·(l,Ol:.0
-··'-· :: .. "-),-: Arribo cuando el sislemn está w1do 

'(t!O)· _-.(9,0)<'· ¡t1 Scrvicio completado por #1 cuando #2 c-stá lilne 
(1,0)· ... (!,!)". · ~ , Arribo cuondo #1 cst.á ocupndo 
(1,1)' .·. (l,OL :-:_0 ¡11 _ .· __ <: __ Sl'rvicio compll'liulo por #2 curuulo #1 <'st.;i ocupado 

"-(1,1) ~(0-,-¡f_·. ,, ¡1 1 . - Servicio compk•taclo por #1 cuan~I<? #2 <''.'iliÍ ocupado 
···(O,lL __ . -··cc1r ·. ·:: x-· Arribo c1mnclo #2 cstií ocupmlo y #1. <•st.á libre-
-co,fr_,- (if,O) --· Jt1 Scn·icio conipleliulo por #2 cmrnllo #1. <•sfñ libl·c 

~a_bla· 3.1: -Estad_os y t_rausiciones que ocurren con J11s tasus dacia~ 

(3.76) 
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L~ fracción,.·.~lc c,JicntCs (~UC. son pr~dicl~~··ª r~1t.11r?1 es.l~ .. mis11:111 
en <111c ambos sc;·yicl.m·cs cst~;, ocupad~s, n-11 ,11 = XZ(A + ¡1 2 )//J. 

3.7 ··•·c61á~Con Pri~ridad 
·-t~;l~j'¡¡'~-~-;~-f-1~ un sist1•mn con 1111 sello s<•viclor que tir1w clos clasc~-dc diclil<•s;-~/~~:~,:11~~~í·ic~~ti y 
""no·pl'iOdtilrios .. CJIU> íormnn anihos i11dc1wnclie11ff'S qur siguen 1ú1 pron•so P_(,h~-Son ·Con ta~Rs 
o. y /3_ respectivam<'ntc. Los liC'mpos ele srrvicio son indcpcnclicntes -y· cxp.oncncialmen_tc 

cli~t~i~uidos con ¡mrámctrns "'( y li, rcspcclivaml"ntc .. Junto con cstns clasC'S hay mlá. priméra. 

llegada, 1111a disdplina ele la f'ola y el servicio de 1111 cliC'lll.c prioritariC? llllll<:"n rs Íll~!"!ITt~mp~cJo_. 
_Si un cliente prioritilrio nrriha cluranlc el srl'virio ele 11110 no-prioritario, <•nlom·cs ~I Servido 
del no-prioritnrio es inmccliala111r11te intcrmmpiclo pa1·a atender al priol'it.nrio. El scrVicio 
interrumpido es co11cl11ido cuando no hay clir.nt.cs prioritarios en el sislr.ma. Se introél~Cc 

·un poco de notnción. Ln t.nsn de mTiho clf'I sistcnm r.s .. \ = o+ ¡J, la .fracción :¡1 = o/A 

de los clicnlt'i"i prioritarios, y 1¡ = fi/.\ ele los clirntrs no-prioril.arios. El tic•mpo prOmedio 

de servicio del sistema C'Sl<i ciado por la p~·opi<"clncl. cl1! promedios pcsnd_oS l/""f_ .-y ~/c(:cle -l~s 
clientes pri~ritnrios y 110-pl'iorital'ios rcspecth·amcnte1 o 

; = ,, ( ~) +" m = ± ( ~ + ~) . 
dOndc ¡1 ~S In, tas.a de~ set·\•icio del sistr;·na. Pinalm~nl(' i11t.roduci.c11d~---1~;·:~:~-~~-ei~~~;~¡~-~J'._~·e 
tráfic~_j1 __ -~:_: ~~/¡i! _ _y·"-~.=:-. ,\¿r_, __ y __ _!__ ~-/!/~ ~Rª!~ª _IQs __ c.~_~Jrri!~- pr~?d.t~_ri~~-~):_~Q~p-~~J_i$_~i~O~ 
~~~~~~~!v~1~~;~lc.>~~1i~-l'-cl~-~~u~ció11 ( :J.ii) se ob~et'Va c¡u~ p = a.+~-- - :,~;_:.- ::·.-.·. :·, __ ::.:, ~ ',--' 

El estnclo c1.:1 sistemn es dcscito por In ¡mrejn (X(t), V(t)) donde X(I):;,,; ci ·númcrn 

d~ clien"Lcs con p_rÍoi-iclad en el sistema y l"(t) es <'I n(1mcro'_(~c ~lic111C~: n~·p,:io1:~~~'fios_:·~.~1 
el sistema. Se haCe la obsen·ación <¡uc clcsclc el p1111t.o de vista de los flic>1~trs· p~iOri~~~i~,s 
ei"sistema lucC como el sistema Al//11/1. Oc acuerdo con la clÍstrib11ción)i1~1itc .. d~d.á en_' la. 

ecuación ( 3.-15) la. distribución limite es 

}.!!~ Pr{X(t) =m} = (1 -q)u"' púa Ín = 0,1:·" . i (3.78) 

con u=oh < 1 

Utilizaúclo 1M Ct'.tiacion,es ( 3.~6)")" ( 3..1~). _ÍC'llCIHI?~ ,¡i;e· e_í i~~;m;1cf'm~~-li~ c1e'18. c~Ía. 
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IJrl. ··Al. De!icripdó11 
Estado Ei:;laclo 

(1!~:~ Ln) et ·-Arribo ele 1111 dk•nt~ priori~flrio 
(1~·! __ ,:~~ f) }:_'~:- > :-filiJ~~ ~ ~::;"· Ari-ibo c1c> un ·rlicntC-no·Í>riorif ;!rio 
(O, ,,-_- !) .. __ _Co_mpl~t-adón el<.' 1111 sr.rvi~io no·pri_oril ari~ 

(111.11) 
(m.ri) 
(0,rr) 
n;::.I 
(1i1_.,,) ~ '0 {ú~~-0-r~_}j')-· -~="~<):'.---e-,.,_ -9ci~~-~P1c1'.~~i·ó~11 _ele u~-1 S<'r\·icios r>ri~ritario 
rir ~ 1. :,,h 

10; 

Tabln :t.2: fa:as 1/1;~~;,,,);:,;,(~~ Í~·; .• ;~,f~ <lcMllÍ-kov dcwcrila.1>0;. (X(f ), \"(f )): 

-~:-";:~;~·,_: ~-=~~~~; ~:é,2[~-; ·.::~·.: 
~- .-§::,· .. 

para los·.-clicr~·tei -~,;A' j~ri6~.¡-~Ía~1:~s·: ·.:.~~-:' 
---·\, -~,::.?~J{~:- :-.~~ 

··<,1· 
(:1.iV) 

•· 

y el tiPmp<? mectio·~-~~~~-~~~'\li~h~(~ p·_¡:¡~¡\{~~Í~s-_: 

(3.SO) 

l':I obtener i11fon1111rió11'pn;.;. Ío• ~Iir1;t~~;110'.l>,i·i~1i/~rio~ ,;o~• 1 •nf~cil; clnd~ q111• i"los .. 

arribos son fuer~ c:·lrn•n I e• •• íc~r_l..acl~s ·,p.o;:·-'~?'.i. c,-p~'.-1.i-i~.'.s.·:·11'.·ic:•~.'.¡'¡ Hl'~t)~>-.-~~í.1_1:~rí1~{·~---~ X{~_)_~-\_'·~-'-~) f~:1r11ut 
un ~I ad_o <lisrrrio. l.as _fflck•1:u~ cJ_,_~ -~·f.ruk~\·;:~1~~ ¡_~;·;,·;¡:;_-~· l~í~=('.;~.í~--~~,'~S ~l(l_fl -~~~~;.':i_ótl ~.5~ _pi•rmil_r;n 
cft>scribir la clisl rihnc-idn lí;1_1it~~ cu~rnl~: ~-~¡-~,--:~:- Üft~'.: I~~~~: clc~:'.ri·¡1Í;·:-1{i-id11

1 

;,r (·.\"(~}o}·'(/ ))-,:;ion 
descritas el líl Tabla :J.2 ····.';'·-~~ -•.;,,.,. · .--;}~<> 

s '. •i <{~':~" y~r >}:,)': • " > 

ea -~e;,-:'..:-~ /-e·:'•'. ~r~:;.~ :;·~ ., 
r.;.t ... ~'.'i!~~~i.-r~nt;t:lO<f l~::~i · 

-. ".] .. :¡ r>~; 
la clist.ribicióu Ji'111i1t• dt·I 1>1w·c~S~,,; {¡;;~~¡íi1_1%ic;'~~'l'úÚ~ji,;lll.~'.;iÍ~· ;l. ( ·~.fi7.}.j»{ :!.íiS) ~Id Cnpit 11/0 :! 
{ dondr la f.corin ÍllC' dc!J:'<Ti1'.i1 ) • ." :-.,;_-~ ~,/ 1i i~~·,~~-ú ~ 1.;.¡~~~ ·:-;_¡gi;¡;.,;,f;~ ,.P,'iií~·inri;•1' 1.1~~1~f1 lit clisl rilH1dci11 
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Figurn 3.10: En cc111ilil1rio. fo ti1s;1 ele flujo rlr C"lltrm/;1 c•11 r1ml'I11ir·r (•st;it/o r/r•Íu•.srr igmt-1 a 

/11 t.aSa el(' ~11jo clc .. ~;iJicfo. :\quí S(' ilustrn {'/ !'!ilndo (m. 11) t'Uilllc/U ,,,' ~· 1 y,, ;::::: r; 

cstaciouarin 

o+ :l)r.u.n = fir1.o 
. (n .f. ~J ~ -¡)r.ui,o,: =?~m+1.o' 

--~~-(~--t~2!°"t~~~~s~~~~{~1-.~~t:~~-~~~'.i!Ú- ~r2&~;;,4"_ . . ' ., .. . --,,],, 

(o+·':.~+'\:);;,;// ·=:~:~1~i~~~1~ii ~';:Jrr11;:·.:-~, 
iicc"<' 

--.-~! ,. _, 'f~? 

+n1r111-1.u· 
·~¡, ~ 1· 

-~,-~-!---~- . 
-:+<1rr,;¡.:.:1 .. 1.-
·,·,:~~h ~;.1 

__(:).SIL 

;'·;·(·'" .,.. 

mues::~~ .;f.~:sp¡~;,:.:?;·;~i~F;¡ <111;• 'u.;sll<''"''." " hi 1iHillrn <"ru;u;¡!Ín ''"' mrl'~lo ( :J.SJ ). se .. 

E;1 IJ,ri~1d ;;¡~~~:·¡"~\.~·í 1iii:i;;;·,(·~· ;1, .1· a 1;;:~··v,lü.·( ::i.S 1 ·}.:.;i ,·¡ ~1~<-ln~ .~:, 'í" ~:~.~,:~I ii·J~ ¡-;; · r:::.::.· r:;;· ~ ;;1·,,1 .= 1. 
pnrclf'¡I· SC';I~ rrs·;¡c;lii'I~ -¡,,; .. ;, 1~ clis1 "rih11éici11 c•S1·n.~io11;1í·i¡¡,:(·m;1ul(.1,P:-1I ~-C\'\iSi ,-.:":St.1';, i:;1•:ci1:t.~n~1ÍIÍ;l 
l'I mí 11~c·roJ!ruÍ~11-,11io /." rl1; his dÍc•ntr~ 110 p1~iuri1 ,;,:¡u~ c•11. l'l ·~¡·~I ,:!1·i;1 c;1'1 · ,:~1 uc!~,~ ¡•si ~;c._¡·~l.1i~1rio. 
11iulo pé1r 

/.,,= tt 11 ~ .. ; ... (:J.$2) 
"•=11,.=U 
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(:1.83) 

(:J.8:1) 

.(3.85) 

(:J.SG) 

( :J.81) 

(3.87) 

(3.SS) 
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112 CAPn'Ul.O 3 . . SISTEMAS DE J.íNE,\S DE ESPEfü\ 

p L L. L,, 
.6 1..50 . .43 J.Oi 
.s ·1.00 .67 3.33 
.9 9.00 8" 8.18 
.95 19.00 .90 18.10 

Tabla 3.3i ·Tabla ele résultac/os 

La condición d(' que Ln sea firiito C.Y que.la f:lis~ribnción cstaciOna~ia cxi.~tá) es que 

p=u+~<.l. 

'Es <lecir, la intensidad ele tráfico p en el sistema clebc ser menor que uno. 
Dado que la Lasa de arribos para los clicnt.cs no·prioritarios cs /J. tenemos que el 

tiempo meclio ele espera para un diente no-prioritario está dacio por 11",1 = L11 /p. 
Algunos cst11dios 11umericos simples de ( :J.i9) y ( ~.95) llevan a resultados i11t.crcsantcs 

adicionando prioridacl a un sistema existente. Considerando rrimcro un sislrma, digamos, 

el sistema Af/,H/l con intensidad de tráfico p. cuya longitud promcclio d1• cola está dada 
por la ecuación { 3.-16) que es L = p/( 1 - p). Modificando el sistrmit. rn rnyo C"aso la 

fracrión p = 1/2 ele los dientes que tienen priori<l<t<I. Supo11g;1sc que- f'Sa prioriclml es 

independiente del tiempo de servido. Esta suposición llem a los valorf'!'I n = ¡J = 1/2 y 

7 = 6 = p, donde u = r = p/2. Entonces In longitud media de la cola (>ílfíl los clientes 

prioritarios y 110-priol'ita.rios está da.da. poi· 

y 

L - _i_ - -1!E_ - _P_ 
p - 1 - q - 1 - (p/2) - 2 - p 

( 
p/2 ) [ p/2 l p L,, = -- 1 + --- = . 

1 - p 1 - (p/2) (2 - p)( 1 - p) 

Las Iongit.ucles medias de las rolas L, lp y L,. íneron determi11adas.rmr cliVf't·soi:; valores 

de Ja. intensidad de tráficoµ. Los rr.sultados se muC'litran en l<1 Tabl<1 :J.:J 
Esto muestra que tanto el incremento del la1·go ele la cola, como la intensidad de 

tráfico, se cargan casi exclusivamente en los clientes no-prioritarios. 



Capítulo 4 

Aplicación de los Modelos de 
Espera. 

Este Capítulo prctcncle prcsent;tr un modelo ele ilplicación a la tcorin de lineas de espera. 

En todo sistema r.xistcn dos gt'anch~s cl:i.sl's de costos, el rcfor<'nlc al tirmpo de espera 
de un servicio y el asociado al consumo de los recursos c¡nc rcqnk•rc ese scl"\'icio. PÓr otra 
parte el objetivo del aníl.lisis ele los si~tcmns de linei\l'i de espera consiste en obtener un 
equilibrio entre los costos de espera y los costos de servicio. 

Para ilustrar esta situación se concidcrará un fenómeno típico de linea.de espera. 

El sistema. que se describirá es el que se presenta en la biblioteca de la Facultad de 
Ciencias, se dispone ele algunos .datos del sistema que existía en ~st.a, en Febrero de 1991, 

pero dado que dicho sistema.sufrió algunas modificaciones a princi1>i<?s ele 19!J2, se realizaron 

observaciones dC'I nuevo sistema"'" Abril el<.> 19!J3, parn poder hac<"r un análisis comparativo 
de los dos sisl('mas. 

Estos d~loo; fueron lomados eu h1 ltorn de mayor movimit•nl.o l'll la hihlioteca., que en 

Febrero de 19!Jl y en Ahril de 1993 t'l'il la misma; de lns 12:00 hrs. a las 13:00hrs., (esto 

es debido, Cundamenlalrnentc a la disposición de los horarios en la F'ac11lt.1cl de Ciencias. 
Definitivamenl<.> el horado con más alumnado es el matutino, la biblioteca da servicio de 

la,;. 9:00 lus. a las 19:00 lus.; el momento en que mayor 11i'11nrro ele alumnos del t.urno 

matutino salrn de clases y disponen de t.irmpo para ir a la bibliolc•ca PS aproximadamente 

de las 12:00 hrs. i!. t:J:UO hrs.). En Febrero de HJ!)I se• toma In !:>C'lllílllit <lrl IS ni 22¡ y en 

Abril de 1!193 la senrnna <id 2Ci al 30, qne si bien fornrnn llll rnnjunto r('ducido ele elatos, el 
comporlami<-'nlo de los sist.cnrns pcnnitr muy lm<-'nas drscripcionr-;, 

A lo largo dC este Capítiulo se describirán estos dos sisl<'mas y se (>flC'Olltraran sus 

modelos rcs¡lt'ctivos, para poder realiznr un análisis crítico ele las 111oclificacioncs realizadas 

¡¡:¡ 



ll·I G'APí'/'U/.O ·l. Al'l.WACIÓN m; /,OS ,\/0/)F:/,OS DE ESPERA. 

a dichos sistemas; 
La hibliotcca de la:Fncuh:ul dé CÍ~-1~~ins sC- cnCarga-' 1>k;i-c~l1~cntc ¡le ~frcé~r ~ú nccrv~ 

en dos.~1odnfidadcs, las cual?S so~: . · 

• Consulta I~1tcrna 
Pnra este tipo de consultn. 1~ hil~l~otC_Ca_ c~t~n~a. co_n_ unn _saln _cspcci~l, i.'- la 
cunl, las personas qur l't..'<\ltÍcr<'n de cstiúi110-Ctc-=scfvici0:-,·,;1frn1Ticnle-ticncn 
que cntl'ar a esta sala y huscnr la iníornrnción que rcq·,,¡_,:rc-n·._ .E1 -·,;;at~ri8.I 
existente étf la salíl, nuncn pm•<lc salir de clln. Si la pt.·r~on~_n-cccsÍt_a sa~ar 
algún libro tiene que acudir a pedir el servicio que Ofl·~fiej_n-l?ihÜ~tCdcl. en 
su segunda modaJidn<l. (consttiln. externa). 

• Consulta Externa 
La consultn. externa; permiten las pcrso1ti\s que 1·e<111fC1·ri1 <1'c·:aigfü1\Tia.t~rial 
de la biblioteca, exlrncrlo de esta. Con opdon de len,c.;·lo bajo su cuidado 

a lo mñs por tres días. 

Es aqu! donde !Se fonna la línc~ que se dcsL•n. estudiar. tR1~1bié11, es aquí 
donde el sistema sufrió las modific,;ciones, nsí que las dcscrihil·cmos iÍide
pendi.cnlcmenle por sislr.mn. 

4.1 Descripción del Sistema I para Obtener el Mo
delo I. 

Un concepto fun<lamcnt;d en el análisis de los sistemas de líneas d<' rspcra es el modelo deJ 

sistema. En este se da ll\ dl.'scripción ele dicho sistema <1ue proporcion¡1 una bnse st~fl.t;i_~nl~
para poder prcdrcir sn comporli\.miento. 

El análisis se hará clcscribicndo el procedimiento clcl servicio mn' como el ambiente y 
recursos con que con taha la hihtiolrcn el~ la Facultad dr. Ciencias C'll f'C'hrcro ele 19!)1 en su 

modalidéld de consulta externa. 
Para este tipo t\f' consulti\s los usuarios li«nen que ubical' los Jihro~ quC i:cqui~fen:Cn 

los fidwros, s llenar unn forma ele pré>sl.nmo¡ poslC'riorntc~1lc_t.i_nr11.<1uc,f~1pl1~-~-.U!1~:'...~.~~en:..:de 
espera para s<"r alcnclido~. Esta linea c.•s la qu<! s~ des<"~ modc,1nl' .. _~1~ ~~1-~·t.~~~~b-~é~:~iRrán 
Jos usuarios cpw van"' dt.•\·olver matct·ial. , ,·,,. <<' :'._,·:· ... · , 

Después de cspernr pñril ohlener Slt t.urno._,d.c ~f1~vici·o;·. ~1 ·:'1~~11.'~·!~l .. c:s:.''.l.cndi<~o por 
personal de la. bibliolf"Cil, si lÍllicflmf'nt.c d~vuel~·e ·ma·l_c~rial .. :;~~s·s~~--'~i<_l,1~~-~ bu~ca~ ~~ficha 
de préstt\mo y la libcrhn: si solicitcí.11material,1~~."·pcrs.01íns .. C1uc ~t~.1~ s?r~;~do,en la Ía~ultad 
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. ··-- - : _.;. ::· ...... _:_•, . 

lo ~uscan.'~U_ lo_s ~1rn<_~üeles, __ regi_'s~ran el pré~tamo !·_-H-sÍ"·c_~n~\~~:r:en __ ~l--~-~r~i~i~:~-1~-:~~~~~~a 
de·se_rvicio ·ptieclc:: ser combinada,· es _decir, ~~ p~1éclcÍ1 _enlrCgRr' li_l)~~s--~(º·ffi¡s·~~ ti~riiPo :q-~e 

:.~l:citá:n::::nte del Sistema I. . é . "·;:.~ ·;_:_ <
0

'- ·.• . . 

:··.< .~,~~ -- --~-

En las secciones l.2 y 3.1 se <lió la m~todología p~~ra I~ clcS~f~¡)~Íón!_e~pc:ci-fi~-~~dC_tih:SiSténla'.: 
de IÍneas de espera, con base a ésto se ciará _par~ espc~ific~~- ~f.f\1~d~l~_'.f;::·l~\j~ScriP-Ción_de~ - . ·: -,-· -- .·-, - ·""',-", - ·. . ,' --

• la. población o fuente¡ 

• la pauta de llegadas o descripción de los arriboS;·: 

• el mecanismo de servicio, y 

• la disciplina de la cola. 

Población o EUente. 
Básicamente, la población de este sistf'm<1 es el alumnado Clc la Facultad de Ciencias 

que está compuesto por los cst11cliantcs ele las carreras de Acluaría, Biología, Física y 
Matemáticas, en su mayor parte ele nivel <le licc11ciatnra, y en menor grado los estU.dianlcs 
de posgrado de la.e; mismas carreras, así como los c-a..,os ele préstamo Íntcrbibliotccario. 
Dado que los alumnos conslanlcmcntc hacen nso ele csl.c servicio,' se.dará por hecho que la 
población es infinita. 

Pautn de Llegndas o Descripción de los Arribos. 
En términos generales, las lh•gadns son compll'tamcntc aleatorias, por ello se te~drá . 

que empeZM suponirn<lo <¡ur, Joc:¡ arribos dcscrih<·n un proceso Poisson, (ésto en vi~ ·c1e 

construir el moddo más sencillo pero t;unhién el miis frecuente~ el ¡\J/.lf/s)~-.0 ~ar;¡.e.ll~·sc----
utilizaron loS datos y las pruebas correspondieules que se cspecifica~án c>ll lf!- subsccción 
4.1.2. . . . . 

Mecanismo de Servicio. 
Se pudo observa1·. (cuando se realizaron las ohscl'vnciones), que loS scrVicio(también 

son completa.mente alc>atorios , y por esta misma. razón se supondrá. ~~1,e«l_Os· tie~~os de 
servicio siguen una distribución exponencial, (tamhit:n en vías de moc!.el i\f/Al/s). Esio 
será completamC'ntc detallado en la suhsccción 1.1.2. Cabe scñalnr'que .. ~t.SiS.icrlllt. [cuenta 
con tres servidores. 

Disciplina de In Coln. 
Se trata. de un rnso ele cola tínica, y la. disciplina es la más rom1'111¡ primero en llegar, 

primero en ser servido. 
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FRECUENCIA o o o o o o o o o o o o 
INERVALO 01 02 0:1 O·I 05 06 07 os 09 IO 11 12 
FRECllENCIA o o o o o o o o o o o o 
INTEHVALO 13 ¡.¡ 15 16 17 18 19 20 21 ·22 2:1 24 
FRECUENCIA o o o o o o o o o o o o 
INTERVALO 25 26 27 28 29 30 31 32 :13 3•1 :ir, 36 
FRECUENCIA o o o o o o o o o o o o 
INTERVALO 37 38 39 •IU 41 42 .1:3 ·l·I ·15 46 ·li 48 
FRECUENCIA o o o o o o o o o o o o 
lNTEHVALO ·19 50 51 52 .53 5·1 55 5fi r,7 .ss !j!) 60 

Tabla 4.1: Tabfa modelo pam la recopifaci1í11 de los Uempos dl' arrilm, en intervalos de un 
minuto. 

4.1.2 Tratamiento de la Información Para la Obtención del Mo
delo I. 

Como se señaló en la subsccción antcriort el prirm•r paso «>s suponrr un modelo que des
criba al Sistema 1, habitualmente S(' comrnzará por el mo<ldo más s<'ndllo para po<lcr 
utilizar todas las herramientas descrita:-; en el Capítulo 3, por tal motivo se tratará. de 
demostrar que los arribos siguen una clist.rihución Poisson y que lo~ ticrnpo3 de servicio 

están exponcncialmcntf .. distribuidos para O\sÍ tener el modelo 1\1 /,lf /:J. 
Para capturar la información, se tiene que recordar que los moddos descritos en el 

Capítulo 3 suponen tiempos ele scn·icio y tiempos ele> arribo complt•l.itmc>nte aleatorios e 
independientes, así (micamcntc se nrcrsitn noumnrl rnr los liempos <11' ;arribo y los tiempos 

de servicio por cliente. 

Análisis de los Arribos ni Sistema l. 

Toda la información <JUC se captura con rrspccto a los anibos, dche ser Lrahuln de la sigiente 

forma. 
Para cada grupo de datos capturados se cl<lhorará una tnhla. similar a la Tabla 4.1 

donde los valores contenidos (los ceros,) en cada cuadro corrcspondc•n al 111'imero de arri· 

bos ocurridos en los intervalos ele tieru¡io en los que se ha decicliclo dividir d período de 

observación. 
La longitud de estos intervalos dcprnde de Ja frecuencia ele lo·s arrihos, regularmente 
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~ .~IA l 1 o o 2 o o o o o ;¡ o 
TEHVALO 01 02 03 0·1 05 06 Oi os 09 lO ll 12 

HECUENC'IA l o l l o o 2 o 3 o l l 
TERVALO l:J l·I l;j 16 li 18 19 20 21 :n 23 2·1 

FRECUENCIA 2 2 l l l l 2 2 l 2 2 l 
INTERVAi:Ü- 25 - :rn :!7 28 2!.l :JO :11 32 ;¡;¡ :H :J!) :J6 
FHECll!>NCIA 2 o 1 o l 1 l 2 JI l l 2 
INTEl!VALO 37 :is :l!) IO ·11 ·12 -l:J ·1-1 .¡!j lli .1; ·18 
FHEC'UENCIA 1 JI 2 1 11 l 2 o o 1 l l 
INTEl!VALO ~u 50 !)l !)2 f):l 5·1 55 !lG !)j !ji; :rn 60 

Tabla -1.2: Frec1w11ciit Pl·omcclio <fo Arribos por mi1111to pMil el Primer Moclelo. 

se adcdrnn clr t.al forma en qur rn la lllil."OI' pnrlr. dr t'llos sólo SC' rcgis.trr un arribo._ (Para 

cumplir los postuh1clos tlcl proceso Poisson dcsnitos en la snbsr.cción 2.:J.2). 

En este ca."o para moddar l'i Sistr11w 1 sr lonrnron i11ten•alos <J,. 1111 ~ninulo. 

Post.eriormcnt(• Sl' obtiene la frrcuencia promedio por int.«:'1T11lo ele,~ las phSl'rVacioncS 
realizadas prtra descripción d.c los arribos cid Sistcnm l. . · . - ' 

A Partir ele los clafos <le la Tabh1 -1.2 sr cakufa la l11cdia- éh"~ lcis .~.Í-én~il';)s -~,~~·.llcgh-~Íns; 

.'? = 0-.. ~:·~ .. ~ .. :n:; __ :. _ .. <~ 

AjUstC' de lá DiSt1·ibúcióll _-MU~str~1 _ .. n :1~-0..n¡'~trib-~-~,i_óií:f POi~~~il.".~~:-:·~· 

Tcnic~_do ~.Íí ;' 1{1.~~ll .t•_. ,-1~ .. ~\~ -~-~~,'. .l i-C11'~·1~Q~: «.1-~: .. 11.e~.~él_~" '.·~fal!~!t" ~lna.>1.(~1.1:{¡:,:;·,,ció.1)_:_.~o!S~~n, -:~~;_.' licn~ 

.,~ ~'::y:::0·~~·:·1;%é1~i'i!JSi~~r:~-:~·~t"1l. •' 
Para.X = .r: ~1'- clt!cir'-~;_dle'ia~l1'~.~;~,¡·.u,·1:)111t~1~\'-áló '!.é.111i'_1iii11!.tl o; .d.1• .m·nc·r.Clo fÓn. la. fuiicióri 

·c1e distribuCiolÍ p,;;.,;;ú.' ~r ti;;nc._,_,'':' <e' ·,':-,. · ' ·· ·;·,y· .; \.~ 
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Figul'a ·1.1: Ilistogntma de fn•cuencia </f' los 1t1Tilms al sislc•nw 1 

En la tercera colun11m ele lil -Tnbla -1.:] nparcccn la.-; prohahilicln~l~·.s d~ ·o. 1.2,:J at:~·ih~~ en 

intcn•alOs de~ 1111 minuto; en la cuarta <'oh1·1~.m~ se ·~la c•I ~\·nlm.' .~·s_l~t'1:a.c.lo_-.:cfl•. _fr~~Úcn_~_ia_s !>or 
i~~-~rvalo, c1uc sc.•._ohl.ie11c_ 1_1mltiplici1ndo _la prohah~li<1a<l _c~p·~~i1011<1ii~~1t<.• 1iol~.fl. h1í111~ero total 
ele inl<:'L;-\;i\lo~:-eti-ris-Lc ca-~o 60. - =---

('.~n o·J_,j~to de co~;_1pn1·a~ión, _cst.n Tal>lá' l_ll'cs~ntn° ~11 ia:_'.sc:g1~'í'1;1~.-~c~_l~l1n11~--los ~~-;:i·ibO~ 
observados. - ' · · · · ' · - " · 

Ji~t:uiulrncil\Bondad _de Ajust".'. 

Como se purdc yC(cn la Tabla -1.3. los resultado~ ohll•t;i~lo~ (le Ii1_·\~mr.~Í.·1.-n 1l~-·co~1C·i.!crciRn 
c~n t.os resultados teóricos cspernclos. por ello sr. clc•sra. \'f!i: ·.si .1~(· r~:·c~~,¡~l1c~~.~ ~~h~f-~V~~l~ 
difierr.11 signiíirnti\'anwnt.c> de las fn.•cticncim; C'sprrmlas. , .· , '·.-.. .. _ .· .. ·_·, · ',-.. '. ·. ,''. '-

La .idra funclnmrntal dP !il puclm \ 2 (jí-cundrndn~ f.•s}!1- cle:.co.11{1}1~1;~1r.!~~~~1~1'~~-~-~rÍ~'.~_~. 
c1ist.riburi<)n de las llcgndas /·\, (Fx t~s la función de.• ,(¡s1.rih11Ci<i1l~~m,1pí1:i~1~):·~~-i11rí';r~1:nr.i~n 
Fx. que en este caso representa a la disl rihudón Poisson. 

Para C'slo se tirnc que saber cpu~ _la11lo <lifirrC'.-/·~·::: tk<f.:~.·· ::'.1\í,fi;_(!'~f:~·r-\
1

~\~; ~-~~~~1.~1.il:.:~i. 
la distriJ,11ció11 c•n1pirira sig11r. la dist riln1~ió11 \Poi:i!;'~;I,. ):. -h.sí:)>,Óclt+~!•1·~·l~~~).Í·. li,is''..-~l~~1:i\i~<;i~.1.~Cs 
mat.<:>nuil ic·as clt• la 1 rorín ele rolas'. , _ ':·· -.. , ", ,: ·,_, '.·.~, ~-. '·(·:·; .:-:~ · .. · '.;t~.\ :·~'·;/ ":-·~.~;::. ·. -· ·. , ~ 

Sr lo111ilriÍ11 11 inlrlTa)os tic• ;1t·1u.•rclo a·.1<1.clh;1.ril;nc:i611·1111Í~sl.1~·,l:;·á;1';:itl1:r~~}l;1,'.·f.~1· .r~!-
. ' . ..· . ·:.·,- .'_'(' .... , · .. ·, 

culará parfl c•Hlil \'etlor i 
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No. de Arribos Frecuencia 
en Intervalos Obscrvacla 

de 1 min. O¡ 

o 
25 
13 
02 

Tabla ·1.3: Al'l'ilm.'> F'ehrcm 1991 

(0;-E;)' 
---e;--

Donde O¡ son las llegaclns observadas y. E¡ son las llt"gaclas Esperadas. 
Sea m = n -·1;·sC'. calcul~ -.--'. · ... : ,, ' -. · 

: .. ~:. ' ),t.=t.~~;~;~;~'. 
Se toma~'án l~~·ni~~i~~-'.é!~~~ ~¡g,·;~~~~~~¡~ .J~-:-~' ~-~~%.,y_·~~ _10%. 

P~~á. Ja.·p;~1cbR:·_Cto~1_d~ -- . . " 

H~;-~ Pt>~}:i('1~~~íi~í i:!,l)_u~i~~;i·. ~~.i~~~i_l~~-·:·-~ , .. 

Ha~· i.t:;_No:Lj~.·;~C':_di~~~Íl;¡;dÓ~-j~}>~¡~~~·l:1.·' 

En Ía Tabl" :i::J •~ cale~;~ t ;;,:• \ ' ' . 

. ·":•.,~,;. ,,,.,,; ,,>::··~ .. ~: .. 1·!/~H,º.~.,:·• <·· · .•.. 
EscOgir.ndo el ili\'rl:--_de signifiC-á.fi'cif(.dcCIO% J1hra el:lcl'cer gra~lo· cll'·lihcrL~~ se liene 

(uROndo IMt~J)fas'.~~~~~:f li~·I~~l,))~ti1)ff~~.Jé)~~ -i;: : ·,,, · ··· . : · . 
y ~cogiendo i·lnhél cl~~lg1;:~f:n1u;i~.~1~i;j,~, ii~i'á .rlif~•:<.;¡_;gi'ai\~ el\' )H•<.·r.tttcl .,. 1.icÍ1c 

~ , ,~r( t .. :s \~.~~~);'~~:~ ·~:,~::· .. ~¡~~~.~ :~~\ :;~g;:~<~;y.~·1.~.~ 
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15 

10 

Núm8ro de arribos por minuto 
Figura 4.2: Comparnción cut.re la clisl ribución cmpfricn y In cli1>I ribución real, para los 
arribos del Sistema l 

{ :' xl_9~ ~- l' ~ \~ .... _oo ·iJor lo_ ~anto no se rechaza. la. hi¡xltcsis. 

Con lo C¡uc se ·puede ccincluir quc_la función clC clistribución Fs es un~ buena. nproxi· 
maciófl._<lC)'.v; üila: d~St'~ibu~ión Poisson~ éo~ Pnr~Ínc>tro· .\1_ = .95. 

E~to--~e_ P\1edc-ohs~Í'vár ~lará.men.te _en lR. Figu~a. •_I ~2: 

Tiempos de Servicio del Sistema 1 

Como restricción se t.icnr. qur los ticnipos· ~Ir _sr.~·vido dchf.'n seglÍif:_.un·a·_-cli:-;t ;.¡·budd~ · c~Pe>+ · · 
ncncial. - · " · · 

Primeramente s<.> hará el tratamff.'t~lo Cte-fa. irifol;mfü~ión°·capt:~1racla;.~11:_\~~~'n{~~¡.a· ~~ra. __ . __ 
ajustar los tiempos de llcga<lns a una distribución exponenci<\ 1. , - , 

Los tiempos ele servicio fuCrón toma<los desde el momento en C:1u~ eL-cÚentC· Pide ~u-, 
servicio, ha.~t.a d momento en que abnndona. el most.t·ador de sCi-\'ido._ . · ·:> .:_~-~::'>.· \::.··· --> 

Como los tiempos de llegadas del primer sistema. tic_ncn lúl~ ,·~:~i-ahi~_~d"a~t)~~a~dc_~. ~e· 
ha clcci<lido <lisl l'ibuirlos en inlcrvalos ele :10 segundos. 

El primer paso a seguir es r.I vaciado <le hu; Íl'<'cnrncias d~ '111rftc;i_ói~."'.lc. l~s;s~;v~c~os 
por período. ' , . ·-'- - p 

Poslcriormrntc ~<· claborá la Tabla ·l.4, en donclc la. st~~1111d~ ·.:~ol~i-11li"1a<~\1é'~t:ra la 
frecuencia. promedio dt• tiempos de servicio, la primera colnmn~ muc}s~.ra._-17_1 .rai:igó._dC ag"m· 
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pación para los t.icmf~os de ,.;,:,:;do;,c1; 1~ i~r~cr~ ~parece lo fr~~ucnci~. rrlati~a , {es decir 

la frecucnda de cliC'nlcs _<livicliclo r.nfl'~ la frccÚ<>~da.· tolal:,dr. l~-1m1esfra.).:) •. r.rf li.curirta 

columna In frr.cur.ndA 1_·c_i_~Ú ~~~;--~~fu!~]~1~~-(·,~~~~ .. c¡·u~-~-1~0~_- ;_,·l~fii;~_: ~ .~:(~~)- ;_c~~1~1ri· ,~_-\¡¡~~~:¡ 1~l1~Íó~ 
empírica. 

--~~~~~----~~;- -- -~~---- -~~_-,,::, -~~/~.- ---~-"~--
·AjtiSte 'd·e-:TielliP~~'-:'d~-:-5~r~-i~-¡¡j-~~--"Un/--rii~t-~ib~-cfon -EXp;~,1i-~n~'in1~ 

Calcu·l~nclO ·,.¡ c~tim-~clor ~!~· 1Ú;~-~:1.1·1~---~:~-~:~~;~1:;·il.--~~¡';j_~:,(:~'.; ~;~;~,,r· 
~-~~~~-_"·¡. :~-;~:~i~~;;~·;:~~:~2-~-,{;·c .f ,~~ -' 
>_.---:·~:_';.' ~~-~i~~-"7,·'.+F;~~~~~_: .. +~;~-~ -

·-·= -· ~~~~'-~~~:(-
lti(L); 

tll11(l) 
--;¡¡;-

!! . ...::,/.~. 
/1 

-~-11 

·ji 

'_:,, 

,,i;1(i•l ;_ 11;.:Y 
,¡.~:·:.- ·' ·.·.~~'; 
"'7"·~n.\' 1•, ~ 

o;: 

":'?1i 
1 
y·' 

La media ele los \•i-llCii;-¡;;;-··orJS-~rri-ld~-!(cs 
- ·:-"·- ,:_: '·>. ' 

.~ ·~;·,;~.:~w·doi- ,;~.E:1 •• 
': ..... ~l"l'.l('l_t~~ 

~'-::..·. :· ·" 
y -

+ ~ O.~i'l:~~:1 "';;:·:;.'.":';= 1'•' 

1_11111·~~·~:•! .. t~!ii\i~¡~~.¡¡,'.~.:11 _jl(;fui!í·f~':-l"~.;.1i·iii1111~ !~is ·\'1durr.s fltll' loma Fx(~} = 
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f11tt'1Talos F'rec11l'Jlt:ia l·'rt•c111•11cin Frrc1u•11cin 
('11 Pro1111•dio llclatin1 t\cunmladn Fx(.1·) 18(.r) - F<(.1·)1 

Scg1111clos S'(J') 

0-2!1 11.U O.JO!i7Ci!J 0.I05iG!l 0.1·19100 O.OI:l!l 1 
:JO-!i!l 16.6 O.l!iflHJ.'j O.:W!i:J84 0.2810:18 O.Ol!jíi!J 
G0-89 i:u 0.12~S·l6 0.3912:!0 0.392082 0.0021.1 
90-ll!l l:!.Ci 0.1:!1 )!'1:1 o.51ri:1s.1 O..t8!i!Jlfi 0.02!110 
120-l·l!l 10.(i 0.101!)2:1 U.Cili;llJj u.r,c;;;:JfiS O.O!ll!J:J'" 
150-li9 O(i.-1 O.OCil ó:JS 0.CiiSS IG O.íi:J:!·IHi O.OICi:J 1 
180-209 05.:! º·º"ºººº O.i2SSl!i O.GU9:!!'1S 0.0:1!>,;s 

210-2:19 Q!j..J o.0;;1n2:1 0.7SOiG!J 0.7:17:!t):J o.o.1:1c,1 
2-10-2Ci!I 02.8 O.O:Ui!l2:J tl.SOifiD:! O.iiil'\:l J o.o:m~:; 

270-2!)!) 02 .. 1 o.02:rn¡c; O.S:lülli!J 0.812118 0.01~{)2 

300-:129 01.S U.IH 7:107 O.S.180iíi 0.8·11 ICi'l O.OOCi!JI 
330-35!) 01.S O.O! i:lOi 0.S65:JS 1 0.SG5GD!'1 o.non:¡¡ 

360-:JS9 02.0 0.01 !)2:!0 O.SS·lül .¡ O.SSGl:ls 0.00182 

390--119 02.2 0.02110.:1 0.90;'iiGH O.~JO:JD/1' 0.001 i!) 

420--l·l!J 01.·I 0.01:1.¡¡¡¡ O.!ll!l2:l0 O.!JISSO!J 0.00012 
·150-4i9 00.8 0.007Cin2 o.n:um2:1 O.!l:II:l I!l 0.001.12 

·180-fJ09 00.S 0.00í6H2 0.!1:1.JG1c, O.!l·l l!l.p1:! 0.001:1:1 

.5J0-5:Hl 01.2 o.011.5:1s 0.9.JGJ'i:l n.!J.J()!I IS 0.00 J/(i 

5·10-1\6!> 01.0 O.OO~Hi 1 :; 0.95!i7fül ll.!J:jl'\ l!I~ 0.011212 
570-,i9!l 01.0 O.OO!Jfil'i 0.96!i:ISI O.!){i.J90~ 0.000 Ji 

600-629 00.0 0.000000 o.D6.5:1s.1 0.970'.J2S 0.00 l!ll 
630-(i'j!) 00. I o.ou:181r; u.um1:no O.H7·1!11 I 0.00!"1fiS 
660·G8!J 00.6 0.00.5¡¡¡9 0.!115000 0.!17S7~íi u.oo:m.; 

690-il!l 00 .. 1 o.00:1s.w 0.!JiSS líi 0.9820fi:! 0.00:121 

720-iW 00.J 0.003SIG O.!.l82fi!J~ 0.9S·J>':J:I 0.00211 
;.so- ;;g 00.0 0.000000 0.982fül:l 0.!IS71i.') 0.00 ! IS 

780-809 00.2 0.001 !J2:1 O.!JS.JGl'í O.tlS!Jl;'}fi O.OOl!i 1 

s10.s:rn ºº·º 0.000000 0.9S·IGJo¡ 0.9!JOS:IJ o.oor.21 

S·IO-SG!> 00.2 0.001 !l2:1 0.98(¡:¡:J8 O.!Hl2217 0.00!"170 
870-S!Hl 00 .. 1 o.on:1s.w O.!HJO:l1': 1 0.!J!J:l.J J.J O.OIJ:!Oíi 

900-92!) 00.0 0.000000 O.!J!l0:!81 O.H!J.J.l!ii 0.00107 

H:JO-!J5H no.o O.OOOOOIJ O.!l!lO:lS 1 0.!J!'J!i:Jl:I 0.0111!12 

!Jfi0-!JS9 00.0 0.000000 O.!J!lO:JS 1 O.!l!JíiO:Ji ll.tl(J.p1fi.~, 

D!IO-JOl!J Oíl.O 0.000000 O.!J!JO:ls 1 O.!J!J(iíi 1!1 U.OOíi:W 
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fntervalos Fl'~CllCllciit Fr~cttcncia Frecuencia 
en Promedio Relativa Acumulada Fx(.r) IS(.r) - Fx(x)I 

Segundos S(.r) 

1020-10-19 00.2 0.001923 0.992:!07 0.997166 0.00·185 
1050-lOiU 00.2 O.OOl!J2:J 0.00.12:!0 0.0!17604 O.OOU7 
1080-1109 00.0 º·ºººººº O.O!J.1230 0.99797·1 0.00:¡7.¡ 
1110-11:1!1 00.2 O.OOl!J2:! O.!HJGI!í;J 0.998287 0.0021:1 
1140-l IGO 00.2 O.OOl!l23 O.!l!JS07Ci O.!J!JS!i51 0.0001 j 
1170-1199 00.2 o.oorn2:1 1.000000 0.9HS775 0.00122 

Tabla 4.-1: Datos corrcpondicmtcs a los ,;c1·vidos del p1·imc1· modelo 

Kolmogorov-Smirnov Bondad de Ajuste. 

La. prueba de I\olmogorov-Smirnov es apropiacla para distribuciones ro11tin11as. 
La hipótesis a probar es que cierta función ele disll'Llbudón Fs(J•) es la íunción de la 

cual se tomó una. población muestra) .r1, .r2 , • • ·., r". El procedimiento a ~rgira t>s el siguiente 

• Se calculan los valores ele· ta función de distribución S(.t·) th• la muestra. 

.r-1,r2 1 • • • ,:t'.n (estos ,·alores se encuentran en la Tabl.a. •l.·I). 

• Se calculan los valorc:c; <le.' la (unción cle.clisl.rilmción J.:d.r). 

• S<:- <l<"termina. la. distancia. nláxinrn,_rntre S(.1·) y /·~t(.1'), 

· T;;,¡,¡.-,c 1s(i):::f'.dxJ1 

• Se· escoge el nivel :ele signfficancia dé o=· 5% y·n =i 10%; .-

.,, .. •.· . 
• :<.:· . 

. ;;~~:.~·L~:"t¡'·1·1~Í~~~·'~~;;~~;~i·~J¡¿~~1:~;~~:; 1~~:~;·.r~I-~$~(;;) '.·i~o -~igile ~;;·nn ~Ú~t.ribución 
e~~--~¡~,·~:~~~-1_:;;.:;·.:.,··. :·,::~(.·?";(" ,.-.. ·. ·:.,: 

La!J \'.alo~~~ có·m¡·1a~·~~os:~c:.·.~~·1·~~tr~n ... ~·¡.¡ ·l~~·é~l-~1~\1~11á;s.~Ís ~Ir..: Tabiñ -1:.1 .•. rn. este casa el 

valor máxime;> .e.s 
1=0.05103 
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-'.'- ·;. ·-: .. ~ -- ':.º.:_,.: . '·. ' .. _ .::\·\· ::_'.::' 
En la ta."l;la·de)\Olmogorov·Smirnov:tomada. de [Ú] s~_;ti~n~·-q~e' · 

P~ra a ;,;, 0:05 el ~alor erÍ tal>lllS es/0.05~00 :_' 
_Para a 0.01 _el valoren tabh1:•.e!Íc9~066]S'.E-

-

J)•doP~~c1t-~5~5:z,~;~~.~~~1~~~8<i,'1f1:fff:~~. 1j6L~~~\:b:Jj~1;st;\1,,~Y¿~~~¡;~"cri~ia1~ 
mcnt_c.coO parámetro ,, 1 -::·0.33~5. ,.·;~ ~\\! __ -··:/;": 

C-•o~,T 

4.1.3 El Modelo l. 

Segtín-~I es~udio rcali~ado a-ñfori_ormcl-1tc1 las lli-gadns_y_-ios _i.i~~~-~.~-~¡C:~~:r;_~~:i'~-~ -~i~u~i(~~-~ 
distribución Poisson y exponencial respcctiwun~nt.L•, r se couocc qm{~I· si_Rlcma t.i~n~.t~cs 
servidores así, el Modelo 1 es un 1\1/.\1/3. . . -

Se explorá..cste modelo, para poder realizar algunas conlpara.ci~nes:c~!l·.él ·M¡,·cÍcl~',11, 
para ésto se utili?..a.rán los rcsultaclos.cle la subsección 3.'1.3. .~ 

Se calculará lo ~igicntc. 

Lo El nltmcro promedio de clientes en cola. 
iv0 El tiempo promedio gastado por un cliente en la cola. 
L El- mímero promedio de clientes en el sistema. 
H' El tiempo promedio gastado por un cliente en el sistema. 

Con base a la información re\'clada por las ohservacioncs se tiene que 

,\1 = O.fl5 Arribos por minuto 
µ 1 = o.a:J55 Servicios por minuto 

Calculando el coeficiente de intensidad de tráfico 

Pi=~=~=~= 0.9·138. 
sµ 1 3(0.3:155) 1.0065 

Lo cual satisface p1 < l. 
Para el desarrollo de este problema, el primer p1tso lógico es obtener d valor de 71'0 , ya 

que este valor es funclamental para la n•solución del problema. 

[{
·-· 1 (,\' )j} ((,\,/¡1, )' ]-' 
~Ji µ; + s!(I - ,\ 1/s¡i) 

(75.2·179J-1 

0.01328. 
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0.01328 O.SH-1 0.8893 :J.6íGi 3.SiOI 

Tabla 4.5: Resumen ele resultados /Wl'R el Modelo l. 

es clCcir la prohnhilidacl dc)lcgar a la hihliotcca y c~ncontrnr vado r.I sistc!m~ .. ~s 0.01328.· 
lJna VC"L calculad? el valor de 71'0 , pueden definirse fácilmenl.c• lo~ v~lor~·~ ~O, H'.01 _? 1.lV. 
De ~sia. forma Lo o ermhnci·o i>i·omf'clio de clientes <¡uc cspC1·_a11 cí(la -~Ofo. Siii itlch.íir 

a las j)Crsrinas qüe-~stán siendo atcndidils cs,-por h1 c-cunción (3.~:l) - · ' ··. 

;o(·'•)'( (),,fs¡1) •)·. , ···::e-:··· 
Lo= I_ -. . \ / )2 = o.~·l·l.9clw1.1lrs . 

.S, JI¡ (J - 'J S/Lt : ' ' .. 
- . .·. 

l'Vo El t.i<'mp6 p1:omt•dio·gast<1do por 1111 clic1lt.c c•11 In coln: r.s_~l(·dr .. <'1.~.i."njpo <¡u~ tiene 

que esperar f.'n p·rotú¿di~ út~ dic!1\l.C'-J><1rÍ1 inic-ia1· su srr-\'it~i'o~ ~Sú.i cl~'~io 1111·1; _hl ·-~·~r-·1!.flci6il (3.:J5)) 

ll'o 

. - ' .-" .. - ,'_ .. ' •· .. , ... ? 

Lo-· ·03.¡.¡9¡c¡- -.·.'.. · '· · ,. ,,.,, r; = ... n~·-- .. :::: o,.s_sn._181i1ii.1ulo~. 

-~$3.aG_ ~-~g~;~1~l~s;- .·~. · 
L El: 11l1111c1'0 promecli~· d~- ~'úc,;~~~ e;n':~i ~·¡~~~·~1:1~~~~--

· /. ~Lo ;~:~o.~/1~19·¡2.~~1: '7:J.Gi~I 
~H'- El-tic11~J>o 'l>rrn:~r.c~iri:-~;~~-~~·i6:\~~1;;_~í;~\l:Í~·¡).L~_;'Jri~~;1_;¡~!¿·1ú•i. <'N _ 

¡ ·> ?>,···· .· 
n·_= 111

0 + - .= O.S~W:JS + 2.S:ll!l = :t720!1 mi11111os. 
- JI¡• - .. -•: .-··· '-··· ., 

La Tabla 4.5 r<'imrrie. este\ h!foi1;·,:!'~ió1·~: 

4.2 Descripción del Sistema II para Obtener el Mo
delo 11 

Ahorn el análisis se lrnni tlc•snihil'ndo {.J procrdi~Úit·ulo 11si como rl amhic•ult• y rec11rsos con 

los que contnha lil hihliot<•c;i <I<~ _la J;'ncnltiul de• (~i<'n.c·i;i f'll Aliril ele• l!l!l:J r11 su modali<lncl 

de consulta cXlf'rnn. 
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. . . '' 

Pa~a t;stc,.;~iPC? ·~e _consul~~-~· 1~'s .. uR11~l.'i.ás' ti~··,:lcn .c'1'11c ubicnr los"lihrns cp1t• 1·cc¡uicrcn en 
los' fichci·o.s¡ yo.stcl'iormcnlc ellos. misffios tiene nuc huscar en !~~s.a1~a<¡t1<'lrs rl malcrial. que 

~cc;~~j-~at~i i1l'!lecl_ia'.~~·tt:t<'Ú_tc t_i~~1~n.q~c ~o:;·~nr ,una lí1~Ca í~·cntc -n_ u11_ mos_t1:a'tior _ra~a ~!l~e l~s 
autorice¡{ el p[éstai],·o. Es está linea Cs la.~¡uc s~ mocicln~á para rcprcsentár al Sistemi 11.· 

QCs¡)l1éS ·~e csjlcral· para obtener s_u · tur.no el.e- servicio, el us1rnria·· es· alcndfd~ · p~r · 
P_~~·so~~L_4e_ l~~:·_hil?lio_leca. Ahor_~ .s~_ disp_on ____ dc u~~- com1~11tad0l·~ 1 :c1uc_ so!a.1~~1_1t~- ~-ce el 

-co~l_ig? ele_:_ batTits <!e_I lihro_y t'P.gistr~. ~I rr~stamo. esta línea ~.s lÍnicnm~nt."' .para p1:ést.amo 
-__ ele liln~os ~e JaJ)ibli~t.cca,~_ . - · . -· 

4.2.1 Ambiente del Sistema II 

A~-~logamcnte, a lo rcnlÍZ~0¡lo en la -~_ui~~~.c:~f6i1'·4~1.1~:s~ cs-b_óZa_i·~. ~I ~~~ibi~;·~~·c ;,~{S;is·l~iña 11:. 
-.. ,:-_· 

-POÍ>lncióil o~ FúCilic-- ,~_J. 

qu.~ siguen una. distribución PXponencial. 

- ·Disciplina de la Cola. 

La disciplina de la cola es, primero el1. Íl~a~,:.'pf¡¡~_~iJ···~1~-J~~i<~~'l:v¡~~~:._5(~t(rai"~ de -t~ilii cola-

tmica que es atendida por un solo servidor. ~~n~~~~j~~clt~t!JJ~':;~(:;, ' ~ : 
4.2.2 Tratamiento de Ia Infoi-rriaéió'i{,¡:>i\~a\Ü(ob't;,néióti-del Mo-

delo 11. /'' 'i": ;;r; ;;; ' ;: :: . ':º\·=-".:}:·,,·:'.-·. 

N11c\·amc•nt" se tc11drán que hacc1: 'u1.1a ~~~·,ic'..~í:~·:.~uFfi~i~(~-~·~~:--*~~~~Íi~_~,~~Oi~iil~ 1s, Y .~e'rclizarán 
prnrbas ele bondad <le ajuste para los valot'Ni -~~>seí:~·~do~·i'.;,~n ~~(,8 o'~~~~óil ·!<ic• hu'~crtrá ajuslar 

ol modelo M/M/J. . 
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_;1A o 1 o o 3 o 1 2 2 :J 1 1 
!NTEHVALO 01 02 o:1 O·I 05 or. Oi os O!l 10 11 12 
FHECUENCIA 1 1 2 3 2 1 1 1 1 1 o 2 
INTERVALO 13 "' 1-5 16 17 18 19 20 21 22 23 2•1 
FRECUENCIA 2 2 1 2 1 2 2 2 1 1 1 1 
INTERVALO 25 26 27 2S 29 :JO 31 32 33 :J.1 :J5 36 
FHECUENCIA o 1 1 2 1 1 o o 2 2 1 o 
INTERVALO 37 :is 39 .io .¡¡ 42 .1:1 ·14 ·15 .¡r. ·17 48 
FHECUENCIA o 3 2 o o .1 ;¡ 2 1 1 2 4 
!NTEHVALO ·l!J 50 51 5~ 5:1 5·1 55 56 57 58 !j9 60 

Tabla .J.6: Frccucncfo. Pl'omctlio ele :\rribos por miuuto pnrn el Srguwlo JHoclclo. 

Análisis de los Arribos al Sistema 11. 

La información se trata de la misma forma que cu la sección anterior, la Tahlff. -t.6 muestra 
la frecuencia promedio_ de arribos· por 1~_1inuto para· este sistcn:i~· . 

Los· datos de la Tabla 4.6.pcrmilcn_ elaborar el hislog-ra~á déJ~~c~1-~_ncias .que se pre~ 
senta. en la Figura 4.3. E;l p~i~ncr p~o ~~ oht_e.ncr_cl~pr~me~i<?._~<; ~r~~il~oso··~~ <le.~ir ,,f{. 

S = fx = ~ = 1.35 · · 
" ·60 

.. 
Ajuste del~ Distribución Muestral ·1f 1a-~Oi~s~n;.--::--~.-~-,~,..-'o 

' . ' . . 
Se desea. que los <latos obtenidos hay1111 si¡I~. tOnia~loS_dP una. fmición c1~·~1i~t.rih11ción Pois:son, 
se tendrá. que realizar la prueba corresp~ndie11tc~ ... . · 

Se tiene que: 

En la Tabla ·1.7 aparecen las probabilidades de 0,1,2,3 y ·l ·anibo~ en intervalos de un 
minuto¡ en la cuarta columna sr da el valor esperaclo de írccu'encins por intervalo, que se 
obtiene multiplicando la probabilidacl corn.•spondic:ntc~ por el nlunrro tol al de intervalos¡ en 
este caso 60. Para poder comparar, rsta tnhla tamhic~n contiene en la segunda. columna. el 
n(1mcro de arribos observados <'11 cnda intervalo. 
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Número de arribos por minuto 

Figura .i.:J: llist.ograma ele frccue!1cfas de lo!' nrribos al Si.~tm1111 11. 

No. de Arribos Frecuencia. Probabilidad 
en Intervalos Observada 

ele 1 min. O¡ P, 

No. ele Arribo!; 
Esperados 

E; 

2 17 0.2362326875 l•l.1739(il 0.563·162 
3 05 0.106304 i09·1 06.378282 0.297832 

02 0.035877839·1 02.152670 0.010827 

1 L.;'=º w.r.r·'' = 1 2.sHrno 11 

'fnhla ·L7: Arribos abril lfJ9.'J 
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Ji-cundrndn Bondnd de Ajuste"; 
" :::· :.···_·_ .: . ·_ .. :. ·- ·- - ' 

C~1~10 se p1Ít,'C)_r \1.'l' t;!1 In- Tnllm -1.i. los rcsult·n~los ~l~¡~·n!~!~s ·4e~h:i 11~¡1cstrR-. ·110- ~onc1lrr<lan 
con los 1·es111tado~ _ tróricos Cl'pc.•n;d~s, por f'llo_ s(•:d~:O~t~a' \•cr_ ~! ' __ l~1s -~rrc·nrn~ias._ ~bscr~adns 
dHi_crcn signHknti\'anwntc, anñl_ogn!Henlc .ª· _l_p·_ct11<..~:_s~_ i1~?-~_ C!l \~ ~~·~~!~n-.n:n~criOr, s.e Ücnc que_ - - ~ · ' -- · - -:·;:,--,_- - ~-~--·.-.· · ' - ·· -

corrrsj1~l1dlf'11I(• pl1i·a d Sislrina l. 
cl<•l _Si~tcmh ll. n.encn 11m1 rnri:ihiliclat\ 111t•11or cptr la de los del 
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. -~ .. · 

I11tcrvalo~ Fn·r11r.nci<t FrC'cuenrin F1·ecue11cia 
rn Promr.dio lklativil r\cum11l111l11 i'\(.r) 18(.r)-Fs(or)i 

Segu11clos S(.1·) 

0-9 IS.O O.l!J.1:1SI O.l!ll:\>'I 0.2!11000 ll.O!J!Hiff" 
10-W :m.s o.:121s11 O .. jlfil!>S 0 . .'j:!Q(iJ:l 11.110111 
20-2H lfi.S o.1s1.12r; 0.6!J7G:!·I O.GHl·I:\ o.02:11s 
30-39 0!).2 O.O!l!J:J!):! 0.7!JGHíCi 0.778!)11 O.OISOCi 
.10-.19 07.·I 0.0T!J!lJ:I 0.SiCi.SS!> O.S·WS5G 0.0210:1 
50-5H 0-1.2 0.0·15:l!)(l 0.!>2:!2 Hi o.snso:m 0.()2121 
60-G!l 111.2 0.012!}.)S o.~1:1.i:.m.1 o.u:10;.5.5 0.0011·1 
70-i!J Ol.0 0.0107!1!) 0.!1 IGllO·I O.!l!"12!Ji!j O.OOli!)'i 
80-89 01.·I O.Olij l IS 0.!JG112:1 O.UGSOG.5 O.OOli!l-1 
90-99 01.0 O.ül079!1 0.H71!12:! 0.978:112 O.OOii:IS 

100-109 00.·I 0.00.1:11!! 0.97(i2-1 I O.HS!í211 0.011!102 
110-11!1 OILI O.llOJ:ll!l 0.HSO!Jfi 1 o.nsn!l!JS O.OO!l 1:1 
120-129 01.0 0.010/H!J 0.!l!Jl:IGO O.!J!l:l:!Oi o.oorn.1 
130-139 00.·I o.oo.i:ll!J 0.9!J.iGSO O.!J!l!l:JS7 11.11111!2!) 
140-1-19 00.0 0.000000 0.!l95G80 O.!J!J(iSG7 0.00118 
150-159 00.2 0.0021.J!I 0.!l!l7S 10 0.!1!17872 0.0000:1 
160-Hrn 00.0 0.000000 0.Ll!liS 10 o.m1s5;;:; 0.00071 
170-1 iH 00.0 0.110110110 lUJ!liSIO 0.!J9!10lS 0.110117 
IS0-189 00.2 0.ll02lo"¡!J 1.000000 O.U9!J:J:l:l O.OOOfiCi 

Tabla 4.8: Déltos co1Tcspomlic11tes ;1 lo.o; .scrddos clcl sl'g11mlo mnclclo 
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Número de arribos por minuto 

Figurn. 4.-1: C'omp;11·;u•i1j11 entre~ fa r/i.i;t.J·i/mcic>n ('lllJ>frir;i y fa r/i ... 1J·ilmri1í11 rcnl. 1m1-.1 los 
arriboS d<'I S'istcnw 11. 

'.: : 
ni\·.~·I<·~ _e.Ir ~igniílcnncia 
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l~ñrn ~ -~-0-:05-. ·. ~I ~·~T~~.~ ~i1 )~J,1;1_s es_ -~:.iti:_17:1r. 
Para o~ 0.01 ·_ eJ.\·alor rn tahlns ·cs .. 0.611,='jl(i,', 

Dado que 1·< O.l!l:l'fli /i<~.fii1!i1c; 0 uot red1nza J;1.hipcitc•~i•: '· .. ··.··. .. 

~~r ~~ t.a~t_o :~-e _l~U~cl~.-'_ ~~~!Hll~('I' q·l_lr lmr_t icmpos e~'~ sc.>rvi~io :.,,!_ cli~_I rih~1~:~~~-- expon<'ncia.l· 
nlen~c ·cot(j~af~-1~~Cli·c;>-·-,-;;-:=::,2.:12-i8~:l: -- - -- - ·:-'~ .• e--~ ~?~;-- '-;.~~~,- - ----- -

·. :,,:;'::·· 

4.2.3 El Modelo U. 

--Scg1íh 'el _c~~-~tcl~o- rcaÚzn,Jo :a·1;t~riornlc11tc,_ !as _llCgad~~ ~·- !~s \i~-!~~h:?~ \i~\:~':'.t~_~I~iri~:~~:ig_,~~~~: ~-ina 
dislri!.>ució!l }:'o~~s~n._y_ c~1mncncial .respc~Úya1:n_entt:~ )· s~-~0~10~C:<;~iF~í ~!~Í~~1~ttiCnC:l1l1 
servidor; así. el ~loclelo 11 es un M/M/1. -

Se ~!<Í>lol'~rá este modelo, parn. poder realizar "lgunas. comÍ~nrnii~nt•s §O~t. 9f Mo~lclc;> I, 
para ésto se utiliuirán los rcsult.c1clos <i<• l;1 ¡.;uhsección':l..1.1 

Se calentará lo siguicnll~ · 

Lo El númcrn promedio dr. clientes ·,~11 <'olri. 
H'o El tiempo promeclio gastado por un dicnlc en e-ola.· 
L El níuncro promedio de clientes en d siStcma·:· 
1V El tiempo promedio gast.aclo por un cli1•11tc ~11 _<>) sistcn_l!'! 

Con base a la información rcvt•lacla por \i\s ohservadonrs .. sc l_icnc <tttc 

,\2 =:= L:J.5 Arrihos poi' minut.o. 
112 = 2.3218 Scn-:icios por minuto . 

.. <;······ 
L(> e.ua~ -~~tis}~~~~)j:~ l·~.··:·~.- - . -< . ·:·-._,: . · 

,-p~~a,. c_(·~~Siu)·~i~-~ .~lc:'.csf~:·probl<:ma~·ct p1:imc:r.: 
'e~~~¡~fi~(3 .. ~·,lf~e-:·ú~_ne/~~,·· - , . ·· .. , ' 

.';.< 

Por la 

.. 11"0 -
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Lo ll'o f, IV· 
O.SOió O.ó982 1.:IS!JI J.02!10 

L El 1~l°11ncro pr~n~l·dio de cli~nlr.s en cl);Í!"fc.•mfl e~ po1:.ln f'r1mCió11; (3.46) 

L = !'•-~A, = 2.:121~~ 1.35 =lc.~SD!,.~lic1:(~~L . 
11' E1. ü~:;ll;j~ ·;;r~-~~ediri ,g~~'líláo. 1;rir 111(~·Jie11tc" Cll el ~i~ié·~~~ e~-I~~;_:r.n ('~-llíu;ió~{-(3 .. 19) 

Lo 

. ll'o 

·. IF=J•••~.A,==2.;21/- 1.:15. -c!·OW0~1i11:)º:,~\.·· 
El tir;~-lpo' ga-~:~a~!~);~~;-~;-~¡ ~1ir!nt~_·-~,{ !;~--~rila:·_~~: ~1~~-~i~ :~l.-~:¡~~'.~ni~~---·c1 11C 
ti~uc q11c C~pcrcir~cn ¡n:OnwdiO' ul1'~Clir11tf~--1~nrn · i11_ic_i~~··_s11 :'~rr\•Jc-io 

.·\V~ ~\;,41je1~J>~1>rg~<li:,,<lei~rvic~: . 
. . 11:~ - ¡,;,~l." •. . . '. . é ' 

··<t'Jl2--_/·/· < -··, :..';:(:, 

Wo ·.-, )" "'é,0,:1'.10~ 1ni!~/ < 'i . 
ll'ó · = •L021J0·,..: 0 .. 1:100·;;; o .. ;ns2.'mi11. 
11~0. :· ~~á~~9~_ ~~g~ii~~í6~;¡_;;_~ :'i~;2~~;~{~--t~~~- o---·-

E-1.1i-1~m~ro.1;i·o~1r.~li-~ <.1(~ -,;·t.,;~~~1l0as ~~i:~~ rsi~C:..rnn-.scr iÚ.~;1<1i~f;:;s, Urrnl'Clrmdo ·que 

Lo ::;:: .UI'o sr.· tie1ll· · 

Lu = .. \1 H'0 = i.:J!j(0.5982} = O.S075.clirnles 

La. Tahla. •1.9.1·es11me esta información. 

4.3 Análisis Comparativo Entre el Model I y el Mo
delo II. 

Se ha. mrncionaclo que rl ::.istt~mn c¡ur sr fonna c.'11 la bihliotrca de J;i FaC'11ltacl ele Cil'ncias 

suírió moclificacionl's a principios <ll• HHJ2. Ahorn l'if' n•alizará 1111 an<ílisis clr las modifica~ 

cionc.'!'i realizacht!i y cfr. ltt!i r('prrc:udonl'S cl1.• éstas. 
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4.3.1. Análisis de las Modificaciones al Sistema i;·· 
-' ' ' 

Est~- ~10cl_~~~-~c~o11~~ _se:'. rr.~J_iz~ron r.n PI ~r_rvicio, es clc•c:ir. tí11ic!'tne1_1_t_~s~-:~ii~1·ró d_ 1~~C~n!s~110 
d¿-scrVicio; p-~l:~' -co1l1-o en t.oclo sh:ilerna, la 11-1odifln11:ió11 <le ;1110~-d~ lq~ ~lrmcntos:clc este 
prodiiC~ aftcriiciO,ñcs en loS_ demás r.lrmcntos. 

La -atiC~:ació·;.; ril ser\'icio fue, c¡ue c-11 el primer :;iistcmn se tcnimi 1.-_1-·C.~ s_C_i·~!do~~~' -~~1yo 
ObJcti\'o, era In busquPcla del matC'rial solicitado por los ttsnnrios, y c.•f J:<'gist.i-o ele s~lida de 
dicho ~atcrial. En d nuevo sistema sr. modifiC'ó la clispmdció1~ del 1rn1tf•1•!;il/~· _sC i~~pla~-1t_o 
un sistc~11a~clc cómputo, asilos usuarios huscan s11 propio 111;1tcrinl y._rl spr\•iclor, tínicamcnte 
-rcgisll-.i en -su computadora la salicla de cstr.. 

4.3.2 Repercución de las Modificaciones al Sistema. 

Como S(' mencionó n111eriornw111t-. lc1s 111nclifirndo11r.s a 11110 de los demr111os'clc un.sistema 
producC alt.cracionr.s a los clemils 1•lc•11tr11los. Eu f'str C'fl!<iO st• 111odifin) 1•l mecanismo ,de 
servicio y produjo modilk<1cioncs t'll los mri!Jo:-.¡ como Sf.' puede \'CI' si Nr comparn Ja tasa 

de arribos al Sistema 11 ,\ 1 = .95mTibu~~Jmi11uto. c·nn la tasa ele urríhos al Sistema 11. 

Á:z = 1.35 arribos/minuto, los arribos se vieron moclificados¡ llegan í0% más usuarios al 

nuevo sistema. que al anterior. 
Muy probablcmc>ntc este aumento en los arrihos. sea una co11srruc11cia directa de 

la reducción d1•) tiempo promrclio dr c><;;¡><'l'a (ll')t qtw se vió fucrtemr.ntc alterada; en el 

Sistema I er;i el<:' :t.8í01 min. mientras que, para el Sistt~ma JI es de I.O:WO min.¡ es decir, 

se redi.Jjo en pro111t!dio el tiempo de cspern c~n d sistema en en 376.1%. 
Ademéis hablando de l;Cinlr.sidacl -dP tnifico. r·I SistC'lllil 1 tc·nía una inl<'nsidad-dC

p1 = 0.9438, mientras c¡ne el actual licue f':z = 0.5Sl·J:l7; l's dcdl'. la i11trn~i<l<1d de tráfico 

se redujo en un 61.6%. Esto c1ui<'H' decir c¡uc el conflicto que se pr<'S<'lll a en la relación 

demanda-servicio es 61.6% más rc>lajada.. l'll d Sistema 11. 
Se puede hablar también de la longitud promedio de Ja cola {11) c¡u<:' ~n el prim~r 

sistema. resultó de 3.Cií6i y en <'I scg1111rlo sistema es de 1.3891¡ lo qtlC' rcprC'~Cnta.},1,l1,264J'o 
de decrecimiento de la longit.11d promedio ele lit rolil, o dc• I¡¡ prohahilidatl dr llrgnr al ~!~~·et_Túi· 
y encontrado vacío (r.0); que en ,.1Sislc>mil1 er•1 O.Ola::!S y ¡mm el Si~lc>1Ím IJ <;s 0..!~8~62,, 

es decir ahora es más probable llcg;ir al sislema y cnconlrarlo vacío; 
Estos res11ltad0s se resumen cu l<1 Tabla ,1.JO. 
En t~rminos gcncrnlcs se puede concluir que.• el nuevo sistciúa 

eficiente que el anll•rior. 



·l.:J . ..IN.·ÍUS/S CO.\l/'.\ll..\'l'IVO F.NT/1" F./, MO/J/\/, I \" r;1 • .110/IF./.O 11. 13!i 

,\ ,., "º /, 11 

Modc~lo 1 O.!l5 0.!J.1:18 0.012:1 :J.Gi67 :J.SiOI 
~lod1•lo 11 1.:15 o.;s1.1 o . .iisr, 1.:JS!ll 1.02!10 

+703 ·fil.fi'X. +:lt5.1% .:w.1.G'í{, +:Ji(i.J'' 

Tabla 4.10: /lc.<:Umf'/J el<' rcsult;u/o ... cfo la.'> cump;1rndo11e.i; de /ns .\lorlt•lo ~y/~. *Representa 
el aumento o <l<"crcmrnto porcT1Jf.11i1/ r/C' J;1s 11wrlific11rio1w,<: rc;i/ízndas rnt1 l'<'.<>J>écto al /\'1oclclo 

II. 
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