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1. - Introduccién

Este trabajo estd estructurado como una secttencin ordenada de conceptos
matemiticos; sin embargo, es notable Ia manera en que ¢l desarrollo del tema sugiere
estructuras sensibles, que nos invitan a pensar en un modelo conereto, cuyas repre-
sentaciones reproducen los comportamicntos reales en el plano fase.

Introducimos el tema en el capitulo 2 con una presentncién genernl del principio
de simetrin y covariancia bajo las transformaciones que producen los elementos épticos
sobre los rayos del espacio fase de la dpticn geomnétrica, que estudinmos en el capltulo
3 junto con los grupos de transformaciones que son mapens candnicos de este espacio
fase.

Para deseribir Ia evolucidn de cualquier sistema derivamos las ecuaciones de
movimiento sobre Iz base de postulados geométricos y dindmicos. Partimos de condi-
ciones inicinles y el problema consiste en resolver estas ecunciones de movimiento.
La dinfmica de los sistemas depende de su estructura propin y de ln naturaleza del
medio, mientras que la geometrin depende de In simetrfa del espacio homogéneo. Lns
ecuaciones de Hamilton son Ia representacién conereta de la dialéctica de nuestro pen-
samiento del movimienio de la naturalezn.

Cuando las ccnaciones de movimiento de un sistema permanecen inalteradas
bajo las transformnciones de un grupo uniparamétrico, entonces alguna cantidad ob-
servable del sistemn, asociada con ese grupo de transformaciones, permanecerd cons-
tante durante la evolucién en el pardmetro; cominmente es el tiempo en mecinica, y
es Ia distancin sobre el eje z en dptica. La proposicién anterior es una consccuencia del
teorema de la matemitica alemana Einmy Noether

“Toda simetria de las ccuaciones de movimiento es una ley de conservacién.”

Este es el caso en 6ptica geométrica que describe ln evolucidén de los rayos de luz
mediante las ccuaciones de movimiento e Tamilton, donde se encuentra que una coms-
ponente del momento es invariante; esta es la forma diferencial de la ley de Snell.

Un medio éptico es invarinnte bajo transiaciones y rotaciones siempre y cuando
sea homogéneo e isotrépico. Los elementos épticos que aqufl consideramos tienen
simetrin solamente bajo rotacién alrededor del oje z, por tanto el medio se dice tiene
simetrin nxinl. Dajo estas transformaciones se conserva el momento angular, a esta
invariante se le conoce como invarianie de Petzval.

El conjunto de transformaciones forman un grupo; su accién sobre loa rayos de
la éptica geométrica conlleva una representacion del grupo de estas transformaciones.,
La representacién deun grupo realiza los elementos del grupo mediante matrices. La
representacién es reducible a una forma dirgonnl con bloques irreducibles. La reducibili-
dnd de la representacién constituye una poderosa herramienta de céleulo para describir



el resulterdn de componer las transformaciones medinnte productns de matrices mds
pequeiias y repetides. Las matrices son la realizacidn del grupo y su representacién no
e§ trivinl.

Los métodos de la 6ptica de Lie se aplican en la clasifiencion de aberraciones
basada en !ns propiedades de simetrin del sistema. Al hacer un desarrollo en serie de
potencias de las coordenadas de un sistema alrededor del eje épiico, ln parte lineal
es In nproximacién paraxial, en tante que la parte no lineal constituye el ideal de
aberrnciones (un ideal es una subdlgebra invariante, no conmmutativa para érdencs de
aberrncién mayores que tres, que cuenta con sus constantes de estructura),

Los elementos que constituyen nn sistema dptico, tnles como vuelo libre, su-
perficies refractantes [Work v Krdtzsen {(1991B)] y clertos modelos de fibras épticas
quedan determinndos por el conjunto de sus coeficientes de aberracién, que son calcu-
Indos hasta orden sicte en el capftulo 4, donde comparamos Ia eficiencin computacional
relativa, al multipliear y al ealenlar ¢l paréntesis de Poisson, entre polinomios de base
monomial y de base simpléctica. En estas bases dnmos las trblas de multiplicacién y
de paréntesis de Poisson.

Para superflcics refractantes estos coeficientes de aberracién se obtienen a partir
de funciones recursivas ealeuladas, [Worr v KndTzsenr (1991} medinnte programacidn
simbdlica en lengunje muSIMP. Los resultados nmméricos se generan con prograns en
PASCAL parn su representacién grifica {Connea v Worr (1989)] mediante dingramns de
mancha.



2.7 . Grupos y &lgebras de aberraciones

En este eapftulo presentamos lus estructuras matemdticns que acomodan a
los conceptos ffsicas del enpftulo siguiente y n los algoritmos de cémputo del dltimo
capitulo. .08 conceptos bisicos de grupn, espacio vectorinl y dlgebras de Lie, asf como
de dlgebras de cubrimicnto y representaciones por matrices, provienen de materinl
estindard de teorfn de grupos en libros de texto como el de Robert Gilmore {Guatons
{1978)). Los cjemnplos que nos interesan nquf son: el dlgebra de Heisenberg-Weyl HW,
y el dlgebra paraxial (lineal o simpléctica) sl(2,M) = s0(2,1) = sn(1,1) = sp(2,N),
cuyo paréntesis de Lie os ¢l paréntesis de Poisson originalmente usado en la meednica
cldsica [GounsTriN (1963)]. Las algebras de aberraciones y sus representaciones por
matrices signen la presentacién implicita en los trabajos en éptica de K.B. Walf, |[WoLr
(1986)], [NAVARRO-SAAD v WoOLF (1986a)}, y [WoLF (1988b)[. Terminamos con la para~
metrizacién de Dragt y Finn de las transformaciones eanénicas {DracT v FINN (1978)],
[BrAGT, FORRST Y WoLF (1986)], [ForesT v Burz {1089)].

2.1. Grupos y Realizaciones

Un conjunio de elementos {g;}iey (etiquetados por el fndice § en un conjunto X)
constituyen un grupo § cuando estd definida una regla de composicidn para cunlesquiera
dos de sus clementos, tal que satisfaga los curiro axiomas siguientes:

(a) Cerradura. Dara todo g;,9; € § existe g;0g; € §.

(b)  Asociatividad.  Para todo g;,9;, 05 € 8, existe gy o (g5 0 gr) = (g5 © 95) 0 -
{c)  Ezistencia del Neutro.  Existe gg € § tal que, para todo g; € G, g; 0 90 = ¢;-

(d)  Eristencia de inversos.  Paratodo g; € G, existe y;.'l € G tal que g;ug'._l = gg.

Dos consecuencins inmedintas de estos axiomas son la unicidad del clemento

neutro y del inverso. Un grupe abeliano s aquel donde la operacién de composicién

es conmutativa (g; © g5 = gj © g; para todo g;,q; € §). Un aubgrupo §' de un grupo

G es un subconjunto de elementos contenidos en § los cunles cumplen entre si mismos

los axiomas de grupo, Un grupo finito ¢s aquel que tiene un nidmero finito |N] de
clement.os.

Tjemplos de grupos son: el conjunto de los mimeros enteros hajo ln operacién
de suma (o = -}); este grupo cs abelinno, infinito numerable. Un subgrupe finito de
éste os el conjunto de enteros mddulo un entero N. Otro cjemplo son los grupos de
permutaciones de P objetos (P! elementos, no abeliane). Particularmente itil para

-



nmotrm serd el grupo de matrices renles no-singulares de N x N bajo multiplicacién
(N = ‘g ), llamade GL(V,R). Un subgrupo de este iltimo cs el de mitrices cuyo
determinante es Ia unidad, llamado SL{V,R); varios otros subgrupos serdn definidos
mds adelante. Las matrices son una forma algebriica itil para escribir y computar con
un grupo abstracto; las lamamos una realizacidn del grupo.

2.2. " Espacio Vectoriol .

Un espacio veetorial real V es un conjunto de elemcntos con dos operaciones
definidas: unn operacién de suma y una de producto por niimero real. -Respecto a la
primera forma un grupo abelirno:

&V, existe su suma v; vy €V
vale Ia nsocintividad de la suma, el clemento neutro:es el .vector 0, y el clemento
inverso a v lo denotamas por —v. La operacidn de producto por real (indicada por & ")
se introduce por el axioma

(%) ParntodoveEV yr€ R, exister-vey,
complementado por ry - (rz - v) = (ryry) - v (donde ryry es el producto ordinario entre
mimeros reales) ¥ |- v = v. Las operaciones de suma y producto por escalar son
distributivas entre si, es decir,

(a) Para todo vy, v;

(c) refvidve)=revyhreve vy (ribr) veEr v v,
Hacetnos notar que ry oI rg es la suma ordinarin de mimeros reales, mientrns que las
demés son sumns vectorinles. De aquf que 0-v = 0. En ndelante, normalmente

suprimiremos el sfmbola “” para el producto de real por vector.

En un espacio vectorinl V un subconjunto de elementos {vy,...,vy} son k-
nealmente independientes, si ln suma

hi
Z rivy = 0 tiene por solucién tinicn 1) = 0,79 =0, ...,ry =0.
1

Si existen soluciones no nulas se dice que {vy,..., vy} son linealmente dependientes.

Se dice que {ey,...,ex)} es un conjunto mdzimo de clementos linealmente in-
dependientes, si, dndo cualquier otro v € V, el conjunto {ey,...,epn,v} es linenlmente
dependiente. Un espacio’vectorial V es llamado N-dimensional cuando es posible en-
contrar a lo mis N vectores linealmente independicntes. Si esto no es posible, se
considera su dimensién como infinitn. En espacios de dimensién finita, este conjunto
midximo se llama una base de V. Entonces podremos escribir

N
v = we,

y los ntimeros {u,} L son llamados las coordenadas de v en Ia base {e; )l_l.

-f -



represcntar

“Los vectores_de un ‘espacio vectorial de dimenisién finita se pued
por V-adns de coelicientes relativas o una base de.la. mancera siguiente.’ Rep

los-vectores de la base como

En la iiltima expresidn estamos usando notacién matricial donide e] veetar rengl(m de
- ey’s formn una matriz unidad de N x N. : :

2.3. Espacios Vectorinles de Polinomios

El conjunto de funciones en dos variables, f(p,q), ¢(p, 9),. .., bnjo suma y pro-
ducto por niimneros reales [af(p, q) -+ bg(p, q)], forman un espacio vectorial de dimensién
infinita. DEste espacio F contiene sub-espacios vectorinles de dimension finita, como
por ejemplo, las funciones homogénens de cierto grado k estricto, cuya definicién es
J{ap,bg) = a*16F2f(p, g}, con ky -+ kg = k. Es ficil ver que se trata de funciones de la
forma

) = fFpk g gk tg gl 22 oy f,'f'ﬂq""’ + f,y.“l.lq"

y constituye un espacio vectorial 7kl do dimension k-1 1. De estn manera denotaremos
Ias funciones del espacio por columnas

K
iy
(L
f ji ]
iH
Tk
Funciones polinomiales con sitmandos de grados 1, 2; vees k\...,N,
f(ma) = Z Z j"l‘] k—m-t1 m-]
=0 m=1



cstdn en ln auma dirrcta dc cspncmq .T(N’ = (Ol @ ?l'l ® ﬂ)‘?lmb d‘nniq':?ml‘_:e's ol
espacio 1-dm\cnqmnnl de cmmtnut.os, it el o pacio. 2-di jonal de funciones lineales
en py.q, ct Sn rcprcncntnmén pod 3 08’ hucorlu por; multxcalumna “de’ln’ r

signients’
el
aplels e
: e,
Finalmente, el espacio de funciones Flto} = gl g 7ltl s @:}'INI ®

ién mﬂmtn pero .

desarrollo en serie formal de Taylor forman el subespacio de- dimens
numerable. -

En el Capftulo 4 trataremos ia representacién en muSIMP dc pnl romios dos-
compuestos por grados. 3

2.4. Multipticacién de Polinomios

El producto ordinario entre dos polinomios es una operacién conmuiativa 'y
asocintiva (aunque sin inverso dentro del espacio vectorinl), que define un producto
correspondiente entre dos espacios vectorinles de dimension finita, con valores an otro
espncio vectorial. Si los grados estrictos de loa polinomios factores son k y ¥/, el grado
estricto del polinomio producto serd k - k', Cuando hablamos del grado mdximo, esta
afirmacién también vale en in forma

Flk) 5 g (K} = gk},

Para polinomios en una variable z, tales como [ = :f:o Jazx®y g = ):,‘Lo gpz?, pode-
mos escribir
A4 min{A.)

3" ot ngx (Y fused)e.

a=0 e=0 ‘d=max{0,c-- 1)

Cuando los polinomios cstin almacenndos en forma de vector, su edmputo simbdlico
no tiene que factorizar los coeficientes de potencias z¢, sino solnmente efectuar la suma
de productos. Por ejemplo para A =1y B =12

o Jo 90
(fn)x go ~ oo+ Siv00
N ! Jorazt Siequ
g2 fr-92

En ¢! caso de polinomios de mis de una variable, o de bases no monomiales
—como veremos adelante— lo mds conveniente resulta guardar una table de multipli-
caciones entre los coeficientes arreglndos en multivectores y accesados por sus {ndices

-4 -



de rengldn.

AN N il gl
it | 11905 o1l 3 7111 x ghl
g § g
[ x L= | on gt 3 i S ginl 3 izl s glot |-

Esta operacion de producto entre vectores estd inducidn por el producto entre polino-
mios. [l elemento neutro bajo estn multiplicacitén es ol polinomio (esealar) 1. Entre
espacios vactorinles podemos definir muchos tipos de operaciones hilinenles, con pro-
piedades diversas, por ejemplo: producto componente-por-componente entre vectores
renglén de tres componentes: (a,b,¢) e (e, f,9) = (ae,bf,cq). Que tales productos sean
titiles o no depende de ln aplicacién. Ciertnmente el producto “pelinemial” examinado
en esta seecidn es el indicado parn la multiplicacién cuando los vectores almacenan los
coeficientes de polinomios.

En of Capitulo 4 trataremos en detalle el algoritmo de multiplicacién de poli-
nomios en sn formn comiin de lista y en la representacién por vectores indicada aquf.

2.5. Algebras de Lie

De la Seccién 2.3, consideramos un espacio vectorinl V pravisto de una regla de
composicién, llamadn paréntesis de Lie, {-,-} : V x V = V que asocia a cada pareja de
elementos 1 y v un tercer elemento w = {u,v} € V. La estructura resultante se llama
dlgebra lineal 5i esta regla de composicién tiene las propiedades siguientes:

(a) Cerradura:  Paratodo vi,v; €V, {vyv;} e V.
(b)  DBilinealidad: {rivi, rjv;+rpved = ri{viv;) -k re{viovel)
{rivit vy, rpvid = r{vi,vi} - rp{vyvel

Estamos interesados en un tipo especial de dlgebra tineal donde la regla de composicién
cumple (en lugar de la conmutatividad de la multiplicacién) la propiedad de

(c) Antisimetria:  {v;,v;} = —{v;,vi},
y (en lugar de asocintividnd cumple) la identidad de

(d)  Jacobi: {{vi,vi},vi} 4 {{vi,viedhovid o+ {visvihivyl = 0.
Cuando Ia regla de composicién del espacio vectorial cumple con estas euatro pro- -
piedades, se llama dlgebra de Lie. Como In operacién es bilineal, es suficiente con definir
la operacién entre los vectores base del espncio. La forma general escrita en términos
de las coordenadas de los vectores u = Z‘IL, uie;, V=30 viey ¥ W = Xl Wik
se reduce a dar la regla de composicién para los vectores base,

LA
{ere} = 3 e
k=1

-5 -



donde Ins [ ln.s co

pam Ins courd

lqijxtcs de ‘estructura que caracterizan el dlgebra. Entonces, - -

R )
o N .
wg =Y vy, ey €M
fii=1

sn ans ronqmntos de estructura son las que cnrncterizan ¢l dlgebra de Lic y le

-itnprimen ‘su._nombre. No cualquier conjunto de. constantes c"", 1,7,k =1,...,N es

adecuado, sino que deben satisfacer rrlnrmnes quc snn in de.las propiedad
(¢) y' (d) anteriores: c!-‘,j = ey L‘_l ' ;"‘l } o € <5 kc,, + c,”c,) = 0. Por ejcmplo,
para N = 3 hoy 11 dlgebras posibles, desde el dlgebra de traslaciones o abeliana c i =0
hasta las que daremos abajo como ejemplos cldsicos, y que son las nds r(‘lcvnntcs pnrn.
nuestro temn,

" El dlgebra de Hcisenherg-Weyl HW con clementos base p, ¢ y [ L‘n notacién.
vectorinl clnmcn parn v = zp -+ yq -+ 26 .

Ty T2
1] ¥2 =

=

. : {q,v} =¢,. pJ) :
" Como- la composicién lterndn de los vortorcs dol (nlgcbm slempro dnsembum en com,'
esta flgebra se Hama nilpotente. g ’ .
“'El flgebra de rotaclones so(3). La bpcrni:i(m de produéto vectorial ordinario’ (pro-
‘dnctn cruz) entre 3-v«rtnres v= :r]: -+ g _/],, -+ Zzjx fiono 1n mgnicntc fnrmn cnnorldn

zy T2 Yiz2 — 127
vy | x|l v2 =] z1z2 — 227y
2] z2 T|Y2 — T2l

Bsto equivnle n la regla de composicién entre los vectores base
{jz;jy} = Jzy (Jiy»].z) = Jry {Fzriz} = jv-

Esta dlgebra aparece cuando la regla de composicion es ol conmutador {A, B} = AD —
DB A entre los operadores de momento angular en la meesnica cudntica; se llama s6(3).

El dlgebra paraxial si(2,R) = so(2,1) = su(1,1) = sp(2,R). Parn [ = f4.L4 +

foLo + f- £, con los paréntesis de Lie definidos para los vectares base por
H "

{£a, L4} =Ly, {Lo, L=} =L, {£4,£-}=2Lo.

-6 -




‘—fng— -+ f—go /-—09

hy I+ 9+ -—fwo + fﬂﬂ =\
hg' ] = Jo || 20 =\ 2fig- —2/g+ |
h- -] \g- —~Jog- + -9+

R
' Esta dlgebrn de Lic recibe ol nombre de sl(2,R); pucde verse que es diferente . del
- producto vectorial (producto ‘eruz’ en 30(%)) escrito arriba.

. Para el flgebrn que nos interesn en este trabajo, en el Capfiulo 4 damos. lod
“algoritmos de cémpnto simbélico que permiten efectuar In operacién de paréniesis de
Lie para polinomios en tres variables.

2.6. Algebras de cubrimiento

Sen A un dlgebra de Lie ¥ un espacio vectorinl de dimensién n, con la regln de
composicién {-,:} (su paréntesis de Lic). Ahora definimos una operacién nueva, que
on nuestro interés serd la multiplicacién de funciones y operadores. Es un mapeo de
parcjns de 0lomr-ntoq en A en un espacio vectorial Alzl, que indicaremos por un n%tonqcn'
A» A = Al Recursivamente, con esto definimos un mapeo 4 + Al gkt , para
k= 2,3,... e indicando A = Al Ahora bien, veremos que podemos extendor la
operacién del dlgebra A para la unién de todas Ias 4 k' para unn sucesién creciente
k = 2,3,4,.... A este espacio vectorial, provisto de un paréntesis de Lie lo llnmamos
algebra unsversal de cubrimiento de A, y lo indicaremos por 4.

-7 -




Afirmamas qie cadn A% es i espacio’ vectorinl, pues: podemos . construir unn

base: -

1k

e L1 =er v ke, ‘ “

[kl

Cfn) TOn ¥ en bty

k

La dimensidn 1/(n) es »* para un producto “»” general, donde e; we; #ejve; Lnope:
racién. “+” puede ser conmutativa como en la mecinica cldsica y de la nphrn geométrica,
0 no-conmiitativa cotno en la mecdnica cufinticn y la éptica ondulatorin.
En el easo de que el producto sea conmutativo, e;+e; = e;+ey, arriba tetdremos
k| . .o A " . . N .
e[ I = el2 1 ete., y In dimensién serd menor: el niimero de combinaciones simétricaside
k fndlcv.s, cada uno con rango 1,2,...,n, es decir el cocficiente binomial ¢(n) = (2)

nl/(n— k) k.

Con respecto a lnas demnds opernciones del espacio vectorinl y ﬁlgobm, el pmducto i
“»” tendrd la propiedad de

(a)  Dilinealidad: 1wy + (rwg -+ swg) = rwy » wy 4 swy + wy (r,a eR,w; € AI"!)
(ruwry - swq) » wg = rwy + wy - swy + wy.

Respecto a ln operacién de paréntesis de Lie, cumplird con la

(b) Identidad de Leibnitz: {wy * wy, wg} = wy * {wy, w3y} - {1y, ws} * wa.

Como nuestro interés es trabajar con representaciones de polinomios, pediremns que el
producto “+” sea la multipliencién con la propiedad de

(¢) Conmutatividad: wy* wy = wy + wy.

Volvemos a nuestro prototipo de espacios vectorial de polinomios en p y ¢ visto
en las Secciones 2.3 y 2.4. Bstos vectores base estardn sujetos al dlgebra de Liec HW
(Heisenberg-Weyl) visto en la seccién anterior. Asf se construye el conjunto de todos los
polincmios en p y ¢ (v £), sujetos al paréntesis de Lie {q,p} = &, {p,€} = 0,{q,£} = 0.

-8 -




“Parn’ numerar consecutivamente ‘los " elementos *base;” podenios seguir: :
cngrﬁﬂcnf'f;p’.‘q';‘t ~donde se:ordenan los monomios segiin:los:mimeros.cuyos: dfgitos:
son abe; en In'segnda columna de arribn, éstos son los mimeros decreciontes 200,:110,

2101, 020,011, 002.

2.7. Elementos centrales y representaciones

Bl Algeben HWV y su enbrimiento HW, en la mecduica clisica y éptica geométrica,
identifica £ con ¢l nfimero 1. La tanera de introducir esta correspondencin entre e-
lementos del dlgebra (aquf €) ¥ niimeros A es imponer en el &lgebra de cubrimiento la
siguiente relacién entre elementos de Ak ¥ Al

Representacion A, v+ €= N-v
donde v ¢s un elemento arbitrario del dlgebra y “” es el producto de nimero por
vector. Parn que esta igualdad sea compatible con las operaciones del flgebra y de su
cubrimiento, se necesitn que respete la bilinealidad de los espacios vectoriales [es decir,
(avy + bug) » £'= Aa . vy -+ Ab vy, lo cunl es evidente] y en su cardcter de dlgebras; la
igualdad
{w,v €} = {w, X - v} = A{w,v}.

Ahora, por In identidnd de Leihnitz del dlgebra de cubrimiento,

{w,v ) =v*{w £} + {wv}*L
= v+ {w, £} 1+ M, v}

En consecnencin, se necesitn que {w, £} = 0 para cualquier w € AWNY, Elementos tales
como £, cuyo paréntesia de Lie con cunlquier elemento del dlgebra es cero, se les llnma
elementos centrales del dlgebra.

Este reemplazo de elementos centrales del algebra (o del dlgebra de cubrimiento)
por un niimero real fjo \, corresponde a estar en una representacidn A del dlgebra,
que identifiea clases de equivalencia dentro de 4. Podemos Hamnr A9 4 1ng constantes.

- Q-




Asf, In nuevn estructurn y basé ‘del dlgebrn de.cubrimiento TW en.una rcbrééentucién
Nes. ) R S T e s

El valor numérico de A quednré incluido en los coeficientes.

En los cjemplos presentados en la Seccién 2.5, se pueden tomar otros elementos
centrnles de las dlgebras de cubrimiento respectivas, pues ni so(3) ni sl{2,R) tienen
elementos centrales. Asf, para so(3) y si(2,R) podemos tomar

%= 3% 3+ 52 € so(a)
L2 = Ly L+ L e sl(2, )2,

y verificar que (jﬂ,f(fz,jyy]':)} =0y {£2,g(.1,’ £ -, £0)} = 0. Tales elementos se
llaman de Casimir.

En la representacién A del dlgebra de cubrimiento BW podemos dar una reali-
zacién de s1(2,R) que es de importancia en nuestros desnrrollos. Representamos

Ly =-ptj2),  Lo=pqe/2), L.=q%/2)

Con ello, podemos verificar que {q,p} = A implica

{Lo, L4} = Lu, {Lo,L-} =~L, {L4,L-} = 2Lp.

Identificamos esta dlgebra con s!(2,R) de la Seccién 2.5. Hncemos notar también
que, mientras que el #lgebra de cubrimiento universal HW es de dimensién infinita,
éstn contiene 8l(2,R) como ln (riniea) subdlgebra finitn, aparte de HW misma. HW
contiene de In misma manern ol.ras subdigebras propias de dimensién infinita, dadas
por funciones de py ¢ de la forma qf(p) 4- g(p), pues

{gN +anafz+ a2} =afs+gs,  fs=I1Sh—fifa, g3 =fioh— g1/

2.8. Paréntesis de Poisson y de Berezin

Nosotros usaremos la representacién del dlgebrn HW {Ly., Ly, L-}, donde ln
dimensisn de Al cs (k) = k -- 1, como en el ejemplo de la Seccién 2.3, El paréntesis
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de Lia.qnedn representado, en cste caso, por el paréntests de Poisson; que prm"cdercmt)s :
a construir, Notemos que; de ln |gunldnd de Letbnitz {¢",p} = {g" " q,p) '
{a, p} M pY o = Ag" T 1M @™, p} g, Esta'relacién de recurrencin s sahﬂfochn
por {q*, p} = nz\q“"" Slmﬂnrmentc, (q.p } = Ampm—l AL aplicar; nur-vr;monto In
identidad de Leibnitz, ohtonomnq el paréntesis de Lic de dm elinentos bn arbitrarios -
del ulgohm Al l i REE

{l]’]' q'"p") /\(Jn —-km)q-’""“‘,"'""‘

Para fyg funcmncs polmommlm o analfticas de q'y p, que son rnmhumrmnos Imcnlvg ks
da_cstos clementos base, In operncidn: queda satisfechn on términos del paréntesis de
Potsson definido por

_9fdg Ifdy
(J'.!I)—~'5"ap dpaq’

que tmm\mos pnm A=t "

La realizacién de los paréntesis de Lie por medio de derivadas respecto de
‘variables contenldns en el paréntesis de Poisson, se extiende a todas Ins dlgebras de
cubrimiento con multiplicacién “+” conmutativa. En efecto, si un dlgebra A tiene
una base (e;}l-’!, y constantes de estructnra r:“j, entonces el parédntesis de Lie en el
flgebra de cubrimionto universal A, que comprende todas Ias funciones con serie de
Taylor formal en los vectores de In base, f(ey,eq,...,ex), g(eg,e,...,ey), se puede
representar por ln operacién diferencinl conocidn como paréntesis de Berezin:

N
U= 35 40
v, 0,k

¢ Y Jde; de;
Vi gk ey ey

Ln veracidad de esto se advierte al notar que se reproduce el paréntesis de Lie ordinario
para los vectores de In base {em,en}, ¥ por ende para todos los elementos {(combinacio-
nes lineales) del &lgebra original A; respecto de elementns en el £lgebra de cubrimiento,
recordamos que Iz operacién de derivada enmple la identidad de Leibnitz.

2.9. Algebras de nberrnciones (o calculo de aproximaciénes

Hemos construido el dlgebra universal de cubrimiento A de un dlgebra de Lie 4
con objeto de trabajar con funciones del espacio fase 6éptico (desarrallado en ¢l préximo
capftulo). Como nos proponemos hacer los chleulos simbalicos mediante el uso de de
computadora, necesitamos ‘cortar' las funciones a un conjunto finito de cocficientes
polinominles. Para ello, definimos el dlgebra de aberraciones de orden N de A como
aquella subiigebra AWV} de 7 donde todos los elementos de A¥ con rango k mayor
que NV senn equivalentes a cero, De esta manera, los elementos del dlgebra podrin ser
representados por las multicolumnas introducidas en la Seccién 2.3.

El dlgebra de cubrimiento tiene un anidamiento natural segin ol rango de sus
subespacios vectorinles A%l Debido a la identidad de Leibnitz y recordando que el
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productn + o8 ronmumtwo ol paréntesis de Llc ontre dos elementos, uno en Akl 'y otro

en .ﬂlk ] cumpl:-
o M[lc] A[k‘l) __Alklk'—l]

. Esto puede ser verificado para. el Algebra 51(2 ?R) cnynq elermentos son funciones -
(L ,LU,LW) bajo el paréntesis de Berezin dn 1a Seccitn 2.8, y bajo el paréntesis
de Poisson o Berezin para funciones f{(p?,p+q,¢2). (Sin embargo excluifmos explicita-
mente el Algebra de HW en una representacién fija ), donde 7 se ve reemnplazado por

“una constante, porque esto baja el grndo del resiliado de un paréntesis de Poisson [en
p ¥ q] en dos unidades.)

Proyectamos ahora los vectares del 'espncio A sobre el subespacia donde las
componentes JZIN'“', AlN+2 , ...50n cero. A esta proyeccién la denotamos por

(N) —‘j(m |- Alzl .|‘. e .|. AINI
Esta estructura es un nl;,olms conun pnronh-slq dc an que. reesnplazn a] nnh’nor por

{ﬂlk',ﬂlk'l) {ﬂll‘”‘""l tnntn ko ~1EN,

- Notamos e de e:tn manern lns {llgel)rns do 7

.4 ﬂ(')cﬂ(ﬂc...cﬂf”

2 bll). Grupos de invariancin de un nlgebrn

“Cada clemento v (fijo) de un Algobra A se p\mde usar parn. producnr una trnns-
formacién de A en sf misma; esta transformacién aer{x 4 ncremcntnl’ acgun un pardmetro
Ar, de In siguiente manera : B

viwe w = (1+ Aa{v, o))w—w—!—Aa(u xu}e,ﬂ

 donde.w.es el elemento genérico de-A. - También-w' “es (‘lr-m(‘nto de porquo es combi- "
nacién lineal de w y {»,w} € A. - .

Iternmos esta transformacién Af veces, con Aa n/}\f, cuando M - oo,

Recordamos Ia formula de producto de la funcién exponencial'y su desarrollo en serie:

z 2™ . A]
T o H
et = — = lim (1 4 ——) .
mmp i Meeo Af
De esta manera la transformacién Vo, ¢ 4 +— A para « finita generada por v serd rea-
lizada por el operador

m veces

{ | A —
Va = Mli}!:’o (l + ]—‘Hi(u,o))h = exp(a{v,0}) = 3: — (u {v,+++ {v,0}.-:}}.

mi
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Estn o un conjurito dc trnneformncx<)nc$,‘ parn o & R, que forma un grupo ;unipa-
ramétrico, pucq o 5 N

o vocea -

www@wmnz

',an‘(?u =

7 veces::

)n’fa’ k{u {u,u--{u a)

- 7 veces -

= 3 lor ) o, (oo ook 97
:.0 °

= Va, tag-

Eato demuestra In propiedad de cerradura del conjunto de operadores {Va}aex. La
asociatividad del producto entre elementos de este conjunto es evidente, pues yn que
[Vm(vnzvnn) = Va;Vagtas = Vagraztas = VeytaVag = (Vuxvn:)vuai- el ele-
mento neutro es Vp, y el inverso de V, es \/;l = V_q4. A éstas transformaciones se les
llnmn transformaciones de Lie, y, en la realizacién medinnte paréntesis de Poisson, se
les Hlama transformaciones de Lie-Porsson.

Las transformaciones V, actian linealmente sobre el dlgebra A, es deeir -
Va(riwy + rawg) = r1Vawy -+ rgVaws,, para ri,r2 € R v wy, we € A. Las propiedades
de A en tanto espacio vectorial son, pues, preservadas. Ahora demostraremos que los
operadores V, preservan también las propiodndoﬂ de A en tanto algebra. Lis docir, 8i
w|.w2 € A, {wy,wa} = wg, y w} = Vowy, wh = Vawy, entonces {w), wh} = w} donde

3 = Vqawgy. Para demostrar esto, consideramos la transformacién incremental Va,,
con (Aa)? = 0. Entonces w} = w; 4+ Aa {v,w;}, i = 1,2,3, por In identidad de Jncobi
cumple

{wi,wh} = {wi + Ac {v,w1},wa + Aa (v, wy}}
= {w1, wp} + Ao ({{v, wy}, 03} + {wy, {v,w2}}) + O(Aa)?
= wg -+ Aa {v,{wy,w3}}
= Vaoug = w:',.

Como el grupo uniparamétrico {Va}aen Benerado por v € A conserva todas
Ins propicdades del &igebra, es un grupo de tnvariaricias de A. Si nhora considernmos
todas tns v's de A, tendremos un grupo de invariancias multiparamétrico §. Como se
demnuestra en la teorfa de dlgebras y grupos de Lie, el niimero de pardmetros del grupo
G serd el de la dimension vectorinl de A. Se llama el grupo de Lie generado por el
dlgebra, y se denota por G = exp 4.
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Lns tmnsl‘urmncxoncs de Lxe-Powmn tienen” tnmblén ln propmdud de prcaer-
vaeidn  del producta #+Es ‘decir, ‘para’dos’ funcmncs f(}l, q) su producto
~h(p, q) f(p,q)y(n, a)y : S

: ,an dcmos arl

7 veces

-(5 ,m—mf)(zk,mu;

= (Va: f)(va 1g).

argumentos de una /'mcxdn) que se escribe

(Va: /) (P. 4) S(Va:p,Va: q)

La demostracién es inmediata al desarrollar f{p, ¢) en doble & serle
iterativamente el resultado anterior,

2,11, El grupo de Heisenberg-Weyl

El grupo generado por 4 = HW es el grupo de Heisenberg-Weyl G = )lw tiene
elementos .

W(e, 8,7) = expa{p,0} expf{g,0} expy{t,0}, e fvE IR.
que actiian sobre el elemento genérico del Algebra HW,
)

ve=zptygdat=(z, y, 2) (g) =(mad (

- 14 -

Ny



‘de ln siguiente mancra:’

e (7
g
[

s De mnncrn oqmvnlente, nos'interesard nphcnr Ias tmnsformncxonr'.s a fos cocficientes de
los clcmcnton del 4lgebra,

(:z:) x 10 0 x
W(e,3,7) | v =( y )=(0 1 0) (y)
1 24 fr— ay A —a 1 z

Es posible que, para nlgunas dlgebras —entre ellas lns de Heisenberg-Weyl
HWy—, exista un grupo §' de invariancins distinto de § = exp 4, que permite la
construccién de un grupo mayor que contenga tanto a §' como a §. Mostraremos esto
& continuncién para el dlgebra HW( que es un caso sencillo que nos interesa en éptica.
Asf, considernmos ahora las transformaciones lineales mas gencrales del dlgebra HW,

p P d ~-b g p
gyl ldl=]-¢c a -a q 1.
¢ I'd roos ot ¢ “

Si exigimos respeto a la estructura del dlgebra, necesitamos {¢,p'} = €, {p', €'} =0y
{¢', €'} = 0. De Ins dos tiltimas condiciones se sigue que r, 3 = 0 en la matriz anterior.
De Ia primera, obtenemos {a condicién
"= {d\r'}
= {—ep +aqg — al,dp~bq -+ A€}
= (ad —~ be)é = t&.

BEs decir, el determinante de la subtnatriz (c" g) , es L. La misma matriz, transpuesta,

" T P
se puede aplicar al vector columna (1:, ¥, z) de Ins coordenadas del ele to genérico
vEHW.

Estamos interesndos en una representacion fijn A del dlgebra HW, que pera
preservarse implica ¢ = 1, Entonces ¢l grupo de invarinncias es el de matrices de 2 x 2
de determinante unidad, con la accién

R N A N O CA T
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Este grupo.de matrices unimodulares de 2 x 2 se llama SL(2,R). Hnacemos notar, como
punto importante de notncién, que utiliznmos la inversa de una matriz M = (l:;'d),
porque de cata manera podemos etiquetar lag transformaciones de Lie Cpg y deseribir el
producto de ti'nnsl'ormncionex‘mcdi'un'f,'c el producto de matrices, de In manera siguiente:

= a1 ()

2
= Cpym; ¢ (;) .

El dlgebra de Heisenberg-Weyl HWV es especial en cuanto n que admite un grupo
de invariancins mayor que el grupo que elln genera, es decir, el grupo de Heisenberg-
Weyl ¥W. En efecto, el producto de Ins matrices de ¥ W escritas arriba y SL{2,R)
componen un grupo de 5 pardmetros llamado WSL{2,R). Este es el grupo de transfor-
maciones linenles de invariancia rnds graude del dlgebra de HW.

Consideremos por 1iltimo las transformacionrs mds generales -—no-lineales—,
situAndonos en In representacién A = 1 y utilizando su renlizacién por paréntesis de
Poisson dndo en la Seccidn 2.8. Asf, consideremos funciones arbitrarias {localmente
diferencinbles) y escribimos

pe ' =dlng), g d =v(na).
Para preservar Ia representacién del dlgebra, se requiere que

a¢(n. q) 3¢(p.a) _ 9¢(p ) I¢(pr. g} _
ap ap aq

{r'd}=

Todas las transformaciones qie cumplen con esta condicién se llnman candnicas {G}.

Las transformaciones candnicas tienen la propiedad de preservar ef elernento de
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dren dﬂ"dq' cnmo soderrios d t nr' dinmente, pues
l ) P

64; ay ay
de(iq ( dp-l ')q ) (de }—aq dg

¢a¢d xdp i— 4) 'Idpleq
ApdYy PSP
(mrb;a— drxda

= {$,¥} dpxdq = dpxdg.
Vemos que el plano p-q se transforma como flujo de un fluido incompresible. Esto
constituye el teorema de Liouville en espacios fase de cualquier dimensidn.

El conjunto de todas las transformaciones eanénicas fortna un grupo, puesto que
() In. composicién de dos transformaciones locnlmente diferencinbles que preservan el
fren es otra transformacién con las misias propiedades, (i) se cumple la asociatividad
en estn accién, (71i) ¢l elemento neutro estd en el conjunto, y  (sv), una transformacién
donde ningiin elemento de 4rea desaparece, es localmente invertible, y su inverso tiene
Jas mismns propiedades. Por la identidad de Leibnitz, ademds, si unn transformacion
es canénica pnra HW, también preservard toda el slgebra de eubrimiento H1V bajo el
mismo pnr('ntesm do l"mwon por. o_|('mplo o} Algebra 51(2 N) de In Scecién 2.7, gencrada
por ——zp \ qu y Ql) . En el préximo capitulo asumiremos como principio que todas
Ins transformaciones del Mpnr'm fase (’mticn son candnicas.

Si lns funciones p' = ¢(p,q), ¢' = W{p,q) tienen desarrollo en serie de Taylor
convergente en |p| < n, g € N, ontoucvq el paréntesis de Poisson {$, ¥} se podrd des-
arrollar en una serie doble de paréntesis de Poisson que involucran (A[kl, A[k'l). Cada
uno de ellos estd en A[’”'k'_ll, de modo que podemos agrupar los términos segin din-
gonales, y escribir la transformacién p = p’, g — (' como serie de aherraciones. Esto
lo desarrollamos a continuacién.

2.12. El grupo de invariancia linenl en el Algebra de aberraciones Hwinv,

Aquf queremos considerar la nccién del grupo SL(2,R} de transformaciones li-
neales del Algebra TW sobre su dlgebra de cubrimiento TW. Como las transformaciones
son lincales es suficiente hacerlo en cada espacio vectorial HWIk. Los vectores de este
enspacio son funciones polinomiales de grado k = 25,

. (X _ 5
M) = SAX = o ) o =G e X
X7 £

donde f,’;, son coeflcientes (reales o complejos) y X,’,. son los monomios base de HWI¥I
dados por
m==—j,—f+ 1.5 - 1,4,

5 — yJtm_ j—m
P = q .
hulpq) = ¢ , i=ok1dz....
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Tenemas cl interes de manejar Ins transformaciones lineales de eatos espacios
por los coeficientes j,,. que se organizardn como las componentes de un vector columna,
discutidos en In Seccién 2.3. Como ahora la ctiqueta m que es titil para numerar com-
ponentes corre de j a —7, pasard por el valor 0 si § s entero, y por valores semienteros
segiin lo sen j. Tenemos una funcién muSIMP que permite numerar renglones y columnas
por fndices sucesivos como en ésa Seccién. La numeracién toma el orden descendente,
es decir m = 3,7 — 1,7 —2,...,1.— 7,~7. Asf escritas, Ins transformaciones lineales de
HW cn In Seeeién 2.14, dadas por una_matriz unimodular M,

i . . x1/2
Cng = C(M) " sobre ( ‘l/: ) = (p)
- x 7
~1/2

a’b 1/2 1/2 12 (a )

C( ) f‘ E ( s ) (2 r/
1/2

A 2

x1/2 xi/z y(fe b ST f1/
= (’ 172 7 —-1/2) e d 1/2 '
f—l/z

donde M7 es In matriz transpuesta de M. Hncemos notar que es la dltima expresién
la que nos interesa: tener una matriz actusndo sobre el vector columna de coeflcientes.

17T _
Cunndo escribimos (: g) = (a b) = ( d nc)' estas transforina-

c d ~b
ciones actunn sobre el vector de coeflcientes que son coordenadas de los vectores de

2}
HWI como o 2 2B g 5
b)= (5 s ) (),
fill ’12 276 52 fll
Para vectores en HWH dndos por sus cocficientes ],2,,. m=-2,-1,0,1,2, la transfor-
macién es .
n at 108 6a2p? 108° B N 12
3t o’y a?(ab -+ 30) 3af(ab + ) Bi(3ab+py) B || 1}
0 12| a2y 2a9(ab -+ Br) 82+ dafvs - A2 285(ab -+ By) B8} fF
7o L er (384 ) 376(as 4 A7) ¥ (ab+3p7) BSY |} f7
P ! 47’6 67767 4y6° VAN S

Para una k = 25 entera y arbitraria, cuando

CM) : Xiu(ra) = Xii(ma) = 2 D}, e M™YXT i (nya),
m'
entonces los vectores del dlgebra de cubrimiento se transforman como
e = S €M) X = 5 D], (MY, = 32 1 = oM,

m,m'
m,m'
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n ‘l' M),m" -

Para su eritples’ e cnmputuci(m slmbéhcn, donde loq elcmcntns del dlgebra d(‘ cubri-
mnnvjun por sus.vectores columna de cocficientes, escribimos

: l-l[k] =D’ (M—-l)‘Tt[kl - EJ(M)rlkl Kl

B ladltima igunldad; hemos definido ln matriz E/(M) = [DI(M™ )7, Como cstas

- matrices DI(M) = ||D], (M)} (y Ins E’) cumplen D7 (M) DY (M2) = 17(M;My)
y en consecuencia D7(1) = 1y DI (M~!) = [D/(M)]~!, se llaman una representacidn,
por matrices de {25 + 1) x (25 -+ 1), del grupo SL(2,M). Las matrices E/(M) son la
representacién contragrediente de las D’s.

Primero encontraremos los cocficientes de las combinnciones lineales de los vec-
tores bnse de monomios X7, (p, q) = p?t™Mgd ", Para cllo usnmos el desarrollo binomial

de Newton, los ceros del coeficiente binominl (,{,) = j1/(7—m)!m!, y un rearreglo de las
sumas ([Worr (1979)], Apéndice C). La accién de la transformacién C(M), M = (: z) '
sobre los vectores base de HWIN} o5 €(M) :X.’;.[p.q) = X:,’;(p,q], donde
X5(p,a) = X (0, o) = pf gt T
= (dp — bg)¥" ""‘(—-cp +ag)f=m
=[=( *"”)w—bw-f‘
[Z (J -m

e

vvl'
dt( b)1+yn—l( c)""’" «t t—m—ru ]X’ (’,‘q)

Comparando esta expresién con la anterior, concluimns que

7 a b) - (-7 + "")( j—m ) 5 rm—L jtm' = t-m-m'
D (24 SO G et ottt )

La suma es sobre un niimero finito de términos (véase In matriz de 5 x 5 arriba).
Los rangos que permiten los coeficientes binomialesson 0 < €< j+my0 < j—m'—€<
7—m. De aqul concluye que —j < ' < j para ln sumn sobre las f’J",. Para ta sumatoria
que da la matriz DY, notamos que el {ndice £ estd en el intervalo max(0,m —m') < £ <
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i
i

~-tres sumandos.

“_en consecuencia que ol grupo de trm\sfnrmncmm’q hnenlcs dc HW implica’ i mgmcnte
nccmn dmgnnul por blnqum - ; 5 E

mm(] tm, g — m'), notamos’ que si m d:jiom! = 4 entonces‘la suina:se rednce n

‘. un solo término; sim = £/ =1)om' =k(F~1) qucdnr{m dos términos en el elemento
_de matriz de D75 eato explica que’ ‘el marco exterior ‘de ¢lementos de o matriz de 5 x §

tengu un-séle’ aumnndo, ‘el mnrc :

nterior dos sumnndos, y.el elcmqnto central tiene

Parn el lgebra do aberraciones AW = Bwitl W H W teremos

gl

)
Lk : |
£11K] [ Plizsenxgiin rl&l

"En el sistema muSIMP de eémputo simbélico tencinos estas operaciones como funciones,

que detallaremos en el Capftulo 4.

En'ln Seccién 2.10 arriba, exponenciamos el operador de Lie-Poisson {v,0} para
v € A yla Seccién 2.11 lo hicimos explfcitnmente parn H\’VM In cual es un u![;obrn
nilpotente. Consideremos ahora In serie exponencial de {vl? o}, con vl2l ¢ 4l2

vista de que (segiin la Secci6n 2.9) (ﬂm A["l} = Al es claro que la seric exponencinl
exp{v "l,o} al actuar sobre un clemento w € A del dlgebra, daré una seric en A:

cxp{u|2| o} tw = w4 {ulll w} + I(,,l?l (vt o}} +-- € 4,

y producird transformnciones a lo més linenles sobre los vectores de 4. Cnando
we .ﬂl”‘], entonces también la serie exponencial se mantiene en A1, En consecuen-
cia podemos afirmar que las transformaciones linenles vistns en esta seccién tienen
realizacién como operadores exponenciales de Lie-Poisson.

En efecto, se puede demostrar [Worr (1978)] que

coshw — gsenchw —tsenchw )

1 2 4 tal —
exp{3(rp” +aopg +1q he} =¢C ( raenchw coshw -|- ssench w

donde

senchw =

w-lsenhw, w#0,
1, w=0.
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Bs ftiml compmbnrlo si nctumnm con amhos miembros sohre p y q pnrn s, 1. puquenns,'

Y rctcnemoq snlmnunto el primer paréntesis de Poisson:

ot ta 1=s - ;t l *‘”p'
it (1) = () (A7) = (407
{ +{z(fﬂ +8nq . tq ),D)l o) T\ Sp = fag P14 )
; Esto puedc compz\mrne con In matriz de Iln transformacién €pq nnotada arriba- st
coshw a2 122 genchw.

2. 13. EI grupo de invatiancia no-fineal en HW{N},

S .-Después de haber ligado al grupo de transformaciones lineales de un clementos
w € Al*) con la exponenciacién de opcrndorm dea Lie-Poisson de elementos cundrdticos
v'€ A2, on In formn exp{v,0} : w — w', nhorn consideraremos el caso general en el
cual v € Af], Entonces, In serie exponencial consta de los siguientes términos:

m veces

i 1 ————
exp{v,0} :w= 1w + {v,w} + = {0, {v,w}}+ b —{v, {v,e {v,w} e} beens
—~ 2l o my—__ 0 -l
€Al g glkvic-2) Alk+2K -4 Al Fm(i~2)]

Por la finitud de 1a memoria de Ins computadoras, debemos trabajar dentro de dlgebras
finitas 4{N}, como fue visto en In Scccién 2.9, a un orden de aberraclén N.

En In realizacién que hemos manejado en las secciones anteriores, un polinomio
- : genérico de cuarto grado

v=apt 4 ﬁp a-+ a1 bpq® - eqt,

s gcnem. unn trnnsformnclﬁn de Lie-Poisson sobre HW, exp{v,0} : p = (1, 49), exp{v, 0} :

=q'(p, q); cxprusndna como geries,; podemos truncarlns a orden de aberracidn - (in~
dlcnndo llsl): ;

o _t‘xq(v’, o} pljg) = p+ Ar® + 2vpPq + 36pq® - deg?,

exp{v,0} 1 qljg) = 7 — dop® — 3p%q - 2ypa® - 5g>.

'vector. columina cuyos elementos son DS
() (0% paca®), (0, P2, pd%,6%),

el operndor cxp{u o} =1+ {v,0} nctua como una matriz

AR k=1 k=2 k=3
L g 2y 35  4e 112
T=3ilexa 0 4y 38 -2y —§ x!
. sobre xt .
i=1 ] 1[5:-:3] o
x3/2
i=3\ o o 14x4)
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El polinomio v dc- grndo cuntro, truncndo a ardcn de’ nh:rracl in’ 7 nctunrd sobre -
X /A) nedinnte una ‘matriz de‘la estructurn b4 dlmen- :

el vector columna (X! 2 x1
siones dados: po

Ligxs) |

donde en ' 1a posicién k-k’ estd In submatriz que involucra polinomios

de grado m ‘de los coeficientes de v, y provic el paréntesis de Poisson aplicado m
veces. - Estamos escribiendo la accién candnica no-lineal de exp{v,o} mediante una
matriz, esto es una transformacién lineal en un espacio vectorinl de dimensién mayor
a la del dlgebra HW original.

Notemos que bajo la transformacién generada por {v,o} la funcién v(p,q) es
unn invariante. Esto se debe a que, para cualquier pardwnetro 7,

v(p,q) = expr{v,0} : v(p,q) = v(expr{v,0} : p,expr{v,0} : ) = v(p(r}, q(r)).

Por ello, el finjo (en r) del espacio fase (p, q) es canénico y tal que las lfueas de flujo
son las curvas de nivel v(p, q) = constante.

Se puede demaostrar que las transformaciones canénicas genéricas p v p'(p, q),
q = q'(p, q) sin translacién {(0,0) - (0,0)], se pueden aproximar como producto facto-
rizado:
)

PRI = - exp(f19,0) exp(sH, 0} exp (79,0} exp(/19,0} : (7).

7'(p,a) q
Donde fl"l(p, q) son polinomios de grado & en los generadores del dlgebra. Tl factor de
la extrema derechn ((-xp{j'[2I o}) produce transformaciones lineales; el que le sigue a
la izquierda produce Ins aberraciones de segundo orden generadas por f|3| y retenidas
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hastn cuarto drden en el edleulo; los factores que siguen, generados por fl"l ¥ f|5|
son aberraciones de tetcer y cuarto érden respectivamente que, al retenerlos a orden
cuatro, sélo Hegan a producir sumandos lineales en sns pardmetros, Esta factorizacién
fue introducida por A.J. Dragt y J. Finn {19706] para el orden inverso del reguido
aqui (allf de izquierda n derecha).

Las transformaciones lineales generndas por _/’[7| fueron vistas en ln Seccidn
2.12. Aquf las excluimos temporalmente para excribir claramente lo que sucede con la
aberracién ‘purn’ mds general retenida a orden cuatro. Estas estén etiquetadns por los
coeficientes f7, contenidos en los polinomios (fl"'l,f[“l, jm) y son

AL, ML 781y = exp (717, 0} exp {711, 0) exp {1, o}
=14 {J1¥,0} (17 y 2° érderies)
4 (Mo 4 A (18, (1M o}y (3°" orden)
4 ey - (ML (1 03y o {1 L 80y (4

Laos aplicaciones de esta teorfa de perturbnciones de orden superior pard' siste-
mas 6pticos axialmente simétricos nos llevardin adelante a considerar solamente abe-
reaciones de orden impar, En el enso de éptica de una dimensién (como en los primeros
dos capftulos de esta tesis) si pedimos que las aberraciones senn simétriens respecto de
inversiones a través del eje éptico, estamos pidiendo 71kl (nq) = f!kl(wp. —q),y por ello
el grado k de los polinomios gencradores sélo puede ser par (4,6,8,...), dando lugar
los 6rdencs de aherracién 3, 5, 7, .... La accién de este grupo de aberraciones puras
(hasta de orden 7) esti contenido en otro conjunto de funciones en muSTMP, que per-
mite encontrar el desarrollo polin9rninl de funciones imparea p'(p,q) v ¢'(p, q) en serie
de Taylor dndos los cocficientes f7, de los polinomios generadores. Y conversamente, a
partir de estos desnrrollos de Taylor truncados, permite reconstruir los coeficientes f.
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3. -:: La dptica geométrica en espacio fase

La propagacién de In luz se puede idealizar como ln trayectorin de un punto
{en éptica geométricn) o como frentes de onda sujetos al principio de superposicién
de Huygens, (en épticn ondulatorin). La luz se mueve en el vacfo con velocidad ¢ s
3 x 10" ¢ms™!; en un medio con {ndice de refraccién n > 1 su velocidad es e/n <e.
Las trayectorias en un medio épticamente homogéneo son lineas rectas y los frentes de
ondg, planos paralelos. Si el medio es inhomogénco (esto cs, 8i n depende del lugar en
el espacio), Ia evolucién del punto o del frente de onda es fal que la luz tiende hacia
regiones “opticamente densas” donde el indice n es mayor.

Un sistema de dos ecunciones de evolucidén acopladas entre Ins variables de po-
sicién y momento, llnmadas Ins ecuaciones de Hamilton, pueden ser obtenidas a partir
de considernciones geamétricas y dindmicas sencillas. El supuesto geométrico es In con-
tinuidad drl rayo, y el supuesto dindmico es In ley de Snell {Sekiauent v Worr (1987)].
Es un camino alternativo e independiente de la formulncion de Lagrange basada en
el Principio de Fermat de la funcién extrernum. Con las herramientas mnteméticas
desarrolladas en el enpitulo anterior proponemos las ecuaciones de evolucién de la luz
descritas por las transformaciones de Lie, estos nperadores lns generan sobre el con-
junto de rayos de In éptica geométricn. Los rayos se comportarin segiin una funcién
vectorial ¢(s), donde s e5 un pardmetro que corre en el cje real I, y esté relacionado con
el tiempo ¢t medinnte su velocidad: s = ¢f/n. Este pardametro s representa In longitud
medidn sobre la trayectoria.

Usamos el concepto cvnlucisn para referirnos al eje sobre el cudl se parametriza
el movimiento, lo definimos comno un mapeo del espacio fase en sf mismo [KroTzscn
Y Worr (1991a)]. El operador diferencial, con un parametre de longitud, representa
In transtacién como un mapeo de este tipo. Asf, la evolucién de funciones f(s) es-
tard generada por el operador d/ds, y su desarrollo en serie de Taylor representado

por
)
=expla=-} f( .
=0 ( ds a=0

Por la semejanza de esta serie exponencial con ¢l desarrollo de operadores de la forma
genérica exp a{v, 0}, de la Seccién 2.10, definimos la funcién de Hamilton ¥ = X(p,q)
y escribiremos el operador de evolucién! en formn diferencial

a aN o
a—{ oo} = o,, 57" 95 B

1Los operadores de lrn.qlnclén avanzan el eapacio de rayas de maners ummllnnvn al operador de evolucién
que retr la de , de ahf au aigno opuesto.
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para hacerlo actunr sobre las observables del rayo, f{gz,qy,qz;Pz,py,pz). En este
capitulo, el vielo libre es el cjemplo mds transparente de esta parametrizacién.

Como complemento de lns transformaciones de evolucidn, en dptica tencmos
transformaciones ‘mihitas® del espacio de rayos, como los que produce una superficie
refractnnte. En este capftulo estudinmos detallndamente estos mapeos y mostraremos
In propiedad que tienen de factorizarse en dos transformaciones rai, que son canéuicas,
|NAVARRO-SAAD ¥ WoLF (1986b}], [KréTzson v Worr (19915)]. Esta transformncién rafz
se resuelve por series de aberraciones, al utilizar algunas de 1as funciones de manejo de
polinomios desarrollndos por el autor de esta tesis. Se presentan resnltndos 2 orden de
aberracién siete.

3.1. Las ecunciones de Hamilton de la éptica

Consideramos que el vector de evolucién §(s) € R?, s € R delinea Ia trayectoria
del rayo al desplnzarse de ¢ a §+ d§ entre sy s - ds, y que un punto se mueve con
velocidnd |df| = da en la direccidn de la tangente a |a trayectoria de 47, segin el vector
dierccionnal f(s) en B3 enya longitud es |j7].

Podemos jgualar los vectores unitarios de velocidad y de direccién

aN
ErS

LI
ds |

|-1

={-H,0} 7= 5=

=

I
y definir la.funcién ¥ (7, @) después de integrar ¢l segundo término respecto de
() = 7| — n(@),

en principio, n(§) es una funcién arbitraria de §. Para obtener la evolucién del vector
tangente ji{s), le aplicamos el operador de evolucién dfds = {—¥, 0}: -

_9X _ an(q)
T T

De esta manera el vector tangente al rayo se mueve en la direccién del gradiente de la
funcién de {ndice n(7), que asocinmos a la refraceién del medio en el punto 7.

El valor de Ia funcién de Hamilton, ¥ (fis), §(s)), no se considera en lns ecun-
ciones de movimiento anteriores porque su evolucién sobre In trayectoria del rnyo es
constante y las ecunciones anteriores sélo contienen derfvadas. Queremos decir que
dX[/ds = {—X, N} = 0. De esta forma, al hacer la constante igual a cero, la longitud
del vector tangente i serd

|7} = n(@),

por tanto podemos pensar en un vector tangente 5(a) que guia al rayo y se mueve sobre
ln superficie de una esfera en MY, que ha sido llnmada esfera de Deseartes.
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. Se dcnm m",‘ lstcma ‘Hamiltoniano, al sistema. de In 6phrn gcomctncn aue;
_doﬂne ln cvoluclén de los rnyos medinnte Ins dos ecunciones
L N dp' N on(7)
‘ . (@)’ ds 87 a7
en las‘quc ,‘fﬁs In coordenndn candnicamente conjugadan 'y ¥ os ln funeidn de Hamilton

rcspccto de;a,'el pardmetro de evolucidn. Al espacio G-dimensional (5, §) se le flama el
‘zsmcw fﬂae de'la‘éptica con rayos parametrizados por 3.

“En un medio homogéneo (n = constnnte), parn el enso e vuelo libre, In segunda
de lns ecunciones de Hamilton se escribe dfifds = (0 y resuelve ¥ = vector constante;
Ja primera‘se escribe entonces dffds = vector constante.Ln solucién general se puede

expresar.en términos de los valores infefales en a == 0, y cs

Fa) = 7(0) + «|_| =70+ 25 Fle) = ().

.3.2./La ley de Snell de In refrnccidn

Cunndo el medio no es homogéneo, la segunda ecuacién de Hamilton dp/ds,
que valin cero para el easo n = constante, es ahora el gradionte refractivo delmedio.
Estamos especinlimente interesados en aquellos ristemas en los que se tienen dos medios
homogéneos n y n' separados por una discontinuidad sobre una superficie S(§7) = 0.
En ese caso, In magnitud del gradiente dn(7) /A7 se vuelve infinita, nunque su direccion
es atin la norinal a S, que Namaremns simbaticamente

§=95(7). §cs.

De la segunda ecnacién de Hamilton, que se nutre de la ley de senos de Snell,
tenemos los vectores tangentes ji' = fi{s') y = ji{(s), de magnitudes |p'} = n' y |} = n,
para dos valores cercanos de s sobre el rayo y en ambos lados de la superficie S,
Ag = s’ ~ a. Su incremento A = ' — j¥ estard aproximado por esta segundn ecuacién
eserita en la forma Af = (@n/87) As. Al efectuar el producto cruz con el vector
gradiente 9n /A obtenemos

an
A% 55"
Esta ecuacion, cuya virtud estriba en ser independiente de In mz_\_gni(’.ud del gradicnte
refractivo, ticne perfectamente definidn su direcciéng es In normal E en In discontinnidad
del indice, 1a superficie S.

, al substituir se impliea que ﬁ'xf} = 1‘;’x§.

En efecto, si 8 y 0' son log Angulos que forman los vectores 'y j con I, entonces
In magnitud del producto vectorial [que cumple |[#'x 5} = |7 |8'] sen /{#, ¥")] se escribe
en In formna tradicional de In ley de Snell;

nsen 0 = n'sen 0'.
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FIGURA 3.1.0 ... En.cadn mediolos - .
vectoren de direceidn eatAn sobre sun res-
pc:tlvu ealecns de Descartes no= ||y
n' = it} B veetor 7% 3 se cnnnervn,
):lnl:‘xnlen Ins aolnciones rg-l'lcumlmv My

La cmmtmccmn contiene la mfnrmnrm de coplanaridad entre el rayo entrante 7, el
refractado ' y In normal a la superflicic Senel punto de incidencin. Laigualdad anterior
es una ley de conservacidn, de los companentes tangenciales del vector momento, y
griaficamente se puede expresar como en Ia Figura 3.1, en donde los circulos representan
Ins esferas de Descarles en ambos medios.

3.3. Coordenadas de pantnila y eje éptico

Lo expucsto cn este eapftulo se aplica n puntos §€ WY, Las férmulas son simples
pero abstractas, y contienen coordenadas de mis {usa seis coordenadns, veremos sin
embargo que pueden reducirse a cuatro coordenndas y un signn). Como es cormin, Ias
ecuaciones de Hamilton pueden reducirse n formas méds concretas que son mejores para
propésito de edlenlo.

Introduzeamos un sistema de coordenndas cartesiano z, y, =, parn escribir

7= Ty | =
qs

- p% — pl = pz, con o que indica el signo de p; sobre la esfera de Descartes
|7} = n; distingue rayos que se mneven con a en ta direceidn de 2 bajo vuelo libre, de
aquellos que lo hacen en la direccidn —z. Seleccionamos el eje z como el eje optico, y
el plano z-y como In pantalla. Los rayos paralelos a la pantalla (a 90° del cje éptico)

donde a\/n
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flevan ¢ = (.- Por otro lado, los sistemas dpticos que nos interesa describir son nquellos
donde hay un_cje de simetrin: del sistemn ~—como microscopios, telescopios o cfitnaras -
fotogréficns, ¥y una'o mas pantallas a'lo largo de cste cje, . que nos indican In posicién
del ‘tayo . esn distancia sobre el eje éptico. En consccuencia nos interesn en Jugar de
3, la :llqtnncm sobre el rayo, tener como pnrﬁmn‘fro de evolucion a la distancia sohrc,el
‘cje ptico z = q5(a). : E :
Dividiremos las’ componentes. z.y 'y .de.las ecineiones_de Hmmlton outre ln N
: componentn zdeln pnmcm' dq,/da —'p,/n. DH dccu' g

oz [das _ '—/r'_ dps

ds ds ow ot s

e tencmos Ja_estricturn’ de.lns e uacion
'lns pndemm I‘E(‘l’lbll‘ en forma Hamsltoniana sobre la ymntalla como
dq - dh dp _ - 'dh

dz ~ ap’ dz . 9q"

h = —p, = —o\/n? — |p|?

es el Hamiltoninno de evolucién a lo largo del eje éptico. En cfecto, h genera traslnciones
sobre el gje z, el pardmetro de evolucién. Al espacio 4-dimensional (p, q) se le Hlama el
eapacio fase de pantalla.

dc Hmmltnn, pucs

donde -

Hemos conservado el signo ¢ en las ecuaciones. Cuando ¢ = 0, no podemos
dividir entre In componente z de Ins ecuaciones originnles. Rayos paralelos a la pantalla
no son parametrizables por (p,q)a,

El cnso de vuelo libre en medio homogéneo (n = constante) es un cjemplo
evidente que representaremos por un operador Foyp. La segunda ecuacion de Hnmilton
es dp/dz = 0, o sen p(z) = Fuup(0) = vector constante. La primera ccnacién es
entonees dy/dz = p/ps, ¥y su solucidén afz) = Fn q{0) en términos de los valores
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infeiales’en la pantalla z'= 0'es - -

QO) P
: () rr/nz plz
- alplp
81;5

P sipl°p i aem= G plte

16n7 M Ceseis (Zm)!!n""H

e,

AL dnsplnﬂ\r ln pnntnlln iina distancin = sobre. cl cJo 6phco, se genera nntonces .
sla euolucuin de los rayos modinnte el Hnmtltonnno,

,— —( -h, 0} = {o\/ 2 = |p|?,o}.

< Bnlucxén formal del opcrndnr de o\'nlnrwn es

_7;.,, = nxp(—-z(h o}) =1~ ::(h o} 4 {h {h o}} -+ —{h (h {h,0}}} -

Resunlta interesante e ilustrativo comparar los resultados de la mecdnica cldsica
con los de In ptica geométricn al representar el desplazamiento en ambos sistemns me-
diante el Hamiltoniano. Para hacer dicha comparacién establezeamos para ln meednica,
un espacio bidimensional de particulas de masa m, afectadas por un potencinal V (q,2)
dependiente del tiempo z, y para la dptica, como antes, coloquémonos sobre In pantalla.
De esta forma los Hamilteninnos correspondientes son

W™ = |p|2/2m 4 V7 (q, 2), en mecfinica,
yort o ,.\/,12 —~ p, en 6ptica.

=—n-}p?/2n + (112)2/8113 -+ (pz)ﬂ/l(}n5 RXEE
De los dos pritmneres términos de In serie, ol fndice de refraccién substituye al potencial
y p2/2n a In energin cinética. Los términos adicionales a los doq considerados en ia
serie convergente para [p] < n, que dependen de potencins de p?, y el hecho de que en
Ingar de a inasa m aparezca el fndice de refrnceién n(q), hacen que ln annlogfa no sea
exacta, sin embargo, si se prescinde de estas diferencins podrfamos remplazar la éptica
geométrica por la meednien. Estamos entonces trabajando en el rdgimen parazial donde
los rayos se encuentran cercanos al ¢je dptico (p2 L4 n?). y ¢l Hamiltoniano es entonces

HPAX = |p 2 /2n, — n(q, 2),

no es una constante, n(0, z}, siempre ¥ cudndo podamoes suponer que |q| < 1,

3.4. Refroccién en coordenados de pantaila

Las coordenndns de pantalla de la seccidn anterior describen con ventaja In ley
de Snell. Repetiremos la constriceién en estas coordenadas. Necesitatnos la normal &
a la superficie S de refraccién en el punto de incidencia del rayo.
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. Referimos la superficie’S a ln ﬁp‘nt‘i\lh’l ést,ﬁ”ndnrd‘nl cﬂ_cribirl

(oY o(5).

rac/aw S/ :
ita” del medio 0! nl medio ) y. ol cje —z
voctunnl pr = xﬁ que representn la”

: [ SyPz "‘ y
= Y_P:—Pz& = (( )2(":"'1"2))
(ﬂ’v = SyPz) - P
S +p,2))
Zxp’

La. lgunldnd en in cnmpnnt-uk‘ z, Exw L xp, es consccuencin de las dos primerns
compam‘nlcq en producto eruz, vectorinl, en dos dimensiones.

3.5... Factorizacién de la transformacién de I superficie refractante

Denotaremos I transformacién que produce una superficie refractante S {dada
por In funcién z = ¢(gx, qy)}, por un operador Sein,nts aue actiin sobre los rayos (a,p;o)
para convertirlos en {(qf,p'; o), referidos a la pantalie z = 0, como en !n Figura 3.2,
Esta transformacion es In tey de Snell en la pantalla, vilidn en cadn punto de incidencin
con su correspondiente plano tangente 3, precedido y seguido de propagacién libre en
los medios n y n'.

El punto de incidencia del rayo original §'(z) y del refractado, son el mismo
punto que se enenentra sobre el plano z = ¢(q). Bn In pantalla z = 0 lo llamamos q.
Se cumple entonces

als(@) = a+ c(ﬁ)a\ﬁL = Q'(s'mﬁv

Ipl 2

Esta es una ley de conservacién de posiefdn. La ley de Snell se aplica en ese punto, y
se escribe

P4 (V)@ oy/n? - B2 = p = p' + (V)@@ o'/ ()2 - [p']2.

Esta es una ley de conservacién de momento.

La estructura de las ecunciones de conservacién anteriores permite factorizar la
transformacién de superficie refractante S, ¢ como

S, snn! = }2(' R

I "n
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flounra 3.2, El proceso de refrae-
cién se describe como la propagnacién
del rayo incidente hiasta Ia superficie en
{a,¢(@)) donde se cumple 1n ley de Snell.

dondo R(_,, es In ttnnsformn idn:que llnmnmos raiz y que es

Ron:B =p =D - V¢(@) ay/n? ~ |p|2

Estas transformnciones se componen, desde Ia pantalln, como un proceso de ida
y vuelta al plano tangente en el punto de incidencia, como se ve en ia Figura 3.2, Sila
superficic es plana (¢ = constante), ln transformacién rafz es el vuelo libre con z = ¢

Renta=@a = q+ Cn‘—"p—’—‘
n\/n - |p]

Ren:p=P=p=Fnip.

=Fon :

Notamos que la ecuacién que determinn §(q, p) es una ecuacidn implicita, pues
¢l miembro derecho tnmbién conticne § como argumento de ¢. Una vez hallada g, In
se encuentra de su ecnncién correspondiente, que es explicita.
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Dn I transformacion inversa, p cs ln solucién de mm ecuacién lmpl(cltn y
aquella‘para § es.explicita, | Bl signo de o = sign Zxp y of = sign B xp’ indica la
direccién de los rayos (o an continuncién) al eruznr I pantalla. Si e = +, es un rayo
Kn’cldonte d'csdt- n izqulcrdn' ai el rnyo se refracta o refleja tendremos protot{picamente
ol =10 gl=

.Ln transformacién 5‘.,, ot s ¢l producto de Rep y }2f “ns con n = o', Cada

trumformncnén actiia‘en los argumentos de las funciones j(q,p,u) de modo que se
: co serva ol ordcn de ellns'

i fla,p) = (Rgin RN + I(aup)
= Regn T (R7N 1 F(ap))
e ’—}Z‘.".I(R‘n,.q,}«z‘",.p)
Saie = (Rt [Reimt ali RGN ¢ (}2;,,, : P])
=R AR D) :
*‘f(q,n)~f(5;,nn' ﬂ.S;,,.,.v~P)

Aq( Rq.l nchm pnmt'ro Yy )2 , actua después —de izquierdn a derecha, en el orden.
que se- escriber,

3.6, Desnarrollos en series de aberraciones

Al desarrollar en series de potencing las coordenadas del rayo saliente de un
sistema éptico, (q,p') —ln imdgen, y las coordenadas del rayo entrante, (q,p) —el
objeto, hacemos conscenentemente un desarrollo en serie de aberraciones. Para ello,
tenemos a disposicién herramientas de cémpnto simbdlico para manejar cficientemente
los polinomios [Wour v KnoTzsen (1991)].

Asf, para el caso de vuelo libre (hacia adelante: o = ), si queremos trabajar a
séptimo orden de aberracién |grado 7 en (p, q), rango k = 4 en (p%,p-q, 4%)], tendremos
que retener hastn potencins de orden 7 en |ply Jal en iy = exp(—~z{h, 0}). Recordemos
que la serie q(z) tiene los términos

nidlys 'fl(")lv
—q P g ele delte siol’e
md S Tgns “16n7
=q- z(lpl’/zn.q} — 2{Ip|*/8n%, q} — ={Ip{®/16n5, q} — 2(5|p|®/128n7, q}.

En efecto, podemos desarrollar la serie exp(—z{h,0}) a lan manera del Teorema
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de Dragt 'y Finn [Dract ¥ Fien {1970)):
Fen = exp(z{oy/n2 = lp\?,o}) :
= SR YRR U 1 e .8 8 :
= v (=(n = golpl? = goslplt = T lpl® ~ fprpl® =10}
= "“‘"P(”mmlvl“.o) exp (=15 [pl® 0} -exp{~g%lp|!, °) EXP( hh’l”:"}

El ultuno phso o8 scncnllo porque todos los operadores {[(|p|), o} comnuhm entre sf y

podemos rearreglar Ins serics como'si fuésen numéricas. “Litego, es: vélido expresar que -
exp(<e+ 4B 4 °A) =2+ oxp B.exp A, pues {B, A} = 0, Aplicado, est, operndnr como;
seriea.q, dn q {- térmmns en p, ¥ aplicado a p la dejn mvnrhmte' o

_?':.n.p»—sp()

iEn consccncncm, la ncmén del'operndor de vuclo hbrc e ord
cscrlbh‘ como ;

s ol é}) (1= s vl o)) (1= um‘.o}) (1= zn(lpl .o})

- que nphcndo ' q reproduce la serie de q(z)l1. Este mancjo slmplc ‘dc 14 seriés 56 dcbie -
o q\w sc trata de operadores de Poisson de funciones que dependen de |p|z unicnmente. N

3;;nl1 = (1 g

Una superficie de revolucidn polinomial,

sla) = q + oo + aala®? 4 gola®)® + v,

en las ecuaciones de In transformacién rafz, resueltas recursivamente, nos proporciona
Ins soluciones polinominles de nbherraciones de hasta cierto orden en (q,p). Para
ello usaremos in transformacién rafz descritn en In seccién anterior. Para efectos de
cdmputo, veremos que resulta mucho mds econdmico considerar superficies que son
tangentea a la pantalla en el centro éptico, es decir ¢(0) = 0 o ¢g = 0. Mostraremos
que

)2')' bepin = ymf"R‘ i

donde %4,n os el operndor de vuelo libre por Jn distancin de la superficie al centro
éptico. En elccto, escribimos ln transformacion rafz por una superficie ¢(q) + ¢ como

Retgomd = @ = a4 [¢{q) + 50172—‘———

Ipj?
=q -+ = -+
“oﬁz il a\/n2 l?’
RetsqmPp =P = p-+ vi¢(a) + S’UIUV"' - lpl'z

= R¢mp.
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Pucsto que 3}0'"1) =P ln I'urmu ﬂnnl dv Ia primera o:\mn 6n se puede eseribir comno

-T;o,up .
oy/n? = [Foupl?
P

= jr(n,lrl [q + f(‘—l);—\/—';"tl——';-li]

- R;vljm;v}q a= ?;..,"q ' S'(‘I)

= FonRend.

an wna Buporﬁmc nrbltmrm, esta l"xctorwnmbn de In transformacién rafz en un factor
3 devuals libre seguido de una transformacion rafz auna superficie tangente a la pantalla,
cs vilido entre los operndores, pues vale sobre todo el espacio fase.

3.7. " Solucién aproximante a !n transformacién rafz

Tlustraremos primero el proceso recursivo de solucién de la transformacién rafz
..o tercer orden, A primer orden, la solucién es &y = q. Introducimos esta &y en la
ccuacién para el siguiente paso, ﬁ[-"l’ cortamos el miembro derecho de la ccuacién a

tercer grado en lns componentes de q y p, para ¢(q) = ¢paq® + ¢{q?)? -+ -+

ags) = a+ leatay? + - [p/ntoo] | = a+ Lialtp.
La erlzmcnun para P a tercer orden se caleuln en formn similar, para V¢(q) = 2¢2q +
Agglalfq + .o

2
|P| 2
Biaj = P+ [2008gp+- | [" vl ” =p - 20nq - l‘l!’l q.
. Continuamos fa recursidn con cl paso para q[r], recmplazamos q[-,l en ¢l miembro
dercc]m de In"ecuacién para &, retenemos términos hasta orden 5. Posteriormente
-..reemplazamos” 5 en el miembro derecho de In ecuacién para {3, obtenemos asf p|5]
+Los rcqultndos dcl cﬁmputo son los siguientes:

@=q (primer orden)
+ 2 qu (tercer orden)
+ -Z—%pngp - q pa’p+ —(q 2)p, (quinto orden)
P =p -+ 20nq (primer orden)
- s‘z p2q + Zgzq p +4ena®q (tercer orden)
- %(pz)Tq 2 Hplqlq+ —ilq ‘pa’p (quinto orden)

+ Bgas1(c?)?p " 82¢19-P a’q -+ Gen(a?)a.

T



" A continuncidn, se ol otras dos u{p{. fone polmommlcq pn.rn q'(a,p) y
'(q.p), que dardn la accidn de la trnnsl‘ormnuén rafz-i mvcrsn. )2“"‘,. En este caso,
Ia ecuncién-implilcita es parn p'(&; p). Parn dcsplcgnr los pohnomxos corrcspnndlontes,
podernos emplenr fa notacién de vectores multicolumna indicados en’ ln Seccién 2.3.
Observamos en las ecunciones nntcnorcs que npnrece umv. 8 ma de térmmos, cndn uno
de los ennles tiene un factor B

Z(k'.’..,ka',’c_‘:'{ 0 )= -

“Podemos ordenar. ealos Z-monomios® lexicograficamen
“yector'y roprcnentur (B, a) de ln manera 5|gmvnte' i

ENT, CléN vr'cTomAI. nn p(

QOFRFICIENTE DE:
“p =°2(0,0,0,0)
wafl = 2(0,0,0,1)
|B*p = Z(1,0,0,0)
162§ = 2{1,0,0,1)
(B-a)p = 2(0,1,0,0)
(B-d)d= 2(0,1,0,1)
lal*p = 2(0,0,1,0)
lal*a = z(0,0,1,1)
p]*p = 2(2,0,0,0)
Z(2,0,0,1)
IBI2(p - a@)p = 2(1,1,0,0)
pIE(p - a)a—= Z(1,1,0,1)
S IPIZIQI’D— 2(1,0,1,0)
si/m=4aed/m, lplzltﬂ 4= 2(1,0,1,1)
e (p-a) 2p = Z(0,2,0,0)
D B a)p = 2(0,2,0,1)
(6-@)al®p = 2(0,1,1,0)

: —10;2;, + ;2/m + im 2, (p-a)lal?a = 2(0,1,1,1)
0, la*p = 2(0,0,2,0)
—om g0+ 24micd oy — 18mcf — 2¢f/m? — 261}, lalta = 2(0,0,2,1)

Encontrada p'(§,p), introducimos esta expresion en la ecuncién para q'(d, p)
para obtener q'{(g, P). El resultado nuevamente lo desplegamos en forma de multivector,
y hacemos notar qur' la numeracién de las componentes es tal como lns manejn muSIMP.
La expresién parn q' = Repn t § st

230 les ha nombrado Z- fos para distinguirlos de los fos, que no contie el término {g
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ﬁcnc rc.frn.cfuntr- rcomplmnnd() una pareja dt‘ vnrmbleq en ln otm de.
; f(q vP') = Sq,n.vn : f(q, p)
R(."R(—,vln f(a.p) - :
R -'f(E;m [Ren t al, }Z‘,,,.[}Z
= J(RGh @, RGm p)
El resultndo es p'(q,p) ¥ a'{a.p)

mariera siguicnte:

MEPRESENTACION VECTORIAL DE p'(q,p):
1, . g
—~2mep + g},

{0,

s:/m ~¢2fm

An;, fm— 4;,,

~2m¢d/n + %3,

—4mgey -+ dngy + ¢2(— 2m(q + 2m)’/m),

T



(1/("" )= q/(4n?),

u(z 21111) 4 3/?;2/11\ -~ 2¢3 /(mu),‘ NRDEE -
—mr;/n + f%/("nl], . - S
(4"<1/"l =4 ea/m = cafn) + ned fm? - ¢Ffw? 2;¢/m 4 4(,3/m - 2;./.- - 4;2 /u L

( »inga/m A 4¢3 /m?) (mea /2 — ngp/2) 4 snr,f/m ~ﬂ;,/m,
~Amgd n? v deffm,. = ;
—8mgrey/n—Bgagy-t (“8'";5 +8n¢d) (¢F/m~c3 /n) - {1( anﬂ'. 2n(q)’/(4 3)
1005364 /m -1 {(In¢d /m—l@ .

—~Omgags/n -t Beagq - '3( 2z & 262} f(mn); :
=0mgg -+ Ongg + (— 2n;7 Jm 263 {(Bmgy ~ Bngy — 2¢a(- ?mn
2¢i(—2mrgz -+ 2n¢q)?/m},

{o,
n/(ﬂms) = ¢2/(8n%),

n;, /(Ims) +¢f /gﬁm‘) —¢3 /(hu n) — ¢3/(2mn),
3/4111;2/11 + 63 /(4m® n) +¢%/(2mn?),

(4ng}/m —-4(1)((;/(4111 )y~ ;ﬁ(in")} 4 u(,/(lm") e {4mt) kg /(2m?) —-r,/(Zm u) + 2{2/[111 n) |

n(n/m —~¢a/n)3/m - ¢y [(2n3) - 2¢3 /n3,

(4(,!7:: 42 /n) (n(a/(hn")» (;/(hu?)) 1 (ngd /o 2 )2 fm—~ g2 /n) + c¢(~—2mm 1 2ngp) 3 /(8enB)
ngd fmt 4 2(7:(m - 4¢3 /{m? n)
—-4m(§.’/n pas /(2m3) t 3/2¢] /(m n) + 2( 3/(mn?),
—-Ammg/u + (=8med 4 En(,)((,/(zm n) - ;,/(2u:’)!| ginn/m - 4(,)(::(,/(21:11) -+ 3/2;;’/m
2;,/(mn)) + (4] /m - 4;,1/n)[(w m — qz/n) + (18n¢3/m? — lﬂ(,/m)(sn/m ~ &/n) 4 (ngf/m® -
/m’)(g/m - ;z/n) + neg/(2m®) 21|;1/ln - ;V}lm‘) b ngagy/m
1/2;,/(m n) -+ lO(i/m - 4;2;‘4/("!") ~ Bgg /{mn) — 8¢7
—3mgpge/n® —21"(1/11 |(4gz/m- 463 /) (g2/rm—g2/m) (,/m ~ e}/ (m?n)t ¢} {~2mep-1 2ngg)? /(2mn?) +
Srm/;m") - Ag) /(mn) - 2 /n?,
—dmgFes /o (= Beagy lﬂcz( 2mgy -+ 2ngq)? fin? 'ﬂnqmlm)(rz/m—r;/n)4 (~8gz¢4+-Bugyca/m)ga/m—
c2/n)+ (mhl;f/nﬁ ' (c?/m )(m(-/4 ez /)4 ( —4ned fm-+4¢3 /m’);mg../(hl 0-(--»(-;/2—n(7/2)((7/m—
s2/n) ~ (2/1) + (lu;, fm = 4 ((Ang /m ~ 4¢3) g2/ m — 5‘1/" +nedfmd —gd fm? ¢ 2(4/". + 4y1/m -
2;./1.— 16} /n) -+ ‘i( 2111{7 + )2/ {2md) & Svlnn/m — gZ(~2mey 4 2nga)?/{(Amn) — Sepee/m? +
263 (~2ingz 1 2ng2) /() -k e ~Tned -t 2¢3) /m Bea/m 1 20¢E ey /m — Sqg/n - 10¢2eq/n,

— s3/(2n?) + Tgaqe/m? -

o,
(~Bngd/miy 8] /...‘)(..m/z ~ngp/2) 4 (- angd fmP i ded font Y mga /4 < nea /) 2ngd /md 1 10ngd fn® -
2;3/;"5 16

'3 (J m?,
—Bm(z/n + (—4g3 /i + 43 /(mInN (me2/2 — nc2/2) -+ 8¢ /m?,
~mm;,g,/n- -+ - sn;m/m |-Rc1n/m‘)(vn(7/2 ~n¢2/2) + (-~ 'z-m,/m 4 263)(8med [n? - %/m)l

(411( fm — 4( )(4ff/m —4g3/n) t (4ned fm — AeIH(~ 111(3 Jind g 4( Jm? )(vuqn/? - ng2/2) + R"Yz /m
a;,ém)|(nn;,{m-n;,)(..;,/(2"13) (2/(21112 1(1“11(2/111—!(\;1 (,.,,/(4"1) m/(dnl!))!(l(}n;‘;/m—
m; 2(;2?/"1 < /n)-tnc{ 2,";, +2n2)2/(2mP) 1 A¢{-2meat 2nuga) ¥ /m3 4 ABngd e/ 1 S (dng /m~
4;2) /m - m(, cafm — lﬂ;2 ca/n,

=2Bmucder/u? - (=Bl /n 4 83NFfm = F/m) 4 (dnsd/m — AT)(1s3m = AgDn) + gF(~2mcy +
nge)3/(4mPn) + 2;4( 2mgp + 2nga)® J(m¥n) 4 23~ 2m(; “+ 2ngz)? /(mn?) 4 20¢ ¢/ 1 Bf&,n/n,
—2|m\-m~/n - am;| /n A {~18mgagy + 10ngage} s /m — ¢f /n) + (-~ 18meagq -+ 18n5a¢q + 455 (— Zm;; +
2n4-g) /m)((z/yn—(z/n] (,_5<2(4+2§§( 2mey -+ 2ng)/m? - 81:;1(4/";)(8"(2/"- 8(2)—1 ( dgz/m +
43 /() (mez ~ nga) + (—dngdea/m 4+ A¢2eq) 8¢z — Bngz/m} + (~2ng fm 1 2 )(12mcasa/n — 12¢¢s —
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2¢}(~2mgz - 'lﬂ(;y/(mn)) t {(~-2n¢3 /it 2¢3) (18meaga/n 4 16¢a¢4 (l(!m;.’.2 ~ 10n¢3}(¢3/m ~ (,g/n) -
ca(=2mgz + )2/ (2m3) — A (—2mez + 2ng2)?/m? ~ 32n¢age/m — 2(dngd fm — 4;})’) -+ (Bng3 fm —
8¢){nez/(2m7) ~ (2/(2'"'3) + $2(—2mga + 2nga)?/(BmB) + ¢ (—2mes + 2ng3)?/(2m) + of (=Fmgg +
2 }3/{2m4) + 2ngea/m® 4 qu(~2me + 2nc2)?/(2m?) ~ 2ace/m? 4 Beeel—2mez + 2nga)2/m? 4
24ngags/m 4 Whngl [ 4 dcaea{—2mgz 1 2n¢a)?/(mn) — 8¢],

—~Bmgpga/n — dmed /n -+ Beage -+ {~2¢3 fm -t 203 /n)(Bmgy — Bngy — 2¢2(~2mez + 2ngs)2/m) -+ ¢F (~2mgy +
2ngz) 3/ (4m3n) -+ Beze1 (~2mey -+ 2ngz)?/ (mn) -+ d¢d,

—8mgg - Bngg 1 (—Ancd/m3 + 4¢F/m?) (g — ney + (~mea/2 + ne2/2)(2med n — 26F) + (4n(;1/m -
Ac)(mea/2 - n2/2) — g2(—2mgg + )/ (4n)) + (~2ngd /m o+ 2;,’)3(12.,:@ —~ 12n¢g -+ (4"(?/1" -
463} (Brgy — 8Bney - 2¢a(~2mgz | 2nga)?/m) — a(—2meg + Ingy)?/(2m3) — Agy(--Dimge - Ingz)I/m) +
(-—m;z2 +ned) (a(--2mea+ 2rga)}2/mA vdngy fmP— Aoy fm2) k- (dgzea— dngzga fn) (Bmgg —Brgg ~ 2¢a(—2me +
2n¢)E fm)+ ¢~ 2mea4-2n62)?/(8m®) 4 ngd (~2mer -+ 2na)? fm + gu{—2mgz +-2ng )3/ (2m7) - g3 (~2mer+
212)2 /m> - ol - Ammgq -+ Angy 4 ¢a(=2mey -+ Ingr)2/m)2 fm + 3¢s(~2mgz 1 2nz)?/m},

REPRESENTACION VECTORIAL DE q'(q,p):

{o,
1}

{0, -
N 0'
0,
0; [
=gafm-gafn
Z2n¢dfm+ 23},

SR
0,
o;

0, -

=62/ (2m3) 4 @ f(2n),

—ngd /mS + ¢} f{mn),

0,

o, : - B . S
~2n¢d fm3 -+ 23 fm? — 26}/ (mn) + 22 [n?, N
—¢a(~2mgz - 2nga)3 /m? = dned /m? 4 4§;'/n, L
—g2(—2mgy - 2n¢2)?/(2m?) ;.ajm — 2¢Ffm A cifn+ 23 n,

8261 — ¢2(~2mez + 2002)3/ (2m) — ¢F (~2imga - Zriga)2m? = Ongagy/m},
(N
0,
0,
0,

~8/8¢7/mB -1 3/8¢7/n", .
—3/4ngd [mb 4 c3/(2m3n) ¥ ¢}/
o, A
[ B
—8/4ngd fmf — ¢3/(4m*) = ¢}

(‘/Im




= 2::;1/m° + 2;2/111’)“;/"--;1/") F(-2¢3 /m ng/n)(v:;q/vrl:’—;;/nnz) 1/8;;,( Inm o+ 2::(7)7/111 -

5/2ngd fmf — 3723 /m3 1+ 263 /(m?n) + 268 /n?,

{(=2n¢2/m> - 23 fm?) (gafm = ¢2/n) = ."»/2::;,/mB -+ 3/2;,/m - g./(?m’) - 5\‘2/m:' -t 2; /(m u) -

3/ (mn?) 4/ (20%) + 262 /03,
( Aned fm3 -+ 4¢3 fm){sa fm~ 2 /) + (210g3 [ 4 (""rz""f:"ﬁ/"‘ /) =2 (3mca/m = 2a )+

(2m¢ — 2ng3)(3/2n¢3/m® — 8/202 /inf) — ned Jm* — 3 (—2men + 2nga)? /m* — Sngyee/m® -+ oF (~2mey -

o g /(2 n} 4 ¢ fmY - ded it + Sgagy/(mn) 4+ 26} /(mn) o+ 26} /n?,
o,
T {2med = 2nc2)(3/2n¢a /P ~ 3/2¢2/m?) —4n;§’/m‘ + 463/ (m? n) —4;23/(nm’) + 4(5"/': N
(~8ned /m4-8¢d) (nea/m® — 2 /m?) 4 (~ 2} /i + 23 fm?) (dned fm = 4¢3) + (4ned, /m‘—4§,/m")(qu/2—

. nn/Z)-—-a/i‘n;,’( —2mez-t 2n¢a)2/mB48/26F (~2mea1-2n¢2)? /m —Bned fmP ~2¢F (- 2meg-+2ngy)3 f(m3n) i

8¢f/n?,

(~2ncd /m® 423 fn?)(dngd fm—4¢2) 4 (2med [n = 26§ ) (Angy fm® — d¢a /m?) =3 /Bea (—2mga -+ 2neg)? Jm® =
cH{~2mez + g} /m? — Bngage/m® — (F(—2meg + Ingz)?/(n3n) 4 Bezagq /in? — 4¢f fm3 - Beagy f(mn) -

4:;/('"") + ﬂrm/n’ * Rc,‘/n

(—8ned fm + 8e3)(e3/m — ¢} /n) 4 (2med ~ 2angd)((~ ngz/n + %2)(2nep/m® — 203/ m?) -+ (2ng /3 ~

202/m®)(dncd/m — 4¢3) + sa(—Bngg + 2ug)?2/md - dnge/m® — Aggfm3) + (2med ~ 2ns) (g2 (—2men

2n2)?/m* -k dngy /m® — 400 /mn?) - 3/8¢a(~2mgq + 2nga)® /S ~ 2ncd (~2mey + 2n¢2) 3 /md — R (~2mp+

2n¢2)2/(4mY) - g4 (~2mep + 2::(2)’/711 ~¢3(~2mea 1 2n)3 [ (mn) — 20n¢d ¢/ m? — 263 (~2mea 4 2nga)?/

(n2n) — ca{tng? /m — 4¢3)2 /i — Bedea/m + 28¢2 ca/n,

{2m¢d - 21¢3)(c2(~2mea 4 2ng2)?/m* 4 Ang/im® — Agi/m?) — 3/8¢a(~2mgg + Inga)3 /m® - ¢y (— 2m(1+

nga)?f(2m?) - ¢F (- 2mgz + Tnga)2/m - gg fm — Bederfm b go/n -+ BeFeu/n,

Bgaga-+(2n¢d /m? - 263 /m)(Bmgy —Bna~202(~2mga-+2ngz)? /i) —3/Bea(~2mgy -+ 2nga)4 P —cd (~2mer+

2162}/ (4m*) - 3/2¢3(—2mgz 1 2nga) /! - Bngrey(—2mez + Inga)2/m® — ¢y (—2mgy + ngr)?/(2m7) +

3¢2¢4(--2mez + 2ng2)2/m? — Bugaga/m — Angd /m 4 45]),

Estn es la Lransformacion de superficie refractante a séptimo orden de abe-
rracién parn p’(q,p) y o'(a,p) [PracT, Forest v Worr (1980)). Contiene 100 y 60
operaciones de suma, respectivamente. El cdleulo a orden de aberracién nueve fue he-
cho por Miguel Navarro Sand y ocupa catorce phginns de su tesis profesional {Navannro
SAAD (1085}, [INAVARRO-SAAD ¥ Worr {1985)]. La interfase entre el sistema muSIMP de
cémputo simbélico y TEX permite evitar erratos en estas expresiones.

3.8. La parametrizncién mas condensada de Ins transformnciones

En In Seccién anterior, caracterizamos In transformacion de superficie refrac-
tante por medio de Ins formas explicitas de q'(q,p) ¥ p’(q,p). Sin cmbargo, ésta no
es In forma mds econdmica de acerlo, como podemnos ver en el siguiente ejemplo, al
considerar el polinomio de cuarto orden

4 = alp|* + BlpPp-a + o [af* + &(p-q)? + ep-alal® -+ ¢lal®,
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o cmufmcu aorden’§, pues

“7iPodemos verificar. que, In trnanormncnén (p,q)

q -—4ﬂlvl2m ﬂlplzq. - 2ﬁn ‘ani =
B ”{'lnl’)) +a{—~ 4'1’" pnP;) SUL
R I(e Iplzq..n,) 4 {—2p-apisp;} (q. Ipf? i
Hoy %o a0 o lal e ) sy
=6,~,,-+a-0+/i-0»|-~~--(-nﬁ-0.

En ia Secccién 2.13 mancjamos una férmula similar para el caso de una di-
mensién. Ahf introdujimos los cinco coeficientes a, ..., € en una submatriz de 2x4 fuern
de la diagonal de la matriz trinngulnr superior que representé In accién de exp(f“l,c)
sobre el espacio de monomios reducido por grado. Aquf tenemos dos dimensiones y
hay 6 monomios de grado 3, de modo que ln submatriz es shora

transf. lineal aberracién de orden 3 %
24 26 2e € 4y Ipl
z [2%2} —dee -8 -28 -25 ~2y — \ ipl%a
sobre
s p-ap
k=3 o 1oxo) Pqq
' labp
{al*a

Evidentemente, es més conveniente manejar los 12 clementos de ln submatriz de trans-
formacién, que lns cxpresiones polinominles de p'y o' que repiten los monomios ]pl’p .
Pero, In parnmetrizacién mAs condensads de In transformacion son los 6 coeficientes

(o, 8,77,6,e.m).

Para el enso de la transformincién por vuelo libre vista al final de Ja Seceién 3.3,
a tercer orden la transformnacién explicita es

ipl’p

pg =P, a2y = a+ D4 2B ETR
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‘Al compm‘nr lon tormmm lmcnloq ccn ln serie de 1n Séccidén 3.6 constatnmos que fl2l =
~z[p{?/2n. Eleclcmento 2-1 do ln submatriz.de 2 x 6 aparece como —4n = z/2n%. Esto
nos dice que a’= -z/8u"', f= J=1=0y que ¢l polinomio de nherracién del
vuclo libre a tercer orden’es fltl = —z|p[ /8n

Pnrn ln tmnsformuuén rnfz. tcncmos n tcrcer nrden

Py —p + Z;znq— 263 |al?p - dganlal®a,

& Z)p[%q

) = =

Su formu mntr inl cs i

transf, lineal: "' " aberraciéu de orden 3 (q‘,

: ,(1‘ 2;1:1)‘ T =q/n 0 0 23 A4dun lp[’e

A \No i1/ |e 0 00 e/ 0 Ip|*a
R p.gp

I(ﬂ’p
Jal*a

Buseamos polinomios rl2] y rl1l tales que
(1—3) = exp{rhl, o} - exp{ri?l, 0} (p) .
q q
St compnramos los términos lincales vemos que 12l = 2¢n, os decir

(‘(_;) = cxp{rl'i]_o) (P + zgzuq) ]

El segundo elemento del bivector es:
a=q- ¢/rla?p = a~4afp’p — Alpl*q ~ 24p-ap — 26p-aq — 2vlaf’p —¢lalq
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¢ De'modo que concluimos que

26na 1 29lpf2a = 4znalal’p -+ 4ujala.

.\ compnrar. csto.con ln'cxprc_s'lén" para’p indicnda arriba concluimos nuevamente que
o =.=¢2/2n verifica: los coecficientes de los términos en Ipl2q ¥ |qi*p, mientras que In
comparacién de los coeficientes de |q|?q nos termina la lista anterior con

n=@n.,

Dn:ln misma man'crn, se ha trabajado » séptimo orden de nherracion. En ese
caso es. necesario-trabajar con matrices mis grandes, o bien deducir directamente los
cocficientes ‘de los polinomios de aberracién mds alld de 14, es decir, 110 y tl8l, Lns
ecuaciones a resolver, substitityendo w por p 0 q , provienen de

Wiz = exp{fl,0} - exp (1%, 0} exp(rit],0}w
=W 4 (rl"‘w}
+ {1, w) e (el e, wy) ,
+ 18wy el (e, wyy o et e, (e, wy ).

Con las expresiones para p'(p,q)[m ¥ q’(p,q)]m se pucden extraer los ‘coeficientes de
los polinomios de aberracién de orden 5 y 7. = EEERUIEPRE

3.9. Composicién de aberraci {MEXLIE) ;
La representacién de elementos del grupo de aberraciones de orden N = 2k — 1
mediante la notacién que usamons anteriormente,

5 {n'N', . ,a"",a"‘]; M}

donde al** o5 un polinomio de grado 2k = 4,6,...,N -1,y M es unn matriz de 2 x 2
(generada por un polinomio enadrético al?l = af2, 1] |p]? + a[2,2] p-a-+al2,3] q|?) que
describe In parte lineal de la transformacion, es In méis condensadn. En esta notacién
solamente tenemos que gunardar los euatro elementos de la matriz M y los coeficientes
alk,?] de los polinomios de aberracién.

Las transformaciones lineales puras estin dadns por § {0; M}, y las aberracio-
nes purns por § {a; 1}. Existen funciones en MEXLIE que concatenan dos elementos de
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grupo [H\Tl\ pmducir un tcrcoro

Sl M) 6 (b N} = G a1} 05 M) 6 (1:1) 6 (0N} TR R

=g {1} g (oM} G (bi1) 6 {o M g {0 M) g (05N}
=6 {ni1} § (D(M, b); 1}9(0MN) ‘ :
= g{nuD(M b); MN},

. donde D(M b) = (D(M7")|Tb = E(M)b cs In nccidén de ln rcprc
: ,lmcul sobre el conjunto de vectores con lo« coeflcientes; de ab: it
. reomo. vunoq en:la Sorclén 2.12,

Ln nprrnmnn ﬂ (gato) es ta opvrncnén dc cnmp()su'lou dc nborrncmnvs purnﬂ
§{a;1} G {1;1} = G{al;1} = G (e;1}.
: 'Azsépﬁmo orden ?lc aherracién especfficamente tenemos )

: c.;cp(clsl,n}vcxp(c[“l,o) nxp{c“],c) = cxp(nlal,o) exp{nlﬂl,o) cxp(nl’”,o)
X cxp{b'sl,o) cxp(b'uI,O} cxp(bm,o}.

El algoritmo para obtener el contnutador de exponencinles de operadores que no con-
mutan se llamna el problema de Baker-Campheli-Hausdorfl. Este se puede resolver
explicitamente para érdenes bajos, pera no existe una férmuln recursiva para hacerla
a drdenes arbitrarios. Escrita para los polinomios de grado 4, 6 ¥ 8 que nosotros usa-
mos, esta férmuln tmplementa ln operacidn § en términos de los paréntesis de Poisson
[STEINRERG (1980)} 5 s

Ml o alth g plt],

o] = A0l . 01§ gabt], iy,

8l = al8] .y I8l . {n“l, hlﬂl)

+ §{alY, (2l uilyy - 'l,{(a[~|],bl4l),1,[-1l)‘

El inverso de un elemento § {a; M}, es decir § {a;M}~! tal que § {a;M} x
G{n;M} ! = G {a;M}"! G {a;M) = G {0;1). Para transformaciones linenles puras,
In matriz se invierte: G{O;M}~! = ¢ {0;1\1_'}. Para aberraciones puras, de In
férmula anterior para cl0.8) concluimos, orden por orden, que

altl = —altl| al%l = _aldl, alfl = —al8 4 (al4] aloly,
Es tal que G{n;1} 6{a;1} = G {afa;1} = G {0;1} De su composicion, podemos
entonces escribir

§{aMy™t =g DM, a)M71)
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donde A(a) fue dellnida arriba por grados y a tercero y quinto orden de aberracién,
a'=:—n, Podemos verificar que lo requerido se eumple, pues

G {niM) G {miM) = G {alD(M, DML 8 MM} = g {abi 1} = 6 {01}
Finalmente, MEXLIE contiene funciones gque representan los elementos épticos

comitnes, comn son ¢l vuelo libre, In transformneién de superficie refractante, espejo,
vuelo ‘en fihra, ¢ interfase refractrnte entre dos fibras alineadas. Con estos elementos

{...y.Ins funciones de concatenncién se pueden componer los sistemas épticos, enlcular

el vuelo libre necesario para formacién de imAgen, y desplegar los resulindos como
dingramas de mancha [Correa ¥ Wour {1989)].
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4. Funciones de célculo simbélico

El paquate-de funciones para caleular y mancjar aberraciones a séptimo or-
_:den” para Optica geométriea que se ha desarrollado en el HMAS/Cuernavaca, se ha
i denominado MEXLIE y se considera que el paquete existente es su versién 1.0. Se
ha emplendo para diseiinr sistemas pticos axinlmente simétricos. El paquete MEXLIE
1.0 estd escrito en el lenguaje programable muSTMP. Corre satisfnctorinmente en una
computadora PC de 612 KB de RAM. El intérprete de pscudo-eddigo muSIMP es un
programa de lengunaje ensambaldor que ejecutn programas armados para su sistemn
de matemidtlica aimbélica en formato muSIMP. Este lenguaje ya es un tanto obsoleto;
en 1985 Miguel Navarro Saad y Bernardo Wolf habinn trabajado con REDUCE, pero
muSIMP representd una alternativa comoda para el trabajo de eseritorio, annque lentn
¥y poco interactiva. Bs factible que lns funciones sean reeseritas en otro intérpretes de
psendo-cadign como MATHEMATICA. Este capftulo enfatizard nspectos de MEXLIE que son
transportables de un intérprete a otro, tales como los cambios de base y su eflciencia
computacional.

En este enpftulo exponemos el resultado de la referencia {WoLr v Knroétzson
{1991)], sobre la eficiencia relativa de las bases monomial y simplécticen en Ins operacio-
nes de producto y paréntesis de Poisson de polinomios. Fue al efectuar las operaciones
implfeitas de {n transformacién rafz vistas en ol Capftulo 3, que nos pereatamos de
este problemn de eficiencia, En Ins primerns Secciones detallamos el uso de listas por
muSIMP para mancjar polinomios en el espacio fase de In dptica y sus transformaciones
bajo ristemas dpticos axialmente simétricos. Presentamos In constriuecién de la base de
arménicos simplécticos [Woiur (1986)], [DracT, ForesT ¥ WoLr (1986)] clasificada por
rango, spin simpléctico e fndice de Scidel, que clasifican tas aberraciones épticas [Wour
(19884)]. En estas bases dnmos Ias tablas de multipliencién y de paréntesis de Poisson,
y comparamos su complejidad computacional.

4.1, E! manejo de polinomios por cémpute simbdélico

muSIMP trabaja con secucncins binarins que son estructurndas en forma de no-

tacién prefija de listn. Por ejemplo, el polinomio en dos varinbles, py q,
= piSq+ Ap? = Dpg+ O + &g - §pa®
estard representado en formnto de fnput y oufput en pantalla como

7 F:P+50+ AP2-BPQ+CQ2+8P3QQ-1/2P202%
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e (P (B ) (A (TP 2)) (-1 BPQ) (v € ("Q 2))

(r8°(CCP.3) M) (r -1 ("2 -1) (P 3) ("Q.2)))

Ln rt‘prowntncmn dv polinomios en muSIMP in hincemos por medio de estructuras
de muh.lvcctorcs columnn, ¢n ‘este caso con dos {ndices, k y m (no considernmos los
iescalares k.= 0). muSIMP escribe vectores con una longitud que ncomoda a la iiltima
entrada diferénte de cero ¥y por tanto in salida es una listn compacta de todos los
“posibles polmomms. Tlacha In transformneidn del polinoinio F a su estructura de vector
'de mnnnmtn« ‘FV, formnmos el vector columnnn

77 =7 FV: MONDECOMP. (F, B):

Yo {1.
L TBY,
‘{A.
S
€},
{0},

T (N

La estructura de lista correspondiente os

? FV &

[H {1 B) ({A (+ -1 B) C) ({O) ({0 8) ({00 (+ -1 (- 2-1))N

Hacemos notar que la longitud de la lista que representa al polinomio es con-
~ siderablemente menor que Ia listn de output anterior, pues no se tiene que guardar ln
informacién redundante de Ins potenciag de las varinbles p y q ¥ sus productos, sino
rolo los cocficientes que nos interesan. Los cocficientes se guardan etiquetados por su
posicién en Ia lista. Unn posible desventajn es que en polinomios ralos en p (con pocos
términos pero potencias altas en q), la representacion vectorial guardard muchos ceros.

4.2. Polinomios en 2 + 2 coordenndns

En la dptica ordinarin de tres dimensiones =e trabaja con cuntro coordenadns
Hamiltoninnns con respecto a una pantalla dndn: dos coordenadas de posicién g =
(gz,9y) ¥ dos de momento p = (pz,py). Los clementos dpticos san transformaciones de
estns coordenndas, que en general son canduicns a cierto orden y no son lincales. Como
hemos visto en el Capitulo 2, su desarrollo en serie de Taylor conduce al desarrollo en
aberraciones.
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Los cletnentos dpticos pasivos transforman un objeto del espncio fase de rayos,
en unn imagen del espncio. El vayo (pa,qa) se mapen en (p;, ), ¥ queremos &ondcer
Pi(Pas G0} ¥.9i(Po, qu) en sus formns de polinominlea explicitns. ' Los mapeos de polino-
mios que hemos manejado en los capftulos anteriores son candnicos cuando restringimos
el'cdleulo n nn determinado orden de aberracién o rango |1eaty v. DrAcT (1989))],

~ Lins crintro vm'ml\loq dnt espacio [nse son (pg, py, q,, q,,) ¥ para ellns MEXLIE tiene
ns rcsorvnd:ls

“PXipg PYipg. 0K gz, QY Ty

“Nos mtcrn an Mmbn‘n lm dosnrrolloq de m-il(-mnq nsun(l.rncns scl.,lm conrdmmdm de

g PP’: b p,ll = :/—E(p, +‘ipv), v PM: opoe= \/2(11,,— vp,),

i

QP gy = 712—(% +iqy), - AM: g ‘_/‘é‘(’h:“‘i'ly)-

Aquf hemos tenido especial interes en sisternas épticos azialmente simétricos.
En ellos, Ins coordenadas del objeto y In imagen rotan simultancamente en torno al
cje, de modo que la orientacién z-y de la pantalln es en principio arbitraria. En los
sistemans épticos axinlmente simétricos necesitamos solamente py. y q; (PP y QP), dado
que los _’s son sus conjugades complejos. Las primitivas PP y QP son usndnas para
recobrar de sus partes real e imaginaria Ins coordenadas Cartesinnas. Pueden ser leidas
también wvectorialmente: un factor de P o Q estard nsocindo ap = (propy) 0 q = (g2, qy)
reapectivamennte.

Los polinomios que generan las transformaciones de Lie que representan siste-
mas Gpticos axinlmente simétricos, son polinomios en las cantidades enadrdticas |p|7,
p-a y laf?, invariantes bajo rotaciénes = - y, cuyos simholos reservados son:

P2: pP=pep = pipl = 2p4pe,
PQ: PO = e F PyGy = Prg- & PGty
a2: ¢*=qaq=qi+ '1,, = 2pyp-.

La transformacion de Lie generada por estas funciones nctiin sobre las coordenadas del
espacio fase {p,q) y produce imdgenes de la forma genérica

qd'(p,a) = o(p*,p-a,0)p 1 A% p-a,9%)a.

Una expresién similar vale pnra ¢l mapeo del momento p/(p, q).

4.3. Maonejo de transformaciones linenles

Ln parte lineal de Ins transformaciones canéuicas, como las que hemos manejado
aquf, requicre de un tratamiento separado al de las series de aberraciones, como fue
detallndo en In Seccién 2,12,
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2idealnradn’:

g ’l"umlmcnte, pm‘n aplicar In tmml’nrmnrmn CM
cmnteq FV dado como ejemplo en In secrién 2. 12 usamos una
sobre £15 parn dne /14 = ﬂ‘MTIk Asi, sobre FV. [1]: = (F

? FPRIME: APPDMATR (INVH (MAT), 1/2, FV [11)3
0: {dF [1,1] - ¢ F [1,21, o

. -bF[1.1] +aF (1,2} . : : S
donde INVH es ln funcidn que invierte s mntnces unimodulares. de 2'X 2 Sobre ol‘
veetor FV completo, In nccidn Cpg : £+ ! para rangos k hasta 4 (= %, . ,,2), es

? FVP: {APPDMATR (INVM (MAT), 1/2, FV [11 ),
APPDMATR (INVM (MAT), %, FV [2] ),
APPDMATR (INVM (MAT), 3/2, FV [3} ),
APPDMATR (INVM (MAT), 2, FV [4] )}

4.4. Coordenadas del espacio fase en sistermins axinlinente simétricos
La descripeion de sistomas axialmente simétricos en dptica de aherraciones re-
. quicre de tres variables que son invariantes bajo rotaciones de la pantalla airededor del
cje dptico: .
2 2 2 2 2
P’ = p: 4 py P = pzqr - Pyay, ¢ =q%+ay.
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g Crwh r -wi‘ _sen w,
Son invarinutes hu_;n mlnrmnoq puc-z ( ",) ¥ ( 7. =,( 08X L) (e,
wy w! —sen . eos a )\ /|

n-si "‘llﬂlnﬂﬂ. ;

donde.w cs p ya, lnn tro: vn.rmhlrx 1S lrumformnn

(a b) (p) o (np + bq)
Ne d/\dq/ “\ep+da/’

# invarinnein del Petzval bajo estas transformaciones

‘I‘l:)(“f’y" bqu)—(rry Mrlu)(nn:+bru) = {ad—be)(qzpy ~ qypr) = axp.

iente;” notamos que el Petzval estd relacionndo con las otras tres coordenadas
(1%, p-q;4°) por una identidad vectorial:

(pxa)? = p2¢? ~ (p-a)?,

pues se lee sen 2z = 1 - cos? x como coeficionte de p2¢?.

De estn manera, pasamos de las coordenadas 4-dimensionales del espacio fase
(Pzypyi gz ay) ® Ins 4 coordenadas cuadriticas (pz,p-q,q"',qxp), que son invariantes
bajo rotaciones. Més ntin, para transformnciones lincales se respeta In guperficie q
P = constante. La naturaleza de estas superficics (sub-variedades) invarinntes se hace
patente al usar Ins varinbles bisicas:

& = 50" ~ 4%, &y - (€1 -+iky) = --v .
& = 5007 ), o = €3 = p-a,
fa=p-q, £ = Ji(fl_;fz)fz}iqzy \

en un espacio € = (£(, €2, €3) € WP, La norma de este 3-veetor es el radio de Ia esfora
et e & =l - 2606 = (p-a) - Pt = —(axp)®.
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l"stc Tﬂ(!l(l o8 i ‘fnvariante, como vimos, bajo el grupo de lns mefnrmnvmncs lmonh-s
de.py q,5p(2, M)y es (mmwﬂ) el Petzval, invarinnte de ln éphica clnwu‘n |‘: TAVROUDIE
(1912)|, [DrAGT (19082)).
. - Hacemos notar que-ln transforinncién de lns coordenadas (]ﬂ,pd], q,’) a lnﬂ
- (&4,.€2, €3) o8 una transformacién lineal complejn. Enu el espacio 3-dimensional e“, trans-
forinnciones lineales. dejan invarinntes Ins superficies de las esferns €2 = constante, que
hemos llamado {Wour (1988b)] In segunda csfera de Descartes, 'En ¢l espncio fase; el
invarinnte correspondiente es £2 = (p- q)2 < p2¢?%, un hiperboloide. Muelio de lo que se
dsa en 6pticn.de Lie aprovechn precisamente el truco 'de Weyl [GiMore ‘(1078)) entre
Sp(2; R} y SO(3) (como complexificacion el uno del otre) para aplicar.In teorfa simple
y conocida del grupo de rotaciones, arménicos esféricos y matrices D de Wigner, n'los
desarrollos del espario fase en series de abereaciones,

4.5. Lo bose mononiial ¥ st répresentncién vectorinl

Coxmd«-rnmnq polinomios de In forma A(p?,p-q,q%) en lan vnrmblos del Mpnrlo B
dc E (3 !T?‘, de grado 1 < k S kying, ¥, qu eseribimas eomo sumas de monomios:

=) (o )*“(q’)"-—z(""" V’s”'e""e"‘ i

’ “khkn,k

len sor nrrcglndu como

" Lng :u_mins pui o
‘ ‘ A"f(k |»;"?n; :

);A"k ,4,'kn,k' :

kmu ke l)(kn)
L,

! AM[E ] Mk. ,A.,.k_
I:- coom=]

donde los troq lnrhcoq k. ,Io,k,. dan lugar a h\ pnrn_m de valores k,n por mr'dln de Ins
relaciones . L S e .

k= kg b ko A Fey n=4(ko k) (ko ko 1) 4 ko L

Llamamos, como antes, & al rango de un monomio. Para rango k = 1, n =
1,2,3 tencmos los monomios ki kpk— = 100, 010, 001; los elementos del vector son los
coeficientes de p2, p-q, vy ¢%. respectivamente. Parn k = 2, n = 1,...,0 reglones, los
indices monominles 200, 110, 101, 020, 011, y 002, estin arreglados lezicogrdficamente,
en forma decreciente sepiin sn orden numérico, 200 > 110> ..+ > 002.

Como ya vimos arriba, representamos el polinomio A en la base monomial por
un vector columna de dos niveles AN | cuyos elementos contienen los coeficientes; el
primer nivel es el del rango k == 1,2, ... kpax, ¥ ol segundo anmera lexicogritficnmente
los renglones con n. El mimero de componentes 1t en los rangos k = 1,2,3,4,... es
Noax == 3,6,10,15,..., %(k 4 Yk -+ 2}, como los nimeros triangulares. Para deseribir
nborrnrwnc: Gpticns delorden A == 2k -1 = 1,3,5,7,.. ., requerimos de polinomios con



3,90,19,34,..., 6L(k2 - 6k 11) sumandos distinguibles que son tas componentes vec-
torinles en nuestra representncidn. Bliminamos el nso’explicito de terminos constantes
(los cuales corresponden nlrnngo k = 0) porque estos no participan en In caracterizacion
de 10s elementos ‘épticos; uestra nplicacién principal; su inclusién no altern significa-
tivamente nuestros ulgbritmos, bisicos. Para rango kpax = 2 (aherraciones épticas de
tercer orden) el arreglo de estns nueve componentes es

AM[L, 1] AM(1,0,0) »?
AM[1,2] AM(0,1,0) pq
AMIL,3) AM(0,0,1) 7
AN Y [ 4M(2,0,0) Rk
A= AM[2,2] = AM(1,1,0) , coeficiente de { p?p-q
: AM2,3) |} AM(1,0,1) v2q*
AM|2,4) AM(0,2,0) (p-a)?
AM(2;5] AM(0,1,1) p-ag’
AM{2,0} AM(0,0,2) (49!

4.6. ' Ln hase simpléctica/esférica en una dimensidn

Bnjo transformaciones linenles, como vimos, los vectores anteriores se transfor-
mnrdn medinnte nnn matriz de 9 % 9, dingonal por bloques, con submatrires de 3 % 3
y 6 % G sobre In dmgmml Sin embargo, notnmos que entre los monomios existe In
combinacidn linenl p 2 (p- q)‘ = {qx p)?, ¢l invariante de Petzval. Por ello, In
submatriz de 6 x 6 dcl)e a sit vez ser reducible a una unn submatriz dingonal de 1 % 1
y ¢l resto, unn aubmatriz de § x 5. Bn estn seeridn utilizamos estn propiedad —y la
correspondiente para k’s mis alins-— para reducir las matrices 2 a submatrices dingo-
nales mis pequeiins. De este modo encontraremons una bage para los polinomios cuyns
transforaciones lineales son ds clicientes para eémputo,

Rerordemos que en ln Scecién ‘2.7, parn g y p en una dimensién. (y A = 1),
introdujimos las funciones

L.= .5)» , Lg = %pq, L. = iqz.
Identificnmos el dlgebra de Lie sl(2,R) f;enemdn por las L's:

{Lo.La} =Ly, (LI-L } =2Lo.

Todavia.en una dimension, rnrnrdcmnq loq monotios de la Secclén 2, 12 ’

Xio(pq) = ' ’"q""‘v

Estos monomios se tr'\ml'ormnn entre
Poisson) del dlgebra:



,] Fmil 7—m—l

(rll 3 m} l"“(l’“'" l’ '"') = (7 m)]

. aseenso

-\m(ﬂ.q) Si ronorcmm
do mmmmms 4\’ XJ'

: lmstn Hegnr nl mmmmlo mun Im]n, 4\" All[ h:rmmn el mulhplofc, pues si aplicamos

": nuovmnnnta el opvrndor de dcﬁrenqn, llr‘gnmn-x n {L-,.\ ) = (). Correapondiente-
montc, ln ﬁmmun de “peso mis alto” que hemos utilizado, .'\" = p2, puede ser roco-
noculn por. su.propiedad de ser aniquilada por o operador de ascenso, {L;, X2 ) -

“ Mecordemos finalimente que In exponencinl de estos generndores del nlf:chrn de
“Lic'? cxp{n v L b aoLg + o L 0}, produce una trmlsl’nrmncir’ml finita dadn como una

matriz de 2 % 2, M € SL(2,R), representada por las matrices D"”'m,(]\l) de dimension
{27 4+ 1) 3 {27 4 1) vistas en la Seccidn 2,12,

4.7... La base simpléctica/eslérica en dos dimensiones
Ahorn bien, en dos o wis dimensiones tenemos la misma dlgebra con las fun-
ciones invariattes vistas en la Seccion 4.4:
».
— 1 2 P | I 2
Ly — - glpl, Lo =~ 3pea, Lo = glaj®
Aqul, L ¢s ol operndor de descense que podemos usar para generar el inultiplete de
funciones de trea variables (,12,;)~q,qz). Las funciones de peso mis alto que podemos

. Bn .



reconncer:son p“ = (Ipl2)7, (qxp)zp"(l 9,0, (qxp)z"p!“ 2"), Sy hnsta (qu)’;
cuando 7 == 2n'cs puryy (gxp)?- Yp2, 8i § =20 -+ 1 es-impar.. Los factores (qxp)”‘ =
[qlp" ~ {p-g)?|™ son’ invariantes del griipo ¥ del nl;mhm, pues (L,, (q{tp)

=0, £. Por:cllo son ‘polinomios.de peso mis alto’ {L, (g xp)’"pz“ !

= =
' Cada uno de estos ‘polinomios mis nltu% sirve parn. gcncrnr 8 multip\lcf\.é_‘me—

dmutc L. Los pnlmmmm de_log multipletes ane hvnnn el inikmo rnm,n (grado de:

hnmnpnnoulnd an p ,rpq,q 2y quednrnn dnnntnduq pnr

)-—()pnm R

g Mk.. ok 1 (~1)"“1"’k_.,«~n. .
NI (6 pea, q?) o KX *p-a¢?

Anotmomm los polinomios solamente p'\rn m> () lo P lint m n < () sou obtenidos
de lailtima transformacion. S : -

Las funciones &k = 2 son Ias W-ucrndnrw de Ius nhcrrncx

s de tercer-orden; ostas
consisten en un r|n|nhxplnlv A :

2x? =262
Xt = Vaesd
RIS (VS + &)




‘y un _ainguléte: i

'dc u

“Las ﬁmclonea
dcacomponcn on‘un nonuplcto

Lua flmclonea
septuplote

"‘.2‘4 =4€4
: ’13 -—2\/_5+EO

~4‘2

¥y un singulete

4 son’las gm\nrndorm dc tns nbcrm

o = ded e+ 3eked)
xf = 3VaBE ok~ 26488
,‘ T = selel v 126 e

un qumtuplrtc fuctorﬂnhlc

= Uh =t

’ .x}n“; 218 ‘Z,i., . m-— 1 0 :

= Magos .

‘_‘ = Msjo,

:41(()) =

4.8, Los arménicos simplécticos

Parn k, j, m generales se obtiene |[WoLr (1986)]

kyi o e2y(k-q)p (Em)( —m)lo 1
Xl = (£%) SmlTa7 — 1)

ntn
3

uinto-orden. Constan

s’ (:]cl""u!p'tim»b-ordcu que se

“+ § M0,
- $M 30,

g,

e )l U_——r;z —2n)! v

=1p x qf*

El factorinl doble 21 es 1.3

2"‘(2j i

-o parn z impary 2.4

w GFm)l(F ~ m)! Z _1_. (',2)m-0 n (p.q)f—-m~2n (qz)"
200 (m - )l (7 — m—2n)! nl

-z parn = par. Parn j = k,

{os coeficientes monominles de I,,. tienen la propiedad de que sn suma es In unidad;
constituye una huena forma visual de cotejar resultados,
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De hecho, (";tn bnse "Im (€)es proporcmnnl aln bien cunocxdn (I‘llFl)FNllAnN ¥
: Lcmm( [STETNE hnqe de nrmémm vsl'énros,aéhdos y (E) Lu relacidn quc existe es

)/2\/47r(21 +1) (] m) (7 ——m)l
o (2] - l)!l

Vi (E).

(Afh, _ko,k_) dmlns arribn_ So

l.l’ (1080)]

'dorillfi los dos:indi

s y ln ‘suma’ solnmcnte se efectiin sobre 7. = k, k= 2 1 ) a pnm k mpnr o par -
respechvnmonte ,(k —7) es un entero. Los cocﬁcwntm Lk'_ pucdcn lmllnrnc de
Ins relaciones de recurrencia de tres terminos [WnLF (mao)[ en cl (ndlce v

(k= 2w )k = 2w = m = ) IR,

= (2(k= 20 = m) (2v.A- i 1) 4220 = (7.

+ dv(v + "')Lk‘(Ju"—‘l)' B

donde : S . SOl
k(u) (k..,ko,k )(u) (v+m’,k'~2v—m,’u).,’

Ln recurrencin tcrmmn cuando v'= 0, con

e R G

Lm,Qk.—-mn A= G=ml (k177 I
. Por ejemplo, para los valores k. = 5, kg = 2y k— = 3, vale . W
Myzy = (p")*(p-q)2(a®)® = — i 1°xF -+ s 100+ 111009 4 35 10 4 10O
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4.9,  La bnse simpléctica bajo transformiaciones lineales

Las funciones de la base simpléetica se pueden usar para desarrollar los mismos
polinomios A que usamos en In subseccién anterior. Ahora las escribimos. como la
sigu'lcnt‘c sumn: g

kmax 100 )
A= Z 220 Ak, m) ke,
Fok-2)y m=—j

k=
[ “[k/2||1 2541

E Z L AS {ky uJ,nm] r"ll

ng=l nm=l

~donde: + : 5
PR R ) B W e

- Lm cocficientes de un polinomio 4 en la‘base’ sunplérhcn. con trcs lndu'es. s
colocnn en vectores columnn de tres mvcles, k, 5y mi Parn k= 2, cl arreglo de los
nueve cocﬂnonteq es como sighe: VO e .

[ A%[1,1,1) A3(1,1,1) ‘ 'xi

A%1,1,2] A%(1,1,0) ‘):,l

A%[1,1,3 A{(J 1,-1) X2,

A%(2, 1, (2 2,2) oF

A?—: = AS[2,1,2] = A% (2,2,1) coeficiente de { 2v¢
A5(2,1,3] A45(2,2,0) ’,t,g

A%12,1,4] A5(2,2, 1) 2xél
A%2,1,5] AS(2,2, -2 22,

(4%12,2, 1)) (AS(Z‘O,())S 2B

Al trabajar con polinomios y sus representaciones multi-vectorinles, hemos des-
arrallado una serie de funciones en muSIMP que nos permiten manejar los polinomios
ya sea en forma explicita con las tres varinbles reservadas P2, PQ y 92, o mediante sus
representacinones vectoriales monomial y simpléctica. Podemos convertir libremente en-
tre fns tres formas hasta un rango mfximo especffico (1 orden de perturbacién) que no
cstd acotado.

Las dlgebras (2, M) que generan Ias matrices (L'{ Z}). son isomorfas en 1, 2
o mds dimensiones de In pantalln en el espacio 6ptico. Su exponenciacién al grupo
SL(2,M) produce las mismas mntrices Dm‘m,(l\'f) sobra los multipletes de ln mismn g,
sean en 1, 2 o mas dimensiones, Por este motive no necesitnmos repetir ¢l edleulo para
obtener los elementos de las matrices en 2 dimensiones. Sabemos, ademds que de cada
nivel de rango k, Ins matrices D estardn redueidas por bloques segiin los valores del spin
simpléctico ;. Sabemos, finalmente, que estos bloques son frreducibles bajo In accién
de! grupo si{2,R) es decir, que no es posible encontrar una base que reduzen afin mids
estn estructura de bloques.



La matriz lmJo ln cunl sc trnnsl‘ormnn los vcctorcs en su dcqcomposxcmn atires -
niveles mmtrm]n nrrlhu, pnm ncphmo ordcn de nbcrrnmén esi: et *

El niimero de clérmetitos de mnfnz que no son coro e lna dns hnqeq ea:

BASE ORDEN 1 ORDEN 3 ORDEN.5  ORDEN 7 k = ©o,,
MONOMIAL 9 36 100 225 ~ k4
SIMPLECTICA [} 26 58 107 ~2k3/3

4.10. Tablas de multiplicacién de polinomios

Simbolicemos con A y B dos polinomios hasta cierto rango k, y con “o” una

operacién binaria, que generalmente es no-linenl y no-commutativa, a un tercer polino-
mio C = Ao B, también a rango k. Los clementos tabulados, resultado de la operacién
entre los elementos generales de los polinomios A y B son los objetos de nuestro interés.

En lo que concierne a la éptica de Lie, las operaciones que realizamos son In
multiplicaclén ordinaria, el paréntesis de Poisson y In composicién de grupos de aberra-
ciones. La multiplicacién se usa para obtener el desarrollo en serie de la transformacién
rafz. Al introducir este desarrollo dentro de la férmula implfcita que se resuelve para
@(p,q) es necesario obtener repetidamente [q|? para érdenes erecientes de aberracién.
En ello se emplean los algoritmos que trataremos en esta seccién.

La base monomial

Para efectuar la multiplicacién ordinaria (bilineal, conmutativa) entre polino-
mios, ln base monomial es Ia m#s ndecunda. Esto se hnce evidente por la simplicidad
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' .yc;, v u,,x. PR

< Ln tnh]n dc mulhplicnr en “oxin bn.sv, parn el ‘cnso general A = 3 AMM..,

: D S BMML Y C = AT B E T CMM..., eapecifien los cocficientes CM(k.y ko k=) =
C”ll.,n] de eada elemento del vector como las sumns de praductos de un' coeficiente
AMy uno BM; que refleja In bilinclidad de lnoperacidn. Usamos In notncion del arreglo
(vector eolnmna) de componentes de In Seccién 4.5 y para reducir espacio; escribimos
AM(ky:, kg, k..) como A',‘:‘_ kok= ¥ u5amos los delimitadores de vector columnnn {---} como
o hnce muSIMP, Podemos escribir el resnltndo de multiplicar dos polinomios de rango
k = 3 de In siguiente forma:

o, = ({0}, para 100,010,001,
C”i&n = (A'f},uﬂ‘?('m. N
c o~ Ao Bito + Aon Bja.

c o A :u B i\n 4+ Atbo Bliots
Can = A 10 nu

C§i| = A uuﬂg 0 + A0 B
Cooz = A Bdon b

;)n = (“?\‘:m "2(‘10 t "‘l%unﬂm N a
10 = b0 B0 + Afha BYjo + f‘nn”mn A% o
= Ao B + "ml ”mn A Ao BGh1
- Ajo Do - {unn o+ Ao D5jo
1 AjroDjog f‘unn o b AT Bt Ay P - ATt Bihe
! "‘szl} o 1 Amﬂnnnz + "lbl Boot-
0+ ASan B
|
+
§

M pM MM MM
Agl,(,n il - A;\,(“ UR o b Agl.z(,nk 1
- AdoaBojo -+ Abin Biing + ARy Bior

I" = Al Bgy - g0270)
A()()'Z’J“()l ) )

— M M
Coy = AGbi Bie -+

Lns primeras tres componentes, O, ("(“n- y b1, valen cero parque el producto de
polinomins sin termino constante comienza con rango 2. En efecto, todo polinomio
moédule un rango finito k. o8 nilpotente. (‘umuln las constantes aditivas A}‘,’UO son
necesarias, ndicionamos AN B, - AM B, & CM, en lugar de escribir In tabla con
dos o mis sumandos en cada linea.

El niimero de términas ABD, tanto de vectores base como de monomios en la
tabala de multiplicar consideradn a rango cinco (noveno orden de aberracién), es de
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manera tabulnr

: RANGO k'= 172 3,455
NOMERO .DE VECTORES NASE . 3.6 10 215721
: T DIMENSION AcUMULATIVA 30 10 7Y <85 .
. L TERMINOS EN LA MULTIPLIGACION MONOMIAL 0.9 306; : 06 ..120
en LONGITUD AGUMULATIVA 0» 46 Ml 201'7 o

Dndo quo ,‘cn Iu tnbln dc multiplicacién todos los cocﬁnenth de AB‘son uno, Ia com~:
putncnén nvolucrada realiza solnmente sumas de productos.’”

L

La bnse s!mpléctlca

La multiplicacidn de clementos de la- base simplécticn no conduce a términos
s:mploq como In multiplicacién nrdmnnn Se expresa mis bien como una suma sobre los
valores del fndice de spin simpléetico 5%, permitidos por el rango total & = k1 &' > 7,
por el ‘mimero magnético’ [m + m'} € ;" y In exigencia de que k — " sen par. La
estructura de composicién “x” de los veetores base es como sigue:

s

ko ~ 1 Koyt

X x x]n’ = 'Z‘ [Y Gy om, i) tr ‘rmlm"
=l

Los coeficientes X8(4, j', m,m'; ") son nitmeros racionales que pueden ser obtenidos de
la relacién de los arménicor esféricos con las matrices de rotacién en terminos de dos
coeficientes 37m de Wigner (ver: {BiEneNiARN AND Louck (1981)], ecuaciones (3.138)
v (3.189)). La complejidad de cileulo de esta expresién se incrementa rapidamente, lo
cual limita su manipulacién. Es por esta razén que armamns una tabla anfloga de tres
niveles a In tabla de multiplienr de base mononial, que ngrupn los multipletes de apin
simpléctico de la siguiente manera®

cls!m:({(“}): para m = 41,0, ~1,
322 (( (IIJBJII'
321 = Af oDy + 4 éu 5"" s
220=A§|131u"‘ 1108110 + 4111 By
Ciy = A;n”fm + AT By,
Cy = Ay Biy
Ch = {2/343,, 81y - 45108510/3 + 2/34%, B3y 1 )
Ciss = {( Ay B 4 Azzznm-
Aun”zzz + A3 n”zu -+ A‘nlnyl + Azzzﬂ 100
Gy = A3y Diog + Af1g B3y + A3y Bifge + A3e0 D1y + A221D 6+

* Para mnnLrnrr Ia uniformidad entre Ina columnny, md:cnmas tndices m-gnuvon con ln s subrrallndoas:
~t=1 et : AR
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C3p = A3y B3y -+ A} 0By + A,“Dﬂ, o+ Afgy By + AgoBjo -+ AmBul- :
Csu_ = Ay Bigy + Aj1p BRyy -+ A1 By + Ay By - A3y B1p + 430 By
S5z = A?uugu + Aty D3ag + Aday B ig + Ay By, :
C8sy = A%y Blag + A3 By ), : T
D C81y = {A/5AY  Blay ~ A%1oPu0 /5 4 A1 Bloo -+ 2/16A4%1 Dy + A%0a BTy

+ 2/18A850 0%y ~ Ay D10/ 1 4/54390 Dy, -
G0 = 2/8A%, By, + AT 1gBop ~ 4/15A% 10 B0 + 2/-”‘111”221 Aznupuo
1 2/6A3,) DYy — 4/15A5,0 819+ 2/5A3y By,
Gau = A%, Biog + 2/15A%4 By - Af 10032y /6 - 4/543,1 By "‘2001J
4 4/5A399 B4y ~ Ay BY 10f5 4 2/ 15439083} 1

Nuevamente, las tres primeras componentes C“," valen ccro dclndo a que mlestro
polinomio comienza con rango 1.
El niimero de términos AD que se encuentran prcscntcs en-la: tabla dn multi-
plicar a rango cinco, para esta base son: .
RANGO k (sPIN 5) (1) 2(2,0) 3(3,1) 4(4.1,0) 5(5,8,1)
NUMERO DR VEGTORES BASE 3 6{5--1} 10(743) 15(94-6-+1) 21{114+7+3)
TERMINOS EN LA MULT. 0 12(913) 54(30+24) 16B{67-+T7+12) 222(704-08154)
LONGITUD AGUMULATIVA O 12 a6 222 A4
Los coeficientes de los multipletes § = &k valen la unidad en estn dltima tabla de
multiplicar, en tanto que los cocficientes de los multipletes degenerados 7 < k tienen
valores fraccionarios.

4.11. Tablas de paréntesis de Polsson

El paréntesis de Poisson [GoLpsTteiN (1963)] es una operacién bilineal y anti-
simétrica que actiin sobre funciones annlfticas y polinominles, segin tratamos en la
Seceién 2.8. Los paréntesis de Poisson contienen las varinbles derivables que realizardn
el paréntesis de Lic, que es exactamente ln regla de composicion del espacio vectorial
de funciones.

El paréntesis de Poisson de dos funciones A(&(p.q}) y B{é(p,q)) cnx;:\timyc
una tercera funcién

(Apy = 2AOD  AOD DAIB _OAID
Aqmdpy g dpz I Aq  Ip2dqa
2ty (20 289D) o, (A9 21 31
*\38, 8¢, " 9808 ) T T \BECBE, T B BE-
26 JA OB A IB
T\8¢-0¢ o IE-
que, como mencionamos en el Capitulo 2, obedece la identidnd de Jacobi y sigue la
regla de Leibnitz.
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. -El'interés que encierrn’ ol nmnr\]m‘ ollcmntcmcnte cstos pnr(nfum para Ias fun-

ciones A y I ropresentadas por vectores de'dos y tres mve]es, estribn en que constituyen

- os chleulos principales nl.aplicnar loq mctndos de Lle a prob]emnﬂ de perturbacion de
ordenes nltos. ¢ .

Denotamos por Ak, Bk, . polnmmms de ralm:to rango -k, homogéncos de
grado k en las componentes £y de grndo 2k en’ el espacio fnse de lns varicbles {p,q).
El paréntesis de Poisson involucrn prql}u 0s de primeras derivadas y tiene In propiednd

en particular,

—Mlom Io'“l”"l=Mum: rl, = q? = Mooy,

- cierran bn,]o esta operacién de pnréntuﬂs, y coustituyen el dlgebra de Lie de tres-
dimensiones ap(z R), llnmnda &lgebra real simpléctica dos-dimensional.

: Con los clementos base que hemos usndo construimos el paréntesis elemental

( lx.l R lx_l ) 7’.,2 “.,q q2

. bg H 0 ——2;»1 —-4p q
Epeqs -2p? 0 --2q%
q%: 4piq  2q% 0

0, cn monomios

{ Moo, Moo} = ~2Mioo,
{Mo1n;Moo1} = —2Mgoy,
{Mooy, Moo} = 4Moio,

{‘r(} ’ II,L) =2m ‘IJU ‘ L
Ul ey ==t

Tl mapeo en N* x N% = B de C; = {A1, By}, tanto en la base monomial

coma en la base simpléctica es dado por In tabla
= 248, M — 254, BYY
] uo 100 o0 og00
Ch‘ ‘Mnm 5‘00 - 4A§nn”u£nv
Com = 248 Bt — 24550 B -

Bl Algebra sp(2, R) es ¢l miembro degencrado de baja dimensionalidad de varias
familias del flgebrn de Cartan, [Gumors (1978)], denotadna como sp(2,R) = 90(2,1) =
su(1,1) = sl(2,R), representn el grupo pseudo-ortogonal en 2-|-1, el grupo pseudo-
unitario en 11, y el grupo especial lineal de dlgebras en dos dimensiones, respectiva-
mente.
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Al efectunr -l paréntesis de Poisson entre un polinomio de rango 1 y otro de
"rangok, el resultado permanece n rango k; recordemos que {Ay, B} = Cp. Por cllo,
- el subespacio’ vectorinl de polinomios de rango estricto k es un fdeal (es un espncio
homogéneo), invariante bajo ln accidn del operador de Lie {A,,0} |STEINDERG (1984)].
La suma directa de todos los polinomios con k > 1 es por tanto reducida en sub-idenles
nivelados por k, cnda uno invarinnte bajo el dlgebra de operadores y, més importante
adn, todo el grupo de Lie de Ias transformnaciones lineales simplécticas del espacio fase
* estd reducido. De esta manera en la notacién vectorinl que nosotros usamos, graduamos
por rango la operacién de paréntesis de Poisson, como sigue:

C Ay By {A1,B,} .

C A By {A1,DBa} 4 {Ag, B}
Cs|=(jAs|,|Bs|}= {A1, D3} + {Ag, B3} 4 {As, By}

[ Ay Dy {ALDBy} - {A2, B3} + (A3, B} + {Ay, Dy}

La base monomlial

Para minimizar el tiempo de cdlculo que emplea la computndora en substituir
-“recursivamente funciones polinominles explicitas y distributivas, nrreglnmos de manera
tdctica los polinomios, tal que estos tengan In estructura de lista de una sumn de
términos. Cada suma de término constituird una sublista con coeficientes (que puede
ser numéricos, simbdlicos o vacfos cuando son unidad) y un conjunto de identificadores
reservados para los indices monomiales. Ta propiedad de hilinenlidad

{A,B} = -{B,A}, {aA - 8B,C} = a{A,C} -+ (B, C},

requiere de un algoritmo que efectie descomposicidn recursiva para expresar los parénte-
_ 8is como una suma de paréntesis elementales de Poisson entre los elementos base.

Para la base monominal tenemos la siguiente expresién cerrada del paréntesis de
Poisson

My ok s My, g e b= 40Ky — B kUM b g kg b e bk 1
+ 2(kokly. — kKl 4 okl — RoRLIMy | fht ko g k-t bk
En particular,

{M1o0, Mg, kok.} = —84k-Mp, koy k-1 — 2koMy 41 kg—1,k-
{Mo10, Mi, ko k- } = 2(kp — k) Mg, ko ks
{Moor, My, ko k_} = 4k My, g kosr k. + 2koMp kg1 k415

y notamos que el paréntesis con el invariante (px 7)? es igual a cero;
{Migr — Mozo, My, pok.} = 0.
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Cada paréntesis eletnental de Poisson entre monomios produce dos, uno o ningiin mo-
nomion, . Con esta tictica tenemos una forma corta de escribir paréntesis de Poisson
simbdlicos en funciones muSIMP, pero cs evidente que In recursién de tales funciones
se hace mas lenta cuando los polinomios no estén dispersos pero son ‘arbitrarios’, por
que nna proporcién creciente del tiempo de cdleulo se usa para administrar el drbol de
recursién y porque el resultado (oufput) avin debe ser escrutado para colectar los coefi-
cientes de los vectores de In base. Por ejemplo, no es posible usar Ia primera igualdad
de la funcién de Poisson, dada nl principio de esta seccidn, para calenlar Ins cuatro
componentes Cartesinnas de funciones escalares {usadns en éptien con simetrin axial);
por esta rnzén empleamos las bases £; dadas en Ia ségunda ignaldad de la funcién
citnda.

Examinemos el ndmero de términos en el paréntesia de Poisson de Ay con By,
Bj y B, para lo cual emplenmos lns componentes k = 1, del caso particular para
monomios dado arriba, que serén los clementos CM de la forma tabular. Ta cuenta de
términos al resolver en el paréntesia es "

t 00 211000 3.2 .2 1 1-1. 0 0 0 0

0.1 0 o1 02 10 0 1.0 2.1 0 3210

(AL, M.} 0 O 1 001 0.1 2 00101 201 2 8

100 : 011 01 1121 0.1 1 1.2.1.1 2 21

010 1 01 t 1.0 0 1 1. 11 1. 0108 1 1

oot 1 1.0 1 2-1 110 2 1221 1t 1.0
tatal: 6 . 1

otal: 16 . : total: 52

¥ la cuenta para C; = {A[, By} es 52,

Como los resultados que hemos manejado en estn seccién se despliegan explici-
tamente n k. = 3, escribimos la tabla de paréntesis de Poisson para Cs = {A3,Bp}:

Chlo = 4AY B, —4A“013“0,
ﬂ’g = 8“’(}3‘l Ego + 8l mB'ﬂm ~ 8480, B85 ~ 848, Dby
Ci?l =4A"' —_ 4A200D I 1 .
o= BAuHBzr& "41403\?1111"0'“41015110“'Muo nzo;‘mun the — 840 Bb 1,
01}1 = 10/1002 D00 + 4Arul Oiio = 440801y — 16450 Bhb2,
Ci‘ 2 —4A0 11(,~4/1, oBbhas
Coyp = 4A" — 4AY B(,
ngl —8’12’)23 0"‘4‘41“1 izn T 4/1(1‘1”1()1—4"0105 — A O8] - 84Y30 Bhbas
Cota = sAuuzl’uzu + 8Aun25w| — 8AGh Bz — 84301 Bives
Cbbs = 445628011 — 448} Ddhe-

El nimero de elementos en Ja tabla, para orden de aberrpcidn sicte, rango k = 4,
se obtiene de C3 = {A2, B2} como indicames anteriormente, y de Cy = (Ag.Ba} cuyn
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forma cxplfcitnL omi‘timos.; Estos sori:

1LETeN0 00 8 e 2 e e o e

L0200 500 040 2052 1080 200100
01707120 0 107120 172 3,

PO B SR T IR T T A U S TS NS 2R TR

HORPINE B S AP ES IR R T W T B R '

- S0 O 0 0
1.0 0.1 .1 1.1.1 1010 111

2 1-1 0.1 2 2 2-°2.2 21 1-1 1

2 11 10 71 2 122 11110

tatal: 34 tatal: 72

Como parte de la estructurn para graduar por rangos, podernos contar totales
para esta base n rangos k = 1,2,3,4. De Ia tabulacién de totales parn el préntesis de
Ay con By, By y Bg, sabemos nque el rango & = | involucra solamente 8 términos; a
rango estricto k = 2 se involueran 32 términos (16 para {A{,Bg} v 10 para {Ag,B});
k = 3 entraiin 2 x 32 -+ 34 = 08 términns; y k = 4 debe contener 2 x 52 4-2 % 72 = 248
términos. La eomplejidad ncumulativa se encuentra mis adelrnte, en In Seccién 4.12.

La base simpléctica

El paréntesis de Poisson cntre fos monomios de In base simpléctica "I,’,,‘ se
expresn también en términos de una formula cerrada (extensa) que relaciona los coefl-
cientes de Wigner 37m (ver 1n referencin [DraGT, ForesT, v WoLr (1986)], equnciones
(7.14), (7.21), ¥ (7.52)). Ln estructurn es simple y tiene In forine de una sola suma

Ji'-1
{kx,’n ' Im,) = > piig "5 knk'—|r

m,m’ m4-m?
*==[m +-m'|

fidye -3 non

donde el fndice j” toma valores espacindos por dos unidades tnl que k- k" = 5% < 1
sea par. Esta operacién conserva el fndice magnético m + m' en nm\ms Indos,de la
igualdad. g

Una propiedad que puede ser verificada por ln segunda lg\mldnd en ln furmula
para kr,,. , al inicio de Ia Seccién 4.8, es

{‘rl ) krvln } =2(m —J} k= lr,,,H ' T ascenso
{=x, m) = 2 "k~ ]I,",., peso
{72y, kxdy = 2(m 1 5) <R II,"_] , descenso
{“xn ’ kran }=0 escalares

Estns expresiones cerradas son vilidns para todos los tripletes "X} = |p x q|*~1 '}
para x impar, y para todos los singuletes "J.’(? parsg £ par, porqiue usamos
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{lpx qlz,f(p'l.p-'q,qz)} = 0, En teorfa de Lie |p x q|? = p2¢® - (p-q)? s cl in-
variante de-Casimir del dlgebra de Lie. ’
La base slinplécticn rednce el uiimero de tablas independientes y produce un

término simple entre paréntesis que involucran un triplete. La cuenta del niimero de
términos en la base simpléctica, A con By, By y Bg, cs la siguiente:

T U 2 2 222 0 3333333 1171
(xlkrcy 100y 21012 0 3.2 {0 1.2 3. 1.0°1
0 1 01111 o 091 0.1 1.1 1. 0-1.1
B 101 11011 0 0 1A oot el
iy t1 o 111 0 IO R R R R B FRoR T B
total: 6 total: 12 B FRN tngg\l: L B

¥ In cuenta total para Cy = {A(, B4} es 36 en esta base.”

. A continuncidon damos explfcitnmente log resultados 8 kpax = 3en in tnhll\ pﬂrn o
Cs = {A4,B3} en In base simpléctica: v T

Clas = 443y, By — 4455935y,

Ci:n = 8'421305;22 ~ 843,835

Ciy1 = 12459y Biyy + 44359830, — 443y, Bisg — 12435, B3y,

Ciyp = 10A45,, Blyy 1 8A3, Iy, — 8ASy, By 1645, B3,y,

Cfsy = 12439y By, + 445y Bioq — 44350 Byy — 12455, Biyy,

Ciyp = 843y, Bl — 8435008,

Giay = 44329 By — 443y By,

Ciy = 8/5A39, D3y — 4/6A%94 B3y + 4/5 A5y By ~ 8/5A%5, By,
Clio = 32/5 A3,y Dyy — A[5A%y Biyy -+ A6 Ay By — 32/6A39, B35y,
Ciiy =8/5A39y B3y, — 4/5A3) Biyg -+ 4/5A%9 Bigy ~ 8/5A3,, Blgy.

La cuenta para el niunero de términos anteriores y en in tabla-que omitimos. .
Cy = {A2,B3}, es

22222 0 333333 111
(~X:,*x'y 2 10 1 2 [ .2 1 01 2 1.0 1
22: .01 1°2.2 .0 o112 2 2 0 11
1.,0°2°2-2°7"0 1 1.2 2 .21 [N B TR |
1:2°0.2°15.0 t 2.2 02 2 1.0 1
2727200l 1 0 2 1722 21 N S BEN |
2200000000 272 2 2711 110
0.06.0/ 000 000 000 .00 0

i el total: 32 3 8 - - total: 04

La cnmplcjidndVn_t;umulntivn se tabula'en ln siguiente seccién.
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4.12, Compnracién entre Ins dos bases por el nimero de elementos en Ins tablas

: . Para realizar unn comparacién de eficiencin al multipliear polinomios en In base
‘monominl y en'Ia hase simplécticn, una rnzén es su longitud o extensién de monomios.

. .Parn csto construfmos una funcion muSIMP que cuenta el mimero de monomios en un
vector, usamos para ello la funcidn implicita LENGTH que cnenta ¢l mimero de nodos en
unn lista,

“Lu;nultlpllcncldn

. .. En la multiplicacién ta base monominl es mis eficiente que In simpléetica porque
Ia regla parn el producto My, pop X A’k',,k;,,k'_ genera golnmente un término. Sin

embargo, la regla para multiplicar kl’,";. % *’r,{:, en In base simpléctica, no queda muy
detrds debido a que dos dc los tres niveles, k y m, se suman. En la base simpléctica el
miimero de sumandos j7 s uno parn m = -tk y m = -£(k — 1), dos parn m = :£(k—2) ¥
m = 3:(k—3), etc., ndemds de In parte entern de k/2 con un término para m == 0. Sobre
los 2k-+ 1 valores de m, ¢l mimero total de sumandos es nuevamente §(k -+ 1) (k+2), In
dimensién del maltiplete k. El ndmero promedio de sumandos por encima del rango de
las m’s es {k+1){k-1-2)/2(2k 1}, lo cuill se comporta asintéticamente ~ k. Las razones
de Ins longitudes acumulativas, en las tnablas de multiplicar para la base monomial y
parn Ia simpléctica ron, 1, 0.75, 0.68, 0.64 y 0.50, parn los rangos k = 1,2,3,4,5.

Al comparar los tiempos de proeceso de aPU, los coeflcientes de 1a tabla de
multiplicar para In base simpléctica presentan un problema particnlar en una poreién
de esta tabla: en cnda ranpo k, los 2k -1 1 miembros de los j = k multipletes tienen
coeficientes unidad, en tanto que los multipletes y = £ --2,...,1 o 0 ticnen coeficientes
[fracetonarios. muSIMP utiliza razones enterns; debe convertir entonces fracciones a
razones, lo cunl contribuye a ln lentitud de los cdlenlos. El promedio de tiempo de
procesos de CPU en una computadora PC XT de 10 MHz que requieren las tablas de
muitiplienr para ser resueltns hasta rango B, se nprecin en la Gréfica 4.1 y se apunta en
Ia tabla siguiente parn una muestra de 15 corridas y coeficientes polinomiales numéricos
frrecionarios y simbdlicos. En unidades ad hoe (segundos), son:

nanco k2 3 4 1
RASE MONOMIAL, simpdrica 024 1.04 6556 12.76
id.  pASE smpLfiorioa 0.55 4.01  29.22 72.94
DASE MONOMIAL NUMERTCA  0.51  2.98 10.50 18.90
vl PASE sivpuBeTion (L88  6.05 21.03 406.37

Las razones de tiempo de edleulo para estas dos bases con cocficientes numéricos
que son fraccionarios, es 0.58, 0.49, 0.49, y (.41, para k& = 2,3,4,5. Los cdlculos con
coeficientes simbdlicos alnrgan Ia lista en cadn multiplicacién y Ia primera suma; esto
se refleja en 1a razén de tiempo de cdleulo de monomios a simplécticos: 0.43, 0.33, 0.22,
y .18, para los mismos rangos.
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Floure 4.1, Promedio de tirmpo de procesos de CPU que requieren fan tablas de multi-
plicar al aplicarse r polinomions con cosficienten numéricos (NUM) Fraccionarios y nimbélicon

{51M), para Ins bases ial (MON} y simplé,

El paréntesis de Polsson

(avne).

La cuenta comparativa de términos AD en el paréntesis de Poisson para las dns
basaes, favorece o la simplécticn en tn signiente medida:

nANGO k

RASE MONOMIAL

BASE SYMPLECTICA
ACUMULATIVA, MONOMIAL
ACUMULATIVA, SIMPLECTIOA

[N

2
32
24
38
30

3
08
80

130
110

4
248
200
384
310

-

Las razones del mimero total de sumandos, entre estas bases son 1, 1.207, 1.236, 1.280)
para rangos k = 1,2,3,4. El uso de In base simplécticn, en este caso, significn una
ventaja de alrededor del 25% en el nvimero de sumandos.

Como en In multiplieacién, la tabla parn la base simpléctica incluye coeficientes
Jraccionarios, lo cual dijimos, introduce una complcjidad computacional extra. De
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Figurw 4.2, Promedio de hcmpn de procesos de CPU que requicren lna tablas de
puéntvm de Poisson al apli [ i * con fiei noméricon (NUM) fracciona-

rioa y simbélicon (SIN), pr.u'n Ins bases 1 {MON) y nimplé {avnm).

In misma. manera que anteriormente, escribimos ahora la tabla para los promedios de
tiempo de €y, para el mismo tipo de coeficientes polinominles, simbélicos y numéricos
fraccionarios:

RANGO k

NASE MONOMIAL, SIMAGLICA
id.  BASE SIMPLEOTIOA
DASE MONOMIAL NUMERIGA
id.  BASE SIMPLEGTIOA

2
2.8
2.0
3.3
2.8

3
10.3
13.1
12.4
10.5

4
113.9
81.8
35.7
310

Lns razones de tiempos de edleulo de estas hases para coeficientes simbdlicos son
1.397, 1.475, y 1.303 para ranpos k = 2, 3,4, y para cocficientes numéricos fraccionarios
tas razones son 1.165, 1.176, y 1.151. Finnlmente, para rangos bajos, ln venlaja de usar
In base simpléctica sobre ln monomial para coeficientes simbdlicos, es de alrededor de

40% y de 15% para calenlos numéricos.
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Conclusiones.

Lns funciones que hemos manejndo son polinomios en las variables del espacio
fase de un sistema éptico geométrico. Bstos polinomios estin sujetos a operaciones de
combinacion lineal, multiplicacién, paréntesis de Poisson y transformaciones candnicas
no lineales producidas por los elementos épticos de un sistema calculndo en un orden
dado ‘de nherracién. La construccién matemdtica que aquf emplenmos es aplicable
también a ciertor sistemns mecdnicos Hamiltonianos, tales como osciladores arménicos
perturbados. La teorfa de algebras de Lie es aplicable = una amplia gnma de problemas
e interpretaciones en fisica y quimica, como es el enso de la aproximacion a In teorfn de
union valencin.

. La formnlacién Hnmiltoniana de la éptica geométrica en medios inhomogéneos,
puede ser abordada con base en el principio de minima aceign de Fermat, del
cunl se derivan las ecuaciones de Euler - Lagrange por métodos variacionales.
Sc definen en éstas Ins observables de momento comao el gradiente de velocidad
de la funcién Lagrangiana. Finalmente se escriben las ecunciones de Hamilton.
La manera en que se obtuvieron Ins ecuaciones de Hamilton en el Capitulo 3,
directamente a partir de Ins propiedndes geométricas y dindmicns del sistema,
es una manern alternativa més simple que la anterior.

Las trausformaciones candnicas del espacio fase modelan los elementos pasivos
dc la épticn paraxinl, tales como propagacién libre en medios homogéneos o en fibras,
¥ la nceién de las interfases refractantes entre éstos.

Si un sistema éptico es invarinnte bajo rotaciones en torno a un eje comiin, su
caracterizacién paraxinl conduce a un subgrupo sp(2,R) contenido en sp(4,R). Existe
un homomorfismo accidental 2:1 entre el grupo de transformaciones simpléctico en dos
dimensiones ap(2,R) y el grupo de pseudo rotaciones 30(2,1). Trabajamos por ello con
polinomios arménicos esféricos sélidos en tres varinbles, p%, p-q y ¢Z. La éptica de
aberracionrs requiere funciones de polinomins de estas variables, de grado superior a
dos.

. El grupo de ln éptica paraxial es usado para clasificar los polinomios segin
su spin simpléctico. Los polinomios fucron expresndos en la base monomial y
en Ia base de arménicos simpléeticos para elasificar lag aberraciones épticas.
Mnateméticamente estos ultimos son similnres a los cigen-estados de momento
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angular definido en el oscilador arménico tridimensional. Las aberraciones 6pti-
cas -son as{ clasificadas en multipletes simplécticos irreducibles, los cuales se
mezelan entre si bajo las transformaciones lineales de In épticn paraxial.

El procesador de cémputo simbdlico muSIMP que emplenmos para nuestros edleu-
los se compone de un kernel intrinseco de funciones y de un kernel elaborado
por cl usuario para su necesidad especifica. De esle manera armamos nuestro
kernel con las funciones parn generar 1as tablas de multiplicacién y de paréntesis
de Poisson, y opernmos con ellas en Ias dos bases, la cartesiana ¥ In simpléctica,
Conclufinos, en particular, que en In base monominl se favorece ln multiplicacién
ordinara, bilineal y conmutativa, en tantn que en ln hase simpléctica se favorece
el paréntesis de Poisson.
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