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1. Introducción 

Este trahnjo está estructurnrlo como mm sccurmdn orclcnncln. de conc<?ptos 
tnntem1tticos¡ sin cmbnrgo, C!-1 notnhlc In mnncrn en quí! el cfosnrrollo del tcmn tmgicrc 
cstrudurm~ Rensihlcs, quC' nos lnvitnn n pcnsnr en un modelo conr:rcto, cuyM rcprc~ 
scmtncionrs reproclur:en los comportnmientm1 rcnles en el pinna fn.c;c. 

Introducimos el fcmn en t"I cnpftulo 2 con unn presentación gcmernl del principio 
ele simctrfn y covnrinncin hnjo lns trnnRformncioncs que producen los elementos 6pticos 
sobre los rayos del rspndo fnsí! ele In óptir.n gcométricn, que C'Hl11tlinnms en el cnp(tulo 
3 junto con los grupos ele trnnsformnciones c¡ne son mn[JCO,'f cnnónico3 de este espacio 
fnsc. 

Pnrn. dcsr.ribir In evol11chlt1 de cualquier sislemn derivamos lns C'cunr.ionC's cfo 
movimient.o sobre In bnsc de postulados gf'ométricos y <limímicos. Pnrtimos ele condi­
ciones inicinles y el problema consiste en resolvf!r rstns ecuaciones de movimiento. 
Ln dinárnicn de los sistrma~ dC'pf'ndc ele sn f'sl r11d11rn propin y <le ln nnt11rnlczn del 
medio, micntrn.c; qur In gcomctdn dí!pemfo de In simC'trín del espacio homogéneo. Lns 
ccuncionc!'I de Hnmilton Ron In. rr.prcscmtnci6n C'oncrr.tn <le In tlinUctica de nuestro pcn­
snmiento del movimicmlo de In nnturnlczn. 

Cnnndn lns <'cnndoncs de movi111icnfo ele un sistemn pcrmnnf'cr.n innlt.crndn...c; 
bnjo lns trnnsformncion"s dí! un grupo unipnrnm6trico, cntonr.es nlgunn cnntidncl ob­
scrvnhle clr.J sistema, nsor.intln con ese grupo ele trnnsformndouc.!l, pC'rmn.uf'r.:nrá. cons­
tnntc clnrnntc In evolución en c~l pnrñmetro¡ comtínmrmtc es el tiempo en mcc1ínicn, y 
es In <lh~t.nncin Rnhrc <'1 rj<' z rn {1pt.kn. La propnsidón nntcrior es una consccucncin. del 
teorema de In. mnlmmí.lkn nlcmann Emwy Not!lhcr 

"Toda simr.trln de !ns ccundonr..!l <le movimicnl.o c•s unn ley de conl'lcrvndón." 

Este es el cnso en ópticn geométrica qnc <l<'scribc In. evolución <le los rayos de luz 
mediante In!=! c~uncioncs ele movimirnto de Tinmilton, don<lc se f!llcncntrn que mm com­
ponente <lt>I momento es invnrinnl.c¡ l:'stn. <'S la forma diícrencial de In ley <le Sncll. 

Un rn('dio 6pt.ico C'S invnrinnt.c bnjo t.rnnslnciones y rolnciorws sie111prC' y cunn<lo 
sen hornog1~11eo e isotr6pko. Los clc>nHmtos ópticos que nquf considcrnmos tienen 
simct.dn solnm<'nte hnjo rotnci611 nlrcdnclor del f'jc ::, por tnnt.o el medio ac dice tiene 
simctrfn nxinl. Dnjo estas trntrnformndones se conserva el momento nngulnr, n. esta 
invnrinut<' se Je <"onocc como invnrinntr de Pctzvnl. 

El conjunto ele trnnsformncinncs forman un grupo¡ su ncción sobre lm~ rayos de 
In. 6pticn geométrica conllcvn unn. re.prt!scntación del grupo de eAtns trnm1formncioncs. 
Ln. rcprC'scntnción de un f!;rupo rcalfra los elementos del grupo mcdinntc mntrir.:m1. Ln. 
rcprcscntncicín es rcc111cihle n unn formn dinr,onnl con bloques irraducihlcs. Ln rr.ducihili­
clnd de In rr.prcscntnclón constituye unn podero.!la herrnmicnln <le cñknlo pnrn describir 



el rcsultr 1!fl de componer lns trnnsformncionr.s me<linntc productos de matrices más 
pequeños y repetidas. Ln..CJ mntric:cs son In rr.ali::ación dd grupo y su rcpre¡:¡cntnciórt no 
es trivinl. 

Lol'l métodos dr. In óptica de Lie se nplicni1 en In cJn.qiflcnci{m ele nbcrrncioncs 
bnsndn en Jrui propif'dnclcR de simctrfn del sistC'mn. Al hncer un dc~mrrollo en serie de 
potcncin..c¡: de lns coordcnaclns de un sistcmn nlreclcdor del eje ópt.ic-o, In pnrtl"! lincnl 
es In nproximnción pnrn."'Cinl, en tanto que In pnrte no lincnl con!'ltitnyc el irle.al de 
nherrncionC'!'I (un idt':'n) e~ mm suhñlnehrn invnrinntn, no ("onnmtnt.ivn pllrn órdrncs de 
nhcrrnc:ión mayores c¡ur tr<>s, que c1rnt1t.n con !'llR r.onst.rmtcs dr. cstrudurn). 

Los C'lf'UlC'nto!". que constitny<m un sislf'trrn tÍptico, t.nlcs como vuelo lihrc, sn­
pf!rfiries r<'frnctnntrs f\\'or.1~ y l<nilTzscn {1991B)I y ciertos modelos de fihrns ópticns 
quednn dct.<•rminn<los por el conjunto tic sus cocfir.ientes de nhf'.rrnción, que sm1 cnlcu­
Indos hnstn orden sict.c en el cnp(t.ulo ·1, cln11r1c compnrnmo~ In f'fkiencin compnt.ncionnl 
rr.lntfvn. ni mult.Jplknr y ni ~nlr.nlnr <.'I pnr6ntC'sil'I clr PolRson, C'ntrc pol111omios de hn-"C 
monominl y de hn.c;e simplécticn. En cstns hns~s r1nmos ln.<J tnhln.'i de mnlt.iplicnción y 
ele pnréntC'sis de f'oisson. 

Pnrn supc>rfir:i1?R rf!frnctnnf.P.s rstoc; r:orficiC'ntf:'R rlc nhcrrnción EW oht.icncn n pnrtir 
ele fondones rccursivns cnlculndns, f \Vor.P v 1<1tChz~cn ( 199t}1 mcdinntr. 11rogrrim11ción 
simlu5licn en lr.ngunjc muSIMP. Los rc>sult.n<los nnm6ricos se grncrnn con progrnrrn.., en 
PASCAL pnrn !'111 rC'pn•scnt.ncicín grñrkn fC0nnEA v Wor.F ( 1989)/ mcrlinntc din~rnmn.s de 
mnnchn. 



2. Grupos y álgebras de aberraciones 

En (•stc cnpftulo prcscnt.nmos lns rst.r11d11rn.<J mnt.cmñtkM CJ11C ncomodnn n 
JoR concC?pt.o~ ffsicnR del cnpítuln Rip;11im1t.f• y rt los nlgorHrnn~ <le cómputo del 1ílt.imo 
cnpítnlo. Los C"oncrpt.os h1h1icos <lr. grupo, cspncio vr.dorinl y ñlgehrns df• Lie, nsí como 
de ñlgr.brns dr í"tthrimif'rtt.o y repr"srntnrinnrs por mntrir<'s, prnvirncn <le> mntcrinl 
cstíl.ndnrd dn tcorfn cfo grupos en lihros cfo texto como el ele flnhcrt. Gilmorc !Gll.MORF. 

{1078)1. Los r.Jcmplm; que nos interesan nqttl son: el álgchrn de IlciscnhC'rg·\Veyl H\V, 
y el 1íl~ohrn pnrnxinl (linonl o •implrcticn) Bl(2,!ll) = ..a(2, J) = .m(l, 1) = ·•1>(2,!ll), 
cuyo pnrént.esis de Lic <'S el pnrl•rit.csis de Pohrnon nriginnlmrnl.n usnclo en In mcr.1ínir.n 
ció.sien ¡aor.nRTF.IN (tfl03)J. I.1ns nlgcbrns 11c nhcrrncioncs y snR rcprl'scnt.ncioncs por 
mntriccs signen In presc11tnci<l11 implfdtn en los trnhnjm1 en ópticn ele J{.U. 'Volf, IWOLP 

( 1986)], INAvA1rno-SAAll y Wm.r ( l9R011)J, y [W01.r ( 1 DRRh)I. Terminnmos r.on In pnrn­
mctriznci611 rfo Drngt y Finn de lns trnm;fnrmndoncs cnnónicns !DRA<<T Y FINN ( 1970)J, 

[DRMlT, Vonmrr y \VOJ.F (1!180)], ¡FonF:ST y Hl-:111. {lflRH)J. 

2.1. Gr1111os y Renlizncione& 

Un conjnnto de~ r.lmnrnt.os {g1· }1·c;.11 (ct.iquctnclos por f!I íntlir:P. i (!11 un ronjnnto JJ) 
constit.uycm un ~rnpo g cnnmlo cst.ñ dcfinitln mrn rr.gln tlr. C'omposidrln pnrn cnnlrsr¡uiern 
dos de sns elcmrmto~, t.nl que fmtisfnr,n lns cual.ro nxiomn.q siguicnt.C's: 

(a) Gr.rmdum. Pnrn tocio Uii Ui r: g C'Xist.r, fli o Oi E g. 
(b} A:wr.iati11idntl. Pnrn todo Oi• !li• !lk E g, f'Xist.e g¡ o (!li o YAJ --;-- (!li o !lj) o Ok· 

(e) Exi.,tcnr.in dd Neutro. Existe Yo E g tnl r¡nc, pnrn todo Oi E g, 9i o Yo= Yi· 

{d} Exí.'ltr.ncin ele íw1er.'lo,,. Pnrn todo !Ji E g, cxistr g¡- 1 E 9 t.nl r¡nc Yiº!lÍt =YO• 

Dos cons<!cm•ncins inmcdintns 1lr. r8tos nxiomns son In unicidnd rlel t!lr.mento 
nr.11tro y ele) inverso. Un grupo abr.lúmo rs nqnr.I dondr. In OJH!rnción ele composición 
es conmntnt.ivn (gi o Yj = Yj o Yi pnrn torlo YiiYj E 9). Un :mhgru¡¡o 9' de nn grnpo 
ges un snhconjunto dr r.lmnrnlos contC!nirlos P.11 g los cunlcs cumplm1 entre AÍ mismos 
los tLxiomns de grupo. Un yrupn finito es nqucl qtw li1•11c 1111 ntímero finito IJJJ de 
elcmcnt.os. 

Ejr.mplos de grupos son: t!l conjunto lfo los mímcros entNos hn.jo In opcrnción 
de Rlltnn (o = -\-); este grupo rs nhclinno, infinito ntllllC!rnhle, Un Anhgrupo finito <lo 
éste cs c1 conjunto dC enteros módulo un entero N. Otro ejemplo son los gn1pos de 
pcrmutncioncs de P objetos (P! elemcmtm1, no nbelinno). Pnrticulnrmr.nt.c títil pnrn 
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nosotros scr1t el grupo de mntriccs rcnlr.s no-singnlnres de N x N bajo mnlt.iplk:nción 
(JI = mN"L llnnuulo GL(N, D?). Un suhgrupo ele CRtc tíltirno eR el de mntriccR cuyo 
tleterminnnte es In. unidncl 1 llnmn(lo SL(N1 !1?)¡ vn.rios otros subgrupos serlÍn definidos 
mns nclclnnt.c. Lns mntrir.es son unn. formn nlgcbriHcn. tít.il ¡mrn escribir y computnr con 
un grupo nh.!!trncto¡ lnR llnnrnmos unn realización dul grupo. 

2.2. Espacio Vectorial 

Un C!óipncio vcdorinl rr:nl V es un conjunto ele elementos con dos opcrncioncs 
clcflnidns: unf\ opcrnd6n ele .mma y unn de producto por mjmem real. Respecto n In. 
primera forma un grupo ahelinno: 

(a} Pnrn todo v¡ 1 Vj E V, existe su suma v¡ +,y; E V~ 

vnlc In mmcintividnd d1? In. suma, el elemento neutro ce el vector O, y el elemento 
inverso n v lo clrnotnmos por -v. Ln opcrn<:i<ín de proclucto'por rcnl (indicndn por."·") 
se introdu~e por cd nxiomn 

(h} Pnrn t.oclo v E: V y r E !J¿, existe r ·V E 'V 1 

complr.ment,ndo pnr r1 · (r2 · v) = (r1r2) · v (donde rir2 es el producto or(linnrio entre 
ntímeros rcnlr.s) y l • v = v. Ln.'l opcrnc:ioncs <fo sumn y producto por escnlnr son 
di3tritmtiva., f'ntrc sí, r.s decir, 

(r.} r·(v1~v2)=r·v1+r·V2 y (r1+r2)·v=r1·v+r2•V. 

Hacemos not.nr que r1 ·I r2 es In sumn ordinnrin de mímcros rcnles, mient.rn.q que lns 
dcmñs son s11mns vr.dorin.les. De nqu! que O · v = O. En ndclnnte, normnlmr.ntc 
Ruprimirr.mos el símbolo "·" pnrn el produd.o de rcnl por vector. 

En 1111 <'Spncio vcctorinl V un subr:onjunto de elementos {v1, ••• 1 vN} son li­
nealmente in<lependicntt:31 si In smnn 

N 
Lr¡v¡ =O thme porsol11citm 1'1nicn r1 -..:::O,r2 =0, .•. ,rN;::::: O. 
i=I 

Si existen soluciones nn nuhu; se rlice qur {v ti ... 1 v N} son linealmente dependientes. 

Se dict! que {c1 1 ••• ,cN} es un conjunto máximo de clcmcnt.os Jincnlmcnte in­
dependientes, si, dnclo cunlquier otro v E 'V, r.I conjunto { e1 1 •• , 1 CN 1 V} es linenlmentc 
dependiente. Un cspncio'vcctorinl 'V C'R llnmndo N~dimemtional cuando f'S posible en­
contrar n lo mñs N vect.orr.s linenlmcntc indcpenrlir.nt<'R. Si esto no r.i:1 posible, se 
considera su dimensión como inflnitn. En espacios de dimensión finit.n, este conjunto 
mñximo RC llnma unn lm,,c de V. Entoncrs podremos escribir 

N 
v= ¿11¡c¡ 1 

j,,-J 

y los nltmeros {v¡}~ 1 son llnmndos lns coonlcnmlas eleven In hnsc {c¡}~ 1 • 
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Los vcctorrs de n_n cs1~ncio ve~torinl de 4imcn~i6n finiln se pu.celen reprcscntnr 
por 1V -ndns de cocfici<'ntcs rclntiy~ n 11nn bnsc d~ In mnn~rn. Aig'nicntc_. Rr.p_r~sc!ltnrrios 
Jos vc<:torcs d~ In l_m.~e como _ - ' · ' 

.. -m: ~· -.m' . . . ·JlJ ; . 
~~::~ccs,"º;11; ~~~~~~~-~:~~-~~1!.~~i~~E~~;~~~}~i~~f~~:~J,~~1~~i~L~~tA.~~-~~~-}.~1'.,?~?.(~~~h.1_1~':~-~~ Í~ 

· · -.~ ..... ·~··r f J~1:::: ~í) ~~w~·· 
En la 1íltimn expresión rRtnmos mmndo notnción mntricinl «JotÍdc CJ Vcdór· renglón de 
c¡'s formn nnn mntrh: unidnd de N x N. ' 

2.3. E spncios Vcctorinles de Polinomios 

El conjunto de funciones en dos vnrinhlcs, f (p, q), g(11 1 q), ... , hnjo sumn y pro­
ducto por n1ímcro:q rcnlcs laf(p, q) + bg(¡1, q)J, formnn un cspncio vcc:t.orinl de dimensión 
infinita. Este cspndo :1 contir.nc suh-cRpndos vr.ctorinlr.R dr. dimcmRion finit.n, como 
por ejemplo, !ns fundonr.R homngéncnR de cierto grnclo k estricto, cnyn f)eflnici6n es 
f(ap,bq) = a* 11,k2¡(1'1 q), con k1 + k2 = k. Es f;í.d) vrr qtrn se trntn de fnncionr.~ de In 
forma 

¡lkl(,,,g¡ ,~ 1¡k1,l + ¡Jk11,> 1q + it'vk 2</2 + ... + iik11,l--1 + ii',i. 19• 

y constituye un Chpndo vectorial 7fkJ lle tlimensi<'m k + 1. De c.iitn mnn<?rn dr.notnrcmos 
ln!i funciones del espncio por colunmns 

Funciones polinominles con snmnndo!i dn grndos 1, 2~ ••. 1 k, ... , N, 

N k+I 
f(p,q) = L L ¡/,~lpk-m+lq"H 

k=Om=l 
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cstlÍn en In ·"""ª diruto de espacios 7{N) ~ 71°10¡·7111 (!) •• : fD ¡-!NI, dondc:7¡0¡ és el 
espacio 1-dimcnsionn_I d~ ,conR~nntcs! 1'1~1,ct cspnc:~o 2-dimc~s.i~·nnl ~le fu~~cio~e~ 1in~nlcs 
en p. r q; Ct,c. Su' ~cprc11cntnci~n' Pocl~rnOs 'hnccrln. por mul~it:olumtla., d~ 11\ mancr11: 
signicnt«~ - - · -- -· , · . 

··[f,] 
Finnlmcntr, r.I cspncio dr. funciones ¡-{No} = .rl0J f'D ;111 m · ·. ©: .rlNI C9. ·; que '.ti~nen 
desnrrollo en serie formnl de Tnylor formnn el snhespnr.io de dimensióra in.flnitn. pero 
numernblc. · , - 't ' 

En el Cnpftnlo 4 trntnrf'mos In rr.prcsentnd6n -en iñUSIMP ~le POliílomios ·acs­
compur.stos por grmlos. 

2.4. Mt1fti11licnclón de Pollnornios 

El proclucto ordinnrio cntrc clos polinomio:;i es unn. opcrncMn conmnt.nt.ivn y 
nsocint.ivn (nttn'}ttC sin invr.rso dr.ntro dr.l espncio vcctorinl), que define un producto 
corrmtpondiC'nlc entre dos CRpncios vcctorinlcs de dimctrnion finita, con valores 1m otro 
cspncio vcct.orinl. Si los grndos estrictos de loa polinomioR fnctorcR aon k y k', el grndo 
estricto del polinomio producto scr1t k + k 1• Cuando hnhlnmos del grndo máximo, esta 
nfirmnd6n tnmhi611 vnle rm In. forma 

7{k) X 7{k') = 7{Hk'J. 

Pnrn. polinomios en una vnrinblc x, taleR como f = r:.:=O faxª y g = Ef!=o UbXb, podc­
moR escribir 

A B ,t+n( m;n{A,•) ) 
L faxª L YbXb = L L fJg,_.¡ x'. 

n=O b=O e=O d=nulx(O,e- 11) 

Cunnrlo los polinomios cstñn nlmnccnados en formn de vector, su cómputo fiimbólico 
no tiene que factoriznr los coeficientes de pot.cncins xe, sino solnmcntc cfoctunr In. suma 
de productos. Por ejemplo parn A = l y D = 2 

( 

g ) ( fo· Yo ) fo 
0 

fo· 01 + Ji · Yo 
( f1) x ª1 = fo • Y2 + f1 • 01 • 

02 f1 . 02 

En el cnso de polinomioR el<! tmís de una vnrinhlc, o ele hnscs no monominlcs 
-como vcr<>mos rulclnnt.e- lo mtís conveniente re1mltn guardnr nnn tabla <le multipli­
cncioncs entre los cocfldrmtt~s nrrnglndos en multivcctorcs y ncct?1mdos por RUR fndiccR 
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de ron1dón. 

Estn. opcrncicín de producto entre vcctorrfl estri. iuclur.Mn por C!I prodnr.lo enlrr. polino~ 
mios. El clr.rnt"nto m•11tro bajo cAln mult.ip1i~nd<in CA r.I polinomio (r.::icnlnr) t. Entre 
cspncio::i vr.d.orinles podr.mos definir muchos tipos ele opr.rndonr_r:¡ hilinr.nles, r.on pro­
pir.dndes divrrsn!'I, por ejC!mplo: prorluct.o componcntr.-por-r:omponente entre vrctorcs 
renglón de t.rm; componentes: (a, b, e) o (e,f,g) :::: (ac, /J/1 cg) .. Que- tnlf!S productos scnn 
titiles o no dcpmtclP. rlc 111 nplicnci6n. Ciortnmcntc el producto "polinominl" cxnminndo 
en cstn sC'cdón rs el indkndo pnrn In mttltip1icnci<5n cumulo Jos vectores nlmnccnnn los 
codlcir.ntes cfo polinomios. 

En r.I Cnpít.ulo 4 trntnrcmos en dr.tnlJe el algoritmo de m11ltiplicnci6n dC' poli~ 
nomioli en Rll forma com1ín de lii;tn y en In reprc~wntnción por vcctorra inclir.ntln nquf. 

2.5. Algchrns de Líe 

De In Srcci6n 2.3, <"onsidernmos un espncio VC!dorinl V provial.o rlr. urrn rcgln de 
composición, llnmndn pnrúntcsis de Lic 1 {·,·}:V x V•-• V que n.<Jodn n cncln pnrcjn de 
elementos t1 y v un tr.rcr.r elemento 'v = {u, v} E 'V. Ln estrudurn rmmltnntr. Re Jlnmn 
álgebra lineol fli C'sln regla de composidón tiC!OC )n._q propiedades siguit•ntc-s: 

(a) Cerrntfura: Pnrn todo v¡,v; E V, {v¡,v;} E V. 

{b) Dilincalidnd: {r¡Vj 1 r;v; + rkvd = r;{v¡,v;} + rk{v¡,vk} 
{r¡v¡ + rjvj, rkvk} = r¡{v¡,vA:} + rj{Vj,vk}· 

Estamos int1•rcsm1os C'll un tipo rspecinl ele illgcbrn lirrnnl donde la rer,hL de composición 
cumple {en lugnr ele In conmulat.ividml de In multiplicnción) In propiC!dncl de 

(e) Anti3imdría: {v¡,vi} = -{v¡,v¡}, 
y (en lugnr d" nsocintivitlnd cumple) In identidnd de 

{d) Jacnhi: ({v;,v;}.vk} + {{v;,vk},v;} + {(vk,v;},v;} =O. 
Cunndo In rrgln dr. composici6n del espndo VC!clorinl cumple con cstns cuatro pro~ -
pieclndes, Re llnmn 1ílgebrn de Lie. Como In operación es hilincnl, es suficiente con definir 
la opcrnci6Jt entre los vccloreH hn.'ie dC'I espncio. Ln formn rrcncrnl escrita en t6rminos 
de Jn._c::¡ coordenndns ele los ved.ores u= 'l:~ 1 uie¡, V= E;=t u¡e; y \V= Ef=l WkCk 1 

se reduce n dnr In regla ele composición pnrn los vectores hnsC?, 
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clondc. I~~ .e~;_ ~on 1.~c; ~~n.,t<i~tc,., de e:ft.rur.tura ~uc c~'rncLcriznn _~I ó1gchrn.- Entonces, 
pnrn fn..c¡ coordcrindns es· 

_ N k k 
Wk - .~ c¡,;u¡v;, C¡j E m. 

•.i=t 

. Lá.c¡ c~nst.antcs de estructurn son ln..c; que cnrnct.mizn.n el ñlgchrn de Lic y le 
hnprimcn su nombre. No cunlquicr conjunto de constantes c~j' i,j,k = l 1 ••• 1 N es 
-ndccundo, Rino qnc deben snth;fnccr rclnciones qnc Ron consccucncin. dr ln.'i propicdndes 
{e) y {d} nntcriorcs: et; = -r.7,t y L.~ 1 c!-,jcj:k + c~-,kci:i + ci:,1 c¡~. = O. Por ejemplo, 

pnrn N = 3 hny 11 ólgchriL<; pnsihlf'R, dcs•lí! el ñl1tchrn de t.ra:1lacione~ o nbr.lirma ctj = O 
hnstn lns que daremos nbnjo como f'jemplos cJñ.c¡ko!! 1 y que son lns mñs rclcvnntcs pnrn 
nuestro tcmn. 

El ñlgebrn de Jlclsenhcrg-Wcyl II\V con clcmcntm1 hnsc ,,, q y f. En notnción-_ 
vcctorinl dflflicn. pnrn u = ::r:¡, + yq + :d.: 

{("'') ("'')} ( o ) VI , 112 = 0 . -. 

z1 z2 YIX2 - :t1Y2 . 

Equivalentemente, podemos definir el álgcb~n·por los-paf~~1i_C~is dC.Li~,~rl~rc los vc~torcs 
bnse 

{q,¡>} = f, {¡>,l} ,;, O, 

Como In composicic)n itcrn<ln. tlc los vectores dcl'.ó.~gcl~rn. !'liCmpre·dcscmbocn en cero, 
cstn álgcbrn se ltnmn. ni/potente. · 

Ei ñlgcbrn de rotnclonce so(3). Ln. opcrnci6n <le producto vectorial or<linnrio (prow 
__ duct~~~~u~) ~nt,rc 3-Vf'r.t.~_rcs v = :r/Z! + yj11 + ziz tiC!ne In. siguiente forma conor._i~~n 

( 
~:) • ( ~~) = ( ~: ;,~ ::: ;~:: ) . 
ZJ Z2 X1Y2-x2Y1 

Esto cquivnlc n In regln de composición C!nt.rc los vcct.orcR hn.c;c 

Estn ñlgebrn aparece cunndn In. rq~la de C'omposid<'>n cR r.I wmnutntlor {A, D} =AD -
DA entre los opcrndnrcR ,fo mnmcnt.o nnrtnlnr cn In trlf'ciínkn r:uñntkn¡ Re llnmn .,o(:l). 

El álgebra pnrnxlnl .,/(2,!ll) = .w(2,l) = .m(l,J) = .•p(2,!ll). Pnrn f = f, . .C.¡. + 
/o.Ca+ ¡ _ _e_, con loR pnr6~1t.f'Ris 11c I..1iP. definidos pnrn los vcct.nrcs hn..c:ie por 

{.C+, .L) = 2.Co. 
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Hii.y vnrin..«i rcnli;,~_cioncs (Í~. c.stn ·~.lgc.~>rn; ·; U~:'ª.:'¡1·~. ~IJ~ ~~ ·~>r:r~.irint~ ,_~~nt~.i~cs <Íe' ~2 x __ 2, 
r¡uc mnpcn.r_l:.los'.veclorcs bnSc dcl.nJgChrn ~Cn lns:mRtricCs ·~- · 

· .C.¡. i-• L .. '.i..·. ;f(' 1
0
; ·.·.·o;).·.,··.·.···.•· ' . ·. J:.·.·. :'o· .. ·:,_:.'·.'.'L. '. ,º• .. ··.~.,· .•. ·. ·.1.· ... • .. ·(·· .O(·•.·.·.·.·.·.·.:_. Ol~ .• )· •.' ·: ... '·(: . .., " . ' '(·º · O) : . • > . .cc:.~' 1'.:c =: 1 ', ·º . ' 

';.:,};·- · .. :.-,:,,'.;,": 

Ln.:·co~~~-~~t~~~!~~:~~/~~-'~~~~~i:~-~-~:~_},n,d;~~~~l~~-J~i.~Jii;~~{~-~-~-i~~r~.~~-~9-~u~~--é_1\~i-g~~~-~ 

.· ... ·.• •.. {J1:~{5'1·hf:~~1~··i~·.~~l;tiK~1§~~:~~~-'$*·r,.~1é·~i~0·J~';r•~E· 
;En' e~);~ ~r.nli?..UCió·1~-~-:1~s -~é~tor~- Jtc1~:crn.1ó~'. ~le~ '.4lltc~)rn._ q-Ú~Cln n· Tep~c_scót~:d~S- po-r 

m~trtccS <le 2 .'x.2- de trnzn..-cero!,;._ ,.>~¡_{' .. --,.-~--- _ · · ¡~~ :'· - -~~.;-::( :, -, ' 

::?·ittC00.,~f ?~Jl"~ .. :f ~·,_,~~"~ oe~~'jtif ~R{tt ~tJicj· ... ·. 
E1.- pn~6·1~t¿~¡~ ':~1~ ·r::fo · ( ~<-i~uri~;t~d~~j~:~ntrC d~~ c.lé~·~~útc;~-. e~·;:'::·-- . . . 

-!+~o+ /nY+) i(·. ~,;~, ·-··; .. '!11·1•0•.•.·)··.:···· f-Y+ c- !+u~. . .Ji"'· • 

Las co~rtlcr~á~l_m{ ele h, ·ru~doncs hilincnlcs de lns /~~ y ·g's _<ln.n' l~Rn~·-~-~ t~nrí· ~uCv_n 
rCprci:lcnt~ci6n vcctorinl dr.I pnr~ntcRis de Lle como un vr.r.tor qnc t~buln.hf opcrñclón. 
Est~ és· ·· ._.,_ 

( h+) { ( /+) (Y+) } ( -!+uo + /og¡. ).· • ho = In , no = 2/+u- - 2/-u+ . 
"- !- u- -fou- + 1-H ,, 

Estn álgchrn ele Líe rf!cibc f!I nomhrn ch~ sl(2 1 ITT)¡ puede verse que f!S diforcntc del 
producto vcdorinl (proclndo 'cruz' en ,,o(.?}) escrito nrrihn. 

Pnra el ñlgehrn qnn nm1 int.<>rí'sn on C'Sf.f' t.rnhnjo, en d Cnpftnlo 4 dnmos los 
algoritmos de cómp11t.o flimhcllir:o '(llr prrmitr.n f'fc>dunr In opPrndón de pnréntr.sis de 
Lic pnrn polinomios r.n tres varinhlrs. 

2.6. Algcbrni; de cubrimiento 

Sen A un ñlp;c>hrn de Liti y un espndo vr.ctorinl clf:! <limcnRión u, con In reP,ln clr. 
composición { ·, ·} (su pnrPntc!'lis dr. Lic>). Ahorn d(!flnimos unn opr.rnción nur.vn, que 
en mH!stro intN{~s R<'rñ. In multiplicnción clC' funciones y opcrndorcs. Es un mnpeo de 
pnrf'jns de r.IC"mr.nto.':i en A t•n un <'spndo vcd.orinl Al71, que indic:nrmnos por un asterisco: 
A• A -• fi/'.!I. Rccnrsivnnwnt<•, con Nito dr.íluirnos un mnpco A• Aikl -• Alk·f 11, pnrn 
k = 21 31 ... e inclicnmlo A = Al 11. Ahorn hirn1 vorcmos que podemos r.xtcndC"r In 
operación tlr.I álr;cbra A pnrn In unibn rlr. toclns lm1 Alkh1 pnrn unn sucesión necir.ntc 
k = 2, 3, 4, .... A f!Stc Pspnc:io V(!clorinl, provist.n cfo un pnr~nt.csis cle Lic lo llnmnmos 
algebra tmivcr:ml de r.uhrimir.t1to <fo A, y lo indir.nrcmos por A. 
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bn.c:¡c: 

{k{ - .e -
e,~ =_en • et t • • • * e 11 

e~~L =e1 .:~~•···•~1i 

lkf 
e,,(n} = <! 11 • Cn • • • · + Cn. 

Ln <limcnsirJn z,1(n) es nk pnrn 1111 producto "•" gr.nr.rnl, clnnrlc e¡• e; je;• e¡. I.n opc~ 
rnción "•" pur.rfo Rcr r.onmutatiun como r.n In mccñnkn C"lñ."licn y clr. In óplir.a gr.nrnétricn, 
o no~conmutntiun como r.n In mr.cñnka cuñntira y In óptica omlnlntorin. 

En el cn.c;o d<! qnr. r.I producto Rr.n conmut.nt.ivo, e¡•c; = e;•c¡, nrribn. tr.mlrc>mOs 

e~~J.. = e~I, etc., y In rlimcn~ión será menor: r.I míumro clr. comhinndonm; !-!Ímétficn.c:¡ .etc 

k índices, cnrln uno con rnngo 1,2, ... ,n, es tlccir el co<'ílcir.nf.r. hinominl 1,1(n),;,,,, (k)~~ 
nl/{rt - k)! kl. · 

Con respecto n )rn,. dcmñs operncionr.s del cRpncio vcct.orinl y R.lgebrn, el producto 
"•" tcndrñ. In propiedad de 

(a} Dilinealidad: w·, ... (r1tJ2 + .<1w3) = rm1 • W2 + SUJ¡,. W3 (r, 8 E m, m¡ e_.Al~lj __ 
(rm1 + sm2) • w3 = rw1 • w3 + sw2 • w3. 

Respecto n In opr.rnci<Jn dr. paréntesis ele Lic 1 rumplirñ con In 

Como nur.strn intcr{>_c¡ C!'> t.rnhnjnr con rrprPsrnf.ndonrs clf! polinomios, pNlirrmns qnr. el 
producto "•" sr.n In mult.iplicnr.i6n con In propicdnd de 

(t!} Conmutativúlncl: 1111 • "'2 = w2 • UJ¡ • 

Volvr.mos ll nuestro prototipo de cspncios vcctorinl de polinomios en 11 y q visto 
en lnR Secciones 2.3 y 2.'I. Estos vectores hnsc cstnrñn fntjctos ni ñlgchrn. rlc Lic HW 
(Hciscmbcrg-\Veyl) visto C'U In 1>ccci6n nntcrior. As{ se construye el conjunto <le todos los 
polinomios en p y q (y C}, 1mjctos ni pnr~ntf!sis de Lic {q,p} = l 1 {11,f} =O. {q,l} =O. 
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Pn.rn.-: nn~Cril.r:~'-co.~~C:c~1tivnrriC!itc 'lm1 clomentos ·bñ.•ie, -p~od~ri10s-.scguÚ:·."i.n _regln.··~l~i­
cog~ó n~_ó. ~: fJ~ q~ ~t:_,.: donde seo. ordennn los monomios e~gtín º-~Os _ 1~1ímC~?R: c~~Y.os- _ d_Cgl tos 
son Rbc¡ .e~ ID. ~cgttncln colnmnn. <fo nrrihn, éstos An~ los mímnros decrecientes 200;.110 1 
lOÍ., 020, 011, 002. 

2.7. Elcnumtos centrnles y reprcsentnciones 

El iílgchrn U\V y su cnhrimit~nt.o TIW, en ln mr.cánicn clá.<Jicn y ópt.kn gcoml!tricn, 
iclcntificn. f. con r.I mímrro l. Ln mnnnrn de i11t.roil11rir rstn corrcsponrlcncin entre e­
lementos dd ñlgchra (nqnf l) y mÍtnf'rn!' ,\ C'S imponr.r en í!I ñlgcbrn de cuhrimfonto In 
Aiguicntc rrlncicín entre r.lmnr.ut.n"I clP Al21 y Al 11: 

Rr.11rr..'H!11lt1ct'án ,\. 11 •f.-::-- .\ • 11 

donde V C!!i tlll r.Jcmcnto nrbitrnrio del rll~ebrn y 11
•

11 
(>!'J el producto de mímcro por 

vector. Pnrn. que cst.n i~nnlcln.rl Rcn compnt.iblc con ln.<J opcrncionm1 del ñ.lgcbrn y de su 
cnbrimicnln, se ncc.esitn que respete In bilincnlhlncl tic los cspndos vect.orinlt•s {es decir, 
(nt.11 + bt.12) • f..-= .\a· UJ + Ab • u2, lo cnnl es cvhlr.ntcJ y <~ll su cnrñdcr de ñlgchrns, ln 
igunldnd 

(111,u•l}={w,,\-v}=,\(w,u}. 

Ahorn, por In i<lcntiflncl <le Lcihnit.7. clcl ñlgehrn ele cuhrimicnf.o, 

{ w," • t} = u • { w, q + { w, u} • e 
= "• (w,r} ·\· ..\{111,11} · 

En consct".111•ncin, se necesitn qnc {w, l} =O pnrn cunlqnir.r w ~ A(Nl. Elí'nwnlos t.nlcs 
como I'., cuyo pnri'int.c~lR de Lic con cunlquif'r clcm('nto del ñl1tt•Lrn. <>S C('ro, RC les llnmn 
t!lr.mcnto,, r.r.ntra[e,, clcl ñlgchrn. 

El'lt.c recmplrt7.o tlc elcmcnt.os centrales cfol nlgcbrn (o del ñlgchrn tlr. cubrimiento) 
por un mÍmf'rO renl fijo .,\ 1 corresponde n cstnr en unn rr.pre.•e.ntnd<Ín .,\ <lcl álgebrn, 
que identifica clnsf'S •le equivnlr.ncin dentro de A. Poclcmo!'I llnmnr Al0J n lns constnntcs . 
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Así, 1n nüt:vn estructura y·bn..qf!.dcl.álgcbrn de c::ubrimient~ IlW cn,-.unn rcprescntnci6n 
>.~ . . . . 

A= Ai01 + Ai.'i + Al21. + Al•I ;1-,;; ~- AINI + ... 
! ! ! ! ! 

JI p2 .p3 

¡1q p•q 

q' ¡1q2 

q• 

El valor numérico de .:\ quednrá incluido en los coeficientes. 

PN 

PN-lq 

PN-2q 

En Jos ejemplos pres('ntnclos en la Sr.cci6n 2.5, se pueden tom(\r otros elementos 
centrnlcs de lns álgchrM ele cubrimiento respcct.ivM, pues ni .<rn{3) ni .'1/(2, !R) tienen 
elementos ccntralr.s. AMf, pnrn so(3} y .<1/(2 1 ITT} podernos tomnr 

j 2 = 1; + 1; + J] E .•n(3)121 

¡;2 = .c.1 .c_ + .cij E .•/(2,!ll)l21, 

y verificar que {j2,J(j,,jv,j,)} =O y {.C2,g(.C ¡.,.E-,.ColJ =O. Tnlco elementos se 
Unmnn de Cmn'mir. 

En In reprcsC'ntaci6n ,\del 1ílgchrn rlc cuhrimiento HW podemos dnr ttnn renli~ 
zn.ción de .<11(2 1 9?) que: es de import(\ncin cm n11cst.ros clclinrro11os. Rcprcscntnmos 

Lo= pq/2>., 

Con ello, podemos verific(\r que { q 1 71} = ..\ implica 

{Lo,L+} =L.¡., {Lo,L-} = -L-, {L.¡.,L-} = 2Lo. 

Identificamos esta 1\lgcbrn con .'11(2, m) <le In Sección 2.6. H11ccmos notnr también 
que, mientras que el rílgehrn de cubrimiento univcrEml H\V es de dimensi6n inHnitn, 
éstn. contiene ~irl(2, !R) como In ( dnir.a) suhñlgehrn finitn, npnrtc de H\V misma. HW 
contiene de In misml\ mRnem ot.rn.c; suhálgcbrns propias de dimensión infinitn, dndas 
por funcioncs de p y q de IR fornm q/(p} + g(p), pues 

{qft + gi.qh +a.}= qfs +as, 

2.8. Paréntesis de Poiuon y de Berezin 

Nosot.rm~ usaremos In rcpresr.ntnción del tl.lgchrn 11\V {L+,Lo,L-}, donde In 
dimensión ele AlkJ es z,..(k) = k + 1, como en el cjr.mplo de In Sccci6n 2.3. El paréntesis 
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de Lie: qncdn rc1ur.i:uú1l.nclo, en csf.e cn~o, por el pnréntr.si3 rlc Pni:Mon, que procederemos 
n com~truir. Notr.m~s q11n de In lgnnldod de Lclhnitz {q",71} = {qn- 1 • q1 1>},::::'·,\qn-t • 
{q, p} +>.{qn-1, p} >tq = ;.qn-1 .¡.,\{qn-t, p} "'q. Est.n rclnci6n de rccnrr"cncin."r.s rfat.if1,rcchn 
por {q'i,p} = n.\q'~-t. Similnrmcntc, {qiJ•m} = .\m71'".- 1• Al nplir.nr. nucvn~<mtc In. 
idcmUdnd tfo Lcihnitz, ohtcncmos el pnr~ntcsis dc Lic de dos clrnr.ntos hnsc nrbitrnrios 
rfol r\lgobrn Aikl: . · 

{qipk, qm1,n} = .\(jfr _ km)q;.1-111--1 1,k-I n-·t. 

Pnrn. f y·g funciones polinominlcs o nnnHt.ic:ns dc q y p, c¡uc sorr t:nrñhinñdoricS linc-nles 
de cstOs clcmcnt.os bnsc, In npcrnción qucdn RnU~fcdin rm Mrminns del pnrénte:tia de 
PnÚJ3an rl<'flnido por 

que tornamos ptl.rn ,\ = 1. 

{f,g} = .<!.!.~~-·a¡ ay 
rJq ª" lJp 75q 1 

La rnnliznció11 de los pnrl!nf.csis d<" f,ic por medio de derivmln."I rcspf'do ele 
vnrlnblcs r.nntenlcln..i:i <'11 el pnréntcsh~ clr. PnlRson, RC ext.icncfo n todn~ lns ñl~r.brnA de 
Cubrimiento con mulf.iplir:nci6n "•" r.onmnt.nt.ivn. En cfodo, si nn ñ.lp,chrn. A tiene 
unn hn."le {c¡}f'!- 1 y r'onstnntcs de l'f'it.ruct.urn r'~i' entonces el pnróntf'RiR dr. Líe en el 
á1gchrn de cnhrirnirnt.o nniv<'rRnl A, f!ll<' comprcllflr tmln~ ln"I fnndnnes con io;eric ele 
Tnylor formal cJl loH ved.ores tle In hn:w, /(e1,e2,···ieN), g(C!1,e2 1 ••• ,e.N) 1 se puf'clc 
rcpresí'Uf.nr por In opr.radón difNf'ndnl conoddn cnmn pnrét1tc:n'.<J ele Derezin: 

N, k iJf i)!I 
{f,r¡} = L: <; ¡ -- -···ek. 

i,i,k-:--1 ' rJe¡ iJe; 

Ln. vcrnci<lnd de esto sr n<lvicrt.c ni notnr qnr. sr. rcpro<lucr. d pnrénleHis tic LiC'. orrlinnrio 
pn.rn. los vectores rlc In hase {Cm, en}, y por en ele pnrn t.011oR los cfomr>nt.os ( r'mnhinndo­
ncs ltncnlcs) del álR,chrn orirtinnl A¡ rr.spr.r:to dr. f')rmr.ntns r.n el álgrhrn de cuhrimicnto, 
recordamos que In npernción de tlf'rivnrln r1m1pl(l In irlrnticln,f <lr. Lcihnitz. 

2.9. Algchrns de nhcrrnciones (o cñlculo de nproximnc:ióncs} 

Hemos construido el ñlgPhrn univf'rsnl de cuhrimicnlo A ele un ñlgchrn dn Lic A 
con ohjeto tlc trnhn,inr con fnnr.iour.s clcl cspnr.io fnsf' ópt.icn ( rlf'snrrnllnrln f'n <'l pr(\ximo 
cnpft,ulo). Como nns proponemos hncer los ri\knlos simhc'1licos rnedinnte el mm de de 
computndorn, necesitamos 1r:nrlnr' lm; funcionf's n nn c:onj1111to finit.o de rnf'ficirmfeR 
polinominlf's. Pnrn ello, dt.'finimos el ñlgohrn de nherrndonrf'i tlr. orden N de A como 
nquclln snhiílgC"hrn ;t{N} de A 1lnnclP. toclm; los elnmr.ntos de ;tlkJ con rango k mnyor 
que N scnn <'r¡uivnlentcs n cero, De cstn mnnnrn, los elementos del ólgchrn po<lrfln ser 
repreE>eut.ndos por lnR multicolurnnns introclnritlns en In Sección 2.3. 

El 1ílgehrn dr. c:11hrimie11f.o t.if'ne un nniclnmicnt.o nnt.ttrnl según el rnngo de RUS 
subcspncios vcdnrinlcR Alkl. IJC'hic1o n Ja ident.idnd rle Lcibnit.z y rccordnnclo r¡ne el 
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producto• <!S r:onn11.1tntivo, el pnrértl<'sis de Lic entÍ'e dos elementos, 11110 r.n Alkl y ot.ro 
en Alk'J cumplr. 

(Alkl, Aik'I) = Aik+k'-11. 

Esto pn~dc ser verificarlo pnrn el íilgebrn s/(2, mr cuyos C!)Nmmt.m1 AOll funriones ~ 
/(L.¡:, Lo, L-.) hnjo el pnréntcsiR de Dcrc?.ln de 1n. Sección 2.81 y bnjo el pnréntcsis 
de Poisson o Dcrc7.in pnrn fnncionca /(712

1 p•q, q2). (Sin cnthnrgo excluímos C?Xplír.itn~ 
mente el ñlgr.hrn de H\V en unn rcprr.scntnci6n fJjn. .\, dmulc f. se ve rr.r.mplnzntlo por 
.mm constnutc, porque esto hnjn el grn1lo del rC!mHnclo clr. un pnréntrsis dr. Poisson len 
p y qJ en dos uuiclndes.) 

Proyectnmo:r nhorn lo..q vectorns dC'I -r.spncio A sobre el suhrspncio <londr. lns 
componentes AIN+•I, AIN+2l, ••. son cero. A estn proyección In clenotnmos por 

Estn r.structurn es un ñlgchrn.con·un pn_réntésls de Lic-(inc rer.mplnzn n.1 nntcrior por 

{Aikl, Aik'I) ={ Alk+k'~ 1 I, 011 tnnto k+ k1 
-. J ::; N, 

O, en tn~1to ~-+ k' - 1 > N~ 
Not.nmos qno ,Je csln rnnnr.rn lns álgchrns <le 8.bcr;nCion~.S 'se co1;-ticn.m1 scgúrÍ 

A;,, A(I} e A< 2J e ... e A{N7 11 cA<Á-1 

2.10. Grupos de invnrinncin de un álgebra 

Cndn CJ~mcmto u (fijo) de un ñli!ohrn A se Pued_-~--~1;~~. p~r~ pror.i'U_c_ir unn trnns­
formnci6n de A en sí mismn; esta trnnsformnción será 'incrcmcntnl' según un pnrñmctro 
~n, de In siguiente mnncrn 

v: w •-• w1 = (! + Lla{v,o})w = w+t.a{v,w} E A, 

donde w es r.I lf")c~rnr.nto gcméricn de A. Tnmhién-w'-es r.lcmr.f1to-dc--A porque m1 combi· 
nnchln lincnl <le w y {t1,w} E A. 

Itcrnmos e~tn trnnsformnr:ión A/ veces, con .ócr · = a/ Af, cumulo AJ -... oo. 
Recor<lnmos In ftlrmula ,fo producto dr. In función cxponcncinl y Rtt dr.snrrolln cm eerif'!.: 

a> x"l ( x )M 
ex = E - = lim 1 + .....:.... . 

m::=O 1111 Af-oo lif 

De esta mnnr.rn hi trnnsformnr.ión V n : A 1-~ A parn a finitn generncln por u Bcrñ rr.n­
lizndn por el opcrndor 

( 
m vr.r.r.i. 

( 

"' )}. Q) QJll---
Vn= litn 1+-'-{11,0) =cxp(n(11,o))= L -,{v,{1>,···(11,0}-··}}. 

M-•oo /\f m=O m. 
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Estn es un-conjunto de trnnsformnci<lncs, pnrn r.r E D'l,-qnc forma un grupo unipa~ 
raml.trt'cn, pues 

-, . " 

rn v'ecea 1 .::~ :: m 1 ve~éa ·,- -. : 
a"'...----:---- oo. 0m.-~ 

Va 1V.,,,,; L -1¡-{v,{v,··-{v,n}···}} .L; ~{v,{v;•.·-{v;o}:··H 
m=O tn m'=O-nl .-:. , .. · ... : 

00
. ; k ;-k . k \'ecca . ·., · -Í-f:.:,-ecea:· :-.·.· -·; 

= L L ~~{v,{v,••,{v,o}'.;·}}{v,{v,'•'.{ií,ol'.·-}}' 1 
- J"=Ok=O kl (J - k)! . . . .. 

=E~ t ({)nM-k {v,{v,.~:~:~o}-:·}} -
;=oJ k=O . 

j Vl!CCll 
00 1 . ----..:----. 

= ?"= ji("'1 +02)' {v,{v,··-{v,o}-··}} 
J=O 

= Va1+cr2· 

Esto dcmuC'strn In propiccln<l de cerrnclurn del conjunto de opcrndorf!s {Vn}o1:2!R· Ln. 
n.•mcinUviclnd cfol pro1luc-t.o entre clr.mcnt.os de cRtc conjunto ('S cvidcr1t.c1 pues yn que 
jVn1{Vn2Vn3) = Vn 1 Va2 +n3 = Vn 1+n2 +nJ = Vo¡·Hl'2 Vn3 = (Vo 1 Vn2 )Vo3 J, el ele­
mento neutro es Vo, y el invcrAo ele V 0 es V¡; 1 = V -n· A 6stn.ci trnnsformncioncs AP. les 
Jlnmn. tran:t/ormar.ione~ de Líe, y, en In rC'nliznci6n mf!clinnf.e pnréntcsis de Poisson, se 
les llnmn trnnsformncioncs de Lie-Poisson. 

Ln.ci trnnsformncioncs V0 nr.h'rnn lincnlmcnte sobre el ó.lgchrn A, es der.ir -
Vo:(r1w1 + r2tv2) = r1Vnw1 + r2Va1112, pnrn r1,r2 E fil Y tv1,w2 E A. Lns propicdndca 
de A en tnnto cspncio vectorial son, pues, prcscrvn<lns. Ahorn dcmostrnremos que los 
operndores Vn prescrvnn tnmbié1t lns propiedncles de A en tnnto algr.bra. Es decir, si 
tu1,w2 E A, {w1,w2} = w3, y w~ = Vnt111 1 1JJ~ = Vnw2 1 entonces {w~,w~} = w~ donde 
w~ = Vatvs. Pnrn demostrnr esto, cnnsidcrnmrn:¡ In trnnsformnción incremental V .6.o 
con (6o) 2 =O. Entonces w~ = w¡ +~a {v,w¡}, i = 1,2,3, por In identidad de Jncobi 
cumple 

{w\, w~} = {w1 + .C:.a {v, wi}, w2 + .C:.cr {v, w2}} 

= {wi.w2) -1-Lia (({1,,w,},w2}-l-{t111>{v,w2)}) + O(.C:.o) 2 

= w3 + 6n: {111 {w1 1 w2}} 

= V0 w3 = w~. 

Como el grupo unipnrnmétrico {Vn}nE!R generado por v E A conserva todns 
lns propiedades del álgebra, es un gru¡io de invariaricias di? A. Si nhorn. considernmos 
toda3 ln.ci v's de A, tendremos un grupo de invnrinncin..<1 multipnrnmétrico g. Como se 
dcmucstrn. en In tcorCn de álgcbrm1 y grupoi::i de Lir.1 el uíuncro ele pnriímctros del grupo 
g será el de In dimension vectorial de A. Se 11nmn el gru.po ele Líe generado 11or el 
álgebra, y se denota por g = exp A. 
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Lns _trnnsfor.mn.cionCs de Lic-PoisSon tiCricn · tnmbién 18. . .PrOpicdnd <le preser­
vación del. prOdµcto. ·<Es decir, P~rn.··. dos· fun~.ioñes 'J(11~··q), Y.- 'g(p~ q) ,· ·y .eit Producto 
h(p,q) =f(p,q)g(M); · .··.. · · · .. . . 

• Va :fg;;,, (V;,: /)(Vn: g). · 
P~r8. ·d~riió~trn.~1~)·re~ri~dn_~ó8· q~~ ''dé_' lí{ p~·tiPiedH.d ·d~~ 1~' ~lÓfiVRd.~·'(~arii' r~~éi~ÍÍeS .dé 
una vn.rinble:~.J!- . ,~ ··,, · .,~:~+;"'· ::)~{. :·: : .. , 

·)':.: , ~t J ; . ~.= ~ (~) ::~ ::~~;., .I ''. . .. 
~~·~:%€~~Ri~p1€~i~1;~~(1~ ;10~. v'!~~hl,~s ¡~;iíl .• 4~·~~io11a~~~.1~:i~i~.~~otlencinl . 

. ';~~;: ''-' 

··va.=· f g ~:E}i'tv,{v,¡.:;::•o}·.··;}·/~··· 
~,'..Oa--'.:~~--~;n'··---~ -,_ ;.~-:- k veces~ · ---._ ,.-.. -:.- . _-.;·m-k:veÚ~~'.; .. -.- .-: 

=fo mi _E( k )!{v,{v, .. · {v,o}· · ·}} /)({v,{u;'.;' {v,o}:·)}g) 

. ~ 0~ ~ a:m~k- o.k k v'ccC.s. ~": ·.. -:'._: ~~·~~- ~cccs '. . . .. 

= n~O ñJ E {m _ k)I k! ({v, {v, .. -{v,o} .. ·}}J)({v;{~,•;~{v,o}~}}gJ 

( 

00 aÍ j vom ) ( 00 "k . . . k veééa'•>:< ·.:·) . 
= J¿ jf{v,{v, .. ·{v,o}···}}/ fo kl{v,{v~•·,{~,~},··u~ 
= {Vn: /}(Va: g). '' • '''"'· ,,.,, .... 

De nquí se obtiene In propiedcid de composición (o,:¡~ ~~~~iet~.J_'d~:(;~Ú,~~. ~~·j"¡,~· 
argumento,, dr. una /undón), qne se escribe -.,,,, .. , ~:, 

' -'./\:::,< ::e~;')< 
(Vu: /}(p,q} =/{Va: p, Va: q). 

Ln demostrnci6n es imncdintn ul dcsnrrollnr /(11,q) cn-<loblCilfrfrfo-a~--Tny10r=-y-n(ñp1iCilr- ----, 
itcrativnmcntc el rcsultndo nntcrior. · 

2.11. El grupo de Heisenberg-Weyl 

El grupo generarlo por A = HW es el grvpo de Hei•enberg-Weyl g = J/W tiene 
elementos 

W{<>,/i•'I) = cxpa{p,o} cxp¡J{q,o} cxp"({l,o}, 

que nctúnn sobre el clr.mcnto gcné>rico <fol ñlgcbrn H\V 1 

v = xp + yq + ze = (x, y, z) ( ~) = (v. q, e) ( ~) , 
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de In siguiente mnncrn: 

.. · (p). . . . . (p)". 
W(n,p;-y) i¡ .·.·.=._ .. "'.cx_ •. ¡,_·.ª_• .. {·p·.·.º_·.}.· ._•x.pf!{q.,o}. q. ·· 

l . : .··(~+·/Jt) . •. l 

~p~{p;t} J q > .•.. · 
.•>:(/¡.pt)• :(1co {l) (P) = q7tcie = g ~ ~" ~- , 

De rnnt~crn cc¡uiVnlcntc,: nos intcresnrá nplicnr Jn..q trnnsformnciones n los coeficientctJ de 
Jos elementos del ñlgebrn, 

W(r>,¡1,-y) (~) = ( ~ ) = (~ 
z z + fix - ay fi 

~ ~) (~) . 
-cr 1 z 

Es posible qur., pnrn nlgunns fifgí!brns -entre cllns !ns dn Hciscnherg-\Vcyl 
HW d-, cxistn un grupo 9' de invnrinncins cfoitinto de g = cxp A, que permite In 
construcción de un grupo mnyor que contengo. tnnto n 9 1 como n g. MoRtrnrr.mos r.sto 
a. continuación pnrn el álgcbrn H\V 1 que es un cnso sf!ncillo qut> nos intr.rr.sn cm 6pticn. 
Así, consid~rnmos nhora lns transformndonr.s linenle.tt mñs gcncrnlcs del ñlgt>hrn H\V, 

( n ( fl (~e :¡, ~a)( n . 
Si exigimos respeto n In <'Strnrturn tlr.I t'dgr.hrn, ncccRitnmos {q',1/} = l', {p1

, f.1} =O y 
{q1,l1} =O. De Jns dos tílt.ima.q conilicioncs Re sigue que r,,, =O en In mntri?. nntr.rior. 
De Ja primC'rn, ohtcnr.mns Jn condición 

f' = {q'. p'} 

= {-c1• + aq - rd, dp -· bq +fil} 

= (ad - bc)f. = ll. 
Es decir, el dcterminnnte ele In submntriz ( ~ S), ca t. La mismn mntriz, trnnspuestn, 

se puede nplicnr ni vector coJumnn (x, y 1 z) Tele lns coorcfonncJns del elemento p.C!nérico 
vEHW. 

Est.nmos interesndos en una reprc~rnntnci<in fljn ,\ del álgchrn H\V, que para 
preservarse implica. t = 1. Entonces el grupo de invarinncins es el de mntrices de 2 X 2 
de dctcrminnnte unidncl, con In ncci6n 

ad-l1c=1. 
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Este grupo de mntriccs unimodulnrcff de 2 X 2 se llnmn SL(2,D?). Hnccmos notnr, como 
punto lmportnntc do notnción, que utili:r.nmoR In invcrtm de unn mntriz M = (~ ;), 
porque de cstn mnncrn podemos ctiqnctnr Jn..q trnnsformncioncs ele Lir. C]\.f y de>~r.ribir el 
producto de Únusformncior:ics ·mc~fo.rÍ~~· el produ~to de mntriccs, de In mnnern Rignicntc: 

Puc.s1 po~ ~n pro~icdn?·· ~te hui _~r~~~foill-Jn_cio~c~· clc- -T.Al!-Poisson de saltar dentro de loa 

ar{¡ume~tos-_de laa /u_r_ici~.nes, _ :-e··. · -.<~~~ -.:_-·:"-.- _ 
CM,:: [e~; ;(i)J.i'.~Mr: iwi-1 (i) 

' = M.:_i.(CM¡ : P) 
. • .• CMr''·q . 

=:Mz-tM¡J (i) 
= (M1M2)-l (i) 
- ~ . (1') -- l{..l\.f1M2 • q • 

El ñlgcbrn de Ilciscnhcrg-\Vr.yl JI\V es <'.Spccial en c11nnto n que ndmitc un grupo 
de lnvnrinncins mayor que el grupo que clln gcnr.rn., r.s decir, el grupo de Hciscnbcrg­
Weyl JIW. En cfocto 1 ni producto de )n."J mntriccR d<" JIW cscritns arriba y SL(21!J1) 
componen un grupo de 5 pnrámotros llnrnndo \VSL{2,V?). Este es el grupo de trnnsfor­
mnciones Jinenlm;s de invnrinncin rnñs grnnde del ñlgchrn. de Il\V. 

Consicformnos por tiltimo !ns trnnsformnr.ionrs más gcncrnlrs -110-Jincnles-1 

situñndonos en ln representnci6n ,\ = 1 y ut.ilhmndo su rcnJiznción por pnréntr.sis de 
Poisson dndo en In S!!ccMn 2.8. Así, considcrcrnos funciones nrbitrarins {locnlmcntc 
difcrencinhlcs} y !!!H'.rihimos 

p H pi= <i>(p,q), q H ql = .¡,(¡>,q). 

Pnrn prcscrvnr In rnprescntnción del álgebra, se requiere qur. 

Todns las trnnsformnr.iones que cumpfon con estn condir:ión se llnrnnn canónir.:a3 jGJ. 

LM transformaciones cnnánicM ticmcn In propicclnd cfo prcscrvnr el r.fornento d<! 
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.,, 

ñrcn. d¡J><:dq, con:io podemos dcrnos~rnr imncdinmcntc1 pues 

d;,Í Xtlq1 :, ( IJ</> <lp -1- IJ</> dq) X (!!.Y!.dp + Bt/J dq) 
,. 8p IJq ª'' 8q 

= éJ</>~i/J dqxdp + IJ</>f!._t_d¡tXtlq 
éJq Bp éJ¡> 8q 

= (ª"'ª"' - ª"'ª"') dp•<lq 8q 8p 8p éJq 

= {</>,t/•} d¡ixdq = dpxt/q. 

Vemos que el plnno p-q se lrnnsforma como flujo de un fluido incompresible. Esto 
constituye el tcorr.mn de Liouvillc en ('Mpndos fn.qc ele cunlquir.r dlmcnsl6n. 

El conjunto de todns lns trnnsformncioncR c:nn6nicn.q fortnn un grupo, pum~to que 
(i} ln. compm1ici611 ele dos trnn.'lformndoncs locnlmrnt.c difercncinhlcs que prcscrvrm r.l 
ñrcn es otrn trnnsformnción con lns mismns propicdndc>s, (ii} se cumple In 1umcintivicln.d 
en esta ncción, {iii} el elemento 11cnt.ro cstR en d conjunto, y (iv), nnn trnm1formnci6n 
donde ningt'm clr.nwnto de 6.rf!n dcRnpnrccc, es lnc-nlmr.ntc invr.rtihlc, y su inverso tiene 
)n..q mismM propi1?clndci:i. Por In i<lenti1lncl rlc Leihnitz, nrlcrnó.R, si unn trnrn¡fortnnción 
es cnn6nkn pnrn H\V, también preservará t.0tln el ñlg1~hrn dr cnhrimicnlo TilV hajo el 
mismo pnré>ntcsiA d<' Poisson; por rj<~mplo, el ñlp;ebrn Hl(2,Ul} clr In Sccr.ic'IH 2.7, gencrndn 
por -~v2 , ~pq y ~q2 . En el r•rt,ximo cnpílulo nsumirernos como principio r¡t1e toclns 
lns trnm;formncioneH del cspndo fn . .,<' 611t.ko Ron cnnónir.ns. 

Si In,.; funciones p1 ~ </1(11,q), q1 -::::- t/1{p,q) t.il'rwn dt~snrrollo <'n Rcriu d<> 'fnylor 
convr:rgcnte en \1>1 < n, q E m, enlonCf'S t~l pnrénteRifl el(! I1ois::;on {4>. t./1} RC podrá clC's­
nrroltn.r en unn scri<! doble ele pnr6ntt'sis ele' I1oisson que involucran {Aikl, Alk'\}. Cndn 
uno de ello!'! <'SlÓ. en Alk+k'-tl, rle morlo que po1lC'mos ngrupnr los términos según dia­
gonales, y C'scrihir In trnnsforninc:i6n p 1--• p 1, q 1-• q1 como .'lerie dr, alu~rraciories. Esto 
lo dcsnrrollnmos n r.ontinunci6n. 

2.12. El grupo de invnrinncin lineal en el ó1gcbro de oherrncioncs IlW{N}. 

Aqu{ qnrremol'I considcrnr In nccicln del grupo SL(2 1ffi) de trnnl'!formndoncs li­
neales clcl filgr:hrn IT\V Rohrn su álgchrn de cuhrimicnto II\\f. Como lns trnnsfnrmncionC!s 
son HncnlC's cs suficiente hacerlo en crtdn cspndo Vl!dorinl tJ\vlkJ. Los vcctorC's de este 
cnspn.cio son fu ncionc!'I polinominlcs de grn<lo k = 2j, 

1; ·) ( ~f ) = (xi. -1 :. J 

X'_; 
( 

¡i.) 
X~;) ; . ' 

L, 
donde Jt1 son coeficientes (rcnlcs o complejos) y X{~ son los monomios bnsc de H\VlkJ 
dndos por 

m=-j,-j+l, ... ,j-1,j, 

i=0,~,1,~.2, .... 
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T<'.ncmos el intcres de mnncjnr lns trnm1formncionf'.s lincnlcs de CHtos r.sp11cios 

por loe cocfidcntes ¡/,1 que se orgnniznrñn como ln.<t componentes de un vector colnmnn, 
discutidos en In Sección 2.3. Como ahorn IR etiqnctn ni que es títil pnrfl nun1crnr com­
ponentes corre de j n -j, pnsnrá por el vnlor O si;" es entero, y por vnlorefl scmicnteros 
Rcgí1n lo sen j. Tenemos unn. fnncicJn muSIMP que permite numcrnr renglones y columnns 
por ín<liccs sucesivos como en ésn Sección. Ln nnmc?rnción tomn el orden dcsccmlcntc, 
es decir m = i,i - 1,j- 21 ••• ,1 - j, :....;". Así cscritns, In.o; trnnsformnciones 1incnlcs de 
H\V en In Sccci6n 2.11, dndn.~ por non mnt.riz unimoclulnr M, 

son 

~(:_ 

CM = C(M) sobro ( x:g) = (I') 
x''' 

b) . rl1/21 - (1'/2 
d.. - . l/2 

-l/2 q 

( 
1/2 ) 11/2 ) (ª ¡,)-1 x,,. 

-1/2 e ,¡ X_(i/1\
2 

) 

Xl/2 ) (ª b)-l T 11/• 
' -1/2 e d 1112 ' 

-1/2 
donde MT es In matriz transpuesta. de M. Hacemos notnr que es In últimn expresión 
In. que nos intcrcsn: tener unn mntriz nctuando sohrc el vector columna de cocOdcntes. 

Cunndo cscrihimoR (~ ~) = (~ !)-I T = (~b :e), cstns trnnsfonna­

cionr.s nctunn Rohrc el vector de cocíldenles r¡ue son coordcnndns de loR vectores de 

Hwl
2
l como ( I" ) ( ,,2 2,,/3 /3

2) ( f' ) h = r-rr o.ó+ /37 f36 !J . 
1~·. 7 2 276 6

2 !~. 

Pnrn mm k = 2j entf!rn y nrbitrnrin1 cunmlo 

4af3" 
{32(30.6 + /37) 
2/36(n6 + /3"1) 
62(06 + 3/J•) 

4763 

C{M): x¡;,(p,r¡) = x:f.(p,q) = ¿v:"""'(M- 1¡x!,,,(p,q), 
rn' 

entonces Jos vectores del álgebrn de cubrimicnt.o sr. trnnsformnn como 

C(M)flkl = L:I/., IC(M): X/.,= L fi;,v~,m,(M- 1 )X~~' = ¿¡;j.xi,, = rtlkl, 
tn rn,rn' rn 

- 18 -



con cocflcientcis ., 

Pn~o. R.u r.ri1Ple~ :c~1.c01!1Putnd6n simbÓlicn, donde los elementos del álgebra de cubri­
mlen~o~.rlkl. s~.~nncJ1.1n:por eua ~cctorcs columna de coeficientes, escribimos 

r•lkl = ¡n;(M-1)1Trlkl = W(M)clkl. 

En In (1ltimn igunlclnd, hcmo• clofiniclo In mnlriz W(M) = ¡ni¡M- 1)JT. Como cstns 

mntriccs Di(M) = llD~,.,.,(M)il (y In.• E's) cumplen Di(M1) Di(M2) = Di(M1M2) 
y en consccucncin Di(1) = 1 y Di(M- 1) = ¡ni(M)J-1, se llnmnn mm representneión, 
por mntrices do (2f + 1) x {2f + 1), del grupo SL(2, Dl). Lns mntricc• Ei(M) son In 
rcprcscntnción r.ontrayrr.diente de lns D's. 

Primero l'Orontrnrcmm~ los rocficic>ntcs ele lns combinncionee linrmlf!s <le los vec­
tores bnsc <fo monomios X/~i(p, q) = pi+mqi-m, Pnrn c1lo mmmos el desnrrollo hinominl 

de Newton, los cero!'! del coeflcient.c hinominl ( t
1

) = j!/(j-m)! m!1 y un rcnrrcglo <le las 

sntnM (IWor.F ( 1979)!, Apt'!ndicc C). Ln. ncción de In trnnsformación C(l\1), M = (~ ~), 
sobre los V<'dnreq lin.c;c de 1nv{N} es C(JVt): .x{;1 (p,q) = x:fi(p,q), donde 

x:fi(p,q) = xf;l(¡l,q') = p' ;+mqt j-m 

= (dfl- liq)i+m¡-r.p+aq)i-m 

= [~e :m)r1''HJ;+m-1•] 

X [Le- m)c-~¡v,;/.:111:-:~.]v•·+•q•i-i•:-• 

·;; ~ [~e~~ mYU.~ :::~r ·· 
x dl(-b)i+m-t¡_:c)i+m'..:lal-m-m']xf.(p, q). 

Compnrnndo cstn. cxprr.::iión con In. nntcrior, concluirnos que 

ni , ( ª b) = ¿: (i + m) ( . i - "' ) alt/ 1-rn-lé+m'-tdt-m-m'. 
m,m e d l P. J + m' - e 

Ln 1mmn CR sohre un mímr.ro finito de t~rminoi:. (vémm In mntriz de 5 X U n.rribn). 
Los rnngos qnc permiten los coeficientes binominlcs son O~ e$ j+m y O :5 j-m'-t. :5 
j-m. De nqu[ concluye que -j :5 m' :::; j pnrn In surnn sohrc )ns 1:~,. Pnrn In sumntorin 

que dn In mntriz ni, notamos que el índice l. está en el intervalo mnx(O, n1- m') 5 l :5 
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min(i + m,i - nt1)¡ notnmos que si ni= -J:j o ·,.n' ~ ±i, cntonccs'la smnn·sc reducen. 
un solo término;_ si t11 = ±(i-1) o fn' =·±(i :-" 1) quedarán dos términoR.(_m el clcrlumto 
de m~triz de D'_; cato cxplicn. que ·el. mnrco_extcri~r de elementos de In. m~t~b:_ de~ X 5 
tengo. .un s6lo eumnmlo, ·el mnrco:h.1tcrior dos sumandos, Y el elemento central tiene 
tres sumo.mios. · . 

P~nm el álgebra de nberrncionrs HW{k} = nwltl +nw121 +·. ·+Hwfk{ tenemos 
en comu?cu'cndn. qtic el grupo de trn.nsformncioncs' 1ineñ.lcs dc-HW-lmplicn'ln.-eiguicntc 
ncci.c?n dingonnl par· bloques: '· 

r•ltl o o 
r•121 

r•l•I o o o 

r•lkl o o o rlkl 

En el sistcmn. muSIMP de cómputo flimhólir.o tcnr.mm1 c._c¡lns opcrncioncs como funciones, 
que <lctnllnrcmos en el Cnpft.1110 4. 

En In Sección 2.10 nrribn, cxponencinmos el operador de J..ic-PoiRsou {u, o} pnrn. 
v E Jf y la Sección 2.11 lo hicimos C'Xplídtnmcntc pnrn. H\Vlll, In cunl es un ñ.l~l?hrn 
nilpotcntc. ConsidercmoR nhorn. In sC'ric cxponnnci1tl de {vl21,o}, con vl21 E Ai21. En 
vistn de que (según In Sección 2.9) {Al21, Aikl} = Jf{kl, es dnro que In serie exponendnl 
cxp{ vl21, o} ni nctunr sohrc 1111 elemento w E A del álgchrn, clnrlÍ unn serie en A: 

exp{vl•l,o} : w = w + {vl21, w} + ~{vl21, (vl•I, o}} +···E Jf, 
2. 

y producirñ. trn.nsformncioncs n lo más lincnlf!R sobre los vectores de ~4. C11nndo 
w E Alk'J, entonces t.nmbién In serie cxponcncinl se mantiene en Alk'I. En consccncn­
cin podemos nfirmnr que hL'~ trnnsformndoncs lincnlC's vistns en esta 11cr.ción tienen 
rcnlizndcln como opcrndorcR cxponencinlcs de Lic-Poisson. 

don ele 

En cfod,o, se pn~clc dcmo!1trnr [Wm.F ( 1979)J que 

{ 1 ( 2 1- 1 t 2¡ } _ (; ( cosh w - ·' Bl'ndt w cxp 2 r¡> - llpq - - q ,o - racnchw 
-tsend1w ) 

cosh w + ,, scnch w ' 

scnchw = { w-1 scnhw, 
1, 

- l?O -

w f. O, 
w =O. 



Es fácil comprobarlo si nct1inmos con nmhos miembros sohrc lJ y q pnrn r,.,, t pc(¡ucñn..<1, 
y retenemos Rnlnmcntc el primer pnréntr.si!'l de Poisson: 

{l+{~(rp2+spq+tq2),o}\(p) = (P)+( !·•P·l·:q) = (1-!s 
_. q q -rp - 2 sq r 

Esto puede compnrnrse con la mntriz dr. ln trnm1formnción it:M nnotncla· nrriba si 
cosh w ~ t ~ scnch w. 

2.13. El grupo de lnvorlnncin no-lincnl en HW{N) _ 

Después de hnher 1igntlo ni grupo de trnnsformndone!'l lineales de \111 clmmmtos 
w E Alkl con In. cxponcncind6n clr. opcrndorcs de Lic-Poisson de elementos r.tmclráticos 
v E Al21, en Ir\ formn cxp{u,o} : "'J-) w', nhorn com1ldcrnrí!mos d cn..om gC'ncrnl en el 
cual v E A!f<!, Entonces, In ~cric rxponcnclnl constn <le los siguicntt~R términos: 

tn \IC('f!!t 

1 1 -------------. 
cxp{v,o} :tv= ~ + ~-!- 21~+ .. ·+ ;;;¡{t>,{11,. .. {v,w}···}}+···· 

EAl-"1 eAll:+K-ll eAIHlK--41 eA(i;t·m(f<-211 

Por la finiturl de ln memoria dr. ln.~ comp11tndorns 1 debemos trnbajnr dentro de ólgcbrns 
flnittL" A(N}, como fue \'isto en 1n ScC"ci6n 2.0, n 1111 ordf!n de nhcrrnc16n N. 

En In tr.nliznción que hcmn.'i rnnnrjndo en los secciones nntr.riorcs, un polinomio 
genérico de cunrto gro.do 

"= n¡>·I + ¡¡psq + 'W2q2 ·\· 6¡1q• + Eq•. 
gcnC~.n. unn tr~nsf~~mnci6n cfo Lic-Poisson i:;obrc IrW, cxp( 11 1 o} : 71 = 71

1{p, q), cxp{ u, o} : 
q = q~(11, q); cxprcSndns como Acrics, podemos lrnncurlM n ordl!n dr. aberración 9 (in­
<licando l¡s¡)i . 

· cxp{v, o} : ¡i\¡s¡ = p + /11•s + 2,¡i2q + 36¡iq2 + 4<q', 

cxp{v,o}: q\¡s¡ = q-4np3 - 3{1p2q - 2,pq2 -6q'. 

Eitt9~~~,8-ÓhfC'.Cl.-VeCtOr· c·a1umna cuyos elementos son 

((r,q), (p2,¡,q,q2), ¡1,s,piq,pqi,q•¡), 

el ·aperndor 
0

cxp{u10} = 1 + {11, o} nctun como unn mntriz 

N' [,_, k.=2 k=3 

o 1-~a 2, ~~] J = 2 1¡2x2¡ -3/1 -2~ 

j=l o o 1¡sxs¡ 

j = ~ o o 1¡1x1¡ 
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El polinomio o .de grn<lo cuátro, ~rJflcn9o n ·ar~en de_·~bérrac~t?~ 7 nctunrá sobre 
el vector column~ _(X~/~, X 1 ;; -, • X 7 /~): .. m~~~nnte. t~~tn ·mntriz <l~·· In._ ~struct"ur~ ~ din:ien-:-
sioncs dnclos p~r· · ·-· , · ·· " ·· '" - · ·~· -

• 2· 

2 .. 
2 

7. o o o o o o I¡ax8J 2 

donde en 18. posición k-k' está In eubmn.triz 11U~.1i.J}x(k'+t)J que involncrn polinomios 

de grndo m de los cocflcientr.s de v, y proviene e pnr •1itcsis de Poifison nplicndo m 
veces. EstnmoR escribiendo In. ncción cnnónicn no-linenl de cxp{ u, o} mcdinnte nnn. 
matriz, esto en uno. trnnsformnci6n linenl en un espacio vcctorinl de dimcm1i611 mnyor 
n In del álgcbrn HW original. 

Notemos que bojo In trnmiformnción gcncrndn por { v, o} In funci6n v(p, q) es 
unn invnrinntc. Esto Re cfobc n qnc, pnrn cunlqui~r pnrñmctro T, 

u(p, q) = CXJ>T{t>, o} : t>(¡>, q) = u(exp r(u, o}: p, cxp r{,., o} : q) = t>(¡•(r), q(r)). 

Por ello, el finjo (en r) del cspncio fn.~c (¡1, q) es cnnóniro y tnl que lns línrms de flujo 
Ron In.~ curvns de nivr.1 v(p, q) = cnmitnnte. 

Se puede dcmnstrnr que lns trnnRfnrmncionr.s cnnónicns genéricas T' •-• p1(p,q), 
q ,_. q1(p, q) Ain trnnRlnción [{O, O) 1-• (O, O} J, Fii'.! pueclr.n nproximnr como producto facto­
rizado: 

Donde ¡lkl(p, q) ~on polinomios de grndo k r'Jl los gencrnclorcs del ñlgebrn. El fnc~or de 
In extremn. dercchn (cxp{/12110}) ¡1roduce trnnsformnciom•s Jincnlcs¡ r.I que le Rigue n 
In izquicrdn. produce ln.<1 nbcrrncioncs ele B<'gunclo or<lcn gcncrncl~s por ¡181 y rde:nidas 
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hnstn cnnrto círdcn en el cálculo; los fnctorcs que siguen, gencrndos por ¡141 y ¡151 
son nherrncinncs ele tctcer y cunrto 6rdcn respectivnmente que, ni rr.l<'nerloR n orden 
cuntro1 sólo l1cgnn n producir Rumnnclns litwnlr.s <'n RllR pnrñmctrnR. Esta fnctorizndón 
fue introclucidn por A .• J. Drngt y .J. Finn ¡ rn10¡ pnrn el orden inverRo dr.l Rcguido 
nqu{ (nllf de izquirrdn n. dcrcrhn). 

Lns trnnRformncion<'s linenlm; gcnerndn.q por ¡121 fueron vh~tn.q en In Sección 
2.12. Aquí 1n$1 r.xclnimos tempornlmenf,r. pnrn exr.ribir clnrnmrmt.e lo que sur.ede con la 
nbcrrnci6n 'purn' mfi.q gcncrnl rctcnidn n orden cuatro. Estm.¡ e.qtfin eliquctndns por loe: 
coeficientes Ji1 contr.nidos en los polinomios {/151,¡141, ¡181) y Ron 

A{fi"l,¡1 11,¡l•I} =. exp{/151,o} exp{/141,o} exp{/l•l,o} 
-1 l·{/l•l,o} {lºy2º6rdenes) 

+ ul•I, º} + ~! {¡i·•I. ul•l, º}} (3" orden) 

+ (1151,o) ·l·{/1 11,{Ji"i,o)} !· ~,ul•l.ul•l.ul•l,o}}}. {4") 

Las nplir.nC'.ionrs tlr. rstn t.rorÍll rlc perl11rhndonc!'I de onlen superior pnrN RiRtc­
nu\.q 6pticos n.."(inlmenle Himétrkos nos llcvnrñn ndclnntt~ n r.onsiclcrnr snlnmcntc nhc­
rrncioncs de orden impnr. En <'1 r.nso de 6pt.icri <le mm climensUm (corno en loa primeros 
dos cnp(tnlos ele esta tesis) si peclirnos que lns nlwrrncionei:i scnn Rimétrir:n.q respr.cto ele 
inuersionc.'I n trnv~s del C'jc 6ptico, cstnmos piclimt<lo ¡lkl(p,q) = ¡lkl(--p, -q), y por ello 
el grndo k de los polinomios gcncrnclorl'R sólo puede ser pnr (4,6,8, ... ), dnmlo lugnr 
los 6rclc>ncs de nhcrrnción 3, 5, 7, .... Ln ncción de este grupo ele nherrnciones puraq 
(hnstn ele orclcn 7) C'St.1í. cont.eniclo en otro conjunto de funciones r.n muSIMP, qtw per­
mite cnconlrnr el dcsnrrollo polinorninl 1lc fondones impnrcs p1(p, q) y q1(p, q) en soric 

de Tnylor clndos lol'I ro<'fkicntt•s Jfn de los polinomios v_C'ncrndnrC's. Y convf~rsnmente, n 
pnrtir ele estos c]csnrrollos de Tnylor truncnclos, permite rt'C"nnst.ruir los cocfidcnt.es ¡?,°,. 
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3. La óptica geométrica en espacio fase 

Ln propngnción de In luz sr. puede idcnliznr como In trnycctorin de un punto 
(en 6pticn. gcom6tricn) o como frentes de onda sujetos ni principio de superposición 
<le Huygcm1, (en 6pticn onclulnt.orin). Ln luz ee mueve en el vndo con vclocidncl e ~ 
3 X 1010 cms- 1; en un medio con Indice de rcfrncdón n ~ 1 su vclocidnd es c/n::; c. 
Ln.s trnycctorin.s en un medio 6pticnmcnt.c homogéneo son Hncms rectn..'I y lm~ frentes de 
ondn, pin.nos pnralelos. Si el medio es inhomogénco (esto es, si n dcpcndn del )ugn.r en 
el espacio), In evoluci6n rlcl punto o del frente de> ondn CR t.nl que In luz tiende hncia 
regiones "opticnmcntc densns" clonclc el ínrlice u es mnyor. 

Un Rhif.C"mn. clr. clos Pctrndoncs de cvnlncitín ncoplndns entre lns vnrinhlcs dr. 110~ 
sici6n y momrnto, llnmnc1nR lns C'C"11ndnt1f'.<t de Hnrnillon 1 pueden fier ohtr.ni11nR n pnrt.ir 
de consirlrrndon<'s gl'mruhrirns y di11tímknR sf'11rillns. El snpuf!st.o gc•om~triro f'R In con­
tinuidnd drol rnyo, y P.! Rupueslo clinómico e.<1 In h•y df' Sncll f81rnmuc111 Y Wot,F ( 19A7)J. 
Es un camino nlt.ernntivo e incli>pemliC'nte ele la formnlnchí11 cfo LuJ!rnngc hmmdn en 
el Principio ele Fcrmnt dro In fnndón r.xfrr.mum. Con ln.'1 lwrrnmirmtnR mntemñticn.ci 
<lesnrroltnrln.ci en el cnpít.ulo anterior proponemos ln.ci ec11ncio11c>s ele evolución <le In. luz 
clescritM por lni; trnm;formnr:ione.ci de Lic, f'Rt.m1 nperndorm~ ln.q gcnernn sobre el con­
junto de rnyo.<1 clr In ópt.icn gC'ométrkn. Los rnyos Re romporlarlÍn scg{m unn. fnnd6n 
vcctorinl q(.'I), donde «1 es un pnrñmct.ro <¡Uü corre cm el r.jr real !J~, y está rclncionndo con 
el tiempo t meclinnte su velocidn<l: ·" = ct/t1. Estr. pnrámt•t.ro ·' repr"Rrmtn In. longitud 
medicln. sohre ln trnyectorin. 

Usamos el concepto ctmlucúín pnrn n!Íc>rirnos ni eje sohrc~ r.I cuál se pn.rnmctrizn 
el movimiC'nt.o, lo cfofinimos como un mn¡wo <lr.I C'Spnrio fn~c en sí mhnno II<n6Tzsc11 
Y Wor.F' ( 199ln)J. El opernclor difc>rencinl, con \ltl pnrnmclro ele longitud, rcprcscutn 
In trnnRlnri/in C'Otllo un mnpeo de cRte tipo. Así, la evoluci6n ele fondones /(.,) es­
lnrá gcnetndn por rl operador d/ds, y su clrosnrrollo cm serie de Tnylor rcprrscnlndo 
por 

~a"' d"'f(.•)1 ( d) 1 J(a) = L -- ---,,,-·· ~ oxp a-- J(.•) . 
m=O rnl d.'l ..,.,,,, 0 ds ,.=o 

Por In. scnwjn.nzn. de estn 5crie exponendnl r.on <'I dcsnrrollo de opcrndores tle ll\ forma 
genérica cxpn{v,o}, de In. Ser.cióu 2.10, dcílnimos In función de Hn.milton "}/ = Jl(¡>,q) 
y escribiremos: el op<'rndor ele evolur.iiJnl <'n íormn diforcncinl 

.!!.. = {-JI º} = ~!!.. !!_ - aJ/ • .!!... 
d.<J ' a1r a¡¡ aq a1-; 

1 Los opC!rn.dorrs de tra..1l!1.ci611 avanzan d u11ru.in clr. rn!{"" de mn.ncrn. simultn.nl'n. n.I opcrn.dor de evo1uci6n 
que retroa11an.tn la pantalla de rt/t.renr:.fo, de al1C 1111 1ngno opnc!lto. 



pnrn hnc:crlo nctnlll' Robre lns obscrvnhlm; dr.I rnyo, f(qz,q111 QziPxiPuiP:i:). En este 
cnpítulo, el vnrlo libre es el ejemplo mñs trnnspnrente de estn pnrnmetriznción. 

Como romplcmcnt.o du ln..<J trnnsformncioncs ele cvohtci6n, rm ópticn trncmos 
trnnsformncionf's 1R1í:hitns 1 del rspncio de rnyos, como los que procluce unn superficie 
rcfrnctnnte. En ei:1tc cnpítnlo est1111inmos detnllnclnmentr. esto~ mnpcos y mosirnrr.mos 
In. propicdncl que t.ienen clr. factnrizarnr. en doi:1 t.rnnsformnciones rafz, qur. son cnnónirM. 
INAVARR0-8AAt1 Y Wor.P' {198nl1)J, IT<ni)Tzso11 v Wou· (199tb)J. E::it.n lrnn::1formnd1ln rníz 
se resuelve por series ele nbr.rrnr.ion<'s, ni utiliznr nlgnnns ele lns funciones cfo mnnejo de 
polinomios desnrrollnclos por el nutor de rst.n tm;is. Se prf'sr.nt.nn r<'s11lt.ndos n orden ele 
nberrnc:Mn siete. 

3.1. loe ecuaciones de Hnmilton de In 6pt1cn 

Considernmos que el vector de cvol11r.i6n r/(.,) E !R3, .'l E !R rfolinen In trnyectorin 
del rnyo ni dcsplnznrsc ,fo ij n ij + dij cntrC' ,'J y ,, + d.'J, y qttr. un punto ac mucvr. con 
velocidnd ldifl = d.'J en In dirr.cción ele In tnngrmte n In trnycdorin de d(j, srglí:n <."l vector 
dicrccionnl ;;(.,) en íl~~ cnyn longitud f'S liif. 

Podr.ttHl9 igunlnr los vectores nnitnrim1 ele velocidnd y de dirección 

y definir ln..fmición JI (P, ii") después de intrgrnr el f!egundo término respecto de zi¡ 

Ji(fi, if) = l1TI - n(.fl, 

en principio, n(q) es unn función nrbitrnrin de ¡¡. Pnrn obtener In evoluci6n del vector 
tnngcnte JJ\.1J) 1 le nplicnmos el opernrlor de evolución d/cfa = { -Jl, o}: 

'!j! ={-JI o} p-= _ cJJ/ = 8n(<f) 
d• • a,¡ a,¡ · 

De estn mnncrn r.l ved.ar tnngr.nt.r. ni rnyo se mueve en In <lirer.ción del gradiente de In 
función de índice n(tf) 1 qur nsocinmos n In refrncción del medio en el punto ij. 

El vnlor de In función ele Hnmilton, Jl(Jil.'J),q'(.'J)), no Re C"onsidern en ln..-i; ecun~ 
cioncs de movimi<mto nritcriorcs porqm~ su f:'volnción 1mhrc In trnyr.dorin del ;hyo es 
constante y !ns ecunr.ioncs nnteriores sólo contfonen tluioada.'J. Quermnos decir que 
d}I /d.<; = {-JI, JI} =O. De C'Stn formn., ni hncer In const.nnte igunl n cero, In lnngitud 
del vcdor lnngentc 11 sl'rñ. 

IPI = n(<fl. 

por tanto po<ll'mos pensar en un vcdor t.nngente j)(.'l) que guia ni rnyo y se mur.ve sohre 
In superficie ele unn r..,fern en D~:I, que hn sido llnmncln esfera rlr. Dc.'ft!nrtr.~. 
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S.c! ~lc~tm!t_inO.~ .n'3t~~ª- Ifamiltoniano, l\l sistcmn. <le In 6pt.ir.n geométrico. que 
d«:>fin.c ln cvolnci~-~ ~~~ los ~n:yos mcdinntc )ns dm~ ccuncioncs 

~ti IM;q'tici fi'cs In. r.oo~dcnndn. canch1icamcntr. r.onjugndu n ijy )/es ln./unr.úfo de Tlnmilton 
rcspceto de ,,, el pardmetro de evolución. Al espacio 0-rlimr.mdonnl (¡;: tf) Re le llam~ el 
eSp<.Ício- fose-·dn In. 6pticn. con rnyos pnrnmct,rizn1los por .'f. 

En un medio homogéneo (n = r.nn~t.nnt.r.) 1 pnrn rl cnso ele vuelo lillrr., In Rl'gnndn. 
clr. lns ecuncioncs de Ilnmilton se C'srrih<' d¡l/d,, -oc ii y rrsnrh·<' 77 = vr.r.tor cnnstnntc¡ 
In primera se escribe entonces df/ d., = vcrtor con.c;tnntc. Ln sol11d1~n gcncrnl AC puede 
cxpr.eSnr'en términoi; <le los vnlorcs infrinlr.." <'TI"'--:: 0 1 y es 

lf{s) = q(O) ' ·'~f =•/(O) 1- ~¡>, ¡T(.•) = ¡l(O). 

3.2. Ln ley de Snell de In refrncclón 

Cunndo r1 mcclin no ca homop.;~nco, In Rrguncln ~c11nri6n de Ilnmilton cl¡i/d,,, 
que vn1fn. cero pnrn. el r.nso ti ~ ronRtnntc, r.R nhorn. r>l grndicnt,c rcfrndivo <lcl ·tncdio. 
EstnrnoR ('specinlmentr. iulerrsnclnH r.n nr¡11C'llos Rislenrn51 en IM c¡trn 1m ticnr.n doR mf!dios 
homog1foeoR n y n' RC'pnrnclnR por nnn rliRrnttt.inuirlncl sohre mm Anperficif' S(if) = O. 
En ese cnso, In mngnitml <lcl grnclirmtP. <'111(tT)/fhfsP. vuf'IVC' infinit.n, nnnr¡ur Rn clircr.ción 
es aún In. normnl n S, qttc' llamnrr.mn~ Rimhf1lknmr.nl f! 

qE S. 

DC! líl RC'gllIHfo. rrtm("ión <lr Hnmiltnn, qnr. Rr. 1111t.rl' rfo In IC'y de ACJtos ele Snell, 
tenemos loR vectorcR tnn1~c11leR 11 = 71(.,') y 1T~ ¡J(,,), 1le mn¡~nitudr.~ IP4 J = n' y hil = n, 
pnrn dos vnlous c1•rcnnos de .'I ~mhre el rayo y r.n nmhos ln<loR ele ln. Ruperfir.ie S 1 

6.~1 = .'11 - .1. Su incremf'nto 6.¡T = ft - ¡; cstnrá nproxim:ulo por esbt srgnmln ccunción 
escrita en ln formn /:::,.71 = (fJu/fJij) 6..rJ. Al cfPdunr el prodttcln cruz con el vector 
grnclientc c"Jn /lJtf ohlf'11cmos 

A_. éJU 
L.J.7J X¡¡¡¡= Ü 1 ni substituir se irnplicn qne 1lxf = flxf. 

Estn. ecundón, cuyn virtud c~trihn r,n ser intl{'prmlir.ntc ele 1n mngnitnd del v;rn1Hcnte 
refrnctivo, t.icnc pcrfcr:tn.mcntc definida Rll clircr.ción¡ es In nornutl E en In di!'ir.ontinuidncl 
del (nclict>, In supcrfiri~ S. 

En rfcc:to, si O y O' AOll lns IÍngulos q11P. formnn los VC'ctorcs ti Y 1i' con E, cnl.onccs 
In mngnit111l del producto vcctorinl [que cmnplc ltJxt/\ = \üJ IVfl scll /(V, v')J er. cRcribr. 
en In. formn tredicionnl de In l~y de Sncll¡ 

usen o= n'fien o'. 
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FIGURA 3. l. En.cncln. ntC?dio·lmt 

Ln com~trucción contiene In informnd1í de coplnnnridn1l entre el rnyo cntrnntc fi1 el 
rf"frnctndo fi' y In. normnl n In Rtlperíldc E (!11 el punto de indclcncln. r~n ignnldrul nnt.crior 
es unn ley dr. r.on,,r.rvnr.ión1 dP los cornponcnt.c>s t.nngcndnles del vcr.tor momento, y 
grñflcnmcmle se puede exprcsnr como cin In Fignrn 3.1, r.n donde los círculos represcntnn 
lns csfcrns de l1escnrlcs en nmho~ medios. 

3.3. Coordcnndns de pnntnlln y eje óptico 

Lo cxpuci:;to en C!ÜC cnp{tnlo ~(' ílJllicn n p11ntos tf E m:\. Lns fórm11lru~ son gjmplcs 
pero ahstrndM, y conticnt'n conrdcnruln.q de m1íq (11.qn St!is coorcfo11nclns1 veremos ,;in 
embargo que pncdrm reducirse n cnntro rnorclcnnclns y un signo). Como cs com1ín, lns 
ccuncioncs de Ilnmilt.on pu(!(lcn rrclucirsc n formns mfi..q concretas que son mejores pnrn 
propósito de cálc11lo. 

Jntrocluzcnmos un sistcrnn ele coordenndns cnrt.miinno x, y, z 1 pnrn eflcrihir 

donde uJ;;_;¡-- ]J~ - ]J~ = pz, con" qnc inclkn el :iiyno ele Pz sobre In f'Sfrrn de IJrRcnrt.es 
Jfi'I = n¡ cli::;t.inguc rnyoR que se mur.ven con ,"J C'll 1n dircccit>n ele e hnjo v11r.lo libre, de 
aquellos qnc 1o hnccn en In dirccci6n -z. Scleccionnmos el eje z como el eje opticu, y 
el plano x-u como In pantalla. Los rnyos pnrnlclm1 n In pnntnlln (n {10° clcl eje óptico) 
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llcvnn a =O. Por otro lnrlo, 10::1 sislcmn.ci ópticos que nos iuteresn. describir eon nqnr.llos 
donde hny un eje de sirnctr{n del Bistcmn. -como. microscopios, telescopioR o c1hnnrM 
fotogr1Íficns7y unn. o mñs pnntn.llns n. lo lnrgo de este eje, que nos indicnn In posición 
del rnyó n esn. dist~ncin sobre el eje óptico. , En _consccncncin. nos intereso. en lugnr de 
s, In. distnncin twhre el rnyo, tener como pnri\met.ro de r.volución n In. dislnncin. 1mhrr..el 
eje óptico z = q2 (s). . 

Dh,idiremos lns componcnt.cs x y y_dc lns ccnncionr.s de Hnmillon entrc·In. 
compon<7ntc z ele In pri_n~ern: dqz/ds = p2 /n. EA decir 

d. p~ ldq, = ª''/·~ . 
d.'I - cls · 8qz n ' 

. ~~: /~~· = r;;/~.; .. ~;~-[~~/"' :;~¡~ .. : 
1~a ·1ít ti1na cc11;~C¡6r{-,~~ :-;i,~~ ¡ d~_ 7=--_,a;i ~ja;. -~-¡: ~~~~rf~ii~~~~--¡~1~~~~.'~~~i;.s::~~~br~~;{~_ ¡;~ntñ1tn-
con 

·.s .. :/::ú· .. ~,;r;¿~~·:;·~::· 
Lns ccu~~-i-01~-rie '~Obr:~·--l~~Pnrii~H~-~~~ · -

. '"'"'- , ... c.- . ,:.¡,; .•..• 

. <:, ·\~~ ,·;;' ·-p_.;: 

;/z \~ "Ylt2 -_ IPl2' . 
Finnhncn't~~ --~10t~irfo~· ~~1~- tC,~-C~·os· Ja .csÚu-~turn.' de In., cc1~n:c.io~es .. dC H~milton,, pues 
lns poclCmos .cScribir en /orrnn Hamiltoniann :1obre la pnntalla como 

donde 

<iq ª" dz = (Jp' 
dp Dh 
;¡; = -aq' 

h = -p, = -<TJn2 - IPl2 
es el Hnmilloninno de evolución "lo forgo dd eje ó1itir:o. En efecto, h gcncrn. trn!dnciones 
sobre el eje z, el pnrámetro de cvolnci6n. Al espncio 4-dimcnsionnl (p 1 q) se le llnmn el 
e.'tpado fase de pantalla. 

Hemos cornrnrvndo el Ai{tno u en lns r.ctmr:ioncs. Cunndo o = O, no 11odr.mog 
divMir cnlrr, Jn componente z de !n.q rcttndnnrs origiunles. Rnyo!'I pnrnlefog n In pn.ntnlln. 
no son pn.rnmet.ri7.nhlrs por (p, q)a, 

El cn~o de vudo libre en medio homogéneo (n = const.nnle) es un ejmnplo 
evidente que represent.u.rrmos por un opernclor 1":;n• Ln se1~umln ecunción de llnmilton 
es dp/dz = O, o sen p(z) = .1z¡n p(O) = V<'clor conslnnt.c. Ln primc>ra ccnnd6n es 
entonces dq/d::: = p/¡1:, y su solnci<)n q(..:) = .T:¡ri q(O) en términos de los vnlnres 
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it~iciale.~ _cti l~Jllmt~~ln. 2 = O es 

J°z;ri'P'-:' p(z);,,, p(O), . 

J",1., : q ~ ~(z. ·.). = q. (O).+ z d'-::-i ·.. . .. ·. "\ ,.2 - lpl2 
' :: P· ,':. IPl2P ···. 3IPl~P · 5IPlºP (2m- l)!!ipl2'"p 

=·?(~l)~l·oz~;;_,·f-.::-~_2n~~--+~::- Su.5. +oz'J"On.1 ___ ·1-···+oz (2m)l!u2rn+I +···· 
-A1°dr.s.Pt-~7;~{1n ~ñ.ntnlfo. un~·-cus·t~cf~-z ~obre cf cj:c_6Pti-co, se gcnern entonces 

In. ~volm;ión de ~os rilyos mccli~ntc el Hnmiltonano, 

!!_ = {-h,o} = {m/,.2 - lpJ2,o}, 
dz 

Ln. soluci6n formnl rlcl opcrndor de ·cwohir.ióñ- es 
. ~· ~ 

.T,;n = exp(-z{/1,0)) = 1-:- z{h, o)+ 2f{h, {h,n)) + 3f{h, {h, {h, n})} + · ·" 

Rmmltn interc:mnte e iluslrnt.ivo rornpnrnr In¡:¡ rmmltndos de In mer:ñuir:n clñsicn 
con los de In 6ptir.n geomét.ricn ni rcprrscnt.nr <!I dcsplnznmiento en nmhos sistcmns mc­
dhrntc el Hnmiltoninno. Parn hnC"n didtn ~ompnrnción cstnblrzcnmos pnra hi mccñnicn, 
un CRpncio hidimensionnl d<' pnrtir.11lns rlr. mn.qn m, nfcctndns por un potencinl l'(q, z) 
depcndientr. tle} tiempo z, y pnrn In óptkn, como nntcs 1 coloquémonoR 1mhrc In. p·~ntnlJn. 
De cstn forrnn los IlnmiltoninnoR <"orrespondim1tcs Ron 

Jlmer: = IPl2/2m·/ l .. (q,z), cm mror.ñnicn, 

JlºPl = _\¡;;:¡:-~ p2, 'm ópticn. 

= -11 + p 2 /2u + (p2)
2 

/811 3 I· (p2)'/10115 + · · ·. 
De los dos prirnrros términofl tfo In .serie, d fnclkc de rcfraccicín suhstit.uyc ni potcncinl 
y p 2 /2n n In r1wr~fn rinétka. Los t~rminos ndicionnlf's n lol'I dos consi1lcrndos en In 
serie convcrgr:ntc parn f PI < n, qur. df'pr.mlen dr. potcncim1 d1? p 2, y el hecho de que en 
l11gnr de la rnn.cm m npnrczcn el índice de rr.frncción n(q), hn<".<m que In nnnlogín no ecn 
cxnctn, sin <'mhnrgo, si se prcscimfo <le cst.ns difr.rcncins podrínmos rcmplnznr In cíptica 
gcornétricn por In nrncánicn. Estnmos entonces trnbajnn<ln en el rt!gimen paraxial donde 
los rnyoR se encucntrnn ccrcnnoR ni <?je cíptko (p2 ~ n 2) 1 y el Hnmiltoninno es entonces 

JIP"'"' = IPl 2/2'1o - n(q,z), 

n. 0 es unn com1tn11tc, n(01 z), siempre y cuñnclo podnmos suponer qnc jq/ ~ l. 

3.4. Reírncc16n en coordenados de pnntnlla 

LM coordcnn1lns de pnnlalln ele In s<'r:cirín nnlcrior clescrjhen con VPntnjn ln ley 
de Snell. Il1•pctiremos ln conc;t.r11cdón <'ll nstn.c; coorc1f'nn1lns. Nccesitnmos In norrnnl f 
n In superficie S de rt!frncción l'll f'I punt.o clr. inddencin. del rnyo • 
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RcrurinmR In flttp_crfidr. S n. ~!l, pnr~ln.lln cst!lndnrd ni cRcribir 

:· ( Il) S(q) =.dq) -q,:; ÍÍ= ~i • 

<;_;=·"~<qi ;,;(- ª~'ªq·)·,;, (~·)-. 
-- :• - .- _ ,- ü~/Oqu ~u 

Esto e~ ~ñl~d~::'.f~~~c{~.J~·~~~;~~~~- ·~: (qn~: ~~u:~t~ (~el. ~n~~l-~o rt' :ni medí~ n) _Y :el c~c -z 
f~rl!l~n u~~n11~nJo_ iil~t:t-~!'~,-~-- t~_.,_'L~-~ct~~~:!~n- ~cct_m:inl px ~ =_ 11' x ~ qtt~ rcpreseÍlto. la­

- ._ley <lc:_S1.\~ll_ Jl~~-~~;~~~~,·c!l~\~~?~1-~~-~~~t<?.~~~~-~~:.~~r_miflo~ <~~-- v<:~torcs _colnmna_ c:~mo 

( Il)·_--_•c·_·_-_._-_p-_ ·)_ -(;:~." )·-_:_._._(I'_•) ~ (-!"v.+1
1

• )-((-~~) (p+v~Ill) < -1 ,x_ .Pz- -7 ~11 -~ P.11 - P:r -Pz~:r -· Ex 
._ · - ·: - - --- --1 _ - - P:· - ~•Pu - ~uPz p 

_·•·--~~--(-, IJ-_-- ')X (pi) = (u~) (p' -1- p~IJ)) • .. - -:1 __ p~ :Exp' 

Ln. igunltlácl cu· ln cOmponr.nt.e z, Ex p = 'Ex p' 1 es conRccucncin de lns dos primcrns 
componcntcR en prorl11cto cruz, vcctorinl, t.'11 dol! <limcnRioncs. 

3.5. Fnctoriznción de In trnnsformnción de In superficie reírnctnnte 

Dcnotnrcmos In t.rnn~formnción que prodncr 11nn Rtlpf'rflcie rcfrnctnutc S {clndn 
por In. fuoci6n ;: = dqT., q11 )1, por 110 opcrndor Sr;n,n'• qne ndtín sobre los rnyos (q, p¡ u) 
pnro. convertirlos en ( q 1, p'¡ o 1), rcf(_•ricloR n la pnntnlln z = O, como en In Figurn 3.2. 
Esta trnnsrormnción rR In ley dr Snell r.n fo pnntnlla, vñlidn en cncln punto de incidencia 
con sn corrcRpondienlc plnno t.ongrnle E, prN·mliclo y Rrr,niilo dr. propngnción libre en 
los mccliog ti y n'. 

El pnnt.o clr inc.itlr.ndn ll<'I rnyo nriginnl q (z) y drl rf'frnctn<lo, son el mismo 
punto 'J.ltC' ~r rm·urnl.rn !'inhrr rl plnno z = ('(q}. En IR pnnt.nlln z = O lo llnmnmos q. 
Se cumple <'nt.on<".f'R 

1 -· 
q(Wil) ~ q + d<il r:_!'.== = ¡¡ = q' + d<1) ,/ !' - -- -- = q'(W1)). 

ªV n 2 ·- 1111 2 a 1 (n1
)

2 
- IP'l 2 

Estn es tmn Ir.y de cmtRcrvnci<ln dr. 7im1ir.ián. Ln l(!y de Sncll se nplicn r.n ese punto, y 
se escribe 

Estn es unn Ir.y de conscrvnción de momento. 

La estructura de lnR ecuncioncs de conscrvnción anteriores permite faetorizar la 
trnnsformnción de 1mperficif! r<'rrnct.nnt.c Sr;u,n' como 

Sr;n,n' = Rr¡n R~~1" 
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PtoURA 3.2. El proce110 de refrn.c­
ci6n 11e describe como In. prop1tgllci6n 
del rn.yo incidente luulf.n. In. 1111pr.rncie en 
('1, ((tl)} do111le se r.nmrle In. lry de Snr11. 

donde RS'¡n es I~ tránsf~~~·~~Í~S~ 4nr. ll~n;namos raiz y que es 
. '' .. , . ,: ; p 

·R,· . .,::q=Ci=q+>(<i) I ' 
' . . "V"2 - IPl2 

R(;n !p = ¡; = p + 'l>(<i} ,,,¡,,2 - ¡p¡2. 

Dr. nqu{ ,s,e d<'spcJ;·. Jn ÍrnttsfÓrmnd6n inverso. R.r¡~, dndn por 

R-' - - c-J P 
¡;n : q = q = q - \" q "V"2 - IPl2' 

R(i~: 1> = P = i> - 'l>(<i) "V"2 - IPl2· 

ERt.ns trnn.sformncioncs sr cnmporwn, dr!'lclc In pnntnlln, como un proceso de idn 
y vuelta ni plnno tnnr,mtf.r. en el punto de incidcncin, como RC! VC! en In Figura 3.2. Si In. 
superficie cs plnnn (!:' = constnntr), In trn11sformndón raíz es el vuelo libre con z =!:'o: 

Rs-0 ;11 ! q = q = q + .:n J p -;- = J<-oill : q, 
. " 112 - IPl2 

Rs-;n : P = ]1 = P = .1fo;n : P· 

Notnmos que In ecnnci<ín que clctcrminn i¡(q,p) es unn. ccuaci<Jn impUcita, ptJCB 

el miemhro dcrcr.ho tnmhién contiene e¡ como nrgmncnto de !:'· Unn vez hnlln,)n q, In P 
se cncucntrn de su ec11ndcJn corrcsponilicntc, que rR 1~xplícitn.. 
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En 1n: t.rnm1formnción inversa, p es In. soluci6n de 11nn. ecunción impHcitn. y 
nquc1ln p1tra· ij es cxpltcitn. El signo de u == eign E x p y u' = sign E x p' indica In. 
rlirccción de los rnyos (o Atl continunción} n1 r:rm:nr In. pnntnlto.. Sil'= +, ee un rn.yo 
incl<lc'nte desde 11i izquierdn; si el rnyo se rcfrnctn. o refleja tendremos prntotrpicn.mente 
o' = ~f~ o u 1- = -·. -

Ln. t_rnnsformnción Ss-;u,n' e::; el producto de Rs-;n y R~!,, con 11 1-+ n'. Cndn 

trn1_1sfO~l!'nci6n ~~-ttín:cn los argumentos de Jn.q fnndoimc; /{q, p,o) <le mnrlo que ec 
conscrVn. el ordcO de ellos: 

Sr;n,n•: /(q,p) = (Rr;n R(;!•l: /(q,p) 

= Rr:n : (R(;:,, : f(q, p)) 

= Rr;n: /(R(;!•: q, R(;!•: p) 

= l(R(;:,, : IRr;n: qJ, R(;!• : JRr;n: Pi) 

=/(R(;!• : ¡¡, R(;:,, : ¡;) 
= /(q',p') = f(Sr;n,n1 : q, Sr;n,>•': p). 

Así, R'°¡~1 - nc't.tm-primr.ro y R.~!1 nctun después -de izquicrcln. n derecha, en el orden 
que Re cscrihrm. 

3.6. Desnrrollos en series de nherrncioncs 

Al dcsnrrollnr en series de pof.cncintt lns coorrlenndn.q del rnyo snlir.nte de un 
sistema óptico, (q1,p1) -In imágr.n, y lns coordcnn<lm1 del rnyo entrante, (q,p) -el 
ohjcto, hnc('tnOR consccucntcment.c un dc.rnrrolln r.n .otr.rir. de abr.rrai:iont:s. Para ello, 
tenemos n disposición hcrrnmi('nb1!'f clr. r6mpnto Rimhóliro pnrn mnnf'jnr r.HciPntcment.e 
los polinomio., [Wot.F' Y Kn6Tzscn ( 1991}J. 

Así, pnrn rl r.nso cfo vuelo libre (hndn. ndclnnt.c: tT = + )1 si queremos trnbnjnr R. 

.,l11timo ordr.11 dr. abcrrnr.icín lgrnclo 7 en (p,q), rnngo k = 4 en (p2 ,p·q,q2)J 1 tendremos 
qnc rctC'ner hnstn potcndns de orclf'n 7 en IPI y jql en .T:;n = exp( -z{h, o}). Hecorclemos 
que In. serie q( z) tiene los térmim1s 

T.;n: <tl1' 'q(o)l1 

p IPl2P 3IPl 1P 5IPl6P 
= q .¡- ::1~-/- Z·2n3- -f- za~~-!- z~7-

= q - z{IPl2/2n,q} - zflpl1/8n',q} - z{li>l6/10'15,q} - z{5IPl8/128n7,q}. 

En efcct.o, podemos dcsn.rrollnr In serie exp(-z{h, o}) a In mnncrn del Teorcmn 
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de Drnr,t y Finn \DlthGT V F1NN ( 1970)\: 

.1z;n = cxp(z{uyfn2 - lp!2 ,o}) 

= cxp (z{.n- ..!..¡pl2 
- -.!.iPl1 

- __!__6 IPl6 
-~7 IPl8 

- ·",o}) 
2n Bn·• 16n • 128n 

= • · · cxp{- 12~';¡1IPl8 ,o} ·cxp{-¡¡{;¡sJPlº,o}·cxp{-~,¡p¡4 ,o}·cxp{::-2~1Pl2 , o} 

~l último_pnflo ~ sc1~~_illo_p-orque todos lo~ opcrndorcs {f(lpl),_o} comn~tnn entres( y 
podemos rcnrrcglnr lnS series como si fuesen numéricas.· Luego, cs-yñtitlo cxprc1m.r que 
m<p(- · · + D +A) = · · ·cxp D cxp A, puc.• {D, A} = O. Apliciidó.c5tc opcrndor como 
serien q, dn q + t6rminos cn_ p, y nplicnclo a p _In <lejl\ invnrin.nte:·. · · 

.1z;n.: p H p(z) =·p. 

En COnscclic~c:in, In. rlúi6ri' del o[ieTn<lor de vn~lo 1ihrc a.~r-dcn~ ~e nbcrrñ.~~6·11 ."f-_~e pucclc 
cscrlhtf·como ' ' e ·-- ' -

h;nl7 = (1-12~10Pl8 ,o}) { 1- !ñ';;dh>l6, o}) (t - ~ {lp!\ o} }(1 - {¡¡{IPl2, o}); 

que nplicndo n· q reproduce In serie rlc q(z)\7. ERle mnncjo simple de tris scriés ·ac·°d.Cbc 
n. quC se trn:tn de operndorm~ de Poisson de funciones que dependen de IPl2 úflt.cn.rtumte. 

Uno. supr.rficfo <fo rcvoh1ció11 polinominl, 

en las ecuaciones de ln trnrn:¡formnci6n rnfz, rC'sur.ltns rccursivumcntc, nos proporciona 
lns solucionrs polinominlf!s de nhrrrndonf!s de hn.qtn. cierto orden en (q, p). Pnrn. 
ello mmrcmos In trnnsíormacicín rn.fz drscritn en ln sN:dón nntcrior. rnrn efectos de 
cómpnt.0 1 VNemos qnc f(•su\tn mucho mñs C<'.ouórnico consi<lc>rnr snpcrílcicR r¡nc son 
tnngcnt.cs n ln pnntnlln en el crnt.ro óptir:o, c•s decir dO) -:-: O o ~ = O. Mostrnremos 
que 

R\ 1-\o;n = .1rn 1nRr;n1 

donde 1r0,n es el opcrn,lor de vuelo lihr<? por ln <listnncin de In. superficie nl centro 
óptico. En dccto, e.c;crihimos ln trnnsformncicln rn{z por unn RHpcrfldc dq) + c;u como 

R¡l(o;nQ=Q=q+ldii)+o;-ol ,fi p ·. 
a n•- ¡p¡2 

= q + 'º p + ,(¡¡) p • 
u~IPl2 u,/112 - lp\2 

R,.,,0 ,,.p = ¡; = p+ Vk(ii) + o;-olaVn2 - lvl' 
= R\¡nP· 
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Pum;lo q1u~ 1{0,nt> = p, ~n íorm:i. finnl de In primnrn ccundón se puede C!'!Crihir como 

R - J', 1 - (-) J(.,.,p 
- r-l-ru;u_Q ';" q = (o:'.'q .. ~ <¡ "V;,• - ITrn,nPl2 

= J(o,n[Q + ~(í¡) j. 2P 1 ¡ol 
u n. - r> 

= 1(-o,n.R.(¡nQ. 

Pnrn_ una_superRcic nrhitrnrin, r.stn factoriznción de ln trnmtformnción rnfz en un factor 
de_ vuelo libre &<!guido ele unn. trn.nsformnción rnfa n ·unn s11pcrflcic tangente a In. pnntn.11a, 
es válido Cntre los opcrnclorcs, pues vn.le !'labre todo r.l e!1pncio fnse. 

3.7. Solución oproximnntc n lo trnnliformoción rníz 

Ilustrnrcmos primero el proct>so recursivo de Ftolnción de In trnnsformnci6n rnfz 
o. tercer orden, A prlmr.r ordr.11 1 In fmludón eR ql i¡ = q, lntrodudmoR f'Rln. 'lp¡ en In. 
ccunción pnrn el siguiente pn~o, fi¡:i¡ 1 cort.nmos el miemhro derecho <le In ccundón n 

tercer grn<lo en ln.s componC'nl('¡.; de q y p 1 pnrn ~(q} = ~2q2 + ~4{q2 ) 2 + · ··: 

<i1•1 = q + 1(2C<i¡i¡l
2 + · · ·I [Pt" +···]l.= q + ~lql'P· 

Ln. ecuación pnrn p n tercer orden se cnlr:ula en forma similnr, parn. V({q) = 2~q + 
4t4 lql2q + .. ·: 

P¡s¡ = P + [2(2íl¡s¡ + · · ·! [n - ~~ - · · ·] I, = p + 2~2nq - ~ IPl
2
q. 

Continuamos In recursión con el pnso pnrn ít¡r,¡ 1 rf:'ctnplnznmm1 fJ¡ 3j en r.I miembro 
derecho de ln ecuación pnra (j, rC!tcnemoa tcfrminoR hnata orrlcn 5. .,osteriormcnte 
rccmplnznmoa iip;¡ en el miembro derecho de In ecuncicln pnrn p, obtcmcmoR m1f P¡sJ• 

e ~-?_S rc~~~~~~<!CJ:~ del cómputo son los siguientes: 

q = q (primer orden) 

+ f~q2p (tercer orden) 
n 

+ Ap2q 2p ·I ~;/_q•p q 2p + i'.(q2)'p, (quinto orden) 
2n3 n2 n. 

P = p ·r 2~2nq (primer orden} 

- ~p2q + 2(Íq2 p + 4~-1" q 2q (tercer orden) 
n 

_ A(p2)2q _ 2~-1 p•q•q + 4~Í q•p q•p (quinto orden) 
411.3 n n 
+ n~2t4{q2) 2p + s~2(-1q·pq2q +nwi(q')2q. 
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A r.ontimmcifln, se oht,icncn otrns dos cx.prcsionr.s polinominlcs pnrn q'{q 1 p) y 

p'(q, P), q11P, dnrrín In nccif')n de In trnnsform~ci.611 rníz inv_crsn:, R~!,. E~1 este cnso, 
In ccunción· irnplkitn es pnro. p'(q, p). Pnrll._dcsplé.gnr ·t~s P~.lin~m~o~ c~rr.cspondicntcs 1 
po1lurnos r.mplcnr In notación de vectores multicolumnn. indicndos en In. Scccióii 2.3. 
Obscrvnmm1 en ln.<t ecnncioncs nn.tcriOrcs que npnr(!cc· u·nn. eumñ.'dc téJ.mi~~S, éadn Uno 
de los cunlrs tiene un fnctor · · · · " 

Z(k:,.,k~,k-,{~ )= (í1')k~(1',q)k•(q2Jk~r~ 
Podcm~s orfÍ r.~nr ~stos · Z·monomÍ.os 2-'i~X.icogrñfic·~~~~~-~ --~~~o :,~:f ;.~~~i~~'.~:d~~--~t;~:. Ím~¡-~¡~ 
vector y r1!prcscntnr p 1(p;q) de In mn.nr.rn. sig.nicmt.c: . 

llEPRF:SENTAÓIÓN VECTORIAi. ÓE p1(¡¡;¡;):, 
{ {J, 

-,,2ni r2};. 
{O, . 

r2/m;·· 
o~ .. · .:· .> 
-.4ri. 
o,·.:_.-- ··::··, .. J( :.~·-.· 

,~;~'.i~;~~;;~.,,)·. 
-: rí/(~m4 )}3/2 ri/m~;. 
o~:/;,.::·,»,r:-::.~;/'.: ... ~;:>.'- :; ... :' 
-3/4 ri/m\7 ri/in2+ 2r4/m -4 ri/m, o . . ·· ... · .. · .•. . 

. __ 3Í2~ifm'.c~Of~/m, 
O,. . 
-10 r2 f.1 ·!· ri/m3 + ri/m + 24 r4, 
O, 
-omro + 24mrí r1 - tom r1- 2 rVm2 - 2 r~}}. 

COEFICIF.NTE DE: 
·¡; = Z(0,0,0,0) 
¡¡ = Z(0,0,0, 1) 

lr>l2ii = Z(l,0,0,0) 
liil2q = Z(l,0,11, l) 

(p·i¡)p = Z(O,J,0,0) 
(¡; · q) q = Z(ll, l,O, 1) 

l<il2i> = Z(ll,0, 1,0) 
l<il2ii = Z(ll,11,1,1) 

li>l'ii = Z(2,0,0,0) 
lf>l4 éi = Z(2,0,0, 1) 

lill2 (ii · <1)ii = Z(l, 1,0,0) 
líll2(ii ·ii)ii = Z(l,1,0,l) 

liil2 léil2¡; = Z(l,O,l,O) 
liil2l<il2<i = Z(l,O,l,J) 
(p · q) 2¡; ~ Z(0,2,0,U) 
(¡; · ¡¡)2¡; = Z(ll,2,0, 1) 

(p·q)liil2i>= Z(0,1,1,0) 
(¡; · ii) léil2ii = Z(O, l, l, l) 

l<il'¡; = Z(0,0,2,0) 
léil'ii = Z(0,11,2,1) 

Enr.011t.rncln p'{q, p), iutro<lncimos r.stn cxprrn:iic)n en In ecunción pnrn q'(q, p 1) 
pnrn obtener q 1(q, p). El rcimltnclo nucvnmcnt.r. lo dm;plngnmos (Jn formn ele mnlt.h·cctor, 
y hnccmos not.nr que In m1mcrncilln de ]ns componcntcR es tnl como lns mnnr.jn muSIMP. 
Ln cxprcsic'in pnrn q 1 = R~;n : q es: 

2Sr. Ir" ha nomhrncfo Z·monornio11 pn.rn. r1i.'ltinguirlm1 clr. lm1 monomfo111 que no <"ont.fonrn el t~rrnino {: 
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ílF.l'ílF.SRN1'ACIÓN VF.CTOlllAI. DR.q1(q,p):, 
{{O, 

1}, 
{O, 

º· O,· 
O,, 

~~2/171;• 
·2 ~.}. 
{o; . 
o, 
o.: 
O, 
:'.:i~i/(2m0 );·' 
o,· . 
. o,·'.:·. , ·:-:· 

·.·.~·~í/ri12, < 
O,; ... · .. <.;.·· -.~·'· , 

::;.._·~·'/iíi-' 2d /ríi; 
o~rn} ), 

COMPONENTI': VF.CTORIAI, 
. [l, 1) 

[l,2) 
. ·.· [2;1J 
;¡2;2¡ 
.. [2;3]. 

•·: .. ;[2;4) 
>,..[2;5): 

•·. [2;0¡ 
[3>i.J 

. •. [3i2) 
.• : [3;3) 

¡3·4¡ · .. 
'.••1:(5¡ .:. 
·· • ta'.o¡ .•. 

[3;7) . 
[3;8). 
[3,9) 

[3, 10) 
'[3,11) 

. [3, 12). 
;'..-' ;·· ._·: .. - . • ·-. ·:: 'i ::··~<- - ' . 

-": Fi~ñh~~~_tc, -como en ln'Sr.cción 3.5, rr.constitnimos l_n. t_riu~~~,·n~~~ió~:dc ~l~p~r~ 
flcic rcfrn~tnnt~ fcr.mplnznnclo 1mn pnrcjn dr. vnrinbleN en In. otrn de tO:· mnn~rn. sigtÍicntc: 

J(q',p') = S;;n,m: f(q,p) 

= R;;•,.R{;),.: f(q,p) 

= J(R{;~.: [R;;n: qJ,R{;~,:j}Z{;n 
= f(Rf}n : q, R¡¡:,_: ¡;). . . 

El rnsullndo e• p 1(q,p) y q 1(q,p) 

TlF.l'RF.SF.NTACIÓN VF,C'l'OlllAI, llF. p 1(q,p): 

[[1, 
·-'.?m(2 + 2nr,}, 

{O, 
rz/m-'7,/rt, 
o, 
4.nrifm - 4r?. 
-2mr?/n + 2(Í 1 

-4rnr-1 + 4nr4 + o(-2mr2 + 2nr2)1/m}, 
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{O, 
r2/(·hn3) - r1/(.tri:1), 
O, 
nr:i/~2m:1) -1 :J/2r?/rn1 ·- 2rf/(mn), 
-mr~ /n3 + r2 /(om), 
(1"(2 /m - 1<}H<2/m ·- «z/n} + nr? /m3 -- ri /m1 + 2r1/m .¡. -t<f /rn - 2n/n -- -ir? /n, 
o . 
(:.<inr3/m3 ~ ·tri/m'l)(rn\2/2- n\2/2) 1· 8n(?/n.t2 - flr?/m, 

,, 

-·trnr2/n1 1-1r'f/m, :- :·.-._- · ,- ·:·:.-·:··: 
-Rnir::r1/n-Br2\.f +{--lhnr\ t·8nrÍ)(<Í /m-ri /n }+r2(:-2mr2 +211(2).? /(-ir~a~)+?d (-2~1r2+~nr1 )2 f.m2+ 
ton\](-t/m ·I· (-h1(? /m - 4(2 )

2, _ _ __ -. . .' · :·:_ ;_ . 
-Om(H'-t/n + O(:zí.f + r~(-2m(2 + 2n\2)1 /{mn), -.· . - ">. >'.- _ -:~ ~-º·. -.- -. 
-nmrs + Onra + {-2nr2 /m+ 2r]){lhnr• - Bnr• - 2r2(-2!'1<2 + 2n(1:)2 /try) +·ñ(:....2~ri:-f:"2nn:f'/{'h_f!3 } + 
'2r.i(-2111r2+2nr2l2/rn}, ' · · · · · 

(o, 
o/(Rm6) - C2/(Rn6), 
o, 
nri /(·hn.5) + rl /~2m 4 ) - r? /(·hn3rt) - rif(2rnn3), ' 
-3/4111r;'//n6 + S'z/{-hn3n) + r:f/(2mn3), 
(-lnri/m - -si:?Hc:i/(41113) - r:J/( tn3)j + nri /{·tmli} + ri/{1m4) + r~/(2m3 r- rl/(2m3n) + 2r~/(rn2 nl + 
S"2(n/m -r2/n) 1 /m - r1/{2n3 ) - 2r2 /u3 , 
o, 
{4r?/m ·- itri /fl}(nr'l/( im3 )-~ r2/{1m2)) 1 {ur? /rn3 -·r: /nl2)(r2/m- r2/n} +r2(-2m(2·1 211(1) 2 /(flmlí) + 
2rir2 /m4 + 2r?Jm3 - 4r? /(m2n), 
-4mr//n 4·rr2/(2m 3

) l·!'i/2cf/(m1u) \·2rf/(um1}, 
-4mor4/n3 + {-8m\Í 1 8n{f)(rJ/(2m2n) -- \Í/(2n3)l + ~turi/rn - 4í?)(nri/(2rn3) + 3/2rj/m2 -
2r?/(nrn)) + f.tr?/rn - "dfnHn{ni - r1/n) + (16nr,/rn - 10ri/m)~1/rn - S"2/n) + (ni:2/m3 -
ri/m2Hr2/rn - o/n) + nr1 /{2rn l + 2nrj/rn4 - rifJ2m~) + nr2<4/m - r~/(2rn3 l .¡. 1nr,/m2 -
!'i/2r?/{m n) .¡. 16~/m2 - itr2r4/(mn) - Br2 /{rnn)- 8r1jn

2, 
-3111r2r•/n3-2mr1 /n

3 1 ( itr?/m-·tr? /n) («z/m-('2/n)+r:z /m3-r? /( m2n)+ri{-2mí:i·I 2nr2 )2 /(2mn3)+ 
sr2r4/!m11) ., 1r:/(mn)- 2r2/n2, 
-4m(7 \4/111+ (-8(2(1 1 2\?( "'2r11(2 +211(7) 2 /m2 ·I 8U(]S"4/tn){('7/rn- r2/n) + (-8(2('4 l·811(2(4/m){f2/m­
('2/n)·I { ---tnrf /m5 ! ·trj /m4}(m<z/1-·ncz/1)..f (·-.ftJ\Í /m3+-tr? /m1 )~mr~/(2nJ+(n1i:1/2-n('l/2)(c'l/m­
r2/n) - ri/2) -f (.turf /rn - 1r?HC,t111:·?fm - .tr?Hr2/m - S'?/"l + nr2 /n';=i - r2/m2 + 2r-1/m + 1.:?/m -
2("/n - ·tr//n) + r;(-2111(1 + 2t1(·1)1/f2m4) + St1)2\"4/m3 - cf(-2m(2 + 211(2) 2/{-lrn3n) - 3r2rf/m'l + 
2r?(-2mn ·I 2rir2) /(111 211) J- c:d-2mr? /n + 2)Í}1 /111 + 3<r./m + 20cfr-1/m - Srr./n - IO)Ír•/n, 
o, 
(-Bnr\/111 4 ·I R\? /m3)(rnr2/2 ·-- nr:i/2) ·I ( .. tnr?/rn5 .¡ ·•r? /111 4)(111.;2/1 ·-11(2/1) .¡. 2n(?/m4 ,. lfJnrUm3 --
2r? /m - 16r1fm2, 
-8mr~/n3 + (-4rifm3 + 1)3 /(m211))(m('l/2 - nrl/2) ·! 8~·:Jm 7 , 
-tcmrfr4/n2 ·I {-·8n(2(1/m~ + R('l<1/m'l)(m(1/2 - n(l/2) -1 (-2rirl/111 + 2rÍ)(8m.;~/n 1 .. _ 8(~/m\ ·I 
(4nr?/m - 4{])(-td /m - 1{f /n} 1 ( ft1(?1m - -trf){{ -·fo<J /m3 +-tri /m2)(m<'l/2 -- n\i/2) + Rn{1 /m -
ar? ~m) ·! {8nr?¡rn-sr?l(nr2/(2m3 )-·r2/{2m2 lJ +{tllrlr?/m- 1nr?l(nr2/{4rn3 )-n/(1rn2)) 1 (16nr~/m-
10{2J(ri /m-r3/n) + nr/{ -2mr2+211(2)2/(2m ) l ·tr?!·-2mr2·l 2ur2)'l/rn3 ·1 -tBni:'lr./m2·1·5u{-lnr'l/m­
-trf) /m - JOr'J r"/m - HlrÍr•/n, 
-2Rmrir1/112 + (-Smr?/n ·! sr?Hq/m - cí/11) 1 (·tnr?/rn - -trJH1r?fm - 4r?/n) + rÍ{ -2mr2 + 
2nr2}2 /{-hn311) + 2r.3(-2111r2 + 211(2) /(m1n) + 2c: 3(-2mr2 + 2nr2)2 /(rnn2) + 20rJr4/m ·1 aqr.1/n, 
-2·tmr:zrr./n -- 8md/n + (-H\m\2(1 + 16n)'Jr4){(l/111 - r:f /11) + ( -16m(7r" + 1ílnrH4 + 1)2(-2m)2 + 
2nr2) 2 /rn)(\·f /m -<'? /n) + ( --8r2r-1+2d(-2m('2 + 2n):z)1 /m2 l· 811\H-t/m){Bnri/m - RrÍ) + (--tr?/m3 + 
4r?/(m2n))(m\2 - nr2) + (-4nr}r4/m + '1\.fr.t){Br2 - Bnrz/m) + (-2nri/m -1 2rJ)(12mc2r-1/n -12r:rr• -
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2d(-21n'1+2us-1J7 /(mn}) 1- c--2n,i/m+ 2,.f)(tomr2r4/n + to('lr" + (rnmrJ- 1ru1rlHr:i/m- r\/n) -
S'2~-2mr2 + 2nr2) /(2m3) - -tr:f(-2m(2 + 2nr2)2/m2 - 32n(1\4/m - 2{4nr1/m - 4rJ)2) + {Bnr2/m -
Br2H11r2/(2m3) - S'2/{2rn2Jl + r:z(-2mr2 + 2nr2)1/(8m5) + rl(-2mr2 + 2nr2l1/(2m) + r?(-2m(2 + 
2nr:i}3/{2na 4) + 2r1rzt;4/rn + r.t(-2rn.;:¡; + 2nr2)1/(2rn3) - 2r2r4/rn2 + f'('l('4(-2mr2 -t· 2no}2/m'J + 
2<tns-:ro/m + 11'\nr;/m + 1{2(4(-2m{2 + 2nt;:z)2 /{mn) - srt, 
-flm~(o/n - 4m(.fn+ Rt;2S'G + {-2r?/rn·I 2(?/n}(Btn\4- 8n{4 - 2{2(-?.mr2 -!-2110)2/m} -1 rl(-2m(J + 
2nr"Jf'/{foi:\n) + tiar1(-2mrz + 211\1) 2/{mn) + 4\], 
-Bm(R + 8rt(11 + (-·lni;?/m3 + 4rf/m2)(mr.. - U(4 1- {-m('2/2 + n(2/2){2md/n - 2\Í) + {4n('l/m -
4t;~)(mS'2/2 -· n(2/2) - <"2{-2rnrz + 211\2) 2/(4m)) 1 (-2nrl/m + 2\Íi(12m\o - 12n(o + (4111/m -
·tr2}(8111(4 - fl11(4 -- 2('2(--2m(2-I 2nr2) 2/m)- (2(-2mr2 + 2nr2):t/(2m) - "(4(--2m{2 + 2tt(2) /m) + 
(-mq +n<Í) ((2( --'lm('l-1 '2n(2 )2 /m4 -Hn(4 /m3-"r.a/m 2)+ (4(2('4 -4n(2(4/m) {Rm(4 -8n(4- 2(2{--2m{l + 
2nr2) /m)+<"21,-2m(·d·2no) 3 /(!hri5

) ·I nr:(-2m<2+211(2) 2 /m4 -1(4(-2rn(21 2n(2) 3 /(2m 3 J-r?(-2m\2+ 
2n(2) 2/m3 + (2(·-·lm(4 + 4"(4 -1 o(-2m(':;i + 2nn)2/m) 2/m + 3(r.(- 2m(2 1- 2n(2) 2/m}, 

nr.rnt~SBNTACIÓN \'l~CTOlllAI, flB q'(q,p): 
{{o, 

1), 

{O, 
O, 

º· o, 
-·'2,/m + r2/n, 
-211(//rn + 2(?} 1 

¡o; 
O, 

º· O, 
-r2/(2m3) + ¡,/{2n3), 
-nrVrn3 + r?/(mn), 
O, 
~ -

-2n(? /m.3 + 2rl /m2 - 2rf /(mn) + 2\Í /n.21 

-('.1{-2m(2 + 2n(2)2/rn3 - <tnr?/m2 + "~/n, 
-n(-2m(2 + 2n(2)2/(2rn3} - r4i_m- 2(2/m +(4/n+ 2(l/n, 
O(l(-1 -(2{-2m(2 + 2n(2}3/(2m )- r/(-2m(2+ 2n(2)2/m'2 - On(2(1/tn}, 

(O, 

º· 
º· o, 
-S/fl('l/m5 + :t./fl(2/n5, . 

-3/4nrf/m5 + r//(2m3n} +rl((4m~3 ), -
o, 
~ . . -
-3/4nr? /na5 - r//(·lm4) ~ ri/(mn~) + 71? /n4; 
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(-211¡f /m3 + 2¡? /m2) (¡2/m-1'2/11) + (-2¡f /m ·I 2¡f /n)(t11"2/m3-r2/•Í"J- 3/8¡,(-2m!'2 + 2;,¡,) 2 /m' -
5/2nr? /m4 - ~/2r?/m3 -1· 2cU(~211) -1 ~r?/n3 , . . 
(-.2nrl/m3 + 2rj/m2)(s-2/m - r2/11) - 'J/211r?/m6 + 3/2r'/./m4 - (4/(2m3) - srf/m3 + 2rf/(m2r1) -
r?/(mn2) +r./(21é'J + 2r?/r13, -
(-4nr? /m.2 + itri /m)(r-z/m- ri/n) + (2mr~ /n + (2mr1- 2ur1Ho/m-('J/n)- 2r?}(2nr2/m3 - 2r2/m2) + 
{2mrf - 2nci)(3/2nr2/mr; - '!./2ei/rn4) - "íl/m4 -rJ(-2m(2 + 2nr2)2 /m4 - SnrJ(4/m3 + r?f-2m'2 .f. 
2~Íl) 2 /(2rré'_11) + rl/m3 - 4r:/rn2 + sr2r-t/(nm) + 2r:/(mn) + 2r:/n2, 
o, 
o, -
(2;nrf - 2rtíÍ}(3/2nr2/m5 - s/2r2/m4) - 4nr?/m4 + itr?/(rn2n) - 1r?/{mn1) + -tr? /n3, 
(-Bnr? /rn+Rrll (nf7/m3-('2/m2) +(-211rf /m3+2rf /m2){·1n('f /m-4r?J +{-inri /m4--trl /m3}(mr2/2-
nr:J/2)-3/2t1rif -2mf7·1 2t1<2}2 /m5+s/2rf {-'lmr2+2nr2) 2 /m"-a11r: /m3-2rf {-2mo+2nf2 )2 /(m3n}+ 
srt/n2, 
(-2nri /m3 1·2r? /m2)( 4nri /rn-·tr?l-t (2mr? /n - 2r?H inr2/m3- 4r2/m2)-3/Br2 (-2m)l +2nr2 )2 /m5-
rí(-2mr2 ·f 2nf1}2/m4 - 6n'1ri/m3 - r/(-2rno + 2nf2) 2/(m311) +nor4/m2 - -trt/m2 - 6(2("4/{mn}-
4rt/(rnn) ·I ílf2C"-t/n2 + 8\t/n1, 

(-snr?/m + er?Hr?/m - ri/n) + (2111rJ- 2nri)((-2mf1/n + 2fl)(2nf1/m3 - 2r2/m2} + {2nf2/m3 -

2n/m1}{4rt'i'Í/rn - ·•r?l + C"2(-2mr2 + 2nr2)2/m4 + 4rlrc/m3 - 1r.c/m2) + {2rnr? - 2nrl)(S'2(-2mr2 + 
2nr2) 2 /m4 + fo(".c/t11 3 -1r-c/m2) - 3/8r2(-2mr2 + 2nr2)3 /m5 - 2nrl(-2mr2 + 2n('2) 2 /m4 - r?(-2m(2 + 
2nf2)2 /(·hu4} ·- f-t (-2mr2 + 2nr2)2 /m:t-d(-2m('2 + 2nr2)3 /(m3n)- 20nf~r-c/m2 - 2r~(-2mr2+'2nr2) 2 / 
{m1n) - ('2{ hirÍ /m - 4C"Í) 2 /m - BrÍC-4/111 + 2Hc?r-c/n, 
(2mr? - 2nC"Í)(n(-2mr2 + 211r2} 2/rn4 l·forc/m3 - 4r.c/m2)-!1/8r2(-2mr2 + 2nr2l3/nt6 - r-t(-2m(2+ 
2nr2) 2 /{2n1:i.) - r?(-2m('-z + 2n('"?) 2 /m:i. - ra/m - flriri/m + ro/n + erir4/n, 
snro+(2t1rf /rn1 ·· 2r?/m){flmr-c-Br1r-c -2r2(-2mr2+2nr2)2 /m)-!1/Rr:z(-2rnr:z+2nr2)4 /m5-rf (-2mr2+ 
211'2)3 /(4111 4

) -- 3/2r?C·-2m('2 + 2110) 4 /1114 -· Onor.1(-2mr2 + 2nr2)2 /m3 - r~{-2mr2 + 2nr2)3 /(2rn3) + 
Sf2\4(--2mf? + 2nral2 /m2 - 8n(2C"r./m ·- ·lnrUm -t 4r1l. 

Est.n es la lrnnsfnrmnd1)11 th! supcrficir. rcfrnctnnte n séptimo orden de nbc­
rrnci6n pnrn p'(q,p) y q'(q,p) IDRAGT, FonF.sT y WoJ.F (1080)J. Contiene 100 y 50 
operaciones de sumn, respcct,ivnrncmte. El cálculo n. orden dr. nherrnci6n nueve fue he­
cho por l\figucl Nnvnrro Sn.nd y ocupn cntorcr. pó¡:;inns de su tf'sls profoRionnl ¡NAVARRO 
SAAD (19R5)J, INAVARRo-SAAD Y Wor.F (19R5)1. Ln int.erfm1e entre el ~ist.r-mn muSIMP de 

c6mputo Airnblilir:o y '.J"EX pnrmite cvit.nr crrnt.ns r.n f!Stns expresiones. 

3.8. Ln pnrnmetriznción mñs condensada de lns trnnsformncloneo 

En In Src:ci6n nnt.crior, rnrnc:t.~riznmos In t.rnnsformncitin cfo superficie rcfrnc­
tnntc por metlio de !ns formn~ mcplfritns tlr. q'(q,p) y p'(q,p). Sin cmhnrgo, óst.n. no 
es Jn formn mós rr:on6mirn de nr:f'rlo, como po<lr.mm1 vrr en el siguiente ejf!mplo, ni 
conRidcrnr rl polinomio de r:unrt.o orden 
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In trnnr:iÍormnr,.ifm ~ f.~ponhOcinl.tle L.ic.P.Oisson · c¡u~· ~~'nern n · t~,rc~r ordr.n rR 

Pj;¡(q,p)~~~¡>{~l•l:o}pls;,; p 7 
. ·• •· .. <. ' ...• ·. • ' .•... ; 

. •i .· +fl1Pl2P + 211Pl2q +26p:(jp -1,2.:i>':qq t ~lqi2~ + 4;:,¡q¡2q, 

-'<t!~¡(cí;~¡ ~~x~{rl•l~~}qji = q ... · .· .. · .. · .. . ;.'.: ···~··· .. '.;> 
.. .. • ";4<>1Pl2p:,i fliPl2'1~2/lp·qp ~· 2fip•qq ;;_.21l<Íl~p:,.7i:i<tl2 q .. ·· · --·-. ____ . .--_-- . - _·. . . .-.--:_ :·~:.--~~·>;,_~ ~:~-;~~-:~~,~~~···~-~.-:~_;:-~>;.~:-~·;, 

PodCmc;s. vcrifiCa~·:·<lue: In. trnn!lforffincii?r~.-{P, .~) 1-~< (P' ;.~~) ·~f~~ ::~~ :Ü~(R~.t~~~s.f~~~Rción 
caJ~0óm"c~ .. n "-~~e.n_ ~.!_pu~~ - .;·· -. · ~~, :- · ·? º: .. ~: .. - · ~ ., • ---

(q¡, 11;·Jl1~t = {q;...: 4nlPl21•¡ - /llPl2q¡ - 2/lp·qp¡-: ··: .r/:J: (JIPl2P\21II>Í2q+ · · ·l 
= {q;,p¡} + a{-4lpl2 r;,p;} . . 
+ /3((-IPl2 q¡, r;} + (-2p·qr;.r;} + {q¡, IPl2r;}) 
+ 1 X • • • + · · · a/l{IPl2r¡, lq\2 q;} 1101 

= 6¡,; + a· O+ /l ·O+ • • · + a/l ·O. 

En In Sccd6n 2.13 mnnC"jnmos una fórmnln. similnr pnrn el cnso de mm di. 
mensión. Ahí intro<lnjimos los cinco cm•ficir.ntes a, ... ,E en mm snbmn.triz de 2x4. fuern. 
de In clingonnl de 1n. mntrii trinngnlnr superior que representó In ncci6n de exp{rl41,o} 
sobre el capncio de monomim1 rr.clud<lo por grn<lo. Aquí tenemos do!f dimem\iones y 
hny O monomios de grndo 3, de modo qne ln Ruhmntri'T. es nltora. 

trnnsf. Jincinl 

k= ~ ( 

k=~ 

{! 
·-40' 

o 

Evidentemente, es mñ...c; convcninntc mnncjnr los 12 elementos ele ln suhmntriz <le trnns­
formnci6n, que lns expresioneR potinominh . .>s <le p 1 y q 1 qnc repiten los monomios Jp\2p ... 
Pero, In 1inrnrnctrho:nc:i6n mñ.c; r:ond~mmcln de In trnnsformnción Ron los 6 cocfic:icntes 
(a,{J,7,ó,€.r¡). 

f'nrn el cmm <le ln trnn!'lformnci(ín por vuelo lihre vistn ni finnl (le In Sección 3.3, 
n. tercer orden In trnnsformnción cx¡1llcitn es 

P(•Jl¡s¡ = p, Jl IPl'P 
q(z)\¡s¡ = q + ·~ + z"2.lf., 
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~I comPnrnr' loR términos lincnlefré?n tn·scrie de In Sricci6n 3.G const.ntnnms que rl21 = 
-zli>l2 /2~1. El clcmcntC? 2-1 de In ~11_bmntriz_ dc 2 X O npnrece comn -<irr = z/211 3. Esto 
nos dicC que a.= "...:.z/8u3, p = 1_...:: • • • = r¡ = O y que el polinomio de nhr.rrnr.ión del 
vuelo lih.rc n tercer Orcl~n-es-rl-tf = -zh)l-t/au.3. 

Pnrn·ln _trnn..ciformnci.6n r~(z, tcnc.mos n. tercer orden 

- . , ., · : · r2 ' 2 · 2 2 2 
Pi•I = P + 2~nq - ñ IPI q ·I· 2r2 lql P ·Hr~"lql q, 

. , , '~I ¡2 . , fl¡s¡ = q+ñ _q P· 

Su formn mntrid~l ,es 

trnnsf. lineal nbcrrnci6n de orden 3 

( (01 ,(¡;),,; 
t¡ ,, 

2~n) O -r2/n O O 2r~ 4r,1n 
o o o o r•/n o 

Duscnmos polinomios r121 y rl·•I tnlcs que 

(~) = cxp{ri'1i,o} •exp{rl21,o) (~), 

Si compnrnmos los términos linrolcs vemos que r121 = 2i;2n, es (ler.ir 

El segundo clcmf.>nto del bivcdor es: 
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De !!"lodo ~11c! r.oncluimos_ ~uc 

·. ix =O, · ·p =O, 'Y= -·~2/2n, 6 = O, E= O, t¡ =? 
' - . ' _'..,-'. - . .- .· :- -- ' 

Con r.~t~·-_ir~fcirrrinr:ión (y·nún_ ~i11 s1;stit11ir 7 por sn rr.sultndo) In primP.rn componente 
·dr.1.l_,h·i?ct.~r·<'R_:" 

· ¡T: (I+ {rl•J, o})(p /2~nq) = p +2~nq + 27/p/2q -A~2n1/q/2p + ~1¡/q/ 2q. 
Al compnrnr ~Sto éon ln-cxprr.~ión-pnrn f> in¡Ú~ndn-nrriha concluimoi1 nucvnmr.ntc que 
'"'( =:7~2/2u verifica los cocfic;lcntc.-1_dc los términos en JpJ2q y lqj2p, micnt.rn.q qnc la 
compnrnr:ión didos cocOcicntcs de lqj2q nos terminn 1n Jistn anterior r.on 

Dr. la mismn mancrn, Ae hn trnlJr\jn,lo n Répt.imo ortfon de nh11rrncirí11:• En C!se 
cnso e~ nr.ccsnrio trnhnjnr con mnt.riccs m1í.s grnndrs, o binu cfoñudr clircdnmcntc los 
cocflcicntrs de Jos polinomios de nhcrrnción más nJlñ <fe f/111 í!S cfocir, f!Oj y r!AJ. J.,ns 
ccuncioncs n resolver, Rtlbl'!ltituyr.nclo w por p o q, provif'Ilf!lt de 

w'/171 = oxp{rl81,o). oxp(r1°1,o} •!xp{rl·tl,o}w 

=w+(rl•l,w) 
+ {r1°1,w} + ~1 ¡r1 1 1, {ri<l,w)} 
+ {r181,w} + ¡r1°1,¡rl•i,w}} + 4'1rl•l,(rl•l,(rl•l,w}}}. 

Con lns cxpn1sioncs pnrn p 1(p,q)/¡7¡ y q'(p 1 q)/17J se pueden cxtrner los·cor.fl~ir.ntcs de 
los polinomios de nhf!rrnr.ión de ortlf'n 5 y 7. 

3.9. Composición de nberrocioncs (MEXJ.Jg) 

Ln rnprcsentndrSn dr. elementos dd grupo de nhcrrocioncs de orden N = 2k - 1 
mcclinntc la notnción C}llf' mmmoR nntrriormcntc, 

g { nlNI, ... ,n1°1,nl·li;M} 

donde n12kJ ns 1111 polinomio dr. grndo 2k = 4, O,.,. 1 N + 1, y l\1 C!I unn mntriz de 2 X 2 
(gonorndn por un polinomio cnndrático n1 21 = a/2, !J /p/2 + a¡2, 2/ p•q + a(2, 31 /qi2) que 
clcscrihr. In porte lincnl c1c In trflnsformncifJn, f!H In miÍJ:i ('OIHlcmmcln. En cst.n notación 
solnmnntr. tf!O<"!mos qnü r,unrdnr los r.untro r•lrrmmt.os c1r! Ja mntriz l\.f y los cocflcicntcs 
aík, PJ de los polinomios cle nhcrrnción. 

Lns t.rnnsformnr.ionf's linen)f's pnrns cstií.n <lndns por g {O; M}, y lns nbr.rrndo­
ncs purn.q por g {n; l}. Exic;tcn funciones en M8XLIE c¡Uf' concntcnnn dos clcnwntm:1 de 
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grupo pnrn producir un tercero 

9{n;M}9{b;N} =9{n;1}9{0;M}9{b;l}g{o;N} . . . . 

= g {n; 1} g {O;M} g {b;i} g {o;M" 1} g {Ó; M} g {o;N} 

= g {n; 1} g {D(M,b);l} g {O;MN} 
= 9{nttD(M,b);MN}, · 

,' .. ·,"' ' 

donde D{M,b) =.[D(M-l)!Tb = E{M)b es In nccic\ll dc·ln rcprcsm1t~r.Í6ii del grupo 
lincnl ao~r~ el c~njt~nto ele vectores con los._cocflcicntc_s de nhcr~nció~_~ontr.niclos en b, 
co~t:tO_ ~_irnos cn-_ln Sccci_6n 2 .. 1~. . · 

La oi1crnci~1~" (gnto) es In opr.rnci6n ele compo~id~n dc'nb~~rnc_im~~s p_u~M: 

9(n;l} g {h;.1} = g {nttb;l} = g {e; l}. 

-A Réptimo arelen ele nlH~rrnción rspcdficnmentc tenemos 

cxp{cl•l,n} cxp(cl01,o} cxp{cl11,o} = cxp{nlBl,o) cxp(nlOl,o} cxp(nl11,o} 

X cxp(bi81,o} cxp(bi61,o} cxp(bi11,o}. 

El nlgoritmo pnrn ohl«!ncr el conmnlndor de exponencinles de opcrndorrs r¡nc 110 con" 
mutnn se llnmn el prohlcmn de Dnker-Cnmph1?l1-Hn11s1lnrff. Este se puede resolver 
explkitnmcntc pnrn órdenes bajos, pero no existe nnn ft'irmnln rccnrsivn pnrn hnc:Nln 
n <;rdenes nrhitrnrinfl. F.scritn pnrn los polinomins ,]r grndo -1, O y 8 que nmmtros 11sn­
mos1 <'stn fc>rmuln implr.mentn In opcrnr.i<ín ~ r.n tl·rminnR de In!'! pnr6nl<'AiR dr PoiRson 
ISTF.lNTIF.nO ( IORO)J yº" 

cl·1I = n1 11 + bl•I, 

ci01 =,.¡a¡+ ¡,1°1 + ~{nl·•l,¡,l·•I¡, 
cl•I = nl•I + bi•I + {nl11, ¡,161¡ 

+ Afn1 41,(n1·11,bl·11})-A{(nl·11,ul<l¡,¡,l 11J. 

El inucr.,o cfo nn elemento g {a¡l\f}, es decir g {a;M}-1 tnl que g {a;M} x 
g {n;M}- 1 = g {n; M)- 1 g {n; M} = g {O; 1). Pnrn trnn•formncionos lincnlrs pnrns, 
In mntriz se invicrtt!: g {0;1\f}- 1 = g {0;1\1- 1}. Pnrn. nhf'rrn<"ion<'R pnrM, clr. In 

fórmn)n. nnlf'rior pnrn cl4,0,SJ concluimns, nrdcn por urdrn, que 

¡¡[R[ = -nl•I + (n1·11,a1°1¡. 

Es tnl que g {n; l) g {ii; 1) = g {ntta; 1) g {O; 1} De su composicic\n, podernos 
entonces C?scrihir 

g {n;M}-1 = g {D(M- 1,ii);M- 1} 



donde ñ(a) fue deflnicln nrrihn. por grnclos y n trrc(!ro y quinto orden de nhcrrnd6n, 
5. = -n. Poclcmo!'l vcrifir.nr que lo rcqucriclo r;c r.ntnplc, pues 

Finnlrrumte, MEXLIE contir.nc fnncionf!~ qnc represent.nn los cff!mrmtos 6pticos 
Comunes, como son el vuelo lihre, Jn trnnaformnción de snpnrncic refrnct.n.nte, espejo, 
vuelo en fihrn, e int,crfnsc rcfrnclnntc entre dos fihrns nlincndns. Con r.stoR elementos 
y )n.'I funr..lorrns de concn.tcnnr.ión AC pueden componr!r los sistumn~ óplir.os, cnlculnr 
el vuelo libre necr.!mrio pnrn. formncMn ele imñ~rm, y desplcgnr los rrRull.ncJos r.omo 
dingrnmnR (le mnnrhn 1nonnP.A Y Wm.P ( 19RO)J. 
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4. Funciones de cálcurO sin1bólico 

E.J pnc].untc de funcione~ pnrn cnlculnr y mnnc>jnr nhcrrncioncs n .•l11timo or· 
den pn.rn ópttcn gcom~tricn que Re hn <lcsn.rrollndo en el 1IMAS/C11crnnvncn, Re hn 
-clcnominnclo MEXLIE y se conRidcrn que el pnquctc <'XÍstcntc CA RU Vf'rRMn 1.0. Se 
hn cmplcndo pnrn disciinr Ristcrnn.~ ópticos nxinltn(!nlt~ .!iimétricos. El pnc¡nr.tr. MEXLIE 
1.0 está. ci:;crito en el lenguaje progrnmnhlf! muSIMP. Corre sntisfoctorinnwnte c>n mm 
computndorn re de 012 l{Il <lf! IlAM. El intf.rprr.le tlr. fMcudo-crStli!Jn muSIMP es un 
progrnmn ele lcngunjc cmmmhnlclor flllí! rjccut n progrmnns nrmnrloR pnrn Rll siAlí'tnn 
ele mntemríticn ,'fir11bólica en formnt.o muSHIP. ERtc k11r,11njf! yn es un tnut.o ohsolr.lo; 
en 1085 Migur.I Nnvnrro Snnd y Ilrrnnrdo \Volf hnhínn trnbnjndo ron REDUCE, pero 
muSIMP rnprr.sentil nnn nlt<•rnnt.irn commln pnrn ('I f.rahojo dt• ('i:<nitorio, n111u111c lr.ntn 
y poco intr.rndivn. Es fnc:t.ihlr <1111' Jns funrionr" sr>rHI rr1•R('ritns ""otro i11lérpr1•fc>R ele 
psemlo·c:órli(tn como MATHEMATICA. Esl1• c:npít.1110 rnfntiznrií nsprdns 1ln MEXLTE <¡lle son 
trnn.!lportnhlf's dc> 1111 int.Prprrtr a ot.ro, tnlr.s romo los rnmbio!-1 ele lrnsr. y RU r.flrir.ncin 
cnmp11tn('innnl. 

En t•sl<> r.npftnlo f'XJHlJlf'ntns d n 1snltndo dC' In rrfl'rrndn IWnLJ' Y ((1tÜT7.sc11 
( 19H1 )J, Rol1rr. In r.firir.nrin rdnl.ivn tlc• In" hnsrs 111011or11i11I y Rimplf.('firn r.11 lmt npf'rncio­

ncs de pro1lnr.to y pnrént1•sis de Poisson 11<• polinomio~. Fnr. ni C'Ít'd.unr lns oprrnc:ionr.A 
impHcitni; ele In trnm:formnrh)n rníz vistns l'll l'I Cnpft11!0 3, qnr. nos pr.rr.nt.nmns dr. 
este prohlr.mn. de r.fidf'ndn. En lns prim<'rn.<J Srniones 1let.nllnmos el HRO clr lislns por 
muSIMP pnrn mnnl'jnr polinomios en el cspnc:io fnsr cll' In c'iptkn y Stt!l trnrn;formnrione!l 
bnjo Ristemn!'I fÍplir.m; nxinlnwnt.r sirru!trir.ns. PrPHrntnmos In c.mrnt.r11C":r:i6n de In hnsr. de 
nrm6nicos Ri111pl~ctÍC':os [Wm.F (IDRíl)J, [DHMiT, Fo1n;~T Y \\'01.F (JfHW)j cln~ifil".ndn por 
rnnfio, Rpiu ~implér.tir.o e íncli('.r. clr. Sciclel, que dnsifican lnfi nhcrrnr:inttf'R 6ptic:n.~ IW01.F 
( 1988n)]. I~n cstns hnsrs <lnmo<; !ns tnbln!t <lí! mnltiplicndón y df! pnr{•nf.PsiR de Poit:1Ron 1 

y compnrnmo!t Rtl compl<'jidncl r.omputnc:ionnl. 

4.1. El manejo de polinomios por cómputo simbólico 

muSTMP trnhnjn rnn Rrr.11rnrin."I hinnrin"I que Ron r~trurturndns rm formn ele no­
tnción pn•fijn ele listn. Por C>jcmplo, el polinomio en tlo.<1 vnrinhlcs, p y q, 

cslnrñ repr<'SC'tttndo en forrnnt.o clP. in1rnt y output en pnntnlln como 

F: P • 6 Q • A p-2 - B PQ • C Q-2 • 8 p-3 Q - 1/2 p-2 Q-2 Ir 
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o: e> r <• 6 Q) u A c-p 2» « -1 n rQ> u e c-q 2)) 
u 8 c-p 3l Ql u -1 c-2 -o c-p 3l c-q 2lll 

Ln reprmumt.nci<'in de polinomios 1•11 muSIHP hL hnc::cmos por nwtlio ele t!Rtrncturus 
de multivcCtor-Cs coh1mnn.1 .en cst.c cn.o;¡o con drn~ índicm~, k y m (no consi<lcrl\mOs los 
c5cnlnrcs k =O)~ muSIMP escribe vcctnrcR con unn lon1titud que ncomotln n In. 1íltimn 
cntrncln. diícrrintc ele cero y por tnnto In snli<ln es unn listn. c01npnct.n de todos los 
posihtr.s polinomios-. Ilr.cha In trnnsformndtín dr.l polinomio F n su C'strncturn dr. vector 
de inonom1os FV, formnmos e\ vr.ctor r.ohnnnn 

FV: -MOllDECOMP (F, 6) : 

' O: ({1, 

6}' 
{A, 
-n, 
C}, 

{O}, 
{O, 

8}, 
{O, 
'o, 

-1/2 }}. 

FV ll 

O: ({({1 5) ({A (< -1 B) C) ({O) ({O 8) ({O O (+ -1 (- 2 -!)))) 

Hnc<!mos notnr que In lonr.i.tml tlr In list.n '1,llC rcprrsmtln nl polinomio es con­
sidcrnhfomcnt.c tncnor que In lisll\ de output nnt.<'rior, p11cs no se tiene <¡ne gunrclnr ln 
informnción rcr\undnntc de Jn.c:¡ potcndnPi de lns vnrinhlf"s p y q y sus pro<lnctoR, flÍno 
flolo los cord\dr.nlcR '\ltC nos Íttlr.resnn. Los r.or.fk:ient.cs Fíe gunr<lnn r.liqnctndo..i:; por fl\J 
posición en In 1istn. Unn posible dt'svrmt.njn f'S que en polinomios rn1os en p {c:on pocos 
términos pero potr.ndm:1 nltns en q), In rcprrsC'nt.nd<'>n vr<"torinl gnnrdnrá muchos ceros. 

4.2. Polinomios en 2 !· 2 coordcnndn" 

En In tlpt.kn onlinnrin. dr trc.i:; dimf'nsionr.s i-ic t.rnlinjn con cuntro ~oorclt•nntlns 
Hnmillonin1rns ron TC'Rpr.<".to n 111m pnnlnlln dndn: tlm1 r.oorrlr.nnrlns clr. posirión q = 
(qz,qy) y ,\os <le morncnto p = (p:z:,p11 ). Lm; clC'mcnlos {1pt.icos RC!n trnnsíormndonC'R de 
cstns coordí!nndm;, q11e en gí!n<~rnl son cmul11icns n cicrlo orrlcn y no son lincalr.~. Como 
hemos vist.o <'n el Cnpítulo 2, Rll clcsnrrollo en serie de Tnylor conrh1ce ni dcsnrrolto en 
n.bcrrnr.ioncs. 
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Lo~ rlemcmloR 1íptir.os pnRÍVOR trnnsformnn nn objr.to dd cRpncio fnse de rnyos, 
en min imngr.n del ~spndo. El rnyo (pn 1 q 0 ) se mnpcn cm (p¡,q¡), y queremos CbuOccr 
p¡(p..,,q0 ) y.q¡(p0 ,q11 ) en flllR formns cfo polinmninlcs cxpHcitns. Los mnpeos ele po1ino~ 
mios que hr.mos mntu>,jnrlo r.n lm~ cnpítulnR nnt<!rior~s son canrfnir.os ('11nm1o r<!st.rin~imos 
el dí.tenlo n nn (fotr.rmiÍln_do or,fon ele nh<!rrnción o rango IITP.AI,v v OnAr:T ( l!JR9)J. 

L!1s c11n~ro _vnrinhl<!s ,foJ r.spncio fmm son (11r.,Py, q;r:, q11 ) y pnrn. dl~s MEXI.tE tiene 
lns primith-m; rescrvncln..-; 

PX.: l'x' PY: Py1 

Nos intcrr.snn-.tnmhién ·1os dmmrro1los 1fo Rh1lcm'ns n.<~imétricos sc~1ín CoordcnnrlM de 
/&e!icúlad: 

PP: 

QP: 

Pf.I: 

QM: 

P-· = ) 2 (r•r - ir•uJ. 

q .. = )2 (qr - iqu)· 

Aquí hcmo~ tcni<lo cspcdnl intcrC's en si.str.mns ópt.icos axifJlmcntr. simétrico:t. 
En ellos, lns coordcnndns del ohjr.to y tn imngcn rotnn fiimnlt.nncnmente en torno ni 
eje, de modo que In oricntnción x-y cfo In pnntnlln es en principio nrhitrnria. En los 
slstcmns óptkos n.."Xinlmf'nt.c siml?tricos JH'('<'Ritnmos solnmf'ntc 7> 1. y q 1 (PP y QP), <lndo 
que los _ 's son sus conjugnrlos complf'jos. Lm; prirnit.ivn."I PP y QP son mmr1ns pnrn 
rrcohrnr dr. SUR pnrt.cs rr.nl e imnginnrin lns cnnrilr•nnclns Cnrl<'sinnns. P11r.rl<'n Rf'r lcidns 
tmnbién ur.ctorialmr.ntr.: un fnr:lor de Po Q r•stnrá nso('inclo n p ~ {11r• l'y} o q-=- (q.i:, qy) 
rcspcctivnrnront.r.. 

Loq polinomios 'lll<' grnrornu las trnnsformncionPR rlr. Líe que rC'prcscnt.nn sistc­
mn.q 6pticn~ n.""'l'.inlmf'ntc simétrir:os, Ron polinomios"º ln."1 cnnthlndf'R cundráticmr IPl21 
p•q y jql2, invnrinnf<'s lmjo rotnci6ncs ;r -- y, C"uyos RÍrnholos rrscrvndos son: 

P2: ¡,'1. = p•p = ¡1;-1 11; ::--- 2111 I'--• 

PQ: p·q=1•rqr+J•yqy=J11.q- +p-qr, 

Q2: q2 = q•q :-- q;, + q~ = 211 111-· 

Ln trausformnción de JJie gcncrndn por cstn.q fundnnrs nd.tín sobre In.e;; conrdcnndns del 
espacio fnsf~ (p, q) y produr.<• im:lgcncs dn In formn 1~cnéricn 

Unn cxprC'~icín Rimilnr vnlc pnrn 1•1 mnpC'o del ninmrnt.o p 1(p, q). 

4.3. Manejo de tronsformncioncs lincnlcs 

Ln pnrtc lincnl de !ns trnnsformn('.ioncs ('nnónicns, como ln."I que hmnos mnncjndo 
nquf, rcqnirrc de un trntnmicnt.o i:;cpnrndo ni de IM series <le nhcrrncioncs, como fue 
clctnllnclo C'tl Jn Srr.d6n 2.12. 
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En '.~1.}'IÍRt.nmR. ~mSIMP -d<: cóm¡mt.o ,Rimb(i_licc;> ténc_mos cstn op·r.~nCití~ co~o mm 
función. Giinrcl_nmmchn..io el idcnt.incndor t_~AT ,n ln.-mntJ.i~ -gc!t.f.Íicn .d~ 2_'X 2."«_lcttlnrll.dn 
por 

MAT: {[a, b] , [e, d]}; 
:·;,:­
~ ;. 

:~~:::·,~::t::·.;~.c~~:rii;::~¡.;l l;n~;:•:iJi~Di~[~~c ~f ~:;~tfü~~~:~~~~~:~;,¡~::~ l:~o 
DMAT üiAT '. -íi2l i . , ,,. · '''"' 

O: {[a·. b] ; · ;:~;) .cü Ti<P 
[e , d]} ·. ,:;~e :'!/ _;\;,:,:: _.,;,: 

y; ¡,nrn. el cilso. j:.= 2' ~bt~¡~·cmo:~.:in· ~Tif,ri7.···H~-.1~-,Sc.éC_i6n-.2::i2f:~-
DMAT- éMiT-- '°2·)~·':-:,~= :=-----:-. ;·.·,· ~-=.::.:}-c;.~-r~:::=:---: ~-

O: <c&-4; 4 •·a•b,:.-~ .;;2•1,•.c2:•·4~~cb.;3(.i>·ú.C+ ·· ·· 
[a·3 e. 3 .:-2 b e + .ªc3 d; 3 a b"-2tJ~!~ªJ\¡,~~; e. b-3 d]. 

[o. ... 2 c ... ?• 2 a b··c"2 +. 2 :a: .. 2·_c·: d<4::·a·;~ _c\~-~".·~~2.:d_"."_2, +··b"2 c"'2. 
. 2 'á ¡,· d-2':> 2:b·2 ~-d. b-2 d-21. 

[a c-3, 3 a c-2 d + b c"3. 3 a· C d-2··.+ a· b:c;--2 d, :.-
. . .. d"3 +'3 b é <i:-2. b d-3¡; 

[c•4, 4 c·3 d, 6 c·2 d-2, 4 e d·:f, d .. 4]} 

Fi11nlmcnlc1 pnrn nplicnr In t.rnnsforf!'lni:ión·: C.M·._~1-.v-~~t~r_ ~~i~.~:t~'~nn.~f-dc c;o_cfl-__ . 
cicntcR FV dado como ejemplo en In Rccrión 2.~2, usnmos ·unn _{1~nci~~1 quc_·n:pl~cri. E'(:fyl) 
"º"'" rlkl pnrn <lnr r•lkl = icMrlkJ. A•f, sohr~ FV [1] =' {F CL I] ;',·F. [t,2]} tlRlirTrOA 

7 FPRlr.IE: APPDMATR (IllVM (MAT), 1/2, FV Cll:) i 
O: {d F [t,I] - e F [!,?,]. 

- b F [1,l] +a F (!,2]} 

<lomfo ruvr.1 CR In fund<lu que invierte lns mntriccs unimodulnrcs <l-c 2 X 2-:-s~hrc el 
vector FV completo, In nc:cicín !CM : f ,_, f 1 pnrn rnngos k hn.qtn. 4 (j = ! , 1, ~, 2), es 

7 FVP: {APPDMATR (IllVM (MATl, 1/2, FV [!] ) , 
APPDMATR (IllVM (MAT), 1, FV [2] ) , 
APPDMATR (IllVM (r.IAT), 3/2, FV [3] ) , 
APPDMATR (IllVM (MAT). 2, FV [4] )} 

4.4. Coordcnndn11 del cspncio fnse en sistcmni; nxinlmente simétricos 

Ln d<'Rcripcirln de Rist.cmn!"I nxinlmcntc sim~t.ricoR cn cíptic:n fle nhcrrndoncs re­
quiere de trcs vnrinhlcs que son invnrinntcs bnjo rotncionrfl tle In pnntnlln nlrcclctlor del 
eje óptico: 
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~on invnrinut.f'!s lu~jo rot.nr:ioncs pues ( w:i:·.) ~, '( "'f) = ( co~ rr flm.1 n) (· "'z), 
· : · , w1i · _ mu - -sen ~ r.o:; n . 11111 

clonclr. w SR .11 y q, 1nR t_rr.s ~!1.rinli!~ff- "~ Jrnnsf<:Jrm~n cr~ ~~ n1i~mn..o¡~ · 

p'2 =·¡l]-·l::lJ~ 

~,'Íc:o~ n!'= +:.sr.11 ·~~'vl~.-:-1:· (-scn/t:Pr + cos ar>u) 2.· 
. = ,,,:: +··,,~ ~ ~,,2' . 

-- . .:-· --. -;- ... - .. -- -~ --- ' ,- -,- _·:- . -_ -:-·- - -.. - .- :--:: ., . ,-

- don_dc ltnccmo!'. m1~·de_iflcmt!flndc~ t.rig?non_~élriCns f'..n c11íltimo·pnso. DctnC?:fJ.t~nc~oncs 
si~ilnrc;s· v~lc_~_- pnr_~ I~: ot?ns: ?o~ -y~rinl?I~!'; ~-Por r.11~_,__p~, _p.• q_ .y_ q~, ·~on. coordcnndns 
nfl~cnn9~o¡ p~r·n -~-1.-~~[m~i? fn~c ~l~~ico (~lc-Cuatr~_-flim·cr~~iouc~) en si~tcmn.~ nxinlmcntc 
Rimétrkos. - ' ... · · -· ·-

· flny .. unn · r.i~nrtn·_~nri-~111~ ·Ci;nclró.t.ir.~-q11c tnml1Úin e."I invnrinnte hnjo rol.nciones: 

El.-Pctz~tlt ~~-~Ínv~~in~iic~ h~~s-·~<¡f¡~·:bnjo tr~;~Sfort;ú1cioncs 1il1cnlr.s cnnclnicns nxinlmcntc 
AimMriéM: :·:,.:'(P)·····,· •.. ··(p'):: (ª b) (") (np+bc¡) 

- ··.··. q~ .:.':-.~. ·q' · .. =- e . ·d cj = r.p + dq ' 

cl~~iclc·-·d4-_; i1~ ·~:-):~_'·¡,-~;~~ p~ól~nr,. ln. ·inVnrinn~in del Pnbvnl bnjo cstns trnrn~formnr.ioncs 
~~rmcn·m.é~s ,it~1_r..s,c·_~m!1Plc · · 

q1 xp1 
,; (<r.:i-1/q,)(nru + bqy) - (<ru + dq,)(n¡1, + l1q,) = (nd- br.)(r¡r1•u ·- qyl'r) = q xp. 

Fiii.áirncntc,·' notnmos qne el Pcl.7;\'nl m~t.ñ rr.lndonnclo r:on lns ntrns trrs coorclcnndns 
(1/Z 1 p·(¡, q2) por unn iclrnt.iclnd VC'ctnrinl: 

(pxq)' = ¡1•r¡• - (p·q)•, 

pues sr.: lcr. Rrn 2 x-=- l - cos2 x como r:rwílrirntr. r)r 712q2. 

De r;;;tn. mnnf'rn, pnsnn10s <lf' In~ coorcl~nnrlns •l-clinwm1ionnl('s del r.i:ipnrio fnsc 
(PJ:i Pui qr, qy) n !ns 4 r:onrclrnn<lns runrlrflticns (p2 , p·q, q2 , q x p), q11C' ~mu invnrinnf.l!s 
bnJo rotaciones. Miís n(m, pnrn trnt1Rformndo1ws linrale,, Re rcspctn 1n RUprrflde q x 
p = cnnstante. Ln nnt.nrnlí!zn 1lr C'slns RUpNficir~ (::iuh-vnrieclnflC's) invnrinnt.r.s RC hncc 
pntr.nt.e ni mmr lnR \'nrinh!C's hrí::iirn~: 

€1 ~ -~(1'2 - '1
2

), 

€2 ~ ;(r2 
1 q

2
), 

e,~p·<¡, 

e, = ·-;};(€1 +;e,¡= ~~v2 , 
€o~ 6 "" J>·<J, 

€- = J.¡(€1 - i€2) ~ ;);,,•, 

en un rspnrio e-::: (€1. €2. 6) r:. m!'I. l.n normn 1le f'f;f.(! 3-VC!d.nr ('Sel rn11io 1fo In (?Rfr.rn 



Este rnclio e~ un· ir111nrim1tc1 corno vimos, hnjo <?l grupo de lns trnnsformncin11cs lincnlcs 
de P y Q1 Sp(21 íl~) y es {mrnos) el Pehwnl, invnrinntc <fo In ópi.icn c1ñ1dcn ISTAVnoums 
(io72)1, IORAOT (t0R2)1. 

Hnccmos notnr que In trnn.,fnrrnncir}n de ln.1 coOrclrnndns (¡12, J>·Q, q2) n. Jn.q 
(e., e2, e:1) es mm trnnsformndón lincnl complcjn. En el rspncio 3-dimcnsionnl f, trnns~ 
fo~mn~i~nrs lincnJ~s clf•jnn invnrinnfrs Jn.!i Nllperflcics ele )nfl f!Rfcrns é2 = CO~_Rt.ntttC.' «_}11C 
h~mo~ llnmndo f\Vo1.F ( 19R8b)J ln .1egunda c:J/r.ra de De:Jr.nrtes. En el cRpncio fn.<1c 1 el 
in\~~rinntc corrr.sponclirmtc es e2 = (p • q)2 __ ,,2q2 

l un hiperboloide. Mucho de lo que RC 
ú-sn-cn-óptiCn c1c T~ie nprovr.chn. prccisnmcmtc el truco de Weyl ¡an.MonE (107R)J entre 
Sp(2, fil) y S0(3) (como complcxiílcnción el uno del otro) pnrn nplicnr In tcorfn simple 
y co~1ocidn df•I ~rupo ele rotncionr.s, nrmc>nicos csf~ricos y mntrir.cs D tl{' \Vigucr, n los 
dmm.rrolloR dd 1•Rpndo fnse en Rr.ricR ele nhr.rrnrionr.R, 

4.5. Lo bnse n101101nlnl y su rcprcscntnción vcctorinl 

Comíicfornmn~ 11r1linmnintt de In formn. A(p2 ,p·q,q2) en )n.R vnrinbJcs dr.1 f'!!pncio 
ele f E m:J 1 rfo RTndo 1 ~ k .~ km,.:o y )oR r.scribimnR como RlltnnR r1e monornio:J 

,, 

Lns s1m"!n.q. p~'~·~1lfú1 se~ _nÚ~Rln~ln..q ·co1!10 

·A"= ··.· .¿; . . A"(k,.;ko,k-:-)Mk,.,ko,k.: 
-,1":5kJ:+ko+k-$k~u · · · 

kmM !Ck+t)(k+2) 
=E E A"'[k,njJ\fk,,l·o,L• 

k=l n=t 

clonclc los trr.s hulicrR k. 1.,l:o,k-~ dan lnr,nr n ln pnrrjn. 1fo vnJ1ncR k,n por mr.rtio tl<" lni:; 
rclncioncs 

k ~ k I· ·I ko + k-, n = ~(ko + k ... )(k·o + L + 1) + L ·I· l. 

Llnmnmos, como nntrs, k ni rango de un mouomio. Pnra rnngo k =- 1, n = 
1,2,3 tcnr.moR los monomios k+kok- = 100, 010, 001¡ los clcmc11loR cid vector Ron los 
codlcicntes ele 112, p · q, y q2 , rrsprct.ivnm{'nt.c. Pnrn k -=- 2, n == 1, ... , O rr.glonrs 1 los 
indices monominlt!s 200, 110, 101 1 020, 011, y 002, l'St1í11 nrrrgln1los lr.xir.ogrñficamc.nte, 
rn formn clrcrrdrntc srr;i'm Hll ordc•n nnmf.rko, 200 > 110 > · • • > 002. 

Como yn vimos nrrihn, rr•prcsentnt110i:; el polinomio A rn In hrrnr. moumninl por 
11n vrct.or rol11rn11n el<• rlos niv1!lrs A~! ... cuyos rh•mcnlo~ cnnti1•11l'n los corfkirntr.g¡ rl 
primrr nivnl es el 1h•I rnnr.o k =- 1, 2, ... kmn• y Pl 1wg11nrlo nnmcrn l<>xicn~riHlrnmcnt«? 
Jos rcmglonf'.!I con n. El ntímcro cfo cnmponc11t.11R nen loq rnn~os k = l,2,3,4, •.. rs 
nmax = 3 1 O, 10, 15, ... , Hk -1 1 ){k + 2), r.nmo los 111ÍmNos triangnlnrr.s. Pnrn dcscrihir 
nbr.rrnrion<'.c:; 6pticnR cfol orden A -~ 2k - 1 """ 1, 3, 5, 7 1 ••• , rrr¡uerimos 1fo polinomios con 
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31 {), HJ, ~M 1 ••• 1 Ak(k2 + Ok+ 11) Rttmnnrlos disÜuguihlen qne Ron ln.ot comporrnntcs VC!r.­

torinlcs en n11cstr~ rcprc~mnlnción. Eliminn.mos d uso explícito de t.crminos r.om;tnnt~s 
(lm1 cnnlcs corrr.spondcn ni rnngo k =O) lmrq11c cst.os no pnrt.ic-ipn11 en In cnrndrrÍ?:nción 
de lns r.lcnu:mt.oR <lpticos, nucstrn nplicnción principnl¡ su lnclm~ión no nltcrn Rigniflcn~ 
tivnmcntc nuestros fllgÓritmos. bñsicos. Pnrn rnngo kmu = 2 (nhcrrnrionc." óptkm; rlc 
trrccr orden) el nrr<>gl.o. de C'Slns tmcve componrntcR es 

C"'L.1') ( A"(J O O)) 1•' 
A."¡1, 21 A"(o:ÚJ P·<J 

(1~::1] (:::::::] q• 

(p')' 
A" = A"¡2,2J A"{I,1,0) , cocfir.im1tc de ,,2p•q 
"' A"l2,3I A"(l,0,1) p2q2 

A"l2,4} A"(ll, 2,0) ~~~: A."12 5J A"(O l 1) 
,1•112:01 A"(o:n:2) (•/)2 

4.6. Lo bnsc simplécticn/esíéricn en mm dimensión 

Unjo t.rnnsfornmciuues 1incnl1·~, r.nmo vimos, los vrctorcs nntcrior"s sr t.rnnsfor­
mnrñn rnc1tinnte mm mntriz de O x O, rlinr.onnl por hlnqncs, C'On tmhmnt.rirr.s ele 3 X 3 
y G X O sobre ln din[~onnl. Sin r.mhnrgo, not.nmos que entre los monomios existe In 
comhinndiln lincnl 712q'l - (r>·q)2 '~ (<t x p) 2, el irwnrittntr. dr. Prlzvnl. Por rilo, In 
snhmntriz de O X O tlche n s11 VC'Z sC'r rr.dur.ihlc n 1111n 111tn 1mbmntriz clingonnl 'lr. 1 X 1 
y el TC'sto, 11nn imhmntriz 1h• 5 x 5. En c!'ltn f!t•rri0n utiliznmos C'~f.n propicdnfl -y in 
corrrRpon11innte pnrn k'R más nlln.s-- pnrn. rr~duc:ir In~ mntrkr!'i D n snhmntrkC'!'l dingo­
nnlC's mrí~ ¡wqnr.11.ns. D11 este morlo C'ncontrnrcmos unn hMc pnrn. los polinomio~ cuyns 
l.r1rnsíor111nd«lllC'R lincnlPs fiOll más clir.ientrs para cómp11to. 

llc>rorcfomos que r.n In SC'crh'h1 2.7, pnrn q y ¡J r.n unn di111r.1rnión (y .\ = 1), 
int.rodnjimos lns funciones 

Jdcntifknmos el álgcbrn de J,ic .,1(2, m) gnocrndn por lns L's: 

{Lo, L~} = ±L±, {L.,.;L-} = 2Lo. 

Todnv{n en 11nn 11imcnsion 1 rr'cordcmmdos monomiOs dr. ~n Sccc16n 2.12, 
. ; ; '· -

Estos monomios Re t.rnnsíormnn Cntrc' -~-i ·. ~,l\iff. Í~·,·:·~~~~:~·ü.:· -~~~:;IÓS· .. ·¡,;ri·~~~~orcR (de Lic· 
Poisson) r1PI ñlgchrn: 
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'"i· _ iJ_ "+m -;·-m _,_ · ¡r,,.,."I:.,,} ' "íir¡(¡>1 '/ ) ,, (J,_ 

==u - 111).x·{,1_1·1, 

· iJX; axi 
{t.ri,__.Y/;1} = !11--~ - l,/~-· 

.. · ,- ' - ~ - ~)¡J _- -~: . rJq . 

,..Hcir ,.,¡·_:". W-.n•Jiv''"'qf~"~ .-• 
pe.'10 

-. llrt~~~ -IÍri1~nflo·. ª""~:-mro~- ¡1r.«m. y de.'fcr.m1~ ~~-_Í~_ n:~ci?1~--.:'1.~ ·Í~1_R:- op~rnfi~r~s~ -pues -~~;br.n, 
cur.ntn·n-~ !inja~_r-l índice m 1 ~1~_1e _llnmnmo!i e~ !'_c:m del mm~o~nio·-;i,;f11 (p,q) .. Si conocem~R 
-11n~ "~rt1 "·:. _pmlcr,nos wmernr lo1lo ·. ~I _mullip!ct.~ el~·-: m~nomioS xf, .. ~r- 11 ; •• }(~-~.. En 

.. pnr~i_cul~~' :s.i "P~~p~ncmos el 11~tmm~~ia· <le, p~so m~s- -~lto1 '. ~Í =· ,,'lj, ¡~Ócfomn!'l gm1crnr 
~ist.~rT1ñt.i~~mCf!l~ loR 2j +.1 c:ompnñerm1_ !lcl mull~plutc mcdinnl.r L_: 

xi' · - --1-{L xi¡ ... r_n-1 - i+tn _, ... na, m =i1i.-l, ... 1 -i + 1, 

f1~s-t~ ll~gn-~ nl mono~-nio mcí.{ imjn, }(~ .•. .,Allf 'termina cl-mnltiÍilctc, Jl11f'R Ri nplknmns 
'• . } . 

,mmVnmr.'ñtc ':l opr.rndor rfo clcsr.enRo, Jlcgnmn~ n {L._, X~-j} = O. f'!nrrí'~pntulirntr-

mcnt.~; In .f1111ción ,fo npcso mñ.c; ntto"' qnc hcmnR 11tilizn1lo1 xf = 112i, puf'!clr Rrr rm·o­

nocidn 'pélr Hl1 propicclrul de ser nnic¡uilnda por <·l opc!r:ulor de m1c:cmm, { L l • xJ} _,, o. 
fi~corchúnoS finnlincnf<'-fJIW ln 11.XJHHH'lll'"inl ch• esto~ gcncrndorf'R cl1•) óJ~chrn ele 

J..ic-, cxp{ n 1. L+ + o-0 '40 + Cf __ D-, o}, produce 11nn trnnsínrmnción fioitn rlncln como mm. 

mnt.riz de 2 x 2, ME S'L(2,!l?), reprm;f'ntnrla por lnR mrit.rir<'s Df
11

,m,(J\.1) ch• tlim<'nRión 

(2j + 1) X (2j + 1) vistnR c>n In Sf'cd6n 2.12. 

4.7. ln hose simplP.cticn/edéticn en dos dimensiones 

Ahora hi<'n, en dos o m1Í!' climr11c:iot1f'R t.ruf'moc; In milm111 1ílv,rhrn r.on ln.q Ílln­
cioncR invnri:mtrs vistns en In R<'c-rión 4A: 

Aqu(, L- t•<; ,.¡ op('rnrlnr flc clrfH"C'fl!ifl qttr. pndt~mog URnr pnrn gcucrnr C'I 11111lti1>h!t.c de 
ruudonf!S <1'~ ln!.'I vnrinhl~R (112,p·q,tJ2). Ln~ í11ncio11C'R ,fo ¡H•go UlfÍ<; nltn qtm pn1fomos 



r<•connccr Ron ¡.'i '" (J¡il2Ji, (cp¡i)21'2(j--2), ... , (qx¡i)2nl'2(i-2n), .,., h1tRl.n (qxp)i 
c:nnndn i.:':7_ 2n es pnr. y (qxp)i- 1 ¡~2 , si j = 211 + 1 t's-impnr._ J,c)sJndorr.s (9:~p) 211 ~ 
¡q2112 ·- {J1·q) 2J11 son invnrinnt.t~R del r.rupn '![<fol rí)¡~r.hrn, pm•s {L,-,(q~p)~} = 0.pnrn 
T =O,±. J'or ello son 'po1i11omios de JWSO mñ~ nito' {L+, {qxp)~n,,2 1.1~_- 211 1 }-,-;- o.~' 

Cnr]n. m:10 _de r.stos 'polinomioR rluí~ nitos' sirvr ¡larn- gcné~_nr .sti m111ti11.lc~~ me­
dim_1tc ~-· Los polinomios <lr. lm1 mnll.iplct.C's r¡ne tie~1r.n el lnis~o rÍtn"go ~~_.(gr:ulú de 

-hom_"R"n~irl~~l f!ll p~ 1 1,._q,q2 ) c¡ucrlnr1ín clrmotnrloi:i por - :. -_; ~~:·_:,._ _-_, 

{ 

k =o, 1,2,.... . 

j = k,k ~2,. ::.{~ 
'ttl =j.j ~ 1, •.• ,-j, 

El' t~ÚHliplcú.e Re nr.n·ern c:omo"nnf.C'S 

'!<~ i,i ~_ r,: ._ .. .'~:.;~· _·:1~i::.'-/::·;:-~- .. 

_Pnmunn __ k dctcrmÍn~d.i; ;., mlmcrodc f11nciot11°s·k:(?,°, •és I:}.:'kº EÚ.,,\ =Úkl: !J(k+ 

2)~.;~~~tml ~:1 n~1.~c-~~,-_<lc '~-º~'?mioS_~f k+;A·o.k~-~ k+_ ~i- ___ ~·o ~f_· k..:._:=:,.k, ~· :r.o~Rtit~~~r.n ·tn _bn8e 
--.,iml1,l.ctfra <lCI coñjuntO:clc riOlfoOmio!'l Cfo rnngo k. e .- - • -= .-: · 

::: ... '':.· .:.--··, _,_·:.:: ,:-,·· . '. " 

Lnr:i _;,fn11ct~·11~9);·;;;- J ~Óii 1n~· ¡;rój~iÍu; c'oOr-tlcrinclns d•~I r.Rprici~- _»?~~ 
- ;., ".·,,-"- - ., .,-, -.- -. - .- ... - - - --.·. ·- -

-.--<: 

; 'í,l. = p'.q ~
0

~0 ,,; Miuo, 

•x_i_, = q2 = V2~- =Mi.;,. 
Dnj_~---~-ª-~.-~~~~f~·;¡~-~~¡~~n \~~·:;~H;i~r tlcl cRpnriO fnsc. ( q '~~ __ p, p .~~: 7·cJj, I~ c~Í~~~~~~ ~-f~~-t1ia 
.unn 'iot~d<?n <l~- ~7f .. n~r~d~-~or ~lr,I <ljC e:z: ce.' e2t e:i) ,·_~ (._.-·e1' e2t_ -J~), l' A: .. _:t~ __ e-:::~~~ e~ •. ' 

_ _:_eo:~·~~e~;--Lri8 dos'-_hnscs-sc trnriRfnrmo.n un~ cn-~n.-otrn_:co~o:--:i~~,~-,:::_:~~-:,· -~';"-c:,--·~:~:~.~.------ó 

Mk.¡,ku,L ,_. (-l)kºMk_,ko,k+. . , . 

(-1¡i-m kxt, ¡,,2, p·q, q') ,_. kx~ ... (11'. p·q, q2) =-kx/,; (q' ;p.q;11'). 

Anotu.rcmm1 los polinomios snlnmentc parn m ;::: o;' loR .. 1)01inOmio~ ·;n < -_q ROll oht.cnidos 
de la 1íltimn t.rnnRíormndrSn. 

' . .. . 
),ns funcionrR !..~ = 2 son lnR r,f!ncrndornR de lns·.nhcrrncio.npR ~le tCrcr.r-ordrn; cst.ns 
consiRtcm en 1111 qnint.upl~l.e . 

2x? = 2e~- = M20n. 
2.tl = ./7.~+fo ··,; Af110, 

2x,r ~ fi<~+e- +e,~¡ ,,;, Aú101 + ~Mo211 • 
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y un singnlctc 

i;,,ne ~n.ncl~1~ee-.k .= 3_ son j~~ gcr~crn;l:~~ri~·:dc l~·~~~r~n~io~t·~~. '.1.a: q;J_~~1ta~:~_;clcn. ,Constnn 
de ul1.sepi~1plct~ · · ' · - · · - " ·· - · - · 

3X/;,. 2v'2e~. = Úsoo; 

- 3xf,;,2etfo .·. . . - =llf210. 

' •xt ""i\12(ele-::+ 2e;,e~L=-AMioi +aM120• • 
s.tJ Xicfr,M:_ + e,~J ·· ,,,; gM111Xf.J1ro~íl. 

Y, u~ ~ripl~?tc·, qur. _rc~i~~ ~Í- ~~i~Í~tc k = 1; r.on el fnc:tor Í1·1~rt~in1~Íc 

''-LriB füriclOnes' k :;:;-4 soñ In.."' genr.rndorns de ln..c; nbcrrndoncR ur.1-.~l.11timO-ordcn quc BC 

d~cOmpon·c~ ·en ·tui- ~onuplctc · 

4XJ = 4€'.\-
4X~ = 2y'2eieo 
4xJ = füi~- + 3€!e6J 
4Xt ;, ~V'2(3€lM-+ 2€+€~) 
4XJ = 5'\;(3€le~+ 12e+e6e- ~: 2e&l 

un quintuplctc ractorizn~lc 

= /\f.mo, 
·= M310, 

= ~Jlf301 + q.Jlf220. 

= ~M211 -l- ~M130, 
,;; i}.M202 + ~~ llf121 + s8sllfcuo, 

"x~ = 2i8. 2X,~.·, 1n = 2, 1, ... , -2, 

y un eingnlr.tc 

4.8. Los nrmónicos slmplécticos 

Pnrn k,j, m gl!ncrnlcR se obtiene IWot.F ( 19RO)J 

( . )I (. )' ¡ ,m+n d·-m-2n '" 
= ce•¡<k-i)f•__l __ ±!~-:~ L:---"•t ___ _.,jl ____ ~ 

2m/2(2j - !)!! ,, 2" (m + n)! (j - m - 21l)I 11! 

k-. (j + 111)! (j _ m)! ¡ (1'2)m·I n (p·q)i-m-2n (q2)" 
= IP" ql '2ñi(2)"=-l)lr-~ 22"(m + 11)! (j- m - 211)1·-;;r· 

El fnctorinl doble x!! es 1 · 3 • 5 · · · :r. parn :r. impnr y 2 ·ti·•· :r. pnrn x pnr. Pnrrt J = k, 
Jos cocficicmtcs monominlcs ele kr/;, tir.ur.n In propiPdn<l <fo que su Rnmn cR In unidncl; 
constituye unn hucnn forma visual de cot<'.inr rcsultndo~ . 
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Dr.. h~cho~ ~Stó.. l~~'ie ~~~1 (~} es ¡~Í'_opordonnl n li:i hi.cn ~o_n~éidB .¡nlEl~F.NHARN v 
1.oucK ( 1981 )J-hns~ de n.rmc?nicm1 :C~.féric9R sól.idoB Y!~(.e). Ln rdn~Jón que: ~xist~ !!S 

kxi '=·(,'2¡(k~;)¡2 J4¡r(2i + 1) (i + m)I (i- m)ly.; (') 
·: m .. ~. (2i + 1)11 · "' < ' 

pero con:·:J¡ :~~:;~faj~~~~~;~ i·~·:)=iin .. no c~~licnCn r~fccs cunclrn-~~.~ .cn.Bli~~:·c~'~-Ü~iCniCs, y 

c~t~-St.mP~fflc~{C~nS_irlé~n1?~r.m~l1tC los ñl.g~fltmos dc/6n:ip1lt?:~h~1hOl~~o q~1c Rci h~c~ii COñ 
~'c110s: .· -- -.o=-"·:o'''- ---·.o-.-,-.. - - - - · -~=--.:· --· -- · -- -

~.Lc~rn~>io: ~.C ln_hnsc.· ~impléclicn kXli n 1~ 1?~~.<: n19norr~!!'I ,~Jk,.,k~,k~., _es el. 

iriy«?~~~ ~f~·)n~·:~P-~~~-i~~es_ ._kx/n_ (~[k.j ,ko,k_) d_~cl~~-_!1T-~-fü~-· ·-~~'.otit.i~~-'~,~--~o.~tjJ1l~:t~'. ~_üf!lR 
IDRAGT, FOTIEST y WOJ,F {1980)] 

'{ . kXj - l~O .Lk,j,;~L k . • , 
H k+ 1ko,k- { m) - L.,, . k.t ,k0,k_ ~/ii ( ~.·­

j=k (,-2) 

donde l~s"<Íos :i~di.Ccs monomin1cs y simpl6~·ticOs,~ci:;tá~1:.~clnd~~~d:6'~- ~-~~'.: 
k+ + ko + k_ = k, k.1• -· k-:_ = m, 

y lñ sumn_ sol~entc se. cfcct1ín sobre j = _k~ k -__ 2,· ... , 1: ~ q l~º~~-~- i.nu:mr__. º· pRr 
rcsp~ctiv11:~1r.ntc; ~ (k - j) es un e-;,tcro .. Los coc~cientes L~'.{;k~.k~ =·pt~~<lc~ lmltilrRe de 
lns rclncionC'-~ de rccurrr.ncin ele treR tcrminos ¡wot.F (JnHO)I cm el fndi~e v: 

(k - 21' - m)(k - 2v - m - l)L:¡~;'.;'.1 ) 

-= l2(k.-2v- m)(2v+ 111+1)+2~- (i ;rn)(f+m;f·l)JL!¡~;j" ~-··· 

+ 41'(V + m)L!t,;:•I)' 
donde 

k(v) = (k+,k0 ,k_)(v) = (v+ m;k·-2,, - m,v). 

Ln rccurrcnr.in terminn cunndo v =O, con 

Lk,j,m = (-~J(k-j)/2 l!:- ml! (2i + 1)11 • 
m,2k-m,O C4(k -i))! (i- m)I (k + i + 1)!1 

Por ejemplo, pnrn. los vnlorcs k+ = 5, ko = 2 y k- = 3, vnlc ,, 
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4.9. Ln bnse slmplécticn bnjo trnnsformnciones linenlcs 

Ln!i fundoncR Or. In hn~c simpllir.t.ic-n sr. pur.dcn nsnr pnrn dmrnrrnllnr los mismos 
polinomio!'l A r¡nc t1Rnrnos en In Anhsc~C"ión nnt<'rior. Ahorn Jrn;¡ í'scrihimoR r:omo .In 
siguiente sumn: 

donde 

kmu 1 n O 

A = L :L :L A8 (k,j, m) kx/,, 
k·::::J j:""k(-2) rfl<::-j 

k1111U::fk/2J+t 2j:LJ S k • __ _ 

= L L ¿: A jk,"i•""'' X/.,, 
k=l n;=t nm=I 

"i = ~(k --j) .,. !, 

, Lo!'l cor.ficicntcs ele un polinomio A en In bnee·sim~J-ér:ticn, co~\;cs índices, se 
colocnn Cn vectores cohmmn. de trea nh.•clcs, k, j y m. Pnrn k ·= 2, el nrrcglo _dc los 
nuevo cocflcicutcR es como signe: · - - - -

(C"'1.1.tj)) ( ( A
8
(1,1, 1) )) 

1x1 

A 8 jl,J,2j A8 (1,l,O) ix\ 
A'll, 1,31 

[ ( A;J¡;~;~p l ] 
ix~ 

W'···· lJ 
2 2 1 
X1 

.A~ .. c = A 8 j2, 1, 2J A5 (2,2,1) cof!ílcient.c de 'x" 
A5 j2, 1,3J As(2, 2, O) •i:-~ 

. ·~ A8 j2, l,4J A8 (2, 2, --1) 2x 
.1 8 j2, l,5j A 8 (2 2 -2 2 2 1 

(.1 5 (~,;l,ll)l X_2 
(A •¡2, 2, 1 ¡) 2xS 

Al trnbnjnr con polinomios y SUR rcprcscntncioJlC'R multi-vcctorinlcs1 hemos clcs­
nrrollndo unn serie de funciones en muSIMP que nos permiten mnnrjnr los polinomios 
yn sen en forma explícita con !ns trc!-1 vnrinhlrs rr-scrvadn!-1 P2, PQ y Q2, o mrclinntc sus 
rr-prrsrntnrinnrR vectorial!'~ monominl y simpléct.icn. Podemos convertir lihrr.rnentc C'n­
trc IM trrs formns hnstn un rango máximo r.Rpedílr.o (u ordr.n de pí!rturhnción) qnr no 
está ncotnclo. 

Lm; 1í.l~cl1rns .'1/(2, ITT) que gcn<'rnll lnR matrices ( ~: ~!), son isomorfns en 1, 2 
o má.~ c1imen-;ionr.s rfo In pnntnlln en el c>spncio c)pticn. Su f'Xponr.nriación ni gr11po 

SL(2, fJ~} proclttct~ In.e; rni.'lmru mntrices n!,,,m' {l\1} 1mbrf! los multiplct.cs dr In rnismn j, 
scnn r.n 1, 2 o mÁl'f dimrnsioncs. Por c11tc motivo no nccc.qitnmos repetir(!) cl'ilc11Jo pnrn 
obtcnr.r los c>lmnentos de Jn.q mntricí'R en 2 dimensionrs. SnhrrnoR, ndcmñs que de cncln 
nivel ele rnngo k, lns mntricC's D estarán redur.idr1.'l ¡wr bloques Rrg1ín los vnlorrs clrl spin 
simpléctico j. Snbemos, ílnnhnente, que estos bloques son irredut:ibfr,, hajo In ncción 
del grupo .,/(2,ITT) e!" decir, que no r_-; pnsihfo cnrontrnr nnn bnse que rec1m:cn ntín mRs 
estn cstrur:t.nrn de bloq11Ps. 
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Ln .m~~riz 1~nj~ In. c~rnl s~ trnn.sform~n los ~ccit~r~ ~n sn dc~composición_ a tres 
nivclcR mmitrndn -nrrihn., p~rn A~ptimO orden _<le. nücrrnci6~ es: · 

~ 
~ 

o 

o -

o 

o 

o 

o 

o 

~ o,, 
1 o 

o o !n?•x•d 
El mí mero dr. clcrncntoR de mntrh: que nn ROO cero ci't lnR dos- hnRC!'I C!'I: 

OASE OH.DEN nnngN 3 onnP.N 5 onDF.N 7 k -· 00,., 

MONOMIAI, 

SJMPJ.ÉCTICA 

!J 

!J 

30 

20 

4.10. Tablas de multlplicnción de polinomios 

100 225 

58 107 

Simbolicemos con A y D dos polinomios hm1l.n cicrlo rnugo k, y con "on una 
opcrnr.i6n hinnria, que gcmcrnlmcmtc es no-linr.nl y no-commutntivo 1 n un tercer polino­
mio C =A o D, tnmbién n rnngo k. Los dcmcntos tnb11lndos 1 rc>:mltn<lo de In opcrndón 
entre los e!f!mcntos gencrnlcs de los polinomios A y n fl011 los ohjC!tos de nu~stro intcréR. 

En lo flllC concierne n In ópticn cfo Lir, lns oprrndoncR r¡nr. rcntiznmm1 Ron In 
multiplicndcín ordinnrin, el pnréntcsis de PoiRson y In ('Otnpoi;idón de grupos <le nherrn­
cioncs. Ln multiplknción se usn pnrn ohtrní'r r.I desnrrollo "" 11cric ele In trnnsformnci6n 
rníz. Al inlrod11cir rstC' dcsnrrollo drntro rlc In fórmuln implícita que se resuelve pnrn 
ij(p,q) es ncceRnrio ohtcncr rcpct.idnmrnt.c lql2 pnrn 6nlcncR crr.cicnl<'s de nhcrrnción. 
En ello se emplr.nn loR nlgoritmos qur. trntnrcmo~ rn est.n sccci<ín. 

J,a bnse 11101101nlnl 

Pnrn efectuar In mnltiplic:nción orrlinnrin (hilinC'nl 1 conmulntivn) entre polino­
mios, la bnsc monominl es la más ndcc11ndn. Esto se hncc evidente por la simplicidad 
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_ Ln _ tn1~11t d~ irfr1J_tiplk.nr en cfl:t.n hrurn, pnra el cn.o:;o (tf'ncrnl A = ~ A~.~/\J ... 1 

D.= l:D~.!M.;. y C =Ax D ='l:C~!M .. ., cspcciflcn los coofidcnlcs C.,(k.¡.,ko,L) = 
GMI/:, n} de cndn clr.mcnto del vr.ctor como lns smnns <le prml11ctos ele nn r.oeflcicntc 
.AM y uno DM¡ que rcílr.jn In bi1inc1iclm1 <le la oprrnción. Usnmos In. notnd6n tld nrrcglo 
(vCctor cohnnnn) de componentes ele In Sr.cción 4.5 y pnrn rccludr cspncio; cscrihimos 
A.M(k+, ko 1 k .. ) como A~'+kok- y mmmos los dclimit.nclorcs de vcct.or columnn {···}como 
lo hnt'..C muSIMP. Pncfomos c>scrihir el rmmltndo de moltipticnr dns polinnmins clr. rnngo 
k = 3 de In Mlp;11lr.nt.c formo: 

Ct~t = { (O}, pnrn 1no,010,on1, 

Lns prinwras lrcf! cnm¡wnrnh•o:;, r.t1m1 e~in. y eM11. Vi\ lc>n C'crn pnrq1tr el }lrmlnctn de 
polinnmins Rin tt~rrnino conslnntr cntnic>nzn c:on rnnnn 2. En cÍC'ct.o, todo polinomio 
módulo un rnngo Hnitn ·k,nrn c>R nilpolcntc. Cm11Hlo las constnnt.rs nrlitivns A~~o son 
nr.c<'snriM, n<licionnmos A~~10 n~!c: + A~!,.n~~10 n C~!,., r!n lngnr de csr:rihir In tnhln con 
dos o tnñ.s .o:;11mnndos en cndn lincn. 

El mímcro de t~rminos :lD, tnnto ele \'Cdorf'R hn.">e como de m011omios <'ll In 
t.nbnln de rnultiplicnr cnnsiclrrncln n rnngo cinco (novr.110 <1rclc>tt ele nhcrrndc~n), <'S de 
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mnnr.rn. tnhulrir 

RAN<10 k = J 2 3 4 :5 
NÚMP.RO .DE VP.CTORP.S llASE 3 o 10 16 21 

OIMF.NSIÓN At-:UMUJ.ATIVA 3 o JO 34 55 
T~RMINOS EN t,A MUJ.TIPl,JOACIÓN MONOMIAI• o o 30 00 120 

J.ONOJTUD AOUMUJ.ATIVA o o 45 141 201 

Dnd~_~que.en In. tahln. de multiplicnci6n todoR los cocflcicntcs ele '1-D son uno, In com~ 
putnci~~ i~1j>ohtcÍ"ndn. rcnlizn. solnmcntc AHmns ele productoA, 

Ln bnee elmplc!ctlca 

Ln. multiplic:ndón d!' rlcmcnlos de In hnsc simpMcticn nn conrluc:e n t6rminos 
simplr_q como In multiplicnción orclinnrin. Se cxprcsn mñs bien c:omo unn 1rnmn sobre los 
vnfoii?R dd índice rlc Rpin simplt<r.t.ico i", pcrmit.iclos por el rnngo t.otnl k" = k + k' ~ j 11

1 
por rl- 'mímero mngn6tico' lm + m'I 5 i" y In cxip,cnr.in de r¡uc k - j 11 flCR pnr. La 
m;trur.lnrn flc c:omposici6n 11 x" de loR ''rdor<'s bnsc rs r.omo Rignc: 

Los c:ocfidcntr.s X 5 (i,j', m, nl;/1) son números radnnnlr..• q1w pnccfon ser ohtcnidos de 
In rclnci6n ele los nrm6nicoR t>sf~ricos con lns mntricrR rlc rotnc:icln en t.crminos de dos 
cocficicnlca 3jm d«? \Vigncr (ver: ¡nn·~rmNllARN ANn LollcK ( 1981) l. ccunrionr.a (3.138) 
y (3.180)). Ln complcjiclncl ele r.ó.lr.nlo de cstn expresión ae incrcmentn rñpir1nmcnt.e, lo 
cun1 limit.n !Hl mnnipulnr.icln. Es por cstn rnzón qnr. nrmnmns nnn tnhln nnñlogn de trcR 
nivelrR n In t.nhln de tmtltiplirnr rfo hnse monorninl, r¡uc ngrupn loR mu/liplete.• de Apin 
simpléctico dr. In siguiPnt.r. mnm~rn• 

e¡,..,= ¡ { ¡ 11 ¡ ¡, pnrn m = +1,01 -J, 

* P11.r11. m11.nlr.nr.r 1" uniínrmidn.d entre frt., columnn~, indicn.mo11 (mlic:c11 neg~Í.ivo11 con. índices 11uhrr~IJ"dm1: 
-1 = {, r.lc. · 
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ag.o= AjuD~21 + AjrnD~20 + Aj11D~21 + AbDl11 + A~20Dl10 + AbDl11· . 
ag.!= Aj1J:Di20 + AlrnDi21 + Ajll D~2; + A~2;11111 + A~21Dl10 + A~20Dl1I· 
cgs2 = A~11D~~1 + AYrnD~22 + A~22Di10 + A~21Df11. 
agsª=Al1!D~21+AbDJ1:\J. .. - -

agll = { 4/MJ11D~22 - AJwll~2tf5 1 AJ11D~oo + 2/lüAJ11Ill20 + A~oriDJ11 
+ 2/15A~20 Df 11 - AbDfw/ü + 4/5Jl~22Df11, 

agto = 2/Mf11D~21 + Af10Dioo - 4/lüAf10D~20 + 2/SAl11Di21 -(Á~ri0Dl10. 
+ 2/5A~21 Df11 - 4/15A~20Df10 + 2/5A~21Df11• . .·· .· 

agll = Af11D~oo +··2/!5Af11Dl20 -- Aj10Dl21/6 + 4/Ml11D~22 +Á~ooDfJi 
- + 4/üA~nDl 11 - A~21Df 10/5 + 2/i5A~20 n¡11 } ). - -

Nucvnmcntc1 ln.q trC'.<1 primeras componentes Cfim vnlen cero dcl1i_do a qu~ nuestro 
polinomio comi~nzn. con rnngo l. -

El mímero cfo t.érmino.<1 AD que se cnc11cntrnn presentes en In. tn.hln. de mnlti­
plicnr a rnnr.o cinco, pnra cstn bnse son: 

RANno k (sPIN j) 
NÚMP.UO DP. VF.DTORES nASF. 

TF.HMINO~ F.N T.A MllJ,T. 
f,ONGITllO ACUMIJl,ATl\'A 

1(1) 

• 
2(2,IJ) 
6(r.+I) 
12(0 1 •) 

12 

0(3, 1) 
10(7+3) 

5·1(30 ~2') 
66 

4(4,2,0) 
1r.(o+r.+1) 

156(67+77+12) 
222 

5(5,S, 1) 
2t(11+7H) 

222{70+0R4 54) 
H4 

Los coeficirnl<'R '1<' los, multit1leles j = k vnlcn In ur1idatl en cstn 1íltimn tnhln. de 
mttltiplicnr, <m tnnto que los r.ocficientcs de los multiplet.C'H 1fogcnerndos i < k tienen 
valores frncdonnrios. 

4.11. Tnblns de pnréntesls: de Poisson 

El pnréntesis de Poisson \GoLosTF.TN ( rnn:l}I f'S una opr.rnci6n hilin<>nl y anti­
nimétrlcn. quo nctún Aohrn fnnclnncs nnnlftlcn.'f y poltnomlnlcs, scgtín t.rntnmos en Jn 
Secci6n 2.8. Los paréntesis de Poi.s~on cont.if'ncn lns vnrinblcs derivnblr.R qtrn rcnliznrán 
el pnréntcsis de Lic, que es f'xnct.n111cr1te In rc¡~ln. ele composkitín df'l <'!ipncio vectorinl 
de funcio1tC'S. 

El pnréntcsis de Poisson ele dos fmtcionrs A(€(p.ql) y D(€{p,ql) cnr;~tit.uye 
unn terccrn función 

[A D} = aA llD + i!_~ an ·- i!_~ llD - <JA iJD 
' Dq1 <Jp1 Bq2 8112 Op1 llq1 Dp2 "1q2 

(
OAiJD iJAOD) (iJAiJD iJAOD) 

= 2e+ af,; ae; -· a{;: aeo 1 2eo ii{.":iJe~ - 11e1 ae~ 
+ 2€ ( OA an - a A iJB ) - ae. aeo aeo ae_ 

que, como mcncionnmoR en el Cnp[tnlo 2, obedece In identh]nd de .Jncohi y sigue In 
regla de Leihnitz. 

- 00 -



El inLr.rés fJtlC cncicrrn. el mnn~jnr dlcicntcmcntc ,est.OR pn.rént.esis pnrn lns fun­
ciones A y n rr.prcse1.1tnrlns por VC!Ctorm~ de dos y trcB. niVc1es, cstribn. en <¡ne constituyen 
los cñku1os principn.lcs nl np1icnr los .mc.tridos.·de Lie n pr_ohlcmM de pcrtnrhndón de 
ordenes n1tos. · ' - · 

Dcnotnmos por Ak, Bk, • ~. ¡rnlinomf~~ ele. estricto rnngo k, homogP.ncos de 
grndo .k en tns componentes e, y .dc_grn~lo 2k c~--cl_csp_ncio fnsc de lna vnrir.hlcs (p,q). 
El paréntesis de Poiss~n i11::voluérn. prc;tflu'ci~s ·c1c pri~crns dCrivndns y ticnr. In propir.clnd 

. {A¡;,n¡,1},,; c¡,.1k1..:1;· 

Apuñtnfnos miCv_ó.tnCntc-qtic tn.~_bnsr.s tlc ¡mlinomios rlc rnngo l, 

1xf:: /= Áf1.orh 1
XJ = p·q = Mow. 1X~1 = q2 = Afooi. 

cierran l?njo ~stn. operación ~e pnrénlcsis, y constituyen el iilgehrn de Lic> de tres­
climcmsion~ Bp{2, 01), ll~mndn ñlgcbrn rcnl simplécticn dos-dimcnsionnl. 

Con )o!'l C"lcmcnt.os bn.c;r. que hemos usndo construimos <'1 pnr~nt('sis elmnr.ntnl 

o, en monomios 

. { 1x.1 , •x.i} 1>2 

112: o 
P·<1: 2¡12 

q2: 4p·q 

{llf100. Mow} = -2llf100. 

{llfoto.Mnoil = -21\foot. 
{llfooi. Mwo} = 4Moio. 

p·q q• 

-i~,2 -4p·q 
o --2q• 

2q' o 

{ 
1XJ, 1x,!1 } = 2m 1r,!1, 

{ 1x1
1 , 'x{} ~ ...:4 •x,1. · 

E1 mnpco en !l~ 3 X m3 
1-4 m3 ele C1 ~ {Att Il1}, tnnto en In. bnsc monominl 

como en In hnsc simp1r.ct.icn. CR rindo por In tnhln 

ª!ro ~ 2 A~,'111nt\10 ·- 2;1¡¡,onti)n· 
Ou¡o = 4Ati1n D100 - 4A1hoD~u1' 
0~01 = 2At~unti\o -- 2At'rnn~:11 • 

El {tlgnhrn B71{2, 9?) es el tnif!mbro clc>gcncrnclo de hnjn dimensionnlidn<l de vnrin..ci 
fnmilins del ñlgchrn de Cnrtnn, ¡an.Monr. {1978)\, tlr.not.ndn como 5J>(21 n?) = tto{2 1 l) = 
su{l, 1) = ,'11(2, !R), r<?prescntn el grupo pscudo-ortogonnl en 2+1, el grupo pscndo­
unitnrio en 1.¡.1, y el grupo m1prdnl Hncnl de ñlgchrns en dos <limcnsionr.s, rC'spectivn­
mcnte. 
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Al cfcr.lunr el pnrént.csis de PoiR!'lon entre un polinomio de rnngo 1 y otro de 
rnngo k, el rrsnltndo pcrmnnccc n rnngo k¡ rcr.ordcmns que {A 1, Dk) = Ck. Por rllo, 
el subcspncio vcctorinl ele po1inomim1 de rnngo cRtricto k es un ideal (eR un cRpncio 
homoglneo), invnrinnte hnjo In ncción cfol opcre1dor de Lic {A 1t o} ISTmNnr-:no ( 198fl)J. 
La Rttmn. dircct.n de to<los los polinomios C"on k > 1 es por t.nnto reclu.r.idn en snh-idenlf!A 
nivelados por k, cndn uno invnrinntc bajo el ñlgr!hrn ele opcrndorm~ y, más importnntc 
nún, todo el grupo d~ Líe clr. ln.<1 trnm1fnrmndonrs lincmles simplédicns del cspncio fnsc 
está reducido. De rstn. mnnern en In notnción vcctorinl que nosot.ros t1Rrunos, ~rndunmos 
por rnngo la o¡wrnción ele pnrént,esiR dr Poisson, como i:;iv;ue: 

(

Ctl (A1 l (FI'] ( {Ai.Ilt} . l 
C2 A2 TI2 {A,,n2} +{A2,B1} 
Cs ={A, • u,}= {A1,Flo}·l·{A2,D2}+{A.,n1} . 
~< ~·I ~< {A¡,Il1} + {A2,Ils} ·; (A,,B2} + {A.,,Ilt} 

Ln bnsc 1nonomlnl 

Pnrn minimiznr el tif!mpo rlr. c1í.lc11lo que rmplc•n In. computn.clorn en substituir 
recursivamente fnncio11cs polinomin1rs cxplkitns y c1istrihutivn.CJ, nrrcglnmos de mnncrn. 
táctica lm~ polinomios, tnl que estos tengnn In rn~truc.t.nrn. de listn de unn sumn. de 
términos. Cndl\ sumn de término const.it.11ir1t 11nn suhlistn con coeficientes (que pueilc 
ser numfrir.os, simbólicos o vndos cuando son uniilnd) y un conjunto de iclentificndorcs 
rescrvndos pnrn los indices monominh•s. I.n propiellnfl de hilinenlidncl 

{A,D} = -{Il,A}, {aA +/1B,C} = a(A,C} +/1{il,C}, 

requiere de un nlgorit.mo que cfor.ttíe clcscomposición rcc1tr.sivn pnrn exprrsnr los pnrénte­
sis como unn sumn <fo pnréntcsis clementnlcs de Poisson cnlre los elementos hnsc. 

Pnrn In hnse monomial trnrrnos In sig11irntP expresión cerrncln dr.I pnréntesis ele 
Poi!lson 

{Mk>oko,k. • J\f k',,k~,k~} = 4{k-k'1~ - k+k'_)Mk, +k\.-1,ko·ck~+l ,L+k~ -l 

+ 2(kok'.. - k+k~ + k-k&- kok'_)Mk, +k\,ko+k~-l,L+k'_ · 

En pnrticulnr, 

{M100,Mk,.ka,Ll = -4k_Mk, ,ko+t,L-1 -2koJ\fk++t,k0-t,k-• 

{Morn, JHk,.,ko,L} = 2(k+ - k- )Mk, ,ka,L, 

{Mo11t ,Mk+,ka,L} = 4k+.l\fk, -t,ko+l,L + 2knMk.1 ,k0 -t,k_+t• 

y notnmos que el pnrént.ef!is con c1 invnrinnte (px q) 2 es ignnl n. cero¡ 
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Cndn pnréntrnds clrmcntnl de Poisson entre monomios prorlur.c dos, uno o 11ing1ín mo· 
nomio. Üf:>n esta tñcticn tenemos unn forma c:ortn. de csc:rihir pu.r!Sntf'sis ele Poisson 
Aimhólicos en funciones muSIMP, pero es evidente qnc In rcc:ursión de tnles func:ioncs 
se hncc mM lcntn c:unrnlo los polinomios no r.stñn dispersos pero son 'nrhitrnrim1', por 
que uno. proporción crcdcntc del tiempo de cñlc11lo se usn pnrn ndminist,rnr r.I ñrbol de 
rccurslón y porr¡uc el rcsultndo (output) mín debe ser csr.rutndo pnrn r.olcrtnr los c:oefl. 
cientes cfo los vf!ctorcs de In bnRc. Por (Ü"1nplo, no es posible mmr In prirm~rn igunldnd 
de la funci6n de Pois!'lon, dn<ln ni principio dr c:;;tn sr.cdrln, pnrn cnlcnlnr lns ctmtro 
componf!tttC!s Cnrtrsinnm; de funcionr.s csc:nlnrcs (mrnrlns en ópticn con simct.rfn n.."(ial)¡ 
por estn rnz6n emplC"nmos lns hnsl's €¡ dnrlnc¡ en In séguncln ignnltlnrl de In fondón 
citndn. 

Examinemos el número di!. térmium1 en rl pnrl>nt.c!iÍR de Poisson tlr A 1 con D 11 

B2 y Bs, pnrn lo cunl emplvnmm1 lns componr.ntcs k = 1, del cnRo pnrticulnr pnro. 
monomios dndo nrrihn, que scrñ.n los cl<'mcntm¡ C~! ele In formn tnhulnr. Ln. cncntn de 
términos ni resolvr.r en el pnréntCosis r.s 

o o 2 o o 2 1 o o o 
1 o o 2 o o 1 • 1 o 

(M .. ,U .} o 1 o l) 2 J J o 2 3 .. .. 
100' o 1 1 o 1 1 J 2 o 2 1 2 
010: 1 o 1 1 1 o 1 1 o 1 
nn1 : 1 1 o 1 2 1 1 1 2 2 1 1 1 o 

lntfl): O t.oLal: to total: 32 

y la cuenta para C.1 = (A 1,D,} es 52. 

Como los resultados que hemos mnncjndo en et:1tn Rección ec dcsplir.gnn cxpl!ci· 
to.menten krnu = 3, escribimos la tnbln de po.r6ntc.c¡is do Poimmn pllrn Cs = {A2 1 D2}: 

El 1113.mero ele elementos en ln tnhln, pnrn orden de nhcrr{lcióu si<'te, rnngo k = 4, 
se obtiene <le C:J = {A2, D2} como inclicnmos nntnriormcnt.c, y de C4 = {A2 1 Bs} cuya 
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formn cxpHcitn omitimos. Estos sori: 

··2 1 f o o 
o 1 o '2 , 1 

(M.:.,M ... J o· o 1 o 1 

200: 
110: 
101: 
020: 
011' 
002: 

'1 1 2 J 
1 1 2 2 

o l 

l 1 1 o 
tntn.l:M 

2 
1 
o 

º· o 

' o l l l .• 2 2 l 
11212 222 

1 o l o 1 1 l 
l 1 

2 2 1 
1 2 l 2 J o 

totlll: 72 

Corno pnrtc de In cstrnctnrn pnrn. p;rndunr por rn.ngm1, podemo~ contnr totales 
pn.rn. cstn. bnsc n rnngos k = 1, 2, 3, 4. Dn la tnh11lnci6n ele totnlcs pnrn el préntcsis de 
At con Btt D2 y Ils, snbcrnos r¡uc el rnngo k = 1 involu<"rn Rolnmcntc 6 términos¡ n. 
rnngo estricto k = 2 Re involucrnn 32 t6rminos ( 10 pnrn {A 11 Il2} y 10 pnra { A2 1 B1}} ¡ 
k = 3 cntrnfin 2 x 32 + 34 = 08 términoR; y k = 4 dC"he C"ontcncr 2 x 52 + 2 x 72 = 248 
términoi:;. Ln compl1•jiclnd nc11mnlnt.iv1t Ae c11r:11cntrn nuís n<l<'lnnt.r, Pn In Sf•r:ción 4.12. 

Ln bnRc Rlmp1éctkn 

El pnrént<'SÍR dí! Poisson Pnt.rr. los monomios de In hnsc RÍmplécticn kr,{1, se 
cxprmm tnmhién fm t_1írminos de 11nn formnln. cr.rrni11t (Pxtemm) qttc rclndonn los cocíl­
cicmtcR ele \Viv;ner 3jrn (ver In rnft•rcndn IDnAr.T, Fo1rnsT, Y Wm.F ( l 9R8)J, C'lnndoncs 
(7.14), (7.21}i y (7.52)). I)n cRt,r11durn f'R Rimplc y tir.ne In íormn flc unn rmln Ruma 

j.1j'-1 

¿ 
j"==lrn+m'I 

k l·k'+j" non 

donclc el fnclir.P i" hmtn vnlorrs C'Rpndn(loR pnr doR 1111idn1l<'R tnl que k---1~ k1 - j 11 - 1 
sen. pnr. ERtn opcrnción commrvn el fmlir.í! magnltir:o ?n + m' en nmhos Indos_ de lo. 
igunldncl. 

Unn. propicdnd que puede ser vmifir.ndn por 111 segunda igunldnd en In. f<lrmuln. 
paro. kx/n, ni inicio de la Scr.ción 4.8, es 

{ "Xf, kxt1} = 2(m -j) rc+k-txfn+t, 

{ ii:x,~, kx:,·.} = 2m 1e+k-1x¡;,, 
{l(.X~1, A:xt1} =2(m+i) 1e+k~· 1xtt-J, 

{"X8, kx!..¡ =0. 

a.!cen.To 

pe.To 

dr.sccn.'° 

escolare.1 

Estns expresiones ccrrndn.c¡ son válidns pnrn todos Jos trip!ctes l(.X,~ = IJ1 x qlic-t 1XJi 
pn.rn. K impnr, y pnrn todos los singulctes l(.X8 pnrn K. pnr, porque usamos 
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{\p x q\2,/(p2,p·q,q2)} =O. En tcorln 1lc Lic \p x q\2 = ¡12q2 - (p·q) 2 es el ln­
vnrinntc de Ca.,imir del álgchrn de Lic. 

Ln. hn8c elmpléct.icn. redncc el mímcro ele tnblns indcpenclicmtcs y produce un 
térlnino :iim71le entre pnréntcsis que \nvolucrnn un trlplcte. Ln cuenta <lcl niímcro de 
términos en In bnsc simpléctir.n, A 1 con D1 1 B2 y Il:lt es la siguicnt.c: 

{ •x.1 , _•x: ¡ 
••I: 
··O: 
··!: 

1 
o 
l o 
loll\1: 6 

2 2 o 
o ¡_ o 

o 1 1 
1 
1 1 

lnllll: 12 

y ln. cuentn. totnl pnrn. C.t = {A t, D.1} rR 36 en ci~tn. brum. 

s 
~ 

1 1 
1 

1 1 

1 
l 
1 

'fi 
t.ot.11.l: 24. 

A conlinuncif>n dnmos cx¡ilfr.ilnmcntc los rr1mltndos a kmu = 3 en In tnblR para 
e~= {A~, Di} en In hn.."lc Aimplfrticn: 

= 4A~21 D~22 - 4A~22D~21 • 
= BA2¡,0D~22 - BA~¡,2n~~o· 
= 12.-\22\ Bi22 + 4rl220D221 - 411~21 D~20 - 12A~22 Il~211 
= 16A.~2~B~22 -l-8A~21 D~21 -8A~21 D~21 -- 16A~21 D~2;. 
= 12A~22D~21 + 4A~21 D~2o - 4A~20B~21 - l 2A~21 D~22• 
= 8A~ 22 Í3~20 - 8A~20ñ~221 - . 

= 4A~2~ D~21 - 4A~2.\ D~2~1 

= 8/5A~21Db - 4/5A~ 211 D~2 1+4/5A~21D~2o - 8/5AbD~2l¡; 
= 32/5A~22 D~22 - 4/5A~21 D~21 + 4/5A~21 D~'ll - 32/5A~22D222, 
= B/s .. q21D~21 - 4/5A~21 iJ~20 + 4/5Ah1D~21-- 8/5A~21 D~21· -

Ln cucnln pnrn. el nt"nncro de término~ rmtcriorcs y en ln tnhln que omitimos ~ 
C4 = {A2,D~}, es 

2 2 o ; s s i 
{"X:, 1X:) ~ ~ o ! ~ * ~ .. .. 

·22: o l l 2 2 o 1 1 2 2 2 2 o l 
·21: o 2 2 o 1 2 2 2 l 
·20: 2 o 1 o 2 2 o 2 o 
·21: 2 2 1 o l 
·2~: 2 1 o o 1 

·00: o o o o o o o o o o o o o o o 
t.olftl: 32 t.ot.n.1: 04 

L~ compl<'jirlnd .n~umulntivn. se tnbnln en 111 siltuicntc Rcc:.ci6n. 
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4.12. Compnrndón entre los dos bnses por el número de elementos en lns tnblns 

Pnrn rcnliznr una compnrncMn de cficicnr.in ni nmltiplicnr polinomim:¡ en In bn!ie 
mor~ominl.Y en In hmm flimplécticn, mm rnv.ón es Att longit.ud o cxtcnRión flc monomios. 
Parn. esto constr11fmos una fnncion muSIMP que cncnt.n el 111ímero dn monomios en un 
vector, usamos. pnrn dio In función implícita LEJIGTH que cnnnt.n <'1 mÍm<'ro cfo nodos en 
una listn. 

La multlplknc!6n 

En In multiplicnci6n ln bn.<te monnminl cR mñ..<t eficiente í)t!C' In Rimplédicn porque 
In rCgln pnrR el producto J\.fk..,ko,k- :< ft.fk'1 ,k:,,k~ gr.nrrn Rolnment.e un ftl>rmino. Sin 

embargo, In ret~ln pnrn multiplir.nr kxii1 x k'x~:, Pll In hnse Rimpléct.icn, no fl11€'cln muy 
dctrñ.<1 dchido n que dos de los tres niveles, k y m, se munnn. En In hnsc simpl~cticn el 
mímcro de RHmnndos i" es uno pnrn m = +:k y m = +(k -1), dos pnrn m = ·l:(k-2) y 
m = ::l:~{k-3), etc., ndr.tnÓ!'I dr In parto cntorn do k/2 c:on ttll t.¡;rmino pnra tn =O. Sobre 
loa 2k + 1 v11lnrc!'I d(~ m, el mímmo totnl ele Rtltnnnclo!'I f!R nUt!VRtnf'nt,c ! (k + 1) (k + 2) 1 lrt 
dimr.nsi6n clel mnlt iplctc k. El mÍmi:'!ro 11rmnr.difl dr Anmnnclos por r.nrimn cld rnnRo de 
IM m'A es (k t· l)(k+2)/2(21c·I 1), lo cmíl se cotnportn n!'lint.6t.icnment.c,..., kk. LnR rnzonr.fi 
de lnR lon~itndf'!i nr.ttmnlntivrn~, C'n ln!l tnhlnR ele multiplicnr pnrn In hnse mo11ominl y 
pnrn In simpMdicn Ron, l, 0.75, 0.08, 0.04 y 0.50, pnrn loR rnngoR k = l, 2, 3, 4,'5. 

Al rompnrnr ln<t t.if'm]loq dr. prnrC'~o ,Jr r.pt1 1 lnR rndkirnt.<•!'I dr In t.nbln ele 
multiplicnr pnrn In hn!-!f! Rimplér.ticn prr.sC"ntnn un prohlernn pnrticnlnr rn nnn porción 
de esta tnhln: en C'ncln rnnr,o k, los 2k ·I l miomhros tic los j :-:: k nmltipletrR ticmm 
cocficicntrs nnidnd, en tnnt.n que los nmlt.iplctr.R j = k -- 2, ... , l o O t.ienrm coC'ficicntcs 
fraccionario,". muSIMP utilizn rnzonrs r.ntern.<t¡ df'he convertir cntoncrft frnrcioncR a 
rnzoncR, lo cunl contrihuyc n In IC'ntitud de los cálr.nlos. El promedio de tiempo de 
procesos <le cru cm 11nn comput.nclorn PC XT dr. 10 1v1Hz que reqnir.ren ln.'i tnhlns de 
multiplicnr pnrn. Rer resueltn!'I hnRtn rnngo 6 1 1:ic• nprccin. en In Grñ.flcn 4.1 y ec npnntn en 
In. t.nbln Aip;uir.ntr. pnrn unn mueRtrn ele! 15 corriclnR y cocfkicntr.s po1i11ominlcA n11mérir.0R 
frnccionnrios y simhríliros. En unhlndf's nd hor- (Rrg11ncloR), !mn: 

JlANGO k 5 
RARF: MONOMIAI., SIMllÓJ,ICA 0.24 1.04 G.55 12.70 

irl. OASP. lHMf't.f.oTTOA 0.55 4.01 20.22 72.04 
TJASI~ MO~OMJAT, NUMf:ntcA 0.51 2.08 10.üO 18.00 

1°11. llMIF. ~IMJ'l.~CTIOA 0.88 G.05 21.03 40.37 

Lns rnzon<'.R de tiempo de cálculo pnrr~ cslns dos hnses con cor.firient.l"!s numéricos 
que son frnccionnrioR, es 0.68, 0.49, 0.40, y 0.41, pnrn k = 2,3,4,5. Los cálculos con 
coeficientes Rimhólicos nlnrgnn ln listn en cndn nmltiplicnción y In primera snmn¡ esto 
se reílcjn en In rnzón dr. t.icmpo de cálr.ulo ele monomios n simplécticos: 0.43, 0.33, 0.22 1 

y 0.18, pnrn los mi!'>mos rangos. 
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FIOURP. 4.1. Promedio dr tirmpo 1lc> r1rocc1H19 de GPU q11e reqnirren IM tnbhu1 dr! mu!ti· 
plicar ftl 11.plicnrne 11. polinotnio11 r.on cnr.fidr.nt.r.11 numllrlcos (NUM) írncdnnnrio" y 11imb6licrn1 
(STM}, 1u1.rn 111..11 b11.11e11 mnnomi11.l (MON) )' 11im1Mctic11. (RYM). 

El pnrónlcRie de Polstion 

Ln C'.Ucntn compnrntivn de términos AD f!n el paréntesis de Poisson pnrn ln."l dos 
hnEicR, fnvorr.r:e n In simpléc.tkn en In Rlgnicnte me11icln: 

RANGO k 3 4 
RASF. MONOMTAJ, G 32 IJB 248 

RASE SYMrT.T;:cnr.A G 24 80 200 
AC11Mtll.ATIVA 1 MONOMJ,\f, G 38 136 384 

ACUMut.ATIVA, fHMrt.f:nTIOA G 30 110 310 

Lns rnzoncR de) mímcro t.otnl cln Rnmnn'1o~, entre cstn..<1 hn!'lrR son 1, 1.207, 1.230, 1.280 
pnrn. rnngos k = 1,2,3,'1. El m;o ele In bmrn Ritnpllictkn, en C'Bt.e cnso, Rignifir.n nnn 
vcntnjll de nlrc<ledor del 25% en el mímcro ele 1mmnnclos. 

Como en In m11lt.iplicnción, In t.nhln pnrn In hnsc simpMcticn incluye co('ílcicntc.c; 
fraccionario.•, lo r.nnl rlijimo.c;, intrn<lncc tmn r.nmplrjidrul r.ompnt.ncionnl mctrn. De 
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FtoURP. -i.2. Promf?dio <le tiempo de proc<'!IO!I Je CPU qui" requieren llUI tn.hltu11 de 
pllJ'élllf'llÍll <le Poh1i1;on al npliCn.Till! fl. po1inomin11 con enrficirnlr11 numéricoll {NtlM} rrtu:r:ionn.­
rio1 y flimh61icos {SIM), plll'n. IM hMell mnnnmin.1 {MoN) y 11irnpMdir.11 (AVM}. 

In. n1ismn mnncrn que nntcriormC'ntc, csnihimmi nhorn la 1.nhln pnrn los promr.dim1 dr. 
tiempo de CPU, pn.rn el mismo tipo el<' cocfirirntrR polinominlr.s, simh6lkos y numéricos 
frnccionnrim1: 

RANGO k 2 
llASP. MONOMIAl, 1 !HMOÓ!.lrl¡\ 2.8 !Q.3 113.D 

id. llASE RIMPT.f.OTIOA 2.0 13.1 81.8 
OMIP, MONOMIA1. tH!Mf:RIOA 3.3 12.4 35.7 

iil. ílASF. SIMPl,ÉC'TIOA 2.8 10.5 31.0 

Lru; rn7.oncs de timnpoH dr. cákulo ele c:~tns hn."H\'l pnrn cor.ílcif'ntl's RimhcllicoR 1:1011 
1.397, 1.475, y 1.303 ¡mrn rnn~o!'I k = 2, 3, 4, y pnrn codkient.cs m1mfakos frnc:cionnrio~ 
lns rnzonC>s son 1.105, 1.170, y 1.151. Finnlmcntc, pnrn rn.ngos hnjm1, ln vcnlnjn fle usn.r 
In bnRe simpl~cticn i;obrc In monomi1tl pnrn r.of'fldf'nt.rs Rimhólkos 1 rs <le nlrf'dr.dor tle 
40% y de 15% pnrn r.nkuloR nmnérkoR. 
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Conclusiones. 

fSTA tIS1S 
SAUH @f U 

¡q~ ~H~!i 
BJ.a1~ar~·r:)1 

Ln.11 funcionrs que hr.mm11 mnn('jndo son polinomios en lnR vnrinhlcs dd espado 
fnsc de un sistemn. óptico geométrico. Estos polinomioR están sujetos n opcrncioncs de 
comhinnción lincnl, multiplkndón, pnréntcsis de Poisson y transformaciones cnn6nicn.11 
no lincnlcs producidns por los elementos 6pticos de un Ristcmn cnlculnrlo en un orden 
dado de nhcrrnci6n. La construcción mntnmíl.t.ir.n que nqu{ cmplcnmos es nplic1lhle 
tnmbMn n. ciertos Aistcmns mecñ.nicoR Ilnmiltoninnos, tnlcs como osrilndnres nrmónicos 
pcrturbn.clos. JJn. korfn rlc nlp;chrn.q de Lic f'S nplicnblr n unn nmplin gnmn <lr problemas 
e intcrprct.ncioncs en fískn y q11ímirn, como es el cnc¡o clr. In nproximndon n In trorín de 
unían vnlcndn. 

Ln form11lnci611 llnmilt.ouinnn clr. In fÍptira ge>omt'itricn r.n mr.dim1 inhnmogPncos, 
pttcrlc Re>r nhonlncln r.on bnse {'Jl t•I principio de mínima nr.r.ic1n 1lt! Ft~rnmt, clr.1 
cnnl se dcrivnn lm~ rcnndonc!s de Enlür - Lngrnngc por mñt.odos vnrincionnlcs. 
Se definen en <!st.n.i:; IM ohs<'rvnhlcs de momcnt.o como el groclim1lc de V<'lncidnd 
de In fünción Lngrnnitinnn. Finnlmcntc se cscrihcn lns ccuncionC's de Hnmilton. 
Ln mn11ern en que se ohtuvicron lru1 r.cnncioncs de Ilnmilton <'ll el Gnpftulo 3, 
dirr.ctnmentC' n pnrt.ir de lns propicdndC!R ~rométricn.<1 y di111ímicn.i:; dC'I RiRtemn, 
es unn mntH'rn nltcrnntivn más Himple' que In nnterior. 

Ln.~ t.rnnsformndonrs cnwh1icn,-t 11el 1•spnrio fnse mo<ldnn los rlf'tncntos pnsivos 
de In. óptkn pnrnxinl, tn}Ps romo propngndón libre! en nwdio:=i homog6ncos o rm fihrn.<1 1 

y In ncc.i6n de lns int.C'rfoscR rcfrnctnnt.cs C'ntrc 6stos. 

Si un sistema 6ptico es invnrinntc hnjo rot.ndoncs en torno n un C'jc con11í111 su 
cnrnctcriznción pn.rnxinl conducen nn suhgrupo ,c;p(2, ffi) contenido en .-tp(tl, !1?). Existe 
un homomorfh1mo ncciclf'nt.nl 2:1 entre f~I grupo ele! trntrnformncioncR Rirnpléctico C!n dos 
dimcnsionf's .'1p(2 1 !R) y el grupo de pscurlo rotnciones .'Jo(2, 1). Trnhnjnmos por ello con 
polinomio:=i nrmónicos f'sfliricos sólidos en tres vnrinhlC's 1 p2 , p·q y q2 • Ln ópticn de 
nbcrrncionrs rcqnicrc fnndoncs de polinomios de! f'stns vnrinhles, de grnclo Rll]H'rior n. 
dos. 

El grupo de! In ópticn pnrn.xinl f'!'I usndo pnrn clnsifkru· los polinomios RC!gún 
su spin simpléctico. Los polinomios ÍUC!rott cxprf':=indos ~n In. hose monominl y 
en In bnsc de nrmónicos Rimpl~cticos pnrn clnsilir.nr tn.!1 nhf'rrncimH'R 6pticns. 
Mnt.emfiticnmf'ntr. cst.o!'I ult.irnos son similnrcs n lm~ C'igcn-C'stncloR dr. momento 
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nngulnr dr.fiuido en r.1 oscilndor nrmónico tridimcmsionnl. Ln..q nhcrrncioncR ópti­
cn.q son n..q( clMiflcndM en nmltiplct.rR Rimpléctir.os irreducibles, lns cunlcs Re 
mczc:1nn cmtrc Ri hnjo ]ns t.rnnsformndones lincnlcs de In óptir.n pnrnxinl. 

El procesnclnr cfo cómputo sirnhl1lkn muSIMP que crnplr.nmos pnrn mwstros cñlcu­
los se compone de un kc•rncl int.dnscco de funcioncR y tlc un kr.rnr.I clnhorndo 
por el uaunrio pnrn fnt nccCF1idn1l cspf'cfflcn. Dt? f'sln mnncrn. nrmnmoa nucRtro 
kernel con ln.q fnncioncR pnrn ~mwrnr lns t nhlnR ele mulliplir.nr.ión y de paréntesis 
de Poisson, y opcrnrnoi:; con ellnfl en ln.s dos bnRe!'>, In cnrt~sinnn. y In simpléctica. 
Concluhnos, rm pnrticnlnr, que rn In bn.c;P monominl i:;c fnvorccc l1l mnltiplicnci6n 
ordinnrn, hilinenl y connmt.nt.ivn, m1 t.a11tn qnr rn In hn.•rn simpU·t"f.icn se fnvorccc 
el pnr~ntesis de Poisson. 
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