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RESUMEN
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Introduccion

Los cuasicristales descubiertos en la década de los ochentas (Shechtman, 1984), presen-
tan un nuevo tipo de orden atémico, ni cristalino ni amorfo. La importancia del estudio
de este material se debe, por un lado a que ha provocado una revisién detallada sobre los
conceptos basicos en la fisica del estado sélido y, por otro lado ha abierto una nueva uni-
versalidad de materiales, los cuales podrian tener importantes aplicaciones tecnoldgicas,
puesto que la estructura de bandas en dicho material es completamente exdtica en el
sentido de que presenta bandas permitidas y prohibidas de ancho infinitesimal y de forma
fractal.

La localizacién de la funcién de onda en los cuasicristales constituye uno de los aspectos
mas coutrovertidos. Los estudios tedricos, predicen la existencia de eigen-estados criticos
en redes cuasiperiédicas de una (Kohmoto, 1987) y dos dimensiones (Ma, 1989), por lo
tanto, sc esperan peculiaridades en las propiedades de transporte derivadas de dichas fun-
ciones de onda (Ueda, 1987). Sin embargo, actualmente existe una falta de concordancia
cntre los resultados experimentales y los tedricos, por ejemplo, los resultados de trans-
porte en cuasicristales reales todavia son poco claros y no presentan las peculiaridades
esperadas (Biggs, 1990). Sin embargo, se han obtenido resultados muy intercsantes en
sistemas cuasiperiédicos artificales. Como ejemplos de éstos se tienen: primeramente, la
realizacion de una superred siguiendo la secuencia de Fibonacci (Merlin, 1985). El es-
pectro obtenido de la dispersién Raman en dicha superred, ha mostrado la existencia de
dobleces inconmensurados de la zona de Brillouin para las bandas acisticas (Wang, 1988).
Otra realizacién consiste en un arreglo de juntas de Josephson en forma de red de Penrose
(Behrooz, 1987). El espectro de la suceptibilidad magnética muestra una distribucidn de
picos que sigue la razdn durea (Springer, 1987). Otro estudio mds relevante para estudiar
la localizacién de la funcién de onda en cuasicristales, consiste en conectar un conjunto
de diapasones también en forma de la red de Penrose y se excitan con ondas actsticas
(He, 1989). Sin embargo, en este ltimo experimento por un lado se requieren equipos
sofisticados y, por otro lado la cuantificacién exact.. de la amplitud de onda es sumamente
dificil.

En csta tesis, se reporta una observacion directa de la localizacién de la funcidn de
onda en una red cuasiperiédica artificial, la cual consiste en un conjunte de osciladores
LC, interconectados de acuerdo a la red de Penrose. El experimento se realiza aplicando
una corriente alterna monocromadtica a la red y se miden los eigen-modos vibracionales
de la red (Wang, 1991 y Fuentes, 1992), ya que existe la equivalencia entre las ecuaciones
de Kirchhoff y las ecuaciones de movimiento de los fonones isotrdpicos. Este experimento
tiene la virtud de ser sencillo ¢ ilustrativo, y no requicre de equipos complejos. Con el fin
de aislar los efectos de la cuasiperiodicidad se realizé tambidn el mismo experimento en
una red periédica bidimensional.

Por otro lade, como la suposicion de oscilaciones atémicas pequefias parece ser razo- .



nable para la mayoria de los sdlidos, uno concluiria que las correcciones anarmdnicas son
de interés exclusivainente para cilculos de alta precisidn. Sin embargo, esto es incorrecto,
ya que en muchos fenémenos fisicos la participacién de las interacciones anarménicas cs
determinante, como es el caso de la expansién y conduccidn térmica, o la variacién de
los eigen-modos fonénicos con la temperatura. Con esta simulacién analégica, se tiene la
posibilidad de analizar los efectos no lineales en los eigen-modos de vibracidn. Los efectos
no lineales se observan con facilidad en dicha simulacién analégica aumentando el voltaje
de alimentacién del experimento, puesto que la amplitud de vibracién se asocia con el
voltaje local. Esto representa una alternativa y es otro objetivo importante, dado que,
las ecuaciones diferenciales anarménicas no tienen solucién exacta en general.

La presente tesis, estd organizada de la manera siguiente: en el primer capitulo se
revisan los conceptos fisicos fundamentales para sistemas tanto periédicos como desorde-
nados. En el segundo se define la cuasiperiodicidad y se analizan dos ejemplos concretos:
la cadena de Fibonacci y la red de Penrose. El tercer capitulo describe en detalle el ex-
perimento, desde el método de construccidn, los elementos utilizados y su caracterizacién,
hasta la medicion de la distribucién de amplitud. Asimismo, se analiza el corrimiento de
los eigen-valores debido a los efectos no lineales.



Capitulo 1

FUNDAMENTOS SOBRE
MATERIALES SOLIDOS

Los materiales pueden clasificarse en metales, ceramicos, polimeros y materiales com-
puestos {Askeland, 1985). Cada uno de estos materiales tiene distintas propiedades y
por lo tanto, distintas aplicaciones. En los materiales existe una estrecha relacién entre
estructura y sus propicdades. El comportamiento fisico de éstos, se describe por medio de
sus propiedades mecdnicas, eléctricas, magnéticas, dpticas y térmicas, La estructura de
un material puede analizarse desde dos niveles: la estructura atémica y el ordenamiento
atémico del material. Ambos afectan a su comportamiento fisico. En el nivel de Ia es-
tructura de los atomos, se considera que la distribucidn de los electrones afecta de manera
significativa al comportamiento del material, influyendo el arreglo electrdnico en la forma
en que se unen los dtomos entre si . En el siguiente nivel, el ordenamiento atémico, se
refiere a la organizacién de los &tomos en el espacio. Algunos materiales tienen una or-
ganizacién atémica regular denominada estructura cristalina, y otras -llamadas amorfas-
no presentan una distribucién atémica ordenada. Por ejemplo, el caso del carbono en su
estructura de diamante, el tipo de unién que presenta es direccional, entonces enire mis
se superponen los orbitales de ligadura, mds intensa es la unién y consecuentemente posee
extrema dureza, Ahora bien, con objeto de analizar el ordenamiento atémico, tomemos
un caso notable de polimorfismo: el diamante y el grafito. Las diferencias entre ambos
radica exclusivamente en el tipo de estructura que presentan. El diamante como se men-
ciond, tiene enlaces direccionales con dngulos bien definidos entre si tridimensionalmente
y presenta propicdades de un aislante. En cambio, el grafito tiene sus dtomos unidos
covalentemente seglin ordenaciones hexagonales planas con uniones débiles del tipo Van
der Waals entre los planos. Por ésto, el grafito es anisotrépico en sentido de que conduce
la electricidad y el calor mucho mds ficilmente en direcciones paralelas a los planos que
perpendicularmente a ellos. En resumen, el ordenamiento atémico es un factor impor-
tante que determina las propiedades macroscépicas de un material. Dicha determinacién,
a partir de la naturaleza microscdpica del sélido es precisaniente une de los objetivos



principales de la Ciencia de Materiales,

1.1 MATERIALES ORDENADOS

La materia puede encontrarse en estado sélido, liquido o gaseoso, dependiendo princi-
palmente de las fucrzas de interaccion entre las particulas que la constituyen y de las
condiciones externas tales como la presidn y la temperatura. El estado sélido es el que
posee la mayor fuerza de interaccién en general y puede dividirse en base a su orde-
namiento atémico en dos categorias: los amorfos y los cristalinos. A grandes rasgos, se
puede decir que los amorfos poseen poca o ninguna regularidad en la forma en que los
4tomos estan acomodados en ¢l espacio. En cambio, los cristales son estructuras atémicas
ordenadas tridimensionalmente.

Para estudiar la geometria de los cristales exisle una abstraccién matematica de su
estructura atdmica, la cual esta representada por una red regular de puntos, en la que
cada punto puede ser ocupado por uno o un grupo de dtomos. Esta red puede generarse
por tres vectores de traslacién fundamentales {4, 3, ), tales que en todos los aspectos el
arreglo atémico visto desde el punto i es idéntico al que corresponde al punto

RB=Remia+mbtne=R+T, (1.1)
donde T es el vector de traslacién ¥ n1, nz y n3 son nimeros enteros.

En un cristal las operaciones de traslacion determinan el modo de repeticidn y, la
simetria puntual fija las posiciones de los dlomos en la celda unitaria, la cual, constituye
la menor subdivisién de la red que retiene sus caracteristicas generales. Ahora bien, en
una estructura cristalina sélo son compatibles, con la simetria de traslacién exigida por
la ecuacién (1.1), Jas operaciones de simetria de rotacién 2r/n donde n puede tomar
dnicamente los valores 1, 2, 3, 4, y 6. Por lo tanto, una de las simetrias de rotacion
prohibida es la de quinto orden, (ver apéndice A.1). Sdlo existen catorce arreglos posibles
de puntos, en un espacio tridimensional, que retienen la simetria completa ds un cristal.
A estos arreglos se les conoce como redes de Bravais.

Para las estructuras cristalinas, la red reciproca juega un papel importante en muchos
estudios analiticos, como por ejemplo, la teoria de difraccién en cristales. La red reciproca
puede generarse por tres veclores de traslacién fundamentales (a' b' ¢*), los cuales estdn
relacionados con los tres vectores de traslacién (&,5,&) de la red directa de la siguiente
forma:

. bx&

T Eixe (12)

~  Exd

L 1.
abxé (13)
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La red reciproca es el conjunto de todos los vectores de onda k que producen ondas
planas con la periodicidad de una red de Bravais dada. Dicho analiticamente, k corres-
ponde a la red reciproca de uua ted de Bravais de un conjunto de puntos i, tal que la
relacion e (+R) = ¢k se cumple para cualquier 7y para todo /7 en la red de Bravais.
Por lo tanto, Ia red reciproca puede caracterizarse como el conjunto de vectores de onda k
que satisfacen ekl =, para toda & en la red de Bravais. La red reciproca tiene la virtud
de que todas las propiedades del séiido pueden estudiarse dentro de la primera zona de
Brillouin (Kittel 1976). Esto se debe a que el origen (¢l punto I') del espacio reciproco
corresponde al infinito del espacio directo.

En los sélidos cristalinos, los dtomos muestran un ordenamiento de largo alcance. Exis-
ten dos tipos de orden de largo alcance, uno orientacional y otro traslacional. Por ejemplo,
considercmos una red bidimensional periddica (Fig.1.1) en la cual cada punto posce una
jaula hexagonal (celda unitaria) a su alrededor, de tal forma que la red pueda descom-
ponerse en celdas unitarias hexagonales. El orden orientacional de largo alcance puede
observarse en la caracteristica de que todos los hexdgonos tienen la misma orientacién,
ésto es, los lados de cada hexdgono son paralelos a los lados de los otros hexdgonos a
través de toda la red. Por otro lado, el orden traslacional se nota si dibujamos una fa-
milia de lineas paralelas en la red, espaceadas con una distancia exactamente igual, que
puede trasladarzc de un lugar a otro y coincidir con las lincas de cualquier otra familia en
otra parte de la red.

La regularidad del acomodamiento de los dtomos en un sélido s debe en gran medida
a las condiciones geométricas impuestas por la direccionalidad de las uniones entre los
dtomos. Dichas uniones se determinan a partir de la funcién de onda clectrénica. Por
lo tanto, el estudio del comportamiento electrénico no sélo es importante en la caracteri-
zacién de las propiedades del sélido, sino también en la propia formacién del mismo.

Existen diversos modelos que intentan describir el comportamiento de los electrones
en los sélidos cristalines. Uno de los primeros fué propuesto por Drude en 1900, el cual
funciona moderadamente bien sdlo cn los cristales metalicos monovalentes y, se le conoce
como el modelo det electrén libre (McKelvey, 1972). Entre sus logros mas inportantes
se encuentra la prediccidn aproximada de Ja relacién entre la conductividad eléctrica y la
térmica de los electrones. El modelo desprecia tanto la interaccién entre los electrones
entre i como con los iones positivos. Sommerfeld en 1927 mejord el modelo considerando
que los electrones actian como las particulas libres de un gas sometidas sélo a las k-
mitaciones de la estadistica de Fermi-Dirac. Sin embargo, diche modelo no es capaz de
explicar por qué los materiales presentan propiedades de conduccién que varfan desde un
buen conductor hasta un tipico aislante, entre los cuales la diferencia de la conductividad
e3 de aproximadamente 30 ordenes de magnitud. Para este fin surgié la teoria de bandas,
la cual considera la simetria traslacional del sistema y Ia presencia de un solo electrén
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Figura 1.1: Las dos clases de orden de largo alcance que son
inherentes en cristales convencionales son ilustradas en una red
periddica bidimensional: El patrén puede ser descompuesto en
hexdgonos con un dtomo en su centro. Entonces, ¢l hexdgono
como celda unitaria del cristal (esquina inferior derecha) tiene
la misma orientacion en cualquier otra parte (como el del centro
a la derecha). Lo que indica ¢l orden orientacional en la red.
El orden traslacional es demostrado usando la familia de lineas
paralelas que corre de la esquina inferior izquierda a la parte
central a la derecha de la red, cuando la lineas son dibujadas
cada punto es incluido en una o en otra y la distancia entre cliag
es exactamente la misma. Hay varias familias, otra es dibujada
en la parte superior de la figura, la distancio. entre las lineas
puede variar de una familia a otra. La posicién y direccién de
las lineas en cualquier parte de la red puede ser determinada por
traslacién (moviendolas a cualquier-otra parte de la red).
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Figura 1.2: Eo la molécula lineal de seis itomos de hidrégeno,
al acercar los dtomos el acoplamiento entre los dtomos aumenta
y los niveles de energia se dividen como se observa. En un sélido
puede llegar a considerarse los niveles atdmicos ensanchados a
bandas de energia permitida.

sometido a un potencial periddico, el cual incluye la distribucidn periédica de carga de los
iones situados en los puntos reticulares y el potencial promedio aportade por los demds
electrones de valencia. A partir de esta teoria se puede calcular las funciones de onda del
electrén, Hlamadas funciones de Bloch, que son soluciones de la ecuacidn de Schrddinger
para un potencial periédico, y estin dadas (Kittel, 1976) por :

Yl = Un(Pe*”, (1.5)

donde Uy({F) tiene el periodo de la red cristalina, es decir, Uy (7) = Uy (F+ T‘). Un clectrén
descrito por estas funciones de Bloch, tiene la misma probabilidad de estar en todas las
celdas unitarias de Ja red. A estos estados se les denomina estados extendidos.

Con el fin de entender el origen de las bandas electrénicas en sélidos, consideraremos
primeramente dos atomos idénticos que se aproximan entre si . Al ser dtomos idénticos,
éstos poseen los mismos estados electrénicos del dtomo. Al entrar en interaccién entre
si cada par de estados electronicos degenerados se desdoblan en dos niveles con energias
diferentes. Para un sistema de N dtomos, se formardn N niveles por cada nivel del dtomo
aislado y estos NV niveles estardn asociados con una o mds bandas (Fig. 1.2). En ciertos
casos existe superposicion de bandas, por ejemplo, el sodio metdlico. Los espacios entre
las bandas permitidas son energias prohibidas, denomindndoseles, bandas prohibidas o
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Figura 1.3: En un aislante existe una regién prohibida de energia
que separa el nivel ocupado mas alto y el nivel desocupado mas
bajo (a). En un metal la frontera se encuentra en una regién de
niveles permitidos (b).

brechas de energia. Dependiendo de dicha brecha de energia los materiales pueden ser
caracterizados (Fig. 1.3). Es decir, a temperatura cero absoluto los aisluntes presentan
una biecha de energia entre la cima de la bauda llena mds alta y el fondo de la banda
vacia mas baja. En los conductores, no existe dicha brechia de energia. En cambio, cuando
la temperatura es diferente de cero, en los semiconductores existe la probabilidad de que
algunos electrones sean excitados y crucen la brecha de encrgia a la banda desocupada
mds baja, ya que en estos materiales, la dimensién de la brecha de energia es ruenor que
3 eV. (McKelvey, 1976).

En un cristal real, ¢l potencial que experimenta un electrén es de suma complejidad,
y no se conoce en general a priori . La mancra de enfrentar esta dificultad, se basa
en la teoria de perturbaciones a través de dos enfoques diferentes: la aproximacién del
electron casi libre y la aproximacién de enlace firme (tight binding). En la aproximacidn
del electrén casi libre, se considera que la energia total del electrdn es mayor que la
energia potencial periddica. En cstas condiciones, las bandas permitidas son anchas y las
prohibidas angostas. En cambio, en la aproximacién del enlace firme se considera que la
energia potencial del electron representa casi toda la cnergia. Eu este caso, las bandas
permitidas son angostas. Las funciones de onda y niveles de energfa permitidos de todo el
cristal estaran intimamente relacionados con las funciones de onda y niveles de energia de
los dtomos aislados respectivamente. La aplicacidn de la aproximacién correcta depende
del tipo de material particular en cada caso.

En el modelo de enlace firme, las funciones de onda se basan en las funciones de
Wannier que son transformadas de Fourier de las funciones de Bloch. Las funciones de
Wannier constituyen una base alternativa para expresar la solucién general de la ecuacion
de Schrédinger, y son ortogonales y centradas en los puntos de la red (Kittel, 1976).
Dichas funciones no se conocen a priori, ya que constituyen la solucidn del problema.
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Figura 1.4: Funciones de potencial usado en el cdlculo de la
aproximacién de enlace firme.

Por lo tanto, en la practica las sustituyen por los orbitales atémicos {1y}, como una
aproximacién de las funciones de Wannier. De esta forma, la funcidn de onda electrénica
del sélido () se escribe como una superposicion lineal de funciones de onda atémicas
de la siguiente forma:

D) = N2 ST R Po(7 = 7)) . (1.6)

donde 7, es la posicion del n-esimo dtomo y la suma se realiza sobre todos los puntos de
la red. Esta funcién de onda satisface la ecuacion de Schrédinger para todo el cristal, con
un potencial V() (Fig. 1.4) que representa el campo periddico de la red cristalina, ésto
es,

1
= (~ 1V 0 = B wy
El operador hamiltoniano se puede escribir como la sumna de dos partes,
H=Hy+ 1, (1.8)
siendo e
" P
Ho ==om T +V(F = 7) (1.9)
y ’
H = V(@) - %(F -7, (110)

donde H' representa el hamiltoniano de perturbacién para el electrén en el cristal en
comparacién con el dtomo aislado. '



La energia electrénica £(k) se puede encontrar determinando el valor esperado de H,
(McKelvey, 1976}, obteniendose:

E(k) = / Vi (Ho + H'Yynedv (1.11)

ER)=B+ 53 {Ze“‘""""m’ J 307 = V() = Vol = Rl r‘n)du} :
T (1.12)
En el cristal por la periodicidad la suma se realiza sobre todos los valores de n, cada
término de la suma sobre m nos dara el mismo valor. Esto cs, el valor de la suma sobre m
sera el de cualquicr término de la suma (para mayor claridad, tomaremos cuando m = 0)
multiplicado por el niimero (N) de términos de dicha suma. Por tanto, la ecuacién para
la energia se puede escribir como sigue:

B(k) = Bo+ L e*™ [(AIV(7) = Vol7 ~ Fa)lhol Pl (1.13)

donde la suma se realiza sobre todos los dtomos del cristal. Sin embargo, puesto que la
funcién atémica g decrece rapidamente con la distancia y, puesto que las magnitudes
de las integrales en la Ec. (1.13) estdn gobernadas esencialmente por el grado de super-
posicién entre dos funciones de onda centradas en atomos separados por distancias 7,
las contribuciones de los términos de la suma se reducen con gran rapidez conforme au-
menta 7. Por lo tante, como una primera aproximacién se consideraran sélo los términos
de vecinos mds cercanos. Y se supone que las funciones de onda  son esféricamente
simétricas (estados s), La extensidn a log estados p es directa (Mott, 1958).

Para n = 0, la integral de la Ec. (1.13) sc convierte en
J#V ) = oMy = a, (1.14)

mienlras que, para los dtomos mds cercanos,

S5V 6) = Vello(7 = 7)o = B, (115)

en donde 7, es un vector que relaciona al dtomo en el origen con el 4tomo vecino mds
cercano. De esta forma podemos escribir la, Ec. (1.13), como sigue

EBo=FEo+a+BY . (1.16)

A esta iltima relacion se le conoce como la relacién de dispersién.



Por otro lade, utilizando la notacién de Dirac y en la representacion de las funciones
de Wannier, el hamiltonizno de enlace firme dentro de la aproximacién de vecinos mas
cercanos puede escribirse como:

H=qY li><il+8 3 li><jl, (1.17)
i <ig>

donde [i > ¢s la funcidn de Wannier centrada en el sitio ¢ y el conjunto de sitios {1}
forman la red. Los clementos diagonales de Ja matriz del hamiltoniano (¢p) representa la
energia de ocupacidn en el sitio i y los elementos fuera de diagonal de la matriz (3) son
las amplitudes de transferencia de un electrén del sitio ¢ al sitio 7, siendo ¢ y j vecinos
més cercanos, el cual se indica por < 4,5 >.

Una forma de resolver la ecuacién de Schrédinger correspondiente a este hamiltoniano
es por medio de las funciones de Green. La funcién de Green independiente del tiempo
puede definirse (Economou 1983) como la solucidn de la ecuacién diferencial inhomogénea
del tipo

[E - H(D)]G(r, 7' E)=6§(r - 7'), (1.18)

donde la energia es una variable compleja ya que la funcién de Green presenta singulari-
dades en el cje real de £, H{r) es el operador hamiltoniano independiente del tiempo, y
posee un conjuntc completo de eigen-funciones {@u(r)}, es ducir,

H(r)gu(r) = Engnlr) , (119)

donde, {¢n(r)} satisface las mismas condiciones a la frontera que G(r,r'; E).

El estudio de las funciones de Green en el caso cuantico resulta mds conveniente
realizarlo utilizando la notacién de Dirac, para lo cual eseribimos las siguientes definiciones

da(r) = {r|du),
8(r = r')H(r) = (r|H|F'),
G(r,r'; E) = (r|G(E)F),
(r]r'y = 6(r — 1),

/ drir){r] = L.
En esta notacién se puede escribir
(E-H)GE)=1
Hlgn) = Anén)
9



($aldm} = bnm
3 la)(gal = 1.

Si los eigen-valores de £ — H no son cero, es decir, si £ # {A,}, podemos escribir la

funcién de, G(E), como: )
G(E) = ——. .20
(E) E-H (1.20)

De donde obtenemos
_ 1 |¢>n)(¢n
G(E) = 57 2218a) (el = Z H|¢.. (¢ul = Z (1.21)

Entonces, la funcién de Green, que se define a través de la ecuacién (£ - II)G-= 1, estd

dada por:

1k >< k|
; 1.22
68 = X 5y (1.22)
donde en lugar el conjunto completo de clgen-funcnoncs ®n e sustituye por
IL S= N-U2 Zelklll) (123)
[

y E(k) = Eg+ a + A5, e, Aqui, |k > y |l > son las funciones de Bloch y de Wannier,
respectivamente. Los elementos de matriz para G(E) estin dados de la siguiente forma:
> <lk>< Km >

v E-E(k)

1] ctk(t=m)
2rN ./;BZ E~E(k)’

el simbolo 1BZ indica que la integral se realiza dentro de la primer zona de Brillouin.

G(l,m; E) =< l|G(E)|m >

(1.29)

Las singularidades de G{E) que se encuentran en el eje real de £ pueden ser usadas
para calcular la densidad de estados por unidad de volumen (Economou, 1983)

o) = FoIm{GHr B} (125)

Para una red unidimensional, E(k) = ¢ + 2fcos(ka), siendo g = Ey + a. Entonces, en
este caso la funcién de Green tiene la siguicntc forma:
gikli-m)
%N / v1e M F T “2hcos(Fa)
Evaluando esta integral, encontramos que la densidad de estados por sitio estd dada como:
0(28 - |E — &)

iF - (E—e) '

G, m; E) = (1.26)

o(E) =F= 1m(a*(1 LE)= (127)

10



DENSIDAD DE ESTADOS (vaidodes arh.)

" 1 §

ENERGIA
Cunldades arb.)

Figura 1.5: Densidad de estados electronicos de una cadena
periédica infinita que resulta del modelo de amarre fuerte. Los
pardmetros empleados en este modelo son: ¢q =0y f§ = —1, asi
como una pequefia parte imaginaria en la energia.

.- donde §(28 — |E — €}) es la funcidn escalén. La densidad de estados para una cadena
lineal infinita se muestra en fa figura 1.5 donde ¢y = 0, # = —1 y con una pequeita parte
imaginaria en la energfa (10-3). Cabe sefialar que la densidad de estados para la cadena
lineal tiene singularidades de Van Hover {Kittel, 1976) en £ = ¢o £ 28 y que los estados
permitidos se encuentran dentro de estos limites.

En el caso de una red cuadrada, E(k) = g + 28[cos(kia) + cos(kza)} . Por lo tanto,
la funcién de Green es:

By & 2
Gll,m; B) = @ry /mzd 5

ikli=m)

— eo — 2f[cos(kia) + cos(kqa)]

(1.28)

donde k(I —m) = alk{ly — m,) + ka{ly ~ m3)]. Aqui Iy, &y, my, y m; son enteros, a es la
constante de red y en este caso la primera zona de Brillouin es el cuadrado

—xfask <nfa
—~rfa<ky < wla.

11
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Figura 1.6: Densidad de estados electrénicos para el caso de
una red cuadrada, periédica e infinita, que resulta del hamil-
toniano de amarre fuerte. Los parimetros empleados en este
hamiltoniano son: ¢ = 0y 8 = ~1, asi como una pequefia
parte imaginaria en la energia.

DENSIDAD DE ESTADOS

Evaluando fa integral anterior (Economou 1983}, encontramos que la densidad de estados
por sitio para el caso de dos dimensiones viene dada por:

p(E)=;§1m<c*<1,1;15>)=§ﬁ7;ar2ﬂ—IE—sonK( o e

donde K es la integral eliptica completa de primera clase. En la figura 1.6 se muestra
grificamente la solucidn de la ecuacién anterior para g =0, § = —1 y con una pequeiia
parte imaginaria en la energia del orden de 10-9,

El método de las funciones de Green permite conocer la evolucidn temporal de un
sistema, ya que todas las cantidades {isicas medibles pueden escribirse en términos de la
funcién de Green. Se puede considerar a estas funciones como propagadores, por lo que
pueden visualizarce fisicamente como funciones que correlaciona la accidn externa a un
sistema con la respuesta del mismo en cualquier otro punto del espacio-tiempo.

12



En resumen, se conocen las dos soluciones extremas del problema de los estados
electrénicos en sélidos, que son por un lado la de ondas planas, y por el otro, los es-
tados atémicos individuales, En el primer caso, el potencial y la parte periddica de las
funciones de Bloch se expresan como una combinacién lineal de ondas planas, reducien-
dose el problema de la ecuacién de Schrddinger a resolver una ecuacidn secular. En ¢l
otro caso, se tienen las funciones de Wannier que son funciones centradas en los sitios i,
parecidas a las funciones orbitales atomicos, pero ortogonales entre si .

En una red periddica ideal los electrones no son dispersados por la red, puesto que las
funciones de Bloch son coherentes con la distribucién atémica. Por lo tanto, la resistencia
eléctrica de un cristal perfecto idealizado s cero. En sélidos reales los efectos térmicos y los
defectos inherentes crean el f[endémeno resistivo eléctrico. Sin embargo, la existencia de los
fonones -Jos modos normales de vibracién- no siempre obstruyen la conduccidn eléctrica.
Por ejemplo, los fonones son fundamentales para la existencia de la superconductividad
(Bardeen, 1957). Un conocimiento detallado de los modos normales es importante para
predecir muchas propiedades fisicas de los sélidos.

1.2 MATERIALES DESORDENADOS

La mayoria de los materiales que existen en el universo son sistemas desordenados en su
estructura, y se pueden clasificar segiin el tipo de desorden que presenten. El desorden
sustitucional, se obtiene cuando ciertos dtomos de un cristal perfecto se cambian por
otros aleatorianiente. Por ejemnplo, cn una aleacion A B, ., donde z es la concentracién
de atomos A. En este caso puede todavia definirse una red cristalina, pero se desconoce
qué tipo de dtomo se encontrars en cada lugar y se provoca que la vecindad de la impureza
se distorsione de alguna manera. Otro tipo de desorden es el topolégico, en el que no hay
rastro de una red cristalina. En particular, las dislocaciones son el tipo mds débil de
desorden topoldgico. Existen también, el desorden en las ligaduras, cuya existencia en el
material da como resultado amorfos durables, por ejemplo el caso del silicio amorfo, ya
que las ligaduras covalentes son altamente direccionales causando restricciones que deben
ser satisfechas. Asi la mayor diferencia entre el silicio cristalino y el amorfo reside en
Ja variacion en los dngulos de los enlaces, lo que pravoca la pérdida de la periodicidad.
Por iltimo también existe desorden en la orientacién del memento magnético en ciertos
materiales magnéticos, (Ziman, 1979). Cabe mencionar que hasta la fecha no se ha logrado
encontrar una explicacién unificada a todos los materiales desordenados proveniente de
principios basicos, incluso es dificil agruparlos, pues generalmente sa parecen mds a ellos
mismos en su fase cristalina que a otrc material con un desorden difcrente (Taguena,
1983).

Los materiales desordenados no presentan orden de largo alcance, sin embargo, sigue

existiendo otro tipo de orden: ¢l orden de corto alcance. Existen correlaciones entre un
dtomo y sus vecinos cercanos que son importanies para cierto tipo de propiedades. Un

13



Continva .

Figura 1.7: Caracteristicas de la funcion de distribucién radial
en un material desordenado.

pardmetro que puede ayudar en ¢l andlisis del orden de corto alcance es la funcién de
distribucién radial g(R), definida como la probabilidad de encontrar un itomo en una
esfera de radio R alrededor del origen escogido. La funcidén de distribucién radial para
un cristal perfecto dard picos agudos que corresponden a los sitios atémicos vecinos. En
el caso desordenado el problema es mis complejo y la interpretacion es més dificil. En la
figura 1.7 se puede obscrvar que el primer pico estd relacionado con los primeros vecinos,
el segundo que se encuentra menos definido corresponde a los segundo vecinos y de ahi
en adelante cada vez es mds dificil la interpretacién para el sélido amorfo. El drea debajo
del primer pico debe dar el ntimero de primeros vecinos z, y asi sucesivamente para los
demds, pero debido a que la respuesta se va haciendo tan ancha ya no se puede precisar
exactamente el drea comprendida,

a= /  g(RyxPdR, (1.30)
lerpico

Cabe hacer notar que la funcién de distribucién radial se determina por los experimen-
tos de difraccidn, debido a que ésta se encuentra relacionada con el factor de estructura
5(q), el cual a su vez se determina a partir de la distribucién de la intensidad del haz
difractado 7(q) (Ziman, 1979), de la signiente manera:

S(@=1+n / g(Re R (1.31)

%
1(g) = N'S(g)lulg)? (1.32)
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Figura 1.8: Intensidad de la radiacion dispersada como funcién
del dngulo de dispersion.

donde u{q) es la transformada de Fourier de un potencial atémico simple, ¢ es el vector
de dispersién, n densidad desitio y N densidad por unidad de volumen. En la figura 1.8
se muestra I para los casos de sdlido amorfo y cristalino.

Por otro lado, cuando hay desorden, aunque se sigue hablando de bandas, ya no existe
un esquema comin, sino modelos particulares. Sin embargo existen algunos conceptos
y caracteristicas generales con los cristales. Por ejemplo, en lo que se refiere al estudio

_ de las propiedades electronicas la densidad de estados N(£) sigue siendo un concepto
clave y vilido en los sislemas desordenados. La densidad de estados multiplicada por un
incremento de energia da el nimero de estados que puede tomar un cierto electrén en
dicho intervalo de encrgia. Los resultados experimentales de la densidad de estados para
cristales y materiales desordenados no son muy diferentes, excepto que se pierden detailes
finos y aparecen nuevos estados llamados localizados. Un estado localizado implica que
el electrén queda atrapado en cierta region del espacio y por lo tanto, no contribuyen
a la conduccion en forma convencional. Existe otra forma de conduccién por sallos, en
la cual el electrén tendrd que tunelear de una zona localizada a otra. Esto es, en los
solidos desordenados, se tienen también, bandas permitidas y prohibidas en sentido de
movilidad. En estas iltimas, existen algunos estados permitidos parecidos en parte a
los estados locales ordinarios de los cristales cuando poseen defectos. Y como los estados
localizados debido a los defectos forman una banda que se enzuentra en la banda prohibida
de movilidad.

El analisis de las bandas energéticas de un sélido desordenado se efectiia resolviendo
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Figura 1.9: Energia potencial a) modelo de Lifshitz b) modelo
de Anderson.

la ecuacidn de Schrddinger para un clectrén en un campo de potencial aperiddico. El
potencial aperiddico puede ser descrito a través de dos modelos (Fig. 1.9): En el modelo
de Lifshitz se representa a través de desplazar cada dtomo una distancia aleatoria, en
cambio, el modelo de Anderson se agrega una energia potencial Uy aleatoria a cada pozo
de potencial.

Puede lograrse una definicion cuantitativa de la localizacidn a través del potencial
utilizado por Anderson. En este modclo se plantea que los dtomos que ocupan los puntos
de una red tridemensional tienen un inico estado de autocnergia B, para ¢l sitio n. Ahora
bien, si todos los £, son iguales se tiene una banda de energia cuyo ancho es I. Para el
caso de los estados en una red desordenada, se considero una distribucién estadistica de
E, sobre un rango de ancho Ua. Entonces, en el instante ¢ = 0 ¢l electrén se encuentra en
uno de los pozos. Cuando ! tiende « infinito, Anderson obtuvo que el cociente Uy /1, indica
si el estado es extendido o localizado. Esto es, si el cociente es mayor que cierto valor
critico, no hay difusion y todos los estados serdn localizados. En cambio, en el caso de que
el cociente sea menor que el valor critico, el cual depende de la naturaleza del sistema,
en el centro de la banda surgen estados deslocalizados (Fig. 1.10). Puede decirse, que
en el modelo de Anderson habra mis estados localizados, conforme aumenta el desorden.
Se puede demostrar que en sistemas unidimensionales este valor tiende a cero (Zihmar,
1979). Otro andlisis al respecto, es la relacidn de la localizacién con la dimensionalidad,
en este sentido, se encuentra que en el caso unidimensional todas las eigen-funciones son
localizadas con un infinitesimal desorden (Mott y Twose, 1961). El caso bidimensional
la situacién es muy similar al unidimensional. Para sistemas de tres dimensiones existen
tanto estados localizados como extendidos dependiendo del valor del cociente entre el
pardmetro del desorden y el ancho de la banda (Ziman, 1979).

Mott en 1977 postula que el espectro de la densidad de estados puede ser dividido
port las llamadas lineas de movilidad dentro de rangos donde casi todos los estados son
localizados o todos son cxtendidos. La dependencia de la densidad de estados respecto a
la energia, se muestra en la figura 1.11, tanto para un cristal, as{ como para una estruc-
tura desordenada, La diferencia entre las propiedades de dieléctricos, semiconductores y
metales que presentan los sélidos desordenados dependerd del nivel de Fermi. Si éste se
encuentra en la region de estados no localizados, se tendrd un metal. Si el nivel de Fermi
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Figura 1.10: Densidad de estados en el modelo de Anderson.
Los estados localizados son representados por las zonas rayadas,
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Figura 1.11: Dependencia de la densidad de estados respecto a

1a energfa para a) un cristal, b} y ¢) sélidos amorfos. Los estados
localizados se han representado por zonas rayadas,



a temperaturas bajas estd en el intervalo de encrgia ocupado por los estados localizados,
sera semiconductor o dieléctrico. Existiendo dos tipos de conduccién en este caso: 1) la
traslacién de los portadores de carga por los estados no localizados, excitando electrones
de estados localizados a no localizados. 2) la traslacién por saltos de un estado localizado
a otro (Pavlov, 1987).

1.3 EXCITACIONES ELEMENTALES EN SOLI-
DOS '

A partir de la década de log cincuentas, el método de la teoria de campos ha resuelto
exitosamente problemas como las oscilaciones colectivas de plasmas en metales y la su-
perconductividad. Tal éxito ha provocade una introduccion sistematica del concepto de
excitaciones elementales en el estudio de los sélidos. Con dicha teoria se ha logrado que la
mayoria de los problemas tedricos pueden ser tratados desde un punto de vista y método
unificados.

Los sélidos es un sistema macroscdpico formado del orden de 10% particulas por mol
y, constittiye un sistema complejo de muchas particulas. Consecuentemente se tiene que
resolver un sistema de ecuaciones del mismo orden cuando se intenta aplicar la mecdnica
cudntica a los sdlidos. Sabemos que hoy dia por medio de supercomputadoras se han
resuelto sélo problemas del orden de 10° ecuaciones acopladas.

La teoria de excitaciones elementales nos brinda un nuevo enfoque para tratar prob-
lemas de muchos cuerpos. Describe el estado del sistema, a partir de su estado base,
simplemente contando el nimero de cuantos del movimiento colectivo de las particulas
microscdpicas en ¢l sélido, bajo determinadas interacciones. Es decir, se estudian so-
lamente los primeros estado excitados, siendo de gran utilidad cuando Ja perturbacién
externa es pequeia. Con esta teorfa se reduce el problema de muchos cuerpos a un
gas ideal de cuasiparticulas con energia y cuasi-momento bien definidos. En un cristal
perfecto, la simetria traslacional asegura que cualquier excitacién elemental se pucde es-
pecificar por un vector de onda k, que se encuentra dentro de la primera zona de Brillouin,
y un indicador de banda j. Siendo b* y b los operadores de creacidn y aniquilacion de la
excitacién, respectivamente, el Hamiltoniano correspondiente tiene la siguiente forma:

H =Y B(k)6F(K)b(k) (1.33)
3
donde £;(k) cs la encrgia de la excitacion (j, k) y los operadores satisfacen determinadas
relaciones de conmutacion.

Las excitaciones elementales en sdlidos pueden clasificarse en colectivas y locales. Las
colectivas son definidas como cuantos del movimiento colectivo de las particulas mi-
croscopicas en ¢l sélido. Por cjemplo: los fonones o cuantos de vibracién de la red,
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los plasinones u oscilaciones colectivas de los clectrones en los metales y los magnones o
cuantos de ondas de espin. Estas excitaciones se caracterizan por tener pequefia desvia-
ciones del parametro de orden que identifica al estado base del sistema y gencralmente
son bosones. Por otro lado, las locales son excitaciones individuales, por ejemplo: los po-
larones o cuantos de movimiento conjunto del electtén y los jones positivos, y los excitones
o cuantos que describen el movimiento correlacionado entre un electrén y un hueco.

Coino un cjemplo de las excitaciones elementales, a continuacién se analizard en de-
talle los cuantos de vibracién en sélidos o fonoues. Se ha considerado segun la mecinica
cuantica que los dtomos en los sdlidos, independientemente de si son ordenados o des-
ordenados, vibran siempre alrededor de su posicién de equilibrio. Esto siguifica que se
estudia ya no una red estdtica, sino dindmica, eksn la cual, los desplazamientos de los
4tomos respecto a su pesicion de equilibrio sean siempre mucho menores respecto a la dis-
tancia interatémica. Esto conduce a la aproximacién arménica, que ha dado resultados
en excelente concordancia con las propiedades del sélido observadas. Los movimientos de
los dtomos estdn correlacionados. Y a estos movimientos coherentes de todos los dtomos
del sdlido se les denomina modos normales de vibracidn que tienen una frecuencia de
vibracidn asociada. A estos modos normales de vibracidn se les conoce como: cuanto de
vibracién o fonén.

Considérese el caso de una cadena lineal de N dtomos neutros con la misma masa M
y separado cada dtomo de sus vecinos por una distancia a referida a sus posiciones de
equilibrio. Se supone que cada dtomo vibra a lo largo de la recta, y que posee en este
sistema un solo grado de libertad, en tanto que el sistema en conjunto, cuenta con N
grados de libertad. Entonces {indica la posicién de cquilibrio de los dtomos en la cadena.
Y q{t) ¢! desplazamiento en cicrto instante ¢ del I-ésimo dlomo respecto de su posicién
de equilibrio en el punto de coordenada z; = la. Considerando que ¢l acoplamiento entre
los dtomos puede caraclerizarce por una fuerza arménica en términos del modulo f y que
el dtomo considerado sdlo interacciona en mayor medida con los dos itomos vecinos mds
préximos. Entonces, la fuerza resultante (cuasicldstica) que actia sobre el dtomo I-ésimo
€s:
Fy= g =) = flo = q-) = [@uen + g0 — 2q1) (1.34)
De acuerdo a la segunda ley de Newton, la ecuacion de movimiento del {-ésimo dtomo
puede expresarce

&

MTZ' = f(qu + m - 2q) (1.35)

Para ver resolucién de la ecuacion de movimiento es importante declarar las condi-
ciones de frontera, las cuales permiten establecer el intervalo de las variaciones de los
numeros de onda y su niimero de valores permisibles en tal intervalo. Entonces, se asume
que la cadena es un ciclo cerrado porque Jas coordenadas estan sujetas a la condicidn de
frontera perddica gy v = . La solucion de la ecuacidn de movimiento tiene la forma

1

alt) = e Bult), (1.36)
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Figura 1.12: Ley de dispersién para una cadena atémica

en donde sélo N vectores de onda (k) son no cquivalentes, k es el nimero de onda y las
funciones e’X@ son ortogonales. En la primera zona de Brillouin esos vectores son

211r

= (1.37)

donde [ es un entero con intervalo ~N/2 < | < Nf2. El factor F,-}-,; garantiza la normal-
izacién. By(t) es una amplitud que depende del niimero de onda y puede determinarse su
variacién respecto al tiempo, sustituyendo la ecuacién del nimero de onda en la ecuacién
de movimiento. A partir de lo anterior puede encontrarse la relacién entre nimero de
onda y frecuencia, conocida como relacidn de dispersién para la propagacién de una onda
en una cadena atémica lineal (Fig. 1.12).

w= 2({7)%1sin(k§)| (1.38)

donde puede verse que la frecuencia de las oscilaciones del {-ésimo dtomo no depende de la
posicidn I. Ahora bien, puede deducirse que para [k| = 27/ = r/a, la frecuencia ciclica
de las vibraciones alcanza el valor miximo. Por otro lado, la velocidad de propagacién
de la onda acislica en esta cadena lineal de dtomos depende de la longitud de onda. La
Ec.1.38 describe tas ondas que se propagan con una velocidad de fase (vy = w/k) y con
una velocidad de grupo (v, = dw/dk), que se anula en k = = /a, ésto, significa que dichos
modos de vibracidn caracterizan en esta cadena a las ondas estacionarias,

La solucién general de la ecuacidn lineal de movimiento se puede escribir como la
superposicion de ondas del tipo de la Ec. {1.36), y dado que #f = T+ V,con T = T %'-q,’,
V= i@ — quar)? ¥ 4o = f5p1, podemos escribir el hamiltoniano como:

),
H= 22'{, + fz a - qn)’, (1.39)

El sistema de masas puntuales estd descrito por las coordenadas ¢; a qn y log momen-
tos candnicos correspondientes p; a pn, los cuales, cumplen las relaciones conmutativas
siguientes:

h
Pathi ~ GPn = 761 (1.40)
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QUGn — gt =0 (1.41)

y
PaPi = pipa = 0. (142)
Entonces, ya que .
o= gipe B+ Bio (L43)
k
si se introducen nuevas amplitudes by y bf“ de acuerdo a
By(t) = l-———'l 1" T (L44)
2ka ’
con la relacién de conmutacién:
bl — bty = i (1.45)

el hamiltoniano en funcién de los nuevos operadores by y b, se expresa:
H o= S it by + %Z hune (1.46)
k k

Ef segundo término representa la energia de la vibracién en el punto cero y puede ser
omitida si éste es escogido apropiadamente. De manera que la ecuacidn de Schrodinger
para la cadena lineal atdmica es:

(T hunch by )& = B, (1.47)
k

La solucion (Haken, 1976)
1 " K
%, = nkm(bk ™ @, (1.48)
se interpreta como: En el estado estacionario las ondas de la red de nimero de onda k
son ocupadas por ny particulas llamadas fonones. El operador ny = b} da el nimero
de cuantos en el estado k, en un medio eldstico serd el nimero de fonones ocupando la
onda k.
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Capitulo 2

CUASICRISTALES

En 1984, Shechtman y colaboradores, encontraron un material que parecia violar uno de
los mds viejos y fundamentales teoremas de la cristalografia, precisamnente el de la ex-
clusion de la simetria de quinto orden. Este descubrimiento despertd gran agitacion,
asi como también confusion en muchos circulos cientificos. Estos materiales poseen
una estructura exdtica, diferente tanto de los cristales como de los amorfos, esto es,
no cs periddica ni es aleatoria. Los patrones observados por Shechtman, del material
Alg.se Mno.14 enfriado rapidamente (10%rados Kelvin/seg.), mostraron simetria correspon-
diente al grupo puntual (m35) icosahedral en ciertas zonas. En la figura 2.1 se muestran
los patrones de esta aleacién con simetria icosaedral (seis cje de simetria rotacional de
quinto orden, diez de tercer orden y quince de segundo orden). El grano analizado pre-
senta un orden a largo alcance arientacional, pero no simetria traslacional, es decir, parece
tener un orden que es inherente a los cristales, pero simétrico en formas que son imposi-
bles fisicamente para cualquier sustancia cristalina. El orden atémico observado en estos
materiales representaba a un nuevo tipo, ni cristalino ni amorfo. Entonces, se define a
los cuasicristales como estructuras con orden aperiddico de largo alcance con simetrias
de rotacién cristalogrificamente prohibidas (ejes de rotacién de quinte, octave, décimo
y doceavo orden), (Goldman, 1993). Estudios tedricos inmediatos al descubriento del
cuasicristal icosahedral mosiraron (Levine, 1984) que la red icosahedral tiene una trans-
formada de Fourier que coincide exactamente con el patrén obtenido en forma experimen-
tal por Schechtmau. Sc ha considerado ademds, que son proyecciones de una estructura
periddica en un espacio de mayor dimension, lo cual se discutird en detalle mds adelante.
Este hallazgo y las investigaciones al respecto han gencrado una detallada revisién de los
conceplod tanto en la fisica del estade sélido como en la cristalografia. Por ejemplo, en
la cristalografia han permitido ampliar las tablas de los grupos espaciales, avanzar en la
comprension del desorden. Por otro lado en la fisica del estado sélido se ha obtenido,
entre otras cosas, estructuras de bandas completamente exdticas. Por iiltimo, se ha reali-
zado un gran esfuerzo en la bisqueda de aleaciones cuasicristalinas termodinimicamente
estables. Hoy dia, se conocen decenas de familias diferentes de cuasicristales.
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Figura 2.1: Patrones de difraccién de electrones de un grano
simple de la fase icosahedral.

2.1 MATERIALES CUASICRISTALINOS

En general, en un material sélido el comportamiento es caracteristico del arreglo
atémico, como se discutié en el capitulo anterior, Los cristales poseen simetria trasla-
cional, la cual estd ausente en los amorfos. En cambio, los cuasicristales son estruc-
turas que pertenecen a una nueva clase de orden atémico exhibiendo orden traslacional
cuasiperiddico de largo alcance y orden de largo alcance orientacional con simetria crista-
logrifica prohibida, (Fig. 2.2). Las primeras aleaciones cuasicristalinas, fueron de la
fase icosahedral siendo obtenidas por templado rapido de la aleacién AlMn y resultando
termodindmicamente metaestables. Sin embargo, se tienen otros cuasicristales, por ejem-
plo, la fase decagonal de AlMu (Bendersky, 1985) y fases octagonal y dodecagonal de
aleaciones de Si-metales de transicion (Ishimasa, 1985 y Chen, 1988).

Durante ¢l segundo lustro de los ochentas, se han realizado grandes esfuerzos para
sintetizar aleaciones cuasicristalinas, porque se registro la existencia de algunas fases ter-
modindmicamente estables, asi como el alto grade de orden estructural en ciertas fases,
de esta forma, las investigaiones tanto tedricas como experimentales, han provocado el
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Figura 2.2:  Arreglos bidimensionales de las estructuras
- cristalina, cuasicristalina y amorfa.

impett por buscar propiedades inusuales en la red cuasiperiédica (Poon, 1992) Ademds
de la alcacidn abservada por Shechtman, existen muchas otras, que pueden ser unidimen-
sionales AlCuCo, AINiSi y AICuMn (e, 1988), bidimensionales, como la original fase
T AlMn o decahedral (Bendersky, 1985) y tridimensionales como la [ase icosahedral de
AlMn(Chen, 1986). Dichas aleaciones cuasicristalinas, ya no solo son variaciones de la
familia Al-Mn, hay nuevas familias. Dentro de los sistemas de metales simples estin:
i(AIMgAg), i(AIMgCu), i{(AIMgZn), que son metaestables; i(AIMgZn) y {(GaMgZn), que
son mas estables que la familia anterior. Otro sistema es i(AlLiCu), i{{AIMgCu), donde
la primeras es una fase termodindmicamente estable.

Entre los sistemas que contienen metales de transicion y presetan fase icosahedral,
por mencionar algunos estan: (1i%eNi), i(AIVCu), {(AIMnSi) que son metaestables y
i(AlFeCu) y i(AIRuCu) que son cstables. Otro sistema mds encontrado en esta fase es
i(PdUSi). Dentro de los materiales con simetria decagonal, se tienen aquellos que forman
una nueva clase de materiales anisotrépicos con periodicidad a lo largo de su eje z y
estructura cuasiperiddica con simetria rotacional de décimo orden en el plano perpendi-
cular al eje z. Por ejemplo, se tiene los tres sistemas metacstables d(AlMn), d(AlFe),
d(AIPd) y el sistema estable con d{AlCuCo) y d(AINiCo) (Poon, 1992). Cuasicristales
octagonales se han obtendido de: o(MnSi), o(MnAl), o(CeNiSi), o( VNiSi), o(MoNiSi)
(Kuo, 1990). Con fase dodecagonal estin VNiSi, CulNi, BiMn, etc. La mayoria de las
aleaciones muestran un alto grado de desorden estructural, éste ha sido atribuido a la
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Figura 2.3: Ejemplos de las tres clases de estructuras geomet-
ricas para explicar los cuasicrsitales. a) Red de Penrose bidi-
mensional perfecta, b) red al azar y ¢) vidreo icosahedral. Y la
comparacion con sus patrones de difraccidn esquemadticos,

presencia de desorden de fasones. Los fonones, fasones y dislocaciones corresponden a
traslaciones, distorciones y rearreglos de las celdas unitarias, en el caso de los fasones su
importancia fisica en cuasicristales, tanto desde ¢l punto de vista estructural como el de
las propicdades, ha sido estudiada ampliamente (Socolar, 1986 Levine, 1985; Bak, 1985).

2.2 MODELOS PARA EXPLICAR LOS CUASI-
CRISTALES

Para explicar los cuasicristales existen tres hipdtesis segin Henley (1987), ver figura
2.3: El cuasicristal perfecto, ejemplo la red de Penrose (Fig. 2.3a); cuasicristal al azar
(Fig. 2.3b) y el modelo vidrio icoshedral (Fig. 2.3c). En la primera hipétesis, para
explicar el orden de largo alcance orientacional que presenta la estructura del cuasicristal
encontrado por Shechtman, se utilizé una herramienta adicional: la teorfa matemdtica

25



del enrejado o embaldosado. Penrose encontré como tapizar sin dejar huecos un plano de
mancra aperiédica utilizando dos clases de figuras (por ejemplo dos rombos de tama$os
distintos), las cuales deben unirse signiendo ciertas reglas de acoplamiento. La red de
Penrose serd estudiada con mis detalle en una seccién posterior. Este modelo describe
las propiedades principales de los cuasicristales, relativamente bien, su dificultad estriba
en explicar los procesos de crecimiento y en decilrar el considerable desorden evidente que
presentan casi todos los cuasicristales.

En la segunda hipdtesis, considérese el caso de hacer un arreglo con las mismas redes
rombicas usadas en la red de Penrose, pero sin seguir ninguna regla de acoplamiento,
excepto que se junten por los vértices y que no haya huecos o traslapes entre los rombos,
La iltima hipdtesis, en ¢l modelo vitreo Stephens propone para los cuasicristales una es-
tructura amorfa, en ¢l sentido de que no hay orden traslacional de largo alcance, aunque
existe un orden quimico de corto alcance que da lugar a agregados atémicos empacados
densamente de acuerdo a una sintetria icosahedral local. La unién es aleatoria.” El mod-
clo considera la interaccién local al juntar grupos de atomos en alguna forma al azar,
considera que los grupos tienen la misma orientacion pero debido al crecimiento fortuito
la estructura conticne muchos defectos. Con este crecimiento fortuito se incluyen en la
estructura muchos huecos o hendeduras donde los grupos icosaedrales no llenan. En la
figara 2.3 también pueden observarse esquematizados los patrones de difraccién calcula-
dos. Mostandose la Intensidad como funcién del vector de onda q. Con el modelo vitreo,
se sobreestima el grado de ensanchamiento de log picos en los patrones de difraccion,
Los patrones de difraccén experimentales presentan un cierto ¢nsanchamiento, el cual, no
corresponde a ninguna fuente de desorden conocida (defectos), y se especula, que esto, es
resultado de el nuevo desorden llamado fasones. Todos estos modelos convergen en una
idea fundamental que es incorporar el desorden tipo fasénico a la estructura causicristalina
(Stephens, 1991).

En el caso particular de cuasicristales perfectos, una de las caracteristicas claves es
llamada autosimilaridad de la estructura, esto es, cualquier regién de la red repite su
configuracion cuasiperiddicamente muchas veces {Teorema de Conway). La autosimilari-
dad no sélo es de interés estructural, sino también tiene importantes impactos sobre las
propiedades electronicas. Estos materiales muestran como resultado de la competicion
entre la localizacién y deslocalizacion del electrdn debida a la no periodicidad y la au-
tosimilaridad, que pueden conducir a un nuevo tipe de estructura clectrénica. Resuliados
al respecto son obtenidos para el caso unidimensional, conocido como cadena de Fibonacei.
Demostrandose {Kohmoto, 1987) que el espectro de energia es un conjunto Cantor y singu-
larmente continuo. Asimismo, los eigen-estados electrdnicos son de naturaleza critica, es
decir, no son extendidos ni localizados, sino, son autosimilares en el espacio real. Estados
electrénicos criticos han sido sugeridos también para redes cuasicristalinas bidimensionales

{Sutherland, 1986).

Existen distintos métodos matematicos para generar estructuras cuasiperiddicas, por
ejemplo deflacién, el método dual generalizado y el método de corte y proyecciii. En este



ultimo, la idea principal, consiste en proyectar una red periddica en un cierto espacio a
un subespacio de dimensién menor. No todos los puntos de la red son proyectados, sino,
s6lo aquellos que caen dentro de una region definida por ef subespacio y la celda unidad
de la red periédica; a dicha region se le Hama banda (Fig. 2.4). Para el caso particular
de los fasones, se pueden obtener a partir de una variacidn infinitesimal del dngulo de
proyeccion en el método de corte y proyeccion. Una ilustacion sencilla de este método se
dara en la seccion referida a la Secuencia Fibonacci.

2.3 FUNCIONES CUASIPERIODICAS

Los cuasicristales pueden analizarse desde el punto de vista de las funciones cuasiperiddicas
(Besicovitch, 1932}, ya que puede describirse a los solidos cuasicristalinos por medio de
potenciales cuasiperiddicos. La teoria de funciones cuasiperiédicas fué desarrollada como
una generalizacién de las funciones perfectamente periddicas. En esta teoria una funcién
J{z), definida sobre todo el espacio real, es cuasiperiédica si y solo si: para toda ¢ > 0,
existe una (e, f) € R, tal que flz + 7) — f(x}| < ¢ para toda = en el dominio de la
funcién. El caso periddico se obtienc cuando e = 0 y 7 es el periddo.

Ahora bien, las funciones cuasiperiddicas pueden obtenerse a través de la generali-
zacién de la transformada de Fourier para funciones multiperiédicas, dada por:

Fleg 2z, ry) = 3 A Lmmmiomen (2
!

donde las r,,"s son nimeros racionales y las a,,’s son ntimeros irracionales y linealmente
independientes. La [uncidn multiperiddica F, en general, tiene periddos inconmensura-
dos entre sf y fas a's son irracionales. De esta forma se puede definir cualquier funcién
cuasiperiédica como la parte diagonal de una funcién multiperiédica en un espacio de
mayor dimension; es decir,

S(z) = diaglF (21,22, 2x)} = Fla, 2,0+ 2) 2.2)

La secuencia de Fibonacei, es ¢l caso mds simple de este tipo de funciones, y puede
construirse a partir de la funcidn f(x) = sen(2xz) + sen{2roz), donde

1
o= 5(1 +v3) (2.3)
es la razén atirea. Bajo este tratamiento matemadtico, puede decirse que cualquier funcién
cuasiperiédica puede expresarse como la parte diagenal de una funcién multiperiddica de

mayor dimensién. Es a partir de esta propiedad, por lo que pueden construirse estructuras
cuasiperiédicas usando el lamado método de corte y proyeccion.
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Figura 2.4: Construccién de Ia secuencia de Fibonacci por medio
del método de corte y proyeccidn. La secuencia estd formada por
un arreglo cuasiperiédico de segmentos cortos y largos.

2.4 SECUENCIA DE FIBONACCI .

La secuencia Fibonacci pertenece a la familia de objetos cuasiperiddicos, y es una serie
que puede ser generada por la regla simple de inflacién mostrada en la figura 2.5. Cada
generacién de la secuencia es contruida de la adhesién de las dos generacionrd anteriores.
Esto es, dado un segemento largo [y uno corto s en cada generacién, llegardn a ser Is
y I, respectivaniente en la generacién siguiente. Para el caso numérico la secuencia de
Fibonacei se define por la relacién recursiva Fupq = F, + Foy. Este mélodo da una
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Firura 2.5: Generacién de una secuencia de Fibonacci.
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Figura 2.6: Densidad local de estados para ¢l sitio central en una
cadena de Fibonacci de generacién n = 50 (2.036z10' dtomos).
(figura tomada de Wang, 1990).

nocién clara del nimero de generacién y el mimero de elementos que se contiene en cada
generacion y ademds, es la base para el proceso de renormalizacion usado por Wang
(1990), e para analizar cadenas de Fibonacci de tamaiio macrosedpico.

Otra mmanera de construir esta secuencia es el método de corte y proyeccion {Elser,
1985), el cual, consiste en proyectar los puntos de un hiperespacio de N—dimensiones
hacia una hipersuperficie de D—dimensiones. En el caso particular de la secuencia de
Fibonacci, se puede partir de una red rectangular multiperiodica bidimensional (donde la
razon entre los lados del rectangulo es o) cuyos puntos se proyectan hacia una linea recta
que forma un angulo de 45 grados con el e¢je x {Fig.2.4). Los puntos que se proyectan son
los que sc encuentran dentro de una cierta distaucia d alrededor de la linea recta . De
esta forma, se obtiene una secuencia de segmentos largos y cortos que siguen el orden de
Fibonacci.

Los sistemas cuasiperiddicos tienen una estructura exdtica de bandas electrdnicas
(Kohmoto, 1986), y se ha demostrado que el espectro electrénico s un conjunio can-
tor singularmente continuo (Kohmoto, 1987); es decir, ¢l espectro cousiste de bandas
permitidas infinitamente delgadas embebidas en bandas prohibidas también de ancho in-
finitesimal, y que ademds exhibe una simetria autosimilar, En otro reporte {Wang, 1990),
se ha caleulado la densidad local de estados para el sitio medio de una generacién n = 50
de la cadena de Fibonacci con aproximadamente 10'® dtomos (Fig. 2.6). En dicha figura
se puede notar el comportamiento autosimilar del espectro, lo que se ilustra a través de
la doble amplificacidn de la regién de energia alrededor de la porcidn central, esto es, se
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Figura 2.7: (a) Exponentes de Lyapunov y(£), para una cadena
de Fibonacci de ~ 10'° dtomos. (b) Amplificacién de la regién
alrededor de £ = 0.

observa la estructura fractal del espectro de la densidad de estados, puesto que la dis-
tribucién de bandas perimitidas y bandas prohibidas es autosimilar, esto es, una regién
pequena del espectro amplificada reproduce idénticantemente al espectro completo.

Por otro lado, la localizacidn de los estados electrdnicos en los cuasicristales se ha
estudiado extensivamente. Se sabe que coexisten Lres tipos de estados: extendidos, loca-
lizados y criticos (Liu, 1987). Los eriticos (Kolunoto, 1987) que se definen como estados
ni localizados ni completamente extendidos, sino con funciones de onda auto-similares en
el espacio real. En sistemas desordenados un buen método para estudiar ¢l problema de
1a localizacién es calcular los exponentes de Lyapunov. Para estados localizados expo-
nencialmente se identifican {Deylon, 1985) con el inverso de la longitud de Jocalizacién.
Mientras que para estados localizados no exponencialinente atin siguen proporcionandonos
cierta idea del grado de localizacion en que se encuentra ¢l estado, a pesar de no ser el
inverso de la longitud de [a localizacién. Con esta técnica se investigd la localizacion de
los estados electrdnicos en fa cadena de Fibonacci (Wang, 1990) renormalizando las ma-
trices de transferencia, con lo que se calcularon los exponentes para la generacién n = 50
con los mismos parametros de la figura 2.6. Se nota que en la figura 2.7 la distribucién
de las bandas estd mejor definida que en el espectro de las densidades de estado, ya que
los exponentes no contienen partes imaginarias en la energia. También es evidente la
estructura fractal y que el estado central £ = 0, siempre es extendido. Los estados mds
localizados se encuentran en medio de la llamada banda prohibida.
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Figura 2.9: Regla de deflacién de un rombo gordo y no delgado,

2.5 LA RED DE PENROSE

En 1974 Roger Penrose, establecid una teoria con la que puede formarse un mosaico
cuasiperiodico. La forma de esle par de mosaicos pucde ser modificada, pero sea cual
fuese, se ha comprobado que posee simetria rotacional de quinto orden. El par de formas
mds simples son dos rombos (Fig. 2.8}, (Gardaer, 1977 y Mejia-Lira, 1988), en los cuales
{odas las aristas poseen {a misma longitud. La pieza grande tiene dngulos que miden 72 y
108 grados y, la delgada, dngulos de 36 y 144 grados. Bl embaldosado se logra cumpliendo
ciertas reglas de construccién {Gadner, 1977). La red de Penrose puede gencrarse por
varios algoritinos. {a) Por el método de corte y proyeccidn, como un caso especial de la
proyeccidn de una red periddica de cinco dimensiones hacia doy dimensiones. Asimismo.
como el arreglo icosahedral ¢s el resultado de la proyeccién de una red periddica en seis
dimensiones hacia tres dimensiones (Guyot, 1989). {(b) Por la deflacion, que es una regla
de subdivisidn que aplicada al masaico origina, ofrece fa propiedad notable de que dado
un mosaico es posible obtener otro con piezas mds chicas {Fig. 2.9). Por ejemplo una
regla de deflacién puede ser la relacién de recurrencia de la secuencia de Fibonacci. Porlo
tanto, para un mosaico de Penrose la proporcién entre los dos tipos de rombos converge
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Figura 2.10: Otden de largo alcance orientacional en una red
de Penrose, se observa que los lados de los decdgonos tienen la
misma orientacién

a la razén dorada para un nimero grande de piezas,

Se han obtenido patrones de difraccidn de un mosaico de Penrose, los cnales muestran
picos de Bragg delgados orientados de acuerdo a dirccciones definidas por los vértices de
pentdgono. Loy picos se encontraban separados sobre cada una de las direcciones a una
distancia uno o la razén dorada. Por olro lado, Nelson (1986) explica de manera sencilla,
en la red de Penrose el orden orientacional si se escogen decdgonos en la red cuasiperiddica,
los cuales tienen la misma orientacidn, es decir, los lados de cada decdgono son paralelos
a los lados de los otros a través de toda la red. Entonces, la red de Penrose tiene orden
orientacional de largo alcance (Fig. 2.10). Ln caso de que las reglas de acomodamiento
no sean obedecidas, por ejemplo, un decdgono de la red Penrose bidimensional puede
ser extraido y vucelto a colocar en otra forma que viole las reglas de acomodamiento, en
el mismo lugar y ain mantener la misma orientacion, el cuasicristal mantiene su orden
orientacional de largo alcance. También de una manera muy sutil, puede mostrarse que
la red de Penrose tiene un tipo de orden traslacional euasiperiddico, el cual se observa al
sombrear los rombos bajo la condicién de que tengan lados paralelos a cierta direccién.
Esto forma una seric de lineas irregulares dentadas, las cuales son paralelas y estin aprox-
imadamente espaciadas en forma regular, en similitud con la figura 1.1. Puede decirse
que las redes Penrose tienen un orden traslacional cuasipericdico de largo alcance (Fig.
2.11).

32



Av‘ Q
e N\
vs’l".\ N

Figura 2.11: Orden de largo alcance traslacional (cuasiperiédico)
en una red de Penrose. Las Ifncas dentadas pueden ser trasladas
a otra parte del la red y corresponder.

Se ha sugerido que la red de Penrose puede modelar materiales reales (Levine, 1984).
De esta manera la propuesta de modclos de cuasicristales basados en mosaicos de Pen-
rose tridimensionales origing el estudio de estructuras matemdlticas cuasiperiddicas. Sin
embargo, aunque los modelos basados en ¢l mosaico de Penrose han tenido una gran
aceplacion, la correspondencia entre ellos y los resultados experimentales todavia no es
satisfactoria, ya que los patrones de difraccén predichos por la teoria son picos de Bragg
con una anchura dada por una funcién delta, mientras que los patrones observados tienen
un ancho finito. Steindhardt ha propuesto la explicacion de que esta diferencia, sea con-
secuencia de defectos estructurales producidos durante ¢} crecimiento del cuasicristal. En
algunas de las direcciones de los patrones las diferencias no son muy notorias. Parte
del problema se debe a la incertidumbre que existe acerca de cdmo se deben colocar los
dtomos en las celdas de la estructura para reproducir los resultados experimentales.

Debido a la falta de resultados experimentales concluyentes con respecto a la local-
izacidn de los dtomos en la red de Penrose, se puede plantear el problema de electrones
desde dos puntos de vista: a) que los dtomos estén colocados cn los vértices de la red
(Aguilera, 1987) b) que los dtomos estén colocados en el centro de los rombos {Tsunet-
sugu, 1991). Para el problema de vértices Wang y Barrio desarrollaron un método dentro
del grupo de renormalizacion con el fin de analizar la estructura de bandas electrénicas de
camulos grandes (Wang, 1991). En la figura 2.12 se muestra la densidad de estados local
para una red de penrose con 14550 atomos. En esta figura se puede observar la cstructura
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Figura 2.12: Densidad de estados lacal para una red de Penrose
de generacién n = 23 (14550 sitios). a) y b) corresponden a
sitios inmediatos en la mitad de la red (figura tomada de Wang,
1992).
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de bandas s consitituida por un conjunto de bandas y gaps. llasta el momento, estos
resultados no se han podido comprobar experimentalmente debido a que log experimentos
son poco claros y no presentan las peculiaridades esperadas (Biggs, 1990).

Hasta el momento, la localizacidn de los estadoy electrénicos en los cuasicristales es un
problema sin resolver. En el estudio de este problema es conveniente utilizar a’solucién,
correspondiente a los estados atémicos individuales, o sca, utilizar las funciones de Wa-
nnier, debido a que los cuasicristales se consideran sistemas aperiddicos y sus estados
electrénicos son generalmente mis localizados. Dicha localizacidn representa una nueva
clase debido a las caracteristicas particulares que muestra. En general, la estructura
de bandas para estos materiales es muy complicada, por eso, estudiarlos a través del
hamiltoniano de enlace firme simplifica un poco la tarca, ya que no se requicre espacio
reciproco, La estructura que pueden mostrar estos materiales despierta interés en el
tipo de propiedades que podrian esperarse, las cuales dada las condiciones tal vez serian
completamente inusuales,
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Capitulo 3

SIMULACION ANALOGICA

La obtencién de mono-cuasicristales de dimensiones macroscépicas se ha encontrado con
grandes dificultades, y micntras se desarrollan técnicas para tal objetivo, las propiedades
electrénicas se han analizado a través de modelos cuasicristalinos artificiales. La estruc-
tura de bandas electrénicas para los cuasicristales en general es muy complicada. Sin
embargo, una manera simple cousiste eun aislar los efectos de la cuasiperiodicidad, uti-
lizando ¢! hamiltoniano de enlace firme para bandas 3. Se sabe que los clectrones tipo s y
los fonones isotrépicos tienen el mismo comportamiento, excepto por un corrimiento en la
energfa, dentro del formalismo de enlace firme (Economoun, 1983). Por lo tanto, podemos
estudiar el comportamiento electrénico en cuasicristales a partir de una simulacién vibra-
cional. En general la interferencia de ondas debido a la cuasiperiodicidad es de interés, ya
que dicha interferencia es simple en una red periddica y presenta interferencia destructiva
al cumplirse la ley de Bragg. Abora bien, como los electrones y fonones muestran com-
portamiento ondulatoriv, la localizacion de los estados es precisamente resultado de dicha
interferencia. Con el nuevo método, que a continuacién se describe, es posible observar
directamente la localizacion de ondas en sistemas cuasiperiédicos bidimesnionales, Con-
siste en aplicar corriente alterna a una red de osciladores LC isterconectados de acuerdo
a la red de Penrose. Esta simulacién analégica realizada en una red cuasiperiddica bidi-
mensional, en particular, puede ayudarnos en anilisis de materiales cuasicristalinos, como
es el caso de la fase decagonal de la aleacion AlMn, la cual presenta una red de Penrose
bidimensional en ¢l plano y es periddica en el tercer eje.

3.1 TEORIA DE LA SIMULACION

En analogia con la mecdnica un circuito simple LC se asemeia a un sistema de una masa
amarrada a un resorte en que, entre otras cosas, ambos sistemas tienen una frecuencia
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caracteristica de oscilacién dada por :

1
wo = T (3.1)

Cuando se tiene un conjunto de osciladores LC interconectados, las frecuencias carac-
teristicas se determinan a partir de las leyes de Kirchhoff para estados estacionarios {ver
Apéndice A.2). Las leyes de Kirchhoff para estados estacionarios pueden escribirse con-
venientemente de la siguiente forma

WOV, + = TV~ Vi) =0, (3.2)

m

donde la inductancia L y la capacitancia C tienen el mismo valor para todos los ele-
mentos, V;, es el voltaje medido en el sitio n, cuando se excita ¢l sistema mediante una
onda eslacionaria de frecuer cia w. Aqui, la sumatoria se extiende a todos los sitios m
directamente conectados al sitio u.

Las Ecs, 3.2, constituyen un problema de valores propios y tienen la misma solucién
que la ecuacién secular:

- MUy 4 K S Un = Un) =0 (3.3)

para los desplazamientos U, de masas M interconectadas a través de -resortes isotrdpicos-
de constante de fuerza K. Las Ecs. 3.3, sc identifican como las ecuaciones de movimiento,
ya sea para los fonones isotrdpicos o para los electrones s dentro de la aproximacion de
amarre fuerte, debido a que la densidad de estados para electrones y fonones, dentro del
modelo de enlace firme, es similar excepto por un corrimicnto en la energia para el caso
de los electrones 3, como se observa en la ecuacién

(€a— E)en+ 3 Bumem =0 (34)

la cual es obtenida a partir de la funcién | >= 32, eajn > y el hamiltoniano de enlace
firme. En la Ec. 3.4, ¢, es la componente correspondiente al sitio n de la funcién propia, 4
es la integral de transferencia, E es el valor propio y €, es la auto-energia del sitio n. Nétese
que las ecuaciones de Kirchhoff y las ccuaciones de movimiento tanto de fonones isotrépicos
como de electrones 9 son cquivalentes, es decir, el voltaje local V,, en las ecuaciones de
Kirchhoff equivaldria al desplazamiento local U, en las ecuaciones de movimiento de los
fonones isotropicos, o al ¢, para el caso de los electrones s. Esta equivalencia ¢s de
esperarse, puesto que en log tres casos se trata de ondas en redes discretas.
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Figura 3.1: Red de Penrose para la generacion n = 13

3.2 DESCRIPCION DE LA RED

Con el fin de estudiar las excitaciones elementales en cuasicristales, tales como fonones
y electrones, se realizé la simulacién analdgica en una red bidimensional de tipo Penrose
finita. Los vértices de dicha red tienen colocados capacitores, los cuales se conectan a
través de inductores. La red construida corresponde a la generacién 13 (Fig. 3.1) de la
red de Penrose, de acuerdo al proceso de inflacion (Wang, 1990). En dicho proceso se
utilizan los tridngulos de Robinson, los cuales son obtenidos partiendo a la mitad los dos
rombos de Penvose (Fig. 3.2). Para unir las dos baldosas bdsicas y generar la red de
Penrose la regla es: ¢l proceso de construccion de la cadena de Fibonacci, con el cual,
para obtener determinada generacidn se unen dos generaciones inmediatas anteriores. En
este caso, para la red de Penrose, la regla de unidn indica que los lados de las generaciones
n--1yn—2deben tener la misma longitud y, que la suma de las generaciones es en
forma alternada, es decir, dos veces se suma por la derecha y dos por la izquierda y
asi sucesivamente. Las primeras generaciones de la red generadas por dicho proceso se
muestran en el apéndice A.2, La férmula recursiva para el procedimiento de construccién
de cada generacidn puede presentarse como: T'(n) = T'(n—1)+T*(n~2), donde () indica
la imagen espejo de la generacién {n —2). La red generada por este proceso (tridngulos
de Robinson}, contiene enlaces cortos, medianos y largos, pero puede convertirse en la red
de Penrose que tiene como base los rombos, climinando los enlaces cortos y largos, lo cual
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Figura 3.2: Tridngulos de Robinson.

se efectiio en la figura 3.1.

Para la construccion, la red para la generacién n = 13 fué dibujada en una placa de
fibra de vidrio con una de sus superficies con cobre para tomar tierra, y contiene 137
vértices y 240 enlaces. En cada vértice se colocé un capacitor de 1uF + 10% con un
extremo conectado a tierra. Los capacitores se enlazaron en dicha red con inductores
toroidales de 7.8m Il + 5%, los cuales a su vez, sc conectan a los extremos libres de
los capacitores (Fig. 3.3). Por lo tanto, el arreglo puede visualizarse como una red
cuasiperiédica bidimensional de lineas de transmision (Chua, 1987). La forina toroidal de
los inductores obedece a la necesidad de minimizar el problema de inductancia mutua,
basdndose en el hecho de que una bobina toroidal tiene su campo magnético practicamente
confinado en el espacio interior dentro del toroide. Los micleos toroidales son de ferrita
con una permeabilidad maguética relativa y1/ug o 1500, un didmetro externo de 30mm,
interno de 18, 5mm y 8mm de espesor, con lo cual se aumenta varios ordenes de magnitud
¢l campo magnético dentro del toroide. Dichos nicleos son embobinados con alambre de
cobre de 1.1 mm de didmetro. El mimero de vueltas en cada bobina es ajustada con el
fin de reducir las diferencias en L entre ellas, lo cual se logra caracterizdéndolas en funcién
de determinada frecuencia. También se considera los efectos disipativos de los inductores,
por lo que, se han tomado en cuenta la dependencia de Ia magnetoresistencia de w. Para
esto, fueron examinados experimentalmente los inductores, los resultados indicaron que
en las inductancias debe considerarse un término imaginario ~R(w, AV)/w que depende
tanto de la frecuencia como de la diferencia de potencial a la que estén sometidas. A
voltaje constante (AV = 0.2 volts de pico a pico), R(w) =~ 0.006w™ y a frecuencia fija
(w = 500Hz), R(AV) ~ 5.6AV. Por otro lado, la parte real de la inductancia es también
funcién del voltaje aplicado, por ejemplo para 500 Hz, L(AV) 2 7.7 + 4.5AV

Existen muchas mancras de excitar este sistema de osciladores LC, por cjemplo uno
podria irradiar ondas electromagnéticas de radiofrccuencias y medis el espectro de ab-
sorcién, o uno podria también alimentar el sistema mediante una corriente AC en uno o
varios puntos de la red. En cualquier caso, las condiciones a Ja frontera para las ecuaciones
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Figura 3.3: Dibujo esquemdtico de la red de osciladores LC
interconectados formando una red de Penrose de generacién n =
13. Los enlaces de la red son reemplazados por inductores y, en
cada vértice se coloca un capacitor con uno de sus extremos a
tierra y otro conectado a los inductores.



de Kirchhoff de la red bidimensional de Penrose dependen de la forma de alimentar al
sistema. En nuestro caso especifico. hemos inducido un voltaje fijo en el sitio 1 que se
localiza en cl extremo agudo del tridngulo de la red (Fig 3.1). Por lo tanto, la primera de
las ecuaciones del circuito (n = 1) tiene un término inhomogénco desconocido de corriente
I{w), mientras que ¥} tiene una magnitud constante para el caso de alimentacidn de 0.2
volts de pico a pico.

3.3 RESPUESTA ESPECTRAL DE LA RED

Con el fin de estudiar los modos normales de vibracion en una red cuasicristalina bidi-
mensional, se ha alimentado al sistema con corrientes alterna de diferentes frecuencias
registrandose las frecuencia de resonancia, las cuales nos indican los eigen-valores de la
Ec. 3.3. Para ésto, se alimentd corriente alterna monocromatica en el extremo agudo de
la red con voltaje fijo de 0.2 volts de pico a pico. El espectru de corriente de alimentacién
obtenido se muestra en la figura 3.4 y se compara con la solucion apropiada de las ecua-
ciones de Kirchhoff, es decir, se ha introducido una inductancia L compleja en la Ec.
3.2. Cabe mencionar que el calculo tedrico no conticne pardmetros ajustables, excepto
R(w), cuyos valores fueron tomados a partir de la caracterizacién de loy inductores reales.
Las frecuencias de los modos normales son independientes del valor de R{w), a pesar de
que intensidades relativas de los picos de alta frecuenda son disminuidas por el efecto
disipativo R(w). Se puede notar que existe una concordancia excelente entre el espectro
experimental y el teorico, lo cual nos brinda confianza en el circuito.

Asimismo, con el fin de aislar los efectos de la cuasiperiodicidad, se realizd también
un experimento similar para sistemas periddicos, basado en que la equivalencia entre las
ecuaciones de movimiento de los fonones y las leyes de Kirchhoff es independiente de la
simetria de la red. Para esta parte del experimento, se construy6 una red cuadrada de
11 x 11 vértices, colocando capacitores en cada vértice, ¢ inductores de enlaces, similar al
caso cuasiperiédico. Los componentes de este circuito poseen las mismas caracterfsticas
de los utilizados en la contruccion de la red cuasiperiddica de osciladores LC. La red
cuenta con 121 capacitores y 200 inductores de forma toroidal. El experimento se realizé
alimentando el circuito cun un voltaje de 0.2 volts de pico a pico en el sitio (1,1) que se
encuentra en una esquina de la red cuadrada. El espectro de corriente obtenido en funcién
de la frecuencia se muestra en la figura 3.5, en la cual se puede observar las frecuencias
caracteristicas de los modos normales de vibracién de dicha red.
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Figura 3.4: Comparacion entre los espectros tedrico y experi-
mental de la corriente de alimentacién a la red de Penrose de
osciladores L.C, construida con el método desarrollado por Wang
y Barrio en 1990, y que fué alimentada con 0.2 volts de pico a
pico en el extremo agudo de }a red. La escala vertical para ‘s
datos experimentales ha sido corrida por 6.
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Figura 3.5: Espectro de alimentacién de corriente para una red
peridica alimentada en un extemo con 0.2 volts
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3.4 DISTRIBUCIONES ESPACIALES DE AMPLI-
TUD

Al estudiar la naturaleza de los cigen-estados de vibracidn de las redes tanto cuasiperiddica
como periddica, se ha analizado la distribucion espacial de la amplitud de la funcién de
onda para distintos modos de vibracion, observados en la seccidn anterior. Para nuestro
circuito ésto corresponde a medir el voltaje local de todos los sitios y para cualquier
estado. Para el caso cuasiperiddico Ja distribucién espacial de amplitud para los seis
primeros eigen-estados se muestra en la figura 3.6. Se puecde observar en la figura 3.6a
que el pico a 80 Hz corresponde a un modo acistico de longitud de onda mucho mayor que
la dimensidn del sistema. Esto es esperado, ya que para estas frecuencias bajas, la onda
no ve la discretizacién de la red. Los modos subsecuentes pueden ser comprendidos por
analogfa con los estados excitados de una membrana continua, aunque la presencia de la
red cuasicristalina discreta es percibida cada vez mds. Para los estados de alta frecuencia,
la distribucidn espacial de las amplitudes comienza a localizarse en ciertas regiones de la
red, ya que la longitud de onda comienza a ser comparable con la distancia interatémica.
Nétese que la razdén de la distancia entre los nodos subsecuentes cs aproximadamente la
razén dorada, caracteristica que va implicita en la naturaleza de la red. Al incrementar
la frecuencia del modo, las distribuciones comienzan a ser mas complicadas, llegando a
localizarse la amplitud en ciertas regiones, como se puede notar en la figura 3.6f, Para
los valles encontrados entre 340 y 525 Hz, no hay resonancia dentro de la red, observando
un decaimiento exponencial de la amplitud a partir del punto de alimentacidn, puesto
que se trata de [recuencias prohibidas para la red. Resumiendo, puede decirse que a
bajas frecuencias se tienen eigen-estados cuasicristalinos extendidos, pern, los estados
se localizan criticamente cuando la longitud de la onda es comparable con la-distancia
interatémica.,

Existen en la fiteratura numerosos estudios numéricos acerca de la distribucidn es-
pacial de la amplitud de las funciones de onda electrdnicas en sistemas cuasiperiédicos
(Kohmoto, 1987; Ma, 1989; Sutherland, 1986). Dichas distribuciones son muy compli-
cadas, pudiendo compararse con los modos de alta frecuencia, dentro de nuestra simu-
lacion. La complejidad en la estructura se debe a la incomensurabilidad entre la onda y
la red.

Se realizé también un analisis detallade de la distribucidn espacial de amplitud en la
red cuadrada, descrita en la seccién 3.1. Para este caso la alimentacién de 0.2 volts de
pico a pico fué inyectada cn una esquina de dicha red. Para los eigen-tnodos mostrados
en la figura 3.5, se midié la distribucion espacial de la amplitud para todos los sitios y
los resultados de los primeros cinco eigen-estados se muestran en la figura 3.7, Nétese
que a diferencia de las distribuciones para el caso cuasiperiddico, las amplitudes oscilan
periodicamente no existiendo localizacién de los estados atin para altas frecuencias.

Con el fin de estimar la longitud de onda de dichas oscilaciones se presentan en la figura
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Figura 3.6: Distribucidn espacial de las amplitudes para los scis
primeros eigen-estados de menor frecuencia del espectro para
una corriente de alimentacién: de 0.2 volts. Los ejes verticales
representan los voltajes medidos en los vértices. Los eigen-
valores se indican en cada figura.
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3.8 las curvas de nivel de las distribuciones espaciales de amplitud para los cigen-estados
de la red periddica, Sabemos que ia esquina opuesta constituye el punto menos afectado
por la condicidn de frontera impuesta por el modo de alimentar el sistema. Por tal motivo
se procedié a medir a partir de ella la longitud de onda para cada distribucién, registrando
A2 = 12a, A3 = 8a, A; = 6a y As = ba, siendo a el pardmetro de la red. Para el primero
modo es dificil de estimar la longitud de onda, ya que el primer nodo se encuentra casi
en el punto de alimentacién. Se sabe que la velocidad de fase se define como ¢t producto
de frecuencia por la longitud de onda, al realizar dicho producto para distintos estados se
encuentra casi la misma velocidad de fase para lodos log eigen-estados, Este hecho es de
esperarse ya que la relacion de dispersién de fonones en redes periddicas nos indican que
la velocidad de fase para bajas frecuencias se conserva.

Cabe mencionar que los elcclos de frontera son importantes para cualquier simulacién
en ciimulos de redes, sin embargo, a partir de los resultados para la red periédica, podemos
inferir que dichos efectos son secundarios y los resultados obtenidos reflejan principalmente
la simetria espacial de la red.

3.5 EFECTOS NO LINEALES EN LOS EIGEN-
MODOS

Como se habia comentado anteriormente, las interacciones anarménicas son determinantes
en ciertos fenémenos fisicos, tales como la expansién y conductividad térmica, la variacién
de los eigen-modos fondnicos con la temperatura, entre otros, Sin embargo, las interac-
ciones anartudnicas en los eigen-modos de redes cuasicristalinas ha sido poco estudiados,
debido a que las ecuaciones no lineales no tienen solucion exacta en general. Lslo, es pre-
cisamente uno de los motivos principales de la presente tesis, puesto que el experimento
brinda una alternativa importante para cl anlisis de dichos efectos.

En base a que los cfectos anarmdnicos scii importantes cuando las amplitudes de
vibracion son mayores, hemos excitado la red con un mayor voltaje (4 volts de pico a
pico), con el fin de simular el comportamiento anarménico de redes cuasicristalinas, El
espectro de corriente de alimentacion obtenido se muestra en la figura 3.9. Nétese que
existe una variacién tanto de las eigen-{recuencias como la forma de los picos, comparando
con ¢l espectro para el caso arménico.

La figura 3.10 muestra la variacién de las eigen-frecuencias para los primeros cinco
estados, cuando el sistema es excitado con diferentes voltajes de alimentacion. Qbsérvese
que existe una disminucién en ¢l valor de la frecuencia para todos los estados, exceptn
¢l modo de mds baja frecuencia. Para analizar esta variacién consideremos las leyes de
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Kirchhoff en forma de ecuaciones diferenciales

C'ET;" + Z V, = Vi) =0, (3.5)

donde la inductancia L = Lg + IAV 4 iZAV, siendo Ly = 7.TmH, [ = 4.5mH/[volts y
r = 5.6Q/volts. Expandiendo la ecuacién diferencial en serie de Taylor, se tiene que

C%+ﬁ>m:{<vn-vm)f(’+' )(v" v.n)u(“‘)(v Yy - }=

(3.6)
Esta ltima ecuacién representa un sistema acoplado de 137 ecuaciones diferenciales no
lineales que se compara con las ecuaciones de movimiento para fonones con interacciones
anarmonicas. Este sistema de ecuaciones no tiene solucién analitica. Por lo tanto, nue-
stro circuito proporciona una alternativa para el estudio de los efectos anarménicos en
cuasicristales y permite un andlisis analdgico de la solucién exacta.

Unicamente con el fin de estimar la importancia de log efectos anarménicos, reescribi-
mos el sistema de ecuaciones, sin considerar el acoplamiento entre diferentes osciladores,

como: oy
Zt WV eV 4 wdeVi— . =0, (3.1)
donde ¢ = (I + i2)/L;. La solucién puede buscarse en forma de una serie de aproxima-

ciones sucesivas
Vo= v 4 v 4 p® (3.8)

siendo

VM = gcos wi (3.9)
con un valor exacto de w que puede buscarse en forma de una serie w = wo+wM 4@ 4.,
Por otro lado, la fase inicial en V() puede anularse escogiendo convenientemente el origen
del tiempo. Ahora bien, en las aproximaciones, donde se incluyen términos de orden mds
elevado, este método hace que los factores peridicos que figuran en la solucién contengan
valores exactos de las frecuencias, lo cual se consigue con la condicién de no haya términos
de resonancia. Con la aproximacién de segundo orden se tiene V3 = ( 1 soeduty
Para la aproximacién de tercer orden con V = V1) 4 V(3 4 @ y w = wy + w“)
tendremos una ecuacién diferencial lineal no homogénea para V@,

VO L w2V 0 = —2uley VB _ 2B 4 Qv (3.10)

Sustituyendo en el segundo miembro de la ecuacién V0 y V), y aplicando la condicién
de que no haya término de resonancia. Esto sc logra igualando a cero el coeficiente del
factor de resonancia cos wt que aparece en el segundo término despues de la sustitucidn,
Efecttiando lo anterior, obtenemos que existe una correccidn de la frecuencia fundamental,
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Figura 3.11: Variacién de los eigen-valores para dos estados de
menor frecuencia en funcién del voltaje de alimentacidn.

la cual es proporcional al cuadrado de la amplitud de las oscilaciones, dicho de otra
manets, ¢l corrimiento de la frecuencia a primer orden estard dado por (Landau y Lifshitz
1985): 22
Aty

W=ty & == (3.11)
donde A es la amplitud del oscilador no perturbado. De manera similar al anélisis per-
turbativo, la disminucién en la frecuencia de los efyen-modos puede explicarse también a
partir de la ecuacidn para la frecuencia caracteristica wp = 7%5, ya que al incrementar
el voltaje aumenta la inductancia, y consccuentemente disminuyen las frecuencias. La
forma explicita de esta disminucidn en las frecuencias depende de la topologia de la red.

Por otro lado, la variacién de las eigen-frecuencias en la red peridica también fué
estudiada. Aligual que para el caso cuasiperiddico, la red periddica se excitd con diferen-
tes voltajes de alimentacién, obteniendose la variacién de los eigen-valores, para los dos
primeros estados, en funcién del incremento del voltaje de alimentacién se muestra en la
en la figura 3.11. Obsérvese que los cfectos no lineales estdn presentes también en la red
periddica, esto es, existe un corrimiento de los efgen-valores.
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Otro aspecto interesante, es cdmo cambia la naturaleza de los eigen-estados con las
interacciones anarménicas, para ésto, analicemos la distribucién espacial de amplitudes
para las frecuencias de los eigen-modos del espectro oblenido con una alimentacién de 4
volts de pico a pico en ¢l dngulo agudo de la red de Penrose utilizada,

En la figura 3.12, se muestra la distribucién espacial de las amplitudes de los primeros
cuatro eigen-modos observados en el espectro experimental de corriente con una ali-
inentacién de 4 volts {figura 3.10). Se observa en dichas distribuciones espaciales de
amplitud, que se ha perdido la localizacién de los estado producida por la cuasiperiodici-
dad cuando se alimenta con vollaje bajo. Esta respuesta es muy similar al caso de la red
periddica (ver Fig. 3.7), lo que indica que los efectos de cuasiperiodicidad han dejado de
ser importantes cuando la interaccién anarménica comienza a ser significativa.
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Conclusiones

Esta tesis presenté un nuevo método para poder observar directamente la localiza-
cidn de la funcién de onda fonénica, conto una consecuencia de la interferencia de ondas.
Analizé también, el caso de una red cuadrada con objeto de aislar los efectos no lineales.
Asimismo, se estudié en detalle ¢ comportamiento anarménico de la red cuasiperiddica, a
través de excitar el sistema medjante una vibracion de mayor amplitud, Como conclusién
del trabajo podemos mencionar lo signiente:

1) El circuito eléctrico LC, constituye una alternativa para examinar la localizacién
de ondas en redes bidimensionales, tanto cuasiperiédicas como periddicas, ya que
permite medir en forma directa y precisa las amplitudes de las eigen-funciones en
cualquier sitio de la red, sin nccesidad de equipos sofisticados. Para el campo de
la docencia, esta caracteristica ofrece como ventaja, una visualizacién directa de
ciertas cantidades cudnticas, tales como es ¢l caso de la funcién de onda.

2) La existencia de una buena correspondencia entre la teoria y el experimento, una
situacién poco usual en los estudios de materiales reales, brinda confianza en el
método, con el cual, debido a su gran simplicidad, se han podido aislar las pecu-
liaridades mds importantes del sistema.

3) En la red cuasiperiddica, se han observado eigen-estados realmente extendidos a baja
frecuencia y estados criticamente localizados, cunando la longitud de onda es com-
parable con el pardmetro de la red. El origen de dichos estados criticos se debe a
una interferencia peculiar de ondas provocada por la cuasiperiodicidad de la red, es
decir, se debe a la la inconmensurabilidad en las fases de las ondas que legan a un
mismo sitio desde sus vecinos mas proximos.

4) A través de un andlisis del caso periddico, se punde deducir que los efectos de frontera
tienen poca influencia en los resultados obtenidos, es decir, los espectros observados
se deben principalmente a la simetria dentro del cinlo, no de la frontera. Este
hecho nos permite inferir la confiabilidad de los resultados obtenidos a partir de la
red cuasiperiddica.

5) La reduccidn de las cigen-frecuencias de los modos normales y el ensanchamiento
de los picos, son las principales caracteristicas de la interaccién anarménica en el
espectro. Y ya que no existe una solucién exacta para estos sislemas en general,
desde el punto de vista de la investigacidn, esta simulacién analdgica representa una
nueva manera de analizar los efectos no lineales.

6) En el caso de redes cuasiperiddicas, las interacciones anarménicas tienen un efecto
determinante en la localizacién de ondas en redes cuasiperiédicas. Y pensamos que la
desaparicion de la estructura fina en la distribucidn de amplitudes puede deberse ala



interaccién fonén-fonén, dado que el Lérmino anarmdnico en el hamiltoniano puede
interpretarse como dicha interaccion dentro del formalismo de segunda cuantizacidn.

Cabe hacer notar que la simulacidn analdgica presentada en esta tesis tiene la virtud
de ser simple, ilustrativa y no requiere equipos complejos. El dispositivo empleado es
versatil y podria utilizarse para diversos propésitos, tales como estudios de la conductancia
selectiva, anisotropia en el flujo de corriente, resonancia en radio frecuencia, entre otros.
Ademds, también a través de un circuito similar podrian analizarse los defectos o fallas en
la cuasiperiodicidad de la red, por ejemplo, los fasones. Obviamente, otros sistemas, tales
como cuasicristales octagonales, dodecagonales o fractales, pueden ser también estudiados
con este método. Finalmente, los resultados obtenidos sugieren que el comportamiento de
una red cuasiperiddica a temperaturas elevadas serd muy similar al de una red periddica,
es decir, por ejemplo, la conductividad térmica y el calor especifico de un cuasicristal real
deben tener el mismo comportamiento que un cristal, cuando la interaccién anarménica
se convierte en una parte importante de las interacciones.
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Apéndice A

Apéndice.

A.1 Simetria de quinto crden

Un cuerpo tiene simetria cuando mediante ciertas operaciones (llamadas de simetria)
puede coincidir consigo mismo. Las operaciones se dicen de primera especie cuando re-
alizan la coincidencia de dos objetos congruentes, y a su vez, estas de primera especie
son de orientacidn (rotaciones) y de posicidn (traslaciones). Las operaciones de segunda
especie realizan la coincidencia de dos figuras enantiomorfas, las cuales, pueden ser con
orientacién {inversiones, reflexiones, rotaciones impropias) y de posicién {plano de desliza-
miento). La rotacién es un desplazamiento en el cada punto de la figura que se mueve gira
un dngulo, ltamado dngulo elemental de giro, y en ¢l mismo sentido en derredor de una
recta determinada en posicién, llamada cje de rotacién o de simetria. En todo conjunto
simétrico, el 4ngulo elemental de giro correspondiente a cada uno de sus ejes de simetria
es siempre {raccién exacta de 360 grados, esto es a = 27 /n, donde n es un nimero entero,
lamado orden del eje de rotacién {Fabregat, 1971).

Exiten limitaciones del mimero de ejes de simetria, por ejemplo, un cristal convencional
no puede tener simetria rotacional de quinto orden, para entender lo anterior consideremos
fa prueba de llenar ¢l plano con pentagonos, (Fig. A.l}. El pentdgono regular es la forma
mds simple que posee esta simetria prohibida, y no es considerada como celda unitaria
de un cristal, debido a que al tratar de embaldozar el plano con esta figura geométrica,
entre ellas quedan huecos, esto es, si dos pentégonos son juntados a lo largo de sus
correspondientes lados paralelos, un tercero no puede juntérseles como vecino sin mostrar
lo que se denomina: frustacién.

Puede demostrase gecométricamente que sélo ciertos ejes de rotacidn pueden regir la
simetria de orientacién de los crsitales, esto es, Una prueba de la limitacién de la mul-
tiplicidad de ejes de rotacidn puede ser dada de la manera siguiente: Teniendo una red
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Figura A.1: El embaldozado de un plano con pentigonos mues-
tra el fendmeno llamado, frustacién.

*0

Figura A.2: Figura para probar la ley relativa a la multiplicidad
de los ejes de rotacién.
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consistente de un grupo de n-ejes paralelos de rotacidn. Permitiendose que cada uno de
estos ejes tenga una secuencia lineal de puntos asociada en dngulo recto con ella. Por
cjemplo tomando P_y, P.y, Po, Py, Ps.... A través de Py dejamos pasar un eje de rotacién
de n orden en dngulo recto al plano de la figura (Fig. A.2). Donde la distancia entre Jos
puntos es constante.

PP=PP=..=q (A.1)
Entonces, si el grupo de puntos es rotado alrededor del ¢je, perpendicular al plano, en
un dngulo a donde a = 360°/n se producen dos lineas nuevas (equivalentes) £y, Pj, Pj...
y P, P}, Pj. Ahora bien, P2, P} cs paralelo a PoPy. Por lo tanto P| y P;, son puntos
idénticos en la linea de puntos la cual es idéntica a PyPy. Asi P:,P,‘ = N-aqg donde N ey
un niimero entero. El tridngulo P:lP,'Pg nos da la relacién

PPl =N .ag=2a5coscx (A.2)

Esto s6lo puede ser verdad si .
cosa = Nj2 (A.3)
Ya que el : cosa :< 1, N solamente puede tomar valores de 0, +1, 42, -1 y —-2. El
cos = 0,41/2, ~1/2, +1 y —1; o el 4ngulo a tomar valores de 360, 60, 120, 180, 90. Por
lo tanto, las tnicas multiplicidades para los cjes de rotacién, donde n = 360°/a son los
valores 1,2, 3,4y 6.

A.2 Ecuaciones del circuito.

Como resultado de la interconexidn de elementos en una red, se establecen ciertas limita-
ciones a las corrientes y tensiones asociados con cstos elementos. Unas de estas restric-
ciones son las llamadas leyes de Kirchhoff. Una ecuacién, obtenida como resultado de
la aplicacidn de cualquiera de las dos leyes a una red, es llamada ecuacién de equilibrio
(estacionaria) de una red. En general, Ja determinacién de la respuesta de una red exige
la solucién de un sistema de ecuaciones. Siendo la finalidad del cdlculo hallar las intensi-
dades de las corrientes en diversas partes de ellos. La representacion de un circuito que
solo contenga LC (elementos almacenadores de energia), es muy sencillo y valiosamente
instructivo y su ecuacion es —-%(V., ~W)+§ =0, ycomo C = { tenemos entonces,
—-};(Vq -V + CV = 0. Las ecuaciones del circuito en la red de Penrose, se obtienen
examinando cada una de las componentes de la red para despues ir generando ésta, de
acuerdo con el método de construccién, ideado por Wang y Barrio en 1990 (ver figura
A.3). Las leyes de Kirchhoff para el circuito dé la primera generacidn de nuestra red de
Penrose se puede escribir de la siguiente forma:

1 1 .
E(V:—Vsz(Vl—VanCVn =0

1 1 .
E(W—W)+m(":—%)+xw0%—0
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o N

Figura A.3: Formacion de las primeras cinco generaciones de la
red de Penrose (método de Wang-Barrio, 1990).

Figura A.4: Circuito para la generacién n = 1.
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Figura A.6: Circuito para la genracién n = 3.

1
twly

1 .
;;Z;(Vu—vx)+ (V3 = Vo) + iwCVy =

El circuito para la segunda generacidn se puede escribir:

Vi V) + oV = V) + iV, =0
1
x'wL;;
1
ing

1 .
(Vz—?/l)'*'m(vi—va)'f‘thVz:O

1 .
(Va—Vx)+E(Va—V2)+xw0V3=0

donde Li(i = 1,2,3) son las inductancias {en general pueden ser complejas debido a la
existencia de efectos disipativos en las bobinas), V; es el voltaje medids en el sitio i, C
la capacitancia y w la frecuencia caracteristica de oscilacién. En el caso de la tercera
generacién las ecuaciones de nuestro circuito seran:
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(m—m+.—l-(v.—m+—~. L (v, - v4) +iwC¥; =0

iwlla
;T(‘/z—vl) (V ~ V) +iwCVy =0
1 l .
_ (V. — L - o -
ing(va i)+ isz(Vs Vz)+r’uL,(‘3 Vi) 4 iwCVa =0
1 1 .
m(VJ—Vl)-FE(‘Q—‘S)*-MCVa:O-

De esta forma podemos generalizar nuestro estudio para un circuito de cualquier genera-
cidn. Asimismo, debemos de incluir la restriccién con respecto a los enlaces discutida en
la seccidn anterior, es decir, los enlaces que designamos con inductancias Ly y Ly no serdn
tomados en cuenta, solamente consideraremos los enlaces indicados por la inductancia
L,. Por lo tanto, las leyes de Kirchhoff para estados estacionarios pueden cacnblrse
convenientemente de la siguiente forma:

., 1
WOV, + == 3 (Vi = Vi) = 0, (A4)
iwl, 4
donde la inductancia (L) y la capacitancia (C) ticnen el mismo valor para todos los
clementos, V, es el voltaje medido en el sitio n, cuando se excita ¢l sistema mediante una

onda estacionaria de frecuencia w. Aqui, la sumatoria se extiende a todos los sitios m
directamente conectados al sitio n.
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