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Introducción 

Los cuasicri•tale• descubiertos en la década de los ochentas (Shechtman, 1984), presen­
tan un nuevo tipo de orden atómico, ni cristalino ni amorfo. La importancia del estudio 
de este material se debe, por un lado a que ha provocado una revisión detallada sobre los 
conceptos bá8icos en la física del estado sólido y, por otro lado ha abierto una nueva uni­
versalidad de materiales, los cuales podrían tener importantes aplicaciones tecnológicas, 
puesto que la estructura ele bandas en dicho material es completamente exótica en el 
sentido de que presenta bandas permitidas y prohibidas de ancho infinitesimal y de forma 
fractal. 

La localización de la función de onda en los cuasicristales constituye uno ele los aspectos 
más controvertidos. Los estudios teóricos, predicen la existencia de eigen-estados críticos 
en redes cuasiperiódica.< de una (Kohmoto, 1987) y dos dimensiones (Ma, 1989), por lo 
tanto, se esperan peculiaridades en las propiedades de transporte derivadas de dichas fun­
ciones de onda (Ueda, l!.187). Sin embargo, actualmente existe una falta de concordancia 
entre los resultados experimentales y los teóricos, por ejemplo, los resultados de trans­
porte en cuasicrislalcs reales todavía son poco claros y no presentan las peculiaridades 
esperadas (Biggs, 1990). Sin embargo, se han obtenido resultados muy interesantes en 
sistemas cuasiperiódicos artificalcs. Como ejemplos de éstos se tienen: primeramente, la 
realización de una superrcd siguiendo la secuencia de Fibonacci (Merlín, 1985). El es­
pectro obtenido de la dispcr~ión Raman en dicha superred, ha mostrado la existencia de 
dobleces inconmensurados de la zona de Brillouin para l.., bandas acústica.s (Wang, 1988). 
Otra realización consiste en un arreglo de juntas de Josephson en forma de red de Penrosc 
(Behrooz, 1987). El espectro de la suceptibilidad magnética muestra una distribución de 
picos que sigue la razón áurea (Springcr, 1987). Otro estudio más relevante para estudiar 
la localización de la función de onda en cuasicristales, consiste en conectar un conjunto 
de diapasones también en forma de la red de Penrosc y se excitan con ondas acústicas 
(He, 1989). Sin embargo, en este último experimento por un lado se requieren equipos 
sofisticados y, por otro lado la cuantificación exact. de la. amplitud de onda es sumamente 
difícil. 

En esta tesis, se reporta una observación directa de la localización de la función de 
onda en una red cuasiperiódica artificial, la cual consiste en un conjunto ele osciladores 
LC, interconectados de acuerdo a la rerl de Penrosc. El experimento se realiza aplicando 
una corriente alterna monocrornát.ica. a la. red y ae miden los tigen-modos vibracionales 
de la red (Wang, 1991 y Fuentes, 1992), ya que existe la equivalencia entre l.., ecuaciones 
de Kirchhoff y las ecuaciones de movimiento de los fononcs isotrópicos. Este experimento 
tiene la virtud de ser sencillo e ilustrativo, y no requiere de equipos complejos.' Con el fin 
de aislar los efectos de la cua.sipcriodicidad se realizó tambit!n el mismo experimento en 
una red periódica bidimensional. 

Por otro lado, como la suposición de oscilaciones atómicas pcqueña.'i parece ser razo-



nable para. la mayoría de los sólidos, uno concluiría que las correcciones anarmónicas son 
de interés exclus~vamentc para ~í.lculos de alta precisión. Sin embargo, esto es incorrecto, 
ya que en muchos fenómenos físicos la participación de las interacciones anannónicas es 
determinante, como es el caso de la expansión y conducción térmica, o la variación de 
los eigen·modos Canónicos con la temperatura. Con esta simulación analógica, se tiene la 
posibilidad ele analizar los efectos no lineales en los cigcnMmodos de vibración. Los efectos 
no lineales se observan con facilidad en dicha simulación analógica. aumentando el voltaje 
de alimentadón del experimento, puc.slo que ltt amplitud de vibración se asocia con el 
voltaje local. Esto representa una alternativa y es otro objetivo importante, dado que, 
las ecuaciones diferenciales anarmónica.<J no tienrn solución exacta en general. 

La presente tesis, está organizada de la manera siguiente: en el primer capítulo se 
revisan los conceptos físicos fundamentales para sistemas tanto periódicos corno desorde­
nados. En el segundo se define la cuasi periodicidad y He analizan dos ejemplos concretos: 
la cadena de Fibonacci y la red de Penrose. El tercer capítulo describe en detalle el ex· 
perimcnto, desde el método de construcción, los elementos utilizados y su caracterización, 
hasta la medición de la distribución de amplitud. Asimismo, sr. analiza el corrimiento de 
los eigen-valores debido a los efectos no lineales. 
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Capítulo 1 

FUNDAMENTOS SOBRE 
MATERIALES SOLIDOS 

Los materiales pueden dasificarsc en metales, cerámicos, polímeros y materiales com· 
puestos (Askeland, 1985). Cada uno de cotos materiales tiene distintas propiedades y 
por lo tanto, distintas aplicacionei:i. En los materiales existe una esf.rccha relación entre 
estructura y sus propiedades. El comportamiento físico de éstos, se describe por medio de 
sus propiedades mecánicc1s, eléctricas, magnéticas, Ópticas y térmÍr.a..'i, La estructura de 
un material puede analizarse desde dos niveles: la estructura atómica y el ordenamiento 
atómico del material. Ambos afectan a su comportamiento físico. En el nivel de la es~ 
tructura. de los átomos, se considera que la dh~tribución de lrn1 electrones afecta de manera 
significativa al comportamiento del material, influyendo el arreglo electrónico en la forma 
en que se unen los átomos entre sí . En el siguiente nivel, el ordenamiento atómico, se 
refiere a la organización de los átomos Pn el espacio. Algunos materiales tienen una or­
ganización atómica regular denominada catructura cristalina, y otras -llamadas. amorfas· 
no presentan una distribución atómica ordenada. Por ejemplo, el caso del carbono en su 
estructura de diamante, el tipo de unión que presenta es direccional, entonces entre más 
se superponen los orbitales de Jigadura, más intensa es la unión y consccucntcmcnte posee 
extrema dureza. Ahora bien, con objeto de ana1izar el ordenamiento atómico, tomemos 
un caso notable de polimorfismo: el diamante y el grafito. Las diferencias entre ambos 
radica exdusivamente en el tipo de estructura que presentan. El diamante como se men­
cionó, tiene enlaces direccionales con ángulos hien definidos entre sí tridimensionaJmcntc 
y presenta propiedades de un aislante. En cambio, el grafito tiene sus átomos unidos 
covalentementc según ordenaciones hexagonales planas con uniones débiles del tipo Van 
der Waals entre los planos. Por ésto, el grafito es auisotrópico en sentido de que conduce 
la electricidad y el calor mucho má.• fácilmente en direcciones paralelas a los planos que 
perpendicularmente a ellos. En resumen, el ordenamiento atómico es un factor impor­
tante que determina laa propiedades macroscópica.<J de un material. Dicha <lcterminacióo1 

a partir de la naturaleza microscópica del sólido es precisamente uno de los objetivos 



principales de Ja Ciencia de Materiales. 

1.1 MATERIALES ORDENADOS 

La materia puede encontrarse en estado sólido, líquido o gaseoso, dependiendo princi· 
palmente de las fuerzas de interacción entre las partículas que la constituyen y de las 
condiciones ~xternas tales como la presión y la temperatura. El estado sólido es el que 
posee la mayor fuerza de interacción en general y puede dividirse en base a su ordc· 
namiento atómico en rlos categorías: los amorfos y los cristalinos. A grandes rasgos, se 
puede decir que los amorfos poseen poca o ninguna regularidad en la forma en que los 
átomos están acomodados en el espacio. En cambio, los cristales son estructuras atómicas 
ordenadas tridimcnsionalmcnle. 

Para estudiar la geometría de los cristales existe una abstracción matemática de su 
estructura atómica, la cual está representada por una red regular de puntos, en la que 
cada punto puede sr.r ocupa.do por uno o un grupo de átomos. Esta red puede generarse 
por tres vectores de traslación fundamentales (il, b, C), tales que en todos los aspectos el 
arreglo atómico visto desde el punto Il es idt?ntico al que corresponde al punto 

(1.1) 

donde 7-: es el vector de trasiación y r1 11 n2 y n3 son números enteros. 

En un cristal las operaciones de traslación determinan el modo de repetición y, la 
simetría puntual fija las posiciones de los átomo~ en la celda unitaria, Ja cual, constituye 
la menor 1mbdivisión de la red que retiene sus características generales. Ahora bien, en 
una estructura cristalina sólo son compatibles, con la simetría de traslación exigida por 
la ecuación (1.1 ), )as operaciones de simetría de rotación 2tr/n donde n puede tomar 
únicamente los valores 1, 2, 3, 41 y 6. Por lo tanto, una de las simetrías de rotación 
prohibida es la de quinto orden, (ver apéndice A.I). Sólo existen catorce arreglos posibles 
de puntos, en un espacio tridimensional, que retienen la simetría completad~ un cristal 
A estos arreglos se les conoc:c romo redes de Bravais. 

Para las estructuras cristalirHlB, la red recíproca juega un papel importante en muchos 
estudios analíticos, como por ejemplo, la. teoría de difracción en cristales. La red recíproca 
puede generarse por tres vectores de traslación fundamentales (a~, b~, ¡;. ), los cuales están 
relacionados con los tres vectores de traslación (ii, b, C) de la red directa ele la siguiente 
forma: 

.... Cx ii 
b• = ii·bx e 
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(1.2) 

(1.3) 



(1.4) 

La red recíproca es el conjunto de tod03 los vectores de onda k que producen ondas 
planas con la periodicidad de una red de Bravais dada. Dicho analíticamente, ·k corres­
ponde a la red recíproca de una red de Ora.mis de un conjunto de puntos R., tal que la 
relación e1k-(r'+J1) = c1k·r se cumple para cualquier r y para todo f1 en la red de Bravais. 
Por lo tanto, Ja red recíproca puede caracterizarse como el conjunto de vectores de onda k 
que satisfacen e1k·fl = 11 parí\ toda 11 en Ja red de Bravais. La red recíproca tiene la virtud 
de que todas las propiedades del sólido pueden estudiarse dentro de la primera zona de 
Brillouin (Kittel 1976). Esto se debe a que el origen (d punto f) del espacio recíproco 
corresponde al infinito del espacio <lin~cto. 

En los sólidos cristalinos, los átomos muestran un ordenamiento de largo akancc. Exis­
ten dos tipos de orden de largo alcance, uno orientacional y otro traslacional. Por <~jcmplo, 
consideremos una re<l bidimensional periódica (Fig.1.1) en la c.ual cada punto posee una 
jaula hexagonal (celda unitaria) a su alrededor, de tal forma que la red pueda descom­
ponNse en celdas unitarias hexagonales. El orden orirntacional de largo alcance puede 
observarst~ en la característica <le que todos los hexágonos tienen la misma orientación, 
ésto c<J, los lados de cada hexágono son paralelos a los lados de los otros hexágonrn1 a 
través de toda la red. Por otro lado, el orden tra.slacional se nota si dibujarnos una fa­
milia de líneas parnlelas en la n•d, ci:ipaccadas con una distancia exactamente igual, que 
puede trasladar:( de un lugar a otro y coincidir con lru líneas de cualquier otm familia. en 
otra parte de la red. 

La regularidad del acomodamiento de los átomos en un sólido se debe en gran medida 
a las con<licionf!s geométricas impuestas por la dirccdonali<lad de las u11ionc1:1 entre los 
átomos. Dichas uniones se determinan a partir de la función de onda electrónica. Por 
lo tanto, el estudio deJ comportamiento electrónico no sólo es importante en la caracteri­
zación de las propiedades del sólido, sino también en la propia formación <lcl mismo. 

Exii:itcn diversos modelos que intentan describir el comportamiento de los electrones 
en los sólidos cristaliuos. Uno ele los primeros fué propuesto por Drudc en HJOO, el cual 
funciona moderadamente bien sólo en 101:1 cristales metálicos monovalentes y, se le conoce 
como el modelo del electrón libre (McKelvey, 1972). Entre sus logros más importantes 
se encuentra la predicción aproximada de la relación entre la conductividad eléctrica y la 
térmica de los electrones, El modelo desprecia tanto la interacción entre los electrones 
entre sí como con los iones positivos. Somrncrfold en 1927 mejoró c1 modelo considerando 
que Jos electrones actúan como las partículas libres de un gas sometidas sólo a las li­
mitaciones de la c!ltadística de Fcrmi-Dirac. Sin embargo, dicho modelo no es capaz de 
explicar por qué los materiales presentan propiedades de conducción que varían desde un 
buen conductor hasta un típico aislante, entre los cuales la diferencia de la conductividad 
es de aproximadamente 30 ordenes de magnitud. Para este fin surgió la teoría de bandas, 
la cual considera la simetría traslacional del sistema y Ja presencia de un solo electrón 
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Figura 1.1: Las dos clases de orden de largo alcance que son 
inherentes en cristales counmcioualcs son ilustradas en una red 
periódica bidimensional: El patrón puede ser descompuesto en 
hexágonos con un átomo en su centro. Entonces, el hexágono 
como celda unitaria del cristal (esquina inferior derecha) tiene 
la misma orientación en cualquier otra parte {como el del centro 
a la derecha). Lo que indica el orden orientacional en la red. 
El orden traslaciouaJ es demostrado usando la familia de líneas 
paralelas que corre de la esquina inferior izquierda a la parte 
central a la derecha de la red, cuando la líneas son dibujadas 
cada punto es incluido en una o en otra y la distancia entre clias 
es exactamente la misma. Hay vari:i.s familias, otra es dibujada 
en la parte superior de la figura, la dist,~1cill. entre las líneas 
puede variar de una familia a otra. La posición y dirección de 
las líneas en cualquier parte de la red puede ser determinada por 
traslación (moviendolas a cualquier otra parte de la red). 
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Figura J.2: En la molécula lineal de seis ;itomos de hidróge!lo, 
al acercar Jos átomos el acoplamiento entre los átomos aumenta 
y los niveles de energía se dividen como se observa. En un sólido 
puede llegar a considerarse los nivele!-! atómicos ensanchados a 
bandas ele energía permitida. 

sometido a un potencial periódico, el cual incluye la distriLución periódica de carga de los 
iones aitua.dos en los punto.'i reticulares y el potencial promedio aportado por los demás 
c}ectrones de valencia. A partir de esta teoría se puede r.akular las funciones <le onda del 
electrón, llamadas funciones de Bloch, que son soluciones de la ecuación de SchrOdinger 
para un potencial periódico, y están dada:i (Kittcl, 1976) por : 

(J.5) 

donde Uk(f') tiene el período de la red cristalina, es decir, Uk(f') = UkV + 1'). Un electrón 
descrito por estas funciones de Bloch, tiene la misma probabilidad de estar en todas las 
celdas unitaria<J de la red. A estos estados se les denomina estados extendidos. 

Con el fin de entender el origen <le las bandas electrónicas en sólidos, consideraremos 
primeramente dos átomos idénticos que se aproximan entre sí . Al ser átomos idénticos, 
éstos poseen los mismos estados electrónicos del átomo. Al entrar en interacción entre 
sí cada par de estados electrónicos degenerados se desdoblan en dos niveles con energías 
diferentes. Para un sistema de N átomos, se formarán N niveles por cada nivel del átomo 
aislado y estos N niveles estarán asociados con una o má.. bandas {Fig. J.2). En ciertos 
casos existe superposición de banda..'> 1 por ejemplo, el sodio metálico. Los espacios entre 
las bandas permitidas son energías prohibidas, denominándoselcs, bandas prohibidas o 
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Figura 1.3: En un aislante existe una región prohibida de energía 
que separa el nivel ocupado m<i.s alto y el nivel desocupado más 
bajo (a). En un metal la frontera se encuentra en una región de 
niveles permitidos (b). 

brechas de energía. Dependiendo de dicha brecha de encrgfa los materiales pueden ser 
caracterizados (Fig. 1.3). Es decir, a temperatura cero absoh1to los aislantes presentan 
una b1echa de energía entre la cima de la banda llena más alta y el fondo de la banda 
vacía más baja. En los conductores, no existe dicha brccl1a de energía. En cambio, cuando 
la temperatura es diferente de cero, en los semiconductores existe la prohabilidad de que 
algunos electrones sean excitados y crucen la brecha de energía a la banda desocupada 
más baja, ya que en estos materiales, la dimensión de la brecha de energía es menor que 
3 cV. (McKelvey, 1976). 

En un cristal rcttl, el potencial que experimenta un elc>ctrón es <le suma complcjidn.d, 
y no se conoce en general a priori . La manera de enfrentar esta. dificultad, se basa 
en la teoría de perturbaciones a. través <le <los enfoques diferentes: la aproximación del 
electrón casi libre y la aproximación de enlace firme (light binding). En la aproximación 
del electrón casi libre, se considera que la energía total del electrón es mayor que la 
energía potencial periódica. En estas condiciones, las bandas permitidas son anchas y las 
prohibidas angostas. En cambio, en Ja aproximación del enlace firme se considera que Ja 
energía potencial del electrón representa casi toda. la energía. En este ca.so, IM bandas 
permitidas son angostas. Las funciones de onda y niveles de energía permitidos de todo el 
cristal estarán íntimamente relacionados con las funciones de onda y niveles de energía de 
los átomos aislados respectivamente. La aplicación de la aproximación correcta depende 
del tipo de material parlicular en cada caso. 

En el modelo de enlace firme, las funciones de onda se basan en las funciones de 
Wannier que son transformadas de Fourier de las funciones de Bloch. Las funciones de 
Wannicr constituyen una base alternativa para expresar la solución general de la ecuación 
de Schr&linger, y son ortogonales y centradas en los puntos de la red (Kittel, 1976). 
Dichas funciones no se conocen a priori, ya que constituyen la solución del problema. 
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Figura 1.4: Funciones de poleucial usado cu el cálculo de la 
aproximación de enlace firme. 

Por lo tanto, en la práctica las sustituyen por los orbitales atómicos (1/10 }, como una 
aproximación de las funciones <le Wannicr. De esta forma, la función de onda electrónica. 
del sólido tPk(f°) se escribe como una superposición lineal de funciones de onda atómicas 
de la siguiente forma: 

V'k(f) = N' 12 L: c'k";'i/lo(r - ~.) . (1.6) 

" 
donde rn es la posición dc>l n-csimo átomo y la suma se realiza imbrc todos los puntos de 
la red. Esta función de 011da satisface la ccuacion de Schrüdingcr para todo el cristal, con 
un potencial V(f) (Fig. IA) que representa el campo periódico de la red cristalina, ésto 
es, 

lli/•k = (-!:':._ 'V 2 +v(i')) .Pk = Ei/lk 
2m 

El operador hamilloniano se puede escribir como la suma de dos partes, 

siendo 

y 

ll = Ifo + If' , 

l ,,, ' V.(~ ~) 
lo= -

2
m 'V + o r - rn 

H' = V(r) - Va(r - r.) , 

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

donde J¡' representa el hamiltoniano de perturbación para el electrón en el cristal en 
comparación con el átomo aislado. 



La energía electrónica E(k) se puede encontrar determinando el valor esperado de!!, 
{McKelvey, 1976), obteniendose: 

E(k) = j 1/!i,.(110 + 11')!/'kdv (1.ll) 

E(k) = E0 + ~ ~ { ~e;kC'0 -'m) j ,¡,~(r - r .. )[V(r} - V.(r- T;,)]!/Ju(r- i',,)dv}. 

(1.12) 
En el cristal por la periodicidad la suma se realiza sobre todos 10s valores de n, cada 
término de la suma sobre m nos dará el mismo valor. Esto es, el valor de la suma sobre m 
será el de cualquier término <le la suma (para mayor claridad, tomaremos cuando m =O) 
multiplicado por el mímero (N) <le términos de <lid•a suma. Por tanto, la ecuación para 
la energía se puede escribir como sigue: 

{l.13) 

donde la suma se realiza sobre todos los átomos del cristal. Sin embargo, puesto que la 
función atómica 1/.•0 decrece rápidamente con la distancia y, puesto que las magnitudes 
de las integrales en la Ec. (J.13) están gobernadas esencialmente por el grado de super­
posición entre dos funciones de onda centradas en dtomos separados por distancias f;0 

las r:on,,ribuciont·s de los términos de la suma se reducen con gran rapidez conforme au­
menta~. Por lo tanto, corno una primera aproximación se considerarán sólo los términos 
de vecinos más cercanos. Y se supone que la.'l funciones de onda t/10 son esféricamcate 
simétricas {estados s). La extensión a lo• estados pes directa (Mott, 1958). 

Para 11 =O, la integral de la Ec. (J.J3) se convierte en 

j V'~(i')[V(i') - Vo(i')].Po(i'Jdu = n, {l.14) 

mientras que, parn los átomos más cercanos, 

j ,¡,~(r')[V(i') - Vo(i')].Po(r- i'.)du = (J, (1.15) 

en donde T:. es un vector que relaciona al átomo en el origen con el átomo vecino más 
cercano. De esta forma podemos escribir la, Ec. (1.13), como •igue 

Ek = Eo + n + flI::C;k.¡;, . (1.16) 
n 

A esta última relación se le conoce como la relación de dispersión. 
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Por otro lado, utilizando la notación de Dirac y en la representación de las funciones 
de Wannier, el hamiltoniano de enlace firmc dentro de la aproximación de vecinos más 
cercanos puede escribirse como: 

11 = <oEli >< il+fi E¡; ><il, (t.17) 
<i..t> 

donde ji > es la función de Wannier centrada en el sitio i y el conjunto de sitios (i} 
forman la red. Los elementos diagonales de Ja matriz del hamiltoniano (<o) representa la 
energía de ocupación en el sitio i y los elementos fuera de diagonal de la matriz (fi) son 
lc18 amplitudes de transferencia de un electrón del sitio í al sitio j, siendo i y j vecinos 
más cercanos, el cual se indica por < i,j >· 

Una forma de resolver la ecuación de SchrOdingcr correspondiente a este hamiltoniano 
es por medio de las fuuciones de Green. La función de Green independiente del tiempo 
puede definirse (Economou 1983) como Ja solución de la ecuación diferencial inhomogénea 
del tipo 

[E- ll(r)]G(1·,r'; E)= ó(r - r'), (1.18) 

donde la energía es una variable compleja ya. que la función de Green presenta singulari­
dades en el eje real de E. ll ( 1") es el operador hamiltoniano independiente del tiempo, y 
posee un conjunte completo de cige11-funcioncs {,P11{r)}, es dt'cir, 

H(r)</>.,(r) = B.,if¡.,(r) , (1.19) 

donde, {</>.{1·)} satisface las mismas condicion"" a la frontera que G(r,r';E). 

El estudio de las funciones de Green en el caso cuántico resulta más conveniente 
realizarlo utilizando la notación de Dirac, para lo cual escribimos las siguientes definiciones 

if¡.,(r) = (rj</>.,), 

ó(r - r')H(r) = {rjl/jr'), 

G{r,r'; E)= (rjG(E)jr'), 

(rjr') = ó(r - r'), 

En esta notación se puede escribir 

j drjr)(rj =l. 

(E - ll)G(E) = 1 

111</> .. ) = ,1.,¡.¡,.) 
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(\i>nl\i>m} = Ónm 
Eief>n}(ef>nl=I. 
n 

Si los eigen-valores de E - 11 no son cero, es decir, si E# {A,,}, podemos escribir la 
función de, G( E), como: 

De donde obtenemos 

l 
G(E) = E-11" (J.20) 

1 1 l.Pn)(\i>nl 
G(E) =E- /l Eief>n}(\i>nl =LE_ 111\i>n)(\i>nl = L E->. · (I.21) 

n n n n 

Entonces, la función de Green, que se define a través de la ecuación (E - ll)G·= 1, está 
dada por: 

lk >< kl 
G(E) =~E - E(k) ' 

donde en lugar el conjunto completo de eigen-funciones 1'n se sustituye por 

jk >= N- 11' í:<'"il) 
1 

(1.22) 

(1.23) 

y E(k) = Eu +a+ fJ L;1 e'"· Aquí, jk >y ji> son IM funciones de Bloch y de Wannier, 
respectivamente. Los elementos de matriz para G(E) están dados de la siguiente forma: 

G(l, m; E) =< /IG(E)jm > = ¿: < 1¡k >< klm > 
< E-E(k) 

fl J. ,«(1-... ¡ 
- dk---
2irN IBZ E - E(k) ' 

(J.24) 

el símbolo IBZ indica que la integral se realiza dentro de la primer zona de Brillouin. 

Las singularidades de G( E) que se encuentran en el eje real de E pueden ser usadas 
para calcular la densidad de estados por unidad de volumen (Economou, 1983)· 

p(r; ,\) = :¡:.!.Jm{G±(r,r1; E)) . 
11' 

(1.25) 

Para una red unidimensional, E(k) =<o+ 2/lcos(ka), siendo <o = E0 +a. Entonces, en 
este caso la función de Green tiene la siguicn te formo: 

L •'f(/a é'(t-mJ 
G(l,m;E)=-j dk . 

2~N -•/• E - <o - 2/Jcos(ka) 
(J.26) 

Evaluando esta integral, encontramos que la densidad de estados por sitio está dada como: 

p(E)=:¡:.!.Jm(G'(l,l;E))= 0(2/J-IE-<oi) ' 
rr .-,/4/J' - (E - <o)' 

(J.27) 
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Figura 1.5: Densidad de estados electrónicos de una cadena. 
periódica infinita que resulta del modelo de amarre fuerte. Los 
parámetros empicados en este modelo son: r0 =O y /3 = -1, asi 
como una pequeña parte imaginaria en la energía. 

donde 0(2/3 - IE - <oll es la función escalón. La densidad de estados para una cadena 
lineal infinita se muestra en la figura 1.5 donde <o = O, f3 = -l y con una pequeña. parte 
imaginaria en la energía (10"3 ). Cabe señalar que la densidad de estados para la cadena 
lineal tiene singularidades de Van Hover (I<iitcl, 1976) en E = <o± 2/3 y que los estados 
permitidos se encuentran dentro de estas·!ímitrn. 

En el caso de una red cuadrada, E(k) = <o+ 2{3[cos(k1a) + cos(k,a)) . Por lo tanto, 
la función de Green es: 

a' J. él:(l-m} 
G(I m· E) - -- d'k --------

' ' - (2ir)' tBZ E - <o - 2/3{cos(k1a) + cos(k,a)) · 
(1.28) 

donde k(I - m) = afk1(11 - m1) + k,(1, - m2)). Aqui li. 1,, mi. y m 2 son enteros, a es la 
conotante de red y en este caso la primera zona de Brillouin es el cuadrado 

-ir/a::; k1 <ir/a 

-ir/a :5 k, < 7r/a . 
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Figura 1.6: Densidad de estados electr6nicos para el caso de 
una red cuadrada, periódica e infinita, que resulta del hamil­
toniano de amarre fuerte. Los parámetros empicados en este 
hamiltoniano son: c0 = O y /3 = -1, asi como una pequeña 
parte imaginaria en la energía. 

Evaluando la integral anterior (Economou 1983), encontramos que la densidad de estados 
por sitio para el caso de do.i dimensiones viene de.da por: 

1 2 ( p(E) = 'F-lm(G±(t,l;E)) = -,fJ0(2fJ- IE- rolJK ,,. 2ir 
(E-co)' 

1 - --;¡¡¡;-- (!.29) 

donde K es la integral elíptica completa de primera clase. En la figura 1.6 se muestra 
gráficamente la solución de la ecuación anterior para 4J =O, /J = -1 y con una pequeña 
parte imaginaria en la energía del orden de 10-•. 

El método de las funciones de Green permite conocer la evolución temporal de un 
sistema, ya que todas las cantidades físicas rnedibles pueden escribirse en términos de la 
función de Green. Se puede considerar a estas funciones como propagadores, por lo que 
pueden visualizarce físicamente como funciones que correlaciona la acción externa a un 
sistema con la respuesta del mismo en cualquier otro punto del espacio-tiempo. 
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En resumen, se conocen las dos soluciones extremas del problema de los estados 
electrónicos en sólidos, que son por un fado la de onda.<J planas, y por el otro, los es­
tados atómicos individuales. En el primer caso, el potencial y la parte periódica de las 
funciones de Bloch se expresan corno una combinación Jineal de ondas pfana..Q, reducicn­
dose el problema de fa ecuación de SchrOdingcr a resolver una ecuación secular. En el 
otro caso, se tienen las funciones de Wanuier que son funciones centradas en Jos sitios i, 
parecidas a la.'i funciones orbitales atómicos, pero ortogonales entre sí , 

En una red periódica ideal los elt>ctroues no son <lispcn;ados por Ia red, puesto que las 
funciones de Bloch sou coherentes con la distribución atómira. Por lo tanto, la re!listencia 
eléctrica de un cristal perfocto idealizado es cero. En sólidos reales los cfccto3 térmicos y los 
defectos inherentes crean el frnómeno resistivo eléctrico. Sin embargo, la existencia de los 
fonones -Jos modos normales de vibración- no ~iempre obstruyen Ja conducción eléctrica. 
Por ejemplo, los fonones son fundamentales para Ja existencia de la supercond.uctivida<l 
(Bardeen, 1957). Un conocimiento dctalla<lo de los modos normales es importante para 
predecir muchas propiedades físicas de los sólidos. 

1.2 MATERIALES DESORDENADOS 

La mayoría de los materiales que existen en el universo son sistemas desordenados en su 
estructura, y se pueden clasificar según el tipo de desorden que presenten. El desorden 
sustitudonal, se obtiene cuando ciertos átomos de un cristal perfecto ge cambian por 
otros aleatoriamente. Por ejemplo, en una aleación A~B1 -r donde ;r. es la couccnlración 
de átomos A. En este caso puede todavÍil definirse una red cristalina, pero se desconoce 
qué tipo de átomo se encontrará en cada lugar y se provoca que la vecindad ele la impureza 
se distorsione de alguna manera. Otro tipo ele desorden es el topológico, en el que no hay 
rastro de una red cristalina. En particular, las dislocaciones son el tipo más débil de 
desorden topológico. Existen td.mbién, el desorden en las ligaduras, cuya existencia en el 
material da como resultado amorfos durables, por ejemplo el caso del silicio amorfo, ya 
que las ligaduras covalentes son altamente direccionales causando restricciones que deben 
ser satisfechas. Así la mayor diferencia entre el silicio cristalino y el amorfo ·reside en 
Ja variación en los ángulos de los enlaces, lo que provoca la pérdida de la periodicidad. 
Por último también existe desorden en la orientación del memento magnético en ciertos 
materiales magnéticos, (Ziman, 1979). Cabe mencionar que hasta la fedia no se ha logrado 
encontrar una explicación unificada a todos los materiales desordenados proveniente de 
principios básicos, incluso es difícil agruparlos, pues generalmente Sí'>. parecen más a ellos 
mismos en su fase cristalina que a otrc material con un desorden diferente (Taguena, 
1983). 

Los materiales desordenados no presentan orden de largo alcance, sin embargo, sigue 
existiendo otro tipo de orden: el orden ele corto alcance. Existen correlaciones entre un 
átomo y aus vecinos cercanos que son importantes para. cierto tipo de propiedades. Un 
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Figura l. 7: Características de la función de distribución radial 
en un material desordenado. 

parámetro que puede ayudar en el análisis dd orden de corto alcance es Ja función de 
distribución radial g(R), definida como la probabilidad de encontrar un átomo en una 
esfera de radio R alrededor del origen escogido. La función de distribución radial para 
un cristal perfecto dará picos agudos que corresponden a los sitios atómicos vecinos. En 
el caso desordenado el problema es más complejo y la interpretación es más difícil. En la 
figura l. 7 se puede observar que el primer pico está relacionado con los primeros vecinos, 
el segundo que se encuentra menos definido corresponde a los segundo vecinos y de ahí 
en adelante cada vez es más difícil la interpretación para el sólido amorfo. El área debajo 
del primer pico debe dar el número de primeros vecinos z, y así sucesivamente para los 
demás, pero debido a que la respuesta se va haciendo tan ancha ya no se puede precisar 
exactamente el área comprendida, 

(l.30) 

Cabe hacer notar que la función de distribución radial se determina por los experimen­
tos de difracción, debido a que ésta se encuentra relacionada con el factor de estructura 
S(q), el cual a su vez se determina a partir de la distribución de la intensidad del haz 
difractado l(q) (Ziman, 1979), de la siguiente manera: 

S(q) = 1 + n j g(R¡e-;,.n,r R (1.31) 

y, 
l(q) = N-'S(q)/u(q)/' (1.32) 



Sólido cris!alino 

Angulo de dispersión-. 

Figura. 1.8: Intensidad de la ra<liilCÍÓn dispersada como función 
dd ;lngulo de dispersión. 

donde u(q) es la transformada de l•buricr de un potencial atómico simple, q es el \'cctor 
de dispersión, u densidad de sitio y N <knsidad por unidad dt! volumen. En la figura l.8 
se muestra 1 para los casos de sólido amorfo y cristalino. 

Por otro lado, cuando hay dcsordeu, aunque se sigue hablando de bandas, ya no existe 
un esquema común, sino modelos particulares. Sin embargo existen algunos conceptos 
y características gen<'ralc~ con lo!:! rri~talcs. Por ejemplo, en lo que se refiere al estudio 
de las propiedades electrónicas la densidad de estados N(E) signe siendo un concepto 
clave y válido en los sistemas dcsordcua<los. La densidad de estados multiplicada por un 
incremento de energía da el número de estados que puede lomar un cierto electrón en 
dicho intervalo de energía. Los resultados experimentales de la densidad de estados para 
cristales y materiales desordenados no son muy difcrentc:-1, excepto que se pierden detalles 
finos y aparecen nuevos estados llamados localizados. Un estado localizado implica que 
el electrón queda atrapado en cierta región del espacio y por lo tanto, no contribuyen 
a la conducción en forma convencional. Existe otra forma de conducción por saltos, en 
Ja cual el electrón tendrá que tunclear de una zona localizada a otra. Esto es, en los 
sólidos desordenados, se tienen también, bandus permitidas y prohibidas en sentido de 
movilidad. En estas últimas, existen algunos estados permitidos parecidos en parte a 
los estados locales ordinarios de los cristales cuando poseen defectos. Y como los estados 
localizados debido a los defectos forman una banda que se en ;,uentra en la banda prohibida 
de movilidad. 

El análisis de las bandas energéticas de un sólido desordenado se efectúa resolviendo 

15 



Figura 1.9: Energía potencial a) modelo de Lífshitz b) modelo 
de An<lcrsou. 

la ecuación de SchrOding<.•r para un electrón en un campo de potencial aperiódico. El 
potencial aperiódico puede ser descrito a través de dos modelos (Fig. 1.9): En el modelo 
de Lífshilz se representa a través <le desplazar cada átomo una distancia aleatoria, en 
cambio, el modelo de Andcrson se agrega una energía potencial Uo nleatoria a cada pozo 
de potencial. 

Puede lograrse una definición ClHtnlitaliva de la localización a través del potencial 
utilizado por An<lcrson. En este modelo se plantea que los átomos que ocupan los puntos 
de una red tridcmcnsional tienen un único estado de auloencrp;ía En para el sitio n. Ahora 
bien, si todos los E11 son iguales se tiene una. banda de cncrg'ia cuyo ancho es l. Para el 
caso de los estados en una red desordenada, se considero una distribución estadística <le 
En sobre un rango ele a.11cho Uo. Entonces, en el instante t == O el electrón se encuentra en 
uno <le los pozos. Cuando l tiende ,l infinito, Andcrson obtuvo que el cociente U0 / J 1 indica 
tii el estado es extendido o localizado. Esto es, si el cociente es mayor que cierto valor 
crítico, no hay difusión y todos lo:; estndos s~r<Í.n localizados. En cambio, en el caso de que 
el cocient(" sea menor que el valor crítico, el cual depende de la naturaleza. del sistema, 
en el centro de la banda surgen estados dcslocalizados ( l•'ig. 1.10). Puede decirse, que 
en el modelo de Anden;on habrá m;_i.s estados localiza<lm1 1 conforme aumenta el desorden. 
Se puede demostrar que en sistemas unidimensionales este valor tiende a cero (Zima.1. 1 

1979). Otro análisis al respecto, es la relación de la localización con la dimcnsionalidad, 
en este sentido, se encuentra que un el en.so unidimensional toda.<; las cigcn.funcioncs son 
localizadas con un infinitesimal desorden (Mott y Twose, l9Gl). El caso bidimensional 
la situación es muy similar al unidimensional. Parn sistemas de tres <linicnsionCs existen 
tanto estados localizados como extendidos dependiendo del valor del cociente cnlre el 
parámetro del desorden y el ancho de la banda (Ziman, 1979). 

Mott en 1H77 postula que el espectro de la densidad de estados puede ser dividido 
por las llamadas lineas de movilidad dentro <le rangos donde casi todos los estados son 
localizados o todos son cxl('ndidos. La dependencia de la dcnsidnd de estados respecto a 
la energía, se muestra en la figura 1. ll 1 tanto parn uu cristal, así como para una cstruc. 
tura <lesordenadn, La diferencia. entre las propi~dadcs de dieléctricos, scmicondudorcs y 
metales que presentan los sólidos desordenados dependerá del nivel <le Fcrmi. Si éste se 
encuentra en la región de estados no localizados, se tendrá un metal. Si el nivel de Fcrmi 
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Figura l.10: Densidad de estados en el mo<lclo de Andcrson. 
Los estados localizados son representados por las zonas rayadas. 

:.t_ •• . , 
•• ... 

NIEI 

Figura 1.11: Dependencia de la densidad de estados respecto a 
la energía para a) un cristal, b) y c) sólidos amorfos. Los estados 
localizados se han representado por zona.~ rayadas. 
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a temperaturas bajas está en el intr.rvalo de energía ocupado por los estados localizados, 
será semiconductor o dieléctrico. Exh;ticn<lo (los tipos de conducción en este caso: 1) la 
traslación de los portadores de cnrga por los C'stados no localizados, excitando electrones 
de estados localizados a no localizados. 2) la. trnslación por saltos de un estado localizado 
a otro (Pávlov, 1987). 

1.3 EXCITACIONES ELEMENTALES EN SOLI­
DOS 

A partir de la Jécada de los cincuenta.'i, el método de la. teoría de campos ha resuelto 
exitosamente problemas como las oscilaciones colectivas de plasmas en metales y la su~ 
pcrconductividad. Tal éxito ha provocado una introduccion sistemática del concepto de 
excitaciones elementales en el estudio de los sólidos. Con dicha teoría se ha logrado que la 
mayoría de los problemas tOOricos pueden ser tratados desde un punto de vista y método 
unificados. 

Los sólidos es un sistema macroscópico formado del or<lcn <le 1023 partículas por mol 
y, constituye un sistema complejo de muchas partículas. Consecuentemente se tiene que 
resolver un sistema <le ecuaciones del mismo orden cuando se intenta aplicar la mecánica 
cuántica a los sólidos. Sabemos que hoy día por medio de supercomputadora.s se han 
resuelto sólo problemas del orden de 105 ecuaciones acopladas. 

La teoría de excitaciones elementales nos brinda un nuevo enfoque para tratar prob· 
lema.<J de muchos cuerpos. IJC'scribc el estado ele! sistema, a partir de su m1tado base, 
simplemente contando el nímwro de cuantos del movimic.•nlo colectivo <le la:1 partículas 
micrrn1cópicas en el sólido, Oa.jo determinadas interacciones. Es decir, se estudian so· 
lamente los primeros estado excitados, siendo ele gran utilidad cuando la perturbación 
externa es pcqucí1a. Con esta teoría se reduce el problema de muchos cuerpos a un 
gas ideal de cuasipnrt.ículas con energía y cuasi·momcnt.o bien definidos. En un cristal 
perfecto, la simetría traslacional a.segura que cualquier excitación elemental se puede es· 
pecificar por un vector de onda k, que se encuentra dentro de la primera zona <le Brillouin, 
y un indicador <le banda j. Siendo b+ y b los operadores de creación y aniquilación de la 
excitación, respectivamente, el Hamiltoniano correspondiente tiene la siguiente forma; 

JI= ¿E,(k)bj(k)b;(k) 
j,k 

(1.33) 

donde E;(k) es la energía de la excitación (j, k) y los operadores satisfacen dcterminadil.'l 
relaciones de conmutación. 

Las excitaciones elementales en sólidos pueden clasificarse en colectivas y locales. Las 
colectivas sou definidas como cuantos del movimiento colectivo de las partículas mi­
croscópicas en el sólido. Por ejemplo: los fonones o cuantos de vibración de la red, 
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los plasmoncs u oscilaciones colectivas de los electrones en los metales y los magnoncs o 
cuantos de ondas de espín. Estas excitaciones se caracterizan por tener pequeña dPsvia.­
cioncs del parámetro <lf' orden que identifica al estado base del sistema y generalmente 
son bosoncs. Por otro lado, las locales son excitaciones individuales 1 por ejemplo: los po­
laroncs o cuantos de movimi('nto conjunto del electrón y los iones positivos, y los cxcitoncs 
o cuantos que describen el movimiento correlacionado entre un electrón y un hueco. 

Como un ejemplo de la.<t excitaciones clcmcntal<•s, a continuación se analizar;i en de­
ta1le los cuantos de vibracicln en sólidos o íono:ics. Se ha cousidcrado según la mcciinica 
cuántica que los éitomos en los sólidos, indepe11dicntcmcnle de si son ordenados o des­
ordenados, vibran siempre alrededor de :m posición de equilibrio. Esto siguifka que se 
estudia ya no una red estática, sino dinámica, cksn la cual, los desplazamientos <le los 
átomos resprcto a t111 posición dP equilibrio s11;m sicrnpr(• rn11d10 mcnor<'S r<'specto a ]a dis­
tancia intcratómica. Esto conduce a la aproximación armónica, que ha dado resultados 
en excelente concordancia con las propiedades del sólido observadas. Los movimientos de 
los átomos están corrcl.1cionados. Y a estos movimientos coherentes de todos los átomos 
del sólido st! les denomina modos normales de vibrnción que t.icncn una frecuencia. <le 
vibración asociada. A eslos modos normales de vibración HC les conoce como: cuanto de 
vibración o fonón. 

Considérese el ca..c::o de una cadena lineal de N ;.\tomos neutros con la misma masa Al 
y scpa.ra<lo cada átomo <le RUS vednos por una distancia a referida a sus posiciones de 
equilibrio. Se supone que cada átomo vibra a lo largo de la recta, y que posee en este 
sistema un solo grado de libertad 1 en tanto que el sistema en conjunto, cuenta con N 
grados de libertad. Entone~ l indica la posición de cquilihrio de los átomos en la cadena. 
Y q1(t) d desplazamiento en cierto instante l del /-é~imo ;ítomo respecto de su posición 
de equilibrio en el punto de coordenada X¡= la. Considerando que el acoplamiento entre 
los átomos puc<lc carac.::tcrizarn• por una fuerza armónica en términos del modulo f y que 
el átomo considerado ~6lo inl('raccionn en mayor medida con los do9 átomos vednos má'i 
próximos. Entonces, la. fuerza. resultante (cuasiclástica) que actúa sobre el átomo l-ésimo 
es: 

F1 = /('11+1 - q1) - f(q1 - q1-d = J(q1+1 + q1-1 - 2q¡) (1.34) 

De acuerdo a la segunda ley <le Newton, la ecuación de movimiento lle! /-ésimo átomo 
puede cxprcsarce 

,('q1 
¡\/di' = f(q¡,, + 1/1-1 - 2q¡) (1.35) 

Para ver resolución de la ecuación de movimiento es importante declarar las condi· 
dones de frontera, las cuales permiten establecer el intervalo de las variaciones de los 
numeras de onda y su número de valores permisibles en tal intervalo. Entonces, se asume 
que la cadena es un ciclo cerrado porqtw la."! coordenadas están sujetas a la condición de 
frontera pcródica q1+N = q¡. La solución de la ecuación de movimiento tiene la forma 

q1(t) = N'.l,c'k"Bk(t), (1.36) 
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Figura 1.12: Ley de dispersión para una cadena atómica 

en donde sólo N vectores de onda (k) son no equivalentes, k es el número de onda y las 
funciones eikla son ortogonales. En la primera zona de Brillouin esos vectores son 

2/ir 
k=­

Na 
(1.37) 

donde 1 es un entero con intervalo -N/2 < 1 < N /2. El factor ¡,ln garantiza la normal· 
ización. Bk(t) CM una amplitud que depende <lcl mímcro de onda y puede determinarse su 
variación respecto al tiempo, sustituyendo la cc11aci6n del número de onda. en la ecuación 
de movimiento. A partir de lo anterior puede encontrarse la relación entre número de 
onda y frecuencia, conocida como relación de dispersión para la propagación de una onda 
en una cadena atómica lineal (Fig. 1.12). 

(1.38) 

donde puede verse que la. frecuencia <le las oscilaciones del l-t~~;irno átomo no depende de la 
posición l. Ahora bien, puede dcducir<c que parn Jkl = 2ir/,\ =ir/a, la frecuencia ciclica 
de las vibraciones alcanza el valor máximo. Por otro lado, la velocidad de propagación 
de la onJa acústica en esta cadena liucal de átomos depende <lP la longitud de 0nda. La 
Ec.1.38 describe las ondas que se propagan con una velocidad de fase (v1 = w/k) y con 
una velocidad de grupo (v9 = dw/dk), que se anula en k =ir/a, ésto, significa que dichos 
modos de vibración caracterizan en esta cadena. a las ondas estacionarias. 

La solución general de la. ecuación lineal de movimiento se puede escribir como la 
superposición de ondas del lipa de la Ec. (1.3G), y dado que // = 'I' + \', con'['= ¿;1 l!f i¡[, 
V= ~f l:1(q1 - q1+i) 2 y tj¡ = frp¡, podemos escribir el hamilloniano como: 

" ,,¡ 1 " ' lI = L...211 + -;;! ¿_,(1u -q1+1)' 
1 J .. l 

(1.39) 

El sistema de masas puntuales está descrito por las coor<lenadas q1 a qN y lo~ momen­
tos canónicos correspondientes p¡ a ]>N, los cuales, cumplen las relaciones conmutativas 
siguientes: 

{l.40) 
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( 1.41) 

y 

PnPl - PIP11 = 0. (1.42) 

Entonces, ya que 

L 1 '°"''B +B' q, = k N'i'e k k• 
(1.43) 

si se introducen nuevas amplitudes b¡. y f\ de acuerdo a 

(1.44) 

con la relación de conmutación: 

{1.45) 

el hamiltoniano en función de los nuevos operadores bit y '{,se expresa: 

(1.46) 

Et segundo término representa la energía de la vibración en el punto cero y puede ser 
omitida si éste es escogido apropiadamente. De manera que la ecuación de Schrodingcr 
para la cadena lineal atómica es: 

La solución (I!akcu, 1976) 

(Lfll!Jk(\bic)<I> =E<!>. 
k 

(1.47) 

(!AS) 

se interpreta como: En el estado estacionario las ondas de la red de número de onda k 
son ocupadas por "k partículas llamadas fonoues. El operador nk = bicbt da el número 
de cuantos en el estado k, en un medio elástico será el número de fonones ocupando la 
onda k. 
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Capítulo 2 

CUASI CRISTALES 

En 198'1, Shcchtman y colaboradores, cnconlr<tron un material que parecía violar uno de 
los más viejos y fundamentales teoremas de la cristalografía, precisamente el de la ex­
clusión de la simetría de quinto orden. Este descubrimiento despertó gran agitación, 
así como también confusión en muchos círculos científicos. Estos materiales poseen 
una. estructura. exótica, diferente tanto de los cristales como <~~ los amorfos, esto es, 
no es periódica ni es aleatoria. Los patrones observados por Shechtman, del mater~al 
Alo.aeilf no.14 enfriado rápidamente ( 106grados h'.elvin/scg.) 1 mostraron simetría correspon­
diente al grupo puntual (m35) icosahcclrnl en c-ierlé1s zonas. En la figura ~.1 se mu~trnn 
los patrones de esta aleación con simetría icosacdral (seis eje de simetría. rotacional de 
quinto orden, diez de tercer orden y quinn• de ttegundo orden). El grano analizado pre­
senta un orden a largo alcance oric11tacio11al, pero no ~imctria traslacional, es decir, parece 
tener un orden que es inherente a los cristales, pero simétrico en forrna..q que son imposi­
bles físicamente para cualquier sustancia cristalina. El orden atómico observado en estos 
materiales representaba a un nuevo tipo, ni cristalino ni amorfo. Entonces, se define a 
los cuasicristalcs como c5tructuras con orden aperiódico de largo alcance con simetrías 
de rotación cristalográficamentc prohibi<l;ui (ejes de rotación de quinto, octavo, décimo 
y <loceavo orden), (Goldman, 1993). Estudios kóricos inmediatos al <lcscubriento del 
cua.sicristal icosahedral mostraron (Lcvinc, 1984) que la re<l icosahcdral tiene una trans­
formada de Fouricr que coincide exactamente con el patrón obtenido en forma experimen­
tal por Schcchtman. Se ha considerado atlcmá.s, que son proyecciones de una estructura 
periódica en un espacio de mayor dimensión, lo cual se discutirá en detalle más adelante. 
Este hallazgo y las investigaciones al respecto han generado una detallada revisión de los 
conceptos tanto en la. física del cstadG sólido corno en la cristalografía. Por ejemplo, en 
la cristalografía han permitido ampliar la.<J tablas de !os grupos espaciales, avanzar cu la 
comprensión del desorden. Por otro lado en la física del estado sólido se ha obtenido, 
entre otras cosa.s, estructuras de bandas completamente cxólica8. Por 1íltimo, se ha reali­
zado un gran esfuerzo en la búsqueda de aleaciones cuasicristalinas termodinámicamente 
estables. Hoy día, se conocen decenas de familias diferentes de cuasicristalcs. 
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Figura 2.1: Patrones de difracción de electrones de un grano 
simple de la fase icosahedral. 

2.1 MATERIALES CUASICRISTALINOS 

En general, en un material sólido el comportamiento es característico del arreglo 
a.tómico, como se discutió en el capítulo anterior. Loo cristales poseen simetría trasla­
cional, la cual está ausente en los amorfoo. En cambio, los cuasicristalcs son estruc­
turas que pertenecen a. una. nueva clase de orden atómico exhibiendo orden traslacional 
cuasipcriódico de largo alcance y orden de largo alcance oricnta.c:onal con simetría crista­
lográfica prohibida, (Fig. 2.2). Las primeras aleaciones cuasicristalinas, fueron de la 
fa.se icosahedral siendo obtenidas por templado rápido de la aleación A/Mn y resultando 
termodinámicamente meta.estables. Sin embargo: se tienen otros cua.sicristalcs, por ejem­
plo, Ja fase decagonal de AIMn (Bcndersky, 1985) y fases octagonal y dodecagonal de 
aleaciones de Si-metalc'S de transición (Ishimasa, 1985 y Chcn, 1988). 

Durante el segundo lustro de los ochentas, se han realizado grandes esfuerzos para 
sintetizar aleaciones cuasicristalinas, porque se registro la existencia de algunas fases ter­
modinámicamente estables, a.sí como el alto grado de orden est.ructural en ciertas fases, 
de esta fonna, las investiga.iones tanto tMrira.'1 como experimentales, han provocado el 
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• Crl1 lal 

Ouasicrlslal 

Amor fo 

Figura 2.2: Arreglos bidimensionales de Jas estructuras 
cristalina, cua.'licristalina y amorfa. 

impetú por buscar propiedades inusuales en la red cuasipcriódica (Poon, 1992) Además 
de la. aleación observada por Shcchtman, existen mucl1as otras, que pueden ser unidimen­
sionales A/CuCo, AINiSi y AICuMn (He, 1988), hi<limensionalcs, como la original fase 
T A/Mn o decalwdral (llcndersky, 1985) y tridimensionales como I;, fase icosahedral de 
AIJ\fn(Chen, 1986). Dichas aleaciones cutlsicri:;talinas, ya no sólo son variaciones de la 
familia Al-Mn, hay nuevas familias. Dentro de los sistemas de metales simples están: 
i(AlMgAg), i(AlMgCu), i(AIMgZn), que son metaestables; i(AlMgZn) y i(GaMgZn), que 
son más estables que la familia anterior. Otro sistema es i(AILiCu), i(AIMgCu), donde 
la primera.-; es una fase tl'rmodinámicamcntc estable. 

Entre los sistemas que contienen metales <le transición y prcsetan fase icosaheclral, 
por mencionar algunos cst.ln: i(TiZrNi), i(AIVCu), i(AIMnSi) que son metaestables y 
i(A!FeCu) y i(AIRuCu) que son estables. Otro sistema más encontrado en esta fase es 
i(PdUSi). Dentro de los matcrialt>s con simetría dccagonal, se tienen aquellos que forman 
una nueva clase de materiales anisotrópico9 con periodicidad a lo largo de su eje z y 
estructura curuiipcriódica con simetría rotacional <le décimo orden en el plano perpendi­
cular al eje z. Por ejemplo, se tiene los tres sistemas mctaestables d(AIMn), d(AIFe), 
d(AIPd} y el siskma estahlc con d(AICuCo) y 1l(AINiCo) (Poon, 1902). Cuasicristales 
octagonales se han obtcnclido de: o(MnSi), o(MnAI), o(CrNiSi), o(VNiSi), o(MoNiSi) 
(Kuo, 1990). Con fase clodccagonal esliÍn VNiSi, CuNi, lliMn, cte. La mayoría de las 
alca.cioncs muestran un alto grado <le de:-;orden estructural, éste ha sido atribuído a la 
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(a) (b) (e) 

Figura 2.3: Ejemplo:; de las tres clasl'S de eslruclura.5 geomcl­
rica.s para explicar los cuaBicrsitalcs. a) Red de Pcnrosc bidi­
mensional perfecta, h) red al azíl.r y e) vidrco icosahcdral. Y 1n 
comparación con sus patronl's de difracción esqucrmí.ticos. 

presencia de <lc~orclcn de fo.soue:;. Los fononcs, fosoncs y cli~>locacioncs corresponden a 
traslaciones, distorcioncs y rcarrnglos de las celdas unitarias, en el caso de los fo.sones su 
importancia física en cuasicristales, tanto desde el punto de vista estructural como el de 
las propiedades, ha sido estudiada ampliamente (Socolar, 1986 Lcvinc, W85; Bak, 1985). 

2.2 MODELOS PARA EXPLICAR LOS CUASI­
CRISTALES 

Para explicar los cuasicristales existen tres hipótesis scgiín llenley (1987), ver figura 
2.3: El cuasicristal perfecto, ejemplo la red de Pcnrose (Fig. 2.3a); cuasicristal al azar 
(Fig. 2.3b) y el modelo vidrio icoshedral (Fig. 2.3c). En la primera hipótesis, para 
explicar el orden de largo alcance oricntaciona.1 que presenta. la estructura del cuasicristnl 
encontrado por Shcchlman, se utilizó una hcrramicnLa adicional: la teoría matemática. 
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del enrejado o embaldosado. Penrose encontró como tapizar sin dejar huecos un plano de 
manera aperiódica utilizando dos clases de figuras (por ejemplo dos rombos de tamaSos 
distiutos)t las cuales drb1'n unirse siguiendo ciertas reglas de acoplamiento. La red de 
Penrose será cst11diada con más detalle en una sección posterior. Este modelo describe 
las propiedades principales de los cua'>icristalcs, relativamente bien, su dificultad estriba 
en exp1icar los procesos de crecimiento y en dccifrar el considerable desorden evidente que 
presentan casi todo9 los cuasicristalcs. 

En la segunda. hipótesis, considc'rese el cai;¡o de hacer un arreglo con las mismas redes 
rombica..<1 usadas en la red de Pcnrosc, pero sin seguir ninguna regla de acoplamiento, 
excepto que se junten por lo'> \'értices y que no haya huecos o traslapes entre los rombos. 
La última hipótesis, en el modelo vítreo Stephens propone para los cuasicristaies una cs­
trucLura. amorfo., en el sentido de que no hay orden traslacional de largo alcance, aunque 
existe un orden químico de corto alcance que <la lugar a agregados atómicos empacados 
densamente de acuerdo a una simetría icosahcdral local. La unión es aleatoria.' El mod­
elo considera la interacción local al junt;tr grupos <le átomos en alguna forma al azar, 
considera que los grupos tienen la misma orientación pero debido al crecimiento fortuito 
la estructura contiene muchos ddcctos. Con este crecimiento fortuito se incluyen en la 
estructura muchos huecos o hendeduras donde lm; grupos icosacdralcs no llenan. En la 
figiJ.ra 2.3 también pueden observarse esquematizados los patrones de difracción calcula­
dos. Mostandosc la Intensidad como función del vector de onda q. Con el modelo vítreo, 
se sobrcestima el grndo de ensanchamiento <le los picos en los patrones de difracción. 
Los patrones de difraccón experimentales presentan un cierto ensanchamiento, el cual, no 
corresponde a ninguna fucutc de desorden conocida (defocto!i), y se especula, que esto, es 
resultado de el nuevo desorden llamado fasoncs. Todos estos modelos convergen en una 
idea fundamental que es incorporar el dc••.mrdcn tipo fa.sónico a la estructura causicrislalina 
(Stephens, 1991 ). 

En el caso particular de cuasicri~ta.lcs pcrfedos, una de las caracterísÚcas claves es 
llamada autosimilaridad de la estructura, esto es, cualquier región de la red repite su 
configuración cuasipcrió<licamente muchas veces (Teorema de Conway). La autosimílari­
dad no sólo es de interés c~tructural, sino también tiene importantes impactos sobre las 
propiedades electrónicas. Estos materiales muestran como resultado de la competición 
entre la localización y <lc:>Jocalización del electrón debida a la no periodicidad y la au· 
tosimilaridad, que pueden conducir a un nuevo tipo de estructura clcctróuica. Resultados 
a1 respecto son obtenidos para el ca.i;;o unidim(•nsional, conocido como cadena de Fibonacci. 
Demostrándose (Kohmoto, 1987) <1uc el espectro de energía es un conjunto Cantor y singu­
larmente continuo. Asimismo, los cigcn-estados electrónicos son de naturaleza crítica, es 
decir, no son extendidos ni localizados, sino, son autosimilarcs en el espacio real. Estados 
electrónicos críticos han sido sugeridos también para rcdc>s cuasicrist;ilinas bidimensio1w:es 
(Sutherland, 1986). 

Existen distintos métodos matemáticos para g<•1icrar est.rucluras cua~ipcriódica.5 1 por 
ejemplo deflación! el método dua.I gcnernlizado y el método de corte y proyccci1í. En este 
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último, la idea principal, consiste cu proyrctar una red periódica en un cierto espacio a 
un subcspacio de dimensión rnenor. No todos los puntos <le la. red son proyectados, sino, 
sólo aquellos que caen dentro de una rcgió11 dt'finida por f'! :-;11hcspado y la celda unidad 
de la red periódica; a dicha región se Ir llamtl. Landa (f<'ig. :!.·1}. Para el caso particular 
de los fa.sones, se pueden obtener a partir Je una variación iufinitesima1 del ángulo <le 
proyección en el método de corte y proyección. Una ilustación sencilla de este método se 
dará en la sección referida a la Secuencia Fibontlcci. 

2.3 FUNCIONES CUASIPERIODICAS 

Los cuasicristales pueden analizarse desde el punto de vista de las funciones cuasi periódicas 
(Besicovitch, 1932), ya que puede describirse a los sólidos cuasicristalinos por medio de 
potencia.le.:3 cua.sipcriódicos. La tcorÍa de funciones cuasipcriódicas fué desarrollada como 
una generalización de las funciones perfectamente p<'riódic:as. En esta teoría una función 
/(x), definidas-obre todo el espacio real, es cuaBiperiódira si y solo si: para toda(.> O, 
existe una T(<,f) € !l?, tal que /(x + r) - /(x)I < <,para toda x en el dominio de la 
función. El caso periódico se obtiene cuando f = O y T es el pcriódo. 

Ahora bien, las funciones cua.siperiódicas pueden obtenerse a través de la generali­
zación de la transformada de Fouricr para funciones multiperiótlicru, dada por: 

F(.r¡,X2, · .. ,.r¡V) :::-. ¿A¡eiL"',.m/IJ ... r"I' 
1 

(2.1) 

donde las r,,. 's sou númcro.'3 racionales y ltls a 111 's son 11timeros irracionales y linealmente 
iudepcndientrn. La función multiperiódica F, en general, tiene periódos inconmensura­
dos entre sí y las a's son irracionales. De esta forma se puede definir cualquier función 
cua.sipcriódica como la parte di,1gonal de una. función multiperiódica en un espacio de 
mayor dimensión; L~ decir, 

f(x) = diag[F(x,,.r,,··· ,.r,v)j = F(x,.r,-·· ,.r). (2.2) 

La secuencia de Fibonacci, es el caso más simple de este tipo <le funciones, y puede 
construirse a partir de la función f(x) = un(2irx) + sen(2irux), donde 

(2.3) 

es Ja razón aún:a. Bajo este tratamiento matemático, puede decirse que cualquier función 
cuasiperiódica puede expresarse como Ja parte diagonal de una función multipcriódica de 
mayor dimensión. Es a partir de esta propiedad, por lo que pueden construirse estructuras 
cuasipcriódic"" usando el llamado rnét.odo de corte y proyección. 
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Figura 2A: Construcción de la :;ccucncin de Fibonacci por medio 
del método de c:orlc y proyección. La secuencia está formada por 
un arreglo cuasiperiódico de segmentos cortos y largos. 

2.4 SECUENCIA DE FIBONACCI • 

La secuencia Fibonacci pertenece a la familia. de objetos cuasi periódicos, y es una serie 
que puede ser generada por la regla simple de inflación mostrada en la figura 2.5. Cada 
generación de la secuencia es contruf<la de la adhesión de la.e; dos gcncracionrd a.nteriorcs. 
Esto es, <lado un scgemcnto largo l y uno corlo .s en cada generación, llegarán a ser Is 
y l, respectivamente en la generación siguiente. Para el caso numérico la secuencia. de 
Fibonacci se define por la relación recursiva Fn+t = J·~ 1 + J•'n- 1• Este método <la una 
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Fi .~ura 2.5: Generación de una secuencia de Fibonacci. 
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Figura 2.(): Densidad local de estados para el sitio central en una 
cadena de Fibonacci de generación"= 50 (2.036xl010 átomos). 
(figura tomada de Wang, 1990). 

noción clara del número de generación y el niímcro de elementos que se contiene en cada 
generación y además, e9 la l:iase para. el proceso de rC'11ormalización usado por \\'ang 
( 1990), e para anaJizar cadenas de Fil:ionacci de tamaüo macroscópko. 

Otra manera de construir esta secuencia es el método de corte y proyección (Elscr, 
1985), el cual 1 consiste en proyectar Jos puntos d,~ un J1ip('rcspacio <le N-dimcnsioncs 
hacia una hipcn1upcrficic de IJ-climr.nsioncs. En d caso particular de la secuencia de 
Fibonacci, se puede partir de unít rf'd rcctangula.r multipcriódica bidimensional (donde la 
razón entre los lados del rcctangulo es cr) cuyos puntos se proyectan hacia una linea recta 
que forma "" ángulo de 45 grados con el eje x (Fig.2..J ). Los puntos c¡ue se proyectan son 
los c1ue se encuentran dentro de una cierta distancia d alrededor de la linea recta l. De 
esta forma, se obtiene una secuencia de segmentos largos y cortos que siguen el. orden de 
Fibonacci. 

Los sh1temas cua.sipcriódico~ tienen una estructura exótica de bandas electrónicas 
(Kohmoto, 1986), y se ha demostrado que el espectro electrónico es un conjunto can· 
tor singularmente continuo (Kohmolo, 1987)¡ es decir, el espectro consiste de bandas 
permitidas infinitamente delgadas embebidas en banda.' prohibidas también de ancho in­
finitesimal, y que adcmá.'l exhibe una simetría. aulosimilar. En otro reporte (Wang, 1990), 
se ha calculado la densidad local <le estados parad sitio medio de una generación ri = 50 
de Ja cadena de Fibonacci con aproximadamente 1010 átomos (Fig. 2.6). En dicha figura 
se puede notar el comportamiento autosimilar del espectro, lo que se ilustra a través de 
Ja doble amplificación de Ja región de energía alrededor de fo. porción central, esto es, se 
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Figura 2.7: (a) Exponentes de Lyapunov ¡(E), para una cadena 
de Fibonacci de~ 1010 átomos. (b) Amplificación de !a región 
alrededor de E = O. 

observa la estructura fractal <ld espectro de la densidad de est.aclos, puesto que la dis­
tribución de bandas pcrirniti<l<L5 y banda.o.; prohihi<líUI es autosimilar, esto es, una región 
pequena del espectro amplificada reproduce idénlicantcmenlc al espectro cornplclo. 

Por otro lado, la localización de los cstadoR Plectrónicos en lo!i cuasicristales se ha 
estudiado extensivamen!e. Se tfabe que coexisten tn!3 tipos de estados: extendidos, loca­
lizados y críticos (Liu, 1987). Los críticos (Kohmolo, 1987) que se definen como estados 
ni localizados ni completamente extendidos, sino con funciones de onda auto-similares en 
el espacio real. En sistemas desordenados un buen método para estudiar el problema de 
la 1ocalizadón es calcular los exponentes de Lyapunov. Para estados localizados expo­
nencialmente se identifican ( Deylon, 1985) con el inverno de la longitud de localización. 
Micntra.B que para estados localizados no exponencialmente aún siguen proporcionándonos 
cierta idea. del grado de localización en que sr encuentra el estado, a pesar de no ser el 
inverso de la longitud de la localización. Con esta técnica se investigó Ja localización de 
los estados electrónicos en la cadena de Fibonacci (Wang, 1990) rcnormalizando las ma­
trices de transferencia, con lo que se calcularon los exponentes para la generación n = 50 
con los mismos parámet.ros de la figura 2.6. Se nota que en Ja figura 2. 7 la distribución 
de las banda.e¡ está mejor definida que en el espectro de las densidades de estado, ya que 
los exponentes no contienen partes imaginarias en la energía. 1~1.mbién es eYidcnte la 
estructura fractal y que el estado ctmtral E = O, siempre es extendido. Los estados más 
localizados se encuentran en medio de la llamada banda prohíbida. 
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Figura 2.8: Par de rombos paril generar u11a red <le Pc11rose 

Figma 2.9: lkgla de deflación de 1111 rombo gordo y no delgado. 

2.5 LA RED DE PENROSE 

En I 974 llogcr Pcnrosc, estableció una teoría con la que puede formarse un mosaico 
cua.sipcrió<lico. La forma de csle par <le mosaicos puede ser modificada, pero sea cual 
fuese, se ha comprobado que posee simctrfa rotacional de quinlo orden. El par <le forma."! 
más simples son dos rombos (Fig. 2.8), (Gardner, 1977 y ~lejía.Lira, 1988), en los cuales 
toda.i¡ las arislas poseen la misma 1ongitucl. La pieza grande tiene ángulos que miden 72 y 
!08 grados y, la delgada, ángulos de 31) y IH grnclos. El embaldosado 'e logra cumpliendo 
ciertas rcglüS de construcción (Gar!ncr, 1977). La red. de Pcnrosc puede generarse por 
varios algoritmos. (a) Por el método de corte y proyección, como un caso especial de la 
proyección de una red periódica de cinco dimensiones hacia do~ dimensiones. Asimismo­
como el arreglo icosahcdral es c1 resultado de la proyección de una red periódica en seis 
dimensiones hacia tres dimensiones (Guyot, lH89). (b) Por la deflación, que es una regla 
de subdivisión que aplicada al mosaico origina, ofrece la propiedad notable de que dado 
un mosaico es posible obtener otro con pieza.'! más chicas (Fig. 2.9). Por ejemplo una 
regla de deflación puede ser la relación de recurreucia de la secuencia de Fibonacci. Por lo 
tanto, para un mosaico de Pcnrosc la proporción cutre los dos tipos de rombos converge 
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Figura 2.10: Orden dP largo alcance oricntacional en una red 
de Pcnrosc, se obs~rva que los lados de los <lecágonog tienen la 
misma orientación 

a la razón doracfa. para 1111 mimcro grandl' de pieZiL'i. 

Se han obtenido pat.ro11Ps d1~ diíracdtin 11" 1m mo~airo de P1•1uose 1 los C'11ales muestran 
picos ele Bragg delgados orientados Je acm·nlo a dircccion~s dcfinidd..':l por los vértices de 
pentágono. L.1:.i picos se c1n:u11tralian scp<1rndus sulm• c;l.da una de la.'i direcciones a una 
distancia uno o la razón dorada. Por otro lado, Ncl::ion (1986) <'Xplica de manera sencilla, 
en la rr.d de Pcnro:w el orden oricntacional si se cr;cog1·n decágonos en la red cuasi periódica, 
los cuales tienen la misma orienl;u:ión, es decir, los lados de ca<l;t <lce<ígono son paralelos 
a los lados de los otros a través de tocia la red. En!.011ccs1 la rc(I de Penrosc tiene orden 
oricntacional de largo akanrc (Fig. ~.10). En c.1so tle que la.s reglas <le <n.:umodamicnlo 
no sean obedecidas, por dcmplo, un dt•c<igono dt~ la r~d PP.nrosr. hidimrnsional puede 
ser extraído y vuelto a colocnr en otrn form<l. que viole las regla:; de acomodamiento, en 
d mismo lugar y mín nrnnt.ener la mi:mta. orientación, el cuasicristal mantiene su orden 
oricntacional de largo alr.a11Cl'. También rlc una manera muy sutil, puede mostr:irsc que 
la red de Pcnrose tiene un tipo dr ordPn tra.<J!acional c1rnsiperiódico 1 el cual se obs('rv.i. al 
Rombrcar los rombos bajo la con<lición de que h•ngan la<los paralelos a cierta <lirccdón. 
Esto forma una serie <le lineas irregulares dcnt.1:ulas, las cuales son paralelas y están aprox­
imadamente cspaciada.<J en forma rq;ular, C'll similitud con la figura 1.1. Puede decirse 
que las redes Pcnrose t.ie11rn un orden trM•la.cional cuasipcriódico de largo alcance (Fig. 

2.11). 
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Figura 2.11: Orden <le largo alcance tra.<;lacional (cuasi periódico) 
en una red de Pcnrosc. Las líneas dPnta<las pueden ser trasladas 
a otra parte del la red y rorrespondcr. 

Se ha sugerido que la rc<l <le Pcnrosc puc<lc modelar materiales reales (Levinc, 1984). 
De esta manera la propuesta <le modelos de cuasicristnlcs basados en mosaicos de Pcn· 
rose tridimensionales originó el estudio de cstructurns matemáticas cua.sipcriódica.'i. Sin 
embargo, nunquc los modelos La."iados en el mosaico ch• Pf'nrosp han tC'nido una gran 
aceptación, la correspondencia entre elloti y los resultados expc·rimf'ntalcs todavía no es 
satisfactoria, ya c¡ue los patrones cic clifraccón predichos por la teoría son pico~ de Bragg 
con una anchura dada por una función drlta, mientras que los patrones observados tienen 
un ancho finito. Stei11<ll1ardt ha propuesto la explicación <le> que esta diferencia, sea con­
secuencia de defectos estructurales produci<los durante el crecimií'1Üo del cuasicrista!. En 
algunas de las dircccio1ws de los patronrs líls difon~ucias no snn rnuy notorias. Parte 
del problema se debe a la iuccrtidumLre que existe acerca de cómo se debtm colocar los 
átomos en Ja.-¡ celdas de la cstrnctura par•l reproducir los resultados cxperiment ales. 

Debido a la. falta <le resultados experimcnlalc~s concluyentes con respecto a la local­
ización de los átomos en la red de Penrosc, se puP.dc plant<'~ir r.I prohlcma de e!Pctroncs 
desde <los puntos de vista: a) que los átomos estén colocados en los vértice~ de la red 
(Aguilera, 1987) b) que los 1ilomos estén colocados en el centro de los rombos (Tsunct· 
!;ugu, 1991 ). Para el problema. de vértices \V;:1ng y Barrio desarrollaron un método dentro 
del grupo de rcnormalización con el fin de analizar la estructura de bandas electrónicas de 
cúmulos grandes (Wang1 1991). En !;1 figura 2.12 se 11111<.-stra la densidad de estados local 
para una red de pcnrose con 14550 átomos. En esta figura se puede observar la cstruct11ra 



.. 

EIIBRGIA 

Figura 2.12: Densidad de estados local para una red de Penrose 
de generación n = 23 (14550 sitios). a) y b) corresponden a 
sitios inmediatos en la mitad de la red (figura tomada de Wang, 
1992). 
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de bandas s consitituí<la por un conjunto ele banda." y gaps. llaqta el momento, estos 
resultados no se han podido comprobar experimentalmente debido a que los experimentos 
son poco claros y no presentan las pcruliaridacles csperad.1s (Biggs, 1990). 

Hasta el momento, la locali1.ación de los cslítdos electrónicos cu los cuasicristalcs es un 
problema sin resolver. En el c:1ludio <le este problema es conveniente utilizar fo: solución, 
correspondiente a los estados atómico:. individual~, o sc~a, utilizar las funciones de Wa~ 
nnicr, debido a que los cuasicristalcs se consideran sistemas aperiódicos y sus estados 
electrónicos son generalmente más localizados. Dicha localización representa una nueva 
clase debido a Ja.q características particulares que muestra. En general, la estructura 
de bandas para estos matt~riales es muy complicadíi, por e.so, <!sludiarlos a través del 
hamiltoniano de enlace firme simplifica un poco la tarea, ya que no se requiere espacio 
reciproco. La estructura que pueden mostrar t~stos matcri;iles dc!!picrtn interés en el 
tipo de propiedades que podrían esperarse, lns cuales dada las condiciones tal vez serían 
completamente inusuales. 
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Capítulo 3 

SIMULACION ANALOGICA 

La obtención de mono-cuasicrislal('s de dimensiones macroscópicas se ha encontrado con 
grandes dificultades, y mientras se dC'sarrollan técnicas para tal objetivo, )as propiedades 
electrónicas se han analizado a trav{~s de modelos cuasicristalinos artificiales. La estruc­
tura <le bandas electrónicas para los cuasicrislalcs en general es muy complicada. Sin 
embargo, una manera simple consi!:ilC cu aislar los efectos de la. cua.sipcriodici<la<l, uti­
lizando el hnmiltoniano de enlace firme para bandas ·"'· Se Silbe que los electrones Upo s y 
los fononcs isotrópicos tienen el mismo comportamiento, excepto por un corrimiento en la 
energía, dentro del formalismo de enlace firme (Econumou, 1983). Por lo tanto, podemos 
estudiar el comportamiento electrónico en cuasicristalcs a. partir de una simulación vibra­
cional. En general la. interferencia de ondas debido a la. cua.sipcriodici<lad es de interés, ya 
que dicha interferencia. es simple en una red periódica y presenta interferencia destructiva 
a.l cumplirse la ley de ílragg. Ahora bien, como !os electrones y fononcs mue,qtrn.n com­
portamiento ondulatorio, la localiza.ción de los estados e:i precisamente resultado de dicha 
interferencia. Con el nuevo método, que a continuación se describe, es posibl<:: observar 
directamente la localización de ondas en sistemas cuasipcriódicos bidimcsnionales. Con­
siste en aplicar corriente alterna a una red de osciladores LC i11*.crconectados de acuerdo 
a la red de Peorase. Esta simulación analógica realizada. en una red cuasipcrió<lica bidi­
mensional, en particnlar, puede ayudarnos en análisis de materiales cuasicristalinos, como 
es el caso de la fase dccagonal de la aleación Al.M n, la cu;i.l presenta una red <le Pcurost! 
bidimensional en el plano y es periódica en el tercer eje. 

3.1 TEORIA DE LA SIMULACION 

En analogía con la mecánica un circuilo simple LG se asemeja a un sistema de una masa 
amarrada a un resorte en que, entre otras cosas, ambos sistemas tienen una frecuencia 
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característica de oscilación dada por : 

l 
W() = v'LC (3.l) 

Cuando se tiene un conjunto de osciladores LC iuterconeclados, las frecuencias carac­
terísticas se determinan a partir de las leyes de h'.irchhoff para estados estacionarios (ver 
Apéndice A.2). Las leyes de I\irchhoff para estados estacionarios pueden escribirse con­
venientemente de la siguiente forma 

iwCV,, + .,.!._L l)V., - V,,.) =O, 
IW m 

(3.2) 

donde la inductancia L y la capacitancia C tíenl'n el mi1m10 valor para todos los ele­
mentos, Vn es el voltaje mrdido en el sitio n, cuando se excita el sistema mediante una 
onda estacionaria de frf'".:UC! -:i:i w. Aquí, la sumatoria se extiende a todos Ion sitios m 
directamente conectados al sitio n. 

Las Ecs. 3.21 constituyen un problema de valores propios y tienen la misma solución 
que la ecuación secular: 

- Mw'U. + I< ¿(u. -Um) =O (3.3) 
m 

para los desplazamientos Un de masas J\/ interconectadas a través de -resortes isotrópicos­
dc constante de fuerza K. Las Ecs. 3.31 se identifican como la,1 ecuaciones de movimiento, 
ya sea para los fonones isotrópicos o para. los electrones s dentro de la aproxim;i.ción de 
amarre fuerte, debido n que la densidad de estados para electrones y fononcs, dentro del 
modelo ele enlace firme, es similíl.r excepto por un corrimicuto en la. energía para el caso 
de los electrones s, como se observa en la ecuación 

{<n - E)c,. + 'L:i1nmCm =O (3.4) 

la cual es obtenida a partir de la función I!/> >= L: .. cnln > y el hamiltoniano de enlace 
firme. En la Ec. 3.4, Cn es la componente correspondiente al sitio n de la función propia, f3 
es la integral de transferencia, E es el valor propio y fn es la auto·cnergía del sitio Íi. Nótese 
que las ecuaciones de I<irchhoff y las ecuaciones de movimiento tanto de fononcs isotrópicos 
como de electrones s son equivalente;, es decir, el voltaje local V,1 en I.u ecuaciones de 
Kirchhoff equivaldría al desplazamiento local Un en las ecuaciones de movimiento de los 
fonones isotrópicos, o al en para el caso de los electrones s. Esta equivalencia es de 
esperarse, puesto que en Jos tres casos se trata de ondas en redes discretas. 
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Figura 3.1: Red de Pcnrosc para la generación n =::::: 13 

3.2 DESCRIPCION DE LA RED 

Con el fin de estudiar la.s ('Xcitaciom'9 dC'mcntalcs en cuasicristal~, tales como fononcs 
y electrones, se realizó la simulación analógica en una. red bidimensional <le tipo Pcnrosc 
finita. Los vértices de dicha red tienen colocadm1 capacitares, los cuales se conectan a 
través de inductores. La red construida corresponde a la generación 13 (Fig. 3.1) de la 
red de Penrose, de acuerdo al proceso de inflación (Wang, 1990). En dicho proceso se 
utilizan los triángulos de Robinsoa, los cuales son obtenidos partiendo a la mitad los dos 
rombos de Penrose (Fig. 3.2). Para unir las dos baldosas básicas y generar la red de 
Penrm1c la regla es: el proceso de coustrucción <le la cadena de Fibonacci, con el cual, 
para obtener determinada generación se unen dos generaciones inmediatas anteriores. En 
este caso, para la. red de Penrosc, la regla de unión indica que los lados de las generaciones 
n - 1 y n - 2 deben tener la misma longitud y, que la suma de las generaciones es en 
forma alternada., es decir, dos veces se suma. por la <lcrcd1a y dos por la izquierda y 
así sucesivamente. Las primeras generaciones de la red generadas por dicho proceso se 
muestran en el apéndice A.2. La fórmula recursiva para el procedimiento de construcción 
de cada generación puede presentarse como: T(n) = T(n-l)+T•(n-2), donde(•) indica 
la imagen espejo de la generación (11 -2). La red generada por este proceso (triángulos 
de Robinson), contiene enlaces cortos, medianos y largos, pero puede convcrtirso en la red 
de Penrose que tiene como base los rombos, eliminando los enlaces cortos y largo&, lo cual 
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Figura 3.2: Triángulos de Robinson. 

se efectúo en la figura 3.1. 

Para la construcción1 la red para la generación n == 13 iué dibujada en una placa de 
fibra de vidrio con una de sus superficies con cobre para torr :i.r tierra, y contiene 137 
vértices y 240 enlaces. En cada vértice se colocó un capacitar de 1¡1F ± 10% con un 
extremo conectado a tierra. Los capacitares se enlazaron en dicha red con inductores 
toroidales de 7.8m/J ± 5%, los cuales a su ve-.z, se conectan a. los extremos libres de 
los capacitares (F'ig. 3.3). Por lo tanto, el arreglo puede visualizarse como una red 
cuasiperiódica bidimensional de líneas de transmisión {Chua, JD87). La forma toroidal de 
los inductores obedece a Ja necesidad de minimizar el proh!C'ma de inductancia mutua, 
basándose en el hecho de que una bohiníl toroidal t ienc .'lll campo magnético prácticamente 
confinado en d espacio interior dcnlro del toroide. Los núcleos toroidales son de ferrita 
con una perrnca.bili<lad maguétic;:, relativa Jl/µ0 ~ 1500, un diámetro externo de 30mm, 
interno de 18, 5mm y Bmm de espesor, con lo cual se aumenta varios ordenes ele magnitud 
el campo magnético dentro del toroide. Dicho:i núcleo!'! son embobinados con alambre de 
cobre de 1.1 mm de diámetro. El mímcro de vueltas en cada bobina es ajustada con el 
fin de reducir las diferencias en L entre ellas, lo cual se logra caracterizándolas c'n función 
de determinada frecuencia. También se considera los efectos <li::iÍpativos de los inductores, 
por lo que, se han tomado en cuenta la dependencia ele la magnctorcsistcncia <le w. Para 
esto, fueron examinados experimentalmente los inductores, los resultados indicaron que 
en las inductancias debe considerarse un término imaginario -R(w,tJJ.V)/w que depende 
tanto de la frecuencia como de la diferencia de potencial a la que estén sometidas. A 
voltaje constante (t.V = 0.2 volts de pico a pico), /l(w) ""O.OOGw0

•
7 y a frecuencia fija 

(w = 500Hz), ll(t. V) ""5.6t. V. Por otro lado, la parte real de la inductancia es también 
función del voltaje aplicado, por ejemplo para 500 Hz, L(t.V) ""7.7 + 4.5t.V 

Existen muchas maneras ele excitar este sistema de osciladores LC, por ejemplo uno 
podría irradiar ondas electromagnéticas de radiofrecuencias y medi; el espectro de ab­
sorción, o uno podría también alimentar el sistema mediante una corriente AC en uno o 
varios puntos de la red. En cualquit~r caso, las c:on<licioncs a la frontera para las ecuaciones 
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Figura 3.3: Dibujo esquemático de la red de osciladores LC 
interconectados formando una red de Penrosc de generación n = 
13. Los enlaces de la red son reemplazados por inductores y, en 
cada vértice se coloca un capacitar con uno de sus extremos a 
tierra y otro conectado a los inductores. 
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de Kirchhoff de la red bidimensional de Pl·nrosc dependen de la forma de alimentar al 
sistema. En nuestro caso específico, hemos inducido un voltaje fijo en el sitio 1 que se 
localiza en el extremo agudo del triángulo de la red (Fig 3.1 ). Por lo tanto, la primera de 
las ecuaciones del circuito (n = 1) tit•nc un tl-m1i110 inhomogénc:o desconocido de corriente 
l(w), micntra.s que \!j tiene una magnitud constante para el caso de alimentación de 0.2 
volts de pico a pico. 

3.3 RESPUESTA ESPECTRAL DE LA RED 

Con el fin de estudiar los modos normales de vibración en uua red cuasicristalina bicli· 
mensional, se ha alimentado al sistema con corrientes alterna ele diferentes frccucnciaa 
rcgistran<losc las frecuencia de resonancia, las cuales nos indican los eig:.:n·valorc~ de la 
Ec. 3.3. Para ésto, se alimentó corriente alterna monocromática en el extremo agudo de 
la red con voltaje fijo <le 0.2 volts de pico a pico. El cspcctn1 de corriente de aHmcntación 
obtenido se muestra f'll la. figura 3.4 y se compara con la solución apropiada de las ecua· 
dones de Kirchhoff, es decir, se ha introducido uua inductancia L compleja en la Ec. 
3.2. Cabe mencionar que el cálculo teórico no contiene parámetros ajustables, excepto 
R(w}, cuyos valores fueron tomados a partir de la caracterización de los iu<luctorcs reales. 
La..<J frecuencias de los modo~ normales son indept!ndicnlC's del valor de R(w), a pesar de 
que intensidades relativas de los picos de alta frectwncia son disminuidas por el efecto 
<lisipativo R(w). Se puede notar que existe una concordancia excelente entre el espectro 
experimental y el teórico, lo cual nos brinda confianza en el circuito. 

Asimismo1 con el fin de ahilar los efectos dt• la cuasipcriodicidad, se rcali1..ó también 
un experimento similar parn sistema.'i periódicos, ha.sacio t•n que la equivalencia entre las 
ecuaciones de movimiento de los fonones y las ¡,~yrs <l<> Kirchho!T e~ independiente de la 
simetría. de Ja red. Para esta parte del experimento, se com•truyó una red cuadrada <le 
11 X 11 vértices, colocando capacitorl's en cada vértice, e inductores de enlaces, similar al 
caso cuasiperiódico. Los compolllmtc:> ele este circuito poseen las mi.sma5 características 
de los utilizados en la contrucción de la red cuasipcriódica de osciladores LC. La red 
cuenta con 121 capacitares y 200 inductores de forma toroidal El experimento se realizó 
alimentando el circuito cun un voltaje de 0.2 volts de pico a pico en d sitio (1,1) que se 
encuentra en una esquina de la red cuadrada. El espectro de corriente obtenido en función 
de la frecuencia se muestra en la figura 3.5, en la cual se puede observar las frecuencias 
caractcrístkas de los modos normales de vibración de dicha red. 
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Figura 3.4: Comparación entre los espectros teórico y expcri~ 
mental de la corriente de alimentación a la. red de Pcnrosc de 
osciladores LC, construída con el método desarrollado por Wang 
y Barrio en 1990, y que fué alimentada con 0.2 volts de pico a 
pico en el extremo agudo de la red. La escala verlical para '· ·• 
d'tos experimentales ha sido corrida por li. 
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Figura 3.5: Espectro de alimentación de corriente para una red 
periódica. alimentada en un externo con 0.2 volts 
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3.4 DISTRIBUCIONES ESPACIALES DE AMPLI­
TUD 

Al estudiar la naturaleza de los cigcn-cstados de vibración de las redes tanto cuasi periódica 
como periódica, se ha analizado la distribución espacial de la amplitud de la función de 
onda para distintos mo<los <le vibración, obgcrvados en la sección anterior. Par.a nuestro 
circuito ésto corresponde a medir el voltaje local de todos los sitios y para cualquier 
estado. Para el caso cuasipcrió<lico Ja distribución espacial de amplitud para los seis 
primeros eigcn-cstados se muestra en la figura 3.G. Se puede observar en la figura 3.6a 
que el pico a 80 llz corresponde a un modo acústico de longitud de ond;i. mucho mayor que 
la dimensión del sistema. Esto es esperado, ya que para estas frccuencia.s bajas, la onda. 
no ve la discrctiza.ción de la. rc<l. Los modos subsecuentes pueden ser comprendidos por 
analogía con los estados excitc1dos de una membrana contínua, aunque la presencia de la. 
red cua .. <Jicrislalina. discreta es percibi<la cada vez más. Para los estados de alta frecuencia, 
la distribución espacial de las amplitudes comienza a localizarse en ciertas regiones de la 
red, ya r¡uc la longitud ele onda comienza a ser comparable con la distancia interatómica. 
Nótese que la razón <le la distancia entre los norias subsecuentes es aproximadamente la 
razón dorada, caractcríslica que va implícita c·u la naturaleza de la red. Al incrementar 
la frecuencia del modo, las distribuciones comienzan a ser más complicadas, llegando a 
localizarse la amplitud en ciertas regiones, como se puede notar en la figura 3.6f. Para 
los valles encontrados entre 3·10 y 525 Hz, no hay resonancia dentro de la. red, observando 
un decaimiento exponencial de la amplitud a partir del punto de alimentación, puesto 
que se trata de frecuencias prohibidas para la red. Ilcsumiendo, puede decirse que a 
bajn.s frecuencias se tienen cigcu-esta<los ct1a..i;icristaliuos cxtcndi<los, pero, los estallos 
se localizan críticamente cuando la longitud de la onda es comparable con la ·distancia 
interatómica. 

Existen en la litera.tura numerosos estudios numéricos acerca <le la <lislribución es­
pacial de la amplitud de las funciones de onda electrónicas en sistemas cuasipcriódicos 
(Kohmoto, 1987; Ma, 1989; Sutherland, 1986). Dichas distribuciones son muy compli­
cadas, pudiendo compararse con los modos de alta frecuencia, dentro de nuestra simu­
lación. La complejidad cu la estructura se debe a la incomcnsurabilidad entre la onda y 
la red. 

Se reali1.ó también un análisis detallado de la distribución espacial de amplitud en la 
red cuadrada, descrita en la sección 3.1. Para este caso la alimentación de 0.2 volts de 
pico a pico fué inyectada en una esquina de dicha red. Para los rigen-modos mostrados 
en la figura 3.5, se midió la distribución espacial de la amplitud pam todos lm1 :litios y 
los resultados <le los primeros cinco eigcn·esta<los se muestran en la.. figura 3.7. Nótese 
que a diferencia de las distribuciones para el caso cuasipcriódico, la..q amplitudes oscilan 
periodicamentc no existiendo localización de los estados aún para alta.s frecuencias. 

Con el fin de estimar la longitud de onda de <lichns oscilaciones se pr<"sentan <~n la figura 
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el 1300 Hz fl 1480 Hz 

Figura 3.6: Distribución espacial de las amplitudes para los seis 
primeros eigen-estados de menor frecuencia del espectro para 
una corriente de alimentación· de 0.2 volts. Los ejes verticales 
representan los voltajes medido~~ en los vérliccs. Los cigen· 
valores se indican en cada figura. 
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Figura :l. 7: Distribución espacial de las amplitud para algunos 
eigen-csta<los observados en el espectro da<lo por la red periódica 
a una alimentación de 0.2 volts. Los ejes verticales representan 
los voltajes mendidos en los vértices. Los eigen-valores se indi­
can en cada figura. 
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3.8 las curvas de nivel de las distribuciones espaciales de amplitud para los cigen-cstados 
de la red periódica, Sabcmo~ que ia esquina opuesta constituye el punto menos afectado 
por la. condición de frontera impuesL,1 por el 111odo de nlirncnlar el sislf'ma. Por la! motivo 
RC procedió a medir a partir de ella la longitud <le onda para ca.da distribución, registrando 
,.\2 = 12a, ,.\3 = Sa, ..\.1 = 6a y ).5 = 5a, sif'ndo a el p<trámctro de la red. Para el primero 
modo es difícil de estimar la longitud de onda, ya que el primer nodo se encuentra ca.si 
en el punto de alimentación. Se sabe que la velocidad de fase se define cvmo el producto 
de frecucnci:i por la. longitud de onda, al rralizar dicho producto para distintos estados se 
encuentra casi la misma velocidad de fose para todos los ci,gni-cstados. Este hecho es de 
esperarse ya que la relación de dispersión de fononcs f'tl redes periódicas nos indican que 
la velocidad de fase parn Lajas frecuencias se conserva. 

Cabe mencionar que los efectos de frontera son importantes para cualquier simulación 
en cúmulos de redes, sin embargo, a pitrlir de los resultados para la red periódir.a, podemos 
inferir que dichos efectos son secundarios y los resultados obtenidos reflejan principalmente 
la simetría espacial de la red. 

3.5 EFECTOS NO LINEALES EN LOS EIGEN­
MODOS 

Como se había comentado anteriormente, las interacciones anarmónicas son determinantes 
en ciertos fenómenos físicos, tales como la expansión y conductividad térmica, la variación 
de los cigen-rnodos fonónicos con la temperatura, entre otros. Sin embargo, la., interac­
ciones anarmónicas cu Ion cigrn-mo<los de redes cuasicrislalinn.s ha sido poco estudiados, 
debido a que las ecuaciones no lineales no tienen solución exacta cu general. Esío, es prn­
cisamente uno de los motivos principales de la presente tesis, puesto que el experimento 
brinda una alternativa importante para el análisis <le dichos efectos. 

En base a que los efectos anarmónicos sen importantes cuando las amplitudes de 
vibración son mayores, hemos excitado la red con un mayor voltaje (4 volts <le pico a 
pico) 1 con el fin <le simular el comporlamicnto ana.rrnónico tic redes cuasicristalinas. El 
espectro de corriente de alimentación oht(•nido sP muestra en la ligura 3.9. Nótese que 
existe una variación tanto de las cigen-frecuencias como la forma de los picos, comparando 
con el espectro para el caso armónico. 

La figura 3.10 muestra la variación de las eigcn-frecuencias para los primeros cinco 
estados, cuando el sistema es excitado con diferentes voltajes de alimentación. Obsérvese 
que existe una disminución en d valor de la frecuencia para todos los estados, except0 
el modo de más baja frecuencia. Para analizar esta variación consideremos las leyes de 
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Figura 3.8: Curvas de nivel de distribución espacial de las ampli­
tud para algunos eigen·estados observados en el espectro dado 
por la red periódica a una alimentación de 0.2 volts. 
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Kirchhoff en forma de ecuaciones diferenciales 

(3.5) 

donde la inductancia L = Lo+ /ti.V+ ;;ei.v, siendo L·o = 7.7mH, 1 = 4.5mll/uolts y 
r = 5.6n/volts. Expandiendo la ecuación diferencial en serie de Taylor, se tiene que 

á'V. 1 { ('+i"') ('+i"')' } C dt'" +Lo~ (V" - Vm) - ¡;;;"" (V,, - V..)'+ ¡;;;"" (V. - Vm)' - .. · =O. 

(3.6) 
Esta última ecuación representa un sistema acoplado de 137 ecuaciones diferenciales no 
lineales que se compara con las ecuaciones de movimiento para. fonones con interacciones 
ana.rmónicas. Eiite sistema de ecuaciones no tiene solución analítica .. Por lo tanto, nuc· 
stro circuito proporciona una. alternativa para el estudio de los efectos anarmónicos en 
cua.sicristalcs y permite un análisis analógico 1lc la holución exacta. 

Unicamenlc con el ftn de estimar la importancia de los efectos anarmónicos, reescribí· 
rnos el sistema de ecu~cioncs, sin considerar el acoplamiento entre diferentes osciladores, 
como: 

á'V 'V ' V' ' ' , 7ti" +w0 -w0 c +w0 l V - ···=O, (3.7) 

donde<= (1 + it; )/ L0 • La solución puede buscarse en forma de una serie de aproxima­
ciones suceSÍ\'a5 

V= yOl + ¡1(2) + ¡•(>l (3.8) 

siendo 
y(I) = acos wt (3.9) 

con un valor exacto de w que puede buscarse ~n forma de una serie w = w0 +w(1)+w(2)+ .... 
Por otro lado, la fase inicial en V{I l puede anularse escogiendo cmn enientcmente el origen 
del tiempo. Ahora bien, en las aproximaciones, donde se incluyen términos de orden má.., 
elevado, este método hace que los factores periódicos que figuran en la solución contengan 
valores exactos de las frecuencias, lo cual se consigue con la condición de no haya términos 
de resonancia. Con la aproximación de segundo orden se tiene V( 2) = tf (-1 :+ rn•;wt ). 
Para la aproximación de tercer orden con V = v<•l + yPl + V(J) y w Wo + wl2l' 
tendremos una. ecuación diferencial lineal no homogénea para y<3 >. 

(3.10) 

Sustituyendo en el segundo miembro de la ecuación \flll y V(2), y aplicando la condición 
de que no haya. término de resonancia. Esto se logra igualando a cero el coeficiente del 
factor de resonancia cos wt que aparece en el segundo término dcspues de la sustitución. 
Efcctúando lo anterior, obtenemos que existe: una corrección de la frecuencia fundamental, 
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Ja cual es proporcional al cuadrado de la amplitud de las oscilaciones, dicho de ot.ra 
manc1.: 1 d corrimiento de la frccucnc:ia a primer orden estará dado por (Landa u y Lifshitz 
1985): 

(3.11) 

donde A es Ja amplitud del oscilador 110 perturbado. De manera similar al análisi~ pcr­
turbativo, la disminución en la frecuencia de los cigcn-modos puede explicarse también a 
partir de la ecuación para la frecuencia característica w0 :::::: ii.c' ya que al incrementar 
el voltaje aumenta la inductancia, y consccuentcmcntc disminuyen las frecuencias. La 
forma explícita de esta disminución en las frecuencias depende de la. topología de la red. 

Por otro lado, la. variación de las eigen-frccucncias en Ja red periódica también fué 
estudiada. Al igual que para el c•lso cuasipcriódico, la red periódica se excitó con diferen­
tes voltajes de alimentación, obteniendo.se la variación de los eigcn-valorcs, para los dos 
primeros estados, en función del incremento del voltaje de alimentación se mucStra en la 
en la figura 3.11. Obsérvese que los efectos no lineales están presentes también en la red 
periódica, esto es, existe un corrímicnlo de los cigen-valores. 
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Otro aspecto interesante, es cómo cambia la naturaleza de los cigen-estados con hs 
interacciones anarrnónicas, para ésto, analicemos la distribución. espacial <le amplitudes 
para las frecuencias de los ei9en-111odos del 1''.'lJH'rlro oht.cnido con una alimentación ele 11 
volts de pico a pico en el ángulo agudo <le la rc>d tic Penrosc utilizada. 

En la. figura 3.12, se muestra. la distribución espacial de las nmplitu<lcs de Jos primeros 
cuatro eigcn-modos observados en el espectro experimental de corriente con una ali­
mentación de '1 volts (figura 3.10). Se observa en dichas distribuciones espaciales de 
amplitud, que se ha perdido la localizttción de los estado producida por la cuasipcriodici­
dad cuantlo se alimenta con voltaje bajo. Esta respuesta es muy similar al caso de la red 
periódica (ver Fig. 3.7), lo que indica que los efectos de cuasipcrio<lir.i<lad han dejado de 
ser importantes cuando la interacción anarmónica comienza a ser significativa. 
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Conclusiones 

Esta tesis presentó un nuevo método para poder obst!rVar directamente In. localiza· 
ción de la función de onda fonónica. 1 como una consecuencia de la interferencia de ondas. 
Analizó también, el caso de una red cuadrada con objeto de aislar los efectos no lineales. 
Asimismo, se estudió en detalle el comportamiento anarmónico de la red cuasiperiádica, a 
travéH de excitar el sistema mediante una vibracióu <le mayor amplitud. Como cpnclusión 
del trabajo podemos mencionar lo siguiente: 

1) El circuito cli•ctrioo LC, constituye una alternativa para examinar la localización 
de ondas en redes bidimensionales, tanto cuasiperiódica.3 como periódicas, ya que 
permite medir en forma directa y precisa lrui amplitudes de las eigcn~funcioncs en 
cualquier sitio de la red, sin necesidad <le equipos sofisticados. Para el campo di! 
la docencia, esta característica ofrece como ventaja, una visualización directa de~ 
cicrta.q rnntida<lcs cuánticc1.'l, tales como í's el ca.so de la función de onda. 

'2) J.a existencia. de una buena corrc·:ipondcnda entre la teoría y el experimento, .una 
situadón poco usual cu los estudios <le materialrs reales, brinda confianza en el 
método, con el cual, debido a su grnn simplicidad, se han podido aislar las pecu­
liaridades nuis importantes del sistema. 

3) En la red cua...'lipcriódica, se han observado cigen-estados realmente extendidos a ha.ja 
frecuencia y estados críticamente localizados, cuando la longitud de onda es com­
parable con el parámetro de la red. El origen de dichos estados críticos se debe a 
una interferencia peculiar de ondas provocada por la cua'liperiodicidad ele la red, es 
decir, se debe a la la i11cunmc11surahilidacl en las fases de las ondf\.S que llegan a un 
mismo sitio desde sus vecinos más próximos. 

4) A través de un análisis del caso periódico, se puede deducir que los efectos de frontera 
tienen poca influencia en los resultados obtenidos, es decir, los espectros observados 
ac dcb~n principalmente a la simetría dentro del cúmulo, no de la frontera. Este 
hecho nos permite inferir la confiabilidad de los resultados obtenidos a partir de la 
red cuasiperiódica. 

5) La reducción de las dgen-frr.cuencias de lo:i modos normales y el ensanchamiento 
de los picos, son la.'I principales características de la interacción anarmónica en el 
espectro. Y ya que 110 existe una solución exacta para estos sistemas en general, 
<le::;de el punto <le vista de la investigación, esta simulación analógica rcprc~cnta una 
nueva manera de analizar los efectos no lineales. 

6) En el ca.so de redes cua.sipcriódicas, las interacciones anarmónicas tienen un efecto 
determinante en la localización de ondas en redes cuasi periódicas. Y pensamos que la 
desaparición de la estructura fina en la distribución de amplitudes puede deberse a la 
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interacción fonón 4 fonón 1 dado que el término anarmónico en el hamiltoniano puede 
interpretarse como dicha interacción dentro del formalismo de segunda. cuantización. 

Cabe hacer notar que la. simulación analógica presentada en esta tesis tiene la. virtud 
de ser simple, ilustrativa. y no requiere equipos complejos. El dispositivo empleado es 
versátil y podría utilizarse para diversos propósitos, tales como estudios de la concluctancia 
selectiva, anisotropía en el flujo de corriente, resonancia en radio frecuencia, entre otros. 
Además, también a través de un circuito similar podrían analizarse los defectos o fallas en 
la cuasi periodicidad de la red, por ejemplo, los fasoncs. Obviamente, otros sistemas, tales 
como cua.sicristalcs octagonales, dodccagonales o fractales, pueden ser también estudiados 
con este método. Finalmente, los resultados obtenidos sugieren que el comportamiento de 
una red cuasipcriódica a temperaturas elevadas será muy similar al de una. red periódica., 
es decir, por ejemplo, la conducLividad térmica y el calor específico de un cuasicristal real 
deben tener el mismo comportamiento que un cristal, cuando la interacción a.narmónica 
se convierte en una parte importante de las interacciones. 
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Apéndice A 

Apéndice. 

A.1 Simetría de quinto orden 

Un cuerpo tiene simetría cuando mediante ciertas operaciones (llamadas de simetría) 
puede coincidir consigo mismo. Las operaciones se dicen de primera especie cuando re­
alizan la coincidencia de dos objetos congruentes, y a su vez, estas de primeia especie 
son de orientación (rotaciones) y de posición (traslaciones). Las operaciones de segunda 
especie realizan la coincidencia <le dos figura.'! cnantiomorfas, las cuales, pueden ser con 
orientación (inversiones, reflexiones, rotaciones impropias) y de posición (plano de desliza­
miento). La rotación es un desplazamiento en <'i cada punto de la figura que se mueve gira 
un ángulo, llamado ángulo elemental de giro, y en el mismo sentido en derredor de una 
recta determinada en posición, llamada eje de rotación o de simetría. En todo conjunto 
simétrico, el ángulo elemental de giro correspondiente a cada. uno de sus ejes de simetría. 
es siempre fracción exacta de 360 grados, esto es a = 2;r /n, donde n es un número entero, 
llamado orden del eje de rotación {Fabregat, 1971). 

Exiten limitaciones del ntimcro de ejes de simetría, por ejemplo, un cristal convencional 
uo puede tener simetría rotacional de quinto orden, para entender lo anterior consideremos 
la prueba de llenar el plano con pentágonos, {Fig. A.!). El pentágono regular es la forma 
más simple que posee estii. simetrín prohibida, y no es considerada como celda unitaria 
de un cristal, debido a que al tratar de embaldozar el plano con esla figura geométrica, 
entre ellas quedan huecos, esto es, si dos pent.:fgonos son juntados a lo largo de sus 
correspondientes lados paralelos, un tercero no puede juntárseles como vecino sin mostrar 
lo que se denomina: frustación. 

Puede demostrase geométricamente que sólo ciertos ejes de rotación pueden regir la 
simetría de orientación de los crsitalcs, cslo es, Una prueba de la limitación de la mul~ 
tiplicidad de ejes de rotación puede ser dada de la manera siguiente: Teniendo una red 
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Figura A. l: El embal<lozado de un plano con pentágonos mues­
tra el fenómeno llamado, fruslación . 

. , 

Figura A.2: Figura para probar la ley relativa a la multiplicidad 
de los ejes de rotación. 
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consistente de un grupo de n~ejcs paralelos de rotación. Pcrmiticndose que cada uno de 
estos ejes tenga. una secuencia lineal de puntos asociada en ángulo recto con ella. Por 
ejemplo tomando P_1 , P_i, P0 , P11 P.1 •.•• A tra\'és de P0 dejamos pasar un eje de rotación 
de n orden en ángulo recto al plano de la figura ( Fig. A.2). Donde la distancia entre los 
puntos es constante. 

P,Po = P1P1 = ... =ao (A.J) 

Entonces, si el grupo de puntos es rotado alrededor del eje, perpendicular al plano, en 
un ángulo o donde o= 360º/n se producen dos líneas nuevM (equivalentes) P0 , P;, P; ... 
y P0 , r;, r;. Ahora bien, P~1 P; es paralelo a P0 P1• Por lo tanto p;· y P;, son puntos 
idénticos en la línea de puntos la cual es idéntica a. P0 P1. Así P~ 1 P; = N · ao donde N es 
un número entero. El triángulo P: 1P;Po nos da la relación 

(A.2) 

Esto sólo puede ser verdad si 
cosa= N/2 (A.3) 

Ya que el: cosa ::5 1 , N solamente puede tomar valores de O, +I, +2, -1 y -2. El 
co• = 0,+1/2, -1/2, +I y -1; o el ángulo a tomar valores de 360, 60, 120, 180, 90. Por 
lo tanto, la.• únicas multiplicidades para los ejes de rotación, donde n = 360º /a son los 
valores 1, 2, 3, 4 y 6. . 

A.2 Ecuaciones del circuito. 

Como resultado de la interconexión ele elementos en una red, se establecen ciertas limita.­
dones a las Corrientes y tensiones asociados con cslo.9 elementos. Unas de estas restric­
ciones son las llamadas leyes de Kirchhoff. Una ecuación, obtenida como resultado de 
la aplicación de cualquiera de las dos leyes a una red, es llamada ecuación de equilibrio 
(estacionaria) de una red. En general, la determinación de la respuesta de una red exige 
la solución de un sistema de ecuaciones. Siendo la finalidad del cálculo hallar las intensi­
dades de las corrientes en diversas partes de ellos. La representación de un circuito que 
solo contenga LC (elementos alma.cenadores de energía), es muy sencillo y vali"osamente 
instructivo y su ecuación es -t(Va - Vi) + ¡¡ = o, y como e = V tenemos entonces, 
-i(V. - V¡)+ CV = O. Las ecuaciones del circuito en la red de Penrose, se obtienen 
examinando cada una. de las componentes de la. red para. <lespues ir generando ésta, de 
acuerdo con el método de construcción, ideado por Wang y Darrio en 1990 (ver figura 
A.3). Las leyes de Kirchhoff para el circuito dé la primera generación de nuestra red de 
Pcnrose se puede escribir de la siguiente forma: 

~L (V, - V,)+ ,,...!_L (V, - Va)+ iwCV, =O 
IW l IW 1. 

,,...!_L (V, - Vi)+ ,,...!_L (V, - V,)+ iwCV, =O 
IW 1. IW 1 
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Figura A.3: Formación de las primeras cinco generaciones de la 
red de Pcnrose (método de Wang-Barrio, 1990). 

Figura A.4: Circuito para la generación ro= l. 
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Figura A.5: Circuito para la generación n = 2. 

Figura A.6: Circuito para la gcnraciün n = 3 . 

.,.!._L (V, - V1) + .,...!.-¡ (V3 - V,)+ iwCV3 =O 
tW l lW •1 

El circuito para. la segunda generación se pue<le escribir: 

.,.!._L (Vi - V,)+ .,.!-L (Vi - V,)+ iwC\ii =O 
IW 3 1W l 

.,.!._L (V2 - Vi)+ .,.!-L (V, - V,)+ iwCV, =O 
tW 3 tW..11 

.,.!._L (V, - ~1) + .,.!-L (V, - V,)+ iwCV,, =O 
IW 2 IW 2 

donde L;{i = 1,2,3) son las inductancias (en general pueden ser complejas debido a la 
existencía de efectos disipativos en las bobinas}, V; es el voltaje medid•) en el sitio i, e 
la capacitancin. y w la frecuencia característica de oscilación. En el caso de la tercera 
generación las ecuaciones de nuestro circuito serán: 
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-. -
1-(v¡ - V,)+-. 

1-(Vi - V,)+-. 
1-(lli - V.,)+ iwCVi =O 

1wL3 2wL2 twL'J. 

-. I_(¡,2-lli) +-. -1-(F,-V,) +iwCF, =O 
twL3 twl2 

-, -
1
-(V3 - l/j) + -. 1-(Va - V,)+-. 1-(1', - Vi)+ iwCV, =O 

iwL'J 1wL2 1wL1 

~L (V., -Vi)+ ~L (114 - \~) + iwCV., =O. 
IW 2 lW ~t 

De esta forma podemos generalizar nuestro estudio para un circuito de cualquier genera­
ción. Asimismo, debemos de incluir la restricción con respecto a los enlaces di~cutida. en 
la sección anterior, es decir, los enlaces que designamos con inductancias L1 y L 3 no serán 
tomados en cuenta, solamente consi<lcrnremos los enlaces indicados por la inductancia 
L2• Por lo tanto, las leyes de I<irchhoff para estados estacionarios pueden escribirse 
convenientemente de la siguiente forma: ' 

iwC\I" + ,,.'._L L(V,, - Vm) =O, 
IW m 

(AA) 

donde la inductancia (L) y la capacitancia (C) tienen el mismo valor para todos los 
elementos, l~, es el voltaje medido en el sitio n, cuando se excita el sistema mediante una 
onda <'..stacionaria de frecuencia w. Aquí, la sumatoria se extiende a todos los siti.Js m 
directamente conectados al sitio n. 
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