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INTRODUCCION

Desde que Wigner y colaboradores introdujeron exitosamente la teoria de grupos
para el estudio de los espectros atémicos de elementos multielectrénicos, esta her-
ramienta matematica ha encontrado aplicacién en mulitples ramas de la fisica bdsica-
mente por dos razones: i) En el prohlema de muchos cuerpos en mecamca cudntica,
permite obtener espectros de energia y una base de estad d al probl sin
necesidad de resolver explicitamente la ecuacién de Schrddinger (o la de Dirac, en el
caso relativista), la cual es en general un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
no lineales y acopladas. ii) Cuando se desconoce la forma del potencial de interaccién
en un problema determinado {como es el caso de la fisica nuclear y la de particulas),
la teoria de Grupos permite obt , aprovechando el pto de Simetria, Hamilto-
nisnos modelo que pueden ajustarse de manera adecuada para describir los resuitados
observados.

En este sentido, y en vista del éxito que ha tenido la aplicacidn de la teoria de
Grupos en el campo de las particulas elementales, el concepto de Simetria ha pasado a
ocupar un lugar preponderante en el estudio e interpretacién de los fenémenos fisicos.

En este trabajo se describirdn los conceptos bdsicos de la teoria de Grupos, asi
como su aplicacién en la fisica nuclear y de particulas. Se estudiardn modelos simples
pero que indican las dificultades que se pro tan en modelos de intesés actual. La
extensién de estos modelos resulta ser directa en el aspecto formal, aunque los cilculos
algebraicos se compliquen.

Dentro de estos conceptos vamos a mencionar aqui dos, que son importantes para
comprender lo que se hard en este trabajo dentro de lo que serin la aplicacidn de la
teoria de grupos en la fisica: Algebra de simetria y Algebra dindmica de simetria. La
primera es el conjunto de generadores de algiin grupo que conmuta con el Hamiltoniano
del problema en cuestién; entonces, estos operadores son capaces de generar todo un
multiplete correspondiente a un mismo eigen-valor de este Hamiltoniano, Por otro lado,
cuando se tiene un dlgebra de operadores tales que generan la totalidad del espacio de
Hilbert del Hamiltoniano (es decir, su accién permite cambiar estados de un multiplete
de energia a otro), se dice que el Hamiltoniano posee un Algebra dindmica. De tal
forma, si se ticne un Hamiltonjano escrito en términos de los operadores de Casimir
asociados a una cierta cadena de grupos, el grupo ‘menor’ determina el Algebra de
simetria, mientras que el grupo mayor determina el Algebra dindmica.
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No daremos aqui, por motivos de extensién, una introduccién de los concer
basicos, pero remitimos a los textos clisicos del tema con enfoque hacia la fisica:
Hamermesh {1] , Wigner [2] , Chen [3]. De cualquier manera, algunas aclaraciones son
pertinentes: Siempre que hablemos en lo sucesivo de la ‘representacidn’ de algin grupo,
nos referiremos a una representacién irreducible. Trabajaremos bdsicamente con grupos
unitarios U(n) que son un ejemplo de grupos conti de Lie; también trataremos
con el grupo simétrico de permutaciones S(n) , el cual es un grupo finito que, como
se sabe, guarda una relacién muy estrecha con los grupos unitarios y en general, con
las representaciones irreducibles del grupo lineal en n dimensiones GL(n) . Como
el manejo que se hard en toda la tesis de la teorfa serd puramente algebraico, traba-
jaremos solamente con los generadores infinitesimales de los grupos y utilizaremos las
dlgebras que satisfacen en términos de relaciones de conmutacién. En este sentido nos
apartaremos del tratamiento al estilo Hamermesh, sin embargo, en Chen (3] Capitule
V se encuentra una excelente referencia bdsica para el trabajo de esta tesis. En el
capitulo VII del mismo libro se hace un andlisis detallado de los grupos unitarios; en la
seccidn 1 de dicho capitulo aparece la relacién de conmutacién basica que obedecen los
generadores de estos grupos a la cual haremos referencia en el trabajo para encontrar
el grupo de simetria en cada uno de los problemas que se tratardn.

En fisica generalmente se utiliza el grupo SU(n) ,el cual consiste en la matrices
unitarias complejas con determinante 1. Sin embargo, en muchos de los teoremas y los
cdlculos de la teoria de Grupos aparece el grupo U(n) de matrices unitarias (de n
dimensiones) , que es mas general que el anterior, aunque no aporte mds informacién
fisicamente relevante. En términos de generadores, los de SU(n) sonlosde U(n) pero
sin traza, y son n2—1 en contraste con los n2 de U(n). En términos de diagramas de
Young (que veremos en el capitulo 2), la diferencia entre las representaciones de ambos
grupos estd solamente en las columnas con n cajas. Es decir, las representaciones de
U(n) en las que aparecen columnas de n cajas son equivalentes a las representaciones
de SU(n) correspondientes al diagrama que resulta de eliminar dichas columnas. De
hecho, es posible demostrar (Chen cap. VII) que cunlqmer eigen-funcidn \P(") que
pertenece a la rep. {v} de U(n) pertenece te a una repr
irreducible de SU(n), aquella cuyo diagrama de Young se obtiene del correspondiente
a la representacién de U(n). A lo largo de la tesis se manejard indistintamente a los
grupos U(n) y SU(n), pero queda garantizado por la teoria que los resultados son
los mismos, con la salvedad que acabamos de mencionar.

En los dos primeros capitulos se tratardn temas que son de interés en fisica nuclear.
El marco general de lo que se hari en ellos serd el modelo de capas para el nuclco, en
el cual juegm un papel basxca los niveles de cnergia N de un oscilador arménico
tridi 1. El 6pico de refe ia serd entonces ¢l de un conjunto
de particulas (b o fermi )‘ bebidas’ en unacapa N del potencial comiin, las
cuales a su vez interactiian mutuamente bajo Ia accién de un potencial indeterminado,




En el tercer capitulo nos ocuparemos del papel que juega la teoria de Grupos a
nivel fenomenoldgico en la fisica de particulas. chatemos de lado el estudio de los
estados excitados de los bariones lo cual, como se verd, serfa una extensién directa del
trabajo que se hace en este capitulo.

Pese a que los temas a tratar son bastante diferentes, se hard uso a lo largo de
todo el trabajo del método algebraico de ‘segunda cuantizacién’, a través del cual se
puede convertir un problema de ecuaciones diferenciales con variables continuas en un
problema algebraico susceptible de resolverse de mancra sencilla empleando teoria de
Grupos. Una justificacion de la validez de este método se da en el libro de M.Moshinsky
{4] y aqui sélo se hard una mencién de clla.

También se puede ver que surgen operadores bosénicos de creacién y aniquilacidn,
de manera natural, como los coeficientes de un desarrollo en serie de Fourier para la
funcién de estado de un sistema. Sin embargo, cl enfoque de esta tesis serd el de Moshin-
sky, en el cual se interpreta un operador de creacion como una particula fisica con
propiedades definidas, y un operador de aniquilacién cemo su conjugado hermiteano!.
Para ilustrar el modelo de capas sc estudiard un sistema de N fermiones confinados
a ocupar una sola capa principal de un oscilador armdnico tridimensional y que estin
interactuando através de fuerzas centrales de tipo gaussiano y de Yukawa. Se encon-
trardn los epectros de energia y las eigenfunciones correspondientes y se analizard el
comportamiento del espectro respecto a un pardmetro de intensidad de las interacciones
mencionadas.

Como ejemplo del procedimiento matemitico que se utiliza en el modelo de bosones
interactuantes introducido por Iachello y Arima se considerari un sistema de N
bosones con momento angular uno (bosones p) . Determinando el potencial general
que puede asociarse a cualquier interaccidn entre los bosones que sea invariante ante
rotaciones; encontrando su espectro dc energias y sus correspondientes eigenfunciones.
También se calcularin transici gnéticas cuadrupolares entre los estados
utilizando la forma explicita de las funciones de onda encontradas.

En el campo de las particulas se tratardn los temas siguientes :
i) Simetrias internas de la interaccion fuerte,
i) El modelo de quarks . Restringido a solamente tres tipos de quarks (u,d,s).
§i§) Férmula de masas de Gellmann-Okubo.

Se hard un modelo fenomenolégico que describe el espectro de masas de los bariones
utilizando la simetria dindmica U(6). También se obtendrd la base completa de estados

! Dicho en términos més formales: El mélndu de segunda cuantizacién ” es un formalisamo matemitico
en el cual son p los (y no las o las p de los

espines de las particulas) los que d P ol papel de jables independi fe} .
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portando esta simetria y con ella se calcularan los valores de los momentos magnéticos
de los bariones y sus proporciones, los cuales han sido un soporte mas para la hipétesis
de confinamiento del color.,

En cuanto a la manera de organizar la bibliografia en este trabajo, debemos co-
mentar lo siguiente: Aunque algunos de los textos a los que se hard referencia fueron
utilizados a lo largo de todo el trabajo, daremos, por facilidad de ma.nejo una referencia
blbhogmﬁcn para cada capitulo. De tal manera, cuando se mencione un libro citado

te, sélo escribi el nombre del autor, seguldo de los datos especificos de
la referencia en cuestién, v.g. capitulo, ion, pdgina, i6n, etc. Como es usual,
se hara referencia a la bibliografia con niimeros entre corchetes.
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SISTEMAS DE BOSONES INTERACTUANTES

1 Introduccién

Como ya hemos dicho, en el presente capitulo y en el siguiente trabajaremos en temas

' que tienen aplicacién en fisica nucl En la seccidn 5 nos referiremos con mds detalle
al Modelo de Bosones Interactuantes propuesto por Iachello y Arima. Aqui haremos
una breve referencia al problema microscépico antes de comenzar con célculos que
pert propi te a un modelo de b previ te establecido que en nuestro
caso sera simplificado y para el cual no tendremos una referencia fisica concreta.

El Modelo de Bosones Interactuantes (IBM) da una buena descripcién de los es-
tados colectivos de niicleos medianos y pesados. El hecho de que el Hamiltoniano en
este modelo conserve el niimero de bosones (c.f. el Hamiltoniano que obtenemos en
la seccién 2 de este capitulo) sugicre que estos bosones representen de alguna manera
pares de nucleones. De hecho, en los modelos propuestos, al menos en los mds simples,
se prop 1 b que repr tan pares protén-protén 6 neutrén-neutrén. Sin
embargo, lograr una perfecta coherencia entre la imagen microscédpica del nicleo como
un sistema de muchas particulas que ademds tienen espin, y el modelo algebraico de
bosones interactuantes aiin en su forma mds simple (bosones sy d como se verd en la
seccién 5) resulta una tarea complicada que abarca toda una linea de investigacién con
la literatura correspondiente.

Como es bien sabido, el modelo de capas es una buena aproximacién a la com-
plejidad del problema de muchos cuerpos que presenta el nicleo. En nicleos ligeros,
¥ en niicleos pesados con configuraciones cercanas a las de capa cerrada, ¢l modelo ha
permitido obtener exitosos cdlculos de niveles de energia y probabilidades de transicién.
Esto se ha logrado utilizando interacciones de dos cuerpos y operadores de particula
independiente para las tr. lect

sticas.

Sin embargo, en los casos en los que el niimero de nucleones de ‘valencia’ (ver
sec. 5) es grande, la aplicacién directa del modelo de capas se torna pricticamente
imposible. Tomando en cuenta todo el espacio de Hilbert que en principio implica el
modelo, se observaria que mucha de la informacién incluye estados de muy alta energia
en los que juegan un papel muy importante las configuraciones excitadas. Sin embargo,
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generalmente interesan sélo los niveles de mas baja energia, las cuales muestran una
estructura simple y regular. En la ref. [7] se ilustra, con ejemplos concretos para 10
¥ 12 neutrones de valencia, ¢cémo la di i6n del espacio a considerar prohibe defini-
tivamente cualquier cdlculo en el modelo de capas. Entonces se debe introducir algiin
esquema de ‘truncamiento’, o dicho de otra forma, un to’

\ a de ‘acoplamiento’ que
aporte una descripcién simple pero adecuada'de los niveles mas bajos. Esta descripcidn
se tiene con el IBM cuya imagen microscopica resulta ser entonces el modelo nuclear
de capas (como lo manejaremos en este trabajo). El IBM ha mostrado ser eficaz en la
descripcién de estados colectivos de baja energia en términos de bosones con momento
angular 0 y 2 (ver sec. 5). El modeclo asigna parcjas de nucleones de valencia
idénticos (protones por una parte y neutrones por otra) acoplados con JF =0t y 2+
a bosones s y d respectivamente. Esto implica dos cosas:

i) La imagen fermidnica de los bosones (los pares acopladas) debe satisfacer rela-
ciones bosénicas de conmutacién (descritas en la siguiente seccién).

ii) Los estados colectivos del niicleo serin descritos tan bien como sea posible en
términos de estas superposiciones tipo Sy D de operadores fermidnicos, pero es de
esperar que el modelo tenga limitaciones.

Respecto al punto (ii), s interesante seiialar el tipo de problema que se presenta.
La prescripcién mds simple para escoger los pares a acoplar es diagonalizar el Hamil-
toniano para nucleones idénticos Her (r = v 6 7} en el espacio de configuraciones de
dos particulas y luego identificar los eigenvectores de menor energia de dos particulas
acopladasa 0% conel par S y los eigenvectores de menor energia acopladosa 2+ con
el par D. Los operadores Sy D de pares asi formados crean los estados de minima
energia en la ausencia de otros pares. Pero surge la pregunta de qué ocurre cuando
existe mds de un par de particulas. El probl es si es posible reproducir el proceso
de ‘acoplamiento’ entre los pares mismos de manera que las interacciénes mutuas que
estos sufren scan manejables de la misma manera que la interaccién nucleén-nucledn,
con la consecuencia de que el acoplamiento entre pares resulte en estados de minima
energia. Dada la propiedad de apareamiento de las fuerzas nucleares, resulta que la
interaccidn entre pares semejantes es muy débil. Sin embargo, se ha demostrado que
es posibla realizar una renormali entre pares neutrdnicos y protdnicos ya que la
interaccidn entre estos resulta ser bastante fuerte. En este sentido se pueden esperar
resultados importantes aplicando este procedimiento de pares S y D en sistemas que
involucren neutrones y protones de valencia.

Considerando los dos puntos anteriores, vemos que se tienen entonces dos prob-
lemas por resolver: el primero es encontrar un mapeo bosénico, y el segundo es cl de
izar el tr iento del espacio fermidnico.a mapear en el espacio bosomco. No
habluemﬂs de estos prob) que existen para resolverlos!, pero

ni de las té

Como ya dijimos, existe toda una literatura al respecto, ademis de la ref. [7}, podemos recomendar
{8}, ¥ e excelente articulo de revisién de Klein y Marshalek (9] .
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diremos que éstas bisicamente se subdividen en dos tipos: Aquellas que realizan el
truncamiento antes de la ‘bosonizacién’ y las que lo hacen a la inversa.

En este capitulo estudiaremos un sistema de bosones con momento angular I=1,
para ésto consideramos un Hamiltoniano general constituido por interacci de uno
¥ dos bosones en el esquema de segunda cuantizacién.

El objetivo es indicar los pasos a seguir para identificar la estructura de grupos que
estd iada a sist de has particulas y asi descubrir la existencia de simetrias
dindmicas asociadas al Hamiltoniano completo o a parte de él. Este andlisis permite
obtener el espectro de energia en forma analitica o al menos proporciona una base
completa de estados, por medio de los cuales es posible diagonalizar el Hamiltoniano.

En ¢l pirrafo anterior se han introducido conceptos como esquema de segunda
cuantizacién, estructura de grupos y simetria dindmica que aclararemos en el desar-
rollo de este capitulo. Primero daré un breve resumen del formalismo de segunda
cuantizacién, para aplicarlo posteriormente al problema particular que nos interesa.
Una vez que hayamos obtenido el Hamiltoniano en términos de operadores bosénicos
con momento angular 1, determinaremos su estructura de grupos; las simetrfas dindmi-
cas asociadas y el correspondiente espectro de energias. Finalmente se hardn algunas
consideraciones acerca del método general y sus aplicaciones en el campo de la fisica
nuclear.

2 El esquema de segunda cuantizacién :

Bisicamente, este método se utiliza para estudiar sist de has particulas en
mecdnica cudntica no-relativista, para estos sistemas el problema fundamental consiste
en resolver la ecuacién de Schrédinger;

RO o - Eotum g+ v ovmo =o. (1.21)

La funcién de onda ¥ representa el estado del sistema de particulas, siendo V la
energia potencial (que puede incluir interacciones entre las particulas ademis de un
potencial comin a todas ellas).

La idea es cambiar el espacio de ObjelOS con los que se trabaja. En lugm- de tratar
con funciones definidas cn un espaci > de coordenadas, se repr 4 el estado
del sistema en términos de operadores de creacién (bosénicos 6 fcrmxomcos) actuando
sobre un estado que se define como de “vacio”. A este nuevo espacio se le conoce

como ‘espacio de Fock’; de manera que reemplaza al espacio de Hilbert de funciones de
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estado.Cada elemento cn cstos espacios representa un estado del sistema que se estudia.
Cada uno de estos operadores crea una particula (bosén 6 fermién) en un estado de
particula independiente bien definido. A continuacién nos enfocaremos a estudiar un
sistema de bosones p ({ = 1) que se encuentran bajo la accién de un potencial comiin
U y los cuales ademds interactian por pares através de un potencial V;;; asi el
Hamiltoniano esta definido por la expresién

H = 5:((—'—)+ vl o+ E Vi - (1.22).
i<j

Vemos que H estd formado por la suma de operadores de uno y dos cuerpos:

w=gl(2m)+ Uil =

que de acuerdo con Moshinsky {1}, en segundn. estos u; d toman la
forma siguiente: : 7 .
W= (ol Wild )bfbﬁ’ (1.2.3.0)
124
1 ‘
V=3 ¥ (sierlV 10'136'2 ) 8}, o, 1 3, (1.2.3.5)
P22
donde los indices p;,p; denotan el conjunto de Anticos que terizan

los estados de particula independiente. Se puede demostrar con las relaciones de con-

mutacién generales de los operadores bosénicos b;, que los elementos de matriz de los
operadores as{ definidos entre dos estados cualesquiera del sistema, son iguales a los
obtenidos en la representacién del espacio de Hilbert de funciones de onda.

3 Modelo de Bosones P

En el caso que trataremos en este capitulo, que es el de operadores bosénicos de mo-
mento angular 1, o bosones p, el Hamiltoniano puede escribirse como sigue:



Bosones p - : o R S i % = g

oy = g (v1g] Wl lulq’) bf

+§ > (vlql.vlqzl V12 I "lqnulqz)bl,,, b,w'b"’a G (3)
91,92,91:92 L e

Por simplicidad supondremos que los bosones p se mueven en un potencial comin
de oscilador ha.rménico, caracterizindose entonces el indice p por {vim}, donde v =
1 denota al niimero de cud ! =1el mo to angular y m su proyeccién. De
acuerdo al esquema de segundn cuantizacién tendremos una equivalencia con el estndo

diente en el pacio de Fock que queda expresada por : E

< 711g) —s b}, [0).

El estado de vacio |f) se define de la siguiente manera: b19|9) = 0, para toda q y
los bosones p satisfacen las reglas de conmutacién siguientes:

sl ) =0 @90 =0; lo,sf)=

Es inmediato mostrar que los operadores C’zJ = bLblq’, cumplen con las relaciones "
de conmutacién:

4 t I

[ed.cl 1= cisf — cia,
que caracterizan a un dlgebra unitaria en tres dimensiones, U(3). Utilizando las rela-
ciones (1.3.2) es ficil ver que el Hamiltoniano (1.3.1) puede escribirse en términos de

los operadores Cg .

Cuando un operador estd formado por combinaciones de los gencradores de un
grupo .o sus potencias, y resulta que conmuta con todos los generadores de dicho
grupo, entonces se dice que este operador es invariante y se le conoce como operador
de Casimir. La importancia de estos operadores radica en que dada su propiedad,
permiten clasificar los estados de un sistema en sub-espacios o multipletes caracter-
izados por determinados niimeros cudnticos (que son los eigen-valores de los estados
respecto del conjunto de los operadores de Casimir), los cuales son invariantes ante la
accién de los generadores del grupo. Entonces, diremos que un Hamiltoniano posee
una cierta simetria dindmica cuando sea posible escribirlo en términos de operadores
de Casimir asociados a un cierto grupo de simetria ! y sus subgrupos. En este caso,
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serd posible escribir el Hamiltoniano en forma diagonal en la base de estados definida
por los multipletes asociados a estos operadores invariantes.

A i ion d s que el Hamiltoniano para un de n
p cuyas interacciones son escalares ante rotaci (Vij con cualquier operador
O de rotacién del espacio) puede escribirse en términos de los operadores invariantes

de Casimir de la cadena de grupos:
U(3) D SO(3) D SO(2).

Para encontrar el espectro de energias del Hamiltoniano tendremos que encontrar una
base de estados que porte la representacidn irreducible de dicha cadena en términos de

los operadores bosénicos b!q definidos anteriormente.

Introduciendo el operador de nimero A}, tenemos:

W= (vig| Wi [vid) by 817 = By bl 819 = By A,

29’ q
donde E,; es el valor de la energin del nivel v1 en el espectro de una sola particula,
o energfa de bosén independiente. Se puede demostrar ficilmente que el operador Ap

definido anteriormente, conmuta con todos los operadores C§ , con lo que tenemos
un operador de Casimir de U(3). Utilizando la invariancia ante rotaciones (simetria
rotacional) del Hamiltoniano podemos reordenar las sumas que tenemos en la ec.(1.3.1)
en términos del acoplamiento entre los vectores: { |vlq1);ivla) } v { |v14});|v1gh) }
y obtener la siguiente expresién para V

1
v=3; £ ¥ {talalIm 1didg] M)
91,492,909 S MIM!

(v 1T M|ViglulJ'M') }b},b},wimﬁ , (1.3.3)

con los simbolos {;| ) denotando a los coeficientes de Clebsch-Gordan del grupo SU(2).
Dada la simetria de V, el elemento de matriz es independiente de M-y M/, y ademds
debe ser cero entre estados con distintos momentos angulares J y J'. Pod entonces
escribir, utilizando el Teorema de Wigner-Eckart para V)2 un tensor escalar:

(VIIMVigv1d'M') = 636} (w1 ||Viglv1J) ,

! Btaesta i6n de i s dindmica que se maneja en el libro de Tachello y Arima [4] y que
adoptaremos en este trabajo
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donde (|} || ) es cl elemento de matriz reducido de Vj2 que depende en general de v
¥y de J y que denotaremos por el simbolo V,;; . Por lo tanto podemos escribir la
expresion (1.3.3) como sigue:

1
V=35 Viaj [ blxbt g (bxb P
M
donde utilizamos las definiciones

[ntxbt = §; (ar; 192700 8 88,

[bxb P = 3 (1g1: 1q2; J) 6171310

91,92

1n d,

Para que los operadores bosénicos de aniquilacién tengan las mi propi
de transformacién ante rotaciones que los operadores de creacién, introducimos los
operadores definidos como sigue: by, = (—=1)* bg,—;, . De esta manera podemos acoplar

los tensores [ bfxb! ﬂ;‘, v {5xb J4; , enla forma siguiente:
- o~ 0
V= % T VETEI Vs H(btxbf ¥ x (bxb 1 ]]D . (1.34)
J
reflejando el acoplamiento a momento angular total cero el hecho de que V debe ser
un escalar ante rotaciones.

Ahora vamos a introducir una notacién que ayudari a simplificar los resultados
y al mismo tiempo escribir ¥ en términos de operadores de Casimir; asi definimos los

operadores G y A :

P 0
gL = [[[b*xbf 15 x [ Bxb }* ]]o , (1.3.5.0)
b P x [blxb P
.ﬁ:ﬂlb xb P x[b xb]ﬂo , (1.3.5.5)
con L = 0. ,2yA=0,12. Los operadores anteriores estan relacionados a través de
un te de reacoplamiento de mc tos angulares, un simbolo 9-J, y tomando

en cuenta las reglas de conmutacién entre bl y b podemos establecer la expresién:

11 7
gL=A§2(2L+1)(2A+l)(}\ 1 10:)15 )“ZL VEEHLly o (136)
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Como §; = 0, porque tUnicamente son diferentes de cero los acoplamientos entre
dos bosones de o de aniquilacién a 1 tos lares pares, del sistema de
ecuaciones (1.3.6) se puede despejar J; en funcidn de % y .ﬁ y determinar las relaciones

go=51\67+~76+—\/—3—‘-7i.

Yy
1 4
02= () (54425 - 554).
Los operadores de Casimir de la cadena U (3) o} 50(3) estn.n dndos en temunos
de 5, por : o,

: ’7 (1'3 7a,8)

La obtencidn de estas ecuaciones se hace en el apéndice 1 de este cupl‘tuld

Substituyendo las ecuaciones {1.3.7) en las expresiones para go yGa y éstas en el
Hamiltoniano obtenemos

1 No(Np+1) L2 1 2 4, L2
Hy1=Bukp + 5Vt {_L(_:;L*‘_) - S+ SV {5ﬂ¢—§M+—5-) . (1.3.8)

Hemos logrado escribir ¢l operador H,,| en términos de los operadores de Casimir
de la cadena U(3) D SO(3). Esto nos permite inmediatamente encontrar el espectro de
energias de un sist deN b p en interaccién, cuya forma explicita depende de
los valores seleccionados para las interacciones de uno {E,;) y dos bosones (V,19, Vo12)-
Lo anterior {inicamente requiere conocer la regla de ramificacién de U(3) a SO(3); que
en este caso corresponde a la bien conocida relacion entre €l niimero de cudntos y el -
momento angular de un oscilador armdnico en tres dimensiones.

La ecuacién (1.3.8) puede reescribirse de manera que se exhiban claramente los
operadores de Casimir de la cadena, con lo que la energia quedaria en términos de
coeficientes asociados de manera univoca a cada uno de ellos

Hyy=x)Mp + r:zA{,l + x3C? {1.3.9)

Los pardmetros «; estdan rel dos a los el

tos de matriz de uno y dos
bosones de acuerdo a :




i n;P‘ oy

: (1'.3.1‘0.{)

(1.3.108)

: oy .
K3 = +5(Vor2 — Vo, (23.10¢)
Si con tros b | describir el espectro de nicleos par-par, de
acuerdo con el modelo se tcndmm que ajustar los pu.m.metros x; para lograr repro-
ducir 1a infor experi tal ible. En principio, y de acuerdo a como se

aplicd originalmente el modclo. sola.mcnte en este punto podriamos decir si los bosones
p son o no una buena aproximacién al problema En las ﬁgurus 1.1- 1.3 ilustramos
los espectros de energia que se obtendrian para distintas el de los pardmetros
Vo y Vo12 - En la fig. 1.1 vemos claramente cémo la energia del estado base del
sistema de bosones describe una parabola de concavidad negativa respecto del nimero
de bosones; si nos fijamos solamente en el espectro de excitacién, se ve también muy
claramente que es el de un rotor rigido cuyo momento de inercia estaria asociado a la
constante x3. Estos ademds se superponen para N par e impar separadamente. Nue-
stro modelo entonces limita los estados excitados accesibles, lo cual seria un resultado
susceptible de verificar experimentalmente. La flecha que aparece en la figura junto a la
etiqueta ‘momento angular’ indica el sentido en el que erecen los momentos angulares
del sistema, para cada N, a partir del valor correspondiente al estado base, que segiin
las reglas que hemos encontrado, es cero para N par y uno para N impar,

En la fig. 1.2 se han cambiado los parimetros, de manera que los espectros de
excitacién son de tipo rotor rigido pero invertido: cl estado de mixima energia resulta
ser ¢l de menor momento angular, al contrario de lo que se observa en los espectros de
la fisica nuclear. También observamos que los espectros de excitacién pares e impares
se superponen separadamente. La figura 1.3 repite bisicamente las caracteristicas de
la figura 1.1 pero ahora, como los valores de los pardmetros se han escogido pequeiios,
se ve que la interaccién no alcanza a reducir por debajo de cero la energia de ‘amarre’
(energia del estado base).

Abora determinaremos las correspondientes eigenfunci , las cuales son nece-
sarias si se quieren evaluar valores esperados de observables de mteres, como por ejem-
plo: probabilidades de t icion y tos magnéti

Deseamos construir los estados base de la cadena de grupos :

U(3) 5 50(3) > S0(2) .
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La base esta caracterizada por los nimeros cudnticos asaciados a los operadores
de Casimir de cada uno de los grupos que conforman la cadena, a saber :

N — Numero de particulas ( bosones con €=1)..
L — Momento angular total del sistema .

M - Proyeccién del momento angular .

De tal manera que el estado esti definido por el ket |NLM), el que debe satisfacer
las ecuaciones

N INLM) = N [NLM),
L2 INLM) = L(L+1) [NLM),
L: |NLM) =M [NLM).

Los estados que 3 son poli i P en los operadores bI_,,b}o,bL
actuando sobre el estado de vacio definido anteriormente

INEM) = Pyoas 6], 8f008]0) 10),
donde claramente el niimero N serd el grado del polinomio Pyzaz-

Siguiendo el procedimiento usual de construccién de estados que son base de las
representaciones irreducibles de cadenas de grupos { 2, 3 ], buscamos primero el estado
de mdzimo peso, que denotaremos como P yz; al mismo tiempo encontraremos la regla
que nos permite identificar los valores permitidos de L para una N dada. El polinomio

de méximo peso debe satisf: las siguient iones :
L4+ PyLl0) =0 (1.3.11a)
L: Pyi|0) = LPy|0) (1.3.11%)
Ap Py|0) = NPy .}0) (1.3.11¢)

Para resolver estas ecuaciones primero escribimos los operadores -L4,Lz,L—, y Ap
de manera explicita en términos de bl yb

Y IR LI U
L= ~bfgpt=t — gfp10 .
Co=ofptt - ol -t
Co=8_ 00 4 glett
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donde hemos desarrollado la ecuacién (1.2.3a) susmuyendo los operadores que nos
interesan en lugar de W y hemos evaluado los el tos de matriz correspc
utilizando el teorema de Wigner-Eckart. Para realizar las manipulaciones algebrmcas
en forma simple, dadas las relaciones de conmutacién (1.3.2) , podemos hacer la iden-
tificacién

pim

—_—

atl,,

Para N =1 obtencmos el polinomio de maximo peso, Py) = bt que satisface
las ccuaciones (1.3.11) con L =1.Si N =2 se tienen cumbmacxones de productos

81 b1 s Que pueden expresarse en términos de los polinomios de grado 2 que denotamos
como sigue: [bf x btlﬂl , donde de acuerdo a (1.3.2) J esta restringida a tomar los
valores0 y 2. Asi, estableciendo la correspondencia { bixbt M{ — (J,M) tenemos

(2,2) ~bIIbIl ’
@1 ~olply,
t 2 t ot
2.0 ~bly +28{sl_,,
(2,-1) ~ sl_yoly
(2,-2) ~ "I-l"Ll ,
©,0 ~ #ly - 2},80_, .

Todas las expresiones anteriores satisfacen la ecuacién (1.3.11c) con N = 2, aunque

te las combinaciones (0,0 ) y ( 2, 2 ) cumplen las relaciones (1.3.11a,b)
con L=0y L=2, rcspcchvamente' Entonces los polinomios de maximo peso para
N =2 estdn dados por:

P ~ (0,0) ; Pz ~ (2,2),

que son los dos inicos valores posibles de L para un sistema de dos bosones p.
Sin embargo es importante sefialar que la combinacién (2,2) se puede generar con el

producto b{ 1011 -

En general el polinomio de médximo peso de N bosones p lo podemos escribir

* Se puede verificar que : (2,010,0) = (01(8'°% + 261800 ) (s}, - 28}, 53 _, Y10y =
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0,00 &}
Py =@l P( (f—l , _m) 10), (1.3.12)
i e ¢
ya que es directo mostrar que este polinomio ple la relacién (1.3.11c) tomando en
cuenta que
a
M= X b -
? ==10 19 ab,v
Explicitamente, primero se obtiene que A} (bI = N(bt l)N y después que:
2P 9, 0P 0y L B
M P(z,y) = b ' Ll 1.3.13) -
(] (-’! y) zq: lg {az ab' 3y abt ) . e ( )
o SRR
donde se definieron z = ( ) ey= O Efectuando las deri\mdasdexey con respecto‘ 3
11 1 :
a las varjables b;q y substituyendo el resultado obtenido en (1.3. 13) se concluye que )
N P(z,y) = P{bf 2 (bf (—"Iﬂli)+bf3’-'}ﬂ- bf "2:}+"
P (27 Al wit T § Bar kel L4 TS Sl 0 i B bt
oz L2 o, (bL)2 ol
oP 1
+a - (bt vt }

Por lo tanto hemos demostrado que Py es un polinomio homogéneo de grado N, ésto
es,

MNPy = NPy + (b})" M, P(z,y) = N Py.
Ahora veremos si cumple la ecuacién (1.3.11a) :

t_a 19 W -
{ %10 + by Y (b1)" Plzyy) =
5y ab],

donde la forma explicita de £ fue utilizada. Realizando las derivadas en la expresién
anterior y simplificando se obtiene %5 =0 . Por lo tanto hemos mostrado que P sélo
puede depender de x . Entonces podemos proponer la forma siguiente para el polinomio
de méximo peso :

Py = Anyna0})™ (0,07 .
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Es inmediato encontrar el gmdo del polmomm N=nj + 2112 Pam determinar su

to angular h notar que Lo b]l =bj) » ¥ que Lo (0,0) =0, 1mpllca.ndo
entonces

LoPy =nPy .

y asi podemos escribir :
Pys = Ans(v}) 0,05 ,

con Ay unfactor de normalizacién. Recordando que (0,0) = p qublV = (bf-bf),
podemos expresar el estado de mdximo peso de un sistema de N bosones p como sigue

| NLLy = Ay} Et - bhy 54 o) . (1.3.14)

Es importante sefialar que las relaciones anteriores indican que N-L debe ser un
niimero par.

Para obtener una proyeccién arbitraria o sea el estado | NLM) podemos utilizar
el operador L_ y actuar con él L-M veces sobre (1.2.14). Primero encontraremos la
accién de L.. sobre (bf.bl)

o tobhy=tsl % 4ot P vl 2oants
( ) { Llablo + l(]ab];l){( 10) 11 I-—l)

=asl_ly - 2efgf_, =0,
que da cero, como se esperaba ya que estd formado por un producto escalar. Entonces
al actuar con £_ sobre Py | 0) sélo afectamos al término (bll)l‘ . Para determinar
la accién de £ sobre (b“)l‘, calculamos los conmutadores :

[1:0,(1,1,)&] =L (b[,)L ; [1:+ v(bII)L] .

De tal manera que bt ) es un tensor esférico de orden L y proyeccién L, que en

forma aniloga a la. componente z1) del vector de posicidn es proporcional al armdnico
esférico sélido YL (r), esto es

4r 2L

LT LLyfwl).

(”lt)t‘ =
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" Esto nos lleva a escribir el estado general de la siguiente manera

INLM) = Ang (bf b1 Vi) o)

donde sélo nos falta encontrar el factor de normalizacién Apz. Este coeﬁclente real
estd determinado por la expresién

Ayz=? = (0] Ytib . ) mt.oh%EEvE o) (1.3.15)

ya que el factor Ay evidentemente no depende de M puesto que sl | NLL) es un
estado ya normalizado, el operador £_ da por resultado estados t. normali
si Jo multiplicamos por el factor

{ 2 (L+M)! }‘”
G (Z-M)1)]

A continuacién damos los resultadas sig'l.lie’xvxtéé, [10]..

.) (b b)(bf' hT)K —V (ot bf)K(b b)+

i) (of 1) Vi)

vieh.,

iii) (b-b) Y£(bl)

]

0,

donde la dltima ecuacidn se debe a que (b -b) es el operador de Laplace en este

espacio de Fock y precisamente el que su accidn sobre la Ylf‘ de cero lo define como . .

un polinomio armdnico. Substituyendo estas expresiones en (1.3.15) obtenemos

Ay=? = (N=L)(W+L+1) (0] ¥1(b-b)EF*~1(ut bty ¥eE~1yL [0) (1.3.16)

Si definimos la funcién g(K,L) como sigue

ok, L) = (0] Yim-b)Xmt-bhxvE o)



L que puede resolverse en’ forma xnmedmta

!{2(1\ +L) + 1}

La funcién g(0,L) se calcul utili‘za.nd\
sdlido, esto es: :

Asi, podemos escribir los eigenestados norm

e Ll
1vaan - {W—Lm—imﬁ} “’*",’”M’f*f"

Del ficiente de normalizacién para nuestros atados, y de la expreslon pa.ra,

1)[' podemos caleular el coeficiente Ay, :

@L+1)! )l)z

Ave = {(N IV + L + 1)L
Con lo cual hemos letado nuestro probl para el caso de bosones p. Hemos
trado que se plen las siguientes reglas entre los nimeros cudnticos N, L , y
M .
0 si N espar

L=N,N2,N4,..., {7 Gnahor.

M = -L,-L¢l,...,L1,L .

Podemos entender la rmtncclon impuesta sobre L en términos de N demostrando
que cuando 1 con to angular 1 a un estado colectivo con
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momento angular L, la paridad de L debe ser igual a la de N. Debido a que
los operndores bosamcos conmutan entre si, y por las simetrias de los coeficientes de

t estados de b p con tos Ly y Lg de
pa.ndad opuesta, solo pueden acoplarse a un estado con L impar; y si tienen la misma
paridad sélo pueden acoplarse a L par. Ahora procedemos por induccién; supongamos
que para N = K bosones p, el momento angular total L debe tener la misma paridad
de K . Consideremos K+1 bosones p. Acoplamos lesquiera 2 y obt s K
momentos angulares; uno de estos momentos debe ser par (0,2) ya que es el resultado de
acoplar dos bosones p. Si los bosones restantes se acoplan a momento impar, sabemos
que el momento total debe ser impar. Pero esos K-1 restantes se lan a ito
lmpnr si K-les lmpar (por hipdtesis de induccién). Entonces K+1 debe ser también
impar; asi que si K+1 bosones se acoplan a L impar, entonces K+1 es impar.
El argumento es andlogo si los K-1 bosones que restan se acoplan a momento par;
entonces L debe ser par, pero por hipdtesis K-1 debe ser también par y entonces
K+1 es par. De aqui se sigue el resultado.

4 Transiciones y momentos cuadrupolares

Una vez que hemos determinado las funciones de onda para estados de N bosones
P, ya podemos calcular elementos de matriz y transiciones de los operadores fisicamente
relevantes. Especial importancia tienen, sobre todo en la fisica nuclear, la evaluacién
de las transiciones electromagnéticas. Las transici clectromagnéticas estin carac-
terizadas por operadores multipolares que se transforman como tensores pertenecientes
a una representacién definida L de SO(3) [4] . El conocer las propiedades de transfor-
macién ante rotaciones de los eperadores de transicion es 1til en dos sentidos:

i) Permite obtener reglas de seleccién y

ii) En ciertos casos permite calcular cx-phcntmnente sus elementosde matriz entre
dos estados definidos del espectro de energia del sistema fisico bajo estudio.

Ilustrando estos dos puntos calcularemos en esta seccién las transiciones y mo-
mentos cuadrupolares que caracterizan al sistema de bosones p . En general, para un
sistema de bosones de momentos angulares I, I/, podemos escribir al operador multipolar
de orden L en la forma siguiente :  [4]

7 = o0 + T o phix b + -, (14.1)
g
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donde se ha cortado la seric hasta términos que incluyen un sélo cuerpo (un bosén de

‘ereacién y uno de aniquilacién). La razén para esto iltimo es simplificar los cdlculos,
pero de manera g 1 pod construir ¢ de rango arbitrario que pertcncz-

can a la misma repmsenmcmn LdeS 0(8) Estos términos de orden supenor que se

han suprimido se incluyen en cilculos mu detallados que buscan una mejor aproxi-

i6n a las t iciones de t es. Ent esperamos que los coefi-

P

cientes tf ,), t( ,,)‘,, , etc. decrezcan en magnitud de tal forma que al truncar la serie no
se pierda mformacxon relevante. En la ref. [4] , sec. 1.4.4, se hace un breve andlisis
de estos términos de orden superior, para el modelo de bosones s y d en interaccién.

El operador de transiciones cuadrupolares corresponde a la representacién L=2 ,
¥ que es proporcional al operador cuadrupolar (ver apéndice 2.2) que ademds es un
generador de U(3) : [5)

724(2) =aQz

=a\/§ Y (1d52p14" btqﬂqu
3 qlq"
= a[bl x B2 (1.4.2)

donde los operadores bt denotan a los bosones p que hemos utilizado a lo largo de este
capitulo, pero que por sxmplmdad hemos eliminado el indice del momento angular.

Ahora bien, por el teorema de Wigner-Eckart los elementos de matriz del operador
cuadrupolar estan dados por: «

(NI'M' | Qa | NLM) = (L M;2 g)L' M') (NL' || Q2 || NL).

donde (NL'|| Qa2 || NL) es el elemento de matriz reducido del tensor QF Nétese
que en todas estas transiciones el nimero de particulas N se conserva. ' Por otro
lado, conociendo la estructura de nuestra base de estados | NLM) , vemos que las
transiciones cuadrupolarcs L — L' con L’ = L1 quedan prohibidas, ya que la paridad
de N y L debe ser 1a misma, y como el niimero de particulas se conserva, entonces
debemos tener: L’ = L+ 2. Por lo tanto vinicamente necesitamos evaluar los elementos
de matriz reducidos siguientes:

i) L'=L-2; (NL—2| QI NL)

! Se pueden definir op d de 't e las i nucleares en las cuales
un par de nucleones se suma o se separa del micleo (esu par de nnclconn representarfa en nuestro
modelo & un bosén).
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W) =Li (VLI QIINT)
iii) '= L+2; (NL+2]| Q|| NL)

Primero calculamos la accién del operador 5%, con ¢ = 1,0, —1, sobre los estados
| NLM). Aqui no vamos a encontrar una férmula general, sino que vamos a encontrar
la accién sobre los estados que convienen para encontrar los elementos de matriz re-
ducidos. Utilizando la forma expl’ icita de los estados (1.4.15) para el caso | NLL) y
substituyendo la forma del arménico esférico sélido se tiene,

INLL) = Ay )kt -bh¥ o),

con: Fs l{ (2L +1)! )%

NSV SDI (N + L+ )R2E’ S
Tc do en ta la relacién de cc tacién: (5! ,bt. bl] = —2b!} . puede encon-
trarse en forma inmediata la expresidn siguiente : R s

[t ot -b1y] 10 =% o whEr-1t bt bl only
r=0 = '
=—2£ t, bt .uHE-11q). e B

Calculemos primero ~! | NLL) : Como en su forma covariante 5~! = —p; , el
tinico elemento de matriz diferente de cero debe ser de la forma:

(N~1,L+1,L+1|67 | NLL)
= Ang An-rzu (01(b-B)FE1EN LGyt bt o),

donde hemos aprovechado la tividad entre 5~! y o} . Utilizando (1.4.3)
tenemos:
(N-1,L+1,L+1|b-! | NLL)
=(L = MAnLAn-1 14100 | (b- ) FETIGHEH G by 54-1 o)

= {M.M}llz
(2L +3)
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en el dltimo paso se identifico el miembro izquierdo con el coeficiente de normalizacién
para el estado: [N —1,L+1,L+ 1) y se subtituyeron los valores de los coeficientes -

Ay correspondientes. Obteniendose finalmente que:

—1 (N —-LXL+1) 172 _
b |NLL) = (—(2L+ 3 Ve IN-1,L+1,0+1). (1.44)
Mediante el teorema de Wigner-Eckart pod trar el el to de matriz re-

ducido para el operador b:

(W - D
SCTIIL+1L+1)
W =L) (L4 Yy
={ (2L +3) } (1.45)
donde en la 1ltima igualdad se substituyé el valor del coeficiente de Clebsch-Gordan.

(N=1,L+1[[b[[N L) =

Andlogamente a como se encontré (1.4.3) , se obtiene que:
Bt -ehE 0y = —2kst; (bt BHE- o) (14.6)

3 6n ante rotaci de 5! sabemos
que la accién de b' sobre el estado | NLL) debe ser una combinacién lineal de los
estados |N—1,L—-1,L-1) y [N-1,L+1,L—1}yaqueN yL tienen la misma
paridad y no se puede construir el estado | N ~1,L,L — 1). De esta combmm:lon, nos
interesa el coeficiente para el primer estado , i. e.

(N-1,L-1,L—1|b'|NLL)
= AngAn-1,1-1(0 1 (b-B) T4 @)L= 1005t )Xot - b1  0)

Por otro lado, de las propiedades de transfor

En el segundo miembro reconocemos el factor de normalizacién del estado | NLL):

. An-1,1- L
N -1,0~1,L-1][8' [NLL) = “HZLLL ( 2 (14,
¢ 8 VD) = SR o (s 4 L4 1) 2 (147)
Utilizando nuevamente el teorema de Wigner-Eckart encontramos el elemento de matriz
reducido :
(N=1,L-1]|b||NL) =~ {V+ L+ Vg 1
: CTL1-AL-1L-1)
(WAL D Ly
(2L-1)

(1.4.8)
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donde el valor del coeficiente de Clebsch-Gordan fue usado en la tiltima igualdad.

El operador cuadrapolar Qg_g = bt_; b1, para evaluar su elemento de matriz _
utilizamos el conjugado hermiteano de la expresién (1.4.4), con momento angular L —2,
y Ia relacion (1.4.7); obteniendose el resultad

Y k(N 4L+ L2

(N\L—2,L—2| Qo2 |NLL) = {(21, D
(1.4.9)

Ahora es i diato obt el el to de matriz reducido a partir del teorema
de Wigner-Eckart y considerando que (L L;2 ~2|L~ 2, L~2) = {#5§}1/2 i..

L(L -

W—(N+L+1)(N L+2)}/2 . (14.10)

(NL-2]|| QI NL) = —{

Ahora vamos & determinar (NL || Q2 || NL) , para esto calcularemos el elemento
de matriz: (NLL | Qqo [ NLL), que de acuerdo a la ecuacién (1.4.2) puede escribirse
como sigue:

(NLL| Qe | NLL) = -\}—a((mmf-,r’ |NLL)+ (NLL | tt8! | NLL)
~2(NLL |50 | NLL)) .

Necesitamos la accidn de 57 sobre el estado | NLL}, de tal manera que:
8 | NLL) =3 (~1) | N ~1,L,'L—q)(L L;1 —q|L', L ~q){N -~ 1, L' || b|| N L)
L '

Como debe suceder que L' = L = 13 conocemos los elementos de matriz reducidos
( Cf (1.4.5) y (1.4.7)) podemos calcular la xu:cxon de 8 y B! conociendo los

coeficientes:
(LLi1OL+1 L) =72
' TVL+1?

(LL;1-1L+1L-1) =v‘,(7t_+—1)('léﬁﬁ'
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Tenemos entonces;

owin e

b ((2L+3)(2L+1)}/2IN
LN+ L+1):172

+{———(2L+1) 2N~ 1L—1L—1),

(N=L) 12 pr _ .
(2L+3)} IN=1,L+1,L),

W NLL) =

Asi pues multiplicando escalarmente las expresiones (1 4.4) , (1.4. lla), y (1.411b) : :
con sus correspondientes expresiones hermiteano conjugadas se obhene

(NLL| Qg | NLL) = 5\,5((22—’;:—;‘; -

Dividiendo esta expresién entre el coeficiente {L L;2 0|L L) = {(2%(.%}'5}1/2

se obticne el elemento de matriz reducido diagonal del operador cuadrupolar:

LL+1) yir2

L 43) (2L —1) (1.412)

L)y = (2N
(NL|| QI NL) = (2 +3){\/6(2
Por 1iltimo, debemos calcular: (N, L+2 || @2 || NL). Nuevamente por medio de
(1.4.2) se deduce que: Qg2 = ot o1, por lo tanto necesitamos calcular la expresion

hermiteano conjugada de (1.4.11a) , con momento angular L + 2, y multiplicarla es-
calarmente por (1.4.4); dando el resultado siguiente

(L+1)(L+2)

L+ EETE (2L+5)(N+L+3) (N -L)}i/?2,

(N,L+2,L+2| Qg |NLL) = —{
En este caso el coeficiente de Clebsch-Gordan vale la unidad y entonces

(L+1)(L+2)

W(N +L+3) (N~ L)}]/2 . (1.4.13)

(N L+2|l @IINL) = —{

Por medio de las expresiones (1.4.10), (1.4.12), y (1.4.13) podemos calcular tran-
electra gnéticas, las cuales quedan gobernadas por el factor B(E2) :

15} {21: +1

BEXRL- L) =

s+ V3L } NL' || Q2 || NL)[?, (1.4.14q)
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y momentos cuadrupolares:

L (2N 4-3)
= L = 2T .4.14b
Qur = VB(NLL| Q| NLL) BLT3) (1.4.148)
A continuacién se ilustrard el comportamiento de los valores B(E2) y los momentos
cuadrupolares como funclon del numcro de b Para los d jentos L — L -2
se observa un comport to de L (ver figura 1.4) . Mientras para

los decaimientos L — L+2 (ﬁgura 1.5) la a.mphtud dxsmmuye con L, en los primeros
se observa un maximo para L bajos, del orden de 56 6..Como es de esperar, para
los decaimientos L — L + 2, B(E2) vale cero cuando L = N . En la ref. [4] , cap. 2,
sec. 6, de la cual haremos mencidn explicita mds adelante, se realiza el célculo de los
coeficientes B(E2 L — L —2), pero pum las cadenas de grupos I, II y III (ver sec.
4 de este capitulo). Se observa grafi te un to muy similar al que
hemos obtenido aqui (c.f. la fig. 2.14 de la referencia conla fig. 1.4) especialmente para
las cadenas Iy III, y se aprecia claramente en ambos casos el efecto de "cut-off” a
medida que L alcnnza el valor méximo permitido. También mostramos una grifica de
los momentos cuadmpolarcs para distintos valores de N (figura 1.7). Se ve claramente
i toa N y L ,si bien se tiene un valor limite cuando
L — oo . Este comportamiento creciente se enhende ya que a mayor L se tienen
funciones més dispersas espacialmente que contribuyen en mayor medida al momento
cuadrupolar.

El tratatmento anterior para el caso de los bosones P puede generalizarse ficilmente [4).
Asfp definir operad: de creacidn, identificados por el conjunto de
ntimeros cuinticos que caracterizan el estado de una sola particula; a este comnnto de
numeros lo denotaremos por p. Estos operadores satisf: las propiedad

¥io=0; o=@t ;

) =sf; bbbl =12 ¥ 1=0 .

La funcién de onda de un sistema de n particulas puede caracterizarse por los
nimeros de ocupacién, {1, ¢ , que nos dicen cuintas veces aparece el estado de particula
independiente p en los 1 mimeros (p1, p2,...pn). Obviamente, se cumple
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n
Ynp,=n
(4

y las funciones totalmente simétricas estdn descritas por la expresién

1
[ ] =— ) " P, . e
{ne} nihnal .. npln! ; M $on

donde la suma corre sobre las permutaciones P11P2 -+ 3P de los niimeros (1,2,...,n),
¥ tp; son las funciones de onda en el espacio de Hilbert que definen los estados de
particula independiente p;. Esta funcién de onda es equivalente al estado en el espacio
de Fock que caracteriza a n pariculas ocupando los estados py,-+ - pn, esto es

| pro2---pn) = ——I——b‘t,'b},,. .- b}"n | 0)

gl np!

Se puede comprobar, considerando las reglas de conmutacién de los operadores
b5, que los dos estados anteriores obedecen la estadistica de Bose. La cxpresién del
Hamiltoniano de este sistema tiene la misma forma que el descrito en las ecuaciones
(1.1.3a y 3b), ésto es, con términos de uno y dos cuerpos. También se puede verificar
que los elementos de matriz de estas interacciones en el espacio de Fock son iguales a
los obtenidos con las funciones de onda en el espacio de Hilbert.

Ahora definimos los operadores € 3,

! !
ey = oh o

Estos operadores satisfacen la siguiente regla de conmutacion :

fem’,

: ’

cR ] = C'" 6'“ - Cchsn
De esta manera, vemos que el conjunto de operadores C:,’}I son los generadores
infinitesimales de un grupo unitario. Para determinar este grupo se hace una restriccién
al tipo de problemas con que se va a trabajar, esta restriccidn es que el nimero de
estados de pa.rhcula independiente con los que contaremos debe ser finito *. Es decir,
los indices rl,r) sélo tomardn r valores diferentes y entonces el grupo de simetra
asociado serd desde luego U(r). En el problema que tratamos en la seccién anterior,

* Moshinsky . Group Theory and . . . op. cit.
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nos restringimos a estados con v fijay € =1 ,lo cual dié lugar a que el grupo
mds grande de simetria fuera U(3) . En términos de los generadores de U(r), los
operadores W y V en segunda cuantizacién quedarian como sigue :

W= (W lqel ;
an'

1 ’ ’ ’ ’
V=35 X (mmlVizlnin) {CHCR - grch) .
!
mnanyng

De acuerdo con el procedimiento de la seccién anterior, el paso siguiente es expresar
a V y W en términos de los operadores invariantes de Casimir de una cierta cadena
de grupos :

U(r) > U(r—1) ---2---50(3) D +--50(a) .

Casi siempre en los probl fisicos de sistemas de muchos cuerpos se espera
que el Hamiltoniano sea invariante ante rotaciones por eso esperamos tener los grupos
§0(3) D SO(2) en cualqui ! que for a partirde U (r).

El siguiente problema consiste en hallar la base de estados para la representacién
irreducible de dichas cadenas de grupos y encontrar todos los nimeros cudnticos que
aparecerdn asociados a los aperadores de Casimir de cada grupo, asi como las reglas
de seleccién que deben satisfacer.

Si el operador V es invariante ante rotaciones, conviene trabajar con estados car-
acterizados por: n — véu , donde € denota al momento angular y st su proyeccion.
El ntumero cudntico v es un indice extra que permite’ definir los estados de bosén inde-
pendiente en forma completa. Entonces podemos acoplar momentos angulares como lo
hicimos anteriormente; y si nos restringimos a un espacio de configuracién de un sdlo
estado; es decir, dejamos v y £ fijos permitiendo sdlo variar m. Obtendremos para
H:

H=W+y
1
=By Ne+ 3 3 Vias [ b} x b} 1,1 b% x bL

E,e Ny + % 3 Vigs VET F1(TM; 7 — M;00) b] x b] 131 52 x B¢ Ia
JM

1 - -
By Ne+3 3 Vias ATRTLI b x b} 1Y x [Bex Be 'R
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‘Abora reacoplamos ¢! operador G; para obtener H en términos de operadores
A, . ¥ escribir el nimero méximo de términos en el Hamiltoniano en. funcién de los
Casimires de las cadenas de grupos. Tenemos :

& ¢ J
([b}xb}]lx i b x B 13 =Z(2j'+1)(2.f+1){el ¢ J}
i it gle
= @I+ 1)Y2
- (284 1)

[Ib) x5 x [bfxB,F 1§ 1N

Nos queda entonces : i
_ 1 (IFIN/3;
H=FE, N¢ + ZJZM Vl!l (2£:+ 1)

ee s

1 . .

+32 Vs (21+1)“/2(21’+1){ e e J}F,
R i

Final te, se busca obt una relacién entre los operadores F; y los invariantes
de Casimir de todas las cadenas contenidas en U(r) y que contengan a SO(3) . En
el problema resuelto anteriormente sélo tenemos una cadena ! :

U(3) 5 50(3) > $0(2) .

De manera que los operadores F; nos quedaron en términos de los Casimires de
dicha cadena y el Hamiltoniano total resultd ser diagonal de manera directa en la base
de estados del oscilador arménico.

En general esto no sucede asi, de modo que H queda en términos de los Casimires
de distintas cadenas; escogiendo como base de estados una de las correspondientes a
cada cadena, queda el problema de diagonalizar las matrices de los Casimires restantes
en esta base.

Una de las aplicaciones importantes del Modelo de Bosones Interactuantes es en
el campo de la Fisica Nuclear. Fué introducido por Inchello y Arima 2 para describir
estados colectivos de baja energia en nicleos medianos y pesados [4].

1 En 1a cadena podriamos incluir el grupo SU(3) , o podefamos reemplazar SO(3) per SU(2) . En
el primer caso, no estaremos introduciendo ningin nimero cuéntico nuevo, ya que los Casimires de
SU(n) quedan expresados en términos de los de U(n) . Y en el segundo caso, resulta que los nimeros
cudnticos asociados & SU(2) no tendrian una interpretacién fisica clara. Obtenida la base para la
l:ld!l:’l. para encontrar ¢l momento angular de los estados habria que diagonalizar el operador £? en
esta base.

g Bonataos ; Interacting Boson Models for the nuclear structure . Pig8 1988, Clarendon Pross,
xford.
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En el modelo de IBM-1, como se le llamg, se
con £ =0 (monopolares) y £ = 2 (cuadrupolares).

tm

Se tiene entonces un algebra de SU(6) involucrada, la cual se puede descomponer
en las tres cadenas siguientes : [6)

I)U(6) D U(5) > O(5)D 0(3) 5.0(2) ..

11 U®6) > U@) > sb(a) 5 o3> o(2) :

III) U(6) 5 0(6) > 0(5’)‘: 0(3) S o"'(é

En este caso, el Hamiltoniano mas general qucdn escnto en termmos de los oper-
adores de Casimir de todos los subgrupos : E

H = eCyy5 + aCays + BC205 + 1C203 + 6Casu3 +1C206 -

Donde los sufijos indican que C es el Casimir del orden indicado en el subgrupo
correspondiente.

En condiciones particulares puede ocurrir que H quede en términos de los
Casimires de una sola cadena. En estos casos H serd una matriz diagonal, y diremos
que posee una simetria dindmica .

Cuando 1 =6 =0 entonces se puede diagonalizar H en la base para la cadena
I. Este caso limite corresponde a nicleos esféricos.

En el limitc ¢=a =48 =0 se tiene una simetria dindmica dada por la cadena IIL;
la cual corresponde a un niicleo deforme cuya energia no depende de la variable que
contribuye a la excentricidad (prolata u oblata).

A

Para e=a =75 =3 =0 se tiene la simetria dindmica correspondiente a la
II; en este caso, se describe un sistema prolato con simetria axial.

El modelo IBM-1 tiene limitaciones que pueden superarse dentro del marco general
del modelo de bosones interactuantes. La idea del IBM-1 ( y de cualquier teoria de
bosones inter en fisica nucl iste en asumir que Protones y Neutrones
( que son fermiones ) en las capas de valencia, se acoplan por pares que pueden ser
tratados como bosones. En el IBM-1 se consideran solamente bosones formados por

pares Protén-Protén y Neutréon-Neutrén, ya que se tra que en los p
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e intermedios los protones de val pan capas distintas de las que ocupan los
neutrones de valencia . Por tanto en estos nicleos ¢l acoplamiento Protén-Neutrén
resulta poco probable; lo cual no ocurre para los niicleos ligeros, en los que deben
incluirse estos apareamientos ( Modelos IBM-3,IBM-4 ).

También se encuentra que !a descripcién de ciertas propiedades de los nicl
requiere de la introduccién de bosones con momento angular 4 ( llamados bosones g );
a este modelo se le llama sdg-IBM.

Todos estos modelos sélo pueden describir estados con paridad positiva. Para de-
scribir estados con paridad negativa se deben introducir bosones con paridad negativa,
como serian por ejemplo los bosones p.

Para describir niicleos impares se tienen que incluir fermiones en el modelo, y
aqui se debe considerar si se distingue o no entre protones y neutrones.

En el siguiente capitulo trataremos el problema de la segunda cuantizacién para el
caso de fermiones. El niimero cuintico importante serd el momento angular total J del

sistema (momento orbital mas espin); es decir, en las cadenas de grupos debe quedar
siempre incluide SU(2) .

6 Apéndice 1
Operadores /\fpz y £2 en segunda cuantizacién

En este apéndice vamos a obtener las expresiones para los operadores de Casimir
de la cadena U(3) D SO(3) en términos de operadores bosdnicos de creacién bI
(para bosones p: q =1, 0, -1). Comenzamos con el operador ‘de peso’ Aﬂ

Sabemos que, en términos de operadores bosonicos de creacidén: Ap = E,,.b;mbl"‘.

Por lo tanto:

be blmbf blm = Z( 1)m+mbl bl—mbImrbl—m’

mm' - “mm!

| f El término ‘vﬂencln' ne toma de la M-iu atémica, uocilndo :nnﬂgnncloau de cnpn cer a los

numeros migicos
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y considerando que: (g1 44

T M2 = 3Y (1 mil —m[00){1 m;] 0°0)
mm' TR T R

= 3[ b} xB,13-[b} x5 1§ = 3 [b xBe 1" x [bfxB,J° I3 =

= 3% (1.6.1)

Encontremos ahora la forma del Hamiltoniano Hp de un oscilador arménico
en tres di en el esq de segunda cuantizacién. Sabemos que: Hg =
Cm=1,0,~11mé™ + 3/2 donde: '

m 71—5(2"' —ipm)

&m = %(IM +ipm)

" = (-1)™m .
con Tm Yy pm las componentes ‘esféricas’ de los vectores Fy 5,y (—=1)"6p_m’
la métrica plana en dichas coordenadas. De esto vemos que el Hamiltoniano de un
. oscilador armdnico en tres dimensiones presenta una simetria dindmica de tipo U(3)
[M.Moshinsky] . Entonces tenemos que la forma en segunda cuantizacién del Hamil-
toniano de oscilador arménico queda:

Z(vlmIanE" + 3/2 vem') 8} pm’

mm’

utilizando el teorema de Wxgner-Edm:t tenemos:
(vem | Sng€? [veml) = (vt || Sngé? | ve)(e m;0 0le m') =
q q

= v(€m;0 0/ m') = vépmm
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= Hg = (v+ 3/2)A;.

Ahora veamos £? . Sabemos:

£q = X (vem | Cq|vem'st]
mm' B

= (ul“Lﬁ"} €): )
Conociendo que: (€ m’;l ql€ 3
Entonces: s
204

Ly = (well £ llve) { 1 g)b by

Finalmente: £ = (~1)4(ve | £ || vé) {241} [b] x 5,11 .

Donde estamos considerando for te interacci en un sélo nivel.

Entonces, para caleular £2 tomamos en cuenta la métrica para coordenadas
esféricas:

£2 = 3(=1Lelyg =
q
= ez fve? (] s v xbelf- 1] xBe )L,

Para calcular (v€ || £ || v€) utilizamos:

(vee| Lo |vee) = €

= (wellCllve)(ee;1 0068 = €
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= (e || cbu ve) =

También utilizamos: (1 g;1 —q]0 0) =

Entonces:

e = —aes DI (]l x (bl xR

Con €=1 (caso de bosones p ) tenemos:

£ = “a/iR T ‘(1.6.2)

Las férmulas (1.6.1) y (1.6.2) son las que desedbamos encontrar .
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SISTEMAS DE FERMIONES INTERACTUANTES

1 Introduccién

El objetivo del presente capitulo es estudiar un si de fermi con to

angular orbital £ = 1 (fermiones p) y espin 1/2 que se mueven en un potencial central
con una interaccién residual entre ellos, Para ésto, utilizaremos las ideas y conceptos
introducidos en ¢l capitulo anterior al tratar sistemas de muchos hosones.

Como hemos dicho en el capitulo anterior, para aplicar el método algebraico en
el estudio de los niicleos impares, es necesario introducir fermiones en el modelo. La
teoria existe y se le llama Modelo de Fermi yB Interactuantes (IBFM) [10] .
La imagen microscépica concreta de lo que se hara en este capitulo serd un micleo que,
teniendo capa cerrada de protones o neutrones, tenga a su vez de tres a ocho neutrones
o protones respectivamente. Entonces, considerando que la capa cerrada es inerte, dos
de las particulas restantes cerrardn una capa 1s y las demds pueden ser consideradas
como fermiones p de espin 1/2 que, como el modelo de capas nos dice, no pueden ser
mds de seis ya que entonces cierran la segunda capa.

En el IBM se manejan bosones con momento angular 0 y 2 ; al introducir
fermiones en el modelo, como ya no se tienen apareamientos, en principio los operadores
fermidnicos pueden tener asociado cualquier momento angular J correspondiente a
alguno de los orbitales permitidos para los estados de particula independiente. Desde
el punto de vista de la teoria de grupos el problema se complica puesto que de alguna
manera deben unificarse las cadenas obtenidas para los bosones y las de los fermiones
dentro de un dlgebra mds general . En este capitulo vamos a tratar exclusivamente
con operadores fermidnicos sin analizar el problema completo (Modelo de Bosones y
Fermiones Interactuantes).

Definimos primero las relaciones algebraicas que deben cumplir los operadores
fermidnicos de creacidn y aniquilacién,

{aho }= &ffs {alial )= 0; (a?0f )= 0, (2.1.1a,b,c)

37
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donde { A,B }= AB + BA . El significado fisico del operador a,t, es el mismo que
para el caso bosénico, sélo que ahora creamos un fermion en el estado p y las ecuaciones
(2.1) permiten establ la antisimetrfa de la funcidn de estado ante el intercambio de
cualesquiera dos particulas.

El estado de vacio | 0) se define de tal manera que: a? | 0) = 0 para todo valor del
indice p, el cual especifica los estados de fermidén independiente accesibles al sistema.
Como tenemos fermiones, ahora los estados p incluyen el espin de las particulas :

p = po,
donde p : vém denota la parte orbital y o : sm, la parte parte espinorial.

Definimos los operadores:

p=~8-+41,..,0;

T - 1 at'e
cl‘ ;“’“’ o=—38,~-s+1,..,8;

los cuales, utilizando las relaciones (2.1), satisfacen las siguientes reglas de conmutacién:
uy b 114 1 19 b}
[Cut Cuzl = 8u3Cui — 8uiCha.
¢
Por lo tanto los operadores C’,f satisfacen el dlgebra de los generadores de un

grupo U(20+1) .

Por otro lado, pademos también definir los operadores :

o7

L]

3 a,fwa""'l,
I3
encontrando de manera ansloga que :
lc?.c) = 67’y - e

Es decir, cg’ son los generadores de un gtuéo U(2s+ 1), donde s esel espin
I
intrinseco de los fermiones que estamos considerando. Estos operadores Cf y Cg’ en

lidad son combinaci de los operadores siguientes:

.
Gf‘,‘f,’ = aL,,a“”’,



‘Fermiones p | . k 39

 los cuales t umbién satisf las relaci de ¢ cién de un dlgebra unitaria, si
para cada valor de v (el indice de ‘capa’ en el Hamiltoniano comiin) existe un sélo
momento angular orbital, de N = (2s + 1)(2¢ + 1) dimensioncs, es decir U{(N) .

" Entonces para un sistema de fermiones que tienen momento angular orbital £ y
espin s, se ticne asociada la siguiente estructura algebraica :

UN)Y D UL+ 1)@ U(2s +1),

cada uno de estos grupos toma en cuenta distintas propiedades de una misma particula
: momentos angular orbital y de espin. Por esta razdn, el simbolo ® representa un
producto interno entre grupos. Esto implica, entre otras cosas, que al considerar las
representaciones de cada uno de los grupos, éstas deben contener el mismo ntimero de
particulas.

Como estamos considerando fermiones, la representacién del grupo Z(N) al que
pertenece la funcidn de onda del sistema de N particulas debe ser la totalmente
antisimétrica, es decir [IN ]. Entre corchetes se indica la particién correspondiente, que
de manera tinica denota a una representacion irreducible de un grupo unitario y que
se le conoce como diagrama de Young. Estos diagramas incluyen un nimero de cajas
igual al rango de la representacién, colocindose ordenadas en columnas y renglones,
tantas en eada renglén como el correspondiente elemento de la particién.

2 Modelo de Fermiones p

De la teoria de grupos (ver Hamermesh sce, 7-13) sabemos que el producto interno de
dos representaciones [A] y [i] da luger a la representacién [1V) siy sélo si: [u] =
[A], es decir, las dos representaciones son conjugadas.

Nuestro problema, como mencionamos antes, serd estudiar sistemas de fermiones
con espin s = 5 y momento angular € = 1 . La estructura de grupos correspondiente
es: U(6) D U(3)®U(2) . Porlo tanto el mimero de particulas que podemos considerar
en nuestros estados debe ser N <6 debido a que tendremos una funcién totalmente
antisimétrica con los seis estados distintos disponibles para caracterizar Ins propiedades
de cada particula.

En general los subgrupos que se deben considerar dependen del tipo de Hamilto-
niano utilizado, en nuestro caso tomaremos una interaccion residual que tenga simetria
esférica y ademis sca independiente del espin. Por lo tanto, nos interesara conocer las
representaciones de SO(3), (es decir, conocer los momentos angulares que tendrén las
funciones de onda) contenidas en el grupo U(3); y del grupo U(2) las representaciones
que contiene de SU(2) que indican el espin total. Finalmente, podemos acoplar los
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momentos L y S para tener funciones con momento angular total J definido; aunque éste
no aparece en el Hamiltoniano considerado. Entonces, la cadena de grupos a considerar
serd la siguiente

ue)> U@)

50(3) . (22.1)

A continuacién escribiremos, para cada niimero N de particulas cbrisxderado, todas
las posibles representaciones de los grupos que aparecen en (2 2. 1) y que nos permmran
etiquetar un conjunto completo de funciones de onda.’ :

Tabla1l" !
Num. de particulas  Rep. U(3) . Rep.U(2)
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6. (222)«» ‘oo
' oo

Dado el niimero de particulas, N ; las reprcsentacxoncs de U(2) esta.n determmnda.s’
por las particiones [}] tales que .

hi+hy=N, =~ S 222a)

ademds, es bien conocido que las representaciones S de SU(2) contemdas en U(2) se
obtienen de la expresién

5= %(hl —ha). (2.2.25)

La condicién [h] x [k] = [lN ] impone una restriccién sobre las representaciones [f]
de U(3) a considerar, ya que [Ix] deberd ser una representacién posible para el grupo
U(2) , y ésto implica que [k] no puede tener mds de dos indices hy y kg . Como [k] es
1a representacién conjugada de (k] es inmediato encontrar que:

() = [2'2,1h1=ha) = p¥-S,125)
donde para obtener la 1iltima igualdad se usaron las expresiones (2.2.2).

Ahora el problema es: dada la representacién [h] de U(3) , encontrar las repre-
sentaciones de SO(3) contenidas en ella. De acuerdo con Hamermesh {sec. 10-7),
utilizando los diagramas de Young, se pueden obtener las representaciones de SO(n)
contenidas en una cierta representacién [i] de U(n) seleccionando todos los diagramas

[#112...480] tales que:
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[hpha...hy] estd contenido en : [pypoe.p] X [2) x 0 % (2],
& veces

con hy+-r+hy=r;pm+-+pp=v;2s+v=r.yendonde X representa
un producto ‘externo’ entre grupos {como se ve, se estd multiplicando un tensor de
rango v con s tensores de rango 2 pertenecientes al mismo grupo U, pero que portan
la representacién [2] ). Por otro Iado, debemos considerar que las representaciones de
S$0(n) contenidas en U(n) son tales que en el diagrama de Young correspondiente la
suma del niimero de cajas en la primera y segunda columnas debe ser menor o igual
a n. De lo contrario, el tensor asociado resulta ser idénticamente nulo (Hamermesh
10-6) . Asimismo, se debe tener en cuenta que las representaciones de SO(n) con a
cajas en la primera columna son equivalentes a aquellas con n-a cajas en la primera
columna y el mismo nimero de cajas en las columnas restantes.

En base a los criterios anteriormente descritos,* podemos escribir la siguiente tabla
con las representaciones de SO(3) contenidas en U(3) :

* P-:u una revisién detallada ver Hamermesh, cap.10 .
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En general, se debe esperar que en la descomposicién:  Ugeyry D 50(2[+l)
aparezcan dos o mds veces una misma representacién de SO(g¢41) - En estos casos
se requiere para clasificar las funciones de onda de un indice extra llamado de multi-
plicidad que cuenta el niimero de veces que aparece dicha representacién; este indice
no tiene un sentido fisico directo ,no estd asociado a un observable del sistema . Sin
embargo, ésto no sucede en el problema que vamos a estudiar. Los niimeros con los
que quedara clasificado nuestro estado serdn entonces:

(¥, 8], [R], L.S,J,M), (2.2.3)
donde [1¥] es la representacién totalmente antisimétrica de U(6) , L y § denotan a
los momentos angulares orbital y de espin totales, respecti te, del si de N
fermiones.

En forma andloga al capitulo anterior, escribimos nuestro Hamiltoniano en segunda
cuantizacién en términos de operadores fermidnicos:

H = E, S al,a" +
Ho

1
+3 X (esivtm| Vil vtuh)aloah, a1 a2,
i papyoe’
en donde se consideré una interaccién Vi, independiente del espin. Como hicimos
anteriormente, suponemos que los fermiones se encuentran en un solo nivel ¥ = € =

1. Lo que debemos hacer entonces es escribir este Hamiltoniano en términos de los
operadores de Casimir de la cadena de grupos (2.2.1), es decir

U@G) D UE) x U@) o Ny,
SO(3) & L2,

SU(2) » S?,

SU(J) = (C+S)2.

Siguiendo el procedimiento indicado en el capitulo anterior, a continuacién escribimos
su expresion en términos de operadores fermidnicos:

i) El operador de niimero esta dado por
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No= Yk = Tafoa” - _ (2.2.4)
3 op

1) Para determinar £2 primero encontramos Lg, un resultado parecido al encon-
trado antes pero ahora sumamos sobre el indice adicional de espin o :

(€4 1)(28+ 1)
3

£o=—{ it .S;lnixaal,},

donde &, tiene las mismas propiedades de transformacién ante rotaciones en los es-
pacios orbital y de espin que los operadores fermidnicos de creacién ags. De acuerdo
con la métrica introducida en el capitulo anterior para intercambiar mthccs en la parte
orbital y utilizando para la parte de espin [Wigner] que: gy, s, = (— 1)"“" * Oy, —mls

or g"“"‘ +=(~1)"""s 5, _,,, se obtiene la expresién &y = (—1) ng- “ampty—g-

My

Como en nuestro caso estamos tomando € = 1 resulta :

£2=_2/3[[abxa ' x [ah x5 ' 18, (2.2.5)

donde sobre los indi

oya
iif) Procediendo de manera idéntica a como lo hicimos en el caso de £q, obtenemos
el resultado siguiente para & :

-"_(ﬁ}ﬁfil_)}% Z[amx*‘m 1

como estamos estudiando un sistema de fermiones con espin s = & , entonces tenemos

V3

52=—T[[a,fnx§m]lx[a,t,xi,.]llg, (2.2.6)

Se=—{

2 e

my u.

donde sobre los

m) Aunque no aparecerd en el Hamiltoniano, vamos a escnbxr en segunda cua.ntx-
zacion el momento angular total J2. Debemos primero tomar \é

de los operadores ayq :

At;, = 3 (ém;sm, |JM) at..m,

mm,
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de aquf obteneinos HERES

F= _‘_'(ii'%_g&’_ﬂ[ (A x A7) x (AN &I 13

Ahora defi los siguientes operad
L;
GS = 1at x ah M i{.

= ¥ ) (lm;lm’lL)\!) (sm.;am’,lSM,)aL_"'{,aLf";" (2270) :

mm'm,m},

i @2.78)

’ AT
};*,E: [atxa] M: Mg G )
= 3 (emyem'|AM) (sm,;sm’,lEMg)a;‘nm,&mrml' . (2.8¢)

mm'm,m),

Tomando en cuenta que :

{ (em;2—mi0,0) = (~1)-m -l
{sma;s — m,(0,0) = (—1)'—m'7‘z‘:ﬂ

vamos a reescribir Ap y L£2 en términos de lo operadores FAL : Notando que €y m
son enteros, y que 23 y 2m, tienen la misma paridad, tenemos los resultados siguientes:

Ny ={(2e+1)(2s + DHATD, (2.2.80)
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e+'1 BeAN@ D) | 40 | A0 o
A X e 1 )[Jr‘° . (228
. Pa.m simplificar la'notacién definimos los siguientes operadores

—'[ 'gl

. Ls LS
rhiS =6y x Gy -

Utilizando las definici teriores se tra que las expresi (2.2.4),
(2.2.5) y (2.2.6) pueden escribirse en la forma siguiente:

N2 = (20 4 1)(2s + 1)8%0 = 6800, (2.2.9a)
2o _Het 1)(25\;-51)(23 +Dg10 —4V3310 | (2.2.95)

P S D@+ @1 oy 18
= T T a3

7 3«:0;1 \ (2.2.9¢)
donde en la iltima igualdad se hizo la substitucién =1 , s=1/2.

Ahora vamos a escribir el operador Hamiltoniano términos de la base acoplada;
ésto es, en funcidn de los operadores I'“ : Consideramos primero la interaccién de un
cuerpo

W= 3 (mum|Wi| mml) abim,a™™ = £, N, (2.2.10)

mm'm,m!,

donde £,¢ es la energia correspondiente al estado v€ del Hamiltoniane con el que
trabajamos. Nuevamente damos la forma de la interaccién de dos cuerpos :

1 - £t
= - . ! L ) ! 7y, Mam,
=524 "mmq,mz.mqIlemhmq,mz,m.,)ﬂvfn,m.,aimm,,a 1My g2t

m's

47"
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Rcacoplando los estados que constituyen el elemento de mntnz
coeﬁcxentes de Clebsch-Gordan;

Imyymyima,me) = 3 (emy; mal LML) {smyy
i LMLEMs BRrer

y recordnndo que

(LMy; 5Ms | Vol Mgy SMs)

obtenemos
1 R t S rs o anki
V= o5 3 (L Vie )| INEML; 0012y fat x atlfiy, 8 x 81575,
LM SMs
Denotando (L || Vi || L) = Ay, 'y realizando un bio de indices covariantes

por contravariantes en al mediante la métrica que tenemos, llegamos a
1 .
V= =33 Ag{(L+1)eS + n}irss
LS

Tomando € =1, s = 1/2 y considerando los valores de ( L;S ) a los que nos
hemos restringido, obtenemos

V= ~1{ 40% 4 3ATH 4 VBApr%? )

Como el Hamiltoniano est4 dado en términos de operadores PLiS | para escribirlo
en términos de los Casimires de la cadena de grupos (2.2.1), debemos primero encontrar
una transfc i6n que relaci los operadores:

rlis ., g%

Asf como en el capitulo anterior encontramos una restriccién sobre los valores de L
que podian tomar los operadores G, bosomcos, ahora identificaremos las parejas (L,S)
para las cuales los operadores fermiénicos LS ltan ser distintos de cero. De la
definicién misma t
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gis = % (em em ILM

mm'mam’,

malSML) afum,af 1

= (—1)’“(—

mm'm,m}

> (_l)zz-_.“z)-sﬂ (e

mly; 5| S Ma) aI",mz a,t,,m,
mm’m,m), s .

= (— 1)L+S gfLs

El mismo resultado se obtiene para los opemdares g, Ls Vemos entonces que necesi-

tamos pedir

(=1)4+$ " ntimero par

con: {S=0,1.'--,2s
m:1L=0,1,-.-,2¢

En nuestro caso € = 1 y s = 1/2; entonces las parejas (L, S) ermitidas son las
siguientes: (0,0), (1,1) y (2,0). De tal manera que: g{g 11 = gl} = 0 con

las corr dient. g‘,’f‘ bién iguales a cero y teniendo como e« ia que

It =%l =r2l=g.

Vamos ahora a obtener, en forma general, la relacién:

L = ):A(,\z Lsyrks (2.2.11)

Utilizando los resultados del capitulo untenor, obtenemos la relacién:

E=[[at xa¥® x [af xa )T )00

e ¢ A
==3 @@L +1)(25' +1)(2A +1)(2S + 1) { e £ A
s r r

o
N
e,
N @
e
oMM

} ru.'S/
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+ (Amy; Am,y, |00) (€my; em] lz\m,\‘)(Emz;lmélz\m,\')(}:mx‘; Emyg, |00} x

X (smay; sml, [Emg, )(omagi smly [Ems,) abvima, (G, 10hamy Yamgms, (2:2:12)

en el segundo término se suma sobre todos los indices que aparecen dos veces (esto es,
sobre todas las m’s) . Vamos a reducir primeramente el segundo término, para lo cual
necesjtaremos las siguientes identidades:

1)*=m2=May

i) {ﬁ'"'l""u'a'f"""'?) = 6""1;-'"15'"'4-—'"-7 =

, . AP o
@) (imiimal00) = (Z1YT™ mpe Gy ey

Después de realizar manipulaciones algebraicas obtenemos para el segundo término de
la expresién (2.2.12)

(i@ nEE +
(2e+1)(2s+1) ~7°
Substituyendo este resultado en (2.13) se concluye

& €& A s s I 1ot
ST = 9 L 1)(2S +1)2A+1)2E+1) { £ £ A s s TyrLs
s L' o s s o

1
+(c1)ME %?%%{_11)))_ - (2.2.13)

Con =1y s=1/2, los valores posibles de los nimeros (A,Z) son

(0,050, 1)} 5 {(1,0% (L, 1)} 5 {(2,0%:(2,1)} -
De acuerdo con las expresiones (2.10), los Casimires N2, £2y §2 sélo estan rela-

cionados con los operadores: $%0, $0!, y 310, Por lo tanto sélo tomaremos en cuenta
las parejas (A, I) = (0,0),(0,1), y (1,0).

Calculando los simbolos 9-j [2] e invirtiendo la relacién matricial (2.2.11):



I-’ermit;niw p
PLS = 3 A~1(£5; %) 998
AL
obtenemos:

1 -3 -4
roo V3 ) /g0 4/3
() -1 % 2 )(E) (%)
% i 6

5 - g ’

Finalmente efectuando el cambio 'S +— AT escribimos V en términos de £2, 52
yApE:

' 1 1 8
V= aof-gt - 58 - g+ e+

3 1 3
+n{gh? + 36° - M)+

+ Ag{ 254/\/ - -52 352 - —/v,,} . (22.14)
Este operador debe satisf; varias c 1es que son simples de verificar. Primero,
el elemento de matriz del potencial (2.2.14), respecto a estados de méxima proyeccién
en L y S, sedebe anular idénticamente para estados de una sola particula, ya que V
corresponde a interacciones particula-particula y no hemos incluido auto-interacciones
en nuestro modelo. De la Tabla 1 que hemos presentado con los niimeros cudnticos
que caracterizan los estados fermidnicos, vemos que con N = 1 debemos tener: L =
1,5 =1/2 . Con esto podemos calcular el valor del elemento de matriz, y lo haremos
separadamente para los términos de cada coeficiente 4;

. _l 2 l 2_}. 2 _l_l_l g—-
Ap: (NLS| le, 35 GC +- N |NLS) = 12 3+3—07.
. 3.2 lea 3 =3 3 _3_

Ar: (NLS| BJV;‘. + 25 Np | NLS) = 3 + =0
NLS—N2——2 _2__. =85 _ 1,15 4
: { ! s+ oL Mo |NLS) = S —g+3-15=0
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Ahora id nuest tados con N=2, Para estos estados, el elemento
de matriz de V debe ser A; donde i=L es el momento angular del estado. Esto
resulta claro de la propia definicién de A4; . De doa tras tablas, los estad
de dos particulas que podemos tener estin terizados por los siguientes valores de
LyS:

(200}

N o
o®

» [uo]’ L

Analizaremos, como en el caso anterior, térr

i) Primero el estado : | NLS) =} 200

lp, 8 oA,
FE T M 1220) =~ -1+ 5 =0
Ap:(220| g%’ + %52 - %N,, | 220} = %2-—2=0.

. B2 _le 1o 5 ~2_10 ._
Az (20| A iS5t + gL M 1220 = - m+1=1.
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i) | NLS) =|211)

- : : \
.42.(211| A/,, ——5’+—£2——M,|211 H-msTE=0"

Utilizando las expresiones (2.2.10) y (2.2.14) se obtiene que el hamiltoniano que describe
al sistema de fermiones p se puede escribir de la manera siguiente

1 1 1.0 8
Hye = EyeNp+ Aol — 5M” = 357 ~ 5£2 + M)
3 1 3
+A|('8'-’Vp2 “52 —- M
+Az{2%/\6» - -s2 + 1 - Zay, (22.15)

cuyos eigenvalores estan dados por la expresién

(NLS|H,¢| NLS) = N{&e+7 Ao— 1= 2 49)

+ N2 — —Ao +34 +3 Ag}

8
+ﬁL—6t}—)-{—Ao+A2}

+S(S+0{~tag+ia-tay. 21e
3 2 6

A continuacién vamos a determinar el espectro que se obtiene con este Hamiltoni-
ano, cuando se toman Ag, A} y A2 que provienen de la seleccién de alglin potencial
de interaccién Viz . Antes de ver qué tipo de potencial vamos a considerar (el interés
principal serd ilustrativo), brevemente revisaremos el procedimiento para calcular los
coeficientes A; . Estos coeficientes son elementos de matriz reducidos entre estados de
dos cuerpos, acoplades a un cierto momento angular total Lo .
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Hemos supuesto que el potencial Vg cs invariante ante rotaciones en el espacio,
de tal manera que tenemos una funcién de la forma: Via(|F) — f|); asi pues, si se
tienen dos particulas con ccordenadas 7] y 7y, resulta conveniente describir el estado
del sistema en términos de la coordenada relativa: 7y = 75(?] —132) y la coordenada

del centro de masas: R = éi(ﬁ +79). De esta forma, la interaccién Vi no afecta

en absoluto la parte de la funcién de estado descrita por la coordenada R , y su efecto
sobre el sistema tiene que ver sol te con la coordenada relativa, de manera que el
elemento de matriz de dos cuerpos se reduce a uno de un solo cuerpo.

Para el oscilador arménico el problema se ha resuelto de manera completa [3] ;
la ventaja que presenta este potencial es que las funciones de onda en las coordenadas
{Trers R} son las mismas que en las coordenadas {7},7}; es decir, son funciones de
onda de oscilader arménico. Por esta razén, y también pensando en que el potencial
de oscilador arménico ha sido ampl te utilizado en la fisica nuclear, vamos a hacer
nuestros los para este potencial, tomando los resultades encontrados en la ref. {4}
. Aqui mostraremos los resultados sin hacer ninguna deduccién .

En general, el cambio de coordenadas para un sistema de dos particulas ‘embebidas’
en un potencial de oscilador arménico se escribiria como: [4]

| nylyinglo; Lyp) = Y, (nl,NL,Lt | n(ly,naly, Ly} | nl; NL; L) (2.2.17)
niNL

Donde ny,lj,ng y lo son los nimeros cudnticos de las funciones de oscilador
arménico cn las coordenadas 7] y 73 respectivamente, mientras que n y 1 son los
nimeros asociados a la funcién de onda de oscilador arménico asociada a la coordenada
relativa 7.y ¥y N L los correspondientes a la coordenada del centro de masas R .
Notemos cémo el momento angular total es Ly en ambos sistemas de_coordenadas,
ya que se puede ver ficilmente de la definicién de {7, R} que: L4+ Lp =
Ly+ L5 = L7 . Ademis, como hemos cambiado solamente el sistema de coordenadas
¥ no el sistema de referencia, la energia asociada a las dos funciones debe ser la misma,
y como en ambos casos se trata de funciones de oscilador arménico, se debe tener en
laec. (2217): 2n+1+2N+ L=2n) 41 4+ 2ng + 1o,

Not también que el coeficiente de transformacién (nl, NL, Ly | nylj, nal2, L)
no depende de la proyeccién del momento angular u .

En nuestro caso, como estamos trabajando con fermiones p en una misma capa
v de oscilador arménico, en lugar de ny,l| y n2,l2 tendremos los nimeros: v1,v1
v la condicién sobre nl1,NL serd: 2n+14+2N+L = 2v.

Vamos a tomar la capa v = 1. Asi pues, los valores n,1,N y L que tendremos
serdn:
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W)Ip =1 (nL,NL)=(0,1,01)

W)Ly = 2 (n,1,N, ) = (0,1,0,1),(0,2,0,0),(0,0,0,2) -
El elemento de matriz queda entonces - :

o Avlivi Ly || Vi |l v1ivd L) =

- ”Z‘ I(n':'#,'N'L";_z;ﬂo1;b1-L")(
o WNNOLLY : :

: -(n_’lf; NILY

( con v 5»1;1

= X (' NLi Ly | 01301 Lr)(nl NL; Ly | 03;08; L) ('l [| Vaz | nl)

nn’INL
(2.2.18)
donde hemos utilizado el hecho de que V12 no afecta a la funcién | NL) que describe
el comportamiento del centro de masas del sistema; también, dada la invariancia del
potencial ante rotaciones, se tiene  =1. El elemento de matriz reducido para estados
de oscilador arménico esti dado por ([4] cap. III)

1| Vizllnl) = X B(n'linkp) I (2.2.19)
4

con ! Ep<l4n+n'. Y el simbolo Ip denota las integrales de Talmi, definidas
como

2 2 2
= —a [ WY ()2
Ip i 3/2)(/ r*Pe (r)r® dr

los coeficientes B(n'l;nl;p) han sido caleulados por T.A.Brody y M.Moshinsky y se
encuentran tabulados en la ref. [4] .
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En nuestro caso resulta

= 51021 V12 1102) + (00 [} Viz |} 00)}

Ya tenemos todos los calculos hechos, y sélo falta escoger el potencial de intearccién
entre fermiones Vi3 , que ilustre el espectro. Tomaremos dos potenciales comiinmente
utilizados en fisica lear, aqui simplificados de manera que tengamos una funcién

Via(IFt ~7afy = [3]

Potencial de Yukawa :  Vjp = ~Vge™#"/ur ; pp~0.855fm™~1.

~alr?

Potencial de Gauss : Vip = ~Vpe' a= I%gfm-l .

La ‘profundidad’ Vy del potencial la variaremos de 1 a 30 MeV (en intervalos
de 5 MeV) para ver como cambia el espectro a medida que la intensidad ta. Las

integrales de Talmi quedan expresadas en términos del factor V) , calculadas utilizando
¢l paguete Matemdtica result
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Iy n I
Yukawa (0.664904)Vy (0.3059956)Vp (0.1848103)Vp
Gauss  (0.6344883)Vp (0.4684962)Vy  (0.3459302)Vp

A continuacién listamos los valores absolutos (ya que los coeficientes son negativos)
de Ag,Aj y A2 obtenidos para cada valor de V.

Vo Yukawa Gauss
(MeV)  JAgl Al [42] 1ol 1Al {42l

1 0.60 0.31 0.42 0.52 047 049
5 3.00 1.55 2.10 2.60 235 2,45
10 6.00 3.10 4.20 5.20 470 490
15 9.00 4.65 6.30 7.80 7.05 7.35
20 1200 6.20 8.40 10.40 940 9.80
25 1500  7.75 10.50 13.00 1175 12.25
30 18.00  9.30 12.60 15.60 14.10 14.70

Nétese cémo se cumple siempre: |4g| > [A2] > |41} . Ademds, también tenemos
la'siguiente regularidad: |doly > {4olg ; [Alle > [dily i ld2lg > l42ly -

Para evaluar H(N,L,S) hace falta determinar el valor de la energia E,; de
particula independiente de la capa donde estamos colocando los fermiones. Esta energia
puede calcularse de la expresién empirica:

B, ~ 40A~1/3 | Por ejemplo, para un sistema con A =12 tenemos: Ejj ~
17.47 MeV. Este es el valor que serd utilizado para determinar el espectro (2.2.16) y
tener asiuna relacion realista entre la energia de la capa y las energias de interaccién
de dos cuerpos.

Vamos a detenernos en la figura 2.A.1 ; en ella se muestra el espectro que se
obtiene para el potencial de Gauss considerando dos fermiones en la capa. Vemos
que para intensidades de interaccién pequefias, existe pnicticxxmente una degeneracién
entre Jos distintos multipletes, los cuales ticnen una energia igual a la suma de las
energms de capa para cada fermidn. A medida que la intensidad aumenta, desaparece
la deg acion y los multipl conforman un espectro que se desplaza por debajo
de la energia de capa del sistema. En o espectro, si vemos los niimeros cudnticos
de los multipletes, y volvemos a las tablas 1 y 2, encontramos que el nivel de minima
energia corresponde a los niimeros (L,S) = (0,0) , asociados ol estado cuya parte orbital
(determinada por la rep. de U(3)) es la que tiene mayor simetria. El nivel de minima
energia es el mismo para todos los valores de Vp . Dada la relacién entre lns magnitudes
de los cocficientes A; , se ve que la encrgia total del sistema ticne contribuciones
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positivas del tipo rotor para L y S separad te, y es una competencia entre
ambas lo que da lugar a los espectros que observamos .

Los mismos comentarios se pueden hacer para las demds figuras. Por cjemplo,
vemos que tanto en la interaccién de Gauss como en la de Yukawa, para cada N
, €l orden en que aparecen los multipletes (L,S) es el mismo, y siempre el estado
base corresponde al de maxima simetria orbital, y de entre estos, al que tiene menor
momento angular (c.f. en el caso N=3 los multipletes (1,1/2) y (2,1/2) ).

Se aprecia un comportamiento similar entre los espectros para N =2, 4, debido
a que los valores (L,S) son los mismos. La diferencia es que mientras para N = 2 los
niveles sdlo llegan a desplazarse por 20 MeV al variar Vp (con potencial de Yukawa),
para N=4 , se tienen mds particulas interactuando, de manera que el sistema estd mds
‘ligado’ , y se observa un desplazamiento del espectrode 80 MeV (potencial de Yukawa),
Ocurre lo mismo con el potencial de Gauss: en este caso, para N=2 el espectro se
desplaza alrededor de 15 MeV mientras para N=4 unos 80 MeV .

Esta analogia que existe entre los sistemas N=2, N=4 se puede entender como en
la fisica atomica, en la que aparece el concepto de ‘agujero’. En nuestro caso tenemos
un sistema de fermiones p y esto implica que no se podrd tener mas de 6 particulas
en el sistema. Dado un nimero N de particulas, se visualiza el sistema como formado
por 6-N ‘agujeros’ que tendrdn las mismas propiedades que las particulas; en nuestro
caso serian también fermiones p con espin s=1/2. Para ilustrar esto, en la figura 2.4
mostramos los espectros de excitacién para cada N (hemos escogido el potencial de
Yukawa con intensidad de 25 MeV). Se ve que para sistemas andlogos particula-agujero
los espectros son idénticos.

De las grificas se ve que el potencial Gaussiano tiene mayor ‘penetracién’ que el
de Yukawa : los niveles descienden més cuando se varia Vj en el prime r caso. De
hecho, mientras que para el potencial de Yukawa el salto Vg : 1 — 30 (MeV) esde
aprox. 160 MeV , para el de Gauss es de aprox. 210 MeV. Sin embargo, la estructura
del espectro para cada N particular se ve mis claramente en el caso de Yukawa ,
donde la separacién energética entre niveles con la misma N y distintos valores (L,S)
es mayor.

A continuacién vamos a construir los estados|N[h ho]LS;JM) en términos de
operadores fermiénicos a’,,,. Estos estados forman una base de la cadena de grupos
(2.2) y portan las representaciones irreducibles que hemos indicado en el ket.

Para el grupo U(6), que es el que contiene a toda la cadena, debemos tener Ia rep-
resentacién [1¥] y sabemos que ello se satisface teniendo: U(3) {k)® U(2) [h]. Debemos
comenzar entonces obteniendo los polinomios P[0) de méximo peso en U(3) ® U(2)
para la representacién [A] ® [A) con N = 1,...,6 . Sabemos que actuando con los
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operadores de descenso de U(3) y U(2) sobre estos polinomios podemos construir una
base completa de estados. *

Para manejar en forma méds simple los indices de nuestros operadores { que in-
disti te hemos denotado como m s o uo ), en lugar de tener m=-1,0,1
escribiremos r=1,2,3 donde r=1 cdrresponderd a la proyeccién m=1,r=2 a m=0,
y r=3 a m=-1. Andlogamente, en lugar de s=-1/2,1/2 escribiremos s=1, 2 con
s=1 correspondiendo a la proyeccién +1/2,y s=2a la proyeccion —1/2.

Los generadores de U(3) los podemos obtener a partir de los de U(6) sumando
sobre el indice s; asf pues de acuerdo al trabajo de Gelfand, éstos se pueden clasificar
como operadores:

Depeso: C} =G}l +Gj3; ¢3=G3|+G%; ci=Gjl+G}
De dscenso: C} = G} + G?g ; C3= Gg} +G32; c}= G+ G}%
De descenso C’% = G}; +G%§ H C;l, = G;';} + Gﬁ H C% = G?,{ + G%%

En forma similar los generadores de U(2) se obtiencn de sumar sobre el indice r,
ademds se cambia la notacién de C a { para distinguirlos claramente de los generadores
de U(3) :

Depeso (=Gl +GH+Gl: @ =Gl3+GH+GH
De ascenso: ¢=Gl}+Gi+G
De descenso: (2' = GH + G%é + Gg{,
Denotaremos al polinomio de méximo peso perteneciente a la represent‘ncio'n‘ pro-

ducto {h} ® {h} en la forma siguiente: pihlelh} | Este polinomio debe satisfacer
las ecuaciones:

;) cipiheth} | gy = jplRleli) gy | " (2.2.200)

i) cipMelhY gy =0 coni<j, (2.2.200)

* Para una discusidn mis detallada de los operadores de ascenso, descenso y de peso de un grupo
unitario, asf como su relacién con la obtencién de una base completa de estados, ver el Apéndice 2.1
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o i) dpiilet o)
iv) gpRe) o) =0 coni<j, (2.2.20d)

Para construir los polinomios de maximo peso, seguimos las ideas de Moshinsky*:
Dado {ix} ® {2} tomainos k) operadores al conel primer indice 1 , cuyo segundo
indice se escoge de manera creciente 1,... %], o sea hasta que se termine el nimero de
cajas del primer rengldn de la particién. Estos se multiplican por la derecha por A9
operadores al con primer indice 2 y segundo indice nuevamente en orden creciente
1,... hg hasta terminar con el ntimero de cajas del segundo renglén de la particidn; y
as{ sucesi te. T como ejemplo la representacién [220] ® [22] . Debemos
ordenar cuatro operadores at , de acuerdo con la particién [220], el primer niimero
2 implica el producto de operadores: “Il"‘ 12» mientras que el segundo 2 da lugar al
término “2’1“;2 y teniendose como resultado final el producto de los monomios en el
orden siguiente

pi20iel22]  of atyaf al, @.2.21)

el cual es inmediato checar que satisface las expresiones (2.2.20), i.e.,
i) clp220/8022) | o) = opl220/8027 | ),
ii) c%p[220]®[22] 10) = opl220]@[22) 10),

i#i) P20 [ 0) = {af jalya]sady + af jafyalial} 10) = 0,

iv) ¢l pl2201e(22] | g) = opl220/0122 | gy ;
v) @pl220jeled] | gy = gpl220jel2?] |g)

vi) (fpl220el22 | g) = (“L“L“’Ilﬂgz + 011“12051'551} j0y=0."

* Group Theoty and -+ , cap.3
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Las condiciones sobre la accién de C% ) C% y C:,‘ se verifican trivialmente.

A continuacién escribimos los polinomios P('.')Q(") para cada una de las repre- .
sentaciones {h} @ {h} involucradas .
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11‘42“'1:1“;1

5 [221] E [32) aLalzaLa.Iua}l 1 1/27

- 211] 8]

6 . f222] . [33) “}I“L“;l“gﬂ:\;la& 0o 0

Aunque sabemos que estos estados deben tener la maxima proyeccién de momento
angular orbital M; = L y de espin M, = S, para conocer los valores de L y de S de
cada polinomio debemos aplicar el operador de peso del grupo SO(3) y SU(2), respec-

tivamente Cp y Sp; que a continuacién los vamos a escribir en términos de Cff y (,‘I

3
Lo=V2 z: (Img; 10{1m,) C4

=v2 {(1-1 mu—nc3 + {10;1000)C3 + (11510110)C]}

=c} -}, (22.220)

Z (l/2m.,10|1/2m,) (,’ '
‘/—((1/2 2% 1011/2 1/2)4,? +(1/21/2 1011/21/2)9

=¢ - C2 , '(2.2.225)
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_ De esta manera, obtenemos los valores de L y S correspondientes a los polinomios
plhle(h} {ver columnas quinta y sexta de la tabla anterior), que son los mayores
asociados a cada particién. Esto no constituye una regla, y en el capitulo siguiente
veremos un caso en ¢l que el estado de mdximo peso de una representacién no tiene el
médximo valor de los momentos (de isoespin en este caso) asociados a la misma.

El siguiente problema consiste en obtener estadas para todos los momentos an-
gulares L contenidos en cada representacién {A} de U(3). Para lograr esto, vamos a
proceder de una manera heuristica siguiendo el camino de construccién de estados como
lo hemos estado haciendo en este trabajo . Ademds, este procedimiento lo utilizaremos
en el capitulo siguiente para obtener los estados bariénicos. Sin embargo, existe una
forma alternativa de resolver el problema, la cual es mds elegante, que utiliza un oper-
ador Mgy * que actiia sobre estados de méxima proyeccion de momento angular en
la forma siguiente :

My |LL) ~ | L'L').
En el apéndice 2.2 se indican los pasos a seguir para la construecién del operador ML‘ L
¥ cémo se utiliza para construir los estados | L'L’) de nuestro problema.

Para simplificar los cdlculos, al producto de k operadores fermidnicos de creacién
los vamos a denotar por el simbolo:

figeix  _ t at
Bgjizeite = Opyiy iy iy

donde ij,-«-,ip = 1,2 caracteriza los indices de Uy, mientras que sy, -+, jig
son los de U(3), y por supuesto si los indices de dos operadores son iguales, AI‘II‘Z"‘I‘I: es
cero. Ademas se verificafacilimente que las relaciones de conmutacién de los generadores
de U(2) y U(3) con estas expresiones (actuando sobre el estado de vacio) estan dadas
por

k
4 TR oo .
(A R we]|0)=l§: s A i oy, (2.2.23a)
o I S| k 3 . .
¢ Al itk 0) =’§jl & Al izl oy (2.2.23b)

El polinomio de méximo peso de la representacién {2} ® {/} del producto directo
de grupos U(3) ® U(2) estd dado por la expresion

* Definido en Moshinsky, Group Th. and ... Apéndice Il
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piileih} g = AW x’" 'Zﬁ"" 12 "310) (2.2.24)
que se obti iguiendo el p limi '-mdlcado mtencrmente,yes directo checar

que satisface las ecuaciones (2 2.20). Considerando la representacién [220] ® [22] como

ejemplo, la expresidén (2.2.21) se escribe

P2~ A {212 )0). (2.2.25)

Debido a que t fermi y la repr cién producto debe ser {1¥} , entonces
la particién {h} fija nutométicamenlc a la particion {h} ; es decir, cualquier estado

de ln forma ¥, A%y 1208 124k )

(i} @ (h}.

debe pertenecer a la representacion

En la Tabla 1 se dan los polinomios de maximo peso de sistemas de 1 a 6 fermiones p,
para construir estados con otros momentos angulares L' contenidos en la representacién
{h} de U(3) proponemos el polinomioc P

12.hy 124
PIO = ¥ Awpendlh 5k 1205 0) (2.2:26a)
Beem=123
Este polinomio necesariamente pertencce a la representacién {k} ® {4}. Si los coefi-
cientes Ay, ...u, se eligen de tal manera que se cumplan las ecuaciones

LoP|0) = L"PIO), (2.2.265)
L1 P|0) =0. (2.2.26¢)

Se puede obtener una relacién de recurrencia para los coeficientes Ay iy quo, una
vez resuelta, dard por resultado un polmomlo P | 0) con momento angular L’ y méxima
proyeccién. Esto lo t que hacer sol te para las representaciones {h} ® {/}
que contienen mis de un momento angular, que en nuestro caso son: «){200} ® {11}
que contiene a los momentos angulares 0 y 2; b) {210} ® {21} que tiene asociados
L'=1y2yc){220}® {22} con L' =0y 2.

De acuerdo a la expresién (2.2.26a) para el caso {200} ® {11} proponemos

Al0) = Z Apypiglin, o)

Blpz

Z Aml‘z mm 10} . (2.2.27)
#luz )
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Los operadores de momento angular que necesitamos son Lo, que fue dado en (9 2 22&1), .
¥ £41 =—C} —C}. Aplicando la condicién (2.2.26h) a A tenemos ’

LoA|0) = Z A (6 a1, + g0l - G485, - 6,al%110)
Z(AIIAAI;: +A;nlA;1121 - AII;AA.']!/zA - A[I:IA['I%)IO)
n

=0,
donde en la dltima igualdad se utilizé que el estado corresponde a momento angular -
cero. Utilizando que los estados {uj, u2) son ortogonales en los indices ¢}y jig, de la
expresién anterior es inmediato concluir que A3, A3; y A22 son los i umcos coeﬁcxentes i
distintos de cero. Tomando ésto en cuenta, tenemos :

]

A | 0) = {AiAl} + 4Al + 431483} 10) .
Aplicando la relacién (2.2.26c) al polmomm anterior, obtenemos loq resultados
ientes: Ag; + A =0y A3+ A =0;¢. e,

A0) = 4 {af - a0,

donde el coeficiente A se determina normalizando el estado: (0 I‘Pfﬂ ] 0
concluyéndose

1{200} @ {11} ;L = My, = 0;§ = Mg =0) = ?+ alf - alB) o). (2228

\/—{

Para la representacién {210} ® {21}, con momento angular uno proponemos el
estado:

121
Rl0) = E AmmuaA;ﬁp,y; | 0)
mp2i3

Aplicando en forma similar al caso anterior la condicion (2.2.26b) obtenemos:

_- 121 121 21
LoR|0) = Z AlpppsBipigns + ApuplpaBpyips + AllmzlAl]‘mzl

121
_A-'!ﬂz/l:A:lmlta - Al‘l“MaAm:iu: - Au|m3A :m-’i

ApsiapaBiigian + e
" miians @
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yn que L' = 1, Tomando en cuenta la forma del polmomxo de médximo peso y las

iedades de anti tacién de los operadores de creacién, para tener Appgps 0
debe ocurrir uy # p3 y que Agyugpuy = —A,.s,,,,,, Como la accién de Ly sobre cada
término AI‘"I‘I‘ZI‘J es propomonal al mxsmo. cntonccs cada termmo separadamente
debe ser tal que £y A t ficientes Apy oz
cuyos indices {ypapg} E /l—' {(113; {‘811) (221) {122)) sahsfacen esta condicién
y necesariamente la expresién anterior.

Considerando la condicién (2.2.26¢) se obti

1 3 121 =
el -} ¥ AnpuomBlion =0
{mpanael}
donde podemos escribir explicitamente la suma utilizando las propwdndcs A“;; =
~Ag1) = Ay Aget = —Aj22 = B; entonces

fet - cm 10y ={A(alli - altl)y + B(al3 HA&?} —_A Ah )}|0)
~=(alfi4 =~ By + ARfiB -4} 0).
ésta se anula sx y sélosi A= B “En conclusnon, obtenemos el estado -
7 10)= Alalt} - alf +A%31_ Al o),
2

que al normalizarlo, y teniendo cu'ldndo de considerar A{,:‘, = —A&ﬂ y A%g} = _All22,
toma la forma

. 1 1 :
Hew}® {21}iL= M, =15 =Ms =3) = —{alff-alfi} o). (2229)

Finalmente consideramos la construccién del estado que porta la representacién
{220} ® {22}, con momento angular cero, i.e.

- 1212
L& , 0) = 2 A/‘ll‘zl‘JI«Apmwgy. I 0) .
Mip2iane
Nuevamente observando los indices superiores del factor A y tomando en cuenta que
éste debe ser total ico ante permut de los operadores, obtenemos
las siguientes restricciones:

N pie s

Apypapape = —~Apmpaisng = —Apgamps 3 B1F B35 H2 F 1
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Estas restricciones dan por resultado que solamente sean distintos de cero los sigu-

- lentes cocficientes:  Aj192, A1123, A1225, A2132, A2133, A2233, 41132, A1133) A yo3a. Apli-
cando la condicién (2.2.26b), con L' = 0; se encuentra que cada factor A“ wanans debe
satisfacer por separado la ecuacién ['DA/‘II‘Z 1oy | 0) = 0, lo que puede cumplirse
si entre los subindices (/11;12113/44} tenemos el mismo nimero de 1 que de subindices
igualesa 3. Ent de los coeficientes anteriores solo quedan A1133, A1223, A2132 # 0.

Por medio de la expresién (2.2.26¢) , 1. e.

LR 0) =L4 {Anssalfd + Aeasaldil + AzmA%?:'c%} 10)
=Ann{aliB + Al 10) + ApsalB o) + Anzal}
=0,

3 10)

que se anula tomando Aj223 = A2132 = —Aj133 ¥ normalizando al estado resultante se
tiene

{220}®{22) ;L =Mp = 0;§ = Mg =0) = \/_ (AlZ3+al313-A1312) 1 0) . (2.2.30)

En el apéndice 2.2 se obtendrén los estados (2.2.28), (2.2.29) y (2.2.30) utilizando
el operador M/, . Para completar la base de estados {R) ® {h}; L, ML; S, Ms), sélo
hace falta aplicar el operador £— a los polinomios de mdxima proyeccién. Finalmente
a través de un coeficiente de Clebsch-Gordan se construye la base de estados asociados
a la cadena de grupos (2.2.1).

3 Momentos cuadrupolares

En analogia a lo que se hizo en el capitulo 1 con los estados bosénicos que ahi se obtu-
vieron, vamos aquf a calcular los momentos cuadrupolares para los estados pitelk}
que tenemos en la Tabla 3 . Estos estados ticnen méxima proyeccién de momento
angular orbital y son por tanto los que interesan para el cilculo. La proyeccién de
espin no interesa ya que el operador Q. estd definido en términos de los generadores

de U(3) .

La férmula para obtener el momento cuadrupolar de un sistema | LL) estd dada
en el capitulo anterior (ec. 1.4.14b) ; el operador Qg2p que utilizaremos es (ver apéndice
2.2):
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1,3 = ‘/2— 20 Ly
=-=C3 ~ /zC —C; .
Q20 753 V3 2 + 7ol
La aplicacién de la ec. (1.4.14b) con los estados piR@{4} e directa. Los resul-
tados los escribiremos en la siguiente Tabla; en la que omitimos escribir explicitamente

los polinomios pible(h)

Tabla 4

N {R} {n} L s 27973
1 {100} {10} 1 1/2 . 1.

Las unidades de Qp; quedan en principio determinadas por la constante o de
la ec. (1.4.2) . Como era de esperarse, Qpy = 0 para todos los estados con L=0
. Si vemos los resultados pensando en la imagen particula-agujero, comprobamos que
el momento cuadrupolar asociado a un sistema de N agujeros tiene el signo opuesto
del asociado al sistema equivalente de N particulas (equivalente en el sentido de que
tienen las mismas L y S).
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T4 »Apé:ndiic\e:n.‘i‘i it

o De la tcorm de grupos, snbemos que dado un grupo unitario Uy, los generudoxes
. C" ( con [.L y#=1,:++,n) del grupo se pueden dividir en tres clases :

i) De peso ,con ¢/ =p .
ii} De ascenso , con p/ > pu .
iti) De descenso , con ' <p . Pensando en el
de segunda cuantizacién, con operadores de creacién a},, sabemos que dado
un polmomm homogéneo P en términos de estos operadores, tenemos un estado para

un sistema de N particulas al hacer: P | 0), donde N es el grado de homogeneidad
del polinomio.

Se define el peso wp del polinomio P como el conjunto de mimeros fw; wy- o wp)
tales que

CLAP|O} = w,P|0)
También, dados dos polinomios B y 7, se dice que wpq es mayor que wp, sien
el conjunto [wi(A) ~ wi(F), wa(A) — wa(Re), -, wu(A) — wn(Fe)} el primer
numero distinto de cero (de izquierda a derecha) es positivo.

Hasta aqui tenemos definiciones que resultan de aplicar criterios arbitrarios, Se
puede ver, de lo que hemos dicho, que los operadores de ascenso ‘aumentan’ el peso del
polinomio P y los de descenso lo ‘reducen’.

Se definen entonces los polinomios ‘P de ‘miximo peso’ como aquellos tales que
P

aPloy=0.

para todos los operadores Cﬁl de Sscensq. S

Mads aiin, se encuentra que

CEPI0) = P |0 e
donde claramente : Ay +h2 +::-+ hn el pééo :/'(Ix}v de :P. es una
particién de N. ,‘ S ’
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Sin embargo, sabemos que para cada particién de un nimero entero positivo en n
partes, existe una representacién irreducible de U(n) !. Es decir, podemos utilizar a
‘P para generar la base de una representacién irreducible a la que pod etiquetar
con la particion {k}. La manera de generarla serd actuando con los operadores de
descenso de U(n) sobre P y pidiendo que los nuevos estados scan eigenvectores de los
operadores de Casimir! de una determinada cadena de grupos.

El hecho de que actuando con los generadores de descenso de U(n) sobre P se
pueda generar una base completa para una representacion irreducible se sigue del tco-
rema de Cartan 2 que establece que el polinomio de méximo peso en una base para
una representacion irreducible de un grupo de Lie semi-simple es iinico.

Sin entrar en detalles acerca de la definicién de un grupo semi-simple de Lie,
diremos simplemente que los grupos unitarios U(n) satisfacen las condiciones del
teorema. Asimismo, del tcorema se desprende que el polinomio de minimo peso (si
también existe, como ocurre en los casos de los grupos compactos) es también 1inico
(minimo o miximo es custién de convencién); de tal manera que, el polinomio 7 tal
que

) Plo)=R(Ck)P|0)

H)CEPI0)=0 Vi' < p
es el de minimo peso y completa en consecuencia la base para la representacién irre-
ducible {h} de U(n).

Ahora bien, recordando que estamos trabajando en segunda cuantizacién, y que

nuestros operadores de creacién aj; representan particulas fisicas, sabemos que estos
operadores deben satisfacer alguna de las relaciones algebraicas siguientes:

Conmutacidn : [nl,,a,t,] =0 + Bosones

Anticonmutacién : {ali‘,,a,t,} =0 « Fermiones

! Elpidio Chacén, notas: Representach irreducibles de grupos unitarios compactos.

O invariantes, en ¢l sentido de que conmutan con todos los generadores del grupo al que estan
asociados.

2

Mencionado en M.Moshinsky : “Bases for Irr. Rep. of Unit. Groups and some apl.”

Journal of Mathematical Physics. Vol.4 N 9 Sep. 1963



Apéndice 1~ S TER e S T

Consnderemos ambos casos para ejemphﬁcm‘, de manera bre\re y sencxlln, lns ldcus )
de este apéndice. ;

a) Caso bosénico :

S que d s construir un polinomio de méximo peso de grado N

con opcmdorcs bosénicos para representar estados que portcn una simetria U(n). En
principio tendremos tantos polinomios posibles como el nitmero de particiones de N
en n clementos. Sin embargo, dada la realizacidn que estamos haciendo de nuestros
estados, se puede verificar que el Gnico polinomio que satisface las condiciones de ‘peso
maximo' es de la forma

Pl = (ahy¥ (2.4.1)

1
V!

L normaliza el estado teniendo en cuenta la conmutatividad ‘de

donde el factor -
los operadores de creacién. Este polinomio pertenece a la representacién totalmente
simétrica del grupo Sy (grupo de permutaciones de n objetos) cuya base se compone
de un estado totalmente simétrico ante el intercambio de cualesquiera dos particulas,

como es el caso de (2.4.1).

Como los gencradores de U(n) conmutan con los operadores de Sy 3, entonces
toda la base para la rep. irreducible {N} de U(n) portard la rep. {N} de Sp;es
decir, todos los estados construidos a partir de (2.4.1) con los operadores de descenso
de U(n) seran totalmente simétricos ante cnalquier permutacién entre las particulas.

b) Caso fermiédnico:
Alora intentemos lo mismo que en (a) pero considerando operadores fermidnicos.
Dada N debemos construir P recordando que ningin operador fermidnico puede

aparecer mds de una vez. Asi pues, para que la representacién sea no nula, se debe
tener N < n . La tnica posibilidad para P es entonces

PN = afaf-..al, (2.4.2)

Y vemos que (2.4.2) pertencce a la representacién {1V} de vU(n) . También se pudo
haber escogido

= %;.spp(a{---a},) . e (2‘,4.3){‘

3 Ver Hamermesh, secc. 10 - 4 .
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donde P denota una permutacién de los nttmeros 1 ,2,..+, N,y ép la signatura
de dicha permutacién.

Pero, dadas las relaciones de anticonmutacién de los operadores fermidnicos, vemos
que (2.4.3) es proporcional a (2.4.2) .

Encontramos aqufi que (2.4.2) pertencce a la representacién {1V} de Sy, la
cual tiene dimensién 1 y cuya base se compone de funciones antisimétricas ante el
intercambio de cualesquicra dos particulas. Asf pues, toda la base construida a partir
de (2.4.2) portars la representacién totalmente antisimétrica de Sy . Notemos que si
N = n, la base en ¢l grupo unitario tiene dimensién 1 ya que cualquier operador de
descenso de U(n) anularia a (2.4.2). De manera general vamos a enunciar el siguiente
resultado de la teoria de grupos: Dada una base para la representacién irreducible
{hy---hg} del grupo unitario U(n), esta base porta a su vez la representacién irr.
{hy---hn} del grupe Sy donde hy+-+-+hy=f 14

Por esta razdn, de antemano sabemos que si utilizames operadores hosénicos para
representar nuestros estados con simetria U(n), donde éste es el midiximo grupo de
simetria, estos estados deben portar la representacién irreducible { N} que carresponde
a funciones totalmente simétricas ante permutaciones de las N particulas. Cuando
realizamos los estados en términos de operadores fermiénicos tendremos entonces la
representacién {1} en el miximo grupo de simetria U(n) , la cual a su vez cor-
responde a funciones totalmente antisimétricas ante permutaciones (o de ‘signatura’
alternante) .

De tal manera, para obtener representaciones mds complejas de grupos unitarios
en realizaciones fermi6nicas o bosénicas, es necesario ‘romper’ la simetria mdxima, tal
como tenfamos, de manera natural, en el Cap.2 con los operadores fermidnicos ays.
De esto se hablé ya al principio del capitulo y aqui mencionaremos que, ‘rompiendo’ el
indice p de los estados en dos subindices p — puo, obtenemos la estructura

U(mn) DU(m)@U(n) .

Y asi, en los grupos menores U(m) y U(n) podemos tener mds representaciones,
aunque siempre con lasrestri antes menci parala representacion del grupo
U(mn) .

4 Para una revisién completa de las relaciones entre el grupo simétrico y los grupos unitarios existe
una extensa bibliografia mis o menas estindar, de la cual pademos mencionar a Chen » Loebl ,
Hamermeshk , Weyl
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5 Apéndice II.2

El operador Mg/,

En el capitulo II aparecid la necesidad de encontrar, dentro de una misma repre-
sentacién de U(3), estados de méxima proyeccion para distintos valores del momento
angular (que llamaremos L' y L) contenidos en dicha representacién. Dada la
simplicidad del caso particular, se pudo resolver el problema de manera sencilla es-
tableciendo relaciones de recurrencia entre los coeficientes de un poli io general al
que se le imponen condiciones adecuadas . De gran utilidad fue asimismo la propiedad

anticonmutativa de los operadores de creacién a;o. Sin embargo, para casos mds com-
plejos (por ejemplo, con un mayor nimero de particulas) éste método puede resultar
demasiado laborioso y en general es poco directo.

Una forma mis elegante de resolver el problema desde el punto de vista de la teoria
de grupos consiste en obtener un operador My, que cambic un estado de méxima
proyeccién L en un estado con midxima proyeccién L', Si este operador se construye
utilizando solamente gencradores de U(3) , entonces no cambiard la representacién
{h} de dicho grupo al actuar sobre los estados | LL) .

Para construir el operador M/, vamos a introducir los operadores cuadrupolares

Qor (T=-2,-1,0,1,2).

En la fisica nuclear juegan un papel importante las interacciones o transiciones
cuadrupolares entre distintos estados. Como su nombre lo indica, éstas interacciones
tienen que ver con los campos eléctricos debidos al término un grado superior al dipolar
en el desarrollo en serie del campo generado por una distribucién de carga (incluso se
toman en cuenta transiciones cuadrupolares de masa). Se define entonces el operador
‘cuadrupolar’ Qy, para introducir estas interacciones!:

2x
Q2r = (75)'/2000r(A) + Dor(?)
donde )i, son los arménicos esféricos sclidos de segundo orden, cuya forma en coor-
denadas cartesianas es como sigue

! Moshinsky, Group Theory and . . . p.49
2 Eisenberg,Greiner, Nuclear Models_ , p.39
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(=126 — 62 - g% 5 T=0

Yorl€) = S F(E et 2 680) T=21
FEyY2e? - e ki) 5 =2
Utilizando estas expresi en el espacio de coordenadas para los operadores Qg se

pueden verificar las siguientes relaciones de conmutacién entre el conjunto de operadores

I= (Mvcm Qzr} :

§)[MmBl =0 VBel (2.5.1)
i) [Loy Q2r) = A(i¢:2rl 2 (74 9))Qx(r10) (2.5.2)
iii) [Qo, Qo] = B(27i27 |1 (74 V) L(rpr (2.5.3)

con A= —6yB = 49 que no dependen de o,76 7. . Estas relaciones de
conmutacién se preservan cuando escribimos los operadores en su forma de segunda
cuantizacién; ésto se puede demostrar ficilmente. Consideremos los operadores A y
B cuya forma en segunda cuantizacién denotaremos por

A= (ulAld) ahat
n'

B=Y(u]B|4)aha
ny!
Entonces

DAB] = S(n|AB|#) aha” — S(u| BA| i) afia"-
! ) - ppt fanlw ;

Por otro lado, también tenemos
[A,B) = 4B - BA =

= 3 (ulAlmMu | B fg)alyaPraf,afe —

mipajia
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~ Y (m|Bla)ue| Al fzdaf,a™af,at

) mihpaiiz
Considerando af iz,t, =g, + a,t,,a‘.‘l, donde el signo =% se incluye para considerar
bosones o fermiones, el miembro derecho queda:

}: (u1 | A1 K)(k | B| fr)af,a — ): (m IBIL)(klAlﬂz)amﬂ"’
mkiiz mkpg 5

H X (m IAlm)(ltzIB lﬂz)amap,a"'a"’
mihpajiz
- X IA | #1)(;42 |:B Im)amama“‘a"’}
#mrjinpaiia :
Pero es obvio que Zh(m 4] k)(k |B|Az)=(m|AB | ji2) ¥
Zelpy | BIENK [ Al fig) = (w1 | BA| fig} -

Entonces AB—BA = Tl | [A,B) |;:2)u,,,a“2 Es decir, la forma en segunda
cuantizacién del conmutador entre A y B es igual al conmutador entre las formas
en segunda cuantizacién de A y B scparadamente .

De las ecuaciones (2.5.1 , 2.5.2 , 2.5.3) vemos que los operadores del conjunto I
forman un dlgebra de U(3); es dccir, son generadores del grupo, y podemos escribirlos

en términos de los operadores Cfj definidos en el capitulo 2. Para el caso de Loy Np
ya lo sabiamos, y para el caso de Q2 tenemos 3

. 5 ,
Qs = \/; 3" (14;2r;14") Cl
¢’
Explicitamente

Q22 ¢l

@y ~h0h + el ;

i

Qo = %C% \/_Cg + é—cl H
Q = 75C3 - 7-01 ;
Qn = et s

3 Moshinsky, Group Theory and . . . p.43
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La ventaja de uhlxzar los operadores de I es que estos representan cantidades

fisicas rel en ier probl de hos cuerpos (no solamente en la fisica
nuclear).

Vamos ahora al operador M;/;; sabemos ya que si lo construimos utilizando
operadores Q2 y £ dejara invariantes las representaciones de U(3) . De lo que
hemos dicho, se desprende que M;y;, debe satisfacer las siguientes condiciones

a) Lo{My, | LL)) = L'{My | L'L)} (2.5.4)

b) C+1{ML'LILL)) el

Estas condiciones ademis son suﬁcxcntes para lo que necesltamos. ya que ambas nnph-
can (M | L'LY) ~| L'LY §i esc ibimos las 5 i
de conmutadores tendremos

b1 [Cot, Myl | LE) =

A continuacién vamos a mostrar que el operador . Mz dcﬁmdo en el apendxcc
III del libro de Moshinsky (ya citado) como:

2 L —7) ‘
My = 3 rLl -2 I S an VL i

Satisface las condiciones (a.1, b.1).

a.1) Consideremos el conmutador [£g,Q2;] = Q2 (queesequivalente a (2.5.2)
como se puede verificar calculando los coeficientes de Clebsh-Gordan correspondientes),
También sabemos: [Lq, (VZL—1)i~L*T] = —(L = L' +7) (VEL_)*~L'+T . Para
simplificar la notacién definamos:

(L+ L~}

Fr=@2nLL~7|L L'){mm)-!}'

Entonces
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'De manera que (a 1) se s:\tlsface

. b 1) Sea | 'Ly un polmomm dé méxima proyeccién escrito en términos de
. operadorw ajis actuando sobre | 0}; consxderemos también lo siguiente:

L= [L41,Q2) = —7—{(2—r)(2+r+m‘“ Qy(r41)

(Que es eqmvalente a (2 5. 2))

‘ - [541,(\/55

A1 (=L
7" (L+L’f:—-r)!'

Con esto, vemos que

a1, My} | LL) =
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Detinl

S
- Fy{ LLL-Q-—ZT_:_'_' L )1/2'
=L+ 2L+ L = rr 1)

5 I My 1LD),

e
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+(@nL 7| L UYL=+ L+ L —r+1)/2)} | LL — 7+ 1) -

= \/iz_ (2 =2 L L'+2 | LWL~ L' ~2)VXL+ I +3)/2 | LL' +3)

Analicemos primero la suma. Sabemos que los coeficientes de Clebsh-Gordan que apare-
cen estin dadeos por

@RI L —r|L L) = (-1 {2 /%

Y2

Entonces se desprende que

ernLl—7|LL) - —{ @2+7(2-1+1) yir2 '
2r—-4LLL -7 1|00 — (L-L+7)(L+L—71+1)

Asf vemos que los términos de la suma con 7 = —1,0,1,2 se anulan idénticamente.

Para el iiltimo sumando que queda, vemos que seanulasi L'=L—1,0 L'=L -2

pero no se anula necesariamente para L'<L~3.

En conclusién, la condicién (b) se cumple para toda L siempre y cuando L’
satisfaga L —2 < L' < L . Desde luego que esto no limita la posibilidad de obtener
cualquier multiplete L’ contenido en U(3) ya que se puede constuir un operador de
laforma Gp,p, =M, * My, oM, 1, con Lgy L; arbitrarios.

Por lo demds, para las representaciones que tenemos de U(3) en el Cap.2, vemos
que en ninglin caso L y L' dificren en mis de dos unidades, asi que nos bastard con
aplicar un sélo operador M/, en cada caso .

‘Vamos a hacer uso de este operador para obtener los mismos estados | L'L') que
fueron encontrados en el Cap. 2, Siguiendo la secuencia del capitulo, enumeramos las
representaciones para las que tenemos momentos angulares distintos L', L

a) {200} @(11]; L=2, L' =0.

by {210} @(21); L=2, L' =1.



80 i 2. _Fermiones interactuantes

c) {220} ®[22); L=2, L'=0.

Vemos que se tienen que construir los dos opemdores /‘4]2 y Mz ; de las férmulas pnra
My, ¥ teniendo en cuenta la forma en i6n de Qg obt

1 1 1 3
I- Mz =Z={(C} + 5(C§ - ci)ci+C}) + G(Ci-2cF+cheh+chy -

- ged~chies ey’ + zefel +cd)

a) El polinomio de médximo’ peso con:
con las potencias de’ C.H i

DEez+ehalilo = (@ai+ai o)

i) (ch+ciPali o) = @ald+ali+alhio
i) (Ch+edPal}lo) = saB+ad) (o)
i) (C3 +chfali o) = 6a4310)

Entonces

1
M2al210) = (a8 + a1 + F(c-chiald+aff) +

1 , 1 1
+gei-2ci+eheaB+ali+alh) - scd-chyali+al) + zcleal) 10)

4 La notacién ea la misma que la utilizada en ¢l capitulo 2
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= 7;( B+ali-al) o)

Normalizando el estado obtel}ido

1
Mol 10~ A = Za(ali+alf-ath o)
Que es justamente el polinomio que tenemos en la cc. (2.2.28).

b) Tenemos pl2ojel2] o A}ﬂy . Vamos a aplicar M2 separadamente

755 -chalii 10 = ol - alfh 10

s|'~

iz~ 2cd bl ehaithio = Zyalll - alih 10

el +C§)2AH%|0)=;135(M -alhio

§ii) —

7 f(c2

S edel +clali o) = (Al -alh o)

"’)23@5 12 \/"112
En suma, MP{210}6{21} 1 g) ~ B [ 0) = VE(AH’:’, Al21) ] 0). Como tenemos en

(2.2.29). c) P{220)®{22} | o) = A}212 | 0) ; procediendo de manera andloga a los casos
anteriores

iclaii3lo) = (aif3+alildh o)

iy §
i)zl -chel+chaliid o =
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1
1312 | D) = 6(__2A1212 aA1212

a)s(c] - 20§+ chei +calill 4153 — 24138 + sajild) o)

iv) - 3(c§ —chc +c3Palt 1 o) = J2alt

-ali-altid 1o

1
selci+chialiidio = (Al + agih o)

Sumando tenemos

Meail o) =

Y normalizando

=-Z5l+ AR - Al 10 =R 10)

como esperiabamos obtener (c.f. (2.2.30))



Referencias . o : o o ga

6 REFERENCIAS

[1 ] E. Wigner; Group Th. ., . . -
[2 ] A.R. Edmonds _Angular Momentum in Quantum Mechagicg Princeton University.

Press, Princeton N.J. 3a. impresién 1974 .

[ 3 ] M.Moshinsky; _The harmeonic oscillator in Modern Phyisics:
from Atoms to Quarks Gordon and Brench Science Publishers, Escocia 1969 .

Capitulo II , seccién 10 .

[4 '] T.A. Brody, M.Moshinsky; Tablas de Paréntesis de Transformacién Monografias
del Instituto de Fisica, México 1960 . Capitulo 2, seccién 1 y Tablas anexas .

[ 5 ) De Shalit, Feshbach; _Theoretical Nuclear Physics Volumen I, p.373 .

[ 6 ] Jin-Quan Chen; ver Ref. de la Introduccion.

[ 7 ] Ernest M. Loebl (Editor); o eory and its ications Volumen 1 ,
Academic Press, USA 1971 . Ver el articulo de W.J. Holman III, y L.C. Biedenharn:
"The representations and Tensor Operators of the Unitary Groups™ Sece. I.



84 i} 2. __Fermiones interactuantes

[8 ] M.Hamermesh; ver Ref. de la Introduccién.

[9 ] Hermann Weyl;

Princeton, N.J. University, 1946 .

[ 10 ] Bonatsos; Capitulos 11y 12 .



Capitulo 3




SIMETRIAS DINAMICAS EN BARIONES

1 Introduccién

En este capitulo veremos cémo las ideas de la teoria de grupos se aplican en
el tratamiento de una de las fronteras contempordneas de la Fisica: las particulas
elementales. El objetivo sera ilustrar algunos de los resultados mds importantes que ha
producido el modelo SU(3) de los quarks utilizando para ello las técnicas que hemos
descrito a lo largo de cste trabajo. Quedard abierta la posibilidad de aplicar el método
de segunda cuantizacién en temas ain mds controvertidos y para los cuales no existe
una descripcién satisfactoria que permita obtener datos facilmente verificables por el
experimento. Uno de estos temas es el estudio de los estados excitados de los hadrones
(particulas que interaccionan ‘fuertemente’) acerca de los cuales haremos aqui una breve
referencia, y sélo para el caso de los bariones.

A partir del descubrimiento en 1947 de los mesones 7 cargados en los rayos csmi-
cos, numerosos hadrones han sido identificados. Algunas de las nuevas particulas, ob-
servadas como resonancias o * picos’ en la curva de la scccién eficaz de procesos de
dispersién respecto de la energia del centro de masas del sistema, resultaron tener
un tiempo de vida media sorprendentemente grande en comparacion con la escala de
tiempo iada a los decaimientos de las interacciones fuertes (lO‘zssey), aun siendo
particulas suficientemente masivas como para decaer en objetos mas ligeros sin violar
conservacién de la carga o del nimero baridnico.

Gell-Mann, e independientemente Nishijima, consideraron esto como la mani-
festacién de un nuevo niimero cudntico, al que se llamé ‘extrafieza’ . Entonces se pos-
tulé que las interacciones fuertes y electromagnéticas deberian conservar la extrafieza
S. De tal manera, asociando valores de S adecuados a las particulas observadas, se
entendia que ciertos decaimientos violaban este nuevo postulado, explicando la ¢ esta-
bilidad’ (7 ~ lo*losey) de ciertas resonancias.

85
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La introduccidn de la extraficza S resultd ser equivalente a otro nuevo nimero
cuantico, la ‘hipercarga’ Y, relacionada a la carga Q y a la componente I3 del
isoespin a través de la relacién de Gell-Mann - Nishijima

Y=2Q-I3)=S+B, (3.1.1)

donde en la ltima igualdad se definié el mumero baridnico B. Asi que, al igual que Q e
I3 , la hipercarga resulta ser un niimero cuintico aditivo, que genera transformaciones
de un parametro, Uy (1), que son invariantes bajo las interacciones fuertes. La ventaja
de utilizar a Y en lugar de Q es que Y conmuta con los operadores de isoespin I, Iy, e
I3 de SU(2) . De esta forma, todos los miembros de un multiplete de isoespin tendrin
el mismo valor de la hipercarga, aunque no tengan la misma carga coulombiana,

En ese entonces se tenia la simetrfa SU;(2) ® Uy (1) que resultaba bastante iitil
en la clasificacién de las particulas que interaccionan fuertemente; entonces la idea
fue extender el grupo de simetria SUf(2) ® Uy(1) de forma tal que el nuevo grupo
incluyera a los multipletes de isoespin, y al ampliarlos, conjuntara en cada uno de los
nuevos multipletes a los hadrones con propiedades similares.

Se buscd entonces entre los grupos de segundo rango, es decir, aquéllos que tienen
entre sus generadores a dos que conmutan entre si. Dentro de los grupos simples de
Lie (aquellos que no contienen subgrupos mvanantcs) se tenia entre otros a SU(3) [6]:
grupo unitario unimodular en tres di que tiene ocho pardimetros. A este
respecto Gell-Mann y Ne’eman en 1961 disefiaron un esquema para clasificar todos
los hadrones hasta entonces conocidos de acuerdo a ciertas representaciones del grupo
SU(3), que contenfa a SU;(2) y Uy (1) como subgrupas. De esta manera los bariones
y mesones fueron clasificados como miembros de la representacion {2,1} de SU(3).
Esta simetria, conocida actualmente como 'SU(3) de sabor’ (de aqui en adelante de-
notada por SUp(3)), era violada por las interacciones fuertes. El orden de magnitud
del rompimiento dg simetria puede estimarse de la razén

{M} ~.2 (3.1.2)
Mp

con my y mp denotando las masas de las particulas A y del protén. Esta razén es
suficientemente pequefia para que los efectos del rompimiento de simetria se traten
por medio de la teoria de perturbaciones. Uno de los éxitos de la teoria de Gell-Man
y Ne’eman fue la prediccidn de la existencia y el valor de la masa de la particula
Q™ descubierta en 1964. También llamé la atencién que en la clasificacién SU(3) de
las particulas elementales ninguno de los hadrones estaba asociado a la representacién
fundamental {1,0}. Esto sugirié a Gell-Mann y Zweig en 1964 introducir particulas que
deberian transformarse de acuerdo a la representacién fundamental y que recibieron
el nombre de quarks; que ha sido generalmente aceptado. Los quarks se introdujeron
en tres variedades ‘up’ u, ‘down’ d, y ‘strange’ s; con espin 1/2, cuyos otros mimeros
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cudnticos intrinsecos daremos mas adelante, destacando el hecho de que poseen cargas
fraccionarias. En la teoria de los quarks, los mesones y bariénes son estados que estdn
compuestos como sigue: Mesones ~ ¢, y los Bariones ~ gqq; con ¢ representando a un
quark y ¢ a un antiquark i,

Ahora bien, tener un grupo de simetria asociado a un cierto tipo de intcraccién
no solamente significa tener la posibilidad de clasificar a las particulas involucradas
sino también de describir a la interaccién misma en términos de los generadores del
grupo, asi como los operadores de transicién. En este sentido, la interaccién podria
quedar en términos de los operadores de Casimir del grupo y en este caso se tendria una
simetria exacta, ya que entonces la energfa estaria degenerada para cada representacién
irreducible del grupo; lo que significa que la accién de los generadores o de cualquier
operador parteneciente al mismo deja invariante al Hamiltoniano del sistema. De forma
mds general, se podria pensar que la interaccién ‘ rompe’ la simetria del grupo, de
manera que las energias serian diferentes dentro de un mismo multiplete. De cualquier
modo, podria escribirse la interaccién en términos de una serie de operadores de orden
creciente que posean propiedades definidas de transformacién ante el grupo de simetria.
La accién de estos operadores * tensoriales’ seria entonces conocida y se podria encontrar
un espectro con el nivel de aproximacién deseado cortando la serie hasta un término
de cierto orden. Ahora la simetria no seria exacta ya que la accién de los generadores
del grupo no dejaria invariante la interaccién. Por ejemplo, para el caso del grupo
SU(2) se observa que mientras las interacciones electromagnéticas no son invariantes
del grupo (en un mismo multiplete de isoespin tenemos particulas con diferente carga),
las interacciones mds fuertes si lo son, como aquéllas responsables de la estabilidad de
los nicleos atémicos.

De manera andloga, en el caso de los hadrones se espera que sus interacciones
puedan clasificarse bdsicamente en dos grupos distintos: de las interacciones mds fuertes
que serian invariantes ante SUp(3); y el de las interacciones ‘moderadamente fuertes’,
las cuales no serian invariantes ante este grupo y son por lo tanto las que ‘rompen’ la
simetria SUR(3) y dan lugar a que las particulas de un mismo multiplete de este grupo
tengan masas distintas.

En el caso del grupo SU;(2), afortunadamente la forma de la interaccion electro-
magnética que rompe la simetria es bien conocida. Sin embargo, éste no es el caso de
las interacciones ‘moderadamente fuertes’ que rompen SUr(3). Lo mds que se puede
proponer es que estas interacciones se transforman como las componentes de algin

t En Noviembre de 1974 fuc encontrada una nueva partfcula, el mesén ¥ , con una masa sorpren-
d ior a la de tos formados por los quarks conocidos hasta entonces , se pos-
tulé entonces la existencia de un nuevo ‘sabor® de quark, al cual se le asocié un tercer niimero cuéntico
aditivo, el ‘encanto’ C ( del inglés charm). Esto desde luego introdujo una extensién en el modelo de
SU(3) que se tenia hasta el momento, y sc propusoc el grupo SU(4) . El andlisis en términos de csta
nueva descripcién no serd visto en este trabajo. De hecho actualmente existen nuevas extensiones del
modelo, pero todas resultan directas & partir del descubrimiento de la simetris de SU(3) .
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tensor del grupo. De cualquier manera, una de las ventajas de la teoria de grupos es
que atin con esta pequeiia informacidn es posible predecir muchos procesos fisicos.

Cuando se implementé el modelo de SUp(3) para los hadrones, se encontraron
bariones con espin semientero que eran descritos por funciones de onda totalmente
simétricas, contradiciendo el Principio de Pauli. Por ejemplo, dentro de uno de los
multipletes del grupo para los bariones aparece la particula A*+ formada por tres
quarks de sabor ‘up’: Att = uuu. Esta configuracidn encajaba de manera correcta
dentro de las caracteristicas del barién doblemente cargado encontrado por. Fermi y
colaboradores en 1951 como una resonancia en la colision 7~ + p . Su espin J=3/2
se lo tres espines 1/2 (uno por cada quark u), obligando el modelo a
combinar tres fermiones idénticos en un estado base completamente simétrico para
incluir el estado A*+ observado experimentalmente. Sin embargo sabemos que ésto
viola la estadistica de Fermi que se postula para los quarks (particulas de espin 1/2).
Mis atin, ignorando este problema, habria que explicar por qué en la Naturaleza no
se han encontrado estados ligados de dos quarks, los cuales en principio no quedan
prohibidos por la simetria SUp(3); y solamente se tienen estados del tipo tres quarks,
tres antiquarks, o quark-antiquark.

Para resolver estos problemas, Gell-Mann en 1972 y Fritzsch en 1973 introdujeron
un nuevo nimero cudntico, el ‘color’. Se supone entonces que cada quark posce alguno
de tres ‘colores’ que denotaremos R , G y B (del inglés ‘Red’,'Green’ y ‘Blue’). Estos tres
estados de ‘color’, serian los elementos del triplete fundamental de un grupo SUg(3)
de color. Con esto queda resuelto el problema de la particula At+ ya que a cada
quark se le asignaria un color distinto.

Sin embargo, el segundo problema planteado no queda del todo resuelto; ademas,
aparece un nuevo problema en el caso del protén. Se sabe que p ~ uud y solamente ex-
iste un estado base observado para el protén; sin embargo, existen varias combinaciones
de color que se le podrian asignar: upugdp, ugugdg, ugupdp, ..., encontrando
entonces un conflicto con las observaciones experimentales. El problema se resuelve
postulando que todas las particulas observadas en la Naturaleza son ‘singuletes’ de
color (es decir, invariantes ante transformaciones en el espacio SUq(3) de color). Asi,
en el caso de tener tres quarks ligados, éstos deben combinar sus colores de manera
totalmente antisimétrica, ya que con tres cajas, la representacién antisimétrica [111)
es el singulete de SU(3) . Por esta razén no es posible tener sistemas ligados con
solamente dos quarks (sélo tendriamos dos cajas para la representacién de SUe(3) ).
Esta es la hipdtesis de ‘confi iento’ del color, y hasta el momento no se ha observado
ningin proceso que contradign alguno de los numerosos resultados que se derivan de
ella.

De esta forma, tenemos dos nuevos grupos de simetria que intervienen en la de-
scripcién de las nuevas particulas: SUF(3) y SU¢(3); de éstos, experimentalmente ha
quedado claro que SUr(3) no constituye una simetria ‘exacta’ de la Naturaleza, mien-
tras que SUg(3) si lo es, al menos hasta los limites de validez del modelo estdndard. El
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hecho de que SU¢(3) sea una simetria exacta implica que se puede construir una ‘Teoria
de Norma’ en la cual las transformaciones del grupo SUg(3) jueguen un papel prepon-
derante para encontrar cantidades conservadas y también para construir Lagrangianos
que preserven estas cantidades. Esta teoria es la Cromodindmica Cudntica (QCD), la
que tiene muy pocos p tros fund tales que deben ajustarse al experimento; a
saber, un pardmetro de acoplamiento (constante de estructura fina) y los pardmetros
de masa de los diferentes quarks (masas de los leptones). Entre paréntesis se indican
los pardmetros andlogos de la electrodindmica cuéntica. El fin dltimo de la QCD es
describir todos los fenémenos iados con las interacci fuertes; meta que estd muy
lejos de ser alcanzada. En este trabajo nos restringiremos a la di ién fe logica
de las interacciones fuertes,

-2 Modelo SU(3) para los quarks

El objetivo en esta seccidn es obtener las expresiones explicitas para las funciones de
onda de los bariones en su estado base, utilizando los métodos de la teoria de grupos que
han sido expuestos en este trabajo, es decir en términos de operadores fermidnicos de
creacion pert. ientes a la repr d tal de un cierto grupo de simetria.

tacién fur

Los bariones son sistemas de tres quarks , cada uno con color (R,G,B), sabor
(u,d,s)1 y espin 1/2 ; teniendo 18 diferentes quarks que representamos por operadores
fermidnicos de creacidn asyq ; con 8= R,G,B ; p=u,d,s; y o= 1/2,-1/2. Para simplificar
la notacién vamos enumerar los estados de acuerdo con la siguiente tabla:

Sabor u s u s

Espin T T4 4

Estado 1 2 3 45 6
Entonces los operadores fermidnicos de creacidn y aniquilacién pueden escribirse en la
forma siguiente: “Iﬂ ya”?, respectivamente; y los generadores de U(18) estin definidos
por la expresién

d d
T i

g:;; = aIﬂn'lﬁ' , (3.2.1)

1 En este trabajo nas quedaremos con <l modelo de quarks mia simple en el que se incluyen sélo
los tres sabores mencionados, aunque como sabemos existe evidencia experimental contundente [1]
acerca de la existencia de por lo menos otros dos sabores: ¢ {encanto} mencionado anteriormente, y
b {del inglés "bottom"” or "beauty") que se introdujo para explicar a la particula T, descubierta en
1977. Posteriormente en 1984, se encontrd evi ia experi 1 ist ia de un sexto quark
llamado t ( del inglés "top™ or "truth”)}, pere ésto no ha sido confirmado aiin.
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cons',s = R,G,B ;yf,8 =1,2,3,4,5,6. Sabemos que “lﬂ y a®#' son operadores
fermidnicos por lo cual satisfe las relaci de i cion

{alg.abp) = (0,0} = 0; (aly, 0Py = 58] (3.2.2)

Por lo tanto las funciones de onda que describen sistemas de N quarks pueden clasifi-
carse por la representacién [17¥] de U(18), que por supuesto son funciones totalmente
antisimétricas ante las permutaciones de las particulas constituyentes.

Sumando la expresién (3.2.1) con respecto a los indices s o a obtenemos los gen-
eradores de los grupos Urg(6) o Ug(3), respectivamente. Por otro lado, existe el pos-
tulado de ‘confinamicnto’ del color (1}, de acuerdo con el cual en todos los sistemas de
quarks que existen en la Naturaleza, el color total es ‘blanco’; es decir, el sistema debe
ser invariante ante transformaciones de color y por lo tanto debe estar caracterizado
por la representacién [nnn) de Ug(3), donde N = 3 n. De manera que tinicamente
defini s explicit te a los generadores de Upg(6) y sus subgrupos, i. e. ,

Ccj= Z_ZQ:;‘;’ ) (3.2.3)

finiel

los generadores de Up(3) estdn d por las expr

ct=cl+ci, ci=ci+ci, ci=ci+ct, -(3.2.4a)

ci=c}+ci, ct=ci+c, ci=c3+ct, ‘(3.2.4b)
cy=ci+ci, ci=cl+cf, ci=c3+ci, (3.2.4¢)

mientras que los de Ug(2) quedan

d=cl+cd+c}, @d=cij+ci+ch, (3.2.50)
G=cl+ci+cl, d=cl+ci+cd. (3.2.5b)
Como es usual, los generadores de son combinaci lineales de operadores Cj

con a > 3 y viceversa para los generadores de descenso.

Por lo mencionado en los pérrafos anteriores, se concluye que la cadena de grupos
apropiada que caracterizaré las funciones de onda de un sistema de N (=3 n) quarks
es
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(o) Ue®)

ARiBe} U3 @ S Us(2) - {kha)
{r} UY(l) ) ® . Ui(2) {s1n2}
. (3.2.6)
donde hemos mdxcado también la tacion que corresponde a cada grupo. Los
hiod: i . dnd

las pr fxslcas que lncluye cada grupo: F§ - sabor y espin;
C - color ; Y - hlpercn.rgn, y finalmente I - isoespin. Teniendo N = 3 quarks, el
\inico invariante de color es el totalmente antisimétrico {13} y se conoce de Ia teoria de
grupos [2] que para tener estados total t tisimétricos debemos multiplicarla por
la representacién totalmente simétrica {3} de Upg(6). En la expresién (3.2.6) debemos
tener entonces {f1ha} = {h1hy)} ya que para grupos simétricos y unitarios se cample
la relacién:

{3} ® {n}={(N} & {A}={n},

Primero encontraremos cuiles son las representaciones {hjhg} de Up(3) y Uy(2)
que permiten obtener la representacién {3} de U(6). De la teoria de grupos, utilizando
los coeficientes de Clebsch-Gordan del grupo simétrico de permutaciones de tres objetos
S3 (3], tenemos

Ur(3) Us(2)
Urs(6) £
EAC SN P - I o
{3} {21}
Ur(3) = - - Us(2) o
+ 0D 0O De O ©O. 0 (3.2.7)
{3 {3}
donde hemos utilizado los dmgranms de Young para identificar las representaciones.
Ahora v qué represent t de Up(2) para cada multiplete de Up(3).

C »s con la repr {3} de Up(3): Este grupo tiene tres estados
basicos distintos u, d y s que etiquet s 1,2, y 3, respectiv te; ent existen

las siguientes maneras ‘regulares’ de incluir el estado 3 en su dxagrnma de Young [4],
ie. ,
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[n] a
2 3
1 vez
a a- [s] [n] a o
1 3 3 3 3 3
2 veces 3 veces

Antes de continuar es conveniente recordar la definicidn del operador asociado a
Ia hipercarga, en términos de los operadores N, que determina el mimero de quarks, u

y d y el de nimero de quarks s, N3, iel
1 2
Y= sN,, - §N3. (3.2.8)

En cada una de las tablas de Young anteriores, el diagrama que conforman los estados
1y 2 constituye una rep: cién de Uj(2) contenida en Up(3), y utilizando (3.2.8) se
determina la hipercarga correspondiente. Concluyéndose que la rey tacién {3} de
Up(3) contiene a las siguientes representaci del producto directo SU;(2) ® Uy (1)

. o oo ooo
{0}®{Y =-2} {11e{y=-1} {2}e{Y =0} {3} (Y =1},
(3.2.9)

con e denotando el singulete de isoespin 0 .

Procediendo andlog te para la rey tacidn {21} de Up(3) tenemos:
o o =] In] a o3 a o3
8] a3 a a3
G veces 1vez 1 vez 2 veces
T 03 03
En este caso no incluimos tres veces el estado 3 ya que la tabla de Young 03 cs
-idénti te cero. Se obti las repr
ag oo
o
{21} @ {Y =1} {2}®{Y =0}

t Esta ecuacién se obtiene tomando los valores de Ia hipercarga para estados de quark ‘independiente’
(ver tabla mis adelante en este Capitulo), y empleindolos en la férmula conocida para obtener Ja forma
del operador en segunda cuantizacién (ver ec. 1.1.3a).
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Q

o
o (3.2.10)
=1
11} e{Y =0} e {y=-1}

Concluimos entonces que los estados de un sistema de N quarks quedan caracter-
izados por los siguientes ntimeros cudnticos: |{N}; {h1h2}; Sms; Imp;Y), y de hecho,
para N=3 conocemos los valores que dichos nimeros pueden tener a traves de las
expresiones (3.2.7) , (3.2.9) , y (3.2.10).

Ahora pasemos a la construccidn de los estados, para ésto es conveniente definir
los siguientes polinomios de tercer grado,

AFGB— S spPabyabsal. . (3:211)

P(RGB)
donde P representa todas las permutaciones posibles entre los indices R,G,B y 8p su
signo correspondiente. Por definicién estos poli ios son antisimétricos ante el inter-

s

de cualesquiera 2 de los indi R,G,B y por lo tanto portan la representacién
{111} de Ug(3). También es importante calcular la accién de los generadores Co de
Urs(6) sobre los polinomios Af,gu :

cBARGB |0) = 68ARGP |0y + $£ARGP |0y + 6£alGP o)

ayé cab oy
De la expresién (3.2.11), resulta inmediato que los elementos Afgf son simétricos ante

cualquier permutacién de los indices «, 8,7 ; es decir: ARGB Aggf = Ag,,GaB , etc.

Los estados que portan la representacién {3} de Upg(6) y estén asociados a una
representacién de espin ¥ sabor {khy, A2} pucden construirse tomando combinaciones
lineales de (3.2.11), i.e.,

6
[{8Y: {lha}i S, S LYY = 3 Aagy AZEE (01. (3-2.12)
afy .

Es importante sefialar, de acuerdo a (3.2.11), que los coeficientes A en la
anterior tienen que ser simétricos ante el inter bio de sus indices. Asi para cada
multiplete de espin y sabor {k), hg} = {3,0} ¥ {2,1} vamos a obtener los estados de
méximo peso. Entonces los estados (3.2.12) para ser de maximo peso en el sabor debén
cumplir el conjunto de ecuaciones siguientes

CY1 {3} {h1he}; S, S; LYY = hy | {3}; {lhe}s 5, Si I, ;Y), (3.2.13a)
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C4 1 {3); (h1ho)i S, Si I, I;Y) = ho | {3}; {h1ho}i S, SiL 1Y), (3.2.13)

C} | {3)}; {h1h2}i 8,5 LI;Y) =0, (3.2.13¢)
Cl1 {3} {h1h2}i S, S; L I;Y) = 0, (3.2.13d)
C | 3% {hihg}i S, S; LI,Y) =0, (3.2.13¢)
Ci | {3); (hih2}: S, S LIY) = 0. (3.2.13f)

De manera correspondiente son de miximo peso en el espin si satisfacen

G 1 {8} {h1h2}; §,S; LYY = hy | {3}; {h1h2)i 5, S; LI;Y),  (3.2.14a)
@1 (3% {mh}: S, S; L,IY) = ha | {3); {mh2}i S, S; LI;Y),  (3.2.14b)
G 1 {3%: {lhe)}; S, 5: LIY) = 0. (3:2.14¢)

De las dos representaciones de Up(3) ® Ug(2) contenidas en la representacién
{3} de Upg(6) vamos a considerar el estado de maximo peso de {3} ® {3} . La
condicién (3.2.13a) implica que: a,f,7 = 1,4 . Con esto, queda satisfecha también la
ecuacion (3.2.13b), entonces tenemos solamente {A]11, A141,+ permutaciones} como
coeficientes distintos de cero. Luego (3.2.14c) implica las relaciones

Alqr + A + A =0 ;

Agiq + A4 =0 ; + permutaciones

Agq4=0 .
Ademas como los coeficientes A son simétricos, conclmmos Aap.y =0sia,fbéy=4.
Por 1ltimo, la condicién (3.2.14a) queda satisfech t te, obteniendo
333 1
L) (30%:5.5: 3. 51 = 2aT60 1) =2t (3.2.15)

es el estado normalizado de mdximo peso que porta la representacién {3} @ {3} del
producto directo Up(3) @ Us(2) ; en el miembro derecho hemos identificado al estado
obtenido con el nombre de la particula que se le asocia en la literatura. Ademas por
medio de las expresiones en segunda ti de los operad deespinei

P,

Iy = Y (su|Ty sy )a,,,a = cd (3.2.16a)

=RG,B
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h'= R”(m 1% | siYaluat® = —(c" c.,)
#=R,G,

= (sp | T~ lsp')at,,a"‘, = Cy i

"‘ s=R,G,B )

PR
= (op | S¢ | spYaba®™’ = G
s=R,G,B

S = ¥ (onlS|spabuat = Jid

s=R,G,B

S- = 3 (sp|S¢]sp )a,,.a =¢ t3:2.16f) : .
»=RG.B

-}

se determinaron el resto de los nimeros cudnticos del estado (3.2.15). Para escribir los
operadores (3.2.16) en términos de los generadores del grupo Upg(6) se considerd la
accién de éstos sobre los estados de quark i dicnte. Esta la 1),y
tenemos entonces la representacién fundamental de Ur(3) para los quarks u, d, y s:

u d s
Isoespin (I, L) (1/2,1/2) (1/2,-1/2) (0,0)
Hipercarga (Y) 1/3 1/3 -2/3

Ahora vamos a encontrar los estados restantes del multiplete {3} D {30} ® {30},
verificando que cada estado se pucda obtener del estado de maximo peso en la repre-
sentacién {h1h2} correspondiente actuando sélo con operadores de descenso de Ug(3).
Comencemos con el multiplete de maximo isoespin I = 3/2. Sobre el estado de méximo
peso (3.2.15) actuamos con Z_., obteniendo cl estado

1
21/2) = —=1I.]3/23/2) =
13/21/2) = —= -13/23/2)
1
‘/_{c2+c N V_EAﬁ({B 10y = At (3.2.17a)
donde simplificamos la notacién del estado indicando sol te los indices de i: i

¥ su proyeccién. Aplicando el operador de descenso dos veces obtenemos los estados.
siguientes:

132 =1/2) = %1_13/2 1/2) =
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—'\/%Aﬁgb 10=4a°, (3.2.1'(5)
1372 Z3/2) s l3/2 ~1/2)

= %A%‘ﬁ” 10)=A-. (3.2.17¢)

En las expresiones (3.2.17) se utilizé el factor 1/{I(I + 1) — M (M — 1)})/2 para
normalizar la accién de 7.

Ahora, de la expresion (3.2.9) es mmedmto mostrar que la representacion irre-
ducxble (30) de Up(s) ti d del i in I = 3/2, con hipercarga 1,
las representaciones del producto directo U’(I) ®SUN2): {(Y =0,I=
1Y = -1,I = 1/2;(Y = -2, = 0) } . Para encontrar estos estados vamos a
proponer un desarrollo del tipo (3.2.12) con Ay =3,h3 =0 i.e.

| {3):{30);3/2,3/% I, I;Y) = E Aap, AREP 1 0)
afy=1

La condicidén de que este estado sea de méximo isoespin seria cualquiera de las
siguientes:

afy # 2,5, (3.2.18a)
afy € {a24,al15 + permutaciones ; a # 2,5}, (3.2.18b)

Para obtener el multiplete I =1 tenemos que tomar la condicién (3.2.18a) y
ademds

a,8,7v € {117 ; 44v; 14y + permutacionesy # 1,2,4,5}
Si el estado también cumple la relacién (3.2.14a) con h] = 3 tendremos A1 +

Ayq3 + Aq13 = 0+ permutaciones

Aqq3 + Aq16 = 0 + permutaciones

Ang = A = Aapn # 0
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Finalmente, usando con k3 =0 la condicién (3.2.14b) nos queda

[ {3}; {30):1,1;3/2,3/2;0) = ﬁA{’S” loy =%+, (3:2:190)

Donde es inmediato checar que la accién de la hipercarga sobre el estado da cero;
también puede demostrarse que

| {3}; {30};1,1;3/2,3/2;0) ~ {C:'} |(3);{30};8/2,3/2;3/2.3]?; 1).

Ahora obtengamos el multiplete I =1 completo

1 (3h {20):1,0:3/2,3/210) = —-Z_—- A8 |0)
= %Af‘g” loy=s" (32:08) -

| 481 {30%1,-1;3/2,3/20) = T 2T o)

1 —
= T/TEA%B joy=z""* (3.2.19¢)

Para el multiplete con I=1/2 correspondiente a la tabla O de SU;(2) tenemos
que ai adir, ademds de las condiciones (3.2.18), la siguiente posibilidad para los indices

a, B,y inU {106,408 + permutaciones ;o,f = 3,6}

Ahora aplicamos las condiciones (3.2.14) con k] =3 y nos queda solamente un
coeficiente libre Aj33 = Az13 = A331 #0

El estado queda

|00 (80051/2,1/2:3/2.3/2-1) = —-Af§8 o) ==, (3.2.200)

comprobamos que Y [} = — |} y también
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1 {3} {30};1/2,1/2;3/2,3/2;-1) ~ {C}}} I{3};{30);1.1:3/é,3/2:0)

Completando el doblete

180 00)51/2,1/2:3/2,3/%-1) = T | {3);{30)11/2,1/23/2,3/2 1)

(3.2.200)

smgulete con 1=

La condicién (i), Junto con (3 2. 1

ue los tinicos coeficientes distintos de
cero satisfagan 2 :

Agas + Asg’ = 0-. 4 permutaciones

Az + Ajsg = 0 + permutaciones

o bien tener solamente afy = 3,6.

.- Por 1iltimo, pidiendo que se cumplan (3.2.14) de la misma forma como lo hicimos
anteriormente, implica tener sélo A3zz3 # 0

Entonces | {3};{30};0,0;3/2,3/2; -2) = {,?,C;;"’ 10) = Q" (3.2.21). Y vemos
que Y |#) = —2]|*) , entonces escribimos
1{3); {30);0,0;3/2,3/2; -2) = 5‘;&" 10)

~ {c}+cd) | {3); {30} 1/2,1/2;3/2,3/2;—1)
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Ahora vamos a completar el octete {3} D {21} ® {21}.

Encontremos primero el estado de mdximo peso que, como hemos estado haciendo,
denotaremos como

[]
18] 1@ f21)) = ,321 Aapy 8TEF 10)
afy=

Sobre este cstado actuamos con los generadores de SUp(3) y pedimos que se
curnplan las ecs. (3.2.13y14) con Ay =2y ho=1 ,

(3.2.13a) con esto debemos pedir
o, f,7 € {140;110;440 + permutaciones}
(3.2.13b) implica que o, en el inciso anterior, debe ser- 2 6 5.
(3.2.14a y b) implican conservar sélo
a, B0 € {142,115; + permutaciones}

(3.2.13d) tenemos Ajg2 + A241 + A1s1 = 0 + permutaciones.
(3.2.13f) se cumple con lo que tenemos en (3.2.13d) , asi como (3.2.13¢e).

Entonces concluiinos
(8] [21efe1) = {A'%‘"’ - afig®) 10
" Para completar los niimeros cuiftticos del estado vemos que
Bl9 = 319)
Vis) =12

También debemos notar que t la rep ion [21] de SUg(2) la cual
como sabemos estd asociada a un momento de espin S = 1/2
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Entonces el estado queda

ORI 21/21/21/50 = = (AfG° - Af§P} 0 =P (222)

Te t un doblete de SU(2) ; actuando con Z. obtenemos el otro
estado

1ok 211/2, -1/ 1/2,1/20) = T-1) = Z=(6f88 - afG2) o) = .
(3.2.228)

Vemos aqui como el estado de mdximo peso en una representacién de un grupo
unitario (el protén P) no pertenece al multiplete de mdximo isoespin contenido en el
grupo, tal como hicimos notar en el capitulo anterior.

Ahora obtengamos el estado de maxima proyeccién del triplete con I =1 contenido
en [21]®(21].

Tenemos

BT |*) =14

Como ya discutimos en el caso del estado | {3}; {30};1,1;%,%; %} vemos que (i)
y (3.2.13d) implican

af,y # 2,5 a,f,7 € {117; 4y ; 147y + permutaciones }

Aplicando (3.2.14c) , los tinicos coeficientes distintos de cero deben satisfacer

Ang + Az + Agz = 0 + permutaciones
Agq3 + Aq1s = 0 + permutaciones

Az = Aiz1 = A # 0
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De todas estas combinaciones vemos que sélo los cocficientes Ay, A143, A413
tisf las condici (3.2.14a y b) . Asimismo vemos que la hipercarga corre-
spondiente a cada uno de los términos iados a estos coeficientes es cero ; ent
el estado queda

[ {8}{21};1,1;1/2,1/2;0) = ARGB - ARGB} |0y =5+,  (3.2.23a)

1
it

Y con esto obtenemos el triplete completo

| {3} {21};1,0;1/2,1/2;0) = —‘/—_z_ 1 {3%: {21}:1,1;1/2,1/2;0)

1
= {085 + alif® - 2053P) 10y =20,

‘.(3.2,2‘:}@) L
F{3)i{21):1,~1;1/2,1/2;0) = %z_ [ {3} {21):1, 05 1/2,1/2; 6)

7 lofi? - afgh 10=27, (3.2.23¢)

Te ya cinco estados del octete. Nos faltan los dos estados de un doblete més

(sabemos que en el octete aparece dos veces el doblete de SU(2) ) y el estado singulete
con I =0,

Obtengamos el estado de maximo peso en SU;(2) con I =1/2. Nuestras condi-
ciones son

. 1
O 1%) = 51
Y las ecuacxon&s (3 213 y 14) Ln condicién (i) junto con (3.2.13) nos llevan a
las

"

restr adas para el estado de I = 1/2 del
decuplete, de manera que la informacién nueva esta en las ecuaciones (3.2.14).

(3.2.14c) implica Aj36 + Ajgs + Ag33 = 0. Ademds, la combinacién Ag42 =
—A451 debe eliminarse ya que la accién de Sy no anula estos términos.

(3.214ay b) se satisfacen con Aj36, A163 ¥ A433-
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Entonces, el estado ya normalizado queda

| 3% (211:1/2,~1/211/2,1/2;-1) = ﬁ(Aﬁ%B—AﬁE,”’) 10y ==0, (3.2.24a)

Observamos que Y [ &) ="—|s).

Completando el doblete

L) 212 -1/ 1/2,1/2-1) = o (ARF7 - ABGP) [0 =5, (228

Por 1iltimo, debemos obtener el estado sin.gulete con I =0 que debe cumplir,
junto con las ecs. (3.2.13 y 14) la condicién :

) |+ =

Con (1) y (3. 2 13) se repiten las posibilidades que tenfamos para la partfcula 0~
del d Pidiendo que se lan las ecs. (3.2.14a y b) queda libre un indice que

2}

puede ser 3 6 6. Falta verificar (3.2.14c).

Si escogemos v =3 vemos que

Sy |9y = {cf+C]+C8 ARG + 451308GP) |0) =

= (A4 + A513)A85% 10) =

Con v =6 tendriamos

Sy | %) = Aae{AfGT + 255} 10) + Asie{AfEE +af55) 0) =

= (AsAfG0 + A5168855) 10) = 0 & Agg=A56=0
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| {80 (21)10,01/2,1/2,0) = ol 0y =h. G229

Hemos encontrado ya, utilizando los elementos que nos da la teoria de grupos,
todo el conjunto posible de estados que existirian si los bariones estuvieran constitu-
idos por quarks descritos por la simetria SUr(3) de acuerdo con la tabla mostrada
anteriormente .

Con este mismo madelo, todavia se podria pensar en estados formados por pares
particula - antiparticula ( mesones ) y estudiar los multipletes a que da lugar la simetria
SU(3) , ahora tomando en cuenta representaciones especiales para las antipart{culas.
Esto no se hard aqui ya que, aunque técnicamente no es dificil de realizarse, requiere
de la introduccidn de conceptos de la teoria de grupos que serfa extensa de exponer.
Asi pues, tanto en el caso de los bariones como en el de los mesones, en el cileulo de
razones de decaimiento , momentos angulares y paridades de los estados observados
experimentalmente, el éxito del modelo de SUp(3) para los quarks es contundente e
indiscutible.

Como ejemplo de una de las predicciones de este modeclo para los bariones haremos
una breve referencia a sus estados excitados [1] . Como se ha manejado hasta ahora,
aunque sin hacer una referencia explicita de ello, los tres quarks u,d,s conforman un
sistema con momento angular orhital cero en el estado base de los bariones que hemos
considerado .

Consideremos los momentos angulares 1 y 1' en el sistema de tres quarks que
conforman un barién como se muestra a continuacion

La paridad del sistema en su estado base (—1)“‘" es entonces positiva. El primer
estado excitado puede tener 1 =1,/ =0 6 1=0,/ =1, o una combinacién de
ambos . E! momento angular total del sistema sera entonces L = 1. Para considerar
las funcxoncs de onda que tendremos debemaos entonces incluir al grupo SO (3) ysus
repr t en nuestro esq general , de manera que serd el producto de tres
representaciones ( SUR(3),SUs(2) ,y SO (3) de momento orbital ) el que debe
presentar simetrfa total ante permutaciones de 3 particulas.
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Las representaciones del grupo simétrico’ S3 son tres

[s)

o (111}« O
o

[3] ~ DOO {21} &

De estas tres representaciones, debemos saber cudl puede contener a la repre-
sentacion L = 1 de SO(3) . Sabemos, de acuerdo a un resultado obtenido por
Moshinsky [5] , que para el caso de tres particulas interactuando bajo potenciales tipo
oscilador arménico , la funcién de onda del sistema para L=1 porta la rep. [21] de
S3 . Vamos a tomar este resultado, asumiendo entonces que es vilido en rigor sdlo
si suponemos que las fuerzas de interaccién entre los quarks son del tipo de oscilador
armdnico.

Entonces, en el espacio SUp(3) @ SUs(2) debemos también tener funciones con
simetria [21] para que el producto contenga una funcién totalmente simétrica, y
finalmente tener el singulete antisimétrico al considerar el color. Ahora bien, sabemos
que la rep. (21} de SU(6) se obtiene como producto SU(3) @ SU(2) de la siguiente
forma

oo _ 00, O e O

a = 0% + oooel 9+
o

+ 9% goo0o0 + oe* "l

[w] D.

Donde hemos seiialado con un punto negro los lugares que * sobran’ en la repre-
sentacién [21] = (1] de SUg(2) que corresponde a funciones de onda de tres particulas
con simetria {21} y espin 1/2 . Vemos que aparecen el decuplete y el octuplete
conocidos de  SUp(3) y también aparece el singulete, que nosotros no necesitamos
al construir el estado base de los bariones. Mas atn, de las funciones anteriormente
obtenidas es posible separar la parte de espin, de manera que la parte de * sabor’ de
estas nuevas funciones puede ser encontrada sin dificultad.

No vamos a entrar en detalles,pero de lo que hasta aqui hemos dicho podemos
extraer la siguiente conclusién: El modelo de SUp(3) para los quarks predice que el
primer estado excitado de los bariones contendrd los multipletes de sabor 1 + 8 + 10
con espin S = 1/2 y unoctete de bariones con espin 3/2 . Estos espines se combinardn
con L =1 para dar por resultado multipletes 1 + 8 + 10 con JP =(1/2)~ (3/")'
y tres octetes con J¥ = (1/2)7,(3/2)",(5/2)" -



Momentos Magnéticos 105

Este resultado es 1

'2 te confirmado para los bariones observados con masas
de alrededor de 1600 MeV “.

3 Momentos magnéticos

Utilizando las funciones de onda que tenemos para el estado base de los bariones,
vamos a calcular sus momentos magnéticos para compararlos con resultados exper-
imentales que, para algunos de ellos ( especialmente el protén y el neutrén ) estdn
bastante bien establecidos. En primera aproximacién, los momentos magnéticos de los
bariones pueden expresarse como la suma vectorial de los momentos de los quarks mds
la contribucién de su momento angular orbital. Suponiendo que éste 1iitimo es cero, el
momento magnético de un haridn se define como [1]: s = ¥;pi(o3); , donde la suma
se realiza sobre los quarks constituyentes y o3 es la tercera componente del tensor
de Pauli (la proyeccidn del espin en la direccién polar) . De acuerdo con la convencién
aceptada, el operador se evalta entre estados con My = +J , como es el caso de todos
los estados que hemos encontrado (recordemos que para el estado base J =S ). El
momento magnético de una particula puntual con espin 1/2 y carga e sabemos que
es p = ¢/2m . Entonces, un quark de carga Qe y masa m; tiene un momento
magnético p; = Q,-(Q";—l,). yie pu=gimpa = —-Hﬁ;,/x, = - (3.3.1).

Dentro de nuestro formalismo, el operador de momento magnético estd definido
por la expresién

# = pu{Cl —CH} + palCd - €3} + pa{Cd — c§) (8.32)

En la aproximacién no-relativista, en la que no se toma en cuenta ninguna cor-
reccién debida al movimiento relativo de los quarks, el momento magnético del protén
resultaria ser simplemente

np = (ptlulpt)
Considerando la funcidén que hemos encontrado

2 Ej estudio de los cstados excitados de 1os bariones ofrece un extenso campo do trabao y aplicacién
flle las técnicas de la teorfa de grupos que se han visto cn este trabajo de manera introductoria e
ilustrativa.
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Obtenemos up = &(4[1.,"—,'(1‘{}‘;,'(3.3 )

Para el neutrén obtenemos': o

= (ntlulnt); con] nr)-fs(Aﬁ%B agE8}10)

1 ;
E N -3-(414,1 = jtu) . (3.3.4)

En el limite en que my = mg (que resulta natural ya que ambos quarks con-
stituyen un multiplete de sabor e isoespin -ver la siguiente seccién-) tendremos en-
tonces puy = ~2j4 . Entonces, el modelo que consideramos predice ﬁ: = -F
o Lo que concuerda bastante bien con los resultados experimentales, se sabe que

= —0.68497945 + 0.00000058 (3.3.5) .

En este punto hacemos el siguiente comentario . Supongamos que para construir
nuestros estados no hubiéramos considerado el confinamiento del color, ¥ por tanto no
necesitdramos del grupo SUc(3) para describir nuestros estados bariénicos. Entonces
las funciones de onda deberian pertenecer a la cadena

SU(6) D SUp(3) ® SUs(2)

y tendrian que portar Ia repr cion [111] antisimétrica en SU(6) . El protén
serfa entonces el estado de méximo peso con espin 1/2 y simetria [21] de SUg(3) en
el producto de grupos arriba escrito. Esta funcién la hemos encontrado en el capitulo
anterior y es

161) = ALzlo)

Donde recordamos la definicién Alﬁy = ala},a!, con a,B,y = 1,--+,6.

La funcién de onda del neutrén se obti tuando con el operador Z.. = Cé +cd

|21} = 152|0)
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Caleulando ¥ i fa&qqindds con estas estados, obten-
emos ;

i

Hu 3

i = (AR

Vemos que estos resultados contrastan notabl con los obtenidos anterior-
mente, pero también son contradictorios respecto a los resultados experimentales puesto
que se obtiene Hp < 0 siendo que el valor medido del momento magnético intrinseco
del protén es positivo, y ademds la rezén entre los momentos magnéticos serd %;': = -2

De esta forma, la construccidn propuesta queda inmediatamente desechada por

el experi to. En conclusién, t un elemento mds de apoyo para sostener la -
hipétesis de confinamiento del color.

4 Férmulas de masas para los bariones

Si la simetria SUp(3) fuecra exacta para las interacciones fuertes entre los quarks,
entonces las masas para los estados no excitados de los bariones podrian escribirse en
la forma

my(hihg) = ap + boly,(a)(hihohs) (34.1)
donde ap seria una constante independiente de los generadores de SUp(3) y

Pye3)(h1hohg) seria el cigenvalor del operador invariente de Casimir (de segundo
orden) de Ug(3) jado a la repr tacién irreducible {41k2hg} del grupo.

Como ya hemos mencionado al inicio de este capitulo, en general debemos esperar
que la simetria no sea exacta, y ademds se observa experimentalmente que esto no ocurre
asi. Para comprobarlo, veamos una lista de las masas aproximadas de los bariones

* Datos tomados de: Physics Letters , Volume 170 B, Abril 10, 1986: Review of Particle Properties
- Particle Data Group . North Holland, Amsterdam.
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:Partl'ci:q‘lla-': : ’Ma,s; decuplete Masa octuplete

At At ANAT T 1232
RS A 1387.18° 1197.39
=0 © 1383.7* 1192.53
ot 1382.79* 1189.37
== 1535.18* 1321.34
=0 1531.78* 1314.83
N 939.5729
P 938.2796
Q- 167243

donde el sfmbolo * indica estados excitados de los bariones correspondientes. Todas las
cantidades estan en MeV; de aqui en adelante todas las masas que reportemos estardn
en las mismas unidades.

De tal forma, una ecuacién como (3.4.1) no describe de manera precisa las
masas de los bariones. Sin embargo, si se espera que el modelo propuesto sea itil,
se requiere que la formula (3.4.1) sea valida en cierto grado de aproximacién (para
lo cual se escogen,claro estd, valores adecuados para las constantes ag y Ug ). En
otras palabras, cualquier desviacion de las masas de los bariones respecto a (3.4.1) se
debe a términos en ¢l Hamiltoniano que no son invariantes ante SUg(3) , y que en
nuestro modelo intentaremos describir como componentes de tensores con propiedades
de transformacién bien definidas ante la accién de los generadores de SUR(3) .

Si pensamos en términos fisicos, los operadores que pueden romper esta simetria
tendrian que ver con propiedades observables de las particulas. Desde luego que ten-
emos a la hipercarga y al isoespin como candidatos idéneos, ademds de que sabemos que
son independientes [Y,T,] =0 ,a = 0,+1 ; y sirven para etiquetar nuestros estados.

Podemos extender entonces la férmula (3.4.1) de la siguiente manera

m(hy, koY) = a1 + bTyg(s)(hihohs) + Y (3.4.2)

m(hy,hg;Y;I)= as + bzI‘UF(‘-;)(hlhzhg) + eV + doI(I+1) (3.4.3)

La preferencia dada en las ecuaciones (3.4.2,3) al operador Y sobre I2 y el no
incluir al operador I3 tiene que ver solamente con los resultados experimentales que
pueden verse en la tabla anteriormente escrita. Por ejemplo, entre los miembros de
un multiplete de isoespin, las diferencias de masa son menores del 1 % de la masa
promedio del multiplete, lo cual va més alld de la precision que tiene el modelo y se
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entiende muy bien dentro de la invariancia ante el grupo SU(2) propuesta para
las mtemccwncs entre quarks. Las pequcnas diferencias de masa observadas pueden
atribuirse a int electr La magnitud de las fuerzas de interaccién
con que estamos tratando (aquellas invariantes ante SUp(3) ) queda de manifiesto si
se comparan las masas de cada multiplete de isoespin respecto de las perturbaciones
electromagnéticas. Por esto hemos descartado en nuestras ecuaciones al operador I3 .

Razonande de manera andloga, vemos que el operador de hipercarga ) juega
un papel importante en el rompimiento de la simetria SUr(3) . Por ejemplo, para el
octete vemos que la diferencia de masas entre los dobletes (n,p) y (27,Z0) , amhos
con el mismo isoespin I = 1/2 , es mayor que 350 MeV ; del orden del 30 % de la
masa promedio de cada multiplete.

De aqui que en (3.4.2) se haya considerado al operador ¥ sobre el operador Z2

Queda aiin la pregunta de por quéen (3.4.1) hemos escogido en el segundo término
al operador invariante de Casimir de segundo orden y no cualquier otro. La respuesta
es que el operador invariante de primer orden es el operador de nimero, en nuestra

notacién N = T,C% . Este opcrndor no distingue entre las dos representaciones
de SUg(3) que tenemos, y en principio buscamos una descripcién mas detallada
(que aporte alguna nueva informacién). Asimismno, cualquier otra potencia A2,
, etc. tampoco agrega mis informacién. El operador FSUF(.’J)("’I"Z) en cambio si
distingue entre las representaciones {3} y {21} . Este operador de Casimir es, en
nuestro esquema Iy (3)(lihgh3) = Tap CgC". Y sabemos que sus eigenvalores para
la representacién {hjhghs} de Up(3) son (7]

3
({hih2h3} | Csypqay(habe) [ {Riha)) = 3 hi(hi +4~2i)
=l

donde | {hihgh3}) representa cualquier estado normalizado pert a la rep.

{hihah3} . Tenemos entonces

00 O« P{]F(a)(hlhﬂhll) =15

oo . ‘
a - FUH(?)(h;ﬁzha) =9:

2. Tyea)(hihzha)
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Vamos a busear, tomando los datos que hemos tabulado, valores adecuados para
las constantes que aparecen en las formulas (3.4.1, 2, 3).

Como no tomaremos en cuenta el operador 73 , trabajaremos con los promedios
aritméticos de las masas de cada multiplete de isoespin, lo cual reduce a siete el niimero
de valores que debemos ajustar y no se pierde informacidn en relacién a la magnitud
de las interacciones fuertes.

Para la férmula (3.4.1) , tomamos el promedio de masas de cada multiplete del
grupo completo {3}, {21} , de manera que obtenemos un sélo par de valores para las
constantes a y b&. El resultado es

my(hihy) = (804.6) + (38‘5)1-‘(/,..(3)(}!]’!2) (34.1-1)

Vemos que el coeficiente del Casimir de segundo orden es pequeiio, por lo que esta'
férmula separa levemente las masas de los dos multipletes

my({30}) = 1382.1 ; my({21}) = 1151.1

La diferencia entre estas dos masas es atin menor que la diferencia dentro de un mismo
multiplete; asi pues la formula (3.4.1) resulta ser una aproximacién muy burda, Esta
‘debilidad’ en la contribucién de los operadores cuadréticos o de orden superior justifica
la idea de describir las interacciones mediante series truncadas con términos de orden
creciente.

Para encontrar las constantes de la férmula {3.4.2) debemos seleccionar 3 delos 7
valores promedio que tenemos . Lo que se hard es tomar el valor delas constantes tal que
la férmula resultante aproxime mejor las masas promedio restantes. La aproximacién se
evalub tomando la desviacién cuadrética respecto a los datos que se tienen. El resultado

mhy,ha;Y) = (859.99) + (34.59)y (z)(h1h2) + (-146.81)Y
(34.2-1)
La desviacién cuadritica respecto de los datos experimentales es o = 88.82 ; es decir,
tenemos ahora una férmula que se ajusta bastante bien a los datos. Se ve también cémo
el peso del operador de hipercarga es mucho mayor que el del invariante de segundo
orden. Es importante notar que los pesos de los términos comunes en (3.4.1-1) y
(3.4.2-1) son muy parecidos.

El mismo procedimiento se ha repetido para las constantes de la férmula (3.4.3),
obteniendo el siguiente resultado
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m(hy, hg; Y5 I) = (817.21) + (31. 74)1“,,,,(3)(;.‘!.2) + (~180. 58)1’ + (34.22)I(T+1)
(343-1)

Esta férmula da lugar a una desviacién cuadritica ¢ = 40.28 . Como era de
esperarse, la precision aumentd. Vemos que los pesos de los dos operadores de segundo
orden son también imuy parecidos. Hay que resaltar de las férmulas que hemos obtenido
que sus pardmetros no dependen de la representacién de SUp(3) .

Férmula de Masas de Gell-Mann - Okubo

A continuacién vamos a derivar de manera semi-empirica la famosa férmula de
masas obtenida por Gell-Mann y Okubo al proponer el modelo SUp(3) para los
quarks. Posteriormente mostraremos una manera mucho mas elegante de obtener esta
férmula utilizando solamente los arguinentos de teoria de grupos que hemos mencionado
cn este capitulo.

Primero se propone una férmula que contenga un término invariante ante SUp(3)
més un término lineal en los generadores del grupo; este término lincal debe ser la
hipercarga ya que estarnos despreciando el papel de las interacciones electromagnéticas
controlado por el operador I3 .

Entonces tenemos

M = a+ bY (3.4.4)
Vemos que esta férmula no distingue entre las representaciones de SUp(3). Por otro
lado, se satisface la conclicidn, respaldada hasta cierta aproximacién por los datos ex-
perimentales, dada por

Mg —-Mz = Mz— Mg = Mg - M, (3.4.5)
La cual apoya fuertemente el peso del factor lineal en la hipercarga como aparece en
(3.4.4). Entonces, para aumentar la precisién de la férmula, deben aparecer términos

de segundo orden en los generadores del grupe. Pensando en los operadores fisicos,
tenemosa I2 ya )%

M =a+4 b + cI(I+1) + dy? (3.4.6)
Sin embargo, debemos imponer la condicidn de que (3.4.6) cumpla con (3.4.5) ;
llamando AM a las diferencias de masas, tenemos de (3.4.6)
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AM = bAY + c(A12+A1) + Ay2

Considerando la restriccién (3.4. 5) tenemos '

AY =-1; AY’ 2YA}'+1

2IAI+ 1/4 =141

denotnndo los est.ados d

Con’ (IY) = (1/2/1) ; (1,0) 5 (3/21"
xcspectlvamente Entoncw, la ¢

& iy 'c(1/4fi) +d{1—2¥} = K (K constante)
O bien .. 3 . [T SR P
: —cI — 2dY = K' (K' constante) : (B4

La pareja (I,Y) = (1,0) nos lleva a K’ = —¢; y se puede verificar que (34 7) se
' “cumple para d = -1/4 c; quedando entonces la formula de masas .. :

M=oa+ Y+ {JI+1)— %}'2) , (3.48) .
que es la férmula de Gell-Mann - Okubo .

Notemos cémo (3.4.8) no distingue las representaciones de SUp(3) . Asi que en
principio los valores de los coeficientes a , b y ¢ se encuentran separadamente para
cada representacién, De esta manera es posible incluso obtener una férmula de masas
para los mesones. [6]

Vamos a obtener ahora la {érmula de Gell-Mann - Okubo utilizando los coeficientes
de acoplamiento de SU(3) y los criterios de simetria que h venido discutiendo
Deb conocer primer las propiedades de transformacién de la interaccién
‘moderadamente fuerte’ bajo la accién del grupo SU(3) , como ya hemos dicho, esta
interaccién es la que rompe la simetria del grupo precisamente.

Los generadores de SU(3) forman una representacién del grupo bajo la con-
mutacién entre operadores. Un operador tensorial se define como aquel cuyas compo-
nentes, al conmutar con los generadores del grupo, se transforman como los elementos
de la base para alguna rep. irreducible del mismo. Se denota entonces al tensor con
las etiquetas correspondientes a la hase para dicha representacién (6] .
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Tomando la cadena SU(3) D SU(2) ® U(1) que hemos estado utilizando, a la
cual hemos etiquetado con los niimeros {h1ho} D {I,13,Y} , y mediante una notacién
abreviada p = {hj,hg} ; v = {I,I3,Y} vemos que el teorema de Wigner - Eckart
para el operador tensorial 7' queda en la forma

= M B2 B3 B B m
o 174 1) = T4 42 AT @ Tr e,

donde (ﬁl H2 I‘S’Y) denota el coeficiente de acoplamiento entre las bases y) y

v2
p2 de SUI(G). pa.mv::la.r por resultado un elemento de la base u3 del mismo grupo,
con v -denotando las difcrentes bases 3 que aparecen en el producto x| ® ug (es
decir, la multiplicidad de ug3); en términos concretos, estos coeficientes aparecen en el
producto

oty fermg) = 55 (G0 00 A7) vaman),
vy

Los generadores de SU(3) pert a la repr tacién de octete ({21}) del
grupo; de tal manera, existe una combinacién lineal de estos operadores (en la forma
en que se tengan) tal que pueden escribirse como las componentes de nun tensor 7;,3;
esta es la forma fundamental de Cartan dc los generadores del grupo. En esta forma,
el operadore de hipercarga Y resulta ser proporcional a la componente 76%0 .

Gell-Mann propuso en su articulo t que el operador de interaccién ‘moderadamente
fuerte’ se transforma como el generador de hipercarga ¥ . Como hemos dicho, la masa
asociada a un estado | ¥#,) se podria expresar en términos de una serie

m(uv) = (UH, | HG|Wh) + (U8, | ianw | wh,) (3.4.9)

Donde H es la parte de la interaccién invariente ante SUp(3) (la interaccién
propiamente ‘fuerte’) y los términos ' son proporcionales a tensores de rango n
que pertenccen a alguna representacién irreducible del grupo contenida en el preoducto
(externo en este caso, ya que el rango crece; es decir, el ntimero de cajas en las tablas de
Young se suma) de n octetes {21} . Entonces, con esta proposicién, y desarrollando
la serie hasta segundo orden, Gell-Mann obtuvo

t Phys. Rev. 125, 1067 (1962).
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m(uv) = mo(p) + a(p) 5 080'0 u) + b(p) (5 08020 L‘) (3.4.10)

donde los subindices 1y 2 indican el rango del tensor que se esta considerando, como
ya hemos dicho, en el primer caso se trata simplemente del operador de hipercarga.
Como los coeficientes a, en (3.4.9) son invariantes ante SUg(3) (la parte tensorial
queda en el factor M) deben ser independientes de los pardmetros v , pero dependen
de la representacién u del grupo ya que en los coeficientes a y b se incluye el
elemento de matriz reducido que aparece en el tcorema de W.E. , el cual depende
explicitamente de 4 .

El célculo de los coeficientes de lamiento no se hard aqui , pero remitimos
a la referencia [6] en donde se calcula su valor en términos de las cantidades fisicas
contenidas en los indices u y v

s 8 py _ly .
(u ooo»)‘zy'

1 8 /t) = _lye .
(4 @ 1) = gu+n-3¥-g) ;
Con ‘g2 el eigenvalor del operador de Casimir de segundo orden de SUp(3) . La
férmula de masas de Gell-Mann queda entonces

miuw) = mo(u) + 3a(W) ¥ + I +1) = 1Y% — g3} (34.11)

La férmula (3.4.11) es aplicable dentro de cada multiplete de SUg(3) , de manera
que los coeficientes mg,a y b pueden cambiar al deseribir la masa de los bariones del
- decuplete {3} con respecto a aquellas del octuplete {21} . Esta férmula es idéntica

a In deducida en (3.4.8) bajo la identificacién de los coeficient;

a = mo(u) — g2b(p) 3
b = %a([();

= §u).
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El hecho de suponer que la interaccion ‘moderadamente fuerte’ se transforme como
el operador de hipercarga ha tenido importancia también en otros aspectos de la fisica
) oot 2t

de particulas, por ejemplo en el estudio de las interacci y g
de los hadrones .
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CONCLUSIONES

En este trabajo, se ha mostrado de una manera muy simple la utilizacién del
método de segunda cuantizacién en Teoria de Grupos para tratar el problema de
muchas particulas en mecdnica cuintica. Hemos escrito un Hamiltoniano invariante
ante rotaciones para bosones p interactuando en una capa v1 en términos de oper-
adores fisicamente relevantes, mostrando graficamente los distintos tipos de espectros
que se pueden obtener. También ha sido posible calcular amplitudes de transicidn y
momentos cuadrupolares de los estados, ya que teniendo la base de estados del sistema
caracterizada en forma completa, y construyéndolos utilizando técnicas de teoria de
grupos, se pueden calcular estas transiciones multipolares. Mds atin, se podria tomar
un Hamiltoniano que esté dado en términos de los generadores del dlgebra, y con nuestra
base de estados podriamos realizar cdlculos numéricos de elementos de matriz, ete.

El paso de bosones a fermiones significé solamente la inclusién del grupo SU(2)
de espin como un grado de libertad ‘extra’ y la definicién de operadores que cumplieran
relaciones de anti-conmutacién. Con los fermiones se ha hecho algo andlogo a lo que
se hizo en el caso de los bosones, mostrandose las diferencias entre ambos casos. Una
diferencia fundamental es que en el caso de los fermiones la base de estados consta de un
ndmero finito de elementos. Debido a que no se ideraron interacci invariantes
ante rotaciones que mezclen los grados de libertad espaciales y de espin, el momento
angular total: J = L +4 S, no es un miimero importante, y no se construyé la
base acoplada, pero el procedimicnto es directo a partir de los estados encontrados,
utilizando coeficientes de acoplamiento de Clebsch-Gordan. También para los fermiones
hemos mostrado griaficamente los espectros de energias obtenidos considerando dos
potenciales de interaccién que son bastante comunes en la literatura; en éstos espectros
se vi6 claramente cémo existe una similitud entre sistemas de particulas y de ‘agujeros’,
la cual quedd apoyada con el cileulo de los momentos cuadrupolares.

Una vez teniendo las imdgenes bosénica y fermidnica, podria buscarse un modelo
que combine a las dos, de manera tal que se pudieran describir espectros de cualquier
niicleo impar en el que se tuvieran tanto bosones como fermiones interactuando en una
capa de valencia. En el IBFM ( ionado en la ién 2.1) se busca eneg cadenas
bosénicas y fermiénicas idénticas !, lo que implica que los operadores bosénicos y

fermidnicos puedan binarse de la misma manera que se combinan L {(de SO(3)) y

! En el lenguaje de la teorin de grupos, éstas son cadenas en las que los grupos que las forman son
isomorfos
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S (de SU(2)) para formar J, y tener asi una sola cadenn de grupos (mds general), en
términos de cuyos operadores de Casimir (como seria J2enel caso anterior) se buscaria
describir los espectros de cnergia. Una manera mds ambiciosa de comhinar bosones
y fermiones seria tomar todos los operadores de creacién (bosdnicos y fermidnicos)
par: formnr un n.lgebm gem:rnhznda cuyos generadores serian productos de operadores
de idn y il t dos indistintamente, combindndolos de manera que
se tuviera un nlgebra cerrada de operadores que obedecen relaciones de conmutacién
y anti ion. Vemos ent que estos generadores podrian aniquilar un par
(un 1bosén') para crear una particula no apareada; es decir, con las representaciones
obtenidas en este modelo (‘supersimétrico®) se buscarfa describir a todos los micleos [3]

Cabe notar que los ‘bosones'y ‘fermiones’ de los que hemos hablado en este trabajo
son particulas abstractas cuyo significado microscépico puede ser muy distinto depen-
diendo de la aplicacidn fisica que se le quiera dar a este método. En la introduccidn
mencionamos que este fue introducido por Iachello y Arima para tratar problemas de
fisica nuclear, en la cual se obtuvieron resultados sorprendentemente buenos con las
cadenas de Grupos I, Il e IIl (mencionadas en el capitulo 1) para el AéOCd (cadena
I) , para el égeGd (cudcnu II) y pora el -}361’! (cadena III) . Sin embargo, también
se puede aplicar en problemas de fisica atémica y molecular (para estudiar colisiones y
fenomenos de dispersién) donde cada particula (bosén o fermidn) podria ser un sistema

lejos pero cuya estructura interna no interese en el problema

a tratar.

Un aspecto del método que no fue discutido es la geometria que se puede extraer del
mismo. La idea bisica, de 1a cual partieron Iachello y Arima al proponer su modelo,
es el hecho de que cada grupo continuo tiene asociado con él una cierta topologia
(Iachello, Arima [1]). El hecho es que utilizando estados ‘coherentes’ aparecen variables
geométricas las cuales resultaron ser, en el caso de las cadenas de grupos anteriormente

ionadas, las introducidas por Bohr y Mottelson en 1952.

Otro punto que quedaria a analizar es la analogia particula-agujero observada en
el caso de los fermiones p . Una manera formal de hacer el tratamiento es introducir
el concepto de ‘representaciones conjugadas’, de las cuales no hemos hablado en este
trabajo; pero se ve que estas aparecen de manera natural tanto en esta forma (particula-
agujero), como con la idea de las antiparticulas.

En cuanto a nuestro tratamiento de los bariones, podemos decir que los resulta-

dos son un buen elemento de partida para cualquier trabajo que se enfoque en sus
tad itados e inck como lo ha mostrado Behrends (2}, se podrian encontrar
razones de decaimiento para ciertos procesos; claro que habria que extender el modelo
a los mesones, lo cual, como ya mencionamos en el capitulo 3, no implica mayores
dificultades. El punto bisico es que iendo los coeficientes de Clebsh-Gordan de
SU(3) (los cuales ya estin calculados en la literatura) podemos definir operadores de
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* transicion cuya accién sobre los estados seria dxrecto ev

) qﬁe"y‘i; encmos
una base de estados adecuada. - L
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4. Conclusiones
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