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PROLOGO 

Para describir di.! una alguna maner;\ las diferentt'.!G formas de 

obtener ni grado de h.t:le!>tf'fa en Malt!máticas en nuestro pals un 

buen ejemplo, es analizar el caso de~ Ja Facultad de Cíem:ius de Ja 

U.N.A.M. La nfin11aci611 antcrio1' se fundamenta en el hecho de 5cr 

é::.td la píonr:r;:l de las ~scuclas de mat<m1áticas del p;:ils. 

Siendo México un pala qt1e Inicia su desarrollo al tl'.Tmino de 

la rcrnlucltm vemos que en ese cntouccs Ja población en general 

carccr.• d'~ IHW f!l/'1Ht1ci6n c~on ~ólitl,1~ ba~;l~~ cdtJcativas, y que el 

mismo Estado Mexicano no IF_•n!rt Urt<l clar.:1 idi~a di•I camino a seguir 

p;u•a st1¡H•r.ir· esta dcficicnda, e' P•)1· t:~t,1 cau .a que éste udopta 

un esquema 11n1·1 eanwric;ino par<l :iu!> cscuel,1s de posgrado. 

Esta manera de rcsolvei· un problema interno adaptando unu 

soludón extranjera condena ül µal5 ;1 dc¡wnd..'r tecnológicamente 

cltd cxterír:ir. 

F:s importante f1111damentar J,l arírmadón anterior: los 

pdmcros egresados "'º ··! il1·ca d•• r:rntrmi'Jt icJ.s del Ji..tís Clll san !>US 

l'Sllldios de por;grado ('/l F.lJ., :i .:;u regreso trai.:11 t:onsigo uua 

formación s6lid<i en la m;¡tiwi<t ecriernndo con ello un a1:1plio 

de:;arrollo de las matemátlcilS en Ml:xico; sin embílrgo, las áreas 

que abarcan son limitadas a J.a matem<'ttlr.n téorlca; es por esta 

razón que 110 incid(:n •_on Ja lnic!ath-n privalla pdr·a un desarrollo 

tcC'nológico del p:J.!s y los temas tic investigación que desarrollan 

no coinciden con la!; neccsid;:irles de investigación del ¡mis. 

En la Fac111tnd ele Ciencias nv es sino hasta nwdlados de la 

década de los ochentas cuando !;;e inicia el ofreclmirnto de manera 



sbti:nmtlca dt! cursos de pnsgn1do r:n el .Jrea tlt• ~t<itcrMtticas 

upllcn.das {pitr'lírnlarrnentt• 1'n An<\li~;J•..: Nurnéric:n) 

l·:r.tn mH~Va épot.·.i tra<: r;on~.;igr) ua mayor campo rle trnbajo pnra 

los matcrM1tlcos apllcadur,, r:a1J1.· •;1•i\alar c¡ue alr,uno5 de los 

egre!;ados de esta nuevd currícnt~. l¡;¡n lo¡~r,1do intf:gr.u s1~ 

it1stitudri1w!:> i111JHll'1<<!J\1.•s 1:11 el pals por r~Jcrnpln, l:lancomer, IMP, 

INJN, Chcvrolet, Ascgiiradoras, C:omctr·o, !!le. 

Tlj1mov y Ko:;tomárov en 5U llbni titui,ido "Algo ücerca de la 

11w.terndt1ca ;iplicada" rditnrial ~.ll!?, Mnsr.ü, mencionan que un µais 

clesn.ri'•)l!ad1J tr:r..:1;oltii;ic.1mcnte ddie tener un 707. <fo matemí'lticos 

<lplicndn.:; y tin J()?. de 111atem:'Jtico~; téoricoo.;, en M1~xico ~.,~ tknr: 1~11 

forma ínv1~r~;i. es dedr, exi~.ten una gran cantidad de matmn;ltlcos 

téoricos y un p1!qucí10 porr~ntaje di! matemático~ <:tplicodoti. Si 

existitWA Méx!c.o el pon;en~.ajc adecuado, el flujo de 

información acere¡, lni5 nr~ccsidades de invt~stlgac:lon en nuestro 

pals seria mayor. 

Cn la f'acult;~d d" l.if~nriao; ex!r.t"n doo.; a!tt"n.atfv<lo. p:ir;:i 

obtcuel' el grado de mnFstrla: ta prirw•ra de ellas t!~; prcs~nlnndo 

cxamenes gener,1les, P.S decir, prc~c11tando un l?Xamcn or:il de trc:r. 

materias básicas (Algebra, Variable Compleja Anflllsis 

Matemático) y dos materias optativas a cscojer; Ja segunda es 

presentando en un r:xam~n oral rl df'sarrollo de una tesis. 

Desde mi punto de vista y recordando lo anterior, se decide 

realizar el presente trabajo pal'a as! obtener una mejor f'or·mación 

en Jnvestignción. 



En esta l~5i~; se cCJrnbinan irleas d1~ dos t!!:>cue!as matemáticas 

difcrcnh:s corno sun ld Nortearncrican;i y la !loviAtica: por un lado, 

l<i gran lmlustl'h fl01'tcamcrir:a11a nr·c1.·•;itn l'csolvi!r problemas 

matE?mático~ de g1·a11 1~s~ ala y por el otr-n J,11!0 hl:> sovicticos 

<h~bldo :.U!> rccursoa n:q11ierl:'ll méWdos que sean 

suscepliblt~s d•! rcali7dr:;e con pnco~; t'f!r-1irsos. 

Opino que en el •'.dVJ ¡Mrticn!ar· d1• México 1·~. dcst!abl~ 

apruvcch•.w Id ccrcaní,1 ·~1m E.U. y darla nuestra :<.itu<.1dón econórnica 

retomar las hl~d<:; 'iOVh'.ticas. t.::slt! hecho implica tener una gr;~n 

cantidad de bibJio.r:rafl;i por un !arlo y debido a prohJemas de 

lr:np,uajc mo~o) fH1r ·1 del otro, Jo q11e odr.int1 quP- ~I trabajo 

tomara una ,(.'f'dll canlhhrl de tiempo <'ll ~;tJ dc•,.if rollo. 

Mi d<'!i<:o t.•:, qtH.' r~·,tu tP'..;i··; '.;e;1 1m r~r·J110 de arena en el 

dcsicr·to, que ayude ;il dr$arro]Jn ele Mi!xico. 

Ql!icr•l agradecer muy cspccialn:cnte al lJR. Jesus López Estrada 

el haber aceptarlo dirigir e<>ta tP.shi, L1scg11rar1do que he logrado 

obtener un gran ap1·ov1~d1amlcnto de Ja misma. 

As! mismo deseo at:1·c_ufoccr al Dr. H1m1bt'rto Madl'id dí! la Vega y 

al M. en C. lost~ Lópt-!7. f<'lt1·ada P] :iyutbrnir• •1 reall~·.i1· e~ta tesis 

c11,1ndn pGr ra:t.oncs ¡fo tr,lln¡jrJ (•I nr. ksw=, •;e .:lU~cntó dd µufs. 

Finalmente agrarlczco a: 
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CAPITULO 1 INrRODlJCCION 

En el p1 esente trali;1 jo ~e .<1bordart1 1!] prnUle111u di: rc~olvt:I' 

numérk;:m1cnti> vla P.1 criterio d1! Mlnimo de Cundrudos el sistema de 

ecuaciones line<.dc:; <.1IF:cb1 ~iicas i;olwe-dc!errnin;\do ,\ x = h, donde 

mnrh~1-..1.d<J n r.rnnde, rilld y m.:il coudicienada. El 

objetivo es di!r un dlgurilmo qm.! apro1ecllt~, en si\ cvso, la poca 

dr~nsidrtd dP h mntrl:i' r\ flilr'tl ohlf'n•··r 1m;1 '.i'Jhtckm ;1ct'ptalik. 

Para ln~~r<tr c~tu se combillJ.!L dns mNodos: l:I primero de 

dios, tie1w r.onH1 rwopósito simplificar el sistem:.\ y es la 

llldi::igonal\7-ación Inferior de Lanczos, el c11al trnn~formn el 

si~tcmu oris!inal en •.111c) de la forma íl y = e, dondt! B es una 

matriz bidii1r,ona\ inferior; este ml-lodo será presentado en el 

cai>Jtulo 2 de este trabajo. 

La matriz bidlagonal 8 htreJ,t i:l mal condi<.:ionamlento de Ja 

matriz original, esto hace necesario aplicar 'Jn segundo método, el 

cual nmortig11n t!I mal comportamiento y es conocido como 

RcgulariL..i.ción do..: Tíjo1,ov. En t.:l cdpltulo J St'.: fWt:5CHta el mt!todo 

e.le f!,~g11lad/.1H:ión de T1jn11nv y um f:I propósito di: comµan.n.:ion, el 

método de l~egularizadón Directa. 

El capitulo 4 tiene como propósito presentar un algoritmo que 

combina la Rcg11lnri7.ar.Mn rlP. Tljonnv ron la B!dl::igonalizarión ,~e 

Lauczos paru obtener una solución <:1.ceptahlc de un ~istema de 

ecuaciones sobre-determinado en donde se aproveche la poca 

densidad de la matriz A. 

En el cnpitu\o 5 se presenta el trabajo experimental 

desarrollado en e::>ta tesis, as! como , algunos detalles 



computacio1Hlc5 utiliz;:¡doo;; r~n los ~~xpcrintt~nto<¡ numérir.(JS, 

finalmente, en el capitulo 6 :.r• presentan las conclusiones 

obtenidas en el pr·eseule tr;ibajo y Ja hiblior1·<.ifln. 

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

El problema es (:l sigule11t1~: 

y b E ~mxl resolver: 

t\ X = b ... (1.!l 

Los ti~rminos ''mul comJirionarla" y posihlemcntc "l'ala" son 

adjP.UVos subjdlvo!;;, pm· Jo cual, e~ conveniente prcci~arlos. 

sus elernent.or. son lgucile~ a ClTO, 

iil Se tlice qtJe una m<ltl"iZ f:s mal condlclon~da si 

( KC A ) )- 1 ~ ( i! A IÍ .1 A-'¡; f 1 ~ /t ( siendo ¡1 la unidad de 

rcdondf!o 

iiil Ri·s!a ;iel:-ir3r el slmLola n >J J, En los Ultlmus í.ti"10-~ ~e 

ha dado un gran Ue:Wrt'ollo en la c:omputaclún, 1!s por p<;ta causa 

que el tt'.:nninn n >> 1 fer;ind1d d•·pendc de la rnJ.quina en que se 

trabaje {M~dio Ambil:ntt:). llin~mos que 11 es "grnnde" en u1.a PC si n 

es del orden de :JOO y en una máquina Uc mayor capacidad si n es 

del orden de 800 ó mú.s. 

1.2 PROBLEMA TIPICO QUE DA ORIGEN A MATRICES MAL 

CONDICIONADAS 

Hny Pn iih una gran cm1tidad de µroblcmas tic la Matcm{l.tica 

2 



AµlicaJa da11 urigrm a ~islL'llld~ dt• 1:cuudur1cs line:1Jc~; de Ja fonna 

A x ::::: b , dnnd(> A 'é: ~~rnxn y mal cr.indlc:ior •. vla. En r.;;ta :;ección !'.;t! 

mal condicionamiento de esta m<ltriz, ot.n¡;; e [i:.'rnplo~ ~on anali<od1.J'> 

en 111. 

En la siguiente definición l ! y F !ion t~!,;pac:ic•!.> de fuucionci: 

(f\'orrnad1.1~• o Mdricos l y t\ U ·--> F <:'!'; un u¡wrat.101· ('¡ r:unl mi 

<!S n1~r.esariarnp11te line;-il y/o cunt inun. 

fJeJíniciún J.2.1 llutb!lldl"J J Da,tu f" i: F, d p1·oblema de 

hallar 11 E U ral .¡ue ,, u ·""' r, 

éste tie1w Ul\'1 nni•:.1 r.oluckm u
0

, Ja c.11al rJepenJe co111inuamente de 

sus datos. Y !>~ dir:r. mnl ~.mlfl.Q, si rJ•) es bien pbnt~aJo. Por 

datos en el ~;entitlo amplio 5e cntil'11úe A f y en el ::enl ido 

n~stringido se cntitmde usualllli:nt~ solo a f. 

A c:ontir1u:.ir.J(;r1 ~<..: har<i. ver íJüt~ ~htl'd L111 U/Jt:l'~\dut' :\: U --> F 

linüal y c·Jti;pctctu con U y F de Jimcn~iün infinita, C\IJ.nlio A · 

cxi~tc, A- 1 nrJ puede s1.·r continuo. Par,i mayor detullc ver ~ J 

( lkcir r.ontinuo en el caso lincill significa. que manda cunjimtos 

!Jcfiniclón I.:~.?. Sean X y Y espacios lincaks norrnados, 

entonces un operador lineal A ~ X --> Y es compactt..i, sf y sólo 

si; A manda conjuntos acotados de X en conjuntos precompactos de 

Y. 



Tcorcm.i J.2.3 1'odu (J)11:racl1w lirwal comp;:¡cto e:. continuo. 

JJemo:>lr:JC:lón: Sea S rm cunjunto <H_'0tat.k1 contellido en el 

es pi-ccompacto, lue~~u ;\ ( S i t:s <.1t:vtado, por lo t<1uto, A es 

continuo. 8 

Teorcm,1. l.l.4 Si A es un operador lineal subre un r~spado 

normado de díuH;11·,;iUn finita U, e11tu11t.e<;; 1\ es cu,JL¡1cir.to. 

Dt·111o:_»t1 .ici.t!n: C1.imu A e~ !iJJt~al, si lJ r!s dt~ dimr.nslón finita, 

A ( U t es •fo dimensión finita. ü>mo todo operador lineal ~olwc un 

¡mra todo 

cnnjun10 S üCot:H.Jo dt· U, A ( S J i:-; r:.culado. \.01110 A{ S l e A ( U J 

eompa1:to. ltwí'.º <~ntoth't~:;, A (~; ) f~':: ¡wrc·urnpacto; por lu tanto i\ 

r.ompacto. 11 

Oh$t"rVac:ión l. 7..5, Un opcrddor acotudo nci necc!:ariarnt'nle es 

compacto. 

Cnmo t~Jt~mpln 511póngast~ qur: U e!> d._. dimt.!nsión infinita y 

tomando J; U--) 1/ t:I Of'IT;1dnr id1·r1tlrlad, clil!'CJll'.t'l'llf' é5tt' ~'.: 

un operador ~\Cotado y nlnw.1 ~e ¡n oku-/i que no e5 comp.icto. 

Corno U t'<; de dinienr.ión infinita, se pul'dc sdcccion;w 

tair.s que: 

y
1 

•.:: M
1 

"' Span (x
1
,x

2
, ... ,x

1
} 

Y
1
,
1 

- X ~ ?.: l/2 'V X E Mi 

para lograr esto, !>e toma y
1 

= x
1 

/~ x
1 

11 y sea M
1 

= Sp;:rn(y 
1 
~. 

nótese que t-.\ es t1n f;llbespacio df: dimen!;ióri finita, por lo cual es 

cerrado. Como X y X 
1 l 

.:;on linealmente indcpcm!icntcs, la 



exhar~ Y, e M 
2 

t~l 4Ul" Y,. -x -· 11? V X E M ,. 
(lH1:-.illt:1 .. ridu q11e ~,f C .\1 ~: 

,,, .; •'. :.1 Lvl1 ,¡ rnismv 
l ¿ n 

ra7onarni{:/tlrJ ~.·~ rit10'.d1• ni tenrT yl, .Y._,· y qui· :-;;iti<>f.1gan 
" 

'1~1 qtH:úa derttnslr,1do qtw A: U ---> IJ 110 e~ t.Ull!pit•.:lu. ¡:¡¡ 

Sc,111 

A: lJ --·> F y 11: Z 

es compacto y íl acorndo, t~ntnnr:c-; Ml es r.ornv.icto. 

A B ) ( S ) ::: A ( B ( S ) J. Corno ll C!; ncot .1tio, B ( S ) es un 

conjunto <tcotarlo en U y corno A e;. C:1rnpacto, 1 D ( S ) l es 

prt"'compacto en r, ror lo tunto AB ~s compacto 

,\: lJ --- --> F e5 lineal y CClíllflW.'to, enfnnc-t•'.; 8:\ es lint>al 

compile le. 

Corolario l.~.7. $(;a U de dimensión infinita A un 

OlJt.~rador lineal compacto de ll en F, si ,\-1
: F' ~--·-·--> U existr., 

C'ntonccs A- 1 no puede ser acot;i.do. 

fJemostr<wl6n: Supóng<lsc que A- 1 
C'l ncotndn; entonces, por el 

teorema antcdor 1 = /\. /\.- 1 es compacto, lo cual contradice a l;i 

oliservaclón anterior; en vista de esto qm:da dt•mustr·ado el 

cor-otario. • 



lltili:z.ando estos n::sult;1i\1)<; ('S posible vcl' qu{• Id 1;c1rnciñn 

Integral de Fn~<l!iolm di" primera esp1!cie n:su\tn >.e1·, bajo ckrtas 

i;1¡ndldúl1<~s, ut~ 1•r0h!P11rn mnl pbnt~;it.!o a la llaJanHwd. [n efecto, 

el openu.lr..ll" !n1q:ral J-.'..; LJn,bJ -~----- > L,)c,ól dado prir: 
. -

Kl11HxJ =- J\(x,tlt!(tldt .... (1.2) 

resulta ser· 1m opr·rudor lin•cal co!llp.Jcto. 

K 1 <1 1 lxl ~ flxl 

rw~ulta ser mal plautc;i,!o .1 la Had;ini<.inl. 

Pnr lo tanto, J.i n.:u.icilon intq;ral de: FrccHw!m de primC'r 

ordl'n: 

f
" k{x,tlu(t)dt -= f(x}, ... Ji.JI 

1!~ un ¡wohlema mal pl;rntt:üdo a In l lad,1mal'd. 

Tomt-:rnos el sistema de ec11aclonL·s K u = f, que resulta de 

la dio.;c.:1·t•t.izad6n de cst.1 t·cwlci6n intcgr<tl. usuahncntc e<; mal 

El corolario {J.:¿.7) , es ,le gran importancia eu nuestro 

estudio; nos indica q11e IHlil. fuente irnptir-t~rnte de sistemas mal 

cnndicionn.dos es hi discro~tlznción de prob!ema.s inver~os, a s.ibcr: 

lnversd Gc!\eralizadn, Ecuación R1)t1·6grada del Calor, cte., lo~ 

C"llillcs t if::nf!n gran aplicación ,\rea~; c..:omu Estadistica, 

í.unfisica, Tomografla, ctr:. 



1.3.- DISCKETIZACJON DE LA ECUACION IN"JEGJ<AL 

f" . k(x,tJu(tldt ,.., rtxl. ... lt.:l.11 

ecuación int.:J~l«d Je F1·edhol1H tlt: !Jl'iJ11f:r nrdcn 

donde: 

f' ( X 

( t.
0

, t
1 
•••• , \, ) po1nid(J11 para t!I intt:rvalo ( a, b J 

sustituyendo x
1 

en (LJ.!) r.1~ obtit .. nc:: 

f\(;.,. ,th1(tldt = f'(x ), csxsJ, J=O, ... ,rn ... (1.3.2). 
' 1 1 

A contfntliH'ión tomatidfJ uan n!gla di! ctJJdratura dr!l tipo 

f'cttldt. '=f ~ ''/dtJl 
,, j;:.Q 

siendo p.
1 

::. pe.sm; de la cuadr<1tura, J¡¡ c:uad1·au.wa Gaussian<i o 

Newton-Cotes. 

Al (lplicar <."Sta l'f'g!;i df! clladratura en (1.3 2) da como 

resultado: 

f: klx1, t)ultldt ~ f. 11/lx1, t1
111it

1
1, 

.. J-0 



1fo <loudr. 

siP,uim1te: 

¡1
0

k(x e' t
0
)Jt/lx

0
, t 1 l .. ¡1 k(x ,t l (u(t) 'flx 1 

11 o n 1 1) 

p
0
k(x 

1
,t

0
)¡t

1
1dx 

1 
,t

1
) .. Jlnkfx 1,t 

0 
1 ll{t 

l 
1 flx ) 

1 

11 k.(~ ,r l11 Jdx ,t l .. ¡1nk(x " 1 u(t 1 f(x ) 
0 IÍI () ! '" 1 "' " m '" 



CAPITULO 7. llllllAGONALIZACION IN<CRIOR nr: 1.ANCZOS. 

Uldiagnnuli1ació<1 dt• l .anczoc:;, r:J cual t it'1w 

Mínlml7adas rl>ldn por l anc<-'.~1~; [ J ]. 

En la !.i~gunr\a ·;i~cción dn i:stc cap\tlllo ?ie ¡w1~c:;ent;i ln 

bidiagonallzación C"..tíl11d<l!' (supt!rÍor) de l ;111czq:,. 

l:n [;1 li!r·ce1·<1 seccló11 :;e prcsent;.¡ el algoritmo de 

c;alcular dos 111;1\rjn~s Q y U 1;1]t'!; que.· A l) = lJ Jl, r!i~rnoc;tranrl'' 

b urtogorwlldad de L1c; n1<1tri<f•; <,1 r IJ . 

numéricas de Ju bidiagonali7adón infc1-im· la solución d1! 

~lstt:mas de 1:r,uadn1wr. y mlniino~; c1rnd1'iHio:.; lineíl!es. 

2.1 ANTCCCDENTES. 

Emµen.>mos cou td prolilc111a dt: entllntrar la Jf!Scompo::;lción 

singul<=1r de una matriz, el cual consiste 1~n lo slguient1:: 

l)¡ulu una 1:-intrl? A t:: 1R 11
"'" , encontrar V W nwtrict:s 

ortogonales {l.e. V= 1 W W'"" 1 L E flmxn que: 

A" I' [ w" 

con 

9 



u· 
l 

o 

o 

ir 

" ------·--------
o 

<!:.O' >o 

Golub m1d Ktth<m [ S l :.u~~i!!l'en un algoritmo particular para 

l.anr:zo~; 1 111 l. b:tc re.ulta so·r t:xtrclfli1dilmt!ntt! útll rn el caso de 

al111acemunlento, .1dem,\s cubr~t una mayor f'ur:rza t~n el ca~,o 

p..irtic;ular Ue que 11.:i se r<'qnir.ran Ja~ matrir.eá W 

r~xplic:itamentt•. 

i.2 íllDIAGONALIZACION ESTANDAR (SUPERIOR) OF. LANCZOS, 

Golub and Kahau 1 5 1 propone.1 par.'.l l;J primera ét;;ipa en el 

cólculo di.! la tfesc;or11po~kiún C'n vn.kwr:!: :.!nr,ubrc~ de un~ rn<.:-triz 

A, el cf1kulo d1! la bidlagonall7ación por el mótotlü d·~ Lanczos, el 

cual consiste en lo sig11ic11tt~: 

Dada A e ~t·xn, r!ncont1·;ir U y Q talf'S que: 

U AQ~B. 

en donde, U e lr<111x:n Q E (Rnxn son ortogon;i les, esto C!i, 

10 



u u= 1 (.) \) = 1 

n = 

o o:. /) 
n-1 11-I 

- ---· --------~~---
o 

Dado q11~ l/ y Q son nHtdrr.s ,,1·tor,.onales es da1·0 qui: en 

Aritmética Real loe; v.1lcres singui<Jrcs de D !,on los vulorcs 

sineularc!i de A. 

E.n Ju ¡wfictir:a el 3\gnrltmu p11edt: trunc;11·se siu complt!tar 

d1~cir tornar unicamc:nte 

( k ::s n l, 1~ste va\(H" de k puede ser determinado poi' t~nsayu u J11J1 

ah!fm criterio df' tnmcamlt~nto, obtcnir.nrlo: 

donde: 

11 



Nota 2.?..I Los valurc5 singulares m::i.-; grande'.> y 1!1fl:. chicos 

de í\ estún ctTcann~.; a Jos valore!.> •;ingu\an~~. ni;i<,; g1·<t11d1.:s y mfis 

decir el mal 1.:undirinn:im\Pnto de 111 m:.i.triL A se /lercd;1 a la m;itri7. 

.. 

derivt\ <le las siguientes 1·claf'lone~: 

t\ o= u íl A U =oO B 

!'.-ira í '"" 1,2, ... , k-J 

z1+1 = i\ ~1-ª1 ql 

ql• I :: zl • l//Ji 

y =Aq -flu 
lf1 l•I l 1 

u :::; V I « 
l•l '¡¡¡ ¡,¡ 

los vectores q 
1 

u
1 

son la i-ésima columna de la matriz Q y 

U respectivamente. 

Supóngosc r¡ui:= Ja matriz A tknc M r:Jementns diferentes de 

cero, entoni:e!; el costo del alr,oritmo es (;¿M + 8n)k +M t-4n flops: 

si se corn¡1<u·a (~5te con el cn<;to de la bidingnnalln1ción obteniJa 

us;mrlo tr.:rnsformacioncs de llousehnlrler ( r.n( n + l ) rn + ) n ), 

enr.ontrnmos que existe un tmpol'tantc ahorro c11mput;icio11al. 

Para estah\f!cer Ja con•.·xión entre J., hlrl!;:ir:onalízación de 

Lanczos y rd método de lterac!nnes Minlml7.nrlas (es decir·, mcr.liantc 

trílnsfcwmacionc5 orto~~tm<ilcs trilnsformar una matri;.: S simétrica en 

¡¿ 



definidorn~s y i'{''.>llltadr.s. 

nombre dr: sucesión di! p!i(!1\do-Krilov.m 

k :s n, tal que 

v1!ctnrr:<; lint~almcnte ind(:pe11dieut<:s, Ja SUCt.:;sión 

b, Sb, S;.b, 

lJe[inicióri. Z.2.5 b <=: ctº, Ja matriz 

SL, S1h, ... , Skh / ( Krí( S, b, k J ) recibr;' 1~¡ 110111br1~ Je 

Krít s, q
1
, k J = Q Krif ·r, c

1
, k ), dnnde Q T son !.is 

matrices oht.enidar. cte la tridiugonalización. d1: Lanczo:. S O = Q T. 

Dt:mostn1ciéin: ver í 7 l. • 
teorema l. 2. 7 La mat:·i¿ KrH T, c

1
, k } es una matrL,'. 

triangular su¡Je1·ior. 

/)¡•/¡¡¡)5f•·,1.-fó¡1: n:r r -¡ 1 .• 

fk lo.:. tcurema:... dL1' 'Tiul'l'::. !>C µu~de ver q!lc. 

O Kri{ T, e
1

, k) 

es la factnrizacion () R de Krl( S. q
1

, k }. 

A cont inu:ir.itJn ~~ prob:1r~i un tcor·cma del cual ;;u desprende Ja 

conexión de Ja biJiagonaliGi.1.ción de l.éu1czos con el método de 

Jten1dorn:s Minimizadas (Tridiaeonal!zación de una matdz S e Dinxn 

simétrica). 

T1wrem,1 2.2.8 Sea A E= IRrnxn q
1 

e; t~' 1 ~ O, entonces 

1\ A )J q
1 

= Q ( B' B ¡J e
1
, donde fJ y Q sou las matrices 



obtenidas dr> In bidiíl.~()n<tlización U A Q =[J. 

1Jemostraclú11. Pcw imlucd611 so!Ji-c j. 

Sr~<:1 lJ A ¡~ -" B la lildiilgonulizü.clón inferior dt.: 1u. mutriz 

,\t.):::. u ll . 
Sea k :,.,;. 1, entonce:;; A q

1 
". 1\ Q <:

1
; m11ltip!icaudo poi- 1\ 

A ( A q
1 

) -::: í A
1 

A ) q
1 

= 1\ U íl e
1 

::: Q O 11 ) e
1

; 

pllr lo tunto, { t\ • A ) q
1 

:::. l) ( B
4 

B ) e
1 

A (" :\ JJ r¡
1 

'""A l..' ( !.i• ll )J t·
1 

u B l u· u JJ e
1
, 

y posteriorm1~nlc multiplicando por A 

Por lo tnnto: 

" 
Corol."lrlo ~~.2. 9 SI Kril A A, q

1
, k 1 "" i« matriz <le 

K1·i!ov eenerada poi' A A '.i ql, 1..mt.onccs <) Kril B B, ",· k) 

es la f;:ictorlzación () R de Kd( A A, q
1
, ), 

Krit A• A, q
1

, k J -:.: Q Kri( B • n, e.
1
, k ) 

como 8 B 1:~. una matri;· lf·ic1iagonal simétricJ., al aplic<.ir' el 

tco1·ernn Kri( B íl, e
1
, k ) rc~ulta ~e1· una matriz 

tdnngular superh.w, Juego cnto11ccs Q Kri( ll U, e
1
, k ) e.s :;:1 

14 



J:1 lil<lllt:ra siguiente: 

o 
,, 

s = [ (J T = 

A O 

SW=\VT+(! 

"' 
' v.• ~ 

<.k ik 

" 1 

1 
o ¡! 

7. 

fl o a 
7. 

w w =o 
2k•l 

u, (} ) ' 
u ... j( 

{) 

' 

" o " 

Esto t$ el n:~ultado de apJic,w 2.k (·tapilS del m{~todo clt~ 

ltc1·acio1ws Minimiv1.<ln<> n S eon vector in!dal wi" 

. 
A A. 

2.3 DIDIAGONALIZACION INFERIOR DE LANCZOS 

Existf' otr<l forma alttTnntivn rle ~fect11,11· una 

bidiagunalizncitiri dt~ 1,1 m;itri:~ A, la cual fue dada µ01· 

Pal¿~e 1 8 de la manera ~iguiente: 

ortogonales, tale:; que: 

lJ A Q = ll 

IS 



rlondt: 

u· u = 1 Q Q"' J 

con 

o 

o 

C!;;ta factorlzación c:;c p11cric obtener mecliante ti·:rnsformacione!> 

de Hou!;;1.:J1ollk:1·; p~?ro u!.;;:11Hln la idr:•1 de l .•rnczo~ l 3 1 se 

sigu¡cntc: 

Utilizam.lo las identidades A u= o n' ¡\ ll:..: u(] 

. 
A !u

1
.u

2
,.. ,11

0
1 = [q

1
,q.l., ... ,q

11
] a::

1 
f3

2 a, /l
1 

O 

o 

o 

16 



'>P tl~nr. qt1e: 

y que: 

en general ~~e: tiene que: 

y qut': 

manera iter·;:¡tivu conodcnd<~ h-1s q
1

, ll
1

, LL
1 

y F\ anttffiores. 

El algo1·itmo termina en el mnmu1to du encontrar u1 -:: O 

(3
1 

"' O y 1!11 a lo r11:1~. n itcr<J.ci<Jl11~s. 1d d]grwitmo e<:; t:l sieulente: 

!llr,orit•r,o 2.~!. \. Dad:t A <" !R
111

"
11 y u

1 
(;e rrt".i unitario, tomar 

mientras 

u ;.:: z /{~ 
\tl t•I l•l 

N~u!vamente supóngase que A tiene M elemento~ diferentes de 

cero, entonces el costo de este algoritmo es el mismo que el 

alcnritmo de la bid!agonalización superior(( 2M + Rn ) k + M + 411) 

flops). 

17 



l)b.-~érvt.:::;;e que los l'Scnlílrr:s: ª1 '} n, ~;011 no IH'¿!<ltivo.'i, Yíl que 

estos f'uero11 c,1kulado5 de 1;11 fnrma que v.i :: ll y
1 

A O= U b 

A U = 0 B se obtienen ~J re\aciorws in:purtantes en C'l ;rnc\llsis 

dt-111ostrará que Q y U ::;o¡¡ de t:olumn;.~ tw1nr1urm;1lcs. 

A partir t_\r: h pri11wr;1 n-liwión A O = U fl, <~~ dedr: 

1 ;: ", 

1 

fí 3 u.1 

u n " _____________ ::_ ___ !: __ ,_ 

o 

o 

----------------~~..'..~ '\ • 1 

o 

asi, tomando O .:... 1 (1k 1 o: l y U 

L\, u: ( Bk O 

1
--n.-.-.---~ -·· 
____ ~__:~!____.- 1c .. 1 

, 
" 

1 

o . . 

/ln 1Xn 

l 
dr. rlonde <:.ú obtiene Ja relación 

Tonli:1ndo la st'gumla relación A U = Q B , t:::;; decir: 

IS 



se obtil'ne que 

'k 1 ;> o 1 o' 1 I" ¡¡ 1 

'" fl, 1 o 

o 1\ 
------- ----~~ -~~:l .. __ _ 

o 
(~ ,, 

o u 
" 

y multlplir:;\J!(lu pnr C\ Píl ;nnhn" !,1rln<i de f~~t01 !1ltlm~ da corno 

i'l'SU\tailo: 

u 
k 

A (lk 

SI " [) 
1•1 

ser cítlc11!nrla con -u
;.¡ 

obteniendo 

ll fl, o, 
k 

una etapa má~ de Ja 

- . - . . 
uk•l:..; i;k ºk 1\.,+-- (\,.1°k qk•1 

de lil 

Q .~ u 
k k•I 

...... 12.J.J). 

bidi.igrmal lz;icltm 

e 
k•I 

... 12.J.4) 

continunción !iC probará que las matrlct!S Q 

pu<:<le 

u 

obtfmlrlils en e~ta bldiagonalii.a1.lón son de columnas orlonormales. 

En efecto, tomando en cuenta la!: relaciones antcriorns 

(2.3.ll y (2.:l.4) se tiene que: 

19 



f.)k A uk·l= <.\. 1\ Bk+I • ªi.:.i Qk qk•l ek+I :;; [lkd ukd uk~I 

!>t1¡mnit:ndu que '\.¡ .t. O, /1 11 ~ 1 ;e. O y que ()i.: Qk :-: 111 , Uk Ui.. lk, . 
entonces de la pl"ln>r'ril 1·dm:ió11 desprende que U k uk, ¡ U Y . 
de la segunda i.;e Jc5pri.:ndc i¡di~ Qk qk•I = O, 

2.4. PROPIEDADES NlJMERICAS DI: LA lllDIAGONALIZACION 

~1J¡1cr·io1· tt·~,ti1111!;11·) .i! r•~snlvt·r· u11 ~;i~t1)111a de ec11;u:!(i1H'.~, o un 

(:o: n) itc1·<1rinr11"~, e',t.n t•s, ~;e tiene una 

blrliar,ono.:izudón t1·unca1la 

Supóngasr~ r¡ue !.>•: de~1~a r·t•su!vt:1· el !:.istemi1 

inferior de Lanczo!J de A 1: y 1;; iR
1
H tal que: 

r:ntunr.t:s 

f:S equivalente a 

A X :::: 
k 

{ 2.4.1 ), 

A o, y = b, 

rnultipllr.;rndo por Uk st: obt!cnf) que; . . 
uk A ok y :::: uk ti. 

por lo tanto 

20 
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a, y ~ u, u 

Ahora, :>i ~(' tnm;i u
1 

= b / ii b I! en d ;1.lgoritnw (2.:UJ, 

entc.11cc..> 

. 
u h"" 

k 

/I 
1 

o 

() 

puec.l!! obtcnr.rsc tm la forn1~ sieuiente; 

{s1Hilítut:ión hacia mh:lantel 

i = 2, 3, .. 1 k 

luego sustituyendo la~ y 
1 

en ( 2.•U ) tcnemo:; 

xk '"' Y¡ ql +Y, q2 + '" -~ yk qk ""' Qk y ' 

Tuda lo anH·rlor se puede llevar a c:aho sin necesidad de 

;1lmace11ar la~ 1uutrices Ok y Uk en memoria, usaudo el ,1Jgoritmo 

!ilguir·11t1:· 

/l=!jb~. 

~q¡ ,q=q/a 

mientra!;; /3 ~ O 
1 

u::::Aq-u.u 

u= u / (J 

q=A u-{3 

q = q I a. 

y=-(ly/a 

x=x+yq 

u :-;. b i ft • q = A u , 

y ::; f3 /O; X = )' 't 

a • O 
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Ventajas sobre la bidiago11alización superior 

no pu~de :.r:r J'f'S\J~!lto utilí;~~111do Ja informar.Ión de !a etapa 

bidlilf,Onalií'.'acinn s11w~rior, t•ntonces Ui.:. b e~ diferente para cuela 

\'c.dor de k. 

valor ck k, comn ~>P. de~prPndr~ dd alg,witmo (l..4.Il. 

de cuadr·ados slr,uienlt~: 

A í) 
k 

de Lanczor> de A 

. . 
A Ax r. ¡\ 

u li 
k k 

... l?..4.21 

...... 12.4.1). 

la hidirigonallzilcic'm truncada infcrím· 

la solución ;1prnxinwda del 

pl'nblcrna {2.4 . .JJ; ~u~tituy~~ndo esta última en (2.4.3) se obtiene: . . . . 
A J\ xk = A b A A O, y • A b 

Utilizando !<1 relación A <\ U
11 

11
11 

en e::;ta última cxprr.sión 

obtic11t~: 

Uk Dk y ::'.f A• 

como ,\ • Uk = Qk Uk, la últimri expresión "'S equiv;:llcntc a: 

22 



se obtiene la n•J;idón: 

ob'.iervando que U U" O e• se obtiene: 
1' 1 l 

do11dc e = (1
1 

e
1 

Min ~ o, y - e ~~ ...... (2.4.SI, 
y 

IJ!i- 1focir, encuntrilr una :.oh1cion aproxim;u.la del problema original 

es equivalente a re!>O\Vt:r otro problema Je miuimo<> cuadrarlos rn~s 

sencillo. 

Un método p<-1ra rc~,olve1· (t~.4.SJ l:!S mt:Jidntc Id fac;torizaciln 

QR ele B mcdiantr: el uso de rotar.:iuncs de Givens, la idea e~ ~a. 

siguii:utc: 

Dada 1 llk 1 f$
1
e; J matl'iz aunientada dt!l problema (2.4.5), tomar . 

G
1
,
2 

( Dk 1 131 c 1 J dt; tal form<.\ que: 

e -s ' 

_:~--:~- ___ : __ ¡ 
o 1 J Ü fjk C\ 

fl, 
o 

-----o------ o 

o 

o (J" a.k 
----()---· o 

po!:itcríormcntc multiplicando por GZ,J el resultado anterior se 

23 



1Jbtie1ic: 

1 
,, " l o l ±---s p 

' z 
o 

f):l 3 

J 

u 
' 

o o ~, u, 

P, o 
l 

q• 
l 

p~ u o $, z 
P, ~3 

o (3k º\. 
-0 

o ___ º ___ o 

y rn for11101 <1nt'i.lot:a se mult.\plica pur l\.,· li ha:-; la 
k·!,k 

obtcrwr: 

--¡---' •e -s 

1 

k-1 k-1 

s e 
k .¡ k··I 

P, o 
1 $, 

P, () ' 
() ~?. 

pl'-1 '· u ¡J ,, 
;pk·I ' k 

o 

u 

d ¡woduc10 Lle matrices 

La matrl7. 1\ "" G U
11 

rt'.!:iU)ta 51?1' una mntriz trlangulnr 

superior, de donde !\:::.· G Ri.: es 1a fnctor•lLac!ón OR dt: l\; con 

lo 1:u;1l el prnhlr~rnn (i'..o.1 S) es equivalente .i r1!~olve1 i.:i ~lste111n 

siguiente: 

( P, o y 1 ~. 1 

Pz o 
z 

o y z ~z 

p\.::-1 
() ,_, 

o P, y ~. k 

La solllci6n rle c:.te Gistema puede ser llevada a cnbo de 

HHltl'~ra Iterativa tom;indo 

y1 = R;' ~J c. w1 ~¡ , 

las r.olumn<.1~ de Wj :::( w
1
, ...• wJ l pueden ser calcUlildas 

u.sando el 1;sq1wma -;¡r,ulcntc: W R ~ 1 
1 J J 
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.. / 

P¡ r¡ 
1 

1 

1 1 P, 1) 

' 1 
w 

1 
w 

' 
w 

J 
e 

1 
e 

' 
, ... 

•, J ¡; o 

1 

\( - 1 j.; - l 

o P, 1 

r·esolv!~ndo parü w
1 

se obti~nc (tomando w
0 

~ C): 

w=(J/p)(e-0 w J 
, l 1 1-1 1-1 

.(2.4.b). 

[ste mt:todo tiene Ju~ ventaja;, numéf·icas importante~·; n s:ihcr: 

la cstimacióu Jd n.:~~idual y la c.-111dir.ión 111m1t-rica de ,\, 

SP.a 

prohlema (;!.4 .• ~l. rer:nrdc1ntlu qut.: 

Ui\Q~~B 
J J J 

ni mult!plit;¡,r el residual ar.tPriur por u 
J 

y utllizamlo . las 

relaciones recordadas st: olJticne la expresióu !:iiguient1;: 

l.!S ckcir, Ja norrnfl del residual original cninclde r.011 

"t 
" J 

y la norma del rc~i1.t.wl de 

:: !i fl 1 c1 - nJ y
1 

H 

(2.4.5) res11ltil ser 

11 ' 1 11 = 11 ¡;Jd QJ e,, 1 11 = ~¡. 1 
donde 

~Jn = fJ, !il ... sJ • 

A partir· de Uk A Qk H Uk se tícme que: 

u: Bk a Q: A• A Qk , 

lltilbmdo el teorema minim;tx dt! Courant-Fkhcr 12), los valori:;os 

singulares de Bk Bk están lntercal:i.dos por los úc A /\ 

acotados superior fnfcriornwntc µor· el mayor y menor 

respectivamentf! de eslu!:·. Lo mi5>mo podemos decir de los de Dk y 

2S 



A obteniendo: 

en !orilla an:iloga, tamLién implica que: 

por lu tanto 

~ 11 n;¡ :; 1: B~ Ji ~ :; A ii ii A· JI l;~.4. 7) 

la uorma !J : 
11 J ¡,f puede s\'r c.ilculaU<.1 dkcctameute, ya que 

Par;:i estimar 

utiliz<.ndi• l..t h.h.:nlidad 

R-
1 

0o: W d;i cnnw rc:;ultado: 
J J ¡ 

" o· j1 ( >.: i1 w ,•I~ J
1
/:!' Ju cual 1lw:de ser fár.ilnwntc calculada 

IJ J •f = 1 ~1 'I 1 t 

a partir tlt! (:!..<l.6). 

Ln subestimación L!t:I condicional numérico de A düda µor 

secc 5.2. 



CAPITULO 3 REGIJLARIZACION Ot Tl.IONOV 

Una rle );1<; c.ir<icterl~ticd~ 1111purt<in,r~s de lHW 11i.1triz r".; :;1¡ 

indica que t:;;ta t''' muy su•>t:~plilli~· d ampllficar \o~; e1TtWt::; pl'r 

redcntlco en 1.-l. n.:~;olt1cióa de sis1 P.mac; du ec:uaciotll.!S, dr1 prob]t'lllíI~; 

de mlnimu d·~ cu;:idrados, etc. Es por f;sta c~ilt!;a qtk) r1:r¡111~rcn d!:: 11n 

trat;1rrd('ntn ar!ecUl1llo, ~;011 t~l fin dt: a1rnwti~;1w1· ~-~te mal 

1;untlh..1u11r1111 i' :nto, 

En el primer·.i r,ccción df' f;:;te capitulo St! pccsenta td ml:todo 

de R<:gu1uri;..;ado';o nirf:cta ( tnmcamienlu ), t'! cin! r·s .u1aU7ado 

forma compl»líl det)ido .t J¡\ ''rurni:.1 ~,cncil!.1" d.~ lf~vat');¡ u 1.:abo. 

En J;¡, segunda <;ccción de e:..lt.' c;iplt11lo ::;.~ prest:nta la 

parámetro "J conocido corno p<J.rarnetro de rcgularizar,i<".Jn de Tljonov. 

Nuestra forma de cl,mo escoger este parámetro ::;erá tratado en Ja 

tercera ~ecció11 dt: 1·s1c c.ipltulo, Olros 1m~torlo·; o v;:iri<.mte:; de 

t~~;tos :;e di•,c:t1lC'n en 1 .¡ J. 

J.I. METODO DE RrGULARIZACION DIRECTA 

La 5olución nt.llnCríca de un sistema de el:uaciones lineales de 

la forma 

A X= b ...... ( J.1.1. ) 

puede s1!r analizada en términos de tri dccomposlclón singular de 

la matriz A ( SVD ( A ) ), ~sto es:: 

Dada A E :Rmxn, m O! 11 , existen W E !Rmxm y V e Rmm 
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ortogo1mlcs tales q111:>: 

A= W D V 

donde W = [w
1
,w

2 
, •.• ,wm 

D = dinr. {o-
1
,r.;

2
, •• ,u

11
J, 

V \' = 111 y <TI~ o-2'!. .•. ~ lfki {.l'l«t ... = 0-11= O ' 

O] se le 

conoce como ir:\•crs:~ ~:encr:1li:·3cL1 ~.lom·e-Penrosc de D [!91; r.e 

define la invcn;a gencra\i.~d.d;1 Moon·-Pt!nrose de A como: 

y en término~ r.le ú:;la, l;i snltH:ión generaliz,1cla Moun~-P1mros1: de 

( 3.1.I ) está d::i.da poi-: 

x + :-: A+- b = E ( ( w 
1 

b l I a-
1 

) v
1 ,.,, ...... ( 3.U}. 

Si la matriz i~;, m<il condicionuda, entvnces a-
1 

decrece 

rápidamente i1 cero conforme c.rt:c:; i; a ¡mrtir d~ (3.1.2) es fácil 

Vt!r que a pequefi;1:. rnodificuciones de b e5tas puedf!n gc1wtar 

grandes cambio~ en la ~oluciU11 x. 

El mótü(IO de reg11!;1rlz,H:ion dir-ecta con5ist.e en truncar la 

expresión 3.1.~ en término~, conocklo como 

"Regularización Directa'' o "Tr·uncamiento de la Descomposición 

SinguJ3r", esto e!>, temar: 

xtrl= f [ w • h / ""1 l v, 
l=I I 

y cuya norma residual es; 

11 b - A x1
d ~ = L ( w; b ¡' 

l•r•I 

El fundamento d~ este procetlimiento descansa en los dos 
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lwdm!> sigulentt!s: 

y<t que A -A' = E 

K !Al = cr /cr 
i'. 1 k 

K (A') -=:o- lcr 
% 1 1 

3.Z. REGULARIZACION DE TIJONOV. 

Un m .~:-~1.,, i::I cnúl h:1 tr:nirlri 1ma e1·:in nccptar.ión en lns 

ültlmos años, ts el ml!todo ''Regularización de Tijonov". Esto ~e 

<lcbc a ~u tuasur gt:n1.:rallciarl t:n ;:omparadón con la rer,uladzación 

dil·ecta. 

Para ello considün~:..c la funclunal re~:ul<wiz<111tc 

13.Z.l} 

dor.dc ;¡ x ¡¡~ = x .. S x con S slmr~t1·ica y po~iti.va definida. 

El tomar 1 t«l vez no sea un elr.cci«in óptima; 1 l 1 

se propone tomar S como la matriz que 1·e::.ulta de discretizar por 

diferencias dívididas la norma de SobG!ev: 

!\J~z. = f'q .,iml (tlj'"+oj \J (l} j"ldl con 111 = O,l,Z (3.2.6), 
m,l Jb 

¡m1·a el ca::.o de m r. O se toma a = O , para m = I,?. se toma 

1 )> et > O: esto es, para m ::: O $.:! obtiene que: 

11"! ' . = J • 1 u ( l} 1' dl 
in,Z b 

L'tilizando la regla de. cuarlratura del rectángulo compuesto 

conh={b-aJ/n tenemos que: 

1 u (t) 1 z dt e h Í: u' 
J:ol 1 
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tlomle t = a + h ' i 
1 

11
0 

¡" [ 1 ) 

''n 

ll ( l ) = ti ( t, ) 

ObsCrve:::e q111~ pi1.rn m =: O !;C tiC'nc- t:l caso µarticular d~ 

= hl • 

Para m = 1 !a exprt~:.!(,n t:l.~.6) toma la forma siguic11tc: 

j : f 1 11
111 

lt> 1' , " 1 u lt> 1' f º' 

e 1 u'" 11> 1
2 

<l• -- J ·, + u. h 11 1 u 

utilizando diferencias dividid:.1s lrnd<l adelante y nuevamente la 

regla de cuadratur<t í.kl 1·ect:'tng11lo compuesto se obtiene: 

u - u 

ti r 
1 =I 

1 n 

>:: 
l>::I 

¡q i 

2 
h 

u - 11 
111 l 

>' 
+ o: h ll 1 u 

' ) + 
" \1 

hl u 

. 
a h u 1 u 

-1 • 
+ h 11 L L• u u s u • 

en rfondc 

S = a hl 
_, . 

+ h L L 

-1 
1 -1 

• 
-1 

Para m '.:!. 2 !;C pro..:c<lr. en forrna totalmente análoga. 

SI rniuímiza J J X ; b ) ,. dada por (3.2.1 ), entonces 

tomando en r:uenta que: 
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f1 IJ • A x
1 

I!~ + 'Y 11 xr ¡¡~-=: ( b - A x
3 

) • { b - A xJ l " 1 xJ s xr 

:r S x
1 

- A• ( b - A x'T ) ::: o 

o bien, q111~ x
1 

t~s la ~;olut:ión Jel sistt~ma: 

(3.2.2}. 

Psta t1ltirn., c:o-:presfón l;:i:; t:c11c.11.ioues normales di'!! 

problemd: 

Mi n ~ [· . ~. ·] '', - [ : l 
x . .r ..;-:;. R• 

13.2.3), 

~lcndo R /11 matriz uUtenida d!.: Ja facturizaci6n dt'. Choksky úr.: S. 

slmpliflcmlo de 13 lfHlll'-Tª siguit!tll1'; 

Sea S .=; R R la l"t.1clori;-ació11 de Clrolc!iky d0: S, se tl!'.:11c. 

que: 

{A.A+rSJx::.1\.b A A+oR R)x:::A 

+rR,H)x=A·b • -· • -1 
IRRAARR 

R ( R-~ A• A R ·l + :r 1 J R x ::: A b 

(R• A• AR- 1 +'ti >Rx:..:R-• A•b. 

Ahora, 51 se toma X = A R" 1 y y::: R X entonces 

~e rcr;cribe cornil sigue: 

(X X• 'I' 1 l y= x' (~.~.41 

lo que corresponde a Jas ccuacfo11cs normales dC'I probkma d1! 

mfnlmo de cuadrado5 slguientt:: 
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M 1 n f¡ [ , _'~ l y, - [ ~ l 
Y, v' ' 1 

(J.2.51, 

Estn n~ducción cil'I prnhlerna de 111!nimo de cua<lradrJ:. t:i.2.3) ni 

(3.2.Sl es de grari relt;vanr:la pr<lt.tit'a y juega un papr:I clave en 

el <lc:.:arrollr.1 liL' nui~stro algoritmo. 

La f'lcxibilidatl de! e::~t1~ mé1m!n se r:jemplifii::a clanuncntc en 

el caso de $ -:::: I , es d~cir, al tornar el problema 

( A• A + 1 (3,2.61 

sea la descomposición singular de A, con 

{: -= diag( ITI , o·?. , , º> O, .. .,0) !siendo 1·;111¡.;o Je A), 

( w r' l: w' .¡ -.r 1 lx "' w z v' tJ ,. (3,2.71, 

corno W W == l. !~ expresión (J.2.G) es cquivnlentc a: 

( W l.• t W • -+ o W W •) x
7 

= W E V• b, . 
f.:tctorlz<1nilo W y W de esta ültima expresión dil como resultado: 

w ( E L + 1 1 l W 'x r"' w LV ·b, 

n:aolvkndu para x')' ~e ublit'llt:.' 

x :..: L { rr / ( cr~ -t 'I }) z
1 

w
1 r 1 ,,

1 
1 

donde w
1 

y v
1 

son las i-ésimas columnas d~ W y V respectivamente y 

~1 = v1 b . 

Ahora el conclicfonnl nu111é1·ic0 tl1: 13.2.6) rt~sulta ser: 

( IT:: • r J / ( a-2 + -r J ; 
l ' 

Desde un punto de vista numérico este procedimiento de 

regularización no:. conduce al si~tcma (J.2.6) para el cual 
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cr /íf' , 
1 ' 

:;icn1pre y cuando ITO" < '.! 
1' -

w.tn t:!i, cun r.nndidon;::il 111m1(!rk11 

menor que el corre5puncJicnln al pl'nblema de mlnnno de cuadrndns 

dti.sico 
Miu ij A X - b li~ 

3.3. ELECCION DEI, PARAMETRO DE REGlJLARIZACION 

F..I método de regularización de Tljon(}Y 110 dice qut: valor 

tornar· pun1 el parámetro "Y· Existt:ri vnri;;~; e'.:.trategias para esto 

como se pu~dc Ver en [ 4 

[11 nw:;r.u·o ..:aso ¡,;;,- 1.Í(.IJLu lu111<1 el µdncip!u th: 

11 

Para ¡wt:scntar el principio tomará, sin pérdida de 

generalidad, el caso p..irticular de S = partiendo del probh.•ma 

de resolver 

Min 4 A x - b jj~ .. , (;3.3,1) 
X 

c11 forma 1!~tahle a pert1wbacloncs del lado tlcrc:~ho. Esto es, dada 

/i) º· resolver: 

con b tal que: 
{3.3.2). 

Sean 

{3.3.3) 

VI b 

XT::. É -- W ... (3.J.4). 
1 =1 cr 1 

1 

siendo r = rnngo ( A ) J. 
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Se desea encontr:1r ;r de lal forma qui~ minimlze 

Como: 

al ;:lplicar desigualdad riel trló.ngulo y ~imµlifiear' se obti~nf:': 

ntllizando 13.3.2) da como rl:f,ul1,1do: 

En tt'rmlno~ dr· la rJcscompor.;iritin ~;!ngular de :\ ~c.: ti1m1~: 

R ""' ( A•,\ + l' 1 l- 1 As 
l 

~ w r ¡:' 1: + r 1 1-• ¡:· v' 

[ 

O' ( b , V ) 

" [ __.'.__-; ____ _'._ ) w
1 

l=I tr
1 

'* ;r • 
Con el objeto Uc ~irnplificar •~!>ta exp1·csi611 i11troducimos la 

!>lguicnt.e definición. 

Dt!flniclón.- Para A f.: L'-1
1111

m, Sl!a ); A ~:.e :: tr ( A C A ), 

donde C es una matT'i;~ s!rn~trlca y positi\'a definida. 

En piwtkulnr. µ.t.ra un vector se c.IJtienc: 

~ z Ji = tr· 1 z' e z 1 = z' e z = ~ z ~:.e . 

r.ri t~rmil1os dr~ ~st.i definición, se tiene que: 

R
1 

11:,c=tr! v re r:' i; • r 1 1-' w"cw 1 i::' i:: + r 1 ¡-1 i:.'v' 1. 

Ahora, tomando C ª W D w·. con D = Diag ( µ
1
, ¡1'1., ... , 1t" ), 

tic obtir.nr.: 
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es decir, 

1
11<: 

l: 1'1 --~-
(o l -t :¡ )2 J lo.::l 

{
( ' 

¡; 

1 ~1 

2 l ¡ 'r 11 ;: 

---~~-
z '> 2 

rr: { <.r;., <J') 

b l r ) = jj R I ( b ) - X' ll 2.C 

,, ~ 

' 1 1 

{ ' }"' V ( T) = ¡:--,---
1"1 ( :r 1 + 7 ) 

b 1 ' l ' ' !'" r µ 1 :t. 
) = ¡: __ , ___ '..___ . 

1"1 O'~ ( (}~ + 7 ) 7. 

En conclu!ilón: 

q,{y)=óvl¡l+ b(y) ... l3.3.S) , 

resulta ser una cota !.>uperior par<t RJ { b.5 - x + ~ inmejorable. 

Por lo tan>.o, el problr:111a rlc encontrar· o de tal forma que 

mlnimizt: 

que minimlze a stt cota ~· {':y ). En c~to consiste el prlndplo úe 

optimalidad para la elección dd pnrámetro de regularización. 

Ot1·a altern.::itlva para Ja elección del parámetro de 

regularización es el principio de pst!Udo-oplimalldad, el cual 

consiste en elegir a 1 de tal manera que resuelve d problema 

o2 
V ( 7 ) - T b ( ) ) = 0 

con T dada. Para mayor detalle consultar 1 t 1 . 
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CAl'ITULO 4.- ALGORITMO BIDIAGONALIZACION-REGLILARIZACION 

En el pre<>cntc capitulo si~ presenta un algoritmo que combina 

In Bld\agonaliz<1ción Inferior· de Lancz1Js con la Rcgularlwcíón de 

Tijnnov. El objetivo c.t•ntra\ es dlscuth· aspectos c.lgorltmico¡; 

r·cJatl\'05 t\ ;imbo!; m(·torlr;.<;, asi corno los prnccdim¡cntos usados l'll 

el cálculo de los ekmcntos que intervienen en ambos 

e~?, ')', ir
1
, cte.); Jo cual se resume en un .1\goritmo prescntrirlo en 

lenp,ua je informal. Convlciit~ recorda1· que dc-:;1u~ un ptmto de vista 

cstadlstico m1estro problemu consbte en ha\1&1· una "buena" 

estlr.iaLión 1.fr X ¡Mr·a x en el modeln lim:ai A x ... t: '" b, donde 1~1 

Vectnr {: y (0, O~li. L,-ijcJ d .:;upuc~;tc que A ce r,r;lnrl1~. r¡¡!a y mal 

condicionada ( i. c. 

coliricnlidarll 

4.1. SOLLICION CAIJSS-MARl:OV 

Uno de los problemas cr:ntrnlcs dt! la regresión llneal 

couslst1! eri obtener una "huena" c~;timación X pura x en el modelo 

lineal cstandar 

donde A e (Rm)(n, b e ¡¡t\ (: e !Rm vcctnr aleatorio de errores (no 

observable de media O y 1:1atr lz de covarianzas Ozl ) 

vector dr. parámetros a estimar. 

XC iRn 

Cuando A es de rango máximo ( R ( A )= n ) }' tiene 

distribución nor·mal c.:on media O y desviación estandar 021, !a 

estimación más frecuentemente usada debido principalmente a sus 

propiedades csta<lls1 kas de ser 1111 estimador insesgado de mlnima 

Vdt'ianza, m<'lxirna verosimilitrni, consistencia y eficiencia, es la 

cc;timaclón Gauss· Mar\wv 
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X ;¡::; ( 1\ A JH 1 ¡\. h ( ::: A+ b ), 

para la cuul se conor:e que e:; un vector .:l11~atorin con mcdin x y 

rc~pccto a <:Uil!q11ir~r funr:ión de p•~rdil\n l)X)=lx-i<JC(x-Y.), Uondc C 

es una matriz 5imf•tr ira y µo~itlva d1.•flnitli.1. A!.il, '!! error 

cuadr,\t ico Jnf.'dio ( F:C\1 ( X ) l 1!0.tf1 01,-lo por: 

o:. ¡} í~ 

ECMc( X l ..., E< r.c ¡ X l };;..: ?/ tri e ( r\ A )'· 1 
J ~ -- K (A) 2

, 

il A ii ?. 

r!Qnrlc o. = mln < w e w 1 /i w I! = 1 }, 

Si Ja matriz 1\ est:i. f:e1'can;1 a un;t matriz de r<rnr,o dt!ficienti:1 

o ~ea m<ll i.:1.111diciona<fa •:1t tc1·rni11m; 1kl análisi!:> nt1r11f>rico, o bien 

bajo presencia rl1~ coliw·,d!dild rn tPnnino•, e~,t:Hli'ilir:w;, entonces 

de compom.:nlcr. de X muy grande•:; o bien de ~if'.nos inaccptabk~. 

Una altcrn;itiv<1 a ta C!;tinw.dón Gaus:.-Milrkov clúslr.il bajo 

presencia de collneal[dad la sugiere de manera natural (pcw ser un 

estimado sesgado) el método d1! rc&lllarizach'rn de Tljmmv. 

Ahor;i., con re~pccto ;:i.J mudelll l!neal gener.~I 

Ax+~~b ' ( o, ~\ 1 ), 

la idea consiste en tomar Ja ">iguicnte funcional rcg11larizante 

para definir: 

1, 1 x ; b 1 = 11 b - A x 11~ + 1 i x ~~ 

xr "" arg M ~ n J :r 1 X i b 

X 

como soluclón regulariznda Gauss-Markov. 
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4.2 Primera simplificación via cambio de base 

Como se ucaba <le rrn:nclonar el método de Regularización de 

Tljonov consl~te en sustituir el problema original 

M 1 n ~ /\ x - b !I: pcr un nuevo probkrna de mlnimos cuadrados a 

sab!.!I'! 

Min jj A X - b !!~ t 7 ~ X i; 
X, pO 

.. 14.2.1) 

en donric S una matriz !iim(:tl'ic,1 positiva definida, bien 

condiclon.1dn, usualrncn!i~ dadn rmr el invcstigaUcr. 

l .. ns ecuaciont;:~ 11011nc1l1_·c; tic (4.2.J) son: . ' 
(A A+rS)x,.,.A ... j<\.2.2). 

f.!;l1• problema pucdl! rc!-illlvcr·sc directamente; sin emtmrgo, es 

r.~nvenlentt'! simplificarlo transformamlo\o en otro dondt.• S se 

reduce J. la itlent idad. 

Sea R la mntrli. <JllC! re:.u\ta de la factorizaclón de cholesky 

de s ( s = R • R ), al !-.11stítuir é~ta en (4.2.2) se obtiene: . . . 
{A A+TJ.! RJx,.,A b . 

factoriz~·nJo r.h.. ésta última expresión a I{ y R da i.:omo rc~ultado: 

• -" • -1 " 
R (R J\ AR +7IJRx==A b 

multiplicandn por R ror la izquierda se olitienc: 

• " -1 -· • 1 R A A R • J 1 ) R x = R ,\ b, 

utilizando atgu1H\S ~ustituC'ioncs, esta exprt'!sión puede s<.·r 

simpliíir.::arln de lil manera slgui~!lllt!: 

Sean y = R X sustituyendo en la 

exprt!sión anterior <la como resultado: 

[ T
0 

T + 1 1 ) y = T• b ... [4.2.3) . 
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4.3 Segunda simplificación vla bitli<1gonalización 

Una vez d'cctuat.1a la slmplif"k;1ci6n· \•istr1 1!!\ Id ..;pn~l/in 

anterior, Sf' prr,cedc a calcular la bidi;:\gon::ili;>'.adón infc:l'ior d1: 

T. 

[u d capl1uln !'.t: di'>L'lltló la hlí\J;:¡pnnaliza•'ilin inferior de 

una matriz. 

Sea la bi<liagonallzaclón truncada Inferior 

de T donde Q y U son matrices con co\11mna.o; ortonormalcs y 1\ 
matr·lz bldlagonal lnl't~rlor de la forma; 

r ~: " 
o 

11 '-
2 

l o ~. " ' 
y sea sustituyendo ést<1 t:n (4.2.3) se obtltme la 

rclaclOn siguiente: 

la cual es equioh~ltte a: 

{ T"' T Q
11 

+ l" 0
11 

l z ::: T• b , . 
mu\ tlpllcando por Qk se obtiene: 

( o: T • T Ok + 1 Q: Qk ) z = Q: T• b , 

usando la relación T Q
11 

ti:: lJk Uk, cfo como resultado 

( e: u: uk Bk. + r Q: Qk l z u: u: b1 

ahora, recordando que tanto Uk como Qk son matrices con columnas . . 
orto110r111ales y ademtls que Uk b = e = 13

1 
C\, al simplificar la 

Ultima expresión se obtiene: 

(4.3,1) 

con e = (3
1 

e
1
, resultando sc1· esta expresión las ecuaciones 
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normales del problema de mlnirnos cuadrados siguiente: 

Min '.I r B ] 'I~ 1 l k z - e !· 
z1~ I! 

1 -, 112 

... {4.3.2) . 

Torla~ las tran!;fonnactones hasta aqui utilizadas dan como 

!'P.sllltndo un rwoU!cma de mlnirnos cuddradu~ t:l CUi.tl st~ lia 

logpado •_¡na simplificación importante, ya que Ble una matriz 

bidiagC1r1al, obteniendo una imp1wtant•.~ n~ducdón dr. rr!qucrimientos 

de tn'!moria adicional para obtener una soludón aceptable del 

prol·knm original. 

l'ari1 olitcuer la bidiagonali7i-1ción de T utiliza el 

"IEn1·itmo {?.'.l.ll el cual n•quierc de mulliplioocionco de T T 

cnnvcnicntc obtener T en 

forma explicita ya qtw al calcular AR-
1 

cxpllcltamentc se pierde 

una cualidad importante de la matriz A. a saber la poca densidad; 

sin embargo, c<;tc prohletn<"J puerle s~~r resuelto en una forma 

scncilln ya que calc111<\r T equivalente a resolver 

R a = q y pnst!:"riornlf'nlP. multiplir.ar 

por A el vector a, en frorma .111i'l.l0Ra, para cakular· T u primero 

::>e multiplica y = A u y l11~go se resuelve el sistema R a = y ( 

en el código a e y son vectores auxiliares de trabajo). 

En el capitulo 2 se discutió como calcular el condicional 

numl:rico ele uua matriz usando la BidiagonalizacMn Inferior de 

l.anczos, esto e~. para calcular KF ·r ) = H T ~r 11 T-
1 ~r 

utiliza la identidad (2.4.7) 

asimismo, se observó que ésl!! cálculo puede realizarse en forma 

itm·ativa al mi5mo tiempo en que se efcctua la bidiagonalización; 
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por otro lado se mencionó r¡uc esta bldbgonali7itC:ión pw!dL' 

truncnrse en k-p.iso~ !k :.; n) oblt:nienr\!J una matriz íl 
k 

cuyos 

valores singulares e-stán Ct?rcanos a 10~ v.\lu1'1•5 sineularcs dt! la 

O\i'ltrl7. T. [\ crlH•rio 11\illi:ado para parar el µrnceso lt~r<1tivo de 

la bldíagonalizaci6n es tomar un limite :.\1pel'ior· (usua\m1~nte dado 

por el in·1c5tlgn:lor) pnrn el condiciona! 

maycr detalle véase las secciones 4.6 y s.;~. 

4.4.- Estimación de 1 

1nu11f!rico de B , 
k 

Para 

f.n csla sección !;e discute un mt':todn pan1 estim;u- el 

parámetro r de rcgularii: •. u.:ión que t.icnc lugar en la regularización 

de Tljonov. 

El método tle Regularización de Tljonov no dice que "1 

utlll7ar; sin embargo, recordemos que mwstro problema central 

consiste en resolver el problem;\ Mi n ~ A x. - b I!~ en forma 
X 

estable y que este se 5Ustituyf': por d problemil de minlmos 

cuarlrarlo"> 

Mlnk[R] z ~ k 

~ l' l/2 1 

z - e ( 

L 
cuyas ecuaciones normales su11 

l z ~ D 
k 

Sen z
7 

la solución calculad<l de este problema, entonces se 

define la función de pérdida para zl' como: 

... ,.. . ,.. 
L (z l=lz-zl Clz-z e r r 

donde e = 1 6 C = B: B k y se define el error cuadri\tico medio 

de z como: 
1 
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~nte1ldiendo por E { l.r. ( z~, ) > la esperanza rl1! In función de 

pénlíd;\ µara z ., J-!ecuérdF.se: que el crrr.ir cuadrático rntdio 

rcM ( z
1 

para r = O es el crri•r cuadr.'í.! leo nwdio pnra el 

Tcorem;t.- Exi~tc 

flcnwstn1dón / 1 l 

para la cleccltm d~ r : 

r-óp " A1e Mln 
l ~ u 

ECM ( z , 

ECM ( z ) < J·:CM ( 7. ) 
ro 

,,,{4,4,1) ' 

Comn el 1:r./\.1 ( ;r J dc¡u·11rle clr! ,~ 7· y z ch!S("01Joclrfos df:' antemano 

dt!IJdo z t:l YeCtrJ/' a f'~,t irnnr, se propone ~11~tituk ¿/ tir;r s ~ y ; 

¡ior z en la cxp11:<>itir1 ('.l.:1.~) obtenida t:n P-1 1:apllu!o 3 p•tr'1 3sJ 

obtent:1· una. :;obrecstiu1ación p<..1ra ~J l·.CMfzr) donde ~/· es la 

estlmadtJ/1 h1sc!ig~da 11sual para i5
2
, obteniendn 

z 
k pi (1'1 

~( r )==!'/ r -~-z·--·--i + 
i.=1 ( u

1 
• 'f ) . 

donde di ;,:;: w, z ' i="i,l., .. ,k 1 0-1 i =l,?., ... ,k son Jos 

valores ~:dngulares dr; '-\ , p ~ {',. 
1 ~, 

si e :;: 
si e D B 

2 

{

Res 

2

1( m-nJ 

R€s: 

si m >u 

~;i rn =n 

si1:ndo aqul Rt:s H.k z - e ~~ , parn mayor detalle consultar 

11 J. 

De!:id~ ur punto Ú!! vista. práctico es importante dejar asentado 

que en el cálculo de ~ n: ~ se caic.Jfa a Ji:!. vez la estimación 

Gauss-M;:wkov z, esto i:s, se resuelve f'i problema de mínimo de 

cuadrados si.r,uient~: 
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Min !! nx z - i; !I~ 
l 

Golub-KJl!un i.w0ponen colnú pdmcnl cta¡:r<.1 del cálculo de los 

valore<; f>ing11lares de 1111<.1 111t11riz T d obtener la bidi<i.goualización 

superior de T y 1?0 In sr:gunil<1 <:l<tpd 1Jtí1i:tdr el atgur'itmn QR cnn 

c~.ta matdz Uld!.-.gon..1.1. En el prt:scnle trc1bajo se utiliza b 

hidiagona\iznclón inff'i•ior rli: T ( ílk ) por· esta r,1zón como s1~g1mda 

etap;, !if' propone utiliL.ir el algoritmo ()R con '\.· es rkctr: 

svn < B 1 " v' i: w . 
k 

svn < u, J " w' i: v. 

r,inguiarcs son . 
de Bk y en forma análrJgü los vcctore:> !>ing11J.1rcs izquiprcJos de 8

11 

snn In-; vPrtnr't•<; c.ing11ia!'l'S derechm, de U 1<: ; por oti FI p.11·v•, 1..'ll d 

como en c5te trabajo se utiliz(1 {d matri'! t1·ausput.. ta, entonces ~!..? 

usará. d
1 

= < v 
1
, e > . 

Luego entonces el criterio de selección de T óptima 

co11slstr: m1 minimizar la ftmclón cp_
1 

dar:l;i por (4,4.2) en vez de 

la obtenida por {4.4.l L 

Una alternativa para el principio de scler;ción de r óptima es 

el c:r-íterio de r pseudo-óptima el cual consistt.~ en hallar la 

solución de la ecuacitm: 

2 k' !J1 U"~ k [ d 1)2 [ 7 ]' 
s ¡, ---- - T E p --- -7~-·=- = 0 ... (4.3.4) 

1 =I (¡¡~ + 1 )l J..:I I O'I I 11 

con 1: un pará.mr.tl"O de amortiguamiento, en este trabajo se toma 

-r = 211n para mayor detalle consultar- ( 1 J. 
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4.5 Solución del problema de mlnimos cuadrados y 

recu1wración de transformaciones ortogonales 

En J;i :.ecc!ón 2.4 se utilizó uu método ba~ndo en rotacionc~ 

planas para rc~olver d problema 

Min 1/ Bk y - e: !i~ . 
y 

Ahora, ~d l!fcctuil1· Ja reBulnrlzndon de TJjonnv se da lugar 

... (·1.5.1) 

para rc!.olvcr es!<! prohl1:m:i ';e 11tiliza uJ1J modilir.ación al rnétrnjo 

t111t1Tior, Ju iJcd t;!... l<.1 siguiente: 

llada [_11
: ___ 1 n ; ] 

~ I/ :.:' l 1 l 
matriz a1Jme11tarln del problema 

{4.4.ll 'if! multipllca /Hll' G., de tal forma que: 
,,;.! 

e• 
1 

::J~~ [ 
s• 

1 

o 

e· 
1 

o 

fil 

o 

1 1 o 

~I 
o 

u 

~~ 
o 
: 1 

o J 
a continuaci1)n SI'! mult ipl!ca G

1
,
2 

al resultado anterlo1· püra 

eliminar (1 , t!s decir: z 

el 

s 
1 

o 

-s 
1 

el O 

1 
'2k· i 

~I 

o 

f3k '\ o {Jk '\ o 
0-- ·--- ~~ = -a-··---- "7>: 

7 o 

o o 
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de Uli.llll!ra a¡¡t"i.lnga al mu!tiplicar primcn.1 por <\.
3 

se ohtít~ne: 

'(! 1 pi 0 1 

~;: P,. 

o 
~ = -cr-;; 

o 

y pusteriormuntc por c. l,J d.i con;o rc~;ultadQ; 

J~_:~~-: 
P, IJ 

1 

1 

V' r, ll 
1 1 

i>., v• p',l. u z 
() 

.2 

IJ a o 1\ " k ' k 

1 --(¡-·· u------~--

k-J o o 

o J 

o 
-if;~ 

~, 

o 

asl, sucesivamente su multiplka por G3.4G3,4 ... ,Gi.:-i:k Gk-l,k 

hasta obter;l~r: 

P, o 
1 ~, 

p20z V' z 

" ,_, 
r, ~, 

-,-)--
,~ o 

?z o 
o <t>, 

El vector soluclón z
1 

puede ser obtenido en farnrn análoga a 

como se obtuvó en la sección (2.4) a partir de la resolución del 

sistema Rk zk = ~le donde -· ~ y Rk es una 

matriz bidlagonal superiol'. Si este sistema se resuelve 

directamente, entonces es necesario conocer de antemano toda Ja 

bidlagonaliznclón; sin embargo, es Importante señalar que este 

si5tema se puedi.: resolver de /llanera recursiva como s'~ vió en la 
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sección 2.4 <lel capitulo ?. utilizando el esquema siguiente: 

"\ R~ 1 Í.\ ;;;: wk í\ siendo o• = { o
1
, u

2
, ... , ok ) , w0 = O 

w,= {1/p1) ( el - OH w1-1l. 

Finalmente, lrnbie11do obtenido Ja !i0l11ci6n del problema 

(4.5.1), resta Unir.amente recuperar las transformaciones 

ortogonales utilizadas en la 5Ímpliflcac1ón t.1cl problema original 

(4.2.IJ, para ello Sf~ utiliza la identidad 

r csuelvc el sistema R x "' y. 

4.6 Algoritmo 

El objetivo ccnf1•al de esta !iección es prcSf!ntar un algoritmo 

tm lenguaje lnformr1! ql1t~ pc~rmitn rf!solvcr el problema al cual tm.a 

dedicarlo el prescntt• tral.i<J.jo, es decir·, resolver en f'orrna estable 

td sistema A x = 

mlnimos cuadrados, 

F:I algoritmo a grandes rasgos consta de tres etapa-:; centrales 

además de leGturn de dilto!. y escrituf'a de resultados: la primera 

de ellas es la l.iicliatonalizudón de Ja matriz T, truncnndo ésta en 

basl~ al crilerio de toJr.r·anr:la para el condicional numérico de Ok, 

allcmá~ iuduyt: t:I c:álculo del número de condición Kf( 81<: ), el 

residual y 1<1 c~tirm-ición G;u1~·;-Marko~. Cahr. rer.:ordnr que estos 

cálculo~ 5or1 rcali7arlos en forma ikrativa al mismo tiempo que se 

realiza la bidiagonalización. 

En la sc;gunda etapa del algoritmo se c;1/cul;1n los elementos 

r¡uc intervim1en ~1 la estimación de 1-óptirna y r-ps~udo-óptlma, 

<isl como Ja estimación de estos parámetros, 

r:n la tcrwra y última etapa se resuelve el problema de 

mini mus cuadrados simplificado se i·ccupcra todas las 

transfonnacír.>111::~ ortogonales utilizadas en la simplificación del 
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problema original 

Dt esta manera, e! alr,ol'itmo p1Jcde rcsurnlr~e de la forma 

siguiente: 

Etap;i uno: Lect11r.i de datos. 

n, m, conlim, A, b, orden de rr:gularizadón, pc5os y 

criterio para la e~tlrnación de la gamma. 

Etapa dos: Hldfagonalí;:ación de T. 

-~actori~aclíln de Clwlesky ele la mtltrlz <.; ( S -= R R J según 

d 1)rdf!n de rliscretizadóu elegido (vl!-ase ~ccclón uno). 

-Hidlar,onallnc\ón lnf'crior de Lanc:?os de T; p¡¡ra l,1 

obtención lh.' esta l.Jidíar,onali7nción utí11za el algoritmo 

(2.3.1) con ta mndiflrnci6n mc11cior1ada en la sección anterior, 

obtcnkndo ;.idL"mfis l~r uk ), Ja u;tim<i.c:ión GJ.US<;-Markov y 

su corrcspondlenU: residual. 

Toda esta ctilpa en Jr~neuajc informal toma Ja forma sir;uicnte: 

-Tomar (J
1 

= lf b 11 u
1 

= b / t\ , aux2 = 

-Resolver R aux = aux2 

x
0 

:::: 0, "jJ
2 

o::
1
, 1{1

1 
= (1

1
, res f\, 

HNORM2 ( ~ Bk ~ 2 ) :::: a~, DNORM2 ( ~ D ~ ') = O, 0
1 

= O, 

k = l. 

Mientras {Jk '#. O y a.k ~ O y k :s n y Cond s conllm 

(Bidiagonal lzación de T) 

Resolver R aux = qk 

aux2 = A • aux 

z = aux2 - '\ uk 

flk t 1 ~ z 

ukt 1 z 
/ 13 11 .. 1 

aux2 = A u 
k•I 
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rf:solver !{• aux :;t aux?.. 

y = aux - fJ 1:. 
1 

q k 

q k. 1 
y I " k. 1 

Estimación del coudicionill: Resuelve Min 11 T x - e~ 

ll I d 
J.:•l 

P, e ,, 
k 

o ¡)' 
k k 

(¡ u 
"1 k•I 

e " ~ + 1 

Y' k = e </'k 

res = res • s 

fi: 1 1 ) l / z 

fjk ti 

• e ) 
k 

ANORM2 BNORM7. + " ' ~ ¡Jz 
k•I "' 

DNOKM?. DNORM2 + ~ w ~ 2 
k 

Cond = BNORM . DNORM 

Etapa tres: Esllm.ición de )·-ópttma y r pseudo-6pHma 

Cálculo de Ja dcscornposición singt1lat· de Bk 

-Cálculo del <;z :.' { ces'·1(m-n) si ITJ\t.n 

res2 si m=n 

-Cálculo de dt < v
1
, fJ 1 e1 

> 

{ 
rrz sl pesos = 1 

-p ::: 1 
1 

1 si pesos = O 

~Estimación de r··óptima. Rcsulviendo: 
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k 

Min ./ ;;; (µ
1 

tr~)/la·: i .rl?. + -i p 1 1d/O'/~lr/(O'~ + ;r2JJ?. 
r 1-1 1--1 

-Estimación de :r-pseudo-ópt h1hl. Resolvll"'ndo: 

Etapa cuatro: S()lucU111 del problema d1• mlrlir1wf1 cwdrndos 

simplificado y rccupcl'•ición de transformaciones 01·tl>gc.:null.!S. 

1 [ 
0 

) r' -Resolver Mi n [! ~12 z - e 11 
z íl ,, 1 ¿ 

-Recupera transf'orm.1dones ortogonales 

~y = Qk 7. 

-x = R·I y 

Etapa cinco; lmpreslón de rcs11lt,1clos 

-Imprime x. 
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Capitulo S Experimentas Numéricos 

En ~1 capitulo 1 se menciono f1UP. una fuente importante de 

problcma5 de mínimo de cuadrados mal cor1dlcionados es la ecuación 

integral d1! Frcdholm <le pl'ímcr onJcn; sin embareo, en la 

hihllografia se encontraron pocos rwohh!rna!: cuyo nlH.:leo (kernel) 

~ca cscnchtlmcnte úifcrenl e, il.<lcm.'l;,, todos ~!Xcepto uno (Pllillips) 

generan matrices llt!nas, lo cuod ror.1µc con l<t idea de estP. trahajo 

(l.c, que \11 matrl7. sP.;-i rala ), no obstante, cabe uwncirniar qut! se 

con estructura de 111,rncra aleatoria. 

5.1 Aspectos cornputaclonale~ 

Empecemos pur· mencírnrnr que la f"unc:f6n 

n P¡", n [ d ] '( I ] ' 
l{I (}) "'~'h:----·- +TÍ. p -~ ---

\::ol (rr
1
+ r> -='. 1 °' l 1 0""1 cr 1 • r 

(5.l.!) 

con frecuencia resulta Sf~r unq función d1~ni:isi<1do plana all'erledor <le 

su punto de mlnimo pnr, ello es de cspcr<tr que se presenten 

dificultades prár:ticas para en.:ontr<ir el mlnlmo. 

üificultades similiffe~ !.i<.: üb~c1·van tamblf.n al rcs11IVPI' 

donde 

n plO'l 

y.(;,).:..:. /r:---·-·z 
1-·1 (0'

1
+ ¡) 

n [ d ]'[ r ]' T }: r1 __ (1"1 cr • r (S.L~l. 
l-'.J 1 1 

Con respecto a la ecuación q1 { r ) se cucnt;\ con un método 

"~eguro" para resolver e5te prohlema, este método es el mttodo de: 

IJ!r.ección: sin embc:iq~n, t'>stc rc!iulta tener una conver}~enda 

extJ·emadamentP lenta :.i I'/ valor b11~carlo ~t: encucutra "cerc;.,'' de 
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un extremo Je! intervalo inici.d. Por esta r.J..r.ón sr. realizn una 

modificación al mt!todo dr bic.cr.ción cm l:I ohjeto df! ur.i~l!'l'<•r su 

C()ílVCfgC'ncia. 

Un m<:todo "st;r:nro" pctril re.solvr:I' '/' (r 1 O rc~ulta Je 

combinar la idPa dl"l 111~'.todo de Ldsecdón con la filPsrifla del 

rnétodo rlc regla falo;a modífic;ir1<i, la id~a es lri ~iguicnte: 

Se cfcct11a11 2 Ítf'radoncs del m.'~todo dP. bisf'cclón y se 

ob5cr-va que los punto'> mt!dios obtenidos "caen del rni'.:;mo lado del 

intervalo; en J,.1. ti!l'ct•ra iteración :>e tl'ist•cta el internlo, si 

el punto obt1:nldv 1....-Jt' Je! mb:nu l,1di.1, e11tonces en la siguiente 

iteración !;e divid1, d int•.:rva\11 en 4, f'lc., h<i:.Lt oLt~nc.:i- un 

punto dd otro ld!fo del intervalo. En d fondo, lo que se está 

haciendo 1's di\ridi1· l'I intervalo eu una rarón dada, es por t~sto 

qLJe el ~1étodo recibe Pl nombre de "M~toclo ¡fo \;i Razón" y su 

algoritmo e:; el siguiente: 

natos: 

Dados lfl(XJ E C!a,!i} tal qtw v-(a.) '((b) < 0 1 nmax = níimt!ra 

máximo de itr.rationcs permitidos, to!= tolerancia para la solución 

aproximada. 

Variables internas: 

ia, ib ,i : contndorcs, r = razón para dividir el 

lntervnlo. 

Inlclo: 

la = O, lb = O, i = O , r = l. 

Proceso iterativo: 

a + r b 
( 1 ) m = -----------

1 • r 
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i = i+l 

si tp{ml = O, m = solución del problema 

no si ~(a) ~(mi < O 

b ~ m , rp(b) = i.p{rn), ib = ib +!, la 

si i h <: 2 

l r ~ 1 b 

no l r = 1 

no a = m, y:>{ a) ip(m), la= la+ 1, lb 

si j d .; 2 

[r~-Ta 
no l r 

o 

o 

"' [ Lhd_l < tol, m soluc Ión aproximad~ 

del prob!emü 

110 si l i • imax, se realizaron todas las 
iteraciones permitidas y no se 
obtuvo la tolerancia dcs1!ada 

no l ve a ( 1 

En los ejemplos que se realizaron con bisección ;,e rer¡ucrla 

aproximadamente ele 100 iteraciones para obtener un<.l t1Jlerancia de 

I0-
8
, utili.:ando esta modificdción se n~r¡uiere de ap1·oximadan•cntc 

15 iteraclonrs, con lo que se obtuvo un impurtonte ahorro 

c;omµutacionnl en esta p;u·tc del método. 

Por otro lado, en la evaluación de la expresión {5.1.2) ~e 

está trabajando con valores de cr~, como ir
1 

tiende "rá.pldamente" a 

cero coníormt• i crece, esto resulta ser extremadamente delicado. 

Una alterrmt iva para resolver este problem;:¡, es obtener una 

expresión equivalente de (5.1.2) con un mejor comportamiento. Para 

el prlHU!r término de la P.Xpreslón se utiliza la Igualdad 

"' 1 
(S.1.31 

' .r, + l 

y para el segundo término 
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2 ..,., + y 
(5.1.4) 

JJor lo que n.'!ipc~ta a !n sumatoria, ésta ~e ~ca!íc1 en 

sentido lnvcrsn, y<1 q11c de esta fon11:1 se t:q:i. n:ttli:1ando u11:i •,IJJllil 

cuyos elemento:; van en form..i creciente y por lo tanto r,ener:m un 

menor error. 

5.2 Ejernplos y resultados numCricos 

Como se mencionó antcrlornwnlt', una fucule importante de 

problemas ~JUú dan lur,ar B. sic;temw; de 1·c11<1<:io1nes y prohlcm¡¡s de 

mlnirno de cuadríldo~. mal c.:oncJit:ionados es la ecuación integral de 

dr::stac.rndo ;:;11s ('ar<ir:t1~1·f<>tica•;, loo, cj'"!mrln<> íJtJe c;e trabaj;iron 

cxpcrlmcntnlmente, a.si Jo!; resultados obtenidos en su 

solución. 

Di:.:sJc un punto tle viqa numérico las 1:i.;uacioncs intcgrdles de 

Frcdholrn p111~dc11 clasific~r::.e de at:ucrdo a su núcleo en tres tipos: 

l>lando, moderado y duro. 

Se dicr~ que Ja ecu;idón: 

I 
b 

11. K { x, t ) u ( t ) <.!t = f { x e :S X !f d ... {5.2.ll 

es de tipo blando si kl x, t ) es una función poco suave, por 

ejemplo, continua y derivable a trozos; dentro de esta categorla 

está el ejemplo clásico (aparece frec11enteml"!nte en Ja literatura) 

de Phlllips { ejemplo ll ). Para este tipo de casos se tomó 

CONUM = m • 10
5

• 

Diremos qur: la ecuación {5.2.l) es de tipo modera.Ju si su 

función núcleo K ( x, t ) es algebraico y esencialmente de clase 

Ctll, como la es el ejemplo 15 (Fox-Goadwin). En este tipo de 
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probli:ma::> :'>L' tum6 Cüi.JLIM = m 4 10
9

. 

Finalmente, dlrcmr¡c; r¡O<~ la ecuación (5.2 .. l) di:- tipo duro, 

s! K { x, t ) c'.i una función rinalltka, dentro de e5ta cntr:eorln 

ene el eJl·mph) 1. Para este tipu de c~i~;os~;:~ lomé CONLIM = m 1013. 

E!ito e~;, a 1nayor :.>Ui.tviU.iJ del nüclro K ( x, t ) i•n (5,2.1) 

sus valorr.s slngutnrcs tienden m::\s rapid~mcntt• a cero conforme i 

crece, es de esperar quf' si K ( x, t ) r~; •rnalHlco, entonce~; 

cr
1 

'ºO( } ) , O< íl < l 

a mayor suavlJad del micleo rn<'\s cerc;rno n cero el valor· de a. 

ohserw1ción 1.-

1 !,C ul ili¿a la 1~';timación 

{ '· !>7. ~ re:>./ (m-n) 

' r·es 

!>i m ~ n 

.<;i m ~: n 

5Ín cmbarr,o parn l<.1 c\a~;e de lo:; cjcmplo~ dtJros í!5le Vítlor 

resulta s1~r c!<tremadamentf• "pequeiw'', In c11al co!HlUt:c a {lbtener 

valore" "pt•qucfrns" para !.1 r, lo q11t~ v;; en contra n neccsidatl tk 

tener un¡¡ mayor rit~rturhé.idón del probl1~rna dr~ 111inirnus cuadrado!:;. Es 

por e!:.t<i rnzón que se tom(i la hetJrl~ticil siguiente: 

1

, 
> 

' ~ 112 s • ( s ) 

( -;/ )J/•I 

sí d probll.'ma e5 fJ 1 w1rio 

si el problema es morler ado 

si el prnblema es duro 

obsérvese que ~¡ !:/ < 1, est:J. mc..>dlficacltm lo ar.randa. 

Los e1Torcs son muy aceptt.1bles en la rnnyorla de Jos casos aún 

cuando éstos muestran 11n crecimiento en los extr·1:mo::> del Intervalo 

lo lfl\H•slran las r,rMlcao; de los errores usando 

( Log10 1 X, - x; 1 I 1 x1 1 l. 
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nt>.<Zcrvncf(in 3.-

En términos generales el número de Iteraciones n:allzada"> t!n 

casos L"I .107- ( n I 3), obttn\iP-nrJo una btu;na rcduccitin de cómputo. 

A r:ontinuació11 se prt!seulan lo~; ejemplos •satiajado::.. 

Ejemplo J.-( Lewis l 1 l ) Estu ejemplo forma p<irte de UJhl 

f<lrnilla mf1s gen1w:li que !it: prt~sentará P.ll el 1:jemplo 7, c:>lá dentro 

Je la categorla d~ los duro.-; y su solución es ll ( t ) ;.::. r.t. 

J 
1 e" 
o 

F.jnmpln ?.-( Milh-r [l/J ) Este P.}:mpl11 c-s un ejemplo tlpi<..:o 

dentro Ue la clase di': !ns duros y su snl11cióíl ~·s u ( t ) = t. 

J 
w 1 

·xi 
e u { t) dt ==-;; 

0 X 

Ejemplo J.- ( Millcr l 12! ) E~tc cjt:n1plo del tipo clásico de 

los duros y tir!ne comll solución 11 ( t ) = e ·l/ló • 

4v'-'2 
rr t 

[ : , -xt U ( t ) dt = o_.¡; n 0 ' X ~ w • 

Ejemplo 4 .- { .~lillet· t JZI ) El rwcko th: este ejemplo 

la irnaP,Cll <ld oj.Jer;1dnr int~gra/ qw: define es de 

dimensión 3. Este {;ac Uentro de la r:atep,orla de !os duros y 

solución es u ( t ) = t. 

J: ( x - t 12 
u ( l J <ll • 112 x

2
- ?./J x + 1/4 o • x , 1. 

Ejemplo 5.-( Marti /lll l Este ejemplo tic los clásicos 

blandos, su núcl<~o es c()ntinuo y derivable a trozos, su solución 

es u ( t ) =- t
4 

-2 t
3 

+ t. 

J 
1 

b 5 'J 
o K r X, t ) u ( t ) dt :-:: -x +Jx3~5x +Jx 0 :S X :S l. 
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{ 

X ( 1 - t J 
con k ( x, t l := 

t ( 1 - X J 

X =:; t 

X ) l 

Ejemplo 6.- { Fo>:-\,noc\win 1141 ) F.I n(Jdr.o de este ejemplo 

es sq.1nrable y la imagen del opc1·ador Integral que define es de 

dimensión 2. Eslt! cat~ dentro de la catcgorla de los duros y su 

soluc:ión es u ( t ) = t. 

I I l X - l ) U ( t ) dt .= 1.1?. X + 1/J Ü .:S X :S 1 , 
() 

EjemplCl í',-{ Lcwis (JSl ) [slc ejemplo genera una família de 

problc111n5 cuya so!udóu Ct; u ( t ) :;o e'. la famill:i ~s ele tipo 

I 1 " 'l e 
o 

" ll { t ¡ dt = t/' q + l 

xn ·~ 1 

Ejt:mplo 13.-( 1Jub1wr [91 ) l-:!:>te ejemplo ,~., 11na ecuación de 

Vol~crra y es del tipo de los duros cuyn solución es u ( t ) = J. 

I ~ co'; ( x - t 1 u ( t J dt = sen x 0 ."S X :S: l • 

Ejemplo 9.- Dutmer [':IJ ) E5tc: ejemplo es de tipo duro y 

suf'ge de calcul<lr la iuv1.>r~a de Ja transformada 1..h.! Laplace, su 

solución es u ( t ) = 11;¿• sen t. 

r 
00 

-'1 
e u 

j o 

X 

( t 1 dt = ----
( xz + 1 )z 

Ejemplo 10.-( Dubncr l9l ) Simi!<.ir al anterior es, del tipo 

duro y su solución es u 1 t ) = 21.1 e-vi sen (:un). 

1 
u ( t ) tlt ~ --- ------

2 
( X + 1 ) 

0 ::S X ~ro • 

E}twplo 11.-( Phlllips lll ) Este ejemplo es daslco en la 

literatura y es conocido como la ecuación integral de Philllps, 

cabe seFialar que es el t'.m!co P.jcmplo de los trabajados que da 

nrierm {t unn mñt r•i;r spnrse ~nn ~structura dP. hnnda, su tipo es 

blando. 

56 



I ' K 1 X, t ) U ( t ) dr = f ( X } -6 ~ X !S 6 
·6 

donde 

f( X 1=16-I X 

k 1 x, ' 1 = { 
1 

/ )( I+ 112cos( nx/:J))t.'ign{~ ). •1/t:r1sen{ nx/3), 

+ Cf)f; ( n { X - t ),' J) si X - t ~ 3 

X - t ) 3 

y su ~olución (~'> 

{ 

l ;. <.:<.1;, ( n ( t )/ J) ~i t ! .:5 3 
u ( t 1 = 

() t 1 ) 1 

E lempln 12.-( Fox-Gooriwin fMJ ) Este ejemplo es del tipo de 

Jo<:> duros y su soh1ción es u { t ) = sen t. 

J : cos r x - t 1 \l 1 t J ,Jt ~ '" cos x • n/4 sen x O s x s l. 

Ejemplo JJ.-( Fox-Goodwin f141 ) F.stt.! cji:mplo es del tipo de 

!oi; duros. ~u !;Olut:i.:'in es 11( t ) = r.os t + sen t. 

f 
ir/?. cos x -t- s~n x 

O 

~Cll ( X+ t ) U ( t ) dt = ·---~·--···-· 
1 /2 .. nl4 

O :.> X :S TI/2 , 

l:."jemplo 14,-( Fox-Gcodwin 114] } Análogo .1J Hnlerior y su 

r.nh1ción es 11 ( t ) = cos t - sen l 

J 
un cos x - ~en x 

O 

~Cll ( X + t ) ll ( f ) dt = ---
1 //, - R/4 

o.::. x .s nn, 

f:Jc:mplo 15,-{ Fox-Goodwln 114 J ) E5tf~ cjP-mplo es del tipo 

clásico de los moclf:rados con núcleo algebraico y su solución es 

uCtH. 

J ~ ~;--;:-;> 11 1 t J clt • 1/Jll+x'Hv;--:,-¿. - x3
) o ~ x s l. 

Ejemplo 16.-( l.ópez fil ) Este ejemplo de la catcgorla de los 

mocJ,.rados, es de nueva creación y $U solución es u(t)=t(!Ot+ll. 

J 
1 JOx +11 

0--x_~·~ u ( t } dt=-5-JOx+(IOx+l)Jn(í'Q'X¡J) O.:>x:s?. • 

Ejemplo 17.-( Varah fll ) Es un ejemplo que pertenece a In 

categorfa dP los rluros, corresponde a la transform(lda irlVf:rsa del 

57 



coseno y su soluci611 es u ( t } = t. 

J : cos( xt J u ( t ) dt = sunx/x+lcoslx-tllx2 o:;x::;J • 

E.Jemplo 18.-( Graves l JJI J Este ejemplo es del tipo duro 

su solución es u( t 1 ..- t. 

J 
fi x2 

- 8 X + 3 
: ( X - l )

2 
U ( l ! dl = --¡2--- 0 !í X:! l. 

l:.."Jemplo lY.-l Gran.:s [JJJ l A11d.lugo ni anterior y :,u solución 

es 11 ( t ) = 16 t
2 

- 16 t .+ 3. 

' 
J

1 sx·-sxiJ 
( X - t )z U ( t } dt = -~---- ~----

15 
o 

Ejemplo 20.-{ r.ravrs [11! ) Nucvilmentc el nflclco de e!ita 

CClJHción simllnr a.I ;rnt.crior su solución es 

u l t J ;:: cos (StJ. 

J
1 
(x-t}

7 
ul i.)dt=senSxz-2{5~1.mS+r.:os5-lh:- lOcos5+2~scn5 O:Sx~l . ,, --;~- ---~· --¡z5 __ _ 

A continuación se presentan los rcsultac.Jos obtenidos, ast 

como las grfl.flcas de éstos. 

obsen•aclón 4.-

El caso de los ejemplos que no se presentan las gráficas de 

~us rcsult~1dos se dehe a q11e se presentaron problemas t:!O el 

cálculo de Jos valores singulares. 
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ll;K>: duro 

m 301 
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peeoa • 1 ardml • 1 
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Comentarios sobre la grti.fica 

En este ejemplo tomarnos 11 = 101, 111 = 301; el núnlero de 

iteraciones rcali7.adns en el proce~o dt.: Didiagonallzación fllP. de 

k = 16, como 5c mencionó f'n el traliajo, el número rnáxh110 de 

iteraciones que k = n '.:. JO!, es por estu 

ra:.>:6n que se nbsN·va 1111 nhorro del 84/. c11 fo~ cákukis 

computacionales. 

Por Jo qtw rr.--;p~cta al tipo de problema es un ejemplo clásico 

dt' lct dasc de lo:> "dtiros", por !o tanto se tomó corno limite para 

el condlclonnl CONLIM = 3.1/'. Comf) •;1• ITI!'flrinn/'. ''ll "<:!~· tipo de 

problemas l,i ~olu<:ión G:tt1ss-Murk0v puede tornólr valores 

inüdnd->Hiles, t~:.to ob~.i('!'V<l. 1:11 Ja r,1·Mica, Ja solución 

-l.ll>:Je
1 

y l.49St?. 

Observando la p,rnffca d~ la •;n!ución exacta contra la gn'.tflc:a 

(k la soJudb!l calculad<l por m1e•_;trn rnt'.:tndn prnpucsto s.e confunden 

amhas s.olur.lones síP.mlo apcrins ;1pn:ciablP. lJOtl pcqueiia diferencia 

en los P.Xtrcmos. r::~.to ~;1: ve reflejado en 111 gráfica de los errores 

relatr\•os· 11:.;rndü lo~ !:!rrnrcs \'arlan entre -3.SP.
0 

y 

8, 7c -t~ asl mismo, {~st.os tom¡.¡11 su valcw rnáxhno en el ~xtren¡o 

inicial del ínter va Jo y µn:-scntan un descc:l;.o en la parte central 

con un pequei\o repunte en el cxt1·cmo final. Cabe destacar que e~ac 

mi$mu fenómeno SI'! obse1·vó en la rr.ayorla Je los ejemplos 

trabajados, es dcci1·, los C'rrorcs licndC'n a disminuir en Ja parte 

ce11tra/ y aumentan en los extremos. 

Del párrafo nntcrior, de ob.scna1· la p:ráflca y el intervalo 

de los errores, pudcmos decir r¡ue en promedio se tiene 2 cifras de 

éiproximadón. 
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Comentarios sobre la gri'lflca 

Ln r.c;tr: cjt~mplo ck In catcgoria rk Jos "dtiros" •,e tomó 

n = 101, m ;;:"Jt)l 

realizadas fue de 

CONJ.IM ::: :J.c
14

, d n1'mwro r\e itcr·aciones 

K = 101; ce; tlccir, no !.e ob~m·6 ahorro 

cori.putacional ccn el c:ritr:rlo de tr11nc;111uentn. 

El comprwtarni1•11\q dr: la s.1Juci6n Gau~:;-Ma1·kov muy similar 

ti! de la solución cillctil:ida. 

Por lo que• rt?.,;wcta a la solución usando el método de 

"Regu)al'izad6n Directa" 6;.tu ~Jrcsenta valnrc::; inaceptables; cabe 

rc~.ultados <.Keptable·.;. 

Finalmcnff:, cibs<:rvandu la r,ráfka de los errores, ~stos 

varían l'lltre -:!.Jeº y 8.Jle··t pn::.entando una pequeña :z.oua de 

"buena" aproximación una "mala" aproximación en el resto del 

intervalo. f11 cu11clusión, este ejemplo :no dio resultados 

aceptables. 
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Comentarios sobre la gráfica 

En este ejemplo que pe1·t1·11ecc a Ja catcgorlH de los "blandos" 

tomó n = 75, m "" 75 y CONLJN = 7.Se
1
'; el núnwro de 

iteraciones realizadas fue de k = JI obteniendo un ahorro del 

587. en el tr.<i.bcijo realizado • 

Se observn que no eoxistc> nna difcren•~ia snst.mr:inl entre las 

soluciones obtcuili<.is por Jos métodos que se implementaron. Cal.Je 

dcr:.tacar que el método de Regulurizaci6n Directa !>ólo en este 

ejemplo dio l'C'iUltadus ilccptabk~. 

Por lo que respecta a los errori·s é~;tcs presentan 2 picos en 

!ns puntos de disr.nnt in11idad de lr.i. solución ( x = -3 X : J ), 

E11 t.:onclusión, en p1·omedio se tiene más de u•u¡ cifra exacta eu la 

solución rakuladil, 
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n • 101 m • 301 

Upo: duro 
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a ouadrada - S.2"·05 

Gamrna opi:lma • 1.7~-ca 
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Comentarios sobre la gri\fica 

En este ejemplo de la c.:atcgorla de lo$ "duros'' se tomó 

ll = 101, m :.: :101 y CONLIM oo- '.1.t!
14

. 

F:!i impoT'tante <.;f:r~alnr- qtJe al lltili~ar el criterio de 

trnncruniento de la llidia~~on;¡lfzación úiilcamcntc se realizaron k = 

10 lteracionr:!I ahorro del 901. t:n Jos cá.lculo5. 

computacionalt:<>~ es decir, tlelle una importarilt: reducció11 en 

los rcquer·imiento'> de córnp~Jto. 

J .a S.l!uclón Gnuqs-Markov 5j bien no toma valores inaceptables 

presenta oscilaciones ,1prt:ci¡¡hJ~s crn1 1 espc..::to In solur.lón 

Por lo que TT pi.:cta a lo~ c1T 1.irPs éstos prcf;i:n1an un ft·nnr.o 

dc•;censo en Ja pane cf.'ntrril del In! en•alo, como :.e puede 

observar, vnrl<ln entre -3. 08~ 0 
l.09c

0
, t1s decir-, no se obtuvó 

ninguna cifl'n significnti':a en el ~xlrcmo inicial del intervalo; 

sin embargo, se tiene en promedio 2 cifras de ilproximación en el 

1·esto del intervalo. 
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CAPITULO <•.- CONCLUSIONES 

El problema de n.~solvcr numér!camenv• un sistema mal 

co11dicior1ado d~~ mcdi;ina ó gran c:;1~.1la t icn1~ caractcristicus muy 

lrnportanff:5: por· un lado, c:I tamafio Lle Ja n1t.1.triz nbliga a tener un 

m&todo que optimícc lo::; rcrur~os de memoria y por el otro, el mal 

comportarnlenlo de la matriz requiere métodos qnc sean C'stablcs u 

rcqudías P.crturlHcion•~!i. 

memoria adlcinnal o mr,rllfknn lntr.rn<imcntc la lllt'\triz 'lril'(;itrnl 

generando elementos dif!T1~11tc!; de cero en lugares donde habla 

ci:!ros, es decir, llenan In mcltri·1. Este hecho genera una 

contra<llt::ción. 

La principal conch1sió11 al respecto en el presente trabajo es 

el haber- logrado una combinación de dos métodcis, a saber el método 

de Bidia~onalizadón de Lanczos y el método de Regularización de 

Tljo-nov con la elr.cción aulomatica del parámetro de 

Regularlzacir'in, resolviendo en forma razonable las dos grandes 

dificu\tíJdcs prácticaf:i anlt!5 mencionadas. 

Dicho de otra fornw, en esta tesis se presenta un método 

nuevo, estable y eficiente para la resolución de problemas de 

mlnimo de ctrndradns muy mal condicionados con pocos requerimientos 

dF. memoria. y cómputo. 

Cabe mencionar que existen trabajos en la literatura en la 

misma dirección. Palgc-Saunders ll61 presentan el algoritmo LSQR 

para resolver 
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conocido c:omo mlnimu!i cuadrados <1.mcrtfguadoc;, lo cunl !."'> 

1~q1.;lvalcnte n la ree;ulnrl1.o.ción de fijonov de orden O con 1 dada 

de antemano. N11e5tro alg0rltmo es una generalización de LSQR 1m 

doo; din:cdoncs: [JOI' 1111 lado, nuestra propuesta admite ordenes ele 

regularización mayores que cerr-,_ en nllr:~tro trabajo expedmcntal 

se contemplo.ron OJ'dcncs = O, l y ypor otro laUu r.ucstra 

proptwsta e~tinw. automaticamente el paoámctro de 

rcg11Jarizaclón evitando el ensayo. E~tc 11\timo aspecto adquiere 

g1·an ri:lcvancla en comparación con LSQR d('bido a que este últhno 

recalculo torta la \Jidi.igonalización y f'actorizacíones involucraUas 

cada vez que curnhln d fJiff,'lmetrn 1 de rC'g11larizaci6n. 

O' Luary- .Simmons[l7) pn.:scntan un algoritmo que combina Ja 

bidlagonalización Superior de Lanczos con el método de 

Regularización Directa. En el cnpitulo 2 del pi·t!5t:nk trabajo se 

hace ver l:J.s ventajas de la bidiagon;ili;rnción inferior con 

n:l;1r:lón a la -:uperior. En este mismo ::i.rtkulo se rla \lli criterio 

muy burrlo para truncar la bidi;1gonalización en base al cual se 

presenta un método de regularización directa. 

Este mf!t.odo no dio resultados aceptables para los ejemplos de 

ecuaciones integrales de Ja cn.tegorla de los duros que en esta 

tesis se estudiaron. En nuestro estudio experimental con el método 

de Regularización Directa proµut~sto por O'Leary-Simmons se logró 

reproducir los resultados reportados para el ejemplo de Phillips. 

Es importante dejar asentado que éste fue el único de nuestros 

ejemplos par" t:I cuill dlt:ho método dió resultados aceptables. As! 

puu~;, e\ método propuesto en esta tesis resulta ser rnuy superior 
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al método tic rf'gulurlzoción directa vle bldlagonallzación 

propuesto por O' Lcary-Simmons. 

La tercera conclusi611 C!:> n~lativa los principios de 

optlmalidali y pseudu-optimalidad para la estimación úel parámt~tro 

de regularización y consiste en la obtención de una versii'.ln 

matricial de ~:.tos en términos de la norma rrnbcnius mejorando las 

formulas obtenidas en 11 l ¡rnra la vadanzil y el se~go cund1·at10, 

además, ~e obtiene una expresión equivalente y se dcsan·olla un 

método para calculnr de m;rnr.ra más estable las ¡'s. 

Para finalizar, 110 µodemor; dejar de 1ncncion<1r que se requiere 

m<intener en mcrnni·1a los v1_•ctores q
1
, q

2
, ... , qk, 105 cuales se 

util!zan pil!"<t rccupcrnr !ns trnnsfnrmncloncs ortognna\es 

utilizadas. [.¡ problema (abierto) 1·adica en obt1:ner un método 

"barato" de manera ltcrn.th•a para el cñ.lculo de la 

descomposición sinr.ular o bi1-m para la estimación de las ;'s a 

partir directamente de la o:'s y ¡J's de la bidlagonalizadón. 
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