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TNTRODNCCION

Este trabago esta dedicado al estudio delas Pruebas de
Consistencia Relativa ulitizando e\ mérodo de Mode o Tndernos
Los objetivos fundamentales son los siguientess ‘
a) Precisar 10s conceptos de Consiskencia e Trdependencia
bYEstablecer de que manera se prueba o Consistencia Relakiva con
e\ método de Modelos Tnternos; es decif; establecer que fesuitado
de Ldoica Juskifica nuestras peuebas de Consistencia Relutiva.
ac ejemplos de Pruebas de Consistencia Relakiva con el méiodo de

Modelos Tnlecnos, pasa o cual uhilizaremos la Teoru de Conguntes 2F
(2ermelo—Fraenkel).

En las siguientes l{neas tratamos de resalrar la tmportancia y
u¥ilidad de \us Pruebas de Consistencia Relativa.

Las primeras Pruebas de Consistencia Relaviva las encon’rrqmos
en Geome¥ria y fueron mo¥ivadas pof \os eskudios que se hiciefon
acerca del V postulado de Eudides, A continvgeion enunciamos
los cinco postulados de Euchides]
T.Una recta puede tazarse desde un punto cualquiera hasta otfo.
Una recka Finlta puede prolongarse continsamente yhacerse
vaa recka ilimivada o wdefinida.

[.Una circunferencia puede describicse conuncenkio y una
diskancia.
’ - N P
N Todos los angules reckos son iguales enkre (e

V. Si una recka que corta a aras dos formad con estas angulos
inkeciores del mismo 1ado de ella gue sumados sean meno res
que dos rectoes,lus dos rectas si se prolongan indefinidamente,

Se coftardu del lado en que dicha suma de dagulos sea
menor que dos fectos.
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, A\;,'m'l_ggr) .&\'V postulado, notamos que ™ es tan conciso
. ©. compre nsible  como: los coatro primeros postulados; ni -
expresa allector la misma “evidencial jes decir; no Hiene.
" lus propiedades que se reguerian en un postulado.
“Los geometras griegos sintieron que el V postulade tiene mds
de \u naturaleza de una proposicidn que de un postulado , y por
o tanko trcakaron de deducirlo a puftr detos atcos Y,
El conjunko de Yeoremas que se desprenden Onicumente de \os
postutados T —1V se denomina GEOMETRIA ABSOLUTA.
Por efemplo; e\ enunciado«
(4) Lo suma delos Gngulos internos de undeidngulo no supecar o
dos rectos.
es un +eorema de la Geomedria Absoluta.
Los intentos por deducir el V postulado como un fevfema o

parkir de los restankes postulados tuviefon ocopudos o los geometfas
por mds de dus mil anios.

Se dieron pruebas) pero siempre se enconttd que en dichas piuebas
se uki\izaba dlguna suposiciah eguwalente al propio postvlado.

Una de las eguivalencias del V postulado es debida al §isicoy
matemddico escoc€s John Playfair y que enunciamos como sigues

T8¢ un punko dado no situado sobre una recka dada s8lo puede
frazarse vna fecka patalela a \a recta dada i,

Donde entendemos que dos rectus som pqrd\e\as;sesu’n ta
definicion de Euciides

D23.Rectas paralelas son lus que; eskando en el mismo plano
Y prolongandose indefinidamente en ambos senidos,
ho Se cefran ni en Uno ni en ofro sendido.
Ewnlo que sigve shilizatemos la equivalencia de Playfair
cuande hagamos teferencia ol V pastylada.



El problema del V postuludo fue resuelto en el siglo X1X, principalmente
por Yo abra de Bolyai,Llobachevs'ky, Gavss y Riemann . Fing\mente

se demost( la TMP OSIBILIDAD de deducir el V postulado o parkic de
los otios poskulades ) ) mismo Yiempo que se legd ala idea de
sustituic este postulado por otro que lo niegue s por efemplos

(©)7Existen una recta m y un punto A, tales que poc A pasan no menos
de dus rectus que no corkan o m

y eskdn enun mismo plano conella”.,
{Lobachevsky).

Cudduies sistema seoméhico rcuya base postilacionul contradigy
a\gdn postulado de la Geomeic{a Euchideana es Wlamado
GEOMETRIA NO EUCLIDEANA.

Siendo profesor delu Universidad de Kazan,NiKolai Tydnovich
Lobachevsky en su informe ala Fawltad de Fisica 9 Matematicas
(3e) 44 de febrero de 41826, segdn el calendurio Fuliano wigente
entonces en Rusia) y publicado a partic de 1829 en sos famosaS

TNVESTIGACWONES GEOMETRICAS SOBRE LAS PARALEL AS, por

Sr‘lmc(a
ver formola la idedt de que e\l V postulado no puede ser deducido de los
restantes postulados,las investigaciones de

Lobachevski trajeron como
consecuencia quet () CONSISTENUA (GEOMETRIA EUCLIDEANA) =2
=) CONS\STENCIA (REOMETRIA LOBACHEVSKIANA)

A una prueba de (¥) Lo tlamamos Prueba de Consistenda Relativa
deld Geomedria Lobachevekiana con respecto a lo heometria Eudideand.
La prueba rigurosa de (%) lo realizaron E.Beltrami, F.Klein,
H.Poincard ;, A. Cayley y otros,

Enel capiiolo T discatimos ta Concishenciu Re\q*\\mﬂde la
Geomeiia Lobachevskiana con Tespecto ola Geometeia Euclideana;
uwkilizando una idea de Poincaré,en lo que se conoce como el
modelo de Poincaré paca ta Geometrio Planc \-u\mc\r\evskxdnd:
El método consiste en crear un modelo dentro dela Geometria
Euclideana ;de ¥al manefa gue una inconsistenciu enla
Geomedefa Lobachevekiang , implicut{o una inconsistencia

en la Geometila BEuclideand.
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De esta manerd, hemos notado la impoftancia que tovieron lag
Proebas de Consistencia Relakiva en e\ problema del v postolado.

Avara presentamos un eSemplo dela uklidad de estas proebas

enla Teor{a de Conjontos el problema que krataremos es e\ que
se reflere ala Mpatesis del Continvo,

En sus +rabagos sobre cardinalidadde (onguntos, George
Cantor demostrd el sigviente tesultados

Lo cardinalidad de los nimeros naturales es mefhof
que \o cardinalidud de los ndmecos reales,
es decit  AW{< IRV,

Una vez conocido que | INV< IRV e inderesante preguntasse
dExishicd cardinalel talque INI< < IRV ©

La tespyesta o esta pregunta fve dada por 6ddel v

Colen. Antes de ver como respondiefon ;hacemos algunos
comentarios,
A\ enunciado?

/N existe cardinal % dal que TINIK«(< IR] "

Sele conoce comd la WROTESIS DEL (ONTINVG (Abieviamos Wi.)
Yy fue conjetvrada pot George Cantof.

Ald negacicn de \a Wipdlesis del Condinue la abreviomos
come TW.C.

En 1933 )kurk G5 del mosked quela W.C. wo podia ser refutada
por los axiomos vsuales delu Teotu de (onjunkos; es dedir,
quelu W no esun Yeotema dela Teorin de (onjunkas, '
En 49673, Paol Colen mostcd que \a negacich dela (. no podia
ser refovada o paftic delos axiomas vsvales dely Teot{a de

Conjuntos, es decit;que Va Wele no €S un Yeotema dela
Teor{a de ConFuntos.



Hacemos e\ comenjvaﬁo de ‘que Vs resultades de Gudel y Coven estd -
sujetos o \o hipdkesis de que los axiomoas usuales de taTeor{y de
Confuntos (Teor{a de (onjuntos 2F) sean consistentes, o

Esto quiere decir que Ggdel probd
CONSASTENCIA (2F) =7 CONS\STENGA(2F4 WH.C.)
Y Cohen probd que
CONSISTENCA (ZF)=) CONS\STENQA(ZF+ TH.C)
Eslo nos wuelve o iluskrar la udilidad delas Proebas de (onsisiendia
Relativa.
Lo (onsistencia Absolata delos axiomas usvales delaTeor(a de (anjuntos,
no se puede demastrar Y eso es debido o un Teorema de Godel que
afirma que para cvalguier feoria que pueda fepresentar ala
ardmédica delos ndmeros narurales,si esta teoria es onsisiente
entonces no se puede demosirar su consistencia par metodos
formalizables en lo misma feoria.
Lo consiskencia delos axiomas wsvales dela Teorfa de Conjontos
se puede demostay en okia kear{o mas fuerie,;pers esta
consistencia serd una consistencia relativa a \a consistencia
de la teor{a mds fuerdes






q¥enuon el conc;cndo como e\ 5o pos\u\ado de Cuclides.

A continvacich enunciamos los 5 pastulados ; tal 9corﬁo %eron
Teductadoes por Euclides:

1. Una recka puede Yrazacse desde un punto cualguiela hasta otro.
2.Una recta ginita puede prolongurse continuomente
‘Y hacerse una recka ilimitadd o indefinida.

3lna circonferencia puede describirse con un centro yuna diskancia.
4: Todos los angules rectes son iguales enire sil

5.5i una recra que corta a otras dos forma con estas dingulos
interiores del mismo lado de ella que sumados sean menores
que dos rectos,los dos rectas,si se pro\ongan indefinidamenie,
se cortardn del lado en que dicha suma de dngutes sea menor
que dos vecdos,

Si comparamos &) 5° postulado con los okros cuakfo)vemos que
diferencia de estos , el SO postulado noes +an conciso

o comprensibie ) ni expreso dl leckor {4 mismy #evidencia¥
es deci, carece de las cafacterishicas que se requerian  €n
un postulado. '
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Euclides mismo tratd de evitarlo mienttas padorya que nolo uhilieg
en sus demostraciones sino hasta que \\ego ala proposicidn T2q,
g‘°s9“mt*ms griegos les parecid’ queel 50 posiylado tenfa mis
ela naturaleza de una proposicich que de on postulado. ,
~ Enlos intentos por deducic el 59 postolade como un feorema a
pattic de los restantes axiomas Y postolados se produjeron
demostraciones de este hecho, pero siempie se encontrg que

hab{a sido ulitizada diguna suposiciofi equivatente ol propio
pastulado. ;

Una de lus eguivalencias del s° postolado es debidaal fisicoy -
matemdico escocds John Playfair ylu enunciomos como siguet
Por un punto dado no situade sebre und rectd solo
trazarse und fecta pacaleld a ella

puede
8 equivalenlemente

MNada una recla y un punto fueta de ella,exivte una y soloung
vecha que pasd pot el punto dado Yespardela ale recta dada.

Genevaciones enleras de matemdiicos inventaron derivar este
axioma o postulado) o pardir de \os otfos axiomas o postulades
ducante mas de dos mil oRoS.

Fue solamente en el siglo X1X, principaimente por la obra de Gauss,
Bolyai)Lobacheuski y Riemann;cuando se demosted la

TMPOSIBILIDAD de deducit e\ postulade de las paralelas a packir
de \os otcos axiomas 3 posiolades.

Y ademds tra3s consigo la idea de suskituif este posivlado par
otro que b niegue, pof efemplo:

T)Dada una tecta y un punto fuera de ella,no hay ninguna recha
que pase pof €l punto v sea puralela o Vo tecka dada (Riemann).
T )Dada unu fecka y on ponto fuera de ellajal menos haydos

Feckas que pasan por e\ punto dado ¥ son paralelas o
la recka dada (Lobachevsii). .
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Cva\guier Sistema Ammtho pum\a & me’rr\a)cﬂgu:bose“ posh\qcmnu\
contradiga algyn postelado de \a. Geomelrs

Geomedr{u No Euclideana.”

Los heomettias No Buclideanus fue side rudas comoTnconS\s\en’fes
can tespecto ol Espacio F\S\Coles decif) que sus axiomas eran
claramente fulsos respecio al Espacio Fisico L Por lo anto, fue
decisivo eslabolecer Va consistencia delas Geomet({as NoEuciideanas.

Pero, 5 cotho puede mostracse ta Consistencia dela Geome te{a
Plana LoBachevsk iana,poc efemplo?

E\)c\\‘: ean a‘es flomada

- d l , . :
Lo Tdea bdsica ey encontiof un “emodelo’ (o # n’rerpre’rac\on
pata los poskutlados del siskema en C\xes’c\on ) c\e +olm

codd postulado (o axioma) se convieita en una q-ﬂ(m
vetdaderd en tal modelos

Patata Geomelt{u Eucideana el modelo Quep’mdo oo e\
espacio de \a vida ordinafid.

Pata la Geometifa Lobachevsic fona el moc\e\o ° \!\\E(P‘E\'C\C\Gﬂ
que empleasemos fve ideddo pof_ Henri Poincaré y conduce
o\ Wamade /0delo de Poincare dela heomedria Plana
Lobacheys ik iana.

Elegimos yna cifeonfetendd Z ylalamamos circonterencio fonda-

mental.Damos o continuacidn 1as siguientes intetpretaciones:
7 panko” Lo tater pretamos como un puntoenelinteriorde .
Aieckal \o interptetamos como \u parte nteriof o 2 de cualguiet
Citcontecencia euchideana gue sea oftogonala .,
Tambieh damos digunas definiciones:
DEFINLCON.  medida de un Gngelo entre dos %ecdad que secorkan  es
{gualatu medida en radianes endce las dos drcunderencias
evclideanas que condienen a las dos e dast



DEFINICION.  tongitud de un Cegmentd AB s igual a )
Log [ (AT /T )(BS/AS)] ,donde Sy son los puntos enque la

. #
citcunferencia euchideanca  que conbiene ol fsegmento’AB wrtaa 2,

stendo puestos Sy T de modo que A quede entre Sy B Debera
ohservarse que (AT/BT)BS/AS) >4, de donde
dog T (AT/eT)(85/A5)]7 O

< \J

: 5 , :

Y (atrgmI(85/AS)YL E(ATI85)K (BT)(AS) que daramente se comple.
Con\os nterpretaciones anteriores cada postoludo lobachevs K iano
tiene como fraduccign vn featema enla Geomedcia Euclideana,

De esta manera e\ postolado lobachevs K iano de as paralelas

se draduce en una aficmacich verdaderda enly Geomete{a Euclideand.
Probemosios

Sea £ una circunferencia evclideanu {ga.

Sean M una'tecka? y A un Ponde” fveradela tecta’ m,
Supongamos que la ciccunfere ncia euclideana que con biene a la

Mrecta!! w cor¥a a £ en Xy Y. Tracénse pof A las dos Cifcunferencias

euchideanas orfogonales a £ 4 que pasan tespeclivamente por XuV,
Estos circuntecencias son distintas y ademds en el interior de g

no tienen Ningdn Punto en camin con M, ya que esias circunierencias
son tangentes respectivamente en Xy Y a \acirwnietenda

eockideand que condiene a M )pefo XY no son puntes en el
intevior de .

oy
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De es%u {o(mcx,hemos u\sﬁo q\)e e\ poS-\\l\Gdo \o\oo\c\\c\ls K iano de lqs
 patalelus se +raduce en una uhrmuc\on verdaderq
Euclideand.

Cw_e;om‘c‘\nq .
Aparenlemente, esto pme\m \a car\s\skem\u
Lobachevs K iana.Sin embargo)lo Gnico que se

sigoientes lo Geometria Lobachevsk iana es consy;
que lu Geumetrin Euclideand resulte consiste r\&e.

Pero ahora cabe la preguntd i

des consistenke pof simisma la Geomekeia Euc\tdec\na‘ . o
En el pasudo se argumentaba quela heomedrla Eueltdeana se
hdola construide de acverdo ol espacio de \q vida ordinaria,

Sin embargo; existe lu posibitidud de que haya gn fendmenc
del Espacis Fisico gue hasta ahora nohaya sido sbsetvado - -
y que poeda ser contradictorio conlos ox'\omas delq ﬁeome\(la
Eod\i deana

Por o fanto s este argumente ya no ey acepyado. Asi que m\en’trc\s
nase prueloe que lay Geome br{a Euc\i deana es consishente por s -

misSMa (y agui lo que queremos deci( s que Nd se dpele
alu consistencia de ohro srskema),lodnico que tendremos ¢5

(ORSASTENCIA{QEOMETRIA EUCLIDEANA) =7

5 CONSISTENCIA (REOMETRIA LOBACKENS KAANA) (1)

Tradando de probar la Consistencia de la Geomekc{a Euclideana
poc\emos mencional e\ ensayo de Wilbert g

Hilbeck recurre a un sshema q\gebm\co,+mn>‘}ormqmlo la

expresich “punto” en un por de némeros )\a expresidn ”rcdq
enyna relacion fineal, etce.

in embargo, el infento de Witbei¥ salo Pf\)e‘ou ‘o 5\9\)\6(\1«\3 o T
CONSISTENCLA(SISTEMA ALAEBRALCO) =

= CONS\STENCGA (GEOMETRIA EUCLIDEANA) (2\

e
A 4o\ sishema algebrulco lo conocemas como GEON\AT‘IC‘,AN‘,\‘\"‘CQ' \

11



A (M 9 (23 lus \\umqmos Pmebqs c\e ons\ﬂer\cw\ Re\

De eska maneca hemos mokivado el cancepls e

RetakivaHemos vists que onlay

'_proc\uur Prueboas de Consistencia R ativ
“Nos inYetesa tombién precisar c\a

Eoka Yarea \a (eu\\%uremos &n e\fca" '

Sl
comenyario que hace A\onao Chrch ucerca de la cunsué¥c

La nocidn de CONSISTENCIA de un siskema logishico
+iene vau modivacidn semdnlica,que sufge dela
exigencia de que 0o ho de Set un Heofema nada
que sea \dgicamenle dbsutds o gque tenga un
significado avtocondtadictorio, o de  que no habra
dos deofemas,unc delos cuales serd la nego\c‘\o’r\

de\ 04¢0.Pe0 prelendemos modificar eskon nocidn
originariamenie semdntica)de ral ferma gue
Yome un catackef sinkdetico (4 aphicable por

lo Yanko a un sistema loglstico. jn\c\t?ené\\et\\e' o

menle de \d interprelacidn: gue
paco é\) e oo

Chucch Alonto.

Tokroduckion 10 Mu%\\emahm\ \og!
Pt:mocv:—\on Ynive(siry \’( ess JAUS 6P \08)
\le( Yammeén

Wonet . Meka\ogieds \’a(omn‘{o (p.ﬂ\’-}) 3
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En el presente capittlo haremos precisos los conceptos
de consistencia; independencia, dedoccich formal) axioma, erc.
En la primera seccich lo haremos desde el punto de vista de
los \enguajes ‘Yu( males (\3\:‘\‘(0 de viska sintdckico) 5 en \a
segunda seccidn haremos vesaltar eshe concepto de con-
siskencio e independencitt €N wn caso especial de lenguojes
formuless e\ lenguaje formal de primer orden o

En la Yercera seccidn discukiremos e\ concepto de con-

sishencia y e\ concepio de independencia desde un punto
de viska semdnkico.

En lu cvarka parie haremos notar \u relucion endre e\
punto de vista formal y el punto de vista semdntico

enwncando feoremas imporiantes aceyca de dicha
relacion.
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2 1 SISTEMAS FORMALES

ZAADEFINMOON . Sea A% d un conjunto ol que lumaros alfabeto

(1) Una palabra en el alfubeto A es una sucesioh finita de sim=

bolos de A (SuecaSneA enlonces W=S+euSy esuny p'u\qbr’u)ﬁ
(2) L{A) =5W/y es vna poalabra en el o\fabelo A
a este conjunto lo Hamamos el tengugje enelallabelto AL

Solo le pedimos al conjunto A que ninguno de sus elementos se
Pueda expiesal como sucesion de otros simboles de A.

De esta manera, el conjunts de los ndmetos naturates /N nO :
podr{a ser alfubeto con evta condicioha. O

LA 2DEFINVCION . Sea A+
Un tenguage formal es <L(AY FY  donde
(A L(AY es lenguaje enel alfabelo A
{(NFelL(A), F*o i :
A F lo Vlumumoes el conjunde de {urmv\us \a\er\ %madqs H—\a{’s) e
LAZETEMPLO. Sea A uncur\jun’ro ,A#(b :
T ST WEL(A) ;W= SyseeSnt con S|eA quq-\odo |<°
entonces definimos L{wy=n'

I Fa={Woacdwen ,weL(AﬂS
¥y de esta manera

SL(AY/ FrY es un lengvaje format paratodo nelN. O

2AMDEFINICION. Un sistema formal (abreviamos SF)
es una terna <L(A),E,DY donde
(1) <LIA) FY esun lenguage formaul

R E ¢ es un conjunto de teglas de hqv\sfotch\on
(o inferencia) , I

14



",éui«}c F
L %'es yna dec.\ucc.\m\ #ormu\ (o den\mc\on {mmq\)
‘enel SE &) :

L 4. 5 DEFIN\C\ON Seu SF <L(Am=,u

=4y 2"“‘0( g 2__ A
(9-)2‘1 A en-\u\\ces
('5)£ é ’ - 1 : |
) 2« g 550\0 st ex\slfe $0S3 Fal gue-
%o es -f\m\'o 9 in\‘g—p .. 0.
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219 DEFlN\C\()N u“ S\S’rcmo\ sorma\' axi ma+\c (a
K

bCC\d\r 5\ (}i‘gﬁ
Pum un s\ﬁema 1'ormq\ qx\omqh(_‘ :
de dedvccion formal s

" 2.4.40.DEFINWION.Sea SFA= (LlA);Fu

V3SR Decimos que £ 155, o 51y ok
‘) dn=0of

W) Para cada i,1¢isn
T xies ,

o ote

0 o se ob¥uvo de un&'c\ores P
Ao sucesion 7oty uwuiotn la Hamamos. dedo
Considetermos e\ caso en que S=¢

2441 DEFINICION Sear SFA= (\.(A\;F;DNA? Gnsistenm

AEF, Decimos que ot ey un tearema del SFA(ab

ST Ysolo st oexisten diyvesyone +q\es qu
(Neotn=o

(2) para cada 1, 1«

odie O

o ofj se ghtuvo.de cm\enmes ot qP\\cquun
de alguna regla de nferencia. U
’atu DEFINICWON. Topp = S /e F y tepax Fold
24047, eropie
PRUE BA PAD DE Tsra « Tsra es DC (TSFAde;:A\
Recordamos que T$FA Stw/we Fy TSFA \—uJ}
O\Wro\oq(emus gue T‘EFA-—TS‘-A o
Sseu eTsray entonces xeF iy, \_SFA°< “por de&xmcmn deT;FA\
(\ ‘EF—Ad endonces existen o(‘,w.,,xn +u\es que
Doetn=
(2) qu cada 1;1&i&n
dieq

0 ofi se obtuveo de qn-\enures por. qp\scquur\ c)e a\sunq
Yeola de inferencia

16



eske poc\en\us \'e.eScr\\)\r\o como que ex\shn d\)ua..,o(“ L_q_ )
1) an= S o
(2} Para ccu\q T/1eien
LieTspA
0 Aie o
o o} se abliene c\e ankeriores. . : .
Con Vo que ob’«er\emos que  Tgpp ot ;que Jun’fo on que QeF noS
implica que e Tpp « L
b) Awora probaremos ave TSFAC-TSFA

sea e g ={¥/aeF 3 TSFAF;FZ a8

entonces aeF y Tera ‘_S_F_AA( , por \0 &qn*o o

(D otn= &

12)Para cada Tilgien
dieTsFA

0 oie g
o o} se obkiene de qr\\enme‘s

Avwca para cada oi€Tsea Fln ol 5,-5«.,0(\,\1\
1) oy =3 S

2} pura cada I, \& J‘m\
«£iel RE
o o se ahliene de anleriores,

Entonces existen gy poool Ny, 124 ) = o41%am,y 1 ¥ng ) @0o) Xnman  tales due

c umplen con las condiciones (A) g (2} de deduccich fotmal.
Por to +ando “GTSFA

Por o tanto TSFA—TSFA o
Eu pdoinas poskeriores usaremoes e\ o\ <
dedvccidh Sormal por lo Fanko concluimos eska secciah con

s\gu ente
2.4, 1H-ABRE\I\P\C\0N-
Sea SEA=SL(ALF(Dia) j2uiisF

vl H—d glorevia aue ol no es uno deduccief
>Fh o porkir de 2 encel SEA (S

concep¥o de que algo noes

o Sotmal
Stema Toimal Axiomdtin). 0

1+



2.7 LENGUATES FORMALES DE- PRIMER ORDEN

“Envesta seccidn: precisaremos el Yipo de lenguafe ave vkilizatemos
en el testo de este 4rakoaio; o este Yipo de \enguaje \o Namaremos
Lenguase Formal de Primer Qrden) y en eske lenguaje expresaremos
las nociones de dedyccioh formal,consiskencia,independencio axioma et (.
Comenzamos con lo sigutente detinicidn
2.2. 0 DEFINLCAON, P esuntipo de semeSanta- 8T Y solo si

$=FCPURUL donde :

1) @ es un conjunto de s{mbolas formales postblemente vacio.
$i Pe®, decimos que Pes una letra predicakiva y Yene
asociado un ndmero natural v {n71) Numado aridad.

2)F es un conjunto de simbolos formales posiblemente vach.
9% £€ T ) decivnos que £ es una lebra funciohal y tiene
asociado vn ndmero natural n(nz1) Wamado avidad.

3) G esun conjunto de simbolos kormales gosiblemente vacio.
5i e ac lo amamos constante individval. 0

Estamos \istos para precisar e\ lenguaje que uti\izatemes
2.2.2. DEFINACAON.Sea § un Fipe de semeianza .

Un Lenguage Formal de Primer Orden de Yipo &, denotado por Lg
ﬂes la unign de los siguientes confuntos de simbotos
3

2) i\“‘/i'(:!N-S t lanjunko de variables
AP0 wndunto de stmboles de punluacioft

4Y § 2, congonto que iene como elements o simbalo de igualdad
5) {7 AY ) confunto de conectivas

Q{B}- 1¢onfunto con un eyantificadar

L/SND\C\OM% ningdh simbolo es sucesich finita de oktos s{mbalos.

‘o \!Y’\io’n de los conjuntos del 2)al €) lo denotamos por
SL= Conjunto de Smbolos LEgios .

De eska munera, Lo=SLUP , [

i8



Z 2.3, QBSERVAC\QN 'En cuqn‘fo a aue c«.m:gun\-o dc 5\mbo\us lug\(os (sL:):,; :

- usar extshen c\\{eren\es opiniones’ e
- ) POT CJem \6 USqr "
9 {-"Vl"/ —27<>3 como COI\)’U(\‘\'O de conectiv ; 1 ‘73 T

Mo @) EV L 7Tviey2) ) \a \deq de’xener q\ Tenos 2 ‘é\emen\o
y“%-ﬁ\l\ ( /\ 7 \J\':',V:,)) Ao \dcu de Yener a\ mengs “e\emeﬂ 5

Hacemos \as stguientes definiciones que nos sefan: \)Jn\es
2.2.5. DEFINICAON. (Definicidh secursiva)

1) toda variable es un 9- t€rmino

2) todo constante es yn 9-rErmino :

3) 53T yeooTn Son §- términes 3 fef es\mo‘\e\rq ]

aridad ny eakonces L
£t jaao)Ln) €son - YErming.
3 \-os 9~ 1ETmings s denolaremas por s “\e\c\vqr\q‘b\cs T.an‘[z

2.2.6. DEFIMCAON ., Yo 9. expresich es una Ssucesidn Fxm’v 3
de stmbalos de LJ’ '

Cvando sespechemes que hay una propiedad Pam Yodos \os T
FErmings; nos gustacia saber de que mahera podnqmos
verikicarioresto lo e _emos con e\ siguiente principio
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2 2 :} PR\NC\P\Q DE TNDNCCAON PARA YTERMINQS
: Seq ¥P-una pmp\edd«.\ dque cumpe\e a9- *ern\\“os
Sise cumplenlos 3 pases siguientes:
1\?(\1& pata tudlguier TeIN
21 PLQY pasa cualguier <€ o
3) 5T TijeaeiTn son P-+érminas ¥4 ‘S(T\\xnn)\gn“\ Sl
eMonces § (£ Ty 00y Tn)) pasa ’«odu (eka {uncm\u\ de O\r\dad n.
~Entonces : ‘
pata walquler T que seq S’—\ermmo I se lc\er\e 3.
Alos pasos A)y 2)  seles lluma la base de \a Tnduccidh,
o\ poso 3) se le lama pasa indvekiva, @

2.2.%. DEFINLCON. Una 9- férmla akdmica &5 una P-expresicn de la
formal (TiXT2) & P(TiveeeyTa)
donde Ti)veerTn sen -idrminos y Pe@ de arided #. O
| 2.2.9. DEFINVION, Definicidn tecursiva de foimolas (kormolas bien formadas)
D\ Teda 9-F5rmula akdmica es una 9- ftmula

2) 5t o u  son §- Fécmulas entonces
) 4 (A ARY Fambi€n son P-formulas

3)Si o esuna 9-bemula ¥ X esuna variable y enkonces
(Bx oty es p-féemita. A

2.2.40.DEFINACION . Sea Lg=SLUY
Y f? =T /1 esun p-tétmina
2) \FS’ = §9/9es waa $-tdemula atdmica’t
-b)\fp =39/4¢ ¢5 wna P-F6rmidal .01

20



2. '2 A4 PR\N(\P\O DE TROUCCION PARA g-e,,m\,\ag R
: Sea - PC L.P . St suceden los :3 pasey Stgm
'l) Toda 9- Gorm\)\u atdmica pectencce o

2 st (u/ﬁc).y y «peP) = ('M)z(*’(/\

st (OLCL_? ¥ X esuna \uqnu\o\e}JO«‘ )
- Eotonces 5

P= L
Ahora hacemos q\gunas dehmcuoncs acerca c\e\ cva
2242 DEFINMCON. e
(1) Supongamos ave IVn ocurre enlaformula osEntonce: i
elalcance de 3 end es\a 4a. 46rmular escrita acunhr\uacmn de ’:Wn e

(2)Vn ocorre tibre en'$ (¥ frmala)&? Vn ocurre ens =
Y pafa calguter cuanhﬁcador 3

escrito Cl\\f,se Qump\e que \n QS"Q
fuera del alcance de 3

acetada) en§ &

un cyantificador 3 escriloen'¥
en\muado 28 no tiene ocurrencias libres devaridles

5\9619/‘5’ es un §- enur\cuqdo} M

(5)Vn ocurre ligada(cuantificada 0
Va esta dentro del alcance de a\g
M) e ur\ §-

Con e\ fin de legar ala definicidn de deduccion formal damos algunas
de finiciones
2.2.15 . DEFINVCION

, . \f, t osiv=\Ge
(4Y Sean vvevariables y t un bérmino ,entonces (V.) [ !

VSNV
Y sean Cuna cu“s\ante,v'unavanab\e g4 tun hcrmmo, =

enbonces (c),‘ =
(3) sean Runa letrau Func\ona\ de aridad Ny
Vunavariable, ¥ £ T1) vouTn termines, enfonces

LFeteent ]y = £ (1Y ,W,)[Tn] )
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2.2 DEEINICION . Sean Wy variable;
~“Definimos recursivamente (§ 1

- -(4) para atdmicas -
BB = (MY

A - [P(tl}uunf[n}]f‘; P( ('{')\{ h 7

(9 Sean o,p taEmias | entonces
S A=)
(oA BN =( (< A (B)\{)

(3) Sean W variable, o una §demala’
(ll = 12 st N
R Vi (O] ) i st THVT y Vi noctre ent:
':1%\( (o(“;f )1—) , 61 VT y Vi gcurte ent

(donde z esla 4a, tueva varidble 2V
ue o apdrece en Vi), nien t ) .0

g"l 1. DEFINICION. Sea « una £ormdla; entonces Nxo¢ = 73X (), 3
+2.16. DEFINACION - Sean 8,3 férmolas, t on Lécmino, X una variable,Yyarable
Los AXIOMAS LORLCOS son las genecolizaciones de
L) (= (paa))
2) (&= (B50M) —7 Lat=58) = (o))
3 (1 =7) — (p—>«))
4) Wx o — of
5) (-7 Vxa) si X no ocytre libre en™
6) (Ux(x-7 ) — (Yxx =7\ x )
1) xagx

B) XAY— (o)., con o atdmicu yeol! se obtiene de
teempluzande X por Y enceroomdas Waaces , [

Z.Q.H.ABREV\AC\()N.A\ conjunte de Yodos los axiomas 16gicos lo abreviamos
como Axlog.
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2.2.49.DEF INVCION L De finimos al SF=< LP’FI MPBY delat S;g“ie“‘\,g‘:mq“gra.;,, .
Lg es lenguafe Sormnal de Peimer Qrden .
F =Lg = cunjuito de fGreoulas bien formadas « que ya de finimos
MP esla siquiente tegla de nferencias X —7p

aMP o Namaros modus ponens . T
£
2.2 A9 DEFINION . Sea 2ufu]=F=)p.

Una deduccign de o o packic de s es una SU(.E“&\"L(g\)Otff)‘ov(.lt\“?“ :_"" L
de Férmulas tales que e
1) ofn= o

2} Para cada ¥y 1&i4n -
a) a7 € £\ AxLog Coia

o bExisten 3,k menoresque T tales qu
modus ponens o pqm!‘_dt:“f(;r

En tal caso abreviamos  Z15pX o0

2.2. 20.0EF lN\(\ONSEO\ SFA= 4 L?,FI,IV\P;;Q): un éss*émqi’(()\-l‘f\Q\
’ axionatico de Primer Orden y S'eq_éUiﬂEF:lP-
Una deduccidn de o apartirdes labreviomes Z\?;:‘A"()

€5 ung sucesidn <Hijuueidny de formolas Y9
LDskn=

2) Para cada T 1eTén
a)xte 2 UAxlogUQ N
0 b)Exisken 3,k &3 g off seobkienc por modus pone
a parkir de of y Xg=EF—20%) .0

En redbidud nosotros trabaaremos con SFA y en particular conel SFA

gue tiene como conjunlo de axiomas q Q=tF=1\os axiomas de to Teorfa™ . 7
de Conjundos 2 F. - :

en pardicular Mos interesaral el caso en Qe s=4¢.
De estar manera hacemos fa siguiente definicion,
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2.2.24. DEFINIION Sea SFA=CLg P P4 sisker form 4
de Primer Orden) 4 sea xef=17

4) o es unteorema del SFA si y: so\o;’S\

en ta\ caso albreviomes \‘ﬁ[{ °<
\TﬁFA = /ote)_ Y \EFA“Z 'G
2.2.22. ABREVI AC\ON, Decimos ave H— o :
Decimos que };/F; °< ( 5 fg/; o() si nosuce

Hemos llegado a las impor kantes defintciones de“(ur\sig\

2.2.75.0EF INVCON Seq $F= <L9,L9)MP> | chy :

A wnjunto 2 se dice consisdente para SF’s\ .9 solo st S
ninguna {érmula & ey da\gue S -of y i%—"o( ;

Z)Una formyla o se dice independienie de £ pqm SF S\gso\o S\
£y s : :

Desta CONSISTENCIA en Ly
2) esla INDEPENDENCIA enly . D

De esta manera hemes precisado los vociones de (OMS\STENC\A e
TNOEPENDENCIA en un lenguaje formal de primer orden.
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23.CONSISTENUIA € TNOEPE Noqu-pumo‘oé-msra;s;wm\(o.

g 2'5 A, DEFIN\(\ON Uoa estructura e\emen‘m\ e
T YA :
2) R conjunto de relaciones n—oxr\us ‘
) & conjunto de operaciones n- arw\s;nelN
M) € conjunto de elementos distinguidosa oo
A Votl=A \o Namamos e\ dominio de Aiseurso O

23.0.DEF INIION . Sea $=QUBU G un Fipo de semesanza,

Una estruchuta 1 =<A R, 0,87 es de +ipo $o §- es’rwc’rum S
sty solo si

hay una funcion %9 QRUEFUE (Namada Gunmon m\EYF‘C*a"‘M)
ta\ que e En
D) si PEP y esde aridad 0, endonces
TPIe®R vy es de aridud n
“2)si fe® y es de aridad myentonces
T(8)e @ y es de aridad m
Nsicef , Tek
W T es suprayectiva
Denbramoes T(x)=x7" .1

23 3DEFINICION. Sea $=FUFUG ;sea 01 una 9-estructura,
sea T yn 9-kérmine ¥ secWlo4l .

De finimos recursivamente lo m\crpre’ch\on 1: en 0\ \30\503
denotade por TO[S)

1) si telN , Wi [s1=5y

et ' [s]= i

B sifeB 3 esde aridad 00 ‘jtlw“ﬂ:"\n on. 9’\‘{'"““"5
FlTreenTa) 5] = -F"‘('\:\ l:s'},'u‘ .)'Ify\ [s1) .0

e



23N ETeM o), 9 (z-aria)  Cuical -

23'5:0@_Fm\c\oN Sy §o<SueneSniSariessT )
=950 eslasucesidn S(My)= (s\..,n,b,Smn»w7 D
_ 2.6 DEFINVION Sea P tigode semejanzayentonies \<p {0‘/04:5&6*\?0.9} D,
2.3 DEFINICON D¢ SATISFACIBILIDAD (TARSKL) '
Sear *SEL-; ) Wéky ) se oW definimos O‘\"\fY_S-]

DY LNT), RS e 1,7 5]=T1 15]

32 faue (TuoeiTn) , O (B etnen o5} €7 <10ty oo 105T) € P
2)%59p,  OleGpIS] < ot B1s)

STBAY, o1i=(BAYIIS) <D MR BIST y CMERTS) ‘
B8 (3B), 1 BvkB)SIE pova algdn delorl, ovE BTLSIYA )]

Si ademds definimoss BNAZ7(IpATY) ) BIRZ TRV
B S @AMAR ) 5 WYk B =T(3V (16)) yentonces obtencmoss

NGIBVY | Ot (BVMTS) €7 01=p1s] o oeBis)

)88, ot (N1 €7 A HEBISL o otk IS)
«e V988 ) i (OMISTEN (01K 15T 0 G1ERS] )y (01E2TS) o ot BEI)
ee e )$1(WVk B), 01 (W BYTS) &) para todo deletl ) oL S(a)) . O
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2'5 % ‘)EFIN\(\QN U)eﬁmm«m de verdaudero o mode\u)1C
7 Sean Sun Yipo de semefunid) 0re Kp ZUS‘S}C).J:
A Y &) MESES) pata toda 5% o
- 2)'% 5 verdadeta en 0V &Y 01 =% v
3) (H es un modeto d€ § &> Y es verdudera en Ol
H) 04 es v modelo de S v = p para Yodo peZ
519 €5 faksa en 00 &7 (AHYIS) gara Yoda selotl T
23.9, ALAUNAS PROPIEDADES.
Sean §un lipo de semeianza, Ol Kp,se \0\\ 2UAU§‘8, Vic L‘;
D P =31s) €7 13151 _
) HE=Y15) & M =T77%(5]
3) Pata todo enunciado T 3010 o 0176 PE\’O no ambos
) R (Y VeS) ISV 04k (vl s E5)
5) 01k 3V 151 04 b= (ke (1)) (51
©) 0 (S5 ST €2 0t = (S AT W) [ S]

F) Versidn de modss ponens
Q) A= (K5 YILS, HENIS] =) e

DR ) ey =2 oal=Y
8)% wo Yiene modelo y £EA =7 Ao Yene modelo

) £9 =9%,7%% ne tiene modelo
10) L§ 1 ch no keaen modelo O

2540, DEFINVCION. Sean $un ko de semefanan 2L
D) Mod (£)=1%omeky , 0t es madelo de £3
Z)Te°(°*)=sz‘3/‘seley , 01EYT .0
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2.3.41.0BSERVAUIONES.Sean I bipo de semejania, 06k 2 Lo
1= tiene modelo = Mod(2)£¢

2) o) Teo (o) =18
5) Teo (0+) kiene modeloy va que 01 es modelo estdndar deTeolo) o1

En Teor(a de Modelos 4enemos una definiciéh andloga o la def\mc\on
de deduccion formal. ‘

23342 DEFINICYON. Sean § vn Vigo de seme3anza  2U5 93 )5,

)% es consecuencia (dgica de £ (2 %) si ysob st
para todo OleKg (01esmodelode £ =7 01t=%)

2)'$ no es consecuencia M gica de & (£ HS) siysdosi
existe 016 Kp (Ctes modelo des y O1EY)

3) 3 es independiente de £ 7 ke 9 y 2HTY

M)S es completo &> pasa todo ge Sy, S=B o SETB

5)% es dependiente de £ €2¥ no es independientede s |

)€ esincomplelo <= g no es completo

7)€ s consistente &> S tiene modelo

B) € es nconsishente <7 £ no diene models ;

Vne=1P /21l .0

2345 DEFINICION. Sea 2= L%p ;
Z es una teoria S pasatodo ‘5’6":1& (

2314, ETEMPLOS. :
%) fata calguier 215 ) G 95 ong Fe
b) Pare cua\qu(er HeKp ) Tco(m) es Una \'eanq E]
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23.45. PROPIE DADE S.Seat § Hpo de semejanid, EUAUfﬂEL; P k
NYes = 3=% Lo
2ES gy ssA=)AFS
3) 04 €3 modelo de & <= 04 es modelo de %3
MZs=A = (hs= A
5) Caltag)=tns
¢) £ tene modelo &7 exsle geL% 14 Si#B
HESHYesuIT 8) tiene modelo
8)s H13<s uggl Liene modelo

‘“ O ¢ modelode & < Cr\f._C_TEO(O"\
10) son equivalentes
a)s es incompleto
b) existe BEL§ g pes independiente de <
Vexste VeIl +a ULV y 2ufrvl bienen modelo.
Nexste fely 1y 11,70 Nz =¢ . O

Como se vio enesta seccion,los conceptos de
Consistencia e 'Independe ncta fombien se tienen
desde un punto de vista semdntico. :
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'ZL\ (Qt\%\ﬂencm e'independenua. :
Re\ac\on de. \os Pontos. Ae \J\s\'q Fom\a\ gSemunhco.

En las secciones pasadus hemos definido Consistencia e Tndependencia
usando dos puntos de vistaz el Formal y el Semdntico o En esta seccioh
relacionaremos los dos puntos de vista.

Existe un teoremar muy importante de la Ligica que nos permite
establecer 1 relacich entre estos 2 punios de vista.Eske teorema

lamado Teorema de (ompletud aparecid para lenguaies numerables
enla tesis dockoral de Kurdk Gigdel en 4930,

Bl enunciado del Teoiema es el sigviente

LYATEOREMA DE COMPLETVD { Giedel , 130)
Sea 5.050(19\,7 1 entonced
1) & St ,entonces 2 FX
2} o Sk o | entonced S — ‘
Ala patke 4) suele Namarsele Teoremade Validez o (arrectud.” v
alu parke 2) suele Namursele Teoremu de Completud .13

Pasa una pruebor consultare
Enderton) 4-B. Una introduccich malemdiica ala logica. UNAM.

Este Tevrema nos permite tener las siguientes equivalendas
como corolario

2M.2.COROLARIO. Sea 2030('5.":)_69 < E ntonces
112 es consistente desde el punko de viska kot Mul <=
E7 2 es consishenie desde el panto de viska semdntico

N e ndependiente de £ segun el pundo de uista furmul &<
€ o ey independiente de & segin el punta devistu semdntico . O
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El Teorema de (omplelud es de gran valor para nosoitoss
Coando cabajemos en consistencia e independencich; podremos
ehiizar Voo dos putkos de vista sedun fos convenga.

’?m e§emplo) Ser o independiente d¢ £ significa que S H-A y 2H—70(;
vot el Teotema de Compledud podemos envnciar (o siguietite

THD.DEFINVCION. Sea V3RS Ly

1) H-o 1) Uttt ) diene modelo

ol es independiente de £ & &=
e ,Pe : NS H7d 21) sugad diene models , )
La razdh de que estas propiedades se tengan es que lus teglas de

" deduccioh formal estan dispuestas pata que si €43, entonces

pora ualguier O1 que Sea Modelo de 2 ,se hene que Oles wodelode ¥,

Vado 04 wodelo de & =7 cualguier enunciado fulso end no e demosirable de 2,
dodo que 7T 9§ (T enviciadu) no pueden tenerse ambos en 04,

enlonceS S no puede probar a ambos; por lo dunto £ es consisteme.
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3 i L. DEFIN\(\O
W)Sea T IE= 5933 qoes

| mA EVD (0
S DN sfmboles écnicos
{7191 simboles gicos

('53 Férmulas bien formadas son .‘
_Devalquier ledra proposicional - S
i) si o 1B son £181S endonces (‘lo() (G 7|3) son J?H"S
F={x/ores 2097
<L(A)/3:17 es el \enguaie Sormal pota la \ug\m de er\\muqdos
) Sean R (pe T
@ABYE (T (2p))
=KVBY= ((1e)9p)
(A&7 BY= (@ 75)/\(3 24d))

(5)Sean «ip e « Definimos la Regla de Derivacidh Modws Yonens (MP) )

congenko de lekras proposicianales. -

(«A 26)

(6) A. {2 (890))/t B e

A2=T (w5 (pa) T8 2452 Swjprre R
As ={ (08) (1)) = (o 28) JopeF }
A= AlVA VA, .o
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Recovdumos a\sums c\e%mume%

342, DEFINVCAON. Sea gumc% L
U Zes cons\s\en\e & noexiste Me’é‘% ha\ que i*“’( «3"2\—7"( .0

.Demos\mxemos que Q es cot\s\s\en"ﬁ ,
~ Para esto usasemos e\ concepio AeTu\s\o\og\

32, SEMANTICA

320 DEFINICWON . ' e
la) los yalores de verdad song \lerdudero ( 1\ ?a\So (0)
2. -—iO:l'S
(%) una nterpretacion de <L(A\:'¥€7 esunq X‘m\c\on
VIR —>2 tal que
Vo) =4 - v)

V{=8) = max (1-VE0)v(e) = max (V) v(p))
() sea oley

ol es una Yadkologla € VEI =L pora Yoda interprelacidn
' v de (LAY, R 0
3 2.2 TEOREMA (Los siguientes conjuntos de Ssrmulas
son- conjuntos de taviolea{as

A.—i (=) (g9a)) /oiped}
AZ’—'E (o(-? (ﬁ—?x\))'—? (4—7‘3)—7(01—73‘)) /M|plx\él¥1~g
A.5 ={ ()5 ) —7 (—=p) /e '34}

PR\)EéS decir, O’Al\)AZ\]Ag esun conjonto de daudogias .

Sean olipide T damos Yo

dos Yos casos pacaAr A
A4
es decu‘» esceiboimos \as & Al

ablas de verdad
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Para A S

X{B|padk o (pgoa)|
Ofo ] LNEE
ojtio I
rlo | \
[ I | |
Para Az 8 _ ‘ 7
« | e [18 1 [78 510 [on 8 (gt vy |- 0
010\ ! \ \ oy el
olvio [t \ \ (P
1101y 10 0O a N
1v{r]o]o \ \ |
Para Az3 | .
o |B B B0 rb it o (070 |tr8) 7 )| (60 9 (0B (o) |
olojojv |t | \ \ \ T :
ofofv vl \ \
O{VI{OjO [t {1 \ \
Qb iy |V \ \
Vj0j0] v o]0 \
VIO o | \ Voo
tv(1{0]o 1|0 o} o
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3 2 3 TEOREMA Sea ole %
Solies ’cqu*o\og\u para toda of %q\ que O\—-O(
PRUEBA: Tnduccion )
st e el es Yavtologla por 1eorema 3.2.2
2) 5i ol se obtene de B2 v B por mod\)s ?OT\EY\S
Sea Y3W—=2 cyalduier interprebacion de <L(A)i'5:">
Por hipélesis de induccigh , v (p>at)=1 y _V‘(ﬁ) =1
=) 4=V (B2«)=max (1-V(8),v(x)) = qu(-o \f'(ed)
= vix)=4 ,
fero VW es unainterpretacigh de <L (A)/Sﬂ) :
“forlotanto o es ‘ta\)’to\osw\ Q-

3‘5 UNA PRUEBA DE cou\lsns

=1

73,4, DEF [NICON. ' : ,
Sea <L(A),NY e\ \enguaje ¥ormq\ para lq \09\(0\ de en\muqdos

Yy 2@
(0) 5 es stmple mente wnsistente S no existe oe® tal que %"d 3S“7°(

esdecir, 5ies consisiente seqin nuesiras definiciones anderior es
()2 s absolutamenie consistente & existe «eFR ol que ZH-X

(V2 e simplenente inwonsistenteeD existe de R Yo que £y ZH7A
() es absolvtamente inconsistende € patatedo e se Hene EHA L1
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332, VEOREMA.Sea 0=ANALUAS wmo ya lo hemos definido,
‘ entonces GO o
Q es simplemenie inconsistente <= O es absolvlamente inconsidente -
PRUCBA S Sl
&l
=J]Sea o +al que GHA y OFT4
for demostrar que Q@ paca todo BER
sea pe ¥ cudquier fdrmula
= AT (18-27) ya que Ta=7(1p=T)€ O
como GATol =2 por modus ponens G—(71p-37x)
{ombi€n O (1p97:0) — (-98) por ser elemento de @
wmo Gt (p-7%) =9 por modus ponens i—&—7f
findmente r ya que Q- =3 por modws ponens OB (omo se quer{a probar. O

3.3.3.COROLARI0. 0 es absolutamente consistente &>
&7 Qes simplemente consistende M
335M. LEMA.Sean Pig telras ploposicionales .
PNG noes taytologiy
PRUEBA.
Recordamos que pygq=(1p-—>9)
SeA VT una interpretacich cualguiera Yol ae V(p)=0, V(E)=0
podemos pencar puc ejemple en vz H 2 talaue v(P5)=0 paralododel
Z2V (PR =V (1P-29) = max (1- Vv (16)1 ¥ (4)) = max (1-1,0) =max(0;0)= O
Por o tanto  PVS no es taytologla. ™

3.3.5.C0R0LARLO (Egemplode Una Prueba de Consisiencia Absoluta)
Sea KL(AV(H) el tenguage formal de la lWgica de enunciados
3sed A=AWA\JAs como va o hemos definido

=7 (s absolvtame nte consisterte ( .
simplemeni
‘PRUEBA, 9 simplemenie consistente,

Sea X =PVY con pqelE

Alicmamos que OW-pvy

SLAEPYS = por el teorema 323 PV es tavtologia 8
eSUNL Cunkradiccion con et Lema 3.5.4 Qo lo banto Gi\H-PVS
for o kanto OA es absolulamenie consistente.

Y pof cotolario 3.3.5 O es simplemente consisiente. U
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33.6.CARACTERISTICAS DEL MET ;bo*@\)\; USAMOS PARA LAS

PRUERAS DE CONS\STENC\A /—\BSOLUTA

fara precisar nvestras \deqs sobie el ejemplo que mostramos
de ung prueba de wnsistencia absoluta, resumimos Svs
carackerisdicdss

Sea € LAAY, D7 un sistemy formad) y =& F
El procedimiento de Pruebas de (onsistencia  Absolufo

consiste en encontear und propiedud de las Furmv\qs,que
satisfaga o siguiendes condiciones

1) La propiedad debe satisfacerse puta Yoda fdrmola de <
- 2 La propiedad debe ser hereditaria o packir de los
reglus de derivacign, es decir) que si ofjysce)dn,deP
son fitmulas tales que foliyeceron}— «
Y oi iene la propiedad para todo T) T=lewe
=7 o tiene lu propiedud
En este cuso) g Hene W propiedad paca 10do B tal que SHp

3)Debe exisir una £drmula NeXH tal qe
TN no tene \a propiedad ,

ORSERVACION. Para nuestro esemplo packicvlar, la -

propicdad cue usumos fve la ptopiedad de
lsec tavtologla”,

3%



METODO DE MODELOIS - _
 1NTkRN0S i



LA LIMITAC LONES -DE LAS PRUEBAS DE CONSISTENCIA

N\)es\ros eSemplos de pruelas de consistencia estardn basadus
en fomar comp Feoria alg Teor{a de Conjuntes 2F,es decir
ala kc:ona producido por los axiomas de TF{Zermelo-frarnkel),
Sea T = )., )8t noso¥ros produjeramos va modelo M para,
estar{amos probando la consiskencia de .%in embargo,
Gqué méLodos empleamos para producic Ya\ modelo M,

o dque propiedades diene este M ?
Tatuitivamenie 2F(la Teor{a de Conjuntos 1F) es consistente,
potaue ol proponer 1oy axiomas jlo hacemos buscando que estos
recuperen nuestia tdea de conjunto,sin embargo e patece feicil
estqblecer exactamentie on modelo M pura 2F de una manera
formal (matemdtica) que elimine cualguier ambigve dad
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Pata producic un +al M, 56 \6:&&{@&‘#!105}.6\ Ad mano a2, A;‘s(
que deseamos que w¥ilizando @S podamos’ producir. on
modelo de £, T : — ‘

Por el Teatema de Comple byd de hadel estariamos dando una
Prueba Absoluta de Consislencia jes decie sinsaber nada de
la consistencia de £, producimes un modelo para Z ¢ al
parecer ukilizamos a £ para preducir tal modela.

Existe una \imitacion para este tipo de pruebas st limitacion
de la que hablumos ef el siguiente teotewma o
H.4.1.2° TEOREMA DE INCOMPLETUD DE GODEL.

No hay una prueba dela consistencia de 2F por métodus
formalizables dentro de 2FL2F o vnu extensich de 2F).0
fara yna prucba y un envncado formal consultar
Enderton) .8, Uno inkoduccioh matemdfica ala dgica.UNAM

Esta limitacion nos conduce ol concepta de  PRUE BAS DE (CONSISTENCIA o

RELATIVA
H.1.2. ABREVIACION. CON(S) = $ e consistente. 0

HA S DEFINICION. Sean ST LS.

Hablamos de una Prueba de Consistencia Relativa
s{ podemes probar que

CON(S) =7 (ON(T) .

Es decir)\a consistencia deS implica la constsyenciade T

o T es reludivamente wnsistende conlespecio de S, O

Y también podemos dar la defincion de Prueba
de Inde pendenna Relativa.
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Tum\)\eq -
sxs&emu F' w

' siy nificado que
‘D\@ [/} . ‘] .

lengoae de lq
2F cAquiT 9= {e]
axmmas a.



0. Ex\s’rencxo c\e co‘\j\m“(oS

POY SUS ele menkos,
2. F\mducm\'\

Sus elementos yano estan en el conjonto: ;
5. (omprehension (Esquema . Para cada (6rmula - cun vunu\o\es
Whtes enlle X3 uwheooilin :

V2 ¥y veowndY Ux (xeu<yr xe2 AY)

76 @ es una propiedad acercu de conjuntos y x es un-Congunto -
walduies o la coleccidn de elementos de X. e hencn \a p(op\edud,
ramoien es un cwnfunko”,

H.:Del Par
VxVy 3z(xe2 AYer) ‘
"fara cudles quiera 2 conjuntos iy unconjurto duelos  dieqe

5. Unidn

NV AAVYYR(XeYAYe R —7xeA)

Meacan cvalquiet confunto X, hoy un congunko gue
Fodos los e\e menkos de kodos \os elementos de X/

6. Reemplao (Esque ma)«Para cadu fdrmula'd on variables \res

entre X 91 A1WHeos W
VAV woscwol Vx A3 923 Y¥xeABge ¥l

o mugen de un congunko pot una foncich s uncongy ako

‘iene o

Y3



_-I 'Xn@.m‘ro =
In(0ex A \ Sex(smew)
g xiske un cunxun’ro md\sc’mlo

o\ObSewuuov\ Oles: S\mv\emmke e\ o
Que EX\S\"E Hagqmos\

Por Lo \-qr\*o {Xel ”(4-_)(1
Yankor odraver par Ex*e“

es Uf\\CO-
b)0bservacidn, S(Y) es s«mp\emen\:e S(‘a

8 Longunto Patencia.
 NxayVe(zexs ﬁm

" Para walquier cungun“ox,ex \'E
suboconjunkos dex

‘kiene-alos '
9. Eleccidn.

VATIR (R es buen orden pata A)

ZF consiske delos axiomas 0-8
LF- P consiste de los axiomas 6-F

ZFE- € consishe de los axiomas 0-F mdsel 4.2FE cor\s\s%e de 0-9.
IFET,RF7) 2F P, 2FE —P abievian respecivamente a

ZEE;2F) 2F ~P,2FE—P , Yodos elas sin el axioma 2 .
AE obrevia e\ axioma 4.Eleccidn.
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U0 H ALG\\NAS oes'e R\JAC\QNES mmm ANTES,

\)\\\\%men\us e\ lenguade dela Teoria de Confuntos (ordinales,
buen ordenjetc) g soho definiremos aquellus conceptos Y
toskraremos aduclos Yeoremas que sean ddtles para nues\ms
Fruebas de Consistencia Relativa.

Tnbormaimente , Namamos cdase a cuslguier coleccich de \a
forma §x ¢ Y14 donde X es libre sobre™y 3} puede

bener ocus variables Wibres Namadas pardmedfos s soble
Yus que depende lu clase.

Entonces cvando hablemos de wnu clase M podemas
identifica\a conung fovmula S(x).

Allenguoie de tu Tesr{a de fonguntos EF Vo denotames gor Lz

Y su bigo de semejanza o Aiene constantes individuales,
no tiene \etvros funcionales)y solo kiene una letra

peedicadiva de aridad 2 )asabers €, relacidh de pecienencia

Y5



uk. ’S\\BT\F\CAQ\&)N OE LAS PR\)E :
TR ELATl\/A TEoREMA F\)Nw\ :
METOM”W*MO\)ELGS TRTERN

g preparar: \a prueba

M cuq\qutcr clase senkances para
Cuq\qu\er £3evita Y delinimos (a
Ldrmlu "§M_ \q celaivizucich de's qM~
8¢ munery fecufsivas
ST (XYM es x vy
Y (keWM e ey

B (A AWM e RMAWM

WD T OM ey ™)

' “’Hx“S)M es AxxeMAYM) O

Realmente ) M g5 una §demala Mer) )3 e o¥u fdemlay
Y definimes enla medateoria yuna tercera £3r mulagM -
(AX(ReMAGM)) en realidad €3 Fx (M) AGM)
Mas brevemente, ¥ es \u fdrmula sbrenida de'$ por €\
Yeemplar o de Yodos los cvankificadores Ik por Bxé M.
Y.2.2 . PROPLEDADES
LY (pUYIM es pMyyM
2) (BaWIM o5 pM_pYM
3) (BN o5 gMer YN
MY (DM g5 Nk (mex) —7$8) T WxeM{3H]
Estas peopic dades se abrienen diteckamente de \as de(m\uunts
deeNd) (B-oV) (B2 Y]y (WxY). O |
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Y33, LEMA Sean Ot= <A|é ) unueshvc%\)ra
Y Miyna c\oseﬂormu\cn +‘3-
A) 01E=3x(xeM)
Entonces s
NB=<8< 7 es eshrudtura c\t\ '“‘5‘“0 ’f‘?°
donde B qaeA /ot xeMiall -
) Paru koda £5ema\a G (Rirveer ) 9 B
O1\="3M [ajosn AR €D B, =3

PRUEBA.
f) Por demustrar que 1@I=B+¢ 1 ave se C“‘“P
W) Induccidn sobre \a Formacisn de (ormu\cn
o) $=xovy =M '
¥=xey =™ Pt
sean oyjaz € BS A ) entonces
Ot X ) [on yagl € Ar=az & BF (xav9) Ton ‘“ﬂ

Otl= (e T2} €2 Sl Ve €7 = ¢l = e® B FW‘M““‘*ﬂ e

BIWT. para W%
A Ot Y M Bvsen an}e= 0 = CTH{gM) [aneeaan)
€ 0 = WM eoer Grl =D B B [see an} o @ = (1Y) iuummn]

.-\0"\" (W /\’\(:)N[Q\)om](ln-_\q=70'\\=(W/\’)(,N){q”.,.,-.)ﬁn_l
& OV EYMaGwee,0m] y O k= XM [y ywee jan7)

2 BEY{ar 1000 on) 4P \r—rx{qn,o,,qn] < BB E(WAK) (a4 joendn)
R A
e\ tercer &> e)s CINNCO Bauarke & esla definicidn de verdad v
Pol la Wigatesis de  tnduccicne
AUT para ¥ y g=3xY
O = (BXW)M [arees 0> 0= (3K (xeMAYM)) ILURNELY
Ehay un ae A talgue OV (xeMAY MY [aByes an]
FZhoy un acA ol que (04 xeM Loyt oon G} 30‘\‘\9“[&;0\1"0)““3)
EPhay un ael talque O YM Loy 0y acor G
Ehay yn aeh tal que Bl=VYlaa)cecran’
B E(3x9) [aneeaan]
Elprimerc=> es la definicidn de relativitacidn
ol segundo) tercero ¥ sexto & e la de finicidn de verdad
el cuarto €7 es por \u definicion de B
ol quinto & es por hipstesis de induccion.

el primer & es \qdefintcidn de

Yz



U3 COROL ARLQ.Sean TUSS
DOE3Ix (ke My o
D0 gM
Entonces

ME8M para todo enunciado 3 ka2 S

PRUEBA. S :
Sea 0'=lA,€Y modelo de T Po¢ demostrar que =gt )7(‘07“\'5"“‘_"&‘?"

Y ademds % es enunciado. RORERREE
(omo A es modets de My NEIxlkem) =) Ot Tx(keM)
= pof \a packe 1) del lema U35 B =<B/& 7 es eshructura del
misme Yipo de Ssemefunza que 04, donde B:_io‘eA/m\:x@H[o"]} :
Como £ ey conjunto de enunciadas (sin variakles fbres) =9 :

pot \a parke 11) del lema M35 3 (0= M &7 J3EG) patodo e 2. ()
Como Ot g5 modelode ' y P-GM pacatodo Tee =)

=7 VO™ paratodd GeS = por (¥) BET para todo TeZ
como £+ =7 B9

Pero ¥ es enunciado (sinvariakles ibres) entonces por LEMAM:3D \\’)-
=N B9 . Por lo fanko 0= M, Tuskamente lo quese queria probaf.l
U35, TEQREMA FUNDAMENTAL PARA PRUEBAS DE CONSIST ENCIA
RELATIVA ;(0N EL METODO DE MODELOS TNTERNQS.
Sean TWSSVG: g M onadase (hdrmola) ¥a
Y M-I (ke M)
Y NG M paga bode 6%
Entonces (con(M =7 coNig))
PRUERA.

una clase (Formila ) e

para +o_d§ ses

Supongames CON(M) , sea 01=¢A <Y medela de 1.
Comg 01 es modelo de My NEIx(xeM) =7 0HExlxeM)
=7p01\0 parte 1) del lema H33 JB=<RB1& ) es eskouckura del mismo ipo
desemefonza que 4 , donde B= {0eA fo4 l=xeM @l
Nus bastario probar que 42 ey madelo de <. .
~Como 01 e5 models de 3 TV~GM para todg Ge€ -

=1 OV M paratedo Fes (X

Camo < e5 cunsunto de enunciados (o tienen variubles libres) =

=2 pat Wpacke 1) del Lema U373 2 (0t FGM < BI=0) parta todo Fe g

=7 pot (<) oblenemss que Fl=G para todo Fe £
=2 Bes maodelo de £, o (o tanto coN(g). O
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U4, 0RSERVAC\ONES TMPORTANTES SGBRE MODELIS INTERNGS

UL DEFINICION.Sean MUZUSTE L5 ) M una clase

(4) S esverdadera en M/ eq el intecior de 1 significa [1H$M
()M ¢5un modelode £ en el inkerior de ' stgnifica que
7§ es verdadero en M gaca todo T€£.0
UH. 2. 08SERVACION. (Ubservacdn ol defimcdn 4M.4)

A) (on 7Y es verdudero en M? tratamos de recuperar la
idea Wnruiviva s MeY

2} Con #Mes un modelo de £/ tratamas de recoperar \0 dea, “‘\“‘*Nc“
ME(J para todo Ge= . O

U435, conyeNCION, ((onvencidh a\o definicich UM, 1)

Unavez hecha \a abse rvacidn MU.2 ;conve nimas: en’ ‘"“"f‘r
\us camillas dela deQ\n\C\on \'LL‘ i O

MMM QBSERVACION . (Ubse cvacich ola definicidh UM.4) - '
Enludefinicion MH.4 3,1 osealmente serdn
IF\ZFE) 2F-P,3FE- P, 2FE, 2F -, 2F 2P, ck i O

HMS CONVENCION. Paca omikir Yo expresign //en el inkerior de 1

_ !
due aparece en \u defimicidn MM A | coando nos vefiramas
a estos conceptos especificaremos a ¥al M escribviendo

(M desp\.es de\g palabta OEFlN\((oN;\.EMA/TEQREMA;
segdn sea e\ casn. T

U6 (0 NV ENCON. (vando escribamas M (o N) estatemos
Pensunds en una clase ) por ejemplo
Syoescrihimoes s sea M dcansitiva

en yealidad o que queremos decic esque Mes
una clase Yransitiva. QO

4q



UG VARIANTE DE RELATINIZACION Y TEOREHA FUNDAMENTAL

: Datemus Una vqt\m\\e de xc\c&\\u'eucm“ Rura esko recordamos
9 Un relacional & vna clase R tal que +odos ws elementos Son
“pares ordenados s es decic”
NX (R — 3,2 (x_.<m>ﬂ

‘-l.‘i.’l.bEF\N\(\qN.Seqn M ona dose 'y E un re\qdovna\ yenlonces
para cualduier §5(mua Y definimos lu formuta 'y SMIED
—larelutivizaadn de a <MEY~ | de manerd fewrsivas,
(4 (XN\&)(MIE?__ XY R
{2) (xew)<MEY _ xEY {donde XEY uhleu\a , ‘32[‘2 <xm7AEH7])
(3) (g AW)SMIET 6<M\E7/\\\)<Ml57
() (7 W) SMIET —'(Q‘](MIE7) ) 7
(5) (2x9)ME? 3y (xem AgEMEY) T

| U.5.2.00SERVACION . La relabivizacddn natural AE‘R auna Caye M ess
RIMIE7 8N gye estalbiecimes en Yu defintdon 1.3.4. Q3

S5, 009 ERVA QAN Todas lus propredades y observaciones que
Se fuciefon ehlg secaudn Y.3, tienen sus andlagos eon eska
variante de relativizacion..ba mismie paruio secach HH,. O

USM. PoR E3EMELO. TEORE MA FUND AME NTAL .
Se puede genecalizar & Teatema Tundamenial vhilizando
<MIE 7 enlagul de M,
Pacatas pluetas del tema M3 y e\ Teotema Fundamental 4,35

edifames  F=<B, B> donde (M=¢A €Y, B9 xchEnt}

3

& :E‘"nBz yesdeqr 693'=.§<hub27€Bz/mF(VuEVu)Ebn\Jz]g
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, PRueBA
(u) sea seUx.
“de Xt se héne&cx :

() Seu Ye O(x )= \j:)( 1Querem '\’?ro\jqr que \jCQ(X)
ahota sea zely =7 ZLX‘—7 2=X pO\' ‘\fC\Y\S\-\l\I\de Acx

_"1 J_C @(,X) ‘ ‘
=7 hemos enconkrado que \l%e‘:\ se cump\e %&G’(X)
=7 9=0(). O :

Avrovec_\r\qmos para recordar lo definicdn de on\mq\

S.AD DEFINVCION. X €5 un ordinal siy selo s1 X es. \rq\'\b\
Y bven-~ ordenado por €y

ON= clase de 4o0d0s oo ijA\’“::(j\\:é'l
En seguida ) definimos la clase de los Lonjuf\¥0§'j biey
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imos Re) on

‘ ,_0( (i»H ,cumo R(M Sk “'S\WO P“V \'\1
= P(R(p))= Rix) cs ARG HVG par observacion 54 2.(b)
=7R@\C R() Je aiaui ave \JE<«(RMCRM) por WI |
Codes \imive | () se \\ene'de\ NIy dc \ observacidh 5.4.2. (@)
' 'Q(b\ 3¢ o\o'\\ene c\e la (\e(\mcm de ko() uqnduo( es \imite .0

ST, DEFINLCION. Sea xe\N
- ¥anga(x) ‘65 &l mevor
5.4.9. \_EMA \’um cua\fw\
. PRUEBA; S
‘ u(—‘q fr\l\lF : :
t‘cmgo(x)(e((-) E\.pu( (XeR(N\) L
: <—>>( R(H\)CR«\ D

&r«sm‘:n

WF £ cangae) <}
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5.1 940LEMAL St Ye WE, entonc
(q)VxeY(xe\NF/\r
- (b} mhgo(‘a) ;
PRUEBA
(a) Seq o= rur\go(\}
= Y R(&)
Lsixey = xeR(°<
(b} seq «= SUPSL
por (@), ranga(x)-
= %= ro\r\go(
9 como rango(x)
/se- Jne\ne qve;{

=5 Ye @m(xn

‘ ;«‘_7 romgo(\ﬂé
" por lodanto. rungo(\a =
S 10, LEMA. (@) Yot e ON’ ktxe\N ra go(o()

(b) Vx eON ( RMRON )

PR\)EBA
()Y Tnduccidn

pata pex =7 BEON =2 por \&1 pe WF A rqngo(B) (6
=7 BeR(B+) = C(R(BY)
(umo Bt ) PRI Sl =D R(BAN = R() =7 pe R(pr)e RE)

= N pek se diene BE Rx) =7 = R(k)
=) e Rk} = e WF

Per WI ypor Lema 5.4.4 (b) \'Q“SO(‘*)=SUP§§+\%$<°&‘—°‘
b) por Lema 5.4.8 R@)=IXeWF 2 rango(x)< o }
=7 RWINON = {xec 0N 2 rangox)<x
Como XeON =2 par Lema 5.4..40 (@) que yg probamos
sediene que RWINON={xcON s X<t =, O
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Sadl LEMA(a\ S\ xe\NF. e'\*o“ws UX @("\: SL"I‘&WF

s\ %x m\‘\gﬁ(‘ak rm\)o(X) - o
= MyeX Ve R =y \lxch
Uﬂ Sea %= max { range (x);xanyo ()
SXaYe R4 =y avlie R(a
Yambien $xleRixv2) "7 <7<\Y
= <x\yYye R(ou%)
Como Ex193E Rx42 )y \mr \0
Como Xi9e REAN =7 % Ye
Como X\)\ALR(‘MQ\ ,eu\e

=7 VK\E.X)V‘

=79 RN )iaum%e R(om =7 1190
h7 11‘:)\7, %B\)X\% % = (‘{n) X|7L R(O(*Q
- e aqulave cudlguiet funcion §2 99X wmp\e {3‘ R(M?)
= TeR(®43) =7 Y= RIx+3) =9 YK & R(x AU -, :
Similarmente se pvec\e ver aue XXy & R(x+3), g
54,02 LEMA,

‘ C N (XeWF e x= W)
y ?R\)H}A = ge cumple Pof o bransitividad ke Wt XCR("“ para q\gw\ o

=) X < Rik) = WF
<1 X=WF, sea K=50PT canyafu)tl s vext=7 X< RM) = xe Ry T
SAATLUMA. Ynew ¢ 1RNIC W)
PRUEBA. Tnducaon. n=0 ,R()= G, \ROW = 0 cw
Lepaue IRM<w = IR = \@( Ru\ﬂ\— Z\Rm)\ W,

SAAMLEMA.L [R(wW)\=w
PRUEDA. R{W) g5 \u unidh contable de conjuntes contables. O
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5.2 RE\.A(\QNALES YRELAUONES

.24, DE FANVCION. ) Yn re\quunq\ es \mlv‘
clementoy son pares order\;

X ( Ry —> Ay (2=
() n relaciona que €3.con§
5.2, 2.DEFINLGWO N, (@) Un fonciona

Coriparia como funcidhng es de
Slementos de F con igual element
elemento dﬁ\'eg\\o’ es decit :f’ :

¥xiyit (Fl<xiy?) /\F(<x\2>) g
(5YUna funcidn es un funcional que es. U"S‘“"*0 o
5.2.3 DEFINVION.Sea R un relacional (o on ! m\cmnq\),en’ronccs
DOMIRY =99 ¢ 32 RKY NG ”e\ o\om\mo de R
Ran(R)=99232 R(<z197)} , el rango dc R
(um (R} = Dom (R Ran(RY , #el camps de R¥ . O
524 BEFINICION. Un relacional R e¢ bien fundado siy solo st

todo sveconjunto novacio de su cam o tiene un clemento
R-minimal,es decir

¥X= Cam R X % ¢— Jyex (Yzex 7 Rz ]

'\q5c R Aal que Yodos svs

myus qve es yna relacien
tel uunu\ Foue se
\)q\csqu\em dos
\;gu\érrdo tienen igual

5.2.5 EIEMPLOS.
(Q) e=Fawrs xeul esbien fundada (REQU\C\T\‘M‘D
() €on 5 bien fundada
(€) 5¢ ¢ bien fundada sobre a y Lty Co’YO
endonces ar) CoR0
(8) > ng es bien fundada

XeIle 1DAE oo O
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5.2.6. DEF\WIC\ON.Seqy R (Q\Q(\D“q\n X (onj)ur\\'o.\_u c\qse c\e \
R-predecesofes de X, Xg se de%“'r\e comog

Xe=§3¢ R <\:\1X7)_§
dbservacion.
91 X ¢ Cam(R) entonces XR‘
St R=¢ entonced Xg =
52,3 DEFINVUION . Un relaciondl Ries

Como=-conyunto si ysolo si- puwa od
ey decir, Vx| XR € conjunk
(2F - vx3w ‘d%(zeWe—> R
3:2.3. ETEMPLOS ,

(W} € es limitado pm’ latzquierda :

(bY si R e relacidn ) R es \imitado pot la r-zqunerda

(Q 3 nues imitade por la izquierda. 01

6.3 INDUCCWON Y RE(UQS\ON so?;RE R\:\A(\ONES
‘ BLEN FUNDADAS
534, TkoREMA Principio de Tnductidn pcxm relacionales b\er\
Fundados y Limitadds por la iaquierdat . (PTRBF LT ).
Seu R relacional bien fundado y \imitado por la izquierday
sea ¥ (x) una formula. Entonces
- SENxeCam(RYVD WY (WRX —29(9)) —> $(x )]
entonces ¥xe Cam(R) (p(x)). D
5. '5 2.COROLARNS DE TNDUCCION e
. (1) € —induccion cSea M(x) yna St mulg SN
S0 MXTYYe X N (Y) — 9(x) ] entonces Vx‘j(x) v(Rf;?;) R
(22 Tnduccign parnafdindles .Sea Y(x) (—o\mu\q Lol
Si Ve 0N L\l(&((ﬁe GN& 78(p))—7 \o(x,—_\e:

entonces Ve oN, Y(x).

(3)ze Prindpio de induccidh para ardinales. Sea X) (urmv\q
ST W

Nae aN ) =99 (e +1)) b
NXE ON (Vo () A VB (pE & — 79(8)) =7 $ (1]
enton ceg ‘do(e()N;‘?(O() ]
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(W) Tnduccidn dransfinita hasta unordinal 37 W Sead ]
S e [Yp(pex—23(g)) -2 MICHE)
eonceS Yo < B, 9. [
(5Y Tnduccidn fintka para nodorales (hasva
St Yeew LYR (et -7 9 (8)) -5 S() ]
entonces Yxew , W), - Do
Tambign Wamuda Induccidn finika g“re(-;g; o)
(6) Trducci@n Finika (3ébi\) para naturales. Sea $(x) formila
SU90) v Ynew (g(n)—y¥nan)) ' :
entonces ¥ncw ¥(ny,
OBSERVALON . (5)e=> (1), 1

535, COROLARIDS DE MINIMALADAD

(1) PRINCIPLQ DEL ELEMENTO R-MINIMAL DE UNA CLASE
NO-VACUA PARA R- BIEN FUNDADA Y LIMITADA PoR LA 1HQUIERDA,
Sea R telaciona) bien fundado ¥ Wmitado por o izquiecda
Sea (x) vna {Grmuta. Tadonces

I3 Tx (SGIAYY (3Rx—7 T8 (9)))
€S dedic)si (= 9x¢9(x)} entonces

Ctd —7 Fxe ( +al que Yy {yrx—>3d ()
PRUEBA.

vpongamus ave MXKLYY (R x—> 1901 -3T3(x]) PD Vx 796
Sea %
St KeCom(R) =7 por PLRBFLL con ¥ setiene TH(x)
SUXd Cam(R) =7 ¥ (4Rx =TF(3) se cumple por vacvidad,
Y pof \u Supasicion denemos T9(x)
As( en tualquier casa sy Yx7Y9(x).
“{2) REQULARIDAD FUERT E.Seq $(x) frmola

XV X (SHIA VY (36 X —779(y))
Tada cluse o vy

acia dene un elemento € -minimal
Al R=€y.
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(3 'PR\N’(\P\Q DEL- MIN MO ORDINAL
XS0 = 0 d (=) r en’ronces
FoBe) = T (P(«) A \I(a(ae

Teda clase de orqu\cs no;

(Lﬂ PRINCIPIU DEL BUEN ORDENT Se
VX {30 = xew) )y entonces

53M.ESQUEMA RENERAL DL RECURSION .-
Sea R veladional bien fundado 3\\m\’mdo P
Sea h funcional. Enlonces
Podemos definir un funcional F dal c\ue
() Dom (FY=Cam(R) (A= Cam (R))
(DX Cam(R) Fx)= C\(vap\)
(TS0 Fres otro Sunciona) que sm\sfacn 1)
(0BSERVACION. i
(3) £\ esquema genecal de recursion puede’ vees.cr\\onrse cump\eh—
Mente en el tenguuje de Z2F

(2) Pucde darse para ung clase A rque Rumpla RCA xA (Gm(R)<A)
Y Dom(EY=A [ S xe A~ Cam(R) =7 F(x)= C\(Qb)pues Xe=@y F,\q’ ¢n
5.3.5. COROLARIOS
(4)457 Esquemade Recursioh paca Ovdinales, Seq & l(’ur\(mr\ox\
Pademos entonces definir F tal que
1) Dom (F)= ON
“)VO(EON Flo)= G{FR)
) Fes Gnico conlus prop\cdm\fs ‘\l“’
Aaui R= ¢on. : e
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\2) 2°. Esquema de Recursidn para O(A\nu\cs Seqn “ I Func\qhq\(’,s)
seq & un conjunto, Podemos er\*on(cs dehmr F dal q\)C
(Y Dom (FY=ON :
(1) Floj=a
Fr)=H (F(om
F (M ‘I(F(X\\\

- PRUEBA. :
Vhi\izando corolurin? \?
O\waﬂ“_(x 0AY= aWEhx (ord(o( /\F\)n(x)/\l)om(x) H A 9=1 X&)

V3o (M) AFunxIAGem(x) =k A 9= 3 (x [«
(BBTcmemu de Recursian para nalurates con Puncianales o

Sea G funcianaly i conpundo . Entances ey una dnica foncion { tal que
() Domi§)=w
M) f ()=

Ynew flat)=G (F(n)
(M) Tesrema de Recursich pata hodurales con funclones T o
Sea 9 una Fundidh Y a un conjunto Yo que ac dom(q)nErv\m\ces \\‘A‘j \mu o
dnicu funddn § Aal que . .
Dom(§)=0
floy=a
VYnew =9 (Emy),
También tenemos \a Justifticacion detadefinicion 5, 1‘4
(5) Definicicn de lu Jerurguia Acomvlativa & de. {0 bien fundadosn?r\fl f.
Rio)= :
Rigany= P(RE) .
R = UQ(B) St o es \imike

Aa\ux usaMOS el 22 esguema de Recursich vcxm orc\mq\t’.S
con a=d) W=@ ) T=\
De esta manera tambieh definimos
WE=U Rx) -
ol cON
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(—’i_‘n‘!it’;in;'d A\

e

6D

(R)EV universo definibo\: Lde Qidet

)

oAvidiva | cunjunto de dodos los subcruatos
de A, definibles o pardic de Alf, oy decic

A = 3 Be ,A/ (’S'»dt’.éibn(b\é enel lenguuie de F a parhir de}
Clomn elementos de A como pardmeiros
U8 3oF denoto e\ conjufifo de farmulas del lenguage de 2F, can

MV variables libres 4 %A denota o relgdivizacioh de %aA,
Podemos wntentar precisar Lo anterior,

Y4 que no ser{a una definicion

.D(A\—-——{

pero aun infurmalme nle,

; . BT .
IXEATIA (Y0, 0 eeyunn 2} /955, Dojens ,S“-\EA,X\GN} _

De esda manera aqul usimos: g = ¢y W= ),
\I B

sbienemos ,‘\‘c‘rc\'e{"\'n ;
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5\4 EL  COLAPSO OE MOSTOWSK | P
5“ A:TEOREMA OE TSOMOREISMO Des cl loses: hcms\mqs

ioumot £0% sen yguales. Es decir
ST Mi)Mz son cluges transikivas y T <M||e
C entonces Mi=Mp y T(W=U ‘dueM1.
PRUERA. € - induceidh
Sen X€Miysupangamos gue Yzex , K(z)= %f
Veamos que f(x)= X :
A S0 3eX =P ()2 poc W y 2= T(2) €N x) Pt
sed LeT{x) | como Nix)e M2 g Mj es dransifiva 4
por ser T sobre hay e M 4al que n(;)—-
=7 02V = £eT0) =7 g1 e x) =y 2ex. =
PoY WT. para 2eX se diene L=fF()=% =7 1€
Por o tanke )= x NxeMi; por o ’mn\o M| Mol D
B M2, DEFINVCION , ‘ :
(1) Una re\uuor\q\ E es exiensional so\o\-e unar c\qse M s\ 3 so\e 5\
<MIET7 &5 modelo de Ex%et\S\uhq\\dud :
(2)V\na clase M es extensional sv y solo si
<M€E7 es  wmedelo de Exlengianalidad . D

54,3, 0BSERVACION,
M es exdensional iy solo si € es ex\ens\cm\ sobre MO

S .UM, 085 RVACION. .
Toda c\ase +ransitiva es exiensianal
PRUEBA. W
Sea M Yransi¥iva. .
Queremos probar que Uxe MYV ecMigze MzexezZe) A=)
sean xi9eM 3 sypongamoes NzeM(zexer2eV)
queremos probar que X=Y . )
€)ceq 2eX ;om0 xeMy Mes Lransitiva, se tiene zeM
)
pot \u Suposicion se tiehe QNe & ttene 2eM
S5)sca 26Y ) como Ve My Mes \ransitivapse aie
por o supasicion enconirames qut TeX,
pat Vo Xanko x=Y.0
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15, TEOREMA DE MusTows| (<oLAPSO D MOSTOWSKY).
St Rees relacional vien fyndado ,\\m\’cho par fa 1290i
sional enuna clase A ( REAXA yo% Cam{RY:SAY;
Entonces 3 ,

(3) Kay una c\O\SC +rqn5\hvn M 3 \m

du e)d-en- B

(i) Sea @ e\’re\ac\ot\q\ deﬂm o comoo
<UwWre G &7 Func(ARX ( dom(u\‘.,
- (amo se puedever, G es funcional 'y como

\imitado por laizquiecda pcdemos dehmr
Unico funcional T +al que g i

M dom(w) = AD Cam(R) e
M yxeA, 1) =Gl ) = ir@azexed =Tl
Sea M={T(x) % xeA = [Y[A_] :
T se lama funcoh de MostowsKi
M se Wama Colapso de Mostowsii
Neamos que T M es franst fway Wes b\gt:c—\\vu)“cs moﬁ\smo,
T dnicay y por lo Yanto M dnico.
- M dransihivas
Sea YewWe M,Ententes W= (x) para d\gin xec A, entonces
W=f{mr1gze Xg}h
como Vewd =) Y=Y paraa\guh 26 XR =7 2R X
de donde zeCom(RY A, Asi Ne M.
— 1T sopre s
Tnmedidto pof definicion pues M=TITA]
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—TY es 1-1 % (Aqu{ usamos la ex’rer\S\or\q\\dud de Ren AY.

Supongqmos que no. Sea zeMjde rcmgo minimo Yol que
S ENRY=T(Y) con XFY,

Cumo R es extensionat Xg Ve

Sin pérdida de genevalidad jsea UeA Jrc'\\ que '\AC X ‘YR =
=7 URx ¥ uRy ‘

As{) par definicicn de T, W(‘“C “("

=7 m(ue TY) =7 T =KK) pard
Por lo que UV, Perg WaYe B(x
rango (f(u< rango(z) 6.

-~ Wes morficmos x RY<> Tx) el
=7751 XRY =7 de debinicidh de:
S50 R TY) =2 T ix) =72 3

=? como Ve \-\ sedieneq

€s decir jque XR\/., :
-~ Uniiidad s :

Supangase T, {lz dos \samuri{\smos c\e <A|E7 so\ore <M\)e7
9y <Mz €7 respeckivamente; =7 T, o g M My

N Cemo M\;Na son Aransi¥ivas, por Teoremu de Tsomor Ksmo
M=Ma oy “2°“r\=xd de donde Ti=1,

Yague Wx)=Tde T 1) = (B0 7 DeTy(x)=Talx) o
Caso par¥icu\ar con R=€ que es bien fundada por Regularidud
Y \imilada por la izquierda ¥ s{ M ey exiensional (con &)Y, entonees

Yoda clase exdensional es isomorfa o ung clase drawnsitiva
‘1ﬂSi BCA | & transikivoyentonces Yxe® ) Xe B e A

Y entonces XOA =X de donde T =W CxaA] = Tx]
Veamos por €-induccidh que ‘dxe%ﬁ\(x\ =X3
supongase que NZeX ) W)=

=7 W= T {T@)/zex]
Vsamos \a hWipotess de nduidh pasa dbtener
102 /2ex =92 4ex3=X , por lo anto § =X, O

OBSERVACION, Nétese que este Tearema de Mostowski generaliza
€\ 4eoremu de Enumeradicng fads CaBO es isomardo a un dnico atdinal’
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sM.6. COROLAR\O Si 2§ hene o mode\o blen (\mdqdo con E
Vimitado por la tzquierda ;' er\%pnceé ;
F Jnene un mode\o nq‘rur"'\ {ru
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(AP mo@

J EJEMPLOS DE PRUERAS IE
C ONS| STENUA RELAT\\/A

Antes de posar alos. ejcmp\os,c\\scu\-\remqs un comep’ro
importante. R

6. A Absg\ulfeé o

RS :)iFlN\C\ON Seq ‘5’ una {qrm\)\q con o \o mus quw)’("
[
Y S: ;\CN P\ es d\aSo\u\q para M,N siy se\u s3
NX1)eeo3Xn&M ( M ( X\)unv)xn)f"?\SN(X\)“")X“)\)
(21% o5 dbsaluta para M 51y selo 519 es absalula para M.
Equivalentemente
\dX\)uun\XnGM (g™ (XveayXn) &> B (R1)scarXn)) 1A
OBSERVACION . Todo lo anterior se dice y se hate desde un
conyumto M de enunciados ) por efemplo 2F ¢ 2F~ o
ZF ~Potends o 2F —Tnfiaito,ctc. O
6.4.2. 0BSERVACION. Si § es dbsoluta para M,y es absoluta
para N 3 Me N entonces ¥es dbsoluta patg M/N. O
G ABALEMALSI W son absolutas para M entonces
(19) ) ($AW) son absalwiras para M

PRUTBA.
La prueha esclara i recordumos que ('13) =7YM

Y (GAYM =YHAYM y gsando contraposicion
Y \a definicion de abseluie®. 0
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Sin- em\)mgo, ex\s’cer\ %(WN\C\S que son “\UH Ujf\\\"t
cuandificadores,tal como XeY (esioes Nz (zeX—3 —

Para el Argamiento de esias Qormxs\qsmecesﬁqm
\'(‘.Su\%o\(\QS v de (m\c\ot\ts

Jrounr\\)wzwn es absolula para M. la (‘ormu\q
PR\W’_ BA.

QT\\'O‘\CQ') PQYQ C\)Q\Q\)\&\' gtil)uvn'ﬂ 7.(\ G M : : ‘

X (xey A\p(\a.anmnnn]M ';‘ax&xe‘j /\‘SM(mtn“" nIC?
<> 3x(xeYy A‘?k\mmuﬂ o \o‘ Lk
Para el primer <5 se usar\a-ransitividad de M PU\W escriboir g “
A% xeW ARM(Y(2190ey2Zn)) en Wgar de 3XGM(X€‘5/\\¥“(‘5I1U“"“) n
Para €\ segundo <7 viilizamos \a absuluter de §. T}

- Lamamos o 3xeY un wankificador acotadoyy wha formvla en la que

bodos ey, cuankificadores st acotades es Namady Aos Formalmendes

6.4.6.DEFINCION . Las Sormias Ao las definionos recursivamente
() xev x=Y son bo

(23 5i Y)W son Ag g ast W son 78y \_9,7/\\‘)

(3) 51 \Ses Ao ; tambien 0 €5 Ax(xeyAs), O

(AT CURO\_AR\O St M es 4cansitivo y \3 es AO,enkonces
% es dbsoluia pava M, 1l
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A pesar de que’ es taro er\(cn’cmr wha form»\q Ao)er\ ocaS\OT\CS podemos
ccencontrar vna formvla Aa quesea lug\mmen*e eqqu\en‘
férmula en cvestion.for ejempla; '
XY es Velzex— 2eY) ique d.‘orcv\o\ 1317(%&7\—726‘5 :
esta fdrmula no es Aoy sin em\ourgo es \cg\cqmen’re eqqu\er\%c o
CT3zex(726Y) auesies Ao. :
Para Sushificar esta dea nece sitamos €\ S\gu\erﬁe reS\J\’rqdo"
6.4.8-LEMASea Z un conjuntro de enundads de S5 4 M und clase hovad a lalque
(i} GM para +odo e ,esdeciv, ZF1- @™ para todo ce
(1) € — VYxiye0e1Xn (*S’(xuum))(n)é—?\\)(xl)w-l Xﬂ))
Enlonces
% es absoluta para M sy salo st Y es absoluta para M.
PRUEBA
Como 2F F o™ pata ’vodo Céé
Y 2FF3IxkMEY
entonces por € corolario ‘-|_5

Se cumple que 2R |- \Jx\\)u-ov )(neM' :
Anota probemos el tema 7

D] Sup. que ¥ es absolta put M) § se
for demestcar que Y ghsolita- echM ‘
fur demosteat que \l)M(xu.,.,a,xn\e—ﬂ»b«,n;o)m
For () se hiene que \{)M(x\,“u)xn)g-—fg“(x.,au ‘
for la ubsoluter de ¥ se biene que \gu(,(”“,,,xn)‘«-wg(xmu
Pero por 13) se kene ‘S(X\,“.;xn)éo\\)(x\,uw,xr\)
Poc (o Lanto Begamos o que YM(x)jgau) Xn)& ‘U(X\)uuu)xl'\\
PeCo XyuesrXn son cualesguiera elemenios de M, =
Por lo tanko Y es absauta paca M,

F1 Avidogo .o

OBSERVACION AL LEMA 6.4.8. En &l lema 6.4.8 usamos la eria
Pacticalar 2F para faciltar la comprethension dely prueba, sinembargo
ZF podria sushiluirse par 2F ) 2F- Rlendia,; 2F-Tndinito,etc. &
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6.4.9.COROLARID .S 8y V¥ son egqu\er\\eS'e iF' en\-onces
- parg todo modelo M de 2F, 7.

"M es M-absatd st ysolo Si “?es M=absohta 0

6. 1 40, 0BSERVAUON. Nuestra definicidn de’ funuot\es

acepta sdlo cuando su fetmula definvic
Unicidud en My este criferia de.

&s un +eorema de 2F por tan.
de 2F a parkir de o cudles -
Y- unicidud. Fotmalmenke:
S 2PV, e i Xn 314G
Na funcidn Foeska deflinida
St ademas.” EF\— ‘dx\)u
entonces FM- es\'q ‘

CQMENTAR\O .Come Yo \’\q\)\u\mub men

2F /?.F ?d*(’\'l \
:l\u obsewqc\on

6,141, TCGREMA \us S\gu\en\es re\aciones Y "U“L\G“f'i pueden ser .
defmidas en 2F— P-Tnf; A%rmumos que Yodus ellas ‘son.
dbsalstas para cualguter M 1rah5\\\v(1q\£ se0 madels” c\e 2§ P—Ing

: ((mx €Y : ((h))x:\;b
b) X SN
(C)XCB S XAy
M gx¥3 . (K)S). (xv13)
(@) §x1 T A Xes 'rroms\hvo :
() <x19Y Comux
9 %i¢>, o i) nx (cun x#o\ o
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Férmul de \u derecha €5 eguivalente a una for o As.

El misma argumentd es similar para (1) 7T T

7 (‘3‘)) 3‘=,}<“‘$ <—.?[acx(\zc3/\‘|aw(me% AT {wex Awe4)])]

‘ '°°“‘.‘°'>$\—‘5;-—1><S\’Y°.,, Yambieh obtenenmos (%) por un R
“a¥gumento, 9“,‘7‘\999 al argamento en (1)

oMo X=Z2)Yec san eQu'Nd\ér\\eS‘d’ FcTrri\’\\‘\_i.\‘Sif A;)’cn\q el

K :yzr'gsj}(x\ «>[xe EAXEENTIW (we A[Tu= X] AT Neg])]
W x Fanstivo €= T30 (we x AT Twe x1)

= ; \5 S“\’““US auer e X es equivdlente a ung §omila Ao
o m) % \)X<—7[_7—3\r (TE?& A1(ve 3)) /\ 73\11(\&)(:% /\73\1‘(\rex/\\“e\r)ﬂ

R R Tav (vex A1) AT3wlwe T A 30 (vexrs fwel))] g
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e\ primer é——? es \a definicion de telakivizacion :
€\ segundo €> es por lo absclutey de GY para ’md '
el tercer < es par la absalviez de OM
Similarmente
(F[Guk\anueo)‘im\;uw)Gn(‘iuuw)‘imﬂ —7FM[¢\|

&7 FMEAYsoe ) yooe) G\n(‘.‘l\won)\)mﬂe‘: [_Gn(

6 143, TEOREMA. Las siguientes xe\uc\ot\ts
Para cualguier modelo transt %\\Jo de 2FT
(o) 2 es un par otdenudo
(HAXB
() Res una relacion
(3) dom (R)
(&) ran (R)
(#IR es una funcioh
(4) R(x) S .
(W) R esuna ¥unc\(m 1-1 £ R I

F1



PRUEBA. e,
10} T esun pac ordenado €7 [3xel238elz (2=<x97)

yla femola de la derecha esobremida porla suskituciofi de funciones
olesolikaS en una relacdion abseluta, es dedir

G =@ @)=V G3@ =2 3 Pluies Bxea3Yed (c=<xyy)
th3he son asotos po e\ keotema 6.1.44 (m) y ¢ 5 absaluta porgue
s obtemida paf coankificacion awtadu de lu &ipwla avsolota c=<x 9y,

(6) C- Ax <> ¥xe ANyeB (<x197eC YAV2eCIxeADYeB (2= xen)) )
() Res una relacidn €21 Y2eR (2 eswn par grdenado) )

(3) A=dom(RIe>I¥xeATueWIR (<xiwy eR)AUxelIRYyeYUR (xiv> e R-oxeA)]
(€) es similac o (3)

($) Res funcidh <> 7 :
“TResunarelacioh AxeUURVYEUUR YoreJUR (xiy R AxigpeRay=v]

(9) =RV T (BxIAxiy?eRIV (1060 AY=01] |, donde d(x) esla

emdla: 3w YUR (<xw7e RANWeUUR (<xuiye R— = w))
(M) Res funcidn A-4 «>

<7 [R es Suncioh ANxedom®Y ¥k e dom(R) (R6V=RExr) > x=x1) ]
“TTodas \as nociones 1(hY aeey () son ob¥enidas de noclones

dbsolotas oy SUS A UCEN ) pat cuadifi cacin acoada )y por

CONRCYNGS progosiciomles . fata abtenel que son dbsoldtas
vsames el lema 6.4.42.10
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6.2.PRIMER EJEMPLO

6.2.4.LEMA.S1 M es Yransitivasel Axioma de Bxtensionalidad esverdaders enM. - |
PRUEBA. S :

Extersionalidad relativizado o Mes ¥xgeM (NzeMfze xerzey)—> x=1).
Sean X18eM y supongamos VzeM (rex<s ze Y). for demosior queX=Y
Elsea zeX; como xeM Y Mes Aransitivo s se diene que z2e¢ M

usando que NeeM (zex—7ze9) oblenemas que zey =7 X& Y
21 es andlogo a €] ysande dhote que YzeM(zex < 2es) .0

6.2.2.LEMA.Suponer que pata +oda f6rmala G (X2 WijeeerWin)

3\ 0"((—05 VQV“\Q\)\ES \\\)(ES q\le \qs 6)&\\'\bidq’> se ('\““P\E que
“?—l\“nuuu)mneM(

{xet/ gm cos .
Entonces Bz €M) 5

Bl Axiomu de Comprehension esverdadefo en M.
PRUEBA

Sea (1200 cee ymn) wna $dv mu\a. Paro esta formaa, e\ Axiema
de Comprehensivn telativizads o M oS Lo

N2 peee WaeMIye M¥xe M (xe3er xe2A M [zt e n))
Sean 2 uheselWneM  definimas Y= {xe %/¢M(x\2JUJl)-u)Wn)-S
Sabemus que ‘3=st"”/¢M(x\a,w.,ua»;mnnEM ,
entonces purntodo X; y pur lo tanko para todo K€M, se cumple que
KE%Q’?XE%AM(X[ilm\,oon\\ﬂn) a2

6.9.75, COROLARAD .51 VieM (§R)= M) endonces el Axvomade
Comprehensidnes verdudeto en M.

PRUEBA.

Sea QXL ooy uta §Srmula 4 sean 2puiycesiwneM

= ‘;lxe_t/qﬁM(XlEl\ﬂnuw)\MnR c =7 PXe/ M (X\%l\.llu«u)\llnﬂe G(z)
wno el y YzeMEDIEM) =7 {XEL/GM ()2 wyeonr W § €M _
entonices por lema 6.2.2 el Axioma de Gmprehensidh es verdudersea M, O

13



6.’2&{,;’&@ A e e
o io’;,er\hmes \us qx\omas 0 'Ssun’ra cur\ Vg(q g),
sm\ verdqderos en M e

RUEBA. e
Yy(4=0) e en m\\dqd Wy Vx ( xw) ) re\aln\l\%ddu a M rcSuH"

YyeMYxeM (xdY) que es verdaderaen M ya que 04 0.
Axioma 0 es Fx(x=x) . Reladivitado a M e3
AxeM (x=x) que ey verdudero en M, ya que 30ecMm{o= O)
Axiomud _Extensionalidad . Es verdadera en M porel tema 6. 21 a
ya que M={0% es lransitivo
Axioma 2. Fundaddh ¥x [3y@ex) >3y (vex A1z (zexAzeu)) ]
veludivizado a Mes ke M{ageu ¥ex)=9Tgem (yex ATTzem (eex A'te‘:!))j
que resulla verdadero en M porave e} $nico eleme ro de M es 0
Ygor Vo tanto 73y (ye )
Axtoma 3. Campehension. for el corolasio 6.2.3 baskaria prcbqr
e JzeM(PE\c M)

ea IEM= 220 = VzeM(G?(a)=(?(o\={og=M'c.M) o
Ao, Rueba de Consistencia Relativa

6.2.5.COROLAR\O
(ONGF-) =) (0\\& (E xlensionatidad ¥Fundacid (omprehensidh+¥3(y=0)), ™

&



- 6.5.9EAUNDO EJEMPLO

Primero hacemos algunas observaciones
(Zex)M abievia YweM{vezove x)
que es eguivdlente a 2 AM<X,

entances podemos escribir el Axioma del Gonjunto Biencia -
Reladivitado o M como \dxeMQ\jGM\duM(%‘\Mcxﬂneg)_ :

6.3 1. LEMA.Si M es transitiva. £\ Axisma del (u‘\gm\\o \’cs’ﬂinc\Q SE
HeneenM &) ¥xe MIye M (B(xINM=Y).

PRUERA

SiMes transikiva 2 \M=2 NeeM

envonces para 24eM se hiene (ZY)M &2 Zc.y S

endonces el Axioma del Conjunko Potencia setiene en M @7 g

= YxeMIByeMVYzeM (T X7 2EY) <=

& YxeMmAyeM (PINM=Y). O

6.3.2.LEMA St ¥xyeMIze M xe2Ave), 9 Vxe M?ZGM(\chz)

entonces s axiomas del far y Unich son verdaderes en M.
PRUEBA.

Bl Pag. Wx e MB2eMIXe2AYED) se diene Y es plecisamente
e\ Axioma del fac relabivizado a M

Unitn. Si Yenemos Yxe MIzeMUxc 2) :
=7 NxeM3ze MYy Yw(weyrgex—we?)
en purficdlur  (uandd YeM,weM obtenemos que
NxeM 326 MYy eMYweM (weyAyex =7 wez)
qoe preasamente es el Axioma de Unidn telakivizado a M, D

)



: 63 3 \-FMA Sea M fcansi¥iva- e
SuPoner que- podemos prabar, para cada féemola d(xm,A.un,w /wn)
: j3 cada AivijeesWne M quet o
ooost \JXEAal36M¢M(X|‘5|A/\MI)°°°)W")

=7 3ANeM ( i“/axeA¢M(x.a,A,m.,oce;wnﬂC'\()

~ Entonces el Esquema de Reemplazo es verdadero en M
PRUEBA
Seah PLx1¥; A Wijosejin) una formula cEntonces e\ Axioma de Reemplazo
relativizads o M gueda para esta formula como3

VA&MVN"°°"\”“EMB‘IKEM(KEA——73L‘J&M¢M)—'>(EYEMVXEME(EA—?Q\JQM(Q(:\(/\¢M)])—
como Mes 4 ransthiva, pasa todo AcM se hiene e XeMAXeA< xe A '

simildfmente ) para YeM se tiene que Ye MAseN & yeY
por lo tanto e\ Axioma de Reemplazo relativizado o M es eguivalente o

VAEMVutjoae)uneMUxe AT 4eMPM 5 FYeM VxeA SyeY ¢M]

tean AyecoWine M g SUPONYUMOS Yue ‘(}XEAH\\AGM(bM (1)
eatonees poc lahipdtesis del lema ENGM(SB/BXeA(b"‘(x.s,A,wmn )Wn\} c\()
nes bastar{a probar que WxeAdyeY ¢pM

sea Xo€ A ) por demostrac que FyeY M

Comu Xoe A = por (1) B! YoEMPM

bastar(a probar que YecY

oMo Xop¥o son tales que se iene @M (xo)ojA wijese)win), enkonces

E"’q\"/':lxeﬁ\ ¢M(xm,A,u¢nmfan\‘§ cy

por lo +anto YoeY | como se quer{a probar. o ‘

16



Parkendo de 2F~, tenemos el siguiente lema

6.3 H.LEMA.E Ax\oma de Fundacidn es verdudero en cvalguier MCWF )
PRUEBA. El Axiomu de Fundacioh relativizadoa M es

VxeM(3yeM(yex) 7336M(‘jeX/\ﬂ%eM(zeX/\zea)))

Sea xeM y supongamos que FYeMiyex) ,
=7 MOAX#0 5 sear Jo6MNX con rango o minimo . -
Como Yango(Yo)=of =7 9e R4 41) => Yo RIx) -
Supongamos que exisle 2eM(zEXAZEYS)
como TEM 9y 2eX =P 2EeMNX LraaE
ahora come 2eYo Y Yo = Rio) =7 2eR(d) =7 m“90(7=)<4

=7 zeM\X 9 rango(2)<X % (contradiccioh mn\i_ \n\mu\\dC\d deo()
por to tanto TIzeM(zexAT€Y), T

63.5.LEMA.WF y R(w) son modelos de ZF- jnx- (Par’nendu de 2F° )
PRUEBA.

Sea NeWF & N=R(w) « En calguier caso N es dransitivo. ~
Axmw‘\\‘a 0. ’:\x(:\ . relotizado es AxeNk=x)1se satistace ya que
R(W) y WF son no vacias. - )
Axioma 4. ExtensionalidadSe satisface pot \ema 6.2.4 yaque Nes transitive.
Axioma 2. Fundacidn.Como NEWF, Fundacicn esverdudero en N por tema 34
Axioma 3. Comprehensicn.Sea 2eN, = pot lema 5.4.44 ®(2)EWF
Y ranyo de §(2) < rango{z)tw (de hechp range (P(2))= W\e(z)*\)
=) en cualguiel caso PRYEN ¥ PRI=N,

endonces por el covolario 6.2.3 el Axioma de Gomprensidn €5
Vecdudero en Ne
Axioma M. Del Par,

3 AxeMa S . Unioft. También por el lema 5.4.41 ) N es cerrado bago los
operadotes Par y Unidh, entonces por e lema 6.3.2
encoMranos que los axiomas de| Par 4 Unidn sonverdadesos en N.
Axigma 6. Esquema de Reemplazo.Sea ¢ (xidApnyeoarwn) vna §domuld,
definimos Y= iﬂ EN2AXEA ¢N(xt\3| Alwl;oovlwﬂz con Aydiyuse MnGN
= YN, veamos s 2 cas058
(4} N=WF , porlema 5.4.42 Ye NeOYeN for o} tando YeN=WF
() N=RW) , = 1Y ]2 [Al<w
= pata digdn n) Yo R(n) =2 YeRn)< N.
For loxanto) por lemar 6.3 ¢! Esquemnade teemplutoesverdaderoen N,
Axioama B.(onjunto Porencia . Similarmente a Comprehensian encontramos

que YzeN(P@IeN) =7 ¥2eNICR)EN (0(2) NM e P@)

entunces por lemag 634, el Axioma del Conjunke Potencia es
Verdadeco en N.
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6.3.6.LEMA (2F-).Sea Mun modelo Fransitivo de 2F=P-Inf..
Sean AjReM y suponer ave R bien-ordena AL
= (R bien-ordena AM

PRUEBA. .

Notamos que (R Yotalmente ocdena AWM gsta expresado usando propiedades

bdsicas de pares y cvantificaciof sobre A,

=7 (R lotalmenie otdena A) es qbsoluta par

absolker prabades en ¢.4.11,6.4.12,6.1

a M por los tesultades sdore
Paga buen orden debemos checar que (¥x

A3.

(bLXlAlR\\)M,
donde PGIARY esly Krmila XcAAXF0 = TueXYzeX

@ 1974R)
¢ tambien es absouta por los cesuliados Yo mencionados.

By lo tanto boastaria probur aue YxeMb(x,A R)

Y esto se sigue del hecho de que R bien-ordena A.

633LEMA(ZF-). Riw) s modelo de AE
PRUERA-

(
Debemos probar que VA€ R(w) FRe R (R bie n-ordenaA)’ W]

Sea AeR(w) =D sin suponet AE, Aes Finito y por lo tanto puede ser

bien ordenado.Ses R=AXA un buen-orden de A
=7 Re R (w)

por lema 635, R(w) es modelo kransitivo de 2F = P_Tnf
= por lema 6.3.6 se diene

(R bien-ordena AYRWY
6B LEMARF-).El Adioma de Tnfinite es falso en RWY=M.,
PRUERA .

Por Yeurema 6.4.44 (9),(k) tenemos que O Y S son absolutas para M,
en cunsecuencio Infinito relativizado a M es eguivalente a
Axe R (06X ANYex (e X)),

ahota como tango(gn! (0)) = rango (s oD+ 1

_’? resulta que un tal x que tengd a 0 como elemento ysed cerrado

a30 S ) deberd 4ener fango infinifo pero los elemenios
de R(w) Fienen rango finito,

18



ESTA TEMS MR Bl
sAlR BE LA RIBLIOTECA

Za. 'me\m.

6.3.4. COROLAR\O (1F ) R(\u)
PRUEBA. '

for \ema 6.3, 5, R(w)es modc\o de ZF—T“QJ:- v
for lema 6.3.3, R es models de AE.
Por lema 6.3.9; R(W) es modelo de (Tinf), . :
Por lo tanto, R(W) es modelo de ZFE-TInft+ (Tln?).“" ;

6.32.40. COROLARIO.

CON(ZE-) = ( ON(%Fe—XnH mw)}
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6‘4 TER(ER ESEN\P\_O

(,L\ 'x \_EMA Sea Mun mode\o -hm\s\h\md 2F P
ST eM =T e Ax\oma dc 'Inf\n\h) es verdad
. PRUERA.
- for teorema 6.1.41 la)l(k) yse henc due:0ys
=7 Tnfinito relativizado a M es eqqu\en\e a i
IxeM (0ex A YyeX (s(Dex)
que esverdadero tomando X=Ww; ya que weM,
Bt lo kanto et Axioma de Tnkinito esverdaderoen M.

6M.2. (OROL AR\Q (2F-). WF es modclode 2F
PRUEBA.
Por temna 6.3.5 , WF es modelo de 2F-In.

Por \ema 6,4.4, WF es modelo del Axioma de 1““““‘01 ‘50 C\UC
WF es modelo de ZF~— P-Tnf y weWF. :
for o Yanto WF es modelo de 2\:.

Ja. Prueba “de Consistencia Relativa
G.‘J.'E.VCORO\.AR\OVV
CCON(zF) =2 (ONGEY

@0



6.5. COARTO ETEMPLO

6.5.4. LEMA Seq AcWNF. Enkonces

: ‘ WF
A puede ser bien-ordenado & (A puede sef bien-ordenado)

PRUEBA.
Rewordemos tema 5,442, Nx{xeWF&D ke WF)
=57 $i A puede ser bien-ordenado) sea REAXA buen orden deA,

AXAEWF pof lema 5.4.141 (b) =7 AxA=WF

=) Re AXASWF =7 ReWF =7 REWF

tomg AREWF v WE es modelo de 2F—p-Tnf y R bien-ordena A WF
. =7 por dema 6.3.6, IR bien-otdena AWF =3 (A puede ser bien-ordenada)
5t (A puede ser bien-odenadoF, sea ReWF tal que (R bien-ordena AT

(R totalmente ordena A) es absdwta parG WE por los resu\tados de absolule

probados en 6.1.11,6.4.42,6.4.43% yaave (R okalmenie ordena A)
esta expresado usando propledades bdsicas de pares ycuan¥ificacidh sebre A
fambién +enemos que  (dxH (XA RNV ) dunde Sl AIR) esta Firmula
X AAXF(0 = IyexYreX (KHurERY
® tambieh es absoluta por ks resultodos ya mencionados,
por o tanto {enemos que xeWFE dlx/A R) (1)
Por demosirar que Vx ¢lxAR),
Sea X arbitrario ¥ sypongamos qgue X< A y ademas X+0,
como ASWFE ) por lema 5.4.49 ,tehemos que Ae WF

=7 come X< A, yusando wve ASWF Negamos a que XeWF
=7 ReWF por lema 5.442

=7 por (2} tegomes a que $lahR))
Pero pardimes de ¥ aybijraria

por o Yanko Vx d(x:ARY comu queriamos prabar,
for lo tonto R bien-ordena AL .~ -
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F
b5, (OROLARIO (25-) , AE—7 (ABY™

 bSBU0BSERVAUUN,  Elinverso del corolarie 6.3.2 podria no
Serderto) yo que entlema 654 wsomos que AcWF,
por lo *anto solo tenemos que es consistente que

todo conjunio bien-fundado puede ser bien-ordenado ,pero
algdn confunto que 0 e bien-{undado padrin no serto

6.54.(0ROL ARVO (2FE-) . WF es modelo de ZFE.
PRUEBA.
Por corolario 6.M.2 ) WF es wodelo de 2F

Y por co¥olario 65.2 , WF es madels de AE

HO. Prue.ba de (ons}s%nn\d Relabiva -

6.5.5. COROL ARI0. |
CON(ZFE-)~7 (ON(2FE)

g2



'4'\acwr\es g %vnuancc se Aeﬂmrn en Z‘F R

a Morée\os ’rram\h\ms Ae 2’\'— P e

- CH)Rbien ordena A .
(53) el Yipo de orden de(AlR) (uBo
LKk \°(+\ poh arding) e

‘( SYA+R ;m(b mdmu\ts :
(m\x [CRSY ora\nu\es

KQ\ % es'm ocd o\ ’(mm\\\VO y lotalmenie otdenado pot 6
por {eocema :,6.&:&'3.:: 7y es Srapsivivo it es absoluta
Y ey Yotalmenie ofdenado por € q»cx&u eapfes udo como
N3ex Nzex ez Vy=2Vzen) A — € esunorde“sobvex
“Queey una fSimila Ao 7
(6) X'es un otdinal Wmites=P x es un ordinal y YyexIzex{4e) AR
Y estu farmul es Ao 5 y 1 x esung1dingl¥ es ubsoluta pof (4)
{Q) Xesun'ordital sgcesof €2 xesunordinal y ao es viun ordinal \imite i a.
o Por (W) y (B) esta furmula resulta Ae

43) X es ordinal finito &= tanto X como 40dUYeX 500 G o son ordiales SUCEKTES: =~

sz Potlos incises omleriores esta fGimulu es dbsolta
(eY R=W +> X esordingd Wmite y Yyex(Yaoes ordinal Wmive)
_ POt 1nGseS anteriores tesula gbsolula.
(€} Recwtdumos que X=5(47 e5 Ao pof teorema 6.4.44. (k)
X=0«>T3yex
X=1 —> I4ex(Y=0 A x=5(¥)
K=2&239ex(y=1 A x=509)

La primeta es una formola Aofura tos demds seaplica induccion.
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_(6\ Sobre lus \aqses de 3F-Pxoes Q‘“‘*QS? '_.heq)n
. G(x ) ess ﬂes{unuon /\dum(g Avant

fata, Yerminayr 1o ?W@bd 50\
dfem @(xlg)eaa?d)cx
7je>o\>vtu LT

e—]Sup que 3#’56 :

= feM 2 fesfuncion Adow (€)= “}
R TR Aran(fle A
: ev“k“‘““.,"",“( o dbsalutcn dew y por Yeoremo ¢.1.19
sehene FMAnY =R (A,
() PD - Paca AiREM, (R bien-ordena AlMes (R bien-ordenuRy)
@lesel fema 6.3.6
=73 sabemos gue todo buen arden es isomor{o ot un ordinat yust que
st (R bien-grdena AJM =9 hay fidke M, tal que
lx eyunardinal 3 £ o5 unisemor £ismo de AR ent)M
Por (W) y por teotemy 6,447 condumos oste resultados
(5) Mismo argumento aue (i),
(Yol 11 =S) porla absoluter delu funuon suceser

o) olep=tipo(pxot; kex(a)) 1 dunde dex{pe) eselorden lexitugrddica
Y sdore ‘Bxok y puede ser escnito como furmilu Ao v porle fanis esdlzsoluty

(8 atf es simitar a (M) . {3
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21 TEOREMASea R velaciunal bien fundado’  himitado puc la tzquerdd.
| unciond aidv como en el Esquema general

Sed M modele

Entonees o Tt
. FesabsoltaparaMe
PRUEBA
Observacion.Se cumple aue (R-bien fundadoIM
(R bien fundudolMe=> W%‘?(XICqm(m;RHN\j AU“?E o)
Yix,am (@) R) = X< Cam (R A X0 —7ByexV 2ex{<2r9 o
pe(u‘en eska (Ermulan ) solo aparecen cuaniificado(es awiodes Y “06\0“‘?;1 (ona
X< Cam(R) y <x,47 que son absalutas =23 (X( Cam{R) JR) €5 absoluic paia :
=7 sd\o baska probar que NxeMS(xi(an(R)R) quese comple paigue Resbienfondado
for esta dbservach obenemos que RM=RN(MxM) es bien fndada
=7 (4) Yodo subwrfunto 1o vacie de Cam(RM)=(am(R}IM tiene un elemente % rinimal.
for uesifas Wipotesis y por nuestra dbseryacién ehienemos aue
RM es bien Bundado y limitado pov \aizguiedd g GM ey fyncional
As{ que aphicando recuision transginia pademgs definic M como
dom (FM) = Cam{fR™) = Cam({RY M
Vxe @AM - FM OO =GRFMY LY

Paga \a absolutez de T bastaria prubai que M= F‘\cam(ﬂ)(\M

Supungames que 00 =7 {xe Cam®IMT FMOAFE =8 % 0

=7 @ tiene un elemento X RM-wimimal por {4)

Afimnacion. ¥z e ComRIAM | Z=5% 1< 22€RY =3.‘°:<‘01376RNM"M)}=ZRM

2] esclowa

ST pava 16 LmiRIM = 26M, pof Wipstesis 2REM : il
ast que, st Ye 2R =7 YeM =2 <9276 MXM =) <9,2) e RIMMAM) = Y6 2RM,

Por lo dante g = 2pm pafa dode Ze am(RIAM.

Ahrotaqcoms X es RM minimal =7FH(9)=T(9) pata todo YeXpm

Urhzando o u{_\(muuu’n\XR:XRH = F]\XR: FI\XRM= FMPXRM {2

=1 FOO =GR = QM Fip) = U Py ) = FM ()

:\\ ::‘\::gs : ce\,:(n:?: fsv\.u jef‘mdd“ 'ecuisivu de Fy FM resped divamenie §

2 )= FRO0 B e s o e 06 Qe fercer = e por ().

BAGUE X es RMminimal tq Fx)EFM(x).0
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2 1'5 (QROLAR\O 0((5 e tho\\l'\Cl Para w\ode\us ’c(am\kwos de ?.F—?;c
- PRUEBA o P osta x\dm\du puf feCurSiln sobre BB

modc\os \'fu\f\':\\-\\los de 2F~P ) podemos o4 ec“
axiomas ‘Y\l‘?n"““ \Pnide 2F- P Fales

2F-P UMM mns\wo /\ \ /\ \g \M'
PRUEBA.

Esto debe ser clato si yenmmos que

M es modelo de 2F- P/ )\0
decir es que” ZF- Plﬁf 0’“

absolita pasa Myes un proccso
nomero de dxmma 5" Usado
es finvto.
AsC pues, nuestros tew\%ud
que cieftas Fdrmulas sow.
"TQY\S\’HVOS de 'I,F P’Pe(:

345 OBSER\JAC\ON En el lema '?'1 v Po(\mos cambiar
= L2F-P i 2F o por alguna ofrd Yearion desde \a
Cuq\ -se haya prabado la absolutez de digung §drmula. 0
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- sonsubkdrmulas dela £6¢
S AXPYAL Y ARG n
- Dada una dista finita de £grmiias
Fintta de fdrmylas queicontien
o sub Edrmatass
.22 L EMA (CRATERIO DETARSY BRI
Sean MEN dluses 9 91 eSn Lista Sinka de ﬁgrm\!,\ﬁfil,;
que es cefrada por subddrmutas, Enronces las siguitntes
368 afirmacianes sun equiyalentess : e
L)1 1106018 son M-N absolutas (dbsoltas para Min).
(%) Para 1ada $i(i=t,eeern) detaforma IR (2 Yy ey Ym)

se cumple N¥Yijeee¥m GMEB)&&N\%N (R 19 1)e e —737(EM3“"-.N(;<.‘5”«-%'J_}
PRUELRA.

(@ 2(0) 3 Sean Yuwe¥a €M y suponer IxeN I (X194 yyg) :7\35"(\5”“,,)\31\
Por lu dosolute z de'§; obienemos $i™ (Yieee)Ya) ,es decit,

Axe M'?j—“(h\n,l.mﬂﬂ y pot \aabsolutez axem\giN(x.s.,.--ma)
()2t | Tnduccion.

AV %5 gkdmich | claramente s absoldta ,
2Y sup, 85, sonabsala¥as =7 S3AY 9 T¥ic son abssolatas o
) supongamos que 97 es XY (X MiyeenY8) e

fean Yijeear¥aeM, entonces N

WM (B1)000y98 )5 Ixe MM by yipee M )e> T xeMY; (31 1)e0r¥e)

<7 Ixe NG N (X Bieer Y07 SN (91) 00 p 2]
El primero ye) $1Hmo «> son \u definicion de relativizacion,
elsegundo € qplica \a absolutez de ¥,

el tercers aplica la condicion (b) pata unsentide Y MEN para
®atro sentido, o

8%



.23 TEOREMA aENERAL%DE RE exioN. gy
Sea Lundclase no vac do ordmu\ 2 \”‘
COAY RIS Za S Zp

: BY ¥ ovdingl \\mﬁe — Z
Q= U 7~o( ;

Er\lronu’s purq coalguier tiska Fim :

\do(al':})d (\8\)001.)\9\\ SOn: ‘G'DS U‘Y
Antes de dar la prueba hacemos alg
T) Decimes gque A, B)(¢) definen Una

Esemplos s W = \)qR("\)
delN

) Con(a) guecemos deci que Zg
SueeerSn. Usvalmente 2o se
o YZsera WF oo o

Aplicatemos e\ lemu ankerior,
M="2Zp partar u\g\m B?o( pqm
del temu

Sin pérdida de - Jcnera\\d
pox _w\o{urmu\us- .
Pmc\(uda \= \quf

i {QEscrvese gue. 30’ que VE’G ON‘, 2% es congonto ).
ot el Ax\uma de Re¢mplazo %.G\t(‘d\;‘/ ‘ACZ?..-(‘ e c(_mjuﬂh
deordinales poc lo que Fy(2) GK\S\" pata cada KeoN.
Observacidn 4« Si i ng es e)us\ehcm\l Fil§)=0 para todo FeON.

B8

crintetaes e



Obseruacidh 2: Fi es mongtona: ¥<g! = FilE)eF e

S%4E = porA) §an(S)/se2g Y El6Hs)/ Sen :7 :

Fitg)=Spfeu)/sezp § < Suplaita)/geTe=File)
Observacidn B §i Bes Wemite 9 ¥iz=twnh VE<p (Filg)ep) -En‘rokj\cc’s’ -
pava cualguier §i =3AxS3(x:3) se cumple ques 2 \ o
Yuuyeeordm; 625 L3xe1 857 (i 3) —73xe2p 35 (a3Y)
Sean Si=3x YT VeScan Yoo yYmi €2p 3 supondAmIs que
3)‘&1\93%("'3) =7 por\adefinicidn de QLT obtenemos que
]xezé\'\("ﬂ \SSZ (xig).u0 _
Como B es \mite 3 Sep = pox B) 3%¥<p talgue JelZy
de donde Gi(GYE FilE)< P por Wipotesis ¥ por defincidnde 7.
=7 pot AV Zgyqy S Zp =7 000 W1 e Zp ST (i3
Ybservacidn Y For e\ lema $.2.2 ()-5) jsi B es Hmike
3 pusa kedo i=hZieee N se comple VE<BIFIEKR) .
Enkonces $iyeee;In son Ze-1 absaltas.
Anora si betminamus \o Pueba del Tearema Genera) de Refleaidn.
Neamos pues)que dado o) podemes encontrar 7 tal que
R Jimite A Wiz \yeoqn ¥ Ee (F;(‘}( ‘3) (% *)
Y es sufidente probar esto por nuestras abservaciones anteriores.
Vado oy B0 queda definido POF FEQursion Sobre W S
BO =A
Bpsa) = max {Bptd) Falpe)) cear Fa(Bp)}
Obsecvacion. By 7o+l 7
Sea B=Supyppreul
COMO H=Po< BI< oov & Jacel =7 Pes \{mite mayor que &,
Sea B<p =2 %< Pp paraalgin peW
=7 pof ta abservacicn 2 Fil¥)& Fi{Be)
pov definicidn de fpaq) 1 FilBp) < Berh Y omo Bpns P =
= Fig) e RPN =Beea1 < p .= Y5 (Filg1<B)-
Y esto lo hemes probada para cada = tyeserfs
Entonces (\Uedq P{Qb“do (¥ %) Y pur lo hm\t\ quﬁdq ProbC(dO el
Teotemu General de Reflexiqh . O
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%14 COROL ARNQ, Dadas \3‘,“9 \ \
1) Yot 3@y (Yrjeaern. son q\:So\u’t'us chm R(°() \)JF)
BV IRy (S1y000) 90 son wbsoW s para g- LY o

PRUEBA 7

(a) 2= ‘NF;Z(,( Rx) *'—'7°(<(5-7R(‘,QQR($)

: - P Mmite — R(U\\—\J R\

WF=V R

‘AeoN :
D22l ) 2uqsla =) x<pylaslp Ul
P umte D Ln =0

UL
L= °(CON P

1.9, 5. COROLAR\O Dados Gyjave)Cn enummdus cuu\esq\nem.~

3
(Y Yol 3y ok /\ ((,—R(M > 0-)

1=

(\Q\}o(357o( ;‘\ (G\ & (,“\-);; ’D

7 1‘.2}6 CORULAR\O: DﬂdUS G")‘ung)ﬁ‘“ s \QW\US dC%F

Entonces
W ‘dﬂw«(.’\ﬁ"‘“”) pan (A
Y EM(Meﬁm\r\S«\No/\([\ Gy )M‘)

i) Supaniends 2 e ¢- paratode G omoquc ZF,"
ALELPLR /‘\ a8

PRUE BA.

i) Ysamos cotalario 25 (4) 4 el hecha de que 2F06 P‘“‘\’"’do‘ hesam
=7 Va3 pra( L e == ap( /\ (G RR)
Poara 3M(M e \'MY\S\*WO N (A G ] )ngmos M R(i&)

i es sinitar a i)

Q0



EV ”[zi;s‘(i/'\_‘lq.-)Rnss]R(@ ;

F,»%—Bpek(pu)((a G ROV R (B
Perg st BeR(po) =2 B< Bol Recordumus B=PIBI<Q(B)114 Bo pues e RP(F)HQ Risn)
: ,Sstﬂ'(fsc entonces es facil verificar que

(REVRED <g(p) y que (gR)NEL, gRED
Asique ZF \+3p<pe ( ‘/;U'.\R(m 9 {cnkradicaisn con (#)),
~ Veamos que si gepo = (r(p))tEL R(BY Y (‘XR‘F“))W"L7YR{M

- R(Be
() (reg)) RBeL £x/ pocy< gl Rige) = xR/ oy Y =1 %/ pix)<pt= R(B)
latercera igualdad se ticne porque  R(gye R(po)
(i (RIPIR(B) 5 \gR(P) pov indvecicn
1Y atdmica - es trivia
2) W.T para WK esnmediato para (TW){¥AX) 7
38 =3IXY S H.T para V¥ R(Be)
($RIBIRBE) s ( (35W)ROVRBN 5T 35 (e r(p) AYRE))]
& AxIxeREBD Axe RIFRIBY A {yrep)RIEY]
=7 AIxUxe RIBa)AxeR(B) A WRIBY]
= Ix[xe RIBIA WRBY] &> (3 x YIR(®) &8

Para el Primer =9 ysamos 4) yla WX

Patu el segundo = usamos pe Bo e
©e n-
Pata fodos 105 €=> wsamos \a definicich de celakivizacion. U

1

R(®)



. Squ clase . Sin pud\du de gev\cru\\dud , 1da por - ng&r'muz\h;;.,
~Sea 2q4=7 NR). Notamos que - 2 9 e
General de Reflexisn

A &<p = zﬂ-anm‘zan(M—
B) P timite = zy= an(m-du(zn,_
DN z= Um\k(om uzoe :

Sea X= Z, Sea o +q\que Xe 2ot B
Sea B>X Yalgque Siyeee)Pn son ahse
Encontraremos A<2p qug;cuﬁ},\
excepho posiblemente wns

~ for AC)sea < unbuen or(\e
- Si %5 tiene m; varmb\cs\
definimos Wi 2‘5 S 7p camo: s\g\)c’
Wilg)= e\ <—m:nor 2- Yalaue 2€Zp Y ‘RJ (%/3)

PR ot , 61 9T =32% (2,3 y ($)FP

e‘ ¢-menar = delp,en otro cas0

’ S l“-— yidentificamos Ri con Un elemento de 2
~Los funciores Wi se lumanfunciones de Skolem o cons\qn\es de Skohem pacalas i
Sea A=clausu(u de X ba5o Hijoeci¥n o« formalmentie

A Ao=X
2) Amou— AU Hil9vecymi) / Y3eAmy Te‘wmi“{g
3) A= V}JNAm

Observacion A.Vmew , tAml=x\ si X esinfinito

Observacidn 2.Como A es cercado boto cadu Hi)entonces ‘§7
serd absoluta paca A2 (Foreh criterio de Tq(s\q vqug-},\emq,’),’z,)
Pues YYijo.. 9m.eAEaze2p‘§IZ(2,\d)_73ch ()&’3)‘_'
Yomando o ¥ como y= HUE) ) i 87=Tx93(%i8)
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=7 '8i es Q\aso\u’f(x pata A, Z. ; e
Ahora; 1AI=\UAm\L < | Aml = i\x\

mew ~ J,meu)

Teuremade Mos%ows\ﬁ l:n&onu's pac

VX noswiXpn € /—\[“3 (X”uuu\xn‘(_o-\gM (C\(xl) )uuu\ G(Xn\‘j
PRUEBA
Tnduccidn sobre

M es xeY ) (xew)Per xe Y= hiIE m) s (mnemm)“ ,
el seg\mdo <D es pof que G es mo f\smo )\os aX(os €5 por def muon de‘c\qhmauon. ‘
Yes xy xR x =y = Gx)= c\m = Caor=ae)) ™ i
el segundu D es purque Ges 4-4',l0s ol rus e por dtf\mucfn de Te\q-\lwzacmn,
LY HT para o\ P :
e} A e 7 (A= TaM) &> mnM
(AABA & (KA BA J&atMA M) &) (2 ApYM : ,
N umbes  Cas0S) eb segundo &> espor KT, s ohosr‘-:) es por dr{m\ un‘ :
Y W para of 1 por demoshfat pata I xo W
(3% )A <= Tx (xe AA P ) € Ix (Gix) e MAY “(c.m))
S AX(XE MAAMYISED (Ix o Y M v
€L Primero. y cyarto < ey porlu de finicioide ce\uhvlzquun Tl
&\ segundy > e por WT 39 el Yercero es Pu(qut‘_ Aes sobre J

7:2.20. COROLARI0. Si A es extensional y ‘fes enunuudo =
=7hay M teansitive tal que s WA LS yM
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1241, (ORULAR\O (AQ) SeaZ c\use \(0‘\5\,&\‘1013\8‘)“““ "$n enunciados L Entonces
\Jx:Z D( %rcmsmvo 7’:\ M[X‘ Mf\mmr\s.&wo/\ /\ (eMoy.2)

A AMI& max{){u,\x\}]

PRUEBA. e
Sin pérdidu de 9ene rq\\dad supong o mos ave $n esel Axiomade Extensionatided,
Si no, to agmgamos.geq Ael del beatema F2.8 , =7
XeAcz A /\ \s.Ag_,g‘Z) A NAIEmox § Yo 1x13
Come Z e hqv\s\’n\w. = se tiene (EX\"CT\VS\UT\U\\\JG(‘)
(Exyensiona\idud)® | Asy, por el Colupso de Mos towski ; Yeatemadis,
hay Gy M confunte dransitivo 4ol que CAe 7’_ {Mey
Y por el lemu 3.2.9 ) para cado =)o se henv_ que
M e YA 9%
Y ademas \M\—\A\"mux%‘r(o)\x\-f

Solo Falka ver que XeMm.

Por hipdtesis X es bransidivo,
Por el colgpse de Mostowski, teovema: ‘5 H '
Yyoome ¥e A = 6K /lAT=M -
Para este caso particularyen que X cs’trcu\S\
Ywex qlwl=weM =) GRl= XcM D

Y Po( \0 JrcmM

7.2, iQ COROLARIQ-(AC).Sean Yijeee) Py qmomas de ti en%ancts
AMIMI=Ko A M es bransidivo A { /\ 30

PRUERA.
Yomamos Z=V y X=W jentonces por corolario 7.2.44

IMIweM AMes transitivo A /\ (\3, <Y \/\IM\‘maxiHo.\wfﬂ

Como WEM = ‘Ao‘L\M\«quwo,\w\l =Yho =2 Ml=Yo
“7\5_JM[ IMI=%o A M estransitive /\ ( /\ 8 )M
(/\ M se tiene prque se §iene /\ (8.“< 5%) v $%iezFC. QO

7.2.13.COROL ARVO (AE). Para +odg svbconjunto Tinito de ZFE
hay yn modelo numerable Y Fransitivo.0
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DEFINIBILIDAD 7 -
EL UNIVERSO L DE GODEL:

8.4.0EFINIENDO DEFINIBILIDAD
D(A) denoturd a el confunto de los subconjuntos de A,
definibles o parkic de A/, intuitivamente
D(M’S.YCA/ Y es fdefinible! ey A)a partiv de elemenios de A}
14 p .
Para hacer mas precisa esta idea,hacemos otro intento de definicidn
o
D(Ah{{KGA:YA(Yanw)Yn-nX)}/‘3eLaF y Joyooe)dn-1€ A3 nem}
donde %% denota al conjunto de $rmulas delLar ) con bt vaciables fibres,
Decde un punto de vista riguiose +al fdetinicidh! es incorrecha, poes
no eskd definida en el lenguaje de ln Teorfa de Conjuntos ZF,
Ya que las '8 de las que se habla son £5Fmulas Y o conjuntos.

Esjrre capltolo esta dedicads a definic D(A) de modo rigufosds
OS5 coma a mestrar algunes propiedades.

B A DEFINICAON. S new, ©/5¢n
a) Proy (A, Rin) =§seA" s AteR (£N,=5)}
b) D‘“Sg(Amm’S)={seA“: stess)
) Diag- (AnLF)=Fse AN sGY=3(5)}
d) DE(kiAN) se define pof tecursidn sobre Keld
1) Df'(ﬁnm\‘l\:{Didge(Aim'\d)3 1:§<R}U§_Di09=(Amﬁl'T)! 1:‘3“‘}
2006 (et AM= D5 (< A | TAR £ Re D4 (s A U
U {R“S : R\SGD—&'(K!A!“\-S U{PTOB(AIRW\): RGN'(K\AIM\)}

€) DF(A:\‘\)-_-USM'(KIAnﬂ‘ékemz .
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Laidea dedefinic DS—'(A.n) es que sect &e \q -&srma - : o
YA m= 5 f<xiioenr RnY Rh(x\,ba.\Xnﬁ /‘3 es ermu\a con nvqnq&\es ki \D(ebz '

8.4 2.LEMA.SIRSE D?(A,m——)l\“ Re“#(mm g RnseN(Anﬂ
S Re DR(AIn) = Pfog(A|R|h\'e—\)f(Al“\

PRUEBA
= Bbseryacich « Si K< ! =7 0§/ (mAm\C N'(K'n/\l“)
Supengamos que RiSeDk(Am) =Y M'(mAm)
=) por W observacioh Frew ‘\'q R\Se M'(K,Am)
=7 RNSe DL(KELA MY DF(AIN) v =
Ahoraycomo Re DS (ki AN = AN R’eM'(muAm)‘:D?(Am)
A\\U‘Glsvpot\gqmos que ReDE(Amn) = Re\)&"(k“A( qu k,emf_
=7 Proy (AR ) €05 (kg A = DF(AN)L T -
B.4.3. LEMA (ESQUEMA). Sea $(XojeoerXn-1) ¥cvmu\u um \mr\ub\es
Libres entfe Xoyeses) Xn-1 . Entonces 5
GANALT {seA™ : QA (501, vmysta-D } © D?(A.n)]
PRYEBA. Tndvecidn.
4151 8 es Xi€ X5 entunces () sesigue de que D\use(Amnn)e O£ (A}
Si s xi=2f, enkonces () se sigue de que Diag_ (A n1,5)e 0 (AW)
~ DSupongamos que (x) se diene para W%
08 se Yiene para WAY ;ya que DO(ANY es certads buje intersecciones Hinitas
() se hene parg TV, ya que DP(AINY es cerrado bujo complementos
3) Suponamos (%) paca W Por demostiar para 39V¥="3
q) Y es diskinta de XojpXajoewr Xn-t
Entonces vsando lu hipotesis de inducdioh

15eA™ 95 ) caey - %= oy (A, te AR ( t(o),..u,t(n))}I“)ED\G(AI“)

H Si = X.T =7 $(x0) ceo)Xn-1) = 3)(3\\) Xojees 1Xn-\);Q$\que X‘)' noes
libre en8.Seq 2 unavaridble gue 1o ocorre en ninguna pariede's,
sea ! (Xo)un))(n-\,?.) W(){a)nu))(_g-\)%)XH\)M«)Xn V)

Ysed \gr =73\

=73 w8l son \§gicamente egualentes y las variables fibces
de %! se encueniran ente Xijeoe)X5-1y  Rfirjeesd ¥n-)

Y 2 es diskinta o todas elas y =9 gplicamos o) y obtencmos
que (%) se Hene pafa 8! y por lo tante para’?, O
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: :3 1‘-\ OBSERVA(\ON E\ \nve(so de\ {evii: ,\\:squemu) Bl"ﬁ nu

505*\4\cc\( \’\3\1 [ ',so\o inioyHvame ke seiy

“J"‘ 3wy g wses similartes  ahara uéqndo/\g‘ﬂ o
ef0 (%) no'esun &nune u.\ao del denguage de \qTeonud(‘.(u i\ nkos2
As{isélo tenemes intuitivamente :
DE(AM =1 {5 Ab 2 SR (stadioniSOTY /9 ¢Fyr convaricbles libres

84S QBSERVA(\ON DE(AN) es cm\h\a\c, pues he deﬁ\mdb co \

baje opergclones (—’m\kas (cump\emen\unr\kfnsucmn,pmg

8.4.6. DEFINWIWON. Por Secursigh soble mew) defimmos E(m:Am
1Y 61 m=2% ST g idin = E(mlAlh\"‘D\Q(‘je (A i )
DS m= Q'BSS\) iden =2 EmMAIN = Diag_ (ArnidY
3) 5 m=2l33.52 =7E(mAn) = AN\ E (1A M)
MY Si M358 o mEMAN =B (HAMNETTA
5) S m=2113, M =IEm AN = 9(og(me<umm\\m7 .
6) Si wi o €5 dela fotma 1)-5) = B (mtAlm 0 D



g.g}.L.‘-‘;MA.Vnew,A's DHA:M SI: rmAm) muﬂ*

PRVUEBA. :

€ Re DF(A M= \<<uP1”(‘ A
sobye ch"
ay eeo&'(om‘

) de&mmon ‘derE(Y
=Y, induccion so\)re m

0 iseA“/smcsm’s Dmfae
W.T. Supongamoes para menare’
6)si m noes de \a Sorma 4)-5), =

A m=21.33 {,3¢n =7'E(m|Air\\= ',
D m=20345 i3n ) es similag aﬂ
3)‘“ 2‘33 52 =7 E(miAn) = /\h; -

CamMo V¢ M = por WL E(T AN
) ""7 \:(mlAm\ A“\E(HAI“\ D‘?

Ll) m=2i.33.53 =7 E(miA
Cvmo"\,acm = PO
(S\ k<\<', ]
\mke\u &q V\;(\.A'

=7 E\rmA.h\ ProglA\E(\.A;

8.4.8.COROLARIO 108 (A& R
BAA. LEMA. DL YE son absolutas pata modelos *‘q“s‘\‘\“’& de 2F-F.
PRUEBA. .
Peoy, Diage ), Viag = yDE/, O, B jestdn dedinidas wsqndo ngcianes
4ue ya Nemes prubadu que sutt absolyFast por efemplo y para
el cass de Teruisien apheamos nuesifo 1esuitado que tenemos
Subfe absobutez dedunciones recursivas, deo tema 7.4, 25
Para € tambieh vsumos la absoluter de lu e xponenci uc‘on
ordinal ) cosolario 7.4.3.01
8.4.40.NOTACION. 55 S = (Soyews Sar) €5 U suCESions entonces
5%¢97 es la sucesion SA<¢YY = (SopueciSant; Y¥)
54<47 la hamamos o concatenacidn de S con Y. a
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8441 berivGoN S _g

s \')(A\=1xe’A/anemaseA“JRewcAmm;_&a fX.éis;eA:‘sfcsye RI{

Aqut, s $=(Se1s0c)Spn) =) S"<t5)= CSoys :

B.4A2.0EMA (EsauE MA). Sea Y (xay53s
entte Xojoue) Xn-1y X ._Er\*:c‘m
NAVXaj- o kn-1€ Al T

PRUEBA. ey

Claramente {xeA=9A(xa,s
Sean A conjanyo iy
Ahata fe cor dumo

a9



Q.2.CONJUNTOS cwsmum\sws
8.2.4. DEF INLCLON - Bo

_»{Lm: oLem\\'i ‘ \j

;*'a 'Z B OBSE RIACON: DAY ew.

CEstues tnmediade de lu delinicidn
Memu’; si AeV y (s D(A)

CBOM.LEMA. ‘dx=A{\x\<\u

PRUEBA,

Sea A=A g \xil= new

Consigecemes Al CN\S\JM’d

Nearnos gue Er,? €

) é&("?(beSude\
o lemar 31_4’

ASL) gqm cuq\qme( n 3 cua\q\n 3 ?"‘A)s\ Rs deroka al ”RO\“S" de S”
Lengo Ry=J9eA L s'\mveh Le 0(A) -

: F;tn definician de DAY pues RS_A,nqu,Vsre A yhay Ene D{(A,\\m

*‘* We Rs=9Y€Ag sh¢yy ¢ ED A, pe0\0 que Rge DAY ) asi ,
DAY= §XCA ANeWISE A" IR DE(A nt) K X=9Y%cAx 5A<.5>LR~S
Fegresando o X=$aujeev 10013 considero §e AN ta S(i)= i

=7 R={3A L SN e BN Lepia) 0
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\u\ prm IBES \ﬂ a

8.2.9. PR&)POS\C\GN\ : (
~PRYEBA. -
R T Ahq“s\\-t\l(l Sea bEA. \:r\’ﬂ\\‘weS

b=1%/ ke bl ={xeA/xe bY= ixeA/ueb)ﬂeD(A\

\o\ sequnda igualdad es por rransitividad de A \otercera P“f‘\“? (*Cb? —(Xd’)

8.2.% . PROPOS\ CLON « (PROPYEDADES DE L y L )?s e
@) LI =R VateON y LeWF '
() L(n = R(N) Ynew Y 1 (wi= RW).
<A@ ) =) D=L inent ¥ news
()91 des infinito , \L) = (LN =1L -
() L () es vransikivo v A e QN
(Y ¥pea 5L (IS | (x)
£ L es clase transitiva
9) Ve oN (L )NEN) = o)
(WY Naean {ete L) esdecir oNs L
) Vo £ ON (P, o012 al= L)) donde B0 es el L rango deX y

esta definido como PL(x)= Nxe 0N/ xe Lgtth
(3IY¥deoN L) = {xeL/p,_(xMo('g

Ve gn | ia)e L4}
() 5% aep = L) e L(p)
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PRUEBAL
(OQ '.rn‘d\xté’ion 3.

L (o)= Ri0) . e i
S L @)= D : Rlar)s 2 LEWE
S LS RE Vde
(k) &-poc.

transi¥ive ;P

)¢ Inducaich

(@) aeon (L) AoN

Ved=0" L(e}=0 y (AgN= 0= )
S d=pat y pur W L(BINONZ P . Bor observacich 8123

Lipm) =DLeNsPhe)
Pur (&) LIBYS LB § pog (o) LIBISRE) = FueN=@(rip) =D ;

=) B=L{BINON SLBHMAON S RLENNONS RIR(E) NON = Rie+) NON=B +1
Vo dma gualdad es pof leman S.4.40 (b).
Por o banto pe)
" soly £

=

B NAN 3 L(p+INON < P
HI

alta ver que Bel(pr1)NON ) = solo falta ver que el iptn)
Blietcer = ey

LigynoN = {ScLip) /s Sesordinai} =§SeL(p)/ (§ esafdmu\)"m} € D(L(ﬁ))’—“fﬁ‘).
Putue (§ esardnal) es absolutag pauta transitives
9l peftene nda e par \ema 8.4.42.

) W \mite 1

-E =Z(]
MNON=( t(m1noN =B\L,,‘“mnom _a\)“ﬂ
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(W) Yo e ON t«cL\ Es decir) oNcL :
wsondo [9) paradedN |, e eH|~LlpmN\0N —7 oLeL(um\“- L
(Y ¥aeoN p (a)=o : . :
sea ofe ON, O(C.oH\-_L(eH\\f\ON =7 o(e Lint
, ST oleb) = del(xINON= o8 kv( ¢o()’" =5
(3) Mxe 0N Liot)= ixc\. /chx)<o¢’i

’]S\ xel y Pixica = xeL((’L(x)-M "3
= pecte) LIALGI NS L) = xeLl
R Vo{coN PLOY €Lk
LRI IxeLW) / (gt ] € D(L(dn L(o( )
a 9er¥enenuq € &5 parel Yema 9.4.4 2 '
@Y si d‘ﬂ" L eL(p) . Tnduccien sebe’ 5
noTe P20
, .a sup d<ptl (9 WIT purg B) =7 ol&f ‘
St A<B =7 pon Wy por () L) eL(B)EL(EHN S
3 par {8) Wramsitividad de L{B+)) se Hene Ltd\e).(eﬁﬂ 5
Leon) 5up che ¥ 9 ¥ \mite :
=7 dcdtien =3 LI ELHINSE U‘-(B‘ Laﬁ‘ 7L
LY eblrat) es por W) [

3.2.A0.COROLARIQ . L es cluse kuns\hua que cun_\ene"u S
todas Yoy ordinales . :
PRUEBA. )
Poc proposicidn 8.29 (£) y (h\ n

B.2.41 [ 08SERVACION, L (o) = R o) parala mayor{a de A
Pues i W< of<uwy VL= 1K) es contable
Pero R() es inconsuble.

- En nuestros resultados que siguen haremes mas clara esha
observacidn, 0
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ve: LLod es qbs::lu’ra
para M’ hc\ns\hvo y mut\ti\o d“ ?("— S



S (AT
OTROS ETEMPLOS
QL EL AXLOMA DE CONSTRUCTIBILIDAD V=L e

DAL DEFINION. EL Axioma de (osteuctibitidad ¢
: esdecic, Yx3a(xele)s
AL TEOREMA(F). L €5 un modelo. d
-PRUEBA o g
. O:Exiskencia. de (onguntas (A= x
- esto se podeia algumentar
.. obtenemas qve- Floye 10
L: Extensionalidad,
o Per propusicigh 8y
=7 pul Lema 6.2
R
for propugicign 8:
= por \'e'm'q;‘_;(; : - ‘
a (ES R ; : _
sin o¥ras variables Wores que lus rque y '
\d%).\/l)uob)VF\QL L ()_KEZ‘/\I)L{X‘Q,\“ )529.")\/!"\)}6 L ’
Lo definicvgn de L+ eD(L{x)Y $fue preparada para hatet este
Frabago ) pery D(L()) envuelve ie\ativizaciones de Lix), NOE_.,
Para cemediar es¥o,aplicaremos el Tearema Genecal d¢ Refieidn.
Sean 2 vieee)Vnel =) Sean o EON Yo\ QUE. 2(Vijuer ) WnG L (X))
for Teorena Qeneral de Reflexion 3,03 seq p7eX +q Wes absoluta paca L(B),L.
oritninas § UCRAY) =7 Te/ @b (uzwmenin B =Txe LB gHE L il
forlema FAAL este confunta egta en D(L(fﬂ)=\.(ﬂ’\\)c\__. .

NsL= ogL o

q‘ES\ oo - o« g XY e Lix) |
ean X, Ye¢ =7 seq . L el
=1 fxw = §EEL) S5 xyv 329 = 2L/ (a=xv 2=Y) }cl)(um A1)

Wikizando o\ tema 3444 también ,‘lqug!}('r\iqg’:Y\ de Relalivizacign.




S. Umon Seu &eL = ]o( Jrqr xc LLo(\ 7 xc\_(o(\ parhqns\\\v\dud Oel(«)

el m T \of (nn c’\\u ?lop\(’dud
!)(‘hn\m\)L ;,d.—/GUPSB/se\-(e‘) )\JCX y '3 p, m\mmoﬂs '
‘ "‘7 \l‘:ﬁcx A

- di%el U E L) e
) (G’(m

L«m | \
=196l 1yexy=T8e L/ yexd = i"“‘“‘"’/m ex) },9‘),
\(‘ O\Hma \(AU

aldud e POLQUE Ye X < 3 (ye YLk
Ya que (ye ¥ LW m<_7(3mwﬂﬂcx B

Peto 81 Jeblat) = Yo L) =7 [ (yex) ¢—7(Hnu«m)cm=73c x]
Par Vo tanto pur lemg Q. 144, findmente tenemos wando ) e
(Geen) L ‘3‘3“(""'”/(\“\()"‘““‘"& EhlLwt =ity . 0
Enlunges delinimas Y= (R 9 oblenemys el rew\kudO'D

106



10+



108



Ftu\oq(e'm'os’~ quc
Mdra €svo definitemos unh
92,4 De

x_4259)'\/('_m=hy:/\‘vs;<=5y/:\"tr_\v;xi< m], 0
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| : ’ (od'
A eu: 40(1 u‘n buen ordeq de L
4210, U:M +Seu 4

4402




9.2.45. (ORQLAR\O (‘l L) 7AE
PRUE BA

Supongames (=LY -

Pot lema A.24M ) <) bien ordr:nu a L \/ S
sea Xeb ) porser L Aransidivo =2 xek et
= X es bien ordenado por elbven ofden <o Yes+r\n3\do a %o

q.2.4 6.COROL ARVO. [ 2F +(\J=Lﬂ\'AE’.D>

(30 P\‘\Je\)a de KO(\STSW(\;‘{Q Re,\q‘f?,\!d;’

9947 COROLAR\O

e Pur LO\'O\CA\'\O q 2 17
P()\‘ Cu(u\atlo C\z 'l. (
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q‘.» M\N\MAL\M

% 2 LEMA(IF)

—7 mm)— p(\) B (

% 2. (OROLARNO
- (a)(EF-P) P(Xu ) es q\m\um para madelus transitives de 2F-P

() (2F) P(X\ N absulvta para medelos dcansitivos de 2F
PrRUEBA.

(@ Fy 'lcuremu 3. A ¥
(%) por- () 9 +<men\u

23499 POIE) esha defini do pot recursiaf
3412 ya Ve PRy =p(xoe). d
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A (@) 0N : Ve e
B lema B.246 LG - ~absolt MeYeamo MM lema 433)

g e M -
=) =M/ (3 (ke L™ =M/ 30 (xe Ly 1\30%@» 1%«) )
: Por to tonto L=M=M. 1

A3.5.0RSERVACION. | s e\ c- rﬁenor modelo — clgse chv\_si&-?vode 2F
que condiene a ON (& que es Qase proPia), 13

9.3.6. 0RSERVACION. En teotema A3H ylema 433 ng €5 necesaris que
M seq modelo de todo 2F, ey subiciente quelo sea de un conjunto

finite de axiomas T, suficienkemente grande paca queq‘ g
otdinal, fango L () (seun gbsolutas para modelos fransiiivo
de [\ o

A3H DEFINVION. 0(M) = MAON,.Q

q-*-S‘LEMA.S\ M ey coalguiet confunte transidivo M
PR :’70(M)EON:» es el primer odinal quenoesta en M.
\ .
(omoe%’les congunto =7 O(MI=MNON @5 conjunte =7 0(M)G ON MPON
3€a o €ON el primerordinal % adM . Afirmames que of=0fm)
Elsea pedd  por minimabdad de o =7 BeM = e MNON =0 (M) =7 oc ( (M)
21sea peO{M)=MNON =7 BeM v BeON =7 pur M trunsitivo) Be M y peuUN
Ne=o = peM {mpuica seM B (2dM) L Por \o banto B
IBIX = o cBem > XeME (xd M) |, Parlo tanto < &P
Pac lo fandy geol = OMex, A .
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= O(M\—ON"

2) $i Mes Cun\jun{- ‘

O(MIEON 4 esel: Prlmf‘ ‘
PRUEBA.

2} €5 por el lemy 43,9, e
L) PocYema 433, oNe M.
9341 TeoREMA . Hay una cor\3

Yalgue s YMIM *fth\’(N
PRUEBA.
for tema 7.44 ¥ puc ubsvwm : : j
ZFEIMIM hans\’rNOA‘fuMAuvu /\\SnN ')(_ e q\om\\x’m pqm M
donde K puede ser lawcidh de ordinul) rango, ) (o), €k C-
Tambien hay unu confucitn finita o de axjomus de2F pord Pmbq‘
que 2 Mo My ordinal maximo 'I'AX(Xewrd\nul/\V\j[\gorqu\ 734)5])
Sea ¥V =(9Acos A¥ A
Afirmamoes que Y MY M fransihivo AYM_5 (M L(O(M)ﬂ
SUPONGUNGS Que M ey Yuansitne y qgue yhM Sly) Mo (O(Mﬂ
como (“n Wuy vaording mdxime M = (M) es ordingd mike
=7 L(o(m) = UL(o() : o
Y por tu d‘osa\u\cl de L),

- M= ixeM/("éL)M} =9xe M/ (3a (xe Ltdm 13 J2eM/avem (xel(d))}
=0 ) = Llom)

de L)
la terera \guu\6ud es pof la absaliter .
la oaita gualdod e quue o Xel(«) 3 <eM =7 por “absolutez del yporgue

Ly = {XGN/(xc LM § Y{"C"‘/xewﬂ)} conclvimus que Xt‘.(u) =7 XKeM O
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9342 TeoREMA: Hag Udd o oncidh i

M (xk:\:H)y'_—y',M cl_j" Gil
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QML LA HIPOTESIS, GENERALZAS

esel enyncado

GH2. TeOREMA. S\ V= L y
PRVEBA
for wyolacio 9.2, 16
Ahota sea a2, Wy scu A
Observacidyv 4. 4% w —-7 lv(l_
t‘))qdu e e (k) =y \o(\<, S :
weemyS - {LE < Y po ¢ mduccw“ :
S\IPOT\QUNUS q\)ﬁ VB:)"((B)/‘” ) |L([§)\=\ﬁ\) Vﬂ(d (‘L(F)IL“’( n o
Va \mite = |l(°0l—l U L(ﬁ)\< é lL(p)l-é.iP|<5 ol & il =i
) sidzpny =7 por ux |L(m\ \s\ \utl 9 Ll)= D(L(Fﬂ
=2 Pur proposicieh @.2.F \o(um)\4 lL(p)\ yaque LIBYesinha *°
=7 nuool-\ompnl"—lt(a)l m\ 1e€): -

“For 1 tanto lecl =} 16| para 0(7/MJ
Teae mos que Aci(x) .

Sea x= LEUTAY = \*I—IL(«)I.——WI

_ X
Observacion 2, X a5 \(‘CmSHNO YU que:Ye ¥ "7{\56\-(’0 el

YA =74YclIEX

=7 pat turoluriofas) 7,2,11 con 2=V v %=,/ 9n del Teorema 9.3.12
Jxz1@IugAs =2

AM[Mes tansitivo A XM A IMI&maxTH, ’\Xl} A (Mer %)]

=7 Mlemax Yo, X1l = MurT Yol § = vl =7 Ml = l

o ¥e My ei=Rki =9 Ixl=1xi 2 1ML, Por 1o tunto IM]=lw]

Gmo V=L, v e cumple 4 KM se cumple, entonces por feviema 9,3.12.2)
M=LL0(M) ) como IMI=tetl = 10(m]= IMDONY S IM]= 1t a1t =5 ottt ¥
=) oMl ol =y L{g(M)) e L(latit)

=7 AEXEM =L (a(M) S L(1xl*) =7 A€ LUIY) =7 Bue) =L {1+).0
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9473 (OROLARID « V= L 7\Mc
PRUEBA

+ \mr ubSe?va
eco 2ty K+ pot €\ Teolemu de Com\-or Por \o *an%o
Ve aqul que v« 2 ’(-W«n) D ‘
A4U.COROLARLO ‘
0 TF 4+ (v=L) - HaC

2) ZF+ (V=LY AE4+HGC
PRUEBA
1Y put cotolasio A.HB
2} por corolatio M3 Y POF co(o\qn

?a, P\"\;ebq &g 'Cons‘\"sﬁcgng\q »

4.4.5. CoROLARNO
1) CON(zR) =2 (ON(2F+Hc1c)

2) CON(2F) =9 CoN (2FE+HGC).
PRUEBA
Por cutalario .MM -y por cotolurio 4.2.2 3 obsepvacich 4.2.4, O
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T‘CAP \m 10

L TA& ONES DEL METODO
DE MQDELOS INTER’NO%

Vetemos - ahgra kk"s"_k\g’fjé'gc\‘g ‘C\:ﬂ*i‘vg
“de on enyndiado o-de modelos internos:
Damos Blem SR

10.A LEMA. - =
PROEBA
€] Lm=gXel/xer)i =l
2] Comoen 2 F se prucba 3 O e que L es wadelo de V=L
=7 (kL =5 Y (ke =7 xe M) =7 vel-.0

10.2.LEMA S Mes clase propia bransitiva modelo de 2F =7 M= L.
PRUEBA

€] Mb=ixel/ (xemy 3 EL

2] Coma Meey cluse propia Hransitiva modelo de 2F =D poy Yeorema 45M
LeM(eotemu de Minimalidud de L)
=7 en 2F se preba que Wx(XEL= KeM)
(omo L es modelo de 2F =7 en 2F se prucha
I¥x(xeL =2 xe MTbemp Uk (xeL— (xelt— xeMb))
S¥stitugendo L=t ytilizando tema 40.4 ,obtenemos
X (xeL= (xel— x& MY)) gque ¢ -\u\)\u\os\(_qmen\g equivalente
A Vxlrel—= xeM-) =7 Lemb Byrlotanto Mb=1.0
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10'5 LEMA Seu‘s @om\u,\‘q Y. M.N c\uses no \mc\ou :

,\3 B
qUAE
(kx~ )N)N@(xm*ﬂ“‘e(x ol & (x E) B
“todos los €2 son por dedinicidh de (e\q\wtwﬂo‘\
)W para o B

(MN)
()M )Ne (1 (&™) N T (@M e 7 of M )<-7( of)
LRARIMIN 5 (MAMIN 5 (4™ MALEMN e M )/\[5(“ ) (°<M57
o En am bos casgs el Yercer & ey pos WL
Bles demds <> son pot definicich de rela Hvizacidn,
B UT para V) poc demostray para e IR\
' &(BXW))M)Név[’ax(x;eMr,,Awm]N
] e Bx(;\eNAxc—MNANM)N)
7 Ix(xeNA xeMN A M)
€2 Ax( xaMN A Y MN)
€7 (3x y)M™

el primero; segundo y quino <7 e5 por definicidn de relativizacidn;
(.'Hercero €5 por K. X

e\ watty es par la ehSc-lvqc\ur\ M < N \uqu€ lmp\t(,q MNnN MNU
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10M.TEOREMA.No se puede erobar;'\auco(\sxshnua ke\q‘nvq dc
enunciados Falsos e_n\. ) pO¥ e\ delos m\emos
Formalmente: BU

Sea M clase yy % enunciado \q\es 0e
D2E 9 ($ falso en b
2) ZF ¥ @M para oo aiona
N ZE-(UMEM A ONCM\
Enlonces

CON(zF) =D 2F V—‘SM
PRUESA s
Ohseevacion « lema ONCM(ZF\-ON(M =7

Supongamos que CoNlzF) u. 2F = ”
Coma L es modelo de 2F Cl\'\u!!\(e
TF - (ML (0 :
por lema 403 ZF (WM &
Rar (%) u (%) EF\—\S’(ML)
forlema 40.2 ML =7 ’%F‘\A—
bero por 1) 1?—' - '
AR o LI AS SR h b "’7 2V e m(onscy\en%e ((oN(%F))

Por to antos, LQNHF) ——7::2_\'7'- H“g M
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