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CAPITULO I

INTRODUCCION

¢Por qué los modelos matematicos en Biologfa?

Desde tiempos inmemoriales, el hombre ha intentado comprender la
serie de regularidades e irregularidades del munde que lo rodea. Esto
lo ha 1llevado a un paso mas alld de la simple observacién y
comprensién de los fenfmenos naturales. El intento de predecir los
acontecimientos posteriores es uno de 1los resultades de 1la
observacién y la comprensién., Esto le ha sido posible, gracias a la
existencia de fenSmenos gque se repiten a lo largo del tiempo. Ya que
se ha comprendidc perfectamente el mecanismo de cierto fenémeno, 1la
manipulaci6én del mismo es el paso a seguir.

Debido a que las matemiaticas son consideradas como un lenguaje
universal con la capacidad de proporcionar la herramienta necesaria
para la descripcién de la naturaleza, el cuantificar los fenémenos
naturales ha facilitado su estudio. Sin duda, los fenémenos fisicos
han sido, al menos en principio, los mis inmediatos para interpretar
por medio de un lenguaje matemitico. La capacidad de abstraccién de
la mente humana ha permitido desarrollar una vasta teoria matematica,
la cual en cooperacién con las reglas naturales han intercambiado
los papeles en la tarea de comprender a la naturaleza. De esta
manera, el desarrollo de las matemiticas ha permitido el desarrollo
de la fisica y viseversa.



Dentro de los fendmenos bioldgicos, también se han encontrado
ciertas reglas que bien pueden ser interpretadas por 1as>mateméticas;
aunque esta lahor es un tanto mi&s complicada que la de cuantificar la
fisica, por lo menos ein cuanto a la mecédnica clasica se refiere, pues
se trata de modelar fenSmenomenos mis complejos cualitativamente
hablando. Al parecer, hasta la fecha, no existe una defimicién de gué
es la vida, por lo que ¢cémo vamos a describir alge que ni siquiera
estd bien definido?. Por consiguiente el observar, tratar de
comprender y predecir fentmenos biolégicos no es nada trivial y el
pedirle ayuda a las matemiticas, es un camino que muchos cientificos
han decidido tomar. En este trabajo se intenta presentar a la Teoria
del Caos como una alternativa para la descripecidn de clertos
fentmenos biolégicos al plantear los argumentos a favor y en contra,
que ya se han realizado en cuanto a gque algunos fentmenos bicl&égicos
se comportan de manera cabtica, se desarrollan los conceptos que
giran en torno a lo gue consideraremos come Cacs en biologia.

El Caos en Biologla

El cCaos forma parte del comportamiento de los sistemas
complejos. Partiendo de que un sistema complejo es aguel que contiene
un gran niamero de grades de libertad, o lo gue es lo mismo, un gran
ntmero de variables independientes gue lo conforman, se sabe gue en
biologia existen muchos sistemas de este tipo. Sin embargo, también
existe un fenSmeno intuitivamente contraric gue se puede llamar
Anticaos, el cual se encarga de describir a aguellos sistemas
altamente desordenados gue 1legan en un momento dado a
*cristalizarse" en estructuras altamente ordenadas. [Kauffman,1991]

La seleccitn natural, es el mecanismo mds importante que se
encarga de mantener una autoconsistencia entre los organismos de un
sistema y todo el ecosistema como un conjunto, todo esto en favor de
la permanencia de los sistemas biolSgices en el "juego de la vida”.
De esta manera, la dindmica de las partes (les individuoé) debe de
ser consistente con la dinadmica del conjunto (el ecosistema). Cuando
esto no sucede, por ejemplo cuando la din4dmica de los individuos es
inconsistente con la dinamica del ecosistema, la seleccién natural se



encarga de eliminar a dichos individuos. Si la dindmica de los
individuos persiste en ser inconsistente con la dindmica del
ecosistema, .las caracterisiticas de los organismos cambiarin a través
de diversos mecanismos hasta que se alcance una dinédmica global
aceptable. Es asi, como de manera indirecta 1la seleccie;n natural
interviene en la dinamica del sistema.[Conrad,1589]

Se ha propuesto al Caos como la manera de describir los
sistemas seleccionados naturalmente. A pesar de que la misma teoria
del origen del universo, postula que todo partié del caos al cosmos;
es decir, de sistemas totalmente desordenades a sistemas con una
estructura altamente ordenada, ¢ ha visto que el fenbémeno orden-
caos est& presente en la evolucién de los fenémenos naturales en el
transcurso del tiempo. Inicialmente, fue en fisica donde se observé
dicha cualidad en ciertos fenfmenos por primera vez. Especificamente
nos referimos al fenémeno climatol6gico que Edward Lorenz describié
por medioc de la teoria de Sistemas DinAmicos a mediados del presente
siglo [Lorenz,1963]. El1 observé que bajo ciertas condiciones un
fenémeno, a pesar de tener dinamicas complicadas pero bien
determinadas, pasaba de ser totalmente predecible a ser impredecible
del todo. Es decir, dados dos punto iniciales del sistema tan
cercanos como se quiera, podian llegar a tener comportamientos
totalmente diferentes a lo largo del tiempo. A este fenbmeno 1lo
denominé "el efecto mariposa".

Modelos en Ecologia

A pesar de que en biologfa, en el caso particular de 1ta
ecologia, el desarrollo de modelos se basé en los modelos
estructurados en la demografia; se ha utilizado la misma herramienta
matemdtica que en fisica para el analisis de sus dinamicas. La
historia del desarrollo de la demografia humana, al parecer tiene
sus bases en el desarrollo socio-econémico del. hombre;
principalmente con el transito hacia el capitalismo dentro de las
sociedades urbanas m&s ricas. John Graunt, comerciante brit&nico, a
mediados del siglo XVII en su obra "Natural and Political
Observations mentioned in a following index and made upon the Bills
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of Mortality" (Observaciones naturales y politicas que se mencionan
en el indice que sigue y basadas en las declaraciones de mortalidad),
realiza una consideracién importante en cuanto a la tasa de
crecimiento constante de una poblacién, lo que harfa que la densidad
poblacional fuera varias veces superior a la existente, No fue sino
hasta finales del siglo XVIII, gque el economista ingl'és Thomas
Robert Malthus, propuso su teoria del crecimiento geométrico de las
poblaciones, mientras gue los recursos alimentarios crecen de forma
aritmética. Posteriormente, durante el siglo XIX, los estudios Qdel
crecimiento poblacional revelaron que dicha tasa podia tener clertas
variaciones en el transcurso del tiempo; ello hizo gue Verhulst, en
1830, propusiera el famoso modelo logistico cuya dindmica se
describe ampliamente en este trabajo. Durante principios del siglo
XX, sobre todo a partir de la Primera Guerra Mundial, se ha seguido
trabajando en los modelos de crecimiento de poblaciones, realizando
investigaciones a nivel de campo y laboratorioc. En 1923, Lotka se
convence del caracter general de la ecuacién logisitica y describe el
crecimiento de poblaciones con interacciones interespecificas. Por
otro lado Vito Volterra, quien estaba muy interesado en la aplicacién
de las matem&ticas a las ciencias biol6gicas y sociales, llegs a las
mismas ecuaciones de Lotka para describir el crecimiento de una
poblacién de individuos de diferentes especies que interactGan por la
competencia de los recursos, en la cual, una de las especies es
parasitada o depredada. Por lo demds, se sigue manteniendo el
supuesto malthusiano {Altesor,1989]. '

El presente trabajo se divide en tres partes principales. En una
de ellas, capitulo dos, se expone de manera explicita y formal lo gue
se considera como Caos en Matem&ticas. Es importante definir bien lo
que se pretende buscar dentro de los fenémenos biolégicos. Se
desarrolla una definicidn topol6gica del Caos Determinista, con base
en la Teoria de Sistemas Dindmicos; teoria que se utiliza para
describir las dindmicas de los diferentes sistemas que describen los
fenémenos biolégicos, particularmente ecolégicos y epidemiolégicos.
Dichos sistemas se pueden dividir en dos: los continyes y los
discretos. Para los continuos se utilizan las ecuaciones
diferenciales, que al integrarlas nos daridn las soluciocnes del
sistema; o 1o que es lo mismo, la evolucién en el tiempo de las



variables del sistema que cumplen con las caracteristicas de las
ecuaciones. Y en el caso discreto, la dinémica estd determinada por
las jteraciones sucesivas de la funcién gue caracteriza la dindmica
del sistema. Se observard que el tipo de dindmicas que desarrolle un
sistema dependerd ,de sus parametros, los cuales contienen 1la
informacién especifica del sistema cuyo comportamiento en el tiempo
se desea describir.

bentro de este mismo capitulo, se establecen las herramientas
matemiticas necesarias para identificar el Caos a partir de los datos
obtenidos directamente del fenémeno biolégico. Esto es de suma
importancia para los propSsitos de esta tesis, pues este nedio
servird para argumentar a favor o en contra de que la mejor manera
de describir ciertos fenémenos biolégicos es por medio de la Teoria
del caos. El objetivo principal de esta tesis es tratar de mostrar
que si en principio es dificil encontrar dindmicas cat6ticas a partir
de los modelos una vez -estructurados, no nos debemos limitar y
debemos buscar otras maneras de encontrar dichas dinsmicas en los
fenémenos. Es decir, una vez que se haya comprobado que dichos
modelos efectivamente reflejan comportamientos reales; es a través de
los mismos datos experimentales que sirven para el cotejamiento de
la dindmica del modelc con la dindmica del fenémeno bioclégico, en lo
que nos debemos fundamentar para asegurar la existencia o la no
existencia del Caos en biologia.

En el capitulo tres se presentan algunos modelos de biologia,
los cuales bajo ciertas caracteristicas pueden desarrollar dindmicas
caéticas. Este capitulo pretende mostrar los trabajos realizados en
torno a la modelacién matemdtica en biologia, gue ha llevado -a
algunos cientificos a asegurar que el Caos en bioclogia no existe en
la naturaleza. '

Finalmente, en el capitule cuatro se exponen los diversos
argumentos a favor de la existencia fenomenoldgica del Caos en
biologia, a partir del andlisis de los datos experimentales de
algunos fenémenos. Se plantea la polémica que ha surgido alrededor de
estos preceptos y se dan ciertas conclusiones obtenidas a partir del
andlisis de teodo lo anterior. ’



CAPITULO II

CAOS DETERMINISTA

2.0. INTRODUCCION

En este capitulo haremos una descripcién conceptual y matemitica
del caos Determinista; es importante conocer lo gque los matematicos y
cientificos en general, entienden por este fenbmeno antes de entrar a
la discusién de este punto.

Después de hacer una caracterizacién en términos generales
expondremos una definicién de caos Determinista, en 1a gque nos
basaremos para discutir la existencia del Caos dentro de los modelos
matemdticos en biologia. Por otro lado, haremos una descripcién
acerca de las técnicas actualmente utilizadas para analizar series de
datos experimentales, biolégicos en particular, que son ttiles para
determinar 1la hipotética presencia de Caos dentro de diches
fenémenos.

2.1. CAOS DETERMINISTA
Con el af&n de los cientificos por establecer relaciones entre

causa y efecto en los fen6menos de la naturaleza, se han desarrollado
modelos matematicos que los reflejan de la manera m&s fidedigna



posible. Mientras mAs fiel sea esa representacién m&s complicada sers
matemidticamente hablande, debido a que dentro del modelo se deben
considerar las diversas hipbtesis que satisface la dinSmica del
fen6menoc. Posteriormente, se mencionan explicitamente los.supuestos
ecolbgicos que Malthus considerdé para el desarrollo del crecimiento
geométrico de una poblacién, pero gque en la realidad, dichas
hipétesis son falsas en la mayorfa de los casos y al tratar de no
tomarlas en cuenta en nuestra representacién, la estructura
matemitica del modelo se complica, Dichas hipétesis, consideran al
mayor nimero posible de variables independientes que intervienen en
el comporamiento del fenémeno; y al no considerarlas, obtendremos una
idealizacién de Aicho fenémeno que muchas veces tiene una
representacién matem&tica sencilla.

Sin embargo, es posible establecer una relacién elara entre las
diferentes etapas del comportamiento del fenémeno. Es decir, al
tratar de describir el comportamiento del fenSmeno a lo largo del
tiempo, podemos determinar su evolucién a corto y largo plazo dado el
estade inicial de las variables gue intervienen en su descripcién.
Esto ha sido un grah logro en la humanidad porque, de esta manera, el
hombre es capaz de predecir e incluso manipular ciertos fentmenos
naturales 'lo que lo ha 1llevado a .grandes avances tecnoltgicos. Al
hecho de poder determinar el estado del fenSmeno a corto © a largo
plazo, una ves establecido su estado inicial, es a lo que se le
conoce como Daterminismo Laplaciano.

A pesar de lo anterijior, existen fentmenos gue no son predecibles
en lo absoluto; fenémenos gque al parecer ho tienen relacién alguna
entre sus causas y sus efectos. Estos fendmenos pierden memoria de su
disposicidn inicial o de las causas que originaron su comportamiento
y el resultado ¢ efecto es totalmente impredecible. A estos fenbuenos
se les conoce como azarosos o aleatorios [Dubois,1987}. Muchas veces
lo que sucede con este tipo de fen&menos, es que cuentan con un gran
ntmerc de variables independientes entre si gque interviepen en su
comportamiente y para las cuales, ni siguiera nos es posible
encontrar una relaciédn entre sus diferentes dinédmicas, por lo que nos
es imposible establecer un modelo matemdtico que nos determine la



dinidmica  del fenémeno a través del tiempo. Se utilizan conceptos de
estadistica como una herramienta para describir la evolucién en el
tiempo de este tipo de fenbémenos. Definiremos. "azarosidad" como
impredecibilidad en 1la evolucién a corto plazo de un sistema
[Guckenheimer, 1982].

La que si se tenia perfectamente bien establecida, era 1la
frontera que existia entre los fen6menos azarosos Y los fenémenos
deterministas., Sin embargo, a mediados del presente siglo, Lorenz se
preguntéd por qu& no se podia predecir el estado del tiempo con dos
semanas de anticipacidn, si se conocian perfectamente las leyes de la
hidrodinamica que determinan el movimiento de las nubes, la presencia
de ciclones, anticiclones, depresiones atmosféricas, etc. La
dificultad para predecir el clima provenia de la enorme complejidad
de las ecuaciones que resultaban de tomar en cuenta todos 1los
fendmenos relevantes. Lorenz tuve la habilidad para simplificar
enormemente dichas ecuaciones y obtuvo un sistema de apenas tres
ecuaciones diferenciales acopladas. La sorpresa en ese entonces fue
encontrar dque an esas tres ecuaciones presentaban soluciones
altamente irregulares donde una minima variacién en las condiciones
iniciales daba lugar a escenarios completamente diferentes, después
de . integrar numér icamente las ecuaciones para un tiempo
correspondiente a dos semanas. Metaféricamente, &1 ejemplificé esta
irregularidad de su sistema de tres ecuaciones acopladas con el
llamado '"efecto mariposa", el cual dice gue una mariposa Que agita
sus alas en Pekin puede ser la causa, unos dlas después, de una
tempestad en la costa oeste de los Estados Unidos de América
[Haken,1990). Por lo tanto, la idea de que un sistema tiene un
comportamiento aparentemente azaroso debido necesariamente al nGmero
de grados de libertad, actualmente se sabe que es completamente
falsa. El ejemplo de las ecuaciones de Lorenz nos sirve para aclarar
esta idea.

Este caso mostré por primera vez gque el comportamienteo
impredecible puede provenir, intrinsecamente, de la naturaleza de las
ecuaciones que rigen al sistema y no del nGmero de variables
involucradas en la descripcién. Los resultados de Lorenz trajeron una



revolucién conceptual importante; un cambio del paradigma cientfifico
gque dominaba hasta entonces, Nos referimos al Determinismo
Laplaciano. .En el siglo XVIII, Pierre Simon de Laplace dijo que
conociendo en un instante dado las posiciones y velocidades de todas
las particulas del mundo entero, se podia conocer su estado presente,
pasado y futuro. Esto como ya 10 hemos mencionado, permitia un
conocimiento pleno de la naturaleza [Haken,1990].

Por otro lado, dos cientificos del Institut des Hautes Etudes
Scientifiques de Bures-sur-Yvette, David Ruelle y Floris Takens, en
el afio de 1971, desconociendo el trabajo de Lorenz 1llegaron a un
resultado conceptualmente equi\'lalente con respecto al fenfSmeno de la
turbulencia publicando un articulo hasta la fecha famoso, donde
exponen la conjetura de que un sistema agitado por movimientos en los
que sOlo existen tres frecuencias independientes puede
desestabilizarse: sus movimientos se vuelven entonces totalmente
irregulares y err&ticos [Ruelle & Takens,1971]}.

Para identificar su origen determinista, se acostumbra 1llamar
“cadticos" a los movimientos que provienen de sistemas cuya relacién
causa-efecto estd bien determinada; pexo que baje ciertas
caracteristicas es imposible predecir su comportamiento; |y
Yaleatorios" a 1los comportamientos erraticos restantes. El "Caos
Determinista" provocé un cambio en el pensamiento cientifico y estuvo
precedido por trabajos de Henri Poincaré e incluso Maxwell a fines
del siglo pasado [Dubois,1987]. Con esto resulta un hecho contundente
gque el Caos puede aparecer en ecuaciones muy sencillas y, lo mis
importante, deterministas. En la actualidad la gente ya se esta
acostumbrando a pensar que el Caos puede engendrarse en sistemas ceon
poces grados de libertad. Lo que ahora se pretende, es buscar leyes y
regularidades dentro de este comportamiento para encontrar a otro
nivel, m4s universal todavia, una cierta predecibilidad.[Haken,1990]

2.1.1, caracterizacién del Caos Determinista

Por lo que el problema radica en distinquir si el sistema
determinista con el que estamos tratando describe Eomportamientos



impredecibles (sistema cabtico) o si tiene un comportamiento bien
determinado o predecible (sistema ordenado). Para ellc consideremos
un sistema. matematico, es decir un sistema de ecuaciones
diferenciales o en diferencias (caso continuo y caso discreto
respectivamente), que describe la evolucién de algunas variables gue
intervienen en la dinamica del fenémeno que se pretende modelar.

En el caso continuo o discreto, definamos como trayectoria a la
solucién de dicho sistema matemitico. Es decir a la funcién, gue
siendo continua o discreta, cumple con las ecuaciones diferenciales o
en diferencias del sistema. Diqho de otro modo, la trayectoria es la
funcién que describe el comportamiento de las variables del sistema a
lo largo del tiempo.

Una vez establecidos estos conceptos, ¢cémo podemos decir si
esta trayectoria es resultado de un comportamiento cabtico del
sistema o si estad bien determinada? En otras palabras:iCuil es la
diferencia esencial entre una trayectoria regular y una trayectoria
cabética? La dindmica no 1lineal proporciona varias maneras de
distinguir entre ambas situaciones. No siempre es posible con una
sola herramienta el determinar si un sistema es cabtico o no, por eso
estudiaremos varios métodos que nos ayudarin a decidirlo,

Veamos entonces una forma muy sencilla de definir lo que es una
trayectoria ca6tica. Para esto consideremos el espacio donde "viven"
todas las trayectorias del sistema, para valores fijos de los
pardmetros, los cuales describen ciertas caracteristicas propias del
fendmeno que se modela y hagimosle una particiédn en un nfimero finito
de pequefiisimas celdas que no se traslapan entre si. A cada una de
estas celdas pong4mosle una etiqueta o un nGmero para identificarlas
ra’pidamen\:e. Entonces, para describir la evolucidn de una trayectoria
basta dar la secuencia de etiquetas de las celdas por las cuales
pas6, a intervalos de tiempo constante, en el caso de sistemas
discretos, dichos intervalos de tiempo pueden corresponder a los
intervalogs de tiempo de la evolucién de dicho sistema. Con esta
descripcién, una trayectoria seria simplemente una secuencia de
etiquetas o nimeros. Como podemos ver, esta descripcién no es exacta,
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pero si quisiéramos describir con mayor precisién la evolucién de
dicha trayectoria, tendriamos que tomar una particién mis pequefa, en
el caso continuo por supuesto. Ahora preguntémosnos: ¢(C6mo se veria
una trayectoria estable y cémo se veria una trayectoria caética
utilizando esta descripcién? Para una trayectoria estable, tendremos
una secuencia de etiquetas con un patrén regular; en cambio, para una
trayectoria caética no se vers ningGn tipo de patrén en la secuencia
de etiquetas.

M&s concretamente, para una 6rbita estable podriamos predecir l1a
celda siguiente simplemente inspeccionando la secuencia de etiquetas
que llevaba la trayectoria, ya que de alguna forma el patrdn en el
que aparecen las etiguetas es regular y se puede intuir cuil va a ser
la siguiente celda que se va a ocupar. En cambio, .para una
trayectoria caética, nos seria imposible predecir en cuidl celda va a
caer la trayectoria, ya que la sucesién de etiquetas es totalmente
irregular, sin ningln orden aparente, por lo que tratar de predecir
la secuencia de celdas seria como tratar de adivinar en qué nGmero va
a caer un dado.

Con esto queda claro, por lo menos intuitivamente, la diferencia
esencial entre una trayectoria gaética Y una regular. Veamos las
consecuencias que tiene esta idea de predecir la siguiente celda
conociendo la secuencia anterior de c¢eldas. si conocemos
perfectamente la sucesién de celdas que ocupé una trayectoria en el
pasado, digamos hasta el tiempo t, :(podremos decir qué celda va a
ocupar la trayectoria al tiempo t+At? La respuesta es obviamente si,
para una trayectoria regular y no para una trayectoria caética. En
este Gltimo caso, no importa qué tan larga sea la lista de’ etiquetas
que tengamos del do evolutivo, nos serd imposible predecir con

k

exactitud cufles serin las siquientes celdas que ocupari. Al parecer,

esta ignorancia del futuro a mediano plazo (y por supuesto a largo
plazo) radica en el hecho de gque no sabemog con exactitud dénde
estaba la trayectorla, lo cual proviene a su vez de la incertidumbre
en el valor de las variables dindmicas del sistema.

En general, se puede afirmar que la evolucién a futuro de una
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trayectorié cadtica, de la clal conocemes una buena parte de su
pasado, no va a poder ser determinada por culpa de una propiedad
intrinseca de ella misma y no por la forma en la que estemos
describiendo nuestro sistema. Por otro lado, para una trayectoria
regular no tendremos ese problema: podremos predecir el futuro de una
particula si conocemos su pasado. Por lo tanto, para un sistema con
comportamiento cabtico, no importa gqué tantas ni qué tan precisas
sean las mediciones que hagamos sobre &1, nos va a ser'imposible
determinar el estado en el que se encuentre en el futuro.

La teoria desarrollada alrededor de este fendémeno irregular es
vasta y estd basada en la Teoria de Sistemas Din&micos, ya que se
analiza el comportamiente dinamico del sistema; es decir, su
evolucién o desempefio a lo largo del tiempo, como ya 1lo habiamos
dicho.

El comportamiento periédico es el proceso basico de 1los
fenémenos dependientes del tiempo; estd caracterizado por 1la
ocurrencia de sucesos que se repiten a intervalos de tiempo
regulares, a cuyo intervalo de tiempo se le denomina periodo, y al
mecanismo fisico que da origen a este comportamiento, se le llama
oscilador [Dubois,1963].

Cabe seflalar para el caso continuo, que un conjunto de
condiciones iniciales (CI) determina de manera Gnica una trayectoria,
fste es el concepto basico del Determinismo Laplaciano en sistemas
din&micos. Debido a que en el espacioc de las soluciones que
pertenecen a clerto sistema no representa m&s que un solo aspecto del
comportamiento en si, se ha construido otro espacio cuya dimensién
estd dada por el nGmero de grados de libertad de &ste, el cual se
denomina espacio fase.

Este espacio fase contiene informacitn cualitativa concreta en
forma geométrica del comportamiento., Y debe contener toda la
informacién necesaria para describir 1la dinAmica del sistema
estudiado. Cada una de las variables del sistema debe ser
independiente de las dem&s para que asi, cada una de ellas aporte su
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propia informacién. Esto guiere decir que si alguna de ellas no estd
definida subsiste cierta libertad para la determinacién del estado
considerado {Dubois, 1963},

De esta forma, las &rbitas o curvas (también llamadas
trayectorias) gue habitan en este espacio, describen de manera Gnica
la historia del sistema una vez especificadas sus CI. El determinismo
implica esta unicidad de las trayectorias en el espacioc fase, y gque
geométricamente esto se observa con el hecho de gque dichas
trayectorias no se cortan en dicho espacio. Ya que si por ejemplo,
dos 6érbitas del sistema se cortasen, al seguir alguna de'ellas, es
decir, al seguir una historia del sistema a partir de ciertas €I y
llegar al punto de interseccién, no sabriamos cual "camino tomar®; es
decir, el sistema no estarifa univocamente determinado. Esta propiedad
queda bien descrita por las ecuaciones diferenciales auténomas,
ecuaciones del tipo X=F(X), aquéllas que no tienen a la variable
temporal de manera explf{cita. Esto implica que el campe _ vectorial
definido por las variables del sistema permanecerd constante a lo
largo del tiempo, 1o gue no permitira que las Srbitas del sistema se
corten.

Para el caso de sistemas discretos, dado que las 6rbitas del
sistema son sucesiones de puntos, dentro del espacic fase, que en
este caso particular se 1llama vretrato fase (Devaney,198%}; 1la
unicidad gueda determinada con el hecho de que dicha sucesién de
puntos esté& originada por la iteracién de una funcién; es decir, que
para cada punto gue indique un cierto estado del sistema en un tiempo
determinado, exista uno y s8lc un punto correspondiente a un estado
subsecuente del sistema, para gque asi éste tenga una sola opcién gque
seguir a cada intervalo de tiempo.

La dindmica del sistema, continuo o discreto, puede estar bien
determinada por medio de sus puntos de equilibrio. Un punto de
equilibrio de un sistema, es aquel estado en el cual permanece el
sistema a lo largo del tiempo. Dicho estado de equilibrio puede ser
atractor, es decir, que ya sea a corto ¢ largo plazo, el sistema
tiende a ese estado particular. En el caso de una o dos dimensiones,
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este atractor puede estar representado por un punto dentro del
espacio o retrato fase, esto es, un estado al cual el sistema tiende
asintéticamante; en términos matemiticos, el punto al cual 1las
trayectorias del espacio convergen. Un ejemplo fisico de este sistema
es el péndulo sometido a la friccién del aire.

otro tipo de atractor que existe en sistemas bidimensionales es
el llamado "ciclo limite"; representado por una curva cerrada a la
cual convergen eventualmente las trayectorias, en el caso de que sea
estable. Este atractor es tipico de 1los sistemas continuos
disipativos a los cuales se les proporciona cierta energia del
exterior para que no cese su ‘movimiento; ejemplo, el péndulo de un
reloij.

Finalmente, existen sistemas en 1los cuales intervienen dos
frecuencias distintas para determinar su movimiento. Para ellos el
atractor es una 6rbita que se "enrolla" sobre la superficie de un
toro qgue se encuentra dentro de un espacio fase tridimensional. Por
ejemplo, el fen6meno de las mareas puede estar bien representado de
esta manera, pues en este fenbmenc intervienen dos frecuencias
principales: las provocadas por la luna y el sol.

Cuando dos de las frecuencias son inconmensurables, la
trayectoria se enrolla sobre la superficie del toro recubriéndola al
cabo de cierto tiempo; &ste es el caso de un movimiento no periédico
en el que el atractor es toda la superficie del toro. Debido a gque es
muy dificil seguir las 6rbitas de este sistema, H. Poincaré& propuso
un método para reducir en una unidad la dimensién necesaria para su
representacidn: las secciones de Poincaré, de las cuales abundaremes
posteriormente.

La presencia de atractores dentro del sistema permitirfan, a
corto o largo plazo, un comportamiento regular del sistema, ya sea
que permanezca en un mismo estado a lo largo del tiempo (punto fijo),
o qgue permanezca oscilando en ciclos de periodos determinados {(ciclo
limite en el caso bidimensional, 6rbita en la superficie de un toro
para el caso de tres dimensiones). Si al mismo tiempo, dadas dos
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6rbitas dentro del espacio fase, en cuyo estado inicial permanecen
suficientemente cerca y al cabo de <cierto tiempo, siguen
permaneciendo igual de cerca una de la otra, se dice que el sistema
es regular y predecible. Perc si por el contrario, el sistema
presenta la llamada "sensibilidad a las condiciones iniciales"; es
decir, que no importa gue tan cercanas demos 1las condiciones
iniciales de dos 6rbitas en el espacio fase, éstas divergeran una de
la otra a lo largo del tiempo, entonces el sistema puede presentar
dindmicas cualitativamente complicadas.

Esta propiedad es un indicio de que un sistema puede ser
cadtico, pues al menos satisface la condicién de ser impredecible; y
cuando esto sucede, en el caso de sistemas disipatives o no
conservativos, el atractor cambia su forma cualitativa. Su estructura
debe reflejar dos caracteristicas aparentemente antagbnicas: 1la
atraccién a un conjunto del espacic y la divergencia de sus
trayectorias, Este tipo de atractores fueron denominados como
"atractores extrafios"” en 1971, por D. Ruelle y F. Takens. La
caracterizacién de estos atractores representa la firma del caos en
sistemas disipativos, diferencidndolos de sistemas completamente
aleatorios.

El determinismo de las ecuaciones que rigen el comportamiento
de un sistema puede ser s6lo un suefio inalcanzable en la préactica.
Cabe recalcar que esto no depende de qué tan precisos sean nuestros
aparatos de medicibn: en el caso continuo, para conocer la evolucién
de un sistema cabético, necesitariamos determinar sus condiciones
iniciales con precisién infinita y tener un algoritmo gue iterara las
ecuaciones también con precisidén infinita; como esto no es asi,no se
puede predecir su evolucién [Carretero,1992],

Ahora podemos preguntarnos ¢qué es lo que necesita vtener de
especial un sistema matemdtico, paxa que dé origen a Oorbitas
irregulares? Pensemos primero en los dados. En este juego ponemos los
dados en un cubilete y los agitamos varias veces. Los dados sufren un
gran nfinero de chogues dentro del cubilete y "pierden memoria" de
cuil era su estado inicial. De esta forma, cuandc los lanzamos y se
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quedan inméviles sobre la mesa, el resultado es impredecible. Lo
mismo pasa en la loterfa, donde hay tantas bolitas y tantos choques
entre ellas que nos es imposible determinar cuil va a ser el nGmero
premiado. Siguiendo este esquema, muchos fenémenos resultan ser
azarosos por culpa del nGmero tan grande de grados de libertad. Asi
mismo, el mwovimiento browniano de un pequefio granito de polen
flotando en un liquido es completamente irreqgular debido a que sufre
una inmensidad de choques con las molé&culas del liquido, De igual
forma, cabe mencionar la turbulencia en un fluido que involucra un
nGmero muy elevado de particulas. De hecho a fines del siglo XIX, el
fisico austriacc Ludwig Boltzman al tratar de explicar las leyes de
la termodinamica que describen las propiedades macroscépicas de los
cuerpos, por medio de las propiedades microscépicas; es .decir, el
movimiento de sus moléculas, desarrolldé lo gque ahora se conoce COmQ
la mecanica estadistica. Al tratar de describir el movimiento de las
moléculas de un gas, Boltzman dedujo que entre mayor es el nGmero de
estados microscépicos distintos de las moléculas, que conllevan a un
mismo estado macroscépico del sistema (gas), menos podemos conocer el
estado microscépico real del sistema en un instante dado.

Al maximizar el desorden molecular se minimiza el conocimento
del sistema. Este desorden en el movimiento de las molé&culas de un
gas se debe en parte, a la coexistencia de un gran ntmero de acciones
elementales independientes gque intervienen en el comportamiento del
sistema; dicho de una manera mas técnica, debido al gran nGmero de
variables independientes que intervienen en 1la descripcién del
movimiento del sistema, es decir al gran ntmero de grados de libertad
de éste [Haken,1990}. Asi mismo, podemos seguir enumerando ejemplos
donde la aparicién del azar proviene del gran nimero de procesos
elementales gue estdn involucrados.

Con todo esto, es tentador decir que el Caos proviene
necesariamente de la existencia de un nfmero elevado de grados de
libertad, como ya 1lo habiamos mencionado antes. En un principio se
pensd que asi era, pero Henri Poincaré (1845-1912) empezé a notar que
la existencia de soluciones altamente irregulares no era provocada
necesariamente por el nGmero de grados de libertad. Sin embargo, no
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fue hasta la revolucibén del cilculo numérico con las computadoras,
que se comprobd que aGn sistemas aparentemente sencillos como el
sistema de .Lorenz [Lorenz,1963], con pocos grados de_libertad,
presentan comportamientos caéticos.

Consideremos un ejemplo muy ilustrativo conocido como ‘Yel
corrimiento de Bernoulli'. Se toma inicialmente un nGmero irracional
entre 0 y 1, y a partir de &1 se repite la siguiente operacién: se
multiplica por dos, restandole 1 cada vez gque el resultado sea mayor
o igual gque 1. Es decir, que se aplicara la siguiente iteracién:

Kooy = (2X,) mod(1). (2.1.)

Haciendo el experimentoc numérico se puede observar gque los
nGmeros que aparecen en esta sucesién de iteracliones es casi
indistinguible de una sucesién de nGmeros escogidos aleatoriamente.

Para que guede claro cbmo funciona este sistema, tomemos como
condicién inicial a Xy=0.3125. Usando esta Gltima ecuacién obtenemos
la sucesién: X;=0.625, X,=0.25, X,=0.5, X;=0, Xs=0, ...

La secuencia resulté finita porque la "semilla" (X,) fue un
decimal. Es ficil encontrar la tasa a la que se plerde informacién en
este proceso. Basta escribir el ntmero original en binario; si para
una fraccién decimal X, se tiene:

i 1 12 a
=3, + ajl—)" + ce+ 4+ a {—) 2.2
*a=t g %10 "0 ' (2-2)

donde a; son las cifras de X, gue estdn entre 0 y 9, entonces un
nGmero cunalquiera entre cero y uno expresado en binario tendra la
forma:

1, 1, 1.,
Yo=b(=)" + byt=“ + ¢+« + bt 2.3
b ' + bt 05" (2.3)
donde b; son las cifras de Y, gue estdn entre O y 1. En particular,

retomando la semilla anterior X,=0.3125 se convierte en binario en
Yp=0,0101 (= 0x0.5 -+ 1x0.25 + 0x0.125 + 1x0.0625). Ahora, en binario,
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multiplicar por 2 (iterar) no es otra cosa que mover el punto
(binario) un lugar a la derecha. Ya que multiplicar por 2 la ecuacién
anterior, es simplemente disminuir en 1 las potencias de 1/2. Por lo
que la serie de Y, se vVerd en esta descripcién binaria como:
¥=0.0101, ¥,=0.101, ¥,=0.01, ¥;=0.1, Y¥4=0, ¥¢=0, ... En esta
descripcién resulta evidente que en cada iteraciétn se pierde una
cifra: aguélla que se desplaza a la izquierda del punto binario. Por
lo tanto, en este procesc se pierde un bit de informacién por cada
iteracién.

Vemos claramente gque si empezames con una semillia decimal,
llegaremos depués de un cierto ntmero de iteraciones al cero (en el
caso de que la serie de cifras no sea infinita); o tendremos una
serie periédica (en el caso de que la serie de cifras sea periddica).
Si  tomamos, por ejemplo, ia secuencia que inicia con
¥,0,001001001002001... que &8 periddica e infinita, tendremos que la
serie Y, sera también periédica de periodo 3. Pero si tomamos como
semilla a un ndmero irracional, 1la serie de Y, serd una serie
infinita y totalmente aperi6dica . Este es un buen ejempld en donde
un algoritmo determinista, ecuacién anterior, 1lleva a resultados
irregulares. Vemos entonces due un proceso determinista lleva a
resultados que se muestran irregulares, de esta forma podemos
construir un generador de sucesiones irregulares de nGmeros con un
algoritmo determinista. A este tipo de comportamiento irregular se le
llama caos determinista, ya que proviene de ecuacicnes deterministas.
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2.2. UNA DEFINICION TOPOLOGICA DEL CAOS DETERMINISTA

La evolucién temporal de un sistema puede ocurrir tanto en
tiempo continuo como en tiempo discreto. En el primer caso tenemos un
flujo Yy en el segundo un mapeo. Debido a que es posible modelar
fendémenos  biolégicos por medio de mapeos unidimensionales,
realizaremos a continuacidn un an&lisis de la din&mica particular de
estos sistemas discretos. En muchas ocasiones, por medio de ciertos
métodos matematicos que veremos posteriormente, podemos reducir un
sistema de dos o m&s dimensicnes (continuo o discreto) a un sistema
unidimensional y el analizar 1la dindmica de dicho sistema
unidimensional nos proporciona;:a una idea bastante aproximada de la
dinamica global del sistema. Cabe sefialar que los®' sistemas
unidimensionales discretos son un ejemplo de sistemas simples con
din&micas casticas. Después de dar una serie de definiciones y
proposiciones caracteristicas de la dindmica unidimensional discreta,
nos ayudaremos del modelo logistico para dar una descripci6n
matem&tica formal del caos en sistemas din&micos discretos.

La dingmica de un mapeo estid dada por las iteraciones de 1la
funcién £(X) tal que X(n+1)=f(X(n)). Dado un valor inicial Xx(0), es
decir, un nGmerc de habitantes distinto de cero al tiempo t=0, el
nimero de pobladores al tiempo t=n es:

X(n)=£"(X(0)). (2.4.)

La meta mi&s importante de la teoria de Sistemas Din&micos es
observar y estudiar el comportamiento a largo plazo, de un proceso
iterativo. sSi este proceso es una ecuaciédn diferencial, cuando dicha
ecuacién ests dada en términos de la derivada de la funcién (caso de
tiempo continuo), cuya variable independiente es el tiempo, la teoria
intenta predecir el comportamiento en un futuro distante, cuando el
tiempo tiende a infinito; o en un pasado distante, cuando el tiempo
tiende a menos infinito. En el caso de tiempo discreto, el proceso
evolutivo estd dado por las iteraciones de una funcién, la teoria
espera entender el comportamiento a largo plazo de los puntos X,

£T(X), £2(X),...,t"(X) mientras n sea 1o suficientemente grande.
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Tomaremos conceptos generales de la teoria de Sistemas, Dinadmicos

que comenzaran con la siguiente serie de definiciones.'!!

Definicién{2.1).- sea £f:I+— J. La funcién f(x) es un homeomor-

fismo si f£(X) es uno a uno, sobre, y continua, y £'(x) también es
continua.

Definicién(2.2).~ Sea £:I— J. La funci6tn £ es un ¢'-difeomor-
fismo si £(x) es un C'-homeomorfismo tal gque £'(x) es también C".

Los puntos fijos de una funcién son aguellos gque guedan
invariantes bajo la funcién, son puntos x que satisfacen que f(x)=x.

Algunas propiedades importantes de f:

Proposicién(2.1).- Sea I={a,b] un intervalo y sea f£:I+—J
continua. Entonces f tiene al menos un punto fijo.

Proposicién(2.2).- Sea f:I—» J y considere que Il'(?c)|<1 para
toda x en I. Entonces existe un Gnico punto fijo para £ en I. AGn mis

1£{x)~£(y) 1<Ix~yl ¥x,yeI, x=zy. (2.5.)
Pefinicién(2.3).- Sea ScR. Un punto x es un punto limite de s si

existe una sucesiétn de puntos X €5 que converge a x. S es un
conjunto cerrado si contiene todos sus puntos limites.

Definici6n(2.4).- Sea ScR. S es un conjunto abierte si, para
cualquier xeS, existe €>0 tal que todos los puntos t en el inter\{alo
abjerto x-c<t<x+e estin contenidos en Ss.

Definicién(2.5).- Un subconjunto U de S es denso en S si la
cerradura de U es igual a s.

1] Se tomdé la caracterizacién del Caos Detersinista de Devaney. Si
so desea consultar las demomtraciones ver [Devanay,1989).
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Definicién{2.6).- La 6rbita evolutiva de x es el conjunto de

puntos x, f£(x), £°(X), ... y Se denota por 0°(x). Si f es un
homeomorfismé, definiremos la érbita completa de x, O(x), como el

conjunto de puntos f"(x) para n € Z, y la 6rbita retrospectiva de x,

07(x), como el conjunto de puntos x, f"(x), £23(x), ...

Nuestra meta fundamental es entender el comportamiento de todas
las érbitas del mapeo.

Definicién(2.7).~ E1 punto x es un punto fijo de £ si f(x)=x. El
punto X es un punto periddico de perfodo n si £"(x)=x. La n positiva
m&s chica para la cual f£"(x)=x es llamada el periode principal de x.
Denotamos al conjunto de puntos peribédicos de perfodo n (no
necesariamente principal) como Per, (f), Y al conjunto de puntos fijos
por Fix(f). Bl conjunto de todas las iteraciones de un punte
peri6dico forman una érbita periédica.

Los mapeos pueden tener varios puntos fijos. Los mapeos con in-
tervalos de puntos peri6édicos no son comunes. La mayoria de los
sistemas gue estudiaremos tendr&n puntos perisdicos aislados.

Definici6én(2.8).- Un punto x es eventualmente periodico de
periodo n 8i x no es periédico, pero existe m>0 tal que t""(x)=f‘(x)
para toda i=m. Es decir, f'(x) es peri&dica para i=m.

Definicién(2.9).- Sea p un punto periédico de perfodo n. Un
punto x tiende asintéticamente a p si }AR £'"(x)=p. El conjunto

estable de p, denotado por W'(p), consiste de todos los puntos
asinté6ticos a p.

sl p es un punto no périédico, definiremos puntos asintéticos
recurriendo a It'(x)-f'(p)l - 0 mientras que i 5 ». También, si £ e=s
invertible, consideraremos puntos asint&éticos hacia atr&s al tomar i
5> (-») en la definicisn previa. El conjunto de puntos asintéticos
hacia atr&s a p, se le conoce como el conjunto inestable de p y se

denota como W'(p).
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Definicidén (2.10)}.~ Un punto x es un punto critico de f si
£'{x)=0. El{ punto critico es no degenerado si f"(x)#0. El punto
critico es degenerado si £"(x)=0.

La teoria de Sistemas Dindmicos tiene que estudiar la naturaleza
de todas las 6rbitas del sistema, e identificar al conjunto de
6rbitas que son periédicas, eventualmente peritdicas, asintéticas,
etc. Generalmente esta es una tarea imposibvle. Ya que si por
ejemplo, la funcién es un polinomio cuadritico, buscar explicitamente
todos los puntos de perficdo n (lleva a resolver la ecuacién £"(x)=x,
la cual es una ecuacién de grade 2". Como sabemos, resolver una
ecuacién de grado mayor que tres resulta imposible analiticamente por
1o 'que se tienen gue aplicar métodos numéricos para tales efectos.
Generalmente, ni estos métodos numéricos resultan atractivos ya que
cometen mucho error; esto se debe a los errores de redondeo que
comete cualguier computadora. Estos errores de redondeo pueden llegar
a mostrar puntos periédicos donde no existen ¢ a olvidar algunos en
el camino. Por eso es que se opta por métodos geom@tricos o
cualitativos que nos ayuden a entender la dindmica de un sistema
dado. Por lo tanto, enunciaremos a continuacién un método grafico
para encontrar los puntos periédicos de un sistema.

Un método muy efilciente para describir las éxbitas o
trayectorias de un sistema dinfmico es el retrato fase. En el caso de
un sistema dinsmico en una dimensi6n, el retrato fase se encuentra
sobre la recta real. Veamos c¢6mo se construye este retrato fase.

2.2.1. Anflisis qréfico de las o6rbitas del sistena

Dada la grafica de una funcién f(x) &sta no tiene informacién
alguna acerca de la segunda i{teracién, £2(x), de £(x); sin. embargo,
la utilizaremos para obtener informacién sobre iteraciones' mayores y
de ahil el retrato fase via el procedimienmto siguiente al gue
llamaremos andlisis gr&fico. Identifiquemos la diagonal A={(x,x)ixeR}
con R de la siguiente manera: trazando una linea vertical desde el
puntoe (p,0) a la grafica de f£(x) y se intersectari en el punto
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(p,f(p)); después una linea horizontal desde ese pﬁnto a &
intersectandose en (f(p),f(p)). Es decir, una linea vertical que sale
de A hacia la grifica seguida de una horizontal de regreso a 4, nos
da la imagen del punto p bajo f(x) en la diagonal. De la misma manera
podemos encontrar la imagen de f(p) bajo f(x} en la diagonal; es
decir, encontrar la segunda iteracién de p bajo f(x), f£(p). Y asi
sucesivamente se pueden localizar sobre 1la diagonal tocdas las
iteraciones que se desee. Visuvalizaremos el retrato fase . del mapeo
sobre la diagonal A. Cabe sefialar que este método no es exacto, ya
que se trata de un algoritmo gri&fico. Si se quiere hacer una mejor
aproximacién se debe de iterar analiticamente. Sin embargo, es un
método muy sencillo y muy rapide de aplicar; lo Gnico que se debe de
hacer, es trazar unas lineas sobre 1la grifica de 1la funcién.
Llamaremos justamente retrato fase a los puntos que dejamos pintados
sobre la diagonal A con el método anterior. Este método nos permite ’
visualizar la dindmica de sistemas unidimensionales, ya que la 6rbita
de un punto dado p es p, f(p). fz(p), etc., lo que es justamente el
retrato fase gue queda impreso sobre A cuando se aplica el algoritmo
arriba descrito (ver la Fig. (2.1.))

V
T / .
o P :

W 4

. ﬁ'ﬁ' Vi (7 s Lo e

Filgura 2.1. Iteraclén grafica de una funclén.

Como podemos observar claramente, los puntos fijos y los puntos
periédicos son la clave para el anAdlisis cunalitativo de los sistemas
dindmicos; por lo que a continuacién haremos un andlisis de los

diferentes tipos que existen.
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Podemos notar que los p'untos fijos son puntos peri&dicos de
periodo uno, por lo que generalizaremos el estudio solamente a puntos
periédicos. .

2.2.2. Puntos periédicos hiperbélicos

Los mapeos simples como Id(x)=x y f(x)=-X son poco comunes
dentro de los sistemas dindmicos, bisicamente debido a que todos sus
puntos son periédicos, de periodo uno y dos respectivamente, bajo las
iteraciones de este tipo de mapeos.

Los puntos periddicos suelen estar mis separados en la linea del
retrato fase. Un ejemplo de estos son los puntos periédicos
hiperbélicos, los cuales proveen log comportamientos peri&dicos mas
sencillos.

Definicién(2.11).- Sea p un punto periédico de periodo n. El

punto p es hiperb&lico si [(f")’(p)i*l. El ntGmero (f")'(p) se llama
miltiplicador del punto periédico.

Proposicién(2.3),~ Sea p wun  punto fijo hiperb&lico con
If'(p)|<1. Entonces hay un intervalo abierto U alrededor de p tal que
si xeU entonces 1iBf"(x)=p.

Anotaciones:

1. El intervalo {p-¢,p+c] £ W' (p).

2. Sea U un intervalo abierto alrededor de p el cual se mapea
dentro de W'(p) por f£"; claro, bajo 1a suposicién de que
(£ " (p) I<1.

Definicién(2.12).- Sea p un punto peri6dico hiperbélico de

periodo n con 1¢(£™) " (p)I<1. Al punto p se le 1llama punto periédico
atractor, un atractor o un sumidero.
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Los puntos peri6dicos atractores de periodo n tienen vecindades
que son mapeadas en ellas mismas bajo £”, a esa vecindad se le llama

conjunto local estable y se denota Wi,..

Hay tres tipos diferentes de puntos fijos estables £’ (p)=0,
0<f’(p)<1 y -1<f'(p)<0. Donde los dos primeros son atractores
monétonos y el Gltimo es un atractor oscilante, Los retratos fase son

respectivamente:
a b. c
—
1%14
rd
/
e AT e @

Flgura 2.2. Los tres tilpos de puntos f1i)os estables:
8)0<I' tp)<Y, BIF'(p)=0, y e)-1<'{p)<O.

Proposicién(2.4).- Sea p un punto fijo hiperbélicoe con
If'(p)|>1. Entonces existe un intervalo abierto U de p tal que si

xeU, x#p, entonces existe k>0 tal gue fk(x)!U.
Definicién(2.13).~ Un punte fijo p con |f’(p)|>1 es llamado un

punto fijo repelente, un repulsor o fuente. La vecindad descrita en

la proposici6n es llamada conjunto local inestable y se denota Wy

i

L0 ST P

Figura 2.3, Los dos Lipns de puntes [ijos
repuisores: alf*(p)>1 y birt{plc-1.
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De manera similar, los puntos periédicos de periodo n son
repulsores si |(f")"(p)|>1. Existen dos tipos de puntos repulsores:
puntos repulsores mondtonos y puntos repulsores oscilantes, esto se
da cuando f’'(p)>1 y f£’(p)<-1 respectivamente. El retrato fase de
dichos puntos se puede obscrvar en la figura (2.3.).

2.2.3. Puntos indiferentes o no-hiperbdlicos

Los puntos periédicos hiperbbdlicos tienen, entonces,
comportamiento local gobernado por la derivada del punto periédico.
Esto no es valido cuando el punto es indiferente o no-hiperbélico
(ver Fig.(2.4.)).

R SNSRI IV P A P A

Figura 2.4. Punto. fljo indlferente o no-hiperbslico.

Para continuar con el anilisis de la dinamica de un mapeo
unidimensional discreto, para postular una definicién matemitica de
Caos Determinista para sistemas discretos, contaremos con la ayuda de
un mapeo .en particular. Nos referimos al mapeo logisitico, cuya
dindmica  es muy representativa de la dindmica de los mapeos
- unidimensionales discretos, no lineales, que bajo ciertas
circunstancias presentan comportamiento caético. '
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2.2.4. Un modelo de crecimiento de poblaciones (Modelo Logistico)

Para estudiar el comportamiento del crecimiento de algunas
poblaciones, bacterias por ejemplo, se pueden proponer unas
ecuaciones que describan analiticamente la variacién del nGmero de
individuos con el tiempo. Estas ecuaciones nos dar&n el nGmero de
individuos de la poblacién en todo instante, conociendo de antemano
cuantos individuos existfan en un principio. Estas ecuaciones
representan un modelo matemitico para el crecimiento de la poblacién.
Es claro que este modelo no serd una descripcidn exacta del fendmeno
bioldégico que estemos estudiando, ya que la naturaleza de tales
fenémenos es invariablemente mucho mi&s compleja que un simple modelo
matemdtico. Sin embargo, es interesante notar que tales modelos
pueden explicar, al menos cualitativamente en buena pari:e de 1los
casos, muchos aspectos de la poblaci®n que nos eran desconocidos o
inexplicables., Para que un modelo matemitico sobre crecimiento de
poblaciones sea manejable, es necesario que sea sencillo; pero a su
vez, lo suficientemente completo para gue no se aleje demasiado del
fenémeno biolégico real que estamos tratando de describir.

Un ejemplo de esto es el modelo de crecimiento exponencial de
una poblacién, realizado por Thomas Robert Malthus (1776-1834), que
es muy manejable matemdticamente pero no es muy apegado a 1la
realidad. En este modelo se suponen vdlidas las siguientes hipétesis:

1. Existencia de espacio suficiente.

2. Recursos suficientes.

3. La no ocurrencia de algGn evento catastréfico.
4. Poblacién homogénea.

5. Poblacién aislada.

Con la existencia de espacio suficiente nos referimos a que 1la
poblacién necesita lugar para sus nuevos habitantes. Es importante
que los recursos como el alimento nunca escaseen, asi como que no
ocurra ningGn evento catastréfico que elimine a un buen ntmero de
pobladores, si no es que a todos. Ejemplos de este tipo de eventos
pueden ser terrgniotos, incendios, huracanes, glaciaciones, etc. Una
poblacién homogénea, es aquélla en la cual todos los individuos son
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demogr&ficamente idénticos, no hay tasas distintas de natalidad y
mortalidad en los individuos o grupos de individuos. Se entiende por
una poblacién aislada aquella que no tiene contacto con otro tipo de
poblaciones, como depredadores por ejemplo.

Es claro que este modelo no es muy apegado a la realidad ya que
los supuestos en los que estd basado no suceden en la realidad. Es
pricticamente imposible encontrar un proceso biolSgico en. el cual
exista espacio ilimitado, asi como comida en abundancia. El1 hecho de
que la poblacibén sea homogénea tampoco es real, ya que cualquier ser
vivo tiende a envejecer por 1lo que su poder de reproduccién
disminuye y finalmente se agota. En la mayorla de 1los procesos
biolégicos existen, ademis de las imperfecciones arriba mencionadas,
catdstrofes naturales asi como de predadores que interfieren
directamente con el crecimiento de 1los pobladores. Sin embargo
comenzaremos con este modelo ya que es muy sencillo de estudiar y
poco a poco lo iremos complementando y mejorando con algunas
hipétesis extras. Adenas, la intencién de este modelo es
principalmente construir un algoritmo gue refleje cualitativamente el
comportamiento de una poblacién y no que nos dé& una descripcién
exacta del crecimiento de algin animal en especial. Este modelo
tambi&én nos ayudard a familiarizarnos con la terminologfia de este
tipo de sistemas, asi{ como de los comportamientos mas generales gque
se pueden encontrai en la naturaleza.

Una vez analizadas y consideradas las hipétesis propuestas por
Malthus, veremos cémo es el crecimiento de una poblacién a tasa
constante cuya reproduccifn no es de manera continua sino discreta.
Es decir, gue no se estd reproduciendo continuamante sino cada tiempo
determinado; por ejemplo: cada afio, cada verano, cada mes etc. 0 lo
que es egquivalente a pensar en una poblacién a la cual estamos
tomando muestreos discretos del nGmero de pobladores. Es dificil
decir cual es el intervalo de tiempo que tomaremos para una poblacién
especifica, ya que para algunas bacterias la tasa de crecimiento es
muy alta y es necesaric muestrear con mayor frecuencia, cada minuto
por ejemplo; en cambio, para algunos mamiferes de gran tamafio es
necesario tomar muestreos a intervalos de tiempo mucho mayeres,
incluso varios afios.
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Por 1lo que procederemos' a desarrollar paso a paso el modelo
matemético de un tipo de crecimiento de poblaciones, reiterando el
tipo correspondiente al haber considerado las hipétesis anteriores,

Sea X({t)} la variable que indica el nGmero de individuos de una
poblacién al tiempo t, entonces X(t+l) es el namero de individuos al
tiempo t+1; es decir, una unidad de tiempo después. De tal forma gue
si gueremos calcular el cambio de individuos de esa poblacién al cabo
de una unidad de tiempo, tenemos: X(t+1)-X(t). Por lo que el
crecimiento relativo a esa poblacién sera:

X(t+1)-X(t
K(E+1) -X (k) (2.6)
X(t)

donde g es la tasa de crecimiento que propondremos constante. Es
decir, segGn las hip&tesis anteriores, el crecimiento de esa
poblacién es a tasa constante. Por lo que obtendremos:

X(t+1)=X(t) (1+q) ; (2.7)

llamaremos a g+1 tasa de remplazo. Dada g y una poblacién inicial
X(0), esto es el nfimero de pobladores cuando empezamos a medir,
digamos al tiempo cero, tendremos que:

X(t)=X(0) (1+q)t Vv tez. (2.8)

Por otro lado el modelo postulado por Malthus esti hecho para un
crecimiento continuo de la poblacién de la siguiente forma:

X(t)=X(0)ek v teR. {2.9)

Esta funcién nos indica claramente gue el crecimiento de la poblacién
es de manera exponencial; es decir, si hacemos una grafica de X vs.
t, obtenemos el crecimiento exponencial de la poblacién a lo largo
del tiempo. A su vez, podemos visualizar este modelo como una
progresién geométrica donde la razén de crecimiento estid dada por ek.
Cabe hacer notar gue cuando k>0, la funcidn crece, cuando k=0 ésta
permanece constante y cuando k<0 decrece, tendiendo asint&ticamente a
cero, es decir que la poblacién tiende a extinguirse.
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A continuacifn encontraremos la relacién del modelo continuo de
Malthus con el que hemos estado desarrollando. Comparando las
ecuaciones, obtenemos:

X(£)=X(0) (1+q)t V tem (2.10)

Donde la tasa de remplazo es la razén de crecimiento geométrico
de la poblacién; es decir, si rsl+q tenemos la siguiente progresién
geom&trica:

X{t)=rtX(0) . (2.11)

Asi mismo, de la ecuaciédn (2.5) tenemos:

X(t+1)=rX(t) (2.12)

Supongamos gque llega el momento en gque para la cantidad de
habitantes, ciertos recursos como el alimento, por ejemplo, ya no son
suficientes, es decir que empiezan a escasear; asi observamos gue la
hipbétesis 2. ya no se cumple. La poblacién empieza a decrecer, y la
tasa de reproduccién pasard a ser negativa, nc serd mis constante. En
esta ocasidn, dado un nGmeroc m&ximo de pobladores X, ¥ dependerd
del nGmero de habitantes, osea de la densidad de la poblacién, de la
siguiente manera:

r grande si X « Xg,,
r chica sl X ~ Xuu
T = r cero si X = Xg
r<o si X > X,

En otras palabras, r(X)=u(X,x-X) por lo que la ecuacién de
crecimiento de esa poblacién quedarsd de la siguiente forma:

X (1) =pt (Xgo—X (L) } X(¥) . (2.13)
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El valor de X al tiempo t+1 dépende del valor de ésta al tiempo t, es
decir, X(t+1)=F(X(t)), por lo que la familia de ecuaciones queda
como una familia cuadritica de funciones:

Fpu (X) =X (X,,,~X) (2.14)

A esta funcién se le conoce come funcién logistica. Y es una
descripcién mis apegada a la realidad del fenémeno de crecimiento de
una poblacién. Cabe aclarar que el parametro p indica la tasa
intrinseca de reproduccién de una poblacién dada; es decir, u varia
si el tipo de poblacién varfa.

Para simpificarnos 1la vida, <trabajaremos con poblaciones
‘‘normalizadas", donde la poblacién tendrd valores entre 0 y 1; esto
es que el valor maximo de la poblacién serd 1 (X,,~1). Nuestro
modelo a estudiar queda finalmente determinado por:

F (X) =uX(1-X) (2.15)

A continuacién haremos un andlisis exhaustivo del comportamiento
de este modelo, también conocido como mapeo logistico.

2.2.5. Parimetro de la familia de funciones logisticas

Una vez determinados los conceptos bisicos para el andlisis de
la ecuacién logistica desde el punto de vista dinamico, proseguimos a
estudiar las influencias del paré&metro sobre ella.

En general para el crecimiento geométrico de una poblacién con
tasa intrinseca de crecinmiento r, tenemos que si r<i la poblacién
disminuye su tamafio a lo largo del tiempo, o sea gque tiende a la
extincién. Si r=1, la poblacén no varia y si r>l, la poblacién crece
en el tiempo.

Regresando a la ecuacidén logistica, observamos que también 1la
podemos denominar ecuacién cuadritica debido a que tiene términos
cuadrdticos en su configuracién:
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Fyp (%) =ux—ux?, (2.16)

por 10 que grificamente obtendremos una familia de parabolas, i.e.,
una pardbola diferente (ver Fig,(2.5.)), para cada u distinta, De
esta manera, el pardmetro 4 es el que tiene la informacién respecto a
la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacién. En particular, en
el caso de que U<l tenemos que Fﬁ(x) 39 O, matemdticamente hablando,
estamos en el caso trivial del comportamiento dindmico de la funcién.

Flgura 2.5, Créficas de )a ecuaclén loglntica para .
varios valores de) parametro. .

Ya entrados en el andlisis dinémico del sistema, por medio de
las siguientes proposiciones encontraremos resultados importantes.

Proposicién (2.5).=-
1. Fyu(0)=Fy(1)=0 ¥ Fy(py)=pu donde
-1 .
# (2.17)

Pu—T

2. 0<py<l si u>1.

Cabe hacer notar gque u>0, pues si u<0, tendriamos que' el nGmero
de poblaci6én oscilard de valores positivos a valores negativos; asi
obtendriamos nimeros negativos de poblacién lo cual no tiene validez
en la realidad. Asi mismo, la realidad nos restringe el caso trivial
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-1
matematico, dado que p>0 si u<i entonces u-1<0 o 5‘-‘-—<o ® <0,

nuevamente gbtenemos un nfinero negativo de pobladores cosa que no
tiene sentido en el mundo biolégico. Por lo gue de ahora en adelante
nos limitaremes al caso de p>1.

Existe una restriccidén para el dominio de esta familia de

funciones, como nos indica la proposicién siguiente; el intervalo a
considerar como dominio es el [0,1].

Proposicién(2.5).~Suponga que p>1l. Si x<0 entonces F"}(x)-n—_w-» -w.
Similarmente si x>1 entonces F:‘;(x)m—o -,

Hemos determinado dos cosas importantes como punto de partida
para el anilisie del comportamiento dindmico de esta familia de
funciones: el dominio de trabajo se restringe al intervalo cerrado
{0,1) y el pardmetro g esti acotado inferiormente por 1.

A continuaci6n observaremos las diferentes dindmicas de 1la
funcidédn F para valores distintos de , es decir cada par&metro nos
determinard un comportamiento dinimico distinto. Iniciaremos
estudiando el comportamiento para valores de u entre 1 y 3:°

Proposicién(2.6).-Sea l<u<3
-1
1.- Fy tiene un punto fijo atractor en PLFuT ¥ un punto fijo
repulsor en cero.

2.- Si 0<x<1 entonces il F}(x)=p,.

Existe una ligera particularidad en la dinimica con respecto a
pe(1,3). Tenemos gque para 1<u<2, py es un punto atractor monbtono y
para 2<ju<3, p, es un atractor amortiguado, como se muestra en la
figura (2.6.). :
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Figura 2.6, a) Atractor mondtono 1<p<2 ([1=1.8)
¥ ©) Atractor smortigusdo 2cjic3 (=2,0).

+Como podemos observar, para los valores del parémetro u gue se
encuentren en el intervalo (1,3) la dinémica de la funcién. (dinémica
del crecimiento de 1a poblacién) no va m&s allid de tener puntos
atractores y repulsores. De hecho, el conjuntc atractor del sistema
consta de un s6lo punto. Sin embargo, este comportamienteo sufre un
cambio cualjtativo radical a. medida gque aumentemos el valor de dicho
parimetro i. Empecemos por analizar, ya qgue estamos dentro de valores
ani te enteros, el portamiento para u>4. ¢(Por qué para este
caso en especial?.

Debido a que F{X) no pqede ser mayor gue uno entonces se
concluye que p<4. Es decir, el valor de nuestro par&metro también
estf acotado superiormente. Por 1lo dque 1<u<4. Nogotros hemos
analizado los casos de 1<u<3, falta ver que sucede para 3<p<4. Sin
embargo, hace falta ver co6mo es- la dindmica para u>4, asi como
observamos el comportamiento de la poblacién para cuando u<i. Pero es
importante hacer notar, y he ahi la razén de la pregunta‘ anterior,
que el comportamiento de la poblacién para pardmetros de este tipo
dista mucho de ser un caso trivial. Es un ejemplo claro de un
comportamiento dinamico recientemente descubierte y que ha
desarrollado una vasta teoria a su alrededor.
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Para el casco de que u>4, existen puntos en el intervalo I=(0,1]
tales ‘que Fy,(x)>1; y por lo tanto, dejan I después de la segunda
iteracitn. sSea ASI el conjunto de dichos puntos; es decir, el

conjunto de puntos tal que YxeA, » Fy(X)>1 » Fij(X)<0 » Fj}(X)7e —a.

Mientras tanto, todos los puntos yeI y ye¢A, no abandonan I
después de una iteracion de Fy. Sea A, dicho conjunto, es decir
A,-(XQI/F“ (x)€A;} donde tenemos que si X€A; » l"“(x)sh° - Ff‘(x}>1 -
rﬂ(x)<o - Fﬂ(x)iw -=; o sea que, A;={xe€I/F,(xX)eA, y Fﬁ(x) eI}, ¥y
A, consta de dos intervalos ajenos I, e I,. Inductivamente se

construys A,,=(xe1/l-‘u(x)ea° b'4 Fu(x)eI vi<n y F,'}“(x)u) Si xeA;, la
6rbita de x eventual ab & I y se escapar& a -e.

Por otro lado, vemos que ?u(Io)-P“(I,)SI Y Fu(A))€A, ¥y FM(A:)SA, .
por lo que I consta de 2'*'=2%4 intervalos ajenos (ver Fig.(2.7.)).

T voon, N I,

Lo A F e - ue |

ML A L L VR

Figura 2.7. Intervales ajencs do 1 (U= 2P,

En este caso, el conjunto de puntos de equilibrio no triviales
del mapeo estd formado por un punto inestable. Sea A,={x€I/ Fy(x)el,
P"‘ (x)d,uA: . Fﬂ (x)eX}; Pﬁ as alternativamente creciente y
decreciaente en los intervalos de' A; por lo que la grafica de Fﬂ tiene
dos miximos. Y A, tiene 2® intervalos disjuntos. Por lo tanto,
inductivamente, A, es un conjunto que cﬁenta con 2" intervalos
disjuntos y el conjunte I-(AuAu...vA ) consta de 2™!' intervalos
ajenos (ver la figura(2.8.)).
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Figura 2.8, Sucesidén de Intervalos ajenos de 1 {(H=d.2),

Asi mismo, observamos que la grifica de Fy tiene 2°%=1 maximos en
I, Fi tiene 2'=2 maximos en I, y asf inductivamente F;'' tiene 2°
maximos en I. De igual manera, vemos que el conjunto I-A, tiene dos
intervalos cerrados I, e I;,. El conjunto I—(A,v}.,\m;) tiene 2%=a
intervalos cerrados en I. Y asi, inductivamente el conjunto I-
(ALVAU...UR)) tiene 2™' intervalos cerrados en I. Sea A=I-(UA,) el
conjunto de puntos que nunca abandonan I. El cual contiene 2™t
intervalos cerrados en I. F" cruza la recta y=x, 2" veces. U otra

manera de verlo, es que el conjunto de puntos de perfodo n tiene 2"

elementos; es decir, IPer,(F)|=2" (ver Fig.(2.9.)).

R ~

Flgura 2.9, Gra&fica de FP wa. X. tn eslte caso podemns

obacrvar loa 27 punlos de perfece n (n=d, W=4.2},
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Este conjunto tiene la caracteristica fractal del conjunto de Cantor
[Devaney, 1989).

Teorema(2.1).~ Si u>4, entonces A es de Cantor.

Por lo que a grcsso modo hemos visto, la &rbita de Fy para u>4,
ya sea que un punto tienda a -= bajo iteraciones de Fy © que su
6rbita entera caiga en A.

Existe otra caracteristica acerca del conjunto A la cual estd
bien determinada por la siguiente definiciébn:

Definicién(2.14).-Un conjunto FSR es hiperbSlico* repulsor
(atractor) para f si I' es cerrado, acotado e invariante bajo £ y
existe N>0 tal que [(f")’(x)|>1 (respectivamente <l1) para toda nz=N y
toda xel'.

De esta forma y dada que A es cerrado, acotado pues A <€ I,
entonces para el mapeo cuadréatico Fy para p>d, A es invariante bajo
Fy; asi que, por lo tanto A es un conjunto hiperbélico repulsor para
N=1. El conjunto de equilibrio del sistema es igual a A, pero en este
caso no es un conjunto atractor, sino un conjunto repulsor, de
estructura fractal, pues todo punto gue no pertenezca a A, tarde o
temprano abandonaréi I.

Por lo que mientras para u<l s6lo existe un punto fijo atractor
(puni:o trivial), para u>4 existe un conjunto A fijo (invariante bajo
F) de estructura "extrafia" y repulsor. Pero (qué sucede para 1<u<4?
Ya vimos que para 1<u<3 existe un punto atractor (no trivial). Hace
falta analizar la dinidmica de 1la funcién 3logistica para 3<u<4.
Sabemos que existen dos puntos de equilibrio, dos puntos x°  tales
que, F(x')=x’, unc de ellos es la solucién trivial, si Am(x') es
la primera derivada de 1la logistica wvaluada en el punto de
equilibrio, ésta cambiard su valor segln el valor de X" . 0, que
depende del parémetro u. En particular, para 1<u<3 se tiene que
All=2-y de tal forma que [al¥|<1l. Entonces X% [0,1] es un punto
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localmente estable, atrayendo a todas las trayectorias que se
originan en ese mismo intervalo. A medida gue el pardmetro aumente,
el m&ximo de F(X) se volvera cada vez mds pronunciado, y tendremos
que -A“’(x')<-—1, lo que implica que IA"'(x')l>1, por lo gque para
entonces X' no sers mis estable, en particular esto sucede para u>3
(ver Fig.(2.10.)).

Figura 2.10. Puntoc fijo inestable do F para (>3 (U=2.5),

Para el anflisis de las trayectorias para u>3 tomamos en cuenta
la segunda iteracién de F(X), esto es que x,,.,-r‘(X), donde
A (x")=(a""’12. Por 1lo que asi tenemos que si [A|>1 entonces
iA®>1. sin embargo, mientras X sea estable, serd la finica
solucién de F"(x')=x'. Para u>3, observamos que la identidad
intersecta tres veces a F2(X), que tendrd dos m&ximoa unimodales, lo
que significa la aparicién de dos nuevos puntos de equilibrio, pero
en este caso biperiédicos. Dichos puntos son estables, de tal manera
gue el sistema se alterna en un ciclo estable de periodo dos. En este
caso, el conjunto de puntos de equilibrio consta de dos puntos
atractores de periodo dos y un punto fijo inestable. El atractor del
sistema ser& un ciclo de periodo dos (ver Fig.{2.11.))
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Figura 2.91. Para {1>3 {{i=3.4) a)iteraclonss gréficas de FZ vs. X,
. dande se¢ observsn do# puntos estables. bICrafica X wvi. t
donds 1a poblacién asclla entre dos densidades distintas.

La estabilidad de dicho ciclo dependa nuevamente del wvalor de
A*® en esos dom puntos. De hecho, cuando nacen los dos puntos
estables, A''’=+1, después decrecerad (a medida que u aumente) hasta
alcanzar el valor A“’-—:.; y m&s all&d de este valor (Ixml>1), a
medida que el méximo unimodal de F(X) continte pronuncisndose, los
puntos de perfodo dos se bifurcar&n hasta dar lugar a un ciclo
estable de periocdo 4. Si se prosigue de esta manera, aparecerf una

cascada de bifurcaciones en ciclos estables de perfodo 2% si k es el
ntmero de puntos estables. En este caso el atractor del sistema

consta de k puntos de periodo _2'l {ver gr&fica de F* vs. X) para
alguna 3<u<d4, pero p<p, (u=3.55). (Fig.(2.12.)})

1

Ly nanr H 3 A R K S S H et e

Figura 2.12. FX y sus k puntos f)jos estobles (xk=4, M=3.SS),
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Este fenémeno de bifurcaciones no se puede generalizar para
todas las funciones F(X) con un solo maximo unimodal que se puede ir
pronunciando ([May,1976). Sin embargo, para las funciones que si
satisfacen esta propiedad continuaremos con el anidlisis. A pesar de
que este proceso produce una sucesién infinita de ciclos de periodo
2" (n — o) el intervalo, al que llamaremos ventana, de valores 'del
par&matro para 1los cuales cualquier ciclo de dicha cascada es
estable, disminuye progresivamente su tamafio. Entonces tenemos que el
proceso completo de bifurcaciones es convergente, acotado
superiormente por un valor critico del parémetro, el cual es el punto
de acumulacién de la sucesidén de ciclos estables. En el caso de la
logistica, tenemos que u~=3.5700. Ma&s all& de este punto de
acumulacién de la sucesién de valores del parimetro para 1os cuales
las trayectorias tienden a ciclos estables, hay un ndmero infinito de
puntos fijos con diferentes periodicidades. Por consiguiente hay un
nimero infinito de ciclos periédicos. Incluso hay un ntmero infinito
de trayectorias aperibdicas, aunque acotadas, para las cuales no
importa que tanto se deje correr la serie de tiempo de. F(X), el
patrén nunca se repite. Es entonces cuando nos encontramos en una
situacién bautizada por Li y Yorke como "cabtica®.

Para funciones suaves y sensibles como F(X) de las ecuaciones
anteriores, un hecho matem&tico implicito es que para cualquier
valor del par&metro especifico, hay un finico ciclo que es estable y
que esencialmente atrae a cualquier punto inicial de las
trayectorias. Esto significa que hay un ciclo que “"contiene™ a todos
lo puntos iniciales. El ndmero infinito restante de otros cicloes,
junto con las trayectorias asintéticas y aperifdicas, contienen un
conjunto de puntos que a pesar de ser incontable tiene medida cero.
Cualquier ciclo estable en particular contiene un rango muy estrecho
de valores del parametro.

A continuacitn, estudiaremos la estructura matemitica de las
funciones analiticas [May,1976). Para cierto valor del paré&metro, en
el caso de la logistica, u=3, observamos gque para valores mayores que
tres, ocurre la primera bifurcacién. A este tipo de bifurcacién la
llamaremos tangencial, porgue justo para ese valor del parametro, u=3
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por ejemplo, la identidad es 'tangen\:e a F°(X), en varios puntos; de
tal forma que el punto de equilibrio sigue siendo débilmente estable,
o lo que es ‘lo mismo, asintéticamente estable. Y para valores mayores
del parfmetro, la identidad intersecta a FZ(X) en los dos puntos
estables. A las bifurcaciones subsecuentes las conocemos como
bifurcaciones de pitchfork. Asi, con lo dicho anteriormente, podemos
conclulr que mientras que se varfen los parimetros de F(X), las
unidades din&micas fundamentales son ciclos con perilcdo base k, que
surgen de bifurcaciones tangenciales; junto con su cascada asociada
de perfodos arménicos 2"k, que se originan de bifurcaciones de
pitchfork. Recordando que para funciones analiticas sensibles, hay un
ciclo estable para cada valor del par&metro de F(X).

El rango completo de valores del parfmetro de F(X) (0O<u<4 en la
logistica), est& hecho de un nimero infinito de ventanas, algunas
grandes y otras estrechas, de las cuales cada una corresponde a cada
una de las unidades din&micas b&sicas. Estas ventanas se dividen unas
de otras por medio de los puntos de acunmulacién de los periodos
harménicos 2"k, a partir de los cuales el sistema es realmente
cabtico, sin ciclo atractor alguno.

Pero ¢co6mo es que los diferentes comportamientos ciclicos del
sistema est&n repartidos en las diferentes ventanas? Una primera
aproximacién a la respuesta de dicha pregunta, es dar el nGmero de
puntos de perfodo k que hay en el intervalo completo. Es decir,
proporcionar las soluciones distintas de p® (x')wx'. 8i la funcién
F(X) tiene un m&ximo unimodal suficientemente pronunciado, cada
iteracién sucesiva duplica el nGmero de méximos, de tal forma que
™ (X) tiene 2!

2* veces a la identidad, produciendo un igual nGmero de puntos fijos;

m&ximos. Todas estos m&ximos y valles intersectan

es decir, un nlmero 2* de soluciones distintas de la ecuacién
anterior. También tomamos en cuenta las soluciones de dicha ecuaci6n
cuyo periodo es un submiltiplo de k. En particular, los deos puntos
fijos de F(X) de las ecuaciones anteriores son soluciones degeneradas

de F® (x")=x" para cualquier valor k.
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Una vez contado el nlGmero de puntos de periodo k dentro del
intervalo, utilizando técnicas de teoria combinateria, se puede dar
una lista genérica del orden en el gue aparecen los diversos ciclos
[May,1976]. El1 catilogo del nGmero total de puntos fijos y su orden
de aparicién es relativamente f&cil de construir. Perc para
cualquier funcién F{X) en particular, el método numérico para
encontrar las diferentes ventanas de valores del par&metro, dentro
de las cuales cualquier ciclo o su respectivo arménico es estable,
es muy tedioso y poco elegante. Por lo que para cada ciclo estable
de periodo k, es mis interesante conocer los parimetros para los
cuales:

(1) E1 primer ciclo, por bifurcaciones tangenclales, aparece.

(2) El ciclo base se vuelve inestable, dando lugar a una cascada de
.bifurcaciones de ciclos arménicos de perfodo 2°k, por medio de las
bifurcaciones de pitchfork.

(3) Todos los harménicos se vuelven inestables (puntos de acumulacién
de la sucesién de ciclos de periodo k27).

Para el ejemplo paradigmitico de la logistica, vemos que en el
intervalo del par&metro, [1,4}, existe un mosaico infinito, uni-
dimensional de ventanas, para las cuales hay un Gnico cic;Lo de
periodo k o uno de sus subarménicos, los cuales atraen a todos los
puntos iniciales. La ventana correspondiente a 1<u<3.5700, para k=1,
es quizds la m&s ancha y llamativa de todas. MAs all& del primer
punto de acumulacifén, las ventanas subsecuentes son mis estrechas,
aGn para ciclos de periocdos pequefios y las ventanas se viuelven afn
mis. ‘estrechas a medida que k aumenta. En la figura (2.13.), se
obgerva. la dinémica de 1los puntos de equilibrio de 1la funcién
logistica en términos del parimetro p. Cabe afiadir que esta gréfica
se realizé dejsndo iterar la funcién muchas veces (sin graficar) y
graficando s0lo los puntos de equilibrio contra los diferentes
valores del parfimetro. Esto se hizo dejando iterar la funcién 10000
veces y graficando los 200 puntos siguientes. De esta manera se puede
vigualizar toda la dinfmica gque puede alcanzar la funcién logistica,
segin el valor de su parfmetro. La cascada de bifurcaciones es un
paso previsorio al caos que satisfacen las funciones unidimensionales
Yy unimcdales como é&sta. . Lo anterio:), es un ejemplo de cbémo la
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din&mica cadtica de los modelos proviene de una din&mica en
particular; es decir, generalmente el caos no aparece de manera
repentina conforme se varia el valor del parametro.

P » !

. Figura 2.13. Grafica de X" v. {l. &) 1<l<d y b) J.dcfi<d, t

:
Una vez hecho este anilisis a grosso modo del mapeo logistico, :
observamos que éste nos describe cémo el crecimientc de una i
poblacién puede alcanzar complejidades de tipo aparentemente i
estocastico. Todo depende del valor del parametro u. As{ mismo vemos i
qgue para valores un poco mayores que 4, obtenemes un conjunto muy i
caracteristico que se va formando a partir de las iteraciones de Fy. s
Haremos hincapié en la estructura dindmica de este mapeo en este
peculiar conjunto A, que se encuentra en el retrato fase del modelo. i

2.2.6. Equivalencia topol&gica

* Construiremos un mapeo completamente equivalente a Fy, pero de
estructura mucho menos compleja para un mejor entendimiento de su
dinsmica. Tomando en cuenta que dos mapeos son equivalentes si tienen
la misma din&mica.

Sea ¥, un espacio cuyos elementos son sucesiones infinitas de
ceros y unos, es decir I={s=(585; ... }/s;=0 o s;=1}. I, es el
egpacio de sucesiones de 1los dos simbolos 0 y 1. Asi que
generalizando, I, es el espacio que cons:a de sucesiones infinitas de
nGmeros entre 0 y n-1,
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A continuacién veamos que podemos hacer de }; un espacio
métrico; es decir, que podemos definir una métrica en é1.

Sea s=(5,8,8,...), t=(t,tt,...)el2 defino la distancia entre s
y t de la sigquiente manera:

18y ~t, !
da[s,t) = F——— (2.18)
2

0 si 8=t 18-t | .
Dado que |Is,=tyl={, g4 sty entonces [ T:)j:l./z =2 . d(s,t]

converge.
Proposicién(2.10).-d es métrica en ¥,.

i’roposiclén(z.l:t).—saa s,tel; Y suponga s;=t, para i=0,1, ... n.
Entonces dis,t)sl/2°. Inversamente si d{s,t]<1/2", entonces s;=t,
visn.

Con esta proposicién podemos saber si dos sucesiones est&n cerca
© no, BSeglGn sus primeros términcs; es decir dos sucesionas estén
cerca una de la otra si sus primeras n entradas coinciden.

A continuacién definiremos al mapeo de corrimiento.

befinicién(2.18) .-E1 mapeo de corrimiento esta dado por
o:fo—s tal que o(8,8,8;...)=(8,5;83...) N

Cabe sefialar que este mapeo de corrimiento, es el mapeo X ,,=2X,
{modulo 1) para los nimero reales. Donde ¢ es un mapeo dos a uno
porque: 8i S=(0,8183..+) Yy £=(1,883.44) entonces
ol{s)=(B8,...)=8(t) -~ 8 es no inyectiva. Pero ¢ es sobreyectiva pues
¥V B€]> 3 te], tal que o(s)=t.

Proposicién(2.12).=0:f; —» ¥, es continua.

Los puntos periédicos del mapeo corresponden a sucesiones gue se
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repiten; es decir, sucesiones del tipo S=(5;586; <.« B5,.1,8p58;
«eeB 14888, .-+ B4, ... ). Entonces hay 2" puntos de periodo n

para ¢, cada uno generado por las 2" sucesiones finitas que hay de
longitud n.

Asf mismo, debemos agregar que existen puntos eventualmente
periédicos. De hecho, cualquier sucesién eventualmente repetitiva,
que a la larga tenga el mismo valor en todos sus términos, es
eventualmente periddica; aGn m&s, es eventualmente fija.

Otro aspecto asi de interesante del mapeo de corrimiento, o, es
que el conjunto de puntos perifédicos forma un subconjunto denso de

Tae
Proposicién(2.13) .~E1l conjunto Per(s) es denso en },.

Cabe aclarar que no todos los puntos en }> son periddicos o
eventualmente perisdicos. Cualquier sucesién no repetitiva puede ser
no periédica. AGn m4s, existen 6rbitas no periédicas en ¥,. Es decir,
hay puntos en },, cuya Srbita se aproxima arbitrariamente a cualquier
secuencia de Y,. De hecho, las 6rbitas no periédicas de I, exceden en
nimerc a las Orbitas periédicas de T,. Existen o6rbitas que no son
periddicas gue llenan densamente a Y,; es decir, hay puntos en I,
cuya's 6rbitas eventualmente tienden a alguna sucesién de [,.

Ejemplo: Sea s*# = ( 01/00 01 10 11|000 001 ... | ... ); s* se
construye formandc blogues de ceres y unos de lengitud n, luegoe de
longitud n+l, etc. Claramente, alguna iteracién de s#% aplicada a s*
nos da una sucesién que concuerda con cualquier sucesién dada en un
nGmero arbitrariamente grande de sitios.

Definicién(2.19).-A un mapeo con 6rbitas densas se le conoce
como topolégicamente transitivo.

Proposicién(2.14).-

* La cardinalidad del conjunto Per(c) es 2n.
* El conjunto PFer(c) es denso en J,.

_* Existe una érbita densa en I,.
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Ahora queda por establecer una relacidn entre el mapeo de
corrimiento . con el mapeo logistico  Fy (x)=px(1-x) para
suficientemente grande. De hecho u>4.

Recordemos que existe un conjunto A llamado conjunto de Cantor,
el cual tiene la propiedad de nunca dejar el intervalo I bajo las
iteraciones de F,. Mientras que todo punto que no pertenezca a dicho
conjunto abandona I tendiendo a -» después de muchas iteraciones de
Fu. También es importante recordar que ASII,. Por lo que dado xed,
la érbita de x nunca deja A y por lo tanto caeran en I, o en I,.

Definicién(2.20).-El itinerario de X es una sucesién
8(X)=(8;8,8;...) donde

0 si Fi(X)elo

8= f
1 81 Fj(X)el,

(2.19)

de esta manera el itinerario de X es una sucesiédn infinita de ceros y
unos, es decir s(X)e};.

Teorema(2.2).-Si u>4 entonces s:A—%, es un homeomorfismo.

Por lo que este teorema nos dice gque A y I, como conjunto son
lo mismo. Pero afin mis importante, es el hecho de gque s también nos
da una equivalencia entre la dinfmica de F; en A y la dinfmica de ¢
en Z,,

- Teorema(2.3) .~ 8:Fy = 008,

Definicién(2.21).-Sean f:A—A y g:B—B dos mapeos. Se dice gque
£ y g son topolbgicamente conjugados, si existe un homeomorfismo
htA——B tal que heof=geh. Al homeomorfismo h se le conoce como

conjugacién topoldgica.

Asi queda completamente determinado, que mapeos gue son
topolégicamente conjugados son conmpletamente equivalentes
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dinAdmicamente hablando. Por ejemplo, si f es topolégicamente
conjugado a g via h y p es tal que f(p)=p, entonces h(p) es fijo en
g; de hecho h(p)=h{f(p)}=g(h(p}). Simultdneamente h da una
correspondencia uno a unoc entre Per(f) y Per(g). También, las 6rbitas
eventualmente periodicas y las 6rbitas asintéticas para £ van a
6rbitas similares para g por medio de h; y ademis f es
topolbgicamente transitiva si y sélo si g lo es.

En nuestro caso particular, dado que Fy en A es topolégicamente
conjugada a o en Y,, y una vez analizadas las caracteristicas
anteriores para o¢; entonces tenemos que se satisface el siguiente
teorema:

Teorema(2.4).-Sea F,(X)=uX(1-X) con u>4, entonces
* La cardinalidad de Per,(F,) es 2".
* Per(Fy) es denso en A.
* F, tiene una 6rbita densa en A.

Hemos observado gque la dinidmica del mapeo cuadritico varia
cualitativamete de manera dréstica al ir variando el parimetro u. lLas
dinamicas son bastante sencillas para bajos valores del parimetro y
se van complicando conforme el valor de &ste aumenta. Pues
consiguientemente, tenemos que este mapec llega a mostrar dindmicas
singulares, recientemente descubiertas y estudiadas, para ciertos
valores de y; nos referimos al comportamiento cabtico de las Orbitas
de uh sistema dindmico.

2.2.7. Caracterizacién topolégica del caos

A continuacién tenemos una serie de definiciones y ejemplos que
caracterizan de manera formal a este fenémeno dinamico.

Definicién(2.22).-Dado f£:J3—»F, se dice que f es topolégicamente

transitiva, si para cada R()par Cde intervalos ablertos U,VsJ existe
una k>0 tal que £X(U)nV=o.
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.1ntuitivamente, un mapeo topolégicamente transitivo tiene puntos
que eventualmente se mueven bajo la iteracién de una vecindad
arbitraria a otra. Consecuentemente, el sistema dindmico no se puede
descomponer en dos subconjuntos abiertos disjuntos que son
invariantes bajo el mapeo. Ademds, es claro que si el mapeo posee
orbitas densas, entonces es topolégicamente transitivo.

Definicién(2.23) .-£:J—J tiene dependencia sensitiva en las
condiciones iniciales si existe 5>0 tal que, para cualquier vecindad
N de x, existe y en N y nz0 tal que

127 (x) -2 (y) 1>5. (2.20)

Veamos como Fy(x)=ux(1-x) para u>4, posee dependencia sensitiva en
las condiciones iniciales en A:

Sea & un di&smetro menor que el dismetro de A ={xeI/Fj,(x)¢I}
(donde A, es el intervalo entre I, e I, ). Sea X,yeA. Si %*y entonces
s(x)*s(y), por lo que los itinerarios de x,y deben diferir en al
menos una iteracién. Sea ésta la n-ésima, entonces tenemos que Fﬂ(x)

y Fi(y) caen en lados opuestos de A,. Por lo tanto, IFj(x)-Fji(y)!>5.

Como ejemplo de un map topolégi te transitivo, pero que no
es sensible a las condiciones iniciales, est4 la rotacién irracional
del circulo; es decir, £:8'— s' tal que f£(0)=g+2nk, pues todos los
puntos mantienen la misma distancia después de cualquier iteracién.

Definicién(2.24).-Sea V un conjute. £:V -+ V se dice caética en V si;
* £ tiene dependencia sensible en condiciones iniciales.
* £ es topolégicamente transitiva.
* los puntos periédicos son densos en V.

De manera resumida, un mapeo cabtico tiene tres ingredientes que
caracterizan su sabor de manera integra:

* Imprevisibilidad

#* Incorruptibilidad

* Un elemento de regularidad
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En medio del comportamientc azaroso debido a las primeras dos
propiedades del mapeo, existen elementos de regularidad; es decir, de
comportamiento regular 1llamados puntos periédicos, los cuales son
densos en V.

'Es asi, como para u>4, la funcién logistica satisface todas
estas condiciones, por 1lo gque podemos concluir que el mapeo logfistico
es un buen ejemplo de un modeloc matemdtico de dinamicas de
poblaciones, que presenta caos.
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2.3. CAOS EN SERIES DE TIEMPO

Analizar el conjunto de datos obtenidos en el transcursc de
cierto tiempo, en un experimento en el laboratorio o en el campo, nos
dara indicios de la dinamica real del sistema. A este conjunto de
datos le llamaremos "serie de tiempo". Usando la teoria de Sistemas
Din&micos no lineales, mostraremos come ciertas propiedades de
algunos sistemas biolégicos se pueden ir determinando poco a poco a
partir de dicha serie de tiempo. Como ya lo habfiamos mencionado
antes, no es sino a partir de 1980 cuando se comenzé el desarrollo de
esta rama de estudio, que ha cambiado la perspectiva del
comportamiento de algunos fenémenos biol6gicos. El punto de vista
cambié para algunos cientificos, precisamente debido a gque de este
modo se ha podido identificar Caos en algunos sistemas.

A pesar que a partir de entonces se ha publicado mucho acerca de
los diferentes métodos numéricos, ha sido poco tiempo para poder
establecer herramientas matem&ticas fuertes y consistentes para el
andlisis de 1los datos. Por lo gque han surgido una serie de
inconvenientes en cada método, de los cuales hablaremos
posteriormente. Uno de los principales problemas -independientemente
del mé&todo numérico que se utilice para analizar los datos- gque se
tienen al trabajar directamente con la serie de tiempo experimental,
es el hecho de que el ruido ambiental interactia con la dinamica que
gobierna al sistema; lo cual ha ocasionado que se confunda el caos
deterministico propio del sistema, con la azarosidad del ruido.
Quizis a todo esto se deba que ciertos biblogos nieguen la teoria del
caos en los sistemas biolégicos.

Sin embargo, los datos experimentales contienen informacién
mucho mis rica que la informacién misma que se puede obtener de los
propios modelos, ya que es obtenida de la naturaleza misma y la cual,
independientemente de cualquier modelo ya establecido en particular,
puede ser utilizada para desenterrar la dinadmica multivariada de un
sistema, comenzando por el anflisis de la evolucién de una sola
variable [Nicolis,1984).

Por lo que a continuacién daremos la interpretacién, desde el
punto de vista de sistemas dindmicos de las series de tiempo.
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2.3.:. Métodos graficos

Este quizads sea el método m&s inmediato a seguir, una vez
obtenida la serie de tiempo del sistema que estemos analizando. La
finalidad es asociar un mapeo unidimensional a.l graficar la serie de
datos. Dicho mapeo es una ecuacién en diferencias con una sola
variable de la siguiente manera: X,,,=T(X,), donde T:X,—X,,; €5 un
mapeo unidimensional. Si se logra identificar algtn  mapeo en
especial, se procede a realizar el anilisis de estabilidad cuya
teoria se ha presentado en la seccién anterior de este capitulo. Es
importante hacer notar que la asoclacién de dicho mapeo s6lo es
posible si el movimiento del sistema es en maximo dos dimensiones.
Para un sistema con mis de dos grados de libertad el método a seguir
es diferente, como lo veremos posteriormente. Es sorprendente como
las propiedades de la dindmica del sistema continuo o discreto estan
capturadas por dicho mapeo. SegGn Lorenz (1963) a partir de T, "un
investigador gque no conozca la naturaleza de las ecuaciones que
gobiernan el sistema, puede formar un esquema empirico de
predicciones". Dicho esquema puede ser Gtil a los investigadores que
pretendan modelar el sistema subyacente a la dinamica observable
[Schaffer,1985). .
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Flgura 2.14. Los valores sucesivos de la serle de tlempo del nimere
maximo de ‘pleles de Lince Canadlense cbienldos de 1735 a 1905
mapeados uno contra otro ¥y el mapeo unldimenslonal asoclada.

Para el analisis de 1la dinimica del Lince <Canadiense se
graficaron los puntos de la serie de tiempo. Se graficaron los
nimeros maximos sucesivos de pieles de los animales que se lograron
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obtener desde 1735 hasta 1905, en Canadd (X’ vs. X). El mapeo

asociado esta indicado por la funcién X'=F(X)=aX"exp(-bX), con n=2 y
con un mé&ximo unimodal (ver figura (2.14.)).

2.3.2. Construccion del atractor

Se comienza con el estudio de una sola variable, ya que a veces
es muy dificil, si no es que imposible, conocer a todas las variables
involucradas en el comportamiento del sistema. Una vez determinada
alguna variable de estudio, es inmportante visualizar su evolucién
dentro de un espacio multidimensional abstracto, estructurado por
todas las varliables. Nos referimos al espaclo fase del sistema. Donde
como ya es sabido, un punto dentro de este espacio nos indica un
estado instantineo del sistema, por lo que una curva, llamada érbita
o trayectoria, es una sucesién de estados instanténeos del sistema.

A medida de que el tiempo transcurre, algunos cientificos
esperan que el sistema alcance un estado que lo rija de manera
permanente; es decir, un comportamiento estable del mismo, lo cual
cuestionaremos m&s adelante. Esto lo podemos observar, dentro del
espacio fase, como la convergencia de una familia de trayectorias a
algn subconjunto fijo del espacio, donde el sistema permanecera
eventualmente atrapado. Por lo que =se.puede concluir que de 1la
naturaleza de este conjunto invariante, llamado atractor, se obtendra
mucha informacién del comportam.{ento a lo largo del tiempo, de sus
variables y la relacién que exista entre cada una de ellas, esto es
de la naturaleza del acoplamiento de las variables evolutivas.

La descripcién de los atractores nos dara una descripci6n del
sistema. Anteriormente ya se ha dado la lista de los diferentes
atractores que existen en la teoria de Sistemas Dindmicos. Por lo que
ahora conviene detectar esos atractores, a partir de las series de
tiempo. La- caracteristica del atractor nos dard el nGmero minimo de
variables que intervienen en el comportamiento del sistema. Por 1lo
que determinar la dimensién del atractor es indispensable. Empezando
con los atractores enlistados anteriormente, se sabe que la’ dimensiftn
. de un punto estable es cero, por lo que se necesita al menoa una
variable en el caso de un atractor monétono, o sea que el nGmero de
variables . independientes para describir dicho sistema sera al menos
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una, por lo gque la dimensién del espacio fase gue contenga dicho
punto atractor serid al menos igual a uno. Para un atractor definido
pPor una curva en el espacio fase, comoc es el caso de los ciclos
limite, su dimensién es igual a uno; por lo que el namero minimo de
variables independientes necesario para modelar la dinamica de un
ciclo limite es dos, entonces la dimensién del espacio fase ser&
igual a dos. En el caso de un atractor toroidal correspondiente a un
fenémeno cuasiperiédico, 1la trayectoria convergers a un toro
bidimensional, para 1lo cual se requiere de minimo tres variables
independientes que definan el espacio fase.

Matem&ticamente, a los atractores definidos anteriormente -puntos
estables, ciclos limite y toros- se les considera como estructuras
topolégicas suaves caracterizadas por una dimensién entera. Pero
actualmente, también se han analizado atractores gque bajo esta
perspectiva matemitica, no son dichas estructuras topolégicas sino
que son formas geométricas gue no son suaves y cuya dimensién no es
entera, a las cuales se les denomina como atractores extrafios, cuya
estructura geométrica caracteristica es la de un fractal. Los
atractores exrafioea exhiben comportamientos altamente irregulares o
cabdticos. Por lo que si se trata de buscar un comportamiento casético
para un sistema determinado, es necesario buscar el atractor extrafio
que rija dicha din&mica altamente irregular. Cabe hacer notar que
tanto para atractores de caracteristica suave como los de
caracteristica fractal, su dimensién estd limitada a ser menor que el
nimero de variables gque describen el comportamiento evolutive del
sistema o lo gque es 1o mismo, menor que 1l1la dimensién del espacio
fase.

Una vez defindo qué es lo que hay que buscar, hay que decir ¢bmo
lo buscaremos a partir de una serie de tiempo:

Para sistemas deterministas, dado el conjunto de variables,
{X,(t)} tal que k =0,1,...n-1 que provienen de dicho sistema, éstas
deben complir con un sistema de ecuaciones no 1lineales de primer
orden cuya estructura es generalmente desconocida, pero gue dado un
conjunte de datos iniciales, ({X,(0)}, se podrd determinar 1la
evolucién completa del sistema. Se sabe que de forma alternativa,
segn nos indica la Teoria de Sistemas Dinadmicos, dicho sistema de
ecuaciones se puede reescribir como una ecuaciétn de orden n para
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cualquiera de las variables. Sea X,(t) la variable correspondiente a
alguna serie de tiempo particular del sistema; entonces, la ecuacién
obtenida es:

dX, (t) /dE=£(X, (), X{(E), XL’ (t), ..., XIP(t)), (2.21}

donde f generalmente no es lineal. De este modo en lugar de
considerar a X,(t) para cada k=0,1,2, ..., n-1, consideraremos s6lc a
X,(t) y al conjunto de sus derivadas correspondiete xj"’ para toda
k=1,2,3,...n-1. Las cuales determinan las n variables que conforman
el espacio de fases. Asi es como, en un principio, de una serie de
tiempo unidimensional podemos "desdoblar" la dindmica del sistema a
una dinfrmica multidimensional.

sugerido inicialmente por Ruelle, es ni&s conveniente considerar
a X, (t) y al conjunto de variables obtenidas de ella misma, al
recorrer su valor un tiempo fijo T, en lugar de trabajar con el
conjunto de derivadas arriba mencionado. Entonces, el espacio de
fases queda determinado por:

Xo(t) s X (E4T), X (E42T), X, (t+3T), ..., X, (t+(n-1)7T), (2.22)
de esta manera, dado un valor fijo de T, el conjunto de variables

ser& linealmente independiente, requisito Gnico indispensable para
definir el espacio fase.

K [

v
X Xy
Flgura 2.15. a)Mapco de lenén obtenldo del slstema de ecuaciones
2
XgoyTl-aXps¥y (as1.4), ¥y,q=bXy (b=0.3) biMspeo de Hendn reconstruldo

de la serie de tlempo de X con el método de Ruelle y Takens (T=1).
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Para ‘clarificar los resultados de este excelente método,
observemos el mapeo de Hen6n graficado directamente de las
iteracione; de las ecuaciones (grdfica de Y vs. X) y dicho mapeo re-
construido para una serie de tiempo de una sola variable del sistema
(X(t) vs. X(t+T) con T=1) obtenida computacionalmente por medio del
método de Ruelle y Takens (ver figura (2.15.)).

De la misma manera, sBe ha reconstruido el atractor para el
modelo de crecimiento de una poblacién de un predador y dos especies
de presas cuyo modelo estd determinado por un sistema de tres
ecuaciones diferenciales con:tres variables. En la figura (2.16.))
estin representados tanto el atractor en la fase cabtica obtenido a
partir de dichas ecuacicnes y el atractor reconstruido por medio de
la serie de tiempo de una sola variable (para los mismos valores de

los parametros), para el caso en el que t=8.

Figura 2.16. a)Atractor extrafio construfdo a partir de las ccuaciones
de)l modelo de Gilpin. b)Atractor extrafo reconstrufdo con la werle do
tiempo do una sola variable dal modelo do Gllpln, para TaB.

2.3.3. Secciones de Poincaré

Muchas veces el sistema que se va a analizar ez multidimensio-
nal, por lo que en &1 estdn involucradas varias variables din&micas.
Se dira que el sistema es N-dimensional si tiene N variables
dindmicas. Si quisiéramos hacer una representacidén gréifica de este
sistema, necesitariamos igual de ejes cordenados como de variables
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dinamicas, es decir N. Este es un problema muy serio, ya gque como
sabemos es fdcil visualizar objetos en 2 dimensiones y es ya un poco
confuso hacerlo en 3; pero si nuestro sistema es de mas de 3
dimensiones, nos es imposible hacer una grafica de su evolucién. Por .
esta razén se recurre miy seguido a las secciones de Poincaré.

Una secclén de Poincaré es simplemente un corte de 1a
trayectoria solucién que vive originalmente en un espacio de
dimensién N (para el caso de un sistema N-dimensional continuo). Para
realizar una de estas secciones es necesario tomar la interseccion de
la trayectoria solucién con algGn planc bidimensional. Esto 1lleva
simplemente a f£ijar N-2 variahies, de tal modo que el objeto que nos
quede sea bidimensional y se pueda graficar directamente.

Formalizando un poco esta idea, pensemos en un sistema que tiene
N variables dinamicas, X, Y que las solucliones para é&stas estén
dadas por N funciones f,(t) dependientes del tiempo . Por lo tanto,
la trayectoria solucién serid 1la curva paramétrica N-dimensional
definida por:

X, (£) =€, (k)
X2 (t)=£,5(t)

X (t) =Ly (t) (2.23)

Una seccién de Poincaré de esta trayectoria se obtendria tomando N-2
de las funciones X,(t) de la ecuacién anterior e igualdndolas a N=2
constantes ¢,. Tomemos, sin pérdida de generalidad, gue 1las K-2
funciones que se escogieron fueron las Gitimas N-2; de esta forma, la
seccién de Poincaré seria la grafica del sistema de ecuaciocnes
siguiente:
Xy (t) =1, (t)
X, (t) =£,(t)
Xy(t)=C,
X (t)=C,
Ky(t)y=Cy o (2.24)
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que simplemente seridn las parejas de puntos (f;(t),f,(t)) de 1la
trayectoria soluciébn que cortaron la seccién de Poincaré‘. De esta
forma, el estado del sistema en cada uno de estos puntos de 1la
Beccidén estd bien determinado como (£,(t),f5(t) Cq,Coyees,Cyoa) e

Si seguimos la evolucién temporal de la trayectoria solucién,
observaremos que ésta corta la secci6n de Poincaré una y otra vez
obteniendo asi una serie de puntos. Sea t;, el instante del i-ésimo
corte, quedando asi el punto (X, (t;).Xa(t)) (que abreviarxemos ;|)
sobre la seccidn. Llamaremos mapeo de Poincaré la funcién F que nos
lleva de cualquier punto ?, al punto i’m. Es decir, que cualesquiera
dos puntos . consecutivos de la seccién de Poincaré estarén
relacionados por la siguiente ecuacién:

Xa=F(X,)  vi. _ (2.25)

Figura 2.17. Seccién de Polncard de uns trayectoria en un espaclo
fase Lridimensictal.

Ccon todo esto ya nos es posible visualizar en 2 dimensiones
sistemas multidimensionales. . Para ejemplificar dicho método
observemos el corte, en este caso bidimensional, de las trayectorias
que habitan en un espacio fase tridimensional (figura (2.17.)). Las
ecuaciones que gobiernan dicho sistema se pueden observar como un
mapec del plano en si mismo, y si las curvas solucién de dicho
sistema viven en aproximadamente dos dimensiones, el mapeo asociado a
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la grafica de puntos de la seccién de Poincaré (mapeo de Poicaré)
serd un mapeo unidimensional como los mencionados en la seccién
anterior de métodos gra&ficos. De hecho, otra manera de obtener el
mapeo unidimensional que contenga las propledades de la din&mica
total del eistema, es por medio de las secciones de Poincaré del
atractor original del sistema. Es decir, primero se construye el
atractor y posteriormente se toma una secci6bn de Poincaré a partir de
la cual se obtiene un mapeo unidimensional aproximado. Para ilustrar
esto Gltimo es bueno observar el mapeo de Poincaré obtenido a través
de una seccién de Poincaré del atractor reconstruido para‘el modelo
de crecimiento de la poblacion del Lince Canadiense (figura (2.18.)).

Flgura 2.18, Atracter (viuto desde arriba) reconsirulds para el clclo
dol Lince Nortesmericano. En el recuadro superior 1zqulerdo, se
observa el mapao de Poincaré correspondiente.

2.3.4. Exponentes de Liapunov

Como se mencioné anteriormente, con el ejemplo de las ecuaciones
de Lorenz para modelar el clima, el Caos puede aparecer en sistemas
aparentemente sencillos y con pocos grados de libertad, si pequefias
variaciones en las condiciones iniciales producen efectos totalmente
distintos a mediane o largo plazo (e incluso a corto plazo para
algunos sistemas). Por le tanto, vemos que es muy importante analizar
coémo evolucionan dos condiciones iniciales muy cercanas. Si estas
condiciones iniciales dan lugar a trayectorias que no se separan una
de la otra, entonces el movimiento es regular. Pero si la separacién
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entre las trayectorias crece muy ripidamente, entonces nos va a ser
imposible predecir el estado final de una condicién inicial dada, ya
que una incertidumbre muy pequefia en dicha condicién inicial va a
producir una incertidumbre enorme al transcurrir el tiempo.

Por lo tanto, una manera de cuantificar qué tan caética es una
trayectoria es midiendo el crecimiento de la separacién entre ésta
dltima y otra trayectoria cercana. Para estc tomemos dos condiciones
iniciales muy cercanas, X, y X,. En lo que sigue usaremos X, en lugar
de X, (x;({t),x;(t),...,x(t)) (donde x, son las variables dinamicas
del sistema) para simplificar 1la notacién. Sigamos entonces 1la
separacién entre estas dos condiciones cercanas, &x(t), a lo largo
del tiempo:

SX(t)=X, (t) =X, (t) (2.26)

Entonces, |8X(t)]| nos dir8 como va a evolucionar la separacién.
Propongamos en primera instancia que la separacién $X(t) crece expo-
nencialmente con el tiempo (es decir muy ripidamente con el tiempo):

| §X(t) |=exp(rt). (2.27)

Si definimos &X, como la separacion inicial entre las dos
condiciones iniciales (|8X,|w|8X(0)]), entonces se sigue que:

|8X(t) |=|8X, | exp(at). (2.28)

En la ecuacién (2.28), A nos dice qué tan r&pido es el crecimiento
exponencial de la separacisn. Aunque A sea muy pequefic, si es mayor
que cero, habr& una divergencia exponencial de 1las condiciones
iniciales cercanas. ) ’

1 |sx(t) ]
= ' (2.29)
t o |8%]

Por lo antes mencionado, tendremos gque el sistema es
impredecible si A>0, Hasta el momento hemos hablado de condiciones
iniciales cercanas, pero no hemos especificado qué tan cercanas deben
estar. Entonces, tomemos el limite cuando estan infinitamente
cercanas, es decir tomemos el limite cuando |§X,| tiende a cero, y
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definamos la siguiente cantidad como exponente de Liapunov, cuando t
tiende a infinito:

|8%(t) |
[8%]

1
A=}3§€1n (2.30)
Tomando la ecuacién anterior se puede definir un exponente de

Liapunov para cada una de las variables dindmicas ¥%;, obteniendo asi
N exponentes de Liapunov:

]8x, ()|

(2.31)
| &3]

31"}35}'1“
t
Tendremos entonces N exponentes de Liapunov (uno para cada
variable dinf&mica): XAy, Az, ..., Ay. Existir&n entoncea 3 posibles
comportamientos para las condiciones iniciales cercanas (CIs) seglGn
los valores de los exponentes de Liapunov:

® A < 0 » las CIs se acercan exponencialmente con el tiempo.
o2 0 » las CIs mantienen la misma distancia con el tiempo.
e A > 0« las Cls Be separan exponencialmente con el tiempo.

Ya sea que se pueda calcular un exponente de Liapunov para cada
variable y ver en gue variables existe contraccién (A<0), y en que
variables divergencia (A>0); lo nds importante es saber si las
condiciones iniciales cercanas van a diverger © no, por lo gque en
general no se calculan los exponentes de Liapunov para todas las
variables, sino que simplemente se calcula el exponente de Liapunov
de la trayectoria con la Gltima ecuacién.

2.3.5. Espectro de potencias y funcién de autocorrelacién

Adenmds de los exponentes de Liapunov, se puede recurrir a otros
indicadores para detectar la presencia del Caos. Uno de ellos es el
espectro de potencias que es simplemente la norma al cuadrado de la
transformada de Fourier (TF) de alguna de las variables dinamicas.
Tomemos una trayectoria:
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(a) Para una trayectoria periddica, todas las variables
din&micas tienen que ser periédicas y del mismo perfodo. La TF de
cualquiera .de ellas nos dara, en el caso ideal, upa delta de Dirac
centrada en la frecuencia (ver figura (2.19.)).

Plun

W

S

Figura 2.19. Espectro de potenciss jira una’ sefial periédica.

(b) Para uma trayectoria cuasiperiédica, como su ‘nombre 1lo
indica, las variables dinamicas serin funciones cuasiperisdicas del
tiempo. Es decir, que no serdn estrictamente periédicas, pero
mostrar8n un patrén repetitive con cierta regularidad. Es como si
tomésemos una funcién periédica y la “alargiramos®™ y "comprimiéra-
mos" ligeramente en el eje temporal, por pedazos; lo que obtendriamos
seria justamente una funcién cuasiperiédica. Realizande la TDF de una
de estas funciones obtendremos una funcién que es cero en todo el
espectro, salvo en una regién alrededor. Este es el espectro de
potencias para una sefial cabtica, cuyo aspecto es una banda mis o
menos irregular con picos densos en todo el intervalo, mostrando que
el conjunto de los puntos periédicos es denso (figura (2.20.)) -

Pl

Filgura 2.20. Espectro de potenclas pors una seflal cabtica.
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(c} Una trayectoria azarcsa es tan irregular que la evolucibén
temporal de sus variables din&micas es totalmente aleatoria, no
existe ninguna frecuencia aparente con la gue se repitan sus valores.
Es méds, si tomamos el tiempo entre mdximos consecutivos de una
variable dinamica obtendremos una lista de datos gue es totalmente
indiscernible de una sucesji6én aleatoria. A)l tomar la TDF de una
trayectoria azarosa obtendremos una serie de picos distribuidos en
casi todo el espectro, sin que exista ninguno predominante. En el
caso ideal el espectro de potencias del azar puro, se veria como una
funcién constante, ya que cualgquier valor de las variables ocurre con
la misma probabilidad.

Durante Bu evolucién temporal, una trayectoria cadtica va
perdiendo informacién de su pasado, por lo gque entre mds tiempo haya
transcurrido se vuelve mé&s dificil decir dénde estaba la particula
inicialmente. Existe una manera cuantitativa de calcular .qué tanta
informacién va perdiendo el sistema, para ello usamos la funcién de
autocorrelacién. La funci6n de autocorrelacién, comoc su nombre lo
indica, da una medida de qué tan correlacionados estan los valores de
una serie de mediciones. En otras palabras, dice qué tanta
informacién tiene el sistema comparada con la cantidad de informacién
que tenia anteriormente. Por 1lo tanto, si la funcién de
autocorrelacién decrece estamos perdiendo informacién, y sl crece
estamos "ganando" informacién. Hay que recalcar que la "ganancia" de
informacién se mide con respecto a la cantidad de informacién
inicial, 1i.e. el sistema no puede tener en ningGn momento mas
informacién que la que tenia en un principio.

La funcién de autocorrelacién se define como:

c = 1/n ‘)"El XyXy0y (2.32)
donde xy=x,~<x> y <x>=1/nix,. Pero esta forma de calcular la
funcién de autocorrelacién es muy poco operacional, por lo que se usa
una manera alternativa para obtenerla. El teorema de Wiener- Khinchin
[Champney 1987] dice que la funcién de autocorrelacién de una serie
de datos es igual a la transformada de Fourier del cuadrado de la
norma de la transformada de Fourier de los datos originales. Esto
corresponde a:
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C(x) =TF(P(x) )=TF (VTF (%) 1%y, (2.33)

donde C(x) denota la funcién de autocorrelaci6tn, TF la transformada

de Fourler y P(x) el espectro de potencias. En la practica, como ya

vimos, suele ser necesario substituir la TF por su versién numérica

TDF. A continuacién ejemplifcaremos la utilidad de la del espectro de

potencias y la autocorrelacién para mostrar Caos en un, fenémeno

bioclégico en epidemiologla (ver figura (2.21.)).
o
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Figura 2.21. Espectro de potenciss (cuadro grande) que registra el
perfodo de insidencia del sarssplén en la ciudad ds Baltimore, U.S.A.
de 1928 & 1963 lomwpeciro cestico), En el cuadro suporior lzquierdo se

muestra 1a serie de tiempo correspondiente y en el cuadro knferior

izqulerdo la funcién de autocorrelacién, la cual tlende a cero.

2.3.6. Dimension de Hausdorf y dimensién de Correlacién

Medir la dimensién del atractor es de suma importancia debido a
dos factores. Primero, esta medida nos indicard el nGmero minimo de
variables independientes que intervienen en la dinamica del sistemra,
gue como ya habiamos dicho antes, en la préictica es casi imposible
determinar los grados de libertad del sistema en observacién o lo que
es lo mismo, la dimensibn del espacio fase. En segundo lugar, lograr
identificar un "atractor extrafio® en la dinimica del sistema es una
manera de distinguir entre caos determinista y azar puro, 'ya que la
dinsmica del sistema alrededor de dicho atractror es una dinsmica
cattica, es decir -una dinadmica aperiédica (multiperiédica) e
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impredecible al cabo de un tiempo considerablemente large, siendo
sensible a las condiciones iniciales (ver definicién (2.24.)).

Determinar la dimensiébn del atractor no es tarea f&cil. Muchas
veces la dificultad radica a la hora de calcularla por medio de 1la
computadora. En el caso de la dimensién de correlacién establecida
por Grassberger y Procaccia, existe la ventaja de que ésta se puede
calcular de una manera bastante efectiva con los datos obtenidos
computacionalmente. AdemAs de gque existe una relacién matemdtica
entre dicha dimensién y la dimensién de Hausdorf.

Dimensién de Hausdorf:

Si trato de ajustar una curva irreqular con segmentos de recta,-
o trato de hacer una cubierta de un conjunto con celdas, siendo & el
tamafio de cada segmento o el tamafic de la longitud del lado de cada
celda, entonces la longitud de la curva estid dada por:

L(3)=ks'™®, (2.34)

donde el exponente D es llamado la dimensién fractal. La dimensién
caracteristica de la ecuacién anterior puede cambiar a medida de que
cambie §. Considerando la relacién en la escala logaritmica:

logL{&8)=(1~D) logsd, (2.3%5)

una caracteristica planteada por 1la teoria de la medida es el
encontrar una medida relativa, para la dimensién D dada, que fio
dependa de la escala de 3. Hausdorf propuso a k, como la interseccién
asigtética del mapeo (2.35) con el eje Y como dicha medida. Al tratar
de aproximar la curva irregular por medio de un poligono, la medida
lineal aproximada k se puede calcular al sumar las longitudes de los
lados de tamafio §, después de ser elevados a la potencia D; es decir,
el nlmero de lados del poligono o el nimero de celdas es:

N=ks™", (2.36)

donde cada lado tiene una longitud -sn, de tal forma gque la medida
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aproximada es N&"=k. Si tenemos una escala lineal de medida, n,
tenemos que la medida D-dimensional es k=nP. Esta relacién escalar
sugiere la siguiente medida de dimensién:

1n(k)
=, (2.37)
in(n)

donde k es el mGltiplo por el cual la medida D-dimensional aumenta y
n es el mGltiplo por el cual 1la medida 1lineal correspondiente
aumenta. Conocemos a D como dimensién fractal. A partir de la idea
anterior, formalizaremos la definicién de la dimensiédn de Hausdorf:

D,=1in[1nC/1n(1/8)] mientras &-—0, (2.38)

C es la cardinalidad de la &-cuvierta minima del conjuto. Por
ejemplo, C puede ser el niGmero de lados del poligono. Si la relacién
lineal (2.35) es realmente efectiva para toda &, entonces tenemos que
la dimensién fractal y la dimensitén de Hausdorf son iguales (D=D,}.
En la préctica b, nunca se puede obtener, debido a la resolucién
finita de los aparatos de medicién. Por lo que enfocaremos la discu-
sién en la dimensi6n fractal mas que en la dimensién de Hausdorf.

Dimensién de Correlacién:

Primeramente describiremos, paso a paso, el método numérice para
la estimacién de dicha dimensién:

1, Dada una serie de tiempo, ya sea que la hayamos obtenido por
medio de las mediciones experimentales o gque la hayamos calculado en
la computadora, fijamos su longitud; es decir, el nfimero de datos de
dicha sgerie, digamos un nGmero entero N, tomados a intervalos de
tiempo constante:

X (1) Xolta)s «vny Xo(by),

pero para simplificar la notacién, lo reescribimos de la siguiente
manera:
Xa(1) s Xo(2) ¢ «ory XK(N) .
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2. Dada la dimensién ~del espacio de fase ambiente n,
construiremos K puntos a partir de los datos de la siguiente manera:

x]

1 = (%X (1), X (1+T), ..o, X (14(n-1)T)),
3(_; = (X,(2), Xg(24T), ..., X (2+(n-1)7T}),

—
Xy = (X, (K), X (K+T), ..., X, (K+(n=-1)T)), (2.39)

donde K es tal que N=K+(n-1)T%. .
3. Calculamos la funcién de correlacién C,(r), que da 1la

fraccién del nGmero de parejas distintas de puntos que distan menos
(o igual) gue una longitud dada r:

— —
Co(r)=(1/n,)T T H(r - 1X,-X%,1), (2.40)

donde la H es la funcidn de Heaviside:

1sixzo
H(X) =
0sixX<1 (2.41)

y n, es el nfdmero de parejas distintas de ;: y X_;:
n=K(K-1) /2, (2.42)

de esta manera la funcién de correlacién es mondtona creciente

- =
desde cero para r=0, hasta 1 cuando rzmax(IX;-X;l).

4. Grasberger y Procaccia demostraron que para valores de N y
n suficientemente grandes y r suficientemente pequefia, se obtiene
la siguiente aproximacién:

ing,(r)=D.1nr, (2.43)

por lo que D, es la pendiente de la relacitn lineal obtenida entre
el logaritmo de la funcién de correlacién y el logaritmo de 1la
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longitud de correlacién r.' Asi que es necesario determinar 1la
regién, si es que existe, donde las curvas de dicha relacibn se
aproximan lo mas posible a lineas rectas; o sea gue el calcular el
tamafio de la regién lineal. Para eso se grafica, la derivada del
logaritmo de la funcién de correlaci6én con respecto al logaritmo de
r, contra el logaritmo de r, y se busca el intervalo .donde 1la
funcién sea aproximadamente constante. Dicho intervalo ([rg, Fax!s
serd la llamada regién lineal (ver figura (2.22.)).

£.0
0.0+
1.0
«2.0+
=3.0+4
4.0
5.0
-6.04
-7.04
~8.0+

LOG CORRELATION INTEGRAL

a.c T T T T y T —
-60 -50 -40 -30 -20 -0 00 1.0 20

LOG CORRELATION LENGTH
Figura 2.22. E1 logaritme ds la funcién de correleclén pars el
atractor de Menén, calculsds con 1000 puntos de la soris de Ltlempo
para diferentes dimensiones del sespacic asablente (n=3,4,5 y 6).

§. Finalmente calculamos el valor de D, para diferentes valores
de n. Cabe sefialar que D, no se calcula por medio de los valores
nunéricos de su derivada. La derivada se calcula para encontrar 1la
regién escalar, después se regresa al logaritmo de C,(r) Yy se
calcula la pendiente de la recta encontrada en dicha regién.

Dificultades para determinar la dimensién de un atractor:

Existe una lista de inconvenientes para determinar la dimensién
de un atractor a partir de los datos experimentales. El teorema de
Takens, el cual se deriva del teorema de Whitney , nos afirma que a
partir del conjunto S=(;;=X,(K),x,(l(+t),... X, (K+{n-1)T)) podemos
construir al conjunto atractor del sistema bajo las siguientes
suposiciones: Todos los puntos optenldon— de los datos directamente
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medidos estadn dentro del atractor, esto es, que se considera que el
comportamiento transitorio inicial desaparece y se supone que hay un
namere infinito de valores medidos no afectados por el ruido
ambiental. Si el conjunto de datos satisface las suposiciones
anteriores, el teorema afirma que para toda dimensién n
suficientemente grande, existe un espacio ambiente entre el conjunto
atractor y el conjunto S.

Observamos gue existe un fundamento teérico (matemitico)
fuerte que nos permite buscar un atractor a partir de nuestra serie
de tiempo. Pero en la prictica, las condiciones del teorema nunca se
cumplen debido a que no existen datos experimentales sin ruido
ambiental; en el caso de los datos obtenidos por medio de las
computadoras existe lo que se llama ruldo numérico que se debe al
redondeo de las cifras.

otro de 1los inconvenientes es a la hora de determinar 1la
longitud de la serie de tiempo. El nGmero de datos requeridos
depende del algoritmo que se utilice para calcular la dimensién que
se haya escogido, incluso es l6gico pensar gue el algoritmo varilara
dependiendo del tipo de dimensién que se desea calcular., De hecho,
el ndmero de datos depende de la misma distribucién de los puntos en
el atractor. 8i 1la érbita wvisita raras veces al atractor de
estructura fractal, se reguerird de un gran nGmero de datos. Por lo
que resulta incémodo buscar algo dque de antemano, se necesita
conocer.

En el caso de la dimensién de correlacitn, el problema radica
en encontrar la regién lineal que corresponda a la curva v.:;ue mejor
se aproxime a una linea recta. La estimacién de dicha regién se hace
de manera numérica también, para la cual no hay un criterio bien
establecido. Lo que se puede decir es que para conjuntos de datos
muy bien comportados los diferentes criterios gdevuelven en esencia,
el nmisme resultado. Pero quizds este no sea el caso para datos con
ruido. Generalmente, al tratar de calcular Taln Y Tpax POT
diferentes criterios se llegarin a resultados totalmente diferentes.
No se ha llegadoe a un criterio universal para calcular la regién
lineal.
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Sin embargo la mayoria de las veces, no nos interesa el valor
absoluto de D., sino mas bien observar como cambia su valor conforme
las condicianes fisiolégicas cambien; por lo que se puede obtener un
rango de wvalores para D, en un intervalo de r.,, ¥ Ya., [Albano
et.al,,1987]. )

otro factor importante es determinar el tiempo de muestreo. Es
decir, cada cuanto tiempo se deben tomar mediciones del experimento
y también es necesario saber cuinto durard el periodo total de
muestreo. La dimensién de correlacién depende sensiblemente de dicho
intervalo; el que el intervale tienda a cero no necesariamente
significa que el valor de D,,' ser8 mas preciso. Inclusive si T,
periodo de tiempo entre medicién y medicién, es muy pequefio pueden
resultar valores de D, también muy bajos. Es decir, si T tiende a
cero D, puede tender a cero.

Otro argumento en contra de que T no es necesariamente muy
Pequefio es que para asegurar gue la correlacifdn gue existe entre dos
puntos distintos en el atractor se debe a la geometria misma de éste
Y no a que sus componentes fueron nuestreadas a intervalos de tiempo
muy pequefios, se considera que dichos puntos estén separados por un
valor de T muy grande. Por otro lado, el intervalo de muestreo esti
relacionado con la eficacia del encajamiento aproximado entre el
conjunteo S y el atractor original. La existencia de una funcién de
encajamiento en un espacio de dimensién n se demuestra para
conjuntos infinitos de datos sin ruido, mostrando que dichos datos -
pueden sustituir las n-1 derivadas del dato medido X, (t). En 1la
préctica, este caso analitico ideal se aproxima con conjuntos
finitos con ruido, para los cuales 1la T correspendiente debe ser
suficientemente pequefia para poder realizar las aproximaciones
locales de las derivadas. Por lo que un valor arbitrariamente grande
no sirve {Albano et.al.,1987].

Estos dos Gltimos argumentos sugieren que valores
arbitrariamente grandes Y arbitrariamente pequefios son
insactisfactorios. Entonces, se debe pensar como elegir un valor
intermedio para T. Albano & Rapp selecciond este valor intermedio
baséindose en el valor critico T., wvalor correspondiente al primer
cero obtenido de 1la funcién de autocorrelacién de 1la serie de
tiempo. En base a esto se fija el valor intermedio del tiempo de
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muestreo por medio de la relacién T.=nT, con n la dimensién del
espacio huésped. Broomhead y King propusieron utilizar un valor del
tiempo caracteristico igual a 1/:', donde f. es la frecuencia mas
grande del espectro de potencias correspondiente a 1la serie de
tiempo. Este valor 1/£' esta relacionado con el valor del intervalo
de tiempo para el cual la funcién de autocorrelacién vale cero por
medic del teorema de Wiener-Khinchine, donde se toma en cuenta el
hecho de que el espectro de potencias es la transformada de -Fourier
de la funcién de autocorrelacién. De manera alternativa, Simm
sugiere que el tiempo de muestreo debe ser T./n<T<T,, donde n es la
dimensién del espacio ambiente.

Relacidén entre 1l1la dimensiétn de correlacién y la dimensién
fractal:

considerando una cubierta del atractor por medio de hypercubos

(celdas) de 1longitud 3 y una serie de tiempo (x,):.,. La
probabilidad p, para una X, arbitraria de caer en una celda i es

1
P = k2 =y (2.44)

donde 4, es el nlmero de-puntos de la serie {X,} que caen en la celda
i. Se tiene que:

1
€(8) ~ WP LEuf = Ipf, (2.45)
utilizande 1la desigualdad de Schwartz obt la siguiente
desigualdad:
C©(8) = N(5)<pf> = N(8)<p;>’ = 1/N(8) = &°, (2.46)

por lo tanto si 0<3<1 tenemos que:

8%235" & D_sD. (2.47)
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posaible distinguir cCaos

Es importante mencionar gue si es
Determinista de ruido azaroso, pues sumergiendo al atractor dentro
del espacio, fase cuya dimensién vaya aumentando, se encuentra due
C(r)=xr", donde n es la dimensién del esgacio fase., (ver Fig.(2.23.))

L

Figura 2,2). La dimensién de Correlacién D, para diferontes valores
de la dimensién deol cspacio ambiente n. a)Sefial con ruldo b)Sefal
caética para dlferentes valores del pardmotro cl)Sefal biperfodics,

la werto do tlempo conslisto do un conjunto do

con D=0 debido a que
subconjuntos ajoncs e.tre ef.
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CAPITULO III

CAQS EN MODELOS BIOLOGICOS

3.0. INTRODUCCION

En este capitulo analizaremos varios modelos de crecimiento de
poblaciones y veremos para qué valores de sus par&metros es posible
que presenten una dindmica cadtica.

3.1. CAOS EN BIOLOGIA

Al observar gue la evolucién de algunos fendSmenos biolbdgicos
son de alguna manera regulares y que, pensando en que presentan
cierta causalidad, se ha empleade a menudo la teoria matemdtica de
sistemas din&micos  para su representacién; en particular,
mencionaremos el trabajo realizade en la modelaciédn matemitica por
ec6logos, epidemidlogos y fisi6élogos, en algunos de los cualesg, se
han utilizado conceptos provenientes de la fisica [Altesor, 1989].

Hasta hace relativamente poco, Be c¢reia que 1los sistemas
dinénicos biolégicos deberian tender a un estado o punto de
equilibrio al cabo de cierto tiempo . Se partia de la estabilidad de
los sistemas y cuando occurrian fluctuaciones, le atribufan al "ruido
ambiental®; es decir, a causas externas al sistema. Incluso 1lo
atribuian a los errores en las mediciones, datos obtenidos
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experimentalmente, o en casos extremos, a signos patolégicos del
mismo sistema; pero no a una consecuencia de wuna propiedad
caracteristica de éste.

Esta idea fué cambiando a partir de los afios setentas, cuando
algunos ecélogos sospecharon que dicho desorden podia ser parte del
sistema. AGn cuando las ecuaciones de los modelos matemiticos tenian
un cardcter totalmente determinista, la dindmica | tenia
comportamientos similares a los comportamientos correspondientes a
fenSmenos totalmente azarosos. Nos referimos al Caos Determinista
dentro de los fenbémenos biolégicos.

A pesar de que el Caos fue encontrado en un principio en
fendmenos biolégicos, los mismos biblogos han tendido a ighorarlo
debido quiz&s a dos razones. Primeramente al anilisis que May hizo
del modelo de la funcién logistica, el cual dié la creencia de que el
caos 8blo se podia originar dentro del contexto de los sistemas
din&micos discretos. También est& el hecho de que hasta 1980, no se
sabia buscar comportamiento cadtico en los mismos datos experi-
mentales. Sin embargo, hoy en dfa, ya que se tiene herramienta
suficiente para analizar las fluctuaciones dentro de las series de
tiempo; los bi6logos rechazan que estas irregularidades se observen
desde el punto de vista del Caos Deterninista,' o ignoran del todo a
dicho comportamiento. Los ecdlogos en particular, por principio
apoyan la teoria del Balance Natural dentro de los ecosistemas; es
decir, el hecho de gue las poblacicnes tiendan a un punto de equi-
librio. Pero es sabido que las poblaciones naturales frecuentemente
exhiben grandes variacionaes. De hecho la abundancia tanto relativa
como absoluta de las diferentes especies, gener_al te es fluct
De manera similar en epidemiologfa, el patrén de incidencia de wuna
enfermedad en una poblacién es complicado cuando el ciclo de inci-
dencia es fluctuante. Debido a esto se concluye que las perturbacio-
nes azarosas son muy importantes dentro del comportamienté del sis-
tema, o que la componente deterministica es cadtica [Schatfer, 1987].
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Pero, igué  se considera "Caos" dentro de los sistemas
biolégicos? Las caracterizaciones que los biSlogos dan a este
fen6meno particular de los sistemas no lineales es 1la siguiente;
[Schaffer 1987)

1) La ecuacidén de evolucidn es totalmente deterministica.

2) La dindmica del sistema es compleja, desde el punto de vista del
an&lisis de estabilidad: Para ciertas caracteristicas del sistema, la
dinsmica esti& regida por atractores extrafios -atractores gue no son
ni periodicos ni cuasiperfodicos-. El1 comportamiento alrededor de
ellos estd caracterizado por a.pariciones de grandes dispersiones del
movimiento de manera similar a un comportamiento azarocso, a pesar de
que la din&mica subyacente es de carfcter determinista.

3) Sensibilidad en 1las condiciones iniciales: Esto significa que
dadas dos trayectorias inicialmente cercanas, &stas divergersn a lo
largo del tiempo. Es decir, que las pequefias diferencias en 1las
condiciones iniciales ser&n amplificadas. Lo que implica que para
cualquier error, por pequefioc que &ste sea, al determinar 1las
condiciones iniciales del sistema no serd posible predecir su
evolucién a largo plazo.

4) camino al Caos: El1 comportamiento irreqular caracteristico del
Caos tiene una precedencia bien determinada. No es repentina dentro
del comportamjento del sistema, ya que é&ste sufre una serie de
transiciones a medida que se varia algGn parfmetro especifico,

5) Geometria fractal: El1 movimiento dentro del espacio fase se
desenvuelve dentro de una dimensi6én fractal no entera. Esto se debe,
‘en parte, a la secuencia de "estiramientos" Y "doblamientos® de 1las
trayectorias en el espacio fase, creando una estructura de
Yautosemejanza® en las trayectorias.

Una vez definido de manera concreta el fenfSmeno de Caos, aunque
sea s6lo de manera cualitativa, podremos dar una buena descripcién
del tipo de fluctuaciones que presentan los diferentes sistemas hasta
ahora modelados en biologia.
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Los siguientes son algunos de los fenbémenos biolégicos, ademas
de los fenSmenos en ecologia y epidemiologia, gue han indicado tener
comportamiento cadtico:

1. En la fisiologia se ha propuestoc un punto de vista
alternativo contrario al concepto de enfermedades cadticas, donde el
Caos es Gtil para modelar el "azar acotado" inherente en la funcién
de salud de los sistemas fisiolSgicos.

2. En 1la neurofisiologia pueden producirse modificaciones
cualitativas de las oscilaciones, en los procesos gue son ritmicos;
como sucede en los desarreglos del ciclo vigilia-suefio, o en las
enfermedades maniacodepresivas de ciclo répido {Goldberger
et.al. ,1987).

3. La variabilidad genética debido al gran nGmero de genotipos
distintos gue existen, manifiesta signos cabticos en 1las frecuencias
génicas. De hecho este polimorfismo cabtico es m&s 1la regla que 1la
excepcibn [May,1990].

En este trabajo nos limitaremos a presentar algunos modelos
ecolégicos y de epidemiologia. Para estas ramas de la biologia existe
una amplia gama de modelos trabajados gue pueden llegar a- presentar
din&micas cabticas. Primero, hablaremos de los diferentes tipos de
modelos mateméAticos que hay dentro de la dindmica de crecimiento de
poblaciones, rama de estudio de los ec6logos.
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3.2. MODELOS EN ECOLOGIA

La din&mica poblacional describe y explica los cambios numéricos

de las poblaciones y de los procesos, particularmente biolégicos, que

determinan dichos cambios a lo largo del tiempo. Definiremos a una
poblacién como un conjunto de individuos de una misma -especie,
interactdan y se reproducen entre si,
déterminado Y gque, normalmente, no establecen contacto con otros

grupos de especies.

MODELO DE MALTHUS
Crecimiento de poblacién a tasa constante
- Medio y alimento ilimitado —

compartiendo un espacio

- Poblacién aislada y homogénea
- Medio homogéneo -

i

MODELOS LOGISTICOS
Crecimiento limitado por
disponibilidad de recursos
- Poblacién aislada y homogénea

- Medio homogéneo

']
MODELOS CON ESTRUCTURA

- Medio homogéneo
- Poblacién aislada

La poblacién no es homogénea,
el crecimiento es limitado
- Medio y alimento ilimitado

T
1
]
|
1
|
|
|
1
]
¥

MODELOS CON RELACIONES INTERESPECIFICAS
Crecimiento limitado, la poblacién
no estd aislada, compite,
es depredadora o parasitada

)

MODELOS CON DIFUSION
El medio no es homogéneo
Y la distribucién de la

poblacién varia

Figura 3.1. Clasificacién de los madelos en ecologie.

3
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La construccién del modelo depende de las caracteristicas del
crecimiento de la poblacién. Primordialmente, los podemos dividir en
modelos de crecimiento a tasa constante y modelos con
densodependencia. El esquema anterior (Fig. (3.1.)), nos da una clara
clasificacién de los diferentes modelos [Altesor,1989}

En cuanto a los modelos densodependientes, los ecblogos creian
hasta hace treinta afios aproximadamente, que este factor regulador
tendia a mantener a la poblacién a una densidad constante; o al
menos, la hacian variar periédicamente. Las variaciones irregulares
se deblan a factores externos, como ya 1lo habiamos mencionado
anteriormente. Sin embargo, gracias a que uno de los objetivos
Gltimos de los ecblogos es la prediccién de la evolucién de las
poblaciones, se han analizado los modelos matem&ticos; de tal forma
que los resultados a los que se han llegado, han sugerido 1lo
contrario. Nos referimos a las propiedades cabticas de los modelos
matem&ticos en ecologia.

Fxisten ciertas implicacicnes, desde el punto de vista pr&ctido,
para el hecho de que las ecuaciones simples y deterministicas posean
trayectorias que parecen, en principio, alguna clase de ruido.
Significa que, por ejemplo, las fluctuaciones erraticas en los datos
para poblaciones de animales, no necesarjiamente se deben a uha
azarosidad en el medic ambiente o a errores en el muestreo; sino que
ellas pueden ser simplemente, derivadas de un crecimiento
rigidamente deterministico. Alternativamente, se observa gque dentro
del régimen cabtico se manifiesta la sensibilidad a las condiciones
iniciales, 1o que inhibe la prediccién a largo plazo.

Debido a que los modelos con densodependencia son unos de los
que presentan caos, discutiremos algunos de ellos para los que se han
hecho cotejamientos con fenfmenos naturales. Estos modelos son para
poblaciones que crecen en algin medio ambiente limitado, 1o'que es un
factor mucho m&s apegado a la realidad. Ahi donde se han tomado en
cuenta las sigulientes premisas:

a) potencialmente, las poblaciones crecen de manera exponencial.
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b) Hay una retroalimentacién debido a la dependencia en la densidad
de la poblacién, que reduce progresivamente la tasa de crecimiento
inicial.

A pesar de toda la teoria desarrollada con respecto a las
propiedades caéticas de los mnodelos matemiticos, una de 1las
cuestiones que se plantean los ecélogos es la de saber si es gque
este conmportamiento lo desempeflan © no, las poblaciones en 1la
naturaleza. Es decir, si estas propiedades matemiticas s6lo son eso,
propiedades meramente del modelo matemi&tico. Por lo gue es necesario
verificar si las condiciones ca6ticas dadas por el modelo, pueden o
no corresponder a situaciones concretas.

Asl fue como trabajaron con poblaciones experimentales, simuladas
en computadoras (May,1990]. Estos estudios han mostrado transiciones
descritas por las ecuaciones, en particular el paso al caos, Pero
estas poblacicones no estdn sumergidas dentro de un medio anmbiente
natural, son poblaciones aisladas, lo cual no permite que sea una
verificacién al cien por ciento del modelo con la realidad.. Los
estudios realizados contaron con el uso de grandes computadoras, en
las cuales se hiceron simulaciones del crecimientec de poblaciones, en
un mundo imaginario, donde se controlaban todos los parémetros
reguladores del sistema. Y se analizaron los "seudodatos" obtenidos,
que representaban los efectivos de una poblacién al cabo de un gran
nimerc de generaciones.

Dada una serie cronolégica, sucesién de datos obtenida al
realizar mediciones a intervalos de tiempo regulares; quisieron
proponer una forma para determinar la posibilidad de que en esta
serie existiera la presencia de un comportamiento caético del
sistema. En los ochentas, desarrollaron técnicas basadas en lo
conocido acerca de los "atractores extrafios!'. Dichas técnicas, que ya
hemos mencionado V4 descrito anteriormente, son puramente
fenomenol6égicas; ya que permiten conocer 1la dindmica meramente
cualitativa del sistema, sin la necesidad de comprender los
mecanismos biol6gicos ni las interaccionese que estadn en juego.
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ESTA TESIS RO BDEBE
SaLIR DE LA BISLIGTECA

La utilidad que conlleva a determinar si un sistema biolégico es
cabtico o aleatorio radica bisicamente, como lo hemos dicho antes,
en proponer.otra alternativa a la descripcién de las fluctuaciones
no regulares del sistema, las cuales no permiten predecir su
comportamiento. Esto se ve reflejado en el modelo que, en principio,
permitiria predecir estados posteriores del sistema; pero que para
ciertas condiciones, 1la conjetura laplac¢ana ya no tiene sentido
alguno.

A continuacén planteamos los modelos de crecimiento con densode-
pendencia. Debido a que el factor de densodependencia interviene
directamente con la tasa de cxl:'ecimiento, la cual a su vez contiene
los factores de natalidad y mortalidad, hablaremos de natalidad y
mortalidad densodependientes los cuales intervienen en la regulacién
del sistema. Dicha regulacién es la habilidad de la poblacién para
mantener su densidad alrededor de un valor 1lamado capacidad de
carga. Segln Nicholson, la competencia es el Gnico factor que ejerce
cqntrol sobre ella, para €1, la competencia depende de la capacidad
de crecimiento de la poblacién y la capacidad de los individuos para
explotar los recursos del medio.

sSmith, en 1935, propuso que 1la tasa de mortalidad, m,
densodependiente est8 dada por una relaci6én 1lineal de 1la.siguiente
manera:

m=bD + e

donde, b, es el coeficiente densodependiente; e, el coeficiente den-
soindependiente y, D, es la densidad de la poblacién. Por lo que al
graficar la mortalidad contra la densidad en escalas logaritmicas, se
interpreta a la pendiente de la curva resultante como un indicador
de la fuerza o debilidad del factor mortalidad, dependiente de la
densidad. Si la pendiente estd entre 0 y 1, hay una subcompensacién
de 1la mortalidad sobre el crecimiento poblacional. cCuando 1la
pendiente es igual a 1, significa que existe una compensacién exacta
de la mortalidad en el crecimiento de la poblacién; y es cuando 1la
poblacién recupera su nivel de equilibrio. A este tipo de competéncia
se le denomina "contest" en los términos ecolégicos. Si la pendiente
es mayor gque 1, ya nho habri relacién alguna entre poblacién estable
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y capacidad de carga, y es cuande pueden aparecer dinamicas

complejas, comec din&micas irrequlares o cabticas.

En el caso de competencia tipo "contest", una vez gque la

densidad alcanza cierto umbral, cierto nGmero de individuos continGa

recibiendo la misma cantidad de alimentos para sobrevivir, y el resto
de los individuos muere. En contrapuesta se encuentra el tipo de
competencia denominada “scramble", en el cual, tcdos los :'lndividuos
contintan obteniendo una cantidad de alimento equivalente, pero no es
la suficiente para sobrevivir y en consecuencia todos los individuos

mueren. Ver figura (3.2).

{a) (b)

log Ny,
log Nefy

f log ¥, ' tog ¥,
(] (4
log A, tog iV,
Figura 3.2, Relaclén de densodspendencia para
coapetencias a)"scramdble” y b)“contest”,

Podemos concluir entonces, que determinar dicho umbral de
densidad de poblacién es importante para el anilisis de la dinémica
del sistema. La competencia itraespecifica se da tanto en poblaciones
de 1la misma especie como en poblaciones con ‘dos o n&s clases
distintas de especies. cabe sefialar que los tactores
densodependientes de dicha competencia son de central importancia en
la din&mica de las poblaciones naturales, como lo veremos en algunos
de los modelos citados posteriormente [Altesor, 1989].

A continuacién daremos la lista de algunos modelos matemiticos
de ecologia que llegan a presentar dindmicas caéticas:
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3.2.1. MODELOS DE CRECIMIENTO UNIDIMENSIONAL DISCRETO

En un principio, para modelar poblaciones de una sola
especie qgue se reproducen a intervalos de tiempo discreto y cuyas
generaciones no se translapan, se suelen utilizar las ecuaciones en
diferencias unidimensionales. Muchas poblaciones bilolégicas, en
particular poblaciones de insectos, se comportan de esta manera.
Dicha ecuacién expresa a la densidad Qe la poblacién al tiempo t+1 en
términos de la densidad de la misma en una unidad de tiempo anterior,
de la siguiente manera [May 1976):

Xy = F(X,), (3.1)

donde la funcién F(X), es la llamada funcién densodependiénte. cCabe
sefialar que la interpretacién de la variable X como densidad de una
poblacién es meramente desde el punto de vista ecolégico; sin
embargo, existe una amplia gama de interpretaciones dentro de la
misma biologfa. Por ejemplo en la genética, donde la ecuacién
describe el cambio de la frecuencia de los genes en el tiempo; en la
epidemiologia, la variable significa la fraccién de la poblaciédn
infectada al tiempo t.

Para averiguar acerca del comportamiento dinimico de la
ecuacién es necesario estudiar las iteraciones de F, para cada valor
de los parédmetros una vez establecidos. De manera subsecuente estd el
andlisis de 1los puntos de equilibrio de 1la ecuacién. Dicha
estabilidad, como ya se ha descrito en el capitulo anterior, depende
del valor de la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto
de equilibrio.

La funcién F(X) tiene como caracteristica, dentro de los modelos
biolégicos que estdn en la literatura y regidos por la ecuacién
(3.1), la de poseer un maximo al cual se le llama maximo unimodal de
la funcién; dicha caracteristica es importante para el andlisis de
estabilidad. Por otro 1lado, siempre debe de existir el cero como
punto de eguilibrio; es decir, F(0)=0, ya gue no puede haber ningtn
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tipo de crecimiento a partir de cero pobladores (este aspecto se debe
a las interpretaciones biolégicas del modelo, m&s que a las
propiedades matemdticas).

Es asi como ya hemos estudiado en particular la estabilidad del
modelo logistico, cuya ecuacién de densodependencia estd dada por la
parédbola:

F(X)=uX(1-X). (3.2)

La ecuaci6én {(3.2.), comparada con otros modelos recientes, tiene
la desventaja de ser mas abstracta; perc la ventaja de tener un
espectro de comportamientos dindmicos que tienen una rigqueza compleja
para su estudio analitico. Con los pies en la tierra, la ecuacién
anterior es dtil para modelar poblaciones discretas, .con
generaciones que no se translapan ~como ya lo habiamos mencionado
anterjormente~ donde se observa gque las poblaciones tienden a un
comportamiento monStono hacia un punto de equilibrio estable.
Mientras que las poblaciones del laboratorio tienden .hacia un
- comportamiento ca&tico o un comportamiento oscilatorio, en el mejor
de los casos (ciclos limite estables), su comportamiento puede ser
exageradamente no lineal por ausencia de muchos factores de
mortalidad dentro del laboratorio.

En el capitulo anterior, hemos hecho ya el anflisis exhaustivo
da la ecuacién anterior. Hemos expuesto bajo qué condiciones refleja
el crecimiento de una poblacién, asi como mostrado la din&mica misma
del modelo. Ademds, hemos dado las condiciones necesarias para que se
presente un comportamiento caético y analizado dicha dindmica cabtica
en particular. A continuacién expondremos ejemplos particulares del
modelo descrito por la ecuacién (3.1.).

El siguiente modelo describe el comportamiento de una poblacién
con tendencia a crecer de manera exponencial a bajas densidades, al
igual gue el modelo logistico. Pero esta vez con tendencia a decrecer
exponencialmente, para un numero suficientemente grande de
pobladores; es decir, dicho mcdele queda fielmente representado por
la siguiente ecuacién no lineal:
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Kear=X €xplr (1-X) ], (3.3)

donde nuevamente, el paradmetro r determina el tipo de comportamiento.
Este modelo es plausible para una poi:lacién de una sola especie, la
cual estd regulada por una enfermedad espidémica a densidades altas de
poblacién [May, 1976].

El valor de X para el cual F(X) alcanza su valor méximo es
X=1/r. Dicho maximo es una joroba suave debido a l1la analiticidad de
F; es decir, F es una funcién sensible con un m&ximo unimodal (ver
figura (3.3.)). De manera aniloga al caso logistico, analizaremos la
estabilidad de dicho sistema determinando los puntos de equilibrio.
En este caso son: X =0 y X'=1, donde F(X')=X"; los cuales, como nos
podemos percatar, - no dependen del valor del parSmetro r. En
particular se puede observar que si r=1, entonces el wmiximo es
alcanzado en el punto de equilibrio %=1,

Figura 3.3. Gré as de F{X)uXexpir(1-X)).
para; a) r<1, b) r=1, c) r>3

Debemos recordar que para dque hayz crecimiento en la poblacién,
la tasa de crecimiento per cépita deba ser pogitiva. Sin embargo,
este modelo no estid normalizado, por 1o que no existe una cote
superior en el valor del parSmetro r; es decir, rz0, Calculando la

derivada y evaluindola en los puntos de equillbrio, tenemos dque x’=0
es inestable para cualquier valor der y X'=1 es estable para 0<r<2,
En el caso particular de que r=0, dado que F' (X‘)nl-r; x'=1 es un
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punto asintéticamente atractor, para w#<r<l serd atractor monétono y
para 1<r<2 serd un atractor amortiguado.

Las condiciones del modelo para dinamicas caéticas se muestran
en la tabla (3.1.). Es importante recalcar que el tipo de caos de
dicho modelo es similar al de la ecuacén cuadrdtica; es decir, hay un
valor del parédmetro para el cual sucede una bifurcacién tangencial,
(r=2), donde recordamos que el punto de¢ equilibrio estable se vuelve
inestable dando lugar a un ciclo de periodo 2. Y a medida que se
aumenta el valor de r surge una cascad: de bifurcacines de Pitchfork
antes de la primer ventana cadtica. En la figura (3.4.) se observa el
diagrama de X' vs. r, donde se describe la dinamica del sistema en
funcién del pardmetro manipulable como lo hicimos en el modelo
anterior.

Figura 3.4. Puntos estables en funcién
del parsmetro r da F(X)aXexplr(1-X}}.

A continuacién veremos otros tipos de modelos de crecimiento
discreto, con dinfmicas cualitativamente diferentes a los dos
anteriores. De manera general, dichos modelos estin descritos por la

ecuacién:
x‘,,=rxt“'”’“”, (3.4)

donde la funcién f£(X) indica el téruino de densodependencia del
crecimiento.
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Haciendo un estudio de la mortalidad de una poblaciébn como
funcidn de la densidad de la misma, podemos obtener una idea clara de
1la densodependencia del modelo. CGraficando mortalidad vs. densidad
(nGmerc de pobladores en un tiempo dado) se observa, en la escala
logaritmica, (al graficar lagX,/X, vs. logX,) donde X, es el nGmero
de sobrevivientes Qe 1la poblacién al tiempo t, que para X=X, se
tiene gque logX,/X,=0. Es decir, la recta obtenida en la escalas
logaritmicas intersecta a la absisa por 1lo gue hay valores para los
cuales logX,/X,<0. En ese nomento tenemos que X;<X,, lo que
significa que la tasa de mortalidad ser& negativa; es decir, gue hay
m&s sobrevivientes gue ndmero de pobladores. Esto sélo sucede cuande
la reproduccién o 1la inmigraciSn intervienen antes de que los
sobrevivientes sean muestreados (la inmigracitn es un aspecto no
considerado para la elaboracién del modelo, pues =se supone una
poblacion aislada). Suponiendo gque, por lo menos a bajas densidades,
el nlimero de pobladores al tiempo t+1 es directamente proporcional al
nlimero de sobrevivientes de la poblacién al tiempo t; es decir,
X.1=2X,, Y debido a la particularidad mencionada anteriormente, el
modelo gquedar& mejor descrito por las ecuaciones:

Kooy =xX, 8i X.<X, (3.5)
K=k, VIO gy g ox,

Lo que significa gue a bajas densidades de poblacién el
crecimiento seri& exponencial y para densidades mayores que el valor
critico el crecimiento serA segin lo indica la potencia de X,. El
valor critico, X., indica el umbral a partir del cual entra en
accion el factor de mortalidad densodependiente [Al.tesor.lsesj. Donde
£(X)>0 para cualquier X, pues de otra manera, si £(X)<0, la potencia
siempre Berlia mayor gue 1, lo que indicarfa que la poblacién crece
indiscriminadamente para cualquier densidad de la poblacién. En el
caso de gue f(X)=1, entonces F{X)=r, la densldad de poblacién seria
constante para un nGmero de pobladores mayor gue X.. Es importante
sefialar que aheora F(X) tendrad una singularidad en el valor critico
X.; es decir, F(X) no serid analitica, y en el caso de que F(X)>1, la
funcién tendrad un pico en lugar de un m&ximeo unimodal. Gracias a que
ahora F es cualitativamente diferente a los otres dos casos, son de
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esperarse dindmicas de crecimiento y sobre todo condiciones ca6ticas
cualitativamente distintas. :

Como caso particular, tomemos el modelo de Varley y Gradwell
(1970) y Morris (1959) y con la colaboracién posterior de Hassell,
donde f(x)=b. Es decir, las ecuaciones estin dadas por:

Yooy = TX, si  X.<1 (3.6)

A= i xp>1,

ooy = ITX
donde r es el pardmetro de la tasa de crecimiento y b el parSmetro de
densodependencia. En la figura (3.5) podemos ver dicha funcién, para
un valor fijo del parimetro r, y para diferentes valores de b entre 0
Y 2. Los puntos de equilibrio son: x"=0 Y x’= £'», En este caso es
jimportante seflalar que si tomamos el anilisis de mortalidad de 1la
ecuacién, en particular cuando 1logX,/X,,,=0, vemos gque el valor
critico del modelo coincide con el punto de equilibrio no trivial, es
decir, X,rl/b. Y para rzl tenemos que X=1. Es por eso que en el
sistema (3.6), 1 = min{X,}, es el valor critico considerado. .

Flgura 3.5, Diferentes gr&flcas de la funcién definida
por el sistoma (3.6) para: a) b<l, b) bal, c) b1,

Calculando la derivada en cada uno de los intervalos, observamos
que X'=0 es inestable vy X'= rv es estable para O<b<2. 1ILa

" estabilidad del punto de equilibrio no trivial s6lo depende del
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parimetro b. Tenemos que F/(X") = 1-b, con X =rl/, entonces si

0<b<1, tenemos que %x° es un atractor mon6tono y si 1<b<2, x" es un
atractor amortiguade; y en el caso de que b tienda a un valor muy
cercano a 2, X'=r”*, es un punto asint6ticamente atractor. Las
caracteristicas de la dindmica cabtica del modelo segl(n el valor de b
est&n descritas en la tabla (3.1), y la griafica de los puntos
estables en funcién del pardmetro r se muestra en la figura (3.6).

Ve L e 03 an Bt ma B3 me Em a4y e Ew

Figura 3.6, Puntos emtables en funclén
dol parimetro b de la ecitaclén (3.6).

otros dos modelos cuya funcién de densodependencia F(X), es no
analftica; pero su estructura es distinta a la de las dos Gltimas
mencionadas, son los siguientes:

Xiey = XX si Xs1/2 (3.7)
Xy = r(1-X,) si X>1/2,

donde r es el parametro de crecimiento per cdpita de la poblacién. El
decrecimiento densodependiente es lineal. La gr&fica de dicha
funcidn para varios valores del parametro estf en la figura (3.7).
Donde nuevamente el punto de equilibrioc igual a 0 ea inestable para
cualquier r:l, y el punto de equilibr.o x'-r/(1+r) que s6lo existe
para rzl, es siempre inestable pues ‘3'(x')-=-r. El an&lisis de la
dinSmica castica est8 dada en la tab.a (3.2.). cCabe seflalar que
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dicho modelo es una aproximacién lin:al al modelo logistice, y que
también puede tener dinamicas cadticas. La grafica de los puntos

estables se puede observar en la figura (3.8.).

ThrslEe gl B el s el ste ety

Figura 3.7. Diferentes grificas ds la funclén definida
por ol wsistema (3.7) para: a) <1, b) rel, €) i,

A
Figura 3,8. Puntos estables en funclén
de) parsmetro r de 1a. scuacién (3.7).
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'El otro modelo esta représentado por el siguiente sistema:

Xpoy = (r/2)%, si X,s1/2 (3.8)
Xeoq = EX(1-X,) si x,>1/2.

o h e

Figura 3.9. Diferentes gréficas de la funcién definida
por el sistems (3.8) para: a) r<i, b) rui, c) r>1.

Flgura 3.10. a)Puntos eatables en funcidn del pardmetro r
de la ecusclén (3.68) y blAmpllacién del recuadro R

Se observa nuevamente que %"=0 es un punto de equilibrio, el cual es
atractor para 0<r<2. Cuando r=2, habri un conjunto de puntos estables
E=(0,1/2), y se puede comprobar f&cilmente que para X>1/2 se tiene
que F(X)eE. Para r>2 tendremos nuevamente el comportamiento del tipo
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de la ecuacién logistica,

(3.2.), y la grafica de 1los puntos estables en funcién del

dénde x'=

(r-1)/r.

Las graficas de 1la
funcién para distintos valores de r estin representadas en la figura
(3.9.). La @indmica cadtica de este modelo también se encuentra en 1la

pardmetro r se puede observar en la figura (3.10.).

F(X) uX (1=X) [Xexp(r{1-X)) [rX 81 Xs1
rx'® si x>1

Pardmetro controlable u r b
Punto fijo inestable |3.0000 2.0000 2.0000
Empieza regibn cabdtica(3.5700 2.6924 2.0000
Primer ciclo extrafio [3.6786& 2.8332 2.6180
Ciclo de pericdo tres }3.8284 3.1024 3.0000
Termina regién cadtical4.0000 +o +oo
Ciclos estables en
la regién ca6tica? si 8i no

Tabla 3.1,

Dinémica de algunos modelow

en funcién de sus pardmetros

F(X)

rX

si Xs1/2
r({l1-X) si x>1/2

(r/2)X si Xsi/2
rX(21~X) si X>1/2

Par&metro controlable

Punto fijo inestable
Empieza regién cabttica
Primer ciclo extrafio
Cciclo de periodo tres
Termina regién cadtica
ciclos estables en

la regién caética?

1,
1.
1.
1.
2,

r

0000
0000
4142
6180
0000

no

r

3.0000
3.4400
?

3.6700
4.0000

?

Tabla J,2. Dindmica de algunos modelos

en funcién de sum parématros
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El modelo que tomaremos a continuacién ha sido utilizado con
datos del crecimiento de 1la poblacién de ciertos insectos, su

ecuacién es:

Xuy=rX, (1+ax) ™, (3.9)

Si b=0, el crecimiento ser§ a tasa constante, una vez fijado el valor
de la tasa de crecimiento per cépita, r. Entonces, para b>0 tenemos
que la tasa de crecimiento densodependiente crecera hasta” un valor
fijo igual a r cuando X tienda a 0 y serd pequefio, a medida gue X
crezca mucho. Calculando el valor maximo de la funcién por medio de
la derivada, encontramos el valor de la capacidad de carga el cual es
X.=l/a(b-1). En la figura (3.11.) :e pueden observar .distintas
grificas de la funcién descrita por la ecuacén (3.9.), para distintos

valores de a y b.

I R ATy R R E YNNI FE R e n

e e ee e jame s aua e gt betag e a e L. A T ™ + ol

x
Figurs 2.11. Diferontes graficas do la funcién (3.9) para:
a) r=2, bs2; b} ral2, b=2; e) =40, bsd; d) r=100, bsS.
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Realizando el analisis de estabilidad, observamos que el punto
de equilibrio no trivial es X'= (r{/b)-1)/a, cuya estabilidad depen-
‘de del valor de los pardmetros r y b, pues la derivada de la funcién
F(X)=rX,(1+aX,)™" valuada en dicho punto es: F’ (X )=1-b(1+r-1/t}; a
partir de la cual se obtiene que para 0<b{14r!/®)<2, x’es estable.
Por lo que el pardmetro a sdélo interviene en la localizacién del
punto. En el caso particular de que a=1, en el anilisis realizado por
May en 1976, se obtuvieron los siguientes comportamientos del sistema
dependiendo de los valores de r y b:

i) Para 0<r<7.39 habra puntos de equilibrio estable, para todo
valor de b.

1) Para 7.39<r<12.50 el punto se vuelve inestable para valores
suticientemente grandes de b.

.111) Para 12.50<r<14.77 aparecen varios ciclos armbnicos de
periodo 2".

iv) Para r>14.77 y b suficientemente grande, .aparece el
conportamiento caético.

En la gr&fica de b vs. r, figura (3.12), aparecen las fronteras
entre las diferentes regiones de los valores de dichos pardmetros a
partir de las cuales el comportamiento de la ecuacién (3.9) es
cualitativamente distinto.

10 lI °
= sl
o = JoY 8
v - (=4
2 ] B\\&
6-2 ] SN
blg i !
2. L3 ]
4= a \\\
2l - ————————
Ol'-"' i at
T 1 1600

Figura 3.12, Frontera entre dinSmicam distintas
del modelo descrite por 1a ecuaclén (3.9)
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3.2.2., MODELOS DE CRECIMIENTO UNIDIMENSIONAL CONTINUO

Ahora analicemos algunos modelos de crecimiento continuo de una
sola especie cuyo periodo de gestacibn es considerablemente largo. En
este tipo de modelos, la tasa actual de crecimiento depende de la
densidad de la poblacién en algin momento en el pasado. Como ejemplo
simple tenemos la logistica con retardo:

ax/at=rx(t) [1-X(t-T}], (3.10)

cuyo tiempo de retraso, T, también se puede deber a que los recursos
no se renuevan instantdneamente. Dicho modelo s6lo acepta puntos
estables o ciclos limites como atractores; sin embargo, tanbién puede
exhibir comportamientos caéticos.

Un modelo en particular, estudiado por May, es el de la dinamica
de poblacién para una cierta especie de ballenas; cuya ecuacién es:

ax/dt=DX (t) +BX(t-T) { 1~X*(t-T) ], (3.11)

donde X(t) es el nGmero de ballenas que han alcanzado una madurez
reproductiva, D es la tasa de crecimiento actual, B es la tasa de
crecimiento per cipita, la cual es retrasada para reflejar el largo
periodo de gestacién; y la constante z nos da la intensidad de la
densodependencia. El andlisis de estabilidad nos dice que para toda
z tal que z < 2{(B/D)-1}, el sistema tiene un punto de equilibrio
estable para toda T. Para valores de 2 mayores, Se ohserva una
cascada de bifurcaciones parecida a la observada en el atractor de
Rosslexr ([Shaffer,1984). Y para valores de dicho parametro aGn nis
grandes, May observé una 6rbita aparentemente caética; la cual para
valores todavia m&s grandes de z, se colapsa en un ciclo
relativamente simple. Sin embardo, para los valores del parémetro
medidos experimentalmente, el sistema tiende a un punto de equilibrio
estable. Por lo que no se puede contar con fluctuaciones irregulares
dentro de la densidad de poblacién observada en la naturaleza.
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Un modelo parecido refleja la manera de produccién de glébulos
rojos, dado por Makey y Glass [Mackey & Glass,1977). La ecuacién
planteada es la siguiente:

dX/At=-DX(t) +BX(t-T)/[1 + X (t~T}]. (3.12)

Los modelos de ecuaciones diferenciales con retraso no son
dnicamente para poblaciones de una sola especie. El trabajo de
Shibata y Saito [Shibata & Saito], ha mostrado el llamado caos de
ntipo toroidal"™ para poblaciones de dos especies distintas de
crecimiento continuo. Para ciertos valores Qel pardmetro, encontraron
soluciones cabticas coexistentes; y para otros, un ciclo 1limite
coexistiendo con una banda aparentemente cabtica.

3.2.3. MODELOS DE CRECIMIENTO DISCRETO PARA POBLACIONES NO
HOMOGENEAS

La no homogeneidad de la poblacién se debe a que ésta puéde
estar estructurada en diferentes clases, ya sea de edades o de
especies. En el caso de la ecuacién logistica, 1la poblacién es
homogénea; sin embargo, existen interacciones entre los individuos de
esa misma especie. De hecho, la mortalidad de individuos es
proporciocnal a los encuentros que haya entre ellos. Como ya hablamos
mencionado anteriormente, segln Nicholson, la competencia
intraespecifica es lo Gnico que influye directamente con el factor de
densodependencia de los modelos. Por lo que el modelo cuadritico
ser& un caso particular de una poblacién con estructura, solamente
que en este caso, la estructuracién es en una sola clase de especie
de una misma generacifn; es decir, la estructuracién en clases de
edades cuenta con una sola clase.
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3.2.3.1. Estructuraciétn por clases de edades

El nmodelo que presentaremos ahora es una extensién del caso
unidimensional trabajado por May en 1976, cuya estructura dqueda
planteada de la siguiente manera:

Xeor=L(t) - X,, (3.13)

donde X,=(X;(t),X;({t),...X.(t)), es el vector de poblacién, que da el
nimero de individuos en cada clase de edad al tiempo t. Como se puede
observar, hay n clases de edades distintas. L(t) es un operador de
R" en s! mismo con estructura matricial, la denominada matriz de
proyeccién de Leslie, donde 1los 1,,,,, con i € [1,2,...,n-1],
indican la fraccién de individuos que sobreviven en la clase de edad
i y que pasan a la clase de edad i+l. La tasa de crecimiento per
cdpita de los pobladores de cada clase de edad, qgueda indicada por
1,y = m,. De esta forma, la matriz de Leslie estd configurada de la
siguiente manera:

m, m.

,

1,

L(t) = . (3.14)

.
O« s 008

O e
.

Lnet

En el caso de densoindependencia las tasas de crecimiento per
cdpita son constantes, por lo que los modelos son lineales y cuyas
propiedades son bien conocidas. Para el caso particular de una clase
de edad o una clase reproductiva, cuya tasa de reproduccién sea
dependiente de la densidad de la poblacisén, el modelo (3.13.) gqueda
reducido al modelo indicade por la ecuacién (3.1.).

Para el caso en que n=2 y las tasas m=m;(t) con i=1,2, tenemos
el modelo de densodependencia de Leslie, tal que 1;,=§, indica 1la
fraccion de individuos de la clase 1 que sobreviven y pasan a la
clase 2, y 1,,=0. Las tasas de crecimiento per cé&pita son 1los
factores de densodependencia exponencial, por ejemplo; es decir, el
vector de la poblacién al tiempo t+1 queda como:
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. [(b. % +b, X, Jexp[~a(X +X_) ]]
[ ‘} = ' (3.15)
tel 5-X, v
donde b, con i=1,2 son las tasas miximas de reproduccién per cépita
para cada clase de edad. Este modelo cuenta con cuatro parametros
posibles de manipular. Por comodidad, introduciremos una simetria
artificial: by=by=r; ademas, fijaremos el valor de a=0.1" y S=1.
Dichas consideraciones no afectan el anflisis de estabilidad del
sistema, y r serd el Gnico par&metro manipulable. Entonces, el modelo
simplificado por analizar sera:

[X1)eey=T (X +X5) cexpl (-0.1) exp[ (X;+X5) ] (3.16)
[X2) e =T (X +X5) ¢ @XP[ (=0. 1) exP([ (X, +X;) 1]

de donde podemos observar que ambas ecuaciones son iguales, s&6lo gque
[{X;]esy estd desplazada una unidad de tiempo a la derecha. Del
anilisis de estabilidad se observa que:

i) Para r=7.5 la poblacién tiende a un punto de eguilibrio.

ii) Para r>10.05 aparece la primera bifurcacién en un ciclo de
longitud 3.

iii) Para r=14 aparece un ciclc de 6 puntos , que da lugar a un ciclo
de periodo 12 para r=16.

iv) Para r>14 aparece una cascada de bifurcaciones.

v) Para r=17 aparece una o6rbita cabética asociada a un atractor
extrafio. ’

A continuacién presentaremos el modelo particular analizado por
Altesor en 1989, en donde la poblacibn se estructura en dos clases de
edad y el factor de regularizacién densodependiente actfia sobre 1la
segunda clase Gnicamente. Esta estructuracién de la poblacién, se
debe precisamente al factor de dQensedependencia; es decir, 1la
poblacién se divide en el grupo que no presenta natalidad ni
mortalidad densodependiente y en el grupo gue si presenta esta
dependencia en la densidad de la poblacién. El factor
densodependiente de nueva cuenta es exponencial, de tal forma que el
modelo queda indicado por la siguiente matriz de proyeccién:
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.la b-exp(-X)
A [c Py ] (3.17)

Se calcula, para facilitar el anilisis, una matriz equivalente
de tal forma que el modelo queda estructurado de la siguiente manera:

Xig=aX,+b-exp(-X,} ¥,
You=X, (3.18)

se puede observar que a medida que aumente el nGmero de hembras de la
primera clase, disminuye la fecundidad de las hembras de la segunda
clase; afectando el tamafio de la primera clase, una unidad de tiempo
después. En este caso la matriz de proyecciones equivalente a A, es
una matriz hipoté&tica, en la cual los individuos de la primera clase
tienen un cien por ciento de supervivencia; a excepci6én del segundo
grupo, donde todos mueren una unidad de tiempo posterior.

Haciendo el andlisis de estabilidad por medio de los valores
propios [Altersor,1989), es decir, si A es8 un valor propio de la
matriz, entonces As[dF/dX],*, donde F=F(X,,X.3), tal que a partir de
la segunda ecuacidén de (3.18), se obtiene que Y,=X,.,. En el caso
unidimensional, A es el valor de la pendiente de la funci6n en su
interseccién con la recta a 45°. El punto de equilibrio de este
sistema es x'=1nb/(1-a), donde b>l1~a>0. Donde X® se vuelve inestable
cuande A=-1 y esto sucede para b=(l1-a)exp{2a/(l1-a)].

El camino al caos de este sistema es por medio de una cascada de
bifurcaciones. Si a=0.25, entonces b=1.46 para que el punto de
equilibrio estable se vuelva inestable. Si fijam'os el wvalor de a
(a=0.25), entonces la dinadmica de la poblacién al variar el valor de
b es la siguiente:

i) Para 0.75<b<1.46, existe un Gnico punto de equilibrio x".

ii) para 1.46<b<7.96, aparecen dos puntos de equilibrio atractores.
iii) Para b=7.96, aparece una 6rbita atractora de -periodo 4.

iv) Para b=19.5, aparece la regién cadtica.

v) Para b=44.8, aparece una 6rbita de periodo 3.
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3.2.3.2. Estructuracién por clases de especies. Modelo de
crecimiento de Lotka-Volterra.

Si 1la poblacién esta estructurada por diferentes clases de
especies que compiten entre si, una de ellas es la presa y la otra es
el depredador. Para modelar la competencia es necesario que 1la
interaccién entre ellas sea negativa., Con analogia al meodelo
logistico, este modelo queda determinado por las siguientes
acuaciones:

Xea1=Ty (K =X =812X2) X, (3.19)
Xea1=¥a (Kp=X2=B21%,) X2/

donde @,, es la tasa de declinamiento per cépita ocasionada por X,
sobre X,. El efecto de competencia de una poblacién sobre otra se
cuantifica como el grado en que un individuo de la otra poblacién,
afecta la tasa de crecimiento per c&pita de la poblacién en cuestién.
Si a,; es dicho cuantificador, entonces el coeficiente de competencia
est& dado por: B,,=a,/a;, donde a,, es dicho cuantificador para 1la
misma especie; es decir, a;=r,/K,, para toda i. Entonces,
matricialmente el modelo queda estructurado de la siguiente manera:

AR AR

A continuacién, discutiremos el modelo de competencia entre dos
- especies con’ la estructura sefialada anteriormente, pero con
cuantificadores denscdependientes. Es decir, el modelo esté& dado por
dos ecuaciones en diferencias no lineales:

Xy yy=Xeexp[r(1-X, /K) —a¥,} ]
¥p=aX[1l-exp(-aX.) ) (3.21)

Este modelo es una extensién de las ecuacicnes de parésito-
huésped trabajadas por Nicholson-Bailey [Nicholson,Bailey,1935)], que
describen las interacciones entre una poblacién de artrépodos
herbivoros y sus insectos pardsitos. El modelo original es inestable
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para todos los valores del parametro. Este modelo es una extensién
que elimina ese comportamiento, que no refleja la realidad,
incluyendo términos de densodependencia en la presa. bicho modelo sin
presa ha sido estudiado por May, cuya estabilidad ya se analizé en la
seccién 3.2.1.

A diferencia del modeleo trabajado por May en una dimensitn, al
introducir al predador 8e ha producide un comportamiento
cualitativamente diferente. El an&lisis de estabilidad se hizo por.
medio de los valores propios. A priori, se esperarian ciclos limite
de periodo entero. Los ciclos son dificiles de determinar con sélo
observar dos trayectorias,  de una o de las dos poblaciones, en
funcién del tiempo. A lo mas, éstas permitirdn hacer una distincién
entre dichos ciclos y otro tipo de comportamiento. Si r es la tasa de
crecimiento de la presa, se observa que la dinSmica de este sistema
cae en una regién casdtica o en una regi6tn de ciclos limite de
periodos extremadamente grandes, para valores cercanos a los valores
de r para una sola especie.

La existencia de comportamiento cadtico en modelos de
competencia entre dos especies, puede ser de mucha importancia para
la. interpretacién de los patrones de fluctuaciones para poblaciones
de artrépodos en la naturaleza; ya que esto indica, que hay un largo
tiempo de coexistencia entre el predador y la presa con limites bien
- definidos, pero con una naturaleza aparentemente azarosa [Beddinton
et.al.,1975]}.

3.2.3.3. Modelo de competencia de tres especies: un predador y
dos especies distintas de presas.

Este modelo es descrito por un sistema de tres ecuaciones
diferenciales de primer orden. La dinsmica es la siguiente: en
ia de predadores, una presa autocompite a la otra; de esta
manera, la presa sobreviviente serf el platillo favorito de los
predadores y asi la segunda presa tendrd la oportunidad de

recuperarse. Las ecuaciones de Lotka-Volterra reflejan dicho
comportamiento de la siguiente manera:
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[1/X(t) ]dX,/dt=r +Za, X,(t) (3.22)

Se encontré que la existencia de 6rbitas casticas dentro de este
medele se da para un minimo de 5 especies, las cuales pueden llegar a
tener fluctuaciones cadticas. Posteriormente, Gilpin y Arneodo et.al.
[Gilpin,1979) corroboraron esta idea, dando la posibilidad de érbitas
homociclicas. Con una simple aproximacién a la homociclicidad, el
simple *"caos espiral" da lugar a un "caos de tornillo" mis complicado
-en el espacio fase, las 6rbitas giran de tal manera que forman una
espiral, en el caso del "caos espiral", y en el caso del "caos de
tornillo", 1las 6rbitas se enrollan en forma de un tornillo~; es
decir, la estructura del atractor extrafio serd aGn mas compleja.

3.2.3.4. Modelos SEIR de epidemiologia.

Es un ejemplo de sistemas forzados. Se utiliza para modelar la
incidencia de enfermedades infantiles como el sarampién, varicela,
paperas, etc., donde hay un factor externo debido a las diferentes
estaciones del afio. El forzamiento periédico de sistemas no lineales
nos llevan a flujos periédicos, cuasiperiédicos e incluso caéticos,
Este modelo consta de parejas de ecuaciones diferenciales ordinarias,
en las cuales el nfimero de individuos se clasifica de la siguiente
manera: susceptibles (S), expuestos pero no infectados (E),
infecciosos (I) y recuperados (R): :

ds(t) /dt=u(1-5(t)]-bI(t)S(t),

dE(t) /dt=bS(t) I(t)=-({u+a)E(t),
dI(t)/dt=aE(t)=(u+g)I(t),

dR(t) /dt=gI(t)-uR(t). (3.23)

Donde (1/u) es la esperanza de vida promedio de los individuos, (1/a)
el periodo de latencia promedio, (i/g) el periodo infeccioso
promedio. E1 pardmetro b es el coeficiente de transmisién. Este
sistema muestra oscilaciones débiles alrededor de un punto fijo. EY
factor que influye en las discrepancias de las trayectorias, es la
antes mencionada tasa de transmisién de la enfermedad. Muchos autores
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han sustituido dicho factor por la funcién, b(t)=by{l+bjcos(2nt)].
Estudios numéricos, tanto para el sistema de ecuaciones como para la
funcién b(t), indican dos descubrimientos interesantes: primeramente,
existe el fenéSmeno de bifurcaciones del periode de las soluciones; y
segundo, para ciertos valores del pardmetro se observan soluciones
coexistentes de periodos grandes y peguefios.

101



CAPITULO IV

CAOS EN FENOMENOS BIOLOGICOS

4.0, INTRODUCCION

Una vez establecidos todos los conceptos basicos y necesarios
con reapecto al Caos Determinista y su interpretacién en los modelos
biolégicos, entraremos a la discusién sobre 1a polémica que existe
acerca de la existencia de fen&menos biolégicos intrinsecamente
cadticos. Es decir, como ya lo habilamos :-mencionado en el capitulo
anterior, hasta 1la <fecha existe la duda con respecto a 'la
fenomenclogia cabética de los sistemas biol&Sgicos gque hay en- la
naturaleza. Después de discutir 1la influencia del ruido en 1los
sistemas de din&micas caéticas, este capitule se divide en tres
partes. En una de ellas, se exponen las opiniones gue hay en favor de
que el Caos no es sdlo una caracteristica de los modelos matemiticos;
en otra, los argumentos en contra de que los fenémenos biolbégicos
pueden presentar dinamicas caéticas y en la Gltima, daremos nuestras
¢onclusiones.

4.1. EFECTOS DEL RUIDO EN SISTEMAS DE DINAMICAS CAOTICAS

Detectaremos la presencia de ruido en la dina&mica del sistema
por medio del andlisis de los mapeos de Poincaré. Para mapeos con
puntos fijos estables, afadir ruido resulta en una nube no uniforme

de puntos. Sin embargo mientras se mueve el pardmetro pasandc de la
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regién de bifurcaciones a la regién cabética, se alcanza a discernir
con mayor fidelidad la estructura de un mapeo determinado, por lo que
serd posible inferir la din&dmica del sistema subyacente a dicheo
mapeo. (Ver figura (4.1.)). En cambio para el caso de un punto
astable con ruido, tratar de discernir la dindmica serd mas dificil,
Pues se puede confundir con un fentSmeno simplemente ruidoso.

)

Rur

Figura 4.1. Iteraclones de un sapco unidiscnsicnal en presencla de

ruldo. De lzqulerds a derechai Ja dinémlca corresponde & un punte

Fijo estable, & ym ciclo biperiédico, a un glclo de perfodo &4 y »
una dindmica cadtlca.

Esta perspectiva nos puede llevar a la conclusién, contraria a
nuestra intuicién, de que la estructura fractal disminuye a medida
que la componente deterministica del s:3tema se vuelve més.compleja.
Para probar esta afirmaci6n, se considera el siguiente mapeo:

F(X)=(1+z)Xexp[r(1-X)], {4.1,)

donde z es ruido de tipo gaussiano centrado en z=0. Al iterar 5000
veces la ecuacién (4.1.) y encajar la serie de tiempo resultante en
dimensiones mayores sucesivas, se calcula la cota inferior de 1la
dimensién fractal, utilizando el método de Gr berguer y Pr 1a,
que ya hemos discutido en el capitulo dos. A continuacién, se calcula
la dimensi6n del espacio ambiente, n, para Qiferentes valores del
pardmetro manipulable, r, y se compara con la dimensién fractal D,
obtenida a partir de las series de tiempo. De donde obtenemos 1lo
siguiente:

103



Para 1r=1.0, tenomos un punto de egquilibrio estable y 1la
dimensién de las series de tiempo igualan a n, para cada valor de n.
Para r=2.256, existen dos puntos estables, i.e., un ciclo estable de
periodo dos, se obtiene una dimensién fractal igual a cero para
cualguier n, debido a que 1los puntos se encuentran en dos
subconjuntos del intervalo. Finalmente, para mapeos en la regidn
caética, en particular para r=3.0 y para r=3,5, la dimensién fractal
se aproxima a una asintota alrededor de uno. En otras palabras, D,
tiende a uno a medida que n aumenta. Por lo qgue para mapeos en la
regién cabética, es posible inferir correctamente 1la naturaleza
unidimensional de la din&mica subyacente a la serie de tiempo, atn en
la presencia de grandes cantidades de ruido. Sin embargo, para mapeos
con puntos fijos estables, por ejemplo para r=1, dicha inferencia no
es posible. Ya que D, tiende a infinito conforme n crece. Por lo que
se puede concluir que encontrar la dimensién del sistema que contiene
ruido es una tarea diffcil de realizar, o© incluso imposible.
[Schaffer & Kott,1986])

4.2. CAOS EN FENOMENOS BIOLOGICOS

Recordando que s6le trabajaremos con los fenfmenos ecolégicos y
epidemiol6gicos, empezaremos con presentar agquéllos en los que se han
encontrade sefiales de Caos.

4.2.1. Fluctuaciones en la poblacién del lince canadiense (Lynx
canadensis) .

Al analizar los datos obtenidos del comportamiento ciclico
caracteristico de la poblacién del Lince Canadiense, durante cierto
periodo, de 173% a 1934 (casi 200 afios) se observd que 1las
frecuencias de sus fluctuacicones permanecieron aproximadamente
constantes mientras que 1la amplitud variaba. Es posible observar
esto dentro del espectro de potencias obtenido a partir de la serie
de tiempo de alguna variable de dicho sistema, como ya lo habiamos
mencionado en el capitulo anterior, (ver figura (4.2.)). A pesar de
gque dentro de dicho espectro se observa que hay un pico muy alto que
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corresponde al periodo de 10 aifies, s cuestiona el hecho de que el
aspecto ruidoso del espectro provengz de las fluctuaciones azarosas
dentro del periodo de 10 afios, o a 1. existencia de un determinismo
complejo subyacente a la dindmica de crecimiento, es decir, al caos.

Lyw canadurals  tB!1-19°7

Figura 4.2, a) Nimoro de ploles recopil:das anualmente dosde 1735 a
1934, b)Espectro de potencisu correspondiente.

Debido a que el espectro de potencias no nos permite distinguir
la presencia de caos, de 1lo gque Jlos ec6logos determinan como
estocasticidad; es necesaric buscar una firma aGn mis fuerte de dicho
fenbmeno dentro de las fluctuaciones del sistema. El determinar 1la
existencia de un atractor extrafioc en el espacio fase, es un indicio
muy fuerte de un comportamiento caético a pesar de que no es una
tarea sencilla. En este caso se considerd un tiempo de tres afios para
calcular el atractor extrafio del ciclo del Lince Canadiense. Como ya
lo habiamos dicho, generalmente los ecélogos estdn imposibilitados
para realizar un censo de todas las especiés dentro de sus
comunidades, por lo que seria imposible visualizar a todo el sistema
completo, i.e., muestrear todas las variables, dentro del esi:acio
fase. Debido a esto, se reconstruye la érbita a partir de la serie de
tiempo de una sola variable; como por 2jemplo, de la densidad de la
poblacién por medio del método de Ruelle y Takens (capitulo dos). En
la figura (4.3.) se muestran las trayectorias construidas dentro del
espacio fase para la serie de tiempo que se obtuvo de 1821 a 1913.
Observamos, que las orbitas exhiben "estiramientos" y *doblamientos"
sucesivos, la firma tipica de atractores extrafios unidimensionales.

105



Flgura 4.3. Yerlas perspsctivam del strector extrafic reconstrufdo
para la wmerle de tlempo obtenida del clelo del Lince cansdiense,

El anilisis del mapeo asociado, 3sugiere que las fluctuaciones
b d pued representar una &rbita peribdica, con ruico
superpuesto. Esto se sugirié debido a gue el movimiento est& dentro
. de una superficie bjidimensional, para la cual las secciones de
Poincaré se pueden relacionar por medio de un mapeo unidimensional;
es decix, al parametrizar una seccién de Poincaré en el intervalo
I=(0,1) se obtiene un mapeo no invertible, de dicho intervalo en si

mismo.

83 suponemos que F:I-——I es una curva unimodal con algln
parmetro que se puede manipular, i.e., F=F(r,X); entonces se ve gue
es posible inferir 1a naturaleza del determinismo subyacente al
sistema. En particular, se procede a calcular los exponentes de
Liapunov, los cuales también se pueden calcular directamente de las
trayectorias reconstruidas (Wolf & swift, 19841, aunque
desgraciadamente, esto requiere de un .ayor nGmero de datos que loa
que ge tienen para el ciclo del lince.

Al cotejar los datos con el mapec de Poincar8, me observa que
dicho mapeo puede estar representado por la siguiente ecuaci6n
diferencial que representa la dindmica de este sistema continuo:

dx/de=aXx"exp (bX}, (4.2.)
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La- dindmica de dicha ecuacién varia desde puntos‘ fijos hasta caos;
sin embargo, la escasez de datos no permitird identificar .o inferir
la componente determinista del sistema. Ademds de que 1los datos
experimentales del lince contienen cantidades substanciales de ruido,
ruldo ambiental o ruido debido a otros factores por ejeinplo
socioeconémicos, sobre todo en muestreaos que duren tanto tiempo. Por
lo gue se procede de la siguiente manera:

Se analizan las series de tiempo obtenidas de la ecuacibn
(4.2.), para diferentes valores de n. Se observa que los exponentes
de Liapunov crecen de valores negativos, a valores muy cercanos a
cero hasta valores positivos. El punto Zijo se vuelve inestable dande
lugar a dos puntos fijos hasta alcanzacr un ciclo de perfodo trece en
la regidn cadtica. Por lo que s8i la dindmica es inherentemente
estable, al agregar ruido se observa una nube de puntos que rodean
al punto fijo. De esa nube serid dificil descubrir la forma de algGn
mapeoc en particualr, ademis de que los datos parecerin provenir de
una distribucién azarosa. Si el punto fijo es inestable, e) ruido
lleva al sistema alrededor de un mapeo ddndole una forma claramente
discernible; de hecho, al agregar xuido, se puede lograr que los
exponentes de Liapunov sean positivos. Deblido a todo esto, cbservamos
que un ciclo biperi6dico en presencia de ruido puede actuar como un
atractor extrafio funcionalmente hablando. Por lo que se concluye que
la din&mica subyacente al ciclo del Lince Canadiense esta entre una
érbita biperiédica y caos. (Ver figura(¢.4.)) [Schaffer,b1984].

B

Figura 4.4, Efectos del ruldo en 1a dinanica de la ecuscién (4.2.}.
aln=1.9 y ¢) ¢iclo biperfodico es menos eatable. bIn=2.0 el ciclo
biporifodico ha sido remplazodo por lo quo pareco ser un cicle de

perfodo 13 en 1a reglén caética.

107



4.2.2. caos en epidemiologia.

El siguiente fenémeno por analizar se encuentra dentro de los
fenémenos epideniolégicos, donde =e aplica el método de Ruelle y
Takens para tratar de identificar caos dentro del sistema. Se trata
de las transmisiones de enfermedades infecciosas como el sarampién,
paperas y varicela (viruela loca). En el capftulo anterior, mostramos
el modelo matem&tico de dicho fentGmeno (SEIR). En sb6lo dos casos,
unicamente es posible observar la presencia de ciclos anuales con
ruido superpuesto (paperas y varicela). Para el caso restante del
sarampién, se sugiere fuertemente 1la existencia de un atractor
extrafio,

Para una epidemia de sarampi6n que recayé en las ciudades de
Nueva York y Baltimore, de 1928 a 1963, se tomaron datos antes de la
campafia de vacunacién que erradicaria la enfermedad por completo. Se
analizaron los espectros de potencias cuasicontinuos, donde el pico
m&s alto sucede para una frecuencia correspondiente a un periodo de
aproximadamente de un afic. M&s alld de eso, sbélo se puede decir que
el espectro es bastante ruidoso o continuo.

Utilizando el método de Takens con un tiempo T=3 meses, donde T
es el periodo de tiempo considerado para la construccién de- la serie
de tiempo a partir de una sola variable del sistema, se construyeron
espacios fase de tres dimensiones. Para ambas ciudades, casi todas
las trayectorias caen en 1la superficie de un cono con el vértice
cerca del origen. Por 1o que al parecer, se trabajaron con flujos
bidimensionales que se pueden encajar en un -espacio de tres
dimensiones. A partir del mapeo de Poincaré, se sugiere que la
coleccién de puntos se asemeja a mapeos unimodales no invertibles
(ver figura (4.5.)); los cuales son del tipo de mapeos analizados por
May y que ya mencionamos en el capitulo tres. Es importante recordar
que dichas funciones presentan un camino al caos por medio de una
cascada de bifurcaciones. Al examinar las &érbitas y los mapeos para
el sarampién, se nos sugiere fuertemente que se estd en presencia de
un atractor extrafic con ruido, debido nuevamente a la geometria
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fractal de las Orbitas dentro del espacio fase [Schaffer vy
Kott,1986). Cabe seflalar que existe gran similitud entre-el atractor
extrafio construido por medio de los series de tiempo medidas
experimentalmente, y el calculado por nedio de la serie de tiempo que
se obtuvo del modclo SEIR para valoros de los parametros dentro de
la regidn cadtica [(Schaffer,1987].

2, -

Figura 4.5. De arriba hacla abajo:Atracte: reconstrufdo con el nimero
de indlviduos infectados. Atraclores v.stos desde arriba con sus
reapectivas meccionss de Polncard. Las secciones de Polncaré
wmagnificadas (lzqulerda) y el mapeo de Polncersé correspondients
(dorecha)., Ds ixzqulerda a derochs: Datou de Nuove York, datos de
Bsitimore y datos obtsnidos a partir del sodelo SEIR en la regién
cadtica.

4,2.3. Funcionalidad de)l cacs de M.Conrad.

Debido a que es muy vVvalido tratar de explicar por qué los
diferentes sistemas biolSgicos se comportan de determinada manera una
vez conocida su fisiologia, M. Conrad se preocupa por dar una
explicaci6n funcional del Caos Determinista dentro de los sistemas
biolégicos en general, y los ecolégicos en particular. Se basa en el
principio de que los sistemas biolééicoe interesantes de estudiar son
aguéllos que permanecen dentro del "jue 'o de la vida'; es decir, los
que permanecen vivos. Para que esto sea posible, es importante que la
dinSmica de las partes sea consistente con la dindmica del conjunto y
‘viceversa; considerando a los organismos del sistema biolégico como
las parte, y al medio ambiente como el conjunto.
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El mecanismo més importante para mantener dicha consistencia es
aguel implementado por la seleccién natural; es decir, si la dinadmica
de un individuo es inconsistente con la dinamica del ecosistema, la
seleccién natural 1lo eliminard de éste. Por lo que de manera
indirecta, 1la dinamica del conjunto es seleccionada por la dinamica
de las partes., Sin embarge, sl la dindmica del conjunte insiste en
ser inconsistente con la dinadmica de los organismos, los organismos
cambiaridn a través de la variacién y la seleccién hasta leograr la
consistencia.

Sin embargo, no podemos esperar que la seleccién sea el finico
mecanismo gque rija 1a dindmica biolégica. Existe 1la teoria
sistemdtica de 1la variabilidad biolSgica que puede estar bien
explicada por medio de la dinamica cabtica; nos referimos a 1la
Adaptabilidad. Entendemos por adaptabilidad, a la habilidad de 1los
sistemas para continuar funcionando en presencia de un medio ambiente
desconocido, donde generalmente el sistema estudiado es un sistema
viviente.

La principal cuestiétn que surge en la Teoria de la Adaptabilidad
es aquella que trata de encontrar una relacién entre las propiedades
estadisticas del sistema biclégice al menos en apariencia, y las
propiedades estadisticas del medic ambiente. Por otro lado, debido a
gue el Caos es mis sencillo de analizar funcionalmente hablando para
muchas estructuras Y procesos biolégicos, se puede hacer esa misma
pregunta para una explicacién en términos de los conceptos de los
sistemas dinimicos. Es decir, nos gustaria saber cuil es la posible
relacién entre las diferentes componentes de 1la Teoria de
Adaptabilidad y los diferentes conceptos de la establilidad dindmica;
en pocas palabras, la relacién entre Adaptabllidad y Caos.

Se considera que existe una habilidad intrinseca para
modificarse en los sistemas biolégicos, que se correlaciona con las
inestabilidades de los modelos din&micos. En el caso de una habilidad
para modificarse intrinseca de los denes, tenemos la forma mas
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importante de adaptabilidad de los sistemas. Otra forma de como es
que este factor influye en la estabilidad de los sistemas, es por
ejemplo el kRecho de gque los perturbadores del medio ambiente pueden
ser absorvidos por 1las inestabilidades del sistema. En el caso
particular de 1la inestabilidad del comportamiento neuronal o 1la
variabilidad genética, ésta puede proteger a la dinadmica de una
poblacién de las perturbaciones exteriores y permitirle parecer
altamente estables. De la misma manera, la estabilidad del estado en
el que se encuentran los flujos interncs de la columna vertebral, por
ejemplo, se puede obtener a expensas de las inestabilidades dinamicas
intrinsecas a los sistemas nervioso e inmunolégico.

No todos los términos de la habilidad para modificarse estan
conectados c¢on procesos intrisicamente azarosos. En la ausencia de
informacién acerca del medio ambiente, el cambio de un regimen del
sistema a otro puede ser aparentemente azaroso, perc en la realidad
esta situacién es completamente determinfstica. En nuestro lenguage,
se refiere a la din&mica intrinsecamente ca6tica de los fenbmenos
biolégicos. Esta habilidad para modificarse intrinseca de los
sistemas biolégicos, como ya lo hemos dicho anteriormente, se debe al
movimiento estocdstico o a la dindmica ca6tica. cémo ya se ha
mencionade también, distinguir estas dos posibilidades puede ser
imposible, pero para la explicacién funcional del Caos no es
necesaria. El movimiento azaroso siempre estid presente, ya sea en
mayor o menor grado, dentro del comportamiento del sistema; en
cambio, "si un sistema biol&gico obedece dinamicas caéticas, esto
asegurars que el sistema es casdtico. Si el sistema obedece dinanicas
gue no son sensibles a las condiciones iniciales, es posible gue los
efectos del movimiento Brownianofl! ser&n muy despreciables para
tener una contribucién significativa a la adaptabilidad®
[Conrad,1986].

{1} Se considera movimlonto Brownlano, al movimlento
estocdstico de una pequefia particuia que flota en un flufdo, debldo
al choque con las moléculae de diche flufdo,
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Las dindmicas neuromusculares, inmunol&gicas y hormonales son
consecuencia de la accién de la seleccién natural en los organismos.
En cambio, 1la din&mica de las poblaciones es una consecuencia
indirecta de esta seleccidn en los organismos que las componen; de
alguna manera, es posible visualizar a la dindmica de las poblaciones
desde un punto de vista funcional, en el sentido de que dichos
sistemas satisfagan la autoconsistencia de los ecosistemas.

Si la poblacisn es altamente estable, su densidad serd reducida;
y si esto sucede, la adaptabilidad también quedari reducida. Esta es
una razén para que los régimenes ca6ticos en la dindmica de 1las
poblaciones puedan servir para mantener la adaptabilidad del sistema.
Esto Gltimo se puede deber, por ejemplo, al hecho de que el
comportamiento impredecible de cierta presa no permita que sea
atrapada por el depredador, puesto gue si una poblacién oscila de una
manera muy regular, seria facil para el depredador anticiparse al
mecanismo din&micoe de dicha poblacién y exterminarla.

4.3. ARGUMENTOS EN CONTRA

Ahora presentaremos los argumentos enh contra de la existencia de
un comportamiento cabtico dentro de los sistemas ecolbégicos. Los
argumentos provienen de los resultados que se obtienen al tratar de
verificar la wvalidez de los modelog matemiticos, por medio de 1la
estimacién del valor de 1los parémetros caracteristicos de 1la
poblacién en cuestitn.

4.3.1. Modelo de Hassell(1975).

Dada una serie de datos obtenida de mediciones directas hechas
con poblaciones naturales o de laboratorio, se procede a determinar-
los valores correspondientes de los pardmetros del modelo
densodependiente dado por la ecuacién (3.9.). Los valores de los
pardmetros determinan las diferentes din&micas del sistema, de tal
forma que se puede hacer una comparacién de la dindmica del modelo
con la dindmica de las peoblaciones reales. En otras palabras, se
comparan las diferentes clases de estabilidad teérica con las
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diferentes clases de estabilidad experimental. Se debe recordar que
para poblaciones de una sola especie, tenemos gque en el laboratorio
hay una muyibuena aproximacién a una situacién de una scla especie
en un ambiente homogéneo, con suplemento constante de alimento y sin
competencia intraespecifica (depredador-presa).

Existe un factor de densodependencia determinado por el
par&metro b (capitulo tres). Estos valores del par&metro se obtienen
experimentalemente por medio de un ajuste por minimes cuadrados a la
recta en la gr&fica de mortalidad vs. densidad, en la escala

loegaritmica. (Ver figura (4.6.)).
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Figura 4.6. Relaclén do densodependoncia por un ajuste de minimos
cuadrados.

La tasa de crecimliento per céipita se obtiene al evaluar el
promedio de mdxima fecundidad por ad:lto, menos la suma de los
promedios de las tasas de mortalidad densoindependientes gue actGan
durante el ciclo de vida. De esta manera calculamos el valor de los
parfmetros, r y b, para los cuales es f&cil observar que casi todos
caer&n dentro de la zona de comportamiento din&mico con un punto fijo
monétonamente atractor (Fig.(3.12.)). S6lo existe un punto, el gue
corresponde a la Leptinotarsa, que tiene un equilibrio inestable y
cae dentro de la zona de los ciclos limite estables; lo cual es el
resultado de un factor de denscdependencia muy fuerte, con una tasa
de crecimiento per cipita muy grande. De acuerdo con Harcourt (1971),
las poblaciones de la Leptinotarsa fluctdan marcadamente con
tendencia a una "sobrecompensaci6n" ¢e generacién en generacién
[(Hasell et.al.,b1976].
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El cotejamiento de dicho modelo con poblacicnes de laboratorio
es mAs satisfactorio en cuanto a la riqueza de las diferentes
dinimicas posibles que el sistema es capaz de representar, Como ya lo
dijimos, dichos sistemas estan bien descritos por modelos del tipo de
la ecuacién (3.9.), considerando gque las generaciones permanecen miés
o menos discretas. En este caso, se muestra concretamente que 1las
fluctuaciones dentro de la dindmica de poblaciones son intrinsecas
al sistema, Y no son de alguna manera "“impuestas" por los factores
del medio ambiente que lo rodea; las que en este caso se denominan
factores de mortalidad densoindependientes.

Con estimaciones del valor de 1los par&metros r y b para
diferentes clases de especies, se observa que la dindmica de 1las
poblaciones cae dentro de 1la estabilidad, ya sea por medio de
atractores monétonos o atractores amortiguados. Sin embargo, existen
especies cuya din8mica cae dentro del margen de cicles limite. (ver
puntos huecos de la Fig. (3.12.)).

Finalmente, existe el ejemplo trabajado por Nicholson (1954)
cuyos datos, obtenidos a partir de una poblacién de blowflies,
muestran que pueden estar bien descritos por medico de din&micas
cabticas. En el anilisis de mortalidad , con otro tipo de larvas de

dicha especie, se observa que el pardmetro de mortalidad
densodependiente b es muy grande (ver Fig. (4.7.)). De hecho b>100
resulta consistente con la competencia intraespecifica por los

recursos, entre organismos de la misma especle, de tipo "scramble".
El valor de b es independiente de la cantidad de comida dentro del
sistema para cada experimento, la cual s6lo afecta el valor del
parmetro a. La estimaci6n de la tasa de crecimiento per cépita se
obtiene a través del promedio de huevos fértiles por adulto. Al
colocar el valor correspondiente a dicha din&mica de poblacién en el
espacio de los parfmetros, se observa que @&éste sSe ubica
perfectamente en la regién ca6tica (Fig. (3.12.)).
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Figura &.7. Anilimis do mortalldad con b>100.

Gracias a lo dicho antericormente, podemos concluir que los
experimentos en el laboratorio soportan firmemente la estructura del
modelo representado por la ecuaciédn (3.9.). Asi mismo, podemos decir
que el que ocurran frecuentemente oscilaciones en las .poblaciones
dentro del laboratorio no es sorprendent:; debido a la tendencia a la
competencia de tipo "scramble" por los recursos (b—w)en un ambiente
confinado, Yy debido a la ausencia general de mortalidad
densoindependliente (A—mdxima fecundidad por adulto) [Hassell
et.al. ,1976].

4.3.2. Modelos de crecimiento continuo con retraso de una sola

espacie.

El modelo de crecimiento continuo con retraso trabajado por May
para modelar el crecimiento de cierta especie de ballena,
representado por la ecuacién (3.11.), donde de hecho ya mencionamos
que pese a que dicho modelo presenta diidmicas cadticas para ciertos
valores del ' par&metro, @&stos valores no son alcanzados por- la
din&mica de dichas ballenas en la natur.leza.
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4.3.3. Argumentos de A.A.Berryman Y J.A.Millistein.

Los cientificos A.A Berryman y J.A. Millistein publicaron un
articulo, en el dque especialmente argumentan en contra de 1la
existencia del <C¢aos en los sistemas biol6gicos (Berryman &
Millistein,1989). En &1, comentan que a pesar de que los sistemas
ecolégicos contienen las semillas del caos, debide a la dindmica
antagénica que presentan por medio del factor de densodependencia, no
hay evidencia empirica y argumentos ecolégicos (evolutivos) gque
sostengan que los ecosistemas se comporten normalmente de manera
caética. Sin embargo, esto no quiere decir que no se den los casos; y
esto serd debido a manipulaciones humanas de los sistemas, ya sea
aumentando 1las tasas de crecimiento o retardando el proceso
regulador, al que ellos llaman retroalimentacién negativa del
sistema. Ellos definen que un sistema es caético cuando 1la
retroalimentacién negativa es dominada, la mayoria de las veces, por
un crecimiento con retroalimentacién positiva. En nuestros términos,
es el caso de una tasa de crecimiento per c#pita suficientemente
grande que no permita que la influencia del atractor caracteristico
del sistema, o del factor regulador también llamado densodependiente,
lo haga tender a un valor estable.

Uno de los fundamentos de dicha afirmacién se basa en el hecho,
descrito anteriormente en este capitulo, de gque Hassell, Lawton y May
no encontraron evidencia alguna de comportamiento cadético en
poblaciones de campo; y gque a pesar de eso, la nocién de que las
fluctuaciones en el crecimiento de las poblaéiones se debe al Caos
Determinista ha persistido, aunque la "“evidencia" sea mis ilusoria
que cientifica.

Desde la perspectiva de los Sistemas Dindmicos, las condiciones
que ellos mencionan para la existencia de caos en los sistemas son
en primer lugar debido a que los puntos de equilibrio del sistema
deben ser localmente inestables, mientras el sistema sea globalmente
estable. En segundo, el hecho de que el exponente de Liapunov debe
ser positivo, lo gque sucede si el sistema siempre esta dominado por
retroalimentacitn positiva para que crezca continuamente; y debido a
que la retroalimentacién negativa debe sobrecompensar a tal grado que
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la poblacién se mueva lejos del punto de equilibrio donde la
retroalimentacién positiva domina. De esta manera, en estos sistemas
la retroalimentacién negativa actGa como factor perturbador mis que
como factor regulador. Por ejemplo, en el caso del control humano de
las pestes o epidemias por medio de las campafias de vacunacién, se
reduce a la poblacién infecciosa a densidades tan bajas, que en lugar
de exterminarlas o que alcancen una densidad constante, se promueve
que permanezcan creciende. Cuando una retroalimentacién negativa
actGa muy rapidamente hace que el sistema permanezca cerca de sus
puntos de equilibrio, donde los exponentes de Liapunov son negativos,
¥ raramente estardn bajo la influencia de retroalimentacién positiva;
estos sistemas no presentar&nlcaos Determinista. cabe hacer notar,
que en el ejemplo del sistema cabtico que se menciona, es el caso de
un sistema manipulado por el hombre (campafias de vacunacién).

Asi{ mismo, agregan que no hay duda alguna en que los sistemas
ecolégicos contienen las semillas del caos, debido a que todos tienen
procesos con retroalimentaciétn positiva. Ejemplos de elle son, 1la
reproduccién, la cooperacién, la competencia intraespecie y también
debido a gque sus "retrasos temporales", para el caso de sistemas
continuos, ocurren generalmente en el término de retroalimentacién
negativa. Como por ejemplo, la respuesta numérica de la computadora
en el caso de poblaciones simuladas, el agotamiento y recuperacién de
recursos, etc. Ademas.admiten el hecho de que los sistemas ecolégicos
se comportan de manera impredecible, pero la pregunta es si es que
esta impredecibilidad ae debe al Caos. Determinista o a disturbios
ambientales de caricter estocistico, como la mayoria de los ecélogos
suelen asegurar.

El andlisis de estabilidad es una herramienta que nos permite
encontrar una respuesta; esto se logra al mover al sistema de su
estado de equilibrio y observar su comportamiento subyacente en un
medio ambiente constante. Pero debido a que los sistemas ecoléSgicos
no se pueden aislar, entonces la otra alternativa es realizar los
anfilisis de estabilidad en los modelos matemdticos obetenidos de los
datos reales. Para esto, en la préctica de 1la modelacién
generalmente se sostiene la idea de gue los sistemas ecolégicos no
presentan Caos, normalmente.
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Adends sugieren que la l6gica de la hipéttesis caética es incluso
cuestionable, debido a que si por ejemplo los sistemas ecoldgicos
son intrinsecamente cabticos, entonces debido a que el caos es mis
factible dentro de los sistemas con un gran nGmero de grados de
libertad, los sistemas complejos deberian de ser aln mis cabticos. Y
- 81 le agregamos el hecho de que la impredecibilidad del ecosistema se
debe a la estructura determinista, entonces se espera observar caos
tanto en medios estables como en medios variables con la misma
frecuencia. Sin embargo, la evidencia ha mostrado gque los sistemas
complejos en ambientes estables son generalmente mds predecibles;
tomando como sistemas complejos, a aquellos con gran nimero de grados
de libertad.

Otra observacidén en contra, que sustentan los autores de dicho
articulo, es que dentro del espacio del parametro de la funcién
logisitica (grafica de X" ve. #), Be observa que los. miximos y
minimos de las densidades de la poblaci6bn divergen r&pidamente a
medida que entran en la regién cadtica. De hecho se observa una
densidad creciente de puntos de la grafica cerca del cero, cuando el
valor del parametro excede el punto donde aparece el ciclo de perilodo
tres. La poblacién pasa cada vez m&s tiempo a bajas densidades, donde
la probabilidad de extincién aumenta. Si se considera una densidad
poblacional del 1% como un umbral de extincién, se observa que en el
caso de la logistica la extincién deterministica aumenta r&apidamente
mientras entra en el dominio cabtico, donde hay una probabilidad del
0.6 de extincién (Fig.(4.8.)).
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Figura 4.8. Espaclo del] pardmetrc de la funcién logistics en la que
se indica la regién donde la probabliidad de “extinclén
determin(stica® ausents répidamente.

Este dltimo argumento irfia en contra del hecho de gque 1la
"Seleccién Natural® favorece valores del parimetro que minimizan 1la
posibilidad de extinci6n. Consecuentemente la hipStesis alternativa
de que los sistemas biolégicos son anticadéticos, parece m&s factible.

8in embargo, mencionan otras manerus de manipular a los sistemas
biolégicos para que alcancen los valores de los pardmetros
caracteristicos de su comportamiento cattico: al incrementar las
tasas de crecimiento por medio de ‘biotecnologia, al estimular el
crecimiento econémico, etc. También se puede crear comportamiento
caético al imponer una retroalimentaci6én negativa tal, que el sistema
permanezca lejos de su punto de equilibrio; como es el ejemplo de las
epidemias, citado anteriormente.

Por otro lado, Adam Lomnicki [Lommnicki,1989] comenta que a
pesar de estar de acuerdo con Berrynan y Millistein en que los
sistemas ecolégicos no pareceh ser cabticos, discute los argumentos
expuestos por estos cientificos. El su;iere gue los estudios de los
modelos tebricos de la particién :e los recursos entre 1los
individuos, y la monopolizacién de los 1ismos por algunos miembros de
la poblacién muestran que la estabili.id de las funciones F(X) du
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densodependencia de la ecuacién (3.1.) del capitulo anterior, se debe
a particiones desiguales y a la manipulacién de los recursos. Con
esto sugiere gque las semillas del caos dentro de los sistemas
biolbgicos, ademi&s de deberse a una alta tasa de reproduccisn
(retroalimentacién pcsitiva); se deben a la particién homogénea de
los recursos entre los organismos y a su falta de habilidad para la
monopolizacién de los mismos, Por 1o que de esta manera, no es
necesario recurrir a mecanismos evolutivos para explicar la reduccién
de la densidad de las poblaciones (retroalimentacién negativa). Sin
embargo, el punto mis débil del argumento de Berryman y Millistein se
debe a que utilizan la explicaciédn evolutiva de la selecciébn de
grupo, como mecanismo de retroalimentacién negativa del sistema.

Agrega que es dificil imaginar como la seleccién de grupo pueda
sobreponerse a la seleccién individual, para que exista una tendencia
a tasas de reproduccién mis grandes. Esto es particularmente cierto
bajo condiciones naturales donde 1lo0s grupos locales no estén
totalmente aislados y pueden ser inhibidos por diversos inmigrantes
desde el punto de vista genético. Por otro lado, las diferencias
individuales en la entrada de recursos pueden ser explicadas por la
dindmica de crecimiento de individuos en competencia; mientras que la
monopolizacién de los recursos por los individuos mas fuertes,
también se puede explicar por medio de la accién de la seleccién
individual y el concepto de una estrategia evolutiva estable.

Coincide con el hecho de que los sistemas ecolbSgicos pueden ser
llevados a comportamientos cabticas por medio &2 la manipulacién
humana del sistema, dando el ejemplo particular de que por medio de
la agricultura, se homogeneizan 1los recursos, ocasionando una
desestabilidad en el sistema.
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4.4. CONCLUSIONES

Por los argumentos presentados anteriormente, nos podemos
percatar de que la polémica acerca de la existencia fenomenolégica
del caos Determinista en los sistemas biolégicos gira en torno a
diversos puntos.

Uno de ellos, segin nos comenta Nisbet es gue el problema puede
venir desde el momento de guerer determinar la denscdependencia del
crecimiento de las poblaciocnes, a partir de los datos experimentales.
Esta dificultad se ha presentado en el estudio de los modelos
ecol6gicos a lo largo de casi medio siglo. Segin este autor, ‘es
indiscutible gque existen nuchas poblaciones para las cuales las
pruebas esté&ndar fallan al revelar cualguier dependencia en 1la
densidad, del tipo invocado en los modelos simples
unidimensionables” [Nisbet.et.al.,1989].

Por otro lado, se sabe que la densodependencia es una nocién
b&sica para el concepto de Caos en biologfa, al igual que el concepto
de retroalimentacitén es de central importancia en la nocién general
de Caos en los Sistemas Dindmicos [Berryman y Millistein,1989). Asi
nismo, Altesor presenta al factor de densodependencia como factor
regulador del sistema que hace tender a la densidad de la poblacién,
en principio, a un valor particular. Sin embargo, sefiala el caso en
el que el factor de densodependencia es tan fuerte que lleva a la
poblacién a padecer comportamientos fluctuantes. De hecho, su modelo
analizado es estructurado, en términos del momento en el que dicho
factor de densodependencia entra en accién en la dindmica de
crecimiento del sistema [Altesor,198%).

Una vez que suponemos la existencia de los términos de
densodependencia en el crecimiento de los sistemas ecolégicos, se ha
mostrado gque en la naturaleza (poblaciones de campo), dichos factores
no alcanzan los valores suficientes para que los sistemas lleguen a
tener dindmicas caéticas.



Por otro lado, se ha comprobado gue dichos sistemas ecolégicos
pueden estar bastante bien representados por los modelos matemiticos.
sin ‘embarge, diches modelos son de cardcter determinista y para
ciertas caracteristicas presentan din&micas casticas. En base a
esto, se ha desencadenadoc una gran discusién con respecto a 1la
existencia del caos en los sistemas ecol6gicos, tomando en cuenta el
valor de los pardmetros alcanzados por dichos sistemas. Por un 1lado,
la Teoria de la Adaptabilidad argumenta que la regién caética de 1los
valores de los par&metros del sistema es la mejor descripcién de los
fenbmenos biolégicos en favor de la adaptabilidad. Por otro lado, se
argumenta que una vez que el sistma haya alcanzado dichos valores de
sus parS&metros, 1la probabilidaé de extincién de las especies aumenta
en gran medida. Y se afirma que el proceso de seleccién natural no
permitird que esto suceda; por lo tanto, en la naturaleza no es
posible alcanzar los valores del parimetro de la regién cabtica. Sin
embargo, si nos referimos al sistema de insectos que Hassell estudié
en 1987 (mosca blanca viburnum), citado por Altesor y con datos
generados por computadora, donde demostré la medida en que 1la
densodependencia en la poblacién de dicha mosca es evidente; en este
caso en particular, vemos gue esto sucede a nivel de las hojas, sin
embargo en la totalidad del arbusto ya no podemos asegurar lo mismo.
Por consiguiente, es posible que en este caso dicha poblacién
presente fendmenos tan comunes como la extincién local, debido a un
comportamiento castico. Con esto queremos decir que una poblacién
puede extinguirse gracias a las fluctuaciones caéticas, s6lo a un
nivel local.

Otro aspecto por resaltar es el hecho de que los ecblogos
tienden al punto de vista del balance natural, como un cierto
paradigma que rige el comportamiento de los sistemas ecoldgicos. La
existencia de fluctuaciones azarosas dentro del sistema se deben
entonces, a las interacciones con el medio ambiente cuyas dinamicas
son en su mayoria estocisticas. Por medio de su Teoria de
Adaptabilidad, éonrad, al dar una explicacién funcional del caos, nos
muestra como es gue la naturaleza da cabida al caos para la
descripcién de 1las fluctuaciones observables de 1los sigtemas
biol6gicos. En el caso particular de los sistemas ecolSgicos, nos
dice de cémo la impredictibilidad inherente a los sistemas cabticos,
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permite la sobrevivencia de varias especies; este caso se extiende a
funciones neurolsSgicas como por ejemplo el vuelo impredecible de una
mariposa, el cual se debe a un mecanismo neuronal cabtico,
permitiendo asif su sobrevivencia frente a <varias clases de
depredadores. Tanbién afiade el ejemplo de la variabilidad genética
como mecanismo principal de adaptacién, que en el caso particular del
sistema inmunolégico, existe una gran variedad de anticuerpos capaces
de enfrentarse a una gran diversidad de microorganismos. En pocas
palabras, entre mis variabilidad mayor adaptabilidad, i.e., entre mis
fluctuante sea el sistema, mayor es su poder de adaptacién; por ende,
el que los sistemas biol6gicos presenten una dinimica fluctuante es
un factor aGn mads probable que la Teoria del Balance Natural de los
ecosistemas. Adem&s, agrega que dichas fluctuaciones son de caracter
determinista (Conrad,1986].

Aunque por otro lado, a través de la evidencia experimental
obtenida, parece ser que las condiciones que un sistema debe cumplir
para alcanzar din&micas caéticas son demasiado dificiles de lograr.
De hecho el .que se haya encontrado dicha dinimica para cierta clase
de insectos dentro del laboratorio, nos daria a entender, al menos en
principio, que el medio ambiente natural nunca cumplird con las
condiciones necesarias para que el sistema desarrolle dinSmicas
cabticas. ’

Sin embargo, pese a toda la estructura matemitica desarrollada
para los modelos biolégicos (ecolégicos), éstos no son més que una
aproximacién al sistema real. En el caso del modelo de Hassell, el
cual es cotejado con los datos experimentales, s6lo se podria
verificar que es un muy buen modelo, pero que, sin embargo, no deja
de Ber s8lo una aproximacién a la realidad. Esto significa que en la
prictica, dichos modelos no reflejan todos los factores gue conforman
al sistema y su dinadmica; en parte debido a la gran variedad de
especies que interaccionan entre si en la naturaleza, lo que implica
que haya un mayor nGmero de grados de libertad, ademds del gran
nimero de grados de libertad que se deben a la dinadmica de una sola
especie. Por 1o que el decir que los datos experimentales cotejados
con el modelo no exhiben comportamientos caéticos, es una afirmacién
demasiado aventurada.
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Incluso muchas veces es casi imposible el siquiera saber qué
variable muestrear, al querer obtener una serie de tiempo del sistema
para su anilisis numérico. Este hecho, affadido al que la herramienta
para detectar Caos a partir de las series de tiempo no est& del todo
depurada, ha implicado un gran obstdculo para determinar la dinamica
caética del sistema.

otro problema muy importante al tratar de construir el atractor
a partir de la serie de tiempo, para poder identificar din&micas
caéticas del mismo, es determinar tanto la longitud de la serie y el
algoritmo que calcule la dimensién del atractor. Pues para cada
algoritmo utilizado para determ‘inar dicha dimensidn fractal, se puede
obtener un valor diferente. Asi como para cada tipo de dimensién que
se deseé obtener (Hausdorf, Correlacién, etc.} se necesita utilizar
un cierto nimero de datos de la serie de tiempo.

Finalmente cabe afiadir los problemas para determinar la dinfmica
del sistema debido al ruido obtenido en las series de tiempo. De
hecho, este es el punto principal en el que los ec6logos se basan
para asegurar que la dindmica del sistema es en realidad azarocsa. Sin
embargo, es posible que ese ruido aparente sea parte del sistema y
que en realidad el Gnico problema que existe es el de determinar una
escala de observacién del espectro de potencias. Esto lo aseguramos
debido a que en varias ocasiones, al tratar de analizar el espectro
de potencias de una serie de tiempo determinada, se pudo' llegar a
observar un solo pico para cierta frecuencia correspondiente a algtn
periodo en particular; pero que al cbservar dicho espectro a otra
escala, por ejemplo al hacerle una ampliacién, nos encontremos con un
espectro de potencias cuasicontinuo caracteristico del
comportamiento caético. Es decir, el pico que existia en otra escala
sigue existiendo en la nueva, peroc no de manera tan pronunciada que
no permita observar 1los otros picos de menor amplitud que
corresponden a otros periodos del sistema. Este aspecto tiene su
significado biolé6gico, v es gque guiz&s ese ruido no sea un verdadero
ruido afiadido al sistema por fluctuaciones externas a &1, sino que en
realidad refleja pequefias fluctuaciones cadticas del sistema. Por
ejemplo en el caso de una poblacién de gran nGmero de individuos,
para los cuales s6lo una pequefia parte d fia dindmicas ca&ticas.

P
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A pesar de que de alguna manera se han podido analizar los datos
experimentales con ruido, esto no ha permitido que se pueda dicernir
perfectamente un sistema casético de uno estable. Este es el caso del
andlisis de 1los datos obtenidos para la poblacién del lince
canadiense, en el gue mapeo de un ciclo biperiédico estable con ruido
no se¢ puede distinguir el mapeo caético con ruido.

Debido a esto, seria mucho mejor que se implementara una técnica
para analizar datos filtrados; es decir disefiar un filtro de los
datos experimentales, que permita poderlos observar sin presencia de
las diferentes clases de ruido ambiental.

Pese a todo el trabajo, tanto tedrico como experimental que se’
ha desarrollado en torno al estudio de 1la din&mica de algunos
fenémenos biolégicos, falta mucho por hacer todavia. Se considera
como un problema abierto el lograr determinar, sin ambigliedad alguna,
que los fendmenos biolégicos presentan dinfmicas casticas, y en el
caso de que Se esté en contra de esta posibilidad, hace falta dar
argumentos todavia m&s convincentes.
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