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I.INTRODUCCION

El sismo se define como el movimiento vibratorio de la
corteza terrestre, el cual causa estragos a las sociedades huma
nas. Segin la O.N.U., en los Gltimos 25 aflos han muerto alrede-
dor de 15 000 personas por ailo, ésto se debe en mayor parte al
colapso de edificlos. Otros sufren graves dafios y, aungque no
causan victimas, si causan pérdidas econdmicas al tener que ser
derribados por dafios. Por lo tanto, es obligacién de los Inge -
nieros Civiles tomar en cuenta la probabilidad de ocurrencia de
sismos cuande intervengan en el proyecto, en la construccién y

operacién de una edificacién.

La Ingenieria Sismica es la disciplina que estudia los-dg
fios que los sismos causan a las construcciones, con el objeto
de desarrollar técnicas para mitigarlos. Como todas, no es sélo
cientifica, se basa en gran parte en observaciones del comporta
miento real de las construcclones durante la ocurrencia de un
sismo, asi como en experimentacién que se realiza sobre siste -
.mas reales y modelos de laboratorio. Sin embargo, para el an&li
sis e interpretacién de éstos fenbmenos, se debe partir de una
buena base cientifica sé6lida, y ésta la proporciona la Dinémica,

rama de la Fisica que estudia el equilibrio de los cuerpos en
movimiento. Por ésta razén es indispensable que los ingenleros
que se inclinen al estudio de los problemas de Ingenieria Sismi:
ca, tengan un conocimiento s6lido de los principios de la Dina-

mica.



En la presente tésis se desarrollan los principios basi-
cos de Dindmica que son utiles para los Ingenieros Sismicos.

Es verdad que la Dinamica es una ciencia basica general que
tiene influencia en muchos aspectos practicos de la ingenieria,
por lo que las ideas que en éste trabajo se presentan pueden

encontrarse en numerosos libros de texto de Fisica avanzada.
Sin embargo, en la presente tésis, ésos principios basicos se
encuentran orientados hacia las aplicaciones en Ingenieria Sis-
mica y los diferentes conceptos se van introduciendo en forma
pausada y ordenada, para gue los ingenieros los comprendan, los
manejen con soltura y los utilicen para una correcta interpreta
cién de los problemas sismicos que habrén de plantearseles en

el desarrollo de vida profesional.

El Capitulo I, es una amplia y descriptiva introduccién
sobre el contenido de la presente tésis, que hace mencién de ca
da uno de los Capitulos con un enfoque simple y enfatizado en

su contenido.

En el Capitulo 11, se dan algunas generalidades, defini -
ciones y explicaciones gque ayudarin a interpretar con propiedad

el andlisis dinamico.

ELl Capftulo I1I, contempla ya el estudio de las oscilacig
nes, en éste caso, las causadas por un impulso que se aplica
inicialmente a un cuerpo y luego se retira, originando lo que

conoceremos’ comc OSCILACION LIBRE NO AMORTIGUADA.

El Capitulo 1V, analiza el mismo caso anterior, sin embar
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go considerando ahora que la fuerza perturbadora continta ac ~
tuando a intervalos periédicos, forzando la estructura a una

oscilacién determinada; OSCILACION FORZADA NO AMORTIGUADA.

El Capitulo V, va un poco mas all& y estudia el caso de
la oscilacién libre, pero considerando que estd presente algu-
na fuerza de resistencia a la perturbacién (amortiguamiento),

OSCILACION LIBRE AMORTIGUADA.

La misma consideracién se aplica en el Capitulo VI a la
oscilacién forzada, dando como resultado la OSCILACION FORZADA

AMORTIGUADA.

En el Capitulo V1I, se explica e} anAlisis sismico-dind-
mico. Después de cada capitulo se incluyen los ejercicios

correspondientes con la finalidad de aclarar conceptos.

En el Capitulo VIII, Apéndice, se establece un recordato-
rio del AnAlisis Estructural por Carga Vertical y por Carga Ho-
rizontal. Se utilizan dos métodos muy comunes al estudiante de
ingenieria y por ende, al Ingeniero, Método de Ritter y M&todo
de la Rigideces.

En el Ccapitulo IX, se presentan conclusiones. Estas con-
clusiones simplemente consisten en extraer 'y resumir de cada
uno de los capitulos precedentes, los conceptos que son més im-

portantes para la Ingenierfa Sismica.
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II.GENERALIDADES

Generalmente, al analizar los efectos que las acciones
exteriores causan en las estructuras, se omite la influencia
del tiempo, como si las acciones se aplicaran sibitamente y se
mantuvieran constante indefinidamente. A éste tipo de an4lisis
se le denomina "Anadlisis Estatico”, y resulta satisfactorio pa
ra muchos de los problemas a los que se enfrenta el Ingeniero

Civil.

Sin embargo, para determinado tipo de acciones, no es po-
sible adoptar este criterio simplificatorio, porque son accio -
nes que varian répidamente en el transcurso del tiempo y en con
secuencia, inducen respuestas estructurales en funcién del tiem
po. Tal es el caso de las acciones sismicas, las acciones del

viento y las acciones de la carga viva en los puentes.

Para éste tipo de cargas, se deben realizar "Andlisis Di-
namicos", que se diferencian del est&tico, uUnicamente en gue se
incluye el efecto del tiempo, pero las relaciones internas en -~
tre las fuerzas y deformaciones, se mantienen iguales en ambos

andlisis.

La siguiente figura sintetiza lo que se entiende por ana-

lisis dinAmico para una estructura simple.
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En lo que sigue nos ocuparemos del andlisis de sistemas

eléstico-lineales de un grado de libertad. Entenderemos por

s#istema a un conjunto de elementos enlazados entre si, cuya res-
puesta ante una accién exterior es predecible. Una estructura,

es un.sistema cuyos elementos son las losas, las vigas, las tra
bes, las columnas, sujetos a cargas exteriores que son: el peso

la gravedad, la temperatura, el viento, el sismo:; ante las
cuales presenta respuestas: momentos, fuerzas cortantes, despla

.

zamientos. Sin embargo, nos referiremos a sistemas y no a es --
son aplicables

tructuras, porque los resultados que obtendremos,
a sistemas diferentes a los estructurales, por ejemplo: las ma-~

quinas.
Los sistemas son efdsticos cuando recuperan su forma ini -
cial, al cesar la accidén que los deformé. Son eldstico-lineates,

cuando las deformaciones son proporcionales a las fuerzas que
las causan. En el caso de estructuras, ésta relacién gueda ex-

plicada en la siguiente figura:
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En el caso de estructuras, el guwdo de lilertad se define co
mo el nimero minimo de datos que se requieren para definir la
deformada de una estructura. Un sistema se mueve con un grado
de libertad, cuando en un instante cualquiera, su configuracién
deformada est&4 determinada por un sé6lo parémetro en funcién del
tiempo. En general, un sistema se mueve con infinitos grados de
libertad, cuando un punto en un instante cualquiera, puede te-
ner un desplazamiento independiente de cualquier otro punto, . -
(salvo la condicién de congruencia, continuidad o resistencia).
Sin embargo, en nuestro estudio, nos avocaremos a la estructura

simple, a la estructura de un sélo parametro.

Recordemos que la deformada, es la forma que toma la es -

tructura bajo la accién de la carga.

En la figura siguiente, se puede entender y apreciar con

claridad el significado del concepto anterior :
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Las anteriores, son estructuras de dos grados de libertad

, se requiere conocer Al y A2 para poder definir la deformada.

Se define como xigidez, a la relacién que existe entre las
fuerzas aplicadas y las deformaciones producidas.

Sus unidades son :

Unidades de_fuerza

Ton
U . de deformacién

=
cm

otra forma de definir a la rigidez, es entenderla como la
que. ocaséona un despl fomt.
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SISTEMAS CON UN GRADO DE LIBERTAD

Consecuencia de las definiciones anteriores, es que en el
sistema de un grado de libertad es posible un modo de vibrar;
en el de dos grados de libertad, son posibles dos modos de vi -
brar; en el de " n " grados de libertad, son posibles, “ n ",
modos de vibrar; en el de infinitos grados de libertad, son po-

sibles infinitos modos de vibrar.

Las formas o modos de vibrar que puede adoptar una estruc
tura, son de diversas clases, en el caso m&s simple de un canti
lever, tendriamos los siguientes modos de vibrar: Flexién,Exten

sién y Torsién.

— Q

Plleritn ° I #
masa \Jf ™ E

FLEXION EXTENSION TORSION

sin embargo, en general, cuando una estructura vibra, lo
hace en una combinacién de todos los modos: en nuestro estudio
nos referiremos principalmente al modo de vibrar en Flexién y
&sto serd la base de nuestro estudio, considerando que los efég

tos de flexién son los de importancia en las estructuras.
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Se observa entonces que en el sistema anterior (cantile-

ver), tendremos siempre dos clases de cargas.

1) La carga externa P(t) gue es la generadora del movi-

miento (aceleracién).

2) La carga de inercia Fi que resiste dicha aceleracién
{esta fuerza se produce de acuerdo con el Principio

de D"Alemberte).

El equilibrio se consigue asf:

FUERZAS FUERZAS APLICADAS
vrs.
INTERNAS FUERZAS DE INERCIA

Resulta necesario el determinar las fuerzas de inercia

para conocer los esfuerzos internos.

Principio de D’Alembert: Establece la relacién entre las
fuerzas externas aplicadas a un sistema y las fuerzas de iner-
cia (fuerzas efectivas invertidas)...."La resultante de las
fuerzas externas aplicadas a un cuerpo, compuesto por un siste-
ma de particulas, es igual a la suma vectorial de sus fuerzas
efectivas que actlan en todas las particulas.”

R =W Pl -+ P2~ P3
= mlal -+ m2a2 - m3a3 ~» ...
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otros ejemplos de sistemas con un grado de libertad:

r-————oL——4

-

L
RESORTE CUERDA

conociendo " Y ", se conoce la posicién de la masa.

En lo sucesivo de nuestro estudio, por la simplicidad del
dibujo, nos referiremos al péndulo, pero los resultados seréan
aplicables a cualquier sistema de un grado de libertad, espe -

cialmente a la estructura simple siguiente :
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OSCILACICXNECL

La oscilacion de una estructura eslastica, se origina por
fuerzas perturbadoras, las cuales crean en ella un desplazamien
to de su posicién de equilibrio estatico. Tales desplazamientos
crean fuerzas elésticas que tienden a llevar al cuerpo (estruc-
tura), a su condlcién de equilibrio original. Al retirar la
fuerza perturbadora, las fuerzas elasticas hacen que la estruc-
rura se acelere hasta su posicién de equilibrio. Sin embargo,
el cuerpo poseeri ahora clerta velocidad cuando pase por su po-
sicién de equilibrio y ésto hard que sobrepase dicho punto. Asi
se forman las OSCILACIONES, que pueden disminuir o dejar de ocu
rrir, segin esté presente o né alguna fuerza de resistencia (a-

mortiguamiento).

Cuando estas oscilaciones son causadas por una fuerza a -
plicada inicialmente al cuerpo y luego se retira ésta, resulta
1o que se conoce como OSCILACION LIBRE. si sobre el cuerpo en
oscilacién también actuan fuerzas de resistencia, el movimiento

se conoce como OSCILACION LIBRE AMORTIGUADA.

Cuando las fuerzas perturbadoras contindan actuando a in-
tervalos periédicos, el resultado es una OSCILACION FORZADA,
que puede ser CON o SIN AMORTIGUAMIENTO.

Hablando en términos generales, una oscilacién es un movi
miento peridédico que se repite tras un intervalo de tiempo defi

nido. Dicho intervaloc de tiempo se llama peafodo de la oscilaci én,
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se designara con el simbolo T, generalmente medido en segundos.
Cada repeticién del movimiento se denomina ciclo, la frecuencia
natwsat (n) de la oscilacién es el reciproco del perfodo (i/T),
se mide en ciclos por segundo ( el ciclo/segundo se llama también
Heatz y su simbolo es Hz). El méximo desplazamiento de la estruc v
tura respecto a su posicién de eguilibrio se conoce como ampli -
tud de la oscilacién.

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE,
OSCILACIONES LIBRES.

Movimiento arménico simple (m.a.s.), es el nombre que se
emplea para describir el movimiento en linea recta de un cuerpo
cuya aceleracién es proporcional a su desplazamiento respecto a

un origen fijo y siempre se encuentra dirigido hacia dicho ori-

gen.
La descripcién matemAtica del movimiento esti dada por la
ecuacidn:
a=-KX
donde: K : es una constante de proporcionalidad

X = desplazamiento con respecto al origen

Sin embargo es preferible denotar K por w?, asf :
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la cual es la formulacién matematica del movimiento arménico
simple. El signo negativo indica gque la direccién de la acelera

cién siempre es opuesta a la del desplazamiento.

La correlacién entre el desplazamiento lineal y el despla
zamiento angular se presenta en la figura siguiente, donde se
muestra una polea que puede girar libremente alrededor de un
Eje 0, bajo la acciétn de un peso W suspendido de una cuerda en-
rollada alrededor de la polea. Conforme el peso desciende S me-
tros, un punto B en el borde de la polea se mueve un arco de

igual longitud hasta A.

El desplazamiento angular correspondiente 6, de la polea
se halla subtendido por los radios -de los puntos B y A. La rela

cién entre el desplazamiento lineal del peso y el ‘desplazamien-
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to angular (en radianes) de la polea estA dada por:

s=r8
9§=rd—9-rw=v
dt at
2
Q_s=rw2,a
dt
donde : wnd—9
at

Resumiendo, vemos que las ecuaciones diferenciales cinemi
ticas para el movimiento rectilineo y para rotacién, son comple

tamente andlogas en forma y sélo difieren en simbolos usados.

MOVIMIENTO RECTILINEO ROTACION
v = ds w = de
atc dat
g Qv _dis N« N« ]
at " dt? = 3§t * gt?
ads = v dv o dé = w dw

Se pueden transformar unas en otras por las relaciones . :
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an=rw

donde: at : aceleracidén tangente a la trayectoria,en el senti-

do que o gira el radio r.

: aceleracidén normal a la trayectoria y siempre diri

8

gida al centro de rotacién O.

Lag ecuaciones para el movimiento arménico simple pueden
deducirse graficamente, considerando un punto que se mueve a

una velocidad constante en una trayectoria circular.

Ahora consideremos por ejemplo, un circulo cuyo radio r,

est4 girando a una velocidad constante w en rad/seg.
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Escojamos un diametro del circulo como Eje X y sea A la
posicién inicial del punto de la circunferencia. La velocidad
en ése punto es constante:

vV = rw

Su aceleracién es la normal debida sélamente al cambio en

1a direcci6tn de la velocidad, pues su magnitud es constante:
a = rw?

Después de cada intervalo de t segundos, el punto A llega

a la posicién C, la velocidad y la aceleracién en ése punto son;

vV s rw

a = rw?
Durante éste tiempo, la proyeccién del punto sobre el Eje
X, se mueve de O a B en un desplazamiento X, la proyeccidn de

AC sobre el diametro es:

X =r Sen 6

dx a0 _
dt'vx:rc"sedt r wCos 9§
d’x

dt,=ax=-rw$eneg-%=-rw'5w9
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tomando : X = r Sen ©

% - 2
ﬂx we X

Por consiguiente podemos concluir que el desplazamiento,
la velocidad y la aceleracidn en un movimiento arménice simple,
se hayan descritas por sus proyecciones diametrales de un punto
que se mueve a una velocidad constante en una trayectoria circu

lar.

w = velocidad angular constante del radio r.

Un nombre adecuado para w es § {a circular natural, E1l ra

dio r del circulo analizado se le llama amplitud del movimiento.

El tiempo necesario para completar una oscilacién (de ida y
vuelta), se llama periodo del movimiento. El periodo se determi-
na por el tiempo necesario para que el radio complete una revo-

lucién, o sea:

sy

La frecuencia, es el numeroc de oscilaciones por segundo, es

decir:
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REPRESENTACION GRAFICA DEL
MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE.

Como se explicd, la relacién desplazamiento-tiempo que de

fine un movimlento arménico simple puede escribirse:
X = r Sen wt

Derivando respecto al tiempo, se determina la relacién ve

locidad-tiempo.
v = rw Cos wt

El maximo valor de la velocidad es vm = rw
La relacién aceleracién-tiempo, se obtiene con una nueva

derivacién respecto al tiempo:
a = - Tw? Sen wt

El maximo valor de la aceleracién es am = rw?

Un modelo para visualizar las variaciones de éstas ecua-
ciones es por medio de un circulo auxiliar que permite trazar

facilmente las curvas desplazamiento~ti Locidad-ti )

cidn-tiempo. Esta técnica nos serad muy Gtil en lo sucesivo, cuan-
do apliguemos éstos conceptos a la estructura simple de un gra-

do de libertad escogida para nuestro estudio:



REPRESENTACION GRAFICA. DEL MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE
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Consideremos un punto gue se mueve a una velocidad cons-
tante alrededor de un circulo de radio r, como se vé en la figu
ra anterior. Represente la posicién de éste punto por el vector
respectivo r, que se haya girando con la misma velocidad angu-
lar w. Tomando como tiempo cero el instante en que el vector
de posicidn estd en posicién horizontal, vale escribir la pro -
yeccidén vertical de r como: x = r Sen wt, Que es el movimiento

arménico simple explicado con anterioridad.

En forma similar,la velocidad se puede expresar por la
proyeccién vertical de un vector de longitud rw, que gira con
la misma velocidad angular @ gue el vector de posicién r, pero

gsiempre est& 90° delante de é&1.

La aceleracién se representa por la proyeccion vertical
de un vector de longitud rw?, que gira con la misma velocidad
angular w que el vector de posicién r, pero estd 180' delante

él y 90° delante del vector velocidad.

La figura también nos muestra cémo se usan las proyeccio-
nes de éstos vectores en rotacién para graficar el desplazamien
to, la velocidad y la aceleracién de una estructura en funcién
del tiempo, algo que como se dijo con anterioridad, nos sera de

gran utilidad y aplicacién en el desarrollo de nuestro estudio.
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OSCILACIONES LIBRES

CASO GENERAL :

Consideremos un peso suspendido de un resorte que es des-
plazado de su posicién de equilibrio y luego se deja oscilar 1i

bremente, como se muestra en la figura:

& = constante del resorte.

est = W/k = alargamiento estatico

POSICION DE EQUILIBRIO

w+RX 4 y = deformacidén eldstica

Y S G
L_.}-.J

w ¢DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE

4

Se supone que se desprecian todas las resistencias, tales
como la del aire y la friccién interna del resorte. Esto signi-

fica que el resorte oscilard indefinidamente bajo la accién-de
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la fuerza variable del resorte sobre el peso. Esto se llama
oscllacidn tibre.

La ecuacioén diferencial en é&ste caso, se establece apli-
- cando la relacidn entre la fuerza balanceada y la aceleracién
resultante. Si consideramos como positivos las fuerzas y los

desplazamientos hacia abajo:

LY = (W/g)ae ; -KY = (W/g)a ; a= -(kg/W} ¥
o puesto que:

a=a'/att = -(hg/W) ¥ = - W'Y v w=fhaln

La cual es la ecuacién diferencial de la oscilacién 1li-
bre. Indica que el desplazamiento®Y"es una funcién delltiempo
(t), tal que al ser derivada dos veces con respecto al tiempo,}
es igual a la funcién multiplicada por una constante negativé
de valor w?. Las funciones seno y coseno se repiten de esta mane

ra. La sustitucién de las relaciones:

Y = Sen wt

Y = Cos wt

en . la ecuacién diferencial de la oscilacién libre, muestran que
son soluciones de ésa ecuacién. La solucidén mis general se ob-

tiene al multiplicar éstas soluciones por las constantes arbi-
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trarias Ci y C2 que, se calculan para que se cumplan las condi-
ciones de oscilacién. Con éste procedimiento, la solucién com-

pleta de la ecuacién estd dada por la suma de éstas soluciones:
Y = C1 Sen wt + C2 Cos wt

para determinar las constantes Cl y C2 es necesario enten
der que la ecuacli on anterior describe todos los movimientos po
sibles que puede tener el sistema. Si ahora especificamos que
el peso tiene una velocidad Vo, cuando se daA el desplazamiento
inicial®Yo, resultan dos condiciones que pueden usarse para de-

terminar el valor de las constantes de integracién.
Tomando t = 0, tenemos:

1%, condicién : Y= Yo

2%, condicién : Vv = Vo

Sustituyendo la primera condicién:
Yo = C1(0) + c2(1) o bien c2 = Yo

sustituyendo la segunda condicién en la relacién tiempo-
~velocidad:

V = dY/dt = w C1l Cos wt - w C2 Sen wt
Vo=wCl (1) - w C2 (0) o bien - Cl = Vo/w

Bajo éstas condiciones, la oscilacién se describe con la

ecuacién:
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Y. = _v_g Sen wt + Yo Cos wt

E¢ periodo estd dado por:

22 [T gy fESE
T w 2T, kg 2n g

Donde el alargamiento eldstico es:

est =%

que es el alargamiento producido por el peso cuando cuelga 1i-

bremente.

La frecuencis es:

Se observa que la ecuacién de la oscilacién, realmente
nuestra el efecto combinado de dos oscilaciones de la misma fre
cuencia (la del Seno y la del Coseno de wt). Si los vectores
de posicién de éstas oscilaciones se grafican formando un angu-
1o de 90°, como se muestra, la suma de sus proyecciones sobre

el Eje Y sera:

Y = Yo Cos wt + ‘—I% Sen wt = A Cos {wt-§;
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La figura nos muestra que la suma de dos m.a.s. de la mis-

ma frecuencia, constituye otro m.a.s. de la misma frecuencia.

La amplitud de la oscilacién es:
[ Vo .

A= §Yor + ([ S5 )"

El dngulo de fase se determina:

tg B = g2

Indica que la ogcilacién resultante alcanza sus maximos va
lores de desplazamiento, velocidad y aceleracién a los B/w ‘seg
de la oscilacién’Yo Cos wt! La oscilacién resultante se puede
determinar al sumar los desplazamientos de cada oscilacién ya

sea en forma geométrica o directamente del vector de posicién’A’

De éste analisis se puede sacar la siguiente conclusién;

el dodo y la § ia de la ilacidn ihe de un cuerpo, son in

p

dependientes de las condiciones iniciales del movimiento, sélo
dependen del peso‘W’y de la constante k, o bien del alargamien-

to causado por é&se peso.
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OSCILACIONES FORZADAS

Hasta ahora, se ha considerado oscilaciones libres donde
la amplitud s6lo depende de las condiciones iniciales del movi-
miento. La oscilacién libre se mantiene por la accién de una
fuerza elastica, no balanceada y variable, creada por el movi-

" miento mismo. La oscilacién existe s6lo después de gue ha sido
empezada por una fuerza externa perturbadora, la cual luego de
desplazar el cuerpo de su posicién de equilibrio, deja de ac -

tuar sobre el cuerpo.

Sin embargo, las oscilaciones m&s importantes desde el
punto de vista de las aplicaciones en Ingenieria, son las oscila
ciones forzadas de un sistema. Estas oscilaciones ocurren cuando
un sistema est4 sujeto a una fuerza peridédica, es decir, si la
fuerza perturbadora no se retira, sino que continda actuando so
bre el cuerpo a lnterv'alos peridédicos, se crean "oscilaciones
forzadas"” en las cuales la frecuencia y la amplitud de la osci-
lacién son alteradas por la frecuencia y la magnitud de la fuer

za perturbadora.
En la mayoria de los casos practicos, la fuerza perturba-
dora varia con el tiempo acorde con una funcidén seno o coseno.
Consideremos ahora, un ejemplo de oscilacién forzada que
se llustra en la figura siguiente:

L
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Posicién del extremo superior del re
sorte cuando r esti vertical.

Y est

\_Posicibn de equilibrio estatico,cuan-
d@ b =0

£

El extremo superior del resorte esta conectado por medio
de una cuerda rigida con un disco de radio r, que gira con una
velocidad angular ¢. Si suponemos que la cuerda es bastanfe lar
ga comparada con el radio r, en la parte superior del resorte

se crea un movimiento arménico simple:

b = r Cos ¢t
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Ei'tiempo t se mide desde que r esté verticalmente hacia

arriba y b a partir del centro del disco. La extensitn del re-
sorte es; Y ~ b, pues el movimiento hacia ahajo de la parte al-
ta del resorte, tiende a superar el alargamiento hacia abajo”"Y~
causado por la oscilacién del peso. Por lo tanto en cualquier
momento (instante), la fuerza no balanceada en el resorte es:

& (Y-b).

Al considerar positivos los desplazamientos, las velocida

des y aceleraciones hacia abajo, la ecuacidn del movimiento es:

LY =_"a

dy

- k (Y-b) = dac?

Qe wis

Si multiplicamos por g/W y reemplazamos b = r Cos ¢t

2

Se notard que la fuerza perturbadora se transmite al peso

a través del resorte, en lugar de ser aplicada directamente a

Denotando el coeficiente de "Cos @t’por’h; tenemos:

&rq
ho=%
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También como sucedié en el caso de la oscilacién libre,
la expresién kg/W, se puede reeplazar por w?!. Notemos que w,
es la frecuencia circular natural de una oscilacién libre, mien
tras que en la ecuacién resultante del movimiento anterior, ¢,
es la frecuencia circular de la fuerza perturbadora.

Asi podemos escribir:

aiy
at?

= -w?Y + h Cos ¢t

La oscilacién forzada representada por la anterior .ecua-
cién, puede visualizarse como una combinacidén de una oscilacién
libre ya analizadg, mas un nuevo movimiento causado por la fuer
za perturbadora. De ésta manera si Y1 representa el desplaza -
miento debido a la oscilacién libre (que es independiente de la
fuerza perturbadora) y Y2 el desplazamiento adicional causado

por la fuerza perturbadora, el desplazamiento real es:
Y = Yl + Y2

Con é&sta suposicién, la ecuacidén de la oscilacién forzada

puede considerarse compuesta de las siguientes partes:

=== - W2 Yl

?2y2 = - W?Y2 + h Cos pt
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Si sumamos éstas dos ecuaciones, volvemos a la ecuacién
original. La ecuacién penultima es similar a la ecuacién del mo
vimiento de la oscilacién libre ya analizada. Por lo tanto, el

valor de "Y1" estd dado por:
¥l = C1 Sen wt + C2 Cos wt

Parece razonable gue una solucién tentativa de la ecua -

cién d*yz2/dt? sea:
Y2 = A Cos ot

Donde la constante "A" gue representa la amplitud de la

oscilacién forzada, se selecciona para satisfacer la ecuacidn.

Sustituyendo se obtiene:
- A @ Cos ot = - A w Cos ot + h Cos ¢t
de donde el valor de "A" es:

-AQ* +Aw? =h

_h
w? - @f

o A=

Por consiguiente, una solucién de la ecuacidn es:

Y2 = A Cos 9t = —D_— cos gt
wl_ol
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La solucién completa de la ecuacién que representa la

oscilacién forzada, es la suma de las soluciones de sus partes:

h
Y = Yl + Y2 = C1 Sen wt + C2 Cos wt + w! - ot Cos ot

—re

NVANVAN
AVARVER

FACTOR DE AMPLIFICACION

v

%3

Si se desprecian las oscilaciones libres que pronto se
acaban (también se le llama "oscilacién transitoria”, ya que en
realidad es amortiguada por las fuerzas de rozamiento), el maxi
mo desplazamiento (ampiitud), de la oscilacién forzada, estara

dado por la ecuacién:

w? - p?
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8i h; es reemplazada por h = krg/e, la amplitud de la

oscilacién forzada es:
—h_
A=r| 1 - of 1
’a-,!

En {a {{gura analizada, & represents ed desplazamiento mdximo de W, cuan
do el disco gira muy despacio. Concluimos que el efecto dinami-
co de la fuerza perturbadora sobre el desplazamiento maximo, es

ta dado por:

1
1- (&

&sto se conoce como factor de amplificacién (F.A.)

El factor de amplificacién had sido graficado en la si -
guiente figura en funcién de la razédn de frecuencias @/w. Asi
cuando la fuerza perturbadora actia lentamente en comparacién
con la frécuencia natural, cuando (@/w) < (1/2), el F.A. es
escasamente mayor que la unidad. Por lo tanto la deflexion dina
mica es escasamente mayor que la producida si la fuerza éertur-

badora .se aplicara estaticamente.
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) A medida que la frecuencia aplicada tiende a la frecuen-
cia natural, es decir, conforme ¢ se va haciendo igual a w, el
F.A. aumenta rapidamente volviendose infinito cuando ¢ = w. Fi
sicamente ésto representa {(significaj), que cuando (9/w)= 1, lia
frecuencia de la fuerza perturbadora coincide exactamente con
la frecuencia natural; es decir, la tuerza perturbadora tiende
a empujar al cuerpo en el momento preciso y en la direccién co-
rrecta, de manera que 1a amplitud crece sin limite. La condi -
cién existente cuando ambas frecuenclias coinciden, se conoce
como: RESONANCIA.

Conforme ¢ aumenta por encima del punto de resonancia
(p>w}, el F.A. se vuelve negativo, Fisicamente, ésto significa
que la fuerza perturbadora ests defasada 180° con el movimiento
Es decir, es de sentido opuesto al desplazamiento. Se observa
que cﬁando la frecuencia que se imprime Se encuentra muy por en

cima de la frecuencia natural (g>>>w), el F.A. tiende a cero y
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el cuerpo tiende a quedarse quieto. Esto se debe a que la fuer-
za perturbadora se mueve hacia arriba y hacia abajo tan réapida-

mente que el cuerpo no la puede seguir debido a su inercia.

TEORIA CLASICA

Los elementos integrantes de los sistemas oscilatorios

son:

a) los elementos inertes o masas
b) los elementos restitutivos (rigidéz)

c) los elementos amortiguadores

COMPORTAMIENTO DE _LAS MASAS:

En las masas actuaran fuerzas efectivas y de inercia ex-
clusivamente. Como problema de DinAmica clésica, se aceptaran

las leyes de Newton:

a) Una particula de material, no es capiz por §i sola, de
alterar el estado de movimiento o reposo en que se

encuentre.

b) La derivada con respecto al tiempo de la cantidad de

movimiento de una particula, es igual a la fuerza que
la produce:
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. -
g—gm =F=mad <+~ m esecte

c) A toda accién corresponde una reaccién y en conjunto
integran un sistema de fuerzas en equilibrio, es decir
P+ (-ma) =0

Ecuaci6én que se interpreta como que; " la fuerza efec-
tiva de una particula y la fuerza de inerclia de la misma, estan
en equilibrio", que no es mas que la segunda Ley de Newton que

se llama Principio de D'Ademiert.

COMPORTAMIENTO DE LOS ELEMENTOS RESTITUTIVOS:

Estos elementos s6lo transforman la energla de deforma-
cién en energia cinética y la fuerza que se opera en uno de
ésos elementos es funcién lineal del desalojamiento realtivo de

sSus extremos, O sea:
FR=-Ky

donde: K : constante, puede ser llamada gidéz,

COMPORTAMIENTO DE LOS_ELEMENTOS AMORTIGUADORES:

Estos elementos son disipadores de energia del sistema y
provocan en la particula una fuerza directamente proporcional a
la velocidad relativa de la misma y con sentido contrario a

ella. si llamamos C, a la cte, de amortiguamiento:

FD=~-Cy
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ECUACION GENERAL DEL EQUILIBRIO DINAMICO

También se conoce como “ecuacién bAsica del equilibrio
dindmico". Fué planteada en el siglo XVIII por el Fisico Fran-
cés D'Alenbert, quien considera que en un cuerpo en movimiento
actian en un instante dado 4 fuerzas que estén en equilibrio,
la Fuerza de Inercia, ia de Amortiguamiento, la de Restitucién

Elé&stica y la Fuerza Exterior.

donde: I fuerza de inercia debida a la masa del cuerpo.

R : fuerza de amortiguamiento,se debe a la friccion
interna que se opone al movimiento.
& : fuerza de restitucién eldstica, por ia tendencia

del sistema a recuperar su posicién inicial.

o

fuerza exterior que ocaciona el movimiento.

Todas éstas fuerzas son variables, funciones del tiempo,
por lo que la ecuacién del Equilibrio Dinamico es en general,

una ecuacién diferencial del tiempo (t).

I y(t) + Rg(t) + hy(t) = F
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NOMENCLATURA DE LEIBNITZ NEWTON

y(t) = desplazamiento u(t)
dy/dt = velocidad g(t)
d?y/dt? = aceleracién P1E3)

El estudio del equilibrio dinémico de los cuerpos Se rea-
liza por simplicidad de andlisis, estudiando casos particulares
de la ecuacidn de D'Alembert. Se estudiaran en seguida, algunos

casos particulares del equilibrio dinadmico.



III

OSCILACION LIBRE

NO AMORTIGUADA
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I1T . CCCILACION LIBRE NO AMORTIGUADA

En éste caso se supone gue el amortiguamiento es cero:;
R = 0 (caso ideal) y que la fuerza exterior también es cero;
F = 0.

El cuerpo inicia su movimiento por la aplicacién de un im
pulso (fuerza de corta duracién), que se retira inmediatamente

para producir la libre oscilacién.

En éstas circunstancias se tiene:

Por la gegunda ley de Newton:

I = masa X aceleracién

I =mpt)

Si el cuerpo es elastico-lineal:

K = ky(t) -+ & : rigidéz

Sustituyendo:

m §{t) + kylt) =0
Dividiendo entre m:

jr) + 8E <o

Plt) + wig(t) =0 v  w! = k/m
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La solucién de ésta ecuacién es:

y{t) = yo Cos wt + u‘—z Sen wt

donde: yo : desplazamiento inicial del mévil ai recibir
el impulso.
yo : velocidad inicial del impulso que pone en

movimiento al movil.
Otra forma de escribir ésta solucién es:

y(t) = A Cos (wt - ()

A = amplitud = q)yo' . (‘% )
iro

donde:
= . _io
{ = angulo de fase = ang tan @yo



-
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Dando valores a cada una de las soluciones:

u = Cos wt
wt ¥ = Cos wt
4] 1
wi2 0
n -1
3/jan Q
2n 1
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¥ = Sen wt
wt ¥ = Sen wt
1] [+]
nj2 1
L 0
an/2 -1
2n 4]

Uniendo graficamente las dos funciones:

¥ = Cos wt + Sen wt
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Al tiempo que tarda el mévil en dar una osciiacién comple

ta es a lo gque conocemos como periodo.

)
"
ey

w : es la frecuencia anguiar y es el numero ae radianes

por segundo que recorre el mévil ficticio a 1o .argo

del circulo.

r\ (>

RADIAN. : es un angulo en que el radio es igual al aréo.

- &ngulo = igggo = 1 (adimensional); por comodidad, "RADIAN"
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Podemos establecer las sigulentes relaciones:

360° _ 1 RADIAN
2nr r

1 RADIAN - 38

2w

1 RADIAN = 57.3°

Periodo:

=]
1]
gl¥

las unidades de T son segundos.

las unidades de w son l/seg; por comodidad: RADIAN/seg.

Frecuencia natural:

las unidades de "n", son ciclos/seg. = HERTZ = Hz

"n", también es el numerc de vueltas completas en torno al cir-

culo que da el mévil facticio.

Ahora de la relacién:

ot ok
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. £
w m
‘ n
T=2m }

Imaginemos un marco de un s6lo grado de libertad, rigidéz

k y peso W.
h
ey er
4a masa serd: m = W/g
de donde: g : aceleracién de la gravedad = 9,81 m/seg? |

Consideremos ahora, que al marco se le aplica una fuerza

horizontal estatica igual a su peso W.

El desplazamiento yestw ., se puede calcular aplicando la

definicién de rigidéz.
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RIGIDEZ = FUERZA/DESPLAZAMIENTO

DESPLAZAMIENTO = FUERZA/RIGIDEZ

yestw =W/ k

Por otro lado:

TBZHJ:‘?—“: m =

= W/g

‘[!L_ 21 f W
T = 2w ok -

X A Wik = vest,

2n {___‘
T = e uestzw

Trabajando en centimetros:
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Es decir, el periodo de una estructura de un grado de li=
bertad es igual a 0.2 veces la raiz del desplazamiento en “cen
timetros", que le ocacionaria una fuerza lateral igual a su
peso.

Observemos que T y w dependen unicamente de las caracte-
risticas propias de la estructura, la rigidez k & la masa m.
Por tal motivo se les ilama: PERIODO PROPIO,FRECUENCIA PROPIA, o
PERIODO NATURAL, FRECUENCIA NATURAL.

AMPLITUD:

A= pfuo? + ( dofw )

La amplitud A, de una oscilacién libre no amortiguada, de
pende de la intensidad de la fuerza que provoca dicha oscila ~

cién.
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El tiempo que tarda el péndulo en recorrer la amplitud,
no depende de la intensidad de la fuerza, sea cual fuere ésta,

el tiempo siempre es comMante.

Recordando la ecuacién del desplazamiento:
y(t) = A Cos (wt=()

Al derivar respecto al tiempo, nos da la velocidad:
g(t) = - w A Sen (wt-{)

Al derivar otra vez respecto al tiempo, obtenemos la ace-

leracidn:

Jlt) = - w? A cos (wt-[)

Tomando en cuenta que ias funciones SENO y COSENO, solo

varian entre -1 y 1, se deduce que:

ymax = A
gmax = w ymax

ymax = w! ymax

Esto tomando en cuenta gue:

ymax = A(1l) = A
gmax = - w A (-1) = wA

jmax = - w? A (-1) = wiA
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H. EJEMPLOS ILUSTRATIVOS

Ejemplo .1

Para el marco del Apéndice (Capitulo W de ésta Tésis).
Calcule la rigidez, la frecuencia y el periodo propio, dibuje la
grafica desplazamiento-tiempo. Suponiendo que el amortiguamiento
es nulo y gue el marco estd sujeto a un desplazamiento inicial
de 2 cm y a una velocidad inicial de 20 cm/seg. Indique la ampli

tud méxima de la oscilacién.

Solucién:

- Obtencidén de la RIGIDEZ del marco.

10.00 Ton
2.15 cm

- Obtencién del PERIODO:

T =2 SR '

m-= W/g = 30/981 = 0.03058 Ton.seg?/cm
e

T = 2m / 0.03058/4.6445
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- Obtencidén de la FRECUENCIA ANGULAR:

w = 2T

w = 2r/0.5098

-~ CAlculo de la AMPLITUD méaxima:

DATOS:

yo = 2 cm
po = 20 cm/seg.

A=/ yo? + (yo/w)?
A= [ 27 4 (20/12.3238)%

= ang tan (yo/w)/yo
= ang tan {20/12.3238)}/2
ang tan 0.81144

4
4
[
4
4




1
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Ejemplo K.2

Para el marco del ejerciclio anterior, grafique la varia

cién de la velocidad y de la aceleracién del cabezal del marco mo

viendose en oscilacién libre con amortiguamiento nulo y como resul

tado del impulso inicial y& sefialado.

barTos: W = 30 Ton.

go = 2 cm F
yo = 20 em/seg.

w = 12.3238 rad./seg.

A= 2.5756 cm

Solucién:

ymax = A
gmax = w ymax = WA
jmax = w? ymax = w?A

ymax =

gmax = (12.3238)(2.5756) = 317412 cmMiBen

jmax = (12.3238)2(2.5756) = 39
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IV . OSCILACION FORZADA NO AMORTIGUADA

En éste caso se considera la oscilacién del mévil bajo

una fuerza exterior y bajo amortiguamiento cero. Es decir:

my(t) + & p(t) = F(T)

Para resolver esta ecuacidén, es necesario conocer la fun-

cién F(t). Se consideran algunos subcasos:

.1l OSCILACION FORZADA NO AMORTIGUADA:
LA PUERZA EXTERIOR ES ARMONICA.

F(t) = F Sen ¢t

F : valor maximo que puede adquirir la fuerza

¢ : frecuencia de variacién de. la fuerza (rad/Se9

- Esto es, la fuerza exterior varia arménicamente con el tiempo.
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F Sen gt

N anv4

T —

Tg ¢ PERIODO de la FUERZA

F : PERIODO de la ESTRUCTURA.

T =21/¢ H T = 2W/w

La ecuacién del equilibrio din&mico queda:
m y(t) + & p(t) = F Sen ot
Dividiendo entre “m", y recordando que &/m = w’

plt) + w? y(t) = %Sen ot

La solucién de esta ecuacién es:

p(t) = A Cos (wt-C) + lEnu_)'%F Sen ¢t
[ J —

o ®
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@: representa el efecto de la oscilacién propia.

@: representa el efecto de la fuerza exterior.

En casos de interés practico, 2 es mucho mayor que 1,

por lo que en forma aproximada se puede escripir:
i) = m wl_mz Sen @t

donde: w? = &/m H m = kjw?

pl(t) = {‘—-_—z—Sen ot

¢
donde: 2 =
wi-g? 1-(,)
donde: F/& : desplazamiento estdtico bajo ia accién ae ia

fuerza F = mast:F
y(t) = yest — 2 Sen @t
1-(p/w)

La funcién SENO varia entre -1 y 1:

R
ymax = yestp yroroy e
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Sabemos que:

1
1= (olw)?" F.A. (FACTOR DE AMPLIFICACION})

Por lo que:

lymax = uestp X F-Aj

Es decir, el desplazamiento miximo producido por una
fuerza din&mica de frecuencia ¢, en un mévii de frecuencia pro
pia w, es igual al desplazamiento estatico producido por el
valor maximo de la fuerza, multiplicado por ei factor de ampli

ficacién (F.A.) que vale:

—1 _
F.A, = I~(p/w)?

si le damos valores a la relacién de frecuencias, se optiene:
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1]
3
i
3f .
ll RESONANCIA
2r !
1 '
]
0 1: 2 3, []
1 w
1
-1k !
1
]
-2F |
1
1
-3F !
1
L}

Cuando ¢/w = 1, los desplazamientos tienden al infinito
=, a este caso se le liama RESONANCIA, La resonancia se presen
ta cuando ia frecuencia de la fuerza exterior es .igual a la
frecuencia propia del mévil, esto es, cuando ¢ = w.

N.2 OSCILACION FORZADA NO AMORTIGUADA:
LA FUERZA EXTERIOR ES CONSTANTE.

En este caso tendriamos la siguiente ecuacidn:

mi(t) + ky(t) = F

+* F : constante.
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Dividiendo entre la masa "m":

Jee) +w? gy = F
m

La solucién de ésta ecuacidn es:

)
K —
—~

® ®

y(t) = A Cos (wt-C) + 7‘:— (1-Cos wt
\-_W —

@: efecto de la oscilacién propia.

@: efecto de la fuerza exterior.

En casos préacticos @es mucho mayor que@ . por lo que:

y(t) = % {1-Cos wt)

F/k = yeist
F

y(t) = yest (1-Cos wt)

La funcién COSENO varia entre 1 y -1. El valor maximo de

* 1-Cos wt ", es 2, ésto se tiene cuando: Cos wt = - 1.

ymax = 2 yestp
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Es decir, el desplazamiento maximo debido a la fuerza
dinémica constante, es dos veces el desplazamiento causado por

la misma fuerza aplicada estaticamente.

Este principio tiene aplicacién en el célculo de cimenta

ciones para maquinaria.
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N. EJEMPLOS I[LUSTRATIVOS

Ejemplo N.1

Para el marco de los ejercicios anteriores. Calcule el
desplazamiento maximo y grafique la variacién del desplazamiento
con el tiempo, si oscila sin amortiguamiento bajo la accidn de u

na carga dinamica lateral F.

a) Si F varia arménicamente con el tiempo con un valor
maximo de 10 Ton, periodo de 0.62 seg, y frecuencia

de 10 rad./seg.

b) Si F permanece constante a lo largo del tiempo con

valor de 10 Ton.

Solucién:

W = 30 Ton.
DATOS : r

F = 10 Ton.
¢ = 10 rad./seg.
Tp = 0.62 seg.
w
*

= 12.3238 rad./seg.
= 4,6445 ton/cm

a) ymax = yestp F.A.

F.A. = 1/[1-(®/w)?]
F.A. = 1/{1-(10/12.3238)%)
F.A. = 2.9277
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yest:F = Flk

yesty = 10/4.6445
uestF = 2.1531 cm

ymax = yestFF.A.
ymax = (2.1531)(2.9277)

b) ymax = 2 yestp

ymax = 2(2.1531)

ult) = yesty {1-Cos wt)

wt Cos wt ']
0 1 0
wi2 = 90° [+] yest
m = 180° -1 2 yest
3nf2 = 270 0 yest
n = 360° 1 §
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V . OSCILACION LIBRE AMORTIGUADA

Se supuso que los sistemas considerados en los Capitulos
B y N, estaban libres de amortiguamiento. En realidad todas
las oscilaciones son amortiguadas hasta clerto grado por fuer-
zas de rozamiento. Estas fuerzas pueden ser de {iceidn o roza -
miento intemto entre las moléculas de un cuerpo que parece el4is -
tico.

En éste caso, consideramos que la fuerza exterior que
ocaciona el movimiento F = 0 y que la fuerza de amortiguamien
to, la cual se se debe a la friccidén interna que se opone al

movimiento R # 0.

Se tiene entonces que:

I + R + K = 0

m (L) + R(L) + kplt) = 0

Para poder resolver ésta ecuacién, se requiere conocer

la funcién de amortiguamiento respecto al tiempo R(t).
si R(t) = R, si el amortiguamiento es constante, se dice

que el amoMigiamiento es seco. S1 el amortiguamiento es en cada

instante proporclional a la velocidad que lleva el mévil en ése
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instante, el amoMiguamiento se llama viscoto,

R(t) = B y(t)

B : constante de proporcionalidad del amortigua-

miento viscoso.

Las observaciones realizadas del comportamiento de.es -
tructuras reales y de modelos de laboratorio, indican gque el
amortiguamiento de las edificaciones es aproximadamente visco-
so. Por lo que éste caso es el que mis interesa en Ingenieria

sismica. Para &1, la ecuacién del equilibrio dinamico queda:
mE(E) + B glt) + kylt) = 0

Dividiendo entre "m":

i+ Biey » Byey =0

Recordando que &/m = w? y haciendo que B/m = 2¢g, de

donde "e" se denomina factor de amowiguamiento,

Plt) +-2e §(t) + w? ylt) =0
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La solucién de ésta ecuacién es:

u(t) = a* e CF cos (w*t-g*)

2
w  A* : amplitud amortiguada Jyo + '”—”’:“9

e : base de los log. naturales, 2.71828182
w* : frecuencia amortiguada, /w? - €2

{* : fase amortiguada, ang tg “%u“og

El movimiento definido por la ecuacién anterior, es osci-
latorio con amplitud decreciente. La grdfica del desplazamien-

to respecto al tlempo toma la siguiente forma:

=
A \J‘—Ttg%’}
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Aunque éste movimiento en realidad no se repite, el in -~
tervalo de tiempo T* = 2n/w*, correspondiente a dos puntos su
cesivos donde la curva toca una de las curvas limites mostra -
das en la figura anterior, se llama cominmente perfodo de {a o5 -
cilacidn amortiguada, Bl amortiguamiento hace que la amplitud A,
se vaya reduciendo en cada ciclo sucesivo.

Consideremos la amplitud maxima entre dos ciclos suce -
sivos:

yl = A* e-Etl

42 o as @ E(TI+T*)

W, a~Ctl . eT*

y2 e € (tl+7T*)
Tomando logaritmos naturales:

ul
Log v2 ET*

Log yl - Log y2 = €T*
= 7
[

6 = ET*

'+ 6 : decremento logaritmico.
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Este resultado se aplica para determinar experimentalmen

te el amortiguamiento de edificios, se considera una propiedad
favorable. A

VIBRACION FORZADA: es una pruels para det ed amorts;

40 con un excitador, el cual tiene un peso de
peso de 2 tonedadas.

VIBRACION AMBIENTAL: utitiza

2.

b muy 4 ibles que d

la oscilasidn de Los edificios provocada por ed
ido ambiental.

PORCENTAJE DE AMORTIGUAMIENTO :

A la relacién €/w expresada en pot ciento, se le llama
porcentafe de amowti, ont,

y se designa por "v".

<
"
glo

si v=1, £ = w, se tiene un amoMiguamiento critico, en )
éste caso, al separar el mbévil de su posicién de equilibrio,-
és8te regresa lentamente a ella sin oscilar.
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Log y1 - Log g2

6 =
E = 6/T*
Vel v = elw
byo“'
® Tk
’ ~
~
’ T AN
] ~
s .o
) “Jo- ._~~~
t

AMORTIGUAMIENTO CRITICO

Habiamos indicado que:

w* = [w? - g2

Tomando en cuenta que: v = Elw



ESTA TESIS MO DEBE
"7 SAUR BE LA BIBLIOTEGA

w* = w {1 - (e/w)?

Por observaciones en estructuras reales y en modelos de
laboratorio,se sabe que en las estructuras comunes de edifica-
cidén, los valores de "u" son muy bajos, varian entre 2% y 7%.

Un valor promedio representativo es v = 5 %.

Conservadoramente, si v = 10 § = 0.10

w* = w {1 - (0.10)2
= w {09

= w (0.995)

Es decir; que préacticamente:
Wew ; T*sT

Por lo que puede escribirse:

v a= g0+ (B vyo)?
{go/w) + uvpo

* =
[4 ang tan o
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Derivando el desplazamiento respecto al tiempo:

-vwt

g(t) = a* e (-uw) - Sen (wt-Z*) w

ot

Derivando nuevamente respecto al tiempo:

-vwt

B(t) = - A% (-ww?) e

(-vw) Cos (wt-C*) w
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V. EJEMPLOS ILUSTRATIVOS

Ejemplo V.1

Para el marco de los ejercicios anteriores. Dibuje la
grafica desplazamiento-tiempo, considerando que tiene un amorti-
guamiento del 5 t y que oscila libremente, después de que se le
aplica un impulso con un desplazamiento inicial de 2 cm y una ve

locidad inicial de 20 cm/seg.

Solucién:

DATOS :

yo=2cm

yo = 20 cm/seg
V=15%=0.05

w* = w = 12,3238 rad/seg
T = T = 0.5098 seg.

Av = [{yo)* + [(yo/w)+(vyo))?

a* = [ (2)7 + [(20/12.3238)+(0.05)(2)}?
A* = 2.6398 cm

C* = ang tan [(yo/w)+(uyo)]/uo

{* = ang tan [(20/12.3238)+(0.05)(2}]/2
{* = ang tan 0.8614

T = 40.7429°

I* = 0.7111 rad.



ymax = A* e

“uvwt
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Cos (wt-T*)

Cuando Cos (wt-{*) = 1 ; wt = {*

ymax = A%

ymax = (2

e—uwt

.6398) (2.718281) ~(0.05)(0.7111)

wt (rad) l t(seg) | a® ”VWT lCos(wt-I;') y {cm)
L* = 0.7111 0.0577 2.5476 1 2.5476
W/2+C* = 2,2819 0.1851 2.3552 Q0 0
m+{* = 3.8527 0.3126 2.1773 -1 -2.1773
3m/2+8* = 5.4235 0.4400 2.0128 [} 0
2n+{* = 6.9943 0.5675 1.8608 1 1.8608
Sw/2+L* = 8.5651 0.6949 1.7202 0 0
3r+{* =10.1359 0.8224 1.5903 -1 -1,.5903
7n/2+L* =11.7067 0.9498 1.4702 Q 0
4m+L* =13,2775 1.0773 1.3591 1 1.3591
9n/2+L* =14.8483 1.2047 1.2564 (4] 0
ST+L* =16.4191 1.3322 1.1615 -1 -1.1615
11w/2+8* =17.9899 1.4596 1.0738 Q0 0
6n+L* =19,5607 1.5871 0.9927 1 0.9927
13m/2+0% =21.1314 1.7145 0.9177 0 0
Tn+L* =22.7022 1.8420- 0.8484 -1 -0.8484
15m/2+L*% =24.2730 1.9694 0.7843 0 [}
8m+{* =25.8438 2.0969 0.7251 1 0.7251
17w/2+48% =27.4146 2.2243 0.6703 [} 0
gn+f* =28.9854 2.3518 0.6197 -1 -0.6197
19n/2+{* =30.5562 2.4792 0.5729 0 [}
10m+{* =32.1270 2.6067 0.5296 1 0.5296
21w/2+0* =33.6978 2.7341 0.4896 0
11m+L* =35.2686 2.8616 0.4526 -1 -0.4526
235/2+L*% =36.8398 2.9890 0.4184 [} 0
12m+{* =38.4102 3.1165 0.3868 1 0.3868
25m/2+0* =39.9810 3.2439 0.3576 0 0
13m+{* =41.5518 3.3714 0.3306 -1 -0.3306
27w/2+0* =43.1226 3.4988 0.3056 0 0
14w+L* =244.6934 3.6263 0.2825 1 0.2825
29m/2+L* =46.2642 3.7537 0.2612 [ []
15m+{* =47.8350 3.8B12 0.2415 -1 -0.2415
31n/2+0* =49.4058 4.0086 0.2232 [} 0
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1. OSCILACION FORZADA AMORTIGUADA

8i el sistema considerado en el Capitulo anterior esta
sujeto a una fuerza periédica F(t). La ecuacién del equilibrio

dinémico queda en éste caso:

mp(t) + R (t) + & g(t) = F(t)
Suponiendo un amortiguamiento viscoso:

m(t) + B y(t) + & y(t) = F(t)

Para resolver &sta ecuacién necesitamos conocer la fun -

cidén F(t). Consideraremos los casos siguientes:

VI.1 OSCILACION FORZADA AMORTIGUADA,
LA FUBRZA EXTERIOR ES UNA FUNCION

ARMONICA DEL TIEMPO.
Se tiene entonces que:

F(t) = F Sen ¢t
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~ . F : valor maximo que toma la fuerza.

¢ : frecuencia de la fuerza.

[} I (8 '}
n/2 3n/2 5m/2 m/2 an/2

La ecuacién del equilibrio din&mico para el amortigua -

miento viscoso queda:
m §(t) + B y(t) + ky(t) = F Sen gt

Dividiendo entre "m" y considerando que: &/m = w? ;

B/m = 2 = 2uw, se tiene:
)+ 2 vw i(t) ¢ w7 y(t) ~f sen ot

La solucién de ésta ecuacién se puede escribir:

y(t) = a* oUWt o5 (wt-C*) oE (F.A.)}% Sen (gt-§)

— v RN, )

® @
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w (@) : representa el efecto de la oscilacién propia.
(@ : representa el efecto de la fuerza.

(F.A.)* : factor de amplificacién dindmica amortiguado gque
vale:

(F.A)* = [ [1-(¢/w)?]? + A VT (g/w)t

. - 2 vig/w)
E : fase = ang tan i(e/w) ?

En los casos de interés practico (2) es mucho mayor que

@ - Por lo que aproximadamente:

y(t) = ;,E (F.A.)* Sen (¢t-§)
%0 Flk = yesty (desplazamiento estdtico debido a {a tuerza
de valoy mdximo F.)

Para una mejor interpretacién de los conceptos anterio -
res. Tabulemos y grafiquemos el factor de amplificacién en
funcién de la razdn de frecuencias para distintos valores del

porcentaje de amortiguamiento :



F.A.* 5
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¢/ w
0 0.5 1.0 1.5 2
U lrmye [(pa)e | (FRY* | (FA)* |(FA)*
0 1 1.33 - 0.800 0.333
0.1 1 1.32 5 0.777 0.330
0.2 1 1.28 2.50 0.721 0.322
0.3 1 1.24 1.67 0.649 0.309
0.4 1 1.17 1.25 0.577 0.294
0.5 1 1.10 1 0.512 0.277
0.6 1 1.04 0.83 0.456 0.27_0

F.A.* =

S
[T1-({o/w) 71 +4v? (p/w)?

(=]
-

/ I
va=20
|
// !
v = 0.1
|
] | v = 0.2
v 0.4
v 0.5
v 0.6
l —
2

3 9lw
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Observamos que la amplitud de la oscilacién forzada pue
de mantenerse pequefia escogiendo una constante de amortigua =
miento viscoso 8, grande, o manteniendo la frecuencia natural

Yy la frecuencia forzada bastante separadas.

El valor maximo de F.A.* no ocurre para ¢/w = 1 .Para ell~

si consideramos que ¢/w = Z, tenemos:

F.A.* = 7“%4(1_2 )? :=4=u=zz§

Derivando respecto a Z, se obtjene:

2= /1~ 2u"

v l 4 I FA*max
0.1 0.9899 5.0252
0.2 0.9592 2.5515
0.3 0.9055 1.7471
0.4 0.8246 1.3638
0.5 0.7071 1.1547
0.6 0.5291 1.0416

Se observa que la amplificacién disminuye al aumentar el

amortiguaniento. La zona de RESONANCIA queda definida por:

]
0.7 = S 1.3
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VI.2 OSCILACION FORZADA AMORTIGUADA:
LA FUEBRZA EXTERIOR ES_UNA FUERZA CUALQUIERA.

Si se supone amortiguamlento viscoso, la ecuacidn del

equilibrio din&mico se puede escribir:
m {(t) + P g(r) + &y(t) = F(T)

Dividiendo entre "m" y recordando que: &/m = w? ;

B/m = 2 = 2vw.

) + 2 vw G(E) ¢ @ gle) =F (¢)

La solucidén de esta ecuacién diferencial- es:
y(t) = .‘—1,! —L—H: o “Uwit-2) sen w(t-Z) dz
v o : representa el tiempo de la fuerza.

Para un mejor entendimiento de la anterior expresidn, se
obtendra4 fisicamente. Suponemos que la fuerza varia con el

tiempo en esta forma:
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/—-I MPULSO

L

0 ———p W—2z t

Consideramos Gnicamente un impulso (fuerza que actia en
un pequefio intervalo de tiempo en el instante "0"), A este im-
pulso F(o), se deben los desplazamientos que se suponen armé -

nicos.

ry(t)
1
— o ﬁ_.!

™~ ™\
NS s

y = yo Cos wt + “BWSen wi

Siyp=20 H y-‘%Senwt

Pero el tiempo es t-o, porque cuando t<U, todavia no ac-

tia el impulso:

] =’L(% Sen w(t-o)
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Por otro lado aplicando el principio de la cantidad de
movimiento:

Fuerza x tiempo

=

masa X velocidad
F(0) @0 = m jo

oom—
F(o} do MSen w(t=-0)

LE(0) -
v ="y Sen w(t-0) do

Pero y, se debe a un impulso, por lo gue sustituimos
por dy.

ay =EL8l sen w(t-0) a0

) El desplazamiento total es la suma (integral) de los des
plazamientos de todos los impulsos:

y=1§ F(g) Sen w(t-0) do
w m

Si en la deduccidén anterior, se incluye el amertiguamien
to, se llega a:

e ~vw(t

—
"1
g

%) gen {w(t-0)] do

rsp—-

~

® v
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que es la expresidén obtenida con anterioridad. A la integral A
se le llama la Integial de Duhamel ¥y es de gran importancia en

Ingenieria Sismica.

V.3 QOSCILACION FORZADA AMORTIGUADA:
LA FUERZA EXTERIOR ES EL EFECTO DE UN SISMO.

Un sismo se define por el acelerograma que da la varia -

cién de la aceleracién del terreno en la base de la estructura

(Uo(t)).

u(t)
189
gy
()
Uo(t)
Uo(t)
o (t)

.

NOMENCLATURA:

desplazamiento de la estructura relativo a su base
velocidad de la estructura relativo a su base.
aceleracién de la estructura relativo a su base.
desplazamiento del terreno.

desplazamiento del terreno en la base de la estructura,
velocidad del terreno en la base de la estructura.

aceleracidn del terreno en la base de la estructura.
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. 4
Uo(t)

o(t)

——bUo(t)

Denominando Uh(t) al desplazamiento del terreno por sis-
mo a la profundidad h, Uo(t) al desplazamiento del terreno a
la profundidad o, en la base de una estructura, y(t) al despla
zamiento relativo de la estructura respecto a su base, en la
masa de la estructura actuard durante un sismo la aceleracién
yle) + 'L'vo(t) y como no actiia no actGa ninguna fuerza exterior
la ecuacidn del equilibrio dindmico de una estructura de un
grado de libertad queda:

m [G(t) + Go(t)] + B () « ky(t) =0

de donde puede obtenerse:

mi(t) + B H(t) + ky(t) = - m Uo(t)

Dividiendo entre "m":

5
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FlE) + 2 vw g(t) + w? g(t) = Uo(t)

Se elimina el signo negativo por ser irrelevante en el
segundo miembro de la igualdad anterior, ya que el signo es
alternante.

Comparando ésta ultima expresién con la escrita al final
del subcaso anterior es evidente que la solucién es:

pt) = 11 foto) e (™9 sen (w(t-0)] do

Es importante destacar gue el comportamiento sismico pue

analizarse como si actuase una fuerza exterior de valor

- m Uo(t), pero en realidad el sismo no es un problema de fuer

za exterior impuesta a la estructura, sino de deformacién im -

puesta.

HOR Lo(e)
~—

n L

———
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Interesa el desplazamiento méximo, para el cual se ten -

dran los elementos mecdnicos internos maximos.

Este vale:

ymax = i | § Uo(o) e P%(t=9) gen [w(t-0)] do  max

Al valor maximo de ésta integral se le llama espectro de
vedocidad y se representa por "sv":

sv =11 Uo(o) e “vw{t-olg, [w(t-0) do Imax

sv
ymax = =,
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¥Vi. EJEMPLOS ILUSTRATIVOS

EJEMPLO V.1

En el marco de los ejercicios anteriores. Con amortigua-
miento v = 5 %, queda sujeto a una fuerza din&mica de variacién
arménica cuyo valor es de 10 Ton, y cuya frecuencia es de 10 rad/seg
Calcule el maximo desplazamiento y dibuje la variacién del desplaza-

miento respecto al tiempo.

Solucién:
W = 30 Ton
DATOS: F
-
F = 10 Ton.

@ = 10 rad/seg.

‘l‘p = 0.62 seg.

w = 12.3238 rad/seg.
& = 4.6445 ton/seg.
U=5%=0.05

ymax = yest:F (FA)* Sen (ot-£)

(FA)* = 1//T1-(g/w)?]? + 4 vi(o/w)?

Como el valor maximo de la funcién SENO es 1, se tiene:

ymax = yest o (FA)*

yest = Flk
yesty = 10/4.6445

yest = 2.1531 cm.
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(FA)* = 1//[1-(10/12.3238)%]7 + 4(0.05)2(10/12.3238)?
(FA)* = 2.8484

ymax = (2.1531 cm)(2.8484)

FASE de la FUERZA:

€ = ang tan [2 v(e/w)] / [1-(p/w)?]
§ = ang tan [2(0.05)(10/12.3238) / (1-{10/12.3238)2}
¢ = ang tan 0.2376
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TI.ANALISIS SISMICO-DINAMICO

Definicién

Se denomina an&lisis din&mico al procedimiento que permité cal
cular la respuesta de una estructura, en funcién del tiempo, ap
te la accién de una carga que es también variable con el tiempo.
La respuesta que con mayor frecuencia se calcula es el desplaza
miento, ya que si se conoce la posicién de los puntos de la es-
tructura en cada instante, es posible también conocer los ele -

mentos mecdnicos internos en cada instante.

Se ilustra en seguida la definicidn anterior para el caso sen~

cillo de una estructura de un sé6lo grado de libertad:

— e ylt) ?

PR

Conocida la funcidén F(t)

determinar y(t).

Se observa que la diferencia de un andlisis dindmico con un -
anélisis estAtico estriba en que el primero incluye el efecto
del tiempo en tanto que el segundo, no. Aparte de esto, los dos
procedimientos se rigen por los mismos principios; las relacio-

nes entre fuerzas internas y desplazamientos son idénticas.
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Las acclones exteriores variables con el tiempo y que requie--
ren an&lisis dindmicos son por ejemplo el sismo, el viento y la
carga de los vehiculos sobre los puentes., Otras acciones tienen
una variacién muy lenta con el tiempo y por ello se caracteri--

zan como cargas est&ticas, por ejemplo las cargas vivas sobre -
los edificios.

Cuando la accién exterior es el sismo, el andlisis se denomina

"sismico~din&mico" y en forma sencilla se resume como sigue:

i

uit) _.'-'-—'-\'.

JEPSOREEN

Vo
Conoclda la funcién:

ij.o(t) (acelerograma de un
sismo en la base de —W—*
t

la estructura.)
Encontrar la funcién: ¥

y(t) (desplazamiento de la

parte superior de la ___%W_,
estructura. ) R t
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En el caso de estructuras de un grado de libertad, puede sim--
plificarse el problema porque el desplazamiento que interesa es

el méximo, que como se vié en el Capitulo anterior, vale:

3

ymax = ;ll-lljiio('r)e'"“'(t'” sen{w(t-1)] drlmax

Al valor absoluto maximo de la integral:

t
fio(t)e YW {t=T) genfw(t-1)] dr

se le llama "Espectro de velocidad" y se le representa por Sv:

13
sv = |f o(r)e™ ™t ) senfw(t-1)] at | .,

sv
ymax = w

La integral anterior no puede resolverse directamente porque -
la funcién 'U‘o('r) no es integrable. Esta funcién es el acelero--
grama registrado en la base de la estructura durante el sismo -

cuyo efecto interesa estudiar.

La integral se resuelve por diferencias finitas, discretizando



- 104 -

el acelerograma en impulsos que actUan a un intervalo Art.

NAVAY IR
NV Vo

ﬁo(t)

ACELEROGRAMA REAL

ACELEROGRAMA DISCRETIZADO

Se recomienda tomar AT = 0.10 T, siendo T el periodo de la es-

tructura por analizar.

De esta manera:

- e -vw(t-T)
sv = | £ Uo(T)e sen[w(t-T) AT 'max

Existen programas de computadora que aplican este procedimien-

to para la obtencién de espectros a partir del acelerograma.
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De la expresidén obtenida para la oscilacién libre no amortiguada:

y(t) = A Cos (wt-G)

ymax = A

Derivando se obtiene la velocidad:

g(t) = - w A sen(wt-Z)
gmax = w A
jmax =  w ymax

Derivando otra vez se obtiene la aceleracién:

¥(t) = - w? A Cos{wt-G)
jmax = w? A

ymax = w? ymax

ymax = w ygmax

De estos resultados se infiere que a partir del espectro de -
velocidad se pueden obtener espectros de desplazamiento "Sd" y
de aceleracién "sa" mediante las expresiones:

sd = sv/w

Sa = w Sv
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En la prictica de disefio el m&s usual es el espectro de acele
raciones, gradfica que en funcién del perfodo de una estructura
permite obtener la aceleracién méxima de la misma durante un -

sismo conocido por su acelerograma.

max

=5 %
/U

real

/.suavizado

ESPECTRO DE ACELERACIONES

(espectro de respuesta para un sismo
cuyo acelerograma se conoce. )

Del cAlculo se obtiene una curva irregular, con muchos picos,

la que se suaviza por procedimientos matematicos.

tio(t)

ACELEROGRAMA
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A la envolvente de los espectros de respuesta de los sismos -
que probablemente ocurrirén en la vida de la estructura, se le

1lama espectro de disefio.

max

Espectro de Disefiocomo envolvente de

espectros de respuesta.

Los reglamentos de construccién suelen incluir espectros de -

disefio para las estructuras en la zona de su jurisdiccién.

imax/g

N /c(Tb/’l‘)r

Ta Tb T

Espectro de Disefio en
Reglamentos Mexicanos.
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Por lo que con fines de disefio, el problema se reduce a cal--
cular el periodo T de la estructura, con &ste entrar al espec-

tro de disefio y obtener la aceleracién sismica méxima:

jmax/g

r

ymax/g
X

La fuerza equivalente que se consideraré para el analisis --

sismico sera:

F=m. jmax
F = (w/g) . jmax

F = w . Lectura en el espectro

A.ésta lectura en el espectro correspondiente al periodo T de

de la estructura, se le denomina "Coeficiente Sismico".

Es importante hacer notar que estas consideraciones son vali-

das para estructuras con comportamiento elastico-lineal.
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Analicemos el siguiente sistema:

p—6.00 M —

DATOS:

30 cm 60 cm
30 cm 30 cm
COLUMNA TRABE

E = 200 000 Kg/cm? (CONCRETO REFORZADO)

En el marco anterior, para su solucién, se pueden sepa -
rar la accién de sus cargas y analizarlas por separado, de -la

siguiente forma:
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30 Ton 30 ton

10 Ton 10 ton
= +

CARGA VERTICAL

CARGA HORIZONTAL

a) ANLISIS POR CARGA VERTICAL:

a.l Momentos de Inercia.

N 3

coLumnas : 1c = 3930 . 67 500 cm
k]

TRABE : It = 30X80- . 540 000 cm

a.2 Rigideces.




- 12 -

Tgp = 4 EI/L = 4E(67 500)}/400 = 675 E

@B = ¢C (SIMETRIA)

Tpe = 2 EI/L = 2E(540 000)/600 = 1 800 E
L=2475E

a.3 Factores de Distribucién.

Fd,, = 675 E/2 475 E = 0.27

BA
Fd,, = 1 800 E/2 475 E = 0.73
L= 1.00
a.4 Momentos de Empotramiento Perfecto (b/n), -ﬂ§
W=30 Ton
M
B,/ \.c
Mge Men
A
Mge) = gl
M = wl?= WL = 30x6 = 15 ton-m
BC 12 12 12
M =My, = 0

AB BA
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a.5 Momento de Desequilibrio (nudo B).

MdB = Me, + Me

BA BC

Md =0 + 15 = + 15 Ton-m

a.6 Momentos debidos al giro.

'HOBC = - 15(0.73) = - 10.95 Ton-m

HOBA = - 15(0.27) = - 4.05 Ton-m
L = - 15.00 Ton-m

a.7 Momentos de Transporte.

Mtyn = ft Meg, = $(-4.05) = - 2.025 Ton-m

AB
ft'= ¥ (barré doblemente empotrada de EI = Cte.)
NOTA : No se transporta de B a C, porque ya se impuso la condi

cién de SIMETRIA (OBC = 2 EI/L).

a.8 Momentos Totales.

Mtotal = Me + My + Mt

M = 15.00 - 10.95 = 4.0S
BC

Mpp = 0 - 4,05 = -4.05

0.00
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MAB= -~ 2.025 Ton-m

NOTA : éstos momentos son de b/n.

a.9 Momentos Flexionantes.

Los momentos flexionantes son de 1zquierda a derecha y

dependen de un sentido de recorrido (SR).

Mpg = + 2.025 {se cambia de signo al de b/n, porque es contra-
rio al de izquierda a derecha).

HBA = - 4,050 {se conserva el signo al de b/n, porque es en la
direccién de izquierda a derecha).

MBC = - 4.050

-- =
WL/8 = 22.5 Ton-m (Misostatico).
Mtmax= 22.5 -~ 4.05 = 1B.45 Ton-m

sosf Y ws,.l

2.025 2,025
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a.10 Fuerzas Cortantes.-

Por simetrfia:

RVA = RvD = W/2 = 15 Ton

Ailslando AB:

4.05

RH, — 2,025

A

Aplicando la definiciéon ‘de momento flexionante:

- 4.05 = ~ RHA (4) + 2.025 RHA = 1,52 Ton

1.52 1.52

DIAGRAMA DE CORTANTES
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a.ll Fuerzas Normales.

Los cortantes en la trabe, son normales en la columna y

viceversa. Por lo tanto tenemos:

DIAGRAMA DE FUERZAS NORMALES

b) ANALISIS POR CARGA HORIZONTAL.

b.1 Rigideces.

B 4C
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® = - G (ANTIMETRIA)

. & BI _ 6x540,000 . _
T = ———366-— E . S 400 E

BC L
r =48EI = 4x67,500 E = 675 E
BA L 400

L= 6 075 E

b.2 Factores de distribucién.

Fd,. = 5,400 E/6,075 E = 0.89

BC

FdBA = 675 E(6,075 E= 0.11

1.00

b.3 Momentos de Empotramiento.

M
B c

Me,, = 0

BC
Para la barra AB:

F ficticia B -
- Me = 100 (supuesto)

e
A ficticio
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b.4 Momento de desequilibrio.

MdB = 0 + 100 = + 100 Ton-m

b.5 Momentos debidos al giro.

HQBC = 0.89(-100) = -~ 89 Ton-m

H@BA = 0.11(-100) = -~ 11 Ton-m
L = -100 Ton-m

b.6 Momentos debidos al Transporte.

Mtgy = Mog, ftyg,

Mt = = 11(%) = - 5.50 Ton-m (b/n)

BA

NOTA :no se transporta de B a C porque ya se.impuso la condi-
cién de antimetria. :

b.7 Momentos Totales.

MT=Me-va+Ht

MT = 0+ (-89) + 0 = ~ 89 Ton-m
BC
M, = 100 + (-11) = + 89 Ton-m
BA R
L= 0
Mp = 100 + 0 + (-55) = 94.5 Ton-m
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b.8 Momentos Flexionantes I SR

HAB = -« 94.50 Ton-m

B = 89.00 Ton=m

HBC = 89.00 Ton-m

DIAGRAMA DE MOMENTOS
(ficticios)

Aislando la columna AB:

89 Ton-m

-— =94.5 Ton-m

RHA
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Aplicando la definicién de Momento:
89 = RHA (4) - 94.50 RH, = 45.87 Ton

p =

Aislando la columna CD:

c
-89 Ton-m
H 94.5 Ton-m
RHD b
de donde por definicién: RH = 45.87 Ton

F ficticla __ »

45.875 «— 45,875 «—

F ficticia = 45.875 X 2 = 91.75 Ton

. F real _10.00
@ * F ficticia - 91.75

= 0.1090

o = 0.1090
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Multiplicando los momentos ficticios por "a", obtenemos

. los momentos reales debidos a una fuerza F = 10 Ton.

Mpp = - 94.50(0.2090) = - 10.30 Ton-m
MBA = 89.00(0.1090) = 9.70 Ton-m
MBC = 89.00(0.1090) = 9.70 Ton-m

10.30 10.30

DIAGRAMA DE MOMENTOS

(reales)

Poniendo en equilibrio el marco total:

10.30

5.00 «— 5.00 ¢

TRVA l Rvp



iy
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M, = 0

D
RVA(G) - 10.30 + 10(4) - 10.30 =0

Por IFy = 0

DIAGRAMA DE CORTANTES

DIAGRAMA DE NORMALES

Rv

Rv

A

D

= -3.23 Ton }

= 3,23 Ton t
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Ahora sumamos los elementos obtenidos en cada anélisis:

2.025 2.025 1.52 1.52 15 15

[
w
N
w

10.30 10.30 5

18.23

11.77
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Obtencidén del momento méaximo:

3_2 - 11.77 Xx'= 2.354 m

Mmax = 5.65 + [$(11.77x2.354)] = 19.50 Ton-m

Reacciones en el Marco:

F = 10 Ton W = 30 Ton

—_—

8.275 12.325
3.48¢—— 6.53¢

111.77 118.23

——5.00 M ——

Comprobacién del equilibrio entre fuerzas y reacciones:

ILFx = 0 ; 10.00 - 3.48 - 6.52 = 0 ; 10.00 - 10.00 = O
IFy = 0 ; 11.77 - 30.00 + 18,23 = 0 ; 30.00 - 30.00 = O
ZHD =0 ; 11.77(6) - 8.275 + 10(4) - 30(3) - 12.325 = 0

110.6 - 110.6 = O
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Las incégnitas en éste método son los desplazamientos de
los nudos (los nudos son los apoyos, extremos libres en voladi

zos 0 en los puntos donde concurren dos o mis miembros).

a) ANALISIS POR CARGA VERTICAL

W = 30 Ton

Ic=I = 67 500 cm*
I =81 = 540 000 cm*
200 000 Kg/cm?

o
"

Q

(a3

o
[]
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a.l Solucién Particular.

W = 30 Ton

a.3 Momentos de Empotramiento en los nudos B y C:

My = -wL?/12 = -WL/12 = -(30x6)/12 = =- 15.00 Ton-m

M, = wL?/12 = WL/12 = (30x6)/12 = 15.00 Ton-m
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a.4 Rigideces en los nudos para los diferentes estados

de deformacién:

Para 6B = 1 Para 6C =1
kAB = 2EI/L = 2EI/4 = 0.5 EI kBC = 2EL/L = 2E(8I)/6 = BEI/3
4BB. = 4EI/L = 4EI/4 = EI #CCq, = 4EI/L = 4E(8I)/6 = 16EI

kBBT =4EI/L= 4E(81)/6 = 16EI/3 kCCc = 4EI/L = 4EI/4 = EI

#CB = 2EI/L = 2E(8I)/6 = BEI/3 &DC = 2EI/L = 2BI/4 = 0.5 EI
MB =+6EI/L?= +6EI/4? = $3E1/8 Mc==SEI/L2- +6EI/4? = +3EI/8

a.5 Las ecuaciones de equilibrio son:

HB+I¢BB6B+I¢BCGC=0
McbeBOB+kCCOC=0

Sustituyendo valores:

- 15.00 + 19EI/3 6B + BEI/3 6C = 0
15.00 + BEI/3 6B + 19EI/3 6C = O

a.6 Solucidén del sistema:

eB = 4,090909/EI
eC =-4,090909/EI
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a.7 Célculo de los momentos reales en el marco.

M, = #AB 6B

M = kBB 6B
c
HBC=kBBTGB#ABCBC-HB

M -kCBSBOwCTGC+Hc
M =bcccec

&kDC 6C

Sustituyendo valores:

M, = 0.5 EI{4.090909/EI) = 2.0454

AB

Mgy = EI(4.090909/EI} = 4.0909 .

Mge = (16EI/3)(4.090909/EI) + (8EI/3)(-4.090909/El) - 15--4.09
MCB = (BEI/3)(4.090909/EI) + (16E1/3)(~4.090909/E1) + 15 4.09
Mop = EI(-4.090909/El) = -4.0909

Mpe = 0.5 EI{~4.090909/E1) = -2.0454

a.8 Céalculo de las reacciones en el marco.

Tomando base en los resultados anteriores, podemos cal ~

cular las reacciones internas del sistema:
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MBC M

CB
Fi W=30 Ton F3
l C1l —p @w «-C2 l
- Cle=—— —»C2
M M
BA F2 F2 ¢p

s Ype \_J

!

Fl F3

Cc1

Donde:

Cl = (Mpp + Mga)/L = (2.0454 + 4.0909)/4 = 1.5341 Ton.
€2 = (Mep + Mpc)/L = (4.0909 + 2.0454)/4 = 1.5341 Ton.

F2 = wl/2 = W/2 = 3¢/ 2= 1510000 Ton.
Fl = F2 = F3 = ,12.0000 Ton.

a.9 Reacciones en el marco.

W = 30 Ton




-'130 -

a.10 Comprobacién del equilibrio entre fuerzas externas

y reacciones.

EFX 0 ; 1.5341 - 1.5341 = 0

EF‘y=D:15—30+15=0:30—30=0
M

L
i=]

; 15(6) + 2,0454 - 30(3) - 2.0454 = 0 ; 90 - 90

a.ll Diagrama de los elementos mec&nicos.

A y -
2.0454 2.0454

DIAGRAMA DE MOMENTOS

{ Ton-m }
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1.5341 1.5341

DIAGRAMA DE CORTANTES
{ Ton )

1.5341

DIAGRAMA DE NORMALES
{ Ton )
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b) ANALISIS POR CARGA HORIZONTAL.

10 Ton
T

b.1 Solucién Particular.

M, M
10 Ton _,( B c’.} v
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b.2 Solucién Complementaria.

V = - 10 Ton.

b.4 Rigideces en los nudos para los diferentes estados

de deformacién.

Para 6y = 1

*AB = 2EI/4 = 0.5 EI
kBBC = 4EI/4 = . Bl
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kBBT = 4E(B8I}/6 = 16EI/3
kCB = 2BE(BI)/6 = 8EI/3

kAo = * 6E1/4% = + 3E1/8

B8

Para ec =1

&BC = 2E(81)/6 = BEI/3
kCCT = 4B(B1)/6 = 16EI/3
#CCp = 4BI/4 = EI

ADC = 2E1/4 = 0.5 EX

Moo= 6E1/4% = ¢ 3E1/8

Para A = )

#A, = 6E1/4% = - 3EI/8
B, = ~6EI/4? = -~ 3E1/B
&C, = -6EI/4? = - 3EI/B
&D, = -6EI/4? = ~ 3BI/B
&AM
kAA

g™ * 12E1/4* = £ 3E1/16

o= * 12B1/4° = = 3E1/16
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b.5 Las ecuaciones de equilibrio son:

MB*hBBGB+I¢BC8c+ chAAm 0
HC*kCBGB4I¢CCSC+ M!AA=O

V‘MBGB‘MCGC" (MAB*MQ:)A=O

Susituyendo valores:

¢ + 19EI/3 OB + BEBI/3 Bc - 3EI/8 A =0
0 + 8EI/3 85 + 19E1/3 Bc ~ 3EI/8 A =0
- 10 - 3EI/8 95 - 3E1/8 ec + 3E1/8 A =0

b.6 Solucién del sistema:

6y = 1. 212121/E1

8p = 1.212121/E1

A = 29,090909/E1

b.7 Calculo de los momentos reales en el marco:

Mpp = kAB 9B - k.AAA = 0.SEI(1.21/EI) - (3EI/8)29.09/EI
Mga = kBBC OB - ItBAA = EI{1.21/ET) - (3EI/8)29.09/E1
MBC = hBBT GB + KBC 8, = (16E1/3)1.21/E1 + (8EI/3)1.21/E 1



CB
CD
DC

#CB 8g
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+ hCCTeC= (BEI/3)1.21/EI + (16E1/3)1.21/E

kCCC BB - kCAA = EI(1.21/EI) - (3EI/8)29.09/EI
&DC 80

- IIDAA = 0.5EI(1.21/EI) - (3EI/8)29.09/EI

De donde se obtiene:

10.3030 Ton-m
9.6969 Ton-m
9.6969 Ton-m
9.6969 Ton-m
9.6969 Ton-m

10.3030 Ton-m

b.8 Cé&lculo de las reacciones.

10 Ton

lC CBDT c3
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Donde:

Cl = (MAB + MBA)/L = (10.3030 + 9.6969)/4 = 5.0000 Ton
c2 = (HBC + MCB)/L = { 9.6969 + 9.6969)/6 = 3,2323 Ton
C3 = (HCD + HDC)/L = (9.6969 + 10.3030)/4 = 5.0000 Ton
F1 =C2 = F2 = 3.2323 Ton

b.9 Reacciones en el marco.

10 Ton —»
B c
10.30301 A D | 10.3030
*—35 *~——5
3.2323 3.2323

Comprobacién del equilibrio entre fuerzas externas y

reacciones:

EFX = 0 ; 10.0000-5.0000-5.0000 = 0 ; 10-10 = O

zF“ = 0 ; -3.232343.2323 =~ 0

IM. = 0 ; -3.2323(6)~10.3030+10(4)-10.3030 = 0 ; -40+40 = O

b H

b.11 Diagrama de los elementos mecanicos.
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9.6969
e | &
i

. 10.3030 310.3030

DIAGRAMA DE MOMENTOS
{ Ton-m )}

3.2323

v
(2]

DIAGRAMA DE CORTANTES
{ Ton )

3.2323 3.2323

DIAGRAMA DE NORMALES
{ Ton )
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Ahora sumemos los elementos obtenidos en cada anédlisis:

2.0454 2.0454 1.5341 5

5
N
10.3030 10.3030 3.2323 3.2323
6.5341
5.604
N

A M
8.2576 12.3484  3.4659 6.5341 11.7677 18.2323
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Obtencién del momento maximo (Mmax).

30 . 11.7677 .. .. 2,383 m
6 z
Mm&x = 5.606 + [4(11.7677%2.3535)]

Mmax = 19.4536 Ton-m

Reacciones en el marco:

W = 30 .Ton

10 Ton ——p

4.00 m
D
8.2576 12.3484
) =)
4—~ 3.4659 ¢—— 6.5341
11.7677 18,2323

.00 m ———
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Comprobacién de equilibrio entre fuerzas externas y

LF, = 0 ; 10.0000-3.4659-6.5341 = 0 ; 10-10 = 0

EFU = 0 ; 11.7677+18.2323-30.0000 = 0 ; 30-30 = O

My = 0 11.7677(6)-8.2576+10(4)-30(3)-12.3484 = 0
110.606-110.606 = 0

OBTENCION DEL DESPLAZAMIENTO LATERAL (A):

Me = 100 Ton-m

Me = 100 Ton-m (ficticio)

Me = 1i A

. ri{ : rigidéz lineal ~ 6EI/L? (barra recta con EI = Cte.)

Me - B 4

A = MeL? « 100%10°%400% = 19.7531 cm

6EI 6x2x10°x67500
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Afict. = 19.7531 cm
a = 0.1090
Areal = Afiet. o = 19.7531x0.1090

Areal = 2.1531 cm

Es decir, el desplazamiento lateral real que experimenta
el marco por la accién de la fuerza externa F = 10 Ton, es:

A = 2,1531 cm.

OBTENCION DE LA RIGIDEZ DEL MARCO.

&k =

i)

k= 10.0000 Ton
2.1531 cm

& = 4.6445 Ton/cm

OBTENCION DEL, PERIODO.

T =21 / m/k

. m : W/g = 30/981 = 0.3058 Ton-seg?/cm
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- 0.03058 Ton-seg?jcm |
T =2r /4.6445 Tonfcm

T = 0.5098 seg.

OBTENCION DE LA FRECUENCIA ANGULAR.

€
n
ol

2n
W = 575098 ° 12.3240 rad/seg

w = 12.3240 rad/seg.
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CONCLUSIONES

El efecto del sismo, es uno de los efectos mas impor-
tantes que deben considerarse en el analisis de estruc
turas. Para el caso de estructuras sencillas, los re -
glamentos de construccién contienen disposiciones que
deben aplicarse para el andlisis. Sin embargo, el Inge
niero Civil stlamente podra aplicar adecuadamente ésas
disposiciones sl conoce los fundanentos de las mismas.
Por ésa razén, debe tener un claro conocimiento de los
principios de la Din&mj:ca Estructural en gue se basa el
"anilisis sismico" y en que se basan los reglamentos de

construccién.

Aun cuando suele idealizarse el an&lisis por sismo a
una estructura como el efecto de una carga lateral gue
obra sobre la estructura, es importante tener en cuenta
que:

a) En verdad no existe ninguna fuerza lateral durante el
sismo. El sismo es un efecto de deformacién impuesta.
Lo que en realidad existe es un movimiento en la base

de la estructura.

b

Los efectos que la vibracién sismica causan en la es-
tructura son "efectos dinamicos” y por lo tanto estan

en funcién del tiempo, es decir, dependen de la "his-
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toria de carga" de la estructura y dependen de las

caracteristicas dindmicas proplas de la misma.

El amortiguamiento es una caracteristica favorable de
las estructuras. A mayor amortiguamiento, los desplaza-
mientos inducidos por una accién din&mica exterior, se-
rén menores y una vez gue cesa ésa accién, la estructura
recuperard mas radpidamente su posicién de equilibrio.

Por ésta razén resulta importante definir cual es el a-
mortiguamiento real de las edificaciones que cominmente
se construyen. Para eso pueden realizarse experimentos
de vibracién forzada en las que el factor de amortigua-
miento se obtiene por la realcién del decremento loga ~

ritmico entre el periodo.

El amortiguamiento tiene un efecto tan importante, gue
nos abre otra posibilidad de diseflar las estructuras pa
ra que se comporten adecuadamente bajo la accién sismi-
ca; en vez de darle mayor resistencia para soportar los
efectos sismicos, se le dA mayor amortiguamiento para
que los efectos sismicos sean menores. Este enfoque de
disefio sismico est4 actualmente en proceso de investi-

gacién y desarrollo.

Los espectros sismicos que se han obtenido en éste tra

bajo a partir de los fundamentos de la Dinamica, son eg
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pectros eldsticos porque en las ecuaclones fundamenta-
les de equilibrio se ha incluido la hipétesis de que

el comportamiento de la estructura es el&stico-lineal,
es decir, que durante todo el proceso, la relacién en-
tre fuerzas y deformaciones es constante y que al ce -
sar la accién sismica, la estructura recupera su forma

original.

Esta hipStesis no se cumple en las estructuras reales
sujetas ;a sismos violentos, ya gue en ellos, el siste-
ma incurre en un comportamiento ineléstico: las fuerzas
no son proporcionales a las deformaciones y la estruc-
tura queda con una "deformacién heredada” al pasar el

sismo Intenso.

Para obviar ésta dificultad, se desarrollan espectros
inelé&sticos o se corrigen los espectros el4sticos tomap
do en cuenta la "ductilidad" de la estructura. Este te

ma se escapa del alcance de ésta Tesis.

El autor de éste trabajo espera haber demostrado ante
los estudiantes de Ingenieria Civil, la estrecha rela-
cién que existe entre las materias llamadas "tedricas”
{Ecuaciones Diferenciales y en Diferencias, CAlculo D
ferencial e Integral, Din&mica) y las llamadas "practi
cas" (Disefic Estructural, Disefio Sismico, Ingenierf{a

Sismica) y se veria ampliamente recompensado por su es
fuerzo si con &sta demostracién se logra que los estu-
diantes se vean alentados a fortalecer sus conoclimien-

tos. basicos de teoria.



-~ 148 -

BIBLIOGRAFIA

Fundamentos de Ingenierfa Sismica.
E. Rosenblueth, N.M. Newmark
Editorial Diana

México, 1982

Dinémica de Suelos y Estructuras
aplicadas a Ingenieria Sismica.
Rafaei Colindres Selva.
Editorial Limusa.

México, 1983

Dindmica

Jerry H. Ginsberg, Joseph Genin
Editorial Interamericana.
México, 1980

Mec&nica para Ingenieros, Din&mica.
Ferdinand L. Singer

Editorial Harper & Row Latinoamericana.
México, 1984.



- 149 -

.- Mecénica Vectorial para Ingenieros, Dinamica.
Ferdinand P. Beer, E. Russell Johnston, Jr.
Editorial Mc Graw-Hill.

México, 1990.

.~ Apuntes de la clase de "Ingenierfa Sfsmica".
Profr. Ing. Amilcar Galindo Solérzano.
ENEP ;Aragén-llNAM .
Edo. de Mex., 1989,

7 .~ BApuntes de "AnAlisis Estructural I".
J.Luis Camba C., Francisco Chacén G.,PFrancisco Pérez A.
Facultad de Ingenierifa - UNAM.
México D.F., 1982.



	Portada
	Índice General
	Capítulo I. Introducción
	Capítulo II. Generalidades
	Capítulo III. Oscilación Libre no Amortiguada
	Capítulo IV. Oscilación Forzada no Amortiguada
	Capítulo V. Oscilación Libre Amortiguada
	Capítulo VI. Oscilación Forzada Amortiguada
	Capítulo VII. Análisis Sísmico-Dinámico
	Capítulo VIII. Apéndice
	Capítulo IX. Conclusiones
	Bibliografía



