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, , -

Los· ·prOblemas - d·~ .:· a~o'~J-am¡·~nto: fo·~-~~n ·~rle ·;dé·<~ la ... · .Teo,~la de 

Gráf'icas, C¡ue _ se· apÚ·~-~::,-~n• di~ef.sos ---~~pos:_'.-de -::e~tudl~: .; IngenleriB., 

Planeaclón, AdmÍnl~t~acl'6~,-~. Qu.lm'Í6a:·:·. Cl~-.ci~1~::~~ .)·a_·::~o~~utaCl~n~ · entre 
._ .-" . .' - ,,._ -,._·_ .--e·;.:_~ 

Otrás. 
- ·:,_~,::~:~-- ----:"<- ;::~;:~~:·--~,~:;,/ 

<~ ' 
Las · ~r~_r-~-~~--:"~~~~-{~~-:; manera·~ 

abstractó: ~ as·i:_s8~Pué_deii ::dib-uJaf::·:pUntOs~que. representen iu8ares;:'.cosas 

o ~e~~~~~- ;.~:-~-u'tSú~~~~- ,;{!~~~:' .. _: q~~ :l~s._ un~~- ~-s·> posl_~le. -~~P~,e~~n~~- _ 

alguna. r~Ía~-í'.ón--.~~-t-~~,~~-¡ 1~~·; ;z 

~os-=:P~obi-~~~---~-~ -~?~Pl:~~~~t~ ~u~~en d~ _d1~er~a-S_ S~_tUS:c1a_ñ~s-_!>~·~--
su~nga~~~ -q~~·.~~·\'n ~é~artrun~nto de una universld~ •. se .. cue~la con

n p-~~fesore~ ·:que _·puede~ ·impartir n. ·cursos dlf'erehtes,. se_' CU.enta _con 

evaluaciones - sobre· el renc:tlmlento de asignar cada profesor a .cada 

cursó. .-.¿ Cón\o debe":. -asignarse los cursos a l~·s pror~Sóres.: __ para 

maxlmlzar el rendimiento total a obtener ? 

Est~ Problema e~ la teOrla del acoplWniento s~ · llama probl~~~ ~el
acoplamie~to ·de pCso' máximo;' cuando el probl"ema es· peqUe·fto~ :CompcirB.ndo 

toda.S. las· posibles solUciones pode-mOs oblener:·l~ ~e'J~~--·-=S1~·:~~b~'io- al· 

aumentar el tamaf'i.o. del· problCma, e1 núm~!'O. ~.e. -S~t~c.i_~n_e·~. ·¡x,~1~~es crece 

rápidamente, lo que haria imposible trB.t~lo _Por· .este ."métod~, ·por lo 

que es .. necesario util lzar técnicas·:· de-, ~-p~i~·1.:Za~·i~6n '..~~a , obtener la 

solución. 

Los problemas de acoplamiento .que pueden s'er modelados en gráficas 

bipartitas tlenen una estreCha: relación .. con pf.o.blemas .de Asig~aclón, 
Redes, Sistemas de RepresenlWit~s ~lstl~·los- Y· Conjuntos P.lrcialmente 

Ordenados, entre otros. Un."resultad0 fundamental· en la leerla del 

acoplamiento en griirlcas ·b1Partltas··~s el teorema de duS:lldad debido 'a 

KBnlg y que nos dice: la cardinalidad del acoplamiento máxlmo_es'..l8ual 

a la cardlnalldad de la· cubiért11: de _!iodos mlnlma. 

El primero en escribir sobre teorla .. de Sráflcas fue Euler ·~n ª1:1 
ramoso problema de los· sie-te· plÍen~es -de· K~nlgsberg _( 17:J:6), d~ndo _.origen 

a esta rama de las Ha.temáticas. 



Los problemas ·~obre- teor1a· del :a;,;op1Miiento comenzarOn. a 8.parecer 

duranté. -,·la _segund·~: gue-~ra':.-'mun.1Ú~l .: ~/-'·e~~-::·. la-, ·pubilc~~iÓn'. de los.· dos. 

pr~~~~~s-.:_i .l_b_~?~: _d~· ::: ~~~~-~- ~:n __ :,·.~~orú~·\.~e g~-~i~~---d~~~u.é~.:- ~el - ~ 1b~o 'd~
: i<ont8 (1'936)~'debtd-o~.a~aerg~· c195a):;·~are;-<1962) .. se';da.~ crecimiento. 

ln~~.~1b:~~, ;e~·,~e-1 ;~-t~d-1~.---.-~~·:~'a :t~-~-r1'a ·_de ··gr_áflcas y en:·part_tculai-, de 

acop_Íami.ehtoS;: · 

>~~----~;-;.-~~~ti~ttl- qUe·. toma ía:'-· t~~~-ia-. del acoplami'~ntO ~~rgc de 

- ·pre~~~~t~'.·-_t~~·\_':~~ód1_i/~- _c~mo-)a ~~lgul~nlc ¿ ·Cómo: p~dcmos -~ncoi;trar un -

~ ,-a_cOJ>ianiilúifo_:_hrá~ir?io.-:-que no deje ningún nodo sin acoplar ? 

Los antecedentes para encontrar acoplnmlentos máximos en gráficas 

b-l~~t·~ tas se enc~entran en los trabajos de Ktinig y Egerváry"" en los 

af'í~:="-~- 3".Js.-· Kuhn ( 1955) y Hall ( 1956} presentaron el primer algoritmo 

- f"orma1-· para encontrar acoplamientos· máximos en una blgráflca. 

·Parece ser que .Kuhn ullllzó por primera vez la frase "Método 

Htlngaro" para algorltmos de este Upo. 

En ·este periodo F'ord y F'ulkerson publicaron los primeros articulas 

de 1_~ :·teoria _de rtuJo en redes e 1956, 1957. 1961) que 1 nmedlatamente s~ 

uq l lz~fron como, una nueva herramienta en npl lcaciones combinatorias __ de 

todos_,,tipos, P8.ra--la teorla del acoplamiento estos f"ueron de gran 

i~Port~rl.cia, por(zue pueden ser usados para demostrar Ja mayorla de los 
. ,. - . -. 

resul lados ·.en acoplamientos sobre gráf"icas blpartl tas. 
:_·:' .. - .·"·;· 

LoS·· acopltlmteni.Os en gráf"icas no blpartltas no f"ueron resueltos 

·S1_~~-~~~~~-)-~p~_:__co_n __ un·;_algoritmo- ef'iclente -debtdc:i a- EdmciÍl(ü;-.--:-¡;are.

e~Corl.~r:-~··:-~coplamlentos máximos. Edmonds también propuso el términ~ 
tlem~ pollnomlal como medida de ef'ectividad de un algoritmo, y que se 

ha· desarrollado teóricamente en la Ciencia de la Computación. 

El concepto de dual ldad Introducido por Von Neumann ( 1947) , y ."el 

método simplex debido a Dantzlg (1951), que resuelve ef"icienteme~ie -1~ 
mayorta de los problemas de Programación Lineal, fueron ~t.tllza.C:r~~ ~~ 
Kuhn (1955, 1956) para encontrar la solución al· problema , del 

acoplamiento de peso máximo en bigráficns. Para. obi:.ener.~Un t-~~rema 
combinatorio mlnlmax de dualidad es necesario encontra;·,·cofldtCio-~~s dé. 

tntegralldad en la aoluclón óptima: en gráficas b1partltf:is.'se obtienen 
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f'ácilmente -unimodularidad total- y rueron demostradas por Horrman y 

Kruskal (1956}. 

La extensión en el,··uso de )a programación lineal al caso de 

g~áf'lcas no bipartit-as re_quirló la .. Introducción de nuevos conceptos 

como el de casco conveXo de vectores de incidencia de acoplamientos por 

medio de desigualdades lineales. Tal conjunto de desigualdades lineales 

rue descub1ertO por -.Edm0nds C 1065). Esie resultado permite obtener 

varios -·-teoremas minimax en la teoria del acoplamiento como casos 

-e~-p~~lB.ies d~ i~- te~rf~ de d~alldad de la programación l lneal. Esta 

rorma. de tratar el problema d16 origen a una nueva rama de la 

combinatoria: la combinatoria pollédrlca. 

El· -objetivo -de este trabajo es analizar la parte teórica y 

algorltmlca. de la teorla del acoplamiento y que las soluciones 

propuestas se- alcancen en tiempo polinomial. Se trata la implementación 

de un paquete computacional que resuelve ef'icientemente los siguientes 

problemas: acoplamiento máximo, acoplamiento .de peso máximo en gráf'icas 

bipartitas y acoplamiento de Gale-Shapley, utll izando estructuras de 

datos adecuadas para lograr la eficiencia. 

Conviene seftalar que en la solución de _los problemas se utilizan 

conceptos de programación lineal y entera, !'lujo en redes.y teorla de 

gr~icas dado que al combinarlas producen mejores algoritmos que los 

que se obtendrlan si solamente utilizáramos alg.~na ~e ellas .. '; 

TM1?t~n se. dec_1di6 implemen~ar alg_unas __ s~~~?J.~~~~~~~~~~-?-~~~.¿~~:c::o-~.;_- -
para"o-la- ut1llzac16n-del' paqUOte -c-on- f'lnes --=-~Udáctlcos-.· 

~.··,~~.:_"prl.mer ~~~itulo. ~ore~~· .1á' Xerml·n~1~81a ·~>:~~ri~~~·~~~·'-bkiCos 
que: ~~; ~ú ll~an . éñ. e1' ,;trabaj~ •. ~1 'como "alg~nos ,-~Jem~~i~s' q

0

U~·. d·1ero~ 
· orl~~n a":ío~: ·cú:~~rS~~ p~obi~nuis de·: .la: teorÍá.' dei·:·'-ac~Piami,~~lo·f,,~;.~· ·f".: 

. grár~:el~l::.~~~h:t~~;ac~:~::~~o:~n1:a t:::da.:11'r:~i;2¡:7d:~ e;·~ 
e~peciallZamos \el .:_~lgo~itmo ·.de. ·Fl_ujo Háxlmo-CortadW:-ª\-.Mlrii.ma ::-para 

obtene·~ ·una;·~oi\ic1óil··::er1~1erlte .al par· .de p~~blem~ ·dú~1'~~:.~~~i,.{am~erii.o 
m~lm~~~~~iert~: d~ ~~doS '~1nl~. 



Se pr~~~·ilta .el-·teor~~a~·:·~-lnÍ~~ dé KOnlg y las equtValenclas coii ~l 
teo-re~_ .. d~ :~~~ ~ º-~_h- sXi~~~~'-.:~~/-~p~e·s~·nt~n~es 01st intos .• ;- el teorema ·de 
01 Í lwof.th en:C00Júntos~ PnÍ-clalmente Ordeilados. · · ..• ~ -

Para-":~-;.~, .p~~bi~~~-- --\i~i ":~~op·l~lento max-ml"n se· utlllza'" --lá.H 

~~~~~~~~_(6~:~' Ú~~"~1 <-~~-.. :t-'Obt~·~cr···ün -. a1&o~ltmo:_-_~eri-Cí_eílt~'¡·'.:,-~ai-~ : e1 
proble-~'..'.'de{ aéh~iá~1ll:eOt~=· de pes'!_· máxlmo, pre~e~t~O~- · e(·:-~iSorttmo· 
cario-e id~ .. · ~-~~~~~~ ~~t~d~ :'~ ~~~~'!. ~ P_~-~ úl t l mo .· pres~nt.amo~' ;. ~~\ t ~~-'.-~S~~ 1al .-.. 
d~_:a-cÓ~l~~~~~!'~;_Que' ~-~v?l~Cra prererenctáS 11~-~do ~.ca:1!"'·;_:-ha-~~~~y.'.::~:-

º ErÍ' el "f;~cer capitulo presentamos el problema dei' 'a~~p¡';;'i,¡lent~ 
~~xlmo'-y'.er.-de: pCso máximo en gráficas no- blpartl~~; 

~- = Par8.· 'el { P~Oblema· de1. acoplamiento- máximO se· der1nen-. iO~~,c~nc-~Ptos 
~e¿es~·10~--~·-ge-nera11Z9.ndo - ·1os utl uza:dos - en -grártcas-" bipart1taS·.: Un 

'_ ., __ ' . _· - ' - - - . . . '.' 
·reSul~~do- d':!a1--ai: del acoplamiento de- cardlnal_ldad- máx1ma,~--nos ·.ayudará 

también· en la solución del problema' del acoplamiento de peso máxlmo, 

que se plan_t~a. como_ problema de programación ~1neal y en· base .. a las 

co!ldlclones _de holgura _complementarla_ y al mé~odo primal-~ual de 

programación l lr;_eal se desarro.l la un algoritmo de solución . 

.. Por '?ltlmo ·se· prese~tn la. utl llzaclón de_- un probl~ma ·de- la teoria 

del"a.coplami~ntO ~el ·problema del. acoplami~ntO perrect~~de·.-~so' IÍllnlm~·;.; 

coiñO--súbrutlOa :~n ·~1 .. -alg~rlt~~--~di.- ~oi_~C~ón·.~.-:al :Pro~le~:·d~·r~-~Brt~~o 

chln:. c~menttl~s de .1a es~ruct~ra e. ;~~le~~ntaclón •d~l ;..quete 
~omput~to;~i:;: ~isi·- c~·mo .el; ·manua.1· d~:-.u~U~ió'·"~e pr~~~n'ti~:n- -~n--.~--1-~ ~u~to 

----·- -~~p1tu1~'-~~{.~~~,:-~~~-\~,~~\~,.~~-~~ .- · -"·~ -~_,:.;.);_,~;:~~- ~-~;i--~,-,_ 
: .. -. :. i' ','. 7:' .. -~- -'' 

·· Po.r-. Íilú,mo', pr:-es.~~l8.J!IOS las, Cónclu"stOnes . de.·. esté·. trabajo -,Y la 

bÚbÚ¿Srari~:·- · 



CAPITULO 1 

En este.-~apit~.~o ve:remo_S los conc:~p~os ~e_ 1_~_-_teorla de-~rá~!Cas_ que 

utl úZaremos-. en el~ pre-s'ente-: tra~"J.Jo:----Tanib-ién~d~~t~f-~emos _los -"problemas 

básl~os--de·.·1~-·-l~O~ia 'd~r=- acópf~ie·nto-. :·~i. -~-º~-º-.;-los _ej~mplo-s--d~- las·. 

_c-u~_les '.Suf..ié~-~~:tomcnzru:~m~s con ---i~--d~~ln-i.~-1-ó·n _-de· -v~~lo~ --~o'n~-~~-tos._ 

1.1. CONCEPTOS y TER>IINOLCJGIA BASICA ~E TEÓRIA DE CMFICAS.· . 
• \.'. " . _i·.; _. --_-'· ;~-

~una - g~áf'ica G cónsta de dos coiiJuntos, -··ncCJ-. que --es :'un -·conJunto

f"lnl t-o 00~.- v~~l~ de ~icmc~los l iam~dos nO.do·s: :o -·Vértlcéa· ·y_- ACÍh. _'uh 

conJUnto f'lnÚ.o formado por f>areJas de eÍement~B dri ~. J ~8.mado~·'._-~11t6as~ 
Se denota G = (N,A). 

Notemos que están pcrmltldas llneas mllltlples entre :'dos n~dos. NO 

se permiten lineas de la f'orma ( f, f} a menos que se espec_i.f'ique; 

Si los elementos de A son parejas ordenadas entonces se les asocia 

una dirección y reciben el nombre de arcos; se dice que, la_ gráfica G es 

dirigida, orientada o una digrAf'ica. Si no tienen dirección se llaman 

aristas y G es no dirigida. Una multigráf'ica es una si:.-á.f;'ica:·coii:~istas 

o arcos repetidos. SI una grá!'ica no tiene aristas· o ·arcos repelidos se 

le llamará simple. Cuando en este trabajo hablemo's'-'de _gráficas nos 

~ef'erlremos a gráf'lcas simples. 
- ·,. .·>- ,-

SI a los arcos o nodos de una gráf'lca c~éN,AJ::·1e ·nsoci~os'UÍl real 

o varios, mediante una f'unclón W :. A_; IR>~/¡'.,=;'.'..~-~- R:·o~:,~ :-N:~ R" o 
W: (N,A) -Jo R2

, etc, decimos que G es.un~"grá:fi_éa-·"p·~~d;~~d-~;~ U~ i-Cd:y, 
la denotamos e (NA 11) 6 R = (N,A;W); :·. . ·: .· :•,· .... .. :::• 

~· .:;);~ 
Multlgrá.f'lca 

s 



Sea G=(~,A) Una gráfica no· dlr_iglda._ 

a i. y·.J·: -~~· 1 ;· .J son· n~dos ady~~entes ·o veCinoe". :-~~-: ~-ist~. q1:1e

tlenen =un nodo -~n c~mlln t~bién' son llamadaS· .·ady~cent~~.-~· Def'lnllríós :'ta. 

fuÍlcl6n r : .N. ~ p{N) , .( p(N) ·es e.1 conjunto~ :Po~~~.~i~-: de'':·~¡:) ;·::.-~:como 
-T( l) -=:~vecinos -de L ~ para- l e N. -· 

El --número de aristas en G incidentes ·a un ncido -1 -~s·':lÍ~do e·1-

- -~ B~~dci -de=: 1 =-y_ -es- den0t8d0 · gÚ). Ncitemos'- -~-~e -~-l~:g::r'~d~-~d-=-e:_::¡-~'i:~N'~-~~ -·-ia 

cardinal ldad de re 1). lo que no ocurre -.--cu~do se 'trata de 

multlgrárlcas. 

Si en una gráfica todos los grados son iguales a k decimos _que la 

sr.frtca es k-regular. 

Una secuencia de aristas en la cual el vérLlce final de uno es el 

vértice inlclal del que le sigue en la secuencia es llamada una cadena . 

.. Sl todas las aristas en una cadena son distintas entonces es una cadena .. 

simple y si además los nodos son diFerenles entonces es una 

trayectoria. Estos conceptos se extienden también a digráficns. 

La longitud de una cadena es el nWnero de aristas en ella. Una

cadena o cadena simple en la que el primer y llltimo nodo son el mismo 

será cerrada, 

51 una gráfica contiene una cadena simple y cerrada que incluye 

todas las aristas de G, la cadena es llamada un circuito Euleriano"de e: 
y una gráf'lca conteniendo un circuito Eulerlano será llamada .Euleriana. 

Un ciclo es una traycctorla de longitud al .mcno-s-dos·, Junt~ -co~ --un~ 

arista .q~é una el'_ primer y el último nodo:· la· longitud de un ciclo es 

el número de nodos en él. Un ciclo que Contiene a todos los nodos de G 

recibe el nombre de ciclo Hamllloniano. 

Una· ~ráf"ica que no contenga ciclos es llama.da aclclica. 

Para ·representar una· cadena podemos usar la secuencia de aristas 

que la .. f'orma.Ít, la: secuencia de vértices de sus aristas o la secuencia 

alternactB. de vértices y aristas. E igualmente podremos hacerlo para el 

caso de .trayectorias y caminos (que se definirán más adelante para 

digráficas): también los representaremos, cuando no se preste a 

confusión, de la manera slgulente P : 1
0 

-> iq , especificando sl P es 

una trayectoria, cadena o camino que une al nodo 1
0 

con el nodo iq. 



En la' ·f'lgura 1.2 a) observamos una gráfica no dlrtglda, en donde la 

s.ecuenc;1.a· 1.!~l ,2, ·~ ,6 es una cadena sl_mple de longitud .dOso La 

secuenci~ _ l,a
1
,2,_a

4
,S,a

6
,3,a

2
,2,a

5
,6,a

7
,3,a

3
,4,a

10
,6,a

9
,5,a

8
.l es un 

e.fe lo Eulei-úU.0 ·(pero no un ciclo Hwnl 1 tonta.no). En cambio la secue'ncla 

_l .. r:i1 ,2,a~.~-;a3,-4,a10,6,a9,S,a0 ,1 si es un clcl~_Hll!"ilt~~l~o. 
En la f'lgura l. 2 b) encontramos una gráfica aclcl_~,_ca; 

a) 

F!gll!'a l. 2 

Un conjunto de nodos o aristas S en una gráfléa es llamado mtnlmal 

con - respecto a la propiedad PROP, si el ·conjunto-_ tiene la propiedad 

PROP, pero ningún sul>conjunto proplo de S tiene esa propiedad. El 

conjunto S es llamado mlntmo con respecto a la propiedad PROP, si de 

todos los subconjuntos de C que tengan la propiedad PROP, S es de 

cardinalldad mlnlma. En la f'lgura 1.3 vemos una grtüica ponderada 

dirigida, en la cual el conjunto de aristas ~ (1,2). (3,4) ~ es mlnlmal 

con respecto a la propiedad que la suma del peso de l_as. aristas sea 

__ may'?~- o Igual a 2, sin embargo no ·es un--éonJunto mlnlmo. El conjunto 

{ (2,4) ~ sl es, en cambio, minlmo. 

Figura. 1.3 
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A· contlnuacl6n se deflne un tlpo de·.g·rAf'Íca. muy especial sobre. la 

cua1·-.dlferenteS pro.blemas de la teorla del acoplamiento _:poseen una 

estructura particular que· facl 11 ta su solucl6n. 

·51. el'· ~on·j~to ~~. n~d~s de u~a gráfica G P.uede ser parÚctonad~ en 

-·dos ca'ñJUritos:8.Jenos._no-Vac1os, 5-y T, tál-que tódas·las aristas de G 

une~ ·un nodo _de S con un nodo de T, llamamos a G bipartita y nos 

~~ferlremos. ª--·~ y. T. como la blparllc16n. _ En este caso algunas vct?~~ 

ú"O.mamos a--los ConJUntos S y T las clases de color de G. Asl, deflnlmos 
- . --

y~~- Cf?~or:aci6n _de nodos de una gráfica G, como ·una as1gn~~6~_,_de 

f:tnteros posltlvos (o colores) a los nodos de G tal que no pueden 

exlstlr dos nodos o.dyncentes etiquetados con el mismo entero (o color). 

·e ·es llamada n-colorable sl G tiene una coloración de nodos· minlmB.l 

utlllzando n colores. 

~°'r lo -~anto una gráflca _blpnrtlta es_ también llWnada ui:i!l gráfl~~ 

2-colorable o una blgré.flca. 

En la figura 1. 4 se~ apre.cla un ejemplo de una blgr:M'lca, eón los 

conjuntos S =·i. 1,4,5,6,B,9 f y T = i 2,_3,7,IO_f• 

. ·~· . - - ' 

Sea l .. ·e-N,·,-:118.niamos\Buceso?- ·de 1 a todo .. vértice. J·.e N tal ·q~e 

eXtste c_r:_·~~·-~-·-:A· .Li~anl~~-. p~l!.dCc~-~~r. d.e 1 a tod<:> ;·~ért~:~e -,~_e N ta1 ~ue 
eXlste (J,-1). ~.) •• :~ri.nt~os las fu~Clones r•, r-,r_: No+ p(N) como 

(l,J) e·:A f;1 E N 

(j, 1) ~;A. f\i É N 

~~\~,C'~j<~~ce~ores<de 1 f =i J•N 1 
¡.-or:=.l Predeces~r~s de 1 f = j J •NI 

u~. e~:~:· e: :ª:::~:ne:: :¡ :ernante de . nodo.• ; Lor e}~~·.~;~~¡ 
el vértice final de un arco es el .vér~lc,~ ·1~·lclál d~_i_}"-l!-1~.:-~.~)it'gue .en 

la secuencia. 



- .. . . 
~ • 'ai .. s~ ~;:• }.( . 
- .. 'Un ·calninO .·clementál 

~~;. ?.1;·~1:::,~,~-.{ __ ir.:.>· ::::.~~ --·· 
Un c1rc:U1to es' wfcamlno 

_;"'2: > ; :''-.í -~~l qu~ ~:e A y 

:~~i.no 1;;_';1d-· .:;';iq ~~a1';él~e 
·.·(" ',,'._·J;'. :}_/- ',,,,. -

tai\l~~:·:·a·¡:;~_?_~_::.ª--~-----~--~--o~-:~~:.~.·=:_;_~_·_-_-__ -_~;.: t_ {1f} ~r.~-
·- "'-"·.'--º - - ··-,,_-. -··-J 

Seá.'' l E· N:. f.:1: grado : extci-lor · de--i" ·e~' .. Cf::_.·~Óm~~~:-.d~-:~.:ir~~s·.~que· ·tlerl~n 
a-: l . cio~o v6rt ~~~ .' 1rl1c·1-~1 y s~· den·o~a .g+ ( .l) ;~----E·l ---~~~d-~°/i~l~~l~r?~i~'·. t->~s 

_ ~!,::~r~~:~~g~:;· =q~•r:;:~·~- ~--:~~~~º~v("~~~:ir;;I~1;_;~·,~~n~:~s-ui '•---~ -_. _ 
Existen -ciertas clases de gré.flcas _que ; so~~:-~--~~'.'.~~-~/(~~~::~-, q':':~ _ a 

contlnuacl6n se describen: -· ~---
Se~· G _ = CN,Al una grflflc_a. Una-gráf'ica .. ·p~~~O:i_::~~:ú;' .. é·s·.-~:-sr~1ca--

GP =,- CN_,!'-pl. do~de Ap_ e A. Un~ s~"~~-~A~~-~~ _;-~~'.~~~-~~~~}f~:c_;e~}~~~~~\-~~cª_.~-~ 'e 
G = CN ,A) donde N e N .. e, (l,J),e_A: .~·s1--y::'_s6lo~(sl':~-~1-;-J"'e··N =-,~e-=.,-, 
(~,J) e5 A. 9 -~ ·_ ·".'-~··<-;<---'::c,O",·"'/.:·,, __ ::·¡~{?.;',.}·_ -.,~.- -~ 

Én un~. griU'lca: ~· _la_ con_l~aCc~Ó~.;:~~-- -~,'.:~~~-~ .. ;-;:_C_~:;~-~-l. ~:-::.'.~~-Ji~-~~~ :~?~o· e· 

~º::r k~ C ~~L::ans~~t~a0:r~~:~t1:~tt,~Jb~:t:::1\t!s'.±r:--;~ n~t: 
arco· ~e 1. ml. ·6 __ ·cJ. ml .· ~~,"·'· ·¡~\~·'·g~Mi~á::70·~1g-ln~l-~'.:(~~~~~m~_S/_q~~;~:f~:On ~.:':-1a 
contracción dÓ; un·~: arco: ~:,¡"a"-X8ré.f1Ca:---:_~~S~l~~t~-;}.:_pi.ted-e ser una -

mul tlgrá~i-~a. ~. .. ~~~.'~~>-:.- -;,·. · - · · i~-<i~'i:~ ~~; "'-~ · :,· ~~· · ~-;~_~; ~;~¿~;: \~:\:'_-_· 
En ta· f'i·gw.a 1 .'·s·;sé>11u~-trártest~~~-'\i-1tittíOS·· :c1nc~ptc;s·; ~_,--.: 

.· ....•.• ~.~~gff~t-
Gr&llcaG·.-- < <·}\ ~~e: · ·~-~·0r~':;~ .. > 

' .. · _-···. ··'".· -._ .. 5 .. 6-·· . - •·. _····-· ... 3 •. • ...• 
'<'", 

Subgréflca FÍ8~a·:1 : 5 a·ctr (4,5) 



Algebraicá..m"enle .l~ grártc::as ·pueden -s~-r representadas por .med~~ de 

matrices; 

··Sea ·~·(·N:;}A:i uñO.:gráflca~ >4t -.~.~~i:··d~:-~~;~acCO~ia ·de' Ge_ es:~~ ma~~lz 
B éuBdrnd~--d:,7:riXñ:~:·~on~~ó;~-~~-s ,_~{-~Óm~~o :· d~- Yértic.es_ -;ie ... G, · con eleméntos 

.. -.. -•·1~~1J'id~~::i':.::li::••~:--
d-orldC ,n··-~:'~: S~ñ-::'.~.l·:''ñ~~-~C!_·:~d~:.-.~érllc.es::'y de.· arco~ ·respéct~vanienle. -

~l. G. e~-·.·n~- ~·trl~~d~::i::~nlo~ce~ .!C?S ,elementos de.~ _son·; 

~/~· 

cúf.'1~íd~.- ~~ioncea tos ·e1ementos-de H. son··.-= 
· ... ·. . - .- . 

~~~.·~<:··:·'..:{- .- .. ~ si 1 es extremo lnlclal.-de-¡;·,~~()'a, · 
;;m1_J .. · = .. -1-.. SI ,l·.es- extremo r.lnal-de __ ~ ·ar:~.º-._ª_-~J:.J _. _ . o- En otro caso. :, __ ,. ·: · 

En el -... f'l~~a -h~ ob~~-rv8.mos·: una ~lg~ár~c~ .. ~~-·c~n-;_ ~-~~;:_·.r~;;;ct·i·~as 
matrlc~S d'e--8.d~~eilCia ~ 'inctd~ncl~. 

1 2 

1 

¡~ 
1 

2 2 
B= 3 o_ 3 

4 o 4 
5 a· 5 



ron:~::;::·;:.:b1~~:~:~tn~ia 5:ar~u± ~;:r:J~::."t:: ó::~.:t:!;~l 
p~á -todo· 1 ~·e·· .~:--_.·.::~,1··::_-~{_ ~~~ '~~~-Os_-_-~-~l_em~_~t~-~ -~:~~ '-~~ ~·:·1_~~~-~~ :-foi~na -~~e 
obtiene!: g:(i>: ipa:ra>~:_ tÓdo:'..,·_1 ·.e N. -~~Para:~U~a·~:-~~ráfl~~ :,~~--' }:Ú

0

°r1g1cÍ~¡':<:s1'~ 
su~_os. _iOs':~Í~ni~~t.9~s ~:~ef·:_·r~_é·~--~~~-- rr:n's1·~~- ~-:de; la·_·: -~;é~--~~~·-·_~'.~\~~~~~d~' -i~ 

matr ::t::º:~~::::ªz:·z:º:º::~~~cl6¡ la<Url~,:~: dt±~~~~·~ ;(~·~·· 
::~::1!:~t:1.:~:t~::~::.••~· 1:0~::i"fa~~;::-{$~~i~fbc;~1!r _ 

Otra posible represe.ntaclón- pal-a .. :una ~-s~ufc·a---_·--eS -;-·J:;or.·; · ~d10-::'d.8 · 
llst~.-. La_ lista de -a-dya~~nci~: paf-8:·-· Un ':.:V~r_t\~~·::·l-~:E·~;N:~~~--\~~,.: _1 __ 1~~~:~-~~ 

~~o~ N :0

: 1:~:1d:s a~;::::t:n: ~~a::~~~~1!~7d•J~~~ii~ºf]º~~ • 
En la figura· 1. 7 al vemos las i·{s'tru{; .. :·d~·'·::·-~-~~~~·~~r~~~.:~'·:º~¡~~ .

v6rtlc~· l e N, para la dlgráflca de la·:-f1g~-~ ··csi ú~-.--r~p-~-~~~~tacÍÓn 
ta.bular- de-- las l lstas· de'. adyacencl~. s·e muest~~~-~~·:_·1'~ i-~·gú~·,_~)_~·7);); \as 

primeras cinco entradas corres~~deri ·· a ·,_···v·~~~\~e~~~\'-YV~1 -~ '.;rresio 
apuntador[ 1) nos sefia.la _·et primer ·vértice\· de ·'.)a~~)lsta' 'de-~ 8.cs.yacenéla 

para 1. - Cu~~º '~p~tado~~ll-~~ o :~~:··:'n~·:;;~-~.~-:~_é·~~-~-~e~:j~'~d~enlé~. --~ 
.El ehtradas restantes del arregio·· rep~!:~~~~~-- i_~~-~~~-~f!T~:c·}:~~-~~~~lCa: 

ar~~glo ;~1~~ c~~t1e~~ los vérttCes de .-¡fls ~ls~aS; ~e-.~~~~~C_!B.. 
Vértice ·, ,·:.·::;>·~~ti~-~~(· .;~1 '' ··:·vai~r··· ~puntador 

·: ·~·:'f~~~~·!~!~í~!;'[~~~¡~.~p~ 
4 12131c~::I3"'t~'':'éXf ',¡~~,- .. -,~.·'-'' 
5 ~ ' ,_ ' ' '9 : 5 

e Arcos ~~ } 
-12 .' 5 

\. 13 ,:·._4 al b) 

Figura 1.7 
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La represent~l6n de uña .dlgráflca ·por· medlo_ d~." _ ll~tas de 

adyacencla ·reqU1~re, de memor"la prop(,rcional 'a: INI+ IAI ::: p~~-.. ~na' g~áflCa 
no ~lr~g-~~a áume~ta_ ª· -INI ·+ 2 ¡A¡, porqÚe··cada az:co. ~s.:.·re?¡:..~~en.t_~do. dos 

veces,~. po~- ejemP1a'.··e1 ·arco (l,J) .·:tlene al_ nodo .. j'~eli:-\a··. tfSta ~e_, 
adyacen~l~ del -~odo. 1-y vlcever~a;. . ; - -, _ _.-."--~~-.-·:- )'-~-;,- :.· 

As:_i-, _e~la re~resentact60 es usad~ a hie~u~o.~~~~ó::.'jAl<<INl~~,-

Un- -.c~n~epto muY lmportan~e e-s el' -d( .. :.C~or\e~ldari~'.;·:-P<?r.;::-~ue

- relacionarse fácilmente con ~-ª- l~~~;)~~~)_t.~~~:A~~~Pc:>-c!~_r_~ tj~_!; ~ ~O_s 
~-ua1esquiera- pof. medto de una trB..Yectoria~ - La~ ~o~mll112adión ·.de·.

tdea es como s lgue: 

Sea C=:(N,,._) unn:_.gráfica, d~~~~~s qu~ G_!!_B c~~e"xa.sl para todo par 

de nodos 1,-J e 'N ·existe una ·cadena - que- los une;." Sl- ~-u~~-'.-81-Afiéa~.es 

- co
0

ne~~-"·º~ · é~-rece -'de -~iclO-~ ".-es .·un á0

rbo:l:'. -e:St~ lilÚmo·-:c~~ceP,i:.c;-Cs -~UY 
utlllz.ado !"'~ la. sol!J~16n de ~arios problemas de ·t~o~i".'- .de g~áf1c~, de 

redes y _en_.~pllcEicl~nes _en_. la ciencia de la Computación., 

~~imo-~-·--ci~e~; .. ~na::·~~~;~¡{~~- es comPleta sl para cualesqul~ra dos 

nodos·'.:i;-~.<·e_ N ,~-.;~~l,~~~.e~--:ar~o' {1,J) E'.A 6 existe el ~-~º :,<J._1(e A.: 

~~·~.-.'~~~t~~":·::_~e~dl~~~~~s ._ ~-t~~·~ c~n~~~to lmpór-_t~~~-.-;:q~~:'._~~-~· .. ~lg~-~.s 
pr~tile~' ñci~·:sfrve .'~Ó-mo'··herr~lenta para d~tect~ -c~ando:'s·~·:aíC~z~-=-ta 
6ptlmaÚd~ci ... , 

Un 'corlJunto de :arcos o aristas A' en tin~::.~~á.f•1cB.·.'~cón~;ca\G:'.es una 

corla~~ª º. _ co~tc si, la·-. subsrácica.'. GA-;--:-~ _.i N·. : ~~-Y-: A.~;?:J":.: ·.~~~:2n~.· (~~~e~·~i 
-'Una de~lnlcl6n-simllar es dada- pa.ra-:..-unºCOnJwlto -.de:._·n:OdOs.'-·~;::~_ --~==----:-o·.,-,-~-=---

._o . '"• 

Como una parte de la tesis tratará co"n ... grát1c~ bipartitas 

enseguida se caracterizarán este tlpo de gráf'icas -p(,r me~lo de -dos 

proposlclones: 

Sea G = (S,T,Al una grá.flca blparttta, donde S,T es la blpartlción 

de los nodos de N. 51 en una blgrá.fica tomamos una trayectoria y la 

recorremos es fácl 1 ver que al avanzar por los arcos se tocan nodos 

que alternativamente pertenecen a S y a T. Partiendo de esta 

observación. podemos concluir que sl G es bipartita, entonces, 

cualquier ciclo en ella necesariamente tlene longitud par. El reciproco 

también es cierto y el resultado se enuncia en la siguiente 

proposlcl6n. 
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: . . .. -. < ; . 
. corid~ c·16T/~ec·;;sar 1 a.' -- - ·;,. ; . ' '-~ ·. 

- éO~o'.·G:·~!:('~tpartlta existen conJuntos· .. s.T ·tales: que S_V T-=~N y __ 

-~,-'-~--~:_.:~~ .--- - : ." ':::~; ''. -~ 

Supongamos que· en la gráfica existe un cicl~'de -'cirdinalidact impar: 

!i , 1:;r- ~ ·:-· .. , 1k: = 1 r . supo~s ~em~ ~-~~:- 1,/~:: ~:-I_.:c~~.-_·::~tro· ·_.-~~-~---~ª
·_ar:i:~1~-~~> ~_.-~st~ _nos __ .l_l_eyB.: a_ que 12 ~-T·:~-l:l~~-:._~·-~-:~~-c~;:;~/e~.:~-~ecitr-. J J~~~ ~--.. -
.:~~8.r~:·-~----J~J?B-r e:JJ--~ T ~!1- J-~-~--~1;--~~ ·~~·~lt':~~~-~l=cl~l~:-eS- _lm~, ;:-! 1d;~~s"? impar, por lo que lk ,es }'~r, e~toncés 'k ET; ~ro 

Por lo tanto, la-grál'ica no cont_leri~_-;~·~}:~s 'de "c~dlnlitidad impar~ 

Condlc16n" suricient;;;_; 
'-', ;·-. ::::~;- . . - -_ .. --

··<_:/_' ~;),;~,,',{:,':::.·>-'' 
-·-·~:; .. ·;~-. -~ ~:c7·:.: - :· . ··:' '- T' 

sU~n~Wnos· .. -~,ue ~~da.·:~~.~~~\;·~-~- c~'.;\í.~-n~::-.J:~~·gt_~~d_.-~:- ~~ .. JJ~- ~u~·lq~_i_er 

~;::.~¡~·.~tyft!~fü:~;;~~i~~rf:t:il:.·Z;:~~für:º:1L.;0!:;.::nt:[s~•:: 
plntad0'.: de; azuL.-Y -:.de_: azur -~-·tOs ~ádYaéehtes· a '·;uno pJ:ni:.ádC>, de s~ts .. 

~~l lce~~s: -~~~~~,~~~e~:~:~.- ~~,'.~_ol~~'ació_n h~t-a qU~ ; '. 

11.~ : T~~~~ ---~-~~--:~~~~~-:~,~tán_i~r~~~~~os _y _t~do __ ar·c~ tfe_ne·_-;Un~-~~t~~mo·---- -

B:ZliI~-y-otr¡,- &rúo. 
11) · Algl1n -n0do J' pintado de un color puede ser Ptnt~o cÍ~ ·otro 

color. 

i 1 i) Todos los nodos adyacentes a nodos coloreados también -lo 'están 

pero existen algunos no coloreados. 

En el caso l) def'ina los conjuntos S y T f'ormados por los nodos 

coloreados de azul y de gris respectivamente. En este caso Su T son 

los nodos de G, S n T = " y todos los arcos tienen un extremo en S y el 

otro en T, por lo tanto G es bipartita. 

13 



- . . - - ' 

En. el-.. · .. ~mi~: 11) el . nodo· :e_ J' ·--~re-~1'~-::_,::¿~io_r.~-- ~azul_ med1~te -uria 

t~ayti~torla". p1·: ~: ~ .l' _ . l.ª_ cu~~ _'_los_- ··n.c:id~~- -~:s_tán coloreados 
alternatlvamento .. de azul y· gris:· 11f!álogamen~e,··reclbe. ,e-olor· grls 

m:·dl~~~ UOl;l tr:ayectorla P2 : l ->. l' con: ~as ~-1.-s_m~s··c_~r~~terlstl~as. ~a 

1 .:.e1-~.pe~~l-~lmo ,nodo_comlln a_las_dos -~~~-~~-~-~or_l_as •. Sean ~i=_I· .-> 1' y 
P2:1• ->-1' las traYectorl~ dlstl~~.as_, ··partes ~e P1 .y· P; 

r~s~ctlvo.mente. 51 l• tl~ne color .8:zul eÍltonCes·P1 es de cardln~lldad 
par Y-P2 de cardinalidad non. Pero l_a_-~~~'?~. ~~ P1 y P2 co~stl_tuye_ un 

clclo de cardinnlldad impar lo_ cual c~ntradlc_e la l_llpó_tesls._ Por_ ~o 

tiintO- este caso- no puede _presentarse._ - -

En el caso lli) la red resultó ser rio conexa .. -Repitiendo el procéso 

de coloración 

ll. 

cada- componente conexa. de G,- éste se reduce al· caso 

; . - . -
n;;-c~~to _-se 'COñ:Ciú:Ye-:q~e tOd~·'..~e-d ·qüe:·no- conteñga-Cl"cios·--de longl~Ud 

impar es bipartita. •. 

i..a.-·: seguri-d~->~~;~-l-~ri~~cl~~~ - de una, gráfica blpartl ta. consiste en 

agrupai-::1o~'i ~ocf·¿~\:J~·.'.~~a:da> co,~JuhL~:- de·- la blparttclón erl la matriz de 

, ~YB.é:~'nCii; Yº: -:~~~----~r· · ~~r1nl~16n ·:-dos-.-· nodos que se encuentren en el 

~is~~'-,~,~ri~:~~t~~-;~-~~-:;~~~-:-·ad~~~~~·~~., s~· generar~ dos submatrlces, de las 

cuatr~~:r~~-~~;_:q~n:~~~ta~--~g·~~pacl6n 1 - con todas &U$ entradas cero. El 

re~u~:t_·~do:.'.~~}~rl~~~-1~·-,-~n :l'~ _st,~~:lente p~o~slción. 

Proposlclon .1. 2.:~·.: 

---º-:- ~~-~~-~~~~-~:~~:~~~:~~-~i~~~t.1.~-~-;~E_Y~~ól~o" ~l sus:__~odos·_pue~e_n_ nu111erw:-_~e_ 
de m~era;t~l ~'u~., l~i-~~t~lz dé ·adyac~ncla sea. de la· forma: 

, ..... r.:·:·s·· 
T 

A º ,},e: [·-~B-t~J,---~o.] .. ·,··,· .. o~iT:·.. . .. 
r,-~ 

donde ·a· es .u~a -.S'úb~~t~i~fd~?'A·.::: ~~;~~:·ii~~~~~~;:·~o~··:·cero ·'o uiio~ 
.·.~ .... -:.) .. 'r '>r -.· ;'" c.< . . . "· 

Habla.:~s. dl~h~;~IJ~:;:f~ ~~~Íc0f~~s.::;r1~~~~1:~\s una gráfl.;.. 

btpart1t~,. sú ~atr1~: .~e:·:~~Ya~en~1~~~e-~ _·. (~·-'Sis~i~rit~'.: · 





l. 2 PROBLEMAS :QUE .DAN ORIGEN A LA'TEORIA DEL ACOPLAMIENTÓ: 

E~-·~~~-a· _ sec~·ii~·-_-~e-~~mos~'O ~lgunos ·~~~blemas --~~e~- :f·~:ron°'·'e1·_~·-o-~1Sén 
. ·q~e-:': Í)~~d~~- · s~r--. r-eS~~lt'~-5 .. Pcir·: nl~i:UO ··de ·1a:-· t~·~r1a~:. dél' áCOplnlÍllento, 

)iomenZare-~os Co-n la defl~lclÓn f~rrñal, de acoplam.lentO. · · 

~:~ª<~~·(,~:-A~-~- ~na _g~:~flca~- ·un- acopl~lerit·~ -H ·es -u-~ subco~J~nt·~~ de-_~-
. - '~e~~ H_ -~ · Á. lai- que dos arcos no incidan en un nodo -có-mlm~ 

·'fiWnerO de ·acoplamiento de C y es denotado t.1(G). 

Un subconJunto de nodos S s; N es una cubierta de nodos sl cada_arc_o 

- ~-~e G· t_lene ·al menos un extremo en el conjunto S. 

·- ---~cardinalidad de la cubierta de n~dos minlma es denOf~d~--~r-~-Cé) 
Y-~s conOc.lda como la cardinalidad de la cublert9. de nodos. 

Un nodo expuesto relativo al acoplamiento H es un nodo -qi.te no'·es · 

incidente a ningún o.reo del acoplrunicnto. 

Un acoplamiento que no deja nodos expuestos es llamado ~-acopl~lelilo 
perfecto o completo. Es claro que un acoplamiento_ complet~'.: ~cq~·lere 
que_ -INI_ sea Pa:'· - ·::,._::· :'·:.·:.;· · 

.En el capitulo dos se demuestra que para cualq~ler gr~l~~}'.se 
cumPle t.lcG> ~;-rccif ; para el caso de s~MS:c~· bíPS.:.tt'i~-::i~- :·d~·-1~--

x~.~~:~~::::~: ~~irfl; 
ondulados forman parte de un 6) ''.::'· · ,··:~: ~;{'-; ;-.~Vb);_:-:: 
acoplamiento, los cuadros en los , ·,·:,~'.':' <'·\ :_,:;i,:', \;:.:( >'-···· 

nodos una cubierta de nodos. El : .. --< ;- _.:',·:::~~:~.'·}·:'.;~~.' >'..':~ ~: · .. :·{·'.·· : 

::~::ml:;;ln:;ld:~. :: :~b~: .•.. '.::···.l···;··.:.-..•• : '~.!~.·.····;···:·:··.:··.::. ·····.~.:.·····.'..::······;···.•_:····.·.~,~ ...•.••• ·,.~_:··.·.·.·.-.·.'..• •. ·.·11··.·.·,··;·····2····:::'.··.·,···.·.····

5
:·:····:·.·.·.·.··.·

1

····· .·· .. :·
6
·.•··· ' ... ·. :: ::d:~ =~ ~: ::· .~ d:u:~:~:: .· •; 3 ~ i?\ ·. .• . . . . u 

cardinalidad, en d) se muestra ó <·-:'_. 6 __ '.'.-'. 

una cubierta de cardlnalldad · · · ~- · :'.,_ 

minlma. . o)' d) 
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Los problemas a resol ver de la teoria del ncoplamlento en grfülcas 

pueden consistir de diferentes crlterlos de optlmlzaclón, como son 

maxlmlzar el número de arcos de un acoplrunlento, maximizar a mlnlmlzar 

el peso del acaplrunlenlo, a el número de arcos que puedan lncldlr en un 

nodo, en este trabajo el máximo nl.imcro de arcos que pueden lncldlr en 

un nodo es uno, que es el problema orlglnal de la tearia del 

-acoplamiento; sl se permite lncldlr un nUmero mayor de arcos lo 

consideraremos una general lzaclón de este problema . Enseguida se darán 

algunas problemas básicos en la tearia del acoplamiento con ejemplas 

que- los motivaran: 

I) PROBLElfA DEL ACOPLAlfIENTO lfAXllfO. 

Dada-una grM'lca-G = (N,A) se desea. determinar., el acOplan\le.rita ·can., 

el mayor .. númerc.i. de_ arco_f_l_ pasibles, es dec~i- el. de máxima ~8rdi.'n~11dad.. 

EJemi:>lo 1. 1 

'··-'{: 
Suponga.mas que una: f'trma farmacéutica: dés~-~~prO~:_:-ñ-_"ai\~ibfÓttcO~-

::. 

0 c::::naspe::~:~ar~:·. a~~~g~==g: :tr;jé~~n~:~~~~~;~~~~~=~ . 
dlsel\arse un experimento en el _cual· ~ati~ ~r~?:."~\'_~~~~>-~~~~~Wné_~~e: ~ · 
antibiótico al que no sea alérgico y que -cada:_.MÚbló~l~~- ~~'a-\omad~ 
par exactamente una persona ? 

' . - ..... 

Modelando esta situación con una gráflca bl,par.ttta_G_·en·\aS ~ue- lo~· 
dos subconjuntos de la bipartición S, T consiste!"' d~:,las n per:s~nas y de 

los ·n antlblót1cos respectivamente y uniendo con· un arco a la persona 

con el antibiótico si y sólo si el sujeto no es alérgica a él , la 

respuesta a la pregunta realizada es "si", sl y s6lo si el acoplamiento 

de máxima cardinal ldad en la grM'lca G no deja nodos expuestos, es 

decir es un acoplamiento perfecta, par lo tanto es un apareamiento de 

personas con antlbl6tlcos, que use a cada persona y a cada antibiótico 

una y sólo una vez. 
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Ejemplo 1~ 2 

Ahora .. supongamos que ter:iemos dos computadoras disponibles y p 

trabajos "pata ser procesados en ·es.tas ·máq~lnas. Supondremos que 

cualqulér trablijo puede. ser' corrido en cualquier máquina. Es decir, 

suponemos que- l~ ·computadoras son idénticas. Supongamos además 'que los 

p trabajos diferentes pueden ser ordenados de tal manera que para dos 

trabajos Ji y Jk s~ J 1 :s Jk .. Ji debe ser completado antes de que Jk 

-pueda- ser Iniciado. 51 todos los trabajos requieren una cantidad igual 

de tlempO para -ser acabados, ¿ Cuál es el tiempo más cOrto posible, 

suficiente para correr los p trabajos ? 

Para modelar esta situación usaremos una gráfica G como sigue: Sean 

los nodos de C los trnbaJos J
1 1 •• ,Jp y unamos por un arco J 1 y Jk sl 

y sólo sl no son comparables en el orden parcial (En otras palabrns, sl 

pueden correrse simultáneamente). Es claro, entonces que para disef\ar 

un horario óptimo, debemos usar ambas máquinas simultáneamente tanto 

como sea posible: 

cardlnaltdad máxima. 

gráfica bipartita. 

esto es debemos encontrar acoplamiento de 

Notemos que este problema ya no utiliza una 

ll) PROBLEHA DEL ACOPLAHIENTO Hax-Hln 6 PROBLEHA DEL CUELLO DE 

BOTELLA. 

Dada una grárlca ponderada ·G = (N,A) el_ prob~emo.. es encorlt~ar el 

acoplá:mierit'o de' Ínáxtmá ~ardl~~l~da~. cuyo 'af.cc;> ·~e ~so~ minlmo 'té'1ga~ .. ~1 

El planteamiento más comlin pa'.ra ·este proble~á. ~s e1 Stgute"nté: .·En' 

un taller lndustrl~l se llenen "n". trabaj~ores par8. -. Ser -.:~lg
0

nB.dOs ~:a 
"n" estaciones de trabajo de una 11n~a de .prod.ucc16n en ser-i~·:. Como !Os· 

obreros llenen distintas velocidades de trabajo en las '.dtfererites 

estaciones de la linea, es claro que para cad~ aslgr:iac16n· hab~á Ó:l. 

menos una estación que sea la más lenta de todas -"El; cueÍlo· 'de·. 

botella"- y que determinará la vefocldad de. producción- .·de t:cid~ ·.)a· 

linea. Modelando este problema en una _blgráficao .. los· obre~os:.~~~·.1'.~, 
estaciones de trabajo son los nodos ·de los conjunto~· s'.·Y· ;r· . . . . . 
respectivamente, con la velocidad del ~.obre'ro i e~ .la .tB:J'~.~ -j Co~o ·el 
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peso de la arista (l,J). El problema puede ser, resuelto ·cncOntrando ·la 

aslgnacl.6n. ( acoplrunlc:nto perfe~to obrero~-es~.aclf:Jn~s:_ d~. -~rabaJo) ·donde 

la más lenta de las estaciones se.~ la' má.s r"ápl,da posibl~. 

IIÜ PROBLEHA DEL ACOPLAHIENTO DE PESO HAxlHO(HTNIHO). 

.. . 

- -_s'ea .:ª---~ _(N, A)
0
··Una _gr_á.ft"Ca: ·po-nder~da_ •. :",_-El _ó.bjetiv_o '.es encontrar un 

ac«~plamÍenf:.o ·e~ ~l cuaL la s~ma de 'tos· pe~os .de ~Us arcos sea máxima. 

Cuaildo--~c·--·es--:bipartlta---~Y -ISf:= ITJ-- el-~problema del- acoplam.lenlo 

ponderado es. fá.cl lmente reconocido como un_ problema de aslgnaclón, pues 

es una modelación natural a la búsqueda de la asignación óptima de 

trá.b~Jadores ·(elementos del conjunto S) a tareas (elementos de T) 

-cuando ·se conoce - la eflciencia del ·obrero i en la tarea - J, que se 

denota por el peso w1 J" 

Ejemplo 3. 1 

En un área de un departamento, se --cuenta con 5 profesores que 

pueden impartir solamente un curso de eótre. 5 diferentes ; se· cuenta 

con evaluaciones sobre el rendi_l!lientO~- e~ ,esc~la·_ del· 1 _al 10,-._ ~u~ se 

obtienen de asignar cada· 'pro.f~~o~ ·::·a .-~8.da·-: curso de· acuerdo a la 

siguiente tabla: 

PROFESOR CURS•0-·---
2
-: ,_· -

3
---

A 

B 

Ceo 

o· 
E 

10;, :a:. 
s 9 · ·:a·'..9 ::6 · · 
9~~9~7;_;9 .p;sL~f;+c· 

10> :a s .10 s 
10 a·< s. ·.a ,10 

¿ cómo deben asignarse '·ie;s 

el .rendlmle~tó t.~,t~l· ~, ·~bte'~er?. ! 
a 'los. profesores para máxlmi2ar 

La fesPUesta.'a e:st.a: pregun~a se obtiene con un acoplamlento 

perfecto de peso má.xlmo. 

Observemos que sl la pregunta fuera ¿ Cómo deben asignarse los 

cursos a los profesores para que el rendimiento minlmo de un grupo sea 

má.xlmo?, la respuesta la· 'podenios dár resolviendo el problema del 

acoplamiento max-mln. 
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IV) ACOPLAHIENTO DE: GALE:-SHAPLF:Y 

En este problema los elementos· involucrados _t1°ene~ una_ prcferencia

en la ·rormS:clón de parejas y esto nos permite manejar la caracteristlca 

de establ l ldad en las parejas formadas y que aparece en algunos 

problemas de acoplaml_ento. 

Supongamos que n hombres y n muJeres elaboran lista de pre.ferencia 

de las personas del sexo opuesto para contraer matrlmonlo. Entonces, 

para cualquier acoplamiento dado, siempre podremos preguntar si habrá 

un hombf.e y una-mujer que no forman pareja entre si, pero se prefieren 

máS- el .-Uno al otro que el posible conyuge asignado por el acoplamiento. 

Cuando· se da este caso, el conjunto de parejas propuesto no es estable, 

pues al menos habrá un hombre y una mujer dispuestos a dejar a sus 

respect 1 vos conyuges para formar pareja entre s L Cuando un 

aÍ::ciplamlento es estable (nadie deseoso de suslltulr a su pareja recibe 

respuesta) y además ocurre que cualquier hombre está por lo menos tan 

satisfecho en él como en cualquier otro acoplamiento estable, se tiene 

un acoplamiento óptimo (para los hombres} 1 hunado hombre-optlmal; en la 

descripción del algoritmo veremos que en realidad quien determina un 

acoplamiento hombre-optimal son las mujeres. El Teorema de Gale-Shapley 

es una prueba constructiva de que tal óptimo existe, sin Importar el 

orden en las listas de preferencia. 

Este modelo se puede utilizar para diversos problemas tales como: 

la asignación de sol lcitantes de empleo a puestos, de profesores a 

cursos universitarios,- de médicos pasantes a hospitales. 

V) Otros problemas 

Algunos problemas que no son directamente cohve~~l,bles en problemas 

de acoplamiento pueden, sln. embS::rgo, Ser rC.s.ueltOs c~n· .I~ a~dB. de la 

teorla del acoplamiento: 
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El Problema del Cartero, Chino CMel-ko KwBn l 16] ) fue presentado 

como sigue: Un ~arterO debe ~ecorrer_, entregando c.o.frespandencla. todas 

las calles de una población. ¿Cómo 'debe él dejar la orlclna de Correos, 

realizar el recor~_ldo _completo _de todas las calles entregando 

correspondenc.ia y regresar a .la of'iclna postal habiendo recorrido In 

mlnima ·distancia ? 

-Aqul no existe una translación del problema directamente -a un 

problema de acoplamiento. Posteriormente se verá que este proble-ma 

pUede ser resuelto et'lcientelilente resolviendo primero un conjunto .de 

problemas de rutas más cortns y resolviendo entonces un problema de 

acoplamiento perfecto de peso mlnlmo. 

Modificando el problema, supongamos ahora que el cartero sólo tiene 

que recoger Ja correspondencia de Jos buzones localizados únicamente en 

la intersecciones de las cal les. De nuevo, el desea encontrar una ruta 

más corta que resuelva su problema. La principal diferencia entre este 

problema y el anterior es que sólo llene que vlsl tar todas las 

intersecciones pero no atravesar todas las calles. Una formulación más 

común de este problema es la siguiente: Un agente viajero tiene que 

visitar todas las capitales de los estados de algún pals de modo tal 

que minimlze la longitud { o el tlempa, o el costo) de la ruta. Este 

problema es conocido como el Problema del agente viajero y ha recibido 

gran atención por sus apllcaclones al mundo "real". 

Como un ce.so especial, el vendedor puede estar interesado en 

encontrar una ruta que evite ciertas conexiones. En tal caso utilizamos 

-1os--arco-s -Quc ___ reP~esenten las concxlones permitidas y borramos los 

demás' arcos. El problema se reduce a encontrar un Circuito Hruni ltonlano 

{ 1. e. un ciclo a través de todos los nodos) en la gráfica dada. Este 

problema es llamado el Problema del clrcullo Hamllloniano. 

Superficialmente el problema del agente viajero parece muy similar 

al. problema del cartero chino y al problema del acoplamiento ponderado 

perf'ecto, sin embargo el problema del agente viajero ( y aún su caso 

especial, el problema del circuito Hamlltoniano) son slgniflca.tiva.m.ente 

más dif'iclles. Particularmente el problema del cartero chino es 

resuelto en .tiempo polinomial, pero el problema del agente viajero es 

"NP-duro" Ci.e. pertenece a los más dificiles problemas combinatorios). 
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CAPITÚLO 2 

E~ _e_ste_capitulo tratarem5>s la teorla _JHl acoplamiento en gráficas 

bipartitas; comenzaremos demostrando las relaciones existentes entre la 

teorla del acoplamiento en gráficas blpartl tas y la teorla de flujo 

!'edes. Se adaptan tres teoremas de la teorla de f'luJo en redes al 

contexto del acoplamiento en gráf'lcas bipartitas : El teorema de la 

trayectoria aumentante, el teorema de integral idad y el teorema de 

dual\dad flujo máximo-cortadura minlma. Después veremos dos algoritmos 

para la obtención de un acoplamiento de máxima cardlnul idad en gráficas 

bipartitas, uno es una espec1allzacl6n del algoritmo de Ford y 

fulkerson para rlujos y el otro basado en el teorema de la trayectoria 

aumcntante, se mencionan dos problemas de tipo combinatorio que pueden 

ser resuellos por medio del acoplamlent.o máximo en blgráf1cas. Se 

tratan además el problema del acoplamiento de peso máximo y el problema 

del acoplamiento max-min o cuello de botella en bigráflcas, por último 

se trata el acoplamiento de Gale-Shaplcy, 

2. 1 ANTECEDENTES 

Los acoplamientos- en gráficas bipartitas han sido- estudiados .-desde 

la década de los 50, tanto en Investigación de Operaciones (I. O.) como 

en Análisis Combinatorio con dif'erente termlnologia y motivaciones: En 

l. O. uno de los primeros problemas de optimización que se estudiaron 

fue el problema de asignación, el cual consiste en encontrar un 

subconjunto de elementos de una matriz dada de nxn, tal que haya 

exactamente un elemento en cada renglón, uno en cada columna y que la 

suma de los elementos sea minima. El problema de asignación es 

eq~ivalente al problema del acoplamiento perfecto de peso mlnimo en 

blgré.flcas. En Análisis Combinatorio tenemos un resultado muy conocido 

e importante que es el teorema de Hall y que responde a la pregunta 

siguiente: Supongamos que tenemos un conjunto finito T y una colección 
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de subconjuntos de T: ~T 1 ,t2 , .. ,TK} ¿Cuándo es poslble eleglr. un 

elemento de cada subconjunto T J , de modo que los k elementos escogidos 

sean distintos entre si?. Este conjunto es llamado· un Slstema de 

Representantes Distintos (SDR por sus siglas en inglés). El problema de" 

determinar un SOR es equivalente al problema de encontrar 

acoplamiento de cardinnlldad má.xima bigrá.f'lcas. Estas dos 

equivalencias serán demostradas posteriormente. 

Gracias a las 'técnicas para resolver estos problemas en el caso de 

blgráflcas, Junto con un tratamlcnlo muy ingenioso ~ebldo a Edmonds 

[ 9], los problemas de acoplamientos en grá.f lcas generales fuerOn 

resueltos eficientemente a mitad de la década de los 60. 

2. 2 EQUIVALENCIAS ENTRE PROBLEHAS DE ACOPLAMIENTO EN GRAFICAS_ 

BIPARTITAS Y PROBLEMAS DE OPTIHIZACION. 

En esta sección veremos dos equivalencias de problemas de 

acoplMilento en gráficas bipartitas con problemas de optimlz.~ción. 

Primero veremos que a todo problema del acopl~lento m~lmo 

blgrá.flcas le corresponde un problema de f'luJo máximo, 'postertormen~~ 

veremos---que -el problema del acoplamiento perf'ecto de-. pe~o minlino ·en
blgrá.flcas y el 

~ 
La ~ardl~lldad de un __ acoplamlento má.xlmo .en·_ una gráf'lca.blpartita 

B=Cs~ T;Al co-ri-m+-n:nodos-es 18~8.f '.~~-- VaíO-r,---d~~~~f~j~~m'~~~-07i~:;"-~~en-~ ~ 
red'. G(B) cOn, m+n+2 nodos~: ~ , 

Oemostráci60. - , ·, -.¡«--. · - - ·-"": 

Sea B = cs;T,f,J ~ .. g~Mlc~ bl~~1ti.. y s"an ISI = m ITI ,,; n 
co.:Str~os úná. ~ráfi~B..Arís1~a ccál =;es \J T u M u jdf , A u ~u1 fu 
~U2} .. ~'.;~on.·m.~·-~·,r(i ·2':.nod~~:y jA1 · + ·~ ·.;" arcos. 

co~.·ar~~·'.·cs·¡:,TJ~.:~~~-:~~~~~~-ªd: .. ~_~1. _:cs1,TJl ~A. 
ur ~ L~.c~sA (·o)-.~.·.~\~ p#a· todo 1.'e s. con capacidad }. 

U2 '. = { ~ca·~·::. e_- J :.>;.d.-" ,L.~~ todo J .E ·T, con capacidad 1 }. 

Aho,r8.1 ·:·~~dó· .. ::x un· ·acoplamiento en la gráf'lca blpartlta B, 

construimos unTluJo:factibl~ en G(B) como sigue: 
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Para cada ar.ista ·Cl,J} e X ·asignemos :una unidad de .flujo a- los 

arcos_ (-:>,l~, .CJ_,d}~e (1,J}.en G(B). .claramente el f~~jO_~s f~ctlble y 

de valor jxj:. 

Reciprocamente, dado un fluj.o entero de ~~i~~ ~"-~n G(~~ e:lste un 

acoPlamiento de. cardinal ldad V. En efecto, consideremos el conjunto -X 

forlnado-. ·por todos los arcos {s, t} e:A que tengan flujo' l. De la 

~~nstrucc16n de_ G{Bl, tenemos que X es un acoplamiento, porque sl dos 

--.-arc~s ·en· A inciden en un nodo u, uno de los arcus correspondientes en 

G(S} ~e~ tener .flujo cero pues éste debe ser entero, de otra forma la 

capacidad de los arcos (o,u) 6 (u,d} si u ES u Tes violada. Además el 

acoplamiento tiene cardinalidad lgual a V • porque todos los extremos l 

---de -los arcos (s,t) en el acoplamiento en G(B) permiten sallr 

exactamente una unidad de flujo ya que llenen grado exterior uno. m 

En la gráfica siguiente se muestra la relación existente entre el 

problema del acoplamiento máximo en bigráí'icas y su correspondiente 

problema de flujos en redes. En la I'lgura siguiente los nWneros entre 

paréntesis cr1J,qlj) representan el flujo y la capacidad ~el arco (1,J) 

Acoplamiento X 

Figura 2.1 

El problema de asignación es ampllament~· ·.~~~6·C1ct~·:·~n· S~:. vers.lórl· d.e 

m1nlm1zac16n y consiste en encont~a"r u~··-;ub60~J~t:~-,d~··,:·e:l~~~nt0~··.de una 

matriz de Okll, tal que haya e:xactam~~te '._Ün. ;·l-e~~~~d:::~it c'adá renglón, 

uno en cada columna y que la suma de lofi·e1e·mentOB ·se~ m.lnlma. 
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La modelaclón natural -.para ·est~ problema,- en· térmlnos -de ·gráficas 

consi~le. en. ~-o-~~f~uir. ~na ·bigré:fica completa :s: = cS, T, A) con ISl=ITJ=n, -· 

·donde -cacÍa fiado-_¿·~ S .Y :cád~ -n~do en- T corf.Csponden respectl VW!lente, a, 

~~l.-' .re~-~16~<~:-··17 __ -.::~.na-.'.·~olWnrl~, ·:de'. ~~ .~t~lz ·de aslg~;,.c-i6n_·,_:y ~l- ~co 
{1 1 J>_'e A.sL~.sóio ~.i..-i. ·e_s y~J E-,T. 

__ :_:.ES': fácÚ~~..je~/qu~ ~a partir de esta blgrflflca, existen 2 · manerB.s da 
: , '~ - . º. - - - ,_ . -- ---- . - -_ -

~~~~l~~r- es~e- ~~-~blema: El prlmero es Q.soclar la gráfica= de .fluJos 

G(BL<_.Y-=:'reSOtveir_'._un prob~ema de flujo a costo mlnlmo. Cada arco de ,la 

rO~ma .'(~.:1) o Ú, d1 -d~ la red tendrá c~sto cero y lós -nrcos- -restantés-

tendrári--. c~mo c:osto la entrada ll, Jl de la matriz· del problema de 

e.Signac16n·. -El· ·segundo es utl l lzar un algoritmo para e_ncontrar un 

~éoP1ú'1eñLo per:-fecto de peso mlnlmo en B. Veremos que el problema_ de 

asl-gnaci6n y el problema del acoplamiento perfecto de peso ralnltno Son 

eciulválentes. 

Al modelar el problema de asignacl6n en una bigrAf'lca completa,_ una 

s01Uc'16n-Óptlma tendrán arcos de la rorma. Cf.J) con·i e S y j_-e T,·.no 
-. -, -· 

dejando no.dos expuestos, y por lo tanto como.- cada nodo 1 e_ S esté. 

relac1onad0 · ~Cm un nodo J e T ·y"- no éxisten : n~dos 
601.uCÚ~n es un. acoplBJnlento Perrecto de pes~ m10l~o--. 

::_.:~;: -. ._-. ' -. :_ --. . ;"--:--- · .. -._ --~ ;. "__: ->-· -._ .. : 
lnve~samente ~8: co~t~_ulr. '~.~-._p~~-ble·~~~~d~-~.~1-~n~16n'._ a "partir deo-

uno de ~~pl~lento-perfecto'.de·.·'peso-.:minimO .en blgráf'lcas haremos lo 
s1gu1en~e:' .- ··_._ ···"" --,> · :·:.:.-\ .. :::· -·> 

SeªJi,=~~T,Al•co~-1snc)? ITI~ grárica en la que se define 

un p~_obl~--~ ·~:º.: aco_~laml~ñtó _ per~CCto-de peso - minimo. Construyamos una 
gré.rlca .· ¿,- ~_::cs,'T,'A

0

') • con-. cOnjunto de arcos A' = Av A'• con 

-"-A";~:~ {:c1-,-:ú-.,- s1.'.\i. 1-'J> *-.-A, cor:i w
1
J =en ~, es decir agregamos arcos 

f'ictlclos, con un peso 1nf1n1to, para tener una bigráflca completa. 51 

los ·nod~s d~· S los interpretamos como renglones y a los nodos de T como 

·colUmnas, la solución al problema de acoplrunlento perfecto de peso 

minlmo asl planteado, consiste en encontrar un acoplamiento de 

renglones con columnas que cubre los requisitos paf"a ser una 

as1gnac16n. Por lo tanto los problemas de asignación {en el caso de 

m1n1m1zac16n) y el problema del acoplamiento perfecto de peso mlnlmo 

son equivalentes. 
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. . . 

2:3 ALGUNAS_ PROPIEDADEs TEDRICAS.DE'.LOSACOPLAMIENTOS EN GRAFICAS 

• .. En ~st¡; ~ección veremos al~unas p~opl~dades de_ !_os acoplamientos en 

-blgráÍ-tcas._ -asi_ comci. la adapt~-16n -de 3 teoremas de la _teor1a de f'luJos 

~n. red~s ~1- ~o~t~-Xtó-_:d~---a¿~~-1ai;i·L~-~t'o-·Cñ :gr~1c~ bipartitas._ Estos tr~s 
teoremas ·son ei' teorema· de .18: ~trayectoria· aumentante, el teorema de 

lntegralldad y el-' teorerna .. d_e dual1~,ad. fl1:1Jo mÁxlmo-cortadura m1nlma. 

Una trayectoria .alternante'· relativa al acoplamiento X es una 

trayect~r1.l· áf···~· ~· ,a
0 

tal:.que ~l a 1 e X,_ a 1+·1 ~ ~. 

urla traye~t.Or1'~-- aume'll.t~to- rel.aÚ~á---·a1 acoplaml~nto -X_·,_es-- una 

trayeCtor:_la ·al t~rnante. q~e: une -_~os, ~~-~o~:-_exp~_~s_t~_s·~ 

por -~11ª e:~~::º 2 ·.:. ª1Z:::.:~~r[Ú;it)f 3~!fü{'.dlt~:~Y::::~: 
~:: :~: ~:: : ~: • ~ :~-~~ 1 : :;· ,·~~~~·;:¡: .. ~:1:~::t~~if ~~~i'.~~~:~~:I.iit:~'Or~ -
muestran res~ctlv~elnte ··e~ ifí: .. _.r18Ur~ "2/2' bf/y···Ji\'~-e:s~ct.\"'~·~~·~te. 

- ' '{7 - -··:../ -~'>" ;_~ .. '~· 

es un
. Ea! ·.hceornrcamePtl.e~n._tda_-~<~d.te_r __ aojp _ _;t:-~l~m~0a~.lc.~1~.~d·.ad:_~~.-.;-.-~,_e··.~.·~~~~-j~~.:~;.;::;;·t~~J~:~~~i·~~ ·~-~ _··~Ues 

:~, · __ ·;-,'.-:~o'io-l:--_.:l""=:4~~,.;.:::.....o_ -o--'=--= 
-,.(;.;,, 

·-_,T•-

Vl 
.. J¡,: ® . _4 

s . 

5 6 

a) b) 

Figura 2.2 
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Particularmente el, _ _'~ t~orema .de la trayectoria aumentante se 

generaliza_ a cualquler._gr6f1ca.-· no solamente gráficas bipartitas. Este 

teo~e~ -~~--d~~i'd~.:8.·Bé~g~-(S)::Y -~~~dice que un acoplamiento X contiene 

un. n¿;¡.¡é~~--'.-in·¿;¿\'mo~:\0-de :· ~c~S ,; si:.~--- s6io sl no existen trayectorias 

aumentantes - con f"'-~es~ct.o :· a él. Para demostrar este teorema~ 
_ ~uú1 l~ar~~~ :_i~S ---~:Í~~1e·ntes"' ~-0-~) re~ul tados; 

Pero_· e·1 .prltfter y .el último vértices de P sorl no acoplados y todos los 

de~--~ ~ért·1;~s :~~-p ésfán acoplados par X', asi que ningún arco X-X' es 

adyacente a algún vértice de P. De esta forma los arcos X-x• no tienen 

extre:mos en común con los arcos E' -X' • Más aún, dado que P es una 

trayectoria alternante y Eº-X" consta de los arcos de ella que no están 

en _el_ -~-~plarnlent~, E'-Xº son adyacentes. Por lo tanto 

lX-X') v lE' -X') es un acopllizdento que posee m-k+k+l = m+l arcos. 

Por teoria de conjuntos se puede demostrar flt.ci \mente que 

( x-x· ) u ( E'-X' ) = ( X-E' ) u ( E' -x ) • 

La importancia de este teorema es que al detectar una trayectoria 

aumentante con respecto a un acoplamiento, podemos construir un 

acoplruniento de cardinalidad mayor en uno al anterior, simpletnente 

intercaJnblando los arcos de la tr~ectoria aWl'lentante que pertenezcan 

al acoplamiento por nque l los de la trayectoria que no pertenecen al 

acoplamiento. Un ejemplo se muestra en la figura 2. 3 
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' rl!li:, 4 (J], . 4 

._ ' ® ' 3 

.·: ® ' . 6 -- ~ 5 6 

· ·-.;:·~· ~~.·{~.\.t~ '· '.~~;,:> ~-: l"· - , ·_·:.' .. '..-~.~1· i~·g .... ur:>·~-'~2=.:.3· ·:'-~ 
--' - .:'.:.~::~ :~ -' .. . -:.··- ¡·~?.~- ~:;,~;~~-:º- - :·--~ .. ~;~~;:: __ -·:~-~-~,: 

rearema~·2;2·--~-c:-- .~:· 
:·._:~;-~:;;: 

·~--~~c_-;'.·Xt>~ ,---~<~~~-,_-. ~~~pl~lentos en una gráf'!C~>. G==(N,A).~ Sea.-

c: ~-(N' ~ ~;) ,Ja:· subgrár,~,C-~·- ~:~d_uc;:_l~~ de·G co_n ·un Conjunto de, arcos 

··»-.. ,_ --~-l~:m)C2=_ (x1 ':'~~ v (x2-~iJ'. 
' _es_> deCii:- ~G _,-CóOtiene a los _·are~!:_> que estái:i _en un?_ 

-á~-º~-~-Wtl~~~~º~--~ -'. ;·eñt?r:ic~~ cacta componente conexa :de e· eS d~ uno·· de 10~ ·
s18u1eJ!t~s _tipos 

-Un -é·l~~~Úo. de'_ longitud. par c~os arcos ·e~tan al ~e~m:~~~~nt:·e _en · 

,x1 y en x.ii 
·2;--,_un~;:_t_r_ay~~-t_or~-~ c~~s ·arcos_-~~~án :·~-~t~r·nad~~Ot~;· eó ~~- ~.·~_Y-. 

:cUyos·::vér.t1Ces: finales no, e~táó satúl-D.dos en:~a18Uno de. los dos 

',~~Pí~~l~~t'?~i.~;~:_; · __ !,·~:: : , ·. . "'· .:' 

- .. '.~~}:,. 
· .. -_';· 

don~~~t\:x}:.::~E~:.:3~~::;dti#E1~~~itJCºJ1~t:P.;~-~f-~s~un 
acop.lamle~to y. ningún ,otro- arco ,de x1 -'S?':'.·e,~ ·1,.,~c.1_~-~~te.'~~-v~·_::·/un más. 

ningún otro ~co de ~-x1 es 1nc1dent~ a_:~~~·-.~~-"·~~~-.:-'!' ~~.~~~"'.'~i); P~r 
lo tanto en este caso el grado de V en G' ·es· 1gúa'.l &.)>. , , 

' . ~· .. ··.\:\'.:· ··>· .. _· . 
Caso 2 v e NCX1-X2 ) y v e NC.'S?-Xl) en-.:ste·:caa~.·:~ :~l_c~,.~Co 

de X1-~ es lncldente a V y Un arco fü.11CO de . =<2:..x~·· ::es ~-1Ócld.~J,.~e. a. V, 

Por lo tanto el grado de v es igual a 2. '· 

Como los 2 casos son exhaustivos, el grado máximo·~ e:n G•· es·_·2 y: las 

componentes conexas serán de uno de los tlpos descr~_toi:; -~~-el teore111:8-·• 
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Teorema' 2. 3 ·, Te~rema de la Ti;.-ayeclor\a Aumenlanle. 
. . . -. ' 

, ... 

. sea-e· =<N.A) ~~D.:~~~-f_iC:~ ~-··x·:un_.~~o~lam_i~~~o,··x e~· un acopiam1ent~ 
de. ~áX·l~~ · ~-afdl~~l.iciB.d-- sl-•y ·-S610: -~1 .'-no-: e;clst~-- 'en·~ l~.- ·sr.Ú-ica - una· 

t~D.Yect'~ri~-: ii~~en tB.tlt·~;,:C~o-~:~ res~Cto. '.a:_ ·é1: :·: :_ 
; . ._:.<<· ;~;>;~ ' 

oemostr~c16P."·· :·~ .. ~~~ .·-~:{!L.,~~;: ··.- .. : , . 

. -· Si-:'·t~;ci:~~e·"."/~~~~ ~~:~~;~-~-;;¡:~-. au;~nta:ñte_~:~'~ .=~-·: -~t- :~-~:;;:-~~ · =~~ :-:~.:C~df~i ttt~á-~~( teó~emi·'2;· u !:;~iJ::0~::;~-~ :-~%:~~:'!~~:··: ·:~~iL-- ~-~-~: 
._.,_- . -~,.:/·'-- ·--;.·;·-· ;::-.· -~-.:_-

····su~·ngrur;~s- ·que ';\O'_·;eX1St~·.'·t~í-.:_:·trB:YcCtor1;."--auknt"&:nt.e.~:·y-· sea H ·/un. 

:_.-:_·-._: ~6~Piain1~-~tg:c:a~:._~~Axl~a~' é~;úru,:fidaCl~~:·P~ Oi~---.:YXí~-IH.i ·e, ·. -'-~-- ·t-~:\~--
--·---;._,·:-?:~~= - - ,._ --=-L ::.-:::;:¿ __ , .. ,_,_. 

··. c·m X' (X n M l u'( X H i' í:fi ('°~':n71h iJ'¡ Mº"'X l baSta 

. -~~::~~r-:~.·, 'q~~ .---~.·,~:.:~.:°t'.(.1".;..-_c~".·1,\.H-?_~x,_-~.,_'1.~·~--~:;:Z-·~,,;¡_, · - -~·,'.;~"-"· ,<,··-- --~· 
·. - ~ ~ ;,:.;~·-':' 

~C~ G• = CN.-A) ·con A C X-H,-) Ü:( H-X. )~-. Co~~-~-~~r~·mos' primero un 

clrculto en G', Po_r .el teorema anterloi- ~_al- -~-\re~-~ t'! tiene longitud par 

y los arcos en el .c\rcu\ to estiln alternadamente . en X - M y en H - X, 

también podemos decir' que cada circuito en C' ·tiene _el m.lsmo número de 

arcos en X - H que en H - X. Ahora consideremos un componente de G' que 

sea una trayectoria, igualmente por el teorema anterior los arcos esté.o 

al ternadamenle en X - M y en H - X. Además los vértices finales de esta 

trayectoria son expuestos con respecto a X o H. Supongamos que la 

trayectoria sea impar. entonces el vértice f'\nal de la trayectoria seré 

expuesto en el mismo acoplamiento, pero esto impl lea que existe una 

trayectoria aumcntante en alguno de estos dos acoplamientos 1, por lo 

que cada componente de G' tiene un nWnero igual de arcos en X -·H y- en

H - X. Como los arcos de G' constituyen el conjunto ( X-M ) u ( M-X ) , 

tenemos 1 X-M 1 = 1 M-X 1 y por lo tanto IXI = IMI. • 

Apoyá.ndonos en el hecho que podemos caracterizar a las gráficas 

bipartitas con el teorema 1.1 que nos dice .que una gráfica es bipartita 

s\ y sólo s\ carece de ciclos de long\ tud impar, tenemos el siguiente 

resultado debido a Mendelsohn-Dulniage y que nos indica c6mo obtener un 

nuevo acoplamiento en grMicas bipartitas que cumpla ciertas 

condiciones a partir de dos acoplamientos dados. 
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Teorema 2.4 ~ende 1 s~hn-Du lmage 

Setln -~é,_~;_:'. 'Al _un~-- g~áf.-~-~ª-· bi ~t~ ~~ ·. ;: X~- ::·~--~/~os: ~~?~',~~~le~t_os - e~ 
G. _:_En~~~ce~· ~~~1-~te :~· ·_ ~c-~~l~l-~-~-to:: ~ .s::: _XÍ ___ u_~-: t~l:_' q~~·.: ~. ~':1-~_re ·_'._todos 
los ·n~d?s d-~- .~ --~~b_1e~lo~'"·P,~ X~ :'y __ tO~~~-: lo~ ·nodo9 '~~--:·.T_::~~blr:=rt~S-_ ·~r -~~ 

ll co.~le~~a·y-'t_~~m\~~-~O.~\~c~s d~_X¡-_ __ :- "' . _-_ 

11> cOm1en~a_y·~~~r:m1~ -c_o~:ar:c~s _de '~--.-__ 6_ -=:,_-i; -º .: .. _'_~- __ ,, 

Üf) C~m1enza·c~n-_ u~ ·af.co_-'._d~cXi y ~erm1na: con-_~?) ar;~º)~·~--~-:~:_ 
1vl ~mienZa cOn uO arco"de X2 ·Y termina con· un Breo -~_e. x1. < 

Por ·10 tanto loa ún1co9 tipos de trayectoria y ciclos -que pueden 

. aparec-er ai- .rea·~-i~ar -X
1 

'111 -~ son los mostrados en la figura 2. 4 

En cualquiera de los casos que aparecen en la flgura exlste un 

acoplamiento X' s; X
1 

u X
2 

tal que X' cubre todos los nodos de 5 

cubiertos por X1 - X2 y todos los nodos de T cubiertos por ~ - x
1 

, 

entonces X= X' u (X1 n ~} es el acoplamiento buscado. 

e Nodos cubiertos por x
1 

Q Otros nodos o Nodos cubiertos por ~ 

Flg 2.4 
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El problema del .acoplamiento de cardinalidad máxima en grárlcas 

bipartitas puede ser escrito como pri;>bl_ema de programación lineal de 

doS ·marÍeras, la primera utlllzando _-la- niat"riz 'de inl::idencia de la 

gráf'ica ·.--Y la segunda como un caso- 0
' espeCial del problema del 

acoplamiento de peso máximo. Enseguida veremos el primer enfoque, ya 

que al plantear el problema dual surge de manera natural el problema de 

- -la cubierta de nodos mlnlma ciue será- de- ut"i'l tdad. · para demostrar la 

equivalencia del teorema de f'luJo máx_imO-~-orta~urá_ minl-ma. -El segundo 

enf'oque se analizará en_ gene-f.al paf;"a-- ~f- Probl~~ ·d~J -'acopla.miento de 

peso máximo en blgráf'lcas. 

Sea c;..(s, T,A) una gráfica bipartita con JSI = m1 fTf Q "2 fAJ = n , 

numerando los arcos-en·A·-de·l ~---n_;--·los~·hod06:en-S de 1 a m
1

, los 

nodos en· T de m1 •1 a .m 1+m;{.• _· .lá. m~tr.i~· d~-.--lnCic:ten.Cüi 'A de la grá.f'ica 

blpartl ta G la podemos esc_rlJ:llr.-.de 18.. f'or"!a siguiente: 

lineal' ·-·(El'.ieorema de Heller-Tompkins) 

d~mostración podemos concluir que la matriz 

gráfica bipartl ta es totalmente unlmodular. 

Teorema 2.5 Hel ler-Tompklns 

n 

Sea A una matriz de mxn cuyos elementos son 0,-1 o 1 y_tal.:.que·_cada 

columna contiene a lo más dos elementps no nulos, A es" totalinente 

unlmodular {l.e. toda submatriz cuadrada tiene determinante o,'-1 o 1) 

siempre que A pueda ser partlclonada en dos conjuntos de renglones 

F1 , F2 tales que cumplan: 
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l) 51' los doS elemen_tos dlfe~entes.de cero .de una,col~mn~ tleneri 
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donde tmxm es una matriz .ldCntldad que representa ·1~ m variables .de 

holgur~ ·'. h 1 •. · UÚllzando. ~1-;~ ~~~~e~.::: ·d~ ·: .Hei .. ~~.~-!C:~Pk.~~ . ~~ncl~nadO 
antcrlorniente_. Ja·~, ~at~\z:~· [<.A:.:.:~ I,,] .. del Jp~~.b_i~ina .'.~[r.~ >':: .;~ :j.~_tal~c~nt~ 
Untmoduiar;--.- eStO-: ños·-~·gara.rif iz~·-~: qu~~·;· 1a~ .. ~e-~):'_6pt1~-. ~.'::;,. qÚÍi :, es~: una·.·:. 
submatr'í~·_:·~¿~d~~d~-... c:t~ /(~ _::-~r::_] ;-{.te·ri~~-l d~t~r.;.1iumt~_:.--(:~~-: va1'·or ~- Jl:-. y.::._ 

por fo t:t~ ~;;ª '•o~u:1'~,n8~ 1 :'[:,,:11 ~]~; , ,lf~ ~~ , ',T;,:z~~ • >• :·'~ .·, 
. · .. -.- ': ;;:· ~~~-~~t~r:a:·:',/;:~:·· ~,(~f. \i! -;-, ,:,;;. ,_- -> 
, - ::;;(:~-- -.~,..'·'·-- ,":•!:· .";;, -- .. ;_::· .• · ';»·,: ._..,, t.-'• )[~.:-;' .;?;(· •,':'.~,'~(:: 

·=~·~~&~~1r~t~:.r~i~~~!~%*~=~ 
'·,. · ~Jrif ·~~!2 ~.(:11: .. ;~~::~~,~: 1 '·.,~;'~~}~rn:~~' ;''.; ~{, ... ·,, 

~~~-:.~~~~ -':q~e:: ~º-:,i:i~do'- ~~~~ ~~~e~e- ~e~~~<~: gr~º.:· D)~~~~\·-º:·-~-gu~-~ ·~-:-~i.>Ea-~ ·. :' ·. 
-_-res¡)eCto ,af ~~pi~t~~i.~,.~ ·.-'o~<o:--· 2~:-'-: ·::'r:T_:-;_ ~:;r,~:,-1'~~-~-·· -;-;;-:·: :-~~·,--:; '-',- ·_. 

_ -~-- ~ '· .-;-;-. __ .,,:.-: -.:;:_~.f:~:S:~"'';~ '.;_:~;,~+)L, }~'°:':~~'_/;{=i ¡·.~->'-··-·- ~;--:-

Al e~crlbl·r:e(:pl-oblOma.'.d~i':-'co1· de(.~p~_(;bJ~;.;a:·;(P): f.~ri~-~~- · 

.,·,.,Hin. w•.~"vá})K~~}·¡+v~:~. j~;;, ';{··· 

' ~:t ;rE·Ji'f~] 1;t:j' ·· · .... 
::,.;-~:' '~:~<- J E'l_.m -. 

cÍÓ~d8 At ·es ia:-~~-~:Í:z t~~-~¿-~-sta-de la mat~lz d~ lnddencla d8 G, ·que 

tWnblén e~':\~:t~Ím~~t-é. u~l~odular porque si 8 es una submai:.r12· cu~d~da 

_d~ _ -:--~~-·-. _-;:--:~~-t~~·~~~-:~::_r ___ :~: ~~-. ;:-~- ---~-~~-~~"~~-~ ~~~~~~--~~~;-~-- :.~'-~~-~}'~-.~-~-~ 
---det(B) :~--det(B J~= 0;-1- 6-1., Por lo tanto la ~ol!'lc16~ .~ua~.- ~ptl.ma _y ·es 

.e.Ote.~~·, ::~ ·>:":.; . ·:,-<· . ,. - · .. ·._.···.· ·:<·: '.;<; .. -··.;:."·": 
Si _ 1~~~~~-f'-~cainOs ~ }_~- varlabl_es .vi· c~n 1. *':-1·~.· .. d~t\Pro~l~ñia ·dual 

(0) con los: nodo·s de la ·gráf'lca e, la reStr1cci6h. · 

; -'.~{·; 

i:ePr~~~nt~~: i_a ~ ~'~~~-i~·~ ,6~ ::~-~~:~ .qu~. --~~--:~:i 
l~ gráf~ca·~· 

-~~-~ri~Ci~~ld~- ·un· arco de 
;;-~.,. 



Esto nos lteva a "que e1 prob1~·ma., d~~1 c~D), d'~i probi~ma .del 

acopl~lento má.xlmo es el .d':' i~:.' .c~b~~~~t.~_:::'.~e ;·:_:n~~.º:~:-.-~e_::i_C?ar~·irl~lldiid 
~inim~ en gráfica ~l~rtltas •. Com~/la -~~~u~f~ri- ~~l __ :~~~b.i~~8:. pr_~ .. m8.l (P) 

esta acotada por. Z .e: O· .-CC-uándo e1 .áC~~~~l~~~~ .~.'es::·: v~~i_o), -Y por 

Z = l N/2.- j CLa_ parte. e~~~rª:··.d~l n.~e~~-'.de<nO~o~-;-~ ·e-~~~e.:.d_o~~ ~ en_tónces , 
el problema primal -CP) tiene óptimo. ftri'ito y Por. ~l .te~rema-fundament8.1 
de duaudad _eó-p~o~'ramªC?.i~n i\~ea1.~~-~~ne~~--~u~ ~ z·--Hiny. 

Es decir,- la· cardl~~Úd~d"\fe·l~·-~c~P~~l~~t~----~áXt~o ~s -igUaf a la 

.cárdl~~~- ~-~ª~ de- :l~~c~bi~rta de~nod-;,~_ mi~lma- ~n w:i~ Sr_áf'lc-~ bipartl ta. 

'Est~\~~rema es" uno ·de los más lmportaÍltes resultados de la teorla 

de acopt"amieritos y :es --conocido -como el teorema de KOnlg-Egerváry. 

o·_ Existen· otras _formas de demostrarlo, una de ellas es la sugerida por 

~--ford __ y·. FulJ:te:r~c;>n (_~3l q~e consiste: en real 12ar la equivalencia con su 

~eorema de .dualldad flujo máximo-cortadura minlma. El que se presentará 

aqui, será expuesto en términos de cubiertas de nodos y es debido a 

Lovasz [ 18]. Enseguida recordaremos unas deflciones que nos serán de 

utll idad 

A, la cnrdlnn.lidad del acoplamiento máximo de G se le llama el 

número do acoplamiento de G y es denotada u(G). 

Un conjunto de nodos e de G es una cubierta de nodos si cada arco 

de G tiene al menos un extremo en el conjunto C. 

La cardinalidad de la cubiert~ de nÓdo~ mln'~~- es den~ta~a>:_por ~(G) 
y es conocida ·como: la_ cilrdinalidad _de:-1a' cublerl~c de; nodóá·; 

,·,·;~' 

- _- - ~Para-~, demos trár _ e l~có-,- ~~º-~~'!Jª~-~~+~~r.~-~,;~~;~~~~~i~~~ilM-~~-~~~?~--~ _el 
slgulente lema: 

Demostración. 

Sea e una cubierta de nodos ·én :c-:~;<·;(~~~,~~·~r~;~·~t~. :'.entonces para 

cada arco e E X, existe un .vér~-~-~~ _..~~;.i'.:~.~¿-'.~;~:~~~~~:~-~~~:; .. ~,~?~_dén.te·._: a e. Aún 

más sl e, f E X, entonces ve 111: vr' ."~ · _E~~:~.1:'~-~~~:~paij8:';'cu~l~.ui.~r aco-Plamiento 
X y cualquier cubierta de nodos. f?n'.G ·. :' ,::·, ·.:. 

IXI • ICI (1). 



Teorema 2. 6 ·~.' 

acopl~·ie~t~·-.·~~~·-::iS~a·~ · 'al:,::-~lhim~,:~.:-~Wn~~~'. d~? . .'-~od':'_~_· ·':~~una· ·cublerta. 'de 
0odo~~·'.Es·;-deci~·;:E-··:·º--· ·- ~úú ~:;(~é~t;-, 

'·-,;>·~ '-\·~-- ,- .. .:·._:,..: tc,:,:-~-
~~~~t~a~Ú>~.-~ '·5:.·~~- - :<-' 

' ·. :~f ~GÚq¿[.r sf'M:;~1~':;:;stramos qu~ Tic¿~ ~c~1Y• 
~ ~~ - ~ 

-ne ·c:~~Uit'e:~~~ ar-COS -~-i~n~-~-~."-T no cambie. ia· g~~~·~~-'.~i-~~-~~i.;~obtenid8. = 

será denotada e•.- Entonces T(Gº) • T(G) , ~~O :i-cc·,-~·~). ~~-~(·¿~ :~ arco 

e.: E G_'·· ·: ~or,_)o _tanto, dos arcos de G' - son no. Bdya.CEi~téé~ ,-· . 

--'Supong':lfllOS ·que -no, entonCes eXisten -2 arcos x .;;:-,Yi ~d~cn_~~-~-"~~·u'n __ OodO 

i -~n e•-. Considere G' -><, por la mini mal id'ad: d~=. C~_::·:~x,iste ·un·a ~~b-ie~t:a 
de nodos S cubriendo G' - x con 1 S f = T( G• : )-·1:, >¡,6~ ,'suP~~st~ ~_n.in~Ún 

X X _ .. · ~·.- _.: . . : ·., _. .,_, .• 

extremo de x está en Sx. Análogamen_te, existe un·-~~~~~~-~· ~y: cubriendo 

G'-y que no contiene ningún e><tremo de-y¡-. "co~ IS~~l::l~y~:\: .,. 

Hagamos la subgrárlca Inducida C'' de C' '. .. e:'..; =d: .. {l }. •r jSxmsy} ;A' '.J. 

Sea t = 1 sx n sy l e~tonc~-~ l~~c":~.1: '\~( -~-c .. ~·')-~_..;t ,J.-,+" r, y d~c:> 
que C' • es bipartila (por· que es.e una·:·SubgrárlcB. de,-.G)·, existe un 

c~~Junto_ ! __ CE_l ~~_nor_ de ·Ias 2· é'1ad.~~fde~~.~'~1.~,~:~de,c:G··-~y~~ue~.·~~bre: .. .'G" .-~ .j 
fT f " T(C' J-1-t, 



~r~ :r~~m~i·~-. et. ~~:o-~:le~i; :·~eL acop.Íáint~~to .máxlmo _en · blgrárlco.s 

c~mo, -~" .. c~~·.' ~-~-~~!~[- ~~-~:;:~~.ob·~-~ma :~~- pr.ogr~~Ci Ón ,- lii:i~al -q~e resuelve 

~1 ·probÍe~~·:de1<;;~0-~1~l~~-~-~, 'd~,·~so má~-t'~o.:én biÉráricas, ·haremos ·10 · 
1 .i' :.t .. : :·,i>.0\~---_._,, ,, -, :-_- __ ;-'.·'· 

s gu ~~ ~t~. , : ·.'.i.~.'.~:-; -~~~~;":_;.ó";·~::-.. ,'. ~~)~;~ :;~::~!:;~ --., ~ ~-~-. _ _, . 
-~a·<c~cs,T,ÁL,uhB. si-á/iCÜ..'.blparúta con I_sr=·~~·-1!1 =.:n, ·~si. 

defini'mo·~ }·~·y~-i~~-i~~'::~~-~f:':,:'-· .-._·· -,--. -.;< 

~·~+.~;:; -,-. :::~<ff~·'.;~{;~{'¿~- ~~--~~;:~~~-~i. J>_:;f~-.t(~~~·~ ~~~~ ~-?Pi~T~~-t~-

-- e"!'- Pr~-b-ie~~7 ~.de~_ -~~OSr~~~:t~~· · ~~~~~e~:~~~~-~~-~~. :~;s~-~i~~:~- -~;t~~~p~-~bi~.: __ .- _del 

acopl~li?nt~:.d·e·: pe~º.: ~.~i~~·'~~--b~·grá.f"f~~--.-.. ª~ ' 

__ · '--· 

HaX--__ z =·· 

(P) 

Este prob.lema· puede ser visto co~o -~\~:~;~'.~ieZ':·de riuj~ máximo y 

~t_l ~ lzanc!o _el__ teorema de·- Ú1teg~B.üd~ --d~--~-f'i~Jos~~~n -~~de~-;~,--r)odeñlos -

garantizar que existe una solución óptima en la cual el :nuJo ·.a t~avés 
de cada arco es entero y en particular cero o uno, por lo tanto el 

problema anterior tiene una solución óptima flnlta entera. Asi tenemos 

el traslado del teorema de integral !dad a gráficas bipartitas y que se 

enuncia en el siguiente teorema. 

Teorema 2. 7 De Integralldad para acoplamientos en bigráflcas. 

El poliedro de acoplamiento definido por las restrlcclones (Rl}, 

el problema ( P) tiene solamente vértices enteros. 
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Demostración 

Las · réstriccloneS dél __ pr~blem~-. jj,-):; c~J..res~de~·'.::a _:~~- · ma:trlz de 

incid~ncla de- la gr-.irÍca'bl~t'.lta que:~.~S --t~-t~1faén't·e·=:\1~l~~dU:.Í~--por ·~l 
tC~re-nii;( de He11;r-To~pkiils,7'Pór· '10---tM'tO' ia:S~lu~lón :6~~l-~~- -~1 "pr~bi.~m~ 
es entera. Aún mfis, los \'.micos v8.10f.eS._qÚÍ? :j>~ed~n_ f:.~-~ laS' variables 

' "' 

,'·--.·< .~'e:·.·:<~'.- ",: . "--.-~:~.-."-. __ , -- _.,. ,-,, 

~1 '.m -~ n, ._.º-é~t-<?~<?~~ ~~~~a~~~~~E~·;·~~-~-~i~~ó~~-- ~!~-~-~~~-f~~-~:~~}:_~-~J~ _:-~~-u~ --
satfsfB.ce. 18.s - rCstr1é:-c10n·es ---Con- igualdad··c es una ·matT-lz.-·, dob1eruente 

estocáSttca, es·declr una mafriZ n~·
0

negO.t1VB.·.en-1a-cu&.1· 1~·swna d8'-tas 

'entr8.das en c~a- ren&lón y eri-'cRdá--cotuinna.. es l~>un'1d~d.~ Una Solucl6n 

facÚble con_ -válOr~~- c~r~·s __ y ___ uno~ - tl~ri'e l~ __ f'oraja ~,--~~-- ~--~mat.~1~· :~~e 
permutactóíl., eS. deC11{ wia_matr1z coñ_ exactameJ].te .un 1 ~~ -Caci9. N:!ng16~:·-y ~· 
en cada columna. -Asf se obtiene· el slgÚtente co"rolarlo. d~l.'teo~~má~:cd~-(-
lntegrall~ad: Toda matr12: doblemente estocáetlcB. es ;,:una -.-cO~bi'riaé16~ 
convexa, d~ matrices de permu~act6i;ii conoc~do- como_:::<~~~~~ek<,:d~, 
airkoff~Von Newina.n. :,\2-··, : 

Para de~ostrar. este teorema ne~esÚarem~-~ el·~·~1~'l~hf~··.-~eS~·1~,~~,~-_::' 
¡~~~-, _:' ;:/: ' .. , ·. ,, --

; ;:~:·::; '0.i;~:- .-;;~{~,;-- ~~··~/.~~~·-
Teorema· 2. 8 . _ , . , ,.,: -ó_~~t :-~~;~'~·. ·~}~~:'.~ ·;;~ c_:-;~:;{j{ ,.·:;· - , .. ·-: · 

Para toda ma;~l~dob~eme~;é .. ~too:éstlc~ x]~ .~,["¡J;,:;;xt:st~' ~~ 
matriz de pe~mutac16n Xnxn·_:= [~1j] ·-tal ''._que .. >iJ)';~ ~.> .sie!'lp~~~ .··. 9ue 

x1J = o. 

Consideremos una red con nodos r 1,r2 ,r3 , .. ,rn s 1,s2 .s3 , ·• •ªn 

la cual Cr1, s J) es un arco • x1J > O. Asignando una unidad de 

dlsponl bl l ldad a cada nodo r i y una unidad de demanda a cada nodo s J , 
olvlctandonos de los coeficientes de costo, el_ problema resultante de 

transbordo tlene una solución factible, en efecto las entradas xiJ de 

la matriz X constituyen un:· Por el teorema d~ lntegra;ldad, el 

problema tlene una solucl6n x de valor entera. Los números x 1J son las 

entradas de la matriz X de permutacl6n deseada. (Para obtenerla podemos 

tamblen aplicar el algoritmo del acoplamiento máximo). • 
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.To~~ ~¡~-~)~~ ~o~·;:~~~~~;e · 2l·¡~~¿;Ú~~,-·'..'~s ·,una ~Ombln8.cl60 _convexa· de 

matrices dí(pér~utaÚim ..• ,';~ ''; . ·;;¿ ~''x '' '. ,·,, .. e,. 

'Demos~·~·~c¡~~;~·;~;:~ '."~-·-:· ':· ~t~};';,;. "·.:-oc·-

;'· .• ,_ ,-: ,,' ·~ '..": ~ ,:-\. - .•.:---:.,. ·• ,. . ; ••. ' e• '.' ··: : . La.:· s18u.lerÍfe .:;e~~ :·una ·demostraclón .c~ps~~uct~-~~.·:.~~~ expresar una 

matr1i- ·. ~·dol{i:e~~nt~:\~S-tofá~~1.~~~:~~{i_~.?~~ :iuri~'.~_26o~~ln~~.6n··; :~conveXa .:de 

--, ~ ·rn~~r1~.~~
0 

~"'.--.-~~~~~~~!;~jt-:·.~i";:~~~~-~-·{~:~~-¡~;, -~-~ 

-~~º 

Paso 2 ~~:~Ú-e,ri~-~~ ~;.~~~-~-~:·:di:.-:~;~~,~~~~Ó~ ~l~-~~---·.·}\~ 1 ( __ Ha"" (O] l. 
~a-:'. matrl:z:-·. ::x·-:dohlelneiit~·-·. :eStOcástl~a _y números no .- .. negativos 

t¡,~2 '.>' '.tk tafque H = t 1H1 + t¿"':? + t3H;¡ + .. + tk~-ll\~l + tkX 
Y----~ 1 -f:t~ +/~-~ :~~~k·~---1-. ~Sl X- es 0 --una--cmatrlz de permu~aclón·, 

ei:iton~~~ ha~~r"_f\:::X Y. det47nerse, 

De otr~ f"orma. uSe· el teo_rema anterior para encontrar una matriz de 

permu~acl~J]., X tal que xiJ=O slempre que xiJ "'." O. 

. . 
Paso 3 ~}\ €'.ntradas xlJ de x_,par~.l~ ~ua~~s."x~·J,~ 1,,son.todas 

posltlvas; _denote la menor de .ellas pOr, c.:.-·(-Como---X''.ño.:es 

m~trlz de permutación• ~ntonces ~.<1 '). :¡{~~~ti:'>i:~/~~ ~~tk; 
tk+l • (1-c)t y 1\ "X . . "" :" ·;'.':"-."".;~.'" , ...... 
Entonces r~emplazar X PDf'.' (1/1-c)(X~~l\) :.-'· rC~~~~áz~. k ·:~~)~+1 y_ 

regresar al paso 2. 

En éada lteraciÓn de este algÓrii~·~··el ~.~~r~_".d~,~~t~.~-·_¿;~~ ~ri: 
la ·matrlz X se Incrementa, por lo tantO el algoritmo. ~e~ \er~lnar. ·. 

2. 4 ALGORITMOS PARA LA OBTE/ICION DEL ACOPLAMIENTO HAX!HO EN 

CRAFICAS BIPARTITAS. 

En esta sección veremos dos algoritmos para obtener la cardinalidad 

del acoplamiento máximo en una grá.fica bipartita. El problema del 

acoplamiento máximo consiste en obtener un acoplamiento de una grárlca 

dada, tal que contenga el número mAxlmo de arcos. El primero está 

basado en una especialización del algoritmo de Ford y Fulkerson para 

flujos en redes: el segundo en el teorema y la idea de las trayectorias 

aumentantes. 
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2. 4.1 ESPECIALIZACION DEL ALGORITHO DE FWJO HAXIHO PARA EL PROBLE/fA 

DEL. ACOPLAHÍENTO HAXIHO EN GRAFICAS BIPAIUITAS. 

"'va·~i~~s ·q¡J~_:tod6 Problema del acoplamiento mAxlmo en blgrá.F1cas es . . . . . . 
·equivalente- a,uno-_de· rluJo máximo. y dada la estructura particular de 

·este.-proli"lem8.,.:e1_,a18oritmo de Ford y Fulkerson puede ser especlallzado 

>-·~ar~~;·p~~d~CÍ.r~ ~-algo~lt~- más· eficiente para resolver este problema. 

-Efisegulda. -=.veremos"- laS"'"' caraclerlstlcas de las trayectorias 

8.wnent9.n~es d~l prOblema de .fluJo máximo en lo. gráfica G(B) asociada-al 

p~oble~a del ~op~~lcnt? máximo en una gráfica bipartita B. 

-_-__ -i~~tt)~~~t.Orias.a~e~t8.ñtes de rlUJo de o ad cornlenZan ut.lllzando 

·un e.réO-adyaéCnte-á O cOn'-nuJO cero, utlllzari alternadamenfe·arcos·de· 

A con !'lujo cero, recorridos positivamente y arcos de A con ·.r1uJo· uno 

(es decir- que están en el acoplamiento) recorridos negatlváIÍlente,, lo.s'· 

dos 61 timos arcos de la. trayectoria nument.ante -tlen_"e_~ r~~J~·--:.~~ró,.-~:~~:o
pertenece, a A y el otro es ac1Yacente a d. 

. ·:~". ;_ .. - ·' 

Si en:estas trayectorias aumentant.es de r1u"Jo--~úm'1~0S'..~i pr·f~ro 
y el liltlmo ._arco~ 1 . Vel". que corÍ'esponden -a -~~ay~~-~~rlm!;::~~n-ta'.nte·~ 

relativas al acoplamiento y viceversa es sen.clll.~:=. ,·e:.~.: .•. i.•s:.-:- Y···· ... t',l::·.:·'.-.e: .. :.··:····T:~.' 
Sea P: º-~~ s 1-+ t. 1 -~ s 2 :-+:ta+-:.-+ tJ -+:_d ~~:~:-~·1. __ : .. __ e W 

una trayectorl~ aumentant8 de r1úJo, entonces·.,»~:.-··::: ,:;c•o:,o:. -->::;~:~-

-- -·-- -~--~---~;~~*· ;=;--~~~~~~::;;; ~~-~. -~;-~:i~~~~~~~~:~-r~-: :··-~r- ~~t~-:y-
es una tr~~btciri~--·~~~~twite:·r~i~t1~. a·1:~-~~pi~1«e~:t~: x:·.·:'~~ue 

:_{L ~-~\:~ -~~"-: -~T_-¿ _;.-~>=<~·~J _-::~:·:. -.-:J~~,.~-=- \~~-;. -.: -~:/. -- ~-y·~· 
;---t.~~1(·~·,_ ~~-( '> ·~·:'.i. •'.}·~.,,;,-,1. J-:-1'~: ::. ::_:~/· 

_por·'.-~~-:._ ~:~:~~-t ~.~/~ ·. :~b .. ~~g.:-~ ~-~.~~¡:~;i,:~r~:j<;?~·x: ,'. )~{ '\:<:·, 
, ¿~.,_: .,;;·.:;.'. ·:;·¡;..', '':'·:·,>· ::.~~·~~ ,~-. 

~;~:::±•t•l~t¡~: Biti:~{:{:~~n:it~~ 0df ;1:¿0. :J~ una trayectoria 

la red bipartita 

G=(S, T, A), como : 

" : '~ e~~~n:e~ ;}U/. t;) a O y 
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: entonces r(s~. 1 ~t¡J =} 
' . . ' 

además.~· ~o~o (~,s 1 >.:-~r (~J;~)~ ,t~c~-~~·. ~~-u~_o ~~~o ... ~.~n .1á. red de· f'luJo 

asoclada . .:- ~-(B), "~::--o '-+_-.si~ -t·Í f--.~2 ~-t2f-;;~-+ ·~J.-~·.~ es. .. una t.raye~t,orla 
au:nentante do rfµJO: Ver la> f'lgura 2.s · ', 

Acoplamiento :X 

. FtgUra 2.5 

Flufo, asociado á X 

Trayectoria aumentante 
reletlva ax • 

Notación : . eÍ~- arcCI. 'es, t) e X denotaremos t como X(s). 

llÓm!zil~ X) Dom X Q { SE 5 f 3 t ET con (s,t) E X} 

Rangc:<J:e·.'~ ~ .t E·T. ·.~i:s 'e' S con' (s,t) e X 
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En. la prlme~a Í'igura·del diagrilma del" ~Jemplo •. tenernós: X,(2_)=7 y· X(3)a9 

y 

RangoX~f7;9f .·''Y .. ·.···. , 
Se~ SX "." { s ~ S 1 3 t E T e" { ~go X; f , ~on~ !,s, ti E A f , ( 1.e.' 

~ e ~x ~~. t.~-~-~.~ ::~-~-~~.~-~~~~-.~~: .~x~~~-s-~~}_-~:- ~~~-~~ -::_~7~~~--: ~x·~~- t~.~' 2 ~ -~--- ~ .. 
: Para: : d~~~-i~in~_-.;: ~-~-,<tr~~~:~or-1~- ·::~¿~e~t~~~ ·:,. d~-:~:, ¡~~e/ 

--- ------ -
"• ,- '. -

'~~.:~~·.:.:~C~;.l /\a•.;-. ·xcs't), s".·, .. 
: " / . . -: ,:-:.· :· .·;._ . -:-~- ": . . . - :;. . ' '.·.:- : ' . ·_· - - : ·: . - - _. :---~' -- . 

~~~-·:cO~~--~-~C~ -~'n :{_~- ~ ·~ --~ ~~ Xºfy; term~~~_-fm 8..lgañ·~.n~~o dé,~ ·c~~do'~_ 
acop.lad~:_" qu_.;·.~tie~-e'! un° ~o.d~ __ v~~_ino expuesto)·;_ donde-:-_ - ~ 

- .é(s'.. X(s',J ·1 • ( ··~. X(s") ) •••• - E-A -

En el :ejemplo· tenemoS: · 4 , X(3) , 3 , X(2) ,- 2 donde: 

4ES-{Do~Xf Y 2ESX 

esta ·secue~cla ·define una trayectoria aumentante de f"luJo 

R: ~4.+9+-3-+7+-2~5-+d 

Las trayectorias· que so detectan .durante el .algorlilno pueden 

expresarse en términos· de los elementos de s.-.· Es decir ,basta· con usar 

la ~tiqueta. F (s') = s , para denotar que s' se alcanza desde s. 

Antes de describir el algoritmo veremos que el próble~ de la 

cu~i.ert~_:minlma __ equlva(e ª,~.problema de la_cortadur~ mini~~~- la red 

de ~luJ? aso_c::i_ada al probl~ma del· acoplamiento mibcimo· déf'lnido en una 

~blgr:"Af'ica: 

Lema 2~2; ' 

•EJ ¡;;~-bl~~~ -~~ la cuble~ta mlnl~a. eri_ una• grMlca .blJ>!'l'tlto,B es 

equlValenté ·.::_al p:~~~l~~~- de'", la_-· cortadur~ .minima é~- .. lá. red·, de : f'lu.Jo' 
·aso~i'~d~::·Gcej-.;··::: 

~~~st~~~·~-~~·~·(:·:: \;-~. ;::{~;, .';';~ ·. ,·:;«;'._, ~ ;-/- ' ; :_ . .-'_.'_., _,_~·,:.:\ · · .;::.:/~, 

~a GCBJ -{' tJ;A J-i 1á. red • ~~ \flu~t .. J2¡¿~ ~fr 
-ac~P·1·~¡~·~to : ~áxl~'o ·;,·d~f-ií11'd~:~~ri ·'~a .'blg~Aft~a:;.9;·'.: 

- . -:,·,:~~ '· ;' \~ .. 
Las ... Cor_t'adu~~ :·,~~~ ·,-, 6Bp~cid~d · 'ri-~i t~-:~~esf~·;'~·fo~~doS . por. arcos 

- ad~~ent~S a:·~· y·,d~ ·~~·-deCl~·:s6rl. de· i~·fó~~- o·:.~c -~º~---~-i.·)· ~?~_dc_-_~ .. c N,. 
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o e L··y de L. y no·exlste· u~ arco (s,t) e A con se L y te L (Porque 

estos arcos tlenen capacidad infinita). ·c~da arco de Q adyacente a d 

corre.sponde a un nodo s E ·s tal que s. e L;- igualmente, cada arco de Q 

·ad~cent~· .·a o 'correspo~de a ~~ ~odo t _-.e T. lal que t e L. Como estos 

tirc~S: tt':'ri~·n ~~-P~cÍdBd sUJ>CriOr' ·i&uEit.··a··'uno~ 

Cap (Q) • 1 S-L 1 + 1 T n L_ 1 
- ... ·. 

-por-- lo> tanto CstoS -cortes- CorrespOni:le-n- úno a uno ·a las. cubiertas· e 
'dO~de -1a·· corr~~_pondenci_a-puedf!_ e?:'pr.esarse Ca: .l_ s-1:-·1 v ( T·n L-) y 
-LX I • 1-i:i 1 11· 

Enseguida se describe detalladamente- el algorl tmo 

ALGORITMO DEL ACOPLAMIENTO HAXIHO EN GRAFICAS BIPARTITAS BASADO EN 

UNA ESPECIALIZACION DEL ALGoR-ITHO DE FORD Y FULKERSON-PAAA FLUJOS;--

Paso 1 Ii11ciar con.un acoplamiento X cualquiera, puede ser el_ ~Bcio. 
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e •J:1:2.~:~:sfü.w'.~~ ..... ·.··· . 
·-·~· - ; .. :;~>< -.'._, 

como ·w_,.=:= 0··":·~i.'/;~-~~1~1~~(~\~·:~:~-~-~ é.c_1_.~r. =--i~~:s.J. ('?.- 11)<c4, 1'Ú; c~,9) ~ 
es-de ~~d_ln~lldad má.xlma-,' e:·~s_-.. ~e:c_:h_ub~~r~e:·_~-~-nlniá.'_'y."se· muestran ·en' l~ 
flgura•2.s dl 
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b) 

Figura 2.6 
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El ~segund.ó ~nfoqu~ es~~:_ basado- en la Idea de encontrar una 

trái;ecto-rla aulnen_te.rlte con respecto a un acoplamiento,' para obtener asi 

un iiuev'o- aco~iam·l~nlo'- con--~~di~lidad mayor" 'en -u~o al .·acóplamiento 

or18.inai:-::: Si. :~O pc;demos -encontr~ una ti-ayectoria aumentant~ -~ntonces 
~~~:--aco~l~mle~-tc,'_·::._:~s·~----d~--- .~efdlna~ldad ~Axima._ .Veamos_ :la -~sigui~nte-__ 

de~l!'l1~16~. qu~_-_no~«~d_aré. e~ el. trat~le~to del ~lgC?rlt_m~~ 
-,.- - .-~- _. - - ;--- - . - -" - ·-~-e: - -

Sea, e::;;(s,~.-A>. _ .. una gránca ·bipartita Y X-~ ~~Ptarñi-~~t~ _tal que 

X S:: ·A. 

__ Un é.rbol _ alternante reiattvo al acoplamiento __ , >L- e~·~ un_ cir~l __ -que 
·. . 

satlsface, la~ siguientes dos condicione~._ i:'r~me_r~~ ~l_ ·_árbol ~on~lene 

exactamente un nodo expuesto de 5, que le llam~em~s ·ralz. - Segundo 

todas las trayectorias entre la ralz y cualquler otro nodo en el árbol 

son trayectorias alternantes. 

El algoritmo comienza con cualquier acoplamiento factible, 

posiblemente el acoplamiento vaclo. Cada nodo expuesto en S es tomado 

como la raiz de un árbol alternante, nodos y arcos son agregados a los 

á.rboles por medio de una regla de etlquetacl6n. En algún momento tiene 

que ocurrir alguno de los dos siguientes eventos: 

1) Algún nodo expuesto en T es alcanzado desde alguno de los 

Arboles, por lo tanto se ha detectado una trayectoria aumentante y se 

pue~e const_rulr u~_puevo acopl~lento de cardinal ldad mayor en uno al 

acoplamiento anterior, el procedimiento de la búsqueda de· una 

trayectoria aumentante se repite con el nuevo acoplamiento. 

11) NC? es posible agregar mfts nodos y arcos a ninguno de los 

árboles¡ ~n este caso la eliquctación es húngara. 

Los~ árboles resultantes que poseen la propiedad de que todas- sus 

trayect_orias· alternantes maxlmales son de cardinalidad par son, ll~~do~· 

árboleS, ~-úngaros y pueden ser usados para construir una solución óptima· 

dual que. 'consiste 'en la unión de todos los nodos fuera del árbol en, S y 

de todos",los nodos dentro del é.rbol en T. 

El.algoritmo se descrl be enseguida. 
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:.:~::~ d:1q~:.:l1~:d~ J esté )lt1 etiquetado, 'f~: ;~:e ;_; ~;/ . 
l. 3 Examinar la .et.lqueta en el nodo, ( ~~:,·::·.·~·~f)-,cOñlO·'.' ~f8~e}~j,~~{~ li;_{~~-~~·-. 
. ~== ';;,pJu;•;·~ 1~1::n:S:1 2~.d~,¡°:r:~~rt.~teJJ~~:~ü~1t~~;'.'.} .. 
Resre~ar '~i -p~-~ i-. 1 ~-\ .... /:~\~·- :::~~: \:·~--?~? ~:~!~--~~_:, ;~~-:f~ :e_ ;}E;_·~._·/, 

·Pasó- 2 ·-:AiJme·n(~¿f¿~-- -·~· · . -.. , ,-;--.,,--. :~r>:.- ~-Z"t~i, _;~~~: .-.. ;":-:~·:. -::-"-
. i~--' 

-~ '.;~~-.. -~-~-t-~~~~d~. ~ -·t~~e~:i·~~~l~·::;~fun;nt~-t~:'·~~e: terMina en el 

nodo i· (iderlt1f1c~o· .e~"~i::~i>as~·~i.3·)·-.---IÁs nod~s que ~receden al 

, n~d~ -1 e:n·~-1;&:-: l'~e~~orl.~'--~~rt~:~~~~-~c~~~os-.:f!acla- atrás-~ ~to es, si 

·----- ---l-~a---~-~--lqu~t~-~~-~e1;·-~~ªº~:~~-:~~-es~·.·.·~~·fo--ef--~rlúltlmOO-~Odo al fiilal de 18. 
trayectoria es'_--e1·- ,ñOci~, J.-- Sr :ia -etiqueta en el nodo J es "k", el 

ant~penúlÜmo ·-;·nodo·:·;'. -d~ ... ·1a t'rayectoria es el nodo k y asi 

suc~~lvam~n{e·:--::·E1-.:~~'do-.:J:~1c1al e~· la trayectoria fue etiquetado con 

.. - 9 · .... Aument~.· X '1nte,rcambl~do los arcos de la trayectoria que no 

estén en el acoplainlenf.o por lo que si lo estén. Remover todas las 

etiquetas de los nodos. 

Regresar. al paso 1._o . 
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Paso 3 -Et1quetac16n Húngara ·.··.·. ·.: .. /.< .. .-_"··.·. '.'.;:~·-;· .. ·,-"_·.-. ·:":·.: 
~.et l quet~C ~ 6Íl es húngara, no. _-.~~l'sten .. t.~-~~~-c~or~i~··. -~-~~e~~~t~~.' y· 

el' acoplamiento X es de cardinal ldB.d ._Ínáxtma:·::·Se~ "L ,-- SUT. ·qu~ =de~cita 
el conjunto de nodos ·euqllet&do~; Enta~·ée~ .C_:= :éS·~Lf:·Ü'·,eTnl)_ ~ ~S \ná. 
cUbterta de nOd.os de cardlnalld~d -m1·n1~a.>d~~i-:·a :x:.-·:Áú:·~·i 

Aplicaremos este algoritmo para deter~ln)e;. a~:~lamlent~émáxlmo 
en la blgráflca con acoplamiento lnlcie.l ,mo~trad~ :e~ ;¡a,_. ~1~~~~ -~.-7 .áJ· 

::···· ., 
Iteraclóil t 

Asignamos la etiqueta al- únl-co- nO-do ·éxPUesto· en' s---:c2r ... 'e, "ilr 
revisar esta etiqueta asignamos a los nodos ·en-_ T, adyace,ntes a: 2 las 

siguientes etiquetas (7] = 2 y (8} >= 2 

Al revisar la etiqueta de 7, el nodo 4 recibe la etiqueta [4) = 7-y 

O:CreVlsar la etiqueta de 8, el nodo -3 recibe la etlquet8. -f3J'.-~-e.'._ A.l

examlnar la etiqueta de 3 tenemos que {5] = 3, cuando se- revisa- 18. 

etiqueta del nodo 5 notamos que es un nodo expuesto en T, por lo ta11to 

se ha detectado una trayectoria aumentnnte, La trayectoria es 5, 3, 8, 2 

que se ilustra en la figura 2. 7 b). Modificamos ol acoplamiento 

X=~ (3,8), (1,6), (4,7) } u j (2,8), (3,5) } - j (3,81 } entonces 

X= { (1,6), (4,7), (2,8), (3,5) } y como ya no existen nodos· cxpuest~s 

~n 5_1~ soluci~n e='.'_ óptima , la cubierta es C = ( 5 - L) u ( T n L· 

pero i. .. " por lo tanto e = s. 
El .acoplamiento y la cubierta óptimos se muestran en la flgura 2. 7 e) 

Figura 2. 7 
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2. s 'APL.1c'.'c10NE5 óEL: ·AcÓPw1Ell-ro DE e:AfU)INAL10Ati MAXIHA 

En._e~ta· -~~c61 ~~· -5~' · pr~~~ñt~:.d~~·-.:'Pr~blc~'~d~:-- ·úp6·:~o~bl:n&:t~-~-1~ que 

puedan :~e~ -··r_e~·u~·í't.as·:-~ci~:~ei ~igci·r1·t~~ del ~oP'l~i~nt~ :~~ :·c_ard_iha1_1~ 
~áximS:- ·~~ -~~ti.ri2-~' bl~'ú\'.as;.·, 

- . ··-·-·· - ' 

SIST~ D~ ~~ENTÁNTES DISTINTOS 

~ 

- -- e Ex1Steii. :-éioS·-verslones básicas del teorema de_ Hall y de iaS cuales 

se __ d~;-~reñ.de ·un· gran número de versiones que pueden ser N:d.uCldas-_ a 

-~st.~·-:d~-~---~~rs-1~-nes bé.s leas; la primera versión l~ e_nunc16 Hall _en· un 

cO-nteXf.o tc6rlco de conjuntos, veamos : Sea S un conjunto flnltO -y 

{s~ ,- .. s2·-.,- -.• , 50 ~ subconjuntos, no necesarla.11Mmte distintos de S. 

¿-Cuándo es posible encontrar un conjunto de n elementos dlstlntos 

s_
1

• s
2

, •. __ ; s
0

_ con s 1 E s
1

? Tal conjunto de elementos_ es _l.l~do 

SISTEMA DE REPRESENTANTES DISTINTOS (SOR). Este conjunto f'~ni_t'o_ S Juilto 

con una colección de sus subconjuntos se llama hlpergrArlca. 

Ve-wnos con .un eJemplo que, resolviendo un. probleD)a de ;acopl8.miento' 

'méxlm.o en gráficas blplirtltas so~uclon~os ta.11b1é~--· ~¡:: ~~~le.;m&::--. d~: ' 

representantes dlstlnlos. . . . ····· > /' • '. • . , ,, • 
enu~~am::s~~::~te·s!r~;it;~·~f t¿;~triró~~~~-:.~~s~Er±~):. 

· las"~in~r'~~~-:·~~ ·. i~ 'Sl8~1~nt~·:.· .. --~;-_- .·.:· .. ;:~,-~<, .;_~~:~~''_: ~'¿,.,· :-·/~:::> ;'· 0 

• 

'" ~---···>:~:··· ;,-,' . 
¡¡,,;~~:.á:-'1 ;··{~.-2;3f''; . ,:·~··· 

º·Emp~ .... ~~2; éj1,4f~ i;:, ~; ,~:;~;~: Empresa 3 : j4,5,6f .· .. Empresa 4 : j4f. ·Empresa. 5 : jt,4f 

Para la reunión anual de evaluación del despacho, se desea f'ormar 

un grupo de 5 asesores, representando cada uno de ellos a una empresa 

diferente. ¿ Cómo se puede integrar el grupo deseado ? 

Modelando esta situación con una gráfica blpartlta G = (5, T,A) 

donde S = ~ Empresas ~ y T = { Asesores ~. un arco { l, J) e A con l E S 

y J e T si la empresa "l" tiene asignado al asesor "J", el problema se 
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puede resolver encOntrando un:acoplamiento má~~mo ~n .ella, (ver figura 

contlene._menOs :de; 5, arco~, el· problema 
L. , • , ··algUno. de. los 

Figura 2.8 

Hall no demostró _su versión en términos de acoplamientos nl de 

teoria de g.ráficas, sin embargo la segunda versión básica es un teorema 

muy Importante dentro de ·la teorla del acoplamiento en gráficas 

bfpart1tas, además de que lo podemos utlllzar en el teorema de son; por 

esto. raz6n veremos primero la demoslraclón de la versión en 

acoplamientos, después veremos el teorema de Hall en comblnatorla y por 

último veremos que estos dos teoremas son equivalentes. 

-- -Diremos que un conjunto- de ñódos -w pUede- ser- ·acoplado ·a --otro 

conjunto de nodos N' , si existe un acoplamiento que no deje nodos 

expuestos en N. Asl el teorema de Hall nos dice lo siguiente: 

Teorema 2. 10 De Hall 

Sea G=(S, T,A) uri~. gr_á.f'ica b.i·~-~lt.a.: c:J>C?~~.~ ~ ·~?piam·i~nto. ~-es a; 

::º~:::~::n~ ¡s• 1 V s.' ~ s >;~;• '., : . ,'.,< . . ·. · .. ·. 
Supongamos que S>puede ser.'~~opl;J~ :;b:un su¡;;,onjunto d~ T; 

Entonces, dado ~ue. -~~d~ ';; ~é-~€·1~~. r,~~ · S·-,:~~S ~~.ºp:r,do :- :~!ln ,.(~ · :·:~=é_~ti~e 
distinto de T, es claro qu~ '¡res;) 1 ~:¡s•(v '..s• ~S. 

:·:. :_:~ __ -~~: 



.. ," 

. ·p~r ei. contrar:10 supOngamos que c··-es- blpart.¡·~a -~':·que- s ·~º puede _ser 

·acoplado: a.<un: s'ubc~nJunt.o d~ ~T~ ~-ª X -~n ~~P'1wi.1·e~t-~·.· máx"tmo''.-e~·-.G.-_ Por 

· s~posl~iÓ~; -1~~, .arc~s de -X ii~:- Son: 1nc1-de~t~~-:O:' todo~ '.·1~~· Vé~Úces '.de 5. 
S~a .. ~:·· ~n ·~.é~~lc~ .. "º .aco~lado, pe;".-' ·x ~~.·~~~,:~\;: ~\;.~.-c~~j~~~;·: ~e·:~~d~~: ·los 

-.vért 1~.~s .. de'. G. conectados a u: por: Una. t.'r~~~t'Or.18. :·B.úernant~ de: X •. : Dado 
::_-~ue·:-,·~·x-· e~. ti~: .. á~oplamtént~ · · ~áXi~- .-,-~~Íri-~lc~s·;::_"·( :: : ~.:.: .-.~-¡:~ -teorema: de·.· 

~~aYeC'~or"ia S:~en~~te, acoPú~.~r~~i.~ · ::~·~1-~'~t:-~. ~-':~~-_;.;~ ~ :::~~f~ ·. :~ér~ 1.~~ - ~º 
acoplado ·de y: Sea S' = V. n S Y.T; __ .u \_':.~- T:·-::.cl~~~.n.~~·" .. ~~~~ ~ér:.~ic~~· de .. -

. ~; ~· ~i!. J ;
50:n a:;:l::º~. c:i(~~~tld?f ~¿T'di~;~f;c~~T¿J;i~~!'y,e~ .. 

_conectado_ u por ·. una trayectoria ~,-~lternante. ~·~.o..~ry,· ~::·~~tO-Oc~s-
lris•)¡ ~ ¡s· ¡~1< 1sT1 • . , ·• (". -,, ~;: •e .. . . 

. Teor::: :~::cc:::~l c::J
0

::t:
1

s~~~.
1

ª:.<.sSf~\~e%':s~~1~1~{s6l~. si .. 
par8,, todo k, _.O s"_k :s 0-,, l~ -un1_~0 '.~_e:::-c~~lqui~ra·,:_~~:-de-. ._~l_O_s~:CoriJuntos-
~t' ·;. ·~n tle~e ~ardinauda!i aLmÉ!no~ .~-~,;,," · · -" · - . , . ... 

Dem0strac16n. · 

, La. impllcación de tzquterda a.derecha e~.tf..1V1ai',,:· 
Supongamos al contrario ·que - para tÓdo : k·;:· :··ó:Sk~ : y . para todo 

s~~onJ~~o ~ !.1 , ~. ~ 1k t. de. -r:-ñ"> t~1~mo~-:~.:·I_~~{. ~~-~ 1 :~_Z:. ~- ~nstr\iyase 
una blgráf'ica G=(S,T,..d) como sigue: :Los nodos de-·S-son ios conJuntos 

s
1

,- •• , s;; y lós na-dos de_ T so,n ·1.~-s el~~~-~t~~ de:-~~·i 5~---.' Una·e1 nodo 

s 1 de Sal nodo ªJ de:·T -~~ Y.s~l~:.~1 ,.ªJ'_E_?i···_:,Esc6gase cual~uler 
S' c. S. Por deflnlcl6n de G tenemos. que i r(S') i ~ · i · U S' S 1 f ~ IS' i 

. . .•. i . ·. SI J E J 
pero por el teorema 2.10, ·s puede.: ser acoplado-en T ·y· se· slgue que los 

- -- ~ nodós; r i ~al e~ 1 ~~ -T;~~e-e~·te -acopi~"Í:~~t~-~d~~~-&~r.~ \tri.e SoR~~~. · 

__ ;,.-.. co~~'.~~~~~·16~; .. _~e _P:~e'~···q~~,·,·er -,t~~rema ··~. 11, implica. el·_ teorema 

2.10, ut.111Zando ·.~ª-~o~_niulaclóri .de ~na-, r~~ con'· r1uJO dé-_ la ·.siguiente 
.'~era::-.,,. ·:\»"~-'~ 

·~mos~·ra~~·Ón. · ·, · ,-_;: :~~: .;_:-~~-~'.~ ":<~·:·.:> ... :: ·' .,_ 

, .-· .~r1~0~'.:~ .'~10:.'..·~·~ed. :~i?art¡.t~-· G .. ~:·.\~-~:~:'.Á~-".'.:·~:~n.:. S •.Ax1, .•• xm~ • 
T = {i.-1, ,, ,yn~ ;A• {<x1 •. YJLi;s1 ,e.sJ:J: Asociamos una demanda 
b(yJ~ .. -~ ~-:8:.ca~a·n~·da ~~ .. T Y_.-~-.~,te~~~·;~~:~'1 ) =:·1 a cada nodo de S. Las 
cap~idade~ ~e,todos. l~os··arcos son ·1nr1nit_aS. Ver la figura 2.9: 



· s 1_; :~~ .. ~~~:~~~::~r~;::~.~-i"~.~Y;~~~#~:~-~:c_C~~~: .. ~~1_am~~te-, -,~~-qÚ~r~mo~- ~-que-· res~ Yi>~t'.:- _e1/ 

.inls~. cOnj~~~,p~~-de s8r' representado más de una -vCzl. 

· ·S1 ·¡~: c0nd1~100e~- de Hall se .satisfacen, entonces para cuB.lquler 

-:~~~~·nJ~t~>f(~_-T .~xlsten· al menos ¡rCT'll=IT' I nodos:de S __ que est~- -

(:-.~-~-~~~ :~--=~Od_~-~·-_de __ T'·, Y el !'lujo fT' ex.lste y es factible, por_ lo tanto -

- {~-1 ._- • • -"Snf- -admlte un SOR. a 

· --Como·. ya dlJlmos existen muchas variaciones y generalizaciones del 

t~~re~ de Hall 1 muchas de las que pueden ser probadas ~~ r'~~~c~Ú:n '~
una de las versiones bé.sicas. Presentaremos como corolario la siguiente 

- -
versión del teorema de Hal 1, referente a acoplamientos en· bigréf"lcis_: 

-_.:_:""--Teorema 2. 12- - (del - matrimonio)__ 

Una gráfica bipartita G=(S,T,A) adm1te un acoplamieñt'o.~omple~o _o 

perfecto~ ISl=ITI y V S' s; S !S'-1 "_if(S'll· 

Se llama asi por la sigulente lnterpretac16n. Dada una lista de n 

hombres y un conjunto de n mujeres, cada hombre (mujer) elabora una 

lista con los nombres de las mujeres (hombres} con las que se quisiera 

casar. Entonces cada hombre (mujer) puede ser casado con una mujer 

(hombre) en su lista, s l y sólo s 1, para todo valor de k e l:$kSJl) la 

unión de cualquiera k l lstas contienen al menos k nombres. 
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·- .... -
DESCOMPOSICION Ell CADENAS. 

·-·· .. - ·- ·'".• ."'' 

Un~ de .:10~ • ;.:~itad~~ ~sen~ia1es' en la teorla d•. ºº?~untos 
· pafcial~ente .:Órd~~ado's __ es 'J·debidó --a· Du~rth" (1950). En esta sección 

v.er~~~~·: ~~~~·;_t:;i \e~-~e~~'.. e~·- ~qu~vBieilte al' teo~ema de Ktini8-~~é~váry. 
-·;-.· 

~ '. :~Se~~:~~{-~i~~~- ~:~- ~\-~ '.~·."}:~~~ua~~ui-er: :coñjwifo- .- !-1 nl to. ~~:{quler _ pelacl~n 
-R:~--&·:~~-J1_~_.~rd:ri--Par~1B1 de P sl R -es rer-le~~_va, .. antisti:nét~ica --Y_ 

- _ .. :_trD.nst~i~~~--~~.~~':-'-~-~~urLt'ó- P~ (¡ue --posee ta·l- ~elación se llama conjunto 

p~~~~l~~~-~i.?~~-~-~~do. ·Denotamos R por" :s "; esto es C~1 ,aJ>._~ R si y 
~~l_o ·_s~~'.:~Í--~\8:J·,~-: ~crlblmos también ªi < ªJ si y sólo sl ~i :s'.ªJ y 

a 1 '~:_·,~~-.:-~_-· ~~~~lsubconJunto ~a11 , a 12 , .. , a 1k} de P es ~-~ota-~~nle 
or-dinildo- o una cadena si existe una permutación -rr de los· sublndlces 

---1Í~;_1~~ ;1k tal que ªrr(ll) :s:arr(1
2

):s •• :s~Clkl" Cualesquiera dos 

elementos ªi· y ªJ son llamados comparables si pertenecen a alguna 

cadena y. son incomparables en otro caso. Cualquier conjunto de 

elementos· incomparables se llama anticadena. 

Uri~ colección r = {c1 , .• ,Cr} de cadenas (a.nticadenasJ en P se 
lla1Tra partición en cadenas (anUcadenas] de P. si los c1 son mutuamente 

ajenos y su unión es P. Observemos que cualquier conjunto parcialmente 

ordenado puede ser representado como la unión de cadenas ajenas; un 

ejemplo trivial es la partición Formada por las cadenas con un elemento 

~~!~, ia2 }, {an}. Asl tiene sentido hablar de particiones en cadenas 

de P de cardlnal!dad m!nima. 

-·PO-~ -~t-ro lado, dado que la cardinalidad de una anticadena no pue'de 

exceder IPJ, debemos hablar de anticadenas de c~inaUdad·máxima. 

Uno de los resultados fundamen~ales _de l_a · teo~i_a.,-. de -·conjuntos 

parcialmente ordenados_ relaciona estos dos." concepto~ ... \, es ·iebt:c:i~ ::,~ 
Dllworth Cl,950)." .·.:·,:\~ .. · -: _ _-··~> ,·t<i. :~::.:<, -: ~-~, 

Teorema 2. 13 De DIJ worth . • • ;. ',''./f'. >~\ 
En cual~~le~-~onJ~~to )i~1¡1:~g····u···~a•· .. -1··,··;.,º.-.·.1ª:~.·,.·Í~l:':ea-.~-~t.-i~.·~d-~ldn~ahl~l:_doatd:·~.· .... ·.·.·d··~.;.~~:itna::údad -

de l·a .'~t16~e~~:.:_'.·~~i~a:-;:~~ : ... ~ ·~-u~l~~~~r 
pa

0

rticÚ1~ m1~1:~a·.~n e~~~~~.·~:.~~ 
;;;·_-.o•-
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... ,· '.. ;, ·-- . ' 

En ta fi"gura · 2. 10-- llUsiramos 'ei leoreíiia 'de_ Dilworth, con tt,·-nodos. 

En el _~JeJIÍPto Podemos v~r :.quÍ!'-c :ia·: c~dinal i'dic( de~:)~ . .', ~t1qndén~. más 
~r~de- -es ··igual '~:·la ~&~dl~úd~d :d_i_. l~::.~r-i"or·.~;p~tici'Ó~· .. _e~ ;;cadenas· Y 
s~n-- lgu~·tes ;.a-·-4~~'.<si- l. ~stá :·s1 tuad~ ~-máB·. abaJ~« ~~é -·J ~:~Y~: e,'c1S.ie e'n la 

nSura _"el ~co Cl-,Jl. .. ~r:itoOces).-<. ·J:}} './,-~. -:...· .. - _:"""·>· .. ¿';_;/· 
-- .. :;.::. /:_-::,-::._'·.,- :_-_:-· :·· ·:.· .- - ' ' 

_ -: .... ·-El--.:::~onJ~-~~/.~~~ -_:_;"~~ ·.:~~~ ~·;;_~- --~~-: c~J~,~-:-~:~·:;·¡_~a-;;:~~~!?~!-~~~-~~; de- --
card_lnalldad·. m~~~ y:_ -_i~:- rutasco:,en~':_-~~~ci~~-co¡:.~~sPo:~deñ'. · ~_" _l~ cuatro 

,cadenas' aJe~ e;;; j~¡ ,a4 • .., • .'a10 f c2 ~ 1"2 •ªs f c3 • J"¡¡ ;ª11 f Y 

C4'~,,~"":i 'ª6 •B.¡}. 

F'1gura 2. 10 

.c-· .• como-un-'--8Je111pl'o· de -~~-COmPostcl6n en Cadenas veB111os el slgu1ente 

problema: 

Un ~rlód_~_co ?esea cubr~r todas las conferencias de una 1mportante

reuntón- lnternaclonal a celebrarse en determinada fecha. 

Para: ese Cia se orrecen 10 conCerenc1as con la ·durac16n y hor~io 

que se ~-~str~ a cont1nuac16n en la tabla 

Conferencia 3 4 5 6 7 B 9 10 ', 

tnlclo 9,00 ª'ºº 9,00 9,00 9,30 10,30 9,30 8:30 :s:OO 8;30 

Duración en 80' 60 90 90 90 60 60 90 'ªº so 
minutos 

¿ CuU es _el iiWnerO m1n1mo de 'rePorteros que __ debe,-:.envtar·:-ei-

per16d!co p~~ ~ubrlr_-el: total -de ia's-CO"nf~-~,~~~1~ .? 

5'.' __ 



Las conferencias se pueden ordenar de manera que a < b signif'ique 

que la conferencia "a" tcrmlna antes de que la conf'er.encla "b" inicie. 

Podemos modelar en una gráf'lca el orden parcial estricto existente 

entre las conf'erenclas, donde cada nodo- representa una conf'crencla, 

para tener la co~dlc16n a < b tiene que existir el arco Ca+ b) y b debe 

estar situado en un nivel más abaJo que a. Ver·Ja f'lgura 2.11 

Figura 2.11 

Cada cadena en la gráf'ica anterior represent~ una secuencia de 

conferenc:;las que_ no se translapan y que pueden ser cubiertas por un 

reportero. 

Para reducir el problema a 

uno de acoplamiento máximo sea 

S :r::s { 1, . . , 10 } el número de 

conf'erencia. G = (S,T,A) una 
bigráf'ica con T =Se Cl,J) e A c. 

_la conf'erencla-1-<-conferencla J. 

La gráf'lca para nuestro ejemplo 

es la que se muestra en la f'lgura 

2.12 

Figura 2. 12 
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EncOÍltrar un ;acoplamiento- má~lmo. en e~t~ f'lgura es· 'équlvatente a 

encontrar. un-_ subcOnJunto: de· pares· de· elementos 'de- S que son Comparables 

de modo :q~e. i1·1n~ful .-~lem~~t·o--~~li;.~cie máS -de: una vez_ como pr'ime~ -elemento -

·n1 niás- -d~': úna'-·:vez··:_·co·m~ ".-.~~~~~~ ·-~I;-~erll~ d~-. un par. Identificando los 

ele~~Óto~., cCimünCs'. en ;. i_~s .:~e~ ~nc~~~radÓ~·; . ~ ÍO~, ''.unimos" forritando 

cad~n~·; -~Jen~, ~ ,. 

_ -_p~~- -~~~l!'~t~ -s~-~: ':!~'.,:.~_n-~-~~o~Í~-lento_ --m-áxlmo:__-para:~_ la -figura 2:12 

---.apari:;c_en\1~s·:arCcs·cá 1 4).(4.2).se-puede_cons(rui~ la cadena 6 <_4 < 2. 

Los: é1~mentos. que' no sean cubiertos por .los arcos en el acoplamiento 

maX1nio_-·se. ·_consideran como caden8.s Unitaria.$ Y asi se tiene la 

·-·- ~-~es_c~mposlCión~en cadenas de S que se buscaba. 

Pai:-a demostrar la equtvaiencla del teorema de Dllworth con el 

. teorema de KOnlg, seguiremos el tratamiento de Fulkerson ( 13], y que 

_se basa en la construcción adecuada de una gráfica blpartl ta, dado un 

conJunto parcialmente ordenado. Para probar el teorema de Dllworth, 

supongamos que el teorema de Kéinlg-Egerváry es vál Ido. 

Sea P = 1 x 1 , .. ,x
0 

~ un conjunto parcialmente ordenado. 

Construyamos una gráfica bipartita G: CS,T.A} donde 

5 = lª1 •ª2 • ·· •ªn} T = jbl ,b2 • ·· ,bnf 
y Ca1,bJ) E A si y sólo si xi< xJ. 

Necesitaremos adf!más _los siguientes dos 
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cada una.de ellas tiene longitud de al m'enos dos·y son ajenas por pares 

dado que H es un acoplamiento. Se puede extender p' a una partlclón en 

cade-nas;,~·-·de ~ de~-rrianera. nalurai. lográ~dose; e.sto :agregand~ todEls las 

cadenas. Unitaf.tas . que·-~.~ estén,· ~resente~--en -P'. Sea n:t~·:_El n~eí-o ··de 

elementos en- la J-éslma cad~na ~~ P •. Entonces teneinos ~e. 
. . 

..•. ·... ¡;¡ <~1+ .·. >~ .• ~< ~ 
'n ".. r: n.i s .. r: CnJ-O+l•I = JHl•l•I 

,. .~J-=.1 ·. _· · J=1 · ~~~ · - ~---~=, -·~~~-~;-.'~_.:·::~· ~·-=-~~~:;¡~( _;_~~:~-L-~/~L: 

r::·, -~,,,;. ' -,-,:- -:::.- ... ' 
--~:,·· 

... 
:<e.,-o·;·, 

s1 ce-o-~ -~UT éS'..u.na _ccubl~rta'.:-#1~~·~~.':~~·-:_tina~ ~tS~Ml~~--~~~·;_T;Af }d~_":-.~~-- - --- · 

conjunto Parc-talm~nte.: -~ ÓfdCn"ado ·; p. ·ento!lces· ._ ~Xle_te:: un~ <~t_í~~é~á.. ::_.u·. 

contenlda en ,P· co~ - ¡c~J<+ _(u" I _ ~ '-~ 

Demostración 

Sea ¿~- ... :~ªi-~ _,~12 ·.·ªik ,bJ .~J .:·.-;·~ !b~''._( ~---~~::_:~·cu~-¡~~~-~'· 
.ml~ima de ,c._-~~ co~i-es~nd~ ·á: Un ~ubéo~~-~nt~: ~-:_~~ P:·-~:~·- ici1·~~}·¡:C¿I:(:~·;.: 
U =-P-Q;·-Entonces los·elementoS de-u son ño rel8.ClÓhadoS:pc)r_=pru..eS'-;.éñ'·P ~ 

dado ~úe·_ ~G: es -una cubierta en G. ··Aun-··máS, por--· cOnstr~cé:lón 

ICcl + l~I ~ IQI +¡u¡ =JQI + IMI = IPI = ri · 11 ;\ ¡;'. 
Ahor-_a.,estamos :.:en condlciones de· demostrar :eL_ teorema __ · de':, conjuntos 

-parcJ:a:1 ~~re.;:o.oret-ii-riacfos--Ctehf<fO'º ª--nl-1 worth ~ 0:.,.--'=-c-.,-·7·::-:-~~-. _,_·~~.~~.., :,---·-'=-· 

'-'_ ~ 

'0e1 ·teorema 2. Í3 de i:J11worth . 
. , ·. 

Sea , P cual(¡uler conjunto parciá.lmente ordenado y C=(S, T, A) la 

blgráflc~ cOrrespondiente a· P~- Sea LG un conjunto máximo de arcos 

lndependient_~~ eri G y CG s; SvT una cubierta minlma de G, utll lzando el 

prlmer lema· existe 'una·· partición en cadenas P de P tal que 

ILcl + IPI = n. Po~· el segundo lema existe una antlcadena U ~ P con 

ICcl, + IUI :t: n. Pero por el teorema Ma.x-Mln de KOnlg-Egerváry, tenemos 

ILcl = ICcl y por lo tanto l•I. • ¡u¡. 
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Por otra- -p8.r-te, -.·es- u~a-.''obServaclÓÓ ~elementa·l~- .notar·,·que_ par-a 

cualquler _·pa~tlcl-6n.··'arb1tr~l~. en. c~~~nas p' -·de,-.. p_· y :cualqulrir 

an.t1c~·dena. ~bl t~&:rla ._-~J' :_ d!' P> _ de~IÍios,_ Í:e!ler ·¡u {.' ~ -¡;~ (~~do :_"qÜ~ -~~s 
eÍ~mentos .: ~e "!-. _.-n~ pu~den exl.st.~~ ~~ "da 'm1_srñá. .· cB.de~a. 0

de- ~~ -~. ~-1 
!PI_ = ¡u¡ Y de :_aqU.1 -tene~os qJe ·P _es. un· partlclón ·en. ·~O:C:lenas m!'nÚna _·de 

P. y _U __ ~na -~tic.1!-d~na.-m~?<ima. - m.-

, ,_-No~emo~-' c:iue_ -·e,sta:-prueb~ -_del 0 teorema ·de--Di~worth tamblén--_brlnda-Un, -

~tS:órltmo pollnom1al para. encontrar una partlc16n en c~enas m.1n1_ma· _'y 
una antlcadena máxima en un conjunto parcialmente ordenado. 

' ra"ra-- demostrar C1 teorema ----de KOnlg-Egerváry · su~~le~d~; · que se 

cump1e--er teOrema-de 0111-1orth, se hace lo slgUlente: 

Construimos la gráfica bipartita G=(S, T,A) de un conJun~o 

parclal_mente·ordenado, donde la relación x >y def'lne aí-coS .. (x,-y)·'e A, 

correspond~entes a x e S, y e T. La lmpl lcac16n deseada se sigue d,e los 

dos resultados dados a contlnuaclón 

!) Correspondiente a cualquier descomposición P de P .existe un 

conJunt~ de arcos independientes H de G con J~¡+jMl~JsiÍt:{~ 

H) Correspondiente a cualquier conjunto µ ~_.P", de elementos 

incomparables, existe una cubierta C de G con ¡u¡.t'.fcl=,IS~J., 
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2. 6 ACOPLAMIENTO HAX-HlN 
' --. . ·- . -

·En- esta·- sección trataremos el problema del acoplamiento rax-.mln en 

gráf"lcas :·bipartitas, también conocido como problc111a del cuello de 

botella. El: problema consiste en encontrar en una grá.flca ponderada un 

acoplamlento de máxima cardlnalldad tal que el peso mlnlmo de los arcos 

· que· 1a: Í'~rtnen sea mc\xlmo, este problema utll lza la siguiente filosof'la: 

"La·f'uerza de una-cadena es~~ dada por su eslab~n mas déblJ". 

Un procedimiento que obtiene acoplamientos rnax-mln en grAf'lcas 

bipartitas de cualquier cardinalidad, Incluyendo lo. máxima, es el 

siguiente. 

Iniciemos con el acoplamiento vaclo y un conveniente "valor de 

umbral" W. En el paso general del algorl tmo, un acophulllcnto 1118.X-mln de 

cardinal ldad k ha sido obtenido. Entonces tratamos de encontrar una 

trayectoria aumentante en la subgráf'lca conteniendo todos los arcos 

(1,J) para los cuales wiJ !: ll. Si el aumento es posible, encontramos un 

acoplamiento max-mln de cardinalidad k+l. SI el aumento no ·es posible, 

el valor de entrada de W se reduce en lo necesario para permitir que el 

aumento ocurra. 

Sin embargo, es posible apllcar un algoritmo mejor, que se debe a 

Lawler ( 171 y se basa en asociar un número TTJ a cada nodo J en T. Este 

ntlmero indica el nlvel al cual el valor de umbral debe ser reducido, 

~a que J pueda ser agregado al árbol alter~~te. En otras palabras rrJ 
--_toma:-el--valor-del máxlmo w

1
J , tal que (1,J) es un arco y el nodo i 

está en un llrbol alternante. Los nodos están etiquetados co111pletwnente, 

pero ningún nodo etiquetado J en T se revlsa1 a menos que TTJ !:: W. 

Cuando no hay más nodos elegibles para revisar, W es reducido al máximo 

valor de nJ estrictamente menor que W, esto permite que al menos un 

nodo adicional se agrega al árbol. Debe ocurrir que el aumento sea 

posible o que la etlquetaclón sea húngara. 

Asl enseguida se describe el algoritmo que obtiene acoplamientos 

max-mln en gráficas bipartitas. 
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Algoritmo dei .vai~r de,: entrada p~·ra:·:ac;op~~mle~tos .~·AX~HIN; 

-. Paso~_O Inlc-lo ··'/ ; :~:·,- "'._,: ;<,·.~·',_ :,_ 

Sea· c;=cs:r·.·Al,. Una·_: ·aráf_ica :- btparúta. ,-f,--.. ~~ºj';~:ei:''..~~-~-~?::-~:~ii-:~~-~d~··-·arCo 
~:~ih"nfü~j~~etlt~tt$:.,:¡:::s Y.,fü ~~r~ ~ª·:t nodo. J e T. 

-.- .·--,:~c .. -':c--•·;._ __ :,:(-~.';"c:-:.':_:::;_.;,·;··· . .,,;, ' -.·-' .. :~·-:.'()..· -" ·--.~· , 
- 0-1· --· = '.'~~;c:x ~::,~ -<··~;Y ·::.:_·-r --":.:?, 

·~:6~ iJ.f.E1~~rfü~~!~Ftr,f~~t"~:l:~i,;;#~}~;1~~:·;:c.· - -

·· ·':i;~~~~;¡~~~JF;t:i·~-::=~:: 
.-1;·~·/:, Ei'.i~~~'t:~~"~~:--~~d~---1:.--~0n. ili\a. \etiqueta no ·revisada, ·donde l ·e S 

6 .... 

c;r~!p1'S.~:.·;{ l E s. lr al paso 1.3; sl 1 E r, Ir al paso \.4. 

- 1:3·~·' ,-~vl!'."-Bf -~-ª --~tlq~eta-~el nodo l { ~ E S) como sigue.- Para en.da arco 

:~/.~·J}~~;,·x .~~.C::i~e.~te _a l, si TIJ < "'iJ y TIJ < \I~-- enti:mces_~~:al n~do 
. J-; la·_:~_tiqt.1:eta. "1" (reemplazando cualquier etiqueta existente) y 

.--ii~'é~~-nJ---=_·:~iJ .- .Recre:;ar al paso 1.1 . 

Revisar la etiqi.leta del nodo l (1 e Tl como sigue. Sl el nodo l es 

exPuest,o, vaya al paso 2. De otra manera, identificar el único arco 

(1.Jl E X lncldente al nodo i y dar al nodo la etiqueta "1'.'. 

~-- - Regresar al paso 1.1 . 

Paso 2 Aumentacl6n 

Una trayectoria aumentante ha sido encontrada, terminando en el nodo 

1 ( ldentlflcada en el paso 1. 4 ) . Los nodos precediendo al nodo 1 en 

la trayectoria se ldentlflcan hacia atriiIB de etiqueta a etiqueta. 

Aumentar X agregiindole todos los arcos de la trayectoria aumentante 

que no estén en X, y remover aquellos que si estén. Remover todas las 

etiquetas de los nodos. Hacer ílJ .. - e11 ~ para cada nodo J en T. 

Regresar al paso 1. O . 

Paso 3 Etlquetaclón húngar8: 

No existen trayectorias ~umentan~es, y el acoplamiento X es. un 

acoplamiento m~-mln de cardl~alldad mé.xlma._ Alto. 
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el 

'.- ,. . .;, ',.. •, 

Asignamos a cada nodo eXpuesto. en. S la siguiente etlquetS: [ ll = e, 
[2] = O, [3] .,. ·e·, , (41 = e. Ai -~evlsw< las etiquetas de los nodos 

expuestos tenemos 
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"· = ~ "· = 3 íl1 = 13 "· = -1 

(5) "·4, (6) = 4, (7) = 3, (6) = 4 

C°'mo· las llnlcas etiquetas no revisadas están en nodos 1 e T 4?ºº 
TIJ < ·."' tomilndo max ~ 9, 3, 13, -1 } reducimos el valor de W quedando como 

.w. =, 13 y procedemos a revisar las etiquetas del nodo agregado al árbol 

que.·es_e~te caso es 1 = 7. Como el nodo 7 es expuesto se ha encontrado 

.una trayectoria aumentante:-7, (7,3), 3 ( ver figura 2.14 l; ·mejorando 

.:~l·~ac.oplD..mlento tenemos X =-~(3,7)}, hacemos íl~ =:= fl
6 

= n7 =-rr8-:.:=-.:..,a:i,y· 

realizamos la slgulente lteraclón. 

Segunda 1terac16n 
------ ---

-_Los nodos :,expuestoS; en-:.5 .,-_son J_-ll-:~--:~'~:;_J~_l 

revlsarlf:>S obt~n~mos que 

n = s n~ ~ 3 n = ii n= -i : 
1:1 = 4; {B) .;,~; 171

7

·~ 4/!Bl {~ e { ¡ 0 

tanto W = .Ú. y t~nenio.s - q~~(-r·~~-~~i~--· ':' -~ ·-~- ··:~ -;9~~~:ii1{~;i-.~: ~~::\~-~~~)º·~,~ 
revisando ·~l '.~ódo .. 7, asig.~Os a.'··c3J-~~-7;~·:n~.,g-._;c::!d-~:;~ad~=-~i-r~Ylsar-:al 

--nod~:;-3;::;d1smlriulinOS w'~ s. _,revl~iici~~~1'.Zricid~:¿:'.s.'/~~c-o~t'~~dé/qué~-: es'-
expuesto. · 10. trayectoria aumenl·~~o."'·~~ <~>-_ (·~fÁ.)_ ./.4· .. ~ ~/:· ~~-j~~~o.s el 

:;P::-~:::;ª\~1! ~~,7l,l4,5l f' háéj~asn/;;A•7a~ojoJeT··· ~ -: ,>:';'. /~(,. '.:. ·,::·-,.,, . .-.; < 

Tercera-iteración -

Los nodos expuestos en S 

tenemos que 

íls = -a "1 = 10 "· = -4 

son 

'':-;;' ' .. ~ .. :.->:.·,,-· 
:_:- -=--'----'---'--'-'-'-- o·~:..:_0".._:~~~\':' . - ;_i~:;:,-,::¿.'..c-2=--'- ;--'_.: 

~> 

[ iJ .. =.·.é·_:y.;: d?i·.~v-e ;~·~r revisarlos 

.·. " ;~. > \;:e:'. 
{51:=2, {ii,f~~l~:'.;l ;¡·2•·' 

como W = 9, revisando al nodo 7 · 8.sl~~~ó~~~C:h)..:-~7.\Ü~~'.:·~-~~ed~>~da ·al 

revisar al nodo 3, dlsniinui~·~s···nue·v~-~~t~·\·w .. ;-;:~~ _;;~~fs·~~'s'~~l.~-n~do a 
encontramos que es exp_~esto'.. ·_18.'.-t\~Yª~.~~.r~a.;~~~~:~.t~~~' .e·~.: e,.,_ ca;2); ,_2, 
al mejorar el acoplamief:llo .. , t.e~_~m~~>:~~~ .'~~:~:; {:c:3~ ~~)",:~,~ (4;Sr;-; (2, 8) } ; 

hacemos TIJ = - m para to~o J.:~.-.~~:;:_~-~~~;i.~i.gUra 2:14'.c~.~_..:.-: 



Cuarta l te rae 1 ón 

El ·~_l_c~>,:n.~~~,::·~~;:~~~t~, ~~:;:·[-!~- ~::~ ai~--~~~"1:-sarlo, te-~,~~~"-~~/Tt ~---i~ 
{71 "" 1 , ~el nodo 7 es r~~l~á.~~S-~--i~~~-~:,-:¡~'.·r -~l8u1e~~e: .. e_~tquOta· · 
[3] = 7 ._.- ~~;i~·.no,~0.<3 ::·es. :-,r~~,~~8:':'~·-: ~1~_·. ~~~-~--~c~~8: '.-~~~ .. --Y:~:~o~:·--~~dó~ --~~~: 
n~~-ós· ... et:1Qu~·t~~ó~/ ~s~~-,·-~-~-V~s~a·a- no~ ~x-~~-~~~::~:~e~ .. ~ó~~~ .: ~~~~~t_e~-,-~ 
e1-·acD?1-~1~Íit~~~~~7·~~i~iy)·~:-~-c~~~~~tc2,~>~J-·~~~~1-.~~-~~~~1.~~~~~º:~~-·m1n-
de·card·1~~ÜdS:d\:fft'ii~~~:, ~ - . ·· .. · - ;~,,~~-~,~:t.1;~-~~iL:: ~'._;:(~:~~; ----~: · -·----· ---~.:-
-,~- - ._ ;:;;-::~::-,;j~i~' - ·-.' ·· ·· · '.'_~~,;-~-~~~;_i~::~-~~~~~ 'e· -'-o.- ~>.:;_:_:_:_-_•,· '"·-- S.I' 
.<--.~'"-,\:-: ~·"· .~-,~>tl(-,;~;- - '·'i}·'.' 

•- __ ·_-_-i:;\.1---·-' __ · •••• --•_ •• ,•_. __ ··_.-, __ .-_· __ · __ ·_-•.:_·~_·· •• ·5: __ ._ .• _;;_;_-_ •.•. -._._ .•• _; __ • ___ :~._-'_-·, ···' 

\..!.) • x:v .faLG),E 
·@-•J0·{ 

e) 

2. 7 EL HETOOO HUNGARO PARA EL PROBLEMA DEL ACOPLAMIENTO DE PESO 

MAXIMO. 

En esta secclón trataremos el problema del acoplamlento de peso 

méxlmo en gráficas bipartitas, que consiste en encontrar un 

acoplamlento que cumpla que la suma de los pesos de sus arcos sea 

mflxlmo. El procedimiento que se propone para el problema del 

acoplamiento de peso máximo en blgráflcas ponderadas es un método 

primal-dual de programac16n lineal llamado húngaro por H. W. Kuhn en 

reconoclmlento del matemático Egerváry. 
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Por slmpllcidad, supongamos una gráfica blpartlta completa 

G=s(S,T,SxT), con ISI = m,ITI = n. m ~ n. Sl ter:iemos·Uria gráfica G' que 

no es completa, asignando un peso de cero 

la solución obtenida para la grc\f'lca e 

de programación llneal 
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El método húhgaro inanl.Íene -lÓ. factlblUdW:i primal Y dual. en ·.todo el 

, ll,c~po •·,- _~de_fnás . ~an~lene, s~t1SfaCtorl~~te .~_todas las· condi.clÓnes de 

ortogonalidad excepto las - coñdlclories (2)~ El nllmero· de. __ tales 

condlc1ones-,ó0. ~atisféch~:-:!'.1ec~~ce '.:~;n6~~~~~~~e·_;_~d~t~ ~l _ _!-_r~c:urso 
del algorltñlo. 

. '· . ., 

· - E_1 p~oc~di~1~-rito :·~o~l~~za __ con ~i_ ~-~-~~p'{~l-~_ñt·~~~i~t~~_]~·~: :~~;°":-~'._Y--~º~ 

e·· :r~.~.:~::6~,-~a~t~l:.:::u:~1u".:\~~:· pt:::~1\: "':.:x~1~b:Y~a:~~;~.~. 
todas -las. ~~ndi~;on~~- Ci):-~~ .úiJ~: pe~o-,)~~.· ~--~~:~-~~~i~_Í~~~~ _-(2): 

En-~1-·p~.º·-·get:le.~~1 __ d.e1~P~~c_edi-~·~ent_o;>x es factible, u 1 y vJ son 

;du-al raCtlbles ;---tOdaS-~1as··_condLCLones- (l)-'y-(3) se satisfacen, pero no 

~lgunas ,. d~ ··: Ías. condic1Ó~~s :, t2l. Ento~ces tratamos, por medio del 

pi:-oce~im·i.entO, d~ _·etlquet~ci6n· -d~ encon~rar una trayectoria aumentante 

de~tro·- de la. subgré.fica conteniendo únicamente arcos (l,J) para los 

cu~leB _·:~ 1 "!"Vi· .. "'iJ ·, En. ~articular, una trayectoria aumentante está. 

f"ormada_ de .un nodf:'.> expuesto i en: 5 para el cual necesariamente ui > O. 

51 tal~ trayectoria_ pUede _ser encontrada el nuevo acoplamiento será 

fW::tible, 'tO_das __ ·~~- condiciones' _(1) y _(3) continúan satlsf'"echas y una 

mé.s de· las condiciones (2) seri ahora satlsf"echa. 51 el aumento no es 

poSibl~.' e~tonces ~-.. c~_bio: ~e· ~ -~ª hecho en. las variables duales, 

s~~-t~ay~nd~-:~ ~:·O.~~·.-'.ui p~~--c~da".1.1_odo en s,étlquetad~ y sumando 8 a vJ 
p~ra cada_ no~o ellquetado .en ~:· 

El cálculo d~i: ~umento ·~·s···tai:.que·--:~·~lamenté.: los··arcos O.J) para 

los cuales se C~ple' qu~.:~{~':vJ-.:~·wi:J\_·~-~-~:;.:~¡;-~~~~~~·:~·~e~,-·-los:.flrboles 
alternantes~· 5i la constr.ucc16n. de )os:.A:rbo~t;:s;alternB.ntes concluye sin 

que unB. trayectoria aume~t.ante- hB.yá.:sÍd~·:·~~~~~t~a-: eO:tonces ocurre 

una de las siguiente~ dos cosas. ~: ~-t_¡·~~e~~ÍÓn·:~~ re~l~nte húngara y 

el acoplamiento es de máxima." cardl,~alld~d'~.-~·. nt_es; Posible continuar 

agregando arcos a los árboleS.porcjue _t~d~~~·:i~s -~~~s (1.J) disponibles 

para ese propósito son tales que u 1 · + v J.> ~iJ · ~ 
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~-1. ·· .alg~;tt:~~ e.m~i~~~·· co-~ el ac.op~amien~~-": v~c·~~· .. X~; y'· f_rodu~e 
'8.copl_amlent.os"Xt <.x2 , ·:··-·, ~ -, .. c~ntenle~do-1,-_2~_.: ••• ~'"ar~o~~ .c_ada 
-un.o de- estOs- acoj:>lamlentos es de peso ,máXlmo,·· con·· res~ct~ .. a todOs ,los 

dem~· de, ·1a _ ml~ma ~ardina11dad; -e~~º . se d~m~st~~á·~=-·. cN~-t~~-~-:-~~e ~'·~1 
· fi~~l ··;del·;:~r~~~-dlmiento se _de-tectS: e·l · ·aéo¡)1áml~~to de peSo ·má.Xln;o~y 
"~St~:.~ó .~~~~~~,i~me~fe e~ de.:cardl~audiict m~lmal .' · ,..~;_ .. . ~;.,: 

"!;;:.::;-. SU~~fá.lñ"o~-\lúe::·,~1ueremo·s-_--~n -ac~p1ani1e-ntO: Cte -pe~o -máiclmooi.suJ~i:.o_ ~~i""'"a 
~-~-~t~Í:cc16lt _'.d·e.?q~~---~o '?ó~t~né.a más :·de:.·k arcos~'· A(; ~-.-·i( L :~ie··.! J,od~~os ~ 

• _ _c.'. 
.-, ·' ·:--.·---.' 

• - - - "- ._ -~º;:_o-

51 ré10.clon~~s·:.~-~t¡;·~e~t'rlc~-i;6~- ~~-ri u'ri~',::.,~~i~b1·~·:r~i~~i\~ Y _.~9.ctendo 
las= .-m~di:flcaCloneS- ~.en . . ·:~1 · ~-~~ P~-L~ ;. -~~~i/'.'.,'i~"" -~~e~~:: ~~~d1ciones - de 

ortogonalldad son: X. ······•···· ,• < •r:,,'f" f(. • • . .: ·.·.··. 
}:.:~~i~-~~:·:_;_6; .. -.,- ---.-·2~. " .. r. -·, 

u! > 03;:.~~;~Ji~(;;;~:w~J'. 

. :r:~,1~~~:'i· 
. ' ":- ' ' ~·-, -: _, - ' . ,. __ ·- - - -- --- - -- -- -

Sea Xk el acoplamle~to dé_ car~lnalidad _ ~ -ob~enido _'por el al_~oritmo, 
y ü1, V J sea la soluc16n - dual· factible •. Escojamos " ... mln ~ ü1 }· 

Entonces Xk' Üi - i\, VJ. A son soluciones_ factible~ primal y dual para 

el ploblema de cardinalidad k y satisfacen las nuevas condlclones. de 

ortogonalldad indicadas, Se sigue que ~ e~ de peso máximo, 

respecto a todos los otros acoplamientos conteniendo k arcos. 

Enseguida se escribirá el algoritmo que obtiene el acoplamiento de 

peso máximo en una gráfica bipartita. 
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!_¿e -~-~~i·~~·:{~:.:~·ti~~~~~'~::~n-ei:·n~-~-~~-1-·(1 e:~)' c~mO sigue •. :~ara=:cada·arc~· 
· ·:- ·.·.,·,~~~\:~>.><~:~\~~~~~-!1E~:~-~-i-~_n_o_~~}_;_.:~ª·-~-~=~i ·+ ~~ - __ w1J __ < .nJ·,_· ent.~!1ces· __ d~ 

-- ·---:~-al 7- nodO __ , .~-' _· 1~ -~~iqu~t~ -- •:1 '.' (remplaza~do _ cualqutr:r ·:: etiqueta 

- -.,exisl~~te:~: Y ~~ce:~:--~J =· .~l- + V J- ~l} Regr~sar al: PW::º :1. 1. _. 

!.:.! -· Revlsar·--i~-,.~~}q~et:~~--en' eÍ- nodo 1 .(·!'ET) como slgue.·_.-_Sl --~-1'. iii:Jdo T 

:·~~, -~~-~~~e-~tC?~· __ :~~~~ :--.~~-· :-~~--2~~ _-.~- otra ~or~_~·: 1·~~~~-~~-1~~::~~-~- '':111!~-~- ____ _ 
'..-·~~~c~·~c i,<d~-~ ~~~_incfdente---~·1-noeta C~ Ciaf.--~1--;;~~d~~¡Í-~ -~~~f~-~~t~:_;'.1~. 

Una _trayectoria aumentante ha sldo encontrada, terinlnando ·en el nodo 

i: (ldentirtCado en el paso 1.4}. Las nodos preCedi~n~o a~ ·nodo 1 en 
la trayectoria son identificados hacia atr~ \utilizando las 

et~quetas. Aumentar X intercambiando los arcas e~ 1~_ .tr~ectorla 

aumentante que no están en X por aquellos_ que _est~bru:t< · HaCer 

ílJ • + m, para cada nodo J en T. Remover todas las--etlquet!15 de_ los 
nodos. Regresar al paso l. O • 
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Paso 3 Cambio .en l.ns:.varl&.bles duales 

::'_::·· ,::!>.: ·:.,'.:~,~ 
i .ªi ~ m\n{ uJ1.• s }'. .· 

'ª~'"mln1 iljln3>.o:J eTf. 
\ ~ ~· mln { ªi ; ª2 ~ 

;::.::i31~~~~t~;;·f;:~~.:.:.:~~:~2·.=···· 
manera, X~es.~-·~.~·?Pi~~-~ent~_-'de peso·máxlmO.y las.v~la~~~~· ui y-vJ 
s~n -~na ~.~l~cl~n: 6~~-lm~_::c:1ua.1.~ AÍto';. · 

cOmo un--eJ~mplc;·:de ~a -e:~iidO.c;fon ·de· est~- a-i~~~itnW~ "~t.ii f~aré~s- la' 

blgréflca ~~der~d~ moStrad~· e-~ l¡ r1iur-"a ,.2; 16·~· :e~~·.~~ .é:or~Cs~~dle"nte 
mat·r.lz '.de- pel'.'os;_:· Al ·~pllc~ ~1··.:al&_~rl~-mo·~ e( .a~~pl~lent·o d~ peso 

máximo 'que s.e obtiene :es- de· C~dl~alld·~ -cuair~'.~_-(.Not~ .que ·no ·~s de 
cardlnaÚdruf"máxlma) y el valor de siJ·.f"uitc16n'.objetlvo _·es 24. La"SUma 

de . las- va:rlabi~s .'duales fl~aleS ·'Suma:_ lgÚS:lmeii.te: 24:, _-lo -que · 1ndlca que 

ambas son·soluclOnes optlnia.S., u:i.-~_-Sol~clón':-se -~u~stra. eñ __ ·.el diagrama e) 

de 

Fisura 2.15 
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Iterac16Ó -1 

Comonz~oS ~.~ri_-el- -~~litm1~filO ·x. ~ -~-

·• t s ~.;,~;Ht~:J,1t ,:¡: :>:::;,·. •• 
?úii~Íi~.;~:·iiód;Ci~ ~~~t~~}:~{l~~r~~~dci:;\~:-d~~~~:~.:tio'~~~~d0_~:-2:e~~-~~,t~s e~. s: :1as 

- ·o- ~_\B:~1e~~~,~~~~~~~q~~?~~~~t .Jtiii:~;r;¡;.:~ ~¿~· ~-- ~~=:~·:~~; -.- ~-º --

. l i];, ef ·12fr.;có · Ú~1;:"~1! ;, Y[4]i:. e ' l~l. •• é"c 
·, -~}\~·, ,.i; --·.· .. - .;<:"' ·,-o; .• -. 

·.·.·1::f5{~",~~tI:
1

~tt~Ü~8iº~;;~~:EZK:§r~:
1

::.=~~i~: .... · 
_e'xP~~~~~-;;-'. : ~~~s·;;~.e~~Ub1~-~~~: ~na-·· tr~ect·ar1~···atime·ntante·-.-que:. Üt11 lZa- so lo-

e l .. · arco .. J.1·:·s»;::>meJoram¿~. el',~- ac~plamlento ;.~ ::;_-~ C_l,Bl_ }o. TO~as. J.as 
~t.1q~~t';,.s·:d~ --1~~:: ~ód~s s~·- ~e~~é~erl~ e 

.·ii~r~i:~n··~·, .- :<:: )·><~·:::~~- .. -~:..... ·- ·· ·· 

::~.¡~~~í~;~:~?it~t;:;;;;J.I.t ·: 
··::. ~-; :"'.· :;};';· '~'· .:, 

\"- --.~:)!· ... -. ,'~'.J< . 1 

'~ :·; :·~:~·~·. ;:~~) :f/'" 
lterac16n·3 

-- --- .---ea'nios-~a.~t'.~~ --~~·40~~~~~~~-~t!i-~~:_i~ :s18~1~ntes etl~tas 

·. [4) = e. '.'. [.51 ;. O·. TI. • 11, = ílo • TI, = íl10 • + m 

rev~sand~'-las. el~c(úet~.'~~~ \:~:;;·:~od~s e.xpuestos de S 

· l3l • e 

llegamos a 

[71 = 3 [81 = 4 l.91 ,,; 5 [ 101 • 5 11, • 1 ílo = 5 TI, = 6 TI,0 • 5 

como las únlcas t!t.íquetas no revisadas son de nodos J E T para los 

cuales TIJ > O· ten'e'mos :que ·reallzar la modlflcac16n de las variables 

duales 

a 1 = mln { 8, 8, a; 8, · 8:} • 8 

a2 = mln { 1; 5, B, ,5 L= 1 

a • mln { ª1 • ª2~} = ª2 ':' 1 
u • 7 

3 
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a
1 

= 5 --.a
2 

=_ 1' 8 =· 1 ~ <'.--~1 ,obtenemos_asi 

u4 =_3, -· 0 ~u5 ª;_3 ."'."·O ::~:Jlg:~.--~ ·,·,:rr10 :•· 

al -revisar 'ell.-·~~~6 :.'10-; ;~~=~~~;¡·~~·::·:~~:~:~~ e·s·-~Ílodoo expuesto ·,.con una 

tr~ye'?Í~rla_, a~.º-~-t~~~ ·.;~o;~;.~ lÓ •. -.. ~i ~ ·~· ~},'(:· m':~-~~~-~ ,' ~ 1 /~~pl~lento: 

8 

© ® 

al 

® 0 
~ 

b) 

Figura 2. 16--
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2. 8 ACOPLAMIENTO GALE-5HAPLEY 

En esta sección veremos un llpo especial. de.· acoplamle~to, ·p~a el 

cual. Cale y.Shapley desarrollaron un algor:-Hmo·qu!· pu':'~ª- ·ser ~PllC.ado a 

varios problemas que involucran la preferencia ··en ·· 1a formación de 

parejas. Supongamos que en cierta comunidad consls~ente de" ~ hombres· y 

o-mujeres, cada persona ordena-a todas las personas del_sexo opuesto en 

concordancla a su preferencia para ser _s~ pareja matrimonia~. 
- - ·-

Por e~emplo Supongamos que_ -hay_ cuatro hombres a.1°(J, ~. a:_--y 4 mujeres 

A,B,C, y D sus ·preferencias P~f'.!den ser ilustradas en una ·matriz de 

orderi ·como 

A 

1,3 

p. 1,4 

7 2,2 

6 ;¡;¡ 

.S~ o 
3,2 4;3 

2;2 

3~ 4 :. --.xr -3·:,1: ¡·~·4'0-. - -~· 
.•. ,- .'1··"· '.:'~:;.~/ :.·=-_.:, .·.::. -

prer=~•n::~:· ::·::J.~0 ~a:ª1,ªpo~2ºh1füt~;jfe:~~i~~L·~~ :dr~:;º .·~: 
~~:d:~d~ :.:ª::~"~ :~::~;:~;:~~'$~:::,,r1:t~~~~~t~! :~i~:;:: : · 
segundo, a: tercero y (3 cuar~Ó._".;: :o:·: · .,,·~~;::.:;·~y~\5 : .. ~?~:;:;:~ :~~:·.·; 

::::=:::~:·:Ii~~i}~~~~~;;-;: 
asignadas. 

Existen tantos conjuntos posibles de -~~t~~i~6~1~~- ~Omo el mlmero de 

acoplamientos completos, es declr 41. Pe~-0 ,-~igunos de estos son 

inestables, por ejemplo O con A, f3 con B, "1 ·con C, o; con O. BaJo esta 

aslgnacl6n ó quisiera dejar a A, su cuarta eleccl6n, en favor de B, su 

segunda elección, mientras que fJ quisiera dejar a B, su cuarta 

elección, en favor de A, su primera elecc16n. 

Un acoplamiento estable de hombres y mujeres se 1 lama acoplamiento 

hombre optlmal s l todo hombre esté. al menos tan blen bajo este 

acoplamiento como en cualquier otro acoplamiento estable. 
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TeÓi-ema 2. 16 de Gale:"'Shapley: 

Para. cualquier coÍ>,Ju~~o ~e prefere~clas d~ hombres y muj~res, 
exl_~~e- 00: -~ópl~~en~~) homb~e optlm~ . .I-. , -
Demostración, -~rÁ. construct1~. - - : ~: ::'·-~--"··::· ·'· 

Para lnlclar, cada hombre ofrece ~trlmorÍlo·.a'_-s~-\:~-hi~2'.f"~~o~l·~-~: 
C~~ chi-~a,._ci~e ~~clbe mi\s de una propuéSta --~~ch·aZ~·-;~:,\~~d~s+~~~-\e~,_-~ª 
un-a esperan~a a su f"avorito de entre los--qu8,-18!_of~~C!_~~h··-"~t~i-~d.10; 
sln embargo no lo acepta, pero _lo --~-oi~~~--~-~ry: WlB.l~:1f&ta.~.~éOil.-;:1a· 
posibilidad de que alguno meJor llegue nÍás tarde.· 

Estamos listos para la segunda etapa. Aquellos hombres ·que- f"ueron 

_rechazados ahora ofrecen matrimonio a su s~g\ind8. e1eCCi6n~ Cada ch.lea 

recibiendo propuestas escoge su f"avorlto del grupo consistente de las 

nuevas propuestos y del hombre en su lista, sl es que hay alguno. Ella 

rechaza otra vez a todos, pero al moJor lo da una esperanza. 

Eventualmente ( a lo más en n2 - n + 1 etapas ) cada chica habrá 

recibido una propuesta, y mientras que alguna chlca no haya reclbldo 

propuesta habrá rechazos y nuevas propuestas, pero como ningún hombre 

puede prometerle matrlmonlo a la mlsma chlca más de una vez, toda chica 

recibe seguramente una propuesta en algún momento, tan pronto como la 

últlma chlca tenga su propuesta, el cortejo se declara terminado y cada 

chica llene que aceptar al hombre en su llsta .• 

Tenemos que demostrar que al térmlno del algoritmo el acoplamiento 

resultante es un conjunto estable de matrimonios: 

Supongamos que un hombre X y una muJer Y no están casados entre sl, 

pero X prefiere a Y que a su propla mujer. Entonces X debi6 haberle 

propuesto a Y en alguna etapa matrimonio y subsecuentemente f"ue 

rechazado en f"avor de alguno que Y consideraba meJor, entonces Y debe 

preferir a su esposo que a X y por lo tanto no hay inestabllldad. 

Al apllcar el algorltmo a la matriz del ejemplo dado al lnlclo de 

esta sección tenemos lo slgulente: 

El conjunto de propuestas Pl aparece en la siguiente tabla, las 

propuestas con asterisco f"ueron rechazados 
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Propuestas 

hombre 7 con mujer A 

hombre 6 con rñuJef-, B 
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Por el anU is is hecho anteriormente existen dos diferencias entre 

el algoritmo del acoplamiento máximo en bigrM'icas y en gri\flcas 

generales, que se deben incorporar : 

Primero es necesario detectar y comprimir flores ; segundo, debe de 

ser posible descubrir trayectorias aumentantes apropladas a través de 

las flores comprimidas, para que asl pueda reconstrulrse una 

trayectoria aumentante en la gráf'ica original. t.a. deteccl6n de flores 

es sencilla y la compresión no es problema, sln embargo no es trivial 

realizar un algoritmo que haga estas operaciones de la manera más 

eflclente posible. En la siguiente seccl6n se proporciona el algoritmo 

de solucl6n al problema del acoplamiento de cardinalidad mi\xlma en 

grilflcas no blpartltas. 
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3.3 ALGORITliJ DE SOLU:ION. 

·El algoritmo de solucl6n al problema del acoplamlerlto máximo _·que 

dare_m~~ :~n ~~i~ Secc~ón _s-e b"D.sa-en una ~mPl~meñlác~-6~ ~d~f alSor.ltin'o d~--
Edmonds. - _Se -desorr~Üará un_ p~oc~~l~l~~ñto :--de-· :t1qúetaci6n.: que _!1~ 

·requiere la· actual contracc16n de flores -en-· l~·<SJ.tf1~~;-::t~~ó-:-,ºs~-n -
tratadas como sl estuvieran comprimidas. 

::::r=~ ~1.smj ~:;1::" b:~~n:~:~::il::; :t::.":~~~-i1;~{!i~¡~'.~!:h:: 
está contenido. 51 un nodo 1. no est.·á :~o~t~Oid·o·-::~ri· ... ·~~~::.·r:l~~- ·-~~t:-Ohc'~~
b( 1) =l. ·As! dos n~do_~----~-·-J !:st~_n=.:e!l )a~'.~1~m~:;f·~~~:~ ~-~--~~:;· __ SótO: sl 

. . ' . - . ';:'~, 
b(IJ = bCJl. · :.:. ···<<"c> ,.,>.:·· 'i .... '···"·'''":· 

-·cuando~_ se ··,r~rma· ,un~---;~u~L·· :;-~·i;·;·~~/~;;~ ;,~~~º~~: ~~ ·.~:~::·::·~t-' ésta se 

~:~t~~~;I:~tt±~~~:d1i~J.f:.1~.:z;~~1~:~2;.~}::fü~~i I~.rlÓ~. 
,-=-,, ,, -,-7 ..,. . ;::;e::---=: ,_·,s:~ ·-'-- .:_ "-··: ---'~:..:--=--'~ ··:c"f'-' - - ~-,~~-

.. · E1·_ -~18~~-ítm~·;·'.é~~-1~-~-,,:~:,·á~~~r~~,,:~~~~ -~~d~ ·e~~~~s_t~-~ y·. a&~-~~: todos 

los ~bOl~~: ;": s·1n;Ui tá:J.;~~~~l'e.;:t tr~t~do--:-de __ :(~~cO~t'r~':_:~~ -f·tray~~tof'.'ia 

·:::~~!l!º·[~~:ª~~1r,~~~l:1df:::~~":.;ri.1~~t:;z;;;:~t:·~.!:ir::.:::m:: 

Inicialmente se da la etiqueta ' S : e ' a todos los nodos 

expuestos, para enraizar arboles. Posteriormente se e.Signan S-etlquetas 

Y T-.etlquetas a Jos nodos. Una $-etiqueta indica la existencia de una 

trayectoria alternante de longitud par al nodo ·ralz, y una T-etlqueta 

indica la existencia de una trayectoria de longl tud impar ( un nodo 

recibe ambos tipos de etiquetas si y sólo sl es un nodo no base de la 

flor más externa}. Un ejemplo de trayectorias aumentantes que surgen 

entre los nodos raiz de dos diferentes árboles, se indica en la figura 

3.11 
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's<··· 
"· "" . . -.. ·.. -~'. ... 
,_F'lgura·;;i. ~.t'· 

·:,;. ·_:·· -o...""é--- ·-- ______ , ____ _ 

,_Ahora supongamos -que el pro'cedlmlento'. de euQ.~etaC.1(m 0 d~sc~b~e un 
-~~~,;--(i r.J·(,'i~x .. -.d~nde ;' 1 ~· :·J tl~~e-~--~s:...~-t\~u;;~ .O·:-~-~-;;~~'.- ,_-( 1 :-Jf· E ·x, 
don'de· _t:·"·y J<Úenen T-etiqUetas·.-.s~~ngamos que b(l),'~ b(J), es decir 

lOs' nodos 1, j no están contenidos en la inlsma 'f'lor. Entonces una 

'trayectoria aumentante ha sido encontrada si· 1 y J están en dlfer'entcs 

árboleS. alternantes y una nueva f'lor exterior ha sldo f'ormada sl están 

en el mismo árbol. La pregunta de cual de estas sltuaclones existe se 

resuelve real izando un rastreo regresl vo a partir de las etiquetas 1 y 

J. 51 se obtienen nodos ralees dlf'erentes , entonces una trayectoria 

alternante ha sldo encontrada. Si el mismo nodo ralz se alcanza en 

ambos casos, entonces una nueva f'lor ha sido f'ormada. 

3. 3. 1 CONSTRlX:CION Y ETIQUETAC!ON DE NODOS EN FLORES. 

Dado que una nueva f'lor ha sldo detectada, es necesarló,determlnar 

sus miembros e ldentlf'lcar su no.do base. Esto. se·:· re~Ú~a. ~omc/~1~e:_ 
Realizando un raS~reo_ ... regf.~~lv~~::- a ·-Pá'rt.Ír~ . .-d-~ :1~~~ nodos ·l ,:Y_ J 

producimos dos secuenc.las .de nodrs ••. ; ; •. ?~.; . ,'.:'. ;'. 
::: ;:: :;~ . :~f 't,·. <:. '.~~; ;~~!(; g i'. •; '.¿;';. .·.•· 

::::2t"~tf ~~J~~~t~~0~1r;ll;~i{::,~% 
Jm ".' Jl' ... ~' 1m;1 ~ -~.;.:+'í~;,·. ,~~;_basC:::{.d~ :I~-.--.n.':1~X.ª . . c~~r~-~~ li.:I' l $-~-donde 
i 1 _~"~~-lm) Y,~~ ~·t~~-~~.~~ª- '~~ '~-~~ .. ~pP~~s_,._fi··,·<,~2~-::ti:~. 70<'..' 
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e obtenemos 

En este 

de 

están en-·la nueva flor, 

su tallo. 

tanto una trayectoria alternante de 

hecho debe ser lndlcado por la exllst<enc ta.: 

T-ellqueta en cada uno de tales nodoS.0 
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Supc)n.samóS.: >:ÍU~:· lá'··.·. flór: :·~.~!! "'.~ete.c.tB.dá: ·,,re~llzando el rastreo 
reg~eslvo_de-·:1~s· riodOs·1-.=_i··· y~J __ = .J .:, .donde Í y.J tienen s-etlquetas 

., ·. '•.' ' •.• · -. -·• p .•••.. q ·- ,. . 
-~ .u.;·J),~'-~~<~.~-~:_re8:1~-~~--ª! :~as.~c·~n)1u~ l y J.~-engan T-etlquetas y 

(1,J) e X son semejantes ), 

_, -~~~:> '" .. , ' ,::>, . '>" 
--~~;·:.v~~~-m~s·,:·;!~·- ~~~J~;~-~-·;:~:;~' nodos , ~ ~'.'..: -:·\ ' , · 1 . _ Clas reglas 

"?l\:~~~'."~iif ~~ :~,1,;~;;;::S~:::;:;; == 
cual'quieÍ-' · etlqUeta: < fa'1t·~t-~ ·: deben ser una T-etlqueta 

\~(~~;-~~é;_,.;'.'.:.:~:~:'.C'i'~~~~:.-.(-~.~~~~:~:~s . .;é~/~~~·~~ e~·-',_ip~·~, -p-3 • ••• l•+l • La 
etiqueta: asliflada~ a=.cualquler· nodo' i :-,serA tal que _el -rastreo_ regresivo 

·:;~t·í:~, ~-d~; -.. · . ·:~-:~li"~U~t~--: .. 'ro.. d~-:;~_- 'i~'.:_ ~:e~.úeñ~lá.- :~de~ -~Ílodos. 

1~1 -~~~~;~~ .>~·,1~-~~·J~ •. -_Jq~i··.· .. ·;.-Jl 

Pe.fa- acl~~-~: el m~d~ .· ~~ pro~eder ~i&nemos · ~("~qu:~t~ .faÍtanles ·a 

i~+l' im+2' . ¡ 1 i~ . e_n o~de~:··- s~~:~~~~-~·~·\.~.u~~~:~>~ ... ~:'.~;;~,~:~.i~~~' . ~~· 
S-etiq~~~a, ·entonces ·_d~be· _de. ~-~~e~ªS.': ~~~,:~.~--1~·--f,r~~·>\~.:.~_:;,~<~~~·1 ~:.ne~~~~t.~' -

::::::::~E~ °:º"1r:1\:ª·~~?t~~~·~~f~~;\i: .. ~;1~;~~ 1

lFt:ªt' 
: .. _;'~ ., .:~'.i;,,, ' ; ,.; ::· ,: <,::::~~·; --~ :- .;:; ~··::.;t,~ 

Análogamente supongam~,ª-> q:~~:-~.~ i~~;~:,n~~~~\~-~.;:·;~ ... ~~-~-~~~ü~~~· · ~ntoncies 
necesariamente (ir• 1~-t:l) .1!: ~~~ · .. ~i/..t~_t;>1,~~.:.~,i;:.::1:>~e~.~~1i t~~--.~c- S-e~~queta, 
~~9-~ --~ J r }-~- --~-~_!~~e~~-~~~_:_,,~-J~~/~~1~4.~~i-~~~~~:~~_}~ ~-~~~::- ~~~ a 
lr+l para. que el- regr_eso ~e 11.ey~-. ~ .. cabo ·corr~.c~~en_te, 

Pero ahora supo!'gamos .··q~e .~;ir_ n~ceslta -una T-etiqueta y que ir+l 

tiene ya un~ S-et.iqueta. _Enton~es 1~.debe ser el nodo base de una flor 

preexistente, conteniendo· ir+t, •. Y. realizando el rastreo regresivo de 

la S-etlque~a en ir+l · n~s conducirá de nuevo a lr. Entonces es 

necesario ·corregir esta equivocaci6n para no dar la etiqueta 

~--T: ·lr+l -' al nodo lr . Lo que tenemos que hacer para resolver este 

pr~blemB. · es encontrar el último nodo ik en la secuencia 

ir' ir+t' •. 1 ip que está contenido en la i'lor preexistente con ir como 

base. Necesariamente k i!: r+2. Entonces asignamos una etiqueta especial 

' T : ik+l, ik • a ir' Esta etiqueta se interpreta como sigue: Existe 
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3.3.2 ALCORITHO DEL ACOPLAMIENTO DE HAl([MA CARDINAI,IDAD EN GRAFICAS 

Paso~ª ~tN:A~~t~º grÚi~a · ~adá; • ~ª x 'ú)L~1'.lie~t~,: ~siblemente 
el- vació. Hacer~:bÜ) = .1:/paf.il' ·t~do-~-·l:E'.N.'',· N1~&~:<'~odo~~, está 

8~!9~~-~-~~-.-:<.~;. _ .e_~-:;: _ , · ·-~~~L- }~~;~: -;\: /' )frL._~'.2;:_·, _·.=_,_~--~~·: '· · · 

PasO:.i-,:~· .EÚQue·t~clÓrC :~)_:, __ ,\_:_: .-·.-~- --~:-~~ ~i~~~-'-" ."" 
~~~l~'Q·~ -~!--~-~-~/1a:::i:~._1q~e,i~:;,~: s_-:º"0.cc' ·;~·j,~a~~~-~-~~q;:~-~~.~;~~,~~~- -.~;};;~~~ __ 

:'.·.\--· )~~.\.-,:;~--_{,e·_. . . 
t;2 .. R.e~~s~ · __ 10:::~-etlqueta del· nodo i realizando' el sl~gulente 

P'.ºc·e~l.mlento para Cada arco (l,J) E X in<:idente ~l nodo l. -s1 

b(l) ~ b(J) "no hacer-nada. De. Otra rnan~ra. sl .el nodo J_ tiene 

U.Íl8. S-eti(¡ueta, realizar el rastreo regresivo de las 

S-~t1Qul!t~ en los nodos 1, J y st nodos r:-alces diferentes son 

alcanzados, ir al paso 2; st el mlSmo nodo raiz ·es alcanzado 

1r-aL-pa.so_3. Sl el nodo J no_está_et~quet~o ~lgnar a_J la 

etiqueta • T : i '. Cuando la revisión este· completa regresar 

al paso 1.1 • 

1.3 Revisar la T-etlqueta del nodo l como sigue ; ·encontrar el 

_\lntco __ .o..r:co_~Ci,JJ __ ~ __ )_( Jr_:i~l-~~~~e_ ~~--~~~o _l. Si t?Ol_~b(J) no 
hacer nada. De otra manera, si el nodo J ttOilC uná.-T-~ttquetli, 
realizar el rastreo regreslvo de las T-etlquetas -:n .los nodos 

1,J y si nodos rB.ices diferentes son alcanzados, lr al paso 2; 

si el mismo nodo raiz es alcanzado lr al paso· 3.: Sl el nodo J 
no está etiquetado asignar a J la etiqueta 

al paso 1.1 . 

Paso 2 Awnentaci6n ':::. -.-._,.·::-:~·-.· . 

Un':\ trayectoria aumentante ha _Si~o' --~nc~rl~r~~:~::~~.\-~~·:. ~~: ::Í.:2_:~ en 
el pas-o : l. 3 . Aumentar el acoP_i~~ento __ :--_X>:-;_Re_~oY~r.- t~~as .-·las 

etiquetas de los nodo~ Y. asignar ~(-~l . ..;:x_;:);-~~·::~·~-~<~.;-·· ~Fesa.i:- _al 

paso LO • 



Paso ·3 Floración 

Una Clor ha sido formada en.el paso'.1.2 O -.L:L;_·,Determlnar· los 

miembro~·:·~- ·e·r·.- nadó.: ~é- dC la' ·nueva :.rió~.: P~o~J.~l~n~.·:.eÚ~~etas 
ra1 ~~tes-.·. a-·: t~d~~:.---l~s-::~~d~s . n~> bas~.·-~~n'.-.·1-a ~ü~-.~D:~ ~~~o~·;:.: .. ~--Re~ign~ 
b< 1 > -,para'.-tod~s ·1~s·; n~d~s "i·~·~n <1·~-. nueV~·:f1~r/ Re8re~~ :a1-: ~e»" t. 2 --

a· 1.3_ ~p~~pl~~am~n'l~'. 
. .' ~ :. .. , . ".'-~,.- '" 

P~o _: 4 -~,~' ~-'.-:.'·;: ·, :_ Etlq~et·ac i ·óf{jhiing'aí-·a:. ~,--
_, Lá.··_ et iq~~tac 16~ · ·é·~··.~.~hún&~~~,- .-'N~,;~~1st~ri- tr~Yec-t~-~i~ 8.wñC'ntaiitCS Y_,_- -

-~,·~~---~-1~-~~~Jopl~'1-~~-t·~-=Jt~s .-~;--~~di-~-~tíd~d~,-~~i,;;a:-.'. Ai"to. 

Ve~s· l~ 'apil'cacl~~ .de. este 8.lgorltmo .a un ejemplo. Sea G = (N, A) 

una gráÍ'lC~ .co~_ l•fl ::.:_14, !AJ·= 15 cc:i!1. ~-:·acoP.~aml~n_to inicial co~q eL 

qu~ -s~· ~~~s·t:~~- -~~~Í~ __ fl_gui:-~_ 3. 14 , E~ _el_e~ento- lndlcadof' de_ f'_lora~~on~s 
-"!á.s externaS .b(J~ ~~a cada no~O ·J, -es. ~1-- siguiente - - , 

1 2 3 4 s s ,7 e a 10 11 12 13 14 

bCJl 1 2 3 4 s s ,7 a s 10 u 12 13 14 

Al· 'aplicar et·.; alg~"rl ~.mo~-- ~on:ienzando" ·a ~tlquet;:tr d~sde ·el ·nodo 

expuesto_ l. _llegamos al ·ett'quetado de·1a-flgura 3.15, ·Pero· a partir· 

del ~ocio 9, d~teci~ós 'una 5-~tlq~'eta en e,l nodo. 11, lo q~e implica :que 

existe una 'nor e'i,: ·.r1?f'.'mada Por l~s n?dos·-s,e,a·; 11 y "10; -.con. n"6do base 

igual a· 6, por lo t"ant~ los camb,los en los ldentlflcadores b(J)~ son 
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-,_, 
Al explorar: el nodo 11, ·el· arco (Ú-~g'j'(~ó-· es. coilslderado porque 

·~.~~~1;>b~::~:·.r:~·::::n1:t;(~~:f~!:~:~·.ttc;t,i~•;rco:~1:; 
~~visando ·:'et1ci~:~tas',_ ·.,d~1_: ~~º.,.:_::~~ ·q~~:·:.~~~-1~~-~8. -~.-~-t~~uetB., se descubre 
~~ n~~va .flor'-·~. --;,rq~~~ ~l~ ~~do~::f~.t~~-~~~~:.:~~t_A-· 5-".!tlquetado, tomando 

lp .= '7· e·: l~ = :~2 d8s_cub;_~~~:::~~:~:~§d~:;'~~~-~:~~--'~_.'. ~~e es lm ,. 3. Las 

suceslon~s. lm+.l' 1m+2·· ._;.--; lp:·= ~,6,_~_~_·: __ ~-~·?~:"~2 y Jm+'t • •• , Jq = 5, 7. 
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.... ,·. '.- ~~: ,' _:· .'":·~· .. ,, ·. '.:->\ :_; . ' 
·:--~ F:1~tlr-~~~3 __ 1;J~_·;:~"!:- -~~i~L· º~,~==--"~-": 

;.\;<;-' ,, .. ,. 

adya:::;. ~ .1~0::. 6t1!:0un:arJ~°ft:1~i~t?t~~!t:~t~~~dctt;qJ:º:º .:º:; 

~~{Qi~J!§Tti~í~!W«.f ;~ 
etiquetas ~a~~ant~s._~~ª- ·~~~t~.:~r<~-ign~.;a:-~o~ _nodos 12, 13_ nos dan el 
etiquetado·~.~· la":r.1g~~-3/1é :·' .. ' ··.. " . . . . 



Al ~~Í~~- 'eI:·-~~·d-~ ... -r~tz · 14:·' lleSamOs al nodo 4 y se lnlcla un 
.r_ast~eo · ;~~·~,~~iv~·~-:~·~Pa;:l.tr·.: d~ -su: s-et.lcjueta, que nos· ll~v8. a la eÚqueta 

T .. •:~ .t'!i,_·11-~ - ~!~- esta etiqueta especial se encuentra 

~-~~tf_~:l?to_~i~_ ·a~ ternante que atraviesa B2 y -1 lega al nodo: rniz 1. 

··cO.ñStJ..Ui'tilos-la trayectoria como slgue: 

Primero, desde la S-etlquela en el nodo 13 encontramos por rastreo 

_ rE!greslvo la trayectoria al nodo ralz 1, P1 : 1-2-3-5-7-12-13. 

Segundo, desde la S-etiqueta en el nodo 11 hasta el nodo 6, se 

obtiene la trayectoria P2 : 6-10-11. 

Finalmente, al qregar la arista ( 13, 11) encontramos la trayectoria 

completa P : 1-2-3-5-7-12-13-11-10-6. 

Como la trayectoria f'lnal desde el nodo 14 une dos nodos ralz, 

hemos encontrado wia trayectoria aumentanle. Al actualizar el 

acoplamiento utlllzando esta trayectoria, obtenemos la soluc16n óptima 

al problema del acoplM1iento de máxima cardinalidad con (XI = 7 1 . pues 

no existe ningún nodo expuesto como se puede observar en la f'lgura 3. 19 

Figura 3.19 
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3.3.3 DUALIDAD., 

,.. '··;,·: . ·e 

Se· establecerá -un t~-Orem.i- 0 de ~ d~alÍdacl- (c·~·ble:r't~-~de IlOdoS) -. para 

acoplamlenlos e~ ·:~-ráf'i¿~·-·n~. bÍ~artlt.as,·~ ~n }~<qu~.-~rod~i~ -~-~nsid~~arse 
~a general lza~l~n. del. t'e'are~ .- de Kli~1g:..Ef¿¡;¡..y~y ';- pára ei··2:·caso de 
blgrMlcas. :- ·~:~;:;:;j_X·~·'; ·.: ·:~-~--~:::-_S::!·~~ , .,-.,,. :;:~\~':: -----,-, -

'·5_ -. 
. - . ·: ····":'. - . 1:._ -~·'p:·.·: .<."'-; - .: _,, ._ ·· .. ·· ·_ 

La. dlf'lcultad que·_ se. presenta ·para~q~_~"-º~~~~-'C::~~l~-=-~~~~ ~te~rema en-

gráf"lcas no· bipartitas es la prese~~-1a·:·d~_ ~i~io~-~~:·.~-,.;~~s--.'~~-nten(erldo 

2r+l nodos. En estos e lelos, el acoplaml~~~o ~~1-~~-:~~l'.:~~-- ~- ~co_~ ·y una 

cubierta debe tener al menos r_+l 'nodos 

(una cubierta mlnlma debe tener 

exactwnente r+l nodos). En la .figura 

3.20 observamos una gráfica G que es 

un ciclo impar de cardinalidad 3, el 

acoplamiento máximo consta de un sólo 

arco -el ondulado- , y necesl tamos al 

menos 2 nodos ( 1. e. r+1=2) para 

obtener una cubierta de nodos. 

A . "\t 
Figura 3.20 

El problema dual del acoplamiento máximo en gráficas no bipartitas, 

es un problema de recubrimiento mlnimo, pero de una clase especial de 

conjuntos de nodos, que son conocidos como conjuntos impares de nodos, 

y que veremos a cont1nuac16n. 

Sea C=(N,A) una gráfica y Q = { N
1

, N
2

, ,, , Np} una" famlllii de-

subconjuntos de nodos de G, donde cada N
1 

contiene un número Impar de 

elementos. 

51 jN1 1 = 1, decimos que Ni CUBRE todos los arcos que inciden en el 

\inlco nodo de N1 , y que la CAPACIDAD de N
1 

, denotada c(Ni l es l. 

Cuando IN1 1 = 2k+1, con k z: 1 , entonces Ni cubre todos los arcos con 

ambos extremos incidiendo en nodos que pertenezcan a N
1 

y la capacidad 

de N1 es c(Ni) = k. La familia Q es llamada RECUBRIMIENTO DE CONJUNTOS 

1}4PARES DE NODOS, si_ cada arco de G es cubierto por al menos un 

subconjunto Ni E Q. La capacidad de Q, denotada c(Q) es igual a la suma 

de las capacidades de todos los conjuntos impares contenidos en Q, 
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como X es un acoplamiento a lo más hay un arco acoplado incidiendo en 

el nodo. Entonces, el número de arcos acoplados que pueden cubrir cada 

Ni e Q, es a lo mfls, igual a su propia capacidad c(Ni ). Por lo tanto sl 

sumamos las capacidades de todos los N
1

, estaremos contando los arcos 

del acoplamiento X y además las posibles repeticiones con lo que este 

número al menos igual a IXI , es decir IXI :$ c(Q) • 

Una manera de demostrar el teorema de Edmonds consiste en construir . . 
un recubrimiento mlnimo Q , a partir del acopla.miento X de máxima 

cardlnalldad (obtenido en la sección anterior), es decir queremos 

1x"1 = c(Q
0

). 

99 



Recordemos que el alé;orltmo del acoplamiento máximo en gráficas no 

bipari:lt~ B.~Za· co~átrlÍyendo: Arboles alternantes, encogiendo flores, 

locallz8.ndo" trtiYe-ctorias ''_awnentantes y actualizando el acoplamiento 

hasti{. ·que·:· los }wboléS obtenldos en la gráfica_ son húngaros, lo que 

s1&n1r1éa·,:q~~ ··nó ~e· .. pueden M.cer.· crecer y. tampoco hay trayectorias 
a~~ñt~-t-e~-.:..::_. g;;~--·'x• --=-esie acoplamiento C Le. es·- máximo -y se-- puede 

0~~·~~~-~~~~~-r:~~)'.'_l·~'.c~ ~-~:·--~~!~r_i ~!~--d~_ la s_ec-Ción_ arit~.~úu:-1 ~ 
. ~ --,:,'.. .: - . -/· --- o-: . -... _· - -

Para- -~Ú~Ú1~i~r-~ á.t'-tst~. de G.-: al flnallzar el: algoritmo se cumple.· solo una 
'_: ...... . 

de las' slgulentes. cOOdtclones: 
'-' ,;- : ·-.-.- -·,~- > .- ·' . 

i) \.a;·~-~s~~~~~;~·¡n~tde~~·e.'-a"un- nod~. T-et¡quetado en·-~ ;.,.bol. -

· 2)_ "i.S:-,~lst~: pe~le~~Ce·~-una ft~~ _:~~." '.:~- é_' ~--' -

3) ~ · ~is~_a:--es·~-l~~l~erit.e. S: ~od_~~ ~-1r<e~L~uet~ -~~~tárí'" -~ue~a· _de. ~~s 
Ai-bol~~. p·J.~bablemente forman ·ia · part:e·:·de la~ gr:áfi~a-·b~n. ·~t~allzaciÓn 
por. lrayect~~las_ ·"a.um~~tantes más r~ci~nt~~,,. ~-~-. 2.,_·d~(~i_~~f1;,~o)·> 

' •/lo 

lJn,_ejemplo ~ª-muestra ·.en: la·figur~-_::J:2Í~::\,~:.·~):·Ei~~Ei~~.AJ~,\1~~ost~ar 
el 

<~' : ~;·.~::·.:; . ..:·~:.: .'.-·1'::>:: .-.-

.... ,, :;.é ;;; ..• '.i-t' 
' :::"·.' : :-::: ·;,~(, ~~~ ' ,' . ---:;~;:,.,. -

RESTO DE LA ClRAFICA 

Figura- 3. 21 
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.- c~~-tr~·¡;~~ó~r~~-;·,~~c~b~-i~Y~~t;;;; de: c~~J~t~·~ · lmpares·_de nodos a• en 

e, comf~-~·if~f:' :·._·,:.x~~·::> :~:,;·.·.. .:)·- ·~-
·- cad~: n~~o·~ f:~T~~ti~uet;do s·~rA ~ ~-~~-·~J~~t·;;· -~¡·~~~~-:-~!":paci-~~-. 1.~~n -Q~-.• 

. -Ef .~_.númef'.ó ; -.de -- T;ñOdOs~~ ~en:::e1 :_~bÓs-~U~-~:,h~~ar~:': es-..:Jigua.i--:: a(~::-nlimero:o:de· 
~l~\~··~d~t~~~~-~~1~;i~· .>(· e~~'~ich~-·.tx,~-q~e~, :~~·::: -:~?~/\·: -'i:~-~/·. -:-.--:.- _ " - --

.. , Lo·~-~-?º~-~-~_· d~·.: cada rio_r -~J con 2~:+'1- .~~dÓ~~:<~orm,arr .~-~ co~~~t~ N J '.de 

cap~ci~.~ impar c(~j)_~~r+l, conte~i~~?º··~- ar_!_s_t.~·º·de X ... • -

-Finalmente ~-i- ha.y n aristas ----con ·--elnbos <extr"emos en nodOs sin 

etlquet8., habrá 2n de tales• nodos y n aris
0

tas acoplado·~ en~re el~os. Si 

n' =-O, e1 ·recubrimiento· Q eRta completo y tenernos IX l=c(Q ). SI 

n = 1, éleglendo cualquiera de los extremos de la arista. (p, q) como 
. . . 

conjunto Np de capacidad 1 y Q esta as! completo. Cuando ni!::.2 elegimos 

al~uno de los 2n nodos como conJunto Nx de capacidad 1, y los restantes 

20-1- nodos ;arman un conjunto de capacidad lm~ar conteniendo n-1 

aristas de X . Asl se completa el recubrimiento Q que tiene la misma 

capaCid'!d que 1x• ¡. Por. la condición que . demostramos en la primera 

parte X es maxlmal y Q es un recubrimiento de conjuntos impares de 

nodos de capacidad mlnlma en G. • 
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3. 4 PROBLEMA DEL ACOPLAMIENTO DE. PESo HAX!HO ·PARA .GRAF!CAS NO 

.. BIPARTITAS 

··-· ~ - ·--~ 

3.4.l roRMul..cioN D~-PRO~~EHA Da ACOPÚH1rlrro DE PESO MAX!HO .EN ·' _:_ ~-~~ .: ~<- bRAF~c·Ás Nb :.~tP~iIT~' ca,«; P.·P. L .. :. 

Ene ~~.~~·-~ :~~x~~ ~er~Jo. ·la· formu!L:n"; iE pr,;bl~~ d~l · 

aco~l ~le.~i~. 'd~--~ ~sO ~imáx1'iño. ·en·.: g~ál-t cB.S>~no ~:·d ir t&id~ :~ ~~mO'.-; ~n :: p¡..-~b-1 ém-a 

-- 'e _é de .~~~~~a!i~~ !,i~:~-~ ~ -~~~:1 :, q.~~>~~~-s--~~~~~á_:-~:n"~:'s~~~~-SOYú~_ 1-~~-: :--~ <;;~.-'-~=':o-··~~ -

EÍ ', probi~m~· --det· · ~é~~-ú~'.m-1~~-t·~--d~~ ~~~"·--má)é'l~ · ¿~-~sl ~te~ en· .. ~-~cOntrar 
de uná.:,.g~Ar'ic·a~ ~nde~~da\dad~~ e-;,;_--( N, A;·w,-· :~·-·acaPia'inii!ht~~-- t~t:~'Ue:~·1~· 

s~;,,,, d~ Iós pés~s d::1a5 arlstllS ~~a máxl~a.~~: ~~;~e :"t~ -~,\ . 
A~-~'- ~~-~~¡;.d~::''e~_,'._·~-.t·r~úl~1é~i_~- -~=_:~-~-:~---:·~~fe ··::·prob_~~,~~~~~.~~· :~~} ·caso de 

bÍgráflcas~, fo~mui~os el slgul~nt~ ·~roblema·de·p~d8,r~~cl6~ ?i~ó~~i:,. 
. -.•. _--.· '.' ·.:;')~_-·, ~ 

~-~Lw~xl ·. · .. ::2'u .. ~¡~):(: :.~;zsi 
'.x:Z:."a:·:~·:·:·~~ ''" ;·.!:· "~-.,:.:_.,_,.--· .. ~~;--

casbd:;,:~~~ºtir~.1=1=jb;;:t'jj;1 .. r:::b~J_t~:~s~~;.~P~''· 
. - . -· . ---. ·' <~·¡!:" ~ -~'.·:·,~-~.-: ' __ ·:,·~:~-,.~~:~\:jJ~~t-~ ::-<~{t~~ }';_-:::_,-_··~·i;?~·'.''._._._,. . 

Sl·~-- em~~~o en, ~l:' e~-~- ~e~~~~-1 ·:-~:'~.~- ~~~~~~~la_ ... dt:i? cl:lo.~- }m~~e~ _:hac_e 

i:tI·~~~r¡~~if;~fj~~~~1: 
Teorema 3.6 ' :;e·;: '·r ··: ::~'..-;·:. '-'\'..-:~:-o,;_;./_~.~--;- -~;-· ·-:-~;W~~\ .d;".'-~ '.- -: '.i~ ;· 

.'.i·'"'"' ,>--.:-':- ' -•• ;,_,__. ·,. 

,.~. ·:· .. ~·:::r~11~~i.•.!,~i~~, 
-- ~::x·~-~.:;,~~ :~.-;.'~ ... ~; .,._..-.-: .·· ... ,.~_, ,_<::~~~?· _ 0' ~Y~~ : . ~ :·~,,· -~~ '\J._.:,·-:~<··: 

'E·A· 

tié~e ~oard~n~~~,·~·~.~~ ::~~i~-~;~-~c;::; l/~';~·.,;_1: i..--~~ .. -- '. .-~"- · · ._ -~;:'.?::'.:~~ :~.: ·~·'·. 
ui · c·¡~~~'.::de·'.Y~~-~:~~i:~r~·~.-:~~·~:fd~'.:::i'~·-~:J~:rd~~:~~·:~--,:·,~~~f ~·lo hemos 

menclon~~., ·a~·- 'd~~. ::;. ::i~~- ~Í¿l-~s -~·¿·::~~'dí'n~Ú:d~d .1mP~ .. , 
-~-='.'-'-='' :_:~ : __ =-.~d,_,:;;----o -- o_-_ -
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En .. la i1:8ura s1suiC-~t.e se m;:¡e~t~~::.~1 .. -·~-~c~~>-:~1.m~ ·más :.~~~c(uo, con 

• :~tu:l:~ ~::ri:Lc>±;' ~~b~;t:t7;;~ ::~~f~:;; P;:;. :od~1;:¡15::.•n l:• q~: 
clarame.n~~-n~ .. es"uri"º~~~.:~~l,~~t:c:>~-.'' >.:~··~/< .· 

-·_; .. 

~i;~~·.:.;i··· 

·'El _tratamiento para hacer.del problema P. un problema con soluciones 

e:nteras.0-1, se basS: en el teorema general de dualidad - Teorema,3.5 -

para el acoplamiento máximo, que introduce un conjunto de 

desigualdades, r:elaclonadas con los· conjuntos· impares de nodos de G. 

Sea '\. cualqu~er subconJunlO 'lmpar ·_de · 2rk+~_-.- no~os, enton'?es el 

acoplamiento, máxlmo que. se_ puede o))tener ·en él es de _c~dl~_al:ldad ~k· 

Asl, deflnlendo la.slgul_~n~~ v~~~~;.é_.·~~--:d~~~~-~~n: 
.. - . :• . - . .. 

X e,;.·{·.·. 1 ~.i. el arco;(Í,Jl e~tt en ei acoplamiento 

___ LJ -,-_ ... __ Q,,~:o_t~~--é'~~-;-::>·-·- ... _ .. _:·-:·: ~-·.-

·:·-:' '-. _-,~:_;; <->. :'. 
debe de Ser. S~l-1~~~~~ª '.-~-r ~~lqule~. ~~pl~Le.ri[~-:- ;-~~_Prest!nt~-emos el 

conJu~tO -d~ . ~~d~ · ~~:, poS-1b-1e~ · reSt~tC6Í-oné~_:-~~ -".~:~t~; f~_rma· por:. · 

donde R denot~R'.i: .smatrlz dO • lncl~LE i, ~¿~j~nt~s i~par"s de 
nodos. coiltrá arcos·. ~----,~;,;..::- ·:--- \ "·:'.<. 

E~ _v~~~tori~-(~¡::·.~- r~:<. ~;.·<;' ~~>'-~~~-)~~.~_-i:4~~-
la capacidad.del- co~Jun~~ :Rk-' . 

. · ,,,. -

i;k es 



S~be·n\~S. -'d,ec1 t;eoi--éina'' d~- Edm0nds,- que" :1 -problema tiene .. solución_, 

entera c-uando ·:-\.1 = 1, pues en este-: caso - se --r~duC~~: al_~ ,Pr:°:b~~m~_ :Ael, 

acoplamiento m~imo. Sin embargo no se ha est~blecido q~~ :se. obt_iene 

una solución entera en el caso más· general.· Esto:.- -_se: ·probará 

desarrollando un procedimiento que calcule una' Solución Primal"·. entera y 

una solución dual para cualquier conjunto de pesos ~~en .. :'t-os arcO!:.-. 

El problema dual (D) es 

Hin_y a E ui ~:~ rk zk 

s.c At u+ Rt z i!: \.1 

u,z·~ o 

las variables duales -~l _Y zk' . "· . _ ..... , 
_ conjunto.~lm~_--d~-:-~~do_~-~Ilk~/=;;~~~~~~~~~~~!~~:·~~~~~;~~:.·-~·-:---·__o_ __ . 

Las condiciones de -~rtogo~á11dad · .-n~·cf~-~1,as·:~~y_' SUl-iCi~érites ·º'para la 

optl~Udad de las sol~~lo1l'e~ priína.i Y. c:tu~l: é_S~lm'_ ~~<:l~---~_r:.el: teorema 

de holgur~ comple~ent~l~ ··y s~ri ~'-.-:~ 

x1J >O · •· u1 +u}+ E~k. 
··. ': li;''.';Ct;J) 

" ' . ~ . ''"'-

~ / rj F 1 < . 

.. ~\, ;rk, 
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Como·-·en ·.~·~··. caso-.. 'blpa)~'.¡-~o:,:~-::~1-. P;·oce:dlmle.nto · m-antlene .f"actlbllldad 

~r1ñ.a1-y d;,u:¡1 ·t.-~-d~:~·i\.l~m~.?W:l~~As ~Úene:satlsrechas ia mayor18:de 
Ía.S. riO~dlc;ÍfirlºCS~d~ '·6~i·~~~Oi1id~ eXc~-~t.~ :l¿¡. 6~~-d-lc1~~ri~s «2>. , 'i:1-, ~~ro
de ta1~S ·:~~-rid1c-1ori~~ ·"n~ ~8.Úsr~cha;¡. decrec·e · mo~óto~ente.-durante e1 
t~~~·~~ti:-.d~i~~ ~f ~~-~1~'~ ::-~~~ :-~~~~e'.~;;,_ _c~n _ ~1:·: _".'cop~runl_~~tó 
Y,.~c;~·J-~ ~~l~cíór;.dtul-!·· f~úb~; .. · -

lnlclal X_'=!·~0: 

-;p· '"':~; ;:~k ''" - ur= .w .. vi 
-~-~;:;__ --:Zk"-= .,O". V- k 

:do~de: w·:~~·si ~-~f"lcle~~e~nt~':.s~de,: ~r.··~J~~p{o 

.:,·¡:··, ;"<: 
.:.· ._··:-.',,:_· .. :..··,·- -

Es·~as 'sOluclÓneS_ .. prlmá_i _~/ ~ua:l-:á9.tiSf-ace'n todas i~ c'OndlC'l~nés ,Cl) ~ · 
y :_.(3)··~r~ .. ~?. at'gurl~_·de. l~·-~~néU~lone~·:·c2)~ ·<:~-:~~-,:~ 

En.·. el ~6 ·ge~~raf:·,.del algorltrlio trat~o'S :d~ 

.·:::~::;::ª~eª:::~:.~~:~:º k d~~,.:u::;::é;k :btC1~: ~~:1! .. / •· . 
~.~~ ~~-~s ~:~-;Jf _7~· ul:·· UJ_ +E zk > "is .,.,~1'~~ 

.•' ,·,' ·.,·:: .. 
Sl s~> d;teéta. una ·trayectoria aument~te, s~: .. ·e~~·i~;~~~.~-·~1:1:~~e ;:~~s 

n~dos: expu~stos i y J para los cuáles ui =_ uJ >.a·'. ~!'.~~f.?:~:~~~~~~-~\.~.~ 
aumentar el acoplamiento al menos dos de las condlc.iones. C2t~:llegaron· a 

sa~-~-~~~~r~e_. _ -~- ~-~lizan :amb~~s en el_ aco~~~l':n~~:~:~e'1t'~~ ~:_~-~--:·,-~~~~-_:_~¿ __ 
- ----·-r1or- ~Ollipr11ñida-t8:1 que ei -ac¡,P1am1ento ;~~tl~~~l~~d;·~;;,_~~~~~~ro -- -· 

de c9.da f'lo~. -As1, cada una de las condiciOne·~·:. (3) ':;éon'tÍn~- siendo . . . ~ 
satlsf"echa después de cada i terac16n. Como la :trayeCi~rla 'aumentante 

involucra sólo arcos ·' i, J) para los cuUes u1 + ~J + E zk = w1J todas 
las condiciones (l) contlnuan siendo satlsf"echas. 

Si no es posible agrandar los árboles , es debido a que todo arco 

(1,J) c.~ple que u1 + uJ + E zk > wiJ , tratamos entonces de encontrar 

un valor apropiado 8 >O para que al menos un arco (l,J) se pueda 

agregar a un árbol alternante, realizando los siguientes cambios en las 

variables duales. Para cada nodo 1 con una S-etlqueta y cada nodo 1 

dentro de una f'lor más externa cuyo pscudonodo tenga una $-etiqueta, 

reste 8 de u1• 
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Para cada ·nodo:··i··'.con una .. ,..~:e.Úquetá y p8.r~ cada·"nod:Ó. i cont~nldo en una 

~l~r_m~\_e~t-~,~nO::-~~:Y_o ~se_u~o!1odo· ~erig~ ~na T~~~-~q~~~-~·:~~-~?~eg~, a·_a u1 • 
. . Para: cada flor _·mu_ externa_ k-· cuyo pseudonodo::tenga una -S-eUqu~ta,·-

sú~~~: ~-~ ~,:_zk. ,e:: Y ~ c_~a f1~_r_- -~~ exl~~~--k. c~Y~ ·P~8Uci?0od~ --terigU:-

unB. -;1.-~~1,qu0e~_ª• s~ resta_ 28 de zk. 

-5·1·~--~~-- ~~~- _(_~-;'j-) ;stá. ~~ntcnldo- en --w;-~·--r{O~-~ no hay~ere~tO de_ ~ódo 

-.'----:~;es\~·~-~~~- u 1-'. ~~--~J :_:~-E-Zit- _ca~ad~ _ ~r ~~~_s_ -~-~b~o-~~º ~~:-:~-1~~' --~~:~~~s du~-~e~·-
Pero· sl-. 1 ·tiene una 5-etlqueta º' i· ·estA contenida eñ- uña··_ flor m11s· 

externa Cuyo pseudonodo tiene una 5-etiqueta y J no éstá. etiquetado, el 

~~~Cto. ~~t~,_ es· -a. 

-Es-=·d~ not~ _que ~~ el cas~-'-de~~-c~C~P'i~i~~to- biparuto~·:habia- ·dos 

re~~rlccl.one~ P~~ ·e1 ·-Val-~~> ~á.XlmO-~ de· ,-=jj~·'.·: >.Íl~~a ~r- '1~'- .meri~s · ~~~sten ·· 
c·úai.ro restrlcclon-es 

[ 4]. S; 1 • e~ ,un nod~ S~etlquet~;ii o ~~t~ écintenld~·~n ~a fl~r más 

ext~rfiá ·CUyo 'pSe.udOriOé:io'~-t1erl1i_,, Wi~':s~etiqUeta-;· :·~S ::re·quérfdO . q\ie- -

_- >---::, =:· ;-", '¡ ·,<_,";<t5_l_ºi:~~~~¡·~~¡6;~: .. •d'',. -,, '~-,, -... ,.~ .:t ,,~;;::. ,. :. (~' -.'. 
---~-<-·:: !~,,-~~:. '' ' ' 2 ~' '... :~(¿;~;-~ , ~'.,.~~-· ::~c.~~'.>: 

·· ~ ¡si' :~Jii1u!f 1~1~~~~~~§r~~tf~~t~~~~;~~~1ftlfE";~:~:: 
·':>. · - :.o".:;. ~~-·~::::·· .;-~,, ··:-« _ ;;:'·'.""·· :.., :i:~ f':.:,-:., .. ::1;:<- ;, • ·.:;:.~, ·--.'<:·!<'' ·; - , 

~· :t;:~~xt·e_rn!l5·,0'c'uy~s:. ps~~~º~º~º~i-~:~.~~~-~'~ s~~-!~:~.~~~·; ~-~. -~~<:iulere 

<' FXi:~1~~··1 '.t~c; ~J~~ ft~~~11f "1° 
_e__. ' -:;;:t._·;;_,.;: c-é~-·, -';'Ó'-.:" .. ,v :;::«;, . ·~·---

f6f ~~;=;rn;~!u~~d-~~-,·~~~~~~\-&:~f~~-~~~f~~~~~·t'l~~~'.~"l:iñ~~:T~etiqueta, 
e~t'.oOce-S'/s.~treqúi~·r-e·_·-qUe' - - -~,.. '~ .,.:.:~·\,'.'. 

. > ., ·.·. :W~2ª ~:º . , ·>. .; 
[71 s·1 .. (1,J) es--~n-~~o::·~:-;-- ~~~ l ~s un: nodo con una S-etlqueta 6 

. - . . -

"esté. conten.fdÓ. "en una' flor mé.s externa. éuyo pseudonodo tlene - . . ... . . 
_una S-etlqueta, mlentrS:S q~e et ·nodo J es un nodo sln 

etiquetar o esté. contenido :.en una- flor más externa cuyo 

pseudonodo est_á sln etiquetar, :entonces se requlere que 
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' _· . . . . , : . ' . . : . , . . .' .. ·: ·:; 
_s_upo~!~os>_quf7_.~~ e:~~-lge -~ ~~-lclen~_em~-~tJe ~8!1~~~-~r~~-pet~do a '1as 

con~lcl~ñes; )41. ~ .;(71.··:.Sl-~ l_a~_condlcl6n·.:[4J.- está -.i:-estrlnglé~do a a. 
-entC?nces_·_·-la · ~u~_va· -~_ó'~~~l~n :.Ch~Bl.~ es ta~::(iu~_-_tO~as .. _-1_~--- ~-~-~dlclOnes -(2) 
son_ satisCE:chas.·: Tánto ·la soluc16n primal· ~omo<1~ :· Sol~cl6~ -dual .son 

~Ptt'~~::-~:._: ~~ :>~op}~1~-nto_· -ín~Lmo __ ha:::: Slci~---~obte-ril'd~_;{:- · c~~t~~mós.".· q~e: los 

. :;l[~:gr::l~·:c:j::::•;::s~::: n;~;:::.t.~~.'.~~···::1·· qu• •. e1 .. 
s( 1a·'. c0ndlc16n-- tsJ eStá restri~lend¿,,- -.;~to~Cea·:·.:·~~ tb~Yec.t~rla

~Um~~tante p~ede ser·· encontrada .6_ una' rl~eva~·ri¿;·-_'-~~~:::;~'~i;'~~ 

:=~~l·.·~:~--,.~~~d~C16ri,- (6) 'está·_· restrÍ.n81e~d~'.;:~~~~~~-ri~~~-m~~~~~t~.;Iiajl~~d~--
-,~cr-_e~~-lda:=~~ ,-, _ ~-;·-~:~:~~~~;fa~~;: ~-:~~t~-~-~:~~:- ,:~-:~:2 

pu~d~ 1 -~~ :;;:~:;:"~ e~'.; ::~:a:·::::1·:~¡~r~cl;:f f~'~'.~~~~~ ~i~t~ • 
, · - ... - ~, :·_j _._ 5.'.~L.:: .. : ..... _;·~:-~ 

,, -- '>'•-:::;.;.:. ' H -

_:_:}·.> _·, ~j' -~!::~;: '-~'~:'"'. -~ -:_'~)q_; ' 
- : ~Ye: >~/~;-_::~ ;.._;, ·" :~·,.~:-·,:.,. ,·; ... '· : .:-~-- .·. 

Ut1i-lzand~ :~{a·: :1~~~~c1-¿~' d~'.:'.1~-:' ~=i;di~~-.~~ter·¡~r · ~;~~-m~; _-.é·~:::_~ste 
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ALCORITÍ«l oci. AC.OPLAMÍ¡¡m"CÍ DE PESO HAXIÍ«l. 

Paso o ,,, ·¡~f6ici·.;,;:;· -~ . ---

. comenz,.;:. ~()x~; ac·~~1~i~nto x :.~ ~ ui =.'o.5 max jw1jh .como 
· ·soluC10ñ8S- .pr11na1-:y;dual:--respeCtlVam~~te:.:_~·- .. - ... .:. 

~-º-: f~ -_:~·0·-;,:~;~-~~1~~~~~~-~~-~{~' ~-~~~:~~~~~~ -~~~2_, -. --; <----~ _: :· -
-- ··= "----''''-=-='-- ~ - - __ .;.·=_--.,,, 

-Ei\r~i;~:r~;:(>ir-~'{ ~lt~f.n~té en cada nodo e~pueS~_O Y'~~~:~~~~¡.;·:·-~,, 
~-º~~,t~~{~<-~~i~S\.~1-~~r~ruites ·_._e_~l~~et~d~ solamente con --~1st~ 

_ c0-.·c (~'/~)-__ _,~~)}'..~:--:~,~~~~~~-~~1- +:-~~J --~- ~ ~-~ w1j_·; 
~-S~ :.-~~,t~ay~~~-~r-~-~- ~~~~~~~e es encontrtida, 
s1:.'una--·i1~~~ha-~id~~i~~madrl, ir al ~o-3~-, 
~Í.'~_lo~.~:Á-~~:1-~~-·s;;~_;h~aa;o~; lr al paso 4. 

las 

·no-res::·enco&tdB.S; :: ÁUÍnentar_-'..iú,-.~-.aé:oP1Wn1éntO·;-~.: ·re~ver __ ·-·tOdas . laS 

·~t i.qu~t~· de 10~-::nód6s~, ~e~d0~6doSJY- r~U~s~. é.f pá!:ic;>: i: 

Paso l:entlflc~lo:TJI:::Ímlr•~L~ijlor;.en•.·.'.g .sr~áfl:a .. · .. ;El·····pseudo~ódo .. 
_ . :~;~::jtfu~:if~la~~::~~::t~:~l.5-etlqueta · y su variable z es 

' .;,' 

·Paso .4 

.. Det~~mi·~~~·~'_i ~~~~·~~~···:·~áx1.ii.o de·, _-a, acorde a las condiciones de (41 a 

(7] ;}/~eal~·zaI>10~ 'camblos· a~roplados a las varla.bles·duales. Sl la 

'"Condlcl6n·.··{4]-· _esta restrlnglendo, alto: El acoplamiento y la 

s~l~c~6n_'·:'di.ial'.·~~~- 6Ptl~. ~ otra Corma, expandir las !'lores más 

· eXternas __ p~. las cuáles zk = O y regresar al peso 1. 

Resolveremos un ejemplo del acoplamlento de peso má.~iJ!lo·en gráf'icas 

general~s, con la ayuda de este algoritmo. 

Considere la gráfica ponderada de la Clgura 3;22, c'on INf =:: ·16 y 

IAI ~ 16 
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Figura 3.23 
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Necesil~os' re~{¡~·~·::.~~. p~l;e.J~'··~d·{~tcac·ló~: ~ :var·i~bl~~.i~~ales. -El 

::~~:1::¡1;~~2.1: .. \~"ri'}.ji~~~i~\t•:if 7j'.:i:~~u:}J~1~r~ftCi/~0~:·•· ~: 
1+1'.:--.~~:'. ~ .2~ ~ "! .1~}::;-a;:'..Real1,zl:lJldo_:,~ ~as~~mO~U'l<::ac,1.c:>~es;~proplad~~- te11:e_mo~. ·.-

. • "-1;:¡·· lj~~Jf~. 4\~·~···~.¡:;, .. :~' !r~Ií~;;:_:,. ·:: ... ;> •-,"~-·-,·····. 
-.:i,·.I,:_::u-:;

1
> -~< -.,~-.-,",. ,. ,,,-,. ·;\<· .--'.~(>f: - - , ·.' '.:/ª ·'7,',;7•{;7;'_s::,s i;~; ª. '.ª'' ,., . .. · .. · ··.·. 

· i¡~~~~l1~¡E~r~i~~~~~· 
i:ü_~r~--:~-~::a~'-:~,_·1a .'-~1gu~a- 3:24; · ·'!'i- ~o-~t~"a~-~ :)f~~· l~·~-~·.r~_~;~~-grá1.'1~a: 
resultante ·-.·está'-· formada. por_ árboles-húngaros - y se - muestra ·en -.-el 

diagrama·- b-de la-- figura 3, 24 • 

a) 

Flgura 3.24 

a) b) 

Figura 3.25 
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Modlfl~wnos por'· :se~Ú~da o~~Ú»~ l~ vñ.rlabl~·s duaÍ-~s.'< El _ válo~ máximo 

a, es a= 1:··-~'rque::-i~.:~i~t.~· :(3;6) es'tá _re~t~lngiéndoi~.,· .. Reallzarido 

las mc;c:ÚfÍc·~~'i~.n~; t~:~~mO~~-

·· · C· :?.';.,:· 4 '." 5-' :s", 1 , a. e , 10 

u¡ r' 5 y 7 ! 5 5 5 5 5 

~~mo -:~ ;~ ><:-:~l~~:~~~~;;·~~-;Zé~-~~~~o _con el -'.clc~o -lmpar,.-for~o :por:-i&s 

~'~st,~ _-_co~:_"nO~~s- ·.~~ :·~-~,e,7} ~~ma -_el v~lor~~d~ -~.l =-·2·;--~---~Í ~-~1_, 
-_ ___ ::, ::c~?ttiÍl~Md~º.·Co~ ~18.-.'._Con-str'uccióÍl de -árboles·.- -enC~n~rWños --':l~e ~-~a·arls~ta 

(Bl,8)·:-C:on-: pesO ·igual a 10 aumenta la cardlnalldad del aCoplainlento, 

Como -se-,aPr_ecia·en_ el diagrama a de la figura ·3.25. Al ~eall~ar_ la 

asignación de etiquetas nuevamente, descubrimos la flor 82 -formB.da por 

f~---~·lst~ con_n_odos en~ Bl,B,10 }-. O: par-Ür·.-d~l:.~-~d¡;~_~io; ·al 

cOmpf.ilnir 92 · obfenemos la gráfica b de la figura- 3. 25 '. ha.Ctendó ~- i. o 

y r
2

:::; 2. 

Al ·apll~ar :'las .e~l:qu~~~ ob.ser~amos q~e lo~ ArbOles son hÍJrigar"OS, -ver. 

flguz:~- .. ·3. 26--: ::~ ; !1·~;1-: que· buscwn«;>s modif~car. l_as . varia~les ·. dualeB 

nuevameñte,-:~·obt.,;~lendo. 8 ·= 1/2 restrlngldo.1~r :_la -~Í-st~~- ·c3,e2l. ~os~ 
camblOs en l~-c~B.rlables-duales nos lleva a 

1: .. 2 3, 4 

u
1 

7 4~5 6.5 7.5 

6 7 8 9 10,-

4.5 4.5 4.5 '4.5 4.5 

con z
2 

= 2(1/2) = L Al realizar la asignación· de eti(¡uetas, logramos-

e.~lquetar el nodo expuesto 2 por medio de una. traye_ct~rl~, aumentante 

que partió del nodo 92, lo que impllca ·que' pod_e.mos ·; nieJOr:B.r el 

acoplwnlento, diagrama a de la fi'gura 3. 27, al modlflcar el 

acoplamiento obtenemos el diagrama b: 
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~s i:t_~ ---'~scd'/n:;á~-~~o: LÜ\ e-~~di'"~~~.io~ · ps~ud~fl:ºd;~- B2 _y ~3, --~e~~ª 11 i~do ~·.e i 
·?~·~en~mOS--.e~_-aco~lam1ento fln~l m~~trado ~º- -

,·/ ,, '. ' 

<7ºº el conjunto de aristas { ( 1. 5)-, (2, 4), (3:·!J) ,:(7, 9); _cEi, tb) } y un Jl:CSO 
de 14+12+11+12+10 = 59. La iÍ~lúCJ.·6n ··duai':;:d·et,e: _·.-~r lo·(. tanto sumar 

:::::nte eos: .. · ~ ::~a.· d; ¡ ~~ '~ 1~=;.;~ ~}i~~o;I" :n~°:t~::e:os ele::: 
E u1.- + ~ r pZp'-~ .. 55~:,. 1_{_~~/~-:~,<}.~·.:~}.~~~~:'.:~~~-- .~~}ªó;,~'?-~~~~6n' ~~~1ma.dual: 

'-·;~:::·: >";;:;·<,' :,;:;-.: 

r -'·. •, ' ,'•,'.,!-'';::,.,·";•:•.O•'.' '/'"-,",_•,~' 

ver_em_C!S ~l guno_~, qll:~ ~.Pr~P4?~e; 1:-9-_w_l~r · 117] ·; 
"', ~ ··-:::~ . 



3.4.4 . 

EFICIENTE QUÉ RESUaVÁ EL PROBLEMA' DEL ACOPLAMIENTO nÉ'P~ HAxHIJ. 
"", •• o 

. -·+ratamle~to de rlores 

·El manejo_ de f'lores es mucho más complicado .que ·.en- el caso del 

. pr~b'1~ma del
0 

acopiamiento 111Axlmo; pues --ha _.es · -~~lcleOté- registrar 

solamente las nares más externas porque cuando una f'lor Cs expandida, 

_es necesario conocer cuflles :f'lores C<?nslderadas están anidadas 

lnm~dlalamente dentro de ella, para que asl estas flores puedan ser 

__ consideradas de nuevo flores más externas. CuAndo una aumentacl6n 

ocurre, las !"lores con variables duales estrlctamentes positivas deben 

de ser mantenidas para su uso en la slgulente apllcac16n del 

procedimiento de etlquctaclón. 

Por lo dicho, se debe mantener un registro explicito de todas las 

!'lores, sus nodos base y sus relaciones de anidamiento. Como antes, 

ldentlflcamos el nodo base b(l) de la flor más externa de la cuál un 

nodo 1 forma parte. t.ns flores anidadas pueden tener el mismo nodo base 

(de aqu1 que las flores no pueden ser ldentif"icados únicamente por sus 

nodos base), pero dos flores mi\s externas distintas no pueden tener el 

mismo nodo base. Llamaremos a un nodo 1 un_ nodo base si b(i) = l, 
aunque un nodo puede no estar contenido en una flor. De forma similar 

podemos hablar de "nodos contenidos en la misma f"lor más externa COlnO 

l" aunque i no esté en una flor. En este caso, nos referimos solamente 

al nodo 1 en si mismo. 

En el problema del acoplamiento mi\ximo solamente las f"lores más 

=externas Son __ de_-consecuencin. __ y_:.19B~=-~ºdos ·_ base_·de_ estas _flores __ tienen 

únicamente S-etlquetas. Aqu1 ·existen ~ tipos distintos de flores: 

(l) Flor"'.s no -·etiquetadas, .correspondiendo a pseudonodos no 

etiquet8.dos. El nodo base no tiene etiqueta. La flor es mi\s 

externa y su variable dual es estrictamente positiva. 

(2) S-f"lores, corresPondiendo a pseudonodos S-etlquetados. El nodo 

base tiene una S-etlqueta, pero no una T-etlque,ta-. L.a. flor es 

mi\s externa y su variable dual puede ser positiva 6 cero. 
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(3) T-flore.;,' corres~~fün~o.;; ~ •• u:~~~~~r T-et lq:;,t~d~s;' El nodo 

~e .. t:1.~.~e .. :ú~~ .!-.e.t·~q~~la~:.· ·~~~.:.~~:· -u~~:·~~~~.1q~.~~~:.·La· ~X~r es 
más; é~te~.~a ·Y.:s~ :~labi~ ~~:i.: _~.~,:~:~~·t~1~.t-~eflt~-:-p;;s·l,~fv;;_;· .. · 

e 4 

l.· ::~~f :ul~··:::~::::~t:;:~~:::~"JJ~~ifü~:~:~:::mi~:: 
!:'~1st.~1-~t.ame

0

nte_::·~~1.Úv~:/;.·> .·< .. _.: ·,: "' ) - - .·_·r--:--: 

q:~~omo: ellqu:;;.;: u~¡.;~;lor~ :J~~~~~~~-~;füii-'"ro siguiente: 

-o~-s~~n8~~s-·---~~r:·-:·:~a~-s~e:t~Ctuet~:' -~~~7~1 ~~-:~od~T~}:··-·::~_~-_ ... ~~-~-~s:a~? ·y·:~-" .~co' 
e 1, ~~- ~ ~-"~~.:-~~c~~t-~a~~~: do·~~~~ ~~;.~--u~.:~·· wii =-~'.~>-;~C'J_~-: * .. ~e 1 ~ ::· __ bCJl _ -~_:J 
y b(J) no, está. ettquetaclg• '.En'· está slt'ua.Ctóii,',S-esta".coñtenldo;en·Una 

··••:~;~º:Jt;:ú;f;::.:~.P;·~"¡~~~ff ~<~"~Tc~~~tI1r ;· 1: . 

Pa~O:"' facl i Úar ·:1.a_: d~~?~~-~-16~:~·:: .. 70!~~,~~Ín~S -1~ Ot~.q~et~ -~ • ·T : l~·i ' 
a b(J): S'tempre qu~::bCJJ'.-~-J~:.;_ Co:m-~·~no"'.árecta, .;1·.·s~B~z:id~;)ndJ~~- ~~rá 
'-1~nor~do .-e·n··, la_'recupéra~-ió~· d~-.--10:S:~tre.Y~cto~ias. , · 

bes~~-~~~~-d~:;:éad~' -~U~~ri~aciÓ~,. ~-~'as -rl~r~~- deben seJ. re~en!d9.s --- par~ 
Usft.~~:;-: eii~:!úi'.:~~i-g~f~iit:~.\~~{i~~CfÓ~- d~-;o·¡a-\éc~lca ;-d~ ·et·!q~et~·C16~. 
T~bté~. q~i~1~-~~s. ~et ene~ ,..la~;/_ eÚquetns· en-· Ioa;·-~odOs d~~t~o ·.-de l~~ 
-.flores.--- ~~r~:_.--1~'. ~ttcluetB.s ·en ·Íos_· nocl~s a. tr~vés -d_~:.1~ \cu~les .Ia 

-~r-~er;iorl~--~u~e-nt~-~-e-_-~6 · d8ben ·c1e ser corr~gtdas, . ¡)o~q~~·-. Ya:-~-º: So_i:a 

·vá11d.~! .. 'ci~d~ ::q~e l~ --~~s~~---~-!l.: las flores . vaJ"Ían, -·a~pe~~. de---
--perman-eee.r---"-I8ü8.I. · eñ:' .. -c8.rdinalidad .. - OebemoS '-.· entorlces< 

·.·_:·< .. >' 
. :.. '·-·- l? 

1) RetEiner·.~ las rlores paf_a, su _-u:;.o.': en::· e"i ~:i~~u~,~~{~¡··~:~~~-c~!~ 
etlquetaClón.' ;<"·: · ' .,. '' '· ·,::r,"' 

' 1 • ' y;~-.'.",'.\:·~~-'-. '.}i·; 
21 COnser-var .t0d~ las~:~Ú-q~~t~:·d~ ··1"ós-·riodOs."ij~~---las'.<ho·r~s-. :. · 

. . . . ' . ·.~,: ·¡ ' . ·. -.- º"'" .. 
3) corregir: Ías ettqUe~as· \i~-':.'·1~s, :~~d:~~-i.~~·e·:·::~f-~;~~---P~~e _de la 

trayector'la :8.Wie'nt~t~. 
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Esta· tarea· -se':reaÚ2ará .Cómo _sigue. primero. identii"icwnos tod'as las 

· nores ·cn·o solam~Óté _las · máS 'eXternas) a través· de las cuales la 

-~~~~.ciof.~.~-:~~~~~~,t~:-.p~~.--:·--~~- ~~.d8: r·~~~ ... ~nc~~Ótre -su. nuevo nodo 
, base·.~;:-(~··.tra;~q-tOri~-au;ent~te·:~~ extietide entre _ef VíeJo nodo base y 

.··.~~ :· _ryU~yq·-.~~~fo:~-.-~as~· ·d~~~~á-'.r1~r. ~~ ~~--qu~::.cru_~~~.l~. 
Para: tod~S ·.· lo~-;-nod~-s·· .. éfa. 'la-.-, traYe~tOr1'a ~Umentante que .. -tio tienen 

~,:·~úe·~~s .. -4.~~~S-<~~\:~-~:: -~~~~~~·~O~~~: .. ~~·-,:~~:&_i~~_lemen;~~· _i~t~~~~~~'~ .: _1~s 
- -'-i"nCÜé~"sc·d·e.-~l~-=etl·q~~t~-.~-Est-o--~-s·;.-'gD-Ias:,;Üqüehl~.·~~ -f;~~ieS ñ~do~-- so~ 

-~ ~:·_._5:~{·-.::-·i: !-:··y -~.~;T-·:·:·:.~f-.~_,- lf~:;/·n~~-v~::etÍ~~~)::~_'::~6n·;>::~-s- L.:f-;,· .:~Y'../ :1<:., L,~--~· .~:~ 
-- :::..:~:-::;_ ~~·~ - ·, :"_ -'~_:i:::_"Ó::: - - '-'"-• "º ·=-:;:.--· :'/ 

.-.---, --~a;,~~~~~ ----~-º~~\b ::q~~~- e~-;~~ ~~~Y~:/;::~~·da_'. oo'se·.::;· ~néUentre .1a'..Í'1or' más:"· 

"f.~t~~~~'. ~~_)_a\~~~~-:~~,~-te. ,~~ni~~~d~~-Y:~l-'.'!~e~o_.·n~.~--- ~:~- _b'- ~-~ ·-~~~~ ·r~o~-~ -
;_~-~u~~_tfe>i~i;;~.~: CÍ:<l) .·l;'.-(b' ;'J> :de .1¡\r~eclo~l~-'a~nt·~-te«'don~e l,J 

.é-hO e Étstán ·:·cont_enidas --en>1a·-·,·no~.---~Lti!i "--rili~~as ~:et;fquet;;.~ pa"ra' b-- son-
- :~o._:_ .-=;·.:-= " 

Pa'.rá: -~u~· nodo b" .·.que- sea un Vie.Jo: nOd~:-:·~~-~'- '~n~~E:~tr~--·--¡~ :'fi"o~ 'más 

ihterna en '1'a.que este .cont~nida y cl'~'nue·~~- nodo' base b ·_de, esta- i"lor. 

Si ~b :• b¡·, Simplemente inter_cambl~ 1~9~-·1.nd'ic~s de las etiquetas en b'. 

De_~~~-r~ f'~~ma, ~~aÍlce. ~ r~treo··reg~esÍyo.Í:le-la. vieJa T-etlqueta en b 

Para:-..~ d"ascUbrlr .. una _Brista ·-::·(b', J), ti! :x:· donde J esta en la i"lor, 

i~~id,;~te: ~, ·b;; '1.w<nuev~ et.~~uet~ -para b son ' S : 1 ' y j T : J ', 

· ·-.VeamO.s :.la- corrección-:_d·~-,'}ás-' éttquetRs_- d-espués de un aumento en la 

rt&ur~ ·3~2!F:; i'aS> arl~st~- ·onduÍad~·s ·rorman parte del acoplamiento y se 

ha. ~n~~~·t~~~d~: -~~~-:·~:~-~.~~"t-.~f'.'la\8.ument~te entre los nodos 1 y 18. Las 

~l~res ·: ~_xl._~·te~~~~· :~ -~o·n".'. ~1:: .... 9~e-· tiene a 5 como su nodo base, 1. e. 
b' .. (1), :~ ·.S,~: e2.·~¿"rí ·.b~:"f~> .·~Ú,4 . .'y, 83 con b' (3) = 3, 

_ -~-,-- "--~~: ~~--· - ~~..,--":~~..:~~-:-~/;;";7--....Í:~,-":=--- ~-",O~.,--o-" 

·:-t.Í~·~_'ve~'t~um~ni.ad¿-'".~·1_\--~0P1Wniento y corregidas las etiquetas, los 

~~1?if9~0~¡;~t})"tr;) :l~~~s /n10
1a ~1~:33.:~n .:e:r0e~11:e~: 

:;::::~¿~¡~;~!:l~~~i:~tas\ eri los no.dos que !'arman . p"éte . de .la 

c~~~::~~._'i:~~.:;<~~~:d~~\~:;:;~¡;·~;·~·: ~:.'.-~-6· ':/, 13; .'no s_on · nl ___ ~~eyos_ ~~,~~i) Viejos 

no.~o~~!J~e~:~·~.~01~en~e: · i~tez:-_c~.blanios iñ_dice~: ·_eii~::;~as :_:.~·ti_~ue.t~;':_~·< ·par 

:~-::7~~~·: ~ 1.-~:0'.~=·~ ~ª· :·~treC:~::::é~·; .~ ~~:~:~t.-: ~~~~~:;~;:~1:,~t:~~~:::t~;t~1: 
i"lor más iÍtterna::·.que l~ ~onti·~~e· ~SLl{l'/ 1~·.·;1st.·~~-'.é'b(l>;i):.';,, ca;to) ':/ 

• , - •• '"' ·-. ,. 1 

:0-:0::-



: '.. ~·'/ '"<":.~· · ... -<-··.. . ~ . ' 
la~arl~iá' (b_~·(l),-JJ .=.-(5,4):.-con_· l,J ·ruera de 91. tenemos q~e para· b(l) 

1~_·:. etÍ~~-~t~_•,s~-~ _'.·-/.'.~'.'.:,.~-O--~ _T.:·:,_ 4·_.-5:' <.p~oc~~lend~\ de :~-~or~. ~álo_ga 
apli~~~s_: ':~,l~qu~-.t~ :.Para 'bif-.Y.:b:J·. Con. ~¡'e vt~Jo rlOd~-~e b'._(~_)=3, ~a 
f'lor:.· mAS~.·1nt=~rna·.:«1~e·.-i.Ó: ~onú-e~e -'~a~·-ro. real lz~do-,:-~-1 r~treó''. resre"S1 YO 

--d~ ·:1~- .. ~l~J~(r:et.i·~1iie·t¿,_·~n',~-~r~ n~~~ó ·na-do~~e ?bt'3) :·~:::is·.:~~~'d'd~t~~~~- -¡~ 
__ a,;_-¡-Sta-:h~'' ~~~íS:d~".:cb··"t:i>;,,J·{ ... -:·é3; 15> :-~~n'.'.e1 --~~do~,~,-15 .en"·aJ;-·-,_,a.deináS la_, 

. · . :l":.ªNS i~f ~;~W~~~~r~m:~~Wª 1:~~~f.I~~~:r1~1i~:'~'~·ctpc!:~·· 
. i ,:4c2~;~;r;~'.s:'.:f, A~W7?sd;;~~an~."-;, ;;lmlla.f)~~etl:u~tas en b' Cll · 

t 
Trayectoria Aum·enta_nte 

BG 

F'lgura 3.29 
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Figura 3.30 
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sot:uc10N ¡,;. pfl~e!-EiÍA ·oF:l. cARTER~ cmNa 

En· •• {ª' .iLÍÓnd~J.o);un ~:lg~rl¿ de 'so1ué16n·• al .. siguiente 
· probl~~~~.~,5~~·ri~';mQ~~·que·~-~n Ccirt~r~··Parte '.d~ l~-cir1~1~~ ·postai-_de __ una 

. Zii:7 d~~i:~.~;:drt1Jfº;::;:~:;n~ri~~it~~:;:~:~:~::0~~t;id7c:7t . 
iá.: ~utB.,,que --~~be_ seguir·· para·· mt~l~l~~r .l~_~ ~1-~"t~cl=~~: .. ~o~~~-'. .~~·~~rr/~9.?_ 

-~- ~ -- _-. ~E~t·e ~--P·r-~~I_e~~ · rue- ?rl81_~aiin~:t;- ~ro.PUeSt.O --~~, .--t~~~--~~t~-;n-~~.fcO: chino ;_e 

. ·uarn'ado Hel-k;;7Kl~~- -Y por eSta_ ~aZórl ~Edin_~~dS Úi'.~~q~fit~--~ei--~~J;_ci_~l~m~·-~~~1 
--c~t~~~ ~;i-~o~-- --- · ---·:-'.'.-~=-'·'~';-- · · 

·- ' -- -;. ~;-:-;::_-·;·--. -·;·);~:_:~>~-;-:·~~,'.-' :~~ . ;· ' 
Para modelar-este pr~blema-en una 0 grAnc~- G_::.;::~··uf,'._A-l -~i_.~é;r;Junto de 

- _nodos_- rep~ese:n_t~rá ins J~'tersecc~~nes- _?e l~ ;-~~·!,~-~~~-

Observemos qu.C -sl todB.s· las interse'cclones ;d~ ias'_··cáíie·s. Úenen"'un 

·núme¡.;~ par :d~- e~tas,"1.e.- que::-ed,1a: Sf.Arlc~\:orreSpOri~l-ente ~el. g~ado 
.:de- .. t~do. -.·~odo:<~ea,-·- ~~.:'.entone~~ :-:Q 'e~-~-. E~i~'~J.~~ :;; esto ... se:._ d"ebe. · al 

-~i~~l-e~tC:·:·teo~e~a 'que se·'e~un~la·s1~ d~~os~~~C16n'. . 
.. 

Teorema· 3;5 · ~..:ro .-.>. <-· 
Sea G = _(·_-N!A~.~ uÓá.- :g~áÍ'ic1(. -~~n~_~a .iió'>"di·~¡-~i~~-i- -¿~-~~oil~ien~-- un , 

c1rCu1 to~ EU1er-1e.ó"o-··s1. y--:-.5610-::-'~i-··é-í :~-nl'.k~~O--".d~:; no·dos·,.;con· gre.cio-' tinpar es 

cero. 
Por· lo t~to .~{-: c~~-~:ro' -;~ed~·~,s~g~·i·-~-.-~~'·:·~-1~~·6i·t~' Euleri~·¿,-:·Y pasar 

por cada_,~i~t8:_ u.k c·so·i~:·:ye~~· . U~a._r_e81.~·:-:·muY':'.·~~~9-~1i_O:~:-~~ enc.ontrar un 

.. -• ~:r!~~:;~~!;ri;inºc"". una sr:~LIC:ª~no ,~1,i~~ i,~J!~~c po.':f l•urY_Y es _ 
Reglá para encontr_ar un élrcu~to · EuleJ.:_Íano'._ " 

Iniciar de· cualquier vé'~úce.:.i .d~·:_ 16. gráf1Ca, ·cad8. vez que una 

arista h~ sido atravesada t>Orrarla .d~\-1aj1;rAfica. Nunca ·.atravesar una 

arista si cuando remueva esa. o.r:~s-~_a;:_ la.·>grárica. Se divide - en dos 

componentes conexas. 

''· ''. -·. 
Como, el circuito p8.sa ~r · cá.da ~~!it~ ."u~a ·.sola ._~ez, esta ruta es 

óptima. En este· c'aso -la: _IOn&Ít~d· m.1!'ilma'";d~_- un- circul~o es igual al 

número de ari~tas en· l~ grAfica. 



Supongamos ah~ra que la gráf'lca ·e· es· no .Eulerlana, 01· método de 

solución que. propusO Mcl~Ko -Kwan rue" .comenzar con·:·~·uO:i~ut'ei-.":··so.lU~ión 
f'actible: ;- d~scubrlr ciclo~· -ne~~ttvos: con- cle~tlis -. D.rt~tá.s "y''. re~Í l~ar 
modtft-~a~l~nes en ~us -pesos· tratando.de llegar·U: la.SOl~cló~:óptÍina;· 

' . -. - -. ·: - .' - . ' :·. . < -': -~-"·. . ~ 
~~nsl~ere~os la. grárlca ~estrada en ~a f'tgU~a 3,'31; _ .~.~~· 4 ·:·nod?;;_ de 

grado. llr1par: 1,2,4,5. Según Kwan un co~J~~o .'..:-f'~c_tlble~-~".! :·-~~_os-~ 'Par~--~
··dupllcar-e-~ ~Cl,2) y (4,5)~.--Construynmos-Una n~~va~:r.-e~.,·~-~~)os·ml_~moá~ 

_-:"_~d~-~-·~~ro a-_ ~ada_ D.rtsla -dupllcada ~~- aslgn~~~-: ~~;~s-~~~~e:~~;w1·j;~ -51 -. · 
·esta red contiene un ciclo negativo lo utilizaremos ·para·'. encontrar. la 

solución. Todo lo que tenemos que hacer es dupll~~- aqu~ii~-.~i~las 
que _están en el clclo sln. duplicar -y v01,.Ver .. sencl11~:·~c-~uell~~:··ciue , 

estaban dUpllcndas, asl las _aristas dupllcadas-tlerien loJÍgitud.'minlma-= 

si y sólo sl no _co~tl_er:ie~ ciclos negativos. E1 prob-lem~-."~~--qu~~.K~-~~=>
menctona como detectar ciclos negativos en una ·gr:artca·'no dirigida, 

porque el algoritmo de rutas más cortas· no se ap~ica. a redes-. no 

dirigidas con aristas que tengan pesos negativos. 

- -· Figura,-3:":n-:o-- -' -~~-'-~o;---'--

·' '" 
Enseguida veremos la solución que propone Endmonds, ~· qU:e .,resul~e, 

como subrutinas, un problema de rutas mAs cortas.· y -·':In -~ro~~e:ma,,- _de 

acoplamiento perf'ecto de peso mlnimo. 

Consideremos un Circuito del Cartero Chino (CCCh), l. e. un "CircuÜO 

que utilice todas las aristas. Reemplacemos toda arista·por'uÍl co.nJÚÍlto 

de coplas paralelas de el las Igual en cardinalidad al niime~o d~ :_ vft~~s 
que el CCCh usa esa arista. Demostraremos que esta multlgráf'ica 

contiene un circulto Euleriano. Reciprocament'e si una grá.f.'lca EuleriB.na 

se obtiene de G multiplicando aristas, entonces una trayectOr1a 

Euleriana en esta gráf'ica da lugar a un CCCh en la gráf'lca original. 
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Pr 1 mero demostraremos e 1 ~ ~ gÍJlen'l~, r~~~itad6:: que·---~~ -:~:t; Í 1 {~~á ·_ ~n: 1~ 
soiucl6n del p~~bl;~~-~ :·.~ ,·:;:;:.;. '' _ •. ' . 

.:·::~>~~ :./·--·-. ~~·:.\ ·-:<~-- -<-
-~ ~~ii~~.;:Br:~~-1-~~~;,~~-'~!:~;j: e=1 ;~wn~~~- d~:'. riciCtOs' c·dn ·;srBda 1-~~~-- e;·~ª~~ 

Demo~t;:aci~n ,··• ; '-h: ! ; <. < e \ 

:con~:lde~~~:í~_-.-:g~~1c·~~~~:-dtf:18íd;'.·C{:~~~cc·~::1-)'::~~1~~~~:-j~_-:i-~s n~da·:: de 
~·-- ~i-~~~:\~-~-~h1~-~~;:~~~-_:~~-~~-~-e,~f~:;·_-~E.:~-~~~,:~-~~-J~t~<Ñ+ __ t1~~e~~ gr~~-~-~~~-:y 
alguhos ;-0-N /= N ~-=-.N~ -: tienen grado.,_ impar.- Ahora- la suma de los grados 

gÚ). de.:~t_4~o~\·¡~-~-·-."v-érÚ6~s-;_x~ _e N- C~'')gua~-- a,·_-2· v~ces el n~er~ :~_e 
aristas .. de·;... A ~jpo~_º-~tanto- obtenemos·~ número par 2IAI = 2m:-· De ~sta 
obs~r~16n~ -

·- ---·t---- '"-'--~··-

- ¡;gCIJ = ¡;cg(I Í. .. 
.• ,_! E N i E N+; ¡· 

.; .', " ,' 

. . :·· -. : :~ ' - ''.- '· 

Y_~?~_º::-~:.sÜ-; :~,~::.:~r~~t·.~c_u.·j~~I~n-.e(·~-.·; io que ~-¡~~i'il~a·:qu~-:c¡;m~ 
l··E N··' -. f E· N-: 

~º~~ -·~~ .1') -.\~:·~-ú,:~:¿i·~·}~~'.~:~~~~:~~~~~· 
de.·gr_~o · lmp~ .eS ·par,-~8 

-: ' : ._ ' - - - ~- . = -. 

sea .M .un .conJunto de trayectorias' ·de e_ e dt'gainoS µiJ i entre los 

vértices finales i,J ·e N-, tales que 2 trayectorias no tengan algún 

extremo en común, es decir las trayectorias son entre pares de vértices 

ajenos de N- y constl tuyen un acoplamiento de parejas de vértices. El 

__ nl'.tmcro -de tales trayectorias µIJ en-Hes 1/2 jN-1 y co-mo se demostró 

que· jN-J es siempre par, el número de trayectorias siempre es entero. 

Suponga ahora que todas las aristas formando una trayectoria µ 1J son 

aftadidas a G como arcos artificiales en paralelo a las aristas de G 

existentes. {En primera instancia, esto slgnlflca que todas las aristas 

de G que forman µiJ son dupllcado.s}. Esto se realiza para toda 

trayectoria µiJ EH y la multigráf'lca resultante la denotamos G-(H). 

Como algunas arlsto.s de G pueden aparecer en más de una trayectoria µIJ 

algunas aristas de G-(M} pueden, después de que todas las aristas de 

las trayectorias µ 1J han sido af'iadidas, estar triplicadas, 

cuadrupl !cadas, etc. 
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. ~\:_, ;.-~::~~/'.:~ ;;;··:: -. -.. r ;· _ _._º~·- ... 
P~dem~s·:-Criunc1ar·-~~t~n'~~~:-:~¡ ~-1-~~í'~~·~~ '.}~-~-~r~~~~~ ··-~:.~ -.. 

exactB:menle una 

· reciprocamente • .';' · 

si_' ,un circuito 

.. . -.. ' . . ., ·., .. .,_-.. -"· ·. ·.:' ,. :--_--- . - ~-~-;-. . . .: . 

r:~~-orr~:-G,: ent~-ri~~~ ~:~~: me~~~ -uri~·-ai.1s_ta··-incidente _a 

Demostrá:ci6n 

- ,·:· - - . . . . . . : ' . . -
reCorrida dos _veces_ puede· eer ·considerada. como dos arlslas paralelas, 

wi.~-_r~al,y'_la o_ti:-á: art~t:"ic'ial con WÍibas.·recorridas una sola vez). Sea 

Cl~k)~eStf:l'arista:· Si ·et grado g(k).en Ges ~mpar-_entonces· 1a adlclón 

~ie_ri~r-:_.cÍe·_.-.·~-~ arista. ~Úflclni hará g(k) par y esta arista debe 

, solamenté ... ser recorrida dos veces hasta que 1 y k son alcanzados. 

·.·si~·-· embargo, si g(k) es par entonces la adición de la arista 

_. arqr1C1a1 'hará-ahora g(k) impar y una segundB. ar!Sta surgida de k debe 

tWnbieri ser recorrida dos veces· CÍ.'e .. o'tt".a arista ficticia se agregó). 

El ·argumento continua de k hasta·· que .un vértice de grado impar 

al~Bnzad~_.· ·Como ya se· inencÍ.ori6 .. As~ ~a satls:f'acer la condlclón de 

recorrer· t. una t'rayectorla tota(·d~ i:·a atgfui otro-vértice r de N-

-o--·-de~-~--ser-- re~ó.rr-id~ -~·dos-·vece~·: ·-Esto·'"=-a.Utomáúcamenie satts!-ace ta 

condición de atravesar· el vértice r. Similarmente para todos los otros 

vértices i de N-: lo que signif'lca. que un conjunto H de rutas de C, 

co.mo- se de:f'lÓieron, deben se_r reco~rldas 2 veces, y por lo tanto como 

toda arista de C-(H) debe ser recorrida una vez el teorema se sigue .• 

Basado en este teorema obtenemos un algorltm~. muy f'ácllmente: es 

necesario encontrar el conjunto de trayectorias M (acoplando vértices 

de grado impar) que produce el m1nlmo costo adicional. Por esta razón 

el costo m1nimo de un CCCh en C debe, ser igual a la suma de los costos 

de las aristas de G más la suma de los costos d'e ias ariStas en las 

trayectorias de H •. 
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los costos de 

como los de arcos reales). 

:•,e 

Es-claj:-o, entonc~s que-un CCCh óptimo no usa algún arco más de dos 

·veces; puc~to. que si 10· hiciera, entonces- en la grá.fica Eulerl-ana 

- CorreSpondlente, dos coplas de esta arista pueden ser removidas, pe"ro 

-~ entonc!!_S_ Una trayectoria Eulerlana en la ·gráfica res~l tante debe 

corresponder a. una CCCh mfls corto en la G original contradiciendo la 

ópt lm~l 1<1:~·. 

~~ ~~ pro_blema del. cartero chlno es equiv~lente. a lo. s~~lente: 

- oa:da----:una-· -gráfica- G,- - -encontrar -el número mlnfmo- -·de 0 • arcos·""""'que·'-= al--"'"""-= 

dupl lcarlos resulta una grá.flca Euleriana. 

ve"amOs la apllc"ación del algorltmo al siguien.te· pr·obi~~a'."·~-~-:~~------

Dada la gráfica de la figura 3. 32 encontrar:-. 'un c,t;rcui ~-~ EÚÍ_~·:_Í-~o, , tal 

que la distancia total recorrrlda sea minlma. 

Los nodos con grado Impar son el conjunto N- ~.jl;~;B;7h> 
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En -este .'capitulo se describen algunos aspectos relacionados con el 

·paquet~~;.CompUl~c_i.'o.~a1'-·Que _ for~a _Par,te_ de --~ste -_~rabajo dS ___ tesis. ~n la 

prlmera:_secclón se· tratan aspectos de. la elección _de una estructura de 

°"''- dai:<?s ·- 8.c:i~cutld~ -pc.i-a represe.ntar las. gráflc~¡ ---en la-segunda sección se 

describe~ la:. ~structura general del· programa y los procedimientos de 

m~or r_elevancia dentro del programa • posteriormente se da el manual 

para el usuario donde se brinda la información necesaria para un 

- aprOVeChamiento _óptimo del -paquete. Por ó.ltlmo se muestran algunos 

eJemplOs --que se resolvieron utilizando este paquete, nsi como las 

conclusiones. 

4. 1 ELECCION DE LA ESTRUCTURA DE DATOS PARA EL PROGRAMA •. 

Una de' las cuestiones ·más importantes para lograr un programa 

eficlenfé en cuanto a eSpaCio -de memor.i~- y--.;;velocidad, l~ 

representación que ten~rá:, dentr.o d~: -~ª·-~~~p~~:~d~~~;•::'.,~~~·:~r:á~\~~~ 
-Como este trabajo, ~n su_ ~or ,-~t~ :T-t~~\::a ,,d~-o·._--~~:áf-i~~:· no 

dlrl8ldas, empleamos las dos ~ep'f.~sen~~q·~~~~'~ .::~~ :·_ -~-~~ 1 \~~.d~ -· para 

representar gráficas no dir18idas y .que:.'s~n .\~. m~·tri~\~e·· ~Yacencla y 

las listas de adyacen~a. :,""':,··~. :.·.-,-··:>._. : .. 
La matriz _de adyacencia_ pµi:~ __ _µna _ _,gr_áfJ_<;~":__C!_-=_,H!!~J~--~º!Í 'J~I = __ n Y 

IAI = m se definió en el priiner caPl_t~l~---c~~~ ~~- .mát~,1.¡ de dimensión 

n x n con elementos uno. en la entrada ,Ci,j) s1 en la grfú'ica se 

encuentra la arista entre el nodo 1 y el nodo J, y cero en otro caso. 

La desventaja en. el uso de la matriz de adyacencia es que se 

desperdicia la mltad del espacio. de la matriz , pues por construcción 

la rnatrlz es simétrica> para grcU'icas no ·dirigidas. Sl es poco densa 

(i.e. el nWnero de ar:istas es pequef'io), el desperdlclo es mayor ya que 

la matriz contendf.A ceros, en la ,mayoria de sus entradas. Por otro lado, 

entre ·1~_ ~entaJas, de su uso, es que para gráficas blpartltas 

aprovechM~:> ta· propo~lclón .1. 2, se puede reducir el espacio perdido al 

utl Uzar sólo ·18. subrDatr.lz de los nodos en el conjunto 5 contra los 

no~os en ei-:·conjunto T de la bipartición. 
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Otra_ventaJa en el.uso de la·matrlz de'.lncldencla'para·eLcaso'de 

· gráflc~ btParii tas es que·· facl l ltá · 1~ .:." ~~oS-ramaciíón·~ ~·~ ·r~~-ore·~~ _ la 

rápida e'JEtcuC!Ón' del programa;- .·- -. ., ·.·:· .. :~:· .. '·;' . - ~\=.·: .::· . _:;~:; . .,,- . -' 

~na ·al ter~at 1 va PW:-~- e 1 · c~o de 8rmcas:~º.º dejas :~-!lránc~·· 
8ene-~ales-. es ia represeñt-aCl.ón Po·r medio d~ ··u Bias~ de_ adYacenC1a,.:..esto 

··es, '~asignando a ca:da vértlée la_-ii~l~- de- -_lo~·~·~odo~_:adya~e~tes ~a tÜ;-~-=
~e~~ '-cuando s~ trata de una gráf'lca d~nsa, e{_ volumen cÍ.e --~~mOrta ~s 

-- -_. ' ' ' 

casi el mismo que utlllza.ndo la matriz de lncldencla; en este caso' ia 
eflclencla del programa dependeré. del tleinpO-de .éJecÚclÓn que eS mayor 

_.con esta 1mplementac16n. 

Dado que el interés en el desarrollo de esta primera versión del 

paquete es didáctico. y no era el de construir grAricas demasiado 

grandes, se decidió utilizar la implementación de la matriz de 

adyacencia para los problemas de acoplamiento en gráficas bipartitas, 

limitando el número de nodos a 20, diez en cada subconjunto de la 

blpartlclón, para desarrollar además una representación en modo 

gráfico de Ja solución del problema del acoplamiento mAximo en 

bigráficas, asl como su problema dual: la cubierta de nodos de 

cardinalidad m1nima. También se presenta en modo gráfico la solución al 

problema del acoplamiento de peso máximo en blgráf"lcas ponderadas. 

Para el caso general del problema del acoplamlento máximo se 

deCldló tittflzar la representación de listas de adyacencia, para hacer 

Ínás e.ficiente la rapidez de ejecución, además de que la presencia de 

ciclos de cardinalidad impar y el desperdicio de memoria al utlllzar la 

matriz de adyacencia hace ineficiente utllizar esta última 

representación, para la resolución de este problema.. 

4. 2 ESTRUCTURA DEL PROGRAMA 

A lo largo de este trabajo se plantean y desarrollan algoritmos 

para la solución de varios problemas de la teoria del acoplamiento, se 

decidió realizar un paquete computacional que resolvier.a>. algunos de 

estos prob~emas, proporcionando las ideas generales para la 

construcción de los demás casos. 
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' . - ~ _. 

Para sU· -"d~~arrolf6.< ~e >~tilf~Ó -,~:i lenguaJe - de P~.og·'ramarii6~ 
estructur~d·o· ~eri~-mlri~~~ ~b~;,:Í>aB~~i "en:: su' ~~r~.i~ri :9_--0'.',:.~· 

. :-, : .... .,_ - ·~o - -.. _ • 

Enseguida. se: présént8. .. el .... dtsCftO. del_. slst'ema:a · .t.rB.vés · d~':· di
0

~sr·~~ 
de bloque:" que muestran la relación -~~tre_ los·-::; procedi._-miento'S 

p;.:·lnci~l·~·~:: · ~Í como las con~ici~nes_ ne_~es8.r.~~~~---.q~~-~-,-~~~ -~-e_ben --~~mplfr 
~a·ºqii~ ~"e-001· r~a.·1iz¡dos. 

Procedimiento LECTURA 

- --E~_-_- pr~':~dl~i~nto Lectura varia según el problema a resolver,: asi en 

~a o~lón _de_ PRESENTACION DE UN EJEMPLO GUARDADO EN HEMORIA--p~a- c~da 

problema Lectura, lee del disco los datos de una grAfica bipartita,. de 

una gráfica bipartita ponderada, de una gráfica general o las matrices 

de preferencia para un acoplamiento de Cale-Shapley, según sea el caso • 

. Cuando la opción es ~Ll.CION A UN EJEMPLO DADO POR EL USUARIO, pide 

los datos necesarios en cada caso. En el problema del acoplamiento 

máximo en blgrá.ficas, pide el número de nodos en cada conJunto de la· 

bipartlclón, las aristas de la gráfica y si el usuario deséa un 

acoplamiento inicial. 

Procedimiento VERIFICA 

- Verifica despliega diferentes me~~es· de: ef.r~i:- ~-n ·-p~t~u:a~ que· 

ob1 iga al usuario a proporcionar d0.tos -.~á_Üd~~. ~ --~\~~:~r~~i:~~-m~~~~o -~~
uti llZ.ado sólo cuando estamo~ .en taº· opéi~n \efe·s~lver un; pl-ob-lema déldo 

por el usuario. 

Procedimiento" EJECtrrA_ 

Reallza el cálculo del ~coPl~l~,~~-~&!!'1:~~-~~g~--~~ll~~~ -~aso._" 

Procedimiento RESULTADOS 

Presenta la solución a los problemas. Asl, por eJemplo en el caso 

del acoplamiento de peso máximo en bigráficas presenta las matrices de 

incidencia de nodos en S contra nodos en T de la grá.flca utillzada y 

del acoplamiento obtenido; el valor del acoplamiento 6ptlmo, los 

valores de las variables de la solución dual y la representación en 

modo gráfico. 

Para el caso del problema del ar:oplamiento máximo en gráficas no 

bipartitas se presenta el acoplamiento final obtenido y el número de 

nodos expuestos al finalizar el algoritmo. 
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PROBLEMA DEL ACOPLA-
MIENTO DE CARDINAL!-
DAD MAXIMA EN GRAFI-

I• 

GAS BIPARTITAS. 

PROBLEMA DEL ACOPLA- SOLUCION A 
MIENTO DE PESO MAXIMO UN PROBLEMA . 
EN GRAFICAS BIPARTI- DADO POR EL 
TAS. USUARIO. 

ELECCION -

PROBLEMA DEL ACOPLA- EJEMPLO DE SO-
MIENTO DE MAXIMA 

"" 
LUC ION A UN 

CARDINALIDAD EN GRA- PROBLEMA GUAR-
FICAS GENERALES. DADO EN MEMORIA 

PROBLEMA DEL 
ACOPLAMIENTO DE 
GALE-SHAPW. 

1 FIN. J 
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4.2.1 DEFIIHCION OE,CONSTANTES Y, VARIABLES 
- ' . ' '•' . - ' 

Se, menci
0

~~an\·:en· '~s:i~,~~'·se~-kl6~>;:~{~ ·-~o~l:~t;~ r--~Ya,r1áb1eS·' m~ 
~ei~·~ant,~s ·'-/ .. ~~l(~Í~~d'~~-:e{-~:Í ~que,t-~:."c~~~ut~.1-~~~'-1-~,, Co~. ~s~e paque~e . 

. re"Sue~-~e·~c:úr~~e-nteS_ :_t,l~s: ~~'.·P~~b-~~~: d8 '~ ~c·Op~:~~~ntó·,' '-~ª ~e~clonarán -· 
~ri ·_:_10.: sl8U_1erit"es~· sübS~_CC100~~-- B.-QUe.:_-~t~::'.~e1f-Pr~&r~a )>é.Í:_t~-n~c.e~·> 

, 4.~.T1;: 'i,~::1~~1r1s}~~::;; '~ ,, v~1ife&;¡;;~K1iliiAS'';r.W 
RE5oi.vm UiS rruiB~ DE ACOPIMiElÍ'ro ÉN cm1c>.S BIPARTÍTAs. 

H~~-~--io·º 
0·HaxT = 2 •, HaxS 

__ Debido a_ que este programa se elaboró con_ f"lnes dldáctlcos y 

en-él se presentan en modo. gráfico los acoplamientos y las gráficas de

-lo;; PrOb1Cñi~. el -número máXlmo dC nodos -es -de -20, slc~do 10 -el m~lmo 
·para Cad-a W"io de· los conJuntos que f'orman partC de! la blpartlclón. 

Las prlnclpalcs variables utll izadas son: 

De ENTRADA 

n,p de tipo entero 

Guardan la cardinalidad de las conjuntos ·s·-y: T :d~ -la~·~i~t1Ci~n -de 

la b~gr~_ica,· ·.r~s~'?tl~.~~~~·. '·'";- . _ ... ·~-~~~~"-· ;·.:_"·~:~- __ , __ 

G, "- de Upo HBt~iz ~- ;- >~·fr·é ',·,: -j~~.~~~: 

:M=~::-~~~?~Jj~~4.;.·,;~~~:E 
De SALIDA ,,, ,,e'!' ';<C: · ;: ;,; ' 
A d_e .~ipo ~t~i~.-- " ",·-,¡~; -r:<<:·:;;~<·: \-i'~·:_·._,_-

A guarda el· acoplamlento ·quC v~:~btÍ~~do·~.~~ '~~~ ~~ce~c:! del 

programa. 

B del tipo ConjT 

Donde ConJT es un Conjunto de enteros de 1 hast~ ',n+p 

B contiene a los nodos que forman parte de la cubierta m1nima de 

nodos. 
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De TRABAJO 

F -·- d~t·- tlpo.-Arr~um 

0ond~---~~aum_-~-~~~u~--~r~B·l~ cÍ~ :~~ .. t~~~-ª·:_·d~-- ~-1~~-~lón 1:·-:~- 2no 

F( 1(-~ .J ~lndl~~;que: ~l~ Íl~do:f".se:i)~ed~-:alca;.zar d~sd·e.·J. 

:· ··oOnd~ ;-~~~c·~:-;¿;~~-~;:';r~e~i~ ;_ d~''..'.én'tef.os:· de,: d-1-~eri~i-ón .1Xn. 
KA(l) • J lndl~a et~nodo f'ln-~1 ~J del -~co (i,J)- que perté-ceñe al 

-~·ac~p-l~m1'8~t-o;~: ~-cuarido :-:·HA( 1); ~- 0/ '.: ~s·t~··.;···1nc1ica :_que""_ ~t~:fnO~? .. : -es 

--~~~~~P~~:~·~o/~_~'-
AUX de tipo matriz 

DA.RA,W,V,TC del tipo ConJT 

Donde-·conjT es un conjunto de enteros de 

DA es el dominio del acoplamiento. 

RA es el rango del acoplamiento. 

W contiene al conjunto de nodos expuestos de··.s. 

V contiene al conjunto de nodos expuestos de ·T.-: 

TC contiene n los nodos de T. 

SC del tlpo ConJS 

Donde ConJS es un conjunto de enteros de 1 ·hasta .'n, 2 

se contiene a los nodos de S. 

Posic16n_encontrada de tipo lógico. 

Se inic1al1za con f'also y permanece en ese estado hasta que una 

trayectoria aumentante es encontrada. 

Enseguida se muestran los diagramas de f'luJo de los programas que 

resuelven los problemas del acoplamiento de máxima cardinalldad y del 

acoplamiento de peso máximo en gráf'ica..o:; bipartitas, Junto con los 

diagramas que muestran el caso de la presentación del ejemplo guardado 

en memoria. Al compararlos vemos que la única modlflcac16n se encuentra 

en como lee los datos de entrada. 
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PrograMa ~ue obtiene el acoplaMiento de.MáXiMa 
cardinalidad en gráficas bipartitas •. 

Si 

Fr. mrn;;1;:.12:1~wg~ 
Ottunt ti nu.·wr: dt tit11.ntos dt 
los conjuntos $ ~ t con S : n v. 
t:p, 

Ho 

Ho lnicltccntl ,,)., ____ ,.¡ ¡coplu11ento 
Vi.CIC 
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CONTINUA ... 

PrograMa IJUe obtiene e 1 acop 1 aM i en to de ·~ax ÍMa 
card1nalidad en gráficas bipartitas. 
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PrograMa que obtiene el aco~laMiento de peso 
MáxiMo en gráficas bipartitas. 

Pr.PICEnAtRIZBIGRi\FICA 
Obtitnttlnunmtdtthf'ltntosdt 
los mJu~tos S y 1 conS: n y 
T:r, 
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PrograMa EjeMplo del acoplaMiento de peso 
Máx1Mo en gráficas bipartitas. 
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.N,H de tipo entero 

n indica el nWncro de nodos de la. gráfica, 

m lndlca el nUmero de arcos de la grá.flca. 

Inodo, Jnodo vectores de tamal"to _ lxm. 

Inodo(k) y Jnodo(k) son los nodos (1,J) del k-ésimo arco, de la 

gráfica dada. 

De Sallda 

Par Es un vector entero de longitud lxn. 

El nodo l es a_copl_ado ~on Pa.17(1). l = · 1, .·• , n; 

Sl Par( l) ,,. O,· entónces el n0do -1 es nodo expuesto. 

Noacop de tlpo -~nter1:'· 
Indica el número de nodos no acoplados. 
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PrograMa <,1ue obtiene el acopla Mi en to de Máx iMa 
cardinalidad en gráficas generales. 
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PrograMa~EjeMplo del acoplaMiento de MáxiMa 
cardinalidad en gráficas generales. 

fr. LEtfüf!O 
Lu dtnettorh lord1tos dt un1 
narica'ltntnl. 

1 

Prennhruulhdor 

·et· 
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__ Pretor_ Arreglo entero de tamaf\o 1xn. 

Pref'er(l) indica la preferencia actual del hombre i. 

Rechazado Arreglo 16gico de tamaf\o lxn. 

Rechazado( i) indica si la propuesta del hombre i fue rechazada. 

En el procedimiento ACOPLA_GALE, tenemos las siguientes variables: 

Lugar_O.Acop.Ocup Arreglos enteros de te.mafia lxn. 

Lugar_O(l) indica el número de preferencia del hombre 1. 

Acop(i) 

Ocup(I) 

indica la pareja de la mujer l. 

indica quien esta en la lista de espera de la mujer l. 

Enseguida se muestran los diagramas de flujo de los programas que 

resuelven los problemas del acoplamiento de Gale-Shapley. 
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PrograMa que obtiene el acoplaMiento 
· · de Gale-Shap!ey, 
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PrograMa EjeMplo del acoplaMiento 
ae Gale-Shapley. 

Pr.CRSO-EJEMPLO 
LH dt11tf'IOri1 los dltu dt un 
uoplattiento dt G1l.-Sh1plt"' 
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4. 2. 2 SUBRllrlNAS 

En esta sección se ~omeOtan Y~-an~Úz~·~i.los-::>p~~~~~l!"~e!ltOS_ :··miiS 

lm~rtantes que se _utll lzan- como subrUtlnas· par~--res_olv~r-·10s"·_probfomas-

qu~ se tratan en ~ste paquet_e comput~l~-~~~\:. ·< ___ ·."_ .. .</;:, ,_;: _}: -:. , ..::'-::· < 

Para cada subrutina- se ·, orreé:é- . fura.' b~~v~::»~deS~rtpción-,- y 

correspondiente dlagr9.ma. d'é--fluJo -¡~~,Í'Í~'t~~~1:f~+L; ~""°'~.':-:- - -~.-e;-·-- --~-
,' - '-". -~:/:~~ -~·:t:_:~_;:·l~,.i .·.~,~--:·· ; ·.,·.~ 
:.<~~zg d1;,~-·y,~:- ·-~~~~'i .:~i~~-_:·~~-~- -:-----

Subrutina PRINCIPAL 

Esta. subrullna es la Parle -~á~:;:\_~-~f~_an1~:,~:~;~~1'~~'.~.;-~~-~~~~:~:;_q~~' ~-:-· 
resuelven el problema: del acoplamÍeÍlto-.···-de,-'t~Brdlnal l~~d ;~.- ~~lm~·-· eñ·~ 
gráficas· bipartl tas PorQüe ·realiza.· la'.,-_ búSque~~:~:.·- de;.:-::.Tt:~ay-~~~or~áS·· 

-aumentantes relativas al a~-oplamiento··-en é::B.d~-\te_r~·i6r:i::~-~, -· 

Comienza con algún acoplamient'o--. iniciB.t ~-- ·ract:ú:>1e·<c·P~ed-¿~-·-s'~~'·. el~ 
vacio). Busca un nodo expuesto en un coríJunto de-: h¡'.:·bi~·~.tl~i"6~;.-;:~i no._ 

lo encuentra el acoplamiento es óptimo y si": lo ~ncJ~~·t·~a·::~~O~i~~Yé 
trayectorias alternantes, a partir de eSe'" nodO, _ hBsta_/eni;«;>~trW.., __ una 

Procedimiento PAS02 

El dominio de acc1p1MJLOn<o "'~;,""11¡;'~~.,,~}~~~l~[~'}~~'),cW,!l~s<;;oc~c:: 

Procedimiento PAS03 

¿ Existen nodos expuestos en· S 

Procedimiento PAS04 

¿ Existe un nodo 

expuesto, con k e S ? 

Procedimiento PASOS 

Actual iza la cubierta de nodos. 

es considerado revisado), 

trayectoria aumentante. 
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~~~~·\a t~~e~~~:~1a:·~~entante·~ 
HeJo'ra:·:ia ¿~di.~úd~ :d~í', ac~~1U1ento. 

- Proc~d~~:·~2~¡·~.-<~~:~:;~~t· ~:-_,;::_~:~~·~::(·- -·~· 
--,·:-

Pre:.~ér.1L'i.tif~d: ;n~id~n~;a, d{ri~d~~ ens ~on~ranodo~.cn T de 

-·~,-;-~;~- -~~::§::,_ -'· "--· --_:-,,_~ - "~~ ..¿;:~ _,,,e;;=, .. ; 

Subrutí,~ ACOr,L.AL ;y .H .01 t' ,~, . ;)~ ·. e ' . t·;. . . . 
F.st.1(- sub~uÍ;ria -.:~s-.~1a'- parte.· ~d~ú~.r del . progre.M:·-q~~.'..-obtlene;_' la 

-sol~~17Ó~--- 6~~-l~:'~-~i~1> Probl~~~-~d~{ 4:~p1~l'~~t-~,~-d~'---'~~d.i~al ídáci m'.bci~~-~ ~º--- __ 
_ el_ c~O~ -g~-~e-~j-~ ~. :,-,-_:_··~ >-,'.: 

~>:¡n~~1~~:::·~~sP~~· del -~rocedlmiento REPRESENTA que realiza ,la 

representación de la grá.flca por medio de l lstas de adyacencia', Se 

lnlclallzan los valores pai-a comenzar con el acoplamiento vacio y en 

ese momento da inicio el procedimiento ACOPLA, que real lza lo 

slgulente: 

Utlllzando las listas de adyacencia acopla el mayor número posible 

de nodos, sl el número de nodos expuestos es mayor o igual a dos busca 

trayectorias aumentantcs, en otro caso la solucl6n es 6ptlma. 

Notemos que al acoplar el mayor número de nodos posibles, la 

búsqueda de trayectorlas aumcntantes disminuye considerablemente. 

t.- Para cada nodo de la grá.flca revisa sl es expuesto, y enraiza 

un árbol alternante en caso af'lrmatlvo, expandiéndolo hasta que 

encuentra una trayectoria aumentante o encuentra que el árbol es 

húngaro. En el primer caso mejora el acoplamiento y replte el proceso 

desde 1, en el otro caso considera a ese nodo revisado y busca en otro 

nodo-ralz, hasta agotar los nodos. 
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Procedure Principal 

Pr.PASOZ 
B : ~~ 
llll:SC·DA 

G!.!lrda las nodos de 11 cubitthl'!inlna. 

"' Nodos opuesto ene! conJunto S de hb1p¡rticlc·n. 

Uarhble uhn qut Indica 1i el nodo l u o;uuto. 
Uirlable .-hu .¡uf indica si •I nod~ l u el nado 

Cinal de una tu~ectotu iUt'!tnhntf, 

U tri itle enttri que 1ndi r~ ti n~~o i. 

SC Hodos en el conJ~r.to S de h biparticion. 

Mlil Nodo con el que HtncuentnUoFJado ti no!!o l. 

f[JJ;Jcfndicaque el nodo i st ruede ilcanurdtsdt el nodo), 

/lo 

Pr.PAS06 
Gtntn tn~tctorh Auntntanh 

llrJon ti aeopliMunto. 
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Pr.FAS05 

Pmtodonodo i 5 SC 

ii~ (:~H~I,;: rri~~t~¡ffi 
FLtl = l 



Procedure ACOPLA 

(ontidor 

n NUMtro.d!nodot.dt_i'l9uliu, 

Eluopl1r1ie11to 
~~~ual u ofti-~ Prtunh Ruulhdos 

.~· 

C! 
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CONTINUA , .. 
Procedure ACOPLA 

" 

Si ~01n a los nod~s 1' ad~1t!n-
tu a¡ nodo Coh[tfrlMHl en ¡_ 
lu llshs dt 11~1cenna. 

'---------' 

~ctual iu 
~ f"ltJOU 

tlMt~~f~l-
tllStfnte, 
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Procedure ACOPLA_GALE 

~a~l t.oMt:re trHf ;u ftli\:Hh a 
il Ü:l~I df SU t!fCCHn ~~ Hh 
M0Mínt~. 
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'· - . 

4.3 . . MANUAL-DEL UsUARIO. 

, _ ~ -'_ ~~~ -~O~~-re~~~~-~~~~t~~~~~~.~: ~:J-~~~~~~~l~~:~~ ~ ~-~-~~~-·~.~·.:~~~-~~-, -~~ec~_c l ~~ . 

!~:¡~~~.t1:~!tlr~:f~~:~;~ºI;~:t1Í~~?~tqfJ"8:;~1xf {:1º~z:d:i 
:~i=~~i~J:.ª ~~t:!~t";~~:;:~¡t~=~f. 7 ~;'.~ª~~::1 mend 

-:":;;-.~~.;~·-· -;"-;~~ ·, i;-;~-7-- ¡:.-· 

1 
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Asi, ·en el caso del problema del acoplamiento máximo en grá.ficas 

bipartitas, se muestra la matriz de adyacencia de la bigrá.fica a 

utilizar , la matriz de adyacencia del acoplamiento óptimo y por último 

se presenta en modo grá.flco la representación de la grAflca y el 

acoplamiento óptimo, también se presenta la solución al problema de la 

cubierta de nodos que es el problema dual. 

S Reallza la solución a un problema dado por el usuario, 

Mediante una pantalla inicial indica los datos necesarios que debe 

proporcionar el usuario. 
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Veamos lq- _;que.:·:oc'~rre . en lo~-.· pr:o~lemas de_, blg~áflc~, .~ª prlmera 

p~ta1 l.a-.~~u~. ~e· ~U~St~a_· ~5· .i~ s
0

l~u1e'nté: 

-: ; : 

--~si. ~·¡~~ núm~ros · d~-~. lo~.:._ nod~S ~~_en'~ ·1ós coñjuOlos.:-S º-y_~-r.-,·:son- .ambOs 

maYóres:.Ó:lg~ales ·a tr~s, pélra U~a m~-or.-·~i~11ldac1.::e~ ~~-~-aplUrO:·de la 

gráÍ'lca ·-·una pantalla indicará que se· requler.e :1a. matriz de lncldencla 

de nodoS. 'en ·s contra. nodos en:: T, -~~-;?aste~lo~~~nte pr~sent~ 
mal~lz de dimensiones 1 s. J 'x 1 :~:J eil i~rma- de ho-Ja dé cálculo: 

e 
o 
N 
J 

.u 
~--N -
- T 

o 

s 

CONJUNTO. T 

1s1 + 1 , 1~1 + 2 

-~:B~~~~¡~;~i~~~ttf ~~":~:: 
En e1 otro'.· -~~~~·::/,~.ti~~-~:;;;"J."~·~~{ cardl~~l~ld_ad :~~e: ·''algu~.C? de . los 

subconJuritos ·de l~ -biPú-~1·C1ón:~:es :~m·e~o~,/~-_"tr~s~~·'.·,-~ntorlCes ·procede a 

preguntar. sl 
1 e 1 ~ J) -~~t~·~e~~:'ci ,:no" a:r· 1~::~~~:í~.a. ~- '.· 
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En e_l 'problema del acop,lamle~tci dé ~ar.dinal ~d~d. máxlma, 51 1 :s J y, 
f T 1

0
·-0o.-son ambo~:_ninyc:>res'.~ 18~ale"s. ª· tr~s,, se:: despll~g~ ·un-.mC·n~·aJe. 

lndlcando · que~ co~e.rlzará·-. ~O~ _'·el< ~oplamien~o . :¡aclo>·~'co~-0 a.CoPlarñleOto 

lnlcl;.l.jn~t~~ .;;.;,;m~e~t~~~1,ª.~1g\I1~nt~ pánt~i1V:/: ''_/ ,· 



Se brindan··. al . Usu~lo .. tres. oportunidades de proporcionar un 

acoplamiento ·1~1~1a1·· ·vá.l ldo~ ,-: :~-i..-D.1. · Í:.ercer intento el acoplamiento 

tampoco es .-vá..i ido. s·~~,~~u~.~-~~á-~_~lro_-~ensaJe de error: 

Por --derautt el 

r~sull~~~ ·:~bt~~tdos. 

·-::. ·~--~--.:~~ ._. :·./:"·~ 

El número· de p~ta.l laS _ s~~ .·t~ __ t·~ .-;~-~~-~".: ~-~-::-~~'ciyn~~.~-~ª:~-~' ~e'.~-. Y s~lo 
pregunta ~r las arlstas ql.Íe >est'an -~-~-:; i'a_:;_~~i~i~~~,G;··. ~~~-~táñdo sólo 

valores ENTEROS en los Peso~ -de··:1~-.:~~i~:fa..s-;·~-~:~{ .. -.i~~,e~ _;;tr~··_:-ÚPo de 

i nformac i 6n (un real o un s lm~ lo): pr~~~~ta i·U~ _. ~~~saJ~.--.: d~ .~~~.~º~ ~- cú:~do 
termina de recibir la lnf'ormacl~n, c~i?ui~ ·;·eí:;·~~~~~-i~nto·.·:~Ptlmo_, 
mostrando los resultados obtenidos, 
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Los resullados que se muestran son lC?s s1Su1.~0t~·s ::·_: 

La matriz de lnc\dencla. de . la ·gráflCa Y. del .. acoplamlenlo 6Pl1mo, 

asl la solución en modo gráfico. Ademiis en'·: el caso de"1-

acoi:>larrÍleill~ ·~e pe'so máximo se muesti-a 18. .matr:'l~·-~~e pes~~-· d~ -~o~-~~c~S,··_ 
el_ valor :d~1- áco¡)l'ámlentó 6ptlmo , los valores-: de las·-·variab~es duales_., 

y la solución del problema duaL 

_,-AÍ·"-flnB.llz~ el 

pr:l_!\C~p~l. 



... _- ,.· .. ,·:' : .. :'-· -

presentando_ ,dlyersa.S · Paritallas_. de.~error, 
las s1&u1eil~~·s;· .. _si el~--d~t~-~~o-;e-~ ··~r;t~·ro .. :, -

"·-·-·--·=: 

· .. ···. )~~ .. º~~ 
·,~~ 

.·.:,#'•e- cot"c~.~---,-'=_,,---,--~-,---,-.,-.,,,-' 

,. ,· -:: - -· .- : 
Al'_ t~·r·min~r·.--d~ -;-c~Pt~-rar ~,¡'~~-ª~~-o~ -~'e'~Cá"l<:U1~: ei -~CÓ~l_ainl"ento··6pt~mo 

- y s_e. pre~k~ta·:~1'. ~~~-uúa:~~- obt~ri1'd~.·-"·':; .;. ' '.'.-<"· ' ~ 

En el ca5o de? a~opll;~nt:;d~·Gal~~Sha:L al oprlml~> P una 
Pantalla lÍldl_~.~ al "usuar.l~ que se-.r~sotver~ ~~n .C~?- ~eÍ.· ~~oPtainÍ~·nto· de 

Gale-Shapley.: La segunda Panta11a: ·mueStra 1e.S" matr1·c~s· de·:·prererenc.fa 'a 

utÚizarse dur.ante la corrida del".. pro~r8.ma~~Je~P10/:':En -'.ia.- s~\µC16n".se· 
muestran las proposiciones y los r~chS:Z~S·, -:_'e1>·D.~0P·l~i~ri·t~-:~ fl-~al 
estable hombre-optlmal y el número . de·- i ~er~~l~n~~ .-,e~'-__ ,~~i~--'.: que'' se_. 
alcanzó. ' _:·<;_.:.:,,::-_:._._;~'~:·· · .. '~--_,~_·: : 

Cuando se oprime S se le indica :al usuario· q~~~:~~~~~-it~A·· 1~i~ el 

número de elementos en el acopl~lei:!t~ y las ~fri.'c~~ de pr~ferencia, 
por medio de las siguientes pantaÜas ,_.,_,. __ .. ; 
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válidos.>.- ·,:.~~:1~· ,:~~~~:",· :,':";~:./.. · ./< -~;f~···.:-"· '· '-::·L )\·~- ·.·;.~h~;.··.:.·· .. -~.·.•.:.• .•. ·: .. ·.•·.~ .•. ~ .. :.··.::.·i;.~. ,. 
·-."'.A' .. · ·-;. - ; ,''\'.':, -~.}:,_: .. ·._ -" 

A_1··_\.er~¡~~::~~-¡;~· _:~-r-~c:~,~6 .. ~·~-)'"~~~{~;~:-~se presentM .lás 'p[.Opuestas, 
tos-0.re~haz~~-~: ei·_-~opi_~1~~t-o -h~~br~~oPt.1~~;- {"e1 ~fun~rc;··:ae .-l~~~r~liines 
en_ l~ __ qUe_ _f!i_e· __ alcB.rÍ?!6 .• · 

156 



~..: •;-:-·,, 

En - r~ste1'.~¡.t~-q!;~~~¡~~~-e:l{~f.Ofi~~it~~'~:- a'-i'~~~Í tmO~. :·~~\eóri.camente - ' 

.· ~ftc:'i~ent~S·'.»q~C:,:r~~~-~1 ~~~-~}if~-~~:~·t~~·~''P~~bl~~-~: d~~~~~pYru;.í~~to;': · ~- · 

· se·,_.¡-~~-j-e~~~~·~· .. :fn\--~~~~.t~¿'~i¿J~~~~-1~n~f~~~~~~>~e~~~ivi-e~~a=._¡1gu~o-S. de~ 
-~estoSé'-"Pr~b'i~~~~y ~"q,'.íe ~ ~,~im{ti'ra ~_;~~ >~1·g~1~·~t~ü--.~~¿~~6~e~ j~t t~-~>·:· ser~~-·s_ ... 
did11C~l:c¿-.~;:·~~r-1~i~ft~~~~;~~~},~ -~;:~-~ ,,i~i~~ ·:_:e:.':~.. _.,_ -. ·,;··~::~~i~;:-:=~t:~; ~ '-~ ~=;~: 

• . . :;_:~.-~·:?';:.·. ;::-}~- ., .... ,. Vt~-,~·:-' ;~.;: .:,\'.::--.:~·· ···z~:;~; 

~-~·::-¡¿_~:;·p;t~· '.~·~6~"1'~~·.: ~~,/ P~é~~-~~~~-~~\~\~,;sY;~-~-~. ~~cuadas ,·para 
.. e~.ª-~~~:'.~i8~~.i t_~f'.>-~.x~~. _a1_~~~~~--~-~t-~~~~- ~r~~~-~~ ---~~:i:t ~Po:_'.c~-~~-i.-~at~~i-º_ .. :ue

•.• .,ac.~ '~o/p,ul:am~~ol. ne~n:~:~t~~o-·:·ª ..• t~~n:? .. _:~P;.~r-_'o .. :;~b--·-~l:,.·_?emas.:~fr.·.,'.NtP.~.•.} .. 
1céoaJ_m;. 

0

p, ~l/e:;:t. poo-,s:~.~.-~J~;~~~-;~~(, -~~~- :·ae'> ~-. t~~r i~, ,d~ 1 
ccSÍnO' ei ::de··'eiicoótf.ár··cií-cUitos · 

~ - . . . 

;:con-o-~~S~Ct1?:.ai paquete computacional, que. resuelve los. problemas 

del· 'aCoplamie'nto m.áxlmo, de peso mliximo en gráficas bipartitas y de 

c8.1e-Shapley se comentó la necesidad de· encontrar una estructura de 

datos adecuada para nuestros requerlmlentos logrando un programa 

eficiente; además gracias a un slstcma de ventanas y a la presentación 

en- modo gráfico de la solución a algunos problemas, el programa es 

amigable, es decir personas que tengan poco conocimiento de computación 

o de teoria de gráficas podrán utilizarlo sin dificultad. 
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.. º'' i• }{'t > 
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