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~Introduccién

El problema de muchos cuerpos relativista es interesante desde ¢l punto de vista
meramente conceptual e indudablemente desde el punto de vista observacional.

Los desarrollos experimentales de los 1iltimos aiios han hecho necesario el cono-
cimiento con cada vez mejor precisién de las propiedades de sistemas ligados tradi-
cionales, asi como aquellos con efectos relativistas dominantes; entre estos tltimos,
podriarhos mencionar dtomos altamente ionizados y sistemas hadrénicos formados
por quarks ligeros. Aunque en principio existen tcorias de campo cudnticas, a par-
tir de las cuales uno podria sacar todas las propiedades de estos sistemas, en la
préictica se recurre a ecuaciones efectivas de accién a distancia.

Por otra parte, la formulacién de una teoria dindmica relativista, no es trivial.
Sabemos que en principio teorfas tales como QED o QCB contienen la informacién
necesaria para describir sistemas relativistas de muchos cuerpos; sin embargo, ex-
traer esta informacion de forma sistemitica puede volverse muy complicada, el
propdsito de esta tesis es estudiar este problema para el caso particular de dos
cuerpos. Revisaremos algunas ecuaciones cudnticas relativistas de accién a distan-
cia que buscan de una forma efectiva tomar en cuenta los aspectos més relevantes
del problema.

En el primer capitulo se presenta la dindmica cldsica y relativista de una
particula y se revisa la teoria de constricciones de Dirac.

En el segundo capitulo se muestran las ecuaciones mas conocidas en las teorfas
de accidn a distancia, asi como las ecuaciones efectivas de teoria cudntica de campos
que describen particulas en interaccién, como son las ecuaciones de Bethe-Salpeter
y Breit.

Una alternativa que se ve en el tercer capitulo, corresponde a ecuaciones re-
lativistas efectivas propuestas por H.Crater y P. Van Alstine, donde se obtiene
la ecuacién de Dirac para dos particulas en interaccién. Por iltimo se revisa el
sistema parapositronio en el que se utiliuzan las ecuaciones de H. Crater y P. Van
Alstine para obtener la energia total del sistema y las soluciones completas.
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Capitulo 1

- En este capitulo se va a hacer una revisién de la dindmica cldsica y relativista
de una particula para el caso sin y con espin. Se va a encontrar la ecuacién de
movimiento para el caso de acoplamiento con un campo externo. Se va a hacer
una revisién sobre la teoria de constricciones de Dirac,

.

1.1 Introduccién

Una teoria es relativista cuando es invariante ante el grupo de Poincaré {1].

El grupo de Poincaré incluye las traslaciones y las rotaciones espacio—tempora-
les. Al aplicar un elemento del grupo al cuadrivector z#, éste se transforma de la
siguiente manera:

H JH o A t
ot = 2" = ALaY 4 .
De aqui se tiene que el grupo de Poincaré tiene 10 pariametros: -seis ‘rotaciones
contenidas en A/ y cuatro traslaciones contenidas en a*,

Los generadores del grupo cumplen con un dlgebra de paréntesis de Poxsson que

estd dada por:

[P;uPu] =0
[Jpws Pol = GuoPoo = GupFr
[J;u-n Jpa] = "gupJau + guaJpp - g;w\]up + gupJap-

Elegimos g,, = diag(1 —1— 1 ~ 1). Dichos generadores son el generador de trasla-
ciones P, y el generador infinitesimal de rotaciones J,,. El operador de trasla-
ciones P, se interpreta, en algunos casos, con el operador de energia-momento.
Existen dos operadores de Casimir del grupo de Poincaré W#iV, y P“P donde
Wy = —deupe JPP°.



1.2 Dinamica clasica y relativista de una particula

Para construir una teoria dindmica relativista cldsica, suele ser conveniente tomar
como punto de partida la integral de accién,

S=/Ld'r.

En este caso el lagrangiano serd un invariante relativista y dependera de z¥#, las
cuales a su vez, estardn determinadas por el paramétro 7. Las ecuaciones de
movimiento se encontrardn de mancra usual y por construccién serdn covariantes.
Usualmente se pide que la accién sea invariante ante reparametrizaciones, es decir,
que no dependa de la eleccién del pardmetro de evolucion 7. Esto a su vez, nos
lleva a ecuaciones invariantes ante reparametrizaciones. Sin embargo, una teoria
covarianté emplea mds variables que las necesarias para especificar la configuracién
de un sistema, esto es, el tiempo se aflade como variable dindmica y es necesario
introducir constricciones. En las pédginas siguientes discutiremos el tratamiento
lagrangiano y hamiltoniano necesario en estos casos,

1.3 Lagrangianos singulares y dindmica relativista

Una teorfa con constricciones da origen a un lagrangiano singular [2]. Las ecua-
ciones de Euler-Lagrange asociados a un lagrangiano son:

d focC oL Sl
7 (55) = e
que de manera explicita se escriben, )
’L ., &aL ac acL
avor! Tagar? ‘T ogar o
donde o
Wi = W

esta W;. se denomina matriz wronskiana y a su determinante wronskiano. Las

ecuaciones (1) pueden resolverse para las aceleraciones cuando W = det | Wi, |#

0; si W se anula, el lagrangiano se denomina lagrangiano singular. Veamos un
ejemplo.

1.3.1 PARTICULA LIBRE

Tomemos por ejemplo la particula libre relatii'ista, cuyo lagrangiano es

L=modit)t  GE=d,



ar (‘a‘;) om0
resulta ' !
M"5® =0,

Nétese que el determinante de M} es cero, como consecuencia el sistema resulta
singular. Para wer esto, demostraremos que M* es un proyector; esto es, que
proyecta sobre un subespacio y-esto hace que una columna o renglén sean cero.

Mg =0,

Tenemos que,

#(E°%) _ o

“Eed,

LTV E

y de aqui B
: “detME =0
por lo tanto, £ es singular. Una singularidad en e] lagrangiano da origen a una
constriccién; es decir, una relacién entre las variables dindmicas del sistema, que
siempre es igual a cero. En nuestro ejemplo resulta sencillo encontrar esta con-
striccién. Si,
m,z°
a = T
(#P2g)+
PoP® =m?
2 _
P,P® —m; =0
P?—m? =0 @)

en general, cuando se cumple una igualdad de este estilo , se dice que las variables
se encuentran en la capa de masa.



1.4 Acoplamiento con campors externos

En presencia de campos externos la forma lagrangiana invariante ante el grupo de
Poincaré mds sencilla es:
L =m,(t, z’)= + A,,x + gop

donde A, es un campo vectorial y ¢ un campo escalar. Las ecuaciones de mov1—'r .
miento correspondxentes son, s

d .3 (4. . qdA,
= B, (cz"A +g°¢) Tcdr

que coincide con la generalizacidn relativista de las ecuaciones de rnovmuento de
Newton con la fuerza de Minkowski, dada por :

. 0 (g )\ qdA,
I\"-ax,, (cx"A)' cdr’

La constriccidn equivalente a la ec.(2) es
24y =0

con ma = P — 1A, pu = m+ gé; a la sustitucién p® por #* se le denomina
acoplamiento minimal.

~ Una vez construida la formulacién lagrangiana podria plantearse el problema
de cémo construir la formulacién hamiltoniana correspondiente. Esta tltima se
vuelve particularmente importante cuando se desea pasar al formalismo cudntico,
es decir, asociar una teoria cuantica a una teoria cldsica. La formulacién de una
teoria hamiltoniana con constricciones puede realizarse en términos de la teoria
desarrollada por Dirac. Dada la relevancia de esta teoria para entender el resto del
trabajo, se le van a dedicar algunos pérrafos.

1.5 Teoria de constricciones de Dirac

Si se quiere pasar al formalismo hamiltoniano, ademis de las ecuacionces de Euler-
Lagrange, es necesario introducir las variables de momento P, [3],

aL ,
Pn = a_q."(Q1qr t)

nuevamente la condicién de que w # 0 es necesaria para resolver estas ecuaciones
de manera tinica para las ¢' en términos de p' y ¢', £. En el caso singular, las
coordenadas y los momentos no son independientes

¢(g,p) = 0.
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Pueden existir varias relaciones 1ndepend1entes de este tlpo, entonces, para dlfe-
renciarlas se introduce un subindicem =1, M' - , L e

¢u(a,p) = 0

estas relaciones se denominan COIIStI'lCC]OlleS prlmarlas

Si ahora se considera la siguiente cantidad- p,,q,. - [: y.se hacen var| ‘cxones en

q 'Y 4, se tiene lo siguiente

. ) L ‘
8(pagn — L) = pugn — (W) Ogu,

aqui se ve que la variacién sélo incluye variacionesen ¢y p y no en ¢. Esto implica
que p,g, ~ £ se puede expresar de manera independiente de las velocidades y se
denomina hamiltoniano H. Definido de esta manera, el hamiltoniano no es tnico
y se puede expresar como,

H-=H+Cm¢m

donde ¢, son coeficientes que pueden ser cualquier funcién de las g¢ y p; esto
implica que el hamiltoniano no estd determinado de manera iinica. Es conveniente
introducir el formalismo de paréntesis de Poisson entre dos funciones cualesquiera
de ¢y p, esto es, f(q,p) y g(q,p), como

Of 99 _ of 9g
Lf.al = 00, 0pn  Opn 0qn

Con la ayuda de los paréntesis de Poisson, se pueden reescribir las ecuaciones
de movimiento. En general para cualquier funcién g de g y p, tenemos

dg . dg .
I 3 B,

Si ahora escribimos ¢, y pn de la siguiente mancra:

. 0H O¢m
n = 3_1),: + uma—p;—
. OH Obm
Pn= —8—11,, — Uy aqn .

En términos de los paréntesis de Poisson § se escribe

= [ng] + Um[gy¢1n]~

Al trabajar con este formalismo, no se deben evaluar las constricciones antes de
usar los paréntesis de Poisson.



Las constricciones se van a escribir-como ecuaciones débiles,
Om =0

para distinguirlas de las ecuaciones usuales o fuertes.
De manera concisa escribimos g,

g = [ 7HT]
donde Hr = H + u, ¢y,

Como consecuencia de estas ecuaciones de movimiento, se tienen ciertas condi-
ciones de consistencia. Todas las ¢ tienen que ser cero a lo largo del tiempoy ¢
tiene que ser igual a cero. Estas condiciones sc deben de revisar para evitar una
inconsistencia. Por ejemplo, se tiene el siguiente lagrangiano £ = g y su ecuacién
de movimiento g—g =0 — 1 =0, lo cual es una contradiccién. Esto nos lleva al
hecho de que no se puede escoger un lagrangiano de forma arbitraria; se debe de
imponer la condicién de que las ecuaciones lagrangianas de movimiento no tengan
una inconsistencia. )

Con las restricciones anteriores, la ecuacién para ¢ se divide en tres casos:

a) en este caso la ccuacién se reduce a 0 = 0

b) en el segundo caso, la ecuacién se reduce a una ecuacién independiente de
las u, y debe de ser de la forma

x(ep) =0;

c) por iltimo, la ecuacién no se reduce a ninguna de las formas anteriores y
esto impone una condicidn sobre los coeficientes u.

Cada ecuacién del tipo b) implica que se tiene otra constriceién en las variables
del hamiltoniano. Estas constricciones se denominan constricciones secundarias.
La diferencia con las primarias, es que éstas son consecuencia de las ecuaciones
Pn = a%%’ mientras que para las secundarias es necesario hacer uso de las ecuaciones
lagrangianas de movimiento. Las ecuaciones secundarias se escriben de manera
andloga a las primarias

&0

donde k =AM + 1,...,M + I, con K el nimero de constricciones secundarias. El
tercer tipo de ecuaciones,

[¢jaH] + um[¢j» ¢m] =0
imponen una condicién sobre las u,

Um = Um (Qi P)

6



la solucién no es tinica; si se quiere la solucién m&s general que’ e‘asta, entonces_
se van a considerar todas las soluciones independientes de la forma.: Vam(q,p
1,...4; esto implica,

Uy = Up + va‘[um

tiene paréntesis de Poisson igual a cero con ¢1
(R.s)~0 = 1,..‘.,J._

Es suficiente que estas condiciones sean débiles. Si el paréntesis es distinto de cero,
R es de sequnda clase.
Si ahora se quiere cuantizar, es necesario separar el caso cuando hay constric-

ciones de primera clase y de segunda clase.
Cuando sélo se tienen constricciones de primera clase, todas las coordenadas
dindmicas ¢ y los momentos p, se convierten en operadores que satisfacen las rela-
ciones de conmutacién correspondientes a las relaciones de los paréntesis de Poisson
de la teoria clasica. Se parte de la ecuacién de Schrodinger,
)
zh—l/)— = H'
at
con H' el hamiltoniano de primera clase. Ahora se imponen ciertas condlclones'
suplementarias sobre la funcién de onda; esto es,

'75]7;’—0

Es necesario probar que estas ecuaciones sean consistentes cntre s1'
se encuentra una condicién mas para ¥, dada por :

[¢11 ¢Jl]’!/) - 0

Todas las condiciones se pueden incluir en la condxmon (3), de manera que (4) no
sea una nueva condicién sobre ¥ :

[#5: 5] = ¢jdbi1- e . PPN

En general las ¢j; van a ser funciones de las coordenadas y los momentos y no van
a commutar con ¢ en la teoria cudntica. Es necesario que estos coeficientes estén
del lado izquierdo, de lo contrario las condiciones no son consistentes.

Ahora consideremos el caso en el que se tienen constricciones de segunda clase;
supongamos que cstas constricciones son las siguientes:

q=0 J AN



como su paréntesis de Poisson es distinto de cero, son constricciones de segunda
clase. Si queremos cuantizar y lo tratamos de hacer de manera andloga al caso en
el que se tienen constricciones de primera clase, esto es hacer 1y = 0y p1yp = 0
nos lleva a una contradiccién ya que esto implicaria (qipy —p1g1)¥ = Ay = 0. Una
manera de evitar este resultado absurdo es no tomar en cuenta el primer grado
de libertad; se puede trabajar con los otros grados de libertad lo cual implica una
nueva definicién para los paréntesis de Poisson dada de la siguiente manera,

_ 0¢ ﬁ _ 0¢ o
(6.7 = Bew O ~ Bpn D"

Con estos paréntesis de Poisson podemos pasar a la teoria cudntica. La existencia
de constricciones de segunda clase implica que hay ciertos grados de libertad que
no son fisicamente importantes. Es necesario deshacerse de estos grados de libertad
y escribir los nuevos paréntesis de Poisson para los grados de libertad de interés
fisico. En la teorfa cldsica se tiene un nimero de constricciones ¢; = 0, algunas
de las cuales son de primera clase y otras de segunda clase; se trata de poner la
mayor cantidad posible como una combinacién de constricciones de primera clase
de manera que se tengan constricciones de primera clase. Esto no se puede hacer
con todas las constricciones y sobreviven constricciones de segunda clase que vamos
a denominar por y,, para s = 1,..., 5, donde S es el mimero de constricciones de
segunda clase que no se pueden escribir como constricciones de primera clase. Con
estas ), se forman todos los paréntesiss de Poisson entre ellas; dichos paréntesis
de Poisson se arreglan como un determinante,

n=2.,N.

0 [xuxe [xuxs] ... [vnxs
Ao (Pl 0 Dxexa] L Ixa]

[Xs:,\l] [Xsu\2] [sx;\’:l]

Este determinante nunca, se hace cero; por lo tanto podemos escribir la matrxz
inversa Ci,r, o

. C,_,l[\’_,l,x,n] = (s”u
Ahora se definen nuevos parentesxs de P0155011 para dos cantidades £ y 5 acordes
con este formalismo:

[E, 77]' = [E) 77] - [67 :\’S]CSE'[XS'7 7’]]—
Las ecuaciones son vilidas para los paréntesis de Poisson nuevos y para los parén-
tesis de Poisson viejos,
[ngT]' = [ga HT] - [_(/» ,\fs]Css’[Xs’aHT]
~ g, Hr).



Todos los términos [\',,, HT] se hacen ero de manera debl N ya que HT es de pnmera
clase; entonces,

Si ahora tomamos una funcm

os su paréntesis de Poisson con -
alguna Yy, sea x,», o

entonces, antes de trabajar con 1os pér‘cr esis'de Poisson se puede poner

y se le considera una ecuacién fuerte. Ahora se puede pasar a la teorfa cudntica
tomando las reglas de conmutacion correspondientes a los nuevos paréntesis y
tomando las ecuaciones fuertes como ecuaciones entre los operadores de la teoria
cudntica. Las ecuaciones débiles que quedan son todas de primera clase y se con-
vierten en condiciones suplementarias sobre la funciones de onda. De esta manera
se redujo el problema al de tener sélo constricciones de primera clase.

Al pasar al formalismo hamiltoniane queda claro que las constricciones pri-
marias y secundarias no tienen la importancia que tienen las de primera y segunda
clase.

1.6 Particula clasica con espin

Consideremos la particula libre no relativista. Ademds de las coordenadas de
posicién, se van a introducir variables que anticonmuten, conocidas como variables
de Grassman [4],

6",8s

estas variables tomardn en cuenta los grados de libertad del espin.
Se propone el siguiente lagrangiano [5] para la particula con espin %‘.

1 5 i
C—-me +§9'0.

Como las variables § anticonmutan, no es posible utilizar 62 como término cmetlco,

pero sf es posible utilizar @ - 6.
Para pasar al hamiltoniano definimos los momentos conjugados.

ac
P=%s

ac i
= —— = =0,
e %, 2 3



Los parentesxs de Poxssox distintos de cero son,

{0 71'1} = (5[ .

'De Ia definicis

ugados ' obj:enemos_ las’ constricciones’ pri-
marias, e R R

= e — =0 =~ 0.
Xe =M~ 56 = 0.

Para saber si hay constncclones secundanas ‘es-necesario ver:ﬁcar que x 01o
cual implica " :
A HT} ~0

2 P
— LEVR .
con Hr = Z='+ My;. En este caso {A,HT} O entonces no hay constricciones
secundarias.

El siguiente paso es saber si hay constncclones de segunda clase; para esto

revisemos los paréntesis de x; con xi,
{xi xx} =46 -

esto implica que
xe=0

m‘.—%&.:O.V

Es posible introducir paréntesis de Dirac en términos de las constricciones de se-
gunda clase; al hacer esto, se puede considerar la siguiente ecuacién como ecuacién
fuerte y = 0, eliminando ;. Las tinicas variables que sobreviven son las 8; que
tienen nuevos paréntesis
{6, 09} = ig™*,

Hay que recordar que las constricciones de segunda clase implican que hay grados
de libertad que no son fisicamente importantes, y es por esto que podemos eliminar
a M.

Las ecuaciones se obtienen usando el principio variacional de Weiss. La accién
va a estar dada por:

5= /Ldt + ée(t,-) - 8(t2).

Para mostrar que este sistema corresponde, en el limite cldsico no relativista, a
una particula de espin % se realiza una cuantizacién candunica. Esto ultimo implica
pasar de los paréntesis de Poisson a los conmutadores a través de la siguiente
relacién: 1

{A,B}' — Z—fi[;f’ B]

10



si aplicamos esto al paréntesis de 8*,67, obtenemos
18,651+ = hdy;.

Se tiene un dlgebra de Clifford en términos de operadores actuando sobre un espacxo..
de vectores, Una representacién irreducible de ésta dlgebra es

donde las o; son las matrices de Pauli. El vector de espin va a estar dado por . @

~ 1 ma
i= —§€ijk0j9;.-;
- o4k LR
’ S.' = —Zl'it‘.‘jka’jak = —1-230','
. ~ 1
S.‘ = 151-0,'

de donde la teoria no relativista corresponde a una particula de espin %

Es posible obtener una versién pseudocldsica de la ecuacién de Dirac, extendien-
do el concepto de supersimetria a variables (pscudo vectores y pseudo escalares)
que anticonmuten.

Se introduce un pardmetro invariante 7 para parametrizar las trayectorias. Esto
requiere que el lagrangiano sea homogéneo de primer grado en las derivadas re-
specto a 7. El lagrangiano mds general con esta propiedad y que sea invariante
bajo la transformacion w, = dzx, — 16" 0,d? + idf" 0,0 es,

L = —ic 0505 — iagf,6" — mc‘/ (d# + ﬂeﬂfk + 24,0502
mc mc

A este lagrangiano se le asocia la siguiente accién

5= /’ drL.

La expresién general de los generadores de las transformaciones canénicas van'a™~ = =~

estar dados por: .
ia
= —[z ; - p.0
Gs [‘T5 + i, 05 mcp ]

. i
Gy = —[m, +icab, + ;{Z_Ppﬂs].

El lagrangiano es singular y como consecuencia vamos a tener constricciones. Como
en el caso del ejemplo anterior, se tienen dos constricciones primarias que van a

11



ser m,-y . Reescribimo'sP,;,wfy 7r5, "j :
P.= ._% = me—tt i
. (@ +v,)
aL i
7!'“ = 5@' = zaze,, —_ %3‘05

oL . i
7I'5—59.—5—10105+;‘EP'8

de P, recuperamos la condicién de capa de masa P? = m2c2.
Para saber qué tipo de constricciones se tienen se van a analizar los paréntesis
de Poisson de x, x5 ¥ x, donde

x = P? —m?e?
X5=1T5—i0105—ﬁp-9
: Tll

Xp = T — 1026,, + P 05

Calculando los paréntesis de Poisson se t1ene que ,\ es una constriceién de prlmera. o

clase; estos paréntesis son:

{xoxs} =0:.
{oxal =0

'{X51’x‘5}

{\'u ,\u}~_— 21029pu : A g A -
Para saber que clase de COHStrlCClOHES son: AI‘ y Xs, €S necesarlo anahzar ].a I‘lla.tl'lZ., '

Cap
Con = ({ksn\s} {X51X/J})
of {xs xu} {/\ur Xv}
El determinante de esta matriz es,. :

n Bom)
det H Caﬁ u: —410{102 +,(—-n§-c%)—.p2 <
utilizando x = 0, S . 2, )
det || Gup [|= ~dicsaq + (6 = 7)?

12



siel det ]| Cap ll= 0, entonces,
' da1an = (B~ )% (5)
Los paréntesis de Poisson importantes y el determinante anterior dependen de

B —~. Es posible hacer una transformacién candnica de manera que el lagrangiano
original dependa sélo de 7 — . Las ecuaciones de movimiento son

B, =0,
201&5 = - (-ﬂ—;’:%) P . é,
2azf), = — (%) P.s.

Con la condicién (5), las ecuaciones para é,, Yy 95 tienen una solucién distinta de
cero.

Para saber qué clase de constricciones son Y, y x5 €s necesario analizar la
matriz Cqg, ’
. CnB = {Xo’ XB}‘
La constriccién X, es una constriccién de primera clase y X, es una constriccidn. -
de segunda clase. Como hay una constriccién de segunda clase es necesario definir
unos nuevos paréntesis, que son los paréntesis de Dirac, estos son,

- —1
{4, B} = {4, B} — {4, xu, {CT )" {x., B}
donde C-! es la matriz inversa de
C;w = {X;n Xu} = i
Con los nuevos paréntesis de Dirac se pueden tomar las constricciones de segunda
clase igual a cero.
Como se vio, se tienen dos constricciones de primera clase; el hamiltoniano mas
general que se puede escribir es

H = p(P? —~ m%) + po(P - 6 — imems — %mc&)

aqui pp debe ser una variable de Grassman hmpar, la manera mds general de es-
cribirla es,
p2 = A5 + Agfs

con A; y Az constantes; y p; es,



Con esto "reesqfibinios} el harﬁilto'r,ii‘ahc'i;j :
H= -l (P = m2) 4 \yms(P -0 — %mc&r,) + 2o05(P -  — imens).
Las ecuaciones de movimignto vaﬁ ’zi estar dads por los siguientes paréntesis,
A={AH}.
Las nuevas constricciones son las siguientes,
x =P —m??, N
xp =P 6 —imems - %nﬁéﬁé,
x3=ﬂ5+-12;é£ i o
con los siguientes paréntesis de Dirac, a
L L )

Es claro que x y xp son constricciones de primera clase mientras que x5 es de
segunda clase. Se tienen que introducir nuevos paréntesis de Dirac.

El sistema estd descrito por cinco variables de Grassman 8, 6, que satisfacen
la siguiente dlgebra de Dirac:

{0,,,0,,}" = igp,,, {0,,,95}" = 0, {65,95}" = —i.
Estas variables deben de satisfacer la constriccién xp,
xp=P- -6 —mcl; = 0.

Al hacer el paréntesis {xp, xp}™", se obtiene la condicién de capa de masa que es
la constriccidn y.
Se cuantiza y se obtienen las siguientes relaciones ,
[gln 0!/]-)— = —h'g;llu [9“, 05]-{- = 01 [05v05]+ =h

Para los valores siguientes de 8, 05, se puede realizar el dlgebra anterior,

,h

6}1 = 5’757“
,ﬂ.

65 = 5’75‘
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Las constricciones de primera clase ahora son condiciones sobre los estados,

' Si hacemos: §

1.6.1 LIMITE NO RELATIVISTA
El lagrangiano original lo podemos fééscifibir de:la’siguiente manera;... -

‘mevV 12 .

g, ig gy X0
L— 20505 20‘,9 _+l :1',‘2?5 -

Vo

Para tomar el limite no relativista ponemos 7 = 25 = ¢t,'y si ademas consideramos

el limite de la constriccién xp, dado por mrc(a(j —95), el lagrangiano efectivo es

i, o 1 1y ¢
Lar=26.6+1m?40 (—) .
2 2 e/
Se puede imponer otra constriceion yg,
Xo = Zo—~T;
los paréntesis de Dirac para esta constriccién sdn, i

{Xv XO}-_- = 2Py,
{XD)XO}" = 003
{xo,x0}™ =0.

De manera explicita la matriz C queda,

0 2R -6
C=|2R 0 0

Para x # 0, existe la matriz inversa C!

1
Ox # Qa
-1 — 2l
¢ = b2y _0 Pox
0 i _ i
2Pox x



Es posible escoger una combinacién de primera clase de las constricciones. Es
necesario redefinir los paréutesis de Dirac de manera adecuada; con esto, el nuevo
hamiltoniano es:
H = /\90(? -6 — mcﬂs) -+ P();
escogiendo A = ,—?, y después de cuantizar,
H=yP-v+mcy

que reescrito es,
H=P: a+mcf.

1.6.2 INTERACCION ELECTROMAGNETICA

Dentro del esquema anterior, se puede introducir interaccién con un campo elec-
tromagnético.

En una teoria con constricciones de primera clase no es posible introducir la
interaccién de una manera arbitraria; es necesario que el cardcter de las constric-
ciones no cambie. De otra manecra no es posible tener un limite suave cuando se
quita la interaccidn; esto se debe a que si la interaccién modifica las constricciones
de primera clase en constricciones de segunda clase, los nuevos paréntesis de Dirac
que hay que introducir son singulares para la constante de acoplamiento igual a
cero.

Se quiere reproducir la ecuacién de Dirac para una particula cargada interac-
tuando con un campo elctromagnético externo; entonces la constriccidn xp es, en
este caso,

b= (P— EA) 0" — meds.
¢ /n
Las constricciones de segunda clase van a seguir siendo x, ¥ x5,

Xpn = Ty — 50,‘
X5 =m5 + %95.

Se va a pedir que el paréntesis de {xp, xp}*™ sea la constriccién y de la teoria,
explicitamente, . -
- e \? 2 €. o
{xp,xp}" = 2[(1’—- EA) - m?®+ -;F,,,,B 8"
donde F,, es el tensor electromagnético. Es necesario verificar que el paréntesis
{xp, x}"" se anula. Resulta asi,

2 .,
{(P - SA) — 2@ 4 aF,, 040", yp)™" = —2i (a - %) (P - -Z—A) FPrg,.
I
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La mteraccmn es consistente solo si no hay momento magnetlco anoma]o es decu'
que o = £ :
Las constricciones de primera clase van a ser:

e \#
X = (P - EA) 8, — mchs
= (P - SA) —-m?c?+ —Fjwé”‘a
El lagrangiano que da origen a estas constricciones y a xp es,
-1, . i, s ie
L =-§-0505 — —0 9 — [1’716— WF‘,UQ"BU

gy apgA . i s \? c.

n1305F v Fps 06+ 606 (:z:,, ——0,65) — i A

Este lagrangiano da las constricciones correctas, que son,

- P igg
P, = ‘}mizcz = Epﬂugugu._‘?'___L’i_E + _e.A‘“
o ¢ [, (_0 05) c

Ty — mc
;
77,1 59,“
s = tgy - L (P - -—A) o
2 me u
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Capitulo 2

En este capitulo trataremos las ecuaciones mas conocidas en las teorias de
accion a distancia, asi como las dificultades que estas enfrentan. También descri-
biremos brevemente las ecuaciones efectivas mds conocidas de teoria cudntica de
campos para describir dos particulas interactuando.

2.1 Introduccién

Basicamente hay dos formas de describir la interaccién de un sistema de muchas
particulas; una de ellas corresponde a considerar que las particulas interactian
directamente entre si; estas son las llamadas teorfas de accién a distancia. La otra,
corresponde a introducir campos como mediadores de esta interaccion.

Las teorfas de accién a distancia eran el punto de vista predominante desde
Newton hasta las épocas de Maxwell y Einstein.

El concepto actual de campo se desarrollé a partir de estudios de electromag-
netismo. Las ecuaciones de Maxwell dieron a estas entidades el caracter de inde-
pendientes y con grados de libertad propios, siendo las particulas simplemente sus
fuentes.

El advenimiento de la teoria cudntica a principios de siglo reforzé la importancia
del concepto de campo: la descripcidn de una particula involucra la introduccion
de un campo @(z). Con el tiempo se sentaron las bases de las teorfas cldsicas y
cudnticas de campos como las teorias fundamentales para describir la naturaleza.
Una caracteristica muy importante de estas teorias es la facilidad con que se intro-
ducen las simetrias tanto internas como del espacio-tiempo. Desgraciadamente no
siempre es posible extraer en forma cerrada toda la informacién que uno requiere
para predecir las propiedades especificas de un sistema dado. Se recurre entonces
a ccuaciones aproximadas y efectivas (no siempre extraidas de primeros principios)
que esencialmente eliminan a los campos que median la interaccién.

Por otro lado, las teorias de accién a distancia sufrieron un fuerte revés a
principio de siglo por la dificultad de introducir acciones que se propagaran no de
manera instantdnea sino que requirieran un tiempo finito tal como es el caso de la
luz.
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En las \dltimas décadas se ha retomado el concepto de accién a distancia como
un punto de vista alternativo para obtener ecuaciones de movimiento efectivas
cldsicas o de primera cuantizacién {1]. Uno de los trabajos pioncros a este respecto
fue realizado por Dirac en 1949 [2].

En la teoria de accién a distancia hay dos brechas.

La primera de ellas comienza con Schwarzschild, Tetrode y Fokker, continuando
por Dirac y que va a la electrodinamica de Wheeler y Feynman que es, a su vez,
un caso especial de la mecdnica relativista de van Dam y Wigner. Esta brecha
estd marcada por teorias manifiestamente covariantes y de muchos tiempos. Las
fuerzas entre las particulas actidan a lo largo dc los conos de luz, o en el caso de
van Dam y Wigner, a través de la regidn espacial entre el pasado y el futuro de
los conos de luz. En el caso de la electrodindmica de Wheeler y Feynaman, esta
estructura se puede ver como un vestigio de la teorfa de campo que no ha sido
removido: aparece por el tiempo finito requerido para el campo electromagnético
de propagarse de una particula a otra.

La otra brecha a la cual pertenece la mecdnica relativista predictiva, comienza
con un articulo de Dirac[2], que se basa de entrada, en una formulacién hamiltoni-
ana. El problema de construir una dinamica relativista es vista como el problema
de encontrar un grupo de generadores del grupo de Poincaré que dependa de co-
ordenadas y momentos candnicos que satisfagan las relaciones de Poisson. En este
caso las ecuaciones de movimiento son ecuaciones diferenciales acopladas; ademds
la teorfa es una teoria de un sélo tiempo. En este contexto cabe sefialar que con
frecuencia se piensa que una teoria hamiltoniana de accién a distancia no puede
ser 16gicamente coherente debido al teorema de no interaccidn.

2.2 Teorema de no interaccién

Si uno quiere una formulacién hamiltoniana, donde las lineas de universo sean in-
variantes (sélo para el caso de particulas puntuales), que las coordenadas fisicas
sean las coordenadas candnicas y que las ecuaciones de movimiento sean ecuaciones
de particulas en interaccién para todo tiempo, se llega a una incompatibilidad entre
las condiciones anteriores; esta incompatibilidad se demost1é con el teorema de no
interaccion (Jordan, Mukunda, Sudarshan [3}). En este teorema se demuestra que
las cuatro condiciones anteriores sélo funcionan para la dindmica de una particula
libre. Si hay interaccién entre las particulas una de las condiciones debe de desa-
parecer. La condicidén que se elimina con mas frecuencia es el requerimiento de que
las coordenadas fisicas sean las coordenadas candnicas.

Una dltima alternativa que trataremos con mas cuidado y que es la finalidad de
la tesis, consiste en establecer un conjunto de ecuaciones de movimiento dindmicas
con los requerimientos de invariancia apropiados, y analizar directamente la com-
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patibilidad entre ellas.

2.3 Electrodindmica de Wheeler y Feynman

La electrodindmica de Wheeler y Feynman [4] se caracteriza por el siguiente prin-
cipio de accién

J = = S mae [((~da)(de)}s + 3 2% f [ gl(an = bu)la — )deydb”
a a<h
= ertremo. :
Las ccuaciones de movimiento asociadas a esta ‘q'(;cic'm son:
. Ma c2ii,(,“’ =€y F}gl;)(a)dp
b#a )

estas ecuaciones son integrodiferenciales, donde
DAY (z) AV (x)

dxH ozv

se puede interpretar como el campo que siente la particula a en un punto = debido
a la particula b y A,(x) es el vector potencial de la particula b en el punto =z,

Los campos A son solucién a las ecuaciones de Maxwell, siendo la suma de
mitad potencial avanzado, mitad potencial retardado,

(B) £
Fpu)(l) -

1 1
AW @) = 5RO () + 55¥(a)

R, y S, son los potenciales retardados y avanzados respectivamente. Las interac-
ciones tienen lugar a lo largo de los conos de luz del pasado y del futuro.

Las cantidades conservadas en esta teoria son sumas de las expresiones de la
particula libre mds una contribucién de interaccién. El cuadrivector de energia-
momento P, y el tensor del momento angular del centro de masa M,,, tienen la
siguiente formas:

P, = Z Maly + P,i
a

My, =Y malayb, — aué,) + M,
a
donde P, y M,,, son las contribuciones de interaccién.

En las ecuaciones de movimiento no aparecen efectos radiativos; para incluir
dichos efectos, se introduce la teoria del absorbedor perfecto de Wheeler y Feynman
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[6], dando as{ una explicacién de por qué sélo sc observan potenciales retardados.
esto se verfa de la siguiente manera en las ecuaciones de movimiento, - :

Ml = cait’ [):F,'.’L 5 [F - Fs) - Z[F,?L—Fb‘]].

La condicién del absorbedor ¢s que el campo T Fj; — Fps se debe anular! El

tercer término cs absorbido -el medio absorbe la mitad del retardade y la mitad "™ ‘

del avanzado. Entonces, las ccuaciones de movimiento quedan,
. -y b, a a,
Maly = eqlt [Z Foo + [F,,; F,,,:]]-

De esta mancra sc tienc la descripcién de un sistema de particulas en interaccion,
asi como una manecra distinta de interpretar la causalidad: el pasado y cl futuro -
van a definir lo due pasa en el presente. :

La formulacién hamiltoniana de este problema no es trivial, asf como la clccclon
del pardmctro de evolucién 7 que no sélo determina las posiciones Z;(7) sino que
ademds cstablece una scleccidn de los tiempos asociados a cada particula. Este
problema. se hereda cudnticamente.

2.4 Ecuacién de Bethe-Salpeter

La mejor ecuacién conocida para represcntar, a partir de primeros principios, la
interaccién cntre dos particulas es la ecuacién de Bethe-Salpeter. Dicha ecuacién
se obtiene a partir de teorfa cudntica de campos.

La cantidad fundamental para describir el estado de un sistema de particulas
va a ser la amplitud x(z,z;) en analogia a la funcién de onda asociada a una
particula ¢(x). La ccuacién de Bethe-Salpeter [6] va a ser la ecuacién dindmica
asociada a y. Dec manera similar a la funcién de Green G(z,z') que permite
conocer la evolucién de ¥(z), la evolucién de x(z;,z;) queda determinada por
un propagador de cuatro puntos K(z;,2;23,2,). La expresién explicita de este
propagador queda determinada una vez que sc sclecciona un hamiltoniano para
la teoria cudntica de campos correspondiente. Grificamente la intcraccién de las,
particulas sc representa [7] por:

X, XZ

X3 X4



cuando la interaccién corresponde a dos fermiones que mtcrcambxan un boson por
ejemplo dos elcctronos intercambidndose fotones, tencmos, i

2

x. ¥a X, ‘x; X, s

1

X3 X X3 X

XKy o Xa b4 X

.xn Xs
s
x’ !
| X

X3 X4 X%

»~

matemziticé.mcntc,
K(1,2,3,4) =SpA(1,3)Sp/(2,4) — / d'zsdizod zrdi za x
Spr(1,5)Sr2(2,6)G(5,6;7,8)Sr (7,3)SkP(8,4)

donde S es cl propagador de una sola particulay G representa la suma de todas las
grificas que pucden contribuir a la interaccién de todas las particulas. La cxpresidn
de G no pucde darse en forma cerrada y en general sc recurre a aproximacioncs; la
mds usual corresponde a la llamada aproximacién escalera en la cual sc consideran
linicamente diagramas de la forma

en ese caso, la amplitud satisface la siguiente ecuacién
Xe(z1, 20) = — gﬁ/d4z5d4zgsﬁ(zl — 25)SE (z3 — T¢)
X Ap(zs — z6) Xk (25, T6),

donde Ar es el propagador del mesén que en electrodindmica serfa un fotén y gi
es la constante de acoplamiento que en electrodindmica cudntica vale €2 (~ 13 en
unidades naturales).
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En forma diferencial la ecﬁ_écicv‘ﬁszd‘nt nor'-’sé,yu séli'jbe
(r" -8 +m) (7" 8+ m)xi(

en el sistema centro de masa resulta;

(E (GHmr+r) —ime) (£ (5557
Y@ )iAr(z, ) (z,).

La funcién de onda % es una funcién del cuadrivector z, = (r, ict) donder = ry~ra
es la coordenada relativa y t = #; —1; es el tiempo relativo; p es el operador z'h%
v P es un cuadrivector constante. Si no trabajamos en la aproximacion de escalera
esta ecuacién se convierte en una ecuacidén integro diferencial. Su generalizacion
con campos externos se puede encontrar en la literatura.

Esta ecuaciéh tiene dos problemas, el primero ¢s que tiene una intcgral que no
se puede escribir en forma cerrada; segundo, depende de dos variables de tiempo,
una para cada electrén y como consecuencia no se puede reducir a una forma
hamiltoniana. El primero de estos problemas se origina del hecho de que una teorfa
cudntica relativista sélo conserva la carga total del sistema pero no el niimero de
particulas; el segundo de pedir covariancia relativista. Cuando se hacen los cilculos
“précticos” se considera interaccién efectiva electrén-electrén.

Parte de la finalidad de la tesis es estudiar mecanismos alternativos para generar
estas interacciones. Dentro de estos mecanismos el mas conocido es la [lamada in-
teraccién de Breit [8], la cual es vdlida a primer orden en g2. Es posible construir un
hamiltoniano efectivo en el caso relativista donde un electrén en interaccién deben
incluir la expansién en la constante de acoplamiento. El escoger como operador de
un electrén, del hamiltoniano de Dirac

hp =ca - p+ BE+V(r) (1)

donde a:,ay,a. y # son matrices de Dirac, p el momento y V el potencial nuclear,
permite sumar las series en potencias de %

Para encontrar la interaccién de Breit se propone que, a semejanza del caso no
relativista, el hamiltoniano se puede escribir como

H="hp+ hD(l) + hD(Q) +g(1,2)

aqui hp estd dado por ec.(1) y V() es un potencial externo, mientras (1,2) es
un potencial efectivo que modela la interaccién fermidn-fermién. Se considera que
la interaccién g(1,2) debe obtenerse a partir de la expresién explicita del elemento
de matriz que representa la dispersién de dos particulas A y B que pasan de un
estado 94,15 con energias €4, €g a estados Ye,¥p con energias ec,ep; esto es,

Sapscp = 82// B (x1)Bp(T2) Y Dy (21 — T2) 15 B (w1) B p(z2)d' 31 d s
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donde D, es'el propag;dqr del féténé’_ En la ribrmi de-Lo;‘entz .

con AE) = gd(e=1 2 ). En

donde n = (0,0,0,1). en el 515tema. cual cuantlzamos el
campo de fotones.: Susti tuxmos D,“, en la norma de'Lorentz y. reahzamos la integral
temporal resulta : :

Sapscp'= 8{wac,wsp)e? //‘I’c 'B)‘I’D(J)’Y"(w) os

con,

7"(y)¢u 1)‘1’ (y)dzd®y

w=wac =I €q4 — €C |=qu =I éu—GD I,' (2)

R esla distancia entre los electrones. Al hacerla integracidn temporal desaparecié

el tiempo relativo que sf estd presente en la ecuacién de Bethe-Salpeter. :
El elemento de matriz ec.(2) pudo haberse obtenido utilizando una interaccién

efectiva

g(1,2) = };g—lal coswh.

Si se hubiera trabajado en la norma de Coulomb, la interaccién efectiva que se
hubiera obtenido, es

coswhiR—1
wR

Estas interacciones efectivas poseen muchas propiedades que no esperarfamos de
entrada para una buena formulacién hamiltoniana, Por ejemplo, dependen de
las energias de un electrén y son explicitamente dependientes de la norma. La
expresion del potencial estd ligada con la eleccidn de las funciones de onda de un
electrén y sélo en el caso particular en que estas funciones de onda sean definidas
como soluciones de una ecuacién de Dirac de la forma

1
9(1,2) = & = 2 coswR + (e - 1) (cxz - B) (

H=ca p+pmc +V{r),

dardn los elementos de matriz de g que serdn independientes de la norma.
En el limite no relativista estos hamiltonianos se reducen en la norma de
Lorentz, a:



7 yenla norma dé Cdﬁloirib T

(1 2) L ;_1_ oo Oé._ ;(al . rxz)gaz -T12) -
12 12 21y

.- Esta 1ltima expresion es la mds usada y tiene la enorme ventaja de no depender
de la diferencia de energias, de tal suerte que la ecuacion correspondiente se puede
intentar resolver por cualquier método, ademds del perturbativo, mientras que para
las interacciones dependientes de la diferencia de energias esto se tiene que discutir.

La expresién para gg(l,2) puede también obtenerse de la cuantizacién de la
llamada interaccién de Darwin, reemplazando las matrices o de Dirac por el vector
de velocidad v cldsico

Esta expresién fue obtenida por primera vez por Darwm én 1920
en calcular explicitamente el potencial electromagnetxco Tet
la particula a en la posicién de la particula b,y sustituir en'la‘interaccié J(“)f‘“’ :
Para hacer lo anterior [9], se hace una aproximacién a orden cero de la funcnon
de Lagrange de un sistema de cargas (aqui no se toma en: cuenta el retardo de los

potenciales); esto es,
Calyp
L0 =3 -m
¥ gmard = T T

a a>b

laside con"sisté-, N

El segundo término es la energia potencial para las cargas en reposo. Al hacer la
siguiente aproximacién (‘J) se elige una de las cargas del sistema y se determinan
los potenciales del campo que producen todas las cargas restantes en el punto en
el que se encuentra la primera carga.

Los potenciales retardados estdn dados por

6= /‘Pt——dv
-1 J“?d\/
4

Si las velocidades de las cargas son pequeiias comparadas con la de la luz, entonces
la distribucién de las cargas no cambia considerablemente durante el tiempo £,
entonces, es posible hacer un desarrollo de p,_x ¥ j,_z en serie de potencias de %
Esto implica que ¢ queda, ‘ ‘

[V _12 L2
¢~/ R cat./pdv+2c26t2/deV
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aqui f pdV = 0, por-lo tanto,
pdV 1 6% /
/ + 5z | BeAV-
Para el potenc1a1 A se hace de manera andloga, salvo que uno se queda con el
desarrollo a primer orden debldo a que ya es de segundo orden en ¢; entonces A es

de la forma v
== | =dV.
amLfa
Para el caso en el que hay una sola particula, los potenciales se escriben
¢ = .E e FR
2c2 o’
ev
AT

Por otro lado sa.'bem_qsqﬁg

calculando A’, .
P Rt
2¢R ’
Si el campo es producido por varias cargas, hay que sumar estas expresiones para
todas ellas.
Si ahora hacemos un desarrollo a segundo orden del primer término de la funcién
de Lagrange para una carga e,, en presencia de un campo externo, dada por,

2 UZ €a
L, =—-mc l—c—2—ea¢+—EA-v

sustituyendo ¢' y A, la funcidn lagrangiana queda

2
mMav m vl €46,
L= —-—‘l + —_
z a 8¢? QZN) Rnb
€
= Z z% [v“ “Vy (va . nnb)(vb ‘ nab)]~
a>b
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Este dltimo término es el término de Darwin,
nLas correcciones a este potencial para incluir términos vilidos a orden superior
a &, dan origen a términos complicados que han sido deducidos recientemente.
La problemadtica de tres o mds particulas, tanto a nivel de teorfa cudntica de
campos como a nivel de mecénica clasica, es un problema muy complicado y muy
poco estudiado.
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Capitulo 3

En este capitulose va a seguir el trabajo realizado por H.Crater y P. Van Alstine
en el que encuentran Jas ecuaciones que describen clisicamente la interaccién entre
particulas sin espin, que interactian a través de potenciales efectivos. Se parte
de las constricciones del sistema y se busca la compatibilidad entre ellas; luego
se cuantiza este .sistema, trabajando las constricciones de manera analoga al caso
cldsico. Despuéds se encuentran las ecuaciones de Dirac para dos particulas con
espin % interactuando; para ello se va a hacer uso de las variables de Grassman y
al igual que en el caso cldsico y cudntico, se va a buscar la compatibilidad entre
las constricciones del sistema,

3.1 Introduccién

Usualmente sc representa a una particula libre,.como se vio en el capitulo 1, por
H=p"+m?=0. (1)

En este trabajo, Crater y Van Alstine suponen que las particulas, al interactuar,
preservan su identidad de forma que siguen satisfaciendo de manera independiente
las constricciones semejantes a (1). La interaccién entre las particulas es a través de
potenciales efectivos; dichos potenciales poseen un caracter tensorial bien definido
en términos de las transformaciones de Lorentz y en ¢l caso de interaccién vectorial
y escalar, sc introducen a través del acoplamiento minimal; esto es,

p¥ = mf = p— A
m; = M; = m; + S, 2

La covariancia de las ecuaciones, asi como su correcto comportamiento en el limite
no relativista, restringen la forma general de los potenciales.

Utilizando las ccuaciones (2) y sustituyendo en (1), las constricciones para la
particula 1 y 2 respectivamente, se escriben

H1 = 71'12+1\’.’12 ~0
Iy = Tf22 + J"Igz = 0. (3)



3.2 Particula sin espin : S

El primer caso que se va a analizar es el de dos particulas sin espm [1] ,- 1nterac-

tuando a través de potenciales efectivos. Cada particula aparece en un potencml_;' o

externo con la otra particula como fuente. :
Para este sistema se propone el siguiente hamlltoma.no de Dxrac.

H = MH, + AaHy;

una condicién suficiente para que H, y Hj se conserven de manera smmlta a
(pardmetro de evolucién), es que las constricciones sean de prxmera clase, es decxr,

{HI;Hz} ~ 0

Las varlables 1:," , pJ sat1sfacen el algebra mguxente
;x‘ p]u} — g;w&

} 1va. y. d_e_ centro de masa.

Se introducen

: 1
: ]7 = ‘(62171 - 611’2)

ela lVlStd correcta, es ‘necesario que-la’ variable de
sién usual del céntro de thasa; D]chas varxa.bles son:

Para asegurar la cmematm
momento se reduzea 3 a la e

P= P1+P21 Pz"" ?

aqui w es la energia total en el centro de masa. Es necesario mtroduc1r la siguiente
constriccién:

P.p=0 (5)

esta constriccién se impone de manera externa; sin ella el andlisis seria muy com-
plicado.
Los potenciales A se pueden escribir de la siguiente manera:

A
At

aypt + Bipat .
azpat + Bopr* (6)

donde las « y las 8 son independientes del momento relativo p y dependen del
momento total P; ademds van a depender de z a través de =, {(perpendicular a
P). Laz, es

ey, )

JI_L'" £ (g‘“’ —_ P2
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Dependen a través de esta coordenada ya que es la coordenada covariante mds
sencilla. Es posible reescribir la expresién para los potenciales de la siguiente
manera:

= By P+ Gyp*
77{,‘ = Egﬁ" - Ggp" (7)

en donde E; y G; son funciones escalares,
Las constricciones se pueden escribir de la siguiente manera:

Hy =pf +m}+ 1 (z,p1,p2) =0

@

Ha = p§ +mj + Qa7 p1,p2) = 0.
con, o
(9)
La cc.(3) se convierte en L :
' (10)
si escogemos o | : |
D) =&y = q’(.’l‘J_,PlyPQy_‘ clReE (11)

con z, ec.(6), entonces la ecuacién anterior se convxerte en una igualdad fuerte.
La ec.(11) da origen a la siguiente constriccidn: ;

Hi — Ho =2P- p-l-(eg—el)w'+m1 m2~0 (12)._

Haciendo uso de esta constriccién y de 51 + €2 ‘W -se obtlene el sxgulente hamll-

toniano: :
Hir Hy =pi? - b2(w)+<I’~0 {13}

donde p? =p,2— (B -p)?y

®=

— 2w2(m?+m§)+(mf —m2)2. -
w
Para que haya compatibilidad entre (4)'y (12) es necesario que se cumpla la
siguiente igualdad
€6 —€= ;(m'f’ —m3) (14).
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Las variables ¢; se interpretan conio las energ:as conservadas deI mstema c.m. de
las particulas y explicitamente se escriben: :

_(w2+m§’r -2y
€]—+

e27‘£1 +

p —bz(w)+(1) S :
'Hz S - (15)

" Es utll introducir las slgmentes vana.bles’ :

mygmg g
Ny = ———— ="

(W =m?Zmd)
€, = ~———1 2

2w

se interpretan como la masa reducida ‘telativista y la energia de: una'pérficula' i
ficticia con movimiento relativo. Al utilizar estas variables, sélo se. trabaJa con la”
interaccién. Reescribiendo 52 en términos de estas variables, S

b =2 —m?.

Con la expresién anterior y con la definicién P* = p# +¢,P*, podemos reescribir
la ec.(12) de la siguiente manera:

P ami+ox0 (16)

en el cm P# = (¢, 7). Para el caso sin interaceidn, esta expresién se reduce a la
ec. de Klein-Gordon. o

Las partes de interaccion vectorial y escalar llevan a la compatibilidad entre
las constricciones de manera independiente, Las expresiones para los potenciales
escalares y vectoriales son

&, = ME—m?
= M2 — m =2m18) + s = 2maSy + 52
B,u=—2p - A; +A} = —2p;- Ax + A2 a7
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De estas expresiones y tomando G| = Gz = G', que es al solucxon algebraxéa més
simple para G, encontramos la siguiente expresién : :

E?—2GEP . p— (E2+2GesP . p) =€ ~ & - 2w1“=“;}v'p;f s

que implica que en la constriccién de capa de masa,

B-E=&-é& G a8

Tomando esta expresién como una condicién fuerte junto con Gy = Ga, sdlo hay "~ :
dos combinaciones escalares independientes de Ey, E; y Gy se denominan' 4 y V.-

En términos de estas variables la expresién para la ec.(7), se convierte en -

= Ev (A4, V)P + G(A)p Y
b = E(A,V)P" — G(A)p* o9

Si se definen variables escalares adicionales como G(e; — A;{4,V)) = E;, bodefnos o

reescribir la ecuacién {17) y encontrar la forma de G escogiendo V =0 y A=

Az_FA),esta.es ! SR =
1 .
G? = (T—_ZF_W) 7 (20)

Si escogemos F(4) = 0 entonces G = 1, en este caso, el potencial A} es tempo-
raloide; si se escoge A = Az = F(A) = A, (V = 0), se tiene un cuadrivector
electromagnético. Estos dos casos tienen la misma dindmica cldsica; sin embargo,
cuanticamente estos casos producen una dindmica distinta.

Las variables A y V van a ser generales. Los invariantes S, V y A se relacionan
con los potenciales de energia (E;) y masa (M;). Se exige que estas relaciones den
los limites cldsico y no relativista correctos. Hay dos casos para encontrar estas
relaciones; el primero, es tener V # 0y A = 0. Si se le hacen las sxgulentcs
modificaciones my, — M, = my, + 8y P* = 7f = P* — VP4 a la ec.(16), e
sistema hamiltoniano que se obtiene es

H =72 + M2
= p2 - (ew - V2 + (nlw -+ 5)2
~ H, ~ Hy = 0. (21)
" Si se hace el limite en el que la particulados se vuelve infinitamente pesada, €, = €
y m, — mi, entonces la ec.(21) se convierte en la constriccién de Klein-Gordon
para una particula en un potencial escalar y vectorial externo. La relacion entre
E y V es la siguiente:
E0,V)? = (a1 —A)? = € —2¢e,V + V2
Eg(O,V)z = (€2 — .Az)z = 612)' —2¢,V + Vg, (22)
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yla relacmn entre M y .S'

Mf(A =0,8) = (my + S1)2 =m2 + 2m, S+ 5% -
MHA=0,8) = (m3 + 52)% =mj+2m,8 +8% - (23)
Para potencial débil, las expresiones antenorés dan ei ]mﬁte no relativista co- -

rrecto. Haciendo, una expansién a O(%) de la ec. (21), se obtiene la siguiente -
energia en el c.m.:

p?
w=my+ma+—+V+S

2
(p 2.1 1 Py V2 Vs
8 m3 —m—gl mimy + 2(my +.ma) (mi+ ma)
pis1 1 S? R P R

2t + z%] + 2(7111 +m§)'

El segundo caso, V=0y 4, = A; '_” (.A)' da :"‘n

; }iﬁe,n' es_:temi:)?)rail; séio
_espacial. E‘scoglendo G dada por la ec. (20)' A T

E; _E,-(,A,,o) =

E! hamiltoniano es de la fom{a, :

7r+m~G2(p = e
=G’ - (24)
La energia del c.m. estd dada por, TR
_ » ®)?[1 1], PPFA) _ FA)
w=my+ma+ 2u +F(A) 8 |mi mi mimg  2{m; +ma)’
En el limite no relativista, F(A) = A; tomando A = —2 y haciendo una trans-

formacidn candnica, se obtiene el término de Darwin; al cuantxzar se obtiene la
interaccién de Breit para particulas sin espin.

En el caso mds general, V y A contribuyen a la parte temporal de la interaccién
vectorial. Es posible escribir £2 y EF de la siguiente manera:

E2(A,V) = G*((€; — A)? — 2e,V + V?)

= G2(61 - .A)2
E3A,V) =~ G*((eg — A)? — 26,V + V?)
= G (eg ~ A)2.
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Estas expresmnes se reducen a-los casos temporales y electromagnetxcos siA= Oo-
V =0, respectivamente. El nuevo hamlltomano se’ escnbe de la sxgulente manera;

Hi=m'+ M x0w 'H G +2e.,,.A A+ 26,V = VE
+omuS+st+m,—e). - (25)

Ahora, se va a cuantizar el formalismo anterior y para ello se construyen las
versiones cudnticas de H;. Las variables del sistema van aserpy B. 3i tomamos
a E; = G(e& — A;) como hermitiana, entonces las expresiones dadas en (19) se
escriben de la siguiente forma hermitiana,

= (o + MY =0
Hay = (w%

si se hace ¢ = G, la ecuacién anterior es,

P = (6~ A2+ 26,V = V2 4 (my, + 8)2+ 2VInG += (VlnG) ]¢ =0 (30)
Esta 1ltima ecuacién describe dos particulas sin espin interactuando a través de
potenciales escalar, temporal y electromagnético. Si ¥V, S o A no dependen de
p, la ecuacién ticne una estructura de momento tan simple como la ecuacién de
Schrodinger no relativista. La ec.(30) se reduce a la de Schrédinger no relativista
con una energia potencial S+ V + A. En el limite cuando una de las particulas
se vuelve infinitamente pesada, la ec.(30) se reduce a la ec. de Klein-Gordon para
una particula en presencia de un potencial vectorial y escalar.
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3.3 Interaccién de particulas con espin %

Alhora se va a describir dindmica de dos particulas con espin £ interactuando [2].
Como vimos en el capitulo 1, la manera de introducir el espin pseudocldsico para
cada particula, se hace a través de las variables de Grassman.

Al igual que en el caso sin espin, se va a pedir compatibilidad entre las con-
stricciones; para cllo, es necesario introducir variables supersimétricas, para cada
particula; dichas variables preservan la supersimetria y en el limite no relativista
dan las ecuaciones correctas; estas variables son

~ u, 101651
s =g o A
KB Ty A[l
16056
Tp = af 4 292, 32) ..
2=+ .(; .) :
Se define ademds ol R
) EEJ‘ = _(_glw + P#Pu)(:'il - 552)1'- e 7(31);, :

En términos de las variables de Grassman, la ec. - de Dirac cdfr"é'spdndé"a:ﬂgxi'af
constriccién en las variables dindmicas, ) Bt

S=p-0-+mbs, L e
la otra constriccidn es la condicidn de capa de masa '

%{S,S} =H=p"+m?=~0. (34)

Estas dos constricciones son compatibles entre si, esto implica {S,#} = 0. Las - '

constricciones de la particula 1 y 2 son, respectivamente,en presencia de interaccion
escalar,

Sy =pi-0; +M#bs =0
Sy = py+ 03 + Maflse (35) .

6 explicitamente,
LOM,
Sl =p1 91 -+ Mx051 - 17471 . 02952051 ~0
QM ‘
Sy =py- 6y + M — 205, + zﬁ- - 01051050 = 0. (36) -
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Sl se mtroduce mteracc:on vectorlal donde E, E‘ (a: J_),

~ 90, - P
Foy g 201 L
( 1)5 1‘1’7 B ’
_ 1 A
Ep=af— @7
se modifica Sy y Sy de la siguiente manera, k
8B, 5 ) 5 o
S1=EP-0+p-0 +mbs +Z—E-.—'P‘91P'92
2 FEE
So = EsP 0y +p+ 0z + malsa + i%,g- “0:8-0,P .6y, (38)
1 .

Al hacer una expansién en los términos que tienen variables de Grassman, se
incluye la interaccién supersimétrica entre las particulas. Es por esto, que se debe
de preservar la supersimetria mientras se trabaja la compatlblhdad entre las cons--.

tricciones. Las constricciones para dos particulas con espin 2, bajo mteraccwn R

vectorial, escalar y electromagnética, son:

S] = ./;I'l '9] +M051
Sy = T+ 0y + Myb50.

Para que las constricciones sigan siendo compatibles es necesario modificar #;, E; .
¥y M;,que ahora son: - ; e

7 = E\PP 4+ Gp* +i0- OGY, + i8; - BGEE,

74 = By P* — Gp* — 6, - 8GO, ~ i6, - 8GOS, , (40)
donde, ‘
Ey=FE - 1G?£-1- 6, P06+ zG’?—— 6o - 6, + G20, 02905, 6,76,

E, E\E,
=E+ 1G3E2 6,P-6, + 2% 628 - 65 + G8, - ol 9k g P 9
Ey B\ Ey
(41)
y
IM, oM, 8, - OM,
A[l =M +iG—— .ﬂ{[ll <0165 — IG—~—— A[ < B850 + G201 . 8%2522—1051652
~ . _OM: M. 8, - OM.
A{[g = Affg + ZG-X’—I% . 91051 GI-ATz- 92052 + G202 . 0—31171'1722951052. (42)
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Desarrollando esto en la expresién para S; y Sz, las constricciones se escriben: .

(2

Las ecuacione:s' dé _ADi'i' dos particulas para el sxstema antenor son:- ‘
' sw=@oarTegwso
& = Setp =(Fg - 92+Mz€52)v _0 o : o ;(43)
que en forma rariante se escnben como: “ o L
T siy= ‘)’51(')‘1 -A )+7"1 +51)T/’ =0 T
S = 752(72 - (P2 — Ag)+my+8) =0 44
en el s:stema c.ms, estas ecuaciones toman la s:guxcnte forma: o
M, — E)
Si =1a2G{v p+ -(——’——G——lll +t37 VlnG'rz "n
i VE i VM1
: -+ 37" I -7 - 3 A Yw=0 v
R My — Epy? i
Sy =752G(~72 P+ (—Z—G—@ VlﬂG‘Yl ’72
i VE i VM, R
—_ = it YA . 4
S ‘)‘1‘)’2"‘2'7 7, W=0. - Tl (5) )

- Estas dos tltimas expresiones son la ecuaciones de Dirac para ]as dos partlculas en
interaccion.
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Capitulo 4

En este capitulo se va a poner un ejemplo de un problema resuelto con las
ecuaciones de Dirac del capitulo anterior. El problema es el del sistema del para-
positronio.

4.1 El Parapositronio

El parapositronio es un sistema en el cual se tiene un electron ¥y un posxtron mter—
actuando con espin total cero.
Para este sistema nuestras ecuaciones son:

Dyp=%HS9=0 ,
Dy = %3S =0, : (1

Para tener una estructura electromagnética se introduce la sustitucién minima
ec.(3.2) en las ecuaciones anteriores, de manera que sigan siendo compatibles; estas
ecuaciones son,

Dip=(m - m+my=0
Dytp = (mp+ 1o+ m2)yph = 0. 2

Elevando al cuadrado las expresiones anteriores y haciendo uso de las propiedades
de las matrices <y, obtenemos

22 1 2
Hl = SI =7y — 50"}‘ F],w-f-ml

1
Ho=S2 =m} — Eaé‘"Fg,,., +m3. (3)

De manera andloga al andlisis realizado en el caso de particula sin espin, se obtiene

a

la signiente ecuacién de onda en el sistema c.m., con 4 = —2:

w+my w =+ ma
-
T w(ﬁ +my) w(e2 + my)

(P2 +m2 — (e, —~ A+ L. o)
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L s e SALIR BF 15 BIBLIaTECA

VIA wAmp | wtmy

,+ 2 VILU(E] + m;) w(fg +m2) - ;(1 - 561 ’ 02)]
+ 230y Foy F A A he=0 4
5 0’1-'1'0'2'1‘—0'1'02){';"1";;]}915-— . 4)

Las matrices -y de Dirac aparecen en las expresiones para H;, Hz y H a través
de o, como las ¢/ son diagonales por bloques representacién quiral, entonces
las ecuaciones de onda son diagonales por bloque en la representacién quiral de
las . Esta representacién se relaciona con la representacién usual, de la siguiente
manera:

72}1 = —75
Y =7
. Yo ="
Nuestra funcién’de onda chiral es

Yy
‘ 1} vy

W= == |
ch Vel d’-—-{-
Yo

entonces la condicién H¥ = 0, para .qb = ¢++7, ¥__ implica,
P2+ m2 — (6w — A2+ (V10 G x p) - (01 + 02) £ il(es — A)ory _
+ (€ — Aol - VInG + %(x +o o)V InG + (VinGYP¢ =0, (5)

ypara ¢ =y, Py
pP+mi— (e, — A2+ (VInG x p): (01 - 02} L i[(e2 — Aoy
+ (61~ Ao2)]- VInG + £(3 + 0, - 22)[V2In G + 2(V InGY]

(4
- %(301 ‘To T — o) - a2)[In" G — ln_TG_ +2{(Vin@))¢ = Q. (6)

Para la funcién singlete, con masas iguales, la ec.{6) se¢ reduce a o -
[P? +md = (e — A)?)¢s = 0 (M

Por supuesto, encontrar una solucidn a esta ecuacién de segundo orden no garantiza
resolver la ecuacién de Dirac de dos cuerpos que es de primer orden. de hecho, una
vez que evaluemos®, la solucién a la ecuacién de Dirac sera:

Y =9D — 1778 D23 ¥
= (=7 +m)(m- v+ ma)¥
= 5152‘1’.
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Esta funciéﬁ de onda nos da la solucién completa al sistema acoplado de 16 com-
ponentes. Las ecuaciones D ¢ =0 y Doy = 0 se resuelven con

Yor = (D1 Dy)cnTen
. 0

. : 1| ¢
—(7771 ‘71f"h)ch( 5 ‘72+m2)c{.G b

c

de manera explicita, :
' R TRy B (20 )]

—mil§ = Al+ =57 plés
¥ =2m? iy

E;'¢s

1fiw g:-T2
~:{lg — A - 2322 . plo, ’
Si deseamos obtener la solucién en la representacién usual y utilizamos la siguiente
transformacién unitaria que relaciona la representacion chiral con la representacxon
usual,

1 1
v=s+ W)+ 7873) e
sustituyendo la expresién de ¥
{5 ~ Al + 514
= -2 2y,
V=2m) (2ig). pg,

{I3 -4~ G1és

si definimos x = (§ — A) + &, la expresion anterior se reescribe
, @s
71" p¢s
= —2my X
1/) X —id‘g : p¢a

—3501 P02 PP,
Busquemos soluciones de (7) con 4 = —2. Al igual que se encuentra la solucién
para el dtomo de hidrégeno, factorizamos Ia parte angular de la radxal En nuestro
caso, la ecuacién radial es la siguiente: -

[_:2?_3_‘1_4_’_\9_1'_11 }f() “" “’f,,(:z:)

zdx 2

En esta expresién, ) 1
A=—E+W+§f—¥ﬁsl—h
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Tenemos entonces,

filr) —(fuﬂr)*e!vl?[ (m ‘—62) i)

ey
(md ¢ .
donde Fla,b;p] es la’ funcxon hlpergeometnca conﬁuente Hacxendo el calculo de 5

manera analoga al del atomo de hxdrogeno, se obtiene una férmula de Balmer :
relativista, : :

xF[(/\+1—' )2A+2 2(m -—-ew)zr]

e2a?

=&

: : +llma
2n3(2l + 1) 647 nd
la cual coincide con el espectro que se obtiene en teoria de campo para el para-

positronio. Se obtiene una famlha. de solucxones Yuim Dara el parap051tron10 de la.
forma

+0(a 6),

. ¢snfm
n
" —3}02 * p¢anlm
1
—RTU -1 Po2- p¢5nlm

donde las @snim estan dadas por
Dontrn = (ewar)’\exp[—(mf_,—ef,)%r]F[(—n-{-Hl) 20+2;2(m2—¢2 21'])’"'(0 ) | 5 =0)

y son eigenestados de J% y J, con eigenvalores j(j + 1) = {(l + 1) ;m; = m. La
expresién para ¢ es una funcién bien comportada. La parte radial se grafica en la
figura para distintos valores de n,/,\ como funcién de €,ar.

El comportamiento de este sistema es muy parecido al del 4tomo de hidrégeno
clasico. Si comparamos la ecuacién radial y la funcién hipergeomeétrica confiuente
para el dtomo de hidrégeno relativista[2] con la ecuacién para el parapositronio,
vemos que son casi iguales. La diferencia es que la expresién para la energfa del
atomo rclativista dada por

1

=B
=E = -~ =
Jl + (n—k+\70k!—a!zl
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€s una expresién cerrada mientras que para el parapositronio la expresién para la
energia total no es una expresion cerrada.
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Figura 1: Gréficas de |¢]* vs. e,ar. Los cstados que aparecen son: (a) n'=1,1=10
(Is). (D) m=2,1=0(28). () n=23,L=0(3s). (d) n=2,1=1(2p). {e) n=3,
I=1(3p). (f)n=23,1=2(3d).



Discusién y Perspectivas

La finalidad de esta tesis es una bisqueda - no exahustiva - de ecuaciones
cudnticas relativistas de accidn a distancia. Se vio que existen varias alternativas.
En el caso cldsico, las ecuaciones de movimiento podrian ser no locales en el tiempo,
como es el caso de Wheeler y Feynman, o podrian ser ecuaciones efectivas locales.
La forma hamiltoniana de estas ecuaciones podria inducir ecuaciones cudnticas, tal
como ocurre en el caso de particula libre. Por otra parte, las ecuaciones cudnticas
podrian cobtenerse a diferentes ordenes de aproximacién a partir de ecuaciones
cudnticas como es el caso de las ecuaciones de Bethe-Salpeter y de Breit.

Una iltima alternativa que estudiamos con mis cuidado, corresponde a pro-
poner la forma general de las ecuaciones relativistas efectivas a partir de ciertas
suposiciones. Este camino es el que se usa de manera comin; sin embargo, los
resultados que de él se obtienen son muy buenos[l]. Pensamos que seria valioso
tratar de extender estos trabajos para: i) el caso en que una particula es mucho
mads masiva que la otra; ii) el caso en que se tienen potenciales externos. El primer
punto permitirfa, por ejemplo, calcular correcciones para sistemas hidrogendides;
el segundo punto permitiria obtener con dos electrones. Recordemos que esta clase
de sistemas son de los mds estudiados actualmente[2] y los resultados numéricos
que se obtienen deben competir con experimentos de la mds alta precisién,

Otra extensién relevante de estas ecuaciones cudnticas relativistas y efectivas,
corresponde a sistemas de mds de dos particulas. Para ello se esperarian interac-
ciones de mds de dos cuerpos, lo cual en si mismo es interesante.

No sélo el planteamineto de este tipo de ecuaciones es un problema de frontera.
Los métodos para resolverlas involucran interrogantes no suficientemente explo-
radas como es el caso de sistemas con particulas de espin -21- Todo ello hace que
la mecdnica cudntica relativista de particulas en interaccién sea un drea Que atrae
cada dia mas la atencidn.
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