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RESUMEN

MODELO BIYARIADO DE VALORES EXTREMOS PARA EL ANALISIS DE
VALORES MINIMOS Y SUS APLICACIONES HIDROLOGICAS.

En la RepGblica Mexicana, comc en la mayor parte del mundo,
la disponibilidad del agua fluctta entre la escasez o el exceso
de agua. Estos extremos han originado el inicio de una politica
hidraulica orientada hacia una rigurosa planeacién'para el futuro,
la cual requiere del perfeccionamiento de los métodos y técnicas
de los analisis hidrolégicos.

Dentrco de esta linea de investigacidén hidrolégica, el
andlisis de eventos extremos es de particular importancia para el
tépico que se trata en este trabajo, mas especificamente lo es la
aplicacién del modelo bivariado de valores extremos al anilisis

de gastos minimos.
Con el fin de determinar si los estimadores basados en la
aproxi macién bivariada son mejores que aquellos calculadeos

mediante la aproximacidn univariada, fueron calculadas las

matrices de varianza-covarianza.
Para establecer si los resultados asintéticos bivariados son

utilizables a muestras pequefias, se emplearon téenicas de

muestreo distribucional para garantizar dicha condicién.

Las distribuciones bivariadas fueron aplicadas al analisis
de frecuencias de gastos minimos anuales de varias estaciones
hidrométricas ubicadas en la RepGblica Mexicana.

Los resul tados demuestran que se tienen mejoras
significativas en la fases de estimacién de parametros, obtencidn
de eventos de disefio y limites de confianza para periodos de
retorno especificos, cuando se wutilizan las distribuciones
bivariadas. ‘

‘ Se puede concluir que las distribuciones bivariadas de
val ores extremos representan una buena alternativa en el anilisis

de valores minimos.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1 Conceptos Generales

El agua es uno de los elementos esenciales para la
existencia del hombre. Desde el primer momento de la vida humana
en la Tierra, la dependencia del hombre al agua ha quedado
firmemente marcada y aun en la actualidad sigue inalterada.

En los tiempos actuales, el agua es un elemento importante,
pues Vprové el sustento vital del hombre, y apoya los procesos de
manufactura de articulos industriales,la generacidn de energia
eléctrica, en la produccidén de alimentos... En muchas partes del
mundo, el agua es un importante medio de transporte y un r.;sctor
significativo en las actividades recreativas.

Se estima que la cantidad de agua que hay en la hidrésfera es
de unos 1388 millones de kilémetros ctbicos, de los cuales el
97.9% es agua salada y el 2.95% dulce. Del agua dulce, el 87.3% se
encuentra en forma de hielo © nieve, el 12.3% en el agua
A subterranea y sélo el 0. 4% en agua superficial y
-atmosférica liquida. Por lo anterior, sdélo el- 0.2% del éguar total
de la hidrésfera es potencialmente aprovechable por el hombre.

En México, en particular, existe una gra‘n variedad de climas
y condiciones hidrometeorolsgicas que van desde las condiciones
desérticas, como las qxistentes en él Norte y Noroeste del Pais,

hasta las del trépico himedo prevalecientes en el Sureste del



Territorio Nacional. As{ pues, se tienen regiones con
precipitaciones medias anuales menores a los 230mm, en el primer
caso, ¥y lluvias medias anuales superiores a los SO000mm en el
segundo caso. Por otra parte, hay una gran parte del Territorio
Nacional que se ve afectado afio tras affo con la ocurrencia de
tormentas tropicales, ciclones o huracanes, de diversa intensidad,
que producen dafios de diferente magnitud en cuanto a pérdida de

vidas humanas y daffos econémicos y sociales.
1.2 Descripcidén del Problema

Las sequias plueden definirse de idiversas maneras; por
ejemplo, desde el punto de vista meteorolégico, agricola,
hidrolégico, econémico, social, etc. Para los fines de este
trabajo, el criterio hidroldgico sera el prevaleciente, en
lo general; y la sequia se definira como: el gasto medio diario
miﬁimo anual en una estacién hidrométrica en particular.

Es bien sabido que una sequia es muy dificil de predecir, ya
que al ser un fendmeno regional, la mayor parte de las veces, la
precision de la extensién territorial que abarca y el periodo de
tiempo que duré.. son dos variables que a menudo dificilmenﬁe son
determinadas hasta que la sequia termina y se evaldan los dafios
que ha causado.

Dentro del anilisis de sequias hay diversas metodologfas parak
su estudio que persiguen objetivos diverso§ y que  producen
resultados que son aplicados también para fines diferentes. Para
Jos términos en que se ha p.lanvteado el trabajo que adui se

2



presenta, el estudio se concretari al analisis de frecuencias de
gastos minimos anuales al usar la distribucidn de valores extremos
bivariada del tipo logistico.

Existen muchos métodos de analisis de frecuencias regionales
CCunnane, 1988); uno de ellos es, mediante el empleo de
distribuciones multivariadas.

Muchas contribuciones han sido publicadas en la literarura
relacionadas al problema cde meJdrar la estimacisén de parametros
usando distribuciones multivariadas. Sin embargo, la mayoria de
ellas se han concentrado en la distribucién normal CAnderson,
1957).

Recientemente, la aproximacién multivariada de valores
extremos ha sido aplicada a la soclucién de problemas hidroldégicos.
Los fundamentos tedricos de tal aproximacién fueron dados hace mas‘
de 30 afios (Gumbel, 1888, 1959, 19680a , 16680b , 16887; Tiago de
Oliveira, 1988, 19875a, 1875b,; Galambos, 18735, 1878), pero ellos
han tenido muy poco impactoc en el campo de la hidrologia. Después
de estos trabajos, muchos modelos bivariados de valores extremos
comenzaron a aparecer en la literatura CTiago de Oliveira, 1882).
Un grupo particular entre ellos son los modelos diferenciables,
los . cuales fueron estudiados por Rueda (18813, Raynal € 1985,

‘ ie87a , 1887b ), y Escalante (1881); sus resultades demuestran
que se obtienen mejoras significativas en la fase de estimacién de
parametros, en la reduccidn de la variabilidad de los gastos da‘
di sefio y el cAlculo de limites de confianza para valores dé
disefic, por lo que el andlisis de frecuencias a +travées de
distribuciones multivariadas de valores extremos representé un

3



campo prometedor de investigacién, ademids de que esta, en gran

parte, inexplorado en el sentido de aplicaciones hidrolégicas.
1.3 Objetivos del Trabajo

El objetivo general de este trabajo es desarrollar una
alternativa para el analisis de frecuencl as de eventos
hidrolégicos extremos, en el ambito f:iel anflisis de frecuencias de
gastos minimos anuales, a través de la distribucidn bivariada del
tipo logistico de valores extremos.

Los objetivos especificos son:

a. Desarrollar la f‘uncién de distribucién de probabilidad
bivariada de valores extremes para el analisis de valores
minimos.

b. Determinar la confiabilidad en la estimacién de parametros
por la estimacién conjunta bivariada en comparacién con la
univariada.

c. Aplicar la metodologia propuesta al an&lisis de frecuencias de
gastos mi nimos de datos provenientes de estaciones
hidrométricas de la Reptblica Mexicana.

La contribucién general de la investigacién propuesta,es la
de demostrar que la aplicacidén de las distribuciones byivariadasv
de valores extremos, al analisis de frecuencias de eventos
hi&irolégj.cos extremos, en particular el estudio de  wvalores
niininios. mejora las fases de estimacidn de parametros, calculo de

eventos de disefic y de sus correspond.l entes limites de confianza.



1.4 Descripcién de Capitulos

El trabajo se ha estructurado de la siguiente forma:

En este Capitulo , se hace una introduccién a la problematica
del analisis de frecuencias de eventos extremos y su importancia
con respecto a las actividades humanas.

En el Capitulo 2, son presentadas, en primer términoc, una
descripcién del desarrollo de la teorfia de los valores extremos;
posteriormente, se incluyen las caracteristicas y propiedades de las
distribuciones univariadas y bivariadas de valores extremos.

En el Capitule 3, se muestran ‘ las caracteristicas y
propiedades del modelo bivariado de valores extremos del ti po
logistico.

En el Capitulo 4, se desarrolla un algoritmo para determinar
los estimados de maxima verosimilitud de los parametros de las
funciones de distribucién de probabilidad bivariadas, propuestas
en el Capitulo 3.

La confiabilidad de los estimados de los parametros de las
distribuciones bivariadas de valores extremos se analiza en el
Capitulo 8. Su aplicacién a pequefias muestras, es probada a través
de Lécni.cas de muestreo distribucional. ’

En el Capitulo 8, se incluyen las aplicaciones de las
distribuciones bivariadas de valores extremos al andlisis dé
frecuencias de gastos minimos, con datos proveni’entes de
estaciones hidrométricas ubicadas en la Repiblica Mexicana. '

Las conclusicnes y recomend;xciones. se  presentan en el

Capitulo 7.



CAPITULO 2
DISTRIBUCIONES UNIVARIADAS DE VALORES EXTREMOS

2.1 Introduccién

En el analisis de gastos minimos anuales se han manejado
diversas funciones de distribucién de probabilidad como opciones
para modelar a las muestras que se estian analizando. Dentro de ese
grupo de distribuciocnes de probabilidad, destaca la muy conocida
distribucién de valores extremos Weibull CTipe IIID. Las otras dos
distribuciones extremas, son menos usadas para este tipo de
analisis: Fréchet CTipe IID vy Gumbel C(Tipo ID.

Todas ellas son soluciones particulares de la ecuacién
funcional que deben satisfacer los extremos. La solucidn general
de esta ecuacidén ha sido encontrada por Jenkinson (1955> y a tal
solucién se le ha llamado distribucién General de Valores
Extremos (GVED.

El nombre de val ores extremos se asigna a estas
distribuciones debido a que pueden  ser obtenidas como
digstribuciones limite C n —— @D de los valores mis grandes,
© mas pequefios, entre n variables aleatorias independientes; cada
una debe tener la misma distribucidén continua.

Las. condiciones basicas que definen a . las distribuciones
asintéticas extremas son:
ad) Las observaciones de las cuales los valores extremos. son

seleccionados, deben ser independientes,
b> Las observaciones deben ser confiables 'y estar hechas en

idénticas condiciones,



¢Y El namero de observaciones extremas, n, debe ser grande. El qué
tan grande debe ser n, depende de la distribucidn inicial y del
grado de precisidn buscado, y

d) La distribucién inicial de la cual son tomados los valores
extromos, deben pertenecer a uno de los tres tipos mencionados
anteriormente.

En general, las distribuciones univariadas de wvalcores
extremos han sido usadas ampliamente para analizar la distribucién
de eventos hidrolégicos extremos. Por ejemplo, el Natural
Environment Research Council ¢ NERC, 1078 >, properciona los
procedimientos de estimacidén y aplicaciones de las tres
distribuciones univariadas de valores extremos al analisis de
frecuencias de valores maximos. As{ mismo, contiene el estado del
arte en el anilisis de frecuencias de avenidas cuando se usan

otras distribuciones univariadas.

2.2 Desarrollo de las Distribuciones de Yalores Extremos

La teoria de los valores extremos describe el comportamiento
aleatorio de los enésimos valores mis grandes o mas pequefios de
una muestra de datos.

La historia de los estadisticos de valoreé extremos comenzé
en 1922, en Alemania, con un articule de L. Von Boriklewicz, donde
se pone de manifiesto que los valores mas grandes de nuestras
tomadés de poblaciones normales, son variables que tienen una nueva
di stribucidn. v

En 1923, R. Von Mises, Lambién en Alemania, introduce el
concepto matemidtico fundamental del valor ‘esperado  del.: elemento

7



mas grande de una muestra de datos, y da con ésto el inicio al
estudic de la distribucidn asintédtica de valores extremes en
muestras de distribuciones normales. Los valores mas grandes en
muestras diferentes a la normal, fueron estudiadas por E. L. Dodd
en 1823,

En 1828, L. H. C. Tippet obtuve las probabilidades de los
valores mis grandes para diferentes tamaffos de muestra de una
distribucién normal.

En 1927, M. Fréchet publicéd el primer articulo donde describe
la obtencidén de la distribucién asintética del valor mas grande
de una clase de distribucién individual.

En 1928, R. A. Fisher y L.H.C. Tippet publicaron el articulo
que es considerade el cimlento do la teorfia asintética de las
distribuciones de valores extremos. Ellos encontraron, en forma
independiente, la distribucién asintética de Fréchet, y
construyeron las otras dos.

R. Von Mises (1838) y B. Gnedenko (1943) contribuyercon al dar
las condiciones necesarias y suficientes para validar las
distribuciones asintéticas para los valores mis grandes.

Los desarrollos tedéricos de los affios veintes, fueron seguldos
en los affos treintas, por aplicaciones préacticas al usar los
estadisticos de valores extremos de distribuciones del tiempo de
duracién de la vida humana (Gumbel, 1837 D>, ¥y resi.stenc.t’a de.
materiales C(Weibull, 1838.

Desde entonces, estos procedimientos han sido aplicados
extensivamente a otros campos que incluyen: sismos, s.:latos
meteorolégicos, efectos de corrosién, tiempos de sobrevivencia dey

8



mi croorgani smos,

Con respecto a sus aplicaciones en el analisis de frecuencias
de gastos mAximos y minimos, estian los articulos hechos por Gumbel
Ci°4.‘1. 1044, 1045, 1047 y 10984D.

En articulos pioneros, Gumbel 1858, 1880a D propone algunos
tipos de distribuciones exponenciales bivariadas. Después, Gumbel
C1980b, 1882, 1087) extendid su teoria a las distribuciones
multivariadas de valores extremos; sin embargo, muy poca de esta
teorfa ha sido aplicada al estudio de eventos hidrolégicos
extremos.

Los trabajos de Clarke (1880>, Rueda €1881) , Raynal (1885
y Escalante (1881), reportan reduccicnes significativas en la
variabilidad de los paré&metros estimados mediante las
distribuciones bivariadas y trivariadas.

En adicién a estos trabajos, se han reportado (Takahashi,
1987,1088> algunas propledades de las distribuciones multivariadas

de valores extremos.

2.3 Génesis, Caracteristicas y Propiedades de las Distribuciones
Univariadas de Valores Extremos

Las distribuciones de valores extremos i‘uerjon pbtgnidas como -
distribuciones J..lm.ito de .losrvalores mas grandes o mis pequeficos de
una muestra.

Si XC1d, XC2, . . ., XCn), es una muestra aleatoria de una
qulacién contyinua FCxd, el r~ésimo valor mas gran&e es llamado el
estadistico de orden r-ésimo; su valor serd denctado como xirl.
Por lovque. el mis pequefio valor muestral es x{1] y el mais grande

=}



es xin). Puesto que la distribucién de las X's, F(x, puede ser
interpretada como la probabilidad de qv;xe X tenga un valor menor o
igual a algin valor especifico, x, la probabilidad de que
exactamente j de las X's caiga dentro del intervalo cerrado C~m ,x]
Yy C(n-J> caiga en el intervalo abierto C(x,ad es obtenida
sustituyendo FCxD por la probabilidad en la serie Binomial:
[';]F‘ij)C:l—F'Cx))"-j ¢ 2.1
el evento xirl £ Z ocurre si y solamente si, r o mas de las X(id's
caen en el intervalo ¢ -®w,Z ). Por lo que:
n
FC xir1 > = PC xir) s 2> = [ ! ] Flemc1 - Feo >4
i=r ceaod

En particular, la funcién de distribucidén de los miembros mas

grandes de la muestra de una poblacién c‘:on distribucién FCxO es:
FC x[nl > = C FCx D" c 23>

Si existe una forma limite para los valores mis grandes ﬁe F'4 ..
Lim FC xIn) > = LCx C 24>

n — @

esta es llamada la distribucién asintdtica de los vaq.oras ras
grandes.
Se dice que FC xIn) > es una distribucién estaﬁle para los valores
mis grandes, si existen coeficlentes de atraccidn aly bn >0
tal 'qué-.- ’ B

v CFCxd 3" =FC a_ x+ b O c28)>
' ‘ Esta ecuacidén fue obtenida por F‘réchai (19273 y es llamada el -
Postulado de Estabilidad. |
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Las distribuciones limites fueron obtenidas al resolver la

ecuaciédn C2.8),
distribucién Tipo

Tipe IXI CFréchet)

al considerar el valor de a, = i para la

las distribuciones

I CGumbeld y a_ = 1 para

y Tipo III CWeibulld; su forma final es:

Distribucién Gumbel
FCO =expC ~exp *0, -w<x< +wm ca28>d
Distribucidn Fréchet
FCx) =0 si x<O 27>
FCO =expC ~x P> st x20,8<0 c 28D
Distribucién Weibull
FGO =1 si x20 c 29>
FGO =expC -C ~x® > st x<0, >0 € 2.10 )

En 1983, Jenkinson obtuvo la solucidn general de la ecuacidn

funcicnal que debe satisfacer los valores extremos Cecuacidn

2.6). La solucién resultante, ha sido llamada la distribucidn

“ general de valores extremos *“ C(GVE), la cual representa

directamente a las distribuciones II y III. La distribucidn tipo
I, resulta como un condicién limite de la distribucidén general
de valores extremos, cuando 3+0.

Cada distribucién esta caracterizada por el valor que toma el

parametro de forma (3; especificamente:

a) distribucién tipo I (Gumbeld para 3 =
b) distribucién tipo II (CFréchet)d para 8 < O
>

) distribucidn tipo III CWeibulld para {3

11




2.4 Génesis de la Distribucién General de Valores Extremos CGVED

Considérese N muestras, cada una de tamafio n, que han sido
tomadas de la misma poblacidn. En cada muestra hay un valor maximo
y el valor maximo en las Nn observaciones es el maximo de los N
maximos valores tomados de muestras de tamafio n. La distribucién
del valor maximo en las Nn observaciocnes tenderid hacia la misma
expresién asintédtica tal y como la distribucién del valor maximo
en las muestiras de tamaffo n, siempre y cuando tal asintota exista.-

Dade que una transformacién lineal no cambia la forma de la
distribucidén, la probabilidad de que el valor maximo sea menor que
X, debe ser igual a la procbabilidad de una funcién lineal de X,
CGumbel, 19088>, la cual es representada por la ecuacidn C2.6>.

Al suponer que F = exp c_e—ny)) y tomar dos +veces el logaritmo
natural en (2.8, se tiene que:

LnCnD—y(x)=—yCanX+bn) C 2,11 D>
Si se expande (2.11) en potencias de ¢ X - Xo ), donde y(Xod =0,
se llega a la siguiente expresién:

:LnCn>= -y Cbn +an Xod + CX - XOD{ y ' CXod - a,y ‘Cbn +an XO)} +

X - Xod* L,
e - [
+ —— {y CXod a vy Cbn +an Xo)} + .

et
c 212
y dado .que la ‘ecuacién €2.12) es valida para el range de valores

de X, se pueden obtener las siguientes ecuaciones:

- ¥ Cb +a Xod = Ln Cnd c 2,13 )

_ , _ S
y’CXod a y Cbn +an Xod [o] c 2. 1]4’ bl

i2



¥Pexed - a;‘; yc”cnn +a_ %od = O € 2.48 )

donde CtD> estA asociada al orden de la derivada y para t 2 &,

al usar €2.13), (2.14) y (2.19):

y;L)Cb +a_ Xod yFt)(Xob
n n = -
’ t‘ ? t .
{y b +a  Xo } {'y' CXo)} C 2.18 >

El miembro de la derecha de la ecuacién (2.16), depende sélo de t y
puede escribirse como Cl. Dado que para valeores que varian de n,
Cbn + a. Xo) toma todos los valores en el range de X, tenemos que

para t 2 1, generalmente, C2.18) se transforma en:

t
ny')CX)=Ct{y’CXD} ¢ 2.17 >

que al diferenciarla con respecto a X queda:

L1
YCt+1)CXD=tCzCL {y'CX)} ¢ 2.18 >

y la relacién recursiva para Cl es:

ct+a =t Cz cl para t z 1 ¢ 2.18 D
de donde se obtiene:
t-2
Ct = Ct ~-10D!¢ C2 € 2/20.0

de las ecuaciones ¢ 2,17 > y C 2.80 J:

y ‘tcxod

t-2 t L L
Ct-1D! Cz { y ' (Xod } c 2.2t

la expansién de y(>> en potencias de (X-Xod es:

y €X> = Z_c"_;.ﬁ?. v Pxed cae2>
L e :
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‘l)(XOJ como aparece en C2.21) y al hacer los

y al sustituir y
cambios de variable de y'CXod por W, CL por k y 1/kw por a, se

tiene que:

L

y cx> =1 Z CX - Xo3 C 223>
k t
tSa t a
esto es:
-1 _ _CX-Xod
CX-Xod =a €1 -~eKY)> ¢ 2.28 >
y ' = 3 a - CX-Xo c2.28)>
y de €2.13) y €C2.14) finalmente se tiene:
a = n* € 2.27 >
b = CXo + adC1 - nok c 228 )

La ecuacidén (2.9 puede ser escrita como:

F"[xo +cxX - xoa] = P[Xo + ac1 - n*> + n¥cx - Xo>] ¢ 2200

la cual de situar arbitrariamente el origen de X donde y = O,

produce finalmente la solucién general a: partir de €2.28):

X=aci-e ¥ ' € 2.30 )
o bien su inversa: :
N | . X
yCxd> = —k—-LnC1 = p] cC 2.31 D>

Si én esta solucidén se considera la existencia de un parametro de
ubicacién uy si la constante a representa el cociente del

14



hﬁrémetro de forma {3 sobre el parametro de escala a, se tiene que

la forma final de la funcién de distribucién de probabilidad de la

distribuci®n general de valores extremos CGVE) es:

x - u 1B
FCX> = e~ 7 C=F—2F
La funcién de densidad de probabilidad es:
_ 1/0-1
(x> = 2 1 -¢c XUy exp - 1 -C

a

donde:
ﬁ es el parametro de ubicacidén
a es el parametro de escala, a > O

B es el parametro de forma

lLas caracteristicas y propiedades de las

. Gumbel y GVE son de acuerdo con NERC C1978):

a. Distribucién de valores extremos tipo I (Gumbeld
La funcidén de distribucidn acumulada es:
- e Cx - wW/a
FC XD> = e

La funcién de densidad de probabilidad es:

—Cx-wd Sot
£CXS. = i o Cx-ud /o e )

18

X -

u

C 232>

10
on

¢ 2.33 >

distribuciones

¢2:34 0.

c 2385



donde:
u es el paradmetro de ubicacién

a es el parametro de escala, a > O
#*

la moda esta en X" = u, la media, varianza y el Sesgo son:
Media = gu = ECxO =u+Ca = u+ 0,8772 o C 2.86 >
2 2
varianza = of = E x - EGo s D% C 2.37 >
Sesgo = ge = 1.14 C 2.38 >
La variable reducida o estandarizada, Y. estad relacionada a
x por:
X - u

y = = C 2.38 D

La funcidén de distribuciédn acumulada de la variable reducida es:
- Y
FEX> = e % C 2.40 )

y su funcidén de densidad de probabilidad es:

- - 4
e = L e y e C 2410
la media y varianza de la variable reducida son:
u = 0.8772 C 242>
2
2 _ g )
of = 5 C 2.43 O

b. Distribucién general de valores extremos CéVE)

Las  caracteristicas y propledades: para esta distribucién
"deben ser establecidas para cada una de sus ramas.
La relac16n4 entre la GVE y 1la variable reducida de vvalores‘

extremos tipo I es:

x = u + a¥w ‘ € 2.44 0

18



Woe @ — ¢ 2.45

donde W es la variable reducida general de valores extremocs.

La distribucién general de valores extremos es del T{po Il cuando:

a> 0; < 0O u + af3 < x £ o £ 2.48 O
si la variable reducida Y para la distribuciédn de valores
extremos tipo II, se escribe como:

X - u
y= 1 - C = 28, 0O=fysSsw C 2.47 2

sus correspondientes funciones de distribucién y densidad son:

_ 18
GCy> e ¥ . C 2,48

i -

y : i/ - 1
1/
y o 4 B

C 249D
] ,

gCy)>d

la media y varianza de las variables reducidas son:
4 = I'ct +p8D C 2.80 2
= rc1+28d>-r*c1+p80> c 28 >
donde I Ce) representa la funcién gamma completa. k
El sesgo correspondiente es:
rci+@m - aCL+em rer+m + ar Taam ~ ;
“gas = rVE - c 2.8
. FC1+42M - FF Ci+@ B

la mdiana y la meoda de la variable reducida son:
mediana = y® = C 0.803185 > O ces3d
moda = y* = c1 - @f _ Ccamis

La funcién de momentos en su forma general es: . :
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EcCy > =rca1+rpd> , gco C 2.8%

La distribucién general de valores extremos es del Tipo III

cuando:
a> 0; 8> 0; - £ x € u+ap c 2.88)>
si la variable reducida Y para la distribucién de valores

extremos tipe III, se escribe como:

X - u

-y=1 - C >p; - Syso0 C 2.87 )

ot

sus correspondientes funciones de distribucidén y densidad son:

-c -y

GCyd= e C 2.88 D
y : ' 1.8 -1
, € -y > . - -V

gCyD= - ———B——-——- C 2.88 >

la media y varianza de las variables reducidas son:

4 =-TCc1+p>D ¢ 2.80 )

o= Fci1+28>-r¥ci1+pd c 2.8

El sesgo correspondiente es:
~FC1+3( + 3rCi+2m rea+@d - ar i

ge = - ¢ 2.82 )
rei+em -t civm ‘

la mediana y la moda de la variable reducida §on:
mediana = y# = - C 0.80318 > ° ¢ 2835
moda = y* =-c1 - @ c'ba.a:z’:"
La func;én de momentos en su forma general es: _ . _
ECyY > =c-1> rct+rpd> , (s>,6k c2.88>)
c. Distr;bu:itﬁn general de valqra; extremos CGVES para mi nimos
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Las caracteristicas y propiedades para esta distribucién
deben ser establecidas para cada una de sus ramas.
La relacién entre la GVE y la variable reducida de valores

extremos tipo I, ambas para minimos, es:

X = w + a¥Ww C 2.88 >
v By
e ~ 1
W= —_ C 2.87 >
A

donde W es la variable reducida general de valores extremos, para
minimos.
La distribucién general de valores extremos para minimos. es
del Tipo Il cuando:
ad> O; #<0; —o< x= 0w - off C 2.88 2
si se define a la variable reducida y, para la distribucién de

valores extremos tipo II, como:
w - X

-y= 1 -c =2 B ~-w<{y=<o0 ¢ 2.89 )

sus correspondientes funciones de distribucidn y densidad son:

-C - i3 ,
GCyd= e Y72 € 270>
_}_’:
i/ - 1
- o -c—y37P
gCyd= = 7 e
la media y varianza de las variables reducidas son:
u =~-rci1 +08 ’ c a.72 >
o= rci1+2d>-r*c1+p> . ca73d>

‘donde I’ Ced representa la funcién gamma completa.

ie



El sesgo correspondiente es:

2
[ rci+em - 1

la mediana y la moda de 1

mediana =

moda = y# = -

y»

La funcién de momentos en

Ecy > =c-1
La distribucién general
cuando:

a> 0 p>0;

si se define a la variable reducida

valores extremecs tipo III

= C143 + 3 IC1+ B I'Ci+2M - 2rci+m®»

asz
C1+md ]

a variable reducida son:
=-co.eeasd P
c1-m°@

su forma general es:
frca+rpd> , p<o
de wvalores extremos es del
W= af? S x<{ o
Y

para minimos, como:

X - u

y=1—ca

> B, 0=y <o

C 2.74 D

c2.78>

C 2.76 2

C 277>

Tipo 111

c 2.78 >

para la distribucién de

c 2782

sus correspondientes funciones de distribucién y densidad son:

GCyod>= e

gCyd=

4

18

1.8 -1 .
Y e = add
e}

la media y varianza de las variables reducidas son:

# = Ic

o = I C

El sesgo cbrrespondiente

1.+080
1 +28>-r*c1+p>d
es:

20
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ca2.81 >
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-]
FC1+43 =~ 3rC1+2M C1+@ + 2 CL+3
ge = € 2.84.)

2 arz
[rc1+a(3> -F c1+(a>]

la mediana y la moda de la variable reducida son:
mediana = y& = C 0.88318 O B c 2.88 >
mda = y* = c1 ~-mf ¢ 2.88 >
La funcién de momentos en su forma general es:

ECY > = FPci1+rg> , >0 ' c 2.87




CAPITULO 3
MODELOS BIVARIADOS DE VALORES EXTREMOS

3.1 Introduccién

El uso de la probabilidad y la estadistica en hidrologia,
debe proveer los modelos matematicos, llamados funciones de
distribucién de probabilidad, y la forma ‘para estimar sus
parimetros, llamada estimacidn estadistica, respectivamente,a fin
de hacer el mejor uso de la informacién de que se disponga, para
los fines de disefio y operacién de las estructuras hidraulicas.

Debido a que la mayoria de los datos hidrolégicos forman
muestras finitas de una poblacién, los parametros y distribuciones
de estas variables no pueden ser determinados exactamente. Una
forma de mejorar su estimacidn, es mediante la construcciédn de
modelos regionales, los cuales consideren la informacidén
proveniente de otras fuentes que estin correlacionadas con el
fenémeno en estudio. }

Como ya se ha mencionado, el objetivo de este trabajo es el
de proporcionar un medio que mejore el analisis de frecuencias de
eventos hidrolégicos extremos. Con este propdsito, se desarrolla ..
la funpcién bivariada de valores extremos, cuyas caractoristicas y
propiedades se mﬁestran en la seccidn 3.2 .

En general, la construccién de un modelc matemitico requiere
de cierta metodolojgia, la cual se presenta en la seccidn 3.3 .

Asf mismo, en la seccién 3.4, se incluyen las caractéristiﬁ:aé
y p!jopiedades del modeio bivariado. B
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3.2 Génesis, Caracteristicas y Propledades de las Distribuciones
Bivariadas de Valores Extremos

Las distribuciones univariadas han sido desarrolladas vy
aplicadas ampliamente en el anAlisis de frecuencias en hidrologia;
poca atencidn se le ha dado al estudio de la aproximacidédn
multivariada.

Los articulos pioneros de Finkelstein (1853), Gumbel (1658) y
Tiago de Oliveira Ci888), dieron los fundamentos tedédricos para el
andlisis de las distribuciones bivariadas de valores extremos.

Una distribucién asintédStica bivariada se caracteriza por las
siguientes propiedades:
ad) Las distribuciones marginales son asintéticas extremas,

b) Es estable Ccumple el postulado de estabilidadd,

¢) Posee una funcién de densidad, y

d) Se elimina el caso trivial donde la distribucién multivariada
es el producto de las distribuciones marginales extremas.

Sgan CXi , YO pares de variables aleatorias independientes,
cada una con la misma distribucién cenjunta FCx,yd. Puesto
que x‘. s xn son variables aleatorias continuas,
independientes e idénticamente distribuidas, es posible encontrar
transfqrmaci ones lineales:

V xnaanxm-t-bn ) ¢ 3.1
tal que xn tenga una distribucidén limite C para n - @ D
que sea uno de los tres tipos de distribuciones de valores
extremos. Habra también una transformaciodn:
Y = e Y + dn 3.2 "

n n  max

con propiedades similares.



La funcién de distribucidén conjunta de C méx,XL. max Yt d) es:

Pr{méxx,ls x, mMAX Y < y}=r-"cx.y> € 3.3

19

Al denotar la funcidén de distribucidén acumulada bivariada por
FCx,yd, se tiene:
FCx,yD> = Lim [ahx+bn .cny+dnJ C 3.4
n - @

Esta ecuacién es una extensién de la ecuaciones (2.4) y (2.5

La distribucién conjunta limite de xn y Yn C para n — oD
es una distribucidén bivariada de valores extremos

Entre las distribuciones bivariadas se encuentran los
llamados modelos diferencliables Caquellos que cuentan con una
funcidén de densidad > y los no diferenciables. Entre los de la
Gltima clase, se encuentran (Tiago de Oliveira, 1282): el modelo
biaextremo, el modelc Gumbel y el modelo Natural. Estos modelos no
cuentan con una funcidn de densidad de probabilidad explicita, lo
cual hace que la estimacidn de parametros sea muy complicada.

Entre los modelos diferenciables, se tienen: el modelo
logistico y el modelo mezclads. Tales nombres les fueron asignados
debidc a que, en el primer caso, la diferencia de las variables
reducidas, ‘cuando ambas marginales son distribuciones Gumbel ,
tiene una distfibucién logistica estindar. En el segundo caso, el
modelo tiene una funcidén de dependencia que parte de una mezcla de
las funciones marginales para los casos de independencia .y

dependencia, cuando éstas son distribuciones Gumbel.



C 1 > El modelo Logistico

Este modelo tiene la forma:

m

i/m
FCxX,y,m) = exp {— [ € -Ln FCO) + C-Ln FCydd "‘]

¢ 3.82
donde:
m es el parametro do asociacién
FCw es la funcidén de distribucidén marginal de u
m21; 0=<p=<1
Para m = 1, la funcién de distribucién bivariada se reduce al
productoc de sus marginales :
FC.x,y,m > = FCx> FCyd - C 3.8

el cual representa el caso de independencia.

C ii > El modelo mezclado
Este modelo es de la forma:

-1
1 1
FCx,y,a@d = FCO FCyd -xp{a[__LnFc)o+_Lnch] }

C 3.7
donde:
a es el parametro de asociacidn
0SS as1
para a = 0, se tiene el caso de 1ndapender;cia. similar a la
ecuacidn €3,.60.

Dadoe que el k modelc logistico bivariado Liéne mayor
versatilidad que el modelo mezclado ( amplios rangos del
coaf'iciente de correlacién y del indice de dependencia, los ‘cuale‘s".m
permiten alternativas miAs alla del caso de independencia >, es ‘
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aconsejable C Raynal, 1885 ) su aplicacién a la solucién d.e
problemas de analisis de frecuencias en hidralogila.

Gumbel C1082) mostrd seis posibles funciones de distribucidén
bivariada, mediante el emplec de las tres asintotas, como
funciones marginales dentro del modelo .I.og.‘l.sticvo. Raynal (1888)
redujo las posibles combinaciones 2a tres, al utilizar a la
distribucién general de valores extremos comc funcidn marginal.
A estas combinaciones, Raynal C1988) les ha asignado los nombres
siguientes :

a) Distribucién de Valores Extremos Bivariado Tipo 11 (VEBi1) o
Distribucién Bigumbel.

b) Distribucién de Valores Extremos Bivariado Tipe 12 C(VEBi2) o
Distribucidn Gumbel ~GVE.

¢) Distribucién de Valores Extremcs Bivariade Tipo 22 CVEB22) o

Distribucidén Bigeneral de Valores Extremos.

Adem&s propone el emplec de las siguientes funciones de
distribucidén acumulada y funciones de densidad, para las ‘Lras

combinaciones de funciones margl nales del modelo 1 ogistico

bivariado:
a. DISTRIBUCION VEB11 x - u,
-m
FC x.y.u’.a‘,uz.az,mb = axp { - [ e % +
y ©u, 1/m
-m
a
+ e 2 ]



1 -m & t on = z
£C x.y.u‘.a‘.uz.az.m ) = - [ 1 e 2
1 2
_mx-u‘ _my-uz i m
{ [ a a ] }
oxp - e 3 + e z
_mx-u‘ _my-uz i/m -2
[ " i ]
e 1 + e 2
_mx—u‘ _my—uz i/m
{ m-1 + [ [ e + [} az ] }
C 3.8
b. DISTRIBUCION VEB12 x -t
. -
FC XIY|u‘oa‘uuz|az.ﬂz.m b = exp { - [ e al +
v - uz Wﬁz i1/m
+ 1 - pr p) (3: ]
2
¢ 3.10 >
X - u
. 1 -m < 1
£c x'Y!“‘oa‘ouz-azv{’zom = —z’—"a; e 4
x - u
i Yy - u m/f3 ~ 1 . ~m
2 2z = a
21 Com = bl ﬁz exp [e 1
]
y-u, Wﬁz 1/m
+ 1 ~-C >R ]
a 2
2
X - u '._ :
-m = Y y - ua m?ﬂa vi./m’ ’;2
[ - , . 1 - c—g S




-m y - u m/f3
{ m-1 o+ [e 4 + 1 -C a’: B, ’] }

z
C 3,11 >
c. DISTRIBUCION VEB22
x - u, m/(?‘
FC x-y.u‘.a‘,ﬁi.uz.az.ﬁzm D) = expy — [ 1 -C X 2 ﬂ‘ +
i/m
y -u, mg3,
+ 1 - ¢ —"> g, ]
2
C 3.12)
i x-u, m/ﬁ‘-:l
£C x.y.u‘..a‘.ﬁ‘.uz.az.ﬂz.m > = a3, 1 - C > B,
y-u, m/{?z -1
1 - ¢ —" g,
3
{ x-u, m/ﬂ‘ y-u, m/(?2 1/m )
exp -[1-c ’ R + 1 ~-c > ] }
a, 1 a, 2
x-u, m B, y-u, ‘ nR, i/m - 2
[1—ca>n‘ + 1-¢—=38, ]
3 2
x-u, m/(?‘ Yy -u, m/{i2 : 1/'"
ka-1)+[ 1 - a"f’. + 1 -C oy >R, ] }




d) Distribucién BEVE2 para minimos

w - X m/B,
FC x.y.u‘.a‘.l?’.uz.az.ﬂzm > = exp{ - [ 1 -C p] p‘ g
)
w,- ¥ m/ﬂz i/m
+ 1 - C = b B,
2
€ 3.14

TC x,yu, 400,00 00, 0f,0m > = aa ) 4
12 'y
w, - mp, -1
2 2
[ i - C - = J ﬂz ]
2
1/
w, - x m/ﬁ‘ w, =Y m/(iz m
cxp{—[i-(a)(!‘ + 1-¢-5—>p ] }
1 2
w, - x m/(?i w0~y m/ﬁz im -2
[ 1 ~-C -—a— b ﬁ . + 1 -C > p) ﬁ 2
1 2
W - x m/(?1 LA 4 m/ﬁz 1/"{
Cm—13+[ 1—C—-—‘>ﬁ‘ + 1—Caz)(3: ] J\

C 3.18

Las ecuaciones €3.14) y (3.19), representan a las funci 6nqs de‘
distribucidén y de den‘sl dad de probabilidad correspondi antﬁs a
minimos, las cual esv seraAn usadas en capitulos posteri ai'es; para
pi;oponer el analisis bivariado de sequias, al.usar la di stri buei 6;1
: bivariada de valores extremes contenida en dichas ecuaciones.
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3,3 Construccidn del Modelo Matematico

Los modelos estadisticos facilitan 1la predicciédn, en
términos probakilisticos, de las ocurrenclas futuras de
experimentos u observaciones, y son considerados como la forma mas
condensada de informacién acerca de las variables aleatorias en
estudio.

El proceso para resolver problemas estadisticos practicos,
requiere de las siguientes etapas:

i1a. Planteamiento del problema

2a. Seleccidén del modelo matematico

3a. Estimacién de los parametros del modelo

4a. Verificacién de la confiabilidad del modelo

Sa. Derivacién de conclusiocnes proporcionadas por. el modelo

De acuerde con la problematica planteada en este trabajo, su

solucidn requerira de la siguiente metodologia:

3.8.1 Seleccién del modelc matematico

En hidrologia es raro contar con series lo suficientemente

grandes para garantizar que los parametros de la distribucidén
' por aplicar, pueda ser estimada de la manera mis eficlente.

El estudic de los gastos mi ni mos anuales bha sido
analizado, entre otros, a través del uso de distribuciones
univariadas de valores extremos; como una forma de reducir la
variabilidad en la estimacidén de paf.‘imetros. se proponen .las_'
distribuciones bivariadas de valores extremos. De ac:uérdb con :
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los resultados obtenides en el campo de las distribuciones
multivariadas de valores extremos, se concluye que de las cinco
distribuciones bivariadas de valores extremos conocidas, sélo dos
tienen funcién de densidad explicita, lo que representa una forma
adecuada para obtener sus parametros. De estos modelos, el
logistico bivariado ha mostrado ser la mejor alternativa, ya que
puede reducir la variabilidad de los parametros del orden de un 18%,
comparativamente con los resultados obtenidos al aplicar las
distribuciones univariadas de valores extremos. De acuerdo con lo
anterior, el modelo que se pretende desarrollar, es del ¢tipo
logistico bivariado de valores extremos para minimos.

Las distribuciones marginales de la distribucién bivariada de

valores extremos, serin del tipo de general de valores extremos.

3.3.2 Estimacién de parametros del modelc logistice bivariado

Las funciocnes de distribucién de probabilidad contienen
parametros los cuales deben ser estimados de la muestra de
datos, Estos parametros deben cumplir con ciertas propiedades:
sesgo nulo, consistencia, eficiencia y suficiencia; de las cuales,
la ma&s importante es la eficiencia.

En hidrologia, son usados varios métodos de estimacidén de
~-parimetros, los cuales pueden ser ordenados de menor a mayor
eficiencia como:
a, Método grafico
b. Método de minimos cuadrados
c. Método de los momentos
d. Metodo de maxima vercsimilitud
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De acuerdo con esto, el método seleccionado para la estimacién de

parémetros de las distribucicnes bivariadas de valores extremos,

serd el de méxima verosimilitud; el cual ser& estructurado de
manera tal, que pueda cubrir todos los posibles arreglos de las
muestras analizadas.

El método de maxima verosimilitud, selecciona el valor de los
parametros ©, para los cuales la funcién de densidad de
probabilidad conjunta de las variables aleatorias C(funcidn de
vercsimilitudd se maximiza.

La forma de solucién del método es:

a, Obtener la funcidén logaritmica de verosimilitud asociada a la
funcién de densidad estudizda.

b. Obtener las derivadas parciales de la funcidn logaritmica de
verosimilitud con respecto a cada uno de los parametros del
modelo.

c. Cada una de las derivadas resultantes son igualadas a cero; con
esto, se tiene un sistema de tantas ecuaciones como parametros
existan.

d. Resolver el sistema resultante mediante procesos iterativos.

De acuerdo con el tipo de funciones de verosimilitud
resul tantes, para . las distribuciones bivariadas de vaiore$
extremos, el paso d, representa una forma muy complicada de
solucién. En lugar de ésta, el problema sera resueltc a través de
un algoritmo de optimacién no lineal multidivariado restringidd. el
cual ya ha dado buenos resultadeos en su aplicacién al analisis dq

series de ti’empé hidrolégicas.



3.3.3 Confiabilidad en la estimacién de parametros
Con el fin de establecer si hay o no mejoras en la fase de
estimacién de parametros, se requiere determinar la varianza de
los parametros a traves del cAlculo de su matriz de varianza-

covarianza. Sus elementos son obtenidos mediante la expresidn:

¥ ntL -1
vrs=[-sc———-—-> ] € 3.48
a6, 26,

donde:

E [.] = valor esperado de [ . ]

Vr~s = rs-ésimo elemento de la matriz de varianza-covarianza

Ln L = Funcién de verosimilitud logaritmica

8i = iésimo parametro

La complejidad de las funciones de verosimilitud logaritmica,
prevé el uso de esquemas de integracién numérica unidimensional Yy
bidimensional, para el calculoc de los valores esperados.

Una vez que las matrices de varianza-covarianza han sido

obtenidas, el contenidoc de 4informacién relativa puede seor

calculado para mostrar si existe mejora en la estimacién de

parametros:
Var é.u
I R - ¢ 3.17 O
Var eB
donde:
I = .Contenido de informacién relativa. La mejora
es alcanzada para I > 1.

var 8 = Varianza del parametro estimado a través de
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la aproximacién univariada.
Var 8 = Varianza del parametro estimado a través de
la aproximacidn bivariada.

Con el fin de mostrar en cuiles casos tales mejoras son
obtenidas, se lrequiere obtener la matriz de varianza-covarianza
para la alternativa de 1la distribucién bivariada de valores
extremos.

Como los resultados anteriores estan basados en resultados
asintéticos ¢ n — ® D, se requiere determinar si éstos son
aplicables a muestras pequefias. Con tal propdsito, se utilizaran
técnicas de muestreoc distribucional. En general, dichas técnicas
requieren:

a, Generar muestras bivariadas de tamafic especifico € a través de
distribuciones condicionales >

b. Obtener para cada una de las muestras generadas, el conjunto de
paraAmetros de la distribucién.

c. Calcular la varianza de los parAmetros de las muestras
simuladas.

d. Comparar las varianzas asintéticas de los pardmetros, con sus
varianzas simuladas para, determinar un tamafio de muestra
minimo.

Este procedimiento se realizarA para la opcién de la

distribucién bivariada de valores extremos para minimos.

3.3.4 Aplicacién al andlisis de sequias
Las distribuciones bivariadas de +valores extremos se
aplicaran al‘ anilisis de sequias en varias estaciones de aforos,
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ubicadas en la ReptGblica Mexicana, La secuencia de anilisis seri

la siguiente:

a. Seleccionar, de acuerdo con el criterio de error estandar de
ajuste, la mejor distribucién para una muestra de datos. Los
modelos en competencia seran las distribuciones uni variadas
y bivariadas de valores extremos. Esta etapa se hace con el fin
de determinar en qué medida las muestras son mejor ajustadas,
por cuAles de estos modelos.

b. Obtener los gastos de diseffo y sus correspondientes limites de
confianza, para pericdos de retorno especificos. En esta etapa se
requiere determinar =i la aplicacidén de las distribucicnes
bivariadas reducen la variabilidad de los gastos de disefio.
Para esto, se requiere comparar las varianzas asintéticas de
los eventos disefio, con sus correspondientes varianzas
simuladas., Para obtener estas Gltimas, nuevamente se requiere
del usco de técnicas de muestrec distribucional.

c. Comparar los resultados obtenidos al aplicar las distribuciones
bivariadas, con aquéllos proporcionados al aplicar otras
distribuciones univariladas. Las distribuciones consideradas en
este andlisis seran:

Distribucién Lognormal de 3 parametros
Distribucién de Valores Extremos tipos I y III

Distribucidn General de Yalores Extremos
Los métodos de estimacién de parametros de estas
distribuciones, son el de momentos y /o el de maxima wrosim;litud.
- Con ‘est.o. se tendrAn varias opciones univariadas, las cuales
ser&n comparadas con la opcidén bivariada. El criter.io de
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seleccién del mejor ajuste seri el del error estandar.
La aplicacién y comparacién de las distribuciones bivariadas
con las univariadas, darin el horizonte de aplicacidn de estas

distribuciones.

3.4 Caracteristicas y Propiedades del Modelo Bivariado
Sean (Xi, Yi) parejas variables aleatorias independientes,
cada una teniendo la misma distribucidn conjunta FCx,y). Puesto
que X‘ . cens xn son variables aleatorias continuas,
independientes e idénticamente distribufidas, &5 posible encontrar
transformaciones lineales:
X = a X + b ¢ 3.18

n n masx n

tal que Xn tenga una distribucién limite ¢ para n — ® J,
que sea uno de los tres tipos de distribuciones de valores
extremos. Habra también una transformacidn:
Yn = e Ymax +d ¢ 3.120
con propiedades similares.
La funcién de distribucidn conjunta de Cmax Xl.méx Yi.)

as;

Pr{m&xXin.maxYlS y}=F“cx.y3 Cc 3.20

.51 denotamos la funcién de distribucidn acumulada bivariada por
FCx, ¥, se tiene:

FCx,y> = Lim 3 a x + bn R dn y + dn b1 i ¢ 321>

n -» o




La distribucién conjunta limite de xn e Yn Cpara n — o,
es una distribucién bivariada de valores extremos, la cual tiene
las mismas propiedades bAsicas presentadas en la Seccidn 2.4. Para

la distribucién logistica, la distribucién limite tiene la forma:

f- Ln FCx, 23" = [-Ln FC01 ™ [~ Ln Fcyd)a ™ C 3.2

donde:

m es el parametro de asociacidén
FCw es la funcidén marginal de u

El modelc debe satisfacer las siguientes desigualdades:

FCx.D ... FCx D S FCX ,...,x> S min FCxDJ, . . .,FCx )
E n 4 n E n
¢ 3.2%
3
2{n~1) n-2
2/2
{Z FCx‘. xj )} S FCX 4...,x 20 < [2 FCx, , x.)] 7 [2 FCX,D]
o 1 n 1y 4 i i
c 3.20

El modelo bivarfiado se desarrollarid a partir de la ecuacidén
€3.22).Al tomar como funciones marginales la distribucién
general de valores extremos para minimes, se tendra 1la
distribucién bivariada general de valores extremos CBGVED.

‘ Las funciones de distribucidén de probébil.ldad y de densidad,
para la distribucién de valores extremos bivariada propuesta, son
las contenidas en. las ecuaciones C3.14) y >C3.1S). previamente

mostradas.
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CAPITUWLO 4
ESTIMACION DE PARAMETROS

4.1 Introduccién

La parte mas importante, desde el punto de vista ingenieril,
del usc de las distribucicnes de probabilidad para modelar eventos
extremos en hidrologfia, es la estimacién de leos parimot.ros-de la
funcidén de distribucién, que producirin los gastos de disefio y sus
correspondientes limites de confianza.

Existen varios métodos de estimacién de parametros, entre los
que se encuentran: graficos, minimos cuadrados, momentos Cde
probabilidad pesadad, maxima entropia o maxima verosimilitud. La
eleccién de cualquiera de ellos depende, principalmente, de las
caracteristicas de 1la distribucién y de los instrumentos
computacionales a que se tenga acceso.

La doescripcidén del método seleccionade para estimar los
parametros de las distribuciones bivariadas, que es el de maxima
verosimilitud, se muestra en la secclén 4.3, donde ademas se
presentan labs funciones logaritmicas de verosimilitud para las
distribuciones bivariadas de valores extremos para minimos.

En la seccidén 4.4, se incluye la funcidén de verosimilitud
logaritmica por optimizar, para la distribucién bivariada de
valores extremos' que se propone.

4.2 Propledades de los Parametros Estimados )

Cuando una funcidn de distribucién de probabilidad se utilizé
para describir el comportamiento de cierta muestra de datos,  se
requiere determinar el valor de sus parametros, los cuales deben
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cv.hi:plir con laﬁ s.trguientes propi edades:
a, Sesgo nulo

Un estimador 6 de un parametro poblacional € se dice que

tiene sesgo nulo si EC 6> =06 El sesgo es obtenido por

EC 6> -8
b. Consistencia

Un estimador 6 de un parametro 6 se dice consistente si

| e - e ] se aproxima a cero, conforme el tamafio de la

muestra tiende a infinito
c. Eficiencia

Un estimador & se dice el mis eficiente para 6 , si tiene

sesgo nulo y su varianza es al menos tan pequefia, como

cualquier otro estimador no sesgado para € .

d. Suficiencia

8 se considera un estimador suficiente para 6 , si 8 usa

toda la informacién relevante contenida en la muestra.

Hay muchos métodos para determinar los parametros de una
funcidn de distribucién de probabilidad a través de la muestra de
datos.

Como se mencioné, el método seleccionado para la estimacidn de
parametros de las distribucicnes bivariadas de valores extraﬁxos.
sera el de mAxima verosimilitud.

El uiéi;odo es aplicable a funciones de densidad complicadas’
y produce estimadores que cumplen con las propiedades ya
‘menci onadas.

Estas caracteristicas no sélo son importantes en la fase de
" obtencidén de parametros, sino también, . para la etapa ’ de
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determinacién de la confiabilidad de estimadores.
4.3 Método de NMaxima Verosimilitud para Funciones de Distribucidn

de Probabilidad Bivariadas

La funcién de vercsimilitud de n variables aleatorias esta
definida como la densidad conjunta de esas n variables, y es una
funcién de los parametros.

Si CXs, YO, . . . ,CXn, YnO es una muestra aleabf:ria de una
densidad bivariada, la correspondiente funcién de wverosimilitud

£ CXi, Yi, 8

[

~
156
n<¢
[[++]

v

n

v 1

cC 4.1 D
donde?
£C o D es la funcidn de densidad bivariada

e es el conjunto de par&metros

Dado que las muestras que se analizan no tienen igual longitud
de registro , es necesario tener una formulacién suficientemente
flexible para cubrir todos los posibles arreglos de los datos. Tal
formulacién, esti basada en la generalizacién hecha por Anderson
’C1QVB7). La formulacidén propuesta puede manejar, por ejemplo, los
siguientes - arreglos muestrales con longitudes diferentes de

registro, CRaynal, 18985):

1> Xy pes o X
1 n, ’
yi.....yna. na+1..... na“’s ce.2
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iid x

beee X
n1+1 nl+na
Vareees¥Y_ » e 4.3
1 ny n1+1 n1+na
1140 x, ,...0%x_ WX beeosX
1 n, n1+1 n1+na
Yo aq e veees c4. 4
ny +1 ny -N'aa ny +na+n3
ivd x reoeeX
n1+1 ni-v-na
YeveeasY . » sesss Y sesr ¥ C4,.5
1 STny " ny +1 ny +na n, +n2-0-n3

La correspondiente funcidén de verosimilitud para los tipos de

arreglos mostrados anteriormente es:

Il Iz
ny Ny
LCx,y, 8 = [ n* fc p, @3 ] [ m?of£C x., v, 8, )]
i=g i=z=4
I3
nl
[ worcr,. 933] C 4.8>

donde:
' LC > es la funcién de verosimilitud de C » O
n es la longitud del registro univariado, antes del
periodo comGn ny . ‘
n @s la longitud del registro con relacién bivariada,
en el psriodo comin n, .
n es la longitud del registro univariado, después “del"

pariodc comtn n,

'p es la variable del registro univariado. antes del
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registro coman.
Cx, 0 son las variables relacionadas en forma bivariada,
durante el pariodo comtn de registrao.
r es la variable del registro univariade, después del

registro coman.

Ii es un numero indicador con valor :

I =1 si n > 0 B I, =0 si n . =0
i i i i

8. vector de parametros H i =1,2,3

—i

Dada la propiedad de que el miximo de una funcidén y de su
logaritmo ocurren en el mismo punto y debido al hecho que las
expresiones que se obtienen al sacar e.l. logaritmo de la ecuacidén
C4.8), son mucho mis faciles de manipular que aquéllas producidas
por tal ecuacidn, la funcién de verosimilitud logaritmica se
utilizari, en lugar de su versién original,

La ecuacidn C4.6) se transforma en:

n n
d 2
LLCX, ¥, 8 =.1‘[2 ;‘:: fCpy, 8,0 ] + 12[2 ll;r: £, ¥, gza] +

8 . .
+1'[z Ln £C ri,gn] a7

Los estimadores de mixima verosimilitud de los parametros de
las distribuciones bivariadas de valores extremos, son aquéiirofs‘
para los cuales la ecuacién C4.7) se maximiza.  Para obtener

‘dichos estimadores, se requiere de un procedimiento de

‘optimacién del tipo de btGsqueda directa, ya que el método indiirecf.}o‘ i S
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propercionado por el calculo diferencial no puede  llegar a
soluciones analiticas, debido a la complejidad de las funciones
asociadas & las densidades de probabilidad bivariadas.

Dadas las caracteristicas de la funcién a optimizar, el
procedimiento seleccionado es el algoritmo de optimacién no lineal
multivariado restringido de Rosenbrock CRosenbrock 1980; Kuester y
Mize, 1873 D, el cual ha demostrado ser, CRaynal, 1988), mucho mis
rapido y menos sujeto a complicacicnes, que algunos otros que

pudieran ser considerados para el mismo fin.

4.4 Funcidén Logaritaica de Verosimilitud de la Distribucidn

Bivariada de Valores Extremos

A continuacién, se presentan la funcidn de verosimilitud
logaritmica a ser optimizadas, para la distribucién bivariada de
valores extremos propuesta.

LL(x,y.m‘.a‘.B*,mz.az.ﬁz,m) = I‘{ -n, Ln op +

n
1 w - p 1.7 w - p 1,03 -1
+z-c1-c—5‘—-1>n>> Poyjpncs -c-P 45,55 P + I
. o P CH P 7 Tt

%: 0y =Xy m /(31 -1 WYy m /ﬁa-i‘
o ™ CLn a1+L.n a2)+Ln ci-C-—?i—Dﬂl) +Ln C1-C Dna)
iag b
W, = X nf3 W~ Y m/f3 1,m -2
+ L.n[ci - 1a ;13131? Prar - B e a] : +
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W, =X ms3 W=y, msf3, irm
+in [ m-1 + Jea-c Aoy thci-cBiyp5 2
=1 1 oy 2
1
W, = X m/f3 W= Y msf3, /m
-[ca—c"a 13(313 1vc1 -c2 ima) a]
1 %
e w -, 1/(?[_
+Ia{-n3Lnar+‘2 [—c1 -c Z=—*>5p.> > o+
i=4 r
w = r /3 -1
T i r
4+ LnC1 4 a > 8. > ] }

C 4.8

Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de los
parametros de las di;tribucionas bivariadas de valores extremos,
se desarrolld’ el programa de computo “MALEMIN “. Este
algoritmo serd utilizado en los cap.lt.u.los» de confiabilidad .de

estimadores y de aplicaciones en hidrologia.
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CAPITULO &
CONFIABILIDAD EN LA ESTIMACION DE PARAMETROS

8.1 Introduccién

Los parametros de las funciones de distribucién de
probabilidad de gastos minimos anuales, en una estacién
cualquiera, pueden ser estimados al utili zar © los registros
histéricos en esa estacién o al usar, en adicién, los registres de
estacicnes vecinas. La pregunta que surge es: (Cuidles estimados
son mis confiables?

La confiabilidad del estimador de un parametro, si el
parametro poblacional es desconocido, es el grado de confianza de
que tal estimador sea una representacién cercana del parametro
poblacional. La confiabilidad puede ser medida a través del sesgo,
el error medio cuadratico o de la varianza; es decir, el utilizar
las propiedades estadisticas de los estimadores Cseccidn 5.2).

‘ El indicador de confiabilidad empleado en este trabajo, es el
contentido de informacién relativa, y es definido conb: la relacidén
‘de las varianzas de dos estimadores del mismo parémetro. En este
_caso, el contenido de informacién es la relacién de. la vari#nzé
univqriada del parimetro en consideracién, sobre su varianza
bivariada. ‘

Con el fin de evaluar los contenidos de informacilién relativé.
para cada uno de los pardametros involucrados, es necesario
calcular el ~valor de los elementos de la matriz - de
varianza%ovarianza de los parametros para los casos univariado 'y
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bivariado.

Debido a que la varianza exacta de los parametros de las
distribuciones univariadas y bivariadas de valores extremos es
desconocida, se obtendran las varianzas asintéticas con el fin de
cuantificar el contenido de informacién relativa, de cualquier
parametro .

Las matrices de <varianza-covarianza univariadas para la
distribucién general de valores extremcs , que es presentada en la
seccion 8.3, han sido obtenidas por Kimball C1€49> y Jenkinson
(19689, respectivamente. Las matrices asintéticas bivariadas se
calculan mediante el algoritmo numérico desarrollado en 1la
seccién B. 4.

Los contenidos de informacién relativa de los parametros,
seccién 8.9 , se cobtienen numéricamente mediante la aplicacién
del programa de cémputo "VACONIN®.

Dado que los resultados asintédticos bivariados son aplicables
a grandes muestras, se debe verificar si estos pueden ser usados
en muestiras pequefias. Para tal efecto, se requiere el empleoc de
técnicas de muestrec distribut_:ional. El proceso de simulacién,

para las distribuciocnes bivariadas de valores extremos, se llevs a

cabo- mediante la aplicacién del algoritmo desarrollade en la.

seccidén B. 6.
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8.2 PropiodadesrAsintéticas de los Estimadores de MAxima
Verosimilitud
Los parametros estimados por el método de méAxima
verosimilitud, tienen propiedades éptimas en muestras grandes. Una
propiedad de este tipo, es aquella que esti definida en términos de
los tamafios de muestra que tienden a infinito.
Tales propiedades pueden resumirse en:
Si & es el estimador de mixima verosimilitud de 8, entonces:
a. & esta distribuida en forma asintéticamente normal, con media

O vy varianza igual a la inversa de la matriz de informacién de

Fisher:
" 1 a 2 -1
VarC 6 > = = Ee{[——— Logfcx;eb] }
e e

C 8.1

~

b. La secuencia de estimadores de maxima verosimilitud 5‘. 9z B
- én. es la mejor asintéticamente; esto es, para grandes
tamaffos de muestra, otros estimadores de 8 pueden ser sélo tan
buenos como los estimadores de maxima verosimiltud, pero no

mejores CMood et al, 1974D.
La primera propiedad pu.ede ser extendida al caso de muchos

i
. . Xx , donde: 1 es el numero de parametros; k es el ntmero de

parAmetros 6 = 9‘. ez P - | y muchas variables en X,

variables, y cada variable tiene el tamafic de muestra n. En este
caso, el vector de estimadores de méxima verosimilitud é ‘esta
distribuideo en forma normal multivariada, con media 8 y matriz de
varianza-covarianza igual a la inversa de la matrizk de

informacién de Fisher:
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¢ 8.2

1 (-] Log £CXs,.,..,XxD -1
va i {=]- 1}
n 861 OBJ
o bién
5 8 Log fCX1,...,Xxd d Log fCXa,...
vV &2 - {E[
n 091 OBJ

8.3 Varianzas Asintéticas Univariadas

La matriz de ~varianza-covarianza

asintstica

o XxD ] }—1

¢ B8B.3)>

de los

estimadores de maxima verosimilitud de los parémetros de 1la

distribucién general de valores extremos para minimos es,

y Douriet, 18987c):

Var'ac&) Cov (6,80 Cov, (&, o°b
V= Covaca.&) Varacgo Covaca.fb = —1W— o*h
c:ovaci;.ia) Cov Ca,@ Var af
donde:
t; es el estimador de maxima verosimilitud del
ﬁbicacibn
a es el estimador de maxima verosimilitud del
de escala
(3 es @l estimador de maxima verosimilitud de;

forma

CRaynal
&h o
2
a“a ag
ag c
€ 8.40

parametro de
parametro

parametro de .



a,b,e,fygyh son coeficientes que dependen del paréametro de forma

Las varianzas asintéticas son:

" = =
Varac w> = b i
~ az
Varac ald) = a N
var_ ¢ B> = - ¢ 8.8)5

Los coeficientes de la matriz, fueron obtenidos por Raynal et

al C1893), los cuales son presentados en la Tabla 8.1
5.4 Varianzas Asintéticas Bivariadas

Cada elemento de la matriz de varianza-covarianza de los
estimadores de mixima verosimilitud de los parametros, para la
funcién bivariada de valores extremos propuesta, se cbtiene a

partir de la ecuaciones C4.8), C4.7) y (8.3), de la forma siguiente:

n 2%in rCp,0 > 2 Ln ¥cx,y, 80
[ o] o =]
2

1 1
v =—.{—I — B ——— —————— e,
Jk n, i n, aeJ aek OBJ aek

n 8% Ln fCr, 8D -1
36,586,

L csiBy
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Tabla 8.1 Coeficientes de la matriz de Varianza-Covarianza de la

distribucién univariada general de valores extremos para

minimos.

IEd a b c T g h
~0.7 0. 2688 2. 0886 0, 4008 0. 8808 -0, 2648 -0.0313
~0.8 0.1921 1.9434 0.17868 0.2708 -0. 0827 0. 2678
~0.8 O.2122 1.9186 0.1588 0. 26585 -0, 0738 0. 2668
-0.4 0.2128 1.8130 0.1284 0. 2700 -0, 0302 0.3148
-0.3 0.2243 1.8683 0.1096 0. 2891 -0.0112 0. 3327
-0.2 0. 2337 1.8483 0. 0881 0. 2480 0.0129 0.3271
~0.1 0. 2388 1.7884 0. 0888 0.2128 0.0343 0.3019

0.0 0. 2008 4.2593% 0.37Q0 1.1030% 0. 0834 0. 3200
0.1 0. 8084 1.2274 0.4018 0. 2424 0.1881 =0. 2224
0.2 0.8133 1.2243 0. 4493 -0, 2863 0. 2828 -0.1004
0.3 0.8018 1.2028 0. 4038 -0.2817 0. 2885 0.0314
0.4 0.8075 1.1844 0. 3838 ~0. 2888 0. 288S 0.1411
0.8 0. 8BR6 1.1112 0. 3935 -0. 2248 0. 3234 0. 2878
0.8 0. 9933 1.1101 0.8183 ~0. 4028 0. 8766 0.1820

Si se utiliza la identidad siguiente ¢ Kendall y Stuart, 1979):

o L 2 LL o LL
(- ) - = (e =)
20, 80, LA 586,

C 8.7
Los elementos de la matriz de varianza-covarianza para cadsa

alternativa seran calculados como:

1 n, 9 Ln fL'p.Q‘) 3 Ln pr.Q‘)
ka=n'{ I, nE[ ] 76 ]
2 z J k

2 Ln £Cx,y,8,2 @ Ln £(x,y,8)
+ I E [ ]
2z o BJ ) ek .

S0




39J 69k

) C 8.8

n [ @ Ln t‘(r.QS) a Ln fCr.Qu) ] }— 1

Las derivadas parciales de primer orden de las funciones de
verosimilitud logarftmica, con respecto a cada paréametro, para 1la
distribucién bivariada de valores extremos propuesta, aparecen en
el Apéndice A.

Para obtener las varianzas asintéticas, se ut;lizaré el
esquema de integracién numérica bidimensional de Gauss-Legendre
de 18 punios C Stroud, 1988, 1971); asi como, el algoritmo de
integracién por intervalos de O'hara y Smith ¢ O'hara y Smith,
19800,

La matriz asintdtica de varianza-covarianza, de los
estimadores de maxima verosimilitud de los parametros de esta

distribucién, tiene la forma de la ecuacién (3.9,

- - -~ - - o~ - - - o~ ~ -

Var(w, ) Coviw,,&} Cov(ws,9¢) Covlw,,m) Coviwg,kg) Coviwy,Ba) Coviwgm }

- - - - - - a - - -~ - ~ a

Coviwyey) Varle, ) Covley,8y)  Covies,we) Covigyae) Coviey,ba}  Coviegyn )

P -~ - - - o« - o~ “ - ~ A

Coviee B} Covimy B¢} Var(p, ) Covilyom) Covlpe®el CoviPyidad - -Covipyn ).
Vs a e - - PR - a o~ - - - -

Coviwg,we) * Covimy,me} Covidyma) 'Varleg ) Coving®s) Coviwgiba) Coviven

- a P Y

LY -~ - a - -~ - -

Coviwy,aa)  Covieyue) Covipykg) Coviwg,ga) Vartze ) Covigaska) Covieam

- - - a -

-

- - - - -~ - - -

CoviwsBa  Coviayibe) Covigrde) Coviwg,Be) CoviegBa)  Varips ) Covigan

- - - - P - A -~

-

- - A A

Coviwem ) Coviey,m ) Cov(Byn ) Coviegm ) Covlmgm ) Covigam ) Varin }

8.9 -
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Si se utilizan las derivadas parciales de primer orden de la
funcién de verosimilitud Jlogaritmica, para la distribucidén
bivariada de valores extremos propuesta, dadas en el Apéndice A,
la matriz de varianza-covarianza puede ser expresada como en la

ecuacidn €8.10D.

d: cii d: ng aicls ataz C!.nt a1a2 c15 aiciﬁ aﬁcl'f

di c1z a: cz 2 aacz -} a:az CZ L4 qsaz CZS qiczd aicz'l

d‘ Cia a‘l CZB CSB az CBC d! CEB CBO c87

V=Ta alaz cl 4 axaz cz + a2c91 a: C“ a: c45 azcus a2c47

aiqz c15 a‘a cz 3 achS d: c‘!! d: Css alc!!d azcav

ai cld d‘ CZG CSO az c‘d az c!d Cdﬂ cd?
L aicl'l ﬂ‘ czv c3 K az c‘? dz c!? cQ? c?? |
(5.10

Los coeficientes de la matriz (5.10>, son una funcién de los

tamafios de muestra Cn’.n ,na) v del parametro de asociacidn m.

2

Los elementos de la diagonal principal de 1la matriz de
varianza-covarianza, corresponden a los valores de las varianzas
asintéticas bivariadas de los parametros.

Las varianzas asintéticas de los parametros de  la

distribucidén b_i variada de valores extremos propuesta son:

Var C o > = c
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uDN

Vara ¢ c'1.!: > = Sz,2 n,
" 1

Vara ¢ ph.n > = Cn,a n,
2

Vara C wz.. > = c"‘ n,
. o,

Vara C az.' > = ::5'5 7,
1

Var Cfi > = c

Var Cmd> =" ¢

¢ 5.115

8.8  Contenido de Informacién Relativa
De acuerde con Fisher ( Yevjevich, 1972 >, el concepto de
informacién en cualquier estadistico é, estimado de una muestra,

esti definido como la inversa de la varianza de ese estadistico:

i
var @
¢ 8.12 > "
Puesto que la varianza siempre es positiva, la informacién
I, varia de cerc a infinito.
,‘AU_ha vez que se ha obtenido la matriz de varianza-covarianza,
el contenido de informacién relativa puede ser calculado pafa
m#trar si existe o no mejora en la estimacién de los par.’amet.'rfosj '

(Salas, 1980):
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18> = 2 -t € 8.13 >
Var € 6_ D
a B
donde:
Ia c e contenido de informacién relativa asintética.
VaraC éu p) Varianza asintética de los parametros estimados
a través de la aproximacién univariada.
Varac é’ > Varianza asintética de los parémetros estimados

a través de la aproximacién bivariada.
Se obtiene una mejora en la estimaciédn de los parametros para
valores de Ia > 1
Para obtener los contenidos de informacién relativa, para

esta distribucién, se requieren las ecuaciones (9.5, (8.7 y

(5.411)>. Las relaciones resultantes son :

b‘ nz

I Cw 2> =
a 1 c"‘ N‘
a n
1 2z
Ia [« a, ) = = ]
2,2 1
c n
- 1 2
I, ¢B,2 = c N

D,8

b n
2 2
Ia < @, > = [ N
s, 2
a n
2 2

I Ca, >0 =
a 2 cs's Nz
c n
: 2 ]
Ia cﬁz> = c N
6,0 2
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N es el tamafio de muestra univariada
son los coeficientes de la matriz de varianza-
covarianza bivariada asintética, definidos en la
ecuacién (8,100
a,b,c  son los coeficientes de la matriz de varianza-
covarianza asint&tica de la distribucidén GVE univariada
Para calcular los contenidos de informacién relativa, se
empleard el arreglo elegido , en las mismas condiciones.
Adicionalmente, se proponen los valores siguientes para los
pardmetros poblacionales de la funcidén de distribuciédn bivariada
propuesta:
w, = 10; oy
con los siguientes valores del parametro de asociaciodn:

=4; B, = 0.10; o,

a=5;q2=2; (32=O.15

m=1.8, 2.0, 3.0y 8.0

Los resultados se presentan en la Tabla S.2.



Tabla 8.2 Contenidos de informacién relativa asintéticos para los
parametros de la distribucidn bivariada de valores extremos para
mi nimos

N2+N3
Parametro m 28 S0 78 100
1.8 1.02 1.13 1.17 1.20
oy 2.0 1.08 1.32 1.48 1.83
3.0 1.08 1.862 1.84 2.16
8.0 1.18 1.98 2.88 3.08
1.9 0.93 0.89 1.0 1.02
o, 2.0 0.87 1.10 1.186 i1.19
3.0 1.08 1.37 . 1.82 1.80
8.0 1.30 1.84 2.18 2. 40
1.8 0. B8 1.00 1.02 1.03
(31 2.0 1.14 i.24 1.20 1.31
3.0 1.28 1.46 1.88 1.80
5.0 1.28 1.87 1.72 1.81
1.8 1.02 1.01 1.00 1.00
0 2.0 1.08 1.02 1.01 1.01
3.0 1.00 1.05 1.03 1.02
8.0 1.1@ 1.114 1.08 1.08
1.8 0.94 0.84 0. 94 0.94
o 2.0 0. 87 0. 96 0O, 86 0. 95
3.0 1.08 1.04 0. 98 - 0.88
8.0 1.28 1.14 1.08 1.08
1.8 0. 98 0. 87 0. 87 0. 97
(32 2.0 1.16 1.07 1.04 1.02
3.0 1.20 1.14 1.089 1.08
8.0 1.286 1.18 1.10 1,07

De los resultados de la Tabla 8.2 se tiene:
a. Los contenidos de informacién relativa de los parametros de la
vestacién 1, aumentan conforme el tamafio de muestra de la

=1



estacidn 2 se incrementa, por lo que existe una ganancia en
informacién al utilizar una muestra larga de datos en la
cbtencién de parametros de series mas cortas.

b. Hay una ganancia en informacién para la serie mias larga
Cestacién 2), cuando las dos estaciones se usan. Sin
embargo, conforme la muestra mas larga se incrementa, relativa
a la serie mas corta, la ganancia en informacién decrece hasta el
punto en que la relacién de informacién llega a ser menor que uno.
En tales casos, ya no es factible utilizar la serie con registro
corto ( estacién 1 D para estimar los parametros de la serie mas

larga C estacién 2 ).
8.8 Aplicacidén a Muestras Pequefias

Los resultados de las secciones precedentes, son aplicables a
muestras grandes. Para demostrar si éstos pueden ser utilizados en
muestras pequefias, se procedera a calcular las varianzas
bivariadas mediante técnicas de muestreo distribucional
C Buslenko, 1968; Klei jnen, 1874 D.

Los pares de valores aleatorios bivariades CXt,Yid, seran
obtenidos de la forma siguiente :

a. Transformar el namero aleatorio R1 con distribucién uniforme,
sobre el intervalo €0,1d a Yi, el cual tiene la distribucién

marginal FCyd.

- a
Y, =0, p: { [— LnF‘Cy)] z -1}

¢ 8.18 >




b, Sustituir Yi v un nuevo namero aleatorio Rz. el cual tiene la
misma distribucién de Ri, en la funcién de distribucién
condicional (85.18), que sera resuelta para Y.

1 o F‘Cx.vl)
F’Cxlvib =

fCvD 2 v = v

¢ 5.18 >
w @5 una variable de integraciém.
El valor bivariado Y, para esta distribucién, sera calculado

mediante la ecuacidn anterior:

m 7 m /3
W, -X Y W -y 241/m
FC x|y, 8> = exp. { —[[ 1- c-’a—-m‘] + [1- -2 mz] ] }
. 1 : 2

m /(s“ m /3

[ [1-:-2—'?0(3’] + [1-:2)%;—)’-0(92] ) ]Vm -

Cm=-12 /3 _
z o

-0 _ Y 10
[1 c-—az—-bﬂzl axp [C1 C——a-;-——bﬁz > = ]

€ 8.17 2

Dadas las caracteristicas de las funciones analizadas, la
ecuacidn (B8.17> no tiene solucidn explicita; para resolverla, se
u@;;iéara el esquema numériceo de Regula Falsi para basqueda ae
_ raices de ecuaciones algebraicas C Carnahan, 1868 ).

Una vez que se han obtenide las sequencias de wval orés
bivariados, los estimadores de los parémét.ros de maxima
verosimilitud univariados, se calculan al usar dichas-mue}st.ras :
. por separado. Estcs parametros seran ﬂilizados como . valores
.{hj. ciales en el esquema de obtencidén de ostimadpres de . maxima -
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verosimilitud bivariades.
Las wvarianzas de los parametros asi estimados, SOon

determinadeos por la siguiente ecuaciédn:

n
$ = w5ty Y 8 - e >
b= ¢ 8.18
donde:
S* es la varianza de la muestra
n es el tamafio de la muestra
; es la media de la nuestra

Si se considera que las varianzas estin distribuidas de
acuerdo con una distribucién Chi-cuadracda, se pueden establecer

los siguientes limites de confianza CHaan, 1977):

Cn-1>gs* . Cn-1>s*
Prob{ ¢ o° < '}=1-a

2 2 J}
* a »
—;—-,N—! 1= o Ne-g .
2 ' € 8.19 O
donde:
o* @s la varianza poblacional
x;v es el percentil de la distribucién chi-cuadrada con ‘v
.
‘ grados de libertad y probabilidad p =1 ~ a2
a es el nivel de probabilidad elegido

Los percentiles de - la  distribucidn chi -,-cuadrada son

calcul ados' mediante la aproximacién (Kendall y Stuart 1979):

2 2 3
pz vcri--—sT.F‘ZB) e - arrane p) C,B.‘EOD‘

2
. “ﬁ"
donde:
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ZCD wvalor de la ordenada de la distribucién normal estandar,

para el nivel de probabilidad 3

La distribucidén considerada tiene el conjunto de

parametros: w, = 10.0, cx’= 4.0, B‘ = 0.10, w, = 5.0, otz = 2.0,

Bz= 0.1 y m = 2.0.

Tabla 8.3 Combinaciones propuestas para las muestras en la
fase de simulacidén

Caso . Longt tud Huestras
. n 1 nz n 3 seneradas
A o 28 (o] 100
B (o] 28 25 100
[ (o] 28 80 100
D o] 28 78 100

La comparacién de las varianzas asintédticas y simuladas para
cada caso son presentadas en las Tablas 5.4 a la 8.7, de acuerdo
con los arreglos propuestos en la Tabla 8.3. Los va.l’ores‘
obtenidos sugieren que aun para tamafics de muestra cie 50,  los l
rresu.lrtadros asint6Sticos dan un buen estimado de las varianzas de
los parametros de la distribucién bivariada de valores extremos

propuesta.
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Tabla 5.4 Varianzas Asintéticas y Simuladas para la Distribuciéon
Bivariada de Valores Extremos para Minimos (Caso AD

Limite de
Caso Varianzas Asintéticas Confianza
Inferior
Var Co, o> = 0.78581 0. 38856
"~
Var_Cay o> = 0.4107 0.2782
Var, (B, p> =0.0171 . 0.0147
A Var Ca. > = 0.1878 0.1123
a e,B
Var Ca, o> = 0.1026 0. 0838
~
Var (f, g = 0.0161 o.018e8 .
Var ¢ m> = 0.1828 1.4707

Varianzas
Simul adas

0. 8327

0. 4881

0. 0242

0.1843

0.1371

0. 02786

2.4127

Limite de
Confianza
Superior

1.2244

0. 8888

0. 0488

0. 35686

0. 2853

0. 0834

4.688682

Tabla 8.8 Varianzas Asintéticas y Simuladas para la Distribucién
Bivariada de Valcres Extremos para Minimos CCaso BD

Linite de
Caso Varianzas Asintdéticas Confianza
Inferior
Varac :)1 , B) = O, Spe2 0. 8881
VarCay o> = 0.387D 0. 3200
w;rnc?a1 g = 0.0157 0. 0070
B VaraC:)a.B) = 0. 0861 0. 0881
' Varacaa'ab = 00,0818 0. 0388
Varr‘Cﬁa’ B) = 0, 0087 0. 0058
Var € m> = 0.1373 1.4333

Varianzas

Simul adas

0.9337
0.5308
0.0115 .
0.1827
0.0853
0. 0087

2.3812

Limite de
Conf'ianza

Superior

1.8089
1. 4048
0. o222
0.1323
0. 0968
0. 0183

3. 0005
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Tabla 8.6 Varianzas Asintdticas y Simuladas para la Distribucién
Bivariada de Valores Extremcs para Minimos (Caso O

Limite de Varianzas Limite de

Caso Varianzas Asintéticas Confianza Simul adas Confianza
Inferior Superior
-~
Varac Wy B) = 0, 9458 0. 6983 1.1473 2.2203
»
-~
VaraCal BD = 0, 3508 0. 2878 0. 4888 0. 9488
~
VaraCﬂl B) = 0,0182 0. 0088 0.0114 0. 0220
»
~
Cc Var‘Cwa BD = 0, 0847 0.0478 0. 0782 0.1813
’
VaraCaa. B) = O, 0347 0. 0287 0. 0423 0.,0e18
Var (A, g = 0.0080 0. 0031 0. 008t 0. 0088
.’
~
Varac mD> = 0,120 0. 8258 1.0263 1.9882

Tabla 9.7 Varianzas Asintéticas y Simuladas para la Distribucién
Bivariada de Valores Extremos para Minimos CCaso DD

Limite de Varianzas Limite de

Caso Varianzas Asintéticas Conf'ianza Simul adas Confianza
Inferior Superior
szr.“ca1 B) = 0, 5188 0.8093 1.3278 2. 85603
1]
Varafal'ab = 0, 3428 0.3713 0, 8OR2 1.1780
Var (B, > = 0.0148 0. 0088 . 0.0114 0. 0220
, .
D Var,Ca, pd = 0.0487 0. 0381 0.0843 0.0758
L] .
~
Var.Caa.B) = 0.0281 0. 0186 0. 02873 0. 0528 ‘ .
Var C;; > = 0,0048 0. 0021 0, 0038 0. 0087
at2,B
. Varac ;l ) = 0.1248 0.3182 0.51i88 1.0040




De los datos contenidos en las tablas 8.4 a S.7, pueden

hacerse los siguientes comentarios:

ad La concordancia entre los datos asintéticos y los simulados, se
establecen mejor para los parametros de la muestra con registro
mAs largo Cestacidén 2

b)) A medida que el registro de la segunda muestra se hace mas
grande, los resultados asintéticos y simulados correspondientes a
la muestra con registro mis pequefic C(estacién 1), tienden a
paracerse mas

¢) Debe tenerse cuidado al extrapolar estos resultados a casos no
previstos en el trabajo que se presenta, ya que los resultados son
altamente dependientes de 1los arreglos cor;sidarados Yy no
necesariamente podran aplicarse en otro tipo de arreglos. Se
recomienda que cada caso en particular, sea analizado

convenientemente.
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CAPITULO 6
APLICACIONES EN HIDROLOGIA

6.1 Introduccién

En este capitulo se presenta la aplicacién de las
distribucicnes bivariadas de valores extremos al analisis de
frecuencias de gastos minimos anuales, en la regidn Norceste de la

Reptblica Mexicana, conocida como Regién Hidrolégica 10.

En la regién seleccionada, Figura 6.1, de las 7 estaciones
hidrométricas existentes, las cuales estan localizadas en 1la
cuenca del rio El Fuerte, se seleccionaron 8, que se ubican en los

estados de Chihuahua y Sinaloa.

La tabla 8.1, presenta los nombres, localizacidn, areas y
periodos de registro de las estaciones ubicadas en la regién

‘sel ecci onada.

La secuencia de ané.lisis seria la siguiente:

a. Seleccién de la distribucién que mejor se ajusta a la muestra de
datos en cada estacién de la regién ox‘1 estudio CSeccidn:

5. 2).

b. Cilculo de los limites de cohfiahza de eventos de disefio para
periodos de retorno especificos CSeccién B.3D.

.e. Comparacidn de resultados obtenidos mediante las distribuciones
bivariadas, con aquellos prkoporcioﬁados por las distribuciones
uni variadas mas usadas en la practica hidrol égica ‘

C Seccidén B.4 ).
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Tabla 8.1 Estaciones Hidrométricas de la Regién 10 Selecionadas

para este Trabajo

Nombre de la Cuenca Corriente Periodo
Estacién

Huites Rio Fuerte Rio Fuerte i941-1981
Choix Rio Fuerte Rio Choix 1985-1970
Chinipas Rioc Fuerte Rio Oteros 1988~16880
Palo Dulce Rio Fuerte Rio Chinipas 19871981
Urique IX Rio San Miguel Rio Urique 1988-108i1

B.2 Seleccitn del Tipe de Funcidn de Distribucidn de valores
extremos

El criterio elegido para seleccionar el tipo de funcidén de
distribucién que mejor se ajusta a la muestra de datos, es el del

error estindar CKite, 1977D:

n
Z ¢ x - oy o 12
EE, = =1 € 6.1
J n - m
J
donde:
x, son los datos histéricos para 4 =1, . . ., n
Yy son los eventos calculados a través del modelo
matemiatico Yy para niveles de probabilidad iguales
a los de los datos histéricos ordenados en forma
decreciente de magnitud para i i, . . .vn
n es el tamafio de la muestra
m 4 es el nGmero de parametros que describen al modelo

matematico: m, = 2 para la digtribucién Gumbel ;
m,= 3 para las distribuciones GVE, Weibull, Log-Normal-3
o



La distribucién elegida, sera aquella que proporcione el

minimo valor del error estandar de ajuste.

Para aplicar las distribuciones bivariadas de +valores
extremos al analisis de frecuencias de gastos minimos de la
regidn seleccionada CTabla 6.1 ), las estaciones fueron agrupadas
en pares. Tal agrupamiento se llevd a cabo al considerar aquellas
estaciones vecinas con el mas alto coeficiente de correlacidén

simple.

La medida de correlacidén ests dada por la expresion:

Covix, yd

r = ce.a2»l

sa sa

Yy
donde:
r coeficiente de correlacién simple

si varianza de la variable x
s? varianza de la variable y
CovCx, ¥ covarianza entre x e y

La tabla 8.2, proporciona los coef.tc.tentes de correlacién y"~

1os tanaffos de muestra relativa de las combinaciones Sptimas. de .-

las estaciones en la regién sel eccionada,
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Tabla 8.2 Coeficientes de Correlacién y Tamafios de Muestra
Relativa de las Estaciones Hidrométricas de 1la

Regidén 10 Seleccionadas para este Trabajo.

Pareja Coeficiente de Tamaffos de Muestra
Correlacién Relativa

Huites-Palo Dulce 0. 3087 N, =18 N, = 25
N3 = O

Huites-Choi x 0. 2231 N1 = 14 Na = 28
Na =

Urique-Chinipas R 0.8818 . N1 =3 Na =13
Ns' = 1

Los estimados univariados de momentos y méxima

verosimilitud de los parametros de las distribuciones
Log-Normal -3, Gumbel y GVE, se cbtuvieron mediante la aplicacidn
del paquete de cdmputo “FLODRO" CRaynal y Escalante, 1881D. Los
estimados para la regién seleccionada en estudio, se presentan ’

en las Tablas 6.3 a la 8.8.

El algoritmc desarrollado en el capitulo 3, se utilizé para
obtener los estimados de maxima verosimilitud de los parametros

bivariados, estos estimados se presentan en la Labla 6.8.

Una vez que se cbtuvieron los parametros bivariados, 'ée“
procediéd a cuantificar 1la bondad de. ajuste de‘ los ,' modelos

propuestos.



Tabla 8.3 Estimados Univariados de Momentos y MAxima Verosimilitud
de los Parametros de las Estaciones Hidrométricas de la
Regidn 10 Seleccionadas. Distribucidén Log-Normal -3

Estacién Momentos Maxima
Vorosimilitud
w o &l w -} 3
Huites 0.841i2 0.9798 1.16097 1.86888 1.08087 0. 3850
Choix - 0.1380 0.2086 - 1.8102 - 0.0088 0.8273 - 2.8848
Palc Dulce - 00,4918 0.3938 0.0857 - 0.11861 0.,8851 -~ 0.3880

Chinipas

0.2307 0.3882 - 0.2868 -~ 0.06873 0.4801 - 0.8023

Urique II ~ 0.2488 0.8698 0.0883 0.7180 ©0.9870 0.3713

Tabla 8.4 Estimados Univariados de Momentos de los Parametros de
las Estaciones Hidrométricas de 1la Regidén 10
Seleccionadas. Distribuciocnes Valores Extremos tipo I
CGumbel) y tipo III CWeibulld

Distribucién
Estacién VEI VEIIX
W a w v o £

Huites g. 8888 2. 4222 2.0140 4,3339 - 0, 7047
Choix 0.1088  0.0839 - 0.0284 0.0801 1.5187
Palo Dulce 0.8782 0.3934 0.0881 0.6088 1.3443
Chinipas 0.7018 0.2421 0.1488 0.5815 1.3800
Urique II 4.1850 2.0247 0.9873 2.8877. O.7888




Tabla 8.8 Estimados Univariados de Momentos y M&xima Verosimilitud
de los Parametros de las Estaciones Hidrométricas de la
Regidén 10 Seleccionadas. Distribucién General de Valores

Extremos
Estacién Momentos Maxima
Verosimilitud
w a [£] w o 3
Huites 4.1887 2.60682 1.2831 4.1083 2.2348 1.0808
Choix : 0.0802 0.0781 O0.8398 0.0787 0.1122 1.4829
Palo Dulce 0.7287 0.4802 0.7247 0.7311 0.4829 0.7188
Chinipas 0.8024 0.3388 0.7216 0.998a 0.3387 0.7338
Urique II 2.7383 2.2388 1.2734 2.8888 2.5082 1.4810

Tabla 8.8 Estimados Bivariados de Maxima Verosimilitud de los
ParAmetros de las Estaciones Hidrométricas de la Regidn
10 Seleccionadas. Distribucién Bivariada General de
Valores Extremos (VEB22D

Estacidén . MAaxima
Verosimilitud
W a T4
Huites ' 4.1083 2.2348 1.0808
Choix ‘ ‘ , 0.0828 ©0.1059 1.2732
Palo Dulce 0.8088 O.5172 0.6803
_Chinipas ‘ 0.6189 O.3570 O.8478

Urique II . 2.7680 2.6073 1.4B68
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Tabla 8.7 Error Estandar de Ajuste para las Distribucicnes

Bivariada y Univariada de Valores Extremos.

Distribucidén
Estacidn GVEUML VEB22
Huites 1.48890 1.48900

Choix 0.0830 0.0382
Palo Dulce 0. 0934 0.0808
Chinipas 0.0803 0.0482

Urique II 0.9182 0.8152

En la Tabla 6.7, se presentan los valores del error estandar
de ajuste para las versiones univariada y bivariada de valcres
extremos para cada una de las estaciones de la regidén elegida; se
observa que en todos los casos el ajuste bivariado es mejor al

ajuste univariado.

En la Tabla 8.8, se presentan los valores del minimo error
estandar de ajuste para cada una de las apro:;imé:ionas: uni variada
y bivariada de valores extromos; asi mismo, se determina cusl™ d#'
estos modelos se ajusta mejor a la muestra de datos para éada una

de las estaciones de la regién seleccionada.
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Tabla ©.8 Errores Estandar de Ajuste para las Distribuciones
Univariadas y Bivariadas Usadas en las Estacliones
Hidrométricas de la Regidn 10 Seleccionadas.

Distribucidn
Estacién LN3M LN3ML, VEI VEIII GVEUM GVEUML. VEBz22

Huites 1.4193 0.7147% 2.2880 0.8413 0.9408 1.4890 1.4500
Choi x 0.0228 0.0224 0.0387 0.0208 0,0188% 0.0830 0.0302
Palo Dulce 0.1194 0.0822 0.2208 0.1073 0.0884% 0.0934 0.02909
Chinipas 0.0814 0.0812 0.1427 0.0888 0.0737 0.0803 O.0402%

Urique II 1.8437 i1.2712 1.8796 1.0881 1.1870 0.9182 O.38192%

# Minimo error estindar

Simbologia:

LN3M Log-Normal de 3 Parametros (Momentosd)

LN3ML Log-Normal de 3 Parametros CMaxima Verosimilitudd

VEI Valores Extremos tipo I (Gumbel) (Momentos)

VEIII Valores Extremos tipo III CWeibulld (NMomentos)

GVEUM General de Valores Extremos Univariada (Momentos)

GVEUML. General de Valores Extremos Univariada CMi&xima Verosimilitudd
VEB22 General de Valores Extremos Bivariada (Mixima Verosimilitudd

De las Tablas B.7 y 8.8 se observa:

a) Para las parejas seleccionadas, los resultados obtenidos )
muestran una preferencia por la distribucidn bivari#da de valores
extremos, cuando los coeficientes de correlacidmn son ralativam'enter
altos.

b) Para muestras de perfodo mucho mis largo que su contraparte de
registro corto, el conjunto de parimetros bivariados no mejora la
estimacién univariada, como fue el caso de la estacién Huites.

) Cuando el coeficiente de correlacién es muy bajo, por eJemplo'
en la pareja Huites-Choix, el conjunto de parémetros para la
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muestra con registro corto no se mejora con el uso de la
distribucién bivariada de valores extremos para minimos. Este

hecho se refleja en el casc de Choix.

De lo anterior, se puede seffalar que la aproximacidén
bivariada mejora la calidad de los estimadores de los parametros; y
la inclusién de una segunda muestra, representa una ganancia
significativa en la precisidén de tales estimadores, siempre y
cuando el coeficiente de correlacién entre ambas muestras sea
suficientemente grande, valor a determinar con los resultados del
anilisis que se realice. La mayor mejora se observa en la muestra
con registro corto, ya que para la que tiene el registro mis

grande, la mejora es modesta o nula.

En la Tabla 8.9, se muestran los parametros finales de las
mejores distribuciones para cada una de las aproximaciones

bivariada y univariada de valores extremos en la regidén .

Tabla 8.9 Parametros Finales para las Estacicnes Hidrométricas de

la Regidén 10 Seleccionadas.

Estacion Parametros Distribucidén
w a 3 Final

Huites . 2.0140 4.3339 O.7047 LN3ML

Choix 0.0859 0.0783 O0.8304 GVEUM

Palo Dulce 0.7207 0.4802 0.7447 GVEUM

- Chinipas . 0.8180 0.3670 O0.8474 BEVaz

Urique II 2.76880 2.8073 1.486S BEvV22




La comparacién grafica entre la distribuciones tedricas e

histéricas, son presentadas en el apéndice B.

Los resultados demuestran que las distribuciones bivariadas
representan una buena alternativa en el andlisis de frecuencias

de gastos minimos anuales.

6.3 Limites de Confianza de Eventos de Disefio

El andlisis de frecuencias de gastos minimos anuales se usa
para proveer la magnitud y frecuencia de eventos de diseffo, con el
fin de definir las medidas estructurales y no estructurales ante
la presencia de una sequia; y sirve como ayuda en la planeacién y
manejo de las cuencas hidrolégicas. Los eventos de disefio, pueden
ser definidos analf{ticamente si se usan funciocnes de distribucién
de probabilidad, pero sus correspondientes limites de confianza no

se obtienen tan facilmente.

Los limites de confianza se usan para estimar las
incertidumbres asociadas con la determinaciédn de los eventos de

diseffo, para periodos de retorno especificos.

Puesto que una distribucién de frecuencia es dnicamente un
estimado de la mues'tri de cierta poblacidn, es probable que oCra
nuestra de igual longitud de la misma corrient.e, pero tomada en
diferente tiempo, produjera una diferente curva de fracuon:yzias».‘b
Los limites de confianza, o mis ccrrectamnte; los intervalos de
confianza, definen ‘el rango dentroc del cual estas curvas de -
frecuencias se esperan  sean ubicadas con clerto n;‘volv de -

. confianza.
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Antes de determinar los limites de confianza, se cbtendrin los

eventos de disefio.

Los eventos de diseffo para la distribucién general de valores

extremos se calculan con:

~ ~

- a I£l
Qf=to+ - {[LnT—LnCT-lDJ —1} C 8.3
R
donde:
(::. &. ﬁ son los estimadores de maAxima verosimilitud de los

parametros de la distribucién GVE
Si se considera que los parametros estimados ~estén
normalmente distribuidos (Seccidn 85.2), los limites de confianza
se pueden escribir como C(Mood et al, 1074):
Leecd > = @ * Z, Var, € Q0> € 8.4
donde:
LC C 61_ D> es el limite de confianza superior o inferior para.
el valor del gasto ar Cm3/8> I
Z es la variable normal estandar para un nivel de
confianza a

~

Vara C Q' p] es la varianza asintética del gasto a\r

Las varianzas asintdticas univariadas de -los -eventos de -

.diseffo se calculan como CNERC, 1979D):

Para la distribucidn GVE:
Var, €Q > = Var,C 3> + 2 ¥ Cov,C & ad+ W Var.Cad .

+ [9-;:":] Varacf)) + 2 _d__Zl [Covaca. m + C;yé(&. fi)w ]
-.df ' da o : ;
C 8.9



donde:

Varac . y Cova c . D son las varianzas y covarianzas
asintéticas de los parametros de la distribucién general de
valores extremos, definidas en la ecuacidn (5.4

W es la variable reducida GVE:

eﬁ Y'l' -1
¥ = —
I
C 8.8
y: p
aw v e P%h- v
-~ = ~
dp3 8
C 8.7
Yr estid definida por la siguiente ecuacidn:
YT=LnCLnT) 8.8

Las varianzas asintéticas bivariadas de los gastos de disefio
se obtienen de acuerdo al procedimiento propuesto por Boes
19832
a. Se considera que los estimadores de los parametros de las
distribucicnes bivariadas de valores extremos vienen de una

distribucidn multivariada normal:

~

e, e,
-1 .
= NMV i I ce»
e, e, C 68 >
donde: :
51 es la variable aleatoria que representa a cada estimador

e, ‘representa el valor medic de 51



I Cé) representa la matriz de varianza - covarianza de los

estimadores de los parametros de la distribucidn

bivariada de valores extremos

b. Se encuentra la funcidén de distribucidn de los valores de

disefio dado que elloes son una funcidén de los parametros

estimados. Asi:

_ 23 1 . ~
£ g,ceon '}
-3 .
. e’ NMV [ 4 I“ (-2 2 4
Ltrcg) ] Ltrc e 2 ) C q.:o bR
donde:
Ei ca es la variable aleatoria que representa a los valores
de diseffo
: t‘i Cé > representa el valor medio de I, C é b
-1 . -
4 In C@> ¥ representa la matriz de varianza-covarianza de los
valores de diseffo
4 es un vector definido por la relacidn:
a (8> , : T
r = * -
- a3 @ o
J

Para la distribucidén VEB22 para minimos £ es:



donde:

By Y
. e - 1
f, = B, ¢ 8.13 >
o B, Y, a e, ¥,
g, = 5 Y. e - 7 [ e -1]
: E

C 8.14 O

Para obtener las varianzas de los valores de disefio, se
- ’ - »
requiere realizar la multiplicacién matricial £ I € @) f como

se tndica en la ecuacidn €8.100.

Los resultados obtenidos al resblver la ecuacién (8.10), son
aplicables tnicamente a muestras grandes, ya que estan basados en

la matriz asintética de varianza-covarianza de los parametros,

Para demostrar su aplicaciédn a muestras pequefias, se requiere
del procedimiento planteado en la seccidén H5.8. Para esto, se
obtendran las varianzas de los valores de diseffo, mediante técnicas
de muestreo distribucional; as{ mismo,los correspondientes limif;es
al 58% de confianza, de acuerdo con la ecuacidn (5.16), para las
condiciones propuestas en la seccidén 8.86.1.

De lo obtenido, se confirma que los resultados asintoticos
son aplicables a muestras de tamaffo mayores de 80 affos.

"A continuacidn, tabla 8.13, se presentan los cuadros que
contienen los limites al ©8% de confianza univariados y bivariados
para eventos de diseffo con perfodo de retorno especifico, de las

"estaciones que tienén una ganancia significativa en informacidn

CI_ ¢8> > 15 delaregién seleccionada.
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ESTA TESIS NO DERE
SALIR DE LA miBLIGTECA

6.4 Comparacién con otras Distribuciones Univariadas.

Los resultades de la seccidn 8.2, demuestran que la
aplicacién de las distribuciones bivariadas al anaAlisis de
frecuencias de gastos minimos representan, para todos los casos
analizados, una mejor opcién dentro del contexto de las

distribuciones univariadas de valores extremos.

Con el propésito de determinar si las distribuciones
bivariadas me joran el ajuste proporcionado por otras
distribuciones univarladas, di sponibles en la practica

hidrolégica, se realizé el siguiente anilisis:

A los registros de gastos minimos anuales de la estaciones
ubicadas en la regién seleccicnada se les ajustaron diferentes
funciones de distribucidn, univariada CLognormal con tres
parametros, Gamma tres parametros, Valores Extremos tipos I y IIIX
y GVE), a travées de los mét.o_dos de momentos y/0 maxima
verosimilitud; y se eligié come la mejor, aquella de produjera
el minimo valor del error estandar, d§ acuerdo a la ecuacidn
(8.1>. La Tabla 8.9 presenta los parametros de la distribucién
univariada elegida para cada una de las estaciones de la regién
seleccionada. Las caracteristicas y propi edades de las
. distribuciones univari_adas consideradas en este andlisis, puaden
encontrarse en muchos libros de estadistica CKite, 19877;

Yevjevich, 1872; etc.)D.

En la Tabla 8.7, se compara el valor del error estandar de
ajuste para la mejor distribucidén univariada con el de la mejor
distribucién bivariada de valores extremos; adicionalmente, se
selecciona la distribucién final para cada estacidn. En - esta ™
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tabla, se observa que el 100% de los cascs analizados, se ajusta
mejor a través de una distribucién bivariada de valores extremos,
por lo que este tipo de distribucién representa una excelente
alternativa en el anailisis de frecuencias de gastos minimos

anuales,

En la Tabla 6.8 se compara el valor del error estandar de
ajuste para la mejor distribucién univariada con el de la mejor
distribucién bivariada de valores extremos, adiciocnalmente, se
selecciona la distribucién final para cada estacién. En esta tabla
se observa @0 el 40% de los casos analizados son mejor ajustades
a través de una distribucién bivariada de valores extremos, por lo
que este tipo de distribucidn representa una excelente alternativa
en el anailisis de frecuencias de gastos minimos anuales.

En la Tabla 8.10 se muestran los eventos de disefio, para
pericdos de retorno especifico, de la mejor distribucién
univariada y de la aproximacidén bivariada de valores extremos. Se
puede observar que las diferencias en magnitud ae los gastos
calculados pueden ser significativos, incluse para pequefios
periocdos de retorno.

Las curvas de frecuencia empirica y téorica, para el casc del
mejor ajuste obtenido, sSe presentan para cada wuna de las

estaciones de la regién on el Apéndice B (B.1 a B.BD.
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Tabla 8.10 Eventos de Disefio de las Distribuciones Univariada
y Bivariada de Valores Extremos para las Estaciones

de la Regidén 10 Seleccionadas.

ESTACION: HUITES DI STRTIDBUGCTION

GEVUML. _ VEB22

PERIODO RETORNO T Caffos) 6TCM3/S) Qrcma/sa

J

2 ) 3. 43 3.43

5 2. 42 2.42

10 2.18 a2.18

20 3.08 3.08

80 2.02 2.02

100 2.00 2. 00

800 1.99 i.98

1000 1.908 1.98
ESTACION: CHOIX D I S TRIBUCTI ON

GVEUML VEB22
PERIODO RETORNO T Cafios) 6Tcm/s> Q,CM3/ .

2 0.04 0.08

5] 0.01 0.01

10 0. 00 0.01

20 0.00 0.00

g0 0.00 0. 00

100 0.00 0.00

800 0.00 0. 00

0.00 0. 00

1000
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ESTACION: PALO DULCE DI S TRI BUOCTI ON

GVEUML VEB22
PERIODO RETORNO T Cafos) QM3 Q M3/
}
2 0.58 0.82
s 0.29 0.31
10 o.19 o.21
20 0.14 0.14
50 0.10 0.10
100 0.08 0.08
500 0.07 0.8
1000 0.08 0.09
ESTACION: CHINIPAS DI STURTIUBUTCTION
GVEUML. yEB22
PERIODO RETORNO T Caffosd 6‘,cu3/s> &rcns/s')
1
2 0. 49 0.50
8 0.28 o.28
10 o.22 0.21
20 0.18 0.17
80 0.17 0.18
100 0.18 0.14
500 0.18 0.13
1000 0.18 0.13
ESTACION: URIQUE II P I STRTIUBUCTION
GVEUML VEB22
PERIODO RETORNO T Caffos) Q,CM3/ ] M .
2 2.02 2.02
8 1.18 1.18
10 1.0t 1.01
20 o.98 0.8
80 o 0.94 0.94
100 ' : 0,94 0.94
500 : 0.94 0.94
1000 - 0.94 0.94



Tabla B.11 Eventos de Disefio de la Mejor Distribucién Univariada

y Bivariada de Valores Extremos para las Estaciones de

la Regién 10 Seleccionadas.

ESTACION: HUITES DI S TRI BUUCTI ON

LN3ML VEB22
PERIODO RETORNO T Caffosd QrCMQ/S) 6,“()43/5) /
2 3 38 3.43
g 2. 48 2. 42
10 2.23 2.18
20 2.11 2.08
S0 2.02 2.02
100 1.98 2.00
800 1.93 1.08
1000 1.2 i.e8

ESTACIONs CHOIX DI S TRIBUUCGCTI OWN

GVEUM VEB22
PERIODO RETORNO T Caffosd Q M3/ Q cMa/ )
2 0.08 0.08
g 0.02 0.01
10 0. 00 0.01
20 0.00 0.00
. .80 0.00 0.00
100 0.00 ‘0.00
00 0.00 0,00 .
1000 0.00 0.00"




ESTACION: PALO DULCE

DI s T R I B UCI ON

GVEUM vEB22
PERIODO RETORNO T Caffos) 6'ma/sa Q Mz
)
2 0.57 o.82
5 0.28 0.3t
10 0.19 0.21
20 0.13 0.14
S0 0.08 0.10
100 0.08 0.08
500 0.08 0.08
1000 0.08 0.03
ESTACION: CHINIPAS DI STRTIUBUGCTION
GVEUML VEB22
PERIODO RETORNO T Cafies) SRR 6,‘_cm/sa
i
2 0.49 0.80
5 o.28 0.28
10 0.22 o.21
20 0.19 0.17
50 0.17 0.18
100 0.18 0.14
500 0.18 0.13
1000 0.18 0.13
ESTACION: URIQUE II PI STRTIGBUGCTION
GVEUML VEB22
PERIODO RETORNO T Cafios) &rcna/s: a‘_cm/s: .
. |
2 2.02 2.02
8 1.18 1.18
10 1.01 1.01
20 0.98 0.98
850 - o. 0.94
100 o. 0.94
H500 0.94 0.94
o.

1000

0,04



En la tabla 8.12, se presentan los limites de confianza a un
nivel del 98% entre la distribucidén univariada y bivartada de
valores extremos para las estaciones de la regién 10 seleccicnadas.

Se puede comentar de los valores contenidos en dicha tabla,
del analisis bivariado, que no produce los resultados tan
espectaculares como los obtenidos por las versiones bivariadas y
trivariadas para andlisis y gastos maximos anuales, referenciados
en este trabajo.

Tabla 8.12 Limites al =124 de Confianza para las
Distribuciones Univariada y Bivariada de Valores

Extremos para las Estaciones de la Regién 10

Seleccionadas.
ESTACION: HUITES P I sSs TRI B UOCTI ON
GVEUML vEB22
PERIODO RETORNO T Caffes)d - LI LS LY LS

2 2.84 4.02 2.32 4.84
g 1.80 3.04 0.88 3.88
10 1.99 2.81 0. 49 3.87
20 1.43 2.72 0. 30 3.88
80 1.37 2. 68 0.19 3.88
100 1.38 2.88 0.18 3.88

800 1.33 2.84 0.12 3.89
1000 - 1.33 2.84 0.11 3.89
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ESTACION: URIQUE II P I 8 TR I B UCI ON

GVEUML VEBz22
PERIODO RETORNO T Cafosd LI LS LY Ls
2 2.00 2.08 2. 00 2.09
8 1.12 i.18 1.11 1.18
i0 0.88 1.04 0.97 1.08
20 0.983 0.99 0.92 1.00
80 0.91 0.97 0.80 0.98
100 0.91 0. 97 0.900 0.08
S00 0.01 0.97 0.80 0.98
1000 0.91 0.97 0.80 0.08

LI Limite inferior
LS Limite superior

En la Tabla 6.13, se presentan los limites de confianza a un
nivel del 958%, entre la mejor distribucidén univariada y bivariada
de valores extremos para las estaciones de la regién 10
seleccionadas.

Como puede observarse de los valores contenidos en dicha
tabla, el analisis bivariado no produce resultados tan
especticulares como los obtenidos en los andlisis bivariados y
trivariados para analisis de gastos maximos anuales, referenciados "

en este trabajo.
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Tabla 8.13 Limites al 98% de Confianza para la Mejor
Distribucién Univariada y Bivariada de Valores

Extremos para las Estaciones de 1la Regidn 10

Seleccionadas.
ESTACION: HUITES DI 8 T RI B UUGCTI O N
LN3ML VEB22
PERIODO RETORNO T Cafios) LI LS LI LS
2 2.84 4.02 2.32 4.84
S 1.80 3.04 0. 88 3. 08
10 1.59 2.81 0. 48 3.87
20 1.43 2.72 0. 30 3.88
S0 1.37 2.68 0.19 3.8
100 1.38 2.68 0.18 3.68
800 1.33 2.64 0.i12 @ 3.88
1000 1.33 2.684 0.11 3.89
ESTACION: CHOIX DI 8 TRI B UOCTI ON
GVEUM vEB22
PERICDO RETORNO T Cafiosd LI Ls LI Ls
2 0. 04 0. 08 0,089 0. 08
=] 0.01 0.01 0.01 0. 02
10 0. 00 0.00 0.00 0.01
20 0. 00 0. 00 0.00 0.0%
850 0. 00 0. 00 0. 00 0.01
100 0. 00 0. 00 0. 00 0. 00
800 0. 00 0. 00 0. 00 0, 00
1000 0. 00 0.00 0.00 0. 00
ESTACION: PALO DULCE DI s TR I B U CI O°N
GVEUM vEB22
PERIODO RETORNO T Caffosd LI LS LI LS
2 o.a8 0.87 0. 43 0.82
8 0. 00 0.89 0.03 0.88
10 0. 00 0. 88 0.00 0.81
20 0. 00 0.64 0. 00 0. 47
80 0. 00 0.64 0.00 0. 48
100 0. 00 0.84 0. 00 0. 44
800 0.00 0.64 0.00 . 0.44-
1000 0.00 0.84 0.00 0. 44
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, CAPITULO 7
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Conclusiones

El desarrollo de la aproximacidén bivariada para el
caso de valores extremos minimos, amplfa el conocimiento de las
funciones de distribucién de probabilidad de valores extremos.

Se demostréd, a través del contenido de informacién relativa
Crelacién entre las varianzas de dos estimadores de un parametrod,
que el uso de las distribuciones bivariadas puede mejorar la
estimacién de parametros de distribuciones de valores extremos.

En general, los contenidos de informacién relativa de las
series mas cortas, aumentan conforme el tamafio de la muestra mas
grande se incrementa, por lo que existe una ganancia en precisién
en la obtencién de parametros de muestras cortas, cuandec se
utiliza una muestra mas grande. En forma similar, hay una
ganancia en informacidén, para la serie mis larga, cuando se
utiliza la informacién de las dos estaciones . | Sin embargo,
conforme la muestra mas larga se incrementa, relativo a la serie
mas corta, la informacién decrece hasta el punto en que la
relacién de informacién llega a ser menor que uno. En tales casos,
ya no es recomendable utilizar las series con registro corto para
estimar los parametros de la serie mas larga. o

De acuerde a los experimentos de muestreo distribucicnal, se
concluye que los resultados asintéticos pueden ser aplicables a
muestras pequefias, del orden de 80, para las distribuciones
bivaf-iadas de valores extremos para minimos. '
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El ajuste proporcicnade por las distribuciones bivariadas de
valores extremos results ser, para un buen numero de los casos
analizados (100% con respecto a la distribucidn univariada general
de valores extremos y el 40% con referencia a las distribuciones
uni variadas Lognormal ~3 parametros, valores extremos tipos I y
III, GVE Cmomentosd), ¥y de acuerdo al criterio de seleccidén
propuesto, una buenﬁ opcidén or;;,ro los modelos en competencla, por
lo que representan una buena alternativa para reducir la
incertidumbre en la estimacién de frecuencias de gastos minimos
anuales.

Comoc los limites de confianza son funcién de las varianzas
asintéticas de los pardmetros, y éstas son mejor estimadas por la
aplicacidén de la aproximacién bivariada, se demostré que cuando
los contenidos de informacién relativa son mis grandes que uno,
los limites de confianza son m&s estrechos en comparacisdn con los

obtenidos por la aproximacidén univariada de valores extremos,

Recomsndactiones

El trabajo que se incluye aquf{, no considera la existencia de.
valores cero en el registro histérico; caso comin en zon’as aridas
y semi ~a&ridas de nuestro Pais, por lo que, cuando éste sea el caso,
se requerira utilizar otro tipe de modelo univariado ex.tsrt.ente' q‘n_. )
la. literatura estadistica, ya que extender el modelo bivariado
de valores extremos para minimos y poder considerar la existencia
de ceros, representa una complejidad de anAlisJ.s y de cémputo, nﬁs

alld de lo razonable.
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Es recomendable la aplicacién de las distribuciones
bivariadas en el caso de que la muestra analirzada tenga una
longitud relativamente corta, cuando la estacién con registro
largo posea las cualidades estadisticas que hagan conveniente su
asociacidén con la estacidn de menor registro.

Para evitar obtener un éptimo local, en el procedimiento de
obtencién de parametros bivariados, se recomienda que los valores
de arranque del procedimiento propuesto sean los estimadores
univariados de los parametros de ubicacidén, escala y forma de
la GVE de minimos. Con respecto al pardmetro de asociacidn
bivariada , se recomienda utilizar el valor de 2.

El analisis trivariado de gastos minimes anuales, puede
extenderse al estudio de gastos minimos anuales.

Puesto que hay una ganancia significativa en informacidn, al
usar distribuciones bivariadas, se puede suponer que se
obtendran mayores ganancias mediante el uso de la apro:d.macién

trivariada en el estudio de gastos minimos anuales.
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DERIVADAS PARCIALES DE PRIMER ORDEN DE LA FUNCION LOGARITMICA DE
VEROSIMILITUD PARA LA DISTRIBUCION BIVARIADA DE VALORES EXTREMOS
PARA MINIMOS CMODELO LOGISTICO)
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\FI6.B.1. - AMLISIS DE FRECUENCIAS DE GASTOS MININGS
\ , GENERAL DE VALORES EXTREMOS (NAXIMA VEROSIMILITUD)
A ESTACION: URIQUE

o

l [
- 22,36 36,1 88,57 92,18
, PROBABILIDAD DE EXCEDENCIA()
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FI6.B.2. -ﬂNﬁLISIS DE FRECUENCIAS DE GASTOS MINIMOS
GENERAL DE UALORES EXTREMOS (MOMENTOS)

ESTACION: PALO DULCE

"._68'

-
20.00

!
60.608 85,32 9.8
‘ PROBABILIDAD DE EXCEDENCIA(Y)



QNB/SY  ric.p. s AMALISIS DE FREQUENCIAS DE GASTOS MINIMOS

., LOG-NORSAL DE 3 PARANETROS' (HAXINA VEROSINILITUD)
A ESTACION: WUITES
5]
1183
7.88
| 3.9
8
, ‘ | ]
R I % 64,67

§9.01 %.97
PROBABILIDAD DE EXC?)ENCIA( %)




UM/ \Fro.s.«AMALISIS DE FRECUBNCIAS DF GASTOS MINIMOS

_ GENERAL DE UALORES EXTREMOS (MOMENTOS)
‘ - ESTACION: CHOIX

T x
S Y 20.49 68.91 85,63 93,
' o | PROBABILIDAD DE EXCEDENCIA(Y)
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\¢16.5.5.- AHALISIS DE FRECUENCIAS DE GASTOS MININOS
\, GENERAL DE VALORES EXTRENOS (MAYIMA VERGSIMILITUD)
~ BSTACION: CHINIZAS

L
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