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RESUMEN 

MODELO BIVARI ADO DE VALORES EXTREMOS PARA EL ANALISIS DE 

VALORES MININOS Y SUS APLICACIOHES HIDROLOGICAS. 

En la República Mexicana, como en la mayor parte del mundo, 

la disponibilidad del agua f.luctúa entre la escasez o el exceso 

de agua. Estos extremos han originado el inicio de una política 

hidráulica orientada hacia una rigurosa planeación para el futuro, 

la cual requiere del perfeccionamiento de los métodos y técnicas 

de los análisis hidrológicos. 

Dentro de esta linea de investigación hidrológica, el 

análisis de eventos extremos es de particular importancia para el· 

tópico que se trata en este trabajo, más especificamente lo es la 

aplicación del modelo bi variado de val ores extremos al análisis 

de gastos mi ni mos. 

Con el fin de determinar si los estimadores basados en la 

aproximación bivariada son mejores que aquellos calculados 

mediante la aproximación univariada, fueron calculadas las 

matrices de varianza-covarianza. 

Para establecer si los resultados asintóticos bivariados son 

utilizables a muestras pec¡ue~as, se emplearon técnicas de 

muestreo distribucional para garantizar dicha condición. 

Las distribuciones bivariadas fueron aplicadas al análisis 

de frecuencias de gastos minimos anuales de varias estaciones 

hidrométricas ubicadas en la República Mexicana. 

Los resultados demuestran que se tienen mejoras 

significativas en la fases de estimación de parámetros, obtención 

de eventos de disel'ío y limites de confianza para periodos de 

retorno especificos, cuando se utilizan las distribuciones 

bivariadas. 

Se puede concluir que las di str i buci ones bi variadas de 

valores extremos representan una buena alternativa en el análisis 

de valores minimos. 
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1.1 Conceptos Generales 

CAPITULO 1 

INTROOUCCION 

El agua es uno de los elementos esenciales para la 

e:>d.stencia del hombre. Desde el primer momento de la vida humana 

en la Tierra, la dependencia del hombre al agua ha quedado 

f'irmemente marcada y aún en la actualidad sigue inalterada. 

En los tiempos act.uales, el agua es un elemento importante, 

pues prevé el sustento vital del hombre, y apoya los procesos de 

manuf'actura d .. articules industriales,la gen .. ración de energia 

eléctrica, en la producción de alimentos ... En muchas partes del 

mundo, el agua es un importante medio de transporte y un f'actor 

signif'icativo en las actividades recreativas. 

Se estima que la cantidad de agua que hay en la hidrósf'era es 

de unos 1399 millones de kilómetros cúbicos, de los cuales el 

97.9% es agua salada y el 2.5% dulce. Del agua dulce, el 87.3% se 

encuentra en f'orma de hielo o nieve, el 12.3% en el agua 

subterránea y sólo el O. 4% en agua superf'icial y 

atmosf'érica liquida. Por lo anterior, sólo el· 0.2% del agua total 

de la hidrósf'era es potencialmente aprovechable por el hombre. 

En México, en particular, existe una gran variedad de climas 

y condi cienes hi drometeorol ógi cas que van desde 1 as condi cienes 

desérticas, como las existentes en el Norte y Noroeste del Pais, 

hasta las del trópico húmedo prevalecientes en el Sureste del 
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Terri t.orio Nacional. Así pues, se t.ienen regiones con 

precipit.aciones medias anuales menores a los Z60mm, en el primer 

caso, y lluvias medias anuales superiores a los 5000mm en el 

segundo caso .. Por ot.ra part.e, hay una gran part.e del Territ.orio 

Nacional que se ve afect.ado al'ío t.ras al'ío con la ocurrencia de 

t.orment.as tropicales, ciclones o huracanes, de diversa intensidad, 

que producen dal'íos de diferent.e magnit.ud en cuanto a pérdida de 

vidas humanas y dal'íos económicos y sociales. 

1.2 Descripción del Problema 

Las sequias pueden definirse de diversas maneras; por 

ejemplo, desde el punt.o de vista met.eorol6gico, agricola, 

hidrológico, económico, social, et.e. Para los fines de est.e 

t.rabajo, el criterio hidrológico será el prevaleciente, en 

lo general; y la sequia se det'inirá como: el gast.o medio diario 

m.inimo anual en una est.ación hidromét.rica en part.icular. 

Es bien sabido que una sequia es muy dit'icil de predecir, ya 

que al ser un t'enómeno regional, la mayor part.e de las veces, la 

precisión de la extensión t.errit.orial que abarca y el periodo de 

tiempo que dura, son dos variables que a menudo dit'icilment.e son 

determinadas hast.a que la sequia termina y se eval aan los da!'fos 

que ha causado. 

Cent.ro del análisis de sequias hay diversas metodologias para 

su estudio que persiguen objet.ivos diversos y que producen 

result.ados que son aplicados t.ambién para t'ines di:ferentes. Para 

los t.érminos en que se ha planteado el trabajo que aqui se 
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present.a, el estudio se concretará al análisis de frecuencias de 

gastos núnimos anuales al usar la distribución de valores ext.remos 

bivariada del t.ipo logistico. 

Exist.en muchos mét.odos de análisis de frecuencias regionales 

CCunnane, 1988); uno de ellos es, mediant.e el empleo de 

dist.ribuciones mult.ivariadas. 

Muchas contribuciones han sido publicadas en la lit.erarura 

relacionadas al problema de mejorar la est.imación de parámetros 

usando dist.ribuciones mult.ivariadas. Sin embargo, la mayoria de 

ellas se han concentrado en la dist.ribución normal CAnderson, 

1967). 

Reci ent.emente, la aproximación multivariada de valores 

ext.remos ha sido aplicada a la solución de problemas hidrológicos. 

Los fundamentos teóricos de tal aproximación fueron dados hace más 

de 30 a~os CGumbel, 1968, 1999, 1980a , 1geob , 1967; Tiago de 

Oli'veira, 1998, 1975a, 1975b,; Galambos, 1Q76, 1978), pero ellos 

han tenido muy poco impacto en el campo de la hidrología. Después 

de est.os t.rabajos, muchos modelos bi variados de valores ext.remos 

comenzaron a aparecer en la literatura CTiago de Oliveira, 198Z). 

Un grupo part.icular entre ellos son los modelos diferenciables, 

los cuales fueron est.udiados por Rueda C1Q81), Raynal C 1985, 

1987a , 1987b ) , y Escalante C1991); sus result.adcs demuest.ran 

que se obtienen mejoras significativas en la fase de estimación de 

par.imetros, en la reducción de la vari2bilidad de los gastos de 

dise~o y el c.ilculo de limit.es de confianza para valores de 

dise~o. por lo que el an.ilisis de frecuencias a t.ravés de 

dist.ribuciones mult.ivariadas de valores ext.remos represent~ un 
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campo prometedor de investigación, además de que está, en gran 

parte, inexplorado en el sentido de aplicaciones hidrológicas. 

1.3 Objetivas del Trabajo 

El objet.ivo general de est.e t.rabajo es desarrollar una 

al t.ernat.i va para el análisis de frecuencias de eventos 

hidrológicos ext.remos, en el Ambit.o del an.11.lisis de frecuencias de 

gastos m!nimos anuales, a t.ravés de la distribución bivariada del 

t.ipo logistico de valores ext.remos. 

Los objet.ivos especificos son: 

a. Desarrollar la función de dist.ribución de probabilidad 

bivariada de valores eXt.remos para el análisis de valores 

minimos. 

b. Determinar la confiabilidad en la est.imación de parámetros 

por la estimación conjunt.a 

uni variada. 

bivariada en comparación con la 

c. Aplicar la metodologia propuesta al análisis de frecuencias de 

gastos minimos de dat.os provenient.es de est.aciones 

hidrométricas de la RepOblica Mexicana. 

La contribución general de la invest.igación propuest.a,es la 

de demost.rar que la aplicación de las dist.ribuciones bivariadas 

de valores ext.remos, al análisis de frecuencias de eventos 

hidrológicos ext.remos, en part.icular el estudio de valores 

minimos, mejora las fases de est.imación de parámet.ros, cálculo de 

eventos de disefto y de sus correspondient.es limit.es de confianza. 



1., Descripción de Capítulos 

El trabajo se ha estructurado de la siguiente forma: 

En este Capitulo , se hace una introducción a la problemAtica 

del anAlisis de frecuencias de eventos extremos y su importancia 

con respecto a las actividades humanas. 

En el Capitulo 2, son presentadas, en primer término, una 

descripción del desarrollo de la teoria de los valores extremos; 

posteriormente, se incluyen las caracteristicas y propiedades de las 

distribuciones univariadas y bivariadas de valores extremos. 

En el Capitulo 3, se muestran las caracter1sticas y 

propiedades del modelo bivariado de valores extremos del tipo 

log1stico. 

En el Capitulo 4, se desarrolla un algoritmo para determinar 

los estimados de mAxima verosimilitud de los parAmetros de las 

funciones de distribución de probabilidad bivariadas, propuestas 

en el Capitulo 3. 

La confiabilidad de los estimados de los parAmetros de las 

distribuciones bivariadas de valores ext..rernos se analiza en el 

Capitulo 5. Su aplicación a pequef'ias muestras, es probada a t..ravés 

de técnicas de muest..reo distribucional. 

En el Cap! t..ul o 6, se incluyen l .as aplicaciones de 1 as 

di str i buci ones bi varia das de valor es ext.r emes al anAl i sis de 

frecuencias de gast..os núnimos, con datos provenientes de 

estaciones hidrométricas ubicadas en la República Mexicana. 

Las conclusiones y recomendz1ci enes, se presentan en el 

Cap1t..ulo 7. 
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CAPITULO 2 

DISTRIBUCIONES UNIVARIADAS DE VALORES EXTREMOS 

2.1 Introducción 

En el análisis de gastos minimos anuales se han manejado 

diversas funciones de distribución de probabilidad como opciones 

para modelar a las mu•st.ras que se est.fln analizando. Dentro de •se 

grupo de distribuciones de probabilidad, destaca la muy conocida 

distribución de valores extremos Weibull CTipo III). Las et.ras dos 

distribuciones extremas, son menos usadas para est.e t.ipo de 

análisis: Fréchet CTipo II) y Gumbel CTipo l). 

Todas ellas son soluciones particulares de la ecuación 

:funcional que deben sat.isf'acer los extremos. La solución general 

de est.a ecuación ha sido encontrada por Jenkinson C1955) y a t.al 

solución se le ha llamado distribución General de Valores 

Extremos CGVE). 

El nombre 

di st.r i buci enes 

de valores 

debido a que 

extremos 

pueden 

se 

ser 

asigna a es t. as 

obtenidas como 

distribuciones limite e n -- co) de los valores mfls grandes, 

o lllÍlS pequeftos, ent.re n variables aleatorias independientes; cada 

una debe t.ener la misma distribución continua. 

Las condiciones básicas que definen a las dist.ribuciories 

asintóticas extremas son: 

a) Las observaciones de las cuales los valores extremos son 

seleccionados, deben ser independientes, 

b) Las observaciones deben ser confiables y est.ar hechas en 

idénticas condiciones, 
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e) El nOmero de observaciones ext.remas, n, debe ser grande. El qué 

tan grande debe ser n, depende de la distribución inicial y del 

grado de precisión buscado, y 

d) La distribución inicial de la cual son tomados los valores 

extremos, deben pertenecer a uno de los tres tipos mencionados 

anteriormente. 

En genera.!, las distribuciones univariadas de valores 

extremos han sido usadas ampliamente para analizar la distribución 

de eventos hidrológicos ext.remos. Por ejemplo, el Natural 

Environmant Rei;;earch Council C 

procedimientos de estimación 

di str i buci ones uni variadas de 

frecuencias de valores máximos. 

NERC, 1Q'76 ), proporciona los 

y aplicaciones de las tres 

valores extremos al análisis de 

Asi mismo, contiene el estado del 

arte en el análisis de frecuencias de avenidas cuando se usan 

otras distribuciones univariadas. 

2.a Desarrollo de las Distribuciones de Valores Ext.reJllOS 

La teoria de los valores extremos describe el comportamiento 

aleatorio de los enésimos valores más grandes o más pequeftos de 

una muestra de datos. 

La historia de los est.adisticos de valores extremos comenzó 

en 1Qa2, en Alemania, con un articulo de L. Von Bo~tkiewicz, donde 

se pone de manifiesto que los valores más grandes de muestras 

~omadas de poblaciones normales, son variables que tienen una nueva 

di str i buci 6n. 

En 1923, R. Von Mises, también en Alemania, introduce el 

concepto matemático fundamental del valor esperado del. elemento 
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m.ls grand" d" una mu"st.ra d" dat.os, y da con ést.o el inicio al 

est.udio de la dist.ribución asint.ót.ica de valores ext.remos en 

muest.ras de dist.ribuciones normales. Los valores mfls grandes en 

muest.ras diferent.es a la normal, fueron est.udiadas por E. L. Dodd 

en 1923. 

En 1926, L. H. C. Tippet. obt.uvo las probabilidades de los 

valores m41.s grand"s para dif"r"nt.es t.amanos d" mu"st.ra de una 

dist.ribución normal. 

En 1927, M. Fréchet. publicó el primer art.1culo donde describe 

la obt.ención de la dist.ribución asint.ót.ica del valor mfls grande 

de una clase de dist.ribución individual. 

En 1928, R. A. Fisher y L.H.C. Tippet. publicaron el articulo 

quo es considerado el cimiont.o de la t.eoria asint.ót.ica de las 

distribuciones de valores ext.remos. 

i ndependi ente, 1 a di str i buci ón 

constr.uyeron las otras dos. 

Ellos encontraron, en forma 

asintótica de Fréchet, y 

R. Von Mises C1936) y B. Gneclenko C1943) contribuyeron al dar 

las condiciones necesarias y suficientes para validar las 

dist.ribucion•s asintót.icas para los valores m.6.s grandes. 

Los desarrollos t.eóricos de los anos veintes, fueron seguidos 

en los anos treintas, por aplicaciones prácticas al usar los 

est.adist.icos de valores ext.remos de dist.ribuciones del t.iempo de 

duración de la vida humana CGumbel, 1937 ) , y resi.st.encia de 

mat.eriales CWeibull, 1939). 

Desde ent.onces, est.os procedimient.os han sido aplicados 

ext.ensivament.e a et.ros campos que incluyen: sismos, datos 

meteorológicos, efect.os de corrosión, tiempos de sobrevivencia de 
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microorganismos, ... 

Con respecto a sus aplicaciones en el análisis de frecuencias 

de gastos máximos y minimos, están los articules hechos por Gumbel 

C1041, 1044, 1046, 1047 y 1064). 

En articules pioneros, Gumbel C1969, 1960a ) propone algunos 

tipos de distribuciones exponenciales bivariadas. Después, Gumbel 

C1960b, 1962, 1967) ext.endió su teoria a las distribuciones 

multivariadas de valores extremos; sin embargo, muy poca de esta 

teoria ha sido aplicada al estudio de eventos hidrológicos 

.. xt.r .. mos. 

Los trabajos de Clarke C1990), Rueda C1991) , Raynal C1996) 

y Escalante C1991), reportan reducciones significativas en la 

variabilidad de los parámetros estimados mediante las 

distribuciones bivariadas y trivariadas. 

En adición a estos trabajos, se han reportado CTakahashi, 

1Q97,1QBS) algunas propi .. dad .. s de las distribuciones multivariadas 

de valores extremos. 

2.3 Génesis, Caracteristicas y Propiedades de las Distribuciones 
Univariadas de Valores Extre1110s 

Las distribuciones de valore~ extremos fueron obtenidas como 

distribucion .. s limit .. d .. los valores más grandes o m.6.s peque~os de 

una muestra. 

Si XCD, XC2), XCn), es una muestra aleatoria de una 

población continua FCx:>, el r-ésimo valor más grande es llamado el 

estadistico de orden r-ésimo; su valor será denotado como xtrl. 

Por lo que, el más peque~o valor muestra! es xt1J y el más grande 
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es x[nl. Puest.o que la dist..ribución de las X's, FCx:>, puede ser 

int..erpret..ada como la probabilidad de que X t.enga un valor menor o 

igual a alg~n valor especifico, x, la probabilidad· de que 

exact..ament..e j de las X's caiga dent..ro del int.ervalo cerrado C-oo ,xl 

y en-j) caiga en el int..ervalo abiert..o Cx,CXI) es obtenida 

sust.ituyendo FCx:> por la probabilidad en la serie Binomial: 

( n ) e a.1 :> 

el evento xCrl S Z ocurre si y solamente si, ro más de las XCi:>'s 

caen en el intervalo C -oo,Z J. Por lo que: 

n 

FC xCrl ) PC x[rJ S Z ) l [ n 

J 
j=r e 2.2 :> 

En part.icular, la función de distribución de los miembros mAs 

grandes de la muest.ra de una población con dist.ribución FCx:> es: 

FC x[nl ) e 2.3 :> 

Si existe una forma limite para los valores más grandes de x 

Lim FC x[nJ ) = LC:>ó e 2.4 :> 

n - co 

est..a es llamada la dist.ribución asint.ótica de los valores D'.AS 

grandes. 

Se dice que FC xCnl ) es una distribución est.able para los valores 

más grandes, si existen coeficient.es de at.racción ªn y bn > O 

tal que: 

C FCx) ) n = FC a x + b ) 
n n e 2.e :> 

Est.a ecuación fue obtenida por Fréchet C1Q27:> y es llamada el 

Postulado de Est.abilidad~ 
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Las distribuciones limites t'ueron obtenidas al resol'Vffr la 

ecuación C2. 6), al considerar el valor de 1 para la 

distribución Tipo I CGumbel) y ªn ~ 1 para distribuciones 

Tipo II CFréchet) y Tipo II! CWeibull)¡ su t'orma. t'inal es: 

Distribución Gumbel 

-x FCx) = exp e - exp ) , -oo<x<+oo e 2.e ) 

Distribución Fréchet 

FCx) = O si x < O e 2. 7) 

FCx) exp e - x -(3 :> si x 2: o , (3 < o e 2.e) 

Distribución Weibull 

FCx) 1 Si X 2: 0 e 2.e :> 

FCx) expc - e - x f3, ) si x < o, (3 > o e 2.10 :> 

En 1965, Jenkinson obtuvo la solución general de la ecuación 

t'unci onal que debe sat.i st' acer los val ores extremos C ecuación 

2. 6). La sol uci 6n resul t.ante, ha si do 11 amada la dist.ribuci6n 

" general de valores extremos CGVE), la cual representa 

direct.ament.e a las dist.ribuciones II y III. La dist.ribuci6n t.ipo 

I, result.a como un condición limit.e de la dist.ribuci6n general 

de valores extremos, cuando f3~0. 

C&da dist.ribución est.A caract.erizada por el valor que t.oma el' 

parálll8t.ro da t'orma. (3¡ espcrcit'icament.a: 

a) dist.ribución tipo I CGumbel) para (3 O 

b) dist.ribución t.ipo II CFréchet.) para (3 < O 

c:> dist.ribución t.ipo III CWeibull) para (3 > O 
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2.4 Génesis de la Distribución General de Valores Extremos eGYE) 

Considérese N muestras, cada una de tamai"io n, que han sido 

tomadas de la misma población. En cada muestra hay un valor máximo 

y el valor máximo en 1 as Nn observaci enes es el máximo de los N 

máximos valores tomados de muestras de tamai"io n. La distribución 

del valor m.6.ximo en las Nn observaciones tenderá hacia la misma 

expresión asintótica tal y como la distribución del valor máximo 

en las muestras de tamai"io n, siempre y cuando tal asintota exista. 

Dado que una transformación lineal no cambia la forma de la 

distribución, la probabilidad de que el valor máximo sea menor que 

X, debe ser igual a J. a probabilidad de una :función lineal de X, 

eGumbel, 1QS9), la cual es representada por la ecuación e2.6). 

Al suponer que F = exp e -e -ye X)) y tomar dos veces el logaritmo 

natural en e2.6), se tiene que: 

L.ne n ) -ye x :> = -ye ªn X + e 2.11 :> 

Si se expande e2.11) en potencias de e X - Xo ), donde yexo:> =O, 

se llega a la siguient.e expresión: 

L.nen:>= - y eb +a Xo) + ex - Xo:>{ y n n ' eXo) - a y •eb +a Xo:>} + n n n 

+ 
ex - Xo:> 2 

2 { y ''eXo:> - a 2 
y ''eb +a Xo=>} + . n n n 

e 2.12 :> 

y dado que la ecuación e2.12:> es válida para el rango de valores 

de X, se pueden obtener las siguientes ecuaciones: 

L.n en) e 2.13 :> 

o e 2~ 14 :> 

12 



t 
- a n 

Ct) Cb 
y n +a Xo) = O 

n 
e 2.15) 

donde C t) est.i asociada al orden de la derivada y par a t ~ 1 , 

al usar C2.13), C2.14) y C2.15): 

Ct)Cb +a Xo) yCt)CXo) 
Y n n 

{y 
. r {y·• CXo:>} 

t 
b +a Xo e 2.1e :> n n 

El miembro de la derecha de la ecuación C2.16), depende sólo de t y 

puede escribirse como CL. Dado que para valores que varian de n, 

Cbn + ªn Xo) toma todos los valores en el rango de X, tenemos que 

para t ~ 1, generalmente, C2.16) se transforma en: 

YCt)c X ) = CL {y • e X ) }t e 2.17 :> 

que al diferenciarla con respect..o a X queda: 

Yct+Dc x ' =t.. e e z L {y• C X :> r+1 e 2.10 :> 

y la relación recursiva para CL es: 

e: t.. e: e: par-a t.. ~ 1 L+S 2 L e 2.19 :> 

de donde se obt..iene: 
L-2 

et e t.. - 1 " e 
2 

e 2. 20 :> 

de las ecuaciones e 2.17) y e 2.20 ): 

L-Z 
{y ' CXo) r y iL>cxo) Ct..-1:>! e 

2 
e 2. 21 :> 

la expansión de yC x:> en pot..enci as de CX-Xo) es: 

y CX:> 
L¡S 

ex - Xo:> yn>cxo:> 
t..! 

e 2. 22 :> 
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y al sust.it.uir y 1 
L >cxo) como aparece en ca. 21) y al hacer los 

cambios de variable de y'CXo) por W, CJ.. por k y 1/kv por a, se 

t.iene que: 

est.o es: 

1 l y CX) =-¡e 
L - :l 

1 
y ex:> = - -¡e- Ln 1-

CX-Xo) 
a 

CX-Xo) 

y •ex:> 

a e 1 - e-k y ) 
1 

""'k a - CX-Xo) 

y de C2.13) y C2.14) finalment.e se t.iene: 

a 
n 

nlc 

CXo + a)C1 - n)lc 

La ecuación C2.9) puede ser escrit.a como: 

e 2. 23 ' 

e 2. 24 :> 

e 2. as ' 

e 2.ae :> 

e 2. 27 :> 

e 2. 2e :> 

e 2. ae :> 

la cual de si t.uar arbi t.rariament.e el origen de X donde y O, 

produce finalmente la solución general a part.ir de C2.26): 

X = a C1 - e -l<y:> 

o bien su inversa: 

yCX:> X 
a 

) 

e 2. 30 :> 

e a. 31 :> 

Si en esta solución se considera la exist.encia de un parámetro de 

ubicación u y si la const.ant.e a representa el cociente del 
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p~rAmetro de 1'orma (3 sobre el parAmetro de escala a, se tiene que 

la 1'orma 1'inal de la función de distribución de probabilidad de la 

distribución general de valores extremos CGVE) es: 

FC X ) e 
1 - e~ )/3 

"' 

La 1'unción de densidad de probabilidad es: 

fCX) 

donde: 

1 

"' 
1 - e~ 'f3 

"' 
1/(3-1 

exp -

u es el parámetro de ubicación 

a es el parámetro de escala, a > O 

(3 es el parámetro de forma 

1/(3 

1 - e~ 'f3 
"' 

e a. 32 ) 

1/(3 

e a. 33 ) 

Las caracteristicas y propiedades de las distribuciones 

Gumbel y GVE son de acuerdo con NERC C1976): 

a. Distribución de valores extremos tipo I CGumbel) 

La función de distribución acumulada es: 

- Cx - U)/Ol 

FC X ) e - e 

La 1'unción de densidad de probabilidad es: 

fCX) 1 

"' 
e 

-cx-u)/.a 
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donde: 

u es el parámetro de ubicación 

a os el par~metro de escala, a > O 

la moda está en x# u, la media, varianza y el sesgo son: 

Media = ,_, = ECx:> = u + e a 

Varianza = o 2 = E x - ECX) 

Sesgo= g., = 1.14 

z 

u+ 0.8772 a 
z 

rr 
e 

e 2. :36 ::> 

e 2. :37 ::> 

e 2. :39 ::> 

La variable reducida o estandarizada, y, est~ relacionada a 

x por: 
X U 

y= e 2. :39 ::> 

La función de distribución acumulada de la variable reducida es: 

- e y 
FC X ::> e e 2. 40 ::> 

y su función de densidad de probabilidad es: 

1 - y e - y 
fCX::> = e e 2. 41 ::> a 

la media y varianza de la variable reducida son: 

,_, 0.6772 e 2. 42 ::> 
z 

02 rr 
-6- e 2. 4:3 ::> 

b. Distribución general de valores extremos CGVE::> 

Las caracteristicas y propiedades para esta distribución 

deben ser establecidas para cada una de sus ramas. 

La relación entre la GVE y la variable reducida de valores 

extremos tipo I es: 

X u + a W e 2. 44 ::> 
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y 

w = 
1 - e -(fy 

(3 
e 2.46 ::> 

donde W es la variable reducida general de valores ext.remos. 

La dis~ribución general de valores ext.remos es del Ttpo 11 cuando: 

a> O; (3 < O; U + a/(3 ( X S 00 e 2.48 ::> 

si la variable reducida y, para la dis~ribución de valores 

ext.remos ~ipo II, se escribe como: 

y = 1 
X - U 

c-a--::>(3; OSySoo e a.47 ::> 

sus correspondientes funciones de dis~ribución y densidad son: 

G C y) e 
y 1/(3 

y 1/(3 - 1 
- y 1/(3 y e ge Y::> 

(3 

la media y varianza de las variables reducidas son: 

µ r e 1 + (3 ::> 

z r e 1 + 2(3 ::> - rª e 1 a 

donde r ce:> representa la función gamma 

El sesgo correspondi en~e es: 

9• = 
rc1 +3(3::> - 3rc1 +2(3::> rc1 +(3) + ar 1b +f3::> 

rc1 +2(3::> - ~ c1 +f3::> ª"2 

+ (3 ::> 

completa. 

la mediana y la ll'Oda de la variable reducida son: 

mediana Y* = e o. e931 B ::> f3 

e 1 - f3::>f3 

La función de momentos en su forma general es: 
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(3 < o e 2. es:> 

La dist.ribución gene.ral de valores extremos es del Tipo I I 1 

cuando: 

a> O; (3 > O; X :S U + a/(3 e 2.66 :> 

si la variable reducida y, para la distribución de valores 

extremos tipo III, se escribe como: 

x-u 
- y= 1 e a ' (3 ; :S y s o e 2.67 :> 

sus correspondientes funcior1es de distribución y densidad son: 

G C y:> = 

y 

gCy:>= 

1/(3 - 1 
e -y' e 

la media y varianza de las variables reducidas son: 

µ m - r e 1 + (3 ' 

o 2 r e 1 + 2(3 :> - r 2 e 1 + (3 :> 

El sesgo correspondiente es: 

9'• .. 
-rc1 +3(3:> + 3rC1 +~:> rC1 +{3:> - ar t1 +(3:> 

rC1 +~:> - ~ C1 +(3) ª"ª 

la mediana y la moda de la variable reducida son: 

mediana Y* = - e o. 69316 :> f3 

e 1 - f3'f3 

La función de momentos en su forma general es: 

E e yr :> = e -1 ,r r e 1 + r (3 :> (3 > o 
) 

e 2. 69 :> 

e 2. 69 :> 

e 2. eo :> 

e a. 61 :> 

e 2. ea ' 

e 2.63 :> 

e 2. 64 :> 

e 2.66 :> 

c. Distribución general de valores extremos CGVE:> para núnimos 
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Las caracteristicas y propiedades para esta distribución 

deben ser establecidas para cada una de sus ramas. 

La relación entre la GVE y la variable reducida de valores 

extremos tipo I, ambas para minimos, es: 

X w + o. w e 2.66 :> 

y 
(fy 

• - 1 
w = e 2. 67 :> 

donde W es la variable reducida general de valores extremos, para 

minimos. 

La distribución general de valores w.ict.remos para minimos es 

del Tt po 11 cuando: 

a> O; (3 < O; -m<x:S w e 2. es :> 

si se de~ine a la variable reducida y, para la distribución de 

valores extremos tipo II, como: 

- y= 1 
W - X 

C--a-:>(3; -m< y:SO e 2. 69 :> 

sus correspondientes ~unciones de distribución y densidad son: 

G C y:> ., 

ge Y' = 

-e- Y ,1/(3 
e 

1/(3 - 1 
e- y:> 

la.media y varianza de las variables reducidas son: 

µ -rc1+13:> 

r e 1 + 2f3 :> - r 2 e 1 + f3 :> 

donde r e e:> represent.a 1 a ~unción gamma completa. 
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El sesgo correspondient.e es: 

• 
g = s 

- r c1 +3(3) + 3 rc1 + (3) rc1 +2f3:> - arC1 +(3) 

[ rc1 +2/3) - / c1 +f3:> ] 
8/2 

la mediana y la moda de la variable reducida son: 

1119diana yM = - C 0.69316) (3 

e 1 - (3)(3 

La f'unci6n de moment.os en su f'orma general es: 

E C yr ) .. C-Dr r C 1 + r (3 ) (3 < o 

e a. 74 ) 

e a. 76 ) 

e a. 76 ) 

e a. 77 ) 

La dislribuci6n general de valores extremos es del Tipo 111 

cuando: 

OI ) 09 (3 > º• W - a/(3 :S X ( 00 e a. 78 ). 

si se def'ine a la variable reducida y, para la dislribuci6n de 

valores extremos t.ipo III para minimos, como: 

X - U 

y = 1 C --OI-) (3 9 O:Sy<ao e a. 7g ) 

sus correspondient.es funciones de distribución y densidad son: 

e a.so) 

y 1/(3 - 1 
y e e a. e1 ) ge Y) = 

(3 

la media y varianza de las variables reducidas son: 

µ rc1+(3) e a. ea ) 
rc1 +2/3) -r2 c1 +(3) e a. 83 ) 

El sesgo correspondiente es: 
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• rc1 +3/3) - src1 +ZfT.> rc1 +fD + ar c1 +(3) 
g• = 

[ 

Z ] 11/Z 
rc1 +2/3) - r c1 +/3) 

e 2.04) 

la mediana y la moda de la variable reducida son: 

mediana yM e O.BQ31B ) (3 C 2. BB ) 

moda = y# e 1 - (3)(3 e 2. ee ) 

La función de moment.os en su forma general es: 

rc1+r(3) (3 > o e 2. 07 ) 



CAPITl.l..O 3 

MODELOS BIVARIAOOS DE VALORES EXTREMOS 

3.1 Int.roducción 

El uso de la probabilidad y la est.ad1st.ica en hidrolog1a, 

debe proveer los modelos mat.emAt.icos, llamados 

dist.ribución de probabilidad, y la forma para 

funciones de 

est.i mar sus 

par~met.ros, llamada est.imación est.adist.ica, respect.ivamente,a fin 

de hacer el mejor uso de la información de que s:e disponga, para 

los fines de dise~o y operación de las estruct.uras hidráulicas. 

Debido a que la mayoría de los dat.os hidrológicos forman 

muestras finit.as de una población, los par4met.ros y dist.ribuciones 

de est.as variables no pueden ser determinados exact.ament.e. Una 

forma de mejorar su est.imación, es mediant.e la const.rucción de 

ir.octal os regionales, loi;: cuales consideren la información 

provenient.e de et.ras fuentes que est.An correlacionadas con el 

fenómeno en est.udio. 

Como ya se ha mencionado, el objet.ivo de este t.rabajo es el 

de proporcionar un medio que mejore el análisis de frecuencias de 

event.os hi drol ógi cos extremos. Con est.e propósi t.o, se desarrolla 

la función bivariada de valores extremos, cuyas caract.erist.icas y 

propiedades se muest.ran en la sección 3.2 . 

En general, la construcción de un modelo mat.emático requiere 

de cierta metodolo~!a, la cual se present.a en la sección 3.3. 

As! mismo, en la sección 3.4, se incluyen las caract.erist.icas 

y propiedades del modelo bivariado. 

aa 



3.2 Génesis. Caracteristicas y Propiedades de las Distribucion.s 

Bivariadas de Valores Extremos 

Las distribuciones univariadas han sido desarrolladas y 

aplicadas ampliamente en el análisis de t'recuencias en hidrologia; 

poca atención se le ha dado al estudio de la aproximación 

mul ti variada. 

Los articules pioneros de Finkelstein C1953), Gumbel C1969) y 

Tiago de Olivaira C1QSS), dieron los t'undamentos teóricos para el 

análisis de las distribuciones bivariadas de valores extremos. 

Una distribución asintótica bivariada se caracteriza por las 

siguientes propiedades: 

a) Las distribuciones marginales son asintóticas extremas, 

b) Es estable (cumple el postulado de estabilidad:>, 

c) Posee una t'unción de densidad, y 

d) Se elimina el caso trivial donde la distribución multivariada 

es el producto de las distribuciones marginales extremas. 

Sean CXl , YI..) pares de variables aleatorias independientes, 

cada una con la misma distribución conjunta FCx,y:>. Puesto 

que X 
n 

.!l;On variables aleatorias continuas, 

independientes e idénticamente distribuidas, es posible encontrar 

transt'ormaciones linetales: 

a X + b n max n e 3.1 :> 

tal que xn tenga una distribución limite e para n - 00 ) 

que sea uno de los tres tipos de distribuciones de valores 

extremos. Habrá también una transt'ormación: 

c Y + d n max n e 3.a :> 

con propiedades similares. 



La función de distribución conjunta de C mAx.XL' ~x Yl ) es: 

e 3.3) 

Al denotar la función de distribución acumulada bivariada por 

FCx,y), se tiene: 

FCx,y) = Lim e 3. 4) 

n - a> 

Esta ecuación es una extensión de la ecuaciones C2.4) y C2.6) 

La distribución conjunta limite de xn y yn e para n - ClO) 

es una distribución bivariada de valores extremos 

Entre las distribuciones bivariadas se encuentran los 

llamados modelos diferenciables Caquellos que cuentan con una 

función de densidad ) y los no diferenciables. Entre los de la 

(Jltima clase, se encuentran CTiago de Oliveira, 1982): el modelo 

bi .. xt.remo, el modelo Gumbel y el modelo Natural. Estos modelos no 

cuentan con una función de densidad de probabilidad explicita, lo 

cual hace que la estimación de parámetros sea muy complicada. 

Entre los modelos diferenciables, se tienen: el modelo 

logistico y el modelo mezclado. Tales nombres les f11eron asignados 

debido a que, en el primer caso, la diferencia de las variables 

reducidas, cuando ambas marginales son distribuciones Gumbel, 

tiene una distribución logistica estándar. En el segundo caso, el 

modelo tiene una función de dependencia que parte de una mezcla de 

las funciones marginales para los casos de independencia y 

dependencia, cuando éstas son distribuciones Gumbel. 



C i ) El modelo Logist..ico 

Este modelo tiene la forma: 

FCx,y,m:> "'.' exp { - [ e -Ln FCX)) m + C-Ln FCy)) m ]i/m } 

e 3.6 ' 

donde: 

111 es el par•metro de asociación 

FCu) es la función de distribución marginal de u 

m2:1; 0:Sp:S1 

Para mm 1, la función de distribución bivariada se reduce al 

producto de sus marginales 

FC. x,y,m ) = FCx:> FCy) e 3.e' 

el cual representa el caso de independencia. 

e ii ) El modelo mezclado 

Este modelo es de la forma: 

FCx,y,có • FCX) FCy) exp { a [ _ Ln
1 

FCX) + --=--1~ ] -1 } 
- Ln FCy) 

e 3.7' 

donde: 

a es el par•metro de asociación 

O:Sa:S1 

para a a O, se tiene el caso de independencia, si mi lar a la 

ecuación C3. 6). 

Dado que el rnoclel o 1 ogi st..i co bi variado ti ene mayor 

versatilidad que el modelo mezclado C amplios rangos del 

coeficiente de correlación y del indice de dependencia, los cuales 

permiten alternativas más alla del caso de independencia ), es 



aconsejable C Raynal, 1985 ) su aplicación a la solución de 

problemas de anAlisis de frecuencias en hidrolog!a. 

Gumbel C1962) mostró seis posibles funciones de distribución 

bivariada, mediante el empleo de las tres asi nt o tas:, e orno 

funciones marginales dentro del modelo log!stico. Raynal C1Q86) 

redujo las posibles combinaciones a tres, al utilizar a la 

distribución general de valores extremos como función marginal. 

A estas combinaciones, Raynal C198S) les ha asignado los nombres 

siguientes : 

a) Distribución de Valores Extremos Bivariado Tipo 11 CVEB11) o 

Di str i buci 6n Bi gumbel . 

b) Distribución de Valores Extremos Bivariado Tipo 12 CVEB12:> o 

Distribución Gumbel-GVE. 

c) Distribución de Valores Extremos Bivariado Tipo 22 CVEB22:> o 

Distribución Bigeneral de Valores Ext..remos. 

AdemAs propone el empleo de las: siguientes funcionas de 

distribución acumulada y funciones de densidad, ~ra las tres 
' 

combinaciones de funciones marginales del modelo log!st.ico 

bivariado: 

a. DISTRI BUCI ON VEB11 X - U 

{ 
t 

[ 
-m 

FC x,y,u,,a,,u
2
,a

2
,m :> 

a 
+ exp e s 

y - u 
1/m} 

z -m 
] + 

a e z 

e 3.8) 



[ e 

[ 

{ m - 1 

X - U 
l. 

1 

-m--

• 

ª1. 

X - U 
f. -m--

e 

ª1. 

X - U 
f. -m--

ª1. 

+ 

+ 

X - U 

' -m--a 
e t 

y - u z 
-m -a-

e z 

• 
y - u z -m--

ªz 

y - uz 
-m--a e z 

] 
1/m - 2 

] 

] 
e 3.o :> 

b. DISTRIBUCION VEB12 

= 

y - u m/(3z 
+ 1 - e--ª:> (12 Ol z 

X - U 
t 

[ 
-m--

C( ... • • 

[ + 

Y - u m/(3z ] 1/m } 
+ 1 - C---ª ) (3 

ªz z 

1 

] 1/m} 

1 -

27 

e 

X - U 
f. -m--

ª1. 

e 3.10 :> 

X - U 

exp { - [ .-m ~· 

1/m - 2 
m/(3z y - u 

l , __ z) 
Pz a 

z 



{ m - 1 + 

e. DISTRI BUCI ON VEBa2 

+ 1 - e 
y-u 

z ' 
ªz 

+ 

1/m 
y - u 

1 - , __ z, 
a z ] } 

e 3.11 ' 

X - U m/(3 
1 - e --":> f3 " + 

ª1. i 

e 3.12 ' 

1 x-u m/(3:l-1 
1 - , __ 1.' (3 

ª1. :l 

1 
y - u - e __ z, (3 

ªz z 

[ 

x-u 
__ 1.) n 

a ,. :l 
:t. 

x-u 
1-c--':>n a ,. :l 

:t. 

m/(3 

{ Cm-1' + [ 

m/(3 
:l + 

:l + 

y-u 
1-C--Z)n 

~ ''z -z 

y-u 
1-C--Z)n 

OI 1' Z 
z 

1/m - 2 

] 

Y - u llv'/3z 1 - , __ z, f3 
1.-'Jn 

] } ªz z 

e 3.13:> 



cO Dist.ribución BE\122 para minil!IOE 

+ 1 

•xp{-[ Cl.l - X 
1 - e -'-' f3 a i 

i 

[ 
Cl.l - X 

1-C-1-:l(3 a t 

' 

{ Cm-1) + [ 

m/(3 

m/(3 i 

' + 

exp{ - [ Cl.l - X m/(3~ 

1 - e ci--' f3, + 
' 

+ 

] 
e 3.14:l 

1 
[ 1 

CA> - X m/(3 -1 
- e-'-' f3,] ' 

ªsªz a 
i 

(l.) - y ]m/(3z - 1 
e _z __ , 

(3z ·a 
z 

(l.) - y 
1 - e _z __ ' 

ªz 

(1) - y 
1-C-2-)(3 

ªz z 

(3z 
IJl/(3z 

1/m 

] } 

1/m - a 

] 

(l.) - y m/(3 
e-ª--' z 

1/m 

] } 1 - a (3z 
z 

e 3.1ID 

Las ecuaciones C3.14) y C3.16:l, represent.an a las ~unciones de 

dist.ribución y de densidad de probabilidad correspondient.es a 

minimos, las cuales serán usadas en capit.ulos post.eriores, para 

proponer el análisis bivariado de sequias, al· usar la dist.ribución 

bivariada de valores ext.remos cent.anida en dichas ecuaciones. 

29 



3,3 Construcción del Modelo .Matematico 

Los 

términos 

modelos estadisticos 

probab~listicos, de 

f'acilitan la predicción, 

las ocurrencias f'uturas 

en 

de 

experimentos u observaciones, y son considerados como la f'orma m!s 

condensada de inf'ormación acerca de las variables aleatorias en 

estudio. 

El proceso para resolver problemas estadistlcos prácticos, 

requiere de las siguientes etapas: 

1a. Planteamiento del problema 

2a. Selección del modelo matemático 

3a. Estimación de los parilmetros del modelo 

4a. Verif'icación de la conf'iabilidad del modelo 

6a. Derivación de conclusiones proporcionadas por el modelo 

De acuerdo con la probleJJIÁtica planteada en este trabajo, su 

solución requerirá de la siguiente metodología: 

3.3.1 Selección del modelo llLi\temAtico 

En hidrología es raro contar con series lo suf'icientemente 

grandes para garantizar que los parámetros de la distribución 

por aplicar, pueda ser estimada de la manera más ef'iciente. 

El estudio de los gastos mínimos anuales ha sido 

analizado, entre otros, a través del uso de distribuciones 

univariadas de valores extremos; como una f'orma de reducir la 

variabilidad en la estimación de parámetros, se proponen las 

distribuciones bivariadas de valores ext..remos. De acuerdo con 
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los resultados obtenidos en el campo de las distribuciones 

mult.ivariadas de valores extremos, se concluye que de las cinco 

distribuciones bivariadas de valores extremos conocidas, sólo dos 

tienen función de densidad explicita, lo que representa una forma 

adecuada para obtener sus parámetros. De estos modelos, el 

logist.ico bivariado ha mostrado ser la mejor alternativa, ya que 

puede reducir la variabilidad de los parámetros del orden de un 16Y., 

comparativamenle con los resultados obtenidos al aplicar las 

distribuciones univariadas de valores extreJllOS. De acuerdo con lo 

anterior, el modelo que se pret.ende desarrollar, es del t.ipo 

logist.ico bivariado de valores extremos para minimos. 

Las dist.ribuciones marginales de la dist.ribución bivaria.da de 

valores extremos, serán del lipo de general de valores extremos. 

3.3.2 Est.imación de parámet.ros del modelo logistico bivariado 

Las funciones de dist.ribución de probabilidad contienen 

parámet.ros los cuales debisn ser est.imados de la muest.ra de 

dalos. Est.os parámetros deben cumplir con ciertas propiedades: 

sesgo nulo, consislencia, eficiencia y suficiencia; de las cuales, 

la más import.ant.e es la eficiencia. 

En hidrologia, son usados varios mélodos de estimación de 

parAmelros, los cuales pueden ser ordenados de menor a mayor 

eficiencia como: 

a. Mét.odo gráfico 

b. Mélodo de núnimos cuadrados 

c. Método de los momentos 

d. Met.odo de máxima verosimili t.ud 
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De acuerdo con esto, el méotodo seleccionado para la estimación de 

parámetros de las distribuciones bivariadas de valores extremos, 

será el de máxima verosimilitud; el cual será estructurado de 

manera tal, que pueda cubrir todos los posibles arreglos de las 

muestras analizadas. 

El método de lllAxima verosimilitud, selecciona el valor de los 

parámetros 9, para los cuales la :función de densidad de 

probabilidad conjunta de las variables aleatorias C:función de 

verosimilitud) so maximiza. 

La :forma de solución del método es: 

a. Obtener la :función logarítmica de verosimilitud asociada a la 

función de densidad estudiada. 

b. Obtener las derivadas parciales de la función logarítmica de 

verosimilitud con resp&et.o a cada uno de los: parámet.ros del 

modelo. 

c. Cada una de las derivadas result.ant.es son igualadas a cero¡ con 

esto, se tiene un sistema de tantas ecuaciones como parámetros 

existan. 

d. Resolver el sist.ema resultante mediante procesos iterativos. 

De acuerdo con el tipo de funciones de verosimilitud 

resultant.es, para las dist.ribuciones bivariadas de valores 

extremos, el paso d, representa una :forma muy complicada de 

solución. En lugar de ést.a, el problema será resuelto a t.ravés de 

un algoritmo de optimación no lineal multivariado restringido, el 

cual ya ha dado buenos result.ados en su aplicación al análisis de 

series de tiempo hidrológicas. 



3.3.3 Confiabilidad en la estimación de p.arámetros 

Con el fin de establecer si hay o no mejoras en la fase de 

est.imación de parámet.ros, se requiere det.erminar la varianza de 

los par:.met.ros a través del cálculo de su mat.riz de varianza-

covarianza. Sus elementos son obtenidos mediante la expresión: 

8
2 L.n L 

E C ) e 3.16' 
88 88 ,. . 

donde: 

E r.J =valor esperado de r 

Vrs rs-ésimo elemento de la matriz de varianza-covarianza 

L.n L. = Función de verosimilitud logaritmica 

Bi = iésimo parámetro 

L.a complejidad de las funciones de verosimilitud logarítmica, 

prevé el uso de esquemas de integración numérica unidimensional y 

bidimensional, pa1·a el cálculo de los valores esperados. 

Una vez que las matrices de varianza-covarianza han sido 

obt.enidas, el cont.enido de información relativa puede ser 

calculado para most.rar si exist.e mejora en la estimación de 

parámetros: 

I e 3.17 ::> 

donde: 

I Contenido de información relativa. L.a mejora 

es alcanzada para I > 1. 

Varianza del parámetro est.imado a t.ravés de· 



la aproximación univariada. 

Varianza del parAmetro estimado a travlts de 

la aproximación bivariada. 

Con el fin de mostrar en cuáles casos tales mejoras son 

obtenidas, 

para la 

se requiere obtener la matriz de varianza-covarianza 

alternativa de la distribución bivariada de valores 

extremos. 

Como los resultados anteriores estAn basados en resultados 

asintóticos C n - m :>, se requiere determinar si éstos son 

aplicables a muestras pequenas. Con tal propósito, se utilizarAn 

técnicas de muestreo distribucional. En general, dichas técnicas 

requieren: 

a. Generar muestras bivariadas de tamano especifico C a tra'VVs de 

distribuciones condicionales :> 

b. Obtener para cada una de las muestras generadas, el conjunto de 

parAmetros de la distribución. 

c. Calcular la varian:i:a de los parámetros de las muestras 

simuladas. 

d. Comparar las varianzas asintóticas de los parámetros, con sus 

varianzas simuladas para, determinar un tamano de muestra 

minimo. 

Este procedimiento se realizará para la opción de la 

distribución bivariada de valores extremos para minimos. 

3.3.4 Aplicación al anAlisis de sequias 

Las diS;tribúciories bivariadas de val ores extremos se 

aplicarán al análisis de sequ1as en varias ltStaciones de aforos, 
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ubicadas en la República Mexicana. La secuencia de anAlisis serA 

la siguiente: 

a. Seoleccionar, de acuerdo con el criterio de error estándar de 

ajuste, la mejor distribución para una muestra de datos. Los 

moclel os en compet.enci a ser An 1 as di str i buci ones uni variadas 

y bivariadas de valores extremos. Esta etapa se hace con el fin 

de determinar en qué medida las muestras son mejor ajustadas, 

por cuáles de estos modelos. 

b. Obtener los gastos de diseno y sus correspondientes limites de 

confianza, para periodos de retorno especificos. En esta etapa se 

requiere determinar si la aplicación de las distribuciones 

bivariadas reducen la variabilidad de los gastos de disef'fo. 

Para esto, se requiere comparar las varianzas asintóticas de 

los eventos diseno, con sus correspondientes varianzas 

simuladas. Para obtener estas últimas, nuevamente se requiere 

d~l uso de técnicas de muestreo distribucional. 

c. Comparar los resultados obtenidos al aplicar las distribuciones 

bivariadas, con aquéllos proporcionados al aplicar otras 

distribuciones univariadas. Las distribuciones consideradas en 

este anAlisis serán: 

Distribución Lognormal de 3 par.funetros 

Distribución de Valores Extremos tipos I y III 

Distribución General de Valores Extremos 

Los métodos de estimación de parámetros de estas 

distribuciones, son el de momentos y/o el de 111.6.xima verosimilitud. 

Con esto, se tendrAn varias opciones univariadas, las cuales 

serAn comparadas con la opción bivariada. El criterio de 
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selección del mejor ajuste será el del error estándar. 

La aplicación y comparación de las distribuciones bivariadas 

con las univariadas, darán el horizonte de aplicación de estas 

distribuciones. 

3,, Caracturisticas y Propiedades del Modelo Bivariado 

Sean CXL, Yl) parejas variables aleatorias independientes, 

cada una teniendo la misma distribución conjunta FCx,y). Puesto 

que X
1

, Xn son variables aleatorias continuas, 

independientes e idénticamente distribuidas, es posible encontrar 

trans~ormaciones lineales: 

a X + b n max n e 3.18) 

tenga una dist..ribución limite C para n -t ai :>, 

que sea uno de los t..res t..i pos de dist.ribuciones de valores 

ext.remos. Habrá taml:>i6n una t.rans~ormación: 

c Y + d n max n e 3.19) 

con propiedades similares. 

La ~unción de dist.ribución conjunt.a de Cmáx Xl,lllÁX Y
1

) 

es: 

Pr{ mAx Xl :S X , máx Y l :S Y } e 3. ao' 

Si denot.amos la ~unción de di str i buci ón acumulada bi variada por 

FCx, y), se tiene: 

FCx,y:> = Lim e a. aD 
n + a> 



La distribución conjunta limite de Xn e Yn Cpara n -+ aa:>, 

es una distribución bivariada de valores extremos, la cual tiene 

las mismas propiedades bAsicas presentadas en la Sección 2. 4.. Para 

la distribución logistica, la distribución limite tiene la 1'orma: 

[- Ln FCx,y::>Jm = [- Ln FCx::>J m+ [- Ln FCy::>J m 

donde: 

m 

FCu::> 

es el par.imetro de asociación 

es la 1'unción marginal de u 

El modelo debe satis1'acar las siguientes desigualdades: 

FCx ::> 
n 

s 

:S FCx , ... ,x ::> 
s n 

:S m1n FCx
1

::>, .. 

e 3.aa::> 

. ,FCx ::> 
n 

e 3. 23::> 

Z<n-t> n-z 

t!tcxl, xJ =>} :SFCx1 , ••• ,xn::> :S [;""~cxi., x?f"~ [;Fcxi.::>] 

e 3. 24.::> 

El modelo bivariado se desarrollará a partir de la ecuación 

CS. 22::>. Al tomar como 1'unci enes marginal es la distribución 

general de valores extremos para minimos, se tendrá la 

distribución bivariada general de valores extremos CBGVE::>. 

Las 1'unciones de distribución de probabilidad y de densidad, 

para la distribución da valores extremos bivariada propuesta, son 

las contenidas en las ecuaciones C3.14.::> y C3.16::>, previamente 

mostradas. 
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4.1 Introducción 

CAPITll.O 4 

ESTIMACION DE PARAK:TROS 

LA part.e mAs import.ant.e, desde el punto de vista ingenieril, 

del uso de las dist.ribuciones de probabilidad para modelar eventos 

ext.remos en hidrolog!a, es la. estimación de los paroimet.ros de la 

función dg dist.ribuci6n, qua producirán los gast.os d• disa~o y sus 

correspondient.es linút.es de confianza. 

Exist.en varios mét.odos da estimación de parámetros, entre los 

que se encuent.ran: gráficos, minimos cuadrados, moment.os Cde 

probabilidad pesada:>, máxima entropia o mAxima verosinúlit.ud. LA 

eloc:ci6n de cualquiera de ellos depende, principalmente, de las 

caract.erist.icas de la distribución y da los inst.rUlllli<ntos 

comput.acionales a que se t.enga acceso. 

L.a datscripción del mét.odo seleccionado para ast.imar los 

partunetros de las dist.ribuciones bivariadas, qua es el de mfl.xima 

verosinúlit.ud, se muest.ra en la sección 4. 3, donde además se 

presentan las funciones logarit.micas de verosimilit.ud para las 

dist.ribuciones bivariadas de valores extremos para minimos. 

En la sección 4. 4, se incluye la función de verosimilit.ud 

logar! t.mica por opt.imizar, para la dist.ribución bi variada de 

valores ext.remos· que se propone. 

4.2 Propiedades de los ParA .. tros Estiaados 

Cuando una función de dist.ribución de probabilidad se ut.iliza 

para d..Scribir al comport.amient.o da ciert.a muast.ra da dat.os, se 

requiere determinar el valor de sus parámetros, los cuales deben 
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cumplir con las siguientes propiedades: 

a. Sesgo nulo 

Un estimador 9 de 

tiene sesgo nulo si 

ECS)-9 

b. Consistencia 

un parAmetro poblacional 9 se dice que 

EC 9 ) = B . El sesgo es obtenido por 

Un estimador 8 de un parámetro 9 se dice consistente si 

1 9 9 se aproxima a cero, conf'orme el tamafto de la 

muestra tiende a inf'inito 

c. Ef'iciencia 

Un estimador 9 se dice el mAs ef'icienta para 9 , si tiene 

sesgo nulo y ~u varianza es al menos tan pequefta, como 

cualquier otro estimador no sesgado para 9 

d. Suficiencia 

9 se considera un estimador suf'iciente para 9 • si e usa 

toda la inf'ormación relevante contenida en la muestra. 

Hay muchos mét.oclos para determinar los parámetros de una 

f'unci6n de dist.ribución de probabilidad a través d& .la muestra d& 

datos. 

Como se mencionó, el método seleccionado para la estimación de 

parflmetros de las distribuciones bivariadas d& valores 

serA el de m.fixima verosimilitud. 

extremos, 

El método es aplicable a f'unciones de densidad complicadas 

y produce estimadores que cumplen con las propiedades ya 

mencionadas. 

Estas caracteristicas no sólo son importantes en la f'ase de 

obtención de par.flmet.ros, sino también, p.ikra la etapa de 
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determinación de la confiabilidad de estimadores. 

,.3 M6t.odo de JUxinia Verosilllilit.ud para Funciones de Distribución 

de Probabilidad Bivariadas 

La función de verosimilitud de n variables aleatorias está 

definida como la densidad conjunta de esas n variables, y es una 

1'unción de los parámetros. 

Si CXt, Yt::>, . ,CXn, Yn::> \&PS una muestra aleatoria de una 

densidad bivariada, la correspondiente 1'unci6n de verosimilitud 

951 

dondes 

1'C o :> 

N 

:E 
i=~ 

1' C Xi., Yl, ~ ::> 

es la 1'unción de densidad bivariada 

es el conjunto de parámetros 

e 4.1 :> 

Dado que las muestras que se analizan no tienen igual longitud 

de registro , es necesario tener una formulación su1'icient.emente 

1'lexible para cubrir todos los posibles .arreglos de los datos. Tal 

1'ormulaci6n, está basada en la generalización hecha por Anderson 

C1967::>. La 1'ormulación propuesta puede manejar, por ejemplo, los 

siguientes arreglos muest.rales con longitudes dit'erentes de 

registro, CRaynal, 1986): 

e 4. a:> 
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ii) X +1 ' ... ,X + n1 n1 na 

Y1 •···•Y ,y +1 , ... ,y + 
n1 n1 n1 na 

C4. 3) 

y +1' ... ,y + ••.. ,y + + 
n1 n1 na n1 na n3 

C4. 4) 

iv) X +1 ' ... ,X + 
n1 n1 na 

Y1•· •. ,y ,y +1'" •. ,y + •· •. ,y + + 
n1 n1 n1 na n1 na n3 

C4. 6:> 

La correspondient.e función de verosinúlit.ud para los t.ipos de 

arreglos mostrados anteriorment.e es: 

[ 
donde: 

n 
nª te r i , ~8:> 
i .... 

e 4.6 :> 

LC • ) es la función de verosinúlitud de e • ) 

n, es la longitud del registro univariado, antes del 

periodo común n2 . 

n
2 

os la longit.ud del registro con relación bivariada, 

en al periodo común n
2 

• 

n
8 

es la longitud del registro univariado, después del 

periodo com(Jn n
2 

. 

p es la variable del registro univariado, antes del. 
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Cx,y) 

registro comOn. 

son las variables relacionadas en f'orma bivariada, 

durante el pariodo com(Jn de registro. 

r es la variable del registro univariado, después del 

regist.ro común. 

I i. os un número indicador con valor : 

1 si ni. > o I l = O si 

e. -· vec:t.or do parámetros i m 1,2,3 

n =o 
i. 

Dada la propiedad de que el máximo de una f'unción y de su 

logaritmo ocurren en el mismo punt.o y dabi do al hecho que las 

expresiones quo so obtienen al sacar el logaritmo de la ecuación 

C4.6), son mucho más f'áciles de manipular que aquéllas producidas 

por tal et:uación, la f'unción do verosimilitud logarit.mica so 

utilizará, en lugar de su versión original. 

La C'C:Uación C4.6) so transf'orma en: 

n 

+ I 8 [ ~L ª=. Ln f'C e ) ] l. A r i • -a e 4. 7' 

Los estimadores do máxima verosimilit.ud de los par.tunet.ros do 

las di st.r i buci ones bivariad~s de valores extremos, son aquéllos 

para los cual os la ecuación C4. 7) so maximiza. Para obtener 

dichos est.i mador os, so requiere do un proceclimient.o do 

opt.imación del tipo de b(Jsquoda direct.a, ya que el mét.odo indirecto 
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proporcionado por el cAlculo diferencial no puede llegar a 

soluciones anal.lticas, debido a la complejidad de las .funciones 

asociadas a las densidades de probabilidad bivariadas. 

Dadas las caracter.lsticas de la .función a optimizar, el 

procedimiento seleccionado es el algoritmo de optimación no lineal 

multivariado restringido de Rosenbrock CRosenbrock 1960; Kuest.er y 

Mize, 1Q73 ), el cual ha demostrado ser, CRaynal, 1986), mucho mA.s 

rApido y menos sujeto a complicaciones, que algunos otros que 

pudieran ser considerados para el mismo fin. 

Función Logar.1 tiúca de Verosilllili tud de la Distribución 

Bivariada de Valores ExtrellDS 

A continuación, se presentan la función de verosimilitud 

logar.ltmica a ser optimizadas, para la distribución bivariada de 

valores extremos propuesta. 
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+ Ln m -1 + C1 -c....!__!::>(3 ::> 1 + C1 -C~(3 ::> 2 
[ ~ 

w -x rrv(3 w -y rrv(3 

ª1 1 ~ 2 

+ Ln e 1 ] } 
e 4.e ::> 

Para obtener los estimadores de mflxima verosimilitud de los 

parámetros de las distribuciones bivariadas de 'valores extremos, 

se desarrolló· el programa de cómputo "MALEMI N ". Este 

algoritmo serA utilizado en los capitules de conf'iabilidad .de 

estimadores y de aplicaciones en hidrologia. 
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CAPITULO 5 

CONF'IABILIDAD EN LA ESTIMACION DE PARAt€TROS 

6.1 Int.roduc.:ción 

Los parAmet.ros de las t'unci ones de di st.r i buci ón de 

probabilidad de gast.os minimos anuales, en una est.aci ón 

cualquiera, pueden ser est.imados al ut.il izar · los regist.ros 

hist.óricos en esa est.ación o al usar, en adición, los regist.ros de 

est.aciones vecinas. La pregunt.a que surge es: ¿Cu.1>.les est.imados 

son mAs cont'iables? 

La cont'iabilidad del est.imador de un parAmet.ro, si el 

parAmet.ro poblacional es desconocido, os el grado de cont'ianza de 

que t.al est.imador sea una represent.aci6n cercana del parAmet.ro 

poblacional. La cont'iabilidad puede ser medida a t.ravés del sesgo, 

el error medio cuadrAt.ico o de la varianza; es decir, el ut.ilizar 

las propiedades est.adist.icas de los est.imadores Csección 6. 8). 

El indicador de cont'iabilidad empleado en est.e t.rabajo, es el 

cont.enido de int'ormación relat.iva, y es det'inido como: la relación 

de las varianzas de dos est.imadores del mismo parAmet.ro. En est.e 

caso, el cont.enido de int'ormación es la relación de la varianzá 

univariada del par.ámet.ro en consideración, sobre su varianza 

bivariada. 

Con el f'in de evaluar los cont.enidos de inf'ormaci6n relat.iva, 

para cada uno de los parAmet.ros involucrados, es necesario 

calcular el valor de los element.os de la matriz de 

varianza-covarianza de los parAmet.ros para los casos uni vari•ado y 
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bivariado. 

Debido a que la varianza exact.a de los parámetros de las 

di str i buci enes uni variadas y bivariadas de valores extremos es 

desconocida, se obtendrán las varianzas asintóticas con el fin de 

cuantificar el contenido de información relat.iva, de cualquier 

parámetro 8. 

Las matrices de varianza-covarianza univariadas para la 

distribución general de valores extremos , que es presentada en la 

sección 9. 3, han sido obt.enidas por Kimball C194.9:> y Jenkinson ' 

C1969:>, respectivamente. 

calculan mediante el 

sección 6. 4.. 

Las matrices asi nt.óti cas bi variadas 

algoritmo numérico desarrollado en 

se 

la 

Los contenidos de información ralat.iva de los parámetros, 

sección 6.6 , se obtienen numéricamente mecliant.e la aplicación 

del programa de cómputo "VACOMIN". 

Dado que los result.ados asintóticos bivariados son aplicables 

a grandes muestras, se debe verificar si estos pueden ser usados 

en muestras pequef'fas. Para tal efecto, se requiere el empleo d~ 

técnicas de muestreo dist.ribucional. El proceso de simuJ.ación, 

para las distribuciones bivariadas de valores extremos, se llevó a 

cabo - 111&diante la aplicación del algoritmo desarrollado en la 

sección 6. 6. 
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6.2 Propiedades Asintóticas de los Estimadores de M.ixi111a 

Verosildlitud 

Los parAmet.ros estimados por el mét.oclo de mAxi ma 

verosimilitud, t.ienen propiedades óptimas en muest.ras grandes. Una 

propiedad de este tipo, es aquella que está definida en términos de 

los t.amanos de muestra que tienden a infinito. 

Tales propiedades pueden resumirse en: 

Si e es el estimador de mAxima verosimilit.ud de 9, entonces: 

a. e está distribuida en forma asint.óticamente normal, con media 

O y varianza igual a la inversa de la matriz de información de 

Fisher: 

Vare 9 ) a; 1 
n 

Log r e X 
89 

e s.1 ' 

b. La secuencia de estimadores de máxima verosimilit.ud ª•' 8
2 

. . . . en' es la mejor asint6ticament.e; esto es, para grandes: 

t.amanos de muestra, otros estimadores de a pueden ser sólo tan 

buenos como los estimadores de máxima verosimiltud, pero no 

mejores CMood et. al, 1974). 

La primera propiedad puede ser ext.er,dida al caso de muchos: 

parámetros 9 = , ai y muchas variables en X:1, . 

. Xk , donde: i es el número de parámetros; k es el námero de 

variables, y cada variable tiene el t.amano de muestra n. En este 

caso, el vector de estimadores de máxima verosimilit.ud ~ está 

dist.ribuido en forma normal mult.ivariada, con media ~ y matriz de 

varianza-covarianza igual a la inversa de la matriz de 

int'ormación de Fisher: 
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o bién 

1 
n 

Log f'CXt,, .. ,XK) 

a Log f'CXs, ... ,XK) 

a ai 

a Log f'CXs, ••. ,XK) 

a ªJ 

5.3 Varianzas Asintóticas Univariadas 

La matriz de varianza-covarianza asintótica 

C S.2) 

e s. 3' 

de los 

estimadores de máxima verosimilitud de los parllmetros de la 

distribución general de valores extremos para mínimos es, CRaynal 

y Douri&t, 1Q87c): 

Var ,;;,, Cov e;,,~ Cov c~.(3' Qzb Qzh ~ a a a 

V= Covac~.~ Var ªca:;, Cov c;;.,p, 1 <lh ll 

N"" a a ag 
a 

Covac;,(3, Covac;;.,13, Var aCP) 
~ ag c 

e S.4) 

donde: 

w es el estimador de máxima verosimilitud del parllmetro de 

ubicación 

a es el estimador de máxima verosimilitud del parllmetro 

da escala 

(3 es el estimador da mixima verosimilitud del parámetro de 

f'orma 



a,b,c,f',g,h son coef'icientes que dependen del par~metro de f'orma 

Las varianzas asintóticas son: 

2 

Var e ) b a 
c.> ti a 

z 
Var e ) 

a a a 'N a 

Var e (3 ) 
c e 6.B) 

a "N 

Los coeficientes da la matriz, fueron obtenidos por Raynal et 

al C1993), los cuales son presentados en la Tabla 6.1 . 

5,¿ Varianzas Asintóticas Bivariadas 

Cada elemento da la matriz de varianza-covarian:z:a de los 

estimadores da mAxima varosinúlitud de los par.imetros, para la 

!'unción bivariada de valores extremos propuesta, se obtiene a 

partir de la ecuaciones C4.6), C4.7) y CB.3), de la :f'orma siguiente: 

e 6.e' 
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Tabla 6.1 Coericientes de la matriz de Varianza-Covarianza de la 

distribución univariada general de valores ext.reJllOS para 

mini mes. 

(3 

-0.7 

-o.e 

-0.6 

-0.4 

-0.3 

-0.2 

-0.1 

o.o 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.6 

o.e 

a 

0.2689 

0.1Q21 

o.a122 

o.a1ae 

0.2243 

0.2337 

0.2366 

o.aOQ6 

0.6084 

0.6133 

0.6018 

0.6075 

0.68Q6 

O.QQ33 

b 

a.oeee 
1. 9434 

1. Q186 

1. Q130 

1.BQ83 

1. 8463 

1. 7664 

4.a653M 

1. 2a74 

1. 2243 

1. ao25 

1.1844 

1.1112 

1.1101 

c 

0.4Qg8 

0.1786 

0.1666 

o.1ag4 

0.10Q6 

0.0881 

0.0668 

0.37QO 

0.4016 

0.44Q3 

0.4036 

0.3938 

0.3936 

0.8163 

0.6QOQ 

o.a708 

o.asee 

O.a700 

0.2661 

o.a460 

0.212Q 

1.103QM 

o.a424 

-o.aeg3 

-o.a617 

-O.a688 

-O.a248 

-0.4028 

g 

-o.ag4e 

-0.09a'7 

-0.0738 

-0.03Qa 

-0:0112 

0.0129 

0.0343 

0.0834 

0.1861 

o.aeag 

o.aeQ6 

o.a885 

0.3234 

0.6766 

h 

-o. 0313 

o.ae7g 

o.asee 

0.3148 

0.3327 

o. 3271 

0.301Q 

0.320Q 

-O.a224 

-0.1004 

0.0314 

0.1411 

o.a676 

0.182Q 

Si se utiliza la identidad siguiente C Kendall y st.uart, ·1979): 

8 LL 
E (--=-=--8 9 j 

e 6.7' 

Los elementos de la matriz de varianza-covarianza para cada 

alternativa serAn calculados como: 

V = _1 { 
jk nz 

I ~E [ 
' nz ] 

] 
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+ I • 
"a 

"z 

8 Ln :fCr,e) 
-a 

e 6.8 ' 

Las derivadas parciales de primer orden de las :funciones de 

verosimilitud logaritmica, con respecto a cada parAmetro, para la 

distribución bivariada de valores extremos propuesta, aparecen en 

el Apéndice A. 

Para obtener las. varianzas asintóticas, se utilizarA el 

esquema de integración numérica bidimensional de Gauss-Legendre 

de 16 puntos C St.roud, 1968, 1971); asi como, el algoritmo de 

integración por intervalos de O'hara y Smith C O'hara y Smith, 

1980). 

La matriz asintótica de varianza-covarianza, de los 

estimadores de m.ixima verosimilitud de los parAmetros de esta 

distribución, tiene la :forma de la ecuación C6. 9). 

V1rl•1 Covl•,.c11 Covl•ul ,1 Covl•• •"'' Cavl111•1l Covl1, ,-.1 Cavl•u• 

C1vl•u•1I Varlc, Cavl•ul 11 Cavlc,, .. I Cavlc,,c.,¡ Cavl1, ,-.1 Cavl• 1•• 

Covl•ul 11 Cavlc1,s.1 Varo, Cov(f, ... 1 Cavo,.,.,¡ Cavll1,,.1 - Cavll u• 

V• 
Cavl•11•1I · Cavlc,,11111 Covo ,.1,1 'V1rl11 Covl1.,cal Covl .. ,,., Covl•••• 1 

Covl•u•1l Covlc, ,r.I Cov(J u•al Cavl1.,1ol Varha Cavlc.,r..I Covl•a•• 1 . . 
Cavl•ul al Covlc, ,,_¡ CovOuhl Cavl1u'8l Covlc,,Jal varo. Covllao• 

Covl•u• l. Cavl•u• 1 Cov(J,,a 1 Covl1.,1 1 Covlc,.1 1 Cav(J,.1 1 llarl1 

CB.9) 
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Si se utilizan las derivadas parciales de primer orden de la 

función de verosimilitud logari tmica, para la distribución 

bivariada de valores extremos propuesta, dacias en el Apéndice A, 

la matriz de varianza-covarianza puede ser expresada como en la 

ecuación C6.10). 

az e 2 e OI C e e OI C aC a QQ 
ª:tª2 i ii :l iZ i iB :l 2 :l6 i!!I i id t t7 

2 e 2 e OI C e e ª1C2cs a e a a ªª OI Q 
i iZ i 22 i 29 t 2 26 i 2 2!!1 i 27 

a e a e e OI e a e e e 
1 i iB i ZB 99 2 96 z B!!I ses 97 

V=-- e e a e 2 e 2 e "'e a e "'"' a"' a a 
na i 2 16 i 2 z• z ª' 2 ' ' 2 •!!I z •es 2 67 

e c2!!1 OI C az e z e,, "'e 01 C QQ ªª OI 
i 2 i!!I i z 2 B!!I 2 •!!I 2 z !!Id z 1:17 

OI e a e e "' e a e e e 
i id i zcs aes z 6d 2 Dd Od 07 

OI C Oli e e a e OI e e e 
i t7 27 97 2 •7 z !!'7 07 77 

C6.10) 

Los coeficientes de la matriz C6.10), son una función de los 

tamanos de muestra Cn
1 
,n

2
,n

9
) y del parámetro de asociación m. 

Los elementos de la diagonal principal de la matriz de 

varianza-covarianza, corresponden a los valores de las varianzas 

asintóticas bivariadas de los parámetros. 

Las varianzas asi nt.óti cas de los parámetros de la 

distribución bivariada de valores extremos propuesta son: 

Var C c.> ) e 
OI~ 

a :l,B i. :l n 
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z a 
Vara e a ) t c 

t,B z.z n z 

1 
Var e (3s ·• 

) c a ª•ª n z 

z a 
Var e ) z 

(A) c a .... ..... n z 

<1 
Vara e ) z a c 

Z,B !S. !S n z 

1 
Var e Pz,a ) c a "·" n z 

1 
Var e m ) = c a 7,7 n z 

e 6.11:> 

s.s Contenido de Inf'oraación Relativa 

De acuerdo con Fisher e Yevjevich, 1972 ), el concepto de 

información en cualquier estadf. sti co ª· estimado de una muestra, 

estA definido como la inversa de la varianza de ese estadistico: 

1 
I 

Var 8 

e e.1a :> 

Puesto que la varianza siempre es positiva, la información 

I, varia de cero a infinito. 

Una vez que se ha obtenido la matriz de varianza-covarfan:za, 

el contenido ele información relativa puede ser calculado para 

lllOStrar si existe o no mejora en la estimación de los parámet.r0s · 

CSalas, 1980:>: 



donde: 

l e 
a 

Var C a 

Var C a 

9 ) 

9 ) 
u 

9 ) • 

Vara e ªu ) 

Vara C e
8 

) 

C 6.13 ) 

contenido de información relativa asintótica. 

Varianza asintótica de los parámetros estimados 

a través de la aproximación univariada. 

Varianza asintótica de los parámetros estimados 

a través de la aproximación bivariada. 

Se obtiene una mejora en la estimación de los parámetros para 

valores de 

Para obtener los contenidos de int'ormación relativa, para 

esta di str i buci ón, s:• requieren las ecuaciones C6. 6), C6. 7) y 

C6.11). Las: relaciones resultantes: son : 

b n 
l e ) s z 

1.11 

~ a s c s. s 

a nz 
la e ) s a 

~ s c 
Z,Z 

c nz· 
l e f3 s ) s 

a c ~ ••• 
b nz 

la e ) z 
wz c -N-

"·' z 

a nz 
la e ) z 

ªz 
CD, !S --¡¡¡;-

c nz 
la e (32 ) z 

c -N-
d,d z 

e s.14 ' 
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donde: 

Ni es el tamal'l'o de muestra univariada 

son los coef'icientes de la matriz de varianza-

covarianza bivariada asintótica, 

ecuación C6.10) 

def'inidos en la 

a,b,c son los coef'icientes de la matriz de varianza-

covarianza asint6t.ica de la distribución GVE univariada 

Para calcular los contenidos de inf'ormación relativa, se 

empleará el arreglo elegido en las mismas condiciones. 

Adicionalmente, se proponen los valores siguientes para los 

parámetros poblacionales de la f'unción de distribución bi variada 

propuesta: 

w1 .. 10; G\ = 4.; (11 = o. 10; w2 = 6 0 ~ = 2 0 (12 = 0.16 

con los siguientes valores del parámetro de asociación: 

m = 1. 6, 2. o, :3. O y 6. O 

Los resultados se presentan en la Tabla 6.2. 



Tabla 6.2 Cont.enidos de información relat.iva asi nt.6t.i cos para los 
par"met.ros de la distribución bivariada de valores ext.remos para 
minimos 

Na+N3 

Parámet.ro m 26 60 76 100 

1. 6 1.02 1.13 1.17 1.20 
(&)1 a.o 1. 06 1.32 1. 46 1.63 

3.0 1.09 1.62: 1. g4 2.16 
6.0 1.1g 1.98 2.68 3.06 

1. 6 0.93 0.99 1. 01 1. 02 

ª1 a.o 0.97 1.10 1.16 1.19 

3.0 1.06 1. 37 1.62 1.60 
s.o 1. 30 1. 84 a.10 2.40 

1.S 0.96 1.00 1.02 1.03 

f31 2.0 1.14 1. 24 1.29 1. 31 

3.0 1.26 1.46 1. 66 1.60 
6.0 1.29 1.67 1. 72 1. 81 

1. 6 1.02 1. 01 1.00 1. 00 

(&)ª a.o 1. 06 1. 02 1. 01 1. 01 

3.0 1.09 1. 06 1. 03 1.02 
6.0 1.1Q 1.11 1. 08 1.06 

1.6 0.94 0.94 0.94 0.94 

~ a.o 0.97 0.96 0.96 0.96 

3,0 1.06 1. 01 O.QQ O.QS 
6.0 1. a0 1.14 1.08 1.06 

1.6 O.Q6 0.97 O.Q7 0.97 

f3a a.o 1.16 1. 07 1. 04 1. 02 

3.0 1. 29 1.14 1. og 1.06 
6.0 1.26 1.16 1.10 1.07 

De los resultados de la Tabla 6. a se tiene: 

a. Los contenidos de información relativa de los parAmetros de la 

estación 1, aumentan conforme el tamafto de muestra de la 
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est.ación 2 se increment.a, por lo que exist.e una ganancia en 

información al ut.ilizar una muest.ra larga de dat.os en la 

obt.ención de parAmet.ros de series má.s cort.as. 

b. Hay una ganancia en información para la serie má.s larga 

C est.aci ón 2) , cuando las dos est.aciones se usan. Sin 

embargo, conforme la muest.ra má.s larga se increment.a, relat.iva 

a la serie má.s cort.a, la ganancia en información decrece hast.a el 

punt.o en que la relación de información llega a ser menor que uno. 

En t.ales casos, ya no es fact.ible ut.ilizar la serie con regist.ro 

cort.o C est.ación 1 ) para est.imar los par•met.ros de la serie ~s 

larga e est.ación 2 ). 

B.6 Aplicación a Mues~ras Pequel'Sas 

Los result.ados de las secciones precedent.es, son aplicables a 

muest.ras grandes. Para demost.rar si ést.os pueden ser ut.ilizados en 

muest.ras pequel'Sas, se procederá a calcular las varianzas 

bivariadas mediant.e t.écnicas de muest.reo di st.r i buci onal 

C Buslenko, 1Q66¡ Kleijnen, 1Q74 ). 

Los pares de valores aleat.orios bivariados CXL,Yl:>, ser.6.n 

obt.eni dos de 1 a forma sigui ent.e : 

a. Transformar el nmnero alea.t.oric Rs con dist.ribución uniforme, 

sobre el int.ervalo C0,1) a Yl, el cual t.iene la dist.ribución 

marginal FCy). 

(- Ln FCy) ) 

e e.1e :> 



b. SUst..it..uir YL y un nu•vo n01119ro aleat.orio R
2

, el cual t.iane la 

misma dist.ribuc~.6n de Rt, en la f'unci6n de dist.ribución 

condicional C6.16), que será resuelt.a para Y. 

1 

f'CY,) 
L 

e e.1e ' 

w es 1.ma variable de int.egración. 

El valor 'bivariado Y, para est.a dist.ribuci6n, será calculado 

mediante la ecuación anterior: 

F'C x¡y, ~ ) 

[ (1-c <.>~~x't3~) 
m /{?~ m 

<.>-y 

+ p-c :z :>f?z) 

e s.17 :> 

Dadas las caract.eristicas de las !'unciones analizadas, la 

ecuación (6.17:> no t.iene solución explicit.a; para resolverla, se 

ut.ilizar.é. el esquema numérico de Regula F'alsi para bOsquecla de 

raices de ecuacionr.; algebraicas C Carnahan, 1969 ). 

Una vez que se han obt.enido las sequencias de valores 

bivariados, los est.imadoras de los parámet.ros de mAxima 

verosimilitud univariados, se calculan al usar dichas muestras 

por separado. Estos parAmet.ros serán ut.ilizados como valores 

iniciales en el esquema de obt.ención de estimadores de mll.xima 



verosimilitud bivariados. 

Las varianzas de los par.imetros as! est.i mados: , son 

det.erminados por la siguient.e ecuación: 

1 
e n - 1 :> 

C B.18 :> 

donde: 

fi! es la varianza de la muestra 

n es el t.amafto de la muest.ra 

a l!'S la media de la mues:t.ra 

Si se considera qu• las varianzas est.tn distribuidas de 

acuerdo con una distribución Chi-cuadrada, se pueden establecer 

los siguientes limites de confianza CHaan, 1977:>: 

e n - 1 :> s 2 

Prcb { ~~2-~~~~­x Ol 
-z-,N-::t 

donde: 

< o-z < 

oz es la varianza pobl aci onal 

z 
Cn-1:>S l 

X z ) 
·- Cll -

2
-,N-1 

1 - Cll 

C B.1g :> 

z 
"o.v es el percent.il de la distribución chi-cuadrada con v 

grados de libertad y probabilidad f3 = 1 - a/2 

ot es el nivel de probabilidad el.gido 

Los percenti les de la di s:t.r i buci ón chi-cuadrada son 

calculados madiante la aproximación CJ<:endall y Stuart 1979:>: 

,,z ;)¡ 
(3,v 

donde: 

vC1- a + IS"'V /-9,,...ª-v-- ) 3 e .e.ao :> 
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ZC~) valor de la ordenada de la distribución normal estAndar, 

para el nivel de probabilidad ~ 

La di str i buci ón considerada 

parámetros: w, m 10.0, a,= 4.0, ~, = 

~ = z o. 16 y m "' 2. O. 

Tabla 6.3 Combinaciones propuestas 
fase de simulación 

Caso Lontritud 
ni n2 

A o 26 

B o 26 

e o 26 

D o as 

tiene 

para 

n3 

o 
26 

60 

76 

el conjunto de 

6.0, a
2 

= 2.0, 

las muestras en la 

Hv.estras 
treneradas 

100 

100 

100 

100 

La comparación de las varianzas asintóticas y simuladas para 

cada caso son presentadas en las Tablas 6.4 a la 6.7, de acuerdo 

con los arreglos propuestos en la Tabla 6. 3. Los valores 

obtenidos sugieren que aún para tamal'los de muestra de 60, los 

resultados asi ntót.i ces dan un buen estimado de 1 as varianzas de 

los parámetros de la distribución bi variada de valores extremos 

propuesta. 
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Tabla 6. 4 Varianzas Asintóticas y Simuladas para la Distribución 
Bivariada de Valores Extremos para Mínimos CCaso A) 

Limite de Varianzas Limite de 
Caso Varianzas Asintóticas Con1'ianza Simulad.as Con1'ianza 

In1'erior Superior 
... 

Var acc.>108) = o. '7561 0.3956 0.6327 1. 2244 

... 
Var aca1 ,e' "' o. 4197 0.2792 0.4681 0.8Be6 

... 
Var a'f31,e' = o. 0171 0.0147 0.0242 0.0468 

... 
A Var a'<.>a,e' = 0.1876 0.1123 0.1843 0.3666 

" 
Vara'Ola,e' = 0.1026 0.0836 0.1371 0.2663 

... 
Varac(3208) = o. 0161 0.0168 0.0276 0.0634 

... 
Var .e a 

m) = 0.1628 1. 4707 2.4127 4.6692 

Tabla 6. 6 Varianzas Asintóticas y Simuladas para la Oist.ribuci6n 
Bivariada de Valores F.xt.remos para Mínimos CCaso 8) 

Limite de Varianzas Limite de 
Caso Varianzas Asi nt6ti cas Conf'ianza Simuladas Conf'i.nnza 

In1'erior Superior 
... 

Var a'<.>1,e' 0.69'd2 0.6691 0.9337 1. 8069 

... 
Var a'ª1 ,s' = 0.3679 0.3290 0.6398 1. 4046 

" Var ac(3108) = 0.0167 0.0070 o. 0116 o.oaaa 
... 

B Var a'<.>2,e' = 0.0961 o. OQQ1 0.1627 0.1323 

... 
VaracOlz,s' = 0.0618 0.0398 0.0663 0.0996 

... 
Var .. c(3208) = 0.0087 0.0059 0.0097 0.0163 

... 
VaraC m' 0.1373 1. 4333 2.3612 3.0006 
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Tabla 6. 6 V.arianzas Asi ntót.i e.as y Simuladas para la Distribución 
Bivariada de Valores Extremos para Minimos CCaso e:> 

Limite de Varianzas Limit.e de 
Caso Varianzas Asi nt.ót.i cas Conf'ianza Simuladas Conf'ianza 

Inf'erior Superior 
..... 

Var a'"'1,e' = 0.6488 0.6993 1.1473 2.2203 

..... 
Var a'ª1 ,e' 0.3809 0.2978 0.4886 0.9466 

..... 
V.ar a'í11 ,e' = 0.0162 0.0069 o. 0114 0.0220 

..... 
e Var a'"'a,e' .. 0.0647 0.0476 0.0792 0.1613 

..... 
V.ar a'~.B) = 0.0347 0.0267 0.0423 0.0819 

..... 

Var a'í12,e' = 0.0060 0.0031 0.0061 O.OOQQ 

..... 
VaraC m) 0.1290 0.6268 1. 0263 1. 9862 

Tabla S.7 Varianzas Asi nt.ót.i cas y Si mul .adas para la Dist.ribución 
Bivariada de Valores Ext.remos para M1nimos CCaso 0) 

Limite de Varianzas Limit.e de 
caso Varianzas Asi ntót.i cas Conf'ianza Simuladas Conf'!anza 

In1'erior Superior 
.... 

V.ar •'"'1,e' = 0.6189 0.8093 1. 3276 2.6693 

.... 
V.ar a'~ ,e' .. 0.3426 0.3713 o.6092 1.1789 

.... 
Var .. c~1 • 8) = 0.0149 0.0069 0.0114 0.0220 

.... 
D V.ar a'"'a,e' 0.0487 0.0391 0.0643 0.0766 

.... 
Var a'""a,e' = 0.0261 o. 0166 0.0273 0.0628 

.... 
Varac~2 • 8) = 0.0046 o. 0021 0.0036 0.0067 

.... 
VaraC m) = 0.1249 0.3162 0.6188 1. 0040 



De los dat.os contenidos en las t.abl as 6. 4 a 6. 7, pueden 

hacerse los siguientes comentarios: 

a) La concordancia ent.re los dat.os asint.6t.icos y los simulados, se 

establecen mejor para los parAmet.ros de la muestra con registro 

mAs largo Cest.aci6n 2) 

b) A medida que el registro de la segunda muestra se hace mAs 

grande, los resultados asint.6t.icos .Y simulados correspondientes a 

la muest.ra con registro más pequel'So Cest.aci6n 1), tienden a 

p.arec:erse mAs 

c) Debe t.enerse cuidado al extrapolar est.os resul t.ados a casos no 

previstos en el t.rabajo que se presenta, ya que los resultados son 

alt.ament.e dependient.es de los arreglos considerados y no 

necesariamente podrAn aplicarse en et.ro t.ipo de arreglos. Se 

recomienda que cada caso en part.icular, sea analizado 

convenient.ement.e. 
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CAPITULO 6 

APLICACIONES EN HIDROLOGIA 

6.1 Introducción 

En est.e cap.1 t.ul o se presenta la aplicación de las 

distribucionos bivariadas de valores extremos: .al anll.lisis de 

frecuencias de gastos minimos anuales, en la región Noroeste de la 

República Mexicana, conocida como Región Hidrológica 10. 

En la región seleccionada, 

hidrométricas existentes, las 

Figura 6.1, de las 7 estaciones 

cuales están localizadas en la 

cuenca del r.10 El Fuert.e, se seleccionaron 6, que se ubican en los 

est.ados de Chihuahua y Sinaloa. 

La t.abla 6.1, present.a los nombres, localización, áreas y 

periodos de registro de las estaciones ubicadas en la región 

·seleccionada. 

La secuencia de análisis será la siguient.e: 

a. Selección de la distribución que mejor se ajusta a la muest.ra de 

dat.os en cada est.ación de la región en est.udio CS&cción 

6.2). 

b. Cli.lculo de los limites de confianza de eventos de diseno para 

periodos de retorno asp&cificos CSección 6.3). 

c. Comparación de result.ados obtenidos mediante las distribuciones 

bivariadas, con aquellos proporcionados por las distribuciones 

univariadas más usadas en la prll.ctica hidro'lógica 

e Sección 6. 4 ). 



O
I 

t.'I 

C
H

IN
IP

A
S

 
o 

O
 U

R
IQ

U
E

 S
A

N
 

IG
N

A
C

IO
 

o 

S
A

N
 

F
R

A
N

C
IS

C
O

 
o 

P
A

L
O

 D
U

L
C

E
 

O
 

O
H

U
IT

E
S

 

O
C

H
O

IX
 

p 
G

 
O

 
L

 
F 

O
 

R
eglon 

P
o

e
¡ r¡ t:o

 

L
O

C
A

L
IZ

A
C

IO
N

 

f 
o ~ 

~ 
\ 

11-

F
IG

. 6.1 
L

O
C

A
L

IZ
A

C
IO

N
 

D
E 

L
A

S
 E

S
T

A
C

IO
N

E
S

 
H

ID
R

O
­

M
E

T
R

IC
A

S
 

E
N

 
L

A
 

: 
R

E
G

IO
N

 
1

0
 



Tabla 6.1 Estaciones Hidrométricas de la Región 10 Selecionadas 

para este Trabajo 

Nombre de la Cuenca Corriente Periodo 
Estación 

Hui tes Rio Fuerte Rio Fuerte 1941-1981 

Choix Rio Fuerte Rio Choix 1996-1979 

Chinipas Rio Fuerte Rio ot..eros 1969-1980 

Palo Dulce Rio Fuerte Rio Chinipas 1097-1081 

Urique II Rio San Miguel Rio.Urique 1068-1081 

6.2 Selección del Tipo de Ftmción de Distribución de valores 

extrelllOS 

El criterio elegido para seleccionar el tipo de función de 

distribución que mejor se ajusta a la muestra de datos, es el del 

error estándar CKite, 1977): 

n 

[ e e.1 ::> 
n 

donde: 

son los datos históricos para i = 1, • n 

yi son los eventos calculados a tra~s del modelo 

matemático y para niveles de probabilidad iguales 

a los de los datos históricos ordenados en forma 

decreciente de magnitud para i = 1, ... , n 

n es el tama~o de la muestra 

mj es el n"1nero de parAmetros que describen al modelo 

matemát.i co: 

m
2

= 3 para l<ls distribuciones GVE, Weibull, Log-Norma_l-3 
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La distribución elegida, será aquella que proporcione el 

minimo valor del error estándar de ajuste. 

Para aplicar las distribuciones bivariadas de valores 

extremos al análisis de t'recuencias de gastos minimos de la 

región seleccionada CTabla 6.1 ), las estaciones t'ueron agrupadas 

en pares. Tal agrupamiento se llevó a cabo al considerar aquellas 

estaciones: vecinas con el ~s: al to coet'iciant.o de correlación 

simple. 

La medida de correlación está dada por la expresión: 

donde: 

CoVCx,y) 
r e e. a ' 

r 

s~ 
s; 

;:~ s; 

CoVCx,y) 

coet'iciente de correlación simple 

varianza de la variable x 

varianza de la variable y 

covarianza entre x e y 

La tabla e.a, proporciona los coet'icientes de correlación y 

los tamal'fos de muestra relativa de las cÍ:imbinaciones óptimas- de 

las estaciones en la región seleccionada. 
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Tabla 6.a Coeficient.es de Correlación y TamaKos de Muestra 

Relativa de las Estaciones Hidrométricas de la 

Re~ión 10 Seleccionadas para este Trabajo. 

Pareja Coeficiente de TamaKos de Muestra 
Correlación Relativa 

Huites-Palo Dulce 0.3957 N1 16 Na= a6 

N3 = o 

Huites-Choix o. aa31 N1 14 Na = a6 

N3 =a 

Urique-Chinipas 0.6818 N1 3 Na 13 

N' 
3 1 

Los estimados univariados de momentos y máxima 

verosimilitud de los parlunetros de las distribuciones 

Log-Normal-3, Gumbel y GVE, se obt.uvieron mee.liante la aplicación 

del paquete de cómputo "FLODRO" CRaynal y Escalant.e, 1QQ1::>. Los 

estimados para la región seleccionada en estudio, se present.an 

en las Tablas 6. 3 a la 6. 6. 

El algoritmo desarrollado en el capitulo 3, se utilizó para 

obtener los estimados de máxima verosinúlit.ud de los par.tmetros 

bivariados, estos estimados se presentan en la tabla e.e. 

Una vaz que se obtuvieron los par.tmetros bivariados, se· 

procedió a cuantificar la bondad de ajuste de los modelos 

propuestos. 
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Tabla 6.3 Estimados Univariados de Momentos y Máxima Verosimilitud 

de los Parámetros de las Estaciones Hidrométricas de la 

Región 10 Seleccionadas. Distribución Log-Normal-3 

Estación Momentos Máxima 
Vorosi mili t.ud 

(&) a (3 (&) a (3 

Hui tes o. 6412 0.6798 1.1697 1. eese 1.0997 0.3969 

Choix - 0.1360 0.2986 - 1. 6102 - 0.0068 0.9273 - 2.994.8 

Palo Dulce - 0.4916 0.3636 0.0867 - 0.1161 0.6661 - 0.38QQ 

Chinipas - 0.2397 0.3662 - 0.2869 - 0.0673 0.4801 - 0.6923 

Urique II - 0.2489 0.6699 0.9893 0.7180 0.9670 0.3713 

Tabla 6.4 Estimados Univariados de Momentos de los Parámetros de 

Estación 

Hui tes 

Choix 

Palo Dulce 

Chinipas 

Urique II 

las Est.aci ones Hidrométricas de la Región 10 

Seleccionadas. Distribuciones Valores Extremos tipo I 

CGumbel) y tipo III CWeibull) 

Di str i buci ón 
VEI VEIII 

(&) ot (&) a (3 

6.868Q 2.4222 2.0140 4.3330 0.7947 

0.1066 0.0639 - 0.0284 0.0801 1. 6167 

0.8762 0.3634 0.0681 0.6QQ5 1. 3443 

0.7016 0.2421 0.1468 0.6816 1. 3609 

4.16SO 2.0247 0.9673 2.se77 0.7888 



Tabla 6.6 Estimacos Univariados de Momentos y .MAxima Verosimilitud 

de los Par~matros de las Estaciones Hidrométricas de la 

Región 10 Seleccionadas. Distribución General de Valoras 

Extremos 

Estación Momentos Máxima 
Verosimilitud 

w ()1 (1 w ()1 (1 

Hui tes 4.1687 2.6962 1. 2631 4.1083 2.2345 1. 060Q 

Choix 0.0892 0.0761 0.6396 0.07f:rl 0.1122 1. 4826 

Palo Dulce 0.7arr! 0.4902 0.7247 0.7311 0.48a9 0.7168 

Ch.lnipas 0.6024 0.3369 0.7216 0.6Q89 0.3367 0.7338 

Urique II 2.7:363 2.2386 1.2734 2.6866 2.sooa 1. 4616 

Tabla 6.6 Estimados Bivariados de Máxima Verosimilitud de los 

Par~metros de las Estaciones Hidrométricas de la Región 

10 Seleccionadas. Distribución Bivariada General de 

V.a.lores Extremos CVEBaa:> 

Estación Máxima 

Verosimilitud 

w oc (1 

Hui tes 4.1083 2.2346 1.0609 

Choix O.OBaQ 0.10!59 1.2732 

Palo Dulce o.eoeg 0.5172 0.6803 

Chinipas 0.6189 0.3970 0.8476 

Urique II 2.788Q 2.6Q73 1.4see 
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Tabla 6.7 Error EstAndar de Ajuste para las Distribuciones 

Bivariada y Univariada de Valores Ext.remos. 

Distribución 

Estación GVEUML VEB22 

Hui tes 1.4600 1.4600 

Choix 0.0630 0.0392 

Palo Dulce 0.0034 0.0000 

Chinipas 0.0803 0.0492 

Urique II 0.9182 0.8162 

En la Tabla 6.7, se presentan los valores del error estAndar 

de ajuste para las versiones univariada y bivariada de valores 

extremos para cada una de las estaciones de la región elegida; se 

observa que en todos los casos el ajuste bi variado es mejor al 

ajuste univariado. 

En la Tabla 6. 8, se presentan los valores del minimo error 

estAndar de ajuste para cada una de las aproximaciones: univariada 

y bivariada de valores ext.romos 0 asi mismo, se determina- cuil de 

estos modelos se ajusta mejor a la muestra de datos para cada una 

de las estaciones de la región seleccionada. 
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Tabla 6. 8 Errores Estándar de Ajuste para las Distribucionii•s 

Uni variadas y Bi variadas Usadas en las Estacion19s 

Hidrométricas de la Región 10 Seleccionadas. 

Di st.r i buc::i ón 

Estación LN3M LN3ML VEI VEIII GVEUM GVEUML VEBc~ 

Hui tes 1. 4163 o. 7147* 2. 2eaa o. 8413 o. 9400 1. 4690 1. 4!SQO 

Choix 0.0226 o.Oa24 o.0367 0.0200 0.0186* o.0630 0.0392 

Palo Dulce 0.1194 0.0922 0.2206 0.1073 0.0894M 0.0934 O.C1Q09 

Ch1nipas O. 0914 0. 0812 0.1427 O. 0898 O. 0767 0. 0803 0. ()4Q2M 

Urique II 1. 6437 1. 2712 1. 8796 1. 0981 1.1870 o. 9182 o. '91B2Jot 

w Minimo error estándar 

Simbol.og1a: 
LN3M Log-Normal de 3 Parámetros CMoment.os) 
LN3ML Log-Normal de 3 Parámetros CMit.xima Verosimilitud) 
VEI Valores Extremos tipo I CGumbel) CMomentos:> 
VEIII Valores Extremos tipo III CWeibull) (Momentos) 
GVEUM General de Valores Extremos Univariad~ CMomentos:> 
GVEUML General ele Valores Extremos Univariac:la CM4r.xima v .. rosimilitud) 
VEB22 General de Valores Extremos Bivariada CNAxima Verosimilitud:> 

P,, las Tablas 6.7 y 6.8 se observa: 

a) Para las parejas seleccionadas, los resultados obtenidos 

muestran una pret'erencia por la distribución bivariada de valores 

extremos, cuando los coet'icientes de correlación son relativamente 

altos. 

b) Para muestras de periodo mucho más largo que su contraparte de 

registro corto, el conjunto de parámetros bivariados no mejora la 

estimación univariada, como ~ue el caso de la estación Huites. 

c) Cuando el coe~icient.e de correlación es muy bajo, por ejemplo 

en la pareja Huit.es-Choix, el conjunto de parámetros para la 
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muestra con registro corto no se mejora con el uso de la 

distr•ibución bivariada de valores extremos para mínimos. Este 

hecho se refleja en el caso de Choix. 

De lo anterior, se puede seNal ar que la aproximación 

bivariada mejora la calidad de los estimadores de los parámetros; y 

la inclusión de una segunda muestra, representa una ganancia 

s:ignificativa en la precisión de tales estimadoras, siempre y 

cuando el coeficiente de correlación entra ambas muestras sea 

suficientemente grande, valor a determinar con los resultados del 

análisis que se realice. La mayor mejora se observa en la muestra 

con registro corto, ya que para la que tiene el registro mAs 

grande, la mejora es modesta o nula. 

En la Tabla 6. Q, se muestran los parámetros :finales de las 

mejores distribuciones para cada una de las aproximaciones 

bivariada y univariada de valores extremos en la región . 

Tabla 6.9 Parámetros Finales para las Estaciones Hidrométricas de 

la Región 10 Seleccionadas. 

Estación Parámetros Di s:tr i buci ón 
<.:> a (J Final 

Hui tes a.0140 4.33:39 0.7947 LN3ML. 

Choix o.oesg 0.0763 0.6804 GVEUM 

Palo Dulce 0.7297 0.4002 0.7447 GVEUM 

· Ch!nipas 0.618Q 0.3Q'70 0.8474 BEV22 

Urique II a.7889 a.e973 1.4666 BEV22 



La comparación gráfica entre la distribuciones teóricas e 

históricas, son presentadas en el apéndice B. 

Los resultados demuestran qua las distribuciones bivariadas 

representan una buena alternativa en el análisis de frecuencias 

de gastos minimos anuales. 

6.3 Unlites de Confianza de Eventos de Disel:'fo 

El análisis de frecuencias de gastos minimos anuales se usa 

para proveer la magnitud y frecuencia de eventos de disel:'fo, con el 

fin de definir las medidas estructurales y no estructurales ante 

la presencia de una sequia; y sirve como ayuda en la planeación y 

manejo de las cuencas hidrológicas. Los eventos de disel:'fo, pueden 

ser definidos analíticamente si se usan funciones de distribución 

de probabilidad, pero sus correspondientes limites de confianza no 

se obtienen tan fAcilmenta. 

Los limites de confianza SR usan para estimar las 

incertidumbres asociadas con la determinación de los eventos de 

disel:'fo, para periodos de retorno espec:ificos. 

Puaste que una distribución de frecuencia es ánicamante un 

estimado de la muestra de cierta población, es probable que otra 

muestra de igual longitud de la misma corriente, pero tomada en 

diferente tiempo, produjera una diferente curva de fr11teuencias.· 

Los limites de confianza, o más correctalJIS'1lte, los intervalos de 

confianza, definen ·el rango dentro del cual estas curvas de 

frecuencias se esperan sean 

con:fianza. 
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Antes de determinar los limites de confianza, se obtendrán los 

eventos de diseNo. 

Los eventos de disefto para la distribución general de valores 

extremos se calculan con: 

a 
{ [Ln T - Ln CT - 1) J~ - 1 } e e. 3 ) w + 

donde: 

son los estimadores de máxima verosimilitud de los 

parámetros de la distribución GVE 

Si se considera que los parámetros estimados están 

normalmente distribuidos CSección 8.2), los limites de confianza 

se pueden escribir como CMood et al, 1Q74): 

+ Var a 
e e. 4. ) 

donde: 

LC C QT ) es el limita de confianza superior o inferior para 

el valor del gasto Q C m3/s) 
T 

z a 
as la ·variable normal estándar para un nivel de 

confianza a 

es la varianza asintótica del gasto ~ 

Las varianzas asintóticas univariadas de los eventos de 

disefto se calculan como CNERC, 1978): 

Para la distribución GVE: 

Var e~.' Var C w ) + 2 w CovaC a a 
w, a ) + w Var e a ) + a 

+ [ :r] Var ac{D +a dW [ Cova';_,• ¡,, + Covac;,., ~)W l dfl 
e e.e:> 
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donde: 

Vara' . ) y Cova C • :> son las varianzas y covar i anzas 

asintóticas de los parámetros de la distribución general de 

valores extremos, derinidas en la ecuación C6.4) 

'11 es la variable reducida GVE: 

e e. e .:> 

y: 
dW 

(3 y 
e T - '11 

e e.7 :> 

YT está derinida por la siguiente ecuación: 

LnCLnn e e.e:> 

Las varianzas asintóticas bivariadas de los gastos de dise~o 

se obtienen de acuerdo al procedimiento propuesto por Boes 

C1Q93): 

a. Se considera que los estimadores de los par.imetros de las 

distribuciones bivariadas de valores extremos vienen de una 

distribución multivariada normal: 

donde: 

-t 
I 

n e ~' 1 e e.o' 

ei es la variable aleatoria que representa a cada estimador 

ª1 representa el valor medio de• ei 



_, A 

In C~) representa la matriz de varianza - covarianza de los 

estimadores de los parámetros de la di str i buci ón 

bivariada de valores extremos 

b. Se encuentra la !'unción de distribución de los valores de 

disel'lo dado que ellos son una función de los pa.rámet.ros 

estimados. Asi: 

,,.__, NMV 

r: CS) 
r -

donde: 

_, 
I 

n 

e e.10 ' 

es la variable aleatoria que representa a los valores 

de disel'{o 

r;1 e~' representa el valor medio de ~i C ~ ) 
_, . 

r; I CS) ' representa la matriz de varianza-covarianza de los 
n -

valores de disel'lo 

es un vector definido por la relación: 

[ a .e ª ) ) ~ .. • 
a eJ 

e e.11 ' 

Para la distribución VEB22 para minirnos r: es: 

~- [ 1 f, tJ._ o o o o ] 

r: ~ [o o o 1 12. 8z o ] z 

e e.12 ' 
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donde: 
f11 YT 

e 1 

/i (3 i 
e e.13 ' 

a (1 i y a 

[ (3 i y 

] i 
YT 

T T 
- 1 ($ i tr; e e 

r!i e 6.14) 

Para obtener las varianzas de los valores de disel'lo, se 
-t • 

requiere realizar la multiplicación matricial { I C ~) { como 

se indica en la ecuación ca. 10). 

Los resultados obtenidos al resolver la ecuación C6.10), son 

aplicables únicamente a muestras grandes, ya qua están basados en 

la matriz asintótica de varianza-covarianza de los parámetros. 

Para demostrar su aplicación a muestras pequel'l'as, se requiera 

del procedimiento planteado en la sBCción 6. e. Para esto, se 

obtendrán las varianzas de los valores de disel'l'o, mediante técnicas 

de muestreo distribucional; asi mismo,los correspondientes limites 

al ~de coneianza, de acuerdo con la ecuación C6.1Q), para las 

condiciones propuestas en la sección S.6.1. 

Oe lo obtenido, se coneirma que los resultados asintóticos 

son aplicables· a muestras do tamal'l'o mayores de 60 al'l'os. 

A continuación, tabla 6.13, se presentan los cuadros que 

contienen los limites al 9S"A de coneianza univariados y bivariados 

para eventos de diseno con periodo de retorno aspecieico, de las 

·estaciones que tienen una ganancia signieicativa en ineormación 

> 1 ) de la región seleccionada. 
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6.4 Comparación con otras Distribuciones Univariadas. 

Los resultados de la sección e.a, demuestran que la 

aplicación de las distribuciones bivariadas al análisis de 

frecuencias de gastos minimos representan, para todos los casos 

analizados, una mejor opción dentro dvl contexto de l as: 

distribuciones univariadas de valores extremos. 

Con el propósito de d..t.ermin;air si las distribuciones 

bivariadas mejoran el ajuste proporcionado por otras 

di str i bue! ones univariadas. di sponi bles: en la práctica 

hidrológica, sv realizó el siguiente análisis: 

A los registros de gastos minimos anuales de la estaciones 

ubicadas en la región seleccionada se les ajustaron diferentvs 

t'unciones de di str i buci ón. univariada CLognormal con tres 

parámetros, Gamma tres parámetros. Vnlores Extremos tipos I y III 

y GVE), a través de los métodos de momentos y/o máxima 

verosimilitud; y se eligió corno la mejor, aquella de produjera 

el minimo valor del error estándar, de acuerdo a la ecuación 

C6.1). La Tabla 6.9 presenta los parámetros de la distribución 

univariada elegida para cada una de las estaciones de la región 

seleccionada. Las características y propiedades de las 

di str i buci ones uni variadas consideradas en est.e análisis. pueden 

encontrarse en muchos libros de estadist.ica CKi te, 1977; 

Yevjevich. 1972; etc.). 

En la Tabla e. 7, se compara el valor del error estándar de 

ajuste para la mejor distribución univariada con el d& la mejor 

distribución bivariada de valores ext.remos¡ adicionalmente, so 

selecciona la distribución final para cada estación. En esta 



tabla, se observa que el 100Y. de los casos analizados, se ajusta 

mejor a través de una distribución bivariada de valores extremos, 

por lo que este tipo de distribución representa una excelente 

alternativa en el análisis de frecuencias de gastos minimos 

anuales. 

En la Tabla e. 8 se compara el valor del error estándar de 

a.juste para la mejor distribución univa.riada. con el de la mejor 

distribución bivariada de valores extremos, adicionalmente, se 

selecciona la distribución final para cada estación. En esta tabla 

se observa que el 40" de los casos analizados: son IJIQjor ajustados 

a través de una distribución biva.riada de valores extre~s, por lo 

que este tipo de distribución representa una excelente alternativa 

en el análisis de frecuencias de gastos minimos anuales. 

En la Tabla 6.10 se muestran los: eventos de disel'fo, para 

periodos de retorno especifico, de la mejor distribución 

univaria.da. y de la aproximación bivaria.da de valores extremos. Se 

puede observar que las diferencias en magnitud de los gastos 

calculados pueden ser· significativos, incluso para pequel'fos 

periodos de retorno. 

Las curvas de frecuencia empirica. y téorica, para el caso del 

mejor ajuste obtenido, se presentan para cada una de las 

ostaci on- de la regi 6n en el Apóndi ce B C B. 1 a B. 6'. 
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Tabla 6.10 Eventos de Disel'!'o de las Distribuciones Univariada 

y Bivariada de Valores Extremos para las Estaciones 

de la Región 10 Seleccionadas. 

EST ACIONI HUI TES 

PERI 000 RETORNO T C al'!'os) 

2 
6 

10 
20 
!30 

100 
900 

1000 

ES1' ACI ON1 CHOI X 

PERI 000 RETORNO T C af'íos) 

2 
6 

10 
20 
90 

100 
600 

1000 

D .I 

D I 

91 

s T 

GEVUML. 

Q,.cM.3/S) 
3. 43 
2.42 
2.19 
3.08 
2.02 
2.00 
1. 99 
1.98 

s T 

GVEUML 

°"'e ld3/S:> 

0.04 
0.01 
0.00 
o.oo 
0.00 
0.00 
0.00 
0.00 

R 

R 

.I B u 

I e u 

e I o 

VEBa2 

(\_cMVS:> 
3.43 
2.42 
2.10 
3.08 
2.oa 
2.00 
1. 99 
1. 98 

e .I 

VE822 

o 

(\_cM3/S) 

o.os 
0.01 
0.01 
0.00 
0.00 
0.00 
o.oo 
0.00 

H 

N 



ESTACION1 PALO DULCE 

PERI 000 RETORNO T C al'fos) 

a 
6 

10 

ªº 50 
100 
600 

1000 

ESfACION1 CHINIPAS 

PERIODO RETORNO T Cal'fos:> 

2 
6 

10 

ªº 60 
100 
600 

1000 

ESfACION: URIQIJE II 

PERI 000 RETORNO T C al'fos) 

a 
6 

10 

ªº so 
100 
600 

1000 

D 

D 

D 

I s T 

I 

I 

GVEUML 

QTCM3/S) 

0.68 
0.29 
0.1Q 
0.14 
0.10 
0.08 
0.07 
0.06 

s T 

GVEUML 

~CM3/S> 

0.49 
o.as 
0.22 
0.19 
0.17 
0.16 
0.16 
0.16 

s T 

GVEUMI.. 

~CM3/S> 

a.02 
1.16 
1. 01 
o.se 
0.94 
0.94 
0.94 
0.94 

R 

R 

R 

I B u 

I B u 

I B u 

e I o 

VEB22 

~CM3/S) 

e 

o.ea 
0.31 
0.21 
0.14 
0.10 
o.os 
o.ce 
0.06 

I 

VEB22 

o 

~Cl\t.3/S) 

0.60 
0.28 
0.21 
0.17 
0.16 
0.14 
0.13 
0.13 

e I 

VEB22 

o 

(\cH3/SO 

a.02 
1.16 
1.01 
0.96 
0.94 
O.Q4 
0.94 
0.94 

N 

1 

N 

N 

1 



Tabla 6.11 Event.os de Diseifo de la Mejor Dist.ribuci6n Univariada 

y Bivariada de Valores Extremos para las Est.aciones de 

la Región 10 Seleccionadas. 

EST .ACI ON1 HUI TES 

PERIODO RETORNO T canos) 

2 
6 

10 
20 
60 

100 
600 

1000 

EST .ACI ON1 CHOI X 

PERI 000 RETORNO T e anos) 

2 
6 

10 
20 
'30 

100 
600 

1000 

D 

D 

I 

I 

s T 

LN3ML 

Q,.cM3..-s> 

3 36 
2.46 
2.23 
2.11 
2.02 
1.98 
1. 93 
1.92 

s T 

GVEUM 

Q,.cMYS) 

0.06 
0.02 
0.00 
0.00 
0.00 
0.00 
0.00 
o.oo 

83 

R I B u 

R I B u 

e I o 

VEB22 

°'"CM3/S) 

3.43 
2.42 
2.19 
2.08 
2.02 
2.00 
1.99 
1.98 

e I 

VEB22 

o 

°'-'M3/S) 
0.06 
0.01 
0.01 
0.00 
0.00 
0.00 
o.oo 
0.00 

N 

N 



ESTA.CIOH: PALO DULCE: 

PERIODO RETORNO T Cal"los) 

2 
9 

10 
20 
90 

100 
600 

1000 

ESTACION: CHINIPAS 

PERI 000 RETORNO T e al'los) 

a 
9 

10 
20 
60 

100 
600 

1000 

ESfACION1 URIQUE II 

PERIODO RETORNO T Cal"los) 

2 
6 

10 

ªº 60 
100 
BOO 

1000 

o 

o 

D 

I s T 

GVEUM 

Q,.cM3/S:l 

0.67 
0.28 
0.1Q 
0.13 
O.OQ 
o.os 
o.oe 
0.06 

I s T 

GVEUML 

R 

R 

Q,.cM3/SJ 

I 

0.49 
0.28 
0.22 
0.19 
0.17 
0.16 
0.16 
O.H3 

s T 

GVEUML 

Q,.cld3/S) 

a.02 
1.16 
1. 01 
0.'16 
O.Q4 
O.Q4 
O.Q4 
0.94 

R 

I B u 

I B u 

I B u 

e I o 

VEB22 

"'CM3.IS) 

0.62 
0.31 
0.21 
0.14 
0.10 
o.os 
0.06 
o.os 

e I 

VEB22 

o 

~CM3/S:l 

0.60 
0.28 
0.21 
0.17 
0.16 
0.14 
0.13 
0.13 

e J: 

VEB22 

o 

~Cld3/S) 

a.02 
1.16 
1. 01 
O.QB 
0.94 
O.Q4 
0.94 
0.94· 

N 

N 

1 

H 

1 



En la tabla 6.12, se presentan los limites de con~ianza a un 

nivel del 99Y. entre la di str i buci ón uni variada y bi variada de 

valores extremos para las estaciones de la región 10 seleccionadas. 

Se puede comentar de los valores contenidos en dicha tabla, 

del análisis bivariado, que no produce los resultados tan 

espectáculares como los obtenidos por las versiones bivariadas y 

trivariadas para análisis y gastos máximos anuales, re~erenciados 

en este trabajo. 

Tabla 6.12 Limites al de Con~ianza para las 

Distribuciones Univariada y Bivariada de Valores 

Extremos para las Estaciones de la Región 10 

Seleccionadas. 

ESTACION: HUI TES D I s T R I B u e I o N 

GVEUML VESa2 

PERI 000 RETORNO T C aftos:> LI LS .LI LS 

2 2.84. 4.02 2.32 4.64 
6 1. 80 3.04 o.ea 3.96 

10 1. SB 2.81 0.49 3.97 
20 1. 43 2.72 0.30 3.86 
60 1. 37 2.66 0.19 3.86 

100 1. 36 a.es 0.16 3.86 
600 1. 33 2.64 0.12 3.86 

1000 1:33 2.64 0.11 3.86 
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ESTACION: CHOIX D I s T R I B u e I o N 

GVEUML VEB2a 

PERIODO RETORNO T carros) LI LS LI LS 

2 0.04 0.09 0.09 0.09 
6 0.01 0.01 0.01 0.02 

10 o.oo 0.00 o.oo 0.01 
20 0.00 0.00 0.00 0.01 
so 0.00 0.00 0.00 0.01 

100 o.oo 0.00 o.oo o.oo 
900 0.00 0.00 0.00 0.00 

1000 0.00 0.00 0.00 o.oo 

ESTACION: PALO DULCE D I s T R I B u e I o N 

GVEUML VEB2a 

PERI 000 RETORNO T C af'ros) LI LS LI LS 

2 0.28 0.87 0.43 0.82 
s o.oo 0.69 o.os 0.68 

10 0.00 o.es 0.00 0.61 
20 o.oo 0.64 o.oo o. 47 
60 0.00 o.e, 0.00 0.46 

100 o.oo 0.134 0.00 0.44 
600 0.00 0.64 0.00 0.44 

1000 o.oo 0.64 0.00 0.44 

ESTACION: CHINIPAS D I s T R I B u e .I o N 

GVEUML VEBaa 

PERI 000 RETORNO T C al'fos:> LI LS LI LS 

2 0.29 0.70 0.28 0.72 
6 o.oo o.se 0.00 o.se 

10 o.oo 0.64 0.00 o.es 
20 o.oo 0.63 o.oo 0.64 
so 0.00 o.ea 0.00 0.64 

100 o.oo o.ea 0.00 0.64 
600 0.00 o.ea o.oo 0.84 

1000 o.oo o.ea 0.00 0.64. 
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ESTACION: URIQUE II o I s T R I B u e I o M 

GVEUML VEB22 

PERIODO RETORNO T Ca~os) LI LS u LS 

2 2.00 2.09 2.00 2.08 
6 1.12 1.18 1.11 1.16 

10 o.ge 1. 04 O.Q7 1. 06 
20 O.Q3 0.99 O.Q2 1.00 
60 0.91 0.97 0.90 0.98 

100 0.01 0.07 0.00 o.os 
600 O.Q1 0.97 0.90 0.98 

1000 0.91 0.97 0.90 0.98 

LI LillÚ t.e inferior 

LS LillÚt.e superior 

En la Tabla 6.13, se presentan los lillÚtes de confianza a un 

nivel del 96", ent.re la mejor distribución univariada y bivariada 

de valores extremos para las est.aciones de la región 10 

seleccionadas. 

Como puede observarse de los valore.s cont.enidos en dicha 

tabla, el an.é.lisis bivariado no produce resultados t.an 

espect.Aculares como los obt.enidos en los an"isis biv.ariados y 

trivariados para an.é.lisis de gast.os máximos anuales, referenciados 

en est.e t.rabajo. 
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Tabla 6.13 Limites al 95% de Confianza para la Mejor 

Distribución Univariada, y Bivariada de Valores 

Extremos para las Estaciones de la Región 10 

Seleccionadas. 

ESTACION: HUI TES o I s T R I B u c I o N 

LN3ML VEB22 

PERI 000 RE'TORNO T e af'l'os) LI LS LI LS 

2 2.94. 4.02 2.32 4..64 
B 1. 80 3.04 0.89 3.96 

10 1.BB 2.81 0.4Q 3.87 
20 1. 43 2.72 0.30 3.88 
60 1. 37 a.ee 0.19 3.86 

100 1. 36 a.es 0.16 3.86 
600 1.33 a.e4 0.12 3.89 

1000 1.33 a.e4 0.11 3.86 

ESTACION: CHOIX o I s T R I B u c I o N 

GVEUM VE922 

PERIODO RETORNO T Caf'l'os) LI l-S LI LS 

2 0.04 o.os 0.06 0.06 
6 0.01 0.01 0.01 º·ºª 10 o.oo o.oo 0.00 0.01 

ªº 0.00 o.oo 0.00 0.01 
so º·ºº o.oo 0.00 0.01 

100 0.00 o.oo o.oo 0.00 
600 0.00 o.oo o.oc o.oo 

1000 0.00 o.oo o.oc 0.00 

ESTACION: PALO DULCE D I s T R I B u e I o N 

GVEUM VEB22 

PERI 000 RETORNO T C artes:> LI LS LI LS 

a 0.28 0.87 0.43 o.ea 
B 0.00 o.eg 0.0'3 0.68 

10 0.00 o.es o.oo 0.81 

ªº o.oc 0.64 0.00 0.47 
60 o.oo 0.64 0.00 0.46 

100 0.00 0.64 o.oo 0.44 
BOO o.oo 0.64 o.oo 0.44 

1000 0.00 0.64 o.oc 0.44 
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ESTACION: CHINIPAS D I s T R I 9 u e I o N 

GVEML BEYa2 

PERI 000 RETORNO T C al'1os) LI LS LI LS 

2 0.29 0.70 0.28 0.72 
6 0.00 0.66 o.oo o.se 

10 0.00 0.64 0.00 0.66 
20 0.00 0.63 0.00 0.64 
60 0.00 0.62 o.oo 0.64 

100 0.00 o.ea o.oo 0.64 
500 o.oo 0.62 0.00 0.64 

1000 0.00 0.62 o.oo 0.64 

ESTACION: URIQUE II D I s T R I 8 u e I o N 

GVEML 9EV22 

PERIODO RETORNO T Cal'1os.) LI LS LI LS 

a 2.00 2.06 a.oo a.os 
6 1.1a 1.18 1.11 1.18 

10 0.98 1.04 0.97 1.06 

ªº 0.93 O.QQ 0.92 1.00 
60 0.91 0.97 0.90 0.98 

100 o.91 0.97 0.90 0.98 
600 0.91 0.97 0.90 0.98 

1000 0.91 0.97 0.00 0.98 

LI Limite in:ferior 

LS Limite superior 



Conclúsiones 

CAPITULO 7 

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

El desarrollo de la aproximación bivariada para el 

caso de valores extremos minimos, amplia el conocimiento de las 

funciones de distribución de probabilidad de valores extremos. 

Se demostró, a través del contenido de información relativa 

Crelación entre las varianzas de dos estimadores de un parámetro), 

que el uso de las distribuciones bivariadas puede mejorar la 

estimación de parámetros de distribuciones de va1ores extremos. 

En general, los contenidos de información relativa de las 

series más cortas, aumentan conforme el tamaNo de la muestra más 

grande se incrementa, por lo que existe una ganancia en precisión 

en la obtención de parámetros de muestras cortas, cuando se 

utiliza una muestra más grande. En forma similar, hay una 

ganancia en información, para la serie más larga, cuando se 

utiliza la información de las dos estaciones . Sin embargo, 

conforme la muestra más larga se incrementa, relativo a la serie 

más corta, la información decrece hasta el punto en c¡ue la 

relación de información llega a ser menor que uno. En tales casos, 

ya no es recomendable utilizar las series con registro corto para 

estimar los parámetros de la serie más larga. 

De acuerdo a los experimentos de muestreo distribucional, se 

concluye c¡ue los resultados asintóticos pueden ser aplicables a 

muestras pequeffas, del orden de 60, para las distribuciones 

bivariadas de valores extremos para minimos. 

go 



El ajuste proporcionado por las distribuciones bivariadas de 

valores ext.remos resultó ser, para un buen número de los casos 

analizados C100Y. con respecto a la distribución univariada general 

de valores ext.remos y el 40% con referencia a las distribuciones 

univariadas Lognormal-3 parámetros, valores ext.remos tipos I y 

I!I, GVE (momentos), y de acuerdo al criterio de selección 

propuesto, una buena opción entre los modelos en competencia, por 

lo que representan una buena al ter nat.i va para reducir la 

incertidumbre en la estimación de frecuencias de gastos m1nimos 

anuales. 

Como los limites de confianza son función de las varianzas 

asintóticas de los parámetros, y éstas son mejor estimadas por la 

aplicación de la aproximación bivariada, se demostró que cuando 

los contenidos de información relativa son más grandes que uno, 

los limites de confianza son más est.rechos en comparación con los 

obtenidos por la aproximación univariada de valores extremos. 

Reco1114'ndacton.es 

El trabajo que se incluye aqui, no considera la axist.encia de 

valores cero en el registro histórico; caso comOn en zonas aridas 

y semi-áridas de nuestro Pais, por lo que, cuando éste sea el caso, 

se requerirA utilizar et.ro tipo de modelo univariado existente en 

la literatura estadistica, ya que ext.ender el modelo bivariado 

de valores extremos para minimos y poder considerar la existencia 

de coros, representa una complejidad de análisis y de cómputo, lllA;s 

allA de lo razonable. 

Qi 



Es recomendable la aplicación de las distribuciones 

bivariadas en el caso de que la muestra analizada tenga una 

longitud relativamente corta, cuando la estación con registro 

largo posea las cualidades estadísticas que hagan conveniente su 

asociación con la estación de menor registro. 

Para evitar obtener un óptimo local, en el procedimiento de 

obtención de parámetros bi variados, se recomienda que los val ores 

de arranque del procedimiento propuesto sean los estimadores 

univariados de los parámetros de ubicación, escala y f'orma de 

la GVE de mínimos. Con respecto al parámetro d• asociación 

bi variada , se r ecomi anda utilizar el valor de 2. 

El análisis trivariado de gastos mínimos anuales, puede 

extenderse al estudio de gastos mí ni mes anual es. 

Puesto que hay una ganancia signif'icativa en inf'ormación, al 

usar di str i buci ones bi variadas, se puede suponer que se . 
obtendrán mayores ganancias mediante el uso de la aproximación 

trivariada en el estudio de gastos mínimos anuales. 
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VEROSIMILITUD PARA LA DISTRIBUCIOH BIVARIADA DE VALORES EXTREMOS 
PARA MININOS CMOOELO LOGISTICO) 
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