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INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es dar una caracterizacién de los
grupos finitos no abelianos que tlienen todos sus subgrupos propios
abellanos. A estos grupos se les llama grupos minimales no abelianos.
Una caracterizacion de estos grupos la dieron G. A. Miller y H. Moreno,
la cual se publicé en 1903 [4]. La exposiclién que se da aqui se debe

esencialmente a Reinholdt Baer {1].

En la primera parte del presente trabajo se enuncian definiciones
y resultados basicos de la Teoria de Grupos, que son necesarios para
el estudio de los grupos minimales no abelianos. Con excepcién de un
teorema de Frobenius, los demas resultados que se enuncian en esta
parte, se encuentran en cualquier 1libro de Algebra Abstracta, por

ejemplo en [2] o en [5].

En la segunda parte se caracterizan los grupos minimales no
abelianos y se dan algunos ejemplos. Concretamente se demuestran los

siguientes resultados:

Teorema 1. Sea G un grupo finito. Las siguientes proposiciones
(a) y (b) son equivalentes.
(a): a.1 G no es abeliano, pero todo subgrupo propio de G es

abelliano,



(b):

Teorema 2.

b.1

b.2

b.3

G tiene al menos dos subgrupos normales maximales.
2 = $ (6),
G es un p=-grupo,

2
G/Z(G) es abeliano elemental de orden p°.

Sea G un grupo finito. Las siguientes proposiciones

(a) y (b) son equivalentes.

(a):

(b):

a.1

a.2

b.1

b.2

b.3

G no es abeliano, pero todo subgrupo propio de G es
abeliano,

G tiene soOlo un subgrupo normal maximal.

z(G) = ¢ G),

CG(G') = G x 2(G) es el Unico subgrupo normal maximal
enGy [G: CG(G’)] = q es un primo,

G/G' es un q-grupo ciclico,

G' es un subgrupo normal minimal de G, G’ es un p-grupo

abeliano elemental no trivial con p un primo y p # q.



Parte 1

DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

En esta primera parte se recuerdan algunas definiciones y se
enuncian sin demostracidén los resultados que se emplean para el estudio

de los grupos minimales no abelianos.

GRUPQS Y SUBGRUPQS

Definicién. Un grupo G es un conjunto no vacio en el cual esta
definida wuna operacién binaria (*), que cumple las siguientes

propiedades:

i) * es asociativa, es decir, para toda a, b, c € G, se tiene
a*(b*c) = (a*b)*c.
ii) Existe e € G, 1llamado elemento neutro de G, tal que para
toda a € G, a%e = a.
iii) Para cada a € G existe a'1 € G, llamado elemento inverso de

a, tal que a*a™! = e.

La expresién a®b se denota con ab.
S1 en un grupo G se tiene que ab = ba para toda a, b € G, entonces

al grupo G se llama conmitativo o abeliano.



Definicién. E) orden de un grupo G, es el numerc de elementos del

conjunte G, y se denota con o(G) o con |G|.

Definicidén. S1 G es un grupo finito, g € G, entonces el orden de

g es el minimo entero positivo n tal que g" = e, y se denota con ol(g).

Definicién. Un subgrupo H de un grupo G, es un subconjunto H de

G que también es un grupo con la misma operacidén dada en G.

Notacién. S1 A es un subconjunto de B, se denota con A & B, sl
A es un subconjunto propio de B, se denota con A< B. Si H es un
subgrupo de G, se denota con H = G, y si H es un subgrupo propio de

G, se denota con H < G.

Teorema. Sea H S G. H es un subgrupo de G si, y s6lo si,
i) e e€H,

ii) si a, b e H entonces ab "' € H.

Teorema. Si para cada i € I, Hi es un subgrupo de un grupo G,

entonces n Hi es un subgrupo de G. En particular si H y K son
iel

subgrupos de un grupo G, entonces Hn K es un subgrupo de G.

Definicién. El centro de un grupo G, es el conjunto
2(G) = { x € G | xa = ax para toda a € G }.

2(G) es un subgrupo abeliano de G.



Definicién. Si G es un grupo-y a € VG, el normali;.adobrr- de’ é'vén G :

es el conjunto o 7 o
NG(a)=(xeG|xax'1=a)=(xeG|xa=ax),

NG(a) es un subgrupo de G. Es inmediato que NG(a) = G si, .y sélo : si,

a € 2(G).

Definicién. Si G es un grupo y H & G, el normalizador de H en G
es el conjunto

N(H) = {xeG [ xHx" =H})

donde xHx! =(xhx_1| heHyxeG}.

NG(H) es un subgrupo de Gy H < NG(H). Si H = G entonces H s NG(H).

Definicioén. Si G es un grupo y B € G, el centralizador de B en G
es el conjunto

CG(B)——-(xeG]xbx—l':bparatodabeB}

{xe€G | xb = bx para toda b ¢ B }

Si B={ b}, se escribe CG(B) = CG(b). En este caso CG(b) coincide
con NG(b). Si x € 2(G) entonces xb = bx para toda b € G, en particular
xb = bx para toda b € B € G lo que implica que x € CG(B), y por lo

tanto 2(G) s CG(B).

Definicién. Si A, B € Gy ab = ba para toda a € Ay b € B,

entonces se dice que A esta centralizado por B, o que B centraliza a A.

Definicion. Un grupo minimal no abeliano, es un grupo no abeliano

en el que todos sus subgrupos propios son abelianos.



Definicién. S1i A es un subgrupo propio de G, entonces se dice
que A es un subgrupo maximal de G si no existe un subgrupo M de G, tal
que

A <MC<G.

Definicién. Si B es un subgrupo de G diferente de {e)}, entonces
se dice que B es un subgrupo minimal de G si no existe un subgrupo N de
G tal que

{e} < N <B.

Definicién. Un subgrupo H de G es normal en G, si H = g'ng para

toda g € G.

A partir de la definicién de g-ng, se tiene que si g_ng = H,
entonces Hg = gH. E1 conjunto Hg = { hg ] heHygeG } se llama
clase lateral derecha de H en G, el conjunto gi = { gh | he Hy g € G}
se llama clase lateral izquierda de H en G. De esta manera tenemos que
si H es un subgrupe normal de G, entonces toda clase lateral derecha
de H es una clase lateral izquierda de H en G. Si H no es un subgrupo
normal de G, entonces no toda clase lateral derecha es una clase

lateral izquierda.

Teorema. Si G es un grupo y H un subgrupo de G, entonces existe
una biyeccién entre el conjunto de las clases laterales derechas de H

en G y el conjunto de las clases laterales izquierdas de H en G.

Notacion. Si G es un grupo y H un subgrupo de G, entonces el

conjunto { gH | g € G } de todas las clases laterales lzquierdas de H



en G se denota con G/H .

Definicién. Al numero de elementos de G/H se llama el 1indice de

H en G y se denota con [G ; HI].

Teorema ( Lagrange ). Si G es un grupo finito y H un subgrupo de

G, entonces 0(G) = o(H)IG : H].

Teorema. Si los uUnicos subgrupos de un grupo G son los triviales,

entonces el orden del grupo G es un numero primo.

Teorema. Si H es normal en G, entonces G/H es un grupo con la

operacién binaria (aH)(bH) = abH, para cada aH y bH e G/H .

Se tiene que si K es normal en G y H es un subgrupo de G tal que

K = H, entonces H/K es un subgrupo de G/K .

Si G es un grupo se tiene que:

a) 2(G) es normal en G.

b) Si H es un subgrupo de G entonces H es normal en NG(H).

c) Si G es un grupo abeliano y H es un subgrupo de G, entonces H

es normal en G.

d) S1 H es normal en G y K es normal en G, entonces HnK es normal

en G.



e) SiI N es normal en G y H un subgrupo de G, entonces NnH es

normal en H.

f) S1 My N son subgrupos de G, entonces MN es un subgrupo si, y

s6lo si, MN = NM, donde MN = {mn | me M, neN}.

g) Sea G un grupo finito. Si S y T son subgrupos de G, entonces

Is| IT|
IST| = ——— .

[snT]

h) Si My N son subgrupos normales de G, entonces NM también es

un subgrupo normal de G.

1) St Hy K son subgrupos normales de un grupo G, tal que

HnK=e, entonces hk = kh para toda h e Hy k € K.

Teorema. Si G es un grupo y X un subconjunto de G, entonces la
interseccién de todos los subgrupos de G que contienen a X es el

subgrupo minimo de G que contiene a X.

Notacién. E1 subgrupo del teorema anterior se denota con <X>, y

se llama el subgrupo generado por X.

Definicién., Sea G un grupo y X < G, si <X> = G se dice que X

genera a G, y a los elementos de X se le llaman generadores de G.

Definicién. Si existe Y subconjunto finito de un grupo G tal que

<Y> = G, se dice que G es finitamente generado, Si G es generado por



un sélo elemento, G se llama ciclico,.’’.

Teorema. Si un grupo finito G tiene sé)o ‘un subgrupo maximal,

entonces G es ciclico.

Teorema. Si X es un subconjunto no vacio de un grupo G,
entonces el subgrupo generado por X, estd formado por los elementos de

G que son producto de potencias con exponente entero de elementos de X.

Notacién. Si M y N son subgrupos de un grupo G, entonces el

subgrupo generado por MuN se denota con M v N.

Definicién. Si G es un grupo y a, b € G, entonces el elemento

aba~'b™! se llama conmutador de a y b, y se denota con [a,b].

Definicién. Sea X = { [a,b] | a, be G}, el subgrupo generado
por X, se llama subgrupo derivado de G o subgrupo conmutador de G, y
se denota con G'.

Si G es un grupo abeliano, entonces xyx__ly'1 = e para cada

X, ¥y € G. Por lo tanto G no es abeliano si, y sélo si, G’ = {e}.
Teorema. Si G es un grupo, entonces G' es normal en G.

Teorema. Sea G un grupo y H un subgrupo de G, G' =sH si, 'y

sé6lo si, H es normal enG y G/H es abeliano.

Teorema. Si G es un grupo y H un subgrupo de G tal que H = Z(G)

y G/H es ciclico, entonces G es abeliano.



Teorema. Sea G un grupo y M un subgrupo de G tal que 2Z(G) = M,

Si M/Z(G) es ciclico entonces M es abeliano.

Corolario. Si G/Z(G) es ciclico, entonces G es abeliano.

Definicién. Si A es un subgrupo normal propio de G, tal que no
existe subgrupo normal propio de G entre A y G, se dice que A es normal
maximal.

Definicién. Si B es un subgrupo normal de G diferente de {e}, tal
que no existe subgrupo normal entre {e} y B, entonces se dice que B es

normal minimal.

Definicién. Si un grupo G no tiene subgrupos normales propios

diferentes de {e}, se llama simple.

HOMOMORFISMOS

Definicién. Sean G y N grupos, y f : G-—> N una funcidén., Se
dice que f es un homomorfismo, si para toda a, b € G se tiene que
f(ab) = f{a)f(b).
Si Gy N son grupos y f : G —> N es un homomorfismo, entonces:

a) si H es un subgrupo de G, entonces f(H) es un subgrupo de N,

b) si H es un subgrupo de N, entonces ! (H) es un subgrupo de G,

10



c) si Hes un subgrupo normal de G, entonces f(H) es normal en

f{G),

d) si f sobre y H es un subgrupo normal. de G, entonces f(H) es

normal en N,

e) si H es un subgrupo normal de N, entonces f-l(H) es normal en

f) si e’ es la identidad de N, el conjunto
K={xeG | flx) =e }= e,
se llama el niucleo del homomorfismo f. Usualmente se 1le denota con
Ker f. Como {e’} es un subgrupo normal de N, se tiene que Ker f es un
subgrupo normal de G.

Si el homomorfismo f : G —> N es una funcién inyectiva, se dice
que f es un monomorfismo. S1 f es una funcién sobre, se dice que f es
un epimorfismo. S1i f es un monomorfismo y epimorfismo, se dice que f
es un isomorfismo.

Si existe un isomorfismo entre los grupos G y N, entonces se dice

que G y N son isomorfos y se denota con G & N.

Si K es un subgrupo normal de G, entonces p: G —> G/k , definida
por p(g) = gK, es un epimorfismo.

Si f: G~—>S vy g: S —>»N son homomorfismos, entonces 1la
composicién geof : G —> N es un homomorfismo.

Si f : G —> N es un isomorfismo, entonces f . : N —> G es un

21



isomorfismo.

Teorema ( primer teorema de isomorfismo ). Si G y H son grupos y
f : G —> H es un homomorfismo con nicleo K, entonces G/K = Im(f).
Si T es normal en G, entonces existen un grupo H y un epimorf'Ismo

p : G —> H cuyo nacleo coincide con T.

Teorema ( segundo teorema de isomorfismo ). Si G es un grupo y H,

K subgrupos de G con K normal en G, entonces HK/K = H/HnK .

Teorema ( tercer teorema de isomorfismo ). Sea G un grupo, y

sean H, K subgrupos normales de G, K € H. Entonces, H/K es un

subgrupo normal de G/l( y ademas

[G/K] /{H /K] ® G/

Teorema ( de la correspondencia ). Si K es un subgrupo normal de
G, L(G,K) el conjunto de los subgrupos de G que contienen a K y L(G/K)
el conjunto de los subgrupos de G/K , entonces la funcién
F: L(G,K) —> L(G/g)
tal que F(H) = H/K , es una funcién biyectiva. Ademas, si T, H € L(G,K)
se tiene que
(i) T = H si, ysélo si, F(T) = F(H), y en este caso
[H: T] = [F(H) : F(T)].
(ii) T es normal en H si, y sélo si, F(T) es normal en F(H),
y en este caso H/.r =] F(S)/F(T) .

o

Si A es un subgrupo normal maximal del grupo G, entonces G/A no

12



tiene subgrupos propios.

AUTOMORFISMOS

Si X es un conjunto, el conjunto de las funciones blyectivas de X
en X, con la composicién de funciones como operacién binaria, es un

grupo. Este grupo se denota con S(X).

Si G es un grupo, el conjunto A(G) = { « € S(G) | « es un
homomorfismo }, es un subgrupo de S{(G). A(G) se llama el grupo de

automorfismos de G.

Definicién. Si G es un grupoy g € G, la funcién ig : G —> G,
tal que 1g(x) = g_lxg para toda x € G, es un automorfismo, llamado el
automorfismo interior inducido por g.

El conjunto de todos los automorfismos interiores de G, es un

subgrupo de A{G) y se denota con I(G).

Notacién. Si A es un subgrupo del grupo Gy g € G, el conjunto
g 'Ag se denota con A%.

La funcién f : G —= I(G), definida como f(g) = ig , €S un
epimorfismo, cuyo nicleo K, resulta ser el centro de G, y »or 1lo

tanto se tiene que ‘G/Z(G) = I(G).

Sea H un subgrupo de un grupo G. H es normal en G si, y sélo si,

f(H) € H para toda f € I(G).

13



Definicién. Si K es un subgrupo de G, tal que f(K) € K para
cada f € A(G), entonces se dice que K es un subgrupo caracteristico
de G.

S1 K es un subgrupo caracteristico de un grupo G, entonces K es un

subgrupo normal de G.

81 K es un subgrupo caracteristico de M y M es normal en G,
entonces K es normal en G. En efecto, para ge G, g induce un
automorfismo interior ig en M, y como K es caracteristico en M se tiene

que ig(k) = gkg—’ € K para toda k € K, es decir, K es normal en G.

Definicion. Si G es un grupo, el subgrupo de Frattini de G es la
interseccién de todos 1los subgrupos maximales de G. El subgrupo de

Frattini de G se denota con ¢ (G).

Definicién. Un elemento X € G es un no generador del grupo G,

st G=<{x })uT>con TcG, 1implica G =<T>,

Teorema. Si G es un grupo, ¢) (G) coincide con el conjunto de los
no generadores de G, Se tiene también que 4) (G) es un subgrupo

caracteristico de G, ( ver [2] p. 168 )

Para cada subgruro A del grupo G, se define AG = n g'lAg . Se
geG

tiene que AG ¢ Ay si A esnormal en G entonces AG = A. AG es un

subgrupo normal de G, ya que si f es un automorfismo interior de G,

h
I(A)=i(n g'ag) = n (i ( g"lAg))
n'%c hgdg g P
= n (h'g'agh)
geG

14



= n ((gh)'Agh) = Ag:
geG

S1 B es un subgrupo normal de G con B < A.b entonces B = AG' En
efecto, dado que B es normal en G se tiene que B = g"Bg para toda
g € Gy como B c A se tiene que g-lBg < g_iAg para toda g € G y por lo
tanto B § n(g'Ag) = A; para toda g € G.

Para cada subgrupo A de G, AG es el subgrupo normal de G mas
grande contenido en A.

Definicién. Si H y K son subgrupos de G, se dice que H y K son

conjugados en G, si K = x YHx para alguna x € G.

Teorema. Sean G un grupo finito y H un subgrupo de G. Si H es el
conjunto de subgrupos de G que son conjugados de H, entonces

[H] =[G : N (H)).

Definicién., Sea G un grupo y p un primo, se dice que G es un

p-grupo si cada elemento x € G tiene orden una potencia de p.

Teorema, Un grupo finito G es un p-grupo si,-y sélo si, el orden

de G es una potencia de p.
Definicién. Sean p un namero primo, G un grupo finito de orden
pms con (p,s) =1, y P un subgrupo de G. Se dice que P es un p-subgrupo

de Sylow de G si |P| = ",

Teorema ( primer teorema de Sylow ). Sean G un grupo finito y p

un primo. Si pr divide a |G|, entonces G tiene un subgrupo de orden pr.

15



Corolario. Sf G es un grupo finito y p es un primo que divide al

orden de G, entonces G tiene un p-subgrupo de Sylow.

Teorema ( segundo teorema de Sylow ). Sean G un grupo finito y p
un primo que divide a |G| y P un p-subgrupo de Sylow de G. Entonces

todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados de P.

Teorema ( tercer teorema de Sylow ). Sean G un grupo finito y p
un primo que divide a |G|. Si s es el nimero de p-subgrupos de Sylow de

G, entonces s = 1 (mod p), y s divide al orden de G.

Teorema. Si G es un p-grupo finito no trivial, entonces
Z(G) = {e}. Si N es un subgrupo normal de G, entonces N n Z(G) = {e}.

Si |N| = p, entonces N € Z(G).

Observacién. Si G es un grupo finito de orden p®m con (p,m) = 1, y
H es un subgrupo normal de G de indice q con (p,q) =1, entonces H
contiene todos los p-subgrupos de Sylow de G. En efecto, ya que pa
divide a |G| = [G : HI|H| = q|H| y (p, q) =1, entonces p~ divide a
|H]. Luego, si L es un p-subgrupo de Sylow de H, L es un p-subgrupo
de Sylow de G, y como todos los p-subgrupos de Sylow de G son
conjugados a L, se tiene que H contiene a todos los p-subgrupos de

Sylow de G.

Definicién. Sea G un p-grupo abeliano. Se dice que G es un

p-grupo abeliano elemental, si gp = e para toda g € G.

16



Notacién. Sea G un grupo. Denotamos con G(“ al subgrupo derivado

(1+1) (1)

de G, e inductivamente con G al grupo derivado de G "',

Definicidén. Un grupo G es soluble, si existe r € N tal que

1)

¢ 2@ 2 ... 26" = (e).

Teorema. Si G es un grupo soluble, y H es un subgrupo de G,
entonces H es soluble. Si N es un subgrupo normal de G, entonces G/N

es un grupo.

Teorema : Si un grupo G tiene un subgrupo normal H tal que H y

G/H son solubles, entonces G es soluble.

Definicién. Una serie de composicién de un grupo G, es una

coleccidén finita de subgrupos { Ao, A1, ... , Ar } de G tal que
G =40>41> ... > Ar = {e},
con Al normal en At-1 y Al—i/m simple, para cada i =1, 2, ...,r.

Teorema. Un grupo G de orden finito es soluble si, y sélo, existe

una serie de composicién { Ao, A1, ... , Ar } tal que Ax/A son
141

ciclicos de orden primo.

Teorema { P. Hall ). Si G es un grupo finito soluble de orden
mn con (m, n) = 1, entonces G posee al menos un subgrupo de ordenm, y

dos subgrupos cualesquiera de G de orden m son conjugados.

17



Definicién. Sea G un grupo finito, Un subgrupo H de G es un

subgrupo de Hall sy, y sélo si, (|H|, [G: H]) = 1.

Definicién. Sean A y B grupos. El producto directo (externo) de
A y B denotado con AxB es el grupo, cuyos elementos son las parejas
ordenadas (a,b) cona € Ay b € B, con la operacién

(a,b)*(c,d) = (ac,bd).

Definicién. Un grupo G es producto directo (interno)} de sus
subgrupos Ay B, sl Ay B son subgrupos normales de G, G =AB vy

AnB = {e}.

Teorema. Si un grupo G es producto directo (interno) de sus

subgrupos A y B, entonces G es isomorfo a AxB.

Teorema. Sean A y B grupos, A1 subgrupo normal de A, B1 subgrupo

normal de B. Entonces Ale1 es normal enG = AxB y

G/paxg = Ap * B/ ¥ /pye) 5B
1 1 1 1

Definicién. G es producto semidirecto de A y B si, y sélo si, A

es normal en G, G = AB y AnB = {e}.
Teorema ( de la descomposicién primaria ). Si G es un grupo

abeliano finito, entonces G es producto directo interno de sus

subgrupos de Sylow.

18



Definicién. Si un primo p divide al orden de un grupo abelliano

G, el p-subgrupo de Sylow de G se llama la p-componente primaria de G.

Teorema. Todo p-grupo abeliano finito es producto directo interno

de p-subgrupos ciclicos.
Teorema. Si G es un p-grupo abellano finito, entonces
cualesquiera dos descomposiciones de G en producto directo interno de

p-grupos ciclicos tienen el mismo nimero de factores de cada orden.

Teorema. Si G es un grupo abeliano finito, entonces G es producto

directo interno de subgrupos ciclicos Hx‘ Hz’ N Hs , de G con
o(H“l)|o(Hl) , +=1, ..., s -1, Si G = le sz, e X Kr con KJ
subgrupos ciclicos de G y °(KJ,1)|°(KJ) =1 ..., r-1, entonces
r=sy o(Hl) =°(K1) coni=1, ..., r.

Teorema. Si K es un campo, y G es un subgrupo finito del grupo

multiplicativo K -~ {0}, entonces G es ciclico.

Corolario. E1 grupo multiplicativo de un campo finito es ciclico.

Teorema ( Frobenius ). Sean G un grupo finitoy A un subgrupo

propio de G. Si A n A® = (e} para toda g € G \ A, entonces el conjunto

B=(e)u{heG|hEG\AgparatodageG),

es un subgrupo normal de G, G = AB y An B = {e}, ( ver [6] vol. II p.
348)
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Definicién. Un grupo finito G que contenga un subgrupo A como en

el teorema anterior, se llama grupo de Frobenius.

Definicién. El subgrupo B del teorema anterior, se llama nicleo
de Frobenius del grupo G. El subgrupo A y cada uno de sus conjugados,
se llama complemento de Frobenius.

Definicién. Un grupo finito G es nilpotente, si G es producto

directo de sus subgrupos de Sylow.

Teorema ( Thompson ). E! nicleo de Frobenius de un grupo de

Frobenius es nilpotente. ( ver [6] vol. II p. 349)

Teorema. SI G # {e} es un grupo finito nilpotente, entonces

2(G) = {e}.

Teorema. SI G # {e} es un grupo finito nilpotente y N # {e} es un

un subgrupo normal de G, entonces N n Z(G) # {e}.

Definicién. Una relacién =, en un conjunto P, es un orden parcial

si
1) = es reflexiva, es decir, si a s a para toda a € P, '

i1) = es transitiva, es decir, s1 a=b y b= ¢, entonces
asc , para toda a, b, c € P.
iii) = es antisimétrica, es decir, si a =b y b = a, entonces

a="b, para toda a, b € P.

Un conjunto P, con un orden parcial =, se 1lama conjunto

parcialmente ordenado. Si el orden parcial =, es un orden total, es
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decir, sl a = b 6b = a para toda a, b € P, entonces el Vcon.junto P se
llama una cadena. R

S1 P es un conjunto parcialmente ordenado y A ¢ P, enfionces m € A
se llama elemento maximo de A, si a =m para toda ae€eA neAes
elemento minimo de A, si n = a para toda a € A. b € P es cota superior
de A, sl a s b para toda a € A. c € P es cota inferior de A, sl a =z ¢
para toda a € A, Si existe un elemento maximo en A, tal elemento es
cota superior de A.

Si el conjunto de cotas superiores de A tliene minimo, éste minimo
se llama minima cota superior de A o supremo de A. Si el conjunto ‘de
cotas inferiores de A tiene maximo, éste maximo se llama maxima cota

inferior de A o infimo de A.

Definicidén. Una red es un conjunto parcialmente ordenado L, tal

que si a, b € L, el conjunto { a, b } tiene supremo e infimo.

Si Les unared y a, b € L, al supremo e infimo de { a, b } se les
denota con a v by a A b respectivamente. Las funciones v y A de
LxL en L definidas por

v (a, b) = a v b, A (a, b) =a A b,

son operaciones binarias en L.

" Definicién. Una red L es modular, en caso de que satisfaga la
siguiente condicién, llamada condicidén de modularidad
para toda a, b, ce€ P, conazb, se tlene que
aA(ve)=byv (anAc)
La condicién de modularidad, es 1llamada también ley modular de

Dedekind.
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Si G es un grupo, el conjunto S de los subgrupos de G, con la
relacién de contencién de conjuntos, es un conjunto parcialmente

ordenado.

Para A, B € S se tiene quee Av B es el subgrupo generado por
AuB, yque AAB=AnB. Por lo tanto S es una red.

S1 A, Be Sy AB = BA, entonces A v B = AB.

Teorema. Si A, B, C son subgrupos de un grupo G, tal que B S A

y BC =CB, entonces An (BvC)=Bv (AnC).

Teorema. Los subgrupos normales de un grupo G forman una red

modular.

Definicidn. Sea G un grupc y P una familia de subgrupos
de G. Se dice que P es una particién de G, si G es la unién de los

elementos de P, y sl A, B € P, entonces A n B = {e}.
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Parte 1II

GRUPOS FINITOS MINIMALES NO ABELIANOS

Lema 1. Si G # {e} es un grupo finito con subgrupos propios y

cada subgrupo propio de G es abeliano, entonces G no es simple.

Demostracién. Supongamos que G es simple.

Si 2(G) = {e}, entonces 2(G) =G porque 2(G) es un subgrupo
normal de G. Como G es abeliano y tiene subgrupos propleos, estos
subgrupos son normales y resulta que G no es simple, lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto Z(G) = {e}.

G tiene al menos dos subgrupos maximales, ya que de otra forma, G
resulta ciclico con subgrupos propios, 1lo que contradice que G es

simple.

Si M y N son dos subgrupos maximales de G con M # N, entonces
G=MVN-=<MuN>,
Como MANsM y MANgN, se tiene que M ¢ CG(M nN) vy
N < CG(M n N), 1o cual implica que M v N € CG(M n N), de donde se

sigue que CG(M NnN) =G, asi MnNg2Z(G) = {e}), yMnN-= {e)

Como cada elemento e # g € G pertenece a algin subgrupo maximal,

se tiene que los subgrupos maximales de G forman una particién de G.
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Si M es un subgrupo maximal de G, entonces M = NG(M). porque G
es simple. Ademds para cada g € G, ME = g—ng es también un subgrupo

maximal de G.
Sea R la clase de los subgrupos conjugados de M, entonces
|IR| = IG : NG(M)] =[G : M)

ya que M = NG(M).

Si A es el conjunto de subgrupos maximales de G, se tiene que

sl =1+ § (M} - 1.
MeA
Sea T la particién de 4 inducida por la conjugacién y sea T un

conjunto de representantes de T Asi tenemos que

el =1+ J (¥ (x| - ).
MeT XeR
S1i X € R entonces |X| =

IM]. va que X es conjugado de M, y como

en R existen [G : NG(M)] = [G : M] subgrupos conjugados a M, entonces

el =1+ § ¢} (x| - 1),
MeT XeR

6] =1+ T (16 : MI(|4]| - 1)),
MeT

[6] =1+ § (I : MI|M| - [G : M),
MeT

sl =1+ ¥ (6] - § fc: M.

MeT MeT
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Si en T hay J elementos se tiene que

I6] =1+ 34l6] - § 6 M,
MeT
Y fG: M =-[6| + j|c] + 1.
MeT
Como 1 < |M}, 2 s |M| y entonces (G : M]2 = [G: MI|M| = |G|,

lo que implica [G : M] = (1/2)|G|, por lo tanto

-1G| + J|G] + 1 ): [G: M) = (1/2)5]6],

MeT
(J - DJG| +1 = (1/2)§]6],

(J - 1G] < (1r2)5jg|,
J - 1) < (172),
2j -2 <,
Jj< a2
Como j > 0, entonces j = 1, y se tiene que [G : M] = 1, es decir,

G = M lo cual es una contradiccién. Por lo tanto G no es simple. .

Lema 2. Si G # {e} es un grupo finito con subgrupos propios y
cada subgrupo propio de G es abeliano, entonces G tiene un subgrupo

normal propio de indice primo.

Demostracién. Supongamos que existen grupos finitos G # {e} con
todos sus subgrupos propios abelianos, y que' no tienen subgrupos

normales de fndice primo. De estos grupos sea G uno de orden minimo.

Como G no es simple, existe N = {e} subgrupo normal propio de G
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tal que .
1< [G: N1 <|G].

Sea T/N # {€} un subgrupo propio de G/N , entonces N< T <G, T es
abellano y asi{ T/N es abeliano., Como cada subgrupo propio de G/N es
abellano, y 1 < [G: N ] < |G], entonces G/N tiene un subgrupo S/N
que es normal en G/N tal que [G/N : S/N] = p, con p un primo. Dado que
S/N es normal en G/N , S es normal en G y se tiene que

G: 8] =[G/, : 5/l =p,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto el lema es verdadero. g

Corolario. Si G # {e} es un grupo finito con subgrupos propios

y cada subgrupo propio de G es abeliano, entonces G es soluble.

Demostracién. Sea N un subgrupo propio normal de G de indice

primo, entonces G/N y N son solubles, Por lo tanto G es soluble. g

Lema 3. Sea G # {e} un grupo finito. Si G tiene un subgrupo
maximal A # {e}, abeliano y la ldentidad es el Gnico subgrupo normal
de G que esta contenido en A, entonces A es ciclico y existe B subgrupo

normal minimal de G, abeliano elemental tal que G = AB y An B = {e}.

Demostracién. Dado que A = {e} y del hecho de que la identidad es
el unico subgrupo normal de G que estd contenido en A, se tiene que A
no es normal en G.

Dado que A = NG(A) < Gy A es maximal en G se tiene que A = NG(A).
Sea g € G \ A, entonces A = AB = g-iAg, yG=<Av Ag>. Cada elemento

de A n AB esta centralizado por A y por Ag, ya que A Yy Ag son
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abelianos, por lo tanto G centraliza a A n AB, estoes, A n A8 < Z(G)
y por consigulente AnAE es normal en G y como estd contenido en A, se
tiene que A n AB = (e} para toda g € G \ A, y por lo tanto G es un
grupo de Frobenius y existe un subgrupo B, normal de G, tal que
G=AByAnB= {e}, (B es el nicleo de Frobenius de G.. y B es

nilpotente ).

Probaremos que B es un subgrupo normal minimal, abeliano
elemental y que A es ciclico.

Si N es un subgrupo normal de G con {e} < N = B, entonces
A < AN = G.

Como A es maximal en G, tenemos que AN =G, y yaque G=AB y
ArB = {e}, se tlene que N =B, por lo tanto B es normal minimal.

Como B # {e} es nilpotente, se tiene que Z(B) # {e}. 2Z(B) es un
subgrupo caracteristico de B, y como B es normal en G, 2Z(B) es normal
en G. Por lo tanto 2(B) = B, es decir, B es abeliano.

Dado que B = {e}, existe un primo p que divide a O(B).
BP = { VF | beB} és un subgrupo de B porque B es abeliano. Si f es
un automorfismo de B, entonces f(B?) = (£(B))® = B® y por lo tanto B®
es un subgrupo caracteristico en B, y por consiguiente normal en G.
Como B es normal minimal en G, se tlene que B = {e}, es decir, B es

un p-grupo abeliano elemental.

Para terminar la demostracién del lema sdlo falta hacer notar que
A es ciclico.
Dado que B es abeliano, B S CG(B). y CG(B) = BCA(B) porque
CG(B) = CG(B) nG= CG(B) n (BA) = CG(B) n (BvA) = BV(CG(B) n A)

= BV(CA(B)) = BCA(B), por la ley modular de Dedekind.
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Como A es abeliano, CA(B) estad centralizado por A. CA(B) también
esta centrallzado por B, por lo tanto G = AB centraliza a CA(B). es
decir, CA(B) < 2(G), por consiguiente CA(B) es normal en G. Como
CA(B) S A, yyaque {e)} es el inico subgrupo normal de G que esta
contenido en A, se tiene que CA(B) = {e}, Por lo tanto B = BCA(B) y

B = C,(B)

Dado que CG(B) =By CA(B) = {e}, resulta que A y el subgrupo T
de los automorfismos internos de B inducldos por G en B, son isomorfos,
en efecto, la funcién f : A — T tal que f(a) = Ia donde Ia(b)= a"ba
es un isomorfismo.

Como A es abeliano, T también es abeliano.

Dado que B es abeliano, el conjunto End(B), de los homomorfismos
de Ben B, es un anillo, y es finito porque B lo es. Como cada
elemento de I' es invertible, T es un subgrupo del grupo de unidades de
End(B).

El subanillo K de End(B) generado por I', es abeliano porque T " lo
es. Ademas, K tiene idéntico y es finito porque I' lo es.

Sea 0 # 8 €e Ky S el nicleo de 8, Como O # O entonces S < B.

S es normal en G. En efecto, como G = AB, si g=ba conbe€ By
a € A, y se tiene que

SE=sP = { (ba)'sba | ses)={a'blsba |seS)

={a'sa | se s} = s® . Ademas se tiene que
s? €5 = ker 8, ya que
8(a"'sa) = 6(a )e(s)e(a) = 8la)ed(a) = 8(a 'a) = 6(e) = e,
esto es, a-lsa € S, y asi se tiene que S es normal en G.
Como B es normal minimal y S < B, entonces Ker 6 = S = {e}. Por

lo tanto, 6 es un automorfismo, y asi cada elemento de K diferente
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. . N L
.de O tiene inverso, por lo tanto, Kes un campo finito y K, el
’ -
~grupo multiplicativo de K, es ciclico. Como ' € K, se tiene que T es

Eiclico, y por consiguiente A es ciclico, ya que A es isomorfo aTl. g

Proposiciéon. Un grupo finito G tiene al menos un subgrupo maximal
abeliano si, y sdlo si, se cumple alguna de las sigulentes condiciones.

(a) G tiene un subgrupo normal abeliano H de Indice primo.

(b) G/Z(G) = MC con M normal minimal en G/Z(G)' M es un p-grupo
abeliano elemental, C es ciclico, MnC = {€}, C no contiene subgrupos

normales de G/Z(G) diferentes de {e} y ademas (o(C), p) = 1.

Demostracién. Supongamos que se cumple la condicién (a).
Dado que los subgrupos de indice primo son maximales, H es un

subgrupo maximal abeliano de G.

Ahora supongamos que se cumple (b).

Si S un subgrupo de G/Z(G) tal que C<S, C < S

"
«Q
1

MC,
aplicando la ley modular de Dedekind,

S =Sn (MC) =C(M n S),
por consiguiente MnS # {e}.

Como M es normal en G/Z(G)' tenemos que M N S es normal en S, y
como M n S esta centralizado por el subgrupo abeliano M, se tiené que
M n S es normal en MS'= G/Z(G)' Dado que {€} * M NS S M, ycomoMes
normal minimal se tiene que M n S = M, luego

S=CMnS) =CM=G/2(G) ,

por lo tanto C es un subgrupo maximal de G/Z(G)‘
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Existe un subgrupo D de G con Z(G) = D tal que D/Z(G) = C. Ya que
C es ciclico, se tiene que D es abellano, y como C es maximal se tiene
que D es maximal. Por lo tanto G tiene un subgrupo maximal que es

abeliano.

Se demostrara ahora que si G tiene al menos wun subgrupo maximal

abeliano, entonces se cumple a) o b).

Caso 1) Algin subgrupo maximal abeliano A de G es normal.
G/A no tiene subgrupos proplos y por lo tanto tiene orden primo,

es decir, A es de Indice primo en G, y se cumple b).

Caso 2) Ningln subgrupo maxjimal abeliano de G es normal en G,

Sea A un subgrupo maximal abeliano. AG =n g-tAg es normal en G,
geG

» -

y como A no es normal en G entonces A_ < A, Sean G = G/ yA = A/ N

G AG AG

» - -
como A es maximal en G, entonces A es maximal en G . A ‘es
» —_—

abeliano porque A es abeliano, ademds se tiene que A # {e}, ya que
A, < A.

. L]
Si N es un subgrupo normal de G con N=A, y sl A . =sJ=A

G

es tal que J/A = N, se tiene que J es un subgrupo normal de G, y como

G
AG s J 5 A se tiene que J = AG y por lo tanto J = AG , luego

N=J/, =A = {e},
s = A/

- L]

y resulta que {e)} es el unico subgrupo normal de G que esta contenido

- L]
en A . En virtud del lema 3, se tiene que A es ciclico y que existe

- L » - -—
M, subgrupo normal minimal de G tal que G = MA con MnA = {e},
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¥ M es un p-grupo abellano elemental.

S1 B # (e} es un p-subgrupo de A-, entonces MB es un p-subgrupo
normal en G.. En efecto, tenemos que G-/M -3 A. que es ciclico, y por
lo tanto cada subgrupo de G./M es normal, luego cada subgrupo de G.
que contenga a M es normal en G-.

Dado que MB es un p-grupo se tiene que 2(MB) # {e} y que
MAZ(MB) # {e}.

Como MB es normal en G' y 2(MB) es caracteristico en MB, se tiene
que Z(MB) es normal en G-, por lo tanto MnZ(MB) es normal en G‘, y como
M es normal minimal en G.. se tiene que MNZ(MB) = M y M = Z(MB), por
lo tanto B esta centralizado por M.

Como B esta centralizado por A-, ya que B < A. y A. es abeliano,
se tiene que B esta centralizado por MA' = G., y asi B es normal en G.
con B = A‘. y por lo tanto B = {e}, porque A. no contiene subgrupos
normales de G diferentes de {€}. Asf{ se tiene que {e} es el dnico
subgrupo de orden una potencia de p de A. , lo cual es equivalente a

- »
que p no divide a o(A ), es decir, (p, o(A)) =1

Si 2(G) £ A, entonces G = AZ(G) ya que A es maximal. Como A esta
centralizado por A y A estid centralizado por Z(G), se tiene que A es

normal en AZ(G) = G lo cual es una contradiccién. Por lo tanto 2Z(G) < A
y como 2(G) es pormal en G, se tiene que Z(G) = AG .

Cada subgrupo conjugado de A es abelliano y maximal en G. Como A
no es normal en G, tenemos que G estd generado por todos los A con
g € G. Como AG =ng 'lAg = n Ag, y los AB son abelianos se tiene que

geG g8eG

31



AG estd centrallizado por cada Ag. y se tliene que AG estd centralizado

por G, esto es, AG s Z2(G). Por lo tanto
' » -
AG =2(G) y G = G/AG = G/Z(G) = A M,

- L
con M p-grupo abellano elemental y normal minimal en G, A ciclico,

L ] - -— L
A n M= {e}) y {e} es el Gnico subgrupo normal en G = G/Z(G) que es

- -
parte de A , ademds (p, o(A)) =1, y se cumple b). g

Corolario. Si un grupo finito G tiene al menos un subgrupo

maximal abeliano, entonces G'' = 2(G).

Demostracién. Caso 1. G tiene un subgrupo maximal abeliano A
normal en G. Entonces G/A no tiene subgrupos propios. Por lo tanto
G/A es de orden primo, y G’ = A lo que implica

G’’’ = A" = {e} = 2(G).

Caso 2. Ningin subgrupo maximal abeliano de G es normal en G.
Si A es un subgrupo maximal abeliano de G, entonces por la
- L] »
proposicién anterior, G = MA, con A ciclico, M normal minimal en
L . —_
G yMnA = {e}, por consiguiente
Gm/M = A. que es ciclico,
L]
luego (G )' = M, es decir, (G/Z(G))’ = M, que es abeliano, por lo
tanto
(G/z(G)) =M = {e} = 2(G),

lo que implica G’ = Z(G). g
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Corolario. Si un grupo finito G tiene al menos un subgrupo

maximal abeliano, entonces G es soluble.

Demostraciéon. Dado que G tiene un subgrupo maximal abeliano

entonces G'' € 2(G) y por lo tanto G’’’ = {e}. g

Lema 4. Si G es un grupo finito no abeliano, pero todos sus
subgrupos propios son abelianos, entonces
¢ (G) = 2(G) = SNAT

para cualquier S, T subgrupos maximales de G, S # T,

Demostracién. Sea S un subgrupo maximal de G, si 2(G) ¢ S,
entonces SZ(G) = G. Como S esta centralizado por S y por 2(G), S esta
centralizado por SZ(G) = G, por lo tanto S € 2(G). Como S es maximal
y 2(G) # G se tiene que S = 2(G), lo que es una contradiccién. Por lo
tanto 2(G) & S.

Dado que Z(G) ¢ S para todo subgrupc maximal S de G, se tiene que
2(G) s 4) (G). Como G no es ciclico, G tiene al menos dos subgrupos
maximales S, Ty G=<SuT?> ComoS, T son abelianos se tiene que
T n S estd centralizado por S y por T, por lo tanto esta
centralizado por < TUS > =G, estoes, SnT&Z(G) y se tiene que

$(G)SsTNnSs2(G) ¢ (G), yd (G) =2(G) =SnT. g

Teorema 1. Sea G un grupo finito. Las siguientes proposiciones
(a) y (b) son equivalentes.

(a): a.1 G no es abeliano, pero todo subgrupo propio de G es
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abeliano, .

a.2 G tiene al menos dos subgrupos normales maximales.

(b): b.1 2(G) = $(G),
b.2 G es un p-grupo,

b.3 G/Z(G) es abeliano elemental de orden pz.

Demostracién. Veamos que (b) implica (a).
2

Como G/Z(G) es de orden p°, G no es abeliano. Como Z(G) = ¢ (G),
entonces Z(G) € M para cada subgrupo maximal M de G. M/Z(G) es un
subgrupo maximal de G/Z(G) , lo que implica que M/Z(G) es ciclico
de orden p, por lo tanto M es abellano. Dado que cada subgrupo de G
esta contenido en algin subgrupo maximal, se tiene que todos los
subgrupos de G son abelianos.

2

Como G/Z(G) es abeliano elemental de orden p°, G/Z(G) tiene dos
subgrupos M/Z(G) y N/Z(G) diferentes, de orden p. Estos subgrupos son
maximales y normales en G/Z(G) , por consiguiente M y N son subgrupos

normales maximales de G.

Ahora demostraremos que (a) implica (b).

Si M y N, son subgrupos normales maximales de G, diferentes,
entonces [G : M] = py {6 : N] = q con p y q primos, ya que G es
soluble. Por lo tanto M y N son subgrupos maximales de G, y por el
lema 4, se tiéne que M n N = 2(G) = ¢ (G).

G' s My G" €N, porque G/M y G/N son abelianos, por 1lo tanto

G' SMn Ny se tiene que G/MnN = G/Z(G) es abeliano.
M N| LI M IN|

(G : MN) = |G/, | = | M/, o} = = =
MN MoN {MaN | [MAN| M N| [MAN| |MoN|

34



= |MN/N||MN/M| = IG/N“G/Ml = [G: NIIG: M >=  -pq. . Por consiguiente

|G/é(G)] = pq.

Si p # q, slendo G/Z(G) abeliano, se tiene que G/Z(G) es ciclico,
lo que implica que G es abeliano, que es una contradiccién, por lo

tanto p=q, vy G/Z(G) es un p-grupo abellano elemental de orden pz.

Para demostrar que G es un p-grupo, so6lo es necesario probar que
2(G) es un p-grupo.

Supongamos que el primo q divide a 0(Z(G)), «con gq # p, entonces
todos los g-elementos de G estan en Z(G), porque G/Z(G) es de orden pz.
Cada subgrupo de Sylow de G que no sea un p-grupo, es un subgrupoc de
2(G), wpor lo tanto, 1los subgrupos de Sylow de G que no son p-grupos,
generan un subgrupo L contenido en Z(G). Es claro que L es un
p-complemento de G, esto es, si K es un p-subgrupo de Sylow de G,
entonces G = KL y K n L = {e}. K es abeliano y estd centralizado por
L, por lo tanto K s Z(G) y G = 2(G), lo que es una contradiccién.

Por consiguiente Z(G) es un p-grupo. ™

Corolario 1. Sea G un grupo finito. Las siguientes proposiciones

(a) y (b) son equivalentes.

(a): a.1 G no es abeliano, pero todo subgrupe propio de G es

abeliano,

a.2 G tiene al menos dos subgrupos normales maximales,

a.3 cada imagen homomorfa propia de G es abeliana.
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(b): b.1. 2(G) = ¢(G),
b.2 G es un p-grupo,
2
b.3 G/Z(G) es abeliano elemental de orden p°,

b.4 G’ es el Unico subgrupo normal minimal.

Demostracién. Veamos que (a) implica (b). En virtud del teorema
anterior, sélo es necesarlo probar b.4. Si N es normal en Gy N # {e),
entonces G/N es abellano y G’ = N. Como G’ # {e} porque G no es

abeliano, se tiene que G' es el unico normal minimal de G.

Ahora veamos que (b) implica (a). Sélo es necesario probar a.3.
Sea {e} # N un subgrupo normal propio de G, entonces G' = Ny G/N

es abeliano. g

Observacién. Con las hipétesis del corolario 1, 2(G) resulta ser
ciclico. En efecto, si Z(G) no es ciclico, entonces Z(G) es producto
directo de subgrupos ciclicos, es decir, 2Z(G) = Alezx xA‘l con
cada A‘ ciclico. Como Al c 2(G) tenemos que Al es normal en G, y luego
G & Al para toda i, 1 =1, 2, ..., s, lo que implica G’ € n Al = {e},
lo cual es una contradiccién, ya que G’ es un subgrupo normal minimal

de G .

Teorema 2. Sea G un grupo finito. Las siguientes proposiciones
(a) y (b) son equivalentes.
(a): a.1 G no es abeliano, pero todo subgrupo propio de G es
abeliano,

a.2 G tiene sélo un subgrupo normal maximal.
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(b): ~b.1 2(G) = $(G),
b. 2 CG(G') = G'xZ(G) es el Unico subgrupo normal maximal
enGy I[G: CG(G' )1 = q es un primo,
b.3 G/G’ es un q-grupo ciclico,
b.4 G' es un subgrupo normal minimal de G, G’ es un p-grupo

abeliano elemental no trivial con p un primo y p # q.

Demostracidn. Veamos que (b) implica (al.

Dado que G’ es no trivial, se tlene que G no es abeliano.

Si S es un subgrupo maximal de G tal que G’ < S, entonces
CG(G') = G'xZ(G) ¢ S porque Z(G) = ¢(G) ¢ S, Como CG(G’) es maximal se
tiene que CG(G’) =S y S es abellano ya que es producto directo de dos
subgrupos abelianos.

S1 G' & S, entonces G’S = G. Dado que G'nS es normal en Sy esta
centralizado por G', se tiene que G'nS es normal en G. Como G’ es
normal minimal se tiene que G'nS = {e} y

G/gr =G'S/g % 5/g g =S,

y como G/G’ es ciclico, S es abeliano.

Como cada subgrupo propio de G estad contenido en un maximal, se
tiene que cada subgrupo propio de G es abeliano. Ademis por b.2 se

tiene que G s6lo tiene un subgrupo normal maximal.

Ahora demostraremos (a) implica (b).
Dado que G contiene al menos dos subgrupos "maximales, porque de
otra forma G resultaria ciclico, existe un subgrupo A maximal de G que

no es normal en G, Como AG es el subgrupo normal de G mas grande
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contenido en A y AG S A, entonces AG c A.

L] » L ] -
Sea G = G/A yA = A/A . A es un subgrupo maximal abeliano G
G G
-— » -
y {e} es el udnico subgrupo normal de G contenido en A = {e}, entonces
-
por el lema 3, A es ciclico y existe M, subgrupc normal minimal de G,

abeliano elemental tal que

¢ =ma" yum" = ().

Existe un subgrupo P de G con AG < P tal que P/AG = M, P es normal
en G porque M es normal en G-, P es abeliano porque P # G, G =PA y
AnP=A

G °

z2(G) = 4)((}) en virtud del lema 4, 2(G) S A, y ya que 2(G) es

normal en G, se tiene que Z(G) s AG .
Como A no es normal en G, existe ge G \ A tal que A # Ag, dado
que Ay Ag son subgrupos maximales de G, se tiene que

2(G) € Ag € AnAB = 2(G), por lo tanto

Z(G) = Ay = $(G).

Si S es un subgrupo de G tal que AG S S c A, entonces PS c G.

En efecto, si PS = G, entonces P/AGS/AG = PS/AG y como S/AG: A/AG,

se tlene P/, nS/, < P/, nA/, = {e}, lo cual implica P/, nS/, = {e}
A Thg A A Ag T Ag

y asi

por lo tanto
Pl |sl IP| |s| [P [4]

Ips| = = < = |PA| = |G[.
|Prs| |PnA| |Pra|

aB



que es una contradiccién. Por lo tanto PS < G.
Como PS es abeliano, S estd centralizado por P, también S esta
centralizado por A, asi S esta centralizado por PA = G, por lo tanto

S ¢ 2(G) = AG yS = AG , lo que prueba que AG es un subgrupo maximal
de A, esto es, A/A no tiene subgrupos no triviales, por lo tanto
G

[A 1A 1 =q, q un primo.

IP/A | = M} = p° para algin primo p, porque M es un grupo
G
abeliano elemental,
- -
Si p = q entonces G = P/AGA/AG = MA es un p-grupo, y como
- - -
M es un subgrupo normal minimal de G, se tiene que M 5 2(G ). A esta
] L -

centralizado por A ya que A es ciclico, vy A esta centralizado por

- L] -
M € Z(G ), por consiguiente A estd centralizado por MA =G, asi

L ] L] » L] - -
se tiene que A S 2(G ). Por lo tanto G =MA € 2(G )y G resulta
» =
ser abeliano lo que implica que A es normal en G y A es normal en G,

lo que es una contradiccién, por lo tanto p # q.

Dado que P es abeliano, el p-subgrupo de Sylow P de P es un

subgrupo caracteristico de P y ©por lo tanto es normal en G, por

— -— -
consigulente PAG es normal en G, Yy PAG/A es normal en G . Ademis
G

PAG/AG < P/AG y, como P/AG es normal minimal, se tiene que

PAG/AG = P/AG » Yy por lo tanto PA; = P.

ESTA TESIS MO DEBE
SALIR BE LA BIBLIG/ECA
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Como A es abeliano, A es producto directo de subgrupos ciclicos,
cada uno de ellos de orden una potencia de algin primo. Si AG contiene
a todos los subgrupos ciclicos de orden una potencia de g, entonces AG
contiene a la q-componente primaria de A. Como o(A) = |AG| [A : AG].

entonces q no divide a [A ; AG], lo que es una contradiccién porque

(A AG] = ¢, por consiguiente existe un subgrupo ciclico C de orden

una potencia de q que no estd contenido en AG‘ Como AG es un
subgrupo maximal de A, se tiene que A=CAG . De 1lo anterior se
concluye que

G = PA = PACA. = PCA, = PCH(G) = PC.

Dado que C es ciclico se tiene que C = <c>. ¢ induce en P un
automorfismo interioer ¢, ya que P es normal en G. Como P es abeliano
o - 1 es un endomorfismo de P, y (P)”! es un subgrupo de P. Tenemos
que (F)a‘_1 estd centralizado por l_’, ademas

(P HE = (ATHT = BTV - )TV = ()7,
asi tenemos que (P)°"! esta normalizado per ¢y por <c> =2C. Por lo

tanto (P)°"! esta normalizade por PC =G y (F)°?' es normal en G.

o-1

P/AG es un subgrupo normal minimal de G/AG y como (P) sSPsP,

entonces

(AG(F)"“)/AG ={ed =, o (AG(F)"")/AG =P/p

o-1

= _ SyO-1
es decir, AG(P) = AG (<] AG(P) = P.

Supongamos que (P)°} ¢ Ag s

Si x e 1;, como P es abeliano, se tiene que
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1 . - - - o-1
1xc = X 1xc = x 1x°‘ = % 12 X € A por lo tanto

G
(P, Cl = <{ x'c" e | xeP,ceC}>cA

X ¢
G
A= CAG esta normalizado por P = FAG . En efecto, si ca € CAG

conceC, a &A= Z(G) vy a € §AG , entonces a-i(cal)a = a-l(alc)a,

y como a = pa, con p € ;, a, € AG = 2(G), tenemos que

o3 € AG= 2(G),

-1 _ -1 -1 I - -1 -1
(paz) (alc)paz—azp acpa, =p cpa, clc™ p cp)a1 € CA..

-1 — -1
a (alc)a = (paz) (alc)pazycomo a

Como A estd normalizade por P y por A, se tiene que A estd
normalizado por G = PA, es decir, A es normal en G, 1lo cual es una
contradiccién, por lo tanto (F)"‘-1 AG y por consiguiente

AG(F)“" =P.

Como P/A es un p-grupo . abeliano elemental, se tilene que
s .
(P/Ac)p = PP/AG = Ag = {e}, y por lo tanto PP < A, =2(G). Six eP,

entonces

x(O‘-l)p - xp(d‘-—l) = xpd'x—p - xp(:x-p

'wPexP = e, porque xP e Ag = 2(6),

por lo tanto ((F)"™)P = {e}, estoes, (F)” " es un p-grupo abeliano

= ¢c

elemental.

Como G=PCyP= AG(E)U.—l. se tiene que G = (F)"'“c. En efecto,

G = PC = A;(P) 7 'c = ¢ P)7'c = (P)7 e

Dado que P’ 'sPs G= (F)a_ll‘:, aplicando la ley modular de
Dedekind, se tiene que
F = FnG = Pa(EITI0) = Bal(BITNE) = BITN(FAG) = (FI°(Fac), de
donde se sigue que P = (P)°'(PAC). Como P es un p-grupo y C es un
q-grupo con p # q, se tiene que P n C = {e} y P = (P)77}, por lo

1

tanto P es un p-grupo abeliano elemental, ya que (-}5)0-_ lo es.
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= - c -1 -1 -1 :
Si xe€ P, entonces x° ! = x°x = c© 'Xex € G' 'y como

P=(P)"", se tieneque P s G'.

Como G = FC con P normal en G, se tiene que

G/_=Pc/_=c/ _ =c,
P P (CnP)
y como C es ciclico, G/_ es abeliano lo que implica que G' & P. Por lo
P
tanto G’ = F, y G’ es un p-grupo abeliano elemental.

Demostraremos que Z(G) n G’ = {e}. Supongamos que Z(G}NG' = {e},
esto implica que G'AG/A n Z(G/A ) =H = {e}, Hes un subgrupe normal
G G
-
de G, ya que es un subgrupo de Z(G/A ). Se tilene que
G

G'A = PA =P/, =M,
She/a = A/ = P

L]
que es un subgrupo normal minimal de G , por lo tanto

H = P/AG = G'AG/AG = G’AG/AG n Z(G/AG) < Z(G/AG).

[ G/AG]/ [P /AG] = Gfp = PC/p = Clppe ;

que es un subgrupo ciclico y como P/AG [ Z(G/AG). se tiene que G/AG es
abeliano, que A. = A/AG es normal en G/AG y que A es normal en G, lo
cual es una contradiceién, por lo tanto 2(G) N G’ = {e} y

P = PA; = G'Z(G) = G'x2(G).

Veamos que G’ es un subgrupo normal minimal. Si suponemos que K

‘es un subgrupo normal de G contenido en G’, entonces Z(G)X es un

subgrupo normal de G, 1luego Z(G)K/Z(G) es normal en G/Z(G)'
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Z(G)K/Z(G) < 2(G)G /Z(G) = P/Z(G) = P/AG
que es un subgrupo normal minimal de G/A .. Por lo-tanto K = {e} y G’
G

es un subgrupo normal minimal de G.

También se tiene que

{G: Pl = [PA: Pl = [A: PnAl = [A: AG] =§, con q un primo,

es decir, P es un subgrupo maximal de G, Como P es normal en G y G sélo
tiene un subgrupo normal maximal, entonces P = G'x2(G) es el tunico
subgrupo normal maximal de G.

G’ estd centralizado por G' y por 2(G), por lo tanto G' esta
centralizado por P = G'x2(G) que es maximal en G. Como G' no esta
centralizado por G ya que G'nZ(G) = {e} se tiene que

CG(G') = G’xZ2(G) = P y por consiguiente [G : CG(G' = q. -

Corolario 2. Sea G un grupo finito. Las siguientes proposiciones
(a), (b) y (c) son equivalentes.
(a): a.1 G no es abeliano, pero todo subgrupo propio de G es
abeliano,
a.2 G tiene s6lo un subgrupo normal maximal,

a.3 cada imagen homomorfa propia de G es abeliana.
(b): b.1 G' es el Unico subgrupo normal no trivial de G,
b.2 [G: G'] = q, conq un primo,

b.3 G'-es un p—grupo abeliano elemental, con p # q.

(c): c.1 G es el Gnico subgrupo normal no trivial de G,

c.2 G' es abeliano.
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Demostracidén. Veamos que (a) implica (b).

En virtud del teorema anterior, sélo es necesario probar que
Z2(G) = {e} y que G’ es el unico subgrupc minimal de G,

Si Z2(G) = {e}, entonces G/Z(G) es abeliano y G’ = 2(G), lo que es
una contradiccién, por lo tanto Z(G) = {e}.

Si N es normal en G, con {e} # N # G, entonces G/M es abeliano y
G’ < N, por lo tanto G’ es el tnico subgrupo normal minimal de G.

Que (b) implica (c) es inmediato.

Demostracién de que (¢) implica (3).

En virtud de c.1 es inmediato que G no es abeliano y que se
cumplen a.2 y a.3, asi que sélo es necesario probar que cada subgrupo
proplo de G es abeliano. y para probar esto, es suficiente demostrar
que cada subgrupo maximal de G es abeliano.

Sea A un subgrupo maximal de G,

S1 G = A, entonces A es abeliano.

Si G’ = A, entonces G'A =G, y G/G, = G’A/G, [ A/G'nA . Como
G’'nA es normal en Ay G' es abeliano, entonces G'nA es normal en G.
Siendo G’ normal minimal en G se tiene que G'nA = {e}, por lo tanto
A es 1somorfo a G/G’ que es abelliano, y asi cada subgrupo maximal de

G es abeliano. g
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Observaciones y ejemplos.
Hemos visto que si G es un grupo finito no  abelliano, pero tiene

todos sus subgrupos proplos abelianos, entonces G tiene las siguientes

propledades:

1) G no es simple,

2) G tiene un subgrupo normal de indice primo,

3) G es soluble,

4) 2(G) = ¢ (G) = S AT, para cualesquiera dos subgrupos
maximales S y T de G.

En particular, dado que los grupos no abelianos de orden p:i Y pdq,

con p y q primos diferentes, y el grupo A tienen todos sus

1
subgrupos propios abelianos, dichos grupos tienen las propiedades

anteriores.

Si un grupo G pertenece a la clase de los grupos que se desciben
en el teorema 2, entonces el orden de G es psqt conp y q primos

diferentes y g, t =z 1.

Si un grupo G pertenece a la clase de los grupos que se desciben
en el corolario 2, entonces el orden de G es psq con p ¥y q primos

diferentes y s = 1.

Siguiendo la demostracién del teorema 1, se puede observar que si
G es un grupo no abelianc de orden pq, con p y q primos diferentes,
entonces, G tiene sélo un subgrupo normal maximal. Asi G satisface
las condiciones del corolario 2, y resulta que G' es el unico subgrupo

normal de G y que Z(G) = {e}.
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LISTA DE SIMBOLOS

2(G) centro del grupo G
MvVv N subgrupo generado por M U N
NG(M) normalizador de M en G
[G : HI] indice de H en G
o(G) orden de G
G/N conjunto de las clases laterales de N en G
G\ A diferencia de conjuntos
End(B) conjunto de los homomorfismos de B en B
AG cc;njunto formado por n-g-IAg
geG
{e} elemento neutro del grupo G/N
$ (G) grupo de Frattini
JAl cardinalidad del conjunto A
G’ grupo derivado
A x B producto cartesiano de Ay B
E) ser isomorfo
{A,B] grupo generado por a b 'ab, conae€Aybe B
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