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INTRODUCCIÜN 
. . . 

Durante los úÍtimos ai'ios¡ ha habido gran interés di{ cst~lcli~r •las. consécuegc;ias ·dél 

comport~m.ie~t\:.regÚlaU~ caótic·º··· d~~.tste~R .• cl;si.cos •.•F m?Cá~ic:lé~ántici.·~··. ~ran •· • 

:~;t~~i~~~t~l;;;iti~~i~~~~r~:i~;¿~~ 
:.: :,-e .. >-.:'E:> -, ~Y'º ;~~~;:::;:. "Or·;0,:: .. , ,_;~ <);;Y; :·~~/;- "\- ::rr: , ... ,_ .. .,¡FJ, ü'\{< ~-:~·r·· 

-o<.~ • ;/)":,; _,__:."~~ \-¡¡; ;··- :; ;;y_::·.~. - ;J_; :?.Vi ~. ~';~~~, •'>-~ 'l:;~<-> ,; 

,-,::_;:-._~ -~ 

";~:' ,' 

;._.-• 

En. elc~·f·acest.co,.ladillª:/ic~d.:'.ra~os~;s~no1·0~ ni~ fi.;~¿;qll~~n;<)p,tic~;df ra~;r• •. 

. :ti~~~íll~Jit~lilif ~~~j~t~~' 
:.;}! ."-..;¿:,. ,],:~~~- .. 1- _' \,; 

. ':°"</' /I_>-- ._,,:;;'.;.-

acústico.· deJ'est~'diü.~(j ~ ~iiilif óvÍ~.li Y" del }<'le tangulo. 
-~<·: :.· ,. \ -; _.;·:" ~ ·:;_·.::~-~- ·.:~~;,:~·:··_ ';<:;.~:;: .. _::.::~;"·_:._·; ''..t_ 

En elcapítuió i;;¡1'ace,m~t:una• c!as'ifi~ación sencilla de los sistemas clásicos co~ la 

finalidad d~,~~á~d6ffí~t:~~~fa~i~~Í¡;s irbpi,~d~des de los. billares. Post~riormente ana-

lizamos los' Jjilla:i~s s2-~f ':;1Jr~~~/i(füc?s~y ~~ all~!ofo cll¿ntico t~m·i~c1~'2o~o. caso 

particularei'estadio;,~~ª~I1iril'Ovich~:i,' \:; :;; {;': < '') ·;~ 
En el s~gu~do c~pítÚ,lo ;~"~xplira en':.qué,~~n~i;tel.~ e~fadÍ~ti~~'espectral ·y el sig-



nificado físico, cl<J, la.S,cantidacles q~t~ seobÚeneri a partircÍ~ uri(JspeC:t1:dd~ frecm~ncias, 
y se muestran ló~ res-itltádc;tcé)ú~;el;a;i'.(i"bf~riido par~ algutl?~ ~isteiria8. ,'Asímis!llo, 

se explica 1~Irºr~~)~ %u~~se·1~áce?~'~st~~í~tibf <l~:·º¡i~1~s·i~ye~ee~t1~· de~rst~~iº de 

::1:~,,J~f f t~~i1i:"~~:i:if }j~fiii~t~~.~~Í'.~_11~lM~;,01000 
',,~ ; f_,,,.,,· ,t.cl. .~·~"', ,_ •• :.;(',º"~,' '·~'~' '.,-. ,'') 

Fi_naIIl1ellF-~~~-·e}~f¡i~@1~~t··~~:'~M~~tf&g·.%~.~Jf,~!!~-~'.óré;~f~¡_{uf?3n.:~~-t~3;~~sp.<trª 
el estadio:d~'-~itl1itj-ib'ylcJi'.,~ón·,C:ó11dtcio'ries'!if.l,a·r!:¡;rit~rit~~-.~¡;tifr¡_al111~h~;fo§'Pal:á.ri con 

la estadí~tica'<le.ijiv~l~~ <l/l.tiij~iste'zu¡¡~t~g{·a?l~, bórn~es ~lreC:tárigtlo/ 
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1 CLASIFICACION DE SISTEMAS 

1.1 Sistemas Integrables 

Si se tiene un sistema con N grados 

con 

En algunos casos es posible resolver las ecuaciones de movimiento de un sistema 

integrable si se le describe desde un sistema de coordenadas adecuado que separe las 

ecuaciones correspondientes. A este proceso se le llama separación de variables. De 

hecho todo sistema separable en el espacio de configuración es integrable, pero la afir

mación inversa no se cumple, es decir: no todo sistema integrable es separable. 
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1.2 Sistemas. Caóticos 

~:~·~'.' ~:·'.::'.~:.· :/._:::.·.>·.e·:·~~· .. ·:·:· -.- -
·La gran,·i;nayoría ~le sisterryas córiocidosnoson integrables porqúe adcmáSdel HiuT1iito-

niano~1~• ~X:iste~'~uflcicTlt~s ~~11st~ntes. Cle~no~i1Tlientii ~uci ~erini t1t.tl • aé:otahadinámica 
,:; ., ,' '~_,,:; , ··;_:-';' i o _ <<··-· - ·;; '· ·,; ;, :'. ___ ;• ;:''! .. :/.-.";( ·;, ,-·- -~ • ·- •. ,' \, ·.-<· ; "' ·=-· -- '· - ... _-_--_<-·--'o:_'.. ',··e-'.~~ C :• j-, -,- .e'_ ;-'-o.:· ·- 1c:-:.; .' ·-.~ ': 

:1Jtf f~~~iil·~~r~1:~~~t~~t~:~~~i~~I~~~:~~;Ir~> 
la .~ropi~d~~·:d~~~ ~.~ lit.CT<t\o,~í~ t~l0/~~1iéi~;;s,,ini~ial~~.· g;n:'.:·~n·~~1n(:' tr~re~toria,en 

:º:;mr.íi·~&~;:~ii,~i~j~;iif ~~~r ~\.~~3'~ºt~·,:~~w;\~···· 
. . . El .. ¿·~°:·r~~ª::¡v¡:1id~¡,,~~~~~1~;i.~~~~;~~ ~~-·i~~;;Stil~f !0\~tg~,3:1E~1::s~4~:~-~~~···· 
N.= 2,~a:;~e:S)r~1Y'?:'.jl~:~¡is·.~~.·trayectori~~·del·~~~~;~:son .. ~~~ódié~~.:~Ja,vez•que 

·I ·;;~r~~f l{~\~~~~~~1,iA~;~·~~n¡i~iii~iif ~1\,¡~citr 
son.: •• el bil~.~r~ ~;.;~i1i'.L~{~'el ~5:~~clio d<l~un~~g~i.c,~~1.~s.~~;úl~'.~°:fos~~j,e:~·o, ~eest~dio 

::::&ii~íf ~l~li~(~ii'.~:::~~ª~'~i:~;é:~t·~·· 
Otro tipo d0;siste?1asi(:~'~:~(,;s°:('ni.;jntegra~l~s.;~i'.e1;?if dicos) son' lós; que ;se .carc 

~~:;iin~g~~~:tf ~~til1f~f i~f~i,¡¡~~~c1:.~ 
continua en p y q), ··inás un'c'segundoi'térmiifo?:perturb'ativo"Hí~~multiplicaC!o',por ún 
-~ ._.> <·,, >"~:~:" · .. , ... _, -:- --:~ /." _{~J,~:. ~-l(0 . - , -~.;:·.·.· ••. ·:~./--;·~-).) :-;;j;.- -_:~;:~:,;: .. rK.?JiX;.~.~.;{~~· ·.?::.< :·:.~~ -
paráll1etr? E 'f<.1 , • ,:e; i:.C F•: ' · •<; , " ,;;o: ·~,·· . V< 

1;,·::·: ,. -·- - . - - . - ~- - -,, ,,_ · ... - . -- - ., - fi;:r · t:.:~:· :--<~~i:-

., .. ·"·~t;~~·.;f:1~~:~~~~1)~i/f oJ~~±)~+~~)~~~i~f~j1~té~~·.'.'.',!'.:; .. ~ ~- ··-·· 
Si € = o el ~ist7~~.~siJít.~gra~l~: Sobr~ este tipo dj si~~~~.~ }ÍH :~:ri~s trabajos 

referent~; ~l cio~~b~:l~~i~llti<l¿ l~ trnyectorias eú,~f e~¡)ac.i~)J~[i~j. ~~c~d~ que para 

casi cualquierH~; ~I [~ro ~~rre~pondiente al sisiema i~t~~~abl~ ~~li defoi·cl~do en alguna 

de sus partes; Los efe~to} de los términos perturbativos ~ob;~;fl~~il~~~la~os integrables 
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-- - . -

han. sido estüdi<tdós p()i I<olmC>gorov[3],~ Arri61'd[4Vy~tvi6~éi{5J, q;J:iJrui; ~;tablecieron 
e1 teoreiuti:···1ikm~d~•.·1<Á~1iY~{oajb ;:~rt~r8a¡i~n~~;~sJ~gi~ifa~~~fa";~~~¿efiri, sólo· uria 

::~;~1~¡r~~~~~~t~~~1i111~~ti~~J~~~~f~~~: 
est?s sist?~<1s ~tdis<:.j~~i~~o Cf¡ºi~~-,~~ ll.~ª~t~~C,i·~~J'.:~~~iu,n,~'~i.;:1~t~~ dv··~? ).·:~n. los 

::.:sr~:~ti~j~~~~i~~~J}j'~~~~~~~,Jf i~~~)t~~~á~t 
talpariirne'tró es il1fi~iiL~y.dci~tiuye fbtai3i'.ilérit'J~fftó~ó'~~¡~tcifü·'e~·i;1 fsr~ifa•iai;e p~ra·· 

u• "~~ - ••• ,~:'.•=:-<'.~'~~<-/:··~~~~?<,)~'.~~-;~'~;~~~~'.-!,;>~'~ ~~!.~' '> '' 

:~1:lquier valor .. del parámetro,.por·p2;~:~f%2ef;~.~~:~·3f·:;: · ···~:. '.¡.;; 'e· :Y:·"'' 

Los bi:~:~:r~:n~:~t:i:: bidime~~iori~1l~~~~;t~!~s~~~2~J~Eri~;a-]ln~~ada··~ 
· moverse libremente dentro de U~a r~/{iJI1's,iáb1e~~1t~;~o6~xii:•Úiiiltad;'Pi~·uJia; cúrva 

. continua. El Hamiltoniano de estos sisteirÍa.S puede expresarse en~genefalen laJorma 

siguiente: 

de billares clásicos, el poten~ial.V·no tiéné qúffsérn~cesariamente'iíifi~itó';.é~;t;íta C¡he 
.· .. ' .. 

éste sea mayor que la energía cinética de la partícula. · 

Normalmente se supone que las múltiples dispersiones de la partícula/debidas a 

choques con la pared son elásticas. Podemos expresar esto diciendo. que si la partícula 
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es dispersada por: cualquier punto p ele la rrC>n tei·a del biliar, ~11 ton ces la vdociclacl de 
, ' - . . ' ._, 

la partícula ta!lgerite a la frón¡era 8R .en este punt¿ uC>~utre nirl~tÍn caIT1bio, · ~ien-
tras. que· fa co~ponenle ~or1i1aVde l~~Jl1ish1~cagbia~J~ sig~~,;es,de~i~, ·~asa• por una 

cliscon tin uiclacl 

otras son. 

la pared o 

ésta-en una -

colisión. Si ia órbita ~ti~ cl~~trib~Ia·~a~tí~iil~ ~s ·~islada, 6ual~uie·~ pequeña variación 

del ángulo de incidencia provocará que Ía particulades~riba una trayectoria que se 

aleja exponencialmente de la órbita original. Si la órbita rio es aislada, la partícula se 

quedará atrapada un tiempo largo dentro de la región de órbitas no aisladas. 

En Ja figura 1 se muestran algunas órbitas para un billar con geometría rectangular. 
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b) J) 

F'igurn. l. Traycct.oriiis periódicas cr. un billar rccLa.ngular 



mientras que de la ecuación (1.4. 7) que es la ecuación de Helmholtz, no podemos obtener 

información hasta que se defina una geometría concreta. Ello dará en algunos casos 

un problema separable y en otros casos no, .pero independientemente de lo anterior, 
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siona.les con ún~ 1~~0~1~tríaa~d¡i ... 
: ' _.·· :-: .. '.\':~~-.. :,_:.~~-· _·;:;,~:;·~~-: ;::;·.:.-:··.·_ ::.-::· :·/,. i:;:;·::·: .. ·:,,_:'.'' .. :,· !{·/':. ;:· <> -':', .:::_· ·'. ·.'' -_ .. :: : . "'' .. : ', _:_:',''. ... ·'. ·; 

Ahora sól,p;falt'.1: t~11;1a\'r ~.~C~u91,1t.~. l¡i,sc?1.1dici~nes.'1' ¡~· Íl'()ÍÍtera depi~ichlet (lA.3), 

lo cua'l i rri~J¡¿~i~té'~~t'.;'~6~ tf ~tti~J~ ;¿¿n ~·r;~:li1~1i~b1:~ria. IJ'f<li;.ri~h~i~r1~i. ¿on· ~xtremós 
>.~' ~\ · .. ; -'P', '·~·-\. ó' ._: .• )~~:.?·•.;.¡::~·'.''·· ... :.•······ ' ,'.'y 

fijos, .º'sé~ uri':~~~ .. ~o~f~]. 't'.~ ,·' ' 

1.5 am~r~,~~A~<.~;;~~º~, 1 ·~{ / • .•.. ·•·•••·•••· , ••• ··.•. • ·<< 
En ur{ fi~i,dJ:tf~~fs·t~~~íit~~;:~¿rtJr~~~io~~~ ~d;t¡~~ Co~d~ ió~~(t.~din~les) genera 

tanto .".~fi¡~i~ri~s·i~i~J~~<l()~;c<l~ú~·,'~iesiÓn füe. ci~~ilib~i~·{J>a'; ~¿g¡¡¡ Jes?i~~a~iento de 
.'~·); ·>'.· .r. r ",:'.(. ~~; ' 

El 

acústico se hace más sciricillo~\i"I~ plÍinteamÓsen téimino~.delpotenci~l develocidades 
- . ;-).'. "; ~-~~:-' \!: ·.~· 

q,, el cual guarda l!.!1<1._1:~!1\.º1.9.~-'c_2,n~~lj%tor de_desplazamiento dada por 

(1.5.2) 

que también satisface l~'ectÍ~d6~ de ~nda escalar (1.4.4). Cuando el fluido se confina 

a una región, es decir, afuit'recipien~e, los elementos de volumen del fluido no pueden 
' . . ·-'::: :<·'; 

atravesar la pared del recipiCJnt~'. 

fr. nlan = º·· 
9 

(1.5.3) 





r--------~-. 
1 1 
1 1 ·e. ':.. . ' ¡ 
1 1 
1 1 
• 1 
1 1 &...:.. - ______ ..J 

' ' 

l"igurá 3. Ilillnr, dispersor: c~n:.cOndicio11cs .pcr!ó~ic~ c~1 l~ "~""'""'··"''il""""" 

11 



l'igurn '1. OrbiLns 1>criódicns no aisladas (a y h) y aisladas (e y el) del billar ele Sinai" 

Figura 5. EsLndio de Dunimovich 

l. 7 Estadio de Bunimovich 



(:;. - -={.;:,;:.·: 

.·_;,;..-'-'...;;.;;___,..:..;.;,...:..;.;,.:;;zf,,~~;, ' 

@~~·.·, 

'. ~.'.,-.-./.>. ··:.:.;.~<-o· ·,> '., ·.·.. . -

· Figurrl. G. Orl>Ú.ñ.~ 'pcr·iódict18'' ~1.isf¡~~IÍis y" 110 aisladas del Esi.adio de B1111i111ovich (Tomado de llcllcr en 
la reí. [17]) . 

Figura. 7. Trayectoria ergó<licn. 1.ipica <lcl estadio ele Dunimovich 
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Bunirriovich .. Est·e· '.tido .. · d~' tráyéctoria (ve(figÜra 7). ~stfll¡•da.rá 111~~ifestaci~J1. del 
'' - ,_ • _,• • -' • •• n : O;,-•...=-•- ,-_:_ ~;; -- -::•- C"• ,'.__:! _ _ ,_,.,__:_ • ___ -_-_•_-,,,.,.,-_ -=~------'• -- - - - -• 

comportamiento. efaóclico dd sistema,• él C:Üal luLsidO con}¡fróba.cl~ pbr el ]>r&pio Buili-

movich[7]. 
.. ·_·¡ ::l::·- ~·r·-·· ., 

Ta~;º.~':¡¡:1;.r:~;~'~i.j~¡:·f~~~.·~.1~!~ª~¡~·defur3~;1,~~:¡c1;:~Y~~s~~~~~~ºf:~P~.s~h1~s, es · 
por esto que la.5 éigenftip~ioñ~s,qe ~il,ibó~ si~térri85 as.í com(i si!.$, ,éspec~~·~s de,frécuencias 



2 ESTADISTICA ESPECTRAL . 

En los ültimos años se há eiiC:ontrado q~e Ja Teorí~ de Matrices Aleatorias. (R.M. T.) 

introducida por. Cartan¡ik~~~<tÚri~rJria 'e~t1:ecl1~';elacióii ¿oii ~JestGdic;cle 1iuifiuctua-
, . -';'~·;_, .· ''<,-;.,.:,:--e~;"~-.;- . •,. ·" '·-.-:> . - '"-'-- - - •··.-o__- --·-·-· , __ . - '"·" 

ciones espectrai~s ele sis€~1n<i.iL2b~'<liréie~t~s ¡;¡:opiJé!aclés de' r~g1l1a:~i<l;c1;¡s,ri,1o;i5¡. 
~-.·:<' ,;'.-".'-;;1.··. ·~:~'·_·.~r: _. -'I' -~.·-:.:>'/·"::_ :· ~-,;.; -__ _,:_- ~" · __ ,,_-, : ·, ·'"";.' --· .::·'·::- :_ '-·· .·:". - ;~-:-;. .·· .: ::;· ., . -. · .. :: -¡ 

Las aplicaci~nf s.~f Ja~R:~·.tX;üvi~iO,n ~~1·.~.f i7~ri·~n~~I;~thdif ·~e}~;est~·f¿trr;' cle~s~ 

=i!~Jll¡lif lf f lll~¿f {f li;:~té~:l 
t•adoi•~~t~ni~9's~d~1,ª''~s~adí~t.ir·~~~ectr~Fde.,sistemasi'cuyo·a~álo~o cl~i<;9'·presen~a: 

~mí~~StJ~1i~~tli~~~~.~;\~ -,_ f,'~ ~~,i:~ ,r~~.d-
-:o;;~-~ ,_ ~-~ ~-- -."1·' b.'...·.:;c' .. ~'=''~ :o'l.-

;;r,~·~r~~J~l~i~i!lff :lf~i;f{tj!~~&;Y;~:~Óh¡,á.i:~O~'. 
portamiento globál défos niveles d~I espe~fio·'~( ; . .. :,'.' ('·' •. 

Debido .a que Já e!lerglá del sisterria' tó~ie~pb!ldíente ·a ~ada nivel del espectro es 
. ., ,-. ·~,'.. -··._ -";_ ·-;,_\ ~~·,,; -·· - ··- --

proporcional ª· la frecuencia, nos refedieíllds'•á cuá!C¡Üiera de ellas. indistintámente. 
- ' --- ' -',:;;;-;--+----~;- --º'"'"-' - -

2;1 Las Funciones de Númerá"<l~%i~~J~sy Densidad de Estados 

El espectro de energías de un si~teá~:C!ado puede ser descrito en términos de la función 
-- _-_ _,_~..,:~ . ·--:---· . - -- - - - -

escalera N(E), que cuenta'el nú'~~l"ó· de niveies del espectro considerado, con energías 

E;, i = 1, 2, ... , n menol'es ~ig~~le~¡ E/ 
">·:·. ·.,-··· :.>' 

,,:.· §ui)··J:E,~cE - E,), ... (2.1.1) 
,'.,.Y. ,• ·• • ,,"¡ "" •: ~ • -·. •," • • 2' ' 

donde 0 es la fllnción Ii~~l/,~i~~~to~f;il:l~is:de tiin~fio uhitario.' ¡;;a f~nciónN(E) se 

incrementa en unó é:a<lá::Vezi~\iíi'.E tci'Ui~~i ~alói<le·alguiia de·'1a éiiergt<iS· del espeetro . 
• •• • • •• '.,' ·'·: '. - ' / O. ' ' ••• --." ;-', .-;.·: • ;.~·.', ,,: • , ' ' o',. .• !, •, . : . • < • • • ' ··; ,•. 
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Para un-

donde S es el área encerrada por el 

diente, y J( es un término constante 

topología del billar: 

(2.1.7) 

16 



con 1>:(C) la curvatura local de la írontera. 

Podemos entonces decir 

Con la secuencia {x;} se pueden obtener diferentes m~didas:qt1e caracterizan al 

espectro del sistema. La más común es la distdbuciórí del ~spaciamientó de niveles entre 

primeros vecinos. Esta medida nos da la probabilid~d J;>(s )y~·~e ~u~ el éspaciamiento 

entre niveles consecutivos del espectro de energíás. 'se eh,c.t1ellJreen elintervalo (s, s + 
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"mirando'' ·el· esp~ct~o···cl~~~~r~Í~···~~~~~"·efg¡;iJf~~~.·~~i,~~.'?Id~~.·del.'. espaci~miento 
promedio entre'l1iv~les, es ~it t··~~e]~f7r~~~ ,1:í ~d~~,¿~0cr~~·f J~~~;~J~\dela .ecuación 
(2.1.5) } :~;~.. \i ;)'. ' •.; '''e'.: ,;:... ... .. ,;;, :;;; '"' . ~; . 

·~.;. <.~:t ;¡á~~~Rf~0*~~~~'.lt~c1i}~~1f1faxcf' . (2.2.4) 

:;0~'.~~~i~l:~¡}~lll~kf ~~4i~i[~~~~~::: 
tremaclal11erit~ jii'~tg~·ef~i~ciqifü~: Lf>~·¡;sp~~t~?~~\¡~¡);k~¡~f i~f ~rit~~' ~~{~ .tipo• <le· com
port~mierito y ~t~ip'C: ·d~·~¡~tfibÜ~.iÓ~ 4~;};: ¡i(~).'dWl~~~~Ó~cli~~t~;·zf:~~. ¡~·.r~rma aprox-

. !..~ }t~'~o /J-'.< '~!.-_;.:. t:;"<';-.;- ··'--' <~"~:-· :'~,'-; 

imada·. , ' ' ; '.~.J 'Vi.•.'"· ~;<;:hé'ió · ~;..· · '•L;¡c:•,;~~¡¿'i]j.; , 

" 'li -· · ~(s)~ ~/;)~~x;(-~d);~f"~~-~·~ ~~ .:~~ :°c(2.2i5) 
...,, f, .. ~ - ~ , ~- ~ ¡;,_:I~~ >-" ;..:¿;,--< _, __ 

Esta •. expresión fü~pr~pÜ~~~~·nó~:f i.~~~~·{i1~~l~U,~n;a~.t;~t~7d:j;ri1()del~:IR5:niveles de .. 

energíad,~n.~c;l~i~.-~f~~~,{i~~~f~·;~~{~~~~~ij~ti.~~~~~Ji~~¡1ith:~:l;~s'i~Y,~;;.+~=ntos · 
eran .. ge~erado,s• .. f~arti~;~e(ens;.1fbl~~'?:ªusf~(ººsi'.~<>qº ··~u~.J,'.este tipc(de • ~i.stribución 

¿:~;} · .. 

distribución de riiv~Í~s ~K~e: e~sei111Jle\~c R,~;?,ti.~t?:;()·~··Mnosótros nos toca 
averiguar, entre otras é.()~~{':}ull~s:•¡~.f.f~~~~~;~<t Ji~t;l~y~f~;; i~~j~~i~e~os vecinos 

. J;~'·-· .,. . . 

P(s) que caracterizaelé~peJi.~o:<l~l Alisfud l:Ílllar'd~·í3hi'li;iió~ich'céin condiciones a la 
e < •. ',. - • • • •: •: •. • .'' j • ;• •:. • - •.•"'" • • .::; • ,.:''·.•. ·_. ·~'.-: ', •".,•> •• ;. :. ',.,' 

frontera de Neumann. 
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0.5 

. . .... ~ •. ~. y g i""\;: ~;·)~ - .-. . 
Figura 8. Distril>uc~~~ ·ci~) .. cS"pu.ci~1.~·;1i~~~-~~~Clc::~ri1~1cr~~:~~ccinos ··Parn:_.,~l. e~-~~~~~: d~---~~1_1~~~v~_~Í1 con 
condiciones a, la frontcrn. dc.Dirichlét'(Lo!llacla clc[l7]) - · ·- · - - · -

.. " ·-~·:' .. - . ;; .. \~·-, ·(;·,:·· " 

se• sabé- q~~s.t~r cci~ü1i;nt~~-i;;;:¡t~~ ~nli's~cu~ncia dé ~ttincr~~~i'<lZa~;el.páty6n d~_ 
. . . . . - . .. ~;~; 

, fl~ct.uaci0nW·~~1~~f\~~-·c~-1d~;tT1;~b'.:~ry~11?·.~ "~ .. .' _-~ ·"• 
~-r-~-. ··1 .: ~~~_j;:: .. •_:; :: , ·.- .... ;- ., .. _ -· ... ,_-., ,~ ._ . :-~~J" .. 

. -r.~\fl~~~léQ~é~f:':·· (• . (2.2.6) 
_\_:,c,~ ~-:~1~: :,C/~;;7'"'' . .: JI:,L- ·.:,.;_; __ ,_-~¿~~-e., ·o.~-~it;):·,·- -

s6.ha'e~c~t{t1"~4#·~}if~)~~~J'Kt~i.~f;Si~~-c~;~1-t}I)lKc?is~~n'&~i~9WrT~~~7;'i~~~spe_ct~~s 
de ene~gí#._ ~f -~is.!h11~f ii,1tc~~~~.~if5;,;:g:\l~vf ffic1f t'c.~~to,11? ~~be_:~~rP,_~~n~ernos porque, 

:.:~: ~~~f ti~hJj~~~'li~i~i~i~~üf ·~~::::::::,::·: 
secuencias:de'. enc1'gíiis tófoliríentcidcséorrélacio1Útdas. '!';''.t~'~es%n buen método para. 

, .:.-:.:'.·~- j :·. ~~~~;·,<~~:~j~>-~~V.t(·,;!~~~~},;-_-_· ~~'.;\;::, ~.~;~f ~:~<(:1~~;-~~~:1~t~1:~;~;~i~(0~:;t:V: ... y:;r~ ~ ,----~'.~-generar números·~·a1eat.prios: :Los sistmñás sepá~ablcs,son clarós ,ejemplos de este hecho, 

el _c_~~~·~f:~si~'p~~~<11~~Í~,~~r~~Bt$~~~~~:iJjF,~:;::::,,,;g'.'..·,>·_ •·· .. · 
Existe~ .-.~~-r~. cn~i,~lfülc~-:fstfd,ístit~\iu7i\iar~s--t~-~a~acterizan a -cada.·_ tipo de 

:::::~t~.1~1~d~~~\~~t1~~1Jt7~1:~:1~;~;; ~-~~~:~:~:<:.~ ::; 
'· .. - _-'.- _-,·'.·:·.--·:,:.'·'.:".:-·' ..... __ , 

E~(L),,;¿n2 (a, L)'> - <' rt(a, .L) >2 
• (2.2.7) 

!fo usa. la. va.ria.ble <> pMa doílnlr lo• vMlo• P"'"""llº" •nbru lo• c.l!forcmt"" lt1t.,rv1>.\do de 
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energía. barridos por todo el espectro. Cuando te1íéú10suna distribúción de tipo G .O.E. 



li'igurn. O. Estadio de Duuimovich co11 razón 1'/a = 1 

R, dado por la forma del estadio de, Bunimovich, pidieudo .que las'r1ihcione~ ~blu~ión 

tengan derivac!a·f eró en)kfr<Jl}tera,cÍ<JI estadio afl. . ·:· · ~:¡; ::1i'" .·; •. 

Es neces:r,ioiue.:tbn1~;m~s-~lgunaspre~=ucione~a.I•'~I~gif!~~y6~J.d~!'.Ja1ha116':de •. los 

::::!"~:1~:~~ll~~~~t~r~~~tfiti~J~l~i~r~1~'. 
"bouncing, ball.st.;tc~f ( ó:·~it~~no;ai~~af as.{d~,I:<Js la1i~),•.ª:~ei}~.~n.yd)u7,d~n .provocar · 

::~~iliiilf ilf ~ll[f 11111;1)''.: 
most~·;dos•()Jl J~ .• ~f~r~:18;·pordc>·• '.\·········. ·i' .•. ºª?~/~·Ja,·r;,glQn ~\le;~¿ s°:\:ere.~os!s.eran 

:J:~:f ?~~ii11~~~~l~~ii~!Ji;il~W:~t~~i~;,: 
un,.,prodt!~~.~:d'.,~ecto::.~1~ •. I~ F!g,e11f ?ci~r~5: d<J·f °:~ ~sp~~i~t'¡~xist~~·cuát~o,,posi bles ti pos 

de ~ig~~ru11~io~~s, l#s .. ~;1~1~1baj;·~J;:tri;sririn~~i6~1~;~~ri~~6~(~es~i~t~·~.~n1bos ejes 
·, ·< '·.'.:_'·'}_:··. :_ ',"? ~ .. •e-- ,- h 1 •3 

de .simetría:, SC!:iÍn siméÚica'.:sirii~tdc'a,siriiétfícit,~'.ILisirnÍ)frica, antisimétí·ica-simétrica 
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s, 

Figt1ril 10. Ejes de simetría del cstndio de Bunimovich 

y antísiinétríca~a.nti¡;ín~§tric¿t,. rcspcctiva1nc11tc. 

Cua;!clº ~e l11L~c <i_sG~cl ístícaAcJiudl 11d.uac[b1i~; .d!J t11!~L;í~c;3c1~•clc, ~arias ~ecuencias 
. ~-,~·-.~:~'.~ ~ --::--. :_: - ,--.--·:- ~-·~;~· __ ::· ·;; -c .. ,: ''·'>· ... -,,.-: : , ! .. '.¡·:, ·.. '_,: ,• ·;:;_~- _· :· >_ --,:. ·:· .:_', -.·. ··-:·' :.: .. ·: --- • - - • •. ... ,clz:·~.j~~'"?º·~~:";~º;J ... ~ .... ~.· ~, º;;:º~'".~ri~tf ·~;"''"'·''º~ 

:·;;-¡·:·.;': ·-~'.i};i: 

los 

el~ 

11 (tomada:~dcJa:.rcfc1'ci1Cia:faÍ1tcricn:);''sc~iiiuCStraDa·<lisúib1féioi1tdc j>riiric1:0s·>vcd1Íos, 

:~111~:111;~f it1~1=:~:!~~i1;w~~\¡~7;: 
cadá ·uno, de:< los \iseiniCjé~:. Cki";'simctrfo> ·. Los'.'cuatró :·posi fües.;t¡ pos•' de'Ysírnétríá.s bajo 

11na•.•r~.~~fioÍ~'f¿g~ff.c~fJg~t~,{ii'd~~i~~J;;~j~sFi1ciÍ~i~;¡Kd6~J~B1i;i1~n;,;~p:dir· ·condiciones 

de N~u;1~Jt¡¡ ii',~'j~,:' ot~í:c;;l~t ~~··lis;'se~~iej~irMi'!~~~¡~~~~:~c'~~~~io · i~~º se ilustra en la 

figura12. L¡¡5,eci!~clid?1lé~iniÍi~c~liig 61\lci~~sc1~'jcji:~,c?~i·cd¡i~nclcn a laÉ cuatro posibles 
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Figura 11. Distribución del cspaciarnicnlo de primeros ve :inos del estadio de Bunimovich c61~ condi
ciones n In fronlcra. de .OirichlcL _con sirncLrfos mezcladas 

N ... ·~.'·.· L_j .. ·.~u 
. J) o 



se explicará en el Cápítulo siguiente. 

Una vei cjue se hanCJbtenidóJos csp~cttó;' m1mci~ico; d~ cada,sirn~tría,,procederemos' 
., -· - ' -:. , ... ·."-· 'J- '-.... _,, ... ·-:- "::·· .. ·· .. _-.";·. ,: ·, ... :-,.,-_' ;' - . 

a obte,nei la <list~ibiJ,ción'cle'prilriern~ v~i~ós"f'(.5')' .}'.,¡~,'c~rv~'dela ~¡iriil:~za de .1a 

densidad' de•nivelci~ i?,(L fdel:~'ÚádiodtBÜ~iirio\.itl~';fóiii~~~h.f~ e;ÚÍ:dí~Úca p~olnedio 
de lascu~~ro ~iin~t~¿~ y aliu~¡~ d~ 611~ iÜdi ;iJ ~i1Jli~ii,te. • 
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3 EL METODO DEL ELEMENTO FINITO 
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La paqtÍetei·ía die ¡frogí·ainación qúe usamos para obtenet' los espectros de energía 
. - ' . - ·- - ;· ' ' 

del estadi~ de BuriirI~~~ich {~ri; c~~diciÓ~~~ á l~~rriritera• de Neumann, fué eiahorada 
; ... •' .. •u.-•'-, :·'•,,. ·~· '- .-> .! .• ·:-•·' • : •:;· '.' :_· ·.. .---~-:e·.''.-•.' ·-·,·,.•.,: · · _ Ó'-· 1 .·-. • • - • ,,,,. 
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Figura 13. Estadio de Bunimovich discrctiza<lo con una red hexagonal anisot.rópica 

Figura 14. Elementos ,P; de la base de funciones 

¡ .••• 

malla. La forma de los elementos de la ha.Se se ilusti;a en la figura 14. 

Como se puede ver, las funciones base ef>; son piramides d~ ~!tura unitaria en el nodo 

i que decrecen linealmente hasta ser nulas ~n ~1;.cl,{~il~' cle las líneas que conectan los 

seis nodos vecinos al i y valen cero en el. re'~to ~;;· ¡~'Veglón ~·encerrada por la frontera 

de nuestro billar. 

Al restringir las cigenfunciones soluci.ón t/¡ de nuestro sistema al subespacio generado 

por la base descrita, los únicos parámetros libres (pJ.rámetros variacionales), que quedan 
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estados es casi homogénea .. Se .sabe del análisis dé Fourier que para.poder distinguir una 
>-... ·· ... -·:.~·.· -.. '_. --.- -- :·. «.; -<": : '_ : ·_: - ._-._ - - ·. '. ·;. :: 

frecuencia k ~11 ·una f ürición. tÚ1idimensiona.l dis~r~tizacl1~ en .u~ do1~i.nio L;· seinecesi ta 

c011tú. al ni~110~ c01íuií iifun'ei·o ~e J;lin.Cbs .'iAf:·sí1i'e111b.~rgb,póL §.~·e~ti~il'.'s:~/e 8~¡>a.dc1ácl. 

de la·.1l1en;~;.¡;{de Jrii c:"31~~:f{a~l;;¡.~,i/:~:;~·Ü;i~1Í~frWJif"i!"-1~{l~~tJ;l~:~~~t·~:\;(JU;;s:'v~i:~ 

-~~ ,-.:;;;:-~;':;:,·_··:-:_':.-:::º "-'-~~;:::;-...:_:;_';-_-=-~~:~.-o; - ~ =~- -~~-·--· 

alredeclor··~e. yfnihle,s¿~e~l~l;~ía'.ct}lí~~~>l~f~el)otál. de niveles o.bte~id~S,~ 1!:1'· número. 

total denivel~sco11fia);le}en li cslac!Í~tiCa pron~ecliO ·sobre las cuatro·~imetría5 del 

estadio de.Bunlmovich seda enicmce,s api·oximadamente 280. 
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4 RESULTADOS NUMERICOS 

En los capítulos anteriores, se explicó que para nuestro trab~jo ~s iITIJJOrtante obtener 

a la discontinuidad de la derivada:~11 iff foiicicin~;'~pr~~iriiadas. Esta propiedad es 
·'.J:~: .... :·::. '.~··:,.:;··.·.;:··".:'·\''·'·. :,"/ 

inherente al método y podría dar Íúgar~a u~i~ ~~bre'siimación sistemática de Ja energía 
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- ~ -- " .. - : - _- ::-'--- - - --- . . 

cinética. Esta idea ~s compatible coi! lo ~¡ue s~ ob~erv~del <;o~p()rÚuíii~nfÓ n~íiJ¡é1·ico 
de N(E). •:~sp.ect~éde ··'.ª.·fó1'1:1ul~·•di}~~,e~~'.yáq~J:.si···~·· §éf<>c1():soÚ:'e~f tiiJ.1~;1a.~rer~[ª• h • • •. 

1~' 
;c • .--,·; 

. ;_.:_ ~--:~;.::. 

-," 

.. . ·:;<i_:1\ 1¡;~sr~rm~~J~1}c~~~m1;i1}r.ii:~. ~1:· (4.LI) 

:~·11:~~~~~f i~~~~i%1l~il~~~,j~~:;yi~W~'~~~·.~;~,~,,E,(i)•y .~." 
;(~::. <'·;! ~;::;'·:,-.. :~,,, ,_ :-r~. --.--- ''.:~~·'· :' -/ 

;·: .. •· .... ·~.: .. ·.·.·.~·ti: i~j'dt;.~;/1,~''c~fi)l§U)'~.!J¡i(j) 
· :- -, ¡<;.;·¡'~-.~,.0,.(:41; ~Y:-:~•;;.·. ' 

(4.1.2) 

y es. taÍ ~J~)?¡ (]) ~;'Ei(Yj.tzl y( f{V 

:~~~~~-~lf ~i~llm~:E:;~.~b~:~:~~~~~~~ 
las energía5 C!.i ~dibCJs ~~b~Üi·os<~¡g~~ ;¡~~d?acdptable. Finalmente, para el ajuste 

alrededor del nivel 16ci ( tablaÍfü~~1~~~ll;fü()~·ite~er ~lgúnos estados como los del nivel 

158 y 162 que se disparan, es cldcf1:1 eÍ~If(h~s del ()rden de la separación promedio de 

los niveles. Podemos ver que,: h~¿;en~6i~1fo;·1'.~cci~n'del error sistemático, el número 

de niveles de energía que se pued~ri j~~1S~5 iii·~y¿~: qúe el indicado por Ja fórmula ele 

Wcyl por un factor de aproximaf!~me~J~ ~'.~~; j 
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Ahora podemos. proceder al análisis -cstaaísti~o-de lo;-cspect1'.ós. Usaremos primero 

los niveles confiables dacios por Jirórl11uI.ide''NciyJ, estando ~b~sciente~cle, que por 
'';:: '.'-> ·-

ser pocos, teiídr~1ii~~ '1í11i'.1ná.1a' eslitc1í;tic~: ·P~úeriorm~iit~~t6riúi;ii~s ~lí i:~entit un-
-.- ".-,~· ·: ._'.:.c. :~}~" :· \f}; .. ~?:.~" :-º\?~~~~~~>':??.:-t~.'.;:~;~~:·~Tf:~~::,;;1.~~\())::~~-:·: ;2/)_:_~~!f;~{ .. ~{i~ir-._·_;;5~'> -~_:::_~~>-)<>-. _:_-. 

interv~Jo;d~ •• ecérgí~-~·uc;I1~n1~~~1·;_~JL~jut~ m~llcion~~o-trrib::n~;~c,ti~~e-•~.ue,·hacer 

:::'::t1¡~;¡f iii~~~~~j~~t¡~'~E~lit~:iti~;,i~~;r1;;-
En)a8lf g~{¡¡s;~4·:2,i.se,1~u;tran/Ias~·grá~cas_• e e,;a·'?i-~tribJl<:ióf ;~.~Je¡)ar~ci.ón ···_de __ · 

~:~2l5~f t.t1~~l!fr~j~,~1~~!r~~~ai'l#!~t f~~i1fü::: 
y c,on simet.~í~iNeu111~·~11).Neu1~~¡1n.·Se •to1.~-ª?-~n :ru~j1t~Ia,s-p(vel:~~···~e·~n·e,rría.de•IO_ a 

c,-c:--c ;·~;-·.'- -~~;(~! -,~,,~>; i;"._o-~'--

a-Ja no~iíxistenciii:' dé-'oéblt<iS)í)ericSdicas irías .:c6rtas:cjhe· úriii."mínima cai'actedstiéa:. del 
=-~; .... ·:-;~\Y.: ·:y( .. s·::~~~:{: .. ~;~·;\Ji\~(~~?~-~;::·{7·,~;-~~rlF~~~;~-,~~--~~r.~:_:'.:_i&t~t~~~,'.<:r~~~*;f~:~-~1y~~"?i:j~X~~{t~J?~-ef;~'.~~~~L~~;:~>~<;:-~;>;:~ .::--.. '.: 

sistema [I3;1'1J.tE8ta'i:léjfresión d~Ja·!;.~se,v·~ afrcqu-é1ídiis éá:d ~· - mayores.si podemos 

· ind;;r.·~~~~~Ít~j~~;~~\~1~jF~J·~s!~~í~{i~.~r~·~f ~t1~~4~(~t~~l2~1~~s·~Jt':~P[ff~~·J·;¡ .:.·'.~.· .. 
· En Já.s figt,íra~. 4.:j; se [ñue~trá ef é?~1p~rtan;(ents,>ºpí'oÍ}l¡J_éú9· d;Já\P(s )'y de la L:2

( L) 
:> ·-.:~-~ ,; .' 'e.::_ .·<.;·.·,·_ ::·~--,.-~~:''., --~;::~>') ·. ;~~:;:-. '.:'.f--~.:-··.\>:-/t~c: ·:/{:~~~:·~~:'{f:j~~}~~:~;;~-~~/~~;t;~\./,:~~~~;~f~~::<;~~/;·:·,~}.".~,.· ,:~ ;;?:~ · },-·,- ' ···: ... : ' 

sobré las cuatro siínetí·ías del estadió t'oínan<lolósnivelés'clé;Jo a.100.para~cacla sim~tría. 
~-- ~~ ~ ~---.~:-~ -~----':;.~ '; ·. ~-~• '.~ ~.-_: _. ' ~~;~¡~i~' ~\~\~;-~~~1~~~~~~-~t~f i;;;~:fi~{;~i.;i~~-: ~,f~~~:f ~~~~;~~~~~~--c·-~-.--

Se i.rota qúc amb<tS curvas son'1náS_:Slla\'.eS_q!Je si_se.•toma·.sólo Já:éoi'l'espcindiente a una 
- . '•,. _ .. -. '.-.:· .: ._· <'.";>'::. )'.0:~/'.f::i1'.~~}??~«~·'::,ki'.~~~-~~:.·~il0h:+~~~~:/;-.:~~t:· ':::~--~~(\\;·/:._:_;- /.:/ _-_: :·. ; 

simetría; como se ve en las figuras'4;2'.:AcleniáSí'él aju~te'éóri'las distribuciones teóricas 
-- >:-::.·<: ;)~}~;-~,_¡:~tih~~/:~~#:~?ff~l~~:?~lt:;~::t-.,;~~iL :'.- -- . :;>:~:'~ , .. -,. --: 

mejora un poco debido a que eL~r~n'.e,di~·1ios.cla Ia.é~t~dí~ti~~ s~bre 360 est.ados (cada 

simetría contribuye con 9?-cest~~~~ix~lj¡r~f~~[,;~,Q~~i~~j(;;~ .'::: _··--·--·.· .. -- . _ '-... __ , , • 
Estos resultados, aún· no· son-•satisfactorios< ii• pesar' ;ele :1á i:lisminución de· las fluc

,_: · ~ :- :_~ -?:~~ ~:·_ :~~1-~-~r{~ .. ~~~-:-~~~-'~,ú\(~~f \~~r~.-~it~--... ~:f~y;_f:'ff;,;:,, 1·::: '::~ '._;:·::;:·,~>:'. .: _.: · .~< ; .. --:-·.':. , : '. . · · ·, :-: "; , 
tuaciones. Por consequel~cia,t1:ittar~riJos dr:i.áé;iye~liai'.I_a validez delas separaciones 

; '\;~·~1:, ' ::!~·{~~ 



de ni~eles. más allá dé.! ni~é!l~O 3i~_c'.'ifo1~s,~í·rfba .• i;:~to s_e muestra, pal-a la simetría 

Neumann.:Neiimánn Cl; las flgtira5AA~á~n<le s~ tolnai·¿ii los niv~I~~ de 50 a 350 des-
--·. - ·-'''.':.· · .·· .. ·,_.;...,_.-,·.•· ,:•>·,-.:;-,,.,;,_~~.,":o'.<'. ,' 0

• • '>'' "'·"·i' <····.-_ ,· ,· -,.-, · '· ' 

doblados~•con···rJsJJecto5.1<L_}d~1~sid~r:r1·6'.~1e~IioW111n~~,i~f-~jl1stada:cc111':11•n·poli.~o~i~ de 

~t;¡~fllllltltlf (lttlllll' 
- figuras 'L5;\las'fli}'ctu~i:ión(l8,ei1\Iaf1.(s);¡O.!J~fii.!!élíq míis siiav~,s\ycil ájúst(l.~~m~jé)1:: I.á 

-)~f:~t/.-
~·1\ 

-este interva!ºlª'~~t-~d _'gi;elesr · _ .•. -. ~•pi' ·1,s1st~l'Íi~'.i!~as:g~áfic1tf 

:;::~~:~~~iiiil~l1Jt'~J,,~~~~~~~;~f ··· 
largas ocurren·. con;\nayor• fr~é¡íieiida;(¡iie> énfol ·'G;O;'.E:, ,:mientrás'•.que,las cercanas: al 

-- ~---:~ -,~ -~-:·:F:·-~:~f {:~~~~~~.d~~~~~~---~/:t:~~~'.~:·:~r:t~:~t;t~y :{:i~~~:~r~'~\-:)~~~::}:~~t:~·;;.~~t:~:~:: _:rr: <~.:_.~·.·-. ·': :; ... ;~·,: ·. "<>-· · :: " · · . .. _: 
prnmcdiod,i;I1liímy,~1t f-~1':s,u·pii1:~e; ¡~,3~ff r_ñumeri ?~·s;:\~c,~;nt~~.•-sig~ificativameute 

p~r ... arri,~.ª¡~,~(~J~~~t~c:~ittfilr •. ,,;;.;~~f ;f ;~i~i1c~~~d:~~j~~J;~!:j:f:ciy.'Pr,?ocado .. Pº~·. los 
n1v~les,qU(3~se,d1~p11~~n PP'.'~\tes,e,¡tce~~ª~.?.~e;~IeJ~~=~\IB~esu's!v()cm~s incrementando 

la contribu~iin ~~.1~Ú~!'~rJk1~~~J{1~~·~~?f~~~~'~;J:í~ '~~;tl~u~Í~n y;di~~inuyéndola en 

:~::::,~~:: ~~Zif J~f~t}ii~~lfflt:~:,:~:::.~:~~:º:':": 
el comportamiento estadístico d~ lo~: ~i~t~~~-sis~ toman intervalos de energía muy 
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más lejos. 

CONCLUSIONES 

Los ré~l.i!t~doS:'j)ré;enfíí:dos e1i lasecció11'ánteÍfo1:; co[{firinan que fas nJcttÍa~iones espec~ 
·'····,·.': .. .... ,,.. ...... . ~·.!~' - '.;.·.-· ... ·;: .. . ,,:;,,·.· ,-_ ....... ·.,, ,;;]"·-·· .. ·.··'>- ·"--·-·«-: . _·,,-, 

tral~s.'Cle!.~¡5{~n,;a;.¡¿ú~Í}tC>.~~riálogo;~Iel.~~~bliai1~Bt1í~iií1g\,ic;fr;c;;;ri~1)lei1,••\\1!a ·¡;~Jaclí~.~ic·~ 

. d·::Jf ~ll·~{J~~~~:~t~~r~~l~l\l~iiíl~l\flr~;;~ 
cálculo '.de estados .con. condicimies 'enJáJronfora·' de: Neúfoa1fo;•dac·éJ'frú'tri'e·ro'éleéliiveleS 

• • - <-'- •• - ---'.~~-: ::_ :_.~~,. :· ,_.:: ::::: : • ~ ;:r· -: - _-. - < . ::·_;.~ .< J,;~;~ :_-:,:·e,:;.~::. ;I:~:~1:~ ~;.-::~\(,:: ;-~~,~::i;; 3'.,~i;~;:·-~fü~-{~:-u¡~j~;:~: :~~~:;.::;~t~ !It~f :. ttt1:~;·_:·_ f '.::~;~-:-~· --~::~>:· . 
cohfiabJes que··~e · espe;:a~·n • fu11~1~f¡,~e15~H}lT)?r?;d~·~~wt9~<l\~~ .cJ1ssr~t1~an Ja\r~gto~·.· 

:tt~~;[~~;~~~J~~is~f ~~!~:~~l1i,~:~:1i!í~ · 
n1ás -- ,·._ ~--:i; ··'·"·"· :c':_,0~},, ~~_,,:''~~~-~~¿:r¿} _:~~;" .;;~i~:(~~- ... ,.,. ;~~:;,)i;:,L.·:~ -

~na• pregu~~~ ~~1e ¡1i1ed~ pl~í~tJaa<is, •{'.~d~6· it1'fr6Jú~e'.'.~l'g~tiJ~ ,~~ ~á~~:~t6, . 
finita el error sistemático encontt'ádo? 
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Figura4.5a) PrCJmedio de la,clistribución de primeros vecinos P(~) sobré las cuatro 

simetrías delc~~1·to d~ bstá<l!fdi1¿~~ti:a:cJ() Eor6;soi~;,11HC!s.~Se.t1saron los esL~clos 50 a 

:150 de cad" c.<í>cc1:'¡.(, ;fC!sclc~'J;¡~'fl~:;i§0~};~~¡,'~;1'.~j;:,,m;,(j1~~Lc ,;,?liuC>1.nh~1.c1C!c111tl:to grado. 

"'"':~:';,,·:::>i.1~i~1~llilf i)jl~1~1~W~~~~I~~~i? 
350 de cada espectro désdobládos c.0!1 1:Cspéflº:il;;~il'aj~~.t~1>9Ii'.Í~tiat:~e';<:pji:to f:rach 

Figura 4.6a) Dist:r!bt,1,;iÓ~~.~~·~·.~~i1~~~~:;~./•••··•;•• .. ·J~l~;+0c~~~~;;~Hb~'.{t?f·.del 
cuarto de estadio d iscreti zádo :;éon \~501 ;p uri~()Si'. S<J.•¡1s~.r9h 'los; e~tadps · 50 a ;1.000 des-

doblados con respeC:to~~~~·~Jª{6~1l~Jin.~~c·• •. 

-;-¡~--

simetrías. del cuarto: de esfadio discrctizá:dcf coii .350 i:;púri tós>c,Setisa1•orúlosiesta:dos .50 ·. 
-~+~? · · ·~. :.s~;;;~·:?:~?:·:'~º:-~~;~ ;~;i.-~f-~ {~,.~~-~:~~iT<<'.}-ir;~~:;;¿?ii:~~~-~~~st~'.;: .: ~\{~~,?--~!~~i;T/ ',,\~:y; .. · ·~·:~-:f ~~·~.;/~?~~ ?{;::~J> ',~-~:~.:,~ ,- . '., .. « ·, .. -

a 1000 ele cncia·cfspe~trQ':dc;~c,¡,1~dos}cii,cli(uri'9téoi1.frcs';é'~l!,i¡ a,1un b:jus~c.jlólj¡1ó1nial.de 
.7'~-:;. ::-~:1~'º~' ·- ,_ ''". .;,.~·- "~""" ";/' .. :Q::·}·-. ·'/¡~ \·,:!· 

cuarto grndo: .. ··.· · .;; ' ¡~)Ji:;'"\' t{t • '.; 

Figura .. ·~•.1tf; :Ó1n ~ó.~t~in,ie0n. ·~·.:p;om~~i~_ 9 .. : .... ·.•·.·~%}~~ ~r1:1t'J·~~Ó~br~J·1·~·· .éuatro 

~:::::."~;~~}~f ~~~~t~it~i;¡iftjt¡y¡1~~~1::: 
g•.d;.~ta 4.8 fünoi60 1(~;,p;*·~:,i:~~r:~~i~~~if ~!~~ 4~· 

. cretizado con 34 75 puntos.: La· curva. escialonada~corr~spémde;'afa grafica'inimíenca y,la 
; ~ .- ' .. ::;-.r:: ;'.. · w~~~~>r :;r.~1 r.~~ ~~1~~~:,~}~~y: :~~~w~~-)t~\~?~~:~f (.;,b~·~~~;;;z)~~(;~~· .;:f (I·:::~~/~.'.- · -_~{:'- ·," ":., 

curva suave al comportamiento prO'medio dadoJ ¡)orJídóimúlit' i:Je·•,.Weyl.',•;~';'': · ... ·:,;:, 

'"":'.~:·;e;::.:.::::::';,;~~j~~~l~!f ~;!~~j~~1~~;.!tiE 
desdoblados con respecto a .un ítjust~ polin()mia,kdepi:tavo 'g1;~clo'. 
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Figm·n 4.0b) Prniüedio de In. E2 (b) de lns cuatro simetrías del i·ectáúgulo de 3'175 

puntos. Se usnron' los estados 50 ~: 350 Je en.da. espcct.ro desdoblados con respecto.a un 
.,,, :.,:_.-· __ ... , ' 

aj11st.c ¡>olí i1múia.I- ilc ;H;t.,{".<;g1:,;;lo;/ 
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