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INTRODUCCIUA.

Tratar un problema de muchos cuerpos, como el de un cris
tal, desde el punto de vista de la mecdnica cuintica no es un
problema sencillo, ya que resolver la ecuacién de Schrodinger
que nos describe las particulas que forman el cristal, junto
con las condiciones de frontera, implica la solucién de una
ecuaci6n de muchas particulas. Para resolverla podemos prime
ro, separar la parte nuclear de la parte electrfnica, utilizan
do la aproximaci6n de Born-Oppenheimer (ref.l) y después redu
cirla a la ecuacibn de un solo electr6n, suponiendo que cada
uno de los electrones se mueve bajo la influencia de un poten
cial nuclear estltico y el campo promedio de todos los otros
electrones, seglGn el modelo de Hartree Fock (ref.2). Dentro de
este contexto el modelo m4s sencillo de un cristal consiste
en una larga hilera de iones positivos colocados regularmente
a manera de una red cristalina unidimensional, los cuales pro
ducen un potencial periddico, con una periodicidad igual a
la de la red, donde cada electrén en este cristal experimen-
ta ademds de este potencial, el potencial de fondo producido

por todos los demds electrones. (fig.1)
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Fig.1



Kroning y Penney (ref.3) llegaron a la solucién exacta de
la ecuacibn de Schrodinger utilizando un potencial peri6dico
infinito de pozos cuadrados. En la solucifn encontraron que
el espectro de energfa del cristal esti formado por bandas de
energfa permitidas y prohibidas alternadas. Cuando se toma en
cuenta la superficie del cristal, el espectro de energfas an-
terior se modifica y en €1 aparecen niveles dentro de las ban-
das de energfa prohibidas y a estos nivels corresponden funcio
nes de onda que se amortiguan hacia el interior del cristai.

A estos estados se les conoce como estados de superficie o lc-
calizados. El primero en notar la existencia de los estados de
superficie fue Tamm (ref.4), quien considerS que la periodicy
dad del potencial de un cristal, segln el modelo de Kroning-
Penney, debfa romperse en la superficie, por lo que a estos

estados se les denomina también '"estados de Tamm."

En este trabajo encontramos la modificacién en el espectro
de energfas de un cristal, en el cual se ha adsorbido un &tomo
diferente a los ftomos que lo componen . Resolver 1la ecuacibn
de Schrodinger de un solo electr6n en este cristal resulta re-
lativamente sencillo si utilizamos la té&cnica conocida como
Combinacién Lineal de Orbitales Atémicos (L.C.A.0.) (ref.5), la
cual fue utilizada por Goodwin (ref.6) en 1939 para encontrar
los estadosde superficie en un cristal finito, por lo que la
cuestién m4s importante se reduce a seleccionar las condiciones

de frontera adecuadas que nos reflejen las caracterfsticas ffsi-



A fin de entender mds claramente el problema se le ha

dado al trabajo la siguiente cstructura:

Para entender el comportamiento del electrén en el campo
cristalino, empezamos estudiando en el Capitulo I, el compor-
tamiento de un electrén en el campo de dos protones (la lolg
cula de hidr6geno ionizada) utilizando la aproximacién de Born
Oppenheimer y el método variacional. Mostramos las grédficas de
las encrgfas en las cuales tomamos en cuenta: las interaccio-
nes atractivas entre nlicleo y electr6n y la repulsiva entre an
bos nGcleos; la interaccifn atractiva entre electrén y nGcleo
solamente y finalmente la energfa del electr6n, todas ellas en

funcién de la distancia de separacifén entre los protones.

En el Capitulo II, describimos el modelo con el que se
representa un cristal y aplicamos el método L.C.A.0., y la apro
ximacién de amarre fuerte a un cristal infinito. Obtenemos
asi, la modificacidn del espectro de energfas y la funcibn de
onda del electrSn en el cristal cuando se toma en cuenta la su

perficie del cristal.

En el Capitulo III, es donde abordamos el problema del dtomo
adsorbido, que es el tema principal de esta tesis. Primero re-
producimos el trabajo realizado por Grimley (ref.7) y a continua
ci6n mostramos la solucién encontrada por nosotros para un Cris

tal semi-infinito.



En el Capitulo IV nos ocupamos del cristal finito con
un dtomo absorbido y analizamos la exlistencia de los estados

localizados.

En el Capftulo V, el cual es el mis importante de es-
te trabajo y en €1 exponemos los resultados que obtenemos al
modificar la distancia a la que se encuentra el &tomo adsor
bido del cristal y mostramos la curva de energfa del estado
localizado en funcién de esa distancia. £n la literatura
no hay antecedentes de este problema, aunque diferentes auto-
res tratan la modificacién del parfmetro de red en la super-
ficie de un cristal por la ruptura de la periodicidad del po-
tencial, pudiendose considerar este problema como un caso

particular del que nosotros tratamos.

Posteriormente, exponemos las conclusiones a las que
hemos llegado después de haber discutido y comparado los re-
sultados obtenidos con los diferentes modelos expuestos ante-

" riormente.

Por dltimo, en un apéndice mostramos grdficas que nos re
presentan la densidad de probabilidad del electrén en el cris
tal, para distintas posiciones del 4tomo adsorbido y descri-

bimos la manera como construimos las gréficas.

Las aproximaciones que utilizamos para resolver el proble
ma hacen que el modelo s6lo sea aplicable a ciertos materiales,

y esto va a depender del tipo de enlace predominante que manten



ga unidos a los &tomos que forman el cristal. Esto nos permi-
te considerar que los electrones estin firmemente ligadus a
sus &tomos o bien que los electrones externos de los &dtomos
estfn casi libres, en cuyo caso las aproximaciones no son ade

cuadas.



CAPITULO I.

En este capitulo se resuelve el problema de la molécula
de hidrégeno ionizada, utilizamdo ls aproxisacién de Born -
Oppenheimer y el mftodo varisciomsl y se suestran las grdfi-
cas que nos describeam el coaportamiento de la energfia del
sistoma en funcién de la distamcis de separacibn entre los

protones.



1. La Aproximacién Born-Oppenheimer.

Un cristal es un cuerpo formado por ftomos colocados en
el espacio segdn un arreglo perifdico, mantenido por las
fuerzas que actGan entre los ftomos que lo comstituyen.Desde
el punto de vista de 1a mecfnica cufintica podemos tratar al
cristal como un problema de muchos cuerpos y resolverlo uti
lizando ciertas aproximaciones, algunas de ellas generales y

otras adecuadas a cada tipo de cristal en particular.

La primera suposicién que haremos seri comsiderar que
los nficleos estfn en reposo, la cual podemos justificar si
tomamos en cuenta que los nlcleos se mueven mfs lentamente
que el electrén. En efecto, mieatras la masa de un protén
es de 1.07 x 10 27kg,1a del electrén es de 9.11 x 10 3"xg.
Solamente y por 1o tanto podemos despreciar su movimiento, y
considerar la distancia de separacién eatre los protones como

un parfmetro del sistema.

Para ver con mfs detalle em que comsiste la aproximacién,
tomemos un sistema compuesto de electrones de masa m y nGcleos
de masa M y sean r y R sus coordenadas con respecto al cen

tro de masas.

El Ramiltoniano del sistems serf

H= Tp+ T, + V(r,R) m



“

donde TR ¢s la suma de las energias cinéticas de los nlcleos
y Ty la suma de las energfas cinfticas de los electrones y
V(r,k) es la energfa potencial, la cual incluye interacciones
columbianas: electrones-nGcleos, nlicleo-nGcleo y electrén -

electrén.

Si consideramos al operador Tp, el cual actGa sobre las
coordenadas de los nlicleos, como una pequefia perturbacién,po

demos escribir:
H = H. + Tg.

con

H° = T, + V(r,R) (2)

Si los n@icleos son muy pesados,los estados estacionarios

del sistema estardn dados por:
(RG] [ SRS )

donde Ep(R) es una funcién continua de R, ‘f l‘(lt.r) es una fun
cifn que supondremos varfa muy lentamente con las coordenadas

de los nlicleos R, al menos en la regién que nos interesa y pa

ra una R fija los subfndices n, corresponden a los nGmetros

cufinticos.

Una vez conocidas las eigenfunciones del operador H;,lss
cuales forman un conjunto completo, se puede escribir la so-

lucién de la ecuacién de ondas del hamiltoniano completo (1),



como
Y“"'” "hZAl(R) yn\R.r)

Los coeficientes ¢n(K) serdn las eigenfunciones de 1ia
ecuaci16n de Schedinger para c¢l movimiento nuclear donde la
energfa electrénica anK) Juega el papel de energfa poten-

cial. E£sta ecuacifn es

[TR * En“”]?nv(n) = Eav pnv(RJ

donde los subindices v corresponden a ios nimeros cudnticos
nucleares, una descripci6n mds detallada de la aproximacibén
se puede encontrar en los libros de mecdnica cudntica que se

dan como referencia.



2. La Molécula de Hidrégeno loni:zada.

El sistema mds sencillo que podemos estudiar bajo la apro
ximaci6n adiabdtica es el sistema compuesto por dos nficleos
y un protbén, el cual nos servird para entender el comportam)
ento que tiene un electr6n en el campo eléctrico del cristal.
Este sistema corresponde a la molécula de hidr6geno 1oni:ada,
Fig.(2), la cual forma cuando el 4tomo de hidr6geno y el pro-

tén se encuentran a una distancia de equilibrio R,

a

Fig. 2

A pesar de la sencillez del sistema no se ha encontrado
la solucidn de su ecuacién de ondas, por lo que seguiremos
métodos aproximados, que describen adecuadamente el compor-
tamiento del sistema y que al ser comparados con los experi-

mentos sus resultados, son bastante buenos.

Para esta molécula podemos escribir la ecuacién (3) de

la siguiente manera:



VZ’fW 2m/h? [E + eZ/rA + eZ/rB - eZ/R]? =0 (3)

donde Tar T ¥ K son las distancias de separacifn entre el
protén A y el electrén, el protén B y el electr6n y entre am-
bos protones respectivamente, tal como se muestra en la fig.

(2).

Para valores grandes de R, el sistema estd compuesto
de un prot6én y un 4tomo de hidrégeno, con funcién de onda-
#A o PB, para valores pequeios de R, de acuerdo a un trata-
miento variacional, propondremos una funcién variacional
como solucién aproximada de la ecuacién (4). La aproximacién
se basa en un importante teorema de la mecfnica cufintica

(ref.8) que sostiene que la funcional

1]
E -SP Hpaz (s)
es un limite superior de la energfa E, del estado mfs bajo

del sistema dado por:

E.-SY:H.‘,.dt

donde 'r: es la funci6én de onda verdadera del estado base de
tal manera que E3 E, y la igualdad se da cuando es exacta-

mente igual a

La funcidn ¢ debe ser continua y finita en el espacio

de configuracién y se puede escribir como una combinacibn



lineal de funciones linealmente independiente ll' X, y»..,bn

¢- c,x, LT IR Ctl (o)

Los coeficientes Cl, CZ' cn son determinados m1-
nimizando la energfa (5) con respecto a cada uno de los CR’
después de haber sustituido y normalizado la funcién (6) en

la ecuacién (5)

IE
=0 R=1,2
%

La funci6n variacional que utilizaremos ser4 la combi-
naci6n simétrica y antisimétrica de las funciones 1S, ¢A ypa
del &tomo de hidr6geno alrededor del nficleo A y del nlcleo B,

en su estado base respectivamente.

¥ = b - CB¢B

(7)

Yo by - P

Definiremos los siguientes elementos:

Haa = HBB:.Sg X
(8)
Hap" HBA‘S#A "°fs“
s 'Sé‘ ¢a az

y la energfa E



o +
E,j(cA A*Cp p) H7(Cy 4 T Cp plde
jch A~ Cp B) (Cya * Cppld?

queda en términos de las ecuaciones (8) como:

P S 2
C,H 2C,C H, o, + C°H
E= A AA- ""A"B AB B BB

2 2«
CA + CB - ZCACBS

al minimizar la energfa con respecto a CA y CB se tiene el

siguiente sistema de ecuaciones para CA Y CB

C, (H

A A E) « CB ( HAB - ES) =0

9)
Cp (Hyg - SE) + Cg (Hgg - E) = 0

el cual tiene solucifn distinta de la trivial si su determinan

te es igual a cero con que obtenemos

Hyy - B2 0 (g - SE)2 = 0
Resolviendo la ecuacidn cuadrftica paras E obtenemos las
expresiones para la Energfa simftrica y antisimétrica en ter-

minos de HAA' HAB' y S resultan ser

H - H
E e«—AA__AB (10a)
a 1 -5
H + H
Es'M (10b)
1 +58

sustituyendo (10a) en las ecuaciones (9) podemos mostrar que



y sustituyendo hs en las mismas ecuaciones resulta que

Las funciones de onda (7) normalizadas son las siguien-

Voorfize s (f - & (Ma)
2= ! /ﬁ—-_ZS—‘(¢A -A) L11b)

tes:

Para encontrar la energfa correspondiente a estos esta-

dos calcularemos los elementos "AA y HAB’ S.

2 2 N
(-h%/ 2 'e/rA68)¢AGB EiPrcs s

donde Ey es la energia del estado base del &tomo de hidrégeno
entonces podemos escribir la ecuacifén de ondas para la molé-

cula ionizada como

(By - e2/rg + eZ/RP=EY

con

2 2
H=Ey - e/ry+ e“/R

y utilizando las definiciones dadas en (8), con R constante

el término HAA queda como

Hap " B¢ e?/R -5ﬂ(e2/r3)¢A 4z (12)



La integral por cfectuarse recibe el nombre de integral
de Coulomb y representa la interacci6nColumbiana del electr6n
situado en el orbital 1S del nGcleo A con el nficleo B y la de-

nominaremos con la letra J, explfcitamente

2,.3.
J= -e“/a'®w Sex (-2r,/a )/r d & (3)
o PL-erp/ay)iTy

en dondeg, @8 igual al radio de Bohr y hemos usado para ¢A y A
las funciones de onda del estado base del Smo de hidré6geno,

a saber:
¢A' l/mg cxp(-rA/ao)

#B' 1/, ﬂazexp(-rB/ao)

La integral (13) puede hacerse en coordenadas esferoi-

dales prolatas. El resultado es:
J= ~ez/ao[l/D - exp(-2D) (1 + I/D)] e

en (14) hemos introducido la variable D= R/ao. La ecuacién

(12) queda finalmente como

- 2
HAA EH + Jee /aOD (15)

De la misma manera HAB estd dada por:

Hyp 'S¢s(5u - eliry + ez/a)/A az

2 (16)
= SE,, + Se“ / a D + K



a K se le conoce como integral de resonancia y representa el
intercambio del electr6n entre los orbitales 1S del nidcleo
A y del ndcleo B, con el protén A 6 B. El valor de la inte-
gral K calculado en coordenadas esferoidales prolatas es el

siguiente:

K= -ez/ao(exp(-u)(b'l)) (17)

En el mismo sistema de coordenadas el traslape S (ver

ec. (8)) entre orbitales estd dado por

S= exp(-D) (1 + v = D%/3) (18)

Las energfas correspondientes a los estados antisimétri-
co y simétrico proporcionadas en la ecuaci6n (10a) y (10b)
se pueden escribir en términos de las integrales deCoulomb,

de resonancia y del traslape como

E, = EH . ez/OOD ¢ J+K)/ (1 +5s) (19a)

Eg = Ey +el/aD e (J-K) / (1-9) (19b)

De las grdficas de las energfas E, y E; se pueden deter-
minar la distancia de separacibén entre los protones, para la
cual el sistema es estable. Es claro que la forma de la cur-
va y el minimo que se determina depende de la funci6n varia-

cional que propusimos como soluci6n de la ecuacibn de ondas,



por lo que el grado de aproximacién de la curva obtenida
con el comportamiento real de ésta, estd restringido por la

"calidad" de la funcifn.

Las grdficas de las integrales de Coulomb y de resonan-
cia, el traslape, los términos HAA y HBB y las energfas Eg
y E;» en funcibn de la distancia de separaci6n entre los pro-
tones dividida entre el radio deBohr se muestran en las gré-
ficas I, I1I, III, IV, V y VI respectivamente. En estas se

hizo

. 2 - -
hH = -e /Zao 1



GRAFICA 1
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En la integral de Coulomb s8lo estamos considerando la
interaccién atractiva entre el orbital electrénico centrado
en uno de los ndGcleos y el otro nlGicleo, por lo que J crece
cuando los protones se acercan y se hace cero cuando &stos

ostdn infinitamente alejados.



GRAFICA 11
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La resonancia cs m&xima cuando los orbitalcs estin sobrc-
puestos y la energfa de resonancia tiene su valor afmimo. Cuan

do los ndcleos se alejan, la resonancia tiende a cero.
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GRAFICA 111

“‘T (22/23.)

3 2 2 « 5 p(8aL)

El elemento HAA resulta ser la suma de la energfa del 4to-
mo de hidr6geno, la integral de Coulomb y la energfa de repul-
sién entre los protones.Cuando la distancia entre éstos tiende
a cero,es el término repulsivo el que domina y HAA tiende a in
finito. Cuando los protones se alejan,tanto el término que in-
cluye la interaccién atractiva,como el de la interaccién repul-
siva,se hacen cero y el valor de HAA tiende al valor de la ener

2fa del £toma de hidrAsann



GRAFICA 1V
S
3 2 3 4 D(RA.)
El traslape entre los orbitales atémicos alcanza su va-

lor m&ximo cuando la distancia entre los nlicleos es igual a
cero y decae como se muestra en la curva a medida que estos

se alejan.
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GRAFICA V
2
K ole2a)

. 2 a N < p(n/&)

-4

El término “AB incluye ademfs de la integral de resonancia
“el témino repulsivo y la energfa del £tomo de hidrégeno multi-
plicados por el traslape entre los orbitales. Cusndo los pro-
tones se acercan HAB tiende répidamente a infinito, ya que do-
mina la interaccién repulsiva entre los nGcleos. Cuando los
protones se alejan, HAB tiende a cero, el mdximo que existfa en
la grdfica de K, a D=0, se desplaza debido a la interaccién
repulsiva., E1l que tanto K como HAB tengan un minimo, nos indi-
ca que la molécula se mantiene unida debido a que el electrén

se encuentra resonando entre los orbitales de los &tomos que
la forman.



-1
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E (é/?d) GRAFICA VI

(A Ea

1 2 3 4 5 p(R/ag

i En la gréfica mostramos las curvas correspondientes a los
estados simftircos y antisimétricos, en ellas se puede ver que
el estado antisimétrico no es estable y en la curva de la enmer
gfa para el estado simétrico se observa un mfnimo, que nos in-
dica que este estado si es estable, la distancia de separacifn
para 12 cual el sistema estf en equilibrio es igual a r-Dao-
1.32 A~ . La funcifn de onda del electrén en esteestado es la
(11a) y su energfa es Es- -1.13 eZIZao. Cuando la distancia de
separacifn entre los protones aumenta el sistema se descompone
en un protén y un 4ftomo de Hidr6geno y el wvalor de la energia
tiende a EH‘



Ll hamiltoniano de un sistema de muchos cuerpos como ¢l
de las cadenas cristalinas, que nos interesa, estard dado por
la ecuaci6n (1), sélo que ahora TR corresponderd a la suma de
las energfas cinéticas de los nﬁcleos,Tr a la suma de las ener
glas cinéticas de los electrones y V(r,R) al potencial que in
cluirf interacciones: electrones-nGcleos, electrén-electrén
y nGcleo- nGcleo. Como los nGcleos de los dtomos son pesados,
‘1'R podrd ser considerado como una pequefia perturbacién y reci-
bir el tratamiento de la aproximacién Born-Oppenheimer, ahora
bien, si consideramos que los 4tomos estin lo suficientemente
alejadosentre si como para que las interacciones entre segun-
dos vecinos sean débiles, y tomamos el hamiltoniano de un sélo
electrén, Tr serf la energfa cinética de este electrén y
V{r,R) s6lo incluird la interaccién entre los primeros vecinos
las cuales podemos suponer en el caso de que los &tomos sean
hidrogenoides, similares a las que presentamos aqui para la mo
18cula de hidr6geno ionizada, cuando el sistema sea mds compli
cado, el tratamiento anteriormente descrito se podrfa aplicar

a los electrones de valencia.

En este capftulo resolvimos la mol&cula de hidrégeno io-
nizada, utilizando la aproximaci6én de Born.-Oppenheimer y el
método variacional, proponiendo una funci6én L.C.A.0. como so-
lucién de la ecuaci6én de ondas. Vimos como la molécula se
forma por el efecto de las fuerzas de intercambio y encontra-
mos que de los dos estados posibles, el antisimétrico y el

simétrico, s6lo éste Gltimo da lugar a la molécula estable.



Aunque el método no da resultados numéricos que coincidan con
los experimentales (Rexp-l.ubA°, Dexp =2.79 eV), adem&s de ser
muy sencillo, es lo suficientemente poderoso como para expli-
carnos el tipo de enlace que mantiene unida a la molécula.Esto
es muy importante para el problema que nos ocupari en los Si-
guientes capitulos, ya que obtener resultados analfticos,que
nos expliquen cualitativamente el comportamiento del sistema,
con un método sencillo, nos acorta enormemente el camino a
soluciones mi&s apegadas a la realidad. Por otra parte, el mé
todo L.C.A.0. en algunos cflculos para semiconductores compite
con los mejores cdlculos autoconsistentes en la reproduccién

de los resultados experimentales.



CAPITULO 11.

En este capftulo mostramos el modelo con que se repre-
senta un cristal y se discuten, el método LCAO y ls aproxi-
macién de amarre fuerte y se aplican primero al cristal
infinito y después a un cristal finito, encontrfndose la

oexistencia de los estados localizados.



1. La Aproximacién de Amarre fuerte y el Mé&todo LCAU.

Los modelos yue trataremos en este traba)o consisten
de un ygran nGmero de itomos hidrogenoides combinados en una

red cristalina.

En el modelo separamos el movimiento de los nicleos
del movimiento electrfnico y de este tomaremos en cuenta
uno de los electrones sumergido en un potencial efectivo V
producido por la presencia de los nficleos y los demfs elec-
trones. Supondremos que al describir el comportamiento de
este electrén, estaremos describiendo el comportamiento de

los demfis el cual es similar (ref.2).

La ecuacifén de ondas del electrén es la siguiente:

VY. aMiEn o ()

Para encontrar la funciSn de onda Y'y la energfa E del
electrén on el cristal dados por la ecuacibém (1), es nece-
sario utilizar una técnica aproximada. Consideremos prime-
ro, un electrén moviéndose en el campo de un ftomo aislado,

la ecuacién de ondas del electrén es:

Vide + aam?ee - v Pep = o )

donde U(() es el potencial al que estd sujeto.f(() es la



[
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funcién de onda asociada a un estado de enerygia E vy e es
o
el vector de posici6n del electr6n desde un sistema de re-

ferencia centrado en el itomo.

La aproximaci6én de amarre fuerte consiste en suponer
que el electr6n estf muy ligado a su ftomo en el cristal.
Ademfis se considera que los dtomos del cristal estén tan
separados entre si, que las interacciones entre ftomos cer
canos son relativamente débiles, por lo que solo se toman
en cuenta aquellas que se llevan a cabo entre los vecinos

mfs cercanos, en este caso serfn los primeros vecinos.

En estas condiciones se espera, que la energfa del
electr6n en el cristal no difiera mucho de la energia E‘
del electrén en el fitomo aislado, de tal manera que E-E.«l
y que la funci6én de ondas del electr6n en el cristal esté
estrechamente relacionadas con las funciones de onda de

los ftomos aislados.

Como no hay manera de encontrar la solucién exacta de
la ecuacién (1), se propone como solucifn una combinacién
de los orbitales atémicos centrados en los &tomos que for-

man el cristal.

A este método se le conoce como L.C.A.O.

Y- % % #(6) 3
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Em 18 expresiém (3) los ¢(€,) no necesa:
man uns base. Este mftodo se empez$ a util:
todo para resolver problemas de fisica molec ..
obteniéndose buenos resultados como ya se mo-
caso do la moléculs de hidr6geno ionizada, c.
propone como funcifn variacional, una combir.

de orbitsles stémicos 1s solamente.

Tomando em cuenta la aproximacidn desc:

remos lo siguiente:
s_j-jf(f.) gy az
b et

<08
'j,.'
T §
Y ® @8 otve caso
T Wy o
H509° @

O 6A Otro Ccaso

La primera integral nos determima el tru
eatte las funcicnes de onda cemtradas on dos

tes 8y j. En la aproximaciéa se considera .

nasnafia frAn raanacta a 1 v ane al traclane er -

ib)

ve
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ClNO> s tal CyUueno yue se Jdesprocia.

La seyunda integral es una correccién a la energfa,
cuando )=m nos ds la emergfs coulombians, y cuando --jfl
vs la inteyral de resonancis, ls cusl aos determina el efec
to pruducaido por el hecho de que el electrfm se oncuentra
resonando entre los Stomos vecinos, debide a8 que mo perte-

nece ¢n forma exclusiva a nimguno de los dos.

51 sustituimos la funciéo de onds (3) y el valor de
v%(ﬂ;. aespejado de 1a ecuaciéo (2), en la ecuacidn dife-

rencial (1) se obtiene la siguieate relacibm

o

Z o (-Be)-(v-u( g egy) - 0

e

L
y multiplicando 6sta por ,(‘) e iategtendo sobre todo
el espacio, la eccuscifa se tranafoTum B was ecuacifa de

diferencias Jde seguado ovrdmm,

NI (CERTEY SN (LIS LY E""“P] 0

ya que do todos los elemeatos de la sumatoris sflo serén
diferontes de cero los dades em la defimicidén (4). Esta
ecuscidn de diferenciss se puede reducir si tomamos en
cuenta que (B-B,)S es uns caatided ada afis pequefia yue
(B-Es) ¥y 8 las que habfamos supuesto muy pequefias con

respecto a 1. Finalmente obtenemos que:



L\l?-j;'o) ‘:‘j‘n A TR A Y N A

la solucién més gencral de la ecuacifn de diferencias (3)
es:

a s Aeino . Be-inO )
donde A y B no dependen de la variaole n. Como la funcién
de onda debe satisfacer c¢i teorema de sloc.. (ref.s), resal
ta yue 6 es una constant¢ conoclua como vl awomento del

cristal.

Si substituimos la soluciénf) en (5) obtenewos la ban

da 1s del espectro de cnergfa del cristal infinito
E= h° v ¢ chos ] (7)

donde @ varfa en el intervalo (0,W) de una manera conti-
nua, por lo que el nGmero de niveles dentro de la banda es
infinito, y los limites de la banda estén dados por:

E= b <o+ 2p y Ee B *«- 20

Cualquier valor de energia que esté fuera de esta
banda est§ prohibido para el electrén, ya que implica cos@»1
o cos 8 -1, las cuales solo se satisfacen para valores com
plejos de ® qyue nos darfan divergencias cn a  ypor lo tan

to funciones de onda no bien comportadas fisicamente.



La banda 1s de energia (7), tiene una anchura de 4 3 la
cual se va reduciendo a medida que la inteygral Je resonan-
cia ¢ disminuye en valor absoluto, hasta llegar a E-L° cuan
do %=0 y Q-O , que corresponden al caso en que los itomos
estén infinitamente alejados unos de otros, suponiendo yue
el comportamiento de % y(}con la separacifn entre 4itomos es
similar al que se muestra en las curvas de las grificas 1 y

II.

Fuera del intervalo (0,W), los valores de la energfa se
repiten con una periodicidad y la zona definida por este

intervalo es conocida como la primera zona de Briliouin.

'
.



2. El Cristal Finito.

Hasta ahora hemos representado el cristal como una ca-
dena infinita de ftomos, por lo que um electrén en este cris
tal estard bajo la influencia de un potencial peribdico pro
ducido por los nficleos iSnicos, que se extiende a lo largo
de 1a cadena con uns periodicidad igual a la de 1la red y
un potencial promedio producido por todos los demds ciectro
nes del cristal. La solucién de la ecuacifn de ondas se pro
puso como una combinaciémdineal de orbitales atSmicos esfé
ricamente simétricos, localizados en cada uno de los iones,
de tal maners, que la densidad de probabilidad sc¢ cvnouentra
distribuida uniformemente en todo el cristal.. Estc corres
ponde sl hecho de que ls soluciém de ls ecuacién (5; sea una

funcién oscilante, o sea que el producto s -a, es 1gual para

cuslyuier n. Una modificecidn en la ostru:tura cristalina
anteriormente descrits, producirf uma ruptura en laperiodi-
cidad del potemcial, 1o que modificard necesariamente los
resultados que obtengamos sl aplicar el mftodo de solucifm
mostrado. BEn priacipio, podemos esperar que la distribu-
cidn de 1ls densidad de probabilidad varfe y que el espectro

de energfas del cristal no ses ¢l mismo.

Bn 1939 s81i6 pudblicado un trabsjo en el que Goodwin
(ref.6) presentd fOSrmulas explicitas para 1a energia y las
funciones 8. onda de los estados de un cristal finito uni
dimensional. El modelo propuesto por Goodwin consiste en

una cadena finita de N ftomos similares separados entre si




una distancia c, situados en los-puntos cuyos vectores de
posicibn, tomando el primer Stomo del cristal (£tomo cero)

como origen, estfn dados por 1la relacibm siguiente :
V= (€(G-1,0,00  §, 1,2,.......N
y si denotamos por ¥ el vector de posici6n del electrénm,

entonces v - Gj- f; es la distancia del electrén al j-8simo

nGcleo. (Fig.3).

Fig. 3

La ecuacifn de onda del electrén en este cristal y
su solucifn tienen la misma forma que la ecuacién (1) y
(3), pero habrf una ruptura del potencial em las orillas
del cristal, debido & 1o cual, las integrales de Coulombd
(4d) de los &tomos de los extremos serfn modificadas de

la siguiente manera:

H ;= « j¥ 1 o N..



Hy = HN.\'. x! (8)

vonde suponemos que la presencia de la superficie solo
afecta a los £tomos de los extremos, como corresponde a una
aproximacifén a primeros vecinos. Dos de 1la N ecuaciones
(5) se verfn afectadas por esta modificacién, siendo &stas

para n=1 y n=N de la siguiente manera:

a,( (E-Eo) - ') - a,0 =0

9)
ay( E- E_) -d') -pay = 0
y la ecuacién (5) ser8 vdlida para N=2,3,...N-1.
Si escribimos:
E-BO-“.e “'-‘Ie.
podemos escribir las ecuaciones (5) y (9) como:
écn ’an.‘ ~Qanﬂ =0 N-1 n 2 ... (10a)
(& 6. ) s, -2, =0 (10b)
(€ -6 )ay -pay, =0 (10¢)

La solucifn de (10a) y el espectro de energfas del cris
tal estfn dadas por las ecuaciones (6) y (7) respectivamen-
te, solo que ahora el espectro de energfas es discreto y los

valores de 8 van a ser seleccionados por las ecuaciones
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frontera.

Substituyendo (6) en (10b) y en (10c), obtenemos el

sistema de ecuaciones siguientes para A y B:

Ate, ¢*®-0) + Ble e ) = 0 (11a)

iN® ie -iN@ -10
Ae U (€, e ) + Be (€, ee ) =0 (11b)
si Ay B son distintos de cero, el sistema tiene solucibn
distinta de la trivial si su determinante es cero, de donde
resulta después de hacer un poco de flgebra que:

2 Q2)
sen (N+1)®6 - 2 033) sen NO + (53 sen (N-1)68=0

¢ e

Esta ecuacifn se puede desarrollar como un polinomio
en 0, de grado N+2, por lo que existen N+2 raices para 0 .
Cuando tomamos la rafz 0=0 en la ecuacifén (12), se puede ver

en la ecuacién (11a) que para toda (ﬁ)n. los coeficientes

de los orbitales atémicos A‘-MB se l?ncen cero, ys que A=-B
y debido a esto 1a funcién de onda se desvanece. Como esto
carece de sentido ffsico, y cuando 8 =W sucede lo lisno,
unicamente tomaremos en cuenta las N rafces comprendidas
en el intervalo abierto (0,%X). Si ;—4 a1 la ecuscibn 12 se

reduce a la ecuacién siguiente:

sen N8 (1- cos 6 ) =0



v
™~

6-0 y @ -Tﬂ también son rafices de esta ecuacifn, pero en
este caso la rafz 6=0 no nos conduce a un absurdo, por lo
que seguiremos teniendo N raices que son relevantes para
nuestro problema y corresponden a los grados de libertad

del cristal unidimensional.



3. Los Estados de Superficie.

La ecuaci6n (12) es una ecuaci6n desegundogrado para

£ , la cual tiene dos rajfces que pueden ser escritas como:

6-0/0 . ) )\ 1

Feuval Skl L (13a)
./(5"\

E_’Q:—L:- T“‘i“mt‘

%“ (13b)

Pars ?7/0 1a razén (13) va desde -1 para % =0
cuando no se considersn los efectos de superficie y« =f® ,
hasta valores positivos, pasaando por cero cuando “é -1,

El ndmero de miveles de energfe compreadido deatro de
los 1f{mites de la bands (7) sers igusl sl anfiero de rafces
reales de las ecuaciones (13a) y (13b), las cuales podemos
contar para distintos valores del cociente ‘Ole de la si-

guiente manera:
Cuando 6‘/e =0 la ecuacién (13a) queda como

sen%NO cos%O* cos‘zm su}o-o

que es igual a:

sen lz-(Nﬂ)O =0 = sen v



y
-}-(N*I)O < v
de donde
9 - vt
N+ T

Cuando N es par, los valores que tomamos para 8 son

. x an NTY
" N7 * N1 NeT

y el numero total de raices de esta ecuacibén serd

NT 2y o
NeT © m“. Vel
SiN es impar,
o= 2 4 N-1
NeT  * NeT Tt TNe

ve ;-(NJ)

De una manera similar se pueden calcular las raices
para la ecuaci6én (13b) y para distintos valores de —:‘—
Los resultados que se obtienen se muestran en la tabla T-1.
Las gré&ficas de (3a) y (13b) para N par e impar, se muestran

en las grdficas VII-a,b y VIII-a,b, respectivamente.
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TASLA T-1

- :

NUNSRO ©% AUMEND DE NULRD| N wm.

@icas DSALRS |Qmices Reaes | | & (W@
S fonw ecuncion|euwr GAcion |RIES B, | READ
» '3a 13b bl o

N par [Nimpar| Npar |Uimpar oL | 388 | e
° |N/2 @Yz | Nlo {w+yz| N | O | N
1IN/ je-V2 st [mdfe| N | O | N
>1 -2 ju-32 [wavz j@de [w-2] 2 | N
=1 |»¥2 lm.;jz wa{eel -2 | 2 | N
¢-1 |n¥e [Go-ﬂz ju-vejile n-z | 2 N
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GRAFICA VII -a
N par

F0)

(o {3

&
LiH
I

Las raices de 1a ecuacifén (13a),para N par dependen del valor de

6/9 :cuando este es igual a 0,F(0)=-1 y hay N/2 raices,para

e‘/P-l,F(O) =0 y el nGmero de raices es N-2, cuando la razén es

igual a (N+#1)/(N-1),F(0)=1/N hay (N-2)/2 raices. El caso en que
/(,--l, serf analizado posteriormente.

GRAFICA VII -b

F(® N impar
V L]
[}
N :
N - ve
[ a (w3 (u-0¥
N N N N

Para N impar la ecuacién (13a) tiene (N-1)/2 raices si / =0
(N-1)/2 si €°/<_‘-I y tiene (N-3)/2 raices si e"/<>-(N¢1)/(N-'I)‘
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GRAFICA VIII-a

N par

T

na

25
g
H

La ecuacién (13b) tiene N/2 raices cuando Q-/@-O. (N-2)/2 si 1la
razén es igual a 1 y (N-2)/2 raices si E0(,-(}401)/(16-1): en el
caso en que N es par.

GRAFICA VIII-b
T(o) N impar

\

En el caso n impar la ecuaci6én(I%p)tiene (N+1)/2 raices si €°/Q
es igual a 0, (N-1)/2 si la razén es iguala 1y (N-1)/2 si es

R I R AN




Las ccuaciones (13a) vy (15b) s6lo son vilidas en caso
<
de que -§—4~l. Cuando “°/y=-1 las ecuaciones se deben es
cribir de la s>1gulente manera:

N+1)8 =€oesen = (N-1)8

(N-1)8

= -

= to)—

(N*+1)0 -‘—(f—cos

El nGmero total de raices reales de estas ecuaciones,
es de N-2, tanto para N par como para N\ impar. Por otra
parte, cuando %s S0 Ef-f- %%%%% , la raz6n (13 ) es
menor que N, en cuyo caso, también se pierden dos raices.

En conclusién podemos decir que cuando Eibl [ %%f -1, hay
N-2 raices reales relacionadas con los e;tados de energias
permitidas del cristal infinito (7). Las otras dos raices
de la ecuacidn (12) deben ser complejas, que 8, el momento
del cristal, sea complejo, tiene sentido siempre y cuando
sigan sucediendo dos cosas: primero, que la energfa resultan

te sea real y sogundo, que los coeficientes a_ no divergan

n
para N muy grande. Un nGmero complejo de la forma wT 0\§
satisface ambas condiciones si §> 0. La energfa correspon-
diente a estos estados estf fuera de los 1fmites de 1la banda

permitida definida en (7) y esti dada por
N B
E Eo* L+ (49) 2 Qcosh i ... (18)

que como se puede ver corresponde a un estado mfs ligado que
los de la banda permitida, para m par, y menos ligado que

estos para m impar. A estos estados con energfas fuera de

1a hnndn navmitida ca lar ~fAanan~a rAamAn actadae Aa cunavficia



Haciendo ® compleja y N muy grande en la ecuacién (12)

s¢ puede encontrar el valor de{ y éste es:
exp (§) = (D" "/P (15)

(-I)'II €°/> debe ser siempre positivo por lo que en caso de que

ce
-—>» 1 el estado tiene energfa
®

B o= b ke 13 cosky

<o
vos1 2 E

la energfa del c¢stado es.
= k x . 2
BEo= ke 23cos"y

la cual corresponde a un estado menos ligado.

Goodwin solo consider6 el caso en que %)I y el caso

€
—.f -1 fue encontrado por L. Andrade (22).
<3
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4. La Funci6n de Onda de los Estados Localizados.

Los coeficientes de lafunci6n de onda pueden determinar-
se si escribimos el coeficiente B en términos de A utilizan-
do las ecuaciones (1la) y (11b). Sustituyendo en estas los
valores de € / obtenidos de la ecuacién cuadrética (12),

éstos son:

ana‘ sen (1,1\ . }-n)a (104
% cos lN . L C} (1ob
2 (Z Ry (

Las funciones de onda que resultan, salvo un factor de

normalizacién son:

Y,- gl f((n) sen (N + }en)e (17a)
n.
N

Y,- nf_‘ P(p) cos ( e Lnye (17b)

Los 8 correspondientes a las funciones)V; son las raices
de la ecuacién (13a), de la misma manera las 8 corresponden
a (17b) serfn las raices de la ecuacién (13b) y las energfas
correspondientes a estos estados, estfn dados por la rela-

cién (7).

Las funciones de onda de los estados localizados se ob-

ticnen haciendo 8 = mM + iY en las ecuaciones (17) y resultan
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Yaior. Lbe)- due] *(-i)me'Y[W?z\- P NI s
V. Lo+ gl e LoE) +$(6)] (s

Como se ve la funcibn de onda a( } es antisimétrica y
b( ) es simétrica con respecto al centro del cristal, o sea
par o impar el nfimero de itomos del cristal. Ambas funciones
decrecen hacia la parte interior del cristal en potencias de
e por lo que se puede decir que la probabilidad de encontrar
al electr6n es mayor en la superficie, que en la parte interna
del cristal. En la figura 4 se muestra un esquema de la den-

sidad de probabilidad de los estados localizados.

.”2

i 1 3 %2 -

Fig. 4

A las funciones (18a) y (18b) corresponde la energfia da-
da en 1a ecuacién (14), por 1o que los estados de superficie

son estados degenerados.



En este capitulo representamos un cristal infinito
con una cadena de &tomos semejantes, que se extiende en una
sola direcci6n. Encontramos el espectro de energias del
electrén sin resolver 1la ecuacién de ondas, para ello uti-
lizamos un método conocido en la literatura como L.C.A.O.
Luego vimos que se¢ modifica el espectro cuando hacemos fi-
nito el cristal. En un cristal infinito, los niveles energéti
COs se encuentran en un continuo dentro de bandas permiti-
das,separadas por bandas prohibidas. En el cristal finito,
los niveles dentro de las bandas permitidas son discretos
y en las bandas prohibidas aparecen estados a los que co-
rresponden funciones de onda que se localizan en la superfi-

cie del cristal.



CAPITULO III.

T.B.Grimley (ref.7) aplica el método L.C.A.0. para resol-
ver el problema de un ftomo adsorbido a una cadena unidimensio
nal semi-infinita. En este capfitulo discutiremos este trabajo
y presentaremos la solucién de este mismo problema con la téc-

nica de onda reflejada, desarrollada por L. Andrade B. (Ref.10)
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1. La Interaccifn entre un Atomo y una Superficic Cristalina.

Grimley public6 en 1958 un trabajo en el que calcula las
expresiones para los niveles de energfay las funciones de on-
da de un clectr6n en un sistema formado por un 4tomo y un
cristal semi-infinito en interaccién mutua, utilizando el mé-
todo L.C.A.0. y la aproximaci6n de amarre fuerte. En este tra
bajo demuestra 1a existencia de estados localizados debidos
a la presencia del ftomo adsorbido, cuvas energias estin fue-
ra de la banda permitida y fuera de la bania de los estados

de superficie.

El modelo consiste en un tomo A que se encuentra en uno
de los extremos de una cadena unidimensional de Stomos de tipo
C. Si tomamos el origen del sistema en ese extremo, los vecto

res de posicién de estos dtomos serfn:

vy = (a, 0,0) con g= 0,1,2...
y el vector de posicidn del ftomo A serf:

vy * (2, 0,0) con A<0.

Sea v el vector de posicién del electr6n, entonces defi-

namos
g 1% -7
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que serf como en el caso anterior, la distancia del electrébn

al (-6ésimo ftomo.

De acuerdo con el método L.C.A.0., la funcién de onda

serf:

Y ani) < E ¢ M
si se sustituye €sta en la ecuacibén de onda del sistema:

H¥=- EV (2)

4
se multiplica por 9tk(;) y se integra sobre todo el espacio,

la ecuacién (2) queda como:

Z by - S k] 3, =0 3)

donde

5t " Sﬁm pg 4z .
g = )0 wh ) az

En este caso hemos considerado que el traslape entre orbi
tales atémicos vecinos es lo suficientemente pequefio como para
ser despreciado. Ademfs es necesario hacer notar que el elemen
to HnQ , DO es exactamente igual al definido en la ecuacibn
(4) del capftulo dos, ya que aquf, el operador que act(ia sobre

é((.) es el hamiltoniano completo, mientras que en la ecuacifn
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(4) del capitulo anterior es la diferencia entre el potencial
efectivo y el potencial delftomo aislado. Sin embargo, segui-
remos denominando a H , como integral de Coulomb o de resonan

cia, ya que nos describen los mismos efectos ya discutidos.

El operador hamiltoniano puede escribirse como:

H= H + V

donde H° es el hamiltoniano cuando las interacciones entre el
dtomo adsorbido y el cristal se desprecian y V es el hamilto-
niano de interaccién. Tomando esto en cuentia y de acuerdo a

la aproximacién de amarre fuerte, podemos defiinir lo siguien-
te:

B =X m=1,2, ...N-1

° & a H®
H 00 o' = H NN

H°

A '*a. €A )

B iy = a=1,2, .. N-1

En las ecuaciones (5) estamos considerando el hamiltonia
no cuando las interacciones entre &tomo y cadena son desﬁ}e-
ciables, ol es la parte correspondiente a la energfa Coulombia
na para un &tomo en el interior de la cadena, ' es la inte-
gral de Coulomb de los ftomos que estfn en la superficie. Has

ta ahora hemos supuesto que el cristal es finito y por lo tan



to, de acuerdo con ¢l modelo de Goodwin, la integral de Cou-
lomb del ftomo N, también debe ser mudificada, €A es lu inte-
gral Coulombiana de 1 dtomo adsorbido separado de la cadenu

y finalmente, e es la integral de resonancia.

Por otra parte, tenemos que los términos de interaccién

serdn:

Va (6)

En las ecuaciones (6), se toma en cuenta la interaccién
entre el cristal ygl dtomo A, los dos primeros términos correspon

den a integrales de Coulomb y el tercero a la integral de reso-

nancia.

Utilizando las definiciones (S) y (6) en la ecuaciém (2)

podemos transformarla en una ecuacién de diferencias:

(e -«]lam. ¢ L2, +An.|] Q)



v las condiciones a la frontera cuando m=0 v m= A

T e R A e T i8a)

aA( E - GA - VA) - @'a°= 0 (8b)

Grimley supone que si N es muy grande, entonces la condi-
ci6n de frontera del extremo lejano al &tomo absorbido no pue-
de afectar de alguna manera significatjva a! problema gue se
desca tratar por lo que asume yue la contribacién del N- &simo &to
wo a la funci6n de onda puede ser considerada desprecciable,€sto

es:

La solucifén de la ecuacién (7) que satisface la condicién

impuesta cuando m=N es:
a " sen (N-m)@ 9)
a= 0,1,2,.....N
Mds adelante veremos que el imponer la condicibn (8c) es

equivalente a hacer el cristal semi-infinito y extender el do-

minio de la ecuacién (7) al intervalo 1€m<oqQ

Sustituyendo la solucibén (9) en la ecuacién de diferen-



cias (7), obtencmos cl espectro Jde e a0 Lol o0 L lal o anti-

nito:

E s+ 2(>cose (10)

De la ecuacién (8b) se puede despejar el coeficiente a

ay - 0130

E- gA-VA
la cual sustituida cn (8a) nos da:

, G'za
R T
A A

tomando en cuenta (10), (9) y las siguientes definiciones:

! -‘ - - - -
%J—- 2, £/, 20 (K €aV/p

72' e.z ,ez

podemos obtener después de un poco de f£lgebra la siguiente
ecuacién

e
(Z + f + cos® + send ctgNe)(Z' «+ ZcosO)-,

amn

con 8 ¢ (0,%)

Las raices reales de (11) secleccionan los niveles de ener
gia dentro de la banda (10) y dependerin del valor de 72 y 2'.

Para contarlas tomemos por simplicidad el caso (Z+f)=0 de don-
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F(8) = (cos® + senB «ctg N8 ) (2' +2cos@ ) a
Las raices de F(8) estardn dadas por

cos8 = -7'/2 cos 2'e (-2,2) vy

cos® sen N8 + sen8 cos NO = sen(N+1)8 = 0, de donde:

(N+1)0 anT n=1,2,...N-1,N.

y los valorcs de 8 serédn
N+1 N+1 N+1

Esto nos da un total de N+1 raices, que no coinciden con
los N+2 grados de libertad del sistema; pero que es un resulta-
do que ya esperdbamos obtener, ya que eliminamos uno de los

grados de libertad al hacer aN-O.

Al construir la gréfica de la.oculcisn (12) (gréfica IX)
se observa que para ciertos valores de qf con 2'=-1.5 Gnicamen
te existen N-1 rafces reales, de la misma manera podemos per-
der una de las raices reales si tomamos al valor de Z' fuera
del intervalo (-2,2) ya que en este caso el cos® es un anlme-
ro mayor que | o menor que -1. Las raices reales corresponden
a funciones de onda periSdicas y energfas dentro de 1a banda

permitida (10). La forma de las raices complejas es:

] -lﬂ‘#'\?
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de donde la energfa correspondiente a los estados locali:a-

dos es:

E=o+ (-1)" 2 ecoslw? ) 13)

Haciendo 6 compleja y N muy grande en la ecuacién (11)

obtenemos la ecuacifn que nos determina los valores de

(Z+ £+ (-1)%F) (2 + (-1)™ 2 cos h?) - 12 (14)

y de la misma manera los coeficientes de la funcién de onda

de los estados localizados serédn

ag = sen(N-m) @P iy) = i(-)y(N-mn o h(N-n)¢

3.= sen N@te ig = i¢-ny sen~h§

De estas dos expresiones, obtenemos que
a- ii%%;;— 8 sen-h (N-I)} )
y por lo tanto la funcién de onda serf:
14 ._::IY [(-1)“‘sen.h(u-,\)f(9 + senh N1(0)
+ (-1)™ sen-h (N-l)ff(l)#

Esta es una funcién que se amortigua hacia el interior
de la cadena, siendo la mxima contribucién la del Stomo ad-

sorbido y 1la afnima la del Ltomo N.



Grimley presenta en su trabajo el caso Z+f=0, Z'=-1.5
yuf-l y encuentra que existe un estado localizado con n par
que nos da'f-.405. Con estos valores de los parimetros cal-
cula los coeficientes de la funcién de onda, los cuales se

muestran en la siguiente Tabla.

xlo 1 2 3 4 S 6
a -1.5] 1 ].666 |}.444 |.296 |.197 }.132 | .088
Tabla 2.

De los valores de los coeficientes se puede ver que
el electr6n tendrf mayor probabilidad de encontrarse en el

Stomo adsorbido que en el cristal.

Para encontrar la condicién de existencia de los es-
tados localizados, Grimley sustituye el mfnimo valor real
de .~S-o. y lo sustituye en la ecuacifn (14) con 1la que

obtiene la siguiente expresién

@£+ (DM @+ (-D"2) -12 an

que define un hiperboloide (grffica X), el cual divide al
plano (2 ¢+ £f) - Z' en 7 regiones. En 6 de ellas estén

determinados los valores de los parfmetros que permiten la



existencia de ‘ reales mayores que cero y en la otra rey16n

del plano los e¢stados localizados estdn prohibidos.

20 ¢

.k, ‘
2 D /';\' a e _
) e N
i _1” e
Y
Y
\
v
e
. "
N ! ®
t
’
I’l
n
X
|
[}
Grafica X

La gréfica de la ecuacibn (Z+f+(-1)") (z' + (-Unz)'qz
corresponde a un hiperboloide. Las curvas con lfnea puntea-

da corresponden al caso en el que .12-1, la regién achurada



del plano corresponde a los valores de 2 + 1 y ' yuv w e
miten valores reales de s, mayores que cero. La linca cont”-
nua se obtiene tomando 22 y en c¢ste caso la regi16n prohiba -
da desaparece. Las lincas discontinuas son las usint tuas

de las curvas y el nGmero de estados localizades ocu::-utes

en cada regifn estd encerrado en un circulo.

A continuacién presentamos la solucibn al ...~  :.ble

ma con cl método de onda reflejada.
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2. El Cristal Semi-infinito. La solucibn general.

En el cristal semi-infinito, solo estamos considerando
una de las superficies del cristal a la cual se ha adsorbido
un 4dtomo A, ajeno a la cadena,:por lo que el ndmero de con-
diciones a la frontera que serd necesario considerar se re-

duce a las ecuaciones (8a) y (8b) del inciso anterior.

Si tratamos al sistema cristal-4tomo adsorbido como un
cristal e¢n el cual hemos modificado el parimetro de red en
cl dtomo de la superficie, podemos decir que 1a ecuacién (8b)
e¢s la condicion de frontera de la superficie, mientras que
la ecuacibn (8a) es la condici6n de frontera de la subsuper

ficie.

Visto de esta manera el problema,podemos obtener una
solucién general si proponemos como solucién de la ecuacién
del cristal infinito (7) la siguiente:

imé

a, " Ae (18)

La ecuacién (18) estfi plenamente justificada, ya que si
consideramos que 8 puede ser tanto real como compleja, el
L]

término Be 'B®

harfa diverger la funcién de onda cuando 8
fuera un complejo, por lo que hacemos B=0 . Por otra parte,

debemos tomar en cuenta que la contribucién del ftomo A a la
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funcién de ondas del electr6n no es la misma forma que la
de los demés dtomos, lo cual es de esperarse ya que el dtomo
A es un ftomo diferente a los de la cadena. Consecuentemen
te proponemos que:

12e

a = Ce a9)

si sustituimos (18) en (7) obtenemos el espectro de energias

del cristal infinito:
E =+ ZQcos 8

y sustituyendo (18) y (19) en(8a) y (8b) obtenemos un siste
ma de dos ecuaciones homogeneas para A y C, cuyo determinan-

te igualado a cero nos da la ecuacifn siguiente:
(z+£+e® 2+ 2c0s0) -112
y con & =p it se tiene que:

=

@+ £+ (M) (20 + 2(-1)" coshg)

que es la misma ecuacifén obtenida por Grimley. Haciendo

e‘- x,&sta se reduce a la ecuacién de tercer grado siguiente:

X3+ (1P @efrr)x? ¢ ((2e6)2 01-‘2)): + (-D(ze£)=0
(20)



Con el método dc onda reflejada estamos en posibilidades
de determinar Gnicamente las rafces complejas correspondien-
tes a los estados localitados y las funciones dc¢ onda y ener-
gias asociadas a estos estados, debido a que eliminamos una
de las exponenciales. Esto no es importante ya que Como es-
tamos tratando cadenas que tienen un n(mero infinito de &tomos
y entre los limites de las bandas, que son los que nos inte-
resan y los que podemos conocer, hay un nGmero infinito de
niveles de energfa correspondientes a un nGmero infinito de 8
reales. Las raices reales mayores que 1, de la ecuacién (2),
nos dardn las energfas de los estados localizados que se en-
cuentran fuera de los limites de esta banda, por lo que ten-
dremos un esquema completo del espectro de energfas del cris

tal.

En el primer inciso de este capitulo hemos reproducido
parte del trabajo que Grimley public6 en 1958 a cerca del 4-
tomo absorbido a una cadena unidimensional y discutimos al-
gunas de las limitaciones a las que lo conduce el enfoque con
el que resuelve el problema. En la segunda parte, resolvemos
el problema de una manera mucho mds sencilla que Grimley,

utilizando el mé&todo de onda reflejada.

Mds adeclante resolveremos el problema de una manera mis
completa y veremos como ésta solucién rebasan y contradicen

algunos de los resultados obtenidos por Grimley.



CAPITULO IV.

kn este capitulo presentamos el espectro de energfas y
la funci6n de ondas del elec.r6n en un cristal finito con un
stomo adsorbido. Hacemos también un anilisis del nGmero po-

sible de estados localizados.
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1. El Cristal Fainito.

En esta parte del trabajo resolvemos el problema sin uti-
lizar la condici6n del desvanecimiento de la funci6én de onda
en el extremo donde no se cncuentra el dtomo absorbido. Como
cl ftomo de esta orilla es un Stomo de superficie, su inte-
gral de Coulomb es igual a la del itomo cero, cuando no esta-
mos considerando la interaccibn entre éste y ¢l Stomo adsor-

bido, entonces

H°(U,0) = o' = H°(N,N).

Lon esta condicién se modifica la ecuacién de frontera

del fitomo N y queda como:
(E -«' )aN - QaN_' =0 (1)

sea

ag= (A + Bi)e™® 4+ (a-Bi)e O (2)

la soluci6n de la ecuacién de diferencias de segundo orden

del cristal infinito:
(E -az= @lag,, * a;,)

y las condiciones a la frontera

B‘(E 'CA - VA) -@'a,- 0
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donde las constantes A,B vy a)\ estin i1ndeterminadas.

Al sustituir la solucién (2) en la ecuacién de diferen-
cias del cristal infinito, obtcnemos el espectro de encrgfas

del cristal

E =+ 25 cos ¥

donde ® son las raices rcales de la siguicnte ccuacidn

(2' + 2cos 8 ) (Z + 1t + cos 8 + Zcos NO o cos (N+1)}# .;ene)-*[z

Zsen NO + sen (N+1)6
.. (3)

la cual se obtiene de igualar a cero el determinante del sis-
tema de ecuaciones para A,B y a, formado por las ecuaciones

de frontera del problema.

El nGmero de raices de (3) debe coincidir con el nGmero
de niveles del espectro y este debe ser igual al nlGmero de
grados delibertad del sistema. Para simplificar, considere-
mos el nGmero de rafces cuando la ecuacién (3) es igual a cero

y los parfimetros Z + { =0 y Z=1.

La primera rafz la obtendremos cuando

Z' + 2 cos8 =0 y cos8 =-Z’/2
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de Jdonde
con O real.

Las otras raices las obtendremos igualandc a cero el tér
mino en el segundo paréntesis de la ecuacifén (3). Esta ex-
presibn se reduce si tomamos el caso en que Z+f=0 y Z=1 y que-

da omo

sen(N+1)8 <+ sen(N+2)8 = 0

la cual se satisface si:

(N+1)8 = -(N+2)9 = 2nT

y @ = 2nl/(2N+3) y las raices son:

0= 2T/ (2N+3), 48/(2N+3), ... 2(N+1)W/(2N+3)

y en total la ecuacifn (3) tiene N+2 rafces, tal como espe-

rébamos .

El nGmero de singularidades de la ecuacién (3) estf dado

por la siguiente ecuacién:

senN®@ <+ sen(N*1)8 =0

de donde 8 = 2nV¥/(2N+1) y hay N singularidades dado por:

2T, 4w ... T
8 = et TINeT INT



tca XI es la grédfica de la ecuaci6n (3) y en e¢lla
¢ que el nGmero de rafces reales de esta dependerin

de lo. ores de qz y 2°'
Si hacemos 6 un complejo de la forma mK+ 3? en la ecua-
cién (3) y consideramos que N es muy grande, esta ecuacién se

transforma, después de hacer el cambio de variable x=et , en:

X3 (-1 (2eEe2)x% ¢ ((ZeF)2' + 1-:12)x + (1M (Zef)=0

.. (14)

que ya conociamos y que debe tener, en cada uno de los casos

n par o impar, tres o una raiz real dependiendo de los valores
de los parémetros. Como se puede ver, esta ecuacifm es la mis
ma que se obtiene en la solucién general del cristal semi-in-
finito(ec.(20)), por 1o que resolver el problema considerando
la otra orilla del cristal como una verdadera superficie no
afiade un estado localizado diferente y lo Gnico nuevo es que se
recupera una de las rafces reales, la cual se habia perdido en
la soluci6n presentada por Grimley. Ademfis hay un corrimiento
general en todos los niveles de energia dentro de la banda per
mitida. Esto lo que demuestra es que la presencia del ftomo
adsorbido modifica totalmente los estados del cristal, la ener

gfa de los estados localizados es:

E=dt+ (-1)° 23coshg

dondef estd determinado, como sabemos, por la ecuacibén cGbica

cn x-e‘ .



2. La Funci6én de Unda de los Estados Localizados.

La funci6én de onda dc los estados localizados se puede
obtener a partir de las ecuaciones de frontera para m=0 y m=
de los cuales se tiene

2!’ A
T (B-e, V)

B= -A (Z+f)+cos8) (Z'*Zcoso)-gZ
sen® (Z'+2cos®@)

Despejando en la ecuacifn (3) la expresifén que estd en
el numerador de B y sustituyendolo en esta expresifn, se
obtiene finalmente, que los coeficientes de la funcién de on-

da serdn de la forma:

a n2sen(N-m)@ + sen(N+1-m)@
B ZsenNo + sen(N+1)9

y la funcién de onda de los estados localizados, tendrf coe-

ficientes a_ con 0 complejas:
Bn_-m
ay= (-1) e ?
y la funci6n de onda

N
B o aE cometiggy

w
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la cual es una funcién que decrece exponencialmente hacia el
cristal, lo cual es consecuente con lo que mencionfbamos
anteriormente, ya que los estados localizados posibles se deben

a la presencia del &tomo absorbido.

La funcién de onda de los estados no localizados serd

Y. A 2 (Zsen(N-m)8 + sen(N-m+1)0H()
Zsen N8 + sen (N+1)6 a=0 )
(6

Si el &tomo ausorbido estf muy alejado del cristal las in-
teracciones entre ellos son despreciables y las funciones de
onda localizadas y no localizadas deberdn ser como las que obtu
vimos en el capitulo dos. Para ver esto podemos escribir 2
en términos de las ecuaciones de frontera modificadas siguientes:
(E-x')a. g8y - 0
(E- .g')aN - @‘N-l =0
de las cuales, después de sustituir las correspondientes a
y la expresién para E en términos de Z y 6 , se obtiene una

ecuacién cuadrética para Z:

Z%sen N@ + 22sen(N+1)8 + sen(N+2)9 =0

con raices

7 = . Sen(N+1)8 + sen®
1

senN®
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7.a -sen(N+1)8 - sen®
2 senN®

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (6) resul-
ta que las funciones de onda de los estados no localizados
son:

N
E 3
Yi- X cosm-nr2)6 Piby)

N
VZ = £0 sen(N/2-m)@ }3 (ﬁn)
me

Estas son las mismas que obtiene G®odwin, solo que ahora

la sumatoria corre desde cero hasta N.

Las funciones de onda de los estados localizados, son
funciones que decrecen hacia la parte interna del cristal,

como era de esperarse.
Yo [t 0¥l « P + (NP ey I
Y, [‘f((o)- GOVl ¢ oty - (-1)(N'y(ﬁ,_,)]e:£

Por lo que podemos suponer que, cuando la distancia de se
paracifn entre el cristal y el ftomo absorbido es lo suficien-
temente grande como para que las interacciones entre ambos pue-
dan considerarse despreciables, los estados localizados debi-
dos a la presencia del ftomo adsorbido desaparezcan y los es-

tados localizados debidos a la superficie del cristal se recu-
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En las gréficas Xl-a,b,c y d se puede observar, que depen-
diendo dc los valores de los pardmetros Z', Z+f y Z, se pue-
den tener a lo mds dos estados localizados, dados por las raf
ces complecjas de la ecuacib6n (3), las cuales tienen una parte
imaginaria ? » que es proporcionada por las raices de la ecua
cibn cGbica (4). Las rafces de esta ecuacifn que esten aso-
ciadas con estados localizados, deben ser positivas mayores que
1, a fin de que lasﬁ sean mayores que cero y las funciones de
onda no divergan en el infinito. Las otras raices de la ecua

c16n cibica no nos dan estados localizados.
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GRAFICA XI - a

2'y 2
F(e)
2/r) (T8 2 51
fl&- L \ | ﬁz ] ] (2 ( 0(-4
0 Fij ©
240 ”1‘“ %%“ﬁ

Cuando 2'>» 2 por lo menos habrf un estado localizado y
puede haber otro més si.!z;(z'~2)(z0f+l) 6 (z'-Z)(zof-l)w‘z.

Ambas condiciones se excluyen si entre si, ya que:

(2'-2) (Z-£-17>(2'+2)(2+£+1)

evidentemente no se cumple debido a que:

(2'-2) (2+4£-1) 0 con z'> 2 implica que®
(2'-2)20 y (Z+£-N20 y z+f21
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GRAFICA X1 - b
AN Y

F(e)

(-fui(-1)
X ar it e
raavas e
Dt

En el caso en que 2'( -2, pueden existir hasta dos estados
localizados si ademfs se satisface (2'-2) (2¢£-l)<b\2 6
('42) (Z+£+1)> ‘2

; nuevamente la desigualdad:
(2'+2) (2+£+1) >(2*-2)(2+£-1)
no se satisface ya que:

(2'+2)(2+£+1)»0 con 2'< -2 implica que

(2'+2)2 0 y (z+£+1)< 0 y 2+£L-)
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GRAFICA X1 - ¢
222> 0

-9 (2

¥E

Pueden existir hasta dos estados localizados si se sa-

tisface que:

nlz >(2'% 2) (z+£%1)
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GRAFICA XI - d

-0

tendremos hasta dos estados localizados si

1’>(z't2) (2+£%1)
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En el presente capftulo cncontramos uc los estados loca-
lizados de un cristal {inito con un 4ftomo adsorbido, coinciden
con los del cristal semi-infinito con ftomo adsorbido estudia-
dos en el capftulo anterior, debido a8 que la presencia del 3-
tomo adsorbido hace que la densidad de probabilidad clectréni -
ca se localice en la orilla donde éste se encuentra y por lo
tanto no importa que el cristal tenga otra supcrficic. Estos
estados localizados tienen caracterfsticas diferentes a los
estados de superficie, son estados no degenerudos con funcio-
nes de onda que se amortiguan hacia la partc lejana a la ori-
ll1a donde se encuentra el dtomo adsorbido. Adem&s mostramos
que cuando el ftomo adsorbido se aleja del cristal se recupe

ran los estados de superficie.



CAPITULO V.

En este capitulo mostramos una solucibén, a la que hemos
llamado solucién autoconsistente, que es més completa y sen
cilla que la obtenida con los métodos expuestos anteriormen-
te. Discutimos la variacifén de la energfa y la funcifn de
onda del estado localizado con la distancia de separaciém en-

tre el cristal y el Stomo adsorbido.



1. La Solucibn Autoconsistente.

Hasta ahora no hemos especificado el valor del parémetro
Aen ningGn momento y los resultados que hemos obtenido son in
dependientes de este parimetro, aunque la dependencia se en-
cuentra implfcita en las integrales de Coulomb y de resonancia
modificadas por la interaccibn cristal-itomo absorbido. La
solucién que presentamos a continuacifén resulta ser dependien-
te explicitamente del valor dc'A. el cual s6lo ha aparecido

antes como un subindice en las condiciones a la frontera.

Las ecuaciones de diferencias son expresiones que invo-

U R} de una varia-

lucran diferencias sucesivas U 1 x+n

x!
ble Ux que es funci6n de la variable independiente x.

F(Ux, u cos Upne x) =0 1)

x+1’
El orden de la ecuacién de diferencias (1) estf determi-

nndo por el orden de su diferencia mds grande.

La ecuacifén de diferencias del cristal infinito, (ec.(7)
del capitulo I11) es una ecuaci6n de segundo orden, que como
habfamos dicho tiene como solucién mfs general, una combina-
ci6én de ondas entrantes y salientes con dos constantes arbi-
trarias.

a = AelME , po-im@



En €ésta la variable independiente m corre entre los nG-
meros naturales. En las condiciones a la frontera (8a) y
(8b) del capitulo tres, encontramos que a A es funcién de la
variable X , que no es un natural. El probler- que esto re-
presenta queda resuelto si consideramos que el coeficiente a

es una inhomogeneidad en las ecuaciones.

Escribamos las ecuaciones (8a) y (8b) del capitulo III

de la siguiente manera:

(E-a' - Voa_ -ba, =g'a(1-X)
(2)
Blas (E-€, - Vya (1K)

A=1-X

donde X es una variable que nos determina la desviaci6n de

A de una posici6n igual a un pardmetro de red.

Si resolvemos el sistema formado por ambas ecuaciones,
para las constantes de la solucién general, podemos determinar

el valor de Ay B.

a,(1-0 ((2+£+¢'®) (2" + 2 coso ) -4 )
A= T 14
RO
R (g’ aefre'® @'+ 2 cose)) )
- (]
(efo ~ 1o

Los estados localizados corresponden a los momentos



complejos del cristal de la forma 6 = mW ¢ 1? , por lo que
los coeficientes ap,

ay = ACG-DEM e 4 p(o1)mnemt

divergen cuando m tiende a infinito en el término que contie-
ne a la exponencial creciente, y B tiene que ser necesariamen
te igual a cero. Si igualamos la ecuacién (4) a cero podemos

obtener, haciendo @ compleja Yy e1 =x, la siguiente ecuacién

x3 ¢ (P (2efezr YxP e ((Z+£)2' ¢ l-l'tz)x o (-1)P(ze£)=0
.(5)
que es igual a la ecuacién ( 4) del capitulo IV. Por otra
parte, no perdemos generalidad, si hacemos A=1 en la ecuacifn

(3), de donde obtenemos el valor del coeficiente del orbital

atémico del dtomo adsorbido:
- x-x3 A

Oz D)3+ (-1 ((ze£)2' + 1-nd)xPe(zega2)xe (-1)Y)
.. (6)

A

que como podemos ver depende explicitamente de la distancia de
separacién , de los pardmetros del sistema y de la energia

del estado localizado.



2. Un Cristal Especial.

Para observar la dependencia que tienen, el nfimero de es-
tados localizados, el valor de su energfa y su funcién de on-
da respecto a los pardmetros caracteristicos del cristal, cons
truimos gréficas de la energfa contra la distancia de separa-
cifén del dtomo adsorbido y calculamos los valores de los coe-
ficientes de los orbitales atémicos, suponiendo que los parf
metros que tomanen cuenta la interaccién entre el cristal y el
&tomo absorbido son funciones de la distancia de separacién
entre las dos. Como las fuerzas que mantienen unido el &tomo
A a la superficie del cristal son las mismas fuerzas que ope-
ran entre dos ftomos o dos moléculas, podemos esperar que la
dependencia de los parfimetros con la distancia de separacién
sea similar a la de los parfmetros de dos ftomos. Tomando
en cuenta esto supusimos, por sencillez, que la dependencia
con es semejante a la mostrada en las curvas de las grdfi-
cas V y VI del capitulo I. Ademis, tomamos como constantes
los parfmetros en los cuales no se considera la interaccién
entre el ftomo A y la superficie, con la condicibn de que
cumplieran el requisito encontrado por L. Andrade para la

existencia de los estados de superficie

dl.éiﬁ(-]

A
El caso en que ‘LE—5>1 , no lo analizamos en este

trabajo aunque como vimos en el capitulo II, también hay es
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tados localizados.
Los parfmctros dependientes dc.z fueron los siguientes:

@' " 36 se2S /g 2% @+1)
se o3 (1434393

v, = 2% (1 . %)

A

Vc' I.l\’A

donde i= ‘/\l
Los pardmetros constantes fueron:
«=-2 '=-1.1 , @--.s , GA--I
y ez/Zao-l, nos define las unidades.

Como se puede ver los resultados que obtenemos solo tienen
un valor cualitativo, ya que al suponer estas variaciones con-
sideramos el ftomo A igual o del mismo tipo que los demfs 4to-
mos del cristal. Sin embargo, nos proporcionan la variacién
de la energfa con la distancia de separaciSngque es lo que desea
mos obtener. Este problema, en el que el Gltimo atomo de una
cadena cristalina de Atomos semejantes se encuentra a una dis
tancia diferente a la del pardmetro de red, por efecto de la

superficie, ha sido tratado de una manera diferente por distin
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tos autores.

J. Kouteck y (ref.12) trata con funciones de Wannier, cn
la aproximacién de amarre fuerte, a los estados de superficie
producidos por un potencial que es funcifén de su penetracién

en el cristal.

Phariseau (ref.13) discute los estados que llama de sub
superficie en un cristal, unidimensional semi-infinito, con
el método de la funcidn de Green; que se¢ deben al desplaza-
miento de los primeros n ftomos del cristal, de sus posicio-

nes de equilibrio en un cristal infinito.

M. Steslicka y K.F.Wojciechowski (ref.14), investigan la
influencia de la deformacién de la latiz en la condici6n de
existencia de los estados de superficie en la aproximacifn de

electrén casi libre.

S.G.Davison (ref.15) discute la existencia de estados
de superficie en un cristal diat6émico deformado, usando la
teorfa del orbital molecular y la aproximaci6én de amarre-fuer

te.

M.Steslicka (ref.16) estudia los estados de superficie de
un cristal de d deformado, cambiando la integral de resonan-
cia entre el fitomo de la superficie y en ftomos vecinos por

efecto de la deformacién en la superficie.



S.G.Davison y M.Steslicka escribieron un artfculo en
el quc resumen los estudios que se han realizado en este ti
po de cristales, desde los modelos monoat6micos lineales,
nasta los sofisticados modelos de cristales tridimensiona-

les. (ref.17).

Joel A.Appelbaum y D.Ramann construyeron un potencial
realista para la superficie del Si({1{1), considerando la re-
lajacibén de éste, (ref.18) y presentaron grdficas de la den-
si1dad de carga en la superficie. Nosotros buscamos las rai-
ces de la ecuacibn (S) para distintas posiciones del fdtomo ad
sorbido y encontramos que existen hasta dos es*ados locali-
zados. Ambos, con energfas por arriba de la banda permitida,
cuando el fitomo absorbido estd alejado del cristal, una dis-
tancia menor que.54 parfmetros de red. Para distancias mayo-
res que .9 y menores que 2.2 pardmetros de red, uno de los
estados estf por debajo de la banda permitida y el otro con-
tinGa por arriba de la banda. Para distancias mayores que
2.2 parfimetros de red, s6lo existe un estado localizado y a
medida que el itomo adsorbido se aleja del cristal, la ener-
gia del estado tiende a 1la energfia del estado de superficie.
Los resultados que obtuvimos estdn de acuerdo con las predic
ciones hechas, tomando en cuenta las gréficas XI del capitu-
lo anterior, ya que a lo mis obtuvimos dos estados locali-

zados, como esperfibamos.

En la gr&fica XII mostramos los limites de la banda de

energfas permitida del cristal limpio.
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En la grdfica XI1II mostramos los limites de la banda
permitida con linca discontinua, y con lfinea continua, la
variacion de la energfa en funcién de la distancia de sepa-

racién obtenida de:

E = &+ 2 coshx (7)

donde s se obtiene de las rafces de la ecuacién (5). Cuan-
do el Atomo adsorbido se encuentra alejado a una distancia
de 1.4 parfimetros de red de la cadena cristalina, podeumos
observar un minimo en la curva que corresponde a la posicién
de equilibrio estable del &tomo adsorbido en el sistema. A
medida que el ftomo A se acerca al cristal, la energfa aumen
ta y el estado se encuentra menos ligado. Cuando el Atomo

a sorbido se aleja tanto de la superficie que podemos consi
derar las interacciones entre ambos despreciables, la ener-
gia del estado localizado tiende al valor de la energfa del

astado de superficie del cristal puro.
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GRAFICA XII

LA BANDA PERMITIDA

:3::’/ /. i

En la grdfica se muestra la banda permitida definida por
la ecuacibn:
E"’ZPC%O
donde @ es real, y corresponde a las rafices reales de la ecua

cién (3) del capitulo IV.
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GRAFICA X111

HTOON T T

En la grdfica se puede observar, con lfnea discontinua
los limites de 1la banda permitida y con linea continua la ener
gfa en funcién de la distancia de separacién obtenida de las
ecuaciones (5) y (7). Los momentos del cristal de la forma
mn+ i’ , con m un entero par nos dan estados ligados con e-
nergfas por debajo de la banda permitjda, mientras que los
estados con m impar, nos dan estados con energfas por arriba
de la banda permitida, correspondientes a estados ligados,s6lo
cuando el ftomo a‘sorbido estf muy lejos del cristal.
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La funci6én de onda de los estados localizados serd sal-
vo un factor de normalizacién

Veadg)« 0™ e

m=0

donde a y estd dada por la ecuaci6én(6) y las raices de la ecua

cién (S).

Calculamos la densidad de carga alrededor del &4tomo j

utilizando la siguiente ecuaci6n
2
la
Q - — it

: 2

|a,‘l- ¢ = lam\
m

con lo cual podemos determinar alrededor de qué ftomo se en-
cuentra distribuida la mayor densidad de carga. E1l valor de
los coeficientes de los 6 primeros orbitales atémicos, asf
como de la densidad de carga electrfnica alrededor del &tomo
cero (Q_), y del &tomo A ( Q,), se muestran en la Tabla T-3,
donde observamos que la densidad de carga es siempre mayor en
el ftomo de la superficie del cristal cuando los estados son
ligados, a diferencia de lo encontrado por Grimley, quien
como vimos en el capitulo tres, muestra que la densidad de
carga es mayor en ¢l ftomo adsorbido. Ademds podemos motar que
cuando A se acerca al cristal, la densidad de carga alrede-

dor de este itomo crece, pero la energfa corresponde a la de
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a la de un estado no ligado, por el ccntrario, a medida que

¢l itomo adsorbido se aleja del cristal, la densidad de carga
alrede.or de el &tomo adsorbido disminuye y aumenta en el &-
tomo de la superficie. Cuando la separacién entre el &tomo

A y el cristal aumenta, la densidad G, se hace cero y

la energfa del estado tiende a la energfa del estado de super-

ficie.

Los c&lculos se hicieron en su mayoria para un to-
tal de seis ftomos, lo cual fue suficiente para un gran nfimero
de casos, en los que los coeficientes de los orbitales atémicos

tiendeh répidamente a cero.

En este capitulo calculamos la energfa y la funcién de
onda de los estados localizados, debidos a la presencia de un
ftomo adsorbido, estos estados, como demostramos en el capitulo
IV, son iguales a los estados del caso en que el cristal es fi
nito. La solucién que mostramos depende explicitamente de la
posici6n del Gtomo adsorbido y es autoconsistente en el cflculo
de las energias y las funciones de onda de los estados locali-
zados. Encontramos que cuando el ftomo adsorbido estf muy cer-
ca del cristal, la densidad de carga alrededor del ftomo adsor
bido es muy grande, por lo que el sistema no estd amarrado y

la energfa corresponde a la de un estado no ligado.

De la misma manera, cuando el &tomo adsorbido se encuen-

. Ve s .l M. A 13- Vel ! ma malendadaa
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de A es muy pequeia, ambos constituyen dos sistemas indepen-
dientes entre si, y la energfa del estado es la energfa del es
tado dc¢ superficie. Encontramos ademds que existe una distan
cia de separacifn entre el fitomo adsorbido y el cristal, en

la que el sistema se encuentra en equilibrio estable y en este

la densidad de carga es mayor en la superficie del cristal.
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TarLa T3
mlaala]a]ala|ola]ee
O |-.00L| 460(-408| 363 [-322 | 286 | O | 2I2|-.388

143 |-141 806 |- 468 |.232 =158 | .092 | .020 | .650|- .159
‘2.2 | .141].383|.380( 393 |.334| .33 | .020| 43| -3.6
L4 |=5% | 804 |-165 | 034 -00% | 001 | 385 | 646 |2.069
14 | 43| 333|401 |.226 |.125|.030 | 225|539 |-3.886
1 |-304|.698[=131 |.024 |005 | .004 | 495 | 48%|2.438
1 | 495|566 |.433 | 331 [.253 |.194 |.241| 320 [-3.658
5% |38 .615|=124 | .023 |04 529 | 455| 2493
a3 |.338].366( .32 |.359 |,355.35] |.114] .34 | -3.6
5 |=903.424 |-0%3 [.3 | .002 815 |, 180 | 2335
S |-8¥ | 42 [L208 | o2 [~.050 | oed|.39B| 18l | .02F
.C |.984|.138|-010{.001 968 | 032 |11.83
.2 | 9% |.213|-033].006 |<001 Q82|.045|3.051
2.2 |-364/.98% |-234|.CoR |-.0l6 | .004 |.44F| 383(1.238




CONULUSIONES.

Aqui exponemos las conclusiones a las que llegamos des-
pués de comparar los resultados obtenidos,a partir de los mo-

delos que presentamos en los capftulos III, IV y V.



El modelo que utilizamos para resolver el problema del
ftomo absorbido, en lo fundamental es el mismo que Grimley usé
en su trabajo, al cual nos hemos referido anteriormente. Las
aproximaciones que utilizamos son las que &1 utiliza. a excep
ci6én de algunas, como la de extremo lejano, que se mencionan
en el trabajo. Pero Grimley concluye su trabajo una vez que de
fine ciertas zonas en el plano 2 + f - Z' (grifica X) en el
que existen zonas prohibidas y zonas permitidas para los esta-
dos localizados, encontrando el valor de la energfigdel estado
localizado y la densidad de carga para un punto de la zona per
mitida. Para estos valores de los pardmetros, Grimley calcula
los coeficientes de la funci6n de onda del estado y encuentra
que la mayor contribucién a esta se debe al orbital del 4to-
mo adsorbido y que la densidad de carga electrfnica es mayor
alrededor de este ftomo, y considera que este resultado parti-
cular tiene un carfcter general. Por nuestro lado, encontra-
mos que la solucifn del cristal semi-infinito coincide con la
solucién del finito, de donde conclufmos que los estados lo-
calizados existentes son debidos a la presencia del &tomo ad-
sorbido. Esto lo confirmamos al ver que las funciones de onda
asociadas a dichos estados se amortiguan exponencialmente hacia
el extremos lejano a la orilla donde se encuentra el ftomo ad-
sorbido, mientras que las de los estados de superficie se amor

tiguan hacia la parte interna del cristal, desde ambas super-



Ademds probamos que cuando ¢l dtomo adsorbido estd lo
suficientemente lejos de la superficie del cristal, como
para que las interacciones entre ellos sean despreciables, la
funcién de onda del estado localizado recupera la forma de
la funcién de onda del estado de superficie. Buscando una so
lucién que dependiera explfcitamente del parfmetro A , modifi
camos las condiciones a la frontera tal como mostramos en el
capftulo V, con lo que encontramos dos ecuaciones, una de dlas
result6 ser igual a la ecuacién que habiamos encontrado ante-
riormente para los cristales semi-infinito y finito y que
nos proporcion6 la parte imaginaria del momento del cristal,

y con ella la energfa de los estados localizados.

La otra ecuacién nos mostr§ una dependencia explficita

con respecto a A del coeficiente del orbital atémico del &to-
mo A . Varfamos los pardmetros del sistema, suponiendo que
las fuerzas que mantienen unidos al dtomo A y al cristal son
las mismas fuerzas que mantienen ligados a dos ftomos o a dos
moléculas, y encontramos que de los dos estados posibles, con
n par y n impar, s6lo los estados con n par dan lugar a umn es
tado estable del sistema. Observamos que cuando el dtomo ad-
sorbido estf muy cerca de 1a superficie del cristal, las fuer
zas repulsivas dominan entre ellos y el sistema no se liga

y la densidad de carga estdi centrada alrededor del &tomo A .

Encontramos que existe una distancia de separacién para
la cual las fuerzas atractivas y las repulsivas se equilibran

y dan lugar a un mfinimo en la energfa, y es a esta distancia



de separaci6n cuando tiene lugar la adsorcién. En la posici6n
de equilibrio estable, la densidad de carga es mayor en la su-
perficie del cristal y no en el 4dtomo aasorbido, como Grimley
habfa supuesto quesiempre debfa ocurrir.. Ademfs encontramos
que a grandes distancias de separacifn el sistema se desli-
ga y la encergfa del estado tiende a la energfa del estado de
superficie, consecuentemente con esto, la densidad de carga
alrededor del ftomo adsorbido se hace cero y la funcibn de
onda del estado tiene la forma de la funcif6n de onda del esta-

do de superficie.

Las grdficas de la densidad de probabilidad para diferen-
tes posiciones del ftomo adsorbido, incluyendo la posicién de

equilibrio se muestran en el apéndice de este trabajo.

Hasta aquf el problema que hemos resuelto s6lo tiene un
interés académico, pero estudiar el problema de un dtomo que
se adsorbe a una cadena cristalina, adn con todas las aproxima-
ciones que se hacenpara atacarlo, es una buena manera de intro-
ducirse al estudio de la catflisis. Este fenfmeno . se pue-
de entender como un fenSmeno de adsorcién en el cual dos sus-
tancias quimicas no reaccionan si no es bajo la presencia de
una tercera, pero que en principio se supone no participa en
la reacci6n. Podemos pensar que la tercera sustancia se adsor-
be a una de ellas, aumentando la densidad electr6nica en la
superficie y con esto la probabilidad de colisiones entre elec

trones, hasta que se efectGa la reacci6én qufmica. En la lite-



ratura, sc¢ oncuentran trabajos que se ocupan de la adsorcifn
de dos sustancias qufmicas entre sf (ref.19) y nosotros pen-
samos vn un trabajo pesterior, tomar en cuenta esos antece-
dentes y darle una mayor realidad a nuestro modelo, tomando
en consideracién que la aproximaci6én de amarre fuerte s6lo

es aplicable a cristales de tipo ifnico-covalcnte, pues estd
suponiendo que el clectrén se encuentra muy ligado a su ftomo
dentro del cristal. En este trabajo los resultados finales
que obtuvimos solo son aplicables a cristales de este tipo
con dtomo que tengan un electr6én fuera de capa cerrada ya que
pusimos funciones de &tomos hidrogenoides como orbitales,pero
en general el método es aplicable a cristales con dtomos que
tengan dos electrones fuera de capa cerrada por &tomo, ya que
de acuerdo al principio de exclusién de Pauli en la banda

1S pueden haber hasta dos electrones conespines contrarios

por nivel. El método L.C.A.0. que se utiliza aqui restringe
aGn mds la aplicabilidad del modelo a cristales que tengan un
parfimetro de red lo suficientemente grande como para conside-
rar despreciable el traslape entre orbitales. Dentro de la a
proximacién de amarre fuerte, este problema puede ser resuel-
to, utilizando funciones que forman una base ortonormal, con
los cuales el traslape entre dos orbitales diferentes es cero,

como las funciones de Wannier (ref.20).

La extensién al cristal tridimensional es relativamente
sencilla. Goodwin trata la superficie de un cristal tridimen-
sional y Grimley también extiende su trabajo a un cristal

tridimensional (ref.6 y 7). Recientemente, J.M.Veldzquez (ref.



21) terminé su trabajo de tesis, bajo la direcci6bn de L.Andrade
en ¢l que trata el problema del 4tomo adsorbido a un cristal
tridimensional con funciones de Wamnier y el método de onda

reflejada.



APENVICE

En el siguiente apéndice se muestran las grdficas de la
densidad de probabilidad para un cristal semi-infinito al cual
no ha adsorbido un 4tomo a distintas distancias y se explica

la manera como se construyen las gréficas.



Podemos yraticar de una manera aproximada la densidad de
probabilidad para distintas posiciones del dtomo absorbido s1

vemos a la ecuacién

como una suma de orbitales atfmiccs centrados en dtomos dife-
rentes. El problema consiste en hacer esta suma de una mane-
ra adecuada. La forma en que la realizamos fue tomando los

orbitales de dos en dos en coordenadas esferoidales prolatas
y transladando ¢ origen de esta; s lo largo de la cadena de

la wmauers siguiente:

V -'xaofxl 012 47_5 +
o= ah(r M) + a.,f(r.o)

7(m- anj(r.m.) + an,|¢(1‘,m'1)

donde las (r,m) son orbitales 1S de &tomos hidrogenoides.

En coordenadas esferoidales prolatas, en términos de
(4,V,p) las ecuaciones de transformacibn de un sistema de coor

denadas cartesianas rectangulares son:

R
= senh usenV cos Y

R
Y 3 senhu.sen\/senso

- R
A 7 coshucosv



En el plano X-I con Y=0 (fig.4) se puede ver que

ret o)

(G2

(2,X)

l'] * 1'2' cte

Ty - T, = cte
y utilizando las ecuaciones de transformaci6én tendremos que

r, = R/2(P) + 0)) 1£0,4
r," R/2 (P, - 0;) -1992‘- 1

1= R/29, O, 0‘.(?‘.' 2



con Ql = coshu y QZ- cos Vv

En estas coordenadas:

X, = oage RO 0) amne'“"’z(pl' €,

o <R/2 p,(‘ne-qa/zpz, a.ﬂga/z%)

donde R es el cociente de la distancia de separacién de

los ftomos m y m+1, entre el radio de Bohr.

En un punto de la linea que une a los dos nGcleos:

rl*rz-R yOl-cte-l

de donde tenemos que:
R/2( 1 +pz) + R/Z(I-QZ) = R

QZ. '2(_"1-1 varia desde -1 a 1

- R
2= 36

La suma se realiz6 tomando en cuenta la translacién que
se hizo del origen del sistema de coordenadas y las gréficas
de la densidad de probabilidad para distintas posiciones del

Gtomo absorbido se muestran a continuacién.

Joel A.Appelbaum y D.R.Hamann, proponen un potencial rea



lista para la superficie del Si (111) y resuelven con métodos
computacionales la ecuacibén de Schroedinger. En su trabajo
muestran gréficas de la densidad electrénica, g?aficadus a
través de una linea normal a la superficie (eje z) y que pasa
a través del ftomo de la superficie (ref.18) como se muestra

en la figura F-5.

3 5 %

©ecTRon prusity ws A?

X.Y AVERAGE SURFACE S1ATC
-3
3

2 ams (5) 2 ams k)

FIC. 2. Plasar or 5-y average charge deasity plotted
alung the 2 axtis [(111) dtrection) for the (a) T aad (®) J
surfsce states for all three surface beads of the re-
laxcd structure. The beavy dots oa the & axts locste
the swm places and the origls is st the matchieg plans
(see text for deflnition). Note that aversge volume per
valcoce electroa to bulk 81 18 § A%,

Como se puede ver sus gréficas son parecidas a las que

nosotros obtenemos de una manera sencilla.



Las siguientes grificas fueron obten'das con los datos pra
norcionados por la solucién encontrada con e! modelo autoconsis
tente. y como se veri en estas la densidrd de probabilidad ng
siempre es mayor al rededor de’' ftomo adsorbido como tenf{amos
en el modelo snterior , sino que depende de la posicién del -
étomo adsorbido y de la energfa del estado, Y se puede dar el
caso que en une mism2 vosicidn del 4tomo adsorbido , existam
dos estados con energ{as diferentes , en uno de los cucles la
densidad de orobabilidad ses meyor en el dtomo adsorbido y en

el otro ses m-yor en el &tomo de 1r superficie del cristal.

XN

oo 1 2
Cuando la distancia de soparaciéni= .9 ,existen dos estados
localizados, en el que se muestrs aquf la energf{a B = ,027 y 1la

densidad de probabilidad estf fuertemente localizada en el &tomo 4

Y en la sunerficie dal cr stal v = .758



xy

J ;

A ° e T
En la misma posicidén -~ue en el ~a8so anier nr , la densidad de

probabilidad aumenta en el &tomo A y disminuye en el ftomo de la
superficie , B = 2.775 , <) = -815 , ambos estados tienen energies
que corresponden a estados no ligados.

I
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J K AN »d
kY
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A una distancias igual sl verémet-o de red , existen doc estedns

localizados, en este B = 2,438 y Q3= .495 . ua densidad de nroba

bilidad 2umenta en el ftomo de 1° suverficie, nn o es ligerimente-
mayor en el &tomo A.
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Le energfa de este estado worresponde & l: de un estsdo igado

N,
[

N H M

E = -3,658 y la densidsd de probabil dad se encuentra distributde

en el §tomo A y en los primero ftomos del cristal

2 AYII:
v
|
34
A ° 1 2 3 4

Cuando £ = 1.4 el sistema se encuentra en equilibrio , B = -3.8R6
Y 1 densidad de probrbilidad es mavor en el 4tomo de a sunerficie
la densidad de carga sl redecorde este &tomo es méxima y d:sminuye
si el 4tomo adsortido se aslejz o se scerca al cristal.
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En la posicién de eouilibrio existe otro ec<tado no ligado econ
una energf{a E & 2,069 , en el cusl la densidad de probabilidad es
mayor en el ftomo A

T

A

Y ° 3 4 5
Cuandol=2.2 1° energfa del estedo localiz:do ec muy cercana -
al 1/mite inferior de la bendz permiiid: y 1z densidad de probabj
lidad se deslocslizas y se dict i{tuye &« lo lirgc del crist 1, hg
ciendose casi ce¥o en el 4womn adshrbido E = -2.6
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Bn le misme posicidn existe otro estado con un: enerzfa ovor
arriba de lz bsnda permitida, B = 1.238 , en esta la densidad -
de nrobabilidad se localiza en el &tomo de la suverfi ie , crece
en el tomo adsorbido y disminuye en el resto del cristal
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Bsta gréfica corresponde a. csso en eL aque el &tomo A esté muy
alejado del cristal,‘ = 4,3 parfmetros de red, y la energfa del
estado tiende a la energfa de! estado de sunerficie,E = -,.959 .




En las grédficas XIV a XXI, encontramos la densidad de pro-
babilidad de los estados localizados comprendidos en la tabla
T-3. Ekn éstas vemos que cuando el ftomo absorbido esti muy cer
cano al cristal(grdficas XIV y XV), la densidad de probabili-
dad esta distribuida principalmente en el itomo adsorbido, a es
tos estados corresponden energfas muy altas v no son estados

ligados.

A una distancia igual al parfmetro de red, existen dos es-
tados localizados, uno con energfa muy alta, por arriba de la
banda permitida, tiene una densidad de probabilidad mayor en
el dtomo ¢ adsorbido (grdfica XVI) y otro con una energfa que
corresponde a un estado mds ligado y con una densidad de pro-
babilidad mayor en el dtomo de la superficie que en el ftomo A
y que se amortigua mis lentamente hacia la parte interna del

cristal que en el caso anterior (grdfica XVII).

En la posicibén de equilibrio también existen dos estados
localizados, uno de ellos corresponde al mfnimo de la energfa
(grdfica XVIII) y en &ste, la densidad de probabilidad es més
alta en el Atomo de la superficie y decrece en este fdtomo si el
4tomo A se mueve de esta posici6n y la curva de energfa del

estado localizado es la lfnea continua debajo de la banda per



mitida en la gr4fica XIII. E1 otro tiene una energfa muy
alta y una densidad de probabilidad mds localizada en el 4tomo

adsorbido . (grdfica XIX).

En la grédfica XX, la energfa del estado es muy cercana
al limite inferior de la banda permitida y la densidad de pro
babilidad se deslocaliza y se distribuye a lo largo del cristal,
haciéndose casi cero en el ftomo adsorbido. La gréfica XXI,
representa la densidad de probabilidad cuando el dtomo absor-
bido estd en la misma posici6n y la energfa del estado es mucho més
alta, en ésta se puede ver que la densidad de probabilidad se lo
caliza en el dtomo de la superficie, crece en el dtomo adsorbi-

do y disminuye en el resto del cristal.

La gréfica XXIl corresponde al caso en que el fitomo A esté
muy alejado del cristal y la energfa del estado tiende a la ener
gfa del estado de superficie, como se puede ver la densidad de
probabilidad se hace muy pequefia en el &tomo adsorbido y decrece
ligeramente en el dtomo de la superficie, aumentando en el inte-

rior del cristal.
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