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I ~T Rü!IIJCC I üi\. 

Tratar un problema de muchos cuerpos, como el de un cris 

tal, desde el punto de vista de la mecánica cuántica no es un 

problema sencillo, ya que resolver la ecuación de Schrodinger 

que nos describe las particulas que forman el cristal, junto 

con las condiciones de frontera, implica la soluci6n de una 

ecuac16n de muchas particulas. Para resolverla podeaos prim~ 

ro, separar la parte nuclear de la parte electrónica, utiliza~ 

do la aprox1mac1ón de Born-Oppenheimer Lref.1) y después red~ 

c1rla a la ecuación de un solo electr6n, suponiendo que cada 

uno de los electrones se mueve bajo la influencia de un poten 

cial nuclear estático y el campo promedio de todos los otros 

electrones, seg6n el modelo de Hartree Fock (ref.2). Dentro de 

este contexto el modelo m4s sencillo de un cristal consiste 

en una larga hilera de iones positivos colocados regularmente 

a manera de una red cristalina unidillensional, los cuales pr~ 

ducen un potencial periódico, con una periodicidad igual a 

la de la red, donde cada electrón en este cristal experimen­

ta adem4s de este potencial, el potencial de fondo producido 

por todos los demás electrones. (fig.1) 

Fig. 1 



Kroning y Penney (ref.3) llegaron a la soluci6n exacta Je 

la ecuaci6n de Schrodinger utilizando un potencial peri6dico 

infinito de pozos cuadrados. En la soluci6n encontraron que 

ol espectro do energía del cristal está formado por bandas de 

onorgía permitidas y prohibidas alternadas. Cuando se toma en 

cuenta la superficie del cristal, el espectro de energ!as an­

terior se modifica y en él aparecen niveles dentro de las ban­

das de energía prohibidas y a estos nivel& corresponden funci~ 

nes de onda que se amortiguan hacia el interior del cristal. 

A estos estados se les conoce como estados de superficie o lc­

calizados. El primero en notar la existencia de los estados de 

superficie fue ?amm (ref.4), quien consider6 que la periodi~~ 

dad del potencial de un cristal, segtln el modelo de Kroning­

Ponney, debía romperse en la superficie, por lo que a estos 

estados se les denomina también "estados de Ta.a." 

En este trabajo encontramos la aodificaci6n en el espectro 

de energías de un cristal, en el cual se ha adsorbido un ltoao 

diferente a los ltomos que lo coaponen . Resolver la ecuaci6n 

do Schrodinger de un solo electr6n en este cristal resulta re­

lativamente sencillo si utilizamos la técnica conocida como 

Combinaci6n Lineal de Orbitales At6aicos (L.C.A.O.) (ref .S), la 

cual fue utilizada por Goodwin (ref.6) en 1939 para encontrar 

los estadosde superficie en un cristal finito, por lo que la 

cuesti6n 11:ls importante se reduce a seleccionar las condiciones 

de frontera adecuadas que nos reflejen las caracter!sticas fisi-



A fin de entender más claramente el problema se le ha 

dado al trabaJO la siguiente estructura: 

Para entender el comporta.miento del electrón en el campo 

cristalino, empezamos estudiando en el Capitulo I, el compor­

tamiento de un electrón en el campo de dos protones (la mol~ 

cula de hidr6geno ionizada) utilizando la aproxiiaaci6n de Bor~ 

Oppenheimer y el aEtodo variacional. Mostramos las gráficas de 

las oncrgias en las cuales tomamos en cuenta: las interaccio­

nes atractivas entre n6cleo y electr6n y la repulsiva entre a~ 

bos n6cleos; la interacc16n atractiva entre electrón y nGcleo 

solamente y finalmente la energía del electrón, todas ellas en 

funci6n de la distancia de separación entre los protones. 

En el Capitulo 11, describiaos el aodelo con el que so 

representa un cristal y aplicamos el aEtodo L.C.A.O., y la apr~ 

xillación do amarre fuerte a un cristal infinito. Obteneaos 

as!, la modificación del espectro de energías y la función de 

onda del electrón en el cristal cuando se toma en cuenta las~ 

porficie del cristal. 

En el Capitulo 111, es donde abordamos el probleaa del átomo 

adsorbido, que es el tema principal de esta tesis. Primero re­

producimos el trabajo realizado por Grimley (ref.7) y a continu~ 

ción mostramos la soluci6n encontrada por nosotros para un cris 

tal semi-infinito. 



en el Capitulo IV nos ocupamos del cristal finito con 

un átomo absorbido y analizamos la existencia de los estados 

localizados. 

~n el Capítulo V, el cual es el m4s iaportante de es­

te trabajo y en él exponemos los resultados que obtenemos al 

modificar la distancia a la que se encuentra el átomo adsor 

bido del cristal y mostramos la curva de energía del estado 

localizado en funci6n de esa distancia. ~n la literatura 

no hay antecedentes de este problema, aunque diferentes auto­

res tratan la modificaci6n del parúetro de red en la super­

ficie de un cristal por la ruptura de la periodicidad del po­

tencial, pudiendose considerar este probleaa c0110 un caso 

particular del que nosotros trataos. 

Posteriormente, exponemos las conclusiones a las que 

hemos llegado despu6s de haber discutido y coaparado los re­

sultados obtenidos con los diferentes aodelos expuestos ante­

rionaente. 

Por Gltimo, en un apéndice aostramos grdficas que nos r~ 

presentan la densidad de probabilidad del electr6n en el cri~ 

tal, para distintas posiciones del Atomo adsorbido y descri­

bimos la manera como construimos las gr(ficas. 

Las aproximaciones que utilizamos para resolver el probl~ 

ma hacen que el modelo s6lo sea aplicable a ciertos materiales, 

y esto va a depender del tipo de enlace predominante que manten 



ga unidos a los 4tomos que forman el cristal. Esto no, ;'erm, · 

te considerar que los electrones est4n firmemente l1gaJu, J 

sus 4toaos o bien que los electrones externos de los átomos 

estan casi libres, en cuyo caso las aproximaciones no .un adc 

cuadas. 



CAPITULO l. 

tia este capitulo se resuelYe el probl ... de la molécula 

de hidr61eao ioaiaada. utiliaaado la aproaiaaci6n de Born -

Oppellheiaer y el .,todo wariacioaal y se ... ,tran las gr4fi­

cas que aos descriua el c:oaportaaieato de la energia del 

sisteu ea funci6a de la distaacia de separaci6n entre los 

protous. 



1. La Aproxi.maci6n Born-Oppenbeiaer. 

Un cristal es un cuerpo formado por lto-,s colocados en 

el espacio segan un arreglo peri6dico, aanteniclo por las 

fuerzas que actúan entre los itoaos que lo coastituyen.Desde 

el punto de vista de la aeciaica culntica potl-,s tratar al 

cristal coao un probleaa de auchos cuerpos y resolverlo uti 

!izando ciertas aproxiaaciones, al¡wias de ellas generales y 

otras adecuadas a cada tipo de cristal en particular. 

La primera suposici6n que hareaos seri considerar que 

los nGcleos estln en reposo, la cual pod-s justificar si 

toaaaos ea cuenta que los nGcleos se auevea a&s leataaeate 

que el electrda. En efecto, ai .. tns la •• .. u protfn 

es de 1 .o7 x 10- 2711,la del electrfn es de 1.11 x 10-31 1¡. 

1o1uente y por lo tanto podeaos despreciar su aoviaiento, y 

considerar la distancia de separacifa eatre los protones coao 

un parhetro del sistaa. 

Para ver con .,s detalle ea que couiste la aproxiaacidn, 

toaeaos un sisteaa coapuesto de electrones de usa a y nGcleos 

de aasa M y sean r y R sus coordenadas con respecto al ce! 

tro de aasas. 

El 8'.ailtoniano del sisteu seri 

H. TR + Tr + V(r,R) (1) 
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donde TR es la sw.,a de las energías cinéticas de los núcleos 

y Ir la sumd de las energías cinéticas de los electrones y 

Ylr,k) es la ener 6 ía potencial, la cual incluye interacciones 

columbianas: electrones-núcleos, núcleo-núcleo y electr6n -

electr6n. 

Si consideramos al operador TR, el cual actáa sobre las 

coordenadas de los núcleos, coao una pequefta perturbaci6n,p~ 

demos escribir: 

con 

H • H + 
o 

H Tr + V(r,R) (2) 

Si los núcleos son auy pesados,los estados estacionarios 

del sistema estar4n dados por: 

(3) 

donde En(R} es una función continua de R, 'f n<R,r) es una fu!!. 

ci6n que supondreaos varia auy lent-ente con las coordenadas 

de los núcleos R, al aenos en la región que nos interesa y pa 

ra una R fija los subíndices n, corresponden a los nGaecos 

cu4nticos. 

Una vez conocidas las eigenfunciones del operador H-,las 

cuales forman un conjunto completo, se puede escribir la so­

luci6n de la ccuaci6n de ondas del hamiltoniano completo (1), 



corno 

LOS cocfacicntcs 1n(K) ,crán las c1gcnfunc1ones Je la 

ecuac16n de Sched1ngcr para el mov1m1cnto nuclear donJc la 

cnergla clectr6n1ca tnLK) Juega el papel de ener&Ia poten­

cial. ~sta ecuaci6n es 

donde los subindices v corresponden a ,o, números cuántico, 

nucleares, una descripc16n más detallada de la aproximaci6n 

se puede encontrar en los libros de mecánica cuántica que se 

dan como referencia. 



Z. La Molécula de Hidrógeno Ionizada. 

El sistema m4s sencillo que podemos estudiar baJO la apr~ 

ximaci6n adiab4t1ca es el sisteaa compuesto por dos núcleos 

y un prot6n, el cual nos servir4 para entender el comportam~ 

ento que tiene un electr6n en el caapo eléctrico del cristal. 

Este sisteaa corresponde a la aolécula de bidr6geno ionizada, 

Fig.(Z), la cual foraa cuando el 4toao de hidr6geno y el pro­

t6n se encuentran a una distancia de equilibrio Ro 

Fia. 2 

A pesar de la sencillez del sisteaa no se ha encontrado 

la solución de su ecuación de ondas, por lo que seguiremos 

aétodos aproximados, que describen adecuadamente el compor­

tamiento del sisteaa y que al ser comparados con los experi­

aentos sus resultados, son bastante buenos. 

Para esta aol6cula podemos escribir la ecuación (3) de 

la siguiente manera: 



o 

aonde rA' r 8 y k son las distancias de separación entre el 

protón A y el electrón, el protón By el electrón y entre am­

bos protones respectivaaente, tal coao se muestra en la fig. 

(2) . 

Para valores grandes de a, el sistema est4 coapuesto 

de un protón y un 4tomo de hidrógeno, con función de onda­

f'A o p8, para valores pequedos de R, de acuerdo a un trata­

miento variac1onal, propondremos una función variacional 

como solución aproxiaada de la ecuación (4). La aproxiaaci6n 

se basa en un importante teoreaa de la aec4nica cu4ntica 

(ref.8) que sostiene que la funcional 

es un limite superior de la enerala Eo del estado ús bajo 

del sisteaa dado por: 

Eo• )v:H0 'f0 dC 
donde f. es la función de ondR verdadera del estado base de 

tal manera que E)I Eo y la igualdad se da cuando es exacta­

mente igual a f'. 
La función {J debe ser continua y finita en el espacio 

de configuración y se puede escribir como una combinación 



lineal de funciones linealmente independiente .{ 1, X 2 , )"_, .. _..,0 

l~ ·, 

Los coeficientes c1 , c2 , •.. C111 son determinados mi· 

nimizando la energia (5) con respecto a cada uno de los C¡, 

despu6s de haber sustituido y normalizado la función (bJ en 

la ecuaci6n (S) 

R•l, 2 ... m 

La función variacional que utilizaremos será la combi­

nación simétrica y antisiaétrica de las funciones 15, ,PA y /)8 

del ,tomo de hidrógeno alrededor del núcleo A y del núcleo 8, 

en su estado base respectiv-ente. 

(7) 

Definireaos los si¡uientes eleaentos: 

HAA • HBB ')li HºPAd' 

HAB" HBA0 ~;A Hº fsdl 
(8) 

S ·}t ;B dt 

y la energía E 
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Eo j (CA A!CB B) Hº (CA A : CB BJd, 

J (CA A: CB B) (CA A ~ CB B)d1' 

4ueda en términos de las ecuaciones (8) coao: 

al minilllizar la energía con respecto a CA y CB se tiene el 

siguiente sistema de ecuaciones para CA Y CB 

(9) 

el cual tiene soluci6n distinta de la trivial si su deteraina!!_ 

te es igual a cero con que obteneaos 

Resolviendo la ecuacidn cuadr,tica para E obten•os las 

expresiones para la Ener¡la sia,trica y antisiaftrica en ter-

minos de HAA, HAB' y S resultan ser 

E. • 
HAA - HAB 

(1 Oa) a 1 - s 

E. • 
HAA + HAB 

(10b) s 
+ s 

sustituyendo (10a) en las ecuaciones (9) podeaos aostrar que 



y sustituyendo t 5 en las mismas ecuaciones resulta 4ue 

Las funciones de onda (7J normalizadas son las s1guien· 

tes: 

( 1 la) 

. 
a 

, 11 hj 

Para encontrar la energia correspondiente a estos esta· 

dos calcularemos los elementos HAA Y HAB' :,. 

donde EH es la ener¡ta del estado base del ,toao de hidr6geno 

entonces podeaos escribir la ecuación de ondas para la molé· 

cula ionizada como 

con 

y utilizando las definiciones dadas en (8), con R constante 

el t6raino HAA queda como 

HAA • EH + e2 /R · )fi (e2 /rBJfJA d' (12) 
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La integral por efectuarse recibe el noabre de integral 

de Coulomb y representa la interacci6n_Columbiana del elcctr6n 

situado en el orbital IS del nficleo A con el nficleo By la de­

nominaremos con la letra J, explfcitamente 

( 13) 

en dondea.esigual al radio de Bohr y heaos usado para 'ÍA y Á 
las funciones de onda del estado base del a.o de hidr6geno, 

a saber: 

I> Aª 1~ cxp(-rA/a0 ) 

f 8• 1/¡¡r;~exp(-rB/a0 ) 

La intearal (13) puede hacerse en coordenadas esferoi­

dales prolatas, El resultado es: 

J• -e2/a0 [ 1 /D - exp(-2D) (1 + 1/D)] (14) 

en (14) heaos introducido la variable D• R/a0 • La ecuaci6n 

(12) queda finalaente coao 

(1 S) 

De la misma aanera HAB estf dada por: 

• SEu + Se 2 / a_D + K 
( 16) 
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a, se le conoce como integral de resonancia y representa el 

intercambio del clectr6n entre los orb1talc~ 15 del núcleo 

A y del nGcleo B, con el prot6n A 6 B. el valor de la inte· 

gral K calculado en coordenadas esferoidales prolatas es el 

siguiente: 

( 17) 

En el mismo sistema de coordenadas el traslape S (ver 

ec. (8)) entre orbitales est4 dado por 

5° exp(·IJ) (1 + ¡J • :J¿/3) ( 1 8 J 

Las ener¡las correspondientes a los estados antisi.a6tr1· 

coy sia6trico proporcionadas en la ecuaci6n (10a) y (10b) 

se pueden escribir en t6rainos de las integrales de.Couloab, 

de resonancia y del traslape coao 

E •EH+ e 2/a D + (J + K) / (1 + S) S O (19a) 

(19b) 

De las gr4ficas de las energfas Es y Ea se pueden deter­

minar la distancia de separaci6n entre los protones, para la 

cual el sisteaa es estable. Es claro que la forma de la cur­

va y el mtnimo que se deteraina depende ~e la funci6n varia­

cional que propusimos como soluci6n de la ecuaci6n de ondas, 



por lo que el grado de aproximaci6n de la curva obtenida 

con el comportamiento real de ésta, está restringido por la 

"calidad" de la funci6n. 

Las gr4ficas de las integrales de Coulomb y de resonan­

cia, el traslape, los t6rainos HAA y tt 88 y las energías Es 

y Ea' en funci6n de la distancia de separaci6n entre los pro­

tones dividida entre el radio deilohr se muestran en las grá­

ficas 1, 11, 111, IV, V y VI respectivamente. En estas se 

hizo 
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GRAFICA I 

1 5 

6n la inte¡ral de CoulOllb s6lo estaos considerando la 

interacción atractiva entre el orbital electr6nico centrado 

en uno de los nGcleos y el otro nGcleo, por lo que J crece 

cuando los protones se acercan y se hace cero cuando Estos 

.tst4n infinitamente alejados. 
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t,AAl·ILA JI 

" 
1 l 5 o(rv.,,.) 

La resonancia es mixima cuando los orbitales cst4h ~obre· 

puestos y la encrgla de resonanc1a tiene ,u valor a{nimo. Cuan 

do los nGcleos se alejan, la resonancia tiende a cero. 
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GRAflCA 111 

.. D(V..) 

El elemento HAA resulta ser la suma de la energia del áto­

ao de hidr6¡eno, la inte¡ral de Couloab y la energía de repul­

sión entre los protones.Cuando la distancia entre éstos tiende 

a cero,es el tfraino repulsivo el que doaina y HAA tiende a i~ 

finito. Cuando los protones se alejan,tanto el término que in­

cluye la interacción atractiva,coao el •e la interacci6n repul­

siva.se hacen cero y el valor de HAA ti.ende al valor de la ene!_ 

Qfa del (tnan dP n;ArA~-ftn 
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GRAFICA IV 

D(ll/a.) 

El traslape entre los orbitales at&licos alcanza su va­

lor múimo cuando la distancia entre los núcleos es i¡ual a 

cero y decae como se auestra en la curva a aedida que estos 

se alejan. 



GRAFICA V 

Bl t6raino HAB iacluye adelds de la intearal de resonancia 
·e1 t6raino repulsivo y la enerata del atoao de hidrdaeno aulti­
plicados por el traslape entre los orbitales. Cuando los pro­
tones se acercan HAB tiende rapidaaente a infinito, ya que do­
mina la interacci6n repulsiva entre los nGcleos. Cuando los 
protones se alejan, HAB tiende a cero, el mfximo que existra en 
la gr4fica de K, a D•O, se desplaza debido a la interacci6n 
repulsiva. El que tanto K como HAB tengan un m!niao, nos indi­
ca que la mol6cula se aantiene unida debido a que el electr6n 
se encuentra resonando entre los orbitales de los 4tomos que 
la forman. 
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GRAFICA VI 

l 

5 D(Rta~ 

~n la ar4fica aostraaos las curvas correspoa4ieates a los 
estados sia,tircos y antisia,tricos. en ellas se puede ver que 
el estado antisiaftrico no es estable y en la curva de la ene~ 
gla para el estado siaftrico se observa un alniao, que nos in­
dica que este estado si es estable, la distancia de separaci6n 
para la cual el sisteaa esti en equilibrio es igual a r•Da0 • 

1 .32 A~ . La funci6n de onda del electr6n en esteestado es la 
(11a) y su energla es Es· -1 .13 e 2/2a0 • Cuando la distancia de 
separaci6n entre los protones auaenta el sisteaa se descompone 
en un prot6n y un itomo de Hidr6geno y el valor de la energla 

tiende a EH. 



Ll hwniltoniano Je un sistema de muchos cuerpos como el 

de las cadenas cr1stal1nas, que nos interesa, estará daJo por 

la ecuaci6n (1), s6lo que ahora TR corresponderá a la suma Je 

las energías cinéticas de los núcleos,Tr a la suma de las ener 

~!as cinéticas de los electrones y V(r,R) al potencial que in 

cluirá interacciones: electrones-núcleos, electr6n-electr6n 

y núcleo- núcleo. Como los núcleos de los itoaos son pesados, 

TR podrá ser considerado como una pequeña perturbac16n y reci­

bir el tratamiento de la aproximaci6n Born-Oppenheimer, ahora 

bien, si consideramos que los átomos están lo suficientemente 

alejados_sntre si como para que las interacciones entre segun­

dos vecinos sean débiles, y toma111os el hamilton1ano de un s6lo 

electr6n, Tr será la energía cinética de este electr6n y 

Vir,R) s6lo incluir4 la interacci6n entre los pri.aeros vecinos 

las cuales podemos suponer en el caso de que los átomos sean 

hidrogenoides, similares a las que present1111os aquí para lamo 

16cula de hidr6geno ionizada, cuando el sistema sea m4s compli 

cado, el trataaiento anterior11ente descrito se podría aplicar 

a los electrones de valencia. 

En este capítulo resolvimos la molécula de hidr6geno io­

nizada, utilizando la aproximaci6n de Born.-Oppenheimer y el 

método variacional, proponiendo una funci6n L.C.A.O. como so­

luci6n de la ecuaci6n de ondas. Vimos como la molécula se 

forma por el efecto de las fuerzas de intercambio y encontra­

mos que do los dos estados posibles, el antisimétrico y el 

simétrico, s6lo éste último da lugar a la molécula estable. 



2lJ 

Aunque el métoao no da resultados nWlléricos 4uc coincidan con 

los experimentales (Rexp•l .U!JA 0
, Dexp ~Z.79 eVJ, además de ser 

muy sencillo, es lo suficientemente poderoso como para expli­

carnos el tipo de enlace que mantiene unida a la molécula.Esto 

es muy importante para el problema que nos ocupará en los si­

guientes capítulos, ya que obtener resultados anal!ticos,que 

nos expliquen cualitativamente el coaportamiento del sistema, 

con un método sencillo, nos acorta enormemente el camino a 

soluciones más apegadas a la realidad. Por otra parte, el mé 

todo L.C.A.O. en algunos cálculos para semiconductores compite 

con los mejores cálculos autocons1stentes en la reproducci6n 

de los resultados experiaentales. 



CAPITULO 11. 

En este capitulo aostruos el aodelo con que se repre­

senta un cristal y se discuten, el a6todo LCAO y la aproxi­

aaci6n de aaarre fuerte y se aplican priaero al cristal 

infinito y despu6s a un cristal finito, encontr&ndose la 

existencia de los estados localiiados. 



1. La Aprox1mac16n de A111arre fuerte y el Método LCAu. 

Los modelos yue trataremos en este trabaJo consisten 

de un ~ran número de Atomos hidrogenoides combinados en una 

red cristalina. 

En el modelo separamos el movimiento de los núcleos 

del moviJniento electrónico y de este toaareaos en cuenta 

uno de los electrones sumergido en un potencial efectivo V 

producido por la presencia de los núcleos y los demAs elec­

trones. Supondreaos que al describir el coaporta11iento de 

este electrón, estaremos describiendo el comporta11iento de 

los demAs el cual es similar (ref.2). 

La ecuación de ondas del electrón es la si¡uiente: 

(1) 

Para encontrar la funci6n de onda 11' y la ener¡la E del 

electrón en el cristal dados por la ecuación (1), es nece­

sario utiliiar una dcnica aproximada. Consider•os prime­

ro, un electrón aovi6ndose en el ca11po de un ltoao aislado, 

la ecuación de ondas del electr6n es: 

(2) 

donde U(~) es el potencial al que estA sujeto,;((} es la 
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función de onda asociada a un estado de encr~ia E
0 

y fes 

el vector de posición del electrón desde un sistema de re· 

ferencia centrado en el átomo. 

La aproximación de amarre fuerte consiste en suponer 

que el electr6n está muy ligado a su átomo en el cristal. 

Además se considera que los átomos del cristal están tan 

separados entre si, que las interacciones entre átomos cer 

canos son relativamente d!biles, por lo que solo se toman 

en cuenta aquellas que se llevan a cabo entre los vecinos 

m6s cercanos, en este caso serán los primeros vecinos. 

En estas condiciones se espera, que la energia del 

electr6n en el cristal no difiera mucho de la energia E . 
del electr6n en el 6toao aislado, de tal aanera que E-E..«1 

y que la funci6n de ondas del electr6n en el cristal estE 

estrechaaente relacionadas con las funciones de onda de 

los 6toaos aislados. 

Coao no hay aanera de encontrar la soluci6n exacta de 

la ecuaci6n (1), se propone coao soluci6n una coabinaci6n 

de los orbitales at6aicos centrados en los 4toaos que for­

man el cristal. 

A este aEtodo se le conoce como L.C.A.O. 

(3) 
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la la expresi6n (3) los f ( fJ) no necesa. 

aan uaa base. Este •ftodo se eapezd a util, 

todo para resolver proble .. s de fisica 110lec 

obteni6ndose buenos resultados coao ya se ac, 

caso de la aolfcula de bidr6¡eno ioni:ada, e 

a>to,Oae COIIO fuaci&I variacional. una coabir., 

de orbitales ac6aicos 1 s solaaeate. 

Tomado ea cueata la aproaiaaci6n dese: 

reaos lo 11,uieate: 

s•J• Íl<f.l ;<fJ> H 

...,.J;,,.> (V•U(fj)); Cfj)d t 

'JJª' 

1JJta• I ·---~ 
" 

o• otro caso 

La priaea llltqral ao• •tellliaa el tr~ 

•tre , .. flacloae• de oada catnas en dos 

tH • 1 j , la la aproxiUcida se considera -

...... - ,,..., •••fta#•n • t v nu• A1 f'~ac.1ana P'!'" • 

~al 

lb) 

,v 

: •en 

Vl' 



;s 

c1110,, e·, Lrn ,e4uen1> 4ue se 11esprocia. 

1." sc1'u11Ja inteara.l es una correccidn a la ener¡¡la, 

CúanJo Jº• nos cia la onerala colal-bi&II&, y cuando ••j~l 

es L• rntc¡¡ral de resonaac:ia 0 la cual ua .. teraiaa el ef~ 

:o 1,ruuúc1d1> por el ilecM ._ qu el electflla so oacuentra 

resonando entre loa ,~a vec:t ... data a qu DO porte· 

ne.: .. en foraa exclusiva a aiqaao ele loa •a. 

,, i .;ustl tu~s la fllDCida ele olllla (J) y el valor de 

,; ·,t U,,, .i.ispcJ'lGO de la ecuacido (2), ea la ecuac i6n dife· 

r.:nc, :i l 1. 1 l se .:ibtiene la si¡llieate relactda 

y au.lti¡>U.cando 6ata por ~I,,> • l& ... 1110 Hbre tocio 

el eapacio, la ec:uacita ae .....,._ • .. ec:uacida de 

diferencia• ~e ............. 

ya ~ue do todos loa el-e.a•• la ... uria dlo serla 

diferentes ele cero loa...._ ea la 41eflaictda (4). Esta 

ecuacidn de difenaclu H ,_.. ....tW' ai ~a a 

cuenta itue (ti·li.) S ea ua caati. ... ata .a. ,... .... itue 

(B·E.) y ~ las i¡ue llablaoa Alpu .. to auy peqadas con 

respecto a 1. Finala•te obteDellOS i¡ue: 



la soluci6n m4s ,eneral de !a ecuación de diferencias (5) 

es: 

lb) 

donde A y II no dependen Je la variaole n. 

de onda d11be satisfacer ei t<'orema de .,1"'·· 

l:omo la func 16n 

trcf.~), rcsJ!_ 

ta ~ue 9 es una constant~ conoc1~a cow0 ~1 ~o~ento drl 

cristal. 

Si substituiaos la solución~) en (5J obteneaos la ba~ 

da 1 s del espectro de cnerara del cristal rnf ini to 

(7) 

donde 8 varle en el intervalo (0.1) de UAa -nera conti· 

nua. por lo que el nGaero de niveles dentro de la banda•• 

infinito. y los U11ite1 de la ballda estb dados por: 

y E• E0 • oC. · 2 t 

Cualquier valor de enerala que esté fuera de esta 

banda esta probioido para el electrón, ya que .illplica cose.1 

o cos 8 (-1, las cuales solo se satisfacen para valores co!_ 

vlejos de 8 ~ue nos darlan divergencias en ªn y por lo tll!!, 

to funciones de onda no bien comportadas fí~icamente. 



La banda ls de energia (7), tiene una anchurJ Je 4(~ la 

cual se va reduciendo a medida que la intc~ral J~ rcsonJn­

cia ~ disainuye en valor absoluto, hasta llegar a E=é cuan 

do ~-o y ~-o , que corresponden al caso en que los átomos 

estin infinitaaente alejados unos de otros, suponiendo 4ue 

el coaportaaiento de.C. y(;con la separación entre átomos es 

siailar al que se auestra en las curvas de las gráficas I y 

11-

Fuera del intervalo (0,11'), los valores de la energfa se 

repiten con una periodicidad y la zona definida por este 

intervalo es conocida coao la priaera zona de Br1l<ou1n. 
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l. El Cristal Finito. 

Hasta anora heaos representado el cristal ~omo un~ ca· 

dona infinita de itoaos, por lo ~ue UD electrón en este cr1~ 

tal estari bajo la influeacia de UD poteacial per16d1~0 pr~ 

ducido por los n6cleos i6aicos, que se extiende a lo largo 

de la cadeaa con una periodicidad i¡ual a la de la red y 

UD potencial proaedio producido por todos los dem!s cl~ctr~ 

nes del cristal. La soluci6n de la ecuación de oncta, se pr~ 

puso coao una coabinacióniineal de orbitales at6m1~0, ~sfé 

ricaaente sia6tricos, localizados en cada uno de los iones, 

de tal aanera, que la densidad de probabilidad s~ •cnc.1cntra 

distribuida uaifon .. nte en todo el cristal.. tstc· corre! 

pondo al bacilo do que la solucidn de la ecuaci'11 ls; ,ea una 

funcidn oscilaate, o sea que el producto ªn"ªn es 1~ual para 

cual~uier n. Una aodificacidn en la estructura cristalina 

aaterioraente descrita, producir, uaa ruptura en la_¡eriodi· 

cidad del potncial, lo 1111e -'ificart aecesariuente los 

reallltados que obt-,-• al aplicar el altodo de solución 

mostrado. Ba prlacipio, poaao1 esperar que la distribu· 

cldn de la dea1ided de probabilidad Yarle y que el espectro 

de ener1la1 del cristal no sea el aiao. 

tia 1939 salid publicado un trabajo en el que Goodwin 

{ref.6) pre1ent6 fdnulas explicitas para la energía y las 

funciones de onde de 101 estados de un cristal finito uni 

diaensional. El aodelo propuesto por Goodwin consiste en 

una cadena finita de N &toaos siailares separados entre sI 
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una distancia c, situados en los-puntos cuyos vectores de 

posici6n, toaando el priaer ,toao del cristal c,toao cero) 

coao ori¡en, est,n dados por la relaci6n si¡uiente_ 

y.• (c(j-1) ,O,O) 
J 

j, 1,2, •..••••• N 

y si denotaaos por V el vector de posicidn del olect~n, 

entonces v · vj• fJ es la distancia del electrdn al j-6siao 

núcleo. (Fi¡.3). 

•• ., 
F11, S 

• .. 

La ecuacidn do onda del electrGn en este cristal 1 

su solud&I tienen la aiaa fona 11ue la eeuaeiGa (1) 1 

(3), pero babr& una ruptura del potencial ea las orillas 

del cristal, debido a lo cual, las iatearales de COUl•b 

{4b) de los atoaos de los extr•os serh aodificadas de 

la si¡uiente aanera: 

j-, 1 o N •• 
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(8) 

uonde suponemos que la presencia de la superficie solo 

afecta a los ftoaos de los extremos, como corresponde a una 

aproxiaaci6n a priaeros vecinos. Dos de la N ecuaciones 

(S) se verin afectadas por esta modificaci6n, siendo Astas 

para n•I y n•M de la siguiente manera: 

(9) 

y la ecuaci6n (S) será válida para N•2,3, ... N-1. 

Si eser ibi.aos: 

E-E -.C.•~ 
o 

.,,'-.c.•f; 

podillos escribir las ecuaciones (5) y (9) c0110: 

N-1 n Z (10a) 

(10b) 

(10c) 

La soluciGn de (10a) y el espectro de energlas del cri! 

tal estin dadas por las ecuaciones (6) y (7) respectivaaen­

te, solo que ahora el espectro de energlas es discreto y los 

valores de 9 van a ser seleccionados por las ecuaciones 
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frontera. 

Substituyendo (ó) en (10b) y en (10cJ, obtenemos el 

sistema de ecuaciones siguientes para A y B: 

( 11 a) 

( 11 b) 

si A y B son distintos de cero, el sistema tiene soluci6n 

distinta de la trivial si su determinante es cero, de donde 

resulta después de hacer un poco de álgebra que: 

sen (N• 1) 8 - 2 
2 

(~) sen N8 • ('º) sen (N-1)8•0 
~ ~ 

( 1 2) 

Esta ecuaci6n se puede desarrollar coao un polinoaio 

en 8, de arado N•Z, por lo que existen N•2 ratees para 8 

Cuando t011uos la ralz 8•0 en la ecuaci6n (12), se puede ver 

en la ecuaci6n (11a) que para toda (~)-1, los coeficientes 

de los orbitales at6aicos ª••A+B se hacen cero, ya que A•-B 

y debido a esto la funci6n de onda se desvanece. Coao esto 

carece de sentido físico, y cuando 8 •lt" sucede lo aisao1 

unicuente toaareaos en cuenta las N raíces coaprendidas 

en el intervalo abierto (0,11). 

reduce a la ecuaci6n si¡uiente: 

Si ~ al la ec~i6n 12 se 
f" 

sen N8 (1· cos 8) •O 
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e~o y 9 •ÍÍ, tW11bién son raíces de esta ecuaci6n, pero en 

este caso la raíz 9•0 no nos conduce a un absurdo, por lo 

que seguiremos teniendo N raíces que son relevantes para 

nuestro probleaa y corresponden a los grados de libertad 

del cristal unidimensional. 
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3. Los Estados de Superficie, 

f, 

con 

La ecuación (12) es una ecuaci6n doee¡unaoerado para 

, la cual tiene dos ralees que pueden ser escritas coao: 

~-,!. :- T"" ~Ne '1b ~ 8 

"f.•• 

(13a) 

(13b) 

Para -1'?10 la ra1dn (13) Ya ..... ·1 para J = O 

cuando no se conai4eru 101 efectos .. superficie '"-.1' , 
basta valores positivos, paludo por cero cuaado •~ •1. 

Bl nGaero de aival•• de ... rala caap~ ... ,n .. 
..:¡ 

101 llaitH de la 111.... (7) Nd ipal al aliiNo .. ralea• '·1 

reales de las ecuaciones (13a) r (1D), las cuales podeaos 

contar para distintos valores del cociente ft~ •• la 11· 

¡uiente aanera: 

Cuando '-¡e •O la ecuaci6n (13a} queda coao 

sen ~9 cos ½e + cos ½ Nt sea} 9 • o 

quo es i¡ual a: 

sen ½{N+1)9 •O• sen V 
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de donde 
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¡(N+I )8 • v 

9 • 2v1T 
Ñ+T 

Cuando N es par, los valores que tomaaos para 9 son 

41' 
N+l 1 

N1t 
N+Í 

y el número total de ra1ces de esta ecuación seri 

S,UI es impar, 

• z 
9 Ñ+T 

y 1 v• rCN-1) 

4 

Zv 1T 
ªN+T 

Ñ+T 

Ue una manera similar se pueden calcular las raices 

para la ecuación (13b) y para distintos valores de 

Los resultados que se obtienen se auestru en la tabla T-1, 

Las grificas de Ola) y (13b)para N par e iapar, se auestran 

en las ar4ficas VII-a,b y Vlll-a,b, respectivaaente. 
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TA8L'I T-1 

1 
11~ 1MIU. IJUM'l20 'CI ~ OE 11UA4.n., 

~i~11SAW. ·~~ QQle 
11: CE o,..~fQ 

§ &&1 V. ~CUIICiol.l a, l.\ &CilMic:»l Qu~ ~it&':. ~ 
't' 1 3 Q, 1?,b 54~ bllPl.E- " 

11 ~ ... tl•pu Np1n• IJ uitpar 
11lf'41.. JAS 

(,af,\~ 

31\S 

o tJ/2. l1-4Y2 N/'l,. (tl+yz. tJ o N 

1 N/2. (~W2 \-1 (~~/z. tJ o N 

)1 U-2/1 "-~2 ~? (l¡-1)/z. il-l '2. ,J 

:l 11-?/2 ,,._JJz (U-1:)/Z OH)lz. N-2 i. N 

t-1 11-1/t •fz. ~-1>1?. (AJ-tJl'Z. Al-Z. 2 N 



.! 
11 

f(O) 

.>b 

GRAFICA VII -a 

N par 

O t-T-+.:rl,---+-=-"-~ 

Las raíces de la ecuaci6n (lla),para N par dependen del valor de 
Eatp :cuando este es i1ual a O,F(l)•-1 y bay N/2 raices,para 

'=- /p•I ,F(I) •O y el nlillero de raices es N-2, cuando la raz6n es 
i1ual a (N+l)/(N·l),F(l)•I/N bay (N·Z)/2 raíces. Bl caso en que 
C!e¡()•-1, serl analizado posterionente. 

GRAPICA VII ·b 

N iapar 

Para N iapar la ecuaci6n (13a) tiene (N-1)/Z raices si / •O 
lN-1)/Z si - 0 /~•l y tione (N-3)/Z raices si Eo¡~·(N+l)/(N-1). 
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GRAFICA V!ll-a 

N par 

La ocuaci6n (13b) tiene N/2 raíces cuando Céo~•O, (N-2)/2 si la 

raz6n os i1ual a 1 y (N-2)/2 raíces si~~ •(N+l)/(N-1): en el 

caso en que N es par. 

GRAFICA Vlll-b 

N tapar 

rr . 

En el caso n iapar la ecuaci6n(131:,) tiene (N+1) /2 raíces si e.,¡t 
es igual a O, (N-1 )/2 si la raz6n es igua1:._a 1 y (N-1 )/2 si es 
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Las ecuaciones (13a) y (13b) sólo son válidas en caso 

de que 
,;;:, 
---4. 1 • 

(> 
Cuando ••;,1 •·1 las ecuaciones se deben es 

cribir de la ,1zuiente manera: 

,.:i + 1) 9 • é~sen 1 (N-1 J B sen 2 2 ~ 
1 

(N• 1) 9 ª~COS 
1 (Jló-1) 9 cos I I l' 

El nwnero total de raíces reales de estas ecuaciones, 

es Je .~-2, t .. rnto para:,; par como para\ impar. Por otra 

parte, cuando~/:¡ o"º~- l:,;_+lJ la ra:6n (13 J es 
~ ¡?o ~. 

menor que~. en cuyo caso, tambiEn se f1erden dos ra1ces. 

En conclusión 1,odemos decir nue cuando ~)1 6 '"º ~ -1 hay .. ~ ~ . 
N-2 raíces reales relacionadas con los estados de energías 

permitidas del cristal infinito (7), Las otras dos raices 

de la ecuación (12) deben ser coaplejas, que 8, el aoaento 

del cristal, sea complejo, tiene sentido siempre y cuando 

sigan sucediendo dos cosas: primero, que la energía result~ 

te sea real y sogundo, que los coeficientes ªn no divergan 

para N muy grande. Un núaero coaplejo de la foraa "'11' + ·,l 
satisface aabas condiciones si ,> O. La ener¡la correspon­

diento a estos estados est4 fuera de los líaites de la banda 

pemitida definida en (7) y estt dada por 

... ( 14) 

que como se puede ver corresponde a un estado más ligado que 

los de la banda permitida, para m par, y menos ligado que 

estos para m impar. A estos estados con energías fuera de 



HacienJu II compleja)'.\ muy ¡;ranJe en la ecuaci6n ll!) 

se puede en~ontrar el valor Je~ y éste es: 

m 
exp lfl • (·IJ ( 1 5) 

l·IJm 0>¡ debe ser siempre positivo por lo que en caso de que 
(> ... 

---} 1 
I,? 

el estaJu tiene energfa 

,:;o ~ • 1 
·) 

L ;. i: •"-• COS¡,~ 

t. E • :t - 2 \!» co s "1 

la cual corresponde a un estado menos ligado. 

t:. 
Goodwin solo consider6 el caso en que ~ 1 y el caso 

~~ -1 fue encontrado por L. Andrade (22). 
~ 
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~- La Función de Onda de los Estados Local1:ados. 

Los coeficientes de la-función de onda pueden determinar­

se si escribimos el coeficiente Ben términos de A utilizan-

do las ecuaciones (lla} y (llb}. Sustituyendo en estas los 

valores de Gi / obtenidos de la ecuación cuadrática (12), 
~ 

éstos son: 

c,I. (i, . l 
a sen rn)l,I n (lb .. 

(!,.. 1 
ªn ~ (.OS . '-n¡" 2 ( l bb 

Las funciones de onda que resultan, salvo un factor de 

normalización son: 

!., f ( fn) sen C ~ • (17a} 

N 
f d>(p ) cos ( .)..¡,.¡ + -z' n) 8 
n•l T 1n 2 

(17b) 

Los 8 correspondientes a las funciones ra son las raices 

de la ecuación (13a), de la misma manera las 8 corresponden 

a (17b) serán las raices de la ecuación (13b) y las energias 

correspondientes a estos estados, estin dados por la rela­

ción (7). 

Las funciones de onda de los estados localizados se ob­

tienen haciendo 8 • mTI • i1 en las ecuaciones (17} y result~ 
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. i ~.i 

(18b) 

Como se ve la funci6n de onda a( ) es antisi.m6trica y 

b() es si.m6trica con respecto al centro del cristal, o sea 

par o impar el número de itomos del cristal. Ambas funciones 

decrecen hacia la parte interior del cristal en potencias Je 

e por lo que se puede decir que la probabilidad de encontrar 

al electr6n es mayor en la superficie, que en la parte interna 

del cristal. En la figura 4 se muestra un esquema de la den­

sidad de probabilidad de los estados locali2ados. 

Fi¡. 4 

A las funciones (18a} y (11b} corresponde la ener¡ta da­

da en la ecuac:idn (14}, por lo que los estados de superficie 

son estados de¡enerados. 



En este capitulo representamos un cristal infinito 

con 11Da cadena de !tomos semejantes, que se extiende en una 

sola direcci6n. Encontraaos el espectro de energias del 

electr6n sin resolver la ocuaci6n de ondas, para ello uti· 

lizuos un mEtodo conocido en la literatura coao L.C.A.O. 

Luego vimos que se modifica el espectro cuando hacemos fi· 

nito el cristal. En un cristal infinito, los niveles energEti 

cos se encuentran en un continuo dentro de bandas peraiti· 

das,separadas por bandas prohibidas. En el cristal finito, 

los niveles dentro de las bandas permitidas son discretos 

y en las bandas prohibidas aparecen estados a los que co· 

rresponden funciones de onda que se localizan en la superfi· 

cie del cristal. 



CAPITULO 111. 

r.B.Grimley (ref.7) aplica el m6todo L.C.A.O. para resol­

ver el problema de un Atomo adsorbido a una cadena unidimensi~ 

nal semi-infinita. En este capitulo discutireaos este trabajo 

y presentareaos la soluci6n de este aisao probleaa con la t6c­

nica de onda reflejada, desarrollada por L. Andrade B. (Ref.10) 



1. La lnteracc16n entre un Atomo y una Superf1c1c Cristalina. 

Grimley p~blic6 en 1958 un trabajo en el que calcula las 

expresiones para los niveles de energ!a,y las funciones de on­

da de un clectr6n en un sistCJ11a formado por un átomo y un 

cristal semi-infinito en interacci6n mutua, utilizando el mE­

todo L.C.A.O. y la aproximaci6n de amarre fuerte. En este tra 

bajo demuestra la existencia de estado~ localizados debidos 

a la presencia del átomo adsorbido, cuvas ene~g!as están fue­

ra de la banda permitida y fuera de la banJa Je los estados 

de superficie. 

El modelo consiste en un átomo A que se encuentra en uno 

de los extremos de una cadena unidimensional de átomos de tipo 

C. Si touaos el origen del sisteaa en ese extremo, los vect~ 

res de posici6n ee estos Atoaos ser,n: 

v, • (fa, O,O) con .t • O, 1 , Z ... 

y el vector de posici6n del ,ioao A ser,: 

V),. • (:U, 0,0) con ,\< o. 

Sea v el vector de posici6n del electr6n, entonces defi-

naaos 

f1 • l v - v.a 1 
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que seri como en el caso anterior, la distancia del electr6n 

al e-ésimo ,tomo. 

Ue acuurdo con el método L.C.A.O., la funci6n de onda 

seri: 

( 1) 

si se sustituye ésta en la ecuaci6n de onda del sistema: 

(2) 

" se multiplica por r/>ce.J y se integra sobre todo el espacio, 

la ecuaci6n (2) queda como: 

donde 

S., · )f<. f.> Pe~ >c1i • 

f\.J • jfcfa) H~ (~) d¡ 

(3) 

En este caso heaos considerado que el traslape entre orbi 

tales at6aicos vecinos es lo suficienteaente pequefto como para 

ser despreciado. Adeaas es necesario hacer notar que el eleae~ 

to HmQ, no es exactuente i¡ual al definido en la ecuaci6n 

(4) del capitulo dos, ya que aquí, el operador que actGa sobre 

, ( (,) es el hamil toniano coapleto, mientras que en la ecuaci6n 
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(4) del capi tulo anterior es la di ferencia entre el potencial 

efectivo y el potencial deUitomo aislado. Sin embargo, segui­

remos denom i nando a Hmi como integral de Coulomb o de resonarr 

cia, ya que nos describen los mismos efectos ya discutidos. 

El operador haJ11iltoniano puede escr ibi rse como: 

o 
H • H + V 

donde tiº es el hamíl toniano cuando las interacciones entre el 

átomo adsorbido y el cristal se desprecian y \' es el hamil to -

niano de interacción. Tomando esto en cuenta y de acuerdo a 

la aproximact6n de amarre fuerte, podemos definir lo si uien­

te: 

Hºmm • OC. m•l, Z, ... N-1 

Hº 00 • rJ. 1 
• Hº NN 

. t;" , "a 

Hº D .. 
m,m+l , 

(S) 

m• l,2, •• N-1 

En las ecuaciones (S) estamos considerando el h8lliltoni~ 

no cuando las interacciones entre átomo y cadena son despre­

ciab1es, o(es la parte correspondiente a la energia Coulombi~ 

na para un 4to1110 en el int.erior de la cadena, o(' es la inte­

gral de Coulomb de los átomos que están en la superficie. Ha~ 

ta ahora hemos supuesto que el cristal es finito y por lo t.a~ 



to, de acuerdo con el modelo de Goodwin, la integral de Cou­

lomb del 1tnrno \, tamt>1én debe ser mudificada, ~ es IJ 1ntc 

grJl Coulornb1ana Je 1 átomo adsorbido separado de la CJ<len~ 

y finalmente,~ es la integral de resonancia. 

Por otra parte, teneaos que los tErainos de interacción 

serán: 

V • V o,o e 

V -'a• A a• V A 

V 
"ª'o • •o, >.a"~· 

(ó) 

en las ecuaciones (6), se toaa en cuenta la interacción 

entre el cristal y,s,l dtoao A, los dos priaeros t6rainos correspo~ 

den a integrales de Couloab y el tercero a la integral de reso· 

nancia. 

Utilizando las definiciones (5) y (6) en la ecuación (2) 

podeaos transfoniarla en una ecuación de diferencias: 

(7) 



y las condicione., d la frontera cuando r.1':(l !' me A 

a (1: • >< ' - V 1 ·'.}a, 
o e , (SaJ 

(Sb) 

Grimley supone que si~ es muy grande, entonces la ,ond1· 

ción de frontera del extremo lejano al átomo absorbido no pue· 

de afectar de alguna manera signif1cat¡VJ a! problema que se 

desea tratar por lo que asume que la contr1h,1~1ón dt'I :,... ésimo áto 

~u a la función de onda puede ser cons1derJda desprec1able,ésto 

es: 

La soluci6n de la ecuaci6n (7) que satisface la condici6n 

iapuesta cuando a•N es: 

ª• sen (N-•)9 (9) 

•• 0,1,2, ••••• N 

M4s adelante veremos que el i.Jlponer la condici6n (Se) es 

equivalente a hacer el cristal semi-infinito y extender el do­

ainio de la ecuación (7) al intervalo 1~m "-"0 

Sustituyendo la solución (9) en la ecuación de Jiferen-



..:ias (7), obtC'ncmos C'I espc..:trv ,k ,··:. • 

ni to: 

• _ J. l 1 nl i -

E 0 ,< + 2 p,cos!J (1 O) 

Ue la ecuación (8b) se puede despejar el coeficiente a 

a • 
"' 

la cual sustituida en (8a) nos da: 

tomando en cuenta (10), (9) y las siguientes defin1c1ones: 

e,,.• -,() 
~ 

podeaos obtener despu6s de un poco de ,1gebra la si¡uiente 

ecuacitn 
l 

(Z + f +cose+ sene ct¡Ne)(Z' + 2cos8)•r 

( 11) 

con 8 " (0,1') 

Las raices reales de (11) seleccionan los niveles de ener 

gia dentro de la banda (10) y dependerán del valor de 12 y Z'. 

Para contarlas tomemos por simplicidad el caso (Z+f)•O de don-



de: 

f(9) • (cos9 • senB ctg sa ) (Z' •2cos9 ) (12l 

Las raices de f(9) estarán dadas por 

cos9 • -Z'/2 cos z' e e -2, ZJ y 

cos9 sen N9 + sen0 cos N9 ª sen(N+l)Q • O, de donde: 

(N+ 1) 9 a 111'1 

y los valores de 9 serán 

Q a U 
N+l 

2 ll' 

N+l 

n•l ,2, ... N-1,N. 

!:!.JI 
N+l 

Esto nos da un total de N+l ratees, que no coinciden con 

los N+2 grados de libertad del sistema; pero que es un resulta­

do que ya esperábamos obtener, ya que eliainaaos uno de los 

grados de libertad al hacer aN•O. 

Al construir la gr,fica de la .ecuaci6n (12) (ar,fica IX) 

se observa que para ciertos valores de r/ con Z"•-1.S 6nicue~ 

te existen N-1 ratees reales, de la aisu aanera podeaos per­

der una de las raices reales si toauos al valor de Z' fuera 

del intervalo (-2,2) ya que en este caso el cose es un n6ae­

ro mayor que 1 o menor que -1. Las raices reales corresponden 

a funciones de onda peri6dicas y eneratas dentro de la banda 

peraitida (10). La forma de las raices coaplejas es: 



, 1 

de donde la enerKfa correspondiente a los estados lucdl1cJ~ 

dos es: 

(13) 

Haciendo 9 compleja y N muy ¡¡rande en la ecuación (11) 

obtenemos la ecuaci6n que nos deteraina los valores de 

(14) 

y de la misma manera los coeficientes de la función de onda 

de los estados localizados serán 

De estas dos expresiones, obtenaos que 

a• sen- h (N·•}J 

y por lo tanto la función de onda ser,: 

"f -~ [c-n•~sen-h(N-;\lffl • senh Nff(O) 

• (-1}ª sen-h (N·l)ffCl)+ 

Esta es una función que se aaorti¡ua hacia el interior 

de la cadena, siendo la alxiaa contribución la del itoao ad­

sorbido y la atniaa la del itoao N. 
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GrLmley presenta en su trabajo el caso Z+f•O, Z'•-1 .5 
l y, •I y encuentra 4ue existe un estado localizado con n par 

que nos da f •.405. Con estos valores de los parámetros cal­

cula los coeficientes de la funci6n de onda, los cuales se 

muestran en la siguiente Tabla. 

-, 
),, o 1 2 3 4 s 6 

a • -1. s 1 .666 .444 .296 .197 .132 .088 

Tabla 2. 

De los valores de los coeficientes se puede ver que 

el electr6n tendr, uyor probabiliclad de encontrarse en el 

atoao alsorbido que en el cristal. 

Para encontrar la condici6n de existencia de los es­

tados localizados, Grialey sustituye el alniao valor real 

de • "',•O, y lo sustituye en la ecuaci6n (14) con la que 

obtiene la siauiente expresi6n 

(l. + f + (-l)n) (Z' + (-1)n2 ) • , 2 

que define un hiperboloide (gr,fica X), el cual divide al 

plano (Z + f) - Z' en 7 regiones. En 6 de ellas estin 

deterainados los valores de los parúetros que permiten la 

(17) 



ex1stcnci..1 dl') reales mayare .... yl1c cero y en la otrJ. re,;16n 

Jel plano los estados lo~al1zados cstjn prohibido,. 

l. 
r 
j 

1 

t 

1· 

,· . 

.! 

0 

Gráfica X 

1· 

~ 1 
1 
• 1 
\ 

" i 
¡1 
1• 

'• ' ¡• 
i• ·, 
1 
1 

© 

La gráfica de la ecuaci6n (Z+f+(-l)n) (Z' + (-1)n2)•'f 

corresponde a un hiperboloide. Las curvas con linea puntea-

da corresponden al caso en el que,2•1, la regi6n achurada 
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del plano corresponde a los valores de· + í y ~1. ,l l .• ,_, ¡' l.' ~ 

mi ten valores reales de f , mayores que cero. L.J J, ne ... e ,,a,· · 

nua se obtiene tomando l20 2 y en este caso la re,; 16n ;•roh1b1 · 

da desaparece. Las lineas discontinuas son las ci,ín, ·'"~ 

de las curvas y el níilllero de estados locali:ad~·, ,,, .,: :-. '.lt.:s 

en cada re¡i6n ost4 encerrado en un circulo. 

A continuaci6n presentamos la soluci6n al 

111a con el m6todo de onda reflejada. 



55 

2. El Cristal Semi-infinito. La solución general. 

En el cristal semi-infinito, solo estaaos considerando 

una de las superficies del cri~tal a la cual se ha adsorbido 

un átomo A, ajeno a la cadena, por lo que el n4aero de con­

diciones a la frontera que ser, necesario considerar se re­

duce a las ecuaciones (8a) y (8b) del inciso anterior. 

Si tratamos al sistema cristal-,toao adsorbido como un 

cristal en el cual hemos modificado el parámetro de red en 

el ~tomo de la superficie, podemos decir que la ecuación (8b) 

es la cond1c1un de frontera de la superficie, aientras que 

la ecuación (8a) es la condición de frontera de la subsupe~ 

ficie. 

Visto de esta manera el probleaa,podeaos obtener una 

solución general si propone110s co110 solución de la ecuación 

del cristal infinito (7) la si¡uiente: 

(18) 

La ecuación (18) esti plenamente justificada, ya que si 

consideramos que 9 puede ser tanto real como coapleja, el 
• 

t6rmino Be·lm9 harta diver¡ier la función de onda cuando 9 

fuera un complejo, por lo que hacemos B•O • Por otra parte, 

debemos tomar en cuenta que la contribución del 4toao A a la 
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función de ondas del electrón no es la misma forma 4ue la 

de los demás átomos, lo cual es 4e esperarse ya que el átomo 

A es un ltomo diferente a los de la cadena. Consecuentemen 

te proponemos que: 

a Ce1)8 ( 19) 

si sustituimos (18) en (7) obteneaos el espectro de energías 

del cristal infinito: 

E •ti.+ ~ces 9 

y sustituyendo ll8) y (19) en(8a) y (8b) obteneaos un s1st~ 

ma de dos ecuaciones homogeneas para A y C, cuyo determinan­

te igualado a cero nos da la ecuaci6n siguiente: 

(Z + f + e -ie) (Z' + 2 cos 8 ) • l z 

y con 11 • ,.,. i1 se tiene que: 

que es la misma ecuaci6n obtenida por Grimley. Haciendo 

e1• x,6sta se reduce a la ecuación de tercer grado siguiente: 

x3 + (-l)n (Z+f+!')x 2 + ((Z+f)Z' +1-,2)x + (-l)n(Z+f)•O 

(20) 



Con el m~todo de onda reflejada estamos en posibilidades 

de determinar únicamente las raices compleja~ correspondien­

tes a los estados localizados y las funciones de onda y ener­

~ias asociadas a estos estados, debido a que eliminamos una 

de las exponenciales. Esto no es importante ya que como es­

tamos tratando cadenas que tienen un nCmero infinito de átomos 

y entre los límites de las bandas, que son los que nos inte­

resan y los que podemos conocer, hay un número infinito de 

niveles de energía correspondientes a un número infinito de 9 

reales. Las raíces reales mayores que 1, de la ecuación (2), 

nos darán las energías de los estados locali:ados que se en­

cuentran fuera de los limites de esta banda, por lo que ten­

dremos un esquema completo del espectro de energias del cri~ 

tal. 

En el primer inciso de este capitulo heaos reproducido 

parte del trabajo que Grialey publicó en 1958 a cerca del§­

tomo absorbido a una cadena unidimensional y discutimos al­

gunas de las limitaciones a las que lo conduce el enfoque con 

el que resuelve el problema. Bn la segunda parte, resolveaos 

el problema de una manera mucho m4s sencilla que Grillley, 

utilizando el m6todo de onda reflejada. 

Más adelante resolveremos el problema de una manera más 

completa y veremos como ésta solución rebasan y contradicen 

algunos de los resultados obtenidos por Grimley. 



CAPITULO IV. 

en este capitulo presentamos el espectro de energías y 

la función de ondas del e1Ps:r6n en un cristal finito con un 

átomo adsorbido, Hacemos también un análisis del número po­

sible Je estados localizados. 



1. El Cristal ~in1to. 

En esta pJrtc del traba;o resolvemos el problema sin uti­

lllar la co11J1.: 16n del desvanecimiento de la función de onda 

en el extremo donde no se encuentra el átomo absorbido. Como 

el átomo de esta orilla es un átomo de superficie, su inte­

bral de Coulomb ~s 1~ual a la del átomo cero, cuando no esta­

mos cons1Jcrando la interacción entre éste y el átomo Jdsor­

h1Jo, entonces 

HºlU,OJ, oe.' "Hº(~,.\1. 

Lon esta cond1ci6n se modifica la ecuaci6n de frontera 

del átomo N y queda como: 

sea 

( ¡, - o(' ) a - /\ a • O 
N 1'." N· 1 

a• (A+ Bi)e 11118 + (A-Bi)e·:ia& 
m 

la soluci6n de la ecuación de diferencias de segundo orden 

del cristal infinito: 

y las condiciones a la frontera 

( 1) 

(2) 



(J; -... ) ª:-. - r_, ª:-. - 1 u 

donde las constantes A, ll y a),. cst/in 1ndetcrm1nada~. 

Al sustituir la solución ¡;¡ en la ecua~16n de diferen­

cias del cristal infinito, obtenemos el espectro de energías 

del cristal 

lZ' + leos 9 ) (Z + f • cos 9 Zcos N9 + cos (S+l)Y ' +------------sene). 'f 
Zsen N8 + sen (N+1)8 

(3) 

la cual se obtiene de igualar a cero el deteTIDinante del sis­

tema de ecuaciones para A,8 yª> formado por las ecuaciones 

de frontera del problema. 

Bl nlilllero de ralees de (3) debe coincidir con el número 

de niveles del espectro y este debe ser igual al número de 

grados delibertad del sistema. Pora simplificar, considere­

mos el número de rarees cuando la ecuación (3) es igual a cero 

y los parámetros Z + f •O y Z•l. 

La primera raiz la obtendremos cuando 

Z' + 2 cos9 • o y cose •-z' 12 
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de Jon<le 

con 9 real. 

Las otras raíces las obtendreaos igualando a cero el t6r 

aino en el segundo par6ntesis de la ecuaci6n (l). Esta ex­

presión se reduce si tomamos el caso en que Z+f•O y Z•l y que­

da omo 

sen(N+1J9 + sen(N+2)9 • O 

la cual se satisface s1: 

{N+1)9 • -(N+2)9 • Z111'IT" 

y 9 • Znl/{ZN+l) y las raíces son: 

11• 211/(ZN+l), 41/{ZN+l), ... Z(N+l)l"/(ZN+l) 

y en total la ecuaci6n (l) tiene N+Z ratees, tal coao espe­

r&buos. 

El núaero de sinaularidades de la ecuaci6n (l) esta dado 

por la siguiente ecuaci6n: 

senNII + sen(N+1)9 • O 

de donde 9 • 2n1/(2N+1) y hay N singularidades dado por: 

• 11" , 4 Tr 
Q • 2N+1 ffi+f 



de lo~ 

,ca XI es la gráfica de la ecuac16n (3; y en <:1L1 

e que el nwuero de ralees reale~ de esta dep~nderár. 

.Jres de ~2 y Z' 

Si hacemos 9 un complejo de la forma m~+ i1 en la ecua­

ción (3) y consideramos que N es muy grande, esta ecuación se 

transfonaa, después ae hacer el cambio de variable , en: 

.. ( 14) 

que ya conociaaos y que debe tener, en cada uno de los casos 

n par o impar, tres o una raiz real dependiendo de los valores 

de los parúaetros. Como se puede ver, esta ecuación es la mi~ 

maque se obtiene en la solución general del cristal s-i-in­

finito(ec.(ZO)), por lo que resolver el problema considerando 

la otra orilla del cristal como una verdadera superficie no 

aftade un estado localizado diferente y lo dnico nuevo es que se 

recupera una de las ratees reales, la cual se hab1a perdido en 

la solución presentada por Grialey. Ad-fs hay un corriaiento 

general en todos los niveles de energta dentro de la banda per 

mitida. Bsto lo que demuestra es que la presencia del ftomo 

adsorbido modifica totalmente los estados del cristal, la encr 

gla de los estados localizados es: 

donde~ est4 determinado, como sabemos, por la ecuación cúbica 

en x•e~ . 



l. La Función Je UnJa de los Estados Localizados. 

La función de onJa de los estados localizados se puede 

obtener a partir de las ecuaciones de frontera para m•O y m• 

de los cuales se tiene 

B• -A (Z+f)+cos9) (Z'•Zcos9)-12 

sene (Z'+Zcos9) 

Uespejando en la ecuación (3J la expresión que está en 

el numerador de By sustituyendolo en esta expresión, se 

obtiene finalmente, que los coeficientes de la función de on­

da ser4n de la forma: 

a • • 
Zsen(N-a)e + sen(N+1-a)8 

ZsenN8 + sen(N+1)9 

y la función de onda de los estados localizados, tendri coe­

ficientesª• con 8 coaplojas: 

y la función de onda 

a • m 

(S) 

o 
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la cual es una función que decrece exponencialmente hac1a el 

cristal, lo cual es consecuente con lo que mencionábamos 

anteriormente, ya que los estados localizados posibles ~e deben 

a ~a presencia del átomo absorbido. 

La función de onda de los estados no localizados será 

1f • A -l_ ~Zsen(N-m)9 + sen(N-m+l )etp{(,..) 
Zsen N9 + sen (N+1)9 m•O 

(6) 

Si el átomo a<lSorbido está muy alejado del cristal las in­

teracciones entre ellos son despreciables y las funciones de 

onda localizadas y no localizadas deberán ser como las que obt~ 

vimos en el capitulo dos. Para ver esto podeaos escribir Z 

en t6rainos de las ecuaciones de frontera aodificadas siauientes: 

(E- 9C. ')a• -f ª1 • O 

(E- ._, )aN - ~ªN-1 •O 

de las cuales, despu6s de sustituir las correspondientesª• 

y la expresión para E en t6rminos de Z y 8 , se obtiene una 

ecuación cuadrática para Z: 

con ra1ces 

z2sen N9 + 2Zsen(N+1)9 + sen(N+2)9 •O 

Z1• 
sen(N+1)8 + sene 

senN8 



z • -sen tN• 1) 9 - sen9 
2 scnN9 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (6) resul­

ta que las funciones de onda de los estados no localizados 

son: 

... 
"'P,: m!o cos(m-N/~)9 'f(fmJ 

N 
y2 ,, ;E. sen (N/ 2 -m) 9 ~ (fm) 

m•O 

Estas son las mismas que obtiene Geodwin, solo que ahora 

la sumatoria corre desde cero hasta N. 

Las funciones de onda de los estados localizados, son 

funciones que decrecen hacia la parte interna del cristal, 

como era de esperarse. 

'f',•f ;,(f)+ (-ll1(fNJ] + (-1Jm[c;((¡J + (-l)(N-~)(fN-l)je·! .. 

"rz· [fcp- (-lJN"CfNJ] + (-1Jmffcf,J - (-1J(N-~CfN-1JJe1 

Por lo que podemos suponer que, cuando la distancia des~ 

paraci6n entre el cristal y el itomo absorbido es lo suficien­

temente grande como para que las interacciones entre ambos pue­

dan considerarse despreciables, los estados localizados debi­

dos a la presencia del itomo adsorbido desaparezcan y los es­

tados localizados debidos a la superficie del cristal se recu-
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En las grAficas Xl-a,b,c y d se puede observar, que depen­

diendo de los valores de los parámetros Z', Z+f y ,z. se pue­

den tener a lo más dos estados localizados, dados por las raf 

ces complejas de la ecuación {3), las cuales tienen una parte 

imaginaria f, que es proporcionada por las raices de la ecua 

ci6n cúbica (4). Las ratees de esta ecuación que esten aso­

ciadas con estados localizados, deben ser positivas mayores que 

1, a f1n de que las 1 sean mayores que cero y las funciones de 

onda no divergan en el infinito. Las otras rafees de la ecu~ 

ci6n cúbica no nos dan estados localizados. 
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GRAFICA XI - a 

Z ') 2 

e 

Cuando I'> Z por lo menos habr, un estado localizado y 

puede haber otro ds si,Z>(Z'+Z)(Z+f+l) 6 (Z'·Z)(Z•f-1)>,2 . 

Aabas condiciones se excluyen si entre si, ya que: 

(Z'-2) (Z-f-l)')(Z'+Z)(Z+f+l) 

evidentemente no se cumple debido a que: 

(Z"-Z)(Z+f-1) O con Z' :> 2 implica que• 

(Z' -2))0 y (Z+f-1)')0 y z•f"l 
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GRAFlCA XI - b 

z, '- -2 

En el caso en que Z'~ -2, pueden existir hasta dos estados 

localizados si adeús se satisface (Z'-2) (Z+f-1)<.~2 6 

ci•+Z) (¡+f+l)> , 2; nuevamente la desigualdad: 

(Z'+2) (Z+f+l) >(z'-Z)(z+f-1) 

no se satisface ya que: 

(Z' +Z) (Z+f+l) '> O con z' ¿_ -Z implica que 

(Z'+2))0 y (Z+f+l)<O y z+f ( -1 
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GRAF!CA XI - e 

2 ~ z, > O 

-•) 

e 

Pueden existir hasta dos estados localizados si se sa­

tisface que: 
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GRAFICA XI - d 

O ;n' ~ -2 

nel 

-.1.) 

tendremos hasta dos estados localizados si 
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Hn el presente capitulo encontramos 4uc los estaJo, lo~a­

lizaJos de un cristal finito con un átomo ausorbiJo, coinciden 

con los del cristal semi-infinito con átomo ausorbido estudia­

dos en el capítulo anterior, debido a que la presencia del á­

tomo adsorbido hace que la densidad de probabilidad clectr6n1-

ca se localice en la orilla donde éste se encuentra y por lo 

tanto no importa que el cristal tenga otra superficie. l:stos 

estados localizados tienen características diferentes a los 

estados de superficie, son estados no degenerados con funcio­

nes de onda 4ue se amortiguan hacia la parte lcJana a la ori­

lla donde se encuentra el átomo adsorbido. Además mostramos 

que cuando el átomo adsorbido se aleja del cristal se recup~ 

ran los estados de superficie. 



CAPITULO V. 

En este capitulo mostramos una soluci6n, a la que hemos 

lla111ado soluci6n autoconsistente, que es m4s completa y sen 

cilla que la obtenida con los métodos expuestos anterionaen­

te. Uiscutimos la variaci6n de la energía y la funci6n de 

onda del estado localizado con la distancia de separaci6n en­

tre el cristal y el 4toao adsorbido. 



1. La Soluci6n Autocons1stentc. 

Hasta ahora no hemos especificado el valor del parámetro 

)\en ningún momento y los resultados que hemos obtenido son i~ 

dependientes de este parámetro, aunque la dep~ndenc1a se en­

cuentra impl1cita en las integrales de Coulomb y de resonancia 

aodificadas por la interacci6n cristal-átomo absorbido. La 

solución que presentamos a continuación resulta ser dependien­

te explicitamente del valor de A, el cual sólo ha aparecido 

antes como un subindice en las condiciones a la frontera. 

Las ecuaciones de diferencias son expresiones que invo-

lucran diferencias sucesivas Ux, Ux+l ·-·Ux+n de una varia-

ble Ux que es función de la variable independiente x . 

. .. ux+n' x) • o (1) 

El orden de la ecuación do diferencias (IJ está detenai­

nado por el orden de su diferencia m4s grande. 

La ecuación de diferencias del cristal infinito, (ec.(7) 

del capitulo 111) es una ecuación de segundo orden, que como 

hablamos dicho tiene como solución más general, una combina­

ción de ondas entrantes y salientes con dos constantes arbi­

trarias. 



En 6sta la variable independiente m corre entre los n6-

meros naturales. En las condiciones a la frontera (SaJ y 

l8b) del capitulo tres, encontraruos que a).. es funci6n de la 

variable)., que no es un natural. El problc•- que esto re­

presenta queda resuelto si consideramos que el coeficiente a 

es una inhomogene1dad en las ecuaciones. 

Escribamos las ecuaciones (8a) y lBbJ del capitulo 111 

de la siguiente manera: 

fªoª (E - lóA - VA)a A (1-}C) 

~ • l -)( 

donde X es una variable que nos determina la desviaci6n de 

).. de una posici6n igual a un parúetro de red. 

l2) 

Si resolvemos el sistema formado por 8.lllbas ecuaciones, 

para las constantes de la soluci6n general, podemos determinar 

el valor de A y B. 

aA(l-l() ((Z+f+e 18 ) (Z' + 2 cos8) -, 2) 

A• ~9 -la 
(e e ) 

( 3) 

2 -18 ¾(1-K) ((11( - (Z+f+e ) (Z' + 2 cos8 )) 

B• (e#e _ e -ie) 
(1) 

Los estados localizados corresponden a los momentos 
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complejos del cristal de la forma 9 • m'lf • 11 , por lo ,¡uc 

los coeficientes a111 , 

divergen cuando III tiende a infinito en el término que contie­

ne a la exponencial creciente, y B tiene que ser necesariamen 

te igual a cero. Si igualamos la ecuación (4) a cero podemos 

obtener, haciendo 9 compleja y e1 ªX, la siguiente ecuación 

x3 + (-l)n (Z+f+Z' )x 2 + ((Z+f)Z' + 1-~ 2)x • (-l)n(Z+f)•O 

.. ( s) 

que es igual a la ecuación ( 4) del capitulo IV. Por otra 

parte, no perdemos generalidad, si hacemos A•l en la ecuación 

(3), de donde obtenemos el valor del coeficiente del orbital 

atómico del Atomo adsorbido: 

+ 1-n2)x2+(Z+f+2')x+(-1)n) 

.. (6) 

que como podemos ver depende explicitamente de la distancia de 

separación , de los parámetros del sistema y de la energía 

del estado localizado, 



2. Un Cristal Especial. 

Para observar la dependencia que tienen, el número de es­

tados localizados, el valor de su energla y su función de on­

da respecto a los parúetros característicos del cristal, cons 

truimos gr4ficas de la energía contra la distancia de separa­

ción del 4tomo adsorbido y calculamos los valores de los coe­

ficientes de los orbitales atómicos, suponiendo que los par! 

metros que tomanen cuenta la interacción entre el cristal y el 

átomo absorbido son funciones de la distancia de separación 

entre las dos. Como las fuerzas que mantienen unido el átomo 

A a la superficie del cristal son las mismas fuerzas que ope­

ran entre dos átomos o dos moléculas, podemos esperar que la 

dependencia de los parámetros con la distancia de separación 

sea similar a la de los par4metros de dos 4tomos. Tomando 

en cuenta esto supusimos, por sencillez, que la dependencia 

con es semejante a la mostrada en las curvas de las gráfi­

cas V y VI del capitulo I. Además, tomamos coao constantes 

los parámetros en los cuales no se considera la interacción 

entre el 4tomo A y la superficie, con la condición de que 

cumplieran el requisito encontrado por L. Andrade para la 

existencia de los estados de superficie 

J' - ",, --1 
~ 

El caso en que ~ > 1 , no lo analizamos en este 
~ 

trabá}o aunque como vimos en el capitulo II, también hay e~ 
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tados localizados. 

Los parámetros dependientes deA fueron los siguientes: 

()' . -3•(> s + z s / i 
S• c·'S (1+J+13/3) 

-2e -1 (t+l) 

V • 2e-~ ( 1 + 1/.1) 
A 

V • c 1. 1 \' 
A 

donde j.: IAI 

Los parámetros constantes fueron: 

d.•-2 o<'•-1.1 ()··.8 

y e 2/2a
0
•l, nos define las unidades. 

Como se puede ver los resultados que obtenemos solo tienen 

un valor cualitativo, ya que al suponer estas variaciones con­

sideramos el átomo A igual o del mismo tipo que los demás 4to­

mos del cristal. Sin embargo, nos proporcionan la variaci6n 

de la energia con la distancia de separaci3n AUe es lo que dese!_ 

mos obtener. Este problema, en el que el último atomo de una 

cadena cristalina de átomos semejantes se encuentra a una dis 

tancia diferente a la del par4metro de red, por efecto de la 

superficie, ha sido tratado de una manera diferente por distin 
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tos autores. 

J. ~outeck y (ref .12) trata con funciones de Wannier, en 

la aproximación de amarre fuerte, a los estados Je superficie 

producidos por un potencial que es función de su penetración 

en el cristal. 

Phariseau (ref.13) discute los estados que llua de sub 

superficie en un cristal, unidimensional semi-infinito, con 

el mEtodo de la func1Jn de Green; que s~ deben al desplaza­

miento de los primeros n átomos del cristal, de sus posicio· 

nes de equilibrio en un cristal infinito. 

M. Steslicka y K.F.Wojciechowski (ref.14), investigan la 

influencia de la deformación de la latiz en la condición de 

existencia de los estados de superficie en la aproximación de 

electrón casi libre. 

S.G.Davison (ref.15) discute la existencia de estados 

de superficie en un cristal diatómico deformado, usando la 

teor!a del orbital molecular y la aproxilllación de amarre-fuer 

te. 

M.Steslicka (ref.16) estudia los estados de superficie de 

un cristal de d deformado, cambiando la integral de resonan­

cia entre el itomo de la superficie y en átomos vecinos por 

efecto de la deformación en la superficie. 
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S.G.llavison y M.Steslicka escribieron un articulo en 

el 4ue resW11en los estudios 4ue se han realizado en este ti 

pode cristales, desde los modelos monoat6micos lineales, 

nasta los sofisticados modelos de cristales tridimensiona-

les. (ref.17). 

Joel A.Appelbaua y D.Ramann construyeron un potencial 

realista para la superficie del Si(it1), considerando la re­

laJaci6n de éste, (ref.18) y presentaron gráficas de la den­

sidad de carga en la superficie. Nosotros buscamos las raí­

ces de la ecuaci6n (5) para distintas posiciones del fitomo ~d 

sorbido y encontramos que existen hasta dos es•ados locali­

:ados. Ambos, con energias por arriba de la banda permitida, 

cuando el 4tomo absorbido está alejado del cristal, una dis­

tancia menor que.54 parámetros de red. Para distancias mayo­

res que .9 y menores que 2.2 parámetros ae red, uno de los 

estados est4 por debajo de la banda permitida y el otro con­

tinGa por arriba de la banda. Para distancias mayores que 

2.2 parlllletros de red, s6lo existe un estado localizado y a 

aedida que el 4tomo aasorbido se aleja del cristal, la ener­

¡ia del estado tiende a la energía del estado de superficie. 

Los resultados que obtuvimos están de acuerdo con las predi~ 

ciones hechas, tomando en cuenta las gr4ficas XI del capitu­

lo anterior, ya que a lo m4s obtuvimos dos estados locali­

zados, como esper4bamos. 

En la gráfica XII mostramos los límites de la banda de 

energ!as permitida del cristal limpio. 
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En la gráfica XIII mostramos los limites de la banda 

permitida con linea discontinua, y con linea continua, la 

variaciJn de la energ!a en función de la distancia de sepa­

ración obtenida de: 

(7) 

donde~ se obtiene de las ratees de la ecuación (5), Cuan­

do el átomo aasorbido se encuentra alejado a una distancia 

de 1 .4 parámetros de red de la cadena cristalina, pode~os 

~bservar un minimo en la curva que corresponde a la posición 

de equilibrio estable del átomo adsorbido en el sistema. A 

1edida que el átomo A se acerca al cristal, la energía aume~ 

ta y el estado se encuentra menos ligado. Cuando el átomo 

1 sorbido se aleja tanto de la superficie que podemos consi 

ierar las interacciones entre ambos despreciables, la ener­

ita del estado locali~ado tiende al valor de la energía del 

~stado de superficie del cristal puro. 
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GRAFICA XII 

LA BANUA PERMITIUA 

.3., t-'--"----<--.<............L.-~---L.-~...L..___..~...L,____!._L_...L,_ 

- ' 

En la gráfica se muestra la banda permitida definida por 

la ecuaci6n: 

E • ,/.. + z~ CDS e 

donde 6 es real, y corresponde a las raices reales de la ecu~ 

ci6n (3) del capitulo IV. 
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GRAFICA Xlll 

, 

l 

En la gr4fica se puede observar, con 1rnea discontinua 
los limites de la banda permitida y con linea continua la ene~ 
~la en funci6n de la distancia de separaci6n obtenida de las 
ecuaciones (5) y (7). Los momentos del cristal de la forma 
m 11 + i t , con m un entero par nos dan estados ligados con e­
nerglas por debajo de la banda per11it4'da, mientras que los 
estados con m impar, nos dan estados con energlas por arriba 
de la banda permi~ida, correspondientes a estados ligados,s6lo 
cuando el itomo Jsorbido est4 muy lejos del cristal. 

1. 
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La func16n de onda de los estados locali:ados será sal­
vo un factor de normal1zaci6n 

donde a ~está dada por la ecuaci6n(6) y las raices de la ecu~ 

..:i6n (S). 

Calculamos la densidad de carga alrededor del átomo j 

ut1li:ando la siguiente ecuaci6n 

Q .• 
J 

'ª ·1 . ~ 
m 

con lo cual podemos determinar alrededor de qué átomo se en­

cuentra distribuida la mayor densidad de carga. El valor de 

los coeficientes de los b primeros orbitales at6micos, asr 

como de la densidad de carga electr6nica alrededor del átomo 

cero (Q
0
), y del átomo A ( Q~), se muestran en la Tabla T-3, 

donde observamos que la densidad de carga es siempre mayor en 

el átomo de la superficie del cristal cuando los estados son 

ligados, a diferencia de lo encontrado por Grimley, quien 

como vimos en el capitulo tres, muestra que la densidad de 

carga es mayor en el átomo adsorbido. Además podemos aotar que 

cuando A se acerca al cristal, la densidad de carga alrede-

dor de este átomo crece, pero la energía corresponde a la de 
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a la de un estado no ligado, por el c0ntrario, a medida que 

el Atomo &4sorbido se aleJa del cristal, la densidad de carga 

alrede-or de el 4tomo adsorbido disminuye y aumenta en el á­

tomo de la superficie. Cuando la separaci6n entre el átomo 

A y el cristal a1111enta, la densidad O..~ se hace cero y 

la energ!a del estado tiende a la energ!a del estado de super­

ficie. 

Los cálculos se hicieron en su mayoria para un to­

tal de seis 4tomos, lo cual fue suficiente para un gran número 

de casos, en los que los coeficientes de los orbitales at6micos 

tiendlh ripidamente a cero. 

En este capitulo calculamos la energ!a y la funci6n de 

onda de los estados localizados, debidos a la presencia de un 

átomo adsorbido, estos estados, como demostramos en el capitulo 

IV, son iguales a los estados del caso en que el cristal es ft 

nito. La soluci6n que mostramos depende explicitamente de la 

pÓsici6n del 4tomo adsorbido y es autoconsistente en el cálculo 

de las energías y las funciones de onda de los estados locali­

zados. Encontramos que cuando el átomo adsorbido está muy cer­

ca del cristal, la densidad de carga alrededor del itomo adso~ 

bido es muy grande, por lo que el sistema no está amarrado y 

la energla corresponde a la de un estado no ligado. 

De la misma manera, cuando el átomo adsorbido se encuen-
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de A es muy pequefia, ambos constituyen dos sistemas indepen­

dientes entre si, y la energia del estado es la energia del e! 

tado dL superficie, Encontramos adem4s que existe una dista~ 

cia de separaci6n entre el ltomo adsorbido y el cristal, en 

la que el sisteaa se encuentra en equilibrio estable y en este 

la densidad de carga es mayor en la superficie del cristal. 
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CU~LLUSlúNéS. 

Aquí exponemos las conclusiones a las que llegamos des­

pués de comparar los resultados obtenidos,a partir de los mo­

delos que presentamos en los capítulos 111, IV y V. 



El aodelo que utilizamos para resolver el problema del 

ltomo absorbido, en lo fundaaental es el mismo que Grimley us6 

en su trabajo, al cual nos hemos referido anteriormente. Las 

aproximaciones que utiliza111os son las que 61 utiliza. a exce~ 

ci6n do algunas, como la de extremo lejano, que se mencionan 

en el trabajo. Pero Grimley concluye su trabajo una vez que d~ 

fine ciertas zonas en el plano Z + f - Z' (gráfica X) en el 

que existen zonas prohibidas y zonas permitidas para los esta­

dos localizados, encontrando el valor de la energ!aulel estado 

localizado y la densidad de carga para un punto de la zona peL 

mitida. Para estos valores de los par4:metros, Grimley calcula 

los coeficientes de la funci6n de onda del estado y encuentra 

que la mayor contribuci6n a esta se debe al orbital del áto­

mo a~sorbido y que la densidad de carga electr6nica es mayor 

alrededor de este átomo, y considera que este resultado parti­

cular tiene un carácter general. Por nuestro lado, encontra­

mos que la soluci6n del cristal semi-infinito coincide con la 

soluci6n del finito, de donde conclu!mos que los estados lo­

calizados existentes son debidos a la presencia del átomo ad­

sorbido. Esto lo confirmamos al ver que las funciones de onda 

asociadas a dichos estados se amortiguan exponencialmente hacia 

el extremos lejano a la orilla donde se encuentra el átomo a~­

sorbido, mientras que las de los estados de superficie se amoL 

tiguan hacia la parte interna del c;.ristal, desde ambas super-



Además probamos que cuando el átomo adsorbido está lo 

suficientemente lejos de la superficie del cristal, como 

para que las interacciones entre ellos sean despreciables, la 

funci6n de onda del estado localizado recupera la forma de 

la funci6n de onda del estado de superficie. Buscando unas~ 

luci6n que dependiera expl!citamente del parámetro). , modifi 

caaos las condiciones a la frontera tal como mostramos ~n el 

capítulo V, con lo que encontramos dos ecuaciones, una de ellas 

result6 ser igual a la ecuaci6n que habiamos encontrado ante­

riormente para los cristales semi-infinito y finito y que 

nos proporcion6 la parte imaginaria del momento del cristal, 

y con ella la energía de los estados localizados. 

La otra ecuaci6n nos mostr6 Wla dependencia explícita 

con respecto a A del coeficiente del orbital at6aico del 4to­

ao A . Varíamos los par4aetros del sistema, suponiendo que 

las fuerzas que mantienen W1idos al 4tomo A y al cristal son 

las mismas fuerzas que aantienen ligados a dos 4tomos o a dos 

ao1Sculas, y encontraaos que de los dos estados posibles, con 

n par y n iapar, s6lo los estados con n par dan lugar a Wl e! 

tado estable del sisteaa. Observaaos que cuando el 4tomo ad­

sorbido esti muy cerca de la superficie del cristal, las fuer 

zas repulsivas dominan entre ellos y el sisteaa no se liga 

y la densidad de carga está centrada alrededor del átomo A 

Encontramos que existe una distancia de separaci6n para 

la cual las fuerzas atractivas y las repulsivas se equilibran 

y dan lugar a un m!niao en la energ!a, y es a esta distancia 



de separación cuando tiene lugar la aJsorción. En la posición 

de equilibrio estable, la densidad de carga es mayor en la su· 

perficie del cristal y no en el átomo aasorbido, como Grimley 

había supuesto qu~iempre debía ocurrir ... Además encontramos 

que a grandes distancias de separaci6n el sistema se desli­

ga y la energía del estado tiende a la energía 4el estado de 

superficie, consecuentemente con esto, la densidad de carga 

alrededor del 4tomo adsorbido se hace cero y la funci6n de 

onda del estado tiene la forma de la funci6n de onda del esta­

do de superficie. 

Las gráficas de la densidad de probabilidad para diferen­

tes posiciones del 4tomo adsorbido, incluyendo la posición de 

equilibrio se muestran en el apEndice de este trabajo. 

Hasta aqul el problema que hemos resuelto s6lo tiene un 

interés académico, pero estudiar el problema de un !tomo que 

se adsorbe a una cadena cristalina, aGn con todas las aproxima­

ciones que se hacenpara atacarlo, es una buena manera de intro­

ducirse al estudio de la catflisis. Este fen6meno. se pue­

de entender como un fen6meJ10 de adsorci6n en el cual dos sus­

tancias químicas no reaccionan si no es bajo la presencia de 

una tercera, pero que en principio se supone no participa en 

la reacci6n. Podemos pensar que la tercera sustancia se adsor­

be a una de ellas, aumentando la densidad electrónica en la 

superficie y con esto la probabilidad de colisiones entre ele~ 

trones, hasta que se efect6a la reacción química. En la lite-



ratura, se encuentran trabajos que se ocupan de la adsorci6n 

de dos sustancias químicas entre sí (ref.19) r nosotros pen­

samos un un trabajo posterior, tomar en cuenta esos antece­

dentes y darle una mayor realidad a nuestro modelo, tomando 

en consideraci6n que la aproximaci6n de amarre fuerte s6lo 

es aplicable a cristales de tipo i6nico-covalente, pues está 

suponiendo que el electr6n se encuentra muy ligado a su átomo 

dentro del cristal. En este trabajo los resultados finales 

que obtuvimos solo son aplicables a cristales de este tipo 

con átomo que tengan un electr6n fuera de capa cerrada ya que 

pusimos funciones de átomos hidrogenoides como orbitales,pero 

en general el método es aplicable a cristales con átomos que 

tengan dos electrones fuera de capa cerrada por átomo, ya que 

de acuerdo al principio de exclusi6n de Pauli en la banda 

1S pueden haber hasta dos electrones caiespines contrarios 

por nivel. El método L.C.A.O. que se utiliza aquí restringe 

a6n m4s la aplicabilidad del modelo a cristales que tengan un 

parámetro de red lo suficientemente grande como para conside­

rar despreciable el traslape entro orbitales. Dentro de la~ 

proximaci6n de amarre fuerte, este problema puede ser resuel­

to, utilizando funciones que forman una base ortonormal, con 

los cuales el traslape entre dos orbitales diferentes es cero, 

como las funciones de Wannier (ref.20). 

La extensi6n al cristal tridimensional es relativamente 

sencilla. Goodwin trata la superficie de un cristal tridimen­

sional y Grimley también extiende su trabajo a un cristal 

tridimensional (ref.6 y 7). Recientemente, J.M.Velázquez (ref. 



ZIJ terminó su trabajo de tesis, bajo la dirección de L.Andradc 

en el que trata el problema del átomo adsorbido a un cristal 

tridimensional con funciones de Wannier y el método de onda 

reflejada. 



APENUlCt 

En el siguiente apéndice se muestran las gr4ficas de la 

densidad de probabilidad para un cristal semi-infinito al cual 

no ha !Mlsorbido un 4tomo a distintas distancias y se explica 

la aane~a coao se construyen las gr,ficas. 



Podemos 1:rat H.ar de una m,rn.,ra aproximada la densidad de 

probabilidad para d1st111tas posi.:iones ael Jtomo absorbido s1 

vemos a la ecuación 

como una suma de orbitales at6m1ccs centrados en itomos dife­

rentes. el problema consiste en hacer esta s1.111a de una mane­

ra adecuada. La forma en que la realizamos fue tomando los 

orbitales de dos en dos en coordenadas ~sferoidales prolatas 

y transladando ~ origen de esta; i lo largo de la cadena de 

la ~-~r~ si¡uiente: 

r . ., ·~ .,x .-1 • 
o 1 2 ~ 

X •• a>..(r,}q + a,,fr,O) 

¡(m. ªmfP(r.m.) + ªm+l~(r,m-1) 

donde las {r,m) son orbitales 15 de !toaos hidro¡enoides. 

En coordenadas esferoidales prolatas, en tfrainos de 

(~.~•'f) las ecuaciones de transformación de un sistema de coo~ 

denadas cartesianas rectangulares son: 

X• ~ senh usen 1/ cos 'f 

R 
Y•-2- senh1.1.sen\/sentp 

R Z• I cosh~COS\/ 



En el plano X-:: con Y•O tfig.4) se puede ver que 

1 
R 

r1·ltz + Z)l + xZ/ 

r •(t!!. + z) Z + x2J2 
2 Z 

1 

l 1. ,x\ 

"' o 11\+l z 

F - 4 

rl + rz. cte 

r 1 - r 2 • cte 

y utilizando las ecuaciones de transformación tendremos que 

'- o '­-1 - rz - 1 



con p1 • cosh u. y P2• cos V 

hn estas ~oordenadas: 

,VII. ªme-14.ll./2(@,+ Pz) -'"'R/2(P,- Pz) i" + ªm+le 

donde Res el cociente de la distancia de separación de 

los 4tomos m y m+l, entre el radio de Bohr. 

En un punto de la linea que une a los dos nacleos: 

y ~, • cte • 1 

de donde tenemos que: 

R/2( + p 2J + R/2(1- ~ 2) • R 

~2· irt-1 varia desde -1 a 

La suma se realiz6 tomando en cuenta la translación que 

se hizo del origen del sistema de coordenadas y las gráficas 

de la densidad se probabilidad para distintas posiciones del 

&tomo absorbido se muestran a continuación. 

Joel A.Appelbaum y D.R.Hamann, proponen un potencial re~ 



lista para la superficie del Si (111) y resuelven con métoJos 

computacionales la ecuac16n de Schroedinger. En su trabajo 

auestran gráficas de la densidad clectr6n1ca, graficadas a 

través de una linea normal a la superficie (eje=) y que pasa 

a través del !tomo de la superficie (ref.18) como se muestra 

en la figura F-5. 
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FIO. l. Plaaar or •-7 .,, .......... ..__,, ~ 
.....,, 111a • usa 10111 dlncuoaJ lar ... Cal r ..i 1111., 
••rface - lar .U tllne •rf-...,.. of die -
lued .. .-..... ,,,. _,,, ............. --
lllo awa1 pi-• ud ............... aMdllla ,._ 
tau l•Jd lor deRollloal. Note - ...... ,....,_ Pff 
val,oc:o olectroo ta b,allt III la a A 1. 

Como se puede ver sus gráficas son parecidas a las que 

nosotros obtenemos de una manera sencilla. 



Las siguientes gráficas fueron obten 1das con los det.:>s p!'Q 

'!Orcionados oor !a solucJ6n encontrada con e, modelo autoconsi~ 

tente. y como se verá en estas le densidrd de probabiltdad l\ll 

sie'!liire es mayor al rededor de' átomo adsorbido como ten!amos 

en el 1110delo anter:or, sino que depende de la oosici6n del -

átomo adsorbido y de le energía del estado, y se puede dar el 

caso au" en une misma oosici6n del átomo adsoT'bido , existan 

das estados con energías diferentes, en uno de los CU6les la 

densidad de orobabilided see m~yor en el átomo adsorbido y en 

el at!':> sea mr·yar en el átomo de lr superficie del cristal. 

XI'i 

d 
1. ? 

Cuando la distancia de separaci6n;{= .5 ,existen dos estados 
localizados, en el que se muestra aquí la energ{a B = .027 y la 

densidad de probebiltdad está fuertemente localizada en el átomo 1 

Y en la sunerficie del C" stal ..i'lr = .758 



., 

En la misma oosición 'UP en el ~aso an~er "~ , la dens~dad d<> 

probabilidad amente en el 6to~o A y disminuye en Pl átomo de la 

!IUoerficie 1 1 = 2,775 , ,e>,= ,815 , ambo~ estqri-Js tienen energ{e~ 

que corresponien a estados DO ligados. 

DI 

.t 

A una distan~ia igual al oar~mPt~o de red eY.isten do~ <>~tF~?S 

localizados, en este !: = 2,438 y Q l = ,495 • LB densidad de 'l!":>b,!l 

b111dad aW11enta en el 6tomo de 1· suoerfi~ie, ..,,, o es lige:-L~ente­
mayor en el átomo A, 



~--

~a energía de este estado eorrespondP a lL de un est&do igado 

g = -3.'>;8 y la densidad de pMbabi, 'dad se encuent!'n dist!'ibu•de 

en el áto~o A y en los primero átomos de: c~ista: 

., 

d 
~ o .& 'l 'I .. 

Cuando l.. = l. 4 el sistema se encuentra en equilibrio , B = -3. A~6 

1 l& densidad de probrbilldad es ma,or en el átomo de a suuerficie 
1.a densidad de carga &l rededo.rde este áto1110 es m&Xima y disminuye 

si el ~to•o adsortldo se alejé o s.,, Pcerca &l cristal. 
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Bn la !)OSición de eouilibrio existe otro e•taao no ligado con 
una energía B • 2.069, en el cual la densidad de orobabilidad es 
mayor en el 4toao • 

XX 

.lS 

.t. 

·"' 

A 
Cuando1=2.2 1· energía del estado local~z,do e~ muy ce~cana -
al 1rm1te inferior de la b&nd& oel'!Di•idi y 1~ de~sidad de probab1 
11dad se desbcalizes y ~e di:: iruye ;. lo l~re:0 del cr:~t 1, 1\§ 

el endose ca~i ce'ro en el ! tom'l ad ~'lrb1 do E = - '·. 6 



XXI 
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d 
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En le !llisme oos1ci6n e,:1 st<? ot~o estado con un:. energía oor 
arriba de la br,nda permitida, • = l. 238 , en esta la densidad -
de ~robabilidad se lo~aliza en el átomo de ca suoerfi ie, crece 
en el ,tomo adso~bido y dismin~• en el rPsto del rristal 

.lXlI 

, .. 

,., 

Bsta gráfica corresoonde a4 caso en el que el átomo A está muy 
alejado del crista1,t = 4.3 parámetros de ~ed, y la energ<a del 
estado t~ende a la energía del estado de sunerficie,E = - •• 59 . 



En las gráficas XIV a XXI, encontramos la densidad de pro­

babilidad de los estados localizados comprendidos en la tabla 

T-3. hn éstas vemos que cuando el Atomo absorbido está muy cer 

cano al cristal(gr4ficas XIV y XV), la densidad de probabili­

dad esta distribuida principalmente en el átomo adsorbido, a es 

tos estados corresponden energias muy altai y no son estados 

ligados. 

A una distancia igual al par4metro de red, existen dos es­

tados localizados, uno con energía muy alta, por arriba de la 

banda permitida, tiene una densidad de probabilidad mayor en 

el !tomo, adsorbido (gráfica XVI) y otro con una energia que 

corresponde a un estado m4s ligado y con una densidad de pro­

babilidad mayor en el átomo de la superficie que en el 4tomo A 

y que se 8111ortigua más lentamente hacia la parte interna del 

cristal que en el caso anterior (gráfica XVII). 

En la posici6n de equilibrio también existen dos estados 

localizados, uno de ellos corresponde al mfnimo de la energfa 

(gráfica XVIII) y en éste, la densidad de probabilidad es m4s 

alta en el átomo de la superficie y decrece en este átomo si el 

átomo A se mueve de esta posici6n y la curva de energía del 

estado localizado es la linea continua debajo de la banda pe[ 



mitida en la gráfica XIII. El otro tiene una energía muy 

alta y una densidad de probabilidad más localizada en el átomo 

adsorbido . (gráfica XIX). 

tn la gráfica XX, la energía del estado es muy cercana 

al limite inferior de la banda permitida y la densidad de pr~ 

habilidad se deslocaliza y se distribuye a lo largo del cristal, 

haciéndose casi cero en el átomo adsorbido. La gráfica XXI, 

representa la densidad de probabilidad cuando el átomo absor-

bido está en la misma posición y la energía del estado es mucho más 

alta, en ésta se puede ver que la densidad de probabilidad se 1~ 

caliza en el átomo de la superficie, crece en el átomo adsorbi-

do y disminuye en el resto del cristal. 

La grifica XXII corresponde al caso en que el itomo A esti 

muy alejado del cristal y la energía del estado tiende a la ener 

gía del estado de superficie, como se puede ver la densidad de 

probabilidad se hace auy pequefta en el itomo adsorbido y decrece 

ligeramente en el itoao de la superficie, auaentando en el inte­

rior del cristal. 
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