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CAPITULO 1
IDEAS PRELIMINARES

1.1. Motivacidn.

* La capacidad gue tenemos los seres humanos para orientarnos en
situaciones confusas es sorprendente. Parece gque la evolucién nos
ha dotado de facultades intelectuales y perceptuales, que aun sin
nuestra participacién consciente, nos permiten extraer
informacién relevante en contextos muy variados. Una nube o una
mancha nos sugieren, de manera casi esponténea, un rostro o la

figura de algin animal. Sin mucha dificultad reconocemos
similitudes y diferencias en lugares donde no parece obvio que
existan. Igualmente, podemos separar provechosamente blogques

significativos dentro de una masa enorme Yy desorganizada de
sefiales gue afectan nuestra percepcién. Al mismo tiempc somos
capaces de procesar eficientemente informacién ambigua, errdnea o
incompleta. La identidad E=mc® es falsa, y sin embargo evoca de
modo inmediato, el nombre de Albert Einstein (y de la identidad
correcta) .

Puede ser que lo gue compartan estas habilidades radique en gque
todas ellas construyen o precesan blogues interrelacionados de
informacién que 1llamamos patrones; y aun cuando lo anterior
pudiese no ser totalmente cierto, el hecho de haber identificado
(incluso arbitrariamente) como patrones al material bédsico sobre
el cual operan nuestros procesos perceptuales y cognoscitivos ha
resultado ser al menos, una simplificacién muy fructifera. Ha
servido como paradigma comin, tanto a la Psicologia Cognoscitiva,
como a una buena parte de la Inteligencia Artificial.

La motivacidén gue inspira a ambas es, sin embargo, muy distinta.
A grandes rasgos, la Psicologla Cognoscitiva se ocupa de indagar
los modos y mecanismos mediante los cuales percibimos, formamos y
procesamos patrones, mientras gue una parte considerable de las
investigaciones de 1la Inteligencia Artificial busca incorporar
esta serie de habilidades a dispositivos no humanos. En otras
palabras, se busca la manera de construir dispositivos
artificiales (sistemas o miguinas) que se desempefien con la misma
flexibilidad y eficiencia en el manejo y formacidn de patrones,
que sus contrapartes humanas. A esta rama de la Inteligencia
Artificial se le conoce tradicionalmente como Reconocimiento de
Patrones.



1.2. Contexto general.

Si los patrones fuesen en verdad la base de muchos de huestros
procesos mentales, podria pensarse que antes de iniciar cualquier
investigacién, deberiamos comenzar por definir lo que es en
realidad un patrén. Sin embargo, en casi todas las ramas del
Reconocimniento de Patrones, el punto de vista gue se adopta es
mds funcional gque filosdfico. Béasicamente consiste en dar una
caracterizacién gque sea al mismo tiempo 1ntu1t1vamente plausible,
asi como facilmente manipulable.

Bajo este enfoque, el universo de interés queda reducido a una
coleccidén de objetos y a un conjunto finito de atributos o
variables. Un patrén resultard entonces, de identificar a un
objeto con los valores particulares gue toma en cada una de esas
variables. Por ejemplo, en cierta discusidn, puede ser suficiente
gque las variables a considerar sean: sexo, edad, peso, estatura y
nacionalidad. Un patrén entonces, se obtendrd al evaluar a un
determinado individuo en cada una de estas cinco variables.

Esta manera de codificar o representar a los objetos nos permite
ademds, referirnos a los problemas principales gue interesan al
Reconocimiento de Patrones. Son esencialmente tres:

1. E1l problema de la reduccién de variables,
2. El1 problema de la clasificacidn.

3. El problema de la formacidén de ctmulos o clases.

El primer problema consiste, como su nombre lo indica, en reducir
el conjunto original de variables a uno mas pequefio que permita
seguir representando, sin ambigliedad, a todos los objetos de la
coleccidn., como este trabajo se ubica dentro de @esta
problemdtica, en la siguiente seccidn lo trataremos con més
detalle.

El problema de la clasificacidén parte de una coleccidén finita de

clases de patrones, y en donde dado un huevo patrdn 0%, 1la
pregunta que busca contestar es la siguiente: ¢A cuidl de todas
las clases pertenece? Los problemas dque se derivan de esta
pregunta inicial se centran en crear los criterios y algoritmos
mé&s adecuados para clasificar.

En un problema de clasificacién se tiene, por asi decirle, 1la
mitad del problema resuelto: esto es, se tienen las clases. Sin
embargo en muchas situaciones la tarea misma de especificar las
clases es 1la que resulta problemidtica. Cuando esto sucede se



tiene un - problema "de  formacién de cumulos. A pesar de las
diferencias entre. las -distintas técnicas de agrupar objetos,
todas ellas utilizan alguna forma de medir la similitud entre los
patrones.

1.3. El problema de la reduccidén de variables,

En disciplinas tan diversas como la Medicina, la Biologia, 1la
Geologia, etc., muchas veces resulta conveniente representar a
los objetos de estudio como patrones. Esta forma de representar
parte del supuesto de gue cada objeto gueda totalmente
determinado por los valores gue toma en cada una de las variables
de dicha representacién. En este contexto resulta que cada objeto
es literalmente su descripcién.

De esta suposiciédn resulta ademds, gue dos objetos cuyas
descripciones sean iguales se consideren como el mismo objeto. El
especialista, entonces, se ve en la necesidad de introducir un
nimero suficiente de variables, gue le permitan distinguir en la
representacién, a aquellos objetos gue en su campo se consideran
como diferentes. A esta Gltima exigencia le llamaremos Requisito
de Representacién (RR).

De este modo, cuando en un principio se construye una
representacidn, casi siempre se emplea un namero elevado de
variables que cumplan el RR. Mas tarde, por razones de costo y
tiempo, puede ser necesario reducir el conjunto original a un
subconjunto propio pero gue siga cumpliendo el RR. Es en esta
situacién donde resultan relevantes los conceptos de la Teoria de
Testores. Conceptos gque fueron introducidos por I.A. Cheguis y
S.V. Yablonskii y que posteriormente fueron ampliados por Yu.I.
Zhuravliov para atacar explicitamente el problema de la reduccidn
de variables.

La Teoria de Testores se apoya en dos conceptos que resultan
sumamente atractivos, tanto por su naturalidad como por su
sencillez. Estos son, a saber, los conceptos de testor y testor
tipico. Para poder explicar adecuadamente los objetivos de este
trabajo, 1los introducimos informalmente desde ahora y en el
proximo capitulo los definimos con mayor precisidén.

Supongamos dque se tiene una muestra de objetos en la cual no
existen dos iguales. Para simplificar el ejemplo, supongamos
ademds gque todas las variables sdlo toman uno de dos posibles
valores. ¢Qué pasa si ignoramos una variable? Es decir, :Qué
sucede con las descripciones de los objetos vistos a la luz de
todas las variables menos esa? Pueden pasar dos cosas: O
aparecen al menos dos descripciones gue se confunden, o bien las
descripciones pueden seguirse distinguiendo. Si sucede esto
Gltimo diremos que este subconjunto de variables constituye un
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testor. Ahora bien, si continuamos este proceso, eventualmente
llegaremos a un subconjunto de variables del cual no sea posible
ignorar ningtin rasgo sin obtener descripciones repetidas. A estos
conjuntos irreducibles les llamaremos testores tipicos.

A través de los testores tipicos se han definido criterios que
permiten reducir el espacio original de representacidn a uno mas
pequefio. La idea detras de estos criterios consiste en averiguar
el papel relativo que desempefia cada variable en la
discriminacién de los objetos. Seran eliminadas aquellas
variables cuya presencia en muchos espacios de representacién
sea innecesaria. O dicho en otras palabras, se eliminaran
agquellas variables que siempre (o casi siempre) puedan ser
ignoradas sin provocar confusiones en las descripciones de los
objetos. Esto, como es natural, sucede cuando ellas no aparecen
en ningGn (o en muy pocos) testores tipicos.

Tradicionalmente, se ha utilizado el concepto de peso
diferenciante de una variable para obtener una medida que permita
decidir esta reduccién. El peso diferenciante de una variable se
define como el cociente del nimero de testores tipicos en donde
ella aparece, entre el nimero total de estos. Asi las variables
que es posible eliminar, seréan aquellas cuyos pesos
diferenciantes sean bastante bajos.

Calcular el peso diferenciante de las variables requiere resolver
un problema previo: a saber, el de obtener todos los testores
tipicos. Debido a que el ntmero .de subconjuntos que
potencialmente podrian ser testores tipicos es del orden de 20
cuando hay n variables, se han disefiado varios algoritmos que
reducen considerablemente los cdlculos y permiten obtener a todos
los testores tipicos en un tiempo razonable.

Dependiendo de la manera en gue obtienen los testores tipicos los
algoritmos se clasifican en:

1. Algoritmos de escala interior.

A grandes rasgos estos algoritmos construyen a todos los testores
tipicos. En realidad hacen mas que eso, construyen una familia de
conjuntos de variables dentro de 1la cual se encuentra la
subfamilia de los testores tipicos. Obtener de esta familia a 1la
de los tipicos no plantea ningidn problema.

2, Algoritmos de escala exterior.

Estos algoritmos ‘'revisan" la 1lista de todos 1los posibles
conjuntos de variables, o lo que es lo mismo, la lista completa
de sus vectores caracteristicos (los vectores gue resultan de
aplicarle a cada conjunto su funcién caracteristica). Como esta

lista tiene longitud 2"-1, es claro que no resulta eficiente
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generarla completa. De esta manera los algoritmos prueban en cada
paso si el vector recién generado es o no un testor, y por 1la
manera en que estos han sido ordenados, es posible realizar
grandes saltos sobre muchos vectores que no pueden ser testores.
Los algoritmos de esta categoria se distinguen unos de otros
tanto por el orden en que son generados los vectores, como por
los criterios especificos de salto.

1.4. Objetivos y antecedentes.

Este trabajo se centra exclusivamente en los algoritmos de escala
interior para criterios de comparacién booleanos. Una gran parte
la discusidén la realizamos, sin embargo, suponiendo gque las
variables son booleanas. Creemos que esta forma de proceder
simplifica la presentacién de las ideas y como veremos, no afecta
nuestros resultados. En el capitulo 4 mostramos la manera de
extender el caso de variables booleanas al de comparaciones
booleanas. Nuestro propdsito principal consiste en dar una
caracterizacién completa del concepto de testor tipico que

facilite su obtencidn mediante una computadora. Esta
caracterizacién y los dos algoritmos gque discutimos se apoyan en
un concepto nueve y muy simple: el de antitestor tipico. Sin

embargo, la utilidad de los antitestores tipicos es s6lo tedrica:
mediante ellos simplificamos y unificamos. Simplificamos las
definiciones y las demostraciones, y unificamos en uno solo, los
teoremas de caracterizacién de cada algoritmo. Vale 1la pena
comentar un poco ésto dltimo.

Actualmente se tienen dos algoritmos de escala interior para
construir testores tipicos. Cada idea algoritmica se presenta, a
grandes rasgos, bajo el siguiente esquema:

1. Definicidn de los conceptos ad hoc o propios del algoritmo.
2. Demostracidén de uno o varios resultados para caracterizar a
los testores tipicos a partir de estos conceptos ad hoc.

3. Demostracién de uno o varios resultados gque muestran gque
dentro de los conjuntos de variables construidos se encuentran
los testores tipicos.

Con esta forma de presentacidn, a nuestro juicio demasiado
cargada de conceptos, no es posible explicar las diferencias (a
nivel conceptual) que existen entre ambos algoritmos. Tampoco es
posible saber si estas dos ideas algoritmicas agotan todas las
posibles maneras de construir testores tipicos o si existen
formas radicalmente distintas (dentro de la clase de algoritmos
de escala interior) de obtenerlos.

Nuestros resultados unifican y explican lo anterior a través del
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concéepto de antitestor tipico. El1 esquema gque adoptamos en este
trabajo es el siguiente: :

1. Definicién de los conceptos de antitestor y de antitestor
tipico.  Conceptos .que son independientes de cualquier idea
algoritmica. ,

2. Demostracién de dos resultados de caracterizacidén: el primero
para testores y el segundo para testores tipicos. El1 dltimo de
los cuales pone de manifiesto las dos (y s6lo dos) ideas
algoritmicas basicas que pueden seguirse en el caso de los
algoritmos de escala interior.

3. Definicién de 1los conceptos ad hoc de cada algoritmo, pero
dados a partir del teorema de caracterizacidén para testores
tipicos.

4. Demostracién de gque la familia de testores tipicos se
encuentra contenida en la familia de conjuntos que cada algoritmo
construye.

Aun cuando en el capitulo 3 damos el pseudocddigo para cada
algoritmo, nuestro interés no se encuentra en la parte
computacional. No hemos hecho por tanto, ningin estudio de 1la
eficiencia de cada algoritmo ni hemos realizado ningin tipo de
estudio comparativo.

En el capitulo 4 presentamos algunas ideas, gque aungue se salen
de nuestro objetivo principal, consideramos apropiado discutir.

Finalmente conviene decir unas palabras respecto al estilo y tono
del trabajo. Hemos preferido en todo momento, acercarnos a los
conceptos paulatinamente; esto es, primero intuitivamente y
después formalmente. Por lo cual no hemos evitado las
redundancias, ni tampoco el empleoc de un lenguaje a veces
bastante *informal. Respecto a las referencias, hemos decidido
posponer cualguier indicacién en el texto principal. En el
apartado correspondiente mencionamos lo dque hemos tomade de cada
una de ellas.



‘CAPITULO 2 . 2
TESTORES Y ANTITESTORES

En este capitulo presentamos las definiciones usuales de
testor, testor tipico y peso diferenciante. Asimismo
introducimos los conceptos de antitestor y antitestor tipico.
Estos dos idltimos son en realidad conceptos auxiliares y su
principal utilidad reside en que a través de ellos podremos dar
una caracterizacién mnuy simple y potente de los testores
tipicos. Posteriormente esta caracterizacién nos permitira
construir dos algoritmos para su obtencidn.

2.1. Conceptos basicos.

En todo lo que sigue supondremos gque tenemos una muestra de
objetos particionada en clases K;,...,K, y donde cada uno de

los objetos se encuentra descrito por un conjunto R de
variables o rasgos que s6lo toman los valores 0 o 1. Para los
subconjuntos de R nos reservamos las letras griegas «,B,T ¥y w.
Denoctamos con o0 a los valores que toma el objeto O cuando
restringimos su descripicidn solamente a las variables que
aparecen en o.

Supondremos ademés, gue nuestra particién se encuentra
organizada en forma de matriz, los renglones representando a
los objetos y las columnas a las variables. A esta matriz
tradicionalmente se le conoce como matriz de aprendizaje (MA).

Ahora las definiciones:

2.1.1,Definicidn. Decimos gque T € R es un testor si para
cualquiera 0 € K; y O & K; con i#j ocurre qgue TO=TO'.

2.1.2.Definicién., Decimos que T € R es un testor tipico si T es
testor y para todo « ¢ t, @ no es testor.

2.1.3.Definicién., Sea x € R, T={t € R | T testor tipico} y
T(x)={t € T | x e <T}; el peso diferenciante de x es
p(x)=IT(x)1/ITI.

2.1.4,Ejemplo.
Sea la siguiente matriz de aprendizaje en la cual hemos
supuesto que las clases son unitarias:

8



Sus testores tipiéds so L
T={ Xz, X b To={%3, %0}, ?3={¥;(X§;X5}; B

Los pesos diferenciantes de las variables son:
P(X1)=p (¥3)=p (R3)=p(Xs)=1/3 'y p(%;)=1.

Aungue es la mds utilizada en la préactica, la forma de medir el
peso diferenciante gue hemos presentado, ne se encuentra exenta
de problemas. En el capitulo 4 volveremos a ella para
discutirlos.

Introducimos ahora los conceptos de antitestor y antitestor
tipico. El1 primerc es simplemente la negacidn 1légica del
concepto de testor. E1 segundo tiene consecuencias mas
interesantes.

2,1,5.Definicién., Decimos que w € R es antitestor si existen 0
€ K, ¥y 0’ € K; con i®]j tales que wO=wO’.

De agui gue por definicidén la potencia de R (sin el vacio),
gqueda dividida en dos clases ajenas: testores y antitestores.

2,1.6.Definicién, Decimos que w € R es antitestor tipico si w
es antitestor y para toda « tal que w ¢ «, « no es antitestor.

Con esta Gltima definicién tenemos de manera inmediata la
siguiente observacidn.

2,1,7.0bservacién, Dado o € R, entonces « es antitestor ¢ o € w
para algilin w antitestor tipico.

Usando las ideas anteriores, podemos en este momento definir un
algoritmo (ridiculamente ineficiente) para obtener todos los
testores tipicos de una MA dada.

Algoritmo I.

Paso 1, Se obtienen de la MA todos los antitestores tipicos.
Esto es realizable en tiempo polinomial, pues el nlmero de
comparaciones (y por tanto de antitestores tipicos) entre los
objetos de todas las clases es polinomial.



Paso 2, Utilizando la observacién 2 1. 7. obtenemos a»todos los
antitestores. E S e T :

Paso 3, Obtenemos a los testores eliminando” de 1a potencla de R
a todos los antitestores.

Paso 4. Nos gquedamos con los testores tipicos tomando a
agquellos testores que no tienen contenido a ningin otro.

A pesar de gue nadie se atreveria a usarlo en la practica, este
algoritmo ilustra de manera un poco tosca, la forma en que se
vinculan antitestores tipicos y testores ‘tipicos. Por otro
lado, es claro que su tremenda ineficiencia proviene del hecho
de gue para obtener a los testores tipicos necesita primero
calcular a todos los antitestores y después a todos los
testores. Seria deseable entonces, conocer otras propiedades de
los testores tipicos que nos permitieran construir algoritmos
gue alcanzaran su objetivo de manera méds directa. Los
resultados que presentamos a continuacién son precisamente esas
propiedades.

2.2. Teoremas de caracterizaciodn.

como es natural caracterizamos primero al concepto de testor.
A partir de ahora denotamos con Q al conjunto de todos 1los
antitestores tipicos.

2.2,1.Lema. Sea o € R, o es testor « para toda w e Q, a N (R~
w) =2,

Demostracion.

») Sea o, testor y supongamos que existe w, € © tal que o {1 (R-
wpy)=e. Entonces o € w, y por la observacién 2.1.7. o es

antitestor, lo que es una contradiccién.

«) La hipétesis implica que « no estd contenido en ningln
antitestor tipico, y de nueveo por la observacién 2.1.7., o no
puede ser antitestor, luego « es testor.m

2.2.2.Lema. Sea T un testor tipico y x € T, entonces existe w,
e Q tal que x € R-wg,.

Demostracién.
Como T es testor tipico y x € T, entonces T-{x} es antitestor.

Por la observacidén 2.1.7. existe w, € Q tal que T-{x} € w,, por
lo cual %X € R-wy.™
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Caracterizamos ahora a los testores tipicos. Para eso definimos
el concepto. de conjunto compatible. Concepto que utilizaremos
en el capitulo 3 para definir uno de nuestros dos algoritmos.

2.2,3.Definicidén, Decimos que o« € R es un conjunto compatible
si para cada x € « existe w € Q tal que a N (R-w) = {x}.

2.2.4,.Teorema. Sea T & R entonces T es testor tipico e

a) Para toda we Q , T N (R~w)#*8 (0 que T es testor).
b) T es un conjunto compatible.

Demostraciodn.

») Sea T testor tipico, entonces se sigue a). Vemos que T es
compatible. Por el lema anterior, dada x € T, sabemos que el
conjunto B(x)={R-wix ¢ T N (R-w), w e Q} es distinto del vacio.
Supongamos cque para todo 8 € D(x) ocurre gue existe x(B) e T N
B con x(B)*x, entonces (t-{x}) M B=o para las B e D(x). Para
los demds elementos de la forma R-w, W € 9, gue no se
encuentran en D(x), (t-{x}) N (R-w) es también distinto del
vacio pues T es testor. Y entonces por el lema 2.2.1., T-{x} es
testor, lo cual es una contradiccidén. Luego T es compatible.

¢) La parte a) es el lema 2.2.1l, gue implica gue T es testor.

Sea «a@ < T, entonces existe %, € T-a. Como T es conjunto

compatible entonces existe w, € Q tal que T N (R-wy)={X}.
luego o € w, Yy por la tan socorrida observacién 2.1.7., o es
antitestor; es decir, o no es testor. De aqui gue T es testor
tipico.m

Lo gue nos dice el teorema anterior es que todos los testores
tipicos se encuentran metidos de un modo muy especial, dentro
de los complementos de los antitestores tipicos. Por lo que la
funcién .de nuestros algoritmos sera, por asi decirlo, la de
entresacarlos.

Sin embargo, antes de pasar a los algoritmos vemos c¢démo se
ponen de nanifiesto las dos propiedades del teorema en el
ejemplo de la seccidn anterior. Para esto obtenemos los
antitestores tipicos y sus correspondientes complementos. La
manera de obtenerlos es comparando cada uno de los objetos de
la clase K, (para i=1,...,m) con todos los objetos de las demis
clases. La comparacién se hace rasgo a rasgo y los resultados
se recogen en una matriz (MC). Si los valores coinciden se pone
un 1 y si no, un 0. Para nuestro ejemplo queda:
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M| x|
0,0, |0
0,05 |1
0,0, |1
0
0
1

0203
0,0,
030,

omo ool
H 0.0 0.0 W

Cada renglén es el vector caracteristico de un antitestor, por
lo que los antitestores tipicos con sus complementos son:

Antitestores tipicos Complementos
wi={%,, %5} {3 %5, %5}
wo={ %y, Xz, X3, %s } {x:}
wa={x,, %, } {%z, %3, %5 }

Con los complementos y el teorema se ve porqué {x,,X;}, {Xi, %3}
Y {%,,%;,%s} son los unicos testores tipicos. El conjunto
{xl,xs} es compatible, pero ne es testor debido a gue su
interseccidn con el complemento de w, es vacia. Por otro lado,
el conjunto {x,,x3;,%;} es testor pero no es compatible, y por
tanto no puede ser tipico.
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CAPITULO 3
DOS ALGORITMOS

Del teorema de caracterizacién del <capitulo anterior se
desprenden con mucha naturalidad dos ideas algoritmicas
diferentes. La esencia de ambas es explotar una de las dos
propiedades de los testores tipicos para construir conjuntos
especiales de variables. Asi, el primer algoritmo que discutimos
(TE) construye cierto tipo de testores gue hemos llamado testores
escogidos, mientras que el segundo algoritmo (CC) construye un
tipo especial de conjuntos compatibles conocidos como compatibles
maximales. La forma en gue presentamos a cada algoritmo es 1la
siguiente:

1. Definimos el tipo de conjuntos que el algoritmo construye;
testores escogidos para el primero y compatibles maximales para
el segundo.

2. Demostramos en cada caso, lo que hemos denominado Teorema de
suficiencia. Esto es, la demostracidén de que dentro de la familia
de conjuntos construidos se encuentra contenida la subfamilia de
todos los testores tipicos. Dicho en otras palabras, demostramos
gue el algoritmo hace lo que debe hacer.

Al final, en una seccidén aparte, damos 1los pseudocddigos para
cada uno de ellos,.

3.1, Algoritmo TE (testores escogidos).
Explicamos la idea de este algoritmo mediante un ejemplo.

3.1.1.Ejemplo. Supongamos que los siguientes conjuntos
corresponden a los complementos de los antitestores tipicos de
cierta MA para la cual |R| = 6.

By={%1 %3}
Bo={%;, Xz, X5}
Ba={¥Xa,%3,Xg}
Ba={Xas Xy s X5, %g }

Es claro por el lema 2.2.1., que si escogemos de cada complemento
B;, una variable y al final las agrupamos en un conjunto, é&ste
serda un testor. Si ahora efectuamos todas estas maneras de
escoger variables, el teorema 2.2.4. nos garantiza gque dentro de
la familia de testores obtenida, se encuentran todos los testores
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tipicos. 8in embargo con esta forma un tanto ingenua, se
construyen demasiados testores. Buscamos entonces, mejorar esta
idea inicial, definiendo una forma mds eficiente de construirlos.

sea Q'= {B|B=R—w, w € Q} el conjunto de los complementos de los
antitestores tipicos. Y para que lo siguiente tenga sentido, 1lo
suponemos ordenado de alguna manera. Las funciones gue definimos
a continuacidén seran el modo en gque nuestro algoritmo construye
testores escogiendo una variable de cada complemento.

3.1.2.Definicidén. Decimos que « es un testor escogido si existe

una funcién ¢: Q" — R tal gque para todo i=l,...,IQ[, ¢ esta
definida como:

¢(B;) = ¢(B;) si para alguna j < i ¢(B)) € By,
?(By)

it

x con x € « 1 B;, en otro caso.

Es clarc que Im¢ = o y ademds a asi construido es testor. De aqui
gue el nombre de "testor" en la definicidn sea apropiado.

En el ejemplo 3.1.1. la funcidn que construye al testor tipico
{x, %t es: O(By)=%;, @(Ba)=%y, ¢(B3)=Xz, ¢(By)=%,. Es facil ver
que el testor {x;,X,,x;} Nno es un testor escogido, pues no existe

ninguna funcidn ¢ que permita obtenerlo sin alterar el orden de
los B,’s.

El algoritmo TE examina, por asi decirlo, todas estas formas (o
funciones) de construir testores. En la practica, sin embargo,
s6lo se observa al testor obtenido, pues la funcidn gque lo
produce nunca se define explicitamente. Por otro lado, es
importante sefialar, que el conjunto de testores escogidos que se

construyen depende del orden de los complementos en Q°.
Afortunadamente esto Gltimo no tiene ninglin efecto sobre los
testores tipicos.

3.1.3.Teorema de suficiencia.

Sea E={a € R |a testor escogido} y T={t € R | T testor tipico}
entonces T € E.

Demostracidn.

Sea T € T y sea Be={f ¢ Q"1 g N T = {x}, x € T}; aprovechamos las
propiedades del teorema 2.2.4. para definir la siguiente funcidn:
Ssea Y: Q° — R tal que

Y(B) = x tal que x e BN T, si B € By

w(B) =x con xepB T, sipeBg
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La funcién ¥ construye al testor: tip1CO T pues Imy = T .Con ella
podemos definir una funcién ¢.gue haga a“ T un. testor escogldo.
Para B; definimos ¢(B,)=y¢(B,).

Sea ahora B, € Q' i=2,...,I0"l y supongamos que para toda j. < i
#(B;) estd definida.

Para el caso en que exista alguna j < i tal que ¢(B;) s B
definimos a ¢(B;) como @(B;)=¢(B;).

Para el caso contrario, i.e. cuando no existe j < i para la cual
¢(B,;) € By, entonces ¢(B;)=Y(B,). De esta manera ¢ = y y por lo
tanto Im¢ = T, lo que hace a T un testor escogido.®

Una vez gue se han obtenido los testores escogidos, para quedarse
con los testores tipicos, el algoritmo TE busca a todos aquellos
elementos de E gue no tengan a ninglin otro elemento de E como
subconjunto propio.

3.2, Algoritmo CC (conjuntos compatibles).

Este algoritmo explota la propiedad de compatibilidad gque tienen
los testores tipicos. La 1idea es construir cierto tipo de
conjuntos compatibles y al final verificar cuales de ellos son
testores. Aquellos que lo sean, por el teorema 2.2.4., serén
testores tipicos.

Dado cualquier conjunto compatible o, siempre podemos ordenar a
sus variables del siguiente modo:

Sea Y:ia — Q° definida como:

Y(x)=B, donde B, e Q" y es tal que £ ¢ = {x} (como pueden
existir varios complementos que cumplan lo anterior, tomamos uno
s6lo de ellos).

Los elementos de o quedan entonces ordenados con el subindice del
complemento que les asigne la funcidén Y. Es claro que « puede
gquedar ordenado de muchas maneras, pues para algln x € o« pudiesen

existir varios B,’s en Q" tales que BN a = {x}. A dos
compatibles que coincidan en su dominio pero que difieran en el
orden, los consideraremos como diferentes. A continuacidn

definimos 1los conjuntos compatibles dgque gueremos gque nuestro
algoritmo construya.

3.2.1.Definicidn, Decimos que o compatible ordenado (por alguna
¥) es maximal ssi para cualquier B; e Q' con j > i, (el
subindice del Gltimo elemento de a) le ocurre que B; N a = o

El algoritmo ird construyendo compatibles (avanzando sobre los
B;’s) hasta que sean maximales.
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3.2.2.Teorema. de suficiencia{

Sea M={a £ R |x es maxlmal} y T—{t’s'k |t es testor tipico}
entonces T & M. 5 S D . :

Demostracidn.,

Sea T € T y supongamos que T ¢ M." Como T es testor tipico, por el
teorema 2.2.4. es compatible (y sin pérdida de generalidad,
ordenado). T ¢ M implica gue existe B; > i, tal que g; N T = o.
Pero entonces por el lema 2.2.1., T no es testor. De esta
contradiccidén se sigue que T € M.\

3.3. Pseudocdédigos.
3.3.1, Calculo de los complementos,

Un paso comin a ambos algoritmos es la obtencién de los
complementos de los antitestores tipicos de la MA original. De
esta manera, en lugar de calcular primero los antitestores,
enseguida los antitestores tipicos y finalmente sus complementos,
podemos obtener directamente los complementos de los antitestores
vy después los complementos de los antitestores tipicos. Esto es,
ahorrarnos un paso.

El célculo de estos complementos es como sigue:

Paso 1.

Se comparan (ver lo referente a los criterios de comparacidn
booleanos.en el capitulo siguiente) todos los objetos de la clase
K, con todos los objetos de las demids clases, y esto se hace para
todas las clases. Se forma una matriz de comparacidén (MC) cuyas
entradas son el resultado de estas comparaciones. Se pone un 0
para aquellas variables (columnas) donde los objetos coincidan y
un 1 en otro caso. Al final se tiene una matriz cuyos renglones
son los vectores caracteristicos de los complementos de los
antitestores.

Paso 2.

Se construye la matriz de los vectores caracteristicos de los
complementos de los antitestores tipicos eliminando de MC a
agquellos renglones cuyos correspondientes conjuntos contienen a
algin otro conjunto (rengldn). Si hubiese renglones repetidos nos
quedamos con uno s6lo de ellos. A la matriz resultante se le
conoce como matriz basica (MB).
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Paso 3.

En este momento ya podriamos ejecutar alguno de nuestros
algoritmos. Este paso estd descrito de manera muy informal y lo
incluimos solamente para gque el pseudocddigo gque presentamos
tenga sentido.

Para cada rengldn de MB formamos el conjunto que representa. Cada
conjunto los acomodamos en un rengldn de una matriz, pero
recorriéndolo hacia la izquierda. Finalmente rellenamos de ceros
todas las posiciones a la derecha del Gltimo elemento del
conjunto. En esta matriz habra tantos renglones como elementos

tenga Q (') y columnas como variables tenga R. Cada rengldén lo
consideraremos como una By€ Q.

3.3.2, Algoritmo TE.

Para facilitar la lectura, explicamos lo que los siguientes
objetos representan:

F y C son los conjuntos en donde se van guardando los indices de
las filas y columnas respectivamente. T es el testor que se va
construyendo, mientras que f y c son respectivamente, los indices
de filas y columnas. Las a;. son las entradas de la matriz

anterior y por supuesto representan a las variables.

Paso O.
c={1}; F={1}; £=1; c=1; T={a..} y Paso 1.
Paso 1.
fr=f+1;
si f > Q] entonces Paso 3
Si £ = |Q] entonces

Si T N By #= @ repetir Paso 1

Si T N B, = @ entonces

F:=F U {£}; c=c U {1} y Paso 2.

Paso 2.
c:=1;
f:=G1ltimo elemento de F;
T:=T U {ac.} y Paso 1.
Paso 3.
Guardar T en un archivo;
c:=c+1l;
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f:=iltimo elemento de F y Paso 4.
Paso 4. : S v
Si ‘a;,= 0 entonces
F:=F-{Gltimo elemento de F};
Si F # o entonces
C:=C-{Gltimo elemento de C};
T:=T-{Gltimo elemento de T};
£:=Gltimo elemento de F;
c:=0ltimo elemento de C;
c:=c+l y repetir paso 4
Si F = o entonces Stop
Si a,.* 0 entonces
T:=T-{Gltimo elemento de T};
=T U {arbs
C:=C-{Gltimo elemento de C}
c:=Cc U {c} y Paso 1.

3.3.3. Algoritmo CC.

Los significades de F, €, £ y c son como los del algoritmo
anterior y M representa el maximal que se va construyendo.

Inicio.
c:=1l; f£:=1 y Paso 1.
Paso 0. °
C={c}; F={f}; M={as.} Y Paso 1.
Paso 1.
1=F+1;
Si £ > || entonces Paso 3
Si f = [Q| entonces
Si M N B; = @ repetir Paso 1
Si M N B, = o entonces c:=1 y Paso 2.
Paso 2.
Si a,.= 0 entonces Paso 4
Si a,# 0 entonces
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Si a,. € B, para alguna f € F entonces
c:=c+1l y repetir Paso 2 :
8i ag. ¢ B, para toda f € F entonces : O
M:r=M U {ar}; C:i=C U {c}; F:=F U {f} y Paso 1.
Paso 3. ' :
Guardar M en un archivo;
ci=c+l;
f:=lGltimo elemento de F;
M:=M-{dltimo elemento de M};
F:=F-{0ltimo elemento de F};
C:=C-{dltimo elemento de C} y Paso 2.
Paso 4.
8i F # o entonces
f:=Gltimo elemento de F;
c:=0ltimo elemento de C;
ci=c+1;
F:=F-{altimo elemento de F};
:=C-{dltimo elemento de €};
M:=M~-{0Gltimo elemento de M} y Paso 2
Ssi F = o entonces
Si £+1 < IQ] entonces c:=1; f£:=f+1 y Paso O
sSi f+41 = |Q] entonces Stop.
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CAPITULO 4
IDEAS FINALES

En este capitulo ahondamos en algunos de ' los puntos que quedaronk
sugeridos en los capitulos precedentes.

4,1, Criterios de comparacién booleanos.

En el capitulo 1 sefialamos gue una forma frecuente de representar
a - los objetos de estudio consiste en identificarlos con el
conjunto de valores gue toman al evaluarse en cada una de las
variables fijadas por el especialista. En nuestra discusién no
especificamos el tipo de estas variables, y esto podria haber
dade la impresién de que todo lo que después dijimos, se aplicaba
Gnicamente al caso en gue las variables fuesen de naturaleza
booleana. Como pronto veremos, esto no es asi. Tanto los
conceptos de testor, testor tipico, antitestor y antitestor
tipico, asi como los teoremas de caracterizacién y los
algoritmos, no se ven modificados sustancialmente cuando
introducimos en la discusidn variables de naturaleza distinta a

la booleana.

Mostramos ahora, dos caminos que nos permiten segquir utilizando
el esquema testor-antitestor dentro de este contexto mas general.
El primero, y gque nosotros descalificamos inmediatamente,
consiste en tratar a variables como, por ejemplo, la edad, el
peso, la estatura, etc., que claramente no son booleanas, como si
lo fueran. Cualquiera puede tomar al conjunto (ordenado) de
posibles edades y trazar una linea que lo divida en dos clases
ajenas. Coén esta manera de proceder es obvio que se simplifica el
modelo, sin embargo, el precio gue se tiene que pagar es el de la
pérdida de "realismo". Ademds no parece facil contestar a las
siguientes preguntas. ¢Qué pasa con valores muy cercanos a la
frontera y gue se encuentran en clases distintas? ¢O gué pasa con
valores muy alejados entre si y que se encuentran dentro de una
misma categoria?

El1 segundo camino gque presentamos nos parece mas razonable.
Consiste, no en booleanizar las variables, sino en booleanizar la
manera en gue comparamos sus valores. Ilustramos esto mediante un
ejemplo. Supongamos que una de huestras variables es la edad
medida en afiocs. En sentido estricto, tener 34 afios no es lo mismo
que tener 36, sin embargo, en cierta discusidn, una diferencia de
dos afios puede ignorarse. Esto significa que cuando la diferencia
de edades de dos individuos no sea mayor de dos afios, para
propbésitos practicos, estas podrian considerarse como iguales. La
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palabra gque se utiliza en este caso no es "iguales", sino
"coincidentes" o "semejantes". Lo anterior nos lleva a considerar
la nocién de semejanza entre valores y Jjunto con ella la de
semejanza entre objetos. Noétese que esta nociones se encuentran
mds cercanas a la manera en gue trabaja el propio especialista;
ya gque es &l quién decide, en udltima instancia, cuando dos
valores deben o no considerarse como semejantes. Formalizamos
ahora ambos conceptos.

4.1.1.Definicién. Dos objetos O y 0’ se dice gue son semejantes
en la variable x € R, si I{x}0 - {x}0’| = g,.

En notacién, lo anterior se escribe como s({x}0,{x}0’) = 1 si son
semejantes y s({x}0,{x}0’) = 0, en el caso en que no lo sean.

Al valor g, gue depende de x, se le llama umbral de semejanza.
Para el caso de variables booleanas este valor es naturalmente
cero.

4.1.2.Definicidén. Dos objetos O y 0’ se dice que son semejantes
en @ S R si s({x}0,{x}0’) = 1 para toda x € «a.

La notacién es ahora s(a0,x0’) = 1, si son semejantes en todas
las variables de o y s(a0,x0’) = 0 en otro caso.

La definicidn de semejanza que hemos dado para los objetos no es
mads gue un caso particular de lo gue se conoce como funciones de
semejanza. Existen muchas maneras Gtiles de definir la nocidn de
semejanza y la forma en que nosotros la hemos presentado es lo
que se conoce como criterios de comparacién booleana. Bajo este
enfoque particular, los conceptos, teoremas y algoritmos que
hemos discutido, se pueden aplicar casi sin modifjicacion.

En las definiciones de testor y de antitestor deberan sustituirse
las expresiones <TO=T0’ y wO=w0O’ por las nuevas expresiones
s{T0,T0’), = 0 Yy s(w0,w0’) = 1 respectivamente. ZEsta ligera
modificacidén no altera los conceptos de testor y de antitestor
tipicos. De agui que para este caso un poco mas genheral, los
teoremas de caracterizacidn no sufren ninguna modificacién.
Respecto a los algoritmos, lo Gnico que cambia, es la mahera de
comparar a los objetos para obtener los complementos de los
antitestores tipicos. La comparacién, como hemos apuntado arriba,
se realiza ahora considerando los umbrales definidos para cada
una de las variables.
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4.2, Testores, antitestores y anticadenas.

Para una MA, la familia de antitestores tipicos y la de los
testores tipicos, resultan ser, por definicidén anticadenas con la
contencién como el orden parcial. En cierto sentido podemos
pensar gue ambas anticadenas se encuentran emparentadas, pues la
anticadena de antitestores tipicos nos permite generar a la de
los testores tipicos. Si usamos el teorema 2.2.4. como punto de
partida, podemos definir una forma mds general de generar
anticadenas a partir de anticadenas y que tal vez valga la pena
investigar. Apuntamos aqui algunas ideas.

Sean #,8 ¢ P(R) y # anticadena (con la contencién),

4.2,1.Definicidén. Decimos gque # genera a B si para todo 2 € B
ocurre gue:

a) Para todo ¢ € 4, B N« = o.

b) Para todo x € f existe « € 4 tal que B N a = {x}.

4,2.2.Definicién. Decimos qgue # genera maximalmente a B si
a) 4 genera a B.
b) Si o genera a D entonces D <€ B.

Los simbolos g(A)=B y gm(#)=B significan respectivamente, gque
genera a B y dque 4 genera maximalmente a B.

4.2.3,Lema. Si ¢g(#4)=8 entonces B es anticadena.
Demostraciodn.

Sean B,, B> € B, B; * B, Yy supongamos que f3; < B,. Esto significa
que existe x € @,-f;; por b) para esta x existe « € # tal que 3,
N « = {x}. como B; ¢ B, entonces B, N « = @ lo gue contradice a).
De este modo se sigue gue B es anticadena.

La definicidén 4.2.2., junto con el lema anterior, permiten ver
que gm es funcidén (gm:€-—f, donde @ es la familia de las
anticadenas de P(R)). Resulta ademds que gm es biyeccidn.

Si ahora denotamos con gmi?(4) a la enésima aplicacién de gm
empezando en 4, podemos hacernos las siguientes preguntas (méas
bien borrosas):

1. Como gm es una permutacién, entonces dada una £, anticadena
arbitraria ¢podra determinarse la N tal que gm™ (4)=47?

2. c¢Podra determinrarse el numero de ciclos en los cuales se
descompone gm?

3. Y una metaprequnta: ¢Qué relacién podrian tener las respuestas
encontradas, con los problemas combinatorios de la Teoria de
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Testores o con las anticadenas en general?

No son todas las preguntas que podrian formularse y hasta ahora
ignoramos todas las respuestas. Ignoramos incluso la dificultad
que puedan plantear. Algunas de ellas no parecen tener una
respuesta sencilla.

4.3, Peso diferenciante.

Discutimos ahora algunos de los problemas gque plantea la
definicién 2.1.3. de peso diferenciante. Nuestro propésito no es
dar una solucién definitiva, sino proponer una via gue gquiza
permita definirlo de un modo mds satisfactorio.

Ilustramos uno de sus inconvenientes mediante el siguiente
ejenplo. Sean T ={x,, X}, To={X3, X3} ¥ Ts={X%;,%4,%} los testores
tipicos de alguna MA. De acuerdo con la definicién 2.1.3., los
pesos diferenciantes de las variables son: p(¥,)=1 y
p (%) =p(x;)=p (x3)=p(3g)=l/3. Segln estos calculos ¥%, y x, tienen
el mismo peso diferenciante. Sin embargo, uno se inclinaria a
pensar gque X, deberia tener un peso diferenciante mayor gque el de
X;, Ya que aun cuando ambas pertenecen a un sélo testor tipico,
el de x, es mds pequefio. 0 dicho de otro modo, X, requiere de
menos variables que le ayuden a discriminar a todos los objetos.

Podria entonces pensarse, gque para resolver este problema,
bastaria definir el peso diferenciante de manera gque tomara en
cuenta no s6lo la cardinalidad del conjunto de los testores
tipicos en los gque se encuentra cada x € R, sino tambié&n su
longitud. Por ejemplo:

Sea x € R, T y T(x) como en la definicién 2.1.3.

4.3.1.Definicidén. Sean s(x)=y(iRI-iTl) para los T € T(¥) ¥
M=max({s(x)Ix e R} U {1}); el peso diferenciante® de x es
p*=s(x) /M.

De este modo p (x)=p"(X5)=2y, P (X)=p"(%X3)=3g ¥ p"(3)=1.

Esta definiecién introduce una finura adicional gque permite
acercarse mé&s a la idea intuitiva de lo que se entiende por peso
diferenciante. Notamos ademds, que en el caso en que R mismo,
fuese el lGnico testor tipico, la definicién tradicional arroja el
valor de 1 para todas las variables, mientras que esta definicién
da el valor de 0. Valor mds acorde con lo que esperariamos; a
saber, que todas las variables tienen nula capacidad para
diferenciar, y gue sdélo pueden hacerlo cuando estan acompafiadas
del resto.
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Sin embargo no tode son buenas noticias, pues tanto esta
definicién como la anterior adolecen de un mismo defecto y que es
bastante grave. Supongamos por ejemplo, gque tenemos la siguiente
coleccidn de testores tipicos: Ti={X3, %3}, Ta={Xz,Xs},
Ty={X;, X5}, T4={%s}. Claramente x, es una variable muy poderosa
{en realidad la mas poderosa), pues ella basta para discriminar a
todas las clases u objetos. Su peso diferenciante, en cambio,
calculado con cualguiera de las definiciones no refleja este

hecho. Los pesos son: P (%) =p (%) =p (X3) =p (¥X,) =p (Xs) =14 y
P(%s) =2/ P (X} =p" (%) =p" (X3)=p (x4} =g, P(X)=5/s ¥ p"(x5)=1.

El problema en general se centra en cémo combinar en una
definicidn, el namero de testores tipicos en los gue se encuentra
una variable, con sus correspondientes longitudes, de manera que
no se obtengan resultados contra-intuitivos.

Nos parece, por otro lado, dgue buscar la fdrmula de peso
diferenciante no es el camino adecuado. Podria resultar més
provechoso definir primero, una serie de propiedades gue reflejen
lo gue debe entenderse por una funcidén de peso diferenciante,
para poder después construir funcicnes adecuadas al tipo de
problema gque se intenta resolver (reduccién de variables,
clasificacidn, etc.).

4.4. Conclusiones,

Creemos gue las secciones precedentes muestran gue la definicidn
de antitestor tipico, a pesar de su simplicidad (o quiza
precisamente por ella), resultd conveniente para los propdsitos
que nos planteamos. Creemos ademd@s, aunque pudieramos pecar de
dogmaticos, gue en 1o gue se refiere a los algoritmos de escala
interior y para el caso exclusivo de comparaciones hooleanas, ho
gueda mucho trabajo tedérico por hacer. Nos parece poco probable
gque exista alguna otra propiedad que caracterice a los testores
tipicos y gue permita crear algin algoritmo realmenie nuevo. LOS
algoritmos gue presentamos seguramente pueden mejorarse dando
definiciones mds restrictivas, ya sea de los testores escogidos ©
bien de los compatibles maximales. Los algoritmos mejorados, sin
embargo, explotarian alguna de las dos propiedades del teorema
2.2.4. o alguna combinacién ingeniosa de ambas; pero siempre se
les podria referir al teorema en cuestidn.
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funciones de semejanza. Este curso, junte con las notas,
inspiraron gran parte de las ideas gque aparecen en este trabajo.

Incluyo algunas referencias adicionales de la Teoria de Testores
aungue ninguna fue utilizada directamente.

4. Un sistema de clasificacidén y de reconocimiento de patrones.
R. Morales. Tesis de licenciatura en Matemdticas, Facultad de
Ciencias, UNAM. 1988.

En este trabajo se desarrolla un algoritmo de escala exterior muy
original.

5. Diukova, E.V., Acerca de un algoritmo para la construccién de
los test tipicos (en ruso). Cibernética Matemdtica. vol. I
(1976) .

6. Cheguis I.A. y VYablonskii S.V., Acerca de los test para
esquemas eléctricos (en ruso). Uspieji Matematicheskij Nauk,
4(66) (1955) 182-184.

Agqui se introduce por primera vez el concepto de testor tipico.
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7. 2Zhuravliov Yu.I, Dmitriev A.N. y Krendeleiev F.P., Acerca de
los principios matemdticos de 1la clasificacién de objetos vy
fenémenos. Diskretnyi Analiz. T7 (1966).

8. Ruiz Shulcloper J., Bravo Martinez A., Aguila Feros L.
Algoritmos BT y TB para el cdlculo de todos los tests tipicos.
Revista de Ciencias Matemdticas., vol.VI (1985) 11i-18.

Este articulo presenta dos algoritmos de escala exterior,
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