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CAPITULO l 

LOS SOLIDOS AMORFOS 

Uno de los campos de mayor ¿1ctivi~i;1d ~n la F1s\~~ del Estado 

Sólido en lo~.> ultimos ahos tu :;idi:1 el C'studio d~ los sól..1.dos no 

cristalinos, los sol idos c·uyo <trr E-glo dt· sus a lomos pierde los 

vestiglos del ordeil dt~ lareo al~~trict·. Los avances que se l1an hecllo 

en la Fislc-;:.i v Ou1rr,ic.t df' t";l o'.·, materi.-~le::;, que son conocido:~ como 

561 idor_; Amu: f ns ~.:1~ h:1n -.qi¡·,_,c it:1du ;1mpl i ;:i,ment e por l :1 ccmun lrl~d de 

invcstigac~on tN.F. M,·)tt, P.W'. Andcrson. f!. J. F l orv gGnador·e~" 

del premio Ncb••l 1ci77 ) . No puc·dc ser de l_;tra maner :-1 ya que cstoJ 

matnri;.t}ps son lus qw• m¿1s cibu1idan en ln. N .. llural('~~a. 

La lnvestipacl0n cic·nt1fica en los ~:;ulido:o arnr_H~fos resulta 

ser dt"safi;1rd1~ v,i qut~ no :;e puede c-onLu con Li~; herramienLJs 

cristalinos, por jcmplo la:; zon~1s de Brillouin, Estadüs ae Bloch, 

reglas de s•:l1_~ccion de la tecr·ia de r,1·upos, etc.: S"in c:nbargo, 

algunas viPJa:-; ar-r o:..:imacioiles perm.1rv• 'en uti lE·s para los sóiidos 

amorfos (mas nl..,t:1hlcment.:: el punto d·-:- vist11 dp Pnlacc~.qu1mico, qw~: 

se enfoca en t:l orckn de corto a11:;1ncel. Este desafio ha sido 

encau:.-;rtdo por nuevas dpru:·:im:1ciont>~; t:"11es como la t.ecr·1a de 

Locali7aci<1n :,,: <1t' f·c·rcnlacinn 

Dcsdf.' otro ¡1untc de vi'.-;1·1 murho del lntE·n:::o intc·rr~s en la 

invesligacior1 P!1 sol idos dmc.rfo~; ~f· deb1: a la imporlanc:1a 

tecnolor,ic:i. dt· este:> mater·Ldf:~. Los ejf'mplos incluyen el uso de 

íibra~; optlCJS uirríltransparent.t·s en tcJer:omun1cac~1orH~s. el usci de 

orr.anicn:; IO!íl'l r:nter ia!t:s de t:.•st ructtir~·¡ 

avance tecnulo~ico, y ('S por ello que l'-1 aplicacion de estos 

materiales rst~ tenic·ndo y tendt·a un pran t~fecto sobre f~lla en el 

futuro. 



DEFINICIONES 

Los materiales no cristalino~ o amnt 1 n<;; son ;;i.qur-llos q\..>3 

poseen algun grado de alPatoriedad. Esta aleatoriedad puede 

ocurrir de m111has ma!lt~ra~;. de las cuales las m<'1.S importantes son 

los desorden{"'S t opu l ogi cos, espinorlales, substitucionales o 

vibr.Jcionales. Fst c>s t lp"s de desorden son ilustrados a 

continuaciót1 (Fle. l . l J. 
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F'ig. 1. 1 Tipos dr dP~orden: 

(a) Desorden topoloqic.0 <no hay orden de- largo alcance) 

(b) Desordt-n esplnoidi'll (sobrt- un."i red regular) 

(e) Desorrit-n suh~;tltuclor.al !sobre una red regular} 

(d) Oe!;ordt>n Ylbr,,cion;ll (a.lredl'.'dor de la puslcJón de equlllbrlo 

de una r-t"a r·equlflr), 



El patrón ordenado con el cual comparamos las imperfecciones 

es el cristal per·f·ecto que st~ puede dcfir1ir como sigue: 

Un cristal perfecto es arplPI m'1t"'r1~! Pn f~l -:''J'.11 lo:; ;i!o;nc.s 

{o grupos de id.omos o 'm()t ifs'), esL)n arref:lados dt:.• un modo que 

se rcpi te perjodicam(•fllf' en t r<"c. dlmPnsionC's en un.:.i extensión 

inf !ni w. 

Con r>~;L1 del iniclon un cristal imperfecto puede ser 

s impl em0n t (• tm.::· que sea fin l to r:-n r~~: t ens ton o uno que posea 

defr~ctos, f'.f· \"<J.c;1.ncL-1s o atumo~ intf•rsticialp~;. o dislocaclónPs 

(no per iod ic. ida:i J, ·-~te. 

forma de aleatoriE·d~1i en la que na tlay p0rlodiciddi translaciona~ 

(fig. 1. 1;1), en otras pala~r·as, no hay orcicn de lar·~o alcance. 

Otra variedad de ille~tor\edad es la del <iesorden de csnin (o 

si tlo ato:nic-o f»:-;sc·e un e!:.>p1n o rnomentc.i m;_1gnr'~t ico que f'Sttí 

LStrt s1 tuacion ocurTc· en al punas 

aleaciones mclr,ni_•tlc0s dlluid.:is la.lr.:~; como C'1i-Mn o A 1J-F~'J .. E:;tos, y 

aquellos materiales qu(~ son topolot.;icai.lcnte desorJi·nados y poseen 

esplnes ;::deatori.J.mt>nte L)ricnLtd'JS se l l;:1man 'v1d1 io:; dP csp1n 

( 'Spin elasses' l, y 110 SP dt~bt··n confundir con lo:; verdaderos 

vidrios que se defir1en ;iba.la. 

en el que J:i red cri::~tal ~na se r,r(•·,;ervcJ., en c·ste ca~;o el material 

zs de hecho un;J alc•rJción fp:H decir- Cu-Au} con un tiµo dP átomo 

sustituyendo a otr 1
) ;1!e;1tc.,rl¿1r:;1·nte en Ja red. [:;tos si::;t!)mas son 

de gran importan::: i<1 Pn m!:talur);ia y otras ramas ík• la ci1~ncl.:i de 

material~s. y Pn p} r.1c.;n dr- 3Ji:;.1ci.'it1(''...i Linarld~-. ~~(Jfj descritas µor 

la teor·1a de c;:mpu m•__.Jic· 1k Br,.tff'..-'Wi 1 J Jz¡m~:{\/t.r n,. 3 ). 

La categor ia fin~il de alc-,.iloriedad c(_lnsider-"ida ant<;rjormente 

concepto dr tin crlstRl pcri·c(to es sol~m~nte v~lldo a la 

temperatura del cr~ro absoluto (si <'l movimiento del punto cero es 

ignorado), y cualquier· temperatura finita el movimiento 

aleator·io de átomos alrededor de StJ posicion efe equilibrio 

destruye la µeriodicldad perfcct~. Es importante notar sin 



embargo, que el desorden vibrucional no es otra for·ma de desorden 

topológico, puesto que aunque los atemos estan vibrando, lo hacen 

alrededor de sus posiciones crlstdllnas dr- Pq11l1!l .... ;J:· .:;ue }JOl 

Sin embJ. rgo. 1 os d~·scirdenes en l n~: que nos ocuparemos no 

serán las pequ1~ftas pcrturbac1onPs 3 la cristalir1ldad del material, 

sino Lll menclnnado d0sordt•o topolop,ico. 

Hay much~1 confti:;ion P;1 13 lilC'ratura conr:f"'-rnientc al termino 

'amorfo', 'no-r r istalino' y 'vidrio' v f(ldavi<l no h.iy definiciones 

univer·s~1lm·.~ntl' dCt-·ptad:1!;. I.;:1°; d'-'finlciorH~s quf~ aqui cmplt:·.i.n:-mos 

son Un material amorfo rw J•O!:-~t-.~f: el ordt•n dL· J,Jrg<:i alcance 

n! la perifidicith:.i ca1.;ctPr1,·t ir:~i d~ ur. c:r istal 

Un vidrio 1·:; un sólido amorfo qUt? Pxhlh~ nna 

vítrea. 

transición 

Con J.¡ pr i.rr.cr·a y 

'no-c1 ist<Jl in·)' ~;r'·~1 slnónim<Js. 

d<.:ido ilqui rin P:·: ~;'v'1' a los J 1quicJos por- Jo qUL' p<.l.rc-t definjr· un 

sol ido :uncirfr' ·!· t·· · ._..:._ ,¡ut• un sólido es un material cuya 

viscosidad de corte exceda 101·L'-·poise In 101..:.t· N~;m-'~J. 

Esta divlsil1n alr,o ;trti t rar ia corrtc!!.;pond·:> n un tiPrnpo de 

r~Jajo:ición de un dia. Lsto s<· pu1_"cle ver· c-nmu ~>ir:ue J.a e:.-:presión 

T/ ::-.:: G;/ídv,./d:') 

La <lplic;:,¡,_:1~:.ii1 de una tur·r.::.J. di.: cort•-· G en Ja dir•:r::c:lón x causa un 

dundr- d;~ es f'] grosor de un 

elemento pcrpPndicui:1: cJ. J;:j dlre":•:inn dt'i es:-uer-zD ri.r.•licado. Una 

fuerza de 100U apJic;ido dur:intr~ un d1d ~1 1cm] d~· un m~ter·ial que 

tiene tma Viscosid<1d d(• 10l:l. f-
1
Nsm- 2 condu•.::e <1 una dt-:.forrn:~r1•'-i!"1 d" 

n n?~r:., L:;--, .. ~,~ur que- up(nc1s p<·: \'isjl l!...'. Fntunce~_; uiremus aue 11n 

matf'ri:il ,-.~_-:; un ~''-'~l,Jr_¡ sl 1.1 aplicacl(;Il dr~ Un3 p(!QUPfiú fuerza 

durante un d1;1 produc<~. par-a fin.-.~; pract leos, una d"formacion 

oesprcciable. ParC:t di)rno~; uno idea y poder cor:iparar, la viscosidad 

de la maycrla de liquides comun0~ ~ t~mpcr~turd dmDiente son del 

orden de 1 o-·'ro i se. 



ESTRUCTURA DEL SOLIDO AMORFO 

Para entender las propi~dades f1slcas y quimicas de una 

sustancia sólida es requisitei t:·sL·11cii . .d conoCt_~r· P.l arreglo 

esPnc1al cor. el qL.1: ld t:'.::>tzuctura dit icrt• r·especto al solido 

crlstal1t)ü rs la auser1cla de or·den de lar·eo alcance. No hay 

periodicidad trans!acional, v~r fig. !., 

>-'>::8 m "-\.._> " >-)-(_, > ' 

>-< )-, / 

(1) lll! (el 

Flg 1. 2 Un t>Sij!lt""ni'-1 de arrrqlo~; i'!lóm!ro'!> {al un sólido tr-lslallno, 

(t¡) un <:;riJlrlo <'!m'irfri '{ f'.'1 u11 ;.1~-.. 

Las po!~ic:ion.:.~s atómic.::i:-: en el ~.,o11do amorfo tampoco están, 

sin embargo, distribuidas aleatoriamente on el espacio, la 

aleatoriedad estú asoci<ldi1 mas propl:-1mPnt0 a l<i fif~Ura 1.;~c., al 

menos En el limite de dPnsldad baja en el que los é.ltomos que 

componrn ,.¡ CufJS j,Jt:I <..1! SP como part1culas 

independientes 

cinCtica) las ~1osir:io!1~~s dt:· lt1:~ r·a.rt1·:i..i!as cst.tri totalmente 

,.1i1u ~~Idelo oc corTclación 

'local'. Cada atnmn t iPflf' fen o:_·J •·_:r·:i;¡:J,·¡ u.:-.ad·_·, dLJUi pdf(l. la 

ilustracionJ tres primeros ve::inus a :c:t~,1 · l<J mismL1 dl~~tancia de 

él. Los prlmPros '.'f:ci:-1:;s cstún ...:uncctctcto~; por lln(~fJS en la figura 

y los angulos de enLH.e que sf'" forma donde es tas 11 neas se 

encuentran en una posición atómica) son también 'aproximadamente' 

iguales. 

En el caso cr ista1 ino de la figura 1. ?a la separación de los 

primeros vecinos y sus ngulos son 'exocL1mente' iguales a 



dlf· ,mcia del sólido amorfo. El grado de corrcli!Clon local es 

bastante alto en los sólld<1s amorfos, esto es tambl<•n c·omún en Jo~ 

experimento p~:n~.Jdo nos servir·a pctr.J. 1 lustrar L1 prPsenr':'t:1 de 

orden local Sup0n,r:<-1mo~ que un at.ornn f-S saca:Jl: de cada parwl d<~ 

las f i e.ur·as ·-~ ~.ic,r un hombre de ma L.i mernor L1. S 1 ffiLlS t ardt~ desea 

insertar c.::ina <1tomo (~n su pnslcion orip,in'1l, no deber¡;-¡ tt>ner 

No ;1'.-;1, sin 

embargo, par.:_¡ la fifura 1 . . ~c. puestí1 qut• C>::; complt:>tarm~nte 

aleatoria, 'y'a qur::o las pnslciones atcirni( ~1s qtH' ru.J flJPron 

El segund ... ) tnp.ico es 1•1 tcm,.i 

considcremo~_; como se modifica Ja confi~~UI :1c iun : i_:·¡Jrf·ser,tad:1 en la 

fig. 1.2 nl transcurrir c·l tif~mpo. [n 1.~?tcJ un<.1 c:structurn 

particular dada cambl.:-t in::;t:-n1t 1n1~amPr:t0 al h~1cf•r ,··nrrc·I t:l reloj, 

el movimiento cfr• l35 r·a.rt1culas que componen .J l g;1s son efectos 

dimcn~·~ioncs ütomicas, son 

totalmente dih::I<:."ntc'.::; Pn cJ.d~ in~~tantt• dr:l 0.íIPp:lo espPcificG de 

la fig.l.2r (En ld e~~;·lla m:!cr-uscopjr.a, pnr suput--slL1 el efecto es 

el de pequcn<ts f lur:l\kl•..:iont":.'~ e~:;t.;iu1:,t ic;ts pe;· ejemplo en la 

densidad). L::;te m.>vlm.it:nto alomi,~o pa!d un r:r1·~ -li lu1d0, c1.·:msistc 

de lrayec:lori<J.S de"! llrH.':JS rf'Cl<l'.:". qu0 ~.J;fl r_if.·~::>vi,. 3 (Ji"<lSiün;JlmcntP 

por alelln~.Js def lr~:-:1on,.~; ccrrC'::;pondir>nt'.•s a la!.; col isinne~ df: los 

átomos unos con otrnr~ y CCJn l~s ~1;1rE·dr•s d~l rer:}p~E!ntr~. 

El efPcto d~l tic·rnpn er1 J;i~.; f',~.\H,1~; 1 .!.!al y 1 .. ~(bJ no e·~> tan 

drastico. Aunqt1P h:1ya mnvimi0ntc (aun ct:rct1nu a O~:. Pl movirnirnto 

del punto cero pf·r·m;1n···1:t:l, f·~_,t_p no r·s tr;l:;]d ion,il, f.•s d~,-cir. no 

consislP f.'Il '".-ruFH .. ' 1:1 er,:tru.:tqr;1 d1~ ur. ._ri.,.,: ... 1 .~ d·~ uri vidrio. 

Si vi er·amu~.:, a un a. t ornn del do como und par ti cu 1 d el ;1<:; i ca con una 

trayectoria dPf inid,1, su movimiento le, pndr iL•ffiC'S t-<"-;q11•.·nnt i?.<'1r ccr;io 

en 1~ flg. 

oscilatorins vib:·;icicn0lc:-; ~ilrr:dt·J.or di· t·l. FstP t.·fpcto de 

loca]izacion (~::;ta en contrc1ste con el ffil)VimiE·nto t:-anslacional a 

escala atómica realiz¿1do ~'or· el fluido ri~ la fi~ura 1.2fc). 

Macroscoplcamente esto no es otra cosd que la diferencia entre 

solidez y fluidez. En un sólido los otornos oscilan alrededor de 



sus posiciones de cquil1br1o, lo cuMl constitu~1 n >Jr'..;; C;::;Liut:tur;.i 

permanente. Tal endurccirnif'nto no exis~c cr-1 u:-i flu100, en la 4.,Jt' 

el movimiento a.tomico se caracteriza por movimientos 

translacionalcs extensivos y f'arcialmcnte oscilatorios (fig. 

1. J{b)), 

la' iL) 

Fig 1. 3 Bosquejo del estddo J~ m<i..,lmlento de part iculb 

(,-,,J t"n un sólldo y fh) ~n un fluido. 

Un sol ido amorfo r>s ffif"tai:::stilble con respecto a una fase 

cristalina. esta fase• forma el estado de equl]ibrio termodinámico 

de más bdj<.> ent~:--,.;1;i, r;in ,_,rnhnreo la (!xp0rlcnc1a enseiln que e-1 

estado basr• cr i:-~t.1l in::i es a veces r:::in(:tjcampnte Inilccesible. Una 

vez formado el Vidrio ptJ0d(' persistir pr~ct iCilmente sin l 1ml tn 0~ 

cj!~a1µ1u es el dl<1m<HJff', c-1 orqucli~~u U~l crH>tal covalcnte. pJ 

cuJ.l es mt:L.1vstalile. l.a confi.r.uración de cnerg1a 'TJas baja de una 

colección de atamos de c~rbór1 no es el di¡1mrnt0 ~lno PI grafito, 

que es la 1·asc tcrmodin~mica csl~bJe preslón y tcmpcr·atura 

normales. 



CARACTEH l ZAC l ON DE LAS ESTl<lJCTlJHAS 

obtienen prin1:.:.lpalmPnte Q tr,1ve~-:; de la difraccion )..'a se.::.1 df' rayos 

X 

estructuras e~; convt?nlt•ritt: usnr el <'nnc1-:-¡it;.) d\! d«n~.idad p(r) de 

átomos a ·1 dist:-inci<l r a p;1rti1 dt· un ci(·t to ;'1tomo dC' refert~ncic-1. 

4rrr 2plrldr función de 

distribución radial de lo.s il.lumo~. L1 f¡_¡n~ i--· .. ¡, -~H: ...'.f.-'( r J t icne 

la función c1~-~ distribuc1c._·,n r<tdial d1·termina c:l número de 

coordinación, 01 ctul •-'S el numvro dL.' ~;t0ni:J~: qu._. hay esa 

distancia. La ?el.1cicn dP ]:1 func~i,_::-1 flt• c!Pn~~icL1d fJ(r·J p<tra la 

estructura atomic;t r·eal se 1nuestra esuu~matic:1mer1te en la fig 1.4 

en una rcpreserita~·ión bidlmc11sional de 11r1d 1~slructur·;1 3morfa 

Prlm~r-o~ Vf"Clnnr; 

SPqundos Vt"C. i nos 

fig l. 4 Iluslraclon esqul•maUca del orlgen estr·uctural de ciertas 

formas en la función de densidad p(r) para un sólldo amorfo. 



La funclon de d: 3tribuclón radial para el cristal perfecto 

dará, por supuesto. picos apurlns f•n 1 n~ l tH_.,.~ !·p.- r;; q:.;'~ ,,: :; t.:..;• 

Colocados l()S ;J t 0f"r'IS' S !;: ":';':".t'3r_;:,.~,, e;'¡ ¡ ,~,:::, ;· ii.S('S c1P:-;ortJCl1tl·::lDS 01 

problema se compl ic.:i más y no es t :in faci l int0rpr~t<J.r los picos 

puesto qur> 0n PPnt··r,11 ld r<'Sf'Ut->"ltt1 Sf' va n,iciendo mas anct1,1 de tal 

manera que a p<irt.ir clc·l tr.rcero n-:; ~;f; puc~dt._• precisar exactamente· 

el área compr1~ndid.i., t:~s aqu1 dnnde se ;1p1 ~"cl;:i P] l l;1mado ordC'n de 

corto a.lc<:inr:P. f\1r<1 (!stujiz1r 1:1 e:-;tructur¿1 del matl:rial amorfo no 

se cuc·nta con 1 (¡ ~,; P>:pc•rimentus de difracción 

mencionadns. sin.:) qut· p:·:i~;t(•n t.cTnic;:1s espectroscopica~::; que 

µr0porcif1n."1.n u;i:1 inf::i rr,c1(.lL.;1 ml./ vdl io:;<1, no ~olo dPI nrdcn loca], 

sino tambi~n del J0 las c:011f"is•urac1on0s rlr· r!nlacr•s 



APLICACIONES DE LOS SOLIDOS AMORFOS 

La tabla 1 prPsPntr:t ur;3 l!.s~ú. IL'.~ire::it:·ntat1va de las aplicaciones de los 

sólidos amorfos. 

Tabla 1. Alguno~~ ~Jemrlos de> <'lPl tc<1;ctot1es d\!' sól lcJof:I amorfos. 

Tipo de 

sólido amorf"o 

Vidrio Oxido 

Vidrio Oxldo 

Pul imeros. 

ori;¡ianicos 

Vidrio 

cal cogen! do 

Semi conductor 

amorío 

Semlconduct.or 

amortn 

Vidrio 

rnetil l 1 (';o 

Naterial 

Representativo Apllcación 

(Síü l (Na 0) 
2 8 2 2 

íSlO l (GeO J 
;:. 9 2 1 

Pol l~sUreno 

Te Ge 
O B O. 2 

Sl H 
f! ~ O. l 

Fe B o.e 0.2 

Venl.,,:nas de vldrlo, 

etc. 

F1 bras Opll ca.s 

Hat.erlale!i estructural e~ 
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CAPITULO 2 

LA DIFUSION 

En fisica, la palabra d1fus1on se rcflcr·c a un proceso por el 

cual la materia es transportad;i ae un¡1 parte del sir;tema a otra 

debido ai mov.imjf:nto aleatorio de la~_; particuldS que lo componen. 

Si tenPmos un e j r•r1 n numero de particulas inlr::lalmPnte 

est . .i.s l lPP,aran a 

redlstribuir~,;e c:un el t iernpr, c(Jmu r(•:-;ulta:tci di' los 11Hi\1imiPr1t0~; 

aleatorios [~-:;ta nLH.'V.i ;:i i ~-; t r i bue i ('ti dP pr·obab 1 1 j dad :;e· pucdt! 

obtenPr tP.oric.Jmentc- ya ~;t},.1 por una P1u;1cjCln de difusíon 

propueslLI por Fick Pn 1SS~ l, f'n Ja qu(' con:..;idcr·;i que• tanto el 

medio corno c·l n1¡1terl~l qu0 se dlfundt~ son c0r1tir1uos; por· lA tcoria 

del c~rnino :il·.-·.itc1 r-ic, d ;ndn el medio y el difundiP11f.v son 

discr~'tc~:, •·:: '"' ... 
vista, el continu( y el rii~;cr1.:-to. 

Es cvirlentt· qu(• er1 f•l SPgl1nd0 mnrlelu, en donde se considera 

que la mater·la f~st:1 cr1mpt1cst;1 por muchas articulas determinadas 

por las lcy0~; d':' 1:1 mec;inic<t, l:is }·Jf'.is estad1~_:t1cas juPt:an un 

papel muy importantP. La sl tutlclón fisica de p~1rt ida es tr..1e si 

tenemos un¡1 sust~:1ci;1 di lt11da dif-l1ndi0ndose, cadz1 unR de las 

partículas qur:- l¡¡ componen se cnmrnr·tan jndepenciiPnlcs 1n1a~; de 

otras, y cadél un;:i.. sufrt~ cnl isiorH:-s cc)n las molC>cuJ;1s df>l f:oJventP, 

el resultt1do dr_• e::t;1~; colisic¡r¡e~; e~; '{Uf' l<.1 p.n-t1c11ia ~.;e mueve 

hacia rcgiurws df~ a1 trt o ba j;1 conrt~nt r~i.cir:,n sjn tener· pref{~rencia. 

Sin embargo, aunquP t:l movimiento rnolf~r1,J;1r ;1lP<-1lc1r10 no dn una 

Ui1 ecciún µr l:ft~! t~nt•,· en t·l muv'u:i1entu, <:.;e ul"i:~(:rva d~· J1Pcnu que J;1s 

moléculas se desrl"z¡¡n de'.--~•iP la rer:iCJn d!~ m;1"::-~ d] td ch~nsidad a la 

de mas brlja. ~:;-:• muevc•n irrevr·r~.;iblt.•m(•tltt'.• hi1ci<1 •;l eaui 1 ibrio 

tcrmodlnámico, ca:;i sin lmporLH la c·-1r1Jir:ion cnn la Oll'-' cmpjc,z;:i 

el sistema. Lri rPconci ]j¡p:·1on df• P'.Jt<1s (J•,)S ~itu;H"}()nPs sr- ha 

encontrado en el TP0rcm:1 ¡¡ dr! Bol ~zmann v c·n lris derivaciones dP 

la Ecua e ion MaPs t r·d. por Pau l i. Van Hove, r'r i p;o~ i ne y muchos 

otros. 

La difusión es un arquetipo de los procesos irreversibles, 

sin embargo, los modelos que describen este proceso, y en 
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particular el que utilizaremos, se restrlngcn a describirlo cuando 

el sistema esta cerca del eout ! i~:.ic- ~(;a;;~0J.~nd.rnico, ya que cuanao 

se está muv anar·t~d~ d0 ~1, J3s cos~~ soz1 extremadamente 

compllcadas. 

LA DIFUS!ON EN UN MEDIO CONTINUO 

Empecemos an~-i l l zando la dí fu..:: 1 on en un mcd 1 o continuo, que 

históricamente fue t•l rriTnf!! mctc1 cio que se propuso para ;-n1al izar 

este fenómeno. Aqu1 l<-1 teor1;j de· 1.t dlfu:;ión ~.,;e ;-1poya Pn dos 

re su 1 t ddos f l '~ i C(·~; i f.'fl(lfn(:nn i .Jf i <os 

li} /.1"1,' dt-· FJcJ. •. "[l trd/l:'>pcnte Tf~tn Ot.' m;:it(~r·1dl a traves de 

una unidad de• supcrfil.it> J f·s rrordrciun,Jl al p.radlenle de 

dcns1dn.d de:·l m<.:.t(~ri;:il Pn un;-1 direccion perpendicui.:tr a la un1dnd 

de area. 

j -[;Vp (2 1 1) 

( i i} L-4 ~·clJdL·iun ar cont ínuidad. "El material se conserva 

durante el proceso, las unidadc·s dlfusura.s no son creadas ni 

destruidas, 

(<Jp/é·t)+V·j o (2.1. 2) 

En donde p = p(r. t J es la densidad de 18 sustan:::lét dv lntf-~res en 

la posición r al tiPmpo t, fJ es el cocficienlt: de difusión, que 

puede también ser una funcion de r y p, y j "' j(r, t) es J;i rapidez 

de flujo dP la sustar1c1il, que se define e11 terminas de la 

velocidad local de sus elementos d0 masa, ve v{r. t), a traves de 

j vp ( ~:. 1 . j J 

A partir di.~ estas tres ecuac1orl'':·; uno puet.iv (jer·1var dos 

ecuaciones dlfcrencialc~:; Lilsicas. una f)ara la dPnsidad de 

partículas y Jn ntra ¡:,.:ir-a ld velocidad local. La teoría 

tradicional obt ienc l<J c:cu;:icjón de difusión al sust i t.ulr (2.1.1) 

en (2. 1.2) 

ap/at <J· tD<Jp) (2. 1. 4) 
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Cuando el coeficiente de difusión es constante, independiente 

del tiempo y de la posición, esta ecuación se convlrte en 

éip/éll 12.1 5) 

Una manera alternativa d~ describir la difusior1 es encontrar 

la ecuación dlferl~ncial p<1r·a el cDmpo dt' velocidades v. Una vez 

que v se conoce, 1a dc·nsidad de la ¡_,articula sr obtiene al 

combinar (2.1.1l y L:.1.J). R.estrinficndonos ~-il caso de un 

coeficiente dt~ difusión co:-ist .:~nlt:. [r1tur.1·!.:s 

V = -011 ln p (2 1 7) 

Una ecuación diferencial para v se obtiene de 12.1.2) y 12. 1.3) 

¿_-:¡V 
l 

-Dlli\l lnpJ 

Dll{ll·v +v·llln p) 

lZ.1.8) 

(2. 1. 9) 

Incorporando la ecuación L:.J.7) en esta ultima obtenemos la 

ecuación diferencial para el campo de vc·lo~idades 

a V = ll{Dll·v - v"} 
l 

(2. 1. 101 

Con esto se o~serva que, aun la teor1a do difusión elemental 

es no lineal si no está c-n tórminos de las variables adecuadas. 

Este punto de vista. altcrr:.alivo h:i sid<.J di:..;cutidu por algunn!'", 

autores durante muchus años Sin embargo esto sr~ tomo como 

investlgacion mat.err..:i.t ica m:1s que~ como un mé·lodo aitr~rnat ivo par·a 

describir un proceso f 1sico. 

ecuación dift.:ret1Lial pdlTial pi:'lrahólica cuya carnctcr1sl1ca 

principal es que no es simétr1~~a en el tiempo, es decir, su 

solución cambia al cambiar t por -t. es por ello que esta es una 

ecuación apropiada para describir a un proceso irreversible. 

Debemos observar·, ademas, que la solucion de esta ecuacion depende 
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tanto de la r.eometria del problema como de la distribución inicial 

de la sustanci<'l que se difunde. Esta ecuacion tambien es referida 

eslt! cvntextu IH.J!:. It.:ft:I iit.':mü~ a ella LUJh:..i 1(..\ l!C.u<-1.¡_lcn .._it.~ difu::;ión 

clasica. 

Un pr·oblem¡t comt1nmente discutido en la teoria de difusión es 

el problema de valor iniclc-Jl; i.e. determinar la distribución de 

concentración pi;:. t) al t l"mpu cuando la dislr ibución es 

conocida inicialmente plx,Ol. rresent:imns el cas~ cr1 un;1 dimension 

con domlnln infinitn El protJ1f·ma complet<" queda r:-::.:rresi1d0 como 

o ( ;~. 1 . 1 l ) 

donde -ro < x < m ,pnra ' n y cnn p(x,01 f(xJ 

El metodo ut i 1 izaremos pi3.ra resolverlo es a través de las 

transform;::idas dP F01Jr·ip; p,..,finltcos entonr.P.s la transformada de 

Fourier de la dlstribucion ae conccntracion como 

pi k. t) plx, t l e cix I 
-lkx 

(2. 1. 12) 

y a su inversa como 

p(x, t J (2.1.131 

El símbolo J dPnota integración sobrr:- todo el dominio, para una 

dimenslón. 

Mulllpllcanrlo por cxp[-ikx) la ecuación (2. 1.11) e Integrando 

en todo el dominio de x tenemos 

n i2. 1. 14) 

cuya solución es 

p(k,t) p(k.0) exp[-Dk
2
t] (2. l. 15) 

con p(k,0) la transformada de Fourier de p(x.OJ. Aplicando la 

transformada de Fourler inversa a la ccuac16n (2. 1.lSJ tenemos 

p(x,tl = (2rrJ flslexp[-lk(x-sl-Dk t dsdk _,II 2 i (2.1. 16) 



resolviendo se obtiene 

observamos que si fts) ó(i;-s l 

Gh-E.tl (2. 1. 18) 

Esta ultima ecuacion (la función de Green} es conocida como 

la solucion fun,i<lmental de ln c·c113cion de difusion que corresponde 

a una fuente puntual qw"" al insL:1nte = O se encuentra en el 

punto x ffiUestra es~c compcrtamicnto 

diferentes tiemp,1s. La ecuaclon (2 1 17) e~ simt;lement.f• la 

convolución df: la funcio;: de Grr-en con la c8n,iicion lnicial y se 

fuent· 0untu .. il"s dl~triL»~ldt1s s-~b;c- el e~;P ., con densidad f{x). 

Plot[Evaluate[Table[Exp[-x•2 /t] /Sqrt[t], {t,l,6}]], {x, -s,s} 

Flq. 2. 1 Pnf 11 función del t l t"mpo 

para •u~¡ estó orlqlnalmente 

localtza.Ja e-n x=€. 

Con r~specto a las restriccicn":!s para f(x}, el teorema de 

Fourier garantiza su valid~2 si J1rl:..:lldx < oo ; sin embargo ésta 

restrlcclon puede ser reL1j;:;.d3, de hecho la ecuación (2.1.17) es 

valida si 1 flxl l"' M·exp[Nx 2 J. Lds pruebas rigurosas de la 
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existencia y unicidad de (2. J. J7l se iencuentr-an en Ja mayoria de 

los libros de ecuac1cnes difrr0nciales rarciales. 

preces::: de d~f,b;nn unL1im·2n:;i0nal ~r, que el f lu_10 de partic:ulas 

no solo dPpende de la difer~ncia de conccntra1:ion, sino que adcm;1s 

las part1cJlas son arrastra.JJs hac in una direccion p3-rt!,:u1ar a 

velocidvd ccr1sti1ntc, 0ntcn·:es la f'~C:1-l•lcjon f2. 1. 1 J es modificada 

por 

- Db p+ pv 
> o 

(2. 1. 19) 

donde v es constant~. 
o 

EstJ c·-~u::icion puer:l· repres·.•nt0r por r:!Jempl0 

la difuslon de ur.:J. particul.i Cdrgada somet lcj.::t a un ca.mpo electrico 

uniforme ocasionando una velocidad de 3rrastre v . 
o 

Resolvi0ndn 

p(x, t l _, .. " "r ,., t4rr'. t.) f(sin;.:r -{ !x. - .,. t \ - s ds 
() 

(2 . . 20) 

La figura ! ·- mu 0 stra v~r1os ~>crfiles Je la difusión para el 

caso flsJ = ólsl 

Plot [Evaluate [Table [Exp [- (x-t) •2 /t] /Sqrt [t), {t, 1, 6} J 1 • {x, - 2, 'al 

Flq. 2. 2 Perf l l de concentración dlfundlendose y 

mov l end.osl!" con veJoclda.d d'" eirra.ztre v
0

, 
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Busquemos ahoru una solución fundamental, como la ecuación 

(2.1.17), para un espacio de dimt>nc!on arbitraria d. Supongamos 

(2. l. 21) 

ahora r y V son r = (x
1 
,x

2
, .. ,xdl y V

2 
= (c1

2
x

1 
+ a2

•
2 

.•• + a
2
,dl 

con la condición lnlclal p(r,Ol = f(rl, y r en todo el espacio ºr 

(O = l'ld) 
r 

Generalizamos las transformaclor1es (2. l. 12) y {2. 1. 131 como 

plk. t) J e-tk·rplr. l) dr 

y 

pfr.tl f ?11' )-1t 

con k = (k
1 
,k

2 
..... kctJ. 

La ecuación (2. 1.21) en el esp~cio de momentos es entonces 

a 
1

p1 k. t J ~ Dk .: p ( k. t l = o 
cuya solución es 

p(k, t) p(k,Ol 

y la transformada de Fot1ricr lr1versa, suponiendo que el sistema es 

isotrópico, viene dada poc 

p(r t) l4rrflt 1-"-'
2 JrrsJ exrl-:r-sl/4Dt]ds [2. 1.22) 

Para el caso particular en que f(sJ ~ 6(s), obtenemos: 

prr, t 1 12. 1.23) 

que es la soJucion fundamental en d dirncn~-;ion•,·s. 

Otro punto importante es determinar el desplazamiento 

cuadrático prom~dlo del radio vector de un elemento de volumen de 

la sustancia que se difunde, a part; 

tenemos 

<r (tl> = r p(r.tldr 2 . I 2 

de la solución (2.1.23) 



<r
2 CtJ> 

(4rrDt 1J
00

r 2 
e:<p[-r

2
/4JJtl Cdra-t dr 

o 

Donde Cd= zrr"'"/fld/2) es la superficie de una hiperesfera en d 

dimensiones (ver ap~ndice 3). El desplazamiento cuadratico 

promedio es entonces 

2.dDt (2. 1. 24) 

en donde se observa la dependencia lineal con el tiempo t y la 

dlmenslón d 

En esta apr·oxlmac:ión f~nomPno16glca de la difusión, el 

coeficiente D d~ difusion puede ser· detc1minado a partir de 

se considí~ra. Estf' cocficif~nte pf•flf•ralmentP no es una constarite, 

e.g. en ~a int01dlfusion de metal"~~-; o ].J difu:.,ion de vapores 

organices en sustanci~s pollmcricas, O dr·pcndc de líl conrPrltra~1ón 

de la sustancia difu::.:01J p 0r1 estos ca9J<: y tn.rnbicn cuando el 

medio es inhomr ·neo, D v¡_iria df' punto a punto por lo que la 

ecuac.ion de di1 _on se df'br e;..:pres<ir sólo como {.?..1.4}, es decir 

i\P -lJ·(Dílp) (2. 1. 26) 

donde D puede depender de x,y,z y p. 

Si LJ depende únjc;:¡m0nt0 del tiempo t durante el cual ha 

tomado lugdr· la dií.usión, i.e. 

D f ( t) (2. l. 27) 

entonces introduciendo una nucvu escala de t.lempo T tal que 

dT = f ( t ldt (2.1.28) 

la ecuación de difusión llega a ser 

o (2.1.29) 
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que es parecida a (2. 1.Sl con D = l. 

par ejemplo en los cristales, las fibras textiles, cristales 

liquidos, etc., la ecuaclon (2. 1. 1) d;:ida para el flujo j, uebe ser 

reemplazada por 

j - O·'Vp (2' 1. 30) 

Si los elementos del tensor O son constantes la ecuación (2.1.5) 

nos queda 

D d2 p + I1 ¡12 p + D,,c'l2 .. ,P + 
11 XX 2;: yy ..._ 

(2.1 31) 

+ ( D + D ) <"
2 

p + lfl + O l él
2 

"' + (íl + D ¡.q
2 

p 
¿3 .J¿ yz Jl l J Z)( 12 21 xy 

Se puede encontrar un<.':I. transformación huela };J.s coordenadas 

rectangulares ~, T1 y ( paree ida a la que se hace en gcornetria 

analitica con el Plipsolde de revolución y obtener 

i1 p 
t 

a su vez, haciendo 

D a2 
1 r,t,P 

i;· f; (D/0
1

) 
112

, n' 

con D arbitraria, obtenemos 

D_¿/ p + D a2 p 
¿ l)T¡ ] (( 

(2. l. 32) 

(2.1.33) 

Podemos ver entonces que ciertos problcm;:is anlsotrópicos se 

pueden reducir a la misma ecuación para medios isotrópicos. El que 

se pueda o no, en un caso dado, depende oc las cond i el ones de 

frontera. 

Por último, debemos mencionar qur la difusión tratada aqui la 

partir de la ley de Fick) a pesar de resolver una gran cantidad de 

problemas, es una clase particular de los procesos de difusión. es 

decir, existen procesos difusivos qur no obedecen la ecuación 



(2.1-1} y son llamados procesr.'s de difusión no fickslanos, por 

ejemplo cuando los rradientes d0 con\f>nt r'1r!c'-;: :-L· ... d sustanc12 

difusora son muy gr.::ind·2s. o c1_!'ln.rj:' ~"~~ 1 1·mrnncntt.;S dt~ estil 

sustanLia estan correlacionados , en PStf' CJ:~o St> h:1 mnstrddo IC·l 

que la difusJon Pn el rl'gimPn e~~tacion;:irio se .:ipi1rta de la lev de 

Fick y e~::ta ri('svi::ición se presenta a trave>s LÚ: una dependencia en 

la poslclon par-del coeficit•nt1:· de difu:~ion. es c1elir-, O ==fJlx}. 

El problcm<1 c1c la dif1E;ic•n c,H)Sider.'.trln h.1sta ahora se ha 

r csol Vf'r l•1 f'!_U,1.cjon {/ 1.21 l b'1Ja 

a tomi co~: f' 101.Jt'ri 1 :-

vista mas general neis pr>nnite rccllpf'ror lu~; mismo;~ n-~~.,;ultzidos que 

para el caso cont inun l'O el 11rni u~ terrt·odinamico. 

El. PnonUcMA DIJ. CAMINU AIYATcJH!(! liNIDIM;:usJDNAL 

El propósito de f'St.a s-:-·c( i(Hl y L1 ~~i¡~uierit1~ f'S an;il i:.".or el 

fenómenc clE~ )d ditusií)l"J ric'.;de •_·} punto dr- vista discreto. Para 

introducirnos a los conc:Pptos tu'.'.icos prnb,1hi 11sticos cmpez3mos 

con el ejcmplu mas simple, ;::·ero irq•ortantP, dt: los pr-ocesos 

aleatorios o cstncast1ccls, el ll:1m~dr1 Problema del Camino 

Aleatorio' f7J. 

Ce::--.:s~Je•1 t~mos una part l ruléi r¡uc: '."·,•-· mu•;Vc 

cadPnrt unidim011;:;.l.urú:1:1 donde puet1e sal L3; de un punto a otro hacia 

cualquiera de sus dos punto~~ vf'r. i no~_, Nr.1~~ rrc·1!.unt <1rn·."s ent r)nces por 

la prob<--1bil1dad de que despues d1.: N ¡i:.1sos la part1c-ul;:i alcnncc una 

cierta distancia;..;, df~sdc el r 11r1tr1 d(.' ¡:<:J:-:.i.ld 

Definimos a Wlm.N) como lJ p:·ot.~bllldad de qur Ja particuia 

llegue al punto m dPspuC's de N desplazumientos sobre una misma 

linea, de esto se sigue inmedlatiJ.mente que el número de pasos 

dados a la izquierda y a Ja der~cha son IN+ml/2 y (N-m)/2 

respectivamente. Si la probabilidad de dar un paso a la derecha es 



0.11. 

0.08 

'p 1 y a la izquierda es'q', entonces 

lllm.NJ 

en el caso particular 

convierte en 

p q 1/2 la ecuación (2.2.ll se 

ll(m,N) 2-N 'l!/[ IN+ml/2) ! [ lN-ml/2] ! (2.2.2) 

De IR ecuación (2.2. 1), el valor esperado del numero total de 

pasos dados a la dcrect1a y la dcsviac~on cuadrática promedio 

vienen dados como 

<(N+m)/2> = N/? 12.2.3) 

< [(N+mJ/2 - N ·2J 2 > ~ N/4 

respectivamente, tomando en cuenta que el pron1edio de la suma es 

Igual a la suma de los promedios en las ultimas dos expresiones se 

< m > o ' N (2.2.4) 

la desviación cu~drallca promedio es 'Nl 1' 2 (ver figura <.3). 

ñi -= 4 

1 

1 

1 

o:~· ... ! ______ ~-~-~--1 
1 

1 
! J:I 

L_i_._i__;__l-1--L. __ L___ e> 

-a -· ., ., o l .lo( ~ 8 ~o t:t t"\ m 
-IC 

F1g. 2. J. Dlstrlhuclc.n dt- prohal>I l ld<01d p<lra p=0.6 q-=O. 4, cuando 

N=20 pasos. L.., qr<iflcd mu~slra la r1robabl l ldad W{n+) de dar n + 

pasos la derecha, equivalentemente, la prnbabllldad Pfm) de 

desplazamiento net() de m unidades 

l!'l valor prome-dio m y !Í!ml¿. 

la ctPrecha. Tamblen lndlcan 



El caso de más lnteres es para N grande y m ~ N. que es 

justamente el lim.ite continuo (o termodinam!col. por lo que al 

u~ar la férmt.:!:; de StL lir.g ~s; 

]n n~ = (n + t/.:Jln n - n .,_ (1/¿)1n 2.n + üln-
1

); n 

en la ecuación (2.2.21 obtenemos 

11( m, N J = ( 2.lnr;J J/2exp[-m2 /2N J (2.2.5) 

como N es grande, es co11vcniente intr·oducir la distancia x desde 

el punto de oripcn como 13 v,1riab]e ~r1 lug3r· de m . 

:•: = mi 

donde 1 es la 10np i t tld fip un p.1!:;n. 

AdPm<3s si ccn!-::ic1·-~raifüi~; i11lPrv<-ilo~~ tJ.x grandes comr>arados con 

la longitud de i:;ldil pasri no~; pc>d~rnns preguntar por la probabilidad 

\.l{x)Llx de rpir- L1 p-it·! Jr:·_:l-i ;:e: cn..::',J1.::-.t1..: t~r,tre x y x+Llx después de 

N <lesplazamient(·,~;. y pUt-O'SLJ qur~ m toma valores p<lres o impares 

dependiendo d~ sl N es par o imp~r 

\.l{;<.Nll\x \.l(m,N) Ui:·::'ZJ) (2.2.6) 

y 

\.l(x,N J (2.2.7) 

Definiendo D = n/
2
/2 donde n es el numer·o de desplazamientos por 

unidad de t lempo, obtenemos f i nn 1 men le 

(2.2.8) 

Se observa quf~ Psle result~do PS m11y rri;ccld.') ol obtenido en 

la ecuación (2. l. 18) para el caso continuo. 

Existe otro modo de resolver el problema y que para nosotros 

será muy util ya que nos conduce <1 la ccu¿tciori de difusion en el 

limite continuo y nos de uria expresión para Ja ecuaclon de 

difusión en medios ilntsotr·opicos. 

Consideremos un conjunto de puntos sobrP una recta, escojamos 

un origen arbitrario, y etiquetemos estos puntos por números 
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enteros 1::;:0.±1,±2, ... Ahora atrlbuyamos un numero N
1 

de partículas 

al sitio i. Su.p0n~:i1mns ciuf'> r~H"h u~1'"'! d':" f':i!-J:' ra:·~:.::.-:...;~.:i:;., ¡.::...¡1_:,J~ii 

sitio l. Los saltos hacia la dcr·echa sor1 en J>tomrdin mlIY parecidos 

a los de la ízquierda, asi que rN
1
/Z part lculas saltan de1 sitio i 

al 1+1 por unidad df• llempo. La t1-;:1nslcion inversa i--+1 a i ocu1·re 

con la rapidez rN
1
•

1
/2. El flli.jo nrto de p~rt1cuJas que sallan del 

silla 1 al i+l por unidHd de tiempo es 

J rrn -H l/.~ 
1+1 /.?. 1 \+ 1 

anAJogamenlP, el flujo de i-1 a es 

J 
l -1/2 

ftN -N )/2 
1-1 1 

(2.2.9) 

(2. 2. 10) 

Estos flujos desaparecen cuando N
1 

: N,.¡ para toda i; en 

otras palabras, cuando la masa esta uniformemente distribuída no 

hay flujo de materia. El cambio en el númrro de pi1rl1culns haci~ y 

desde el sitio i es 

N 
1 

( r/ 2) ( N . + N - é'N ) 
1-+1 1-1 l 

12. 2. 11) 

Esta ecuarlón expresa un balance de poblac.ion dt" partículas. El 

sitio i n.-ibe (f/2)N
1

•
1 

¡:;ar·t1culas provenientes del sitio i+I, y 

(r/2JN del si t.io i-1. su ve.'. ,,¡ sitio cede lf/2JN 
1-1 1 

partículas (siendo esta ia razé•n del signo ncp,atlvo en 12.2.11) ), 

a la izquierda y lo miSffiO rt la dCfCCh~ Sll~t i t1JVPnri0 (/ ? q) Y 

(2.2. 1~} la ultima cxpresi0n nos queda 

Para µasar a la parte continua asumamos, para facilitar el 

cálculo, que los sitios son equidistantes, siendo a la longitud 

del salto. El 1-éslmo sitio tiene coordenada x = ia 
1 

Introducimos 

NCx, t) una función continua y bien comportada que interpole a 

N
1
(t). Necesariamente tJlx

1
.t) = N

1
(t) <cn x: x

1
• aunque puede 

tomar cualquier otro valor en puntos diferentt~s a los sitios. 



Desarrollando en serle d<' Taylor las funciónes .tf y N
1
obtenernos 

N(x :!: 1 l 
- ' Nfx ) 

- i 

Introduciendo esta Oltlma expresión en (2.2. 111 

(2. 2. j2) 

(2.2.13) 

(2. 2.14) 

Esta ecuacíon difcn:nclal ya tienl' la forma para.bol icrl que 

describe a un proceso irreversible. Para recscrltllr esto último en 

términos de los flujos 

obten! rmdo 

lntroduclmos 12.2. 131 en (2.2.9) 

¡_;>, 2. 15) 

observemos que amhos flujos convergen a -(dl2Jr8xtllx
1

. Definler1do 

a J -(a/2Jra.ucoma la función que lnlc ~ola al flujo obtenemos 

iJ N ,- -a3 J + O(a]J .- (2.2. 161 

Si definimos a la concentración promedio por celda a p = ~/a 
y D =ra

2/2 como la dlfusivld.1d la úl t im~ e:.:presion se transforma 

en la ecuacion de difl1sion. 

(2.2.17) 

donde hemos despresiado el t.er·mlno 0(a
3

). 

CAMINO Al.EATO!l!O UN!D!MENSTONAI. ANlSOTROPICO 

Ahor?. p~·l'':::vr:r:is :1 dis:::ut i.- el ..:...ci.::;u e:r, ul que lds part1culas no 

tienen la mism::i frecuerit...ia de salt0 la derecha que a la 

Izquierda, para expresar esla dlfcrcnca dH frecuencias definimos a 

r+ y a r- como la frecuencia de transición de un sitio adyacente 

hacia la derect10 y hacia la Izquierda respectivamente. El número 

de partlculas que saltan del sitio l al l•l r~r unidad de tiempo 
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viene dado por 

j 

y de l -i a i 
1+1/2 

J 
1-l/;:' 

l 2. 2. lSJ 

r~N -r N 
1-1 1 

(2.2 .19) 

Estos flujos no desaparecen cuando N
1

=N
1

+
1

. El cambio de población 

en el tiempo er) el sitio l es entonces 

N 
l 

+ 
+ r N 

1-1 

(J -J J 
1+1/.2 1-1/2 

(2.2.20) 

Interpolando esta funcion como lo hicimos para la difusión en el 

medio lsotróplco nos resulta 

(2.2.21) 

donde r y t. = r+ -r .Definimos al flujo como el 

promedio arithletlco de la ec. (2.2.21) 

(2.2.22) 

Manteniendo las mismas dPflnlciones pa:-<i p, D y a, definimos 
+ -

la Velocidad de arrastre V ~ fr - r Ja = t.a obteniendo 

J(x, t) = -Daxp + v (2.2.ZJJ 

Finalmente 

(2.2.24) 

Estas ecuaciones escritas en una dimensión se pueden 

generalizar directamente. Por ejemplo 

J(x. t l -D'Jp + vp (2.2.25) 

es el vector de flujo en un cuerpo lsotrópico de cualquier 

dimensión. Discutamos un poco el sentido físico de la velocidad de 



arrastre. Puesto que por definición v es proporcional a la 

diferencia de la frecuencia de saltos, es entonces la medida de 

"tendencia" dentro del sistema, una tend(~ncia que cstí1 presente 

aunque las part iculas est"n uni.formemcnte distribuida~·, entre los 

sitios. En estl~ c:-1so no se puede apli<>tr un modt>lo de salt0 

lhopplngl slmpln !.a velo·.,id;.id de <lrrdf;! rr_. st: lnterpreta 

simplemenle corn·:.:: el car:ipu dt:- velocitLnk·:c; promr:.ílln dtd fluido. Al 

primer- ténninn d{~ la ecuai.-iori (:~.2 :1.51 SP lt> llama fl11jo 

difusional y a1 ~--;epundo termino f lu_icJ convect ivn, p~_;te rnirlP p} 

transp0rlt.· rie m:·is;i dcbidP ,\ u;1 nic1vimic·nt0 con¡:1lcto. 

Fn un s6lici1) cristcilin!.1 no h;iy f1ujn CO!lVt·ctivl-J debido a que 

la red nn pot ,.,ne ia l 

de campo d•" f1.1r•r;,:..1 Vlx, t) p\lt'dl· ;-n·t 1.1;1: ~',obn.> la pJrticuJa 

aplicand·.::lP und fu"r:"'a F = -VV. Estos (-d1r1plls puc-d<'n ser internos 

{e.g. tensiones dPbiJo a di~lo~d:ic·nr--::o) o t•;.:tt•rno:~ (t .r .. , campos 

eléctricos qur: ar:tuan sobrP p;1rt 11'ul.:is Cd!'P..::1d;-i:;, corr,o en 

electromigr·acion 1. Las r,:1rt icul<.:i:.~ qu(• Sf' fft\h:vPn en medios densos 

instant<'lneas. L<:~ velocidad Ul· arra~:;trc p~; un prorr.ed i o 

El problcm;-1 dr~l camino <1lt..>dtc1r·ic1 sr~ ha utilizado como un 

modelo pdra inr: Jur un sistema 

termodi11ámico a alcanzar su e:;l<HJo d•:! equl libr 1o, por el lo puede 

describir una p,r·an cantidad de procPs0s f1sicos, entre ellos al 

movimiento Ero\.Jniano y c·s e::; te el problemD flUf· discutiremos a 

continuocion debido a la importancir1 fundami:-nt:·1l en las idf~as y 

método involucr-ados. 

EL MOVJMIUHO BRO\.INIANO Y LA tTLIAC!ON lJt LANGLVIN 

Fué Ein~;tein [4], el pr·imero en e:"'plicar adecuadamentP. el 

movimiento Browni~ino en una sPric de arlictilos que publicó entre 

1905 y }QOR lntrnrlurimns ;:1r¡uí. sln Pmba.rpr,, una formulación más 

moderna, debid~ a Langevin {SJ, que hri.cP la dinúmica de la 

particula, mucho mis simple. 

Cu~ndo una particula se mueve dentro de un fluido. actúa una 

fuerza de fricción sobre ella, la expresion más simple para tal 



fricción o fuerza de amortiguamiento esta dada por la ley de 

Stokes: 

(2.3.1) 

Entonces la ecuaclon de movimiento para la partlcula en ausencia 

de fuerzas adicionales es 

ó 

mó V + O:V 
l 

Ó V + )"V 
t 

o (2.3.2) 

o (2.3.3) 

donde = a/m = !Ir. y cuya solucion dice que si la velocidad 

inicial es v(O). esta disminuye a cero exponencialmente con un 

tiempo de relejación T ~ 1/3 de acuerdo a 

V (t. j v(OJuxp[-t/T] vlOle>:p(-;rt) (2.3.4) 

colisionan con ia parl1culct, el momento de la partícula se 

transfiere l¡¡~ molecul.J.s del fluido ld velocidad de la 

particula tiende¡::¡ cero. La l!Cuacinn diferencial (2.3.4) t•s una 

ecuación determinista, i.e. la vtdocidad vlt) ti! tiempo testa 

completamcnt0 det~rmir1ad,1 por stl v~lnr inicial d~ acuer·do a 

(2..J.4). L<t C'CU:lcjor. dc:t:)rmlr1lsl<..J {;: .. -~ . .?:J t.::_; valida :.olamcnte si 

la masa de la rart1cula {'S p:randP dt· m:)do que su ve]ocid;::ia debido 

a las fluctuaciont:>s tf·-rrnic~1s sea dcspresiat,l':'. Sep,un·el pr1nc1pio 

de equiparli" "•n, la cn¡_-·rg1<J. pr·orncdio dt· li) par·ticu1a en una 

dlmension es 

(2.J.5) 

donde k es L.1 co:-.stantE" Je Bolt.zmzinn y T es la temperatura. A 

medida que 'm' 

/kT/,;;' aumen t ~ 
es mas pequeña 

mas por J n quf' 

la velocidad té~rmj ca v = ¡-;;}i; 
lt::I 

pupde ser observada y entonres la 

velocidad de una partícula pequeña no se puede describir 

exactamente por (2.J.Jl cCin lrt solucicin (2.J.41. Si la masa de la 

part1cula es un poco mas r,rande comprl.rada con la masa de las 

moléculas del f!uldo uno espera que 12.:i.:•1 sea aproximadamente 



válida. La ecuación (2.3.2) debe, sin embargo, ser corregida para 

incluir la velocidad producida por la cnPrp1a tPr"~~r-; 'J..JJ.:.t t.:n 

(2. 3. 51. La modiflcaclón consistP Prl .3-f..:1~::- u~.::. f.,f'.r/:d f luctu.1n.le 

Ff(l) al lado dcrechn df' (2.J.:~J. i.e., la fu,.:-rz<J. t.1tal que los 

moléculas ejerr.cn soLrt> la par t icula S(· dt>scomporn.• en una fuerza 

de amortlguamleri!o Fn{t l ~· ur1a fuerza fluctuante r,f t} de acuerdo 

con [5) 

F( t) 

( t ¡ t•s una 
f 

-o.vi t 1 • r (tí (;>.. ]. 6) 
f 

fuerza alvatoria v cstocástlca, Esta fu,,rz~ 

cuyas propl~dildcs ! d S C()f)n('Pí.;-:'>S solu vn prom~~d.io. f_ii~cutamns el 

por·quó de la fuPr;.'.'a eslo<~;i~;ticd Si quisii.:!amos tr·atar rl problcmu 

completo y e:..;;ictamPnti:, debf'rlamos resolver l.i~ ecuaciones de 

movimiento pdra tod;1~; Ja~,; moll'culns del fluido d~;1 ,~0rno de la 

Debido al Rtan numero dr> molt•cu1as en f'l fluido 10
23

), sin 

~mharpo, 1a~; cc~1,1ci0n(·s de mov1micnto 

acopladas. Adem;:ls. pUt"sto que no conrvemns loe; v<ilore~; iniciale::-; 

dü las moléculas no pcHif..'m,JS cdlcul;ir· c-1 IJi")vimJento exar to, en 

particular· de la part icul<1 inmf•r::-.a en 01 fluido Sl u~;;-1r;:rn,cis otro 

sistema (part1cula y fluiJu) idcnt ic.c1 al pr imen1 e:-:cepto 0n las 

condiciones iníciaJcs de la::i part1cula:; dt'l fliildo. ~>ul Lar <1 un 

movimientu diierente pard la p<Jrt1<ul'1. Como u~;ualrrii"'ntc se hace en 

mecánica estadistica, cons.i(leremos uri E:·nsembl0 Uc tales sistemas . 

La fuerza Fr(l) var1a d0 sist0ma a sist.em:1 y lo t1r1lcn que podemos 

considerar son los ~romrrlios de estas iu~rz;is f!n 01 ensemble. 

La ecuacion de movimi0nto p<ira una pz.1.rt icula afP.c!.a.d<J pnr im~ 

fuer ;::o f ( t) Odüil Cfl (? J. h) ('~~ 

e v '· -av ( t ) • F ( t l 
t f 

ó 

éi l V + 'JV rlt) (2.3.7) 

donde se han introducido, la fuerza fluctuante por unidad de masa 

rf t) F (t)/m 
f 

(2.3.8) 

la cual es llamada la fuerza de Langevin, y la constante; ~lm. 
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La ecuación {~.J.7) (-•s la ecudcjón de Langt:vin y per·tener.e ill 

la fuerza estocastica f(t ). Para prüccder- a resolver el problema 

de ]a part1culd qu(· se muevP. dt:'nt1 o dL'l flutdo uno debf: conocer 

algunas pro¡1iedarles ch~ t"'sta fuer~"':t.1 f( t 1. Primero asurnimos que st~ 

promedjo sobre nl cnsemhl~ se~ c1}ro 

<r1t1, = o (2.J.9) 

(aqu1 el símbolo .> si~nifica un rirorncdio sobr-e el ensemble) y 

esto t:"'S dPbldn a q'_!n I·~ f'C«J:11:ic:n dv mcv'imienl0 de la velocidad 

promedio <.v(t )> dt:l,c· t-stdr ci.:.H1a por í._~.J .• :~). 

El efecto dr· cz1d~1 colision sobr·e lH particulil browninn;1 es el 

de una impulsion, ch· dur-acion rnuv corla, imp<.irticndolt~ asi una 

cierta v~locidarl l;; pt1rt \ruJ;1, l.a fricción amur lifUd f?~t...1 

ve.locidad, de marwr·;1 que· a un t i(·mpo :·;uficic-ntcmente ldr,P.c de~-:.pucs 

de la 20lisiür1, lcl })áJ t icuia ye! no es int luenc1ada por ese impulso 

(flgur;i 2.4) 

(lurdclón dt" la colisión 

. -----t 

f' 1 g. 2. 4 los efectos de una col 1s1 ón. 

Entonces. la p;-1rt írul2 adri11iPr0 un0 v.12locidü.d debido a una 

serle de impulsos que ocurren en instantes de tiempo aleatorios, 

constituyendo así lo que llomamos un proceso estocástico. 

Para descrll.Jlr esta situación matemáticamente definimos la 

función de correlación dependiente del tiempo como 

K(r) = <f(t)·f(t+r)> 

o por 



T 

K(T) = llm-1. r f(t)·f(t+T}dr 
T Jo 

Si promediamos el prüdLKto de dos fuerzas de Langevin cada 

una a un tiempo diferente t y t', vamos a proponer que el valor 

promedio sea cPro si Ja diferencia t '-t es mayar que el tiempo de 

duración T
0 

d1~ tina colisión, es decir 

l l-t • i "° T 
o 

(2. 3. 10) 

Esto t>upoliDn parece~ SPr corrert<l, porque las colislones de 

diferentes mol(·ruL1s dPl fluíct,1 con la J.-iart1cula pequeña son 

aproximadamente indepcndlcritcs. GPneralm0nte el tlempo de dur·aclón 

T de una colision t~:-; m11chn rr,,·nr-~ qU" e~ tit:n.pu Je rela.),icion T = 
o 

l/y de la velncídad de la partícul~t pequ•:r'1d. f'odc~nins entonces 

(2. 3 11) 

La función Delta de Dír~:u~. ó, dparccc porque de otro m0do la 

energia promedio de la particula pcqticfia no puede ser finita como 

deberia ser de acUc'rdo " la ¡,. ... dn '"1'''.rart lc\0ri (2.3.5). El 

miembro izquierdo de {Z.J.11) se llama la función de correlacion 

dependiente de] ti(~mpo dr l~ f\Jnclc>n r o simp}emer1tc la de 

correlación de la función r Par:1 dc~tcnninar co1·re:laciorH.:~s mas 

altas como "v(t. Jv(t J .v! t )> det,.~n S(·r con(Jcidas correl<-tcloncs 
1 7. n 

-··- - '. ' ·1 ~~ • ' ~ 1 

distribución gaussiana con correlación h rnrque :1dr-rr.~1~~ dr; ser- l..i 

que más fr~cuentcmente se encut·ntra ~n los fcnnmenos n8turales, se 

puede descl·iblr· 0n tcr·minos dr·] p1·c1m~·,Jio ·:v(t 1 1~ y d0 Ja primera 

funcion de correlZJcicJn <v(t jv{t )> 
1 1 

Dcspuc..,,; dt.: !iuln..'r nec-t10 f'St a~. supo~; is ion(·~; procedamos a 

resolver la ecuacion (2.J.7). pura el~o rnültipllr:amos (2.J.7) por 

'exp ¡,t.]' 

y reconocemos que el primer miembro es i\ (ve1 tJ, por Jo que al 



integrar ambos mlembros desde un tiempo inicial t=O hasta 

obtenemos 
t -lt -JLJ ¡•· \•!t) = vtO) e +e f(s\ e ""ds 
o 

(2 :i.121 

veamos ahora la relaclon entre los velocldades a distintos tiempos 

ti y t2 

<v(t )v(t )> 
1 2 

> 
l 

asumiendo qut! r es dc.d Li corrclacior.ada (ecuación (2. 3.11) ) con 

media cero {eC\1acjürl (2.3.91 } tenemos 

(2.3.13) 

E.s facil ver quf> esta ecu,1ci6n no camhia si intercambiamos t
1 

por 

t
2

. Para tiempos p,rand.c-s, es decir, :rt
1

>>1 y J"t
2

>>1, la funclon 

de correlación es jndependirmte de la velocidad inicial v(O) 

solo es función de ln dif.cri·nri~ d0 tiPmn0s t-t . PS dPcir 
• 1 2 

(2. 3. 14) 

En el estado estacionario la encrgia promedio de la partícula 

<E> lrn/2 l <v 2
( t )> mq/4:r (2. 3. 15) 

y usando (2.3.5) Ja energía pr·omedio es kT/2, por lo que la 

intensidad q de la correlación de la fuerza de Langevln es 

q 21kT/m (2.3. 16) 

Para el movimiento Browniano de una partícula es dificil 

Jl 



medir la funclon de correlación de la velocidad (2.3. 131. Es mucho 

mas facil medir el valor cuadr~tico promedio de su desplazamiento. 

Si suponemo~:. 

posición X 
o 

y 

qut-.> la 

con una 

particula 

velocidad 

empieza •tl tiempo l=O en una 

v
0 

el desplazamiento cuadratlco 

promedio ill tiempo t éS 

pero 
l l -1 l t-t 1 

fo f oc ' 2 

entonces 

<(x(tl-x l 2 > 
o 

l l 

I I <v(t lv(t )>dt dt 
o o 1 2 1 2 

t l -i(t-t ) 

2 f dt f 1
c 

1 2 
dt o 1 o 2 

(2. 3. 17) 

v
0 

es la distribución de velocidddes µura el estado estacionarlo, 

por lo que al utill7.ar (2.3. !Sl el primer término del miembro 

derecho se anula. Para t muy grande ()t>>l l. e-}t= 1-;rt.. y 

con 

<X ( t) - X > 
o 

D 

.:ot 

inició el t~rminc1 rlP la tPori~ dPJ M<•viml0ntc1 Rrnwni~no 

(2. 3. 19) 

(2.3.20J 

A la fuerzrt de Langc~vin con cor-reLv:lón ó (2.3.11) se le 

llama ruido tlanco porque la distrituc~:;~1 03rcctrnl, que cstj dad3 

por la transformada de Fouricr de· (:'..J. 1 l)' ('S en tonccs 

independiente de la frecuencia W. Si las fuerzas estocásticas rrtl 

no son ó correlacionadas, es decir, si la densidad espectral 

depende de la frecuencia, uno usa el término de ruido coloreado. 
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Una ecuación de Langevin del tipo 

1.2 .... N (2.3.21) 

con una distribución de fuerzas de Langevln o-correlacionadas 

<r
1
ltl" =o. 

<r,ttlr/tl> = q
11
ort-t' l. q 11 = qJ• (2.3.22) 

de ser 1 be un procf~so 11 ;:1mo1.dn r,rorf':-;1i dP Ors te in- Uh 1 cnbeck. La 

caracterlst1co. r•sccncial e~. que las c·cuac1oncs homogeneas son 

lineales y quP los coef icientl!~~ q
1

J que indican la lntensidad del 

ruido no dependen de la vctriablP t;k. Paré.1 N = la ecurtción de 

Langevln de~-::..::r1bc e: rr.e-,,rimit.•uto browniano unidimcn~;ional. 

1'.l 



CAPITULO J 

LA DIFUSiON EN MATERIALES AMORFOS 
Y EL GRUPO DE RENORMALIZACION DINAMICO 

El problema d0 la d1fusion en mediot; con movimiPnto aleatorio 

( •Random drift' l ha sid(..\ un torico cl;isico dentro df' la F1sica 

Estadistica. f{t~1 ivr1tPn1Pr1te t1a t1abirlo un interes crecier1te en estos 

temas debid0 <l ia <impl i;i cone:-:ion rPconocida en procesos f1slcos 

{fluidus turbulPnto:-;, dií;_i~,ion traves de medios porosos). 

químicos y l1lolr1~\ros, Y 01 profundo COOOC:imlenln 8~nado en Cllanto 

a la naturalez<i fractal y Jer.irquica de los mismos [1]. Son varias 

las rnanf-..:ras {~n que se h~1 tratado este problema : e.g. el modelo dc

sa! tos ( 'Hoppin[! Modc·J' J !21, Inlef;ralcs de t.raycctor ia [3], 

teoría dt: flu;:tu"~~iu11es er1 bidrodinamlca ett 

El problem~ de la caminata al azar en medlos dPSC>t·rlenados ha 

sido resur.l to p<i!-.J el c'~1so unidiml?'nsion<11 por Sin~i [4] v s~: hil 

mostrado qu~ t~l ,,r·omcdio dt~ los cuadrados de Jos des~>lazamlentos 

de las part1cu1<1s para tiempoc: L1r~os es ·:r 2> (lnt)~. i.e., lo 

ley para el desplazamiento dt: las p.~rliculas no es gausslano. 

Marinari et al [5] discutieron L.-t posible cor'lt-::-:.ion del caminante 

al azar con el problema dC'l ruido 1/f para d=l y d=2; en este 

art ír.ulo s0 mr;;cic:: 1n le::..: c:-:r;c·r iro1cr1t0~, l lt:'.Jdo:,;- a cabo, pero los 

resultados no ~;on lo basta11te def.ir1ldos debido al car~cter 

sensitivo dul 'camiw-'1 L!.l azar' a los ~-:r;ido~; de inhomoperwiddd. Hay 

varicis gPtwr<:11 i~~acjones dt~l mude· lo de Sinai l [GJ y !71) en 

particular Ht1vlin [h} h.1 rno~·;tr'1do que las cor-relacione~; en el 

tn1nsrortr> 

El melado del C;rupc> d~ HcnormalizJcion (GR) ha sino apJ icado 

recientemcnt_c· al p:-cLlc,r10 de lz1 difu::oiún de p.i1 l11:ulas clasicas 

con correlac1on0s dr· corto alcancP y a csc~llas di· tl{?mpo largos ( 

{8-13)}. Esto permite analizar el coíliportamiPnto asintótico de la 

difusión en difrrC'nlt:"·s dimensiones, en particular en la dimensión 

crítica de: (dc=2); se le h<J 1lam<ido as1 o esta dimensión debido a 

que las correccic1nes de Ja influencia d~ ft1erzas alentarlas no son 

relevantes en d > de, p~ro si, en cambio p~1ra d < de modificando 



la ley de difusión típica a una subdlfusional. Las investigaciones 

d..:l ca.:-..u L-Uo.oJu u;¿ . y ia geueraliZZicion al caso l<d::::2. con la 

utllizal:lon dl:.-1 melodu t...le desarrollo en e {d =.2-c) ya han sido 

realizados (19-11}1 obtcnicndose que para el caso d=2 hay solo 

correcciones logar1tmicas Ja ley de diftisión clásica 

desapareciendo t~stas en el limite t~ ro. 

3. 1 OIFUSION EN UN MATERIAL AMOHFO 

Estamos ahora en condiciones para analizar Ja difusión de 

partículas dentro de un material amorfo. para esto recordemos que 

en un medio isomorfo las ecuaciones b~sicas son 

o (3 1. 1) 

Y J=-D
0
vp 13.1.2) 

donde p es la densidad de p3rticulas y D
0 

el coeficiente de 

difusión. Mientras qt1c la ecuaclor1 fJ. 1) PS v~1irla e11 Een2rnl. 

siempre y c11ando haya conserv¡1~ion dl· materia, la ~cuaclón 

constitutiva (:1.1.::l PS u;,~J c:-:prc::Ji.;:Jr1 parti,_uL1r pctia el fluJ:.."" 

Como vimos en el capitulu an1f•rj0r, 01 flujo pw'dt~ SP! fTOthJC'jcio 

tanto por el f'.radif.•nt(' d,-. concentr,1clc·n, q'....le inclu:..--;o r1 ued0 ser 

diferente en r~1Ja d\rccc·ir111 lt•nirr1do cnronc~s r~ue cambiar la 

constante D
0 

por un ten~;or iJ , co:no por flujos convect ivos Jcntro 

d"'."1 mqt<:>: .. ! 2l. 

f'¡:¡rrt r0dt"r f''nf'rrlli:"1r el :in~di~~i:-: d·~~ L:i JlfusiL.,11 d. niedlus 

desordenados, en donde el flujo se ve fectado por el desorden en 

la estructura. S[:í-<.i necesar íu afia.di i l;J ecu.J.cion IJ.1.2) un 

término que represente el flujo oca~•1 ido por 1<i inf 1uenc1a del 

medio sobre las part1culas que se difunden. [!P la definición de 

flujo de materia, la forma natur-al es proponer 

J f(p,x, t )p(x, t 1 (3. 1. 3) 

en donde el vector f!p,x,t) contiene la lnformrlción, adicional a 



la contenida en D
0

, de como actua el medlo sobre las partículas. 

~up0nd!"'P~C'S q·..:.c: f 11v l dn1bld a.1 variar l<.1 densidad de particula.s p, 

estr1 sPra va1i~0 mll·11l1dS el numero de estas sea pequcfio comparado 

con el número de partículL.1s del medio. Entonces, el flujo de 

part1culas debido tarito a l~ ¡j}fcrencla de con~~ntracion como a la 

accion del m~dio esta ctad;i por 

( 3. l. 4) 

Un ejemplo se~cilln, resuelt0 y~ ~n el c.ilpitulo ~ es considerar a 

f{x, t l = ve/» .. · lo cu~d f1:.l(:dmentf: sir:nif lea qu(• hay un flujo 

convectivo con:.tanlv cI1 lr1 dirt!Ccion x , df•mas: de L:i difusión 

producida por el f"T.'idic--ntt• d1_• COill:(~ntfd'- lCn. [Jt-:> la PCUación 

(J. l. 4) ~(-! r·_:0-.:!.0 ::.::.'.,'- r·•c1: quv 1:r1 [t•neral 1::·:1stP. !Jn.:.t competrncia 

corriente inducLL1 r'nr f(x, t J 

adelante cu<Indo PL!.rc en jue,-•o la dlm1~n:;inn df?} !'Spacio de físico 

de nuestro sis t 1:rr"1 

Ya que Pl prul t~so de la difusic.'n S(~· real iza en un 'sólido' 

podemos suponPr que f no rlof!t~!l·h.! del t ~·-·mr•n y solo depender-a de- la 

posición, i.c., 

f" flx:. (3. 1 .SI 

Además, pu0sto qu~ s0 trata de ur1 m0dio desor·dpnado, cst.a función 

vectorial tendra un cr.i.rJcter aleator-.lo o cstocast ico, por lo que 

la única lnformaclór1 dCf~rt:~ de f serH 1ie tipo est~distira. 

Recordemos que un conjunto de variables aleatorias f
1 
,f

2
, .. ,fr. se 

dice qu~ c:¡nq 1!Jr-int'="':;~!cr-.~c w.nc..1':> otras si P(f.:::: x
1
,f

2
= 

x
2
-. - ,fn= >.n};.... n Pít 

1
=-,.:

1
). ~i las vari<lblc·~> íllentor--iris no son 

¡=:1 

independientes, un:1 mf"did:1 dP1 grado de d-:·pend•:mt~ia esttl dada 

la función de correlilclon. 

movimiento P,rownlano postularncs -:r¡ t Jf(t' J> qó( t-t•) 

tan 

por 

ec. 

(2.3.11) ). ]O CU~] significa que ]as r·s son independientes 

excepto en t=t', es razonable suponer para flx) que 

<f fx)f (x' J> 
1 J 

q,
1 

J ( jx-x' I 1, (3. !. 6) 



donde f , f son dos componentes de f, y f/J es una función que 
¡ J 

dependt' tJ~tn di:- }3s r0m!•nnentPS i, _1 • r.om.:'l de la distancia entrP 

los puntos x y x' Físicamente esperamos que et> sea una funci()J. 

parecida a lr-1 funclon del~<i rlP:· Di rae ó. 

Par.:1 dar con.dii_'ioncs iníciall'S y dr- frl-lntf'ra que no~ perniit<111 

obtE.·ncr soluc lor1f'S simple~; <11 prolilPnn lprinr-ipalrnl·nlt• pci? ~l podf~r 

hacer usci dt> 1;t t1<lnsfo1m<HL1 de F,Hfflt:J l. ponfarnos a rHJ(•stro 

con ju to de r .. ,,rt ictil:1:; lÜ·nt 1 n di;'' un mhiio i::;omrH fo, isolr orico y dp 

e>:tension lnt'inita llrn Vt-'Z Pst0t)lc•cíd') r.·l t~quilibrin •_·ntrc l~!:; 

part.1culc1~ 'r' t'l r:,. __ ,j¡ 

pariunetros tPrm'•--1in11nd(n-:.~. pur L-1 d!'r;::,iddd p
11 

i-t,nsLinTP f'fl todo 

punto (fig.::!.1 J. durantt• l(ldO t·stc ti<>mpo f(x) ::::.: O Fn un t"'ierto 

partículas ~>P pucrH' Psc:11U1t í:ntnnL·t·::. (Uf'.1\.) f(x.~.) f txH~( t. J, 

donde Hlt l ~s la funcion esr:alon. 

f IJ. ,t) 
" p l i<, tl 

\ 1 \ 

'! 1 ,; 

A 'JI\ ,, , L \J ,~ ~.J \J'4 \~ • 1 1 \' ·.; ¡ ·.' ~ ~ \ 1 ,' . / 

\t >o 

p 
, o 

~~~~~~~~~~---------.. 1 

X 

flq.3.1.- La densidad flq:.J.2.- L.a dens1d,3rt 

m~dlri JSOHOAFO (l<"O) med 1 o AHfJAFn 1 t "º). 

Consecuentcmer1te, para 

posición como del tiempo 

> O la densidad dPpcndera tanto de la 

este cambio lo podc~mos escribir como 

plx,tl = p
0 

+ bp(x,t), (J. l. 7) 

donde bp es la fluctuación alrededor de la densidad promedio p
0

; 
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consideramos entonces que óp(x,t<Ol =O. 

Sustl!uv<>nrln el fluio tot«l rle oarticulas J ·dado por· la 
lttl 

ecuaclon (.'.i.1.4) p;·, !r1. e.::-. ... hL:lCr: ~·:- ccntinu!dad (J.1.1), y 

considerando que f no depende dol tiempo lec. (J_ 1.5) ) obtenemos: 

- \l·f(x)p[x,t). (3. l. 8) 

Finalmente, tom:indo en cuenta (3.1.7), la dinamlca de las 

fluctuaclones en rl solido amorfo está dada por 

étóp(x, t l - I;cv?;,p\x. ti = - (..1
0 

V·f(xJ - V·f(x)l'>p(x, t J. f.:1.1.9) 

Esta ccl1acinr1 t~s linPal en bp !;in cmbareo. el último 

término acop1d dus funciont..•s dt>pend1entes de x, una de ellas de 

origPn t~~tu..:-.·a~.t i; o, por lci qui• la t:CUd..:ior1 dlferenl.jal es no 

lineal y estocast ica en x (llamada tambien dr~ I ;-1nf:cvin no 1 ineal). 

Para re~;olv(:r formalmenlf.o> es la ecuac.iün uti 1 izaremos el 

método de la 'f ransform~d~ dP Fot1rit•r L;J convención que 

usaremos par;J la transformar:i;1 din,r·ta (''.-, 

y para la inversa 

oplk,wl= dt dx .Oplx, t )(' f f -tk·x + iwt 

óp(x,tl=J f óp(k,wle 1k·x - twt 
w k 

(J. 1. 10) 

(J. l. 11) 

donde los limites dP integración para t. y para cada componente x
1 

del vector x son 

f r: 
para la frecuencia w: 

y para el momento k 

JS 



Ahora bien, .:-h.-biJu d que ~l si~lt:-md e.:. t:~>t..:HLialr.i~nti.: 1~0t.1 úpico, 

la dependencia de la~ ... fluctutlci•-"nes (:ll lGs .'l.ngulus es L, .• lo. µ01 lo 

que la integral para los momentos k se pued~ transformar en una 

que depende solo de la magnitud k (ver •r1ndlce JI, k •lkl 

donde Sd es la superflci!~ dt-. una esfera en rl dlmensloncs y !J. el 

límite superior, k z !;; :..: 2rr,·A. qut:· c.ur-rt:sponde d distancL1s muy 

pequeñas {pero grdndt~~ compa1 acL1s con 1:1 ccunino libre medio de las 

particulas), debajo de l.J.s cu.:ilr>s Pl limite de una teoríd continua 

deja de ser valido. 

La ecuac1511 (J. 1.9) cr1 terminas a~_·l momentf1 k y de la 

frecuencia w qu0da dada por 

y al despejar bplk,wl: 

bp(k,wl 

-lp0k·Flk18(~)-lk·J F(qlbp(k-q,w) 
q 

- (ik/(-iw+D
0

k
2

)] ·J Flqlóp(k-q,w) 
q 

(3. 1. 13) 

Observemos que la no linealidad de nuestra ecuación se 

convierte ahora en una convo l uc ion de· F ~:on l5p, c:s to indica el 

acoµlamíenlo que hay entre los mo~io~..; t1P l<l!-; t luctuacioncs 

espaciales de F y de bp. Introduciremos aquí un parámetro 

adirnensional ,\, A=l, con el fin de marc<ir Psto~-:; ;::1coplamlentos no 

lineales que acabamos de mencionar. Definiendo al propagador de 

partículas l lbres, G
0

1k,w) como 

(3. 1. 14) 

la ecuación (3. 1.13) se puede escribir entonces como 



óp(k,wl= -ip
0

G
0

(k,wlk·F(k)ó(w)-!AG
0

(k,wlk· f F(qlóp(k-q,wl 
q 

(3' 1. 15 l 

Antes de intentar resolver esla ccuacion consideremos el caso 

e1j que Flk) no es nula, pero eliminando P-1 acoplamiento entre los. 

modos q, es decir i\;;:Q Esto define el caso 1 lnt•al y la P.CUtlCión 

(3. l .13) se convierte en 

óplk,w) 

sustituyendo G obtenemos 
0 

la cual es la transformada de Fourler rcspr~to a t de 

cuya solución es 

(3. 1. 16) 

(3.1.17) 

óp(k,t) óp(k,Olexp[-D
0

k
2 tJ -(ip k·F(k)/D k 2 Jll-exp[-D k 2 tll 

o o - o ... 

;J. 1. 18j 

Obsérvese que hay una sPmejanzo formal entre 1 a ecua e i ón 

(3.1:17) y Ja ecuaclón (2.J.7), la eruación de Lanecvin, si 

identificamos a la fucr·za fluctuante r con el término -ip
0
k·F(k l. 

Sin embareo. tambien hay difpr·cncias puesto que en (2.3.7) r es 

dependiente dul t iPmp0. r = f'(t ! 

Por otro lado, la e,~·uarinn li 1 1~1 p:ir:i tiempos l.:irgus.t .... oo, 

no depend0 dr· la condicion inicial <Sp(k,0), sino de las 

fluctuaciones F Pn la dir0ccion k 

óp(k, t J J = -(ip
0
k·F(kJ/D

0
k

2
) 

t•ro 

(3. 1.19) 

por lo que el promc:dio sobre un ensemble de sólidos amorfosa 

tiempos largos es proporcional al promedio <F(k)>. 
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CARACTER I STI CAS llG. HU IDO F i k l 

Para proseguir es necesar\o tcn0r informaci6n explicita sobre 

F. Primero notese que como F(kl l'S un campo vectorial, por el 

teorema de Jiclmholtz podemos c1r~scomr,ti11c·r a F como 

F {J. 1. 20) 

en la qt.:t: 1<J f.·C.t.!l!' lor.eltud1n.1l de F, Ff cumpl0 C'on íJ • F1= O y la 

parte trn.nsv(•rszi.l, Ft, S~itisface V · Ft= O. 

Se~ttndo, C(1n el f"in dP simplific~r el modelo co11sid~rarcmos a 

F como una distribuci0n cstocastic;J Gau~siana cnn m0dia CPíO- rara 

considcrcmo~; (,-J CZiSr) unidimen~;lonal, quP más tar·de se g(-'ncral izara 

a mas d1mrnsionPs. 

Una part1cul:1 de prueb;1 se f.•nc1~1,.,ntr·a t.-:I1 un punt0 ;.: cif?ntr·o de 

un só1 ido ~morfo <....:
1

• EsL1 par t.1c~1L1 ~-;p Vf·r~í afectada afect.1rla por 

conjunto repr·csvntat!vo dt· solidos S ~;ir.1i lan:·~; al pr !mero y 

promcdJamos las velocidades que afectaron a esa p~rt icula de 

prueba siluad;1 ~n 01 punto x ~e cad~ ~;olido, obtendremos <f(xl>=O, 

donde<> reprP.senl<t un promf~dio sobre· esi::: .. conjunto (flg :1.3) o en 

más dimenslon~s <f
1

fxl> =O, ciondr l;1s f
1 

son J3s cornponcnt~s del 

vector f (x) 

'· 
i +" 

flg. 3. J. Uno parl ícula de prueba los puntos x
0 

de cada 

&ól ldo del conjunto 
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Si tenernos ahora dos part1cui:Js una en x y otra en x' y 

medimos 4u~ tanto es afectada la part.1cu!a 0n ;.: d~~io flUC en x' se 

le lmprlmlo una velocidad flx' 1 VPrerno'.> qL en promedio 

<f(x)f(x' l> = (cte)ó(>:-x' l. Par<' d d\mcnsio1ws 

<f (x)f (x' )>= r lxlólx-x') 
i J i j 

donde las r (x) es la int~·nsldad d0 ,·nrr·0)¡1ción. 
11 

(J. 1. 21 J 

Sí p,raficamos 1.:~ pr·nbabi l idad th• quP la par-t ícula en el punto 

X sea afectado por f(:.:) <:1dquit·r·~ un:l forma Gaussiana (fig.3.4}. 

Los resultados d<HJo~-:; par·a f!xJ, si• ptk.'d•~!n transcribir a Ffk) al 

aplicar la tran!·;form:1da de rourit.!i" (ec (J. l 10) ) 

> < 

X 

Ftq.3.4 E!;queml'I de la dlstr·lbucl6n dt' prf,babllld<"Jdr-s ga.usslana de f. 

Para describir esta función de distribución nos basta 

entonces solo conocer los dos pr-imeros momentos, 

(3. 1. 22] 

c. t [' l 
<F (k)F (k' )> 

1 J 

d r. t 1. t 
C2nl :r 1'

1
J (klo(k + k' l (3.1.2Jl 

<F t(k)F 1Ckl> <F l(k)F t(k)>= O (3. 1. 24] 
1 J 

donde Pf (kl = k k /k 2 

IJ 1 J 
y 

proyectores longitudinal y 

1 J 

pt (k) 
IJ 

transversal. 

ó - k k lk
2

, son 
1 t' 1 J t 
r y r miden 

Jos 

la 



intensidad rlP }:;is flurftJCH'lonPs lnnp!turlin;\}Pc; y tr·ansvf~:salr:>s 

respectivamente. Suponrlremos que las) 's son constantes. 

Los proyer· t ('irf"s Pf v F't provienen ri(' i <i t r;insf ormzida de 
. IJ . iJ 

Fourier de la funcion de correlacion .-:f(x)f(x' },..,., t0mJ.ndo 0n 

cuenta las pr,opiPrlarlf's qu0 lif'rif~n la part<· lonp;itudinal y la pzirte 

transvf.•rsal dt.• f, v supon 1 ('nd·:) ~-'n ambos cosos quP son 

delta-C'CHTelacinnadds, como lo indic;-1 la ecuac~cin (J.1.21). 

La expres1or1 c1t1P s0 prc1p0ne J1;1r;1 el sceunclo momento <FF> csl~ 

de propos i e i e si mi líirc,s f'fl otros problemas físicos de interés 

(8-lZ]. 

ANALJSJS DIMENSIONAL. 

Una tccn1ca qti~ nos permite ;1na11~¿\r cu~ndo apnreceran 

cantidades qu0 divergen PS el llamado ''J1owcr Counling'' a través de 

un análisis dimensional. Par-a intr·oduc\rlo esr<Jlaremo!; las 

variables involucradas en ln ecuacion (.J.1.9) de la siguiente 

manera, sean 

(al t a· t ·, ( b J op f cf' (].J.25) 

en donde l' ,Op' y f' son variables adimcnsionales. En el problema 

que estamos estudiando las di ver gene i as dependeran dP las 

dlmensloncs del esp¡icio físico er1 el que estj inmcr·so el sólido y 

por ello no f.:e c:.::c0la1un las lonp,itude:.;, L1 ccu;J.ción (3.1.9} es 

entonces 

-p
0
cQ·f' - ~c8Q· (f'5p' l (3.1.26) 

Multiplicando por u/8, 

Y haciendo 0
0
= l/a ( esto significa que estamos tomando a las 

unidades del tlempo como las unidades del reciproco de 0
0

), p
0
ca = 

8 , y us~ndo las ecuaciones (3.1.23) y (J. l.25c) c
2 = [T l. la 



ecuación D. 1. <l) queda flnalm,;nte como 

(B
1

, - V2 )bp' = -V·f' - A V· (f'bp') (3. 1. ?.7) 

con 

(3. 1. 28) 

Observemos que la constante A , que es el verdadero par-~metro de 

acoplamiento, contiene toda la información dr los coeflclentes, 

Veamos ahora las dimensiones de /\, para el lo obteneamos las 

dimensiones de cada cocflcicntt!, comcncPmos cc111 01 parametro \ el 

cual flH~ int.r·oc.~.ur:id1') para m:1r·c3r lo~~ acoplamicntus, í''H lo que [A} 

= l. Para hctJ l:lr },·¡ dimi::·n~;iun ch··l LOt•ficiente dP d1ftr~ifH1 de~_;nudo 

0
0 

llam;1mc'S un ccH::fici(·ntP dP di!u'.-;ion dc·snudo :ll qu(' 

corresµond!• '11 r·nblprr:·! 1~r;~:::.~ ,·!t: .. ~.,,.¡ id.:~·. t•c. (J.l.lol J, usemos 

los dos pr lmvro;:; tr-rminos dt.• Ja ecu;-jclon Í]. J.9J ruy~1:; unidades 

son N/U 
0

- dondn v;1 

que ambos lPrminos dt~btJn tenPr J~s mi~m,is uniciadcs, nercsarlamente 

[D l 
o 

(3. l. 2.9) 

Para obtener las dimensiones de 3 recordemos que F(k) es la 

transf• "'.nada de Four·ier de f(xl, cntc·nces lFI ~ lfl ·L"= L"•
1 /t por 

otro lado [bd(k + k') J = r k-d) = t." y como 

[yi <FF>/.S(k+k•J l. 

entonces 

(J.1.30) 

Sustituyendo las dimensiones corn~spondientes a .\
0

,0
0 

y 1
0 

en 

(3. l. 28) tenernos 

(3 l .31) 

De esta t·orma el analisis dimensional nos lleva a que A tiene 

dimensiones de longitud a la potencia (d-ZJ/2. Entonces, al 

obtener la correción de las c·onstantcs como resultado de las 

nolincalidadcs, 

coeflclente de 

la razón adim~nslonal 

difusión renormdlizado 

bajos, deberé incluir tcrrnlnos dr la forma 

DR/[;
0

, donde 

frecuencia 

D es el 
R 

y momentos 



D ID = 1 • cons t · /\ 
2f 

B O 
q 

-2 
q (3. 1. 32) 

El segundo te1·mino del miembro derecho aparece por consistencia 

en el desarrollo ya que los terminas son adim0nslonales. 

Al resolver la integrsl J q-
2 

q 
obtenemos (ver apéndice Jl 

donde Srt=2nrl/?/í(d/~~J e~; la sup0rficic de una esfera en d 

dimensiones flt1~ervt~rnc>s ~11c ap<lrccer~n divergencias rn la rcgion 

de modos bajos, q ·• O, cuando la dimension sea d ~ 2 Es decir, 

hay divergencia Pn ei 1 ldf!trhio lr•fra-;.:...j.::.:. Y' del<:!:...' P~ to f'S GU(' 

se aplicorá el Grupo de Renormal izaciOn. para así manipular estas 

divergencias, 
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3. 2. EL GRUPO DE RENORMALI ZAC JON 

Hemos encontrado a trav(~'.::• del an.3.lisis dimenslon;;l rplr> Pl 

término no-lineal dE~ nuestra ecu<'lcinn d,.,, d.!f1..!sic-:-; ~::¡'..!e e~. t~1 

espacio de Fourier es una convolucíonl lntroducf• un acoplamiento 

de unos modos sohrt· 0tros c:onduciencin 

correccion del coefi~icnte íl en d=2. 
o 

dlvr:rgcncias ~n la 

Ya que el acoplamif_·nto no linP<tl intrl'iduce el Pfecto de 

mucl1os modos, Vdmos z1 v0r el 0f0cto sele~tivc1 d0 unos modos sobre 

otros F.s decir, podt•mos selc- ... :cionar un intervalo do momentos que 

contenea a los momrmtos más ¡1} lc>s, al que llamaremos la cáscara 

superior de n1ornPnto~:0: 

k 

para dcc.:put:"s: d~:tt::mir.ar t.:1 efecto dinamice de éstos sobre los 

modos restantes, 

k 

siempre que Psa t>ar1da sea tan delgada como se qulera, la 

determinación de esto~ eft:ctos los conseeuiremos a través del 

método del Crup/) de Renormal i~~;1cion Oln;1mico. 

A continuacjón se 0xpr<~san las id~as generales del m0todo del 

grupo de renorn1alizuci6n dinámico. 

Notemos que];¡ pr-ual1c·n (J.1.13}, l:-1 <_Uul t:s 1<t solucion 

formal a Li (~e ~ml lCJn de difusion d0da por nuestro modelo en el 

espacio de Fouricr, t•sLi espt>cificéJda por un conjunto de 

l. y todas la~ c~ntjdad~s fisicas 

paramctros, [l pr·arPJlmi0nt0 que seguimos corista cJe los sieuientes 

dos pasos 

ll <'mos el efecto de los modos altos, ép'(k,w), 

(los cuales se encuentran en la cáscara superior lie-~<lkl <ti ), 



en loe pilrárnetros que aparecen en (J.\.13). Esto se hace al 

reso1vt"'r fní:-;-.ill:-:.c!"'.te l<Js erurtciones para éip> {k,wl cerno una serie 

de potencias en >..
0 

La solución debido a las no l1nealid<.1de~._; 

depende de los rr1odos rPstant(·~;. altos y ba,io~;. Estas soluciones 

form~les son ontc>nces sustituida~ f:n l~is ''c·ti;1cio11Ps par·~ los modo~ 

bajos d(' é'ip, que denotarf·n·:0s pcir /:ip .. (k.,w). pdra as1 ·~liminar la 

depcndf'ncia r»:¡.d1cita en la'.".• t~p>(k,<.. 1 1. inal1m·nte, (•l conjunto 

reducido de eclF1ciones ~•P prumt_..,.dia ~::;obre 1;1 par te de 1:--1 fuerza 

estoca~-.tí1"<-1 clSOl iad;1 ;1 lo~> mndc~s <'lltos F .• {k,úll qut' <tclúa en la 

celda 6 t·-'l'! <lk! 

en las Pc:Uacioiws d(~ mu·;imlr·rito I•.·ducid:i~;. y l<tmhien m1_1d\fic;:;.r·.1 

1;i.s proµieddd.Ps c::;L1d1stiz:-ri'-; d.e F(k,t.)l. Ei p,1I<1flh:lr,-, 11 nor; mide l<l. 

fract..:ion "h~ lv'; mc.H)os flllP htH\ "';;ido (:-1 irnin~1:J.u~J. 

2) La se;>,unda 1'tapt-i con'.:'~i~;t'" 1'n ri_·e'.~c:.J.l;ir el csp;1cio, el 

tiempo, l;::is m~ig:nitudPs oe Id~-, v<Ji J.u,_~..._-.r:o:.,- i,_, l.·! d•·n:;idad v las F' s 

con objr-to dP h·1c•:t p•1rf~cida la nu(•V.i enwcicn, luntu como sea 

posible, a la CC!.F1ción origiIF1l lJ.1.131. Este rnl·todc es an ... tlop,o 

Los nuevo~ acnpl;i.mienlu~ P.Pn<·r;:in con. este 

procedlmicnto Sll(~ll~n ser ma·.; com¡il i<:<ldtJ~. sin cmb~q-~o r::.:am1naremos 

ahorn solo la prlmcra arito>-:imaciun. Ll r-e~;ultddo dt: este có.lc:ulo 

se expresa en tCrminos de n.dacionns dt~ escllamient.o recursivas. 

D!AGHAMAS 

Para obtener las correcciones a l;Js constantes del problemi1 

como se expuso en 1<1 ~;i::~ccion ;interior sera 11t!Ct:!:-:odf iu iri•~rcdt!c-ir 

una simbologia que relacione las e;-:pr •_:-slune::; rn.itcm:'lt ic-rt.:;; con 

diagramas que faciliten los cálculos y el ;1n~lisis 

óp(k.wl= ) 
al propagador libro G

0 
por 

Go= ~ 
el efecto estocástico del medio 

F(k\=..,,-0 
1 
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dl faclor 

p k·F(k)ó(wl~ -() 
o 

y al parámetro o vértice de acoplamlenlo por 

-L\k ....:: 

entonces la solución (3. 1.4í la podemos escribir como: 

) _......,.>-O (3.2.1) 

solución f"ormal 6p(k,w), , depende de la solucion misma. La 

manera típica dr. rt:•snlvf•f t~ctF1el0rws nn 1 \n1~-1JP'-; .-:-orno la (.1 ?.1) 

es buscando una ~;olucián p•.::-rturb;:it iv11 en potencias del vértice ;\
0 

{15). Puc:sto qu•· 1<1 soluciAn rcrt11rt,at iv¿i se des<J.rrolL1r<i en 

términos de la soluclon lineal, qtie llam3rcmos de orden cero en A. 

analicemos primero el problema lln~al (ce. l. 1. 16) 

y 

( ~r= ~ (3.2.2) 

Dado que los campos óp(x,t) y f(x) son reales se sigue que 

op{k,wl = óp(-k,-w) 

Flkl = Fl-kl 

entonces 
o • 

óp lk,w) op0 r -k, -w J 

G.,t-k. -w) 1 ip
0
óf-w)] (-kl ·F(-kl 

(
/--)º_ 
'--;-~ (3.2.3) 

Con las ecuaciones (3.2.2) y (3.2.31 podemos construir la 

función de correlación a orden cero, 



o , e (kk. ~,-¡ 
rr 

<óp0 tk,w)óp0 (-k,-w)> 

o.---+---

---<00>--

eº (kk,w
2

l = ----0 pp ~---

donde o= <00 "· 

(3.2.4) 

(3.2.5) 

La expresión matematica de este s1mbolo es, según {J.1.23-24), 

<F (klF (k' )> = (2rrl'\f,t Pf,t{kl ó{k+k' l 
' J 1,J 

(3.2.6) 

Teniendo ya todos los elementos para rf~alizar el desarrollo 

perlu:·tativ:.;, 

pasos del GrupC' de Hcnormal ización. Par?! el lo definiremos los 

campos óp(k,w) para bajos y 

respectivamente: 

óp'(k,w) ~ , donde JkJ está en el intervalo 
< 

~> , donde JkJ esta en el intervalo 

altos momentos 

k 

La diagonal indicara siempre que se trata de los momE'nlos que 

estan en Ja cáscar3 e-~~< Jkl < ~. 

Dado que la solución final de la ecuaclon de difusión 

(3.1.13) es una colección de ecuaciones acopladas, una para cada 

modo k, el término de acoplamiento conecta a óp' con óp>. 

Exhibiremos explícitamente este acoplamiento. 



Recordemos que _,J:==?;> r·epresenta una convolución de F con 

conserven en el ver tiLe. 

De Ja ecuación completa l J.~:. l ) t.P.nemos entonces: 

=> < 
(3.2.7) 

y 

(3.2.8) 

en estas ecud.c\oncs hemo:.~ el imlnt:.1do ya rtlp,unos term\nns debido a 

que violan la conservaLión dt;l momento. por ejemplo 

.f q 

~~ ~r· 

k ~ p o:. {k-q) 

pues no es posible obtener l1r1a lql= q' por la suma o resta de k< y 

p>. Simllarmantc ios di~1gr~mas 

etc. 

son cero. 

Notemos que rralm(~nt0 l•st~s 0rua~iones son váliclas siempre que 

los modos k~ estén lejos de la cáscara superior que eliminaremos, 

pues si estamos cerca podrá ser posible que k<-p> = q~ 

--~--

En este sentido liJ.s ecua~~ionPs (].2.7) y (3.2.8) son 

aproximaciones, sin embargo, esta condición no es muy relevante ya 

que queremos examinar el comportamiento a grandes distancias 

k = 2110. ~ o 
y la cásEdra se encuentra lejos de esta región. 
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CORRECCION DE LOS PAHAMETHOS 

Los diagré1mas qut:-: acabamos de presentar no involucran una 

nueva fislca sino solo ur1a hcrrarnienta que evitará trabajos 

innecesarios Nuestra intención es hacer uso de estos diagramas 

para obtener l.:1 influencia dP. los momentos en la cascara sobre Pl 

campo óp(k.w) de bajos momentos, (!Sto se manifcstar6 en las 

correccionc~.; a L1s const;inte~; L\,,. A
0

, :r~ y )~) a~.;1 que pr·ocederemos 

a desarrollar la nc\1arion para altos m1lrn~ntos (3.2.8) en potencias 

de A
0

. Explicit~1mt~11t~ nos quP1ia 

Q .. 

~---? 

Sustituyamos en (J.2.71 la aproxlmaclon a primer orden en A
0 

para 

altcs Ir,c.;-;,cr.t'~·s. 

efectos de los mompntos al tos en los momentos bajos. 

EsquemáticamentP tenemos: 

--'>-<) + _j ) 

( 3. 2. 10) 

Despreciando los t6rrnincJs ü(A
3

J veamos cómo se modifica el 

propagador G
0

. Al promediar la ecuación (1.' 10) sobre las F'. 
e 9 

< ~ ) = - ~ < -·")--{] + +~==-> 7~0 
<;' , 

> 

(3. 2. 11) 

reescribiendo esla ~ltima expresion en términos de un nuevo 

propagador Glk,w), que llamaremos prc,paílador vestido y definido 

como 

la ecuación 13.2. 11 J nos queda 
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ó 

G(k,w) 

+-~ 
(3.2.12) 

donde [ es usualmente denominada la autoenergía. 

Despejando [de la ecuaclon (J.2.12) obtenemos 

(3. 2. 13) 

-60 = Dlk,w) -0
0 

(3.2.14) 

Esta ultima cxprcsion nos indica que t es la corrección al 

coeficiente de difusión 11 (en Ja aproximaxlón OLl.
2

) 1, es decir, 

lo vest ir/i. c-0!-:. i!"!ter._'l.l'cior:r·~· p!·ov<"nl~:-ntes de la cáscarn de 

altos momC'ntos. 

CorrespondP, ahora, obtener la correccion n los vérllces, para 

esto será nPccsario introrl.urir 1a contrlhucion de los momentos 

altos (J.Z.8) hnsta 0(A 2
) 

G 

(J. 2. 15) 

Sustituyenao e!l (,J.L'' .. 7) y nuevamente J.Hume<lld!H...io ~ubre las F> 

lenenhJ~ 

(J. 2. 16) 

donde el parént<· · s 1 I¡, reproesenta los terminos que yo han sido 

tomados en cuenta para la r-orrccción de 0
0

, el Ultimo termino 

de (J.Z.16) contiene ln primera correcion al vértice: (último 



término do la ec. (3.2. 11 J ). Esto es, 

l.lopF J 

factor izando 

(3.2.17) 

Si hacemos el desarrollo t1asta (l[\sl 0r1contraremos diagramas que 

comparten las mism;is car<Jcler 1~..;t ic;!.:c; topoJóp,icas a la primera 

corrección de ,\
0

. De estd. m¿l;w: d l·] v1.·1 t ic1· s,_, vera corregido, 

debido la~-; lnteracciorh:S de ¡,·.i Cdscar·a, por· los tórminos 

(J(;l,' 1 ()( .\ ,, 1 

(3.2 18) 

El último diagrama que necesitamos obtene: es el que 

corresponde a la corrección de la intensidad de correlación ;r. 

para ello volvamos a la ccuacion (J_,:~. 1 i, y procedamos como lo 

hicimos par·a llcf;ar a (J.2.5) en el caso lineal. Consideremos la 

funcl6n de corrclacion de 8p completa 

<óp(k,w)óp (k,w)> 

Al realizar el producto de los terminas r10 lin2ales y 

promediar no obtendremos al~lJna lnformac:ion concreta a menos que 

hagamos un desarrollo en serie dr f>Dtenci~s d1~1 p3rámetro ~. 

(J.2.20) 

Observemos primero que se ha lomado la solución completa para 

óp(k,w) y no se ha hecho una separacion de altos y bajos momentos 

asi que cuando hagamos el promedio p3ra F' todas las F que 
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aparezcan dcberan cumplir 

función con distribucion 

la condicion de que se trata de una 

gaussiana con media igual a cero 

Observemos tambicn que por cada término que aumentemos en la 

aproximac1on de óp se traducirü en corrección doble para la 

función de correlacion C . por- cjem¡....lo, si aproximamos a óp a 
N 

primer orden vn ~ obtenrmos la ÍllflCión (pp 

< ~ <!i= > = < 1 --o + J:>-o J 1 o-<L + o~ J > 
1 (' r. 

(3 2.21) 

que es una aproximacion hasta 0{A
2

l 

Hagamos ahor;1 )¿1 ap1·oximación de 6p a segundo orden en A, lo 

cual es aproximar a C a Ol~'I: 

pp ..r-"(j"'. ~~ 
< ~ <;=. 2o < -'.>-1'.."'-<- + ~ -¡-~ 

+ -7-0~ .{ ~~ 

~~ ~~ + ~ 
~~~~~ (3.2.22) 

en este desarrollo vemos que existen terminas de la forma 

los cua 1 es. como v irnos, son terminas que corrigen a G
0

. 

Reagrupemo~ de una mctneitJ md.s sugt.:sl1vu 

') .. < {3.2.23) 

en donde 

o 
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En la aprox1m~cion que hemos tomado despreciaremos las 

segundas cor rece iones para ;r , l cis cua 1 es son de O ( ;\ 
4

) as i que 

o o -0- A 
(3.2.24) 

Hemos pueslo Jos subindicPs A y fl en eslos diagramas solo para 

der ident.ificar·los mas adc·lantc. 

En rf'sumen. las c1:-:presiont_:os 

o o +-C A 

dan las pr j mer us cc.JT r l~'~c i •.1/W'.:• 

t t 
00 ,70 .70 .~0 proporcionando los 

los 

valores 

coef iclentes 

para L\,~~ 

(3.2.13) 

(3.2.17) 

(3.2.24) 

dcsnudC'S 
( 

• ) ¡: y "1 
respcctívrtmt~nt.e, rPnorm:iljz-idos por las interaccione:.; no lineales 

provenientes de la c2scar;i ( e-T/6. !::. ) . Estas ntu~vas constantes 

les hemos puesto el ~;ubír1dicP indlcundo tJIJ~ son valores 

iri...ti reqUt:.:'r iremos dar el 

entonces las integrales que corrigen a nuestros coeficientes. 
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J.3. CALCULO DE LOS COEFICIENTES INTERMEDIOS 

CALCULO DE D
1 

Según la ecuación (3.2.lll la primera correccíon al 

coeficiente de difusión 0
0 

es 

l3.3 . ) 

este diagrama provino del promedio 0n Ja parte de momentos altos 

en F, F': 

que expresado cxpl1cilamcnte es 

G (k,wl[-,\ 2 k Í <F (qJF (pl> (k-ql G (k-q,w)G (k-q-p,wl] 
o o 1J 1 J j o o 

qp 

(3. 3. 2) 

1a diagonal en 1a Jnte8ra1. J s1gnif icd, como se dijo. 

integracion sobre la cascara, es dcrlr para los momcnt.os o modos 

altos. RecordPmos que el símbolo de Ja irllt~~Tal sobre q o pes 

y la función Ue: correldch,i1 ';:!::,tJ. Ja.Jd, c,,egún (3.1.23-2~), por 

f t l't 

<F
1
(ql FJ(pl> 

donde 

(2rrl
0 r lq)a0 {p+qJ 

lj 

(3.3.3) 

Sustituyendo el valor de la correlación en la ecuación (3.3.2) 

obtenemos 

!)f. 



G (k,w)[-><
2f k r (q)·(k-ql.G lk-q,wl]G.(K,wl o o 1 l I 1 " ("\ 

• <j 

"Amputemos" es ta exprt.>s ion, es dc•c ir, e 1 im i nemos los propagadores 

que se encuPnt r~;:in a cadil lado del parl.·nt.esi~-> cuadrado, pues no 

dependen ct~ la variable interna d0 interración q 

I = [-A 2f k r lql · lk-qJ G (k-q,wl] o l 1 j l o 
q 

Suslituvendo p} va10r de r {c~c.J.--LJ) en PSta ('Xf'ft!Sinn: 

- /f k·q fL' (k-ql>-o o 
q 

i«> l-
1

+ 'J~J k
2 

[D
0
(k-q)

2
- lw ¡-1

) 

q 

(3.3 41 

Resolver esta ccuaclor1 slrnificar;~ 0r1t0nrcs obtener la correccion 

al coeficiente de difusion; para calcular est<ls trt..~s intepralcs, 

En ton ces, pod~m:::..; supnnPr qtH~ k q; ad•.•mas, f::stamus intcres~dos 

en longitudes y tiempos larí~us (k--.O,t..1~0J, ;is1 que a1 tomar en 

cuenta esta aproxlmacicon, icY~ valor1;<; d(~ las integrales sor. 

(apendice 4 .1: 

f k'
0
/(k-ql¿" k"f r¡-

2 
q q 

(J.3.Si 

y 

f k·q/(k-ql
2= 2(k

2
/d)J q-

2 

q q 

(3.3.6) 

con lo cual la correcclór1 para el coeficiente de difusión 

"desnudo" D
0 

es: 

I = -óD·k
2 

= (A~/00 )( ~!(l/d) - ?~(d-1)/d) ·k 2 f q-
2 

q 
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por lo que el coeílcientc de difusión intermedio D
1 

queda 

expresado como 

D
1 

0
0 

+ [(d-1)/d] (;'.~;r~/D0 ) f q-
2 

- [J/d](:\~T~/00 ) f q-¿ 
q q 

('.1.3.8) 

Recordemos que los coeficientes intermedios son los que se 

obtienen al introducir en los momentos bajos. las interGcc-ionps 

provenientes dr los morn1~ntos ql1P se rn~uv~tr·~11 c1l la cascara. 

fislcam0nlt:- en t·l :;1st1:ma a p~1rtir de e:.,\d ccu;lci('1L Note qui• L-1~:; 

fluctuncinne~~ trath~'~'('l~:1l1>~; fom<-'Ilt:1T1 "t mc.>:1.:lrtdt (1 c., D aumenta) 

p.:lra d i, mientrds quf' las fluctu;i.cioncs lonr.i tudina)PS 

como en turb:J1cnci:l., ln.c, fluctu-:tciorn·~.; tr·ansversal0s ap,itan Zll 

fluido, las fl\1ctu0.cioncs 

longit.udina.\•_·<,; tienden d di:~minuir· 1<1 difusión. y (•st:1 dlsminuc\on 

se puede r.xpi ic<lr (11 con'.c;id,,r ar lo ouc suc0d.c cu0ndo un fluido 

compresible fluye dent to ·:k un v0lurr,1'n 1-1.·st 1·1nt~ido, por c_iemplo f:n 

densidad auml~r\tar:1 procil1cic11Jo {?l ''Traf'fic jam'' 

fembolel larnienlo). Como el f luitJu -,tanc=.1 '"n Pl t.~mbote1 lr1rnicnto 

convcclivo, el meJ:';'ladc, l lPs~a a se1- menos PficiPntc· y lo const<J.nte 

dP difusión rcducP En re~unv--n, 1~1 tºC\l<lc1on lj.J.SJ no~; muestra. 

que la difusión tot~l el result(l.rJO de uri;-i cornpPtenciíi entre la 

di fusion aumcntact,-1 por 

embotellamiento. 

la agi.tac1ón 

CALCULO DE A 
l 

ctismirnJHEt pvr ~i 

Para calcular la primer·a correción al \•órtirc A
0 

veamos como 

era el término oriElnal al cual introdujimos este par~metro 

(ec D. 1. l J ) 

-1;\k, J r, (qláp(k-q.w) 
q 
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por otra parte, la expresión para la primera corrección de ;>, 

(cL ÍJ.L. 1 /J J es: 

-iA k <f f (p)G (k-p,w)l-L\ (k-pl )f F (q)G(K-p-q,w)· 
{) l l o o ) J 

p q 

· (-L\ ik-p-ql ){ F (r)op(k-p-q-r,w) ) 
o k k 

r ' 

(3. 3. JO) 

=-P, k Í 
(l iJ 

q 
[ f f G (k-p,c>)G (k-p-q,w)(-L\ )(k-p) <F (p)F (r)>· 
Ji ! o o () j 1 k 

· (k-p-ql f-1\ )] f',lqh)p(k-p-q-r,wl, 
k o ~ 

(3, 3. 11) 

Si comparamos est~ tilt.im~ Pxprcsión c;on la ect1acion (J.3.9) lo que 

esta dentro del o~r-cntcsis par·ecr! corresponder a la corrección de 

A
0

, exci..plo ¡10rqw· se encuentra en r:-1 inter.rando. Al realizar la 

integral dobJP que S(~ encuentr:l en PI paréntesis con la 

aproximación k ~n y w 4 0, obtenemos 

[ ] '° [ 1 Id J (3, 3. 12) 

y la ecuación 13.3. 11) se co;1vierte entonces en 

~ · [· J J , 2I _,) I =-1 -[l/d ;>, ~ID p k F (q)óp(k-q,w) 
o o o J J 

p G 

(3.3.13) 

Compar3ndo con (3.3.91 se idenlif.ica la expresión para la 

corrección de A
0 

que designaremos por óA, 

ó;\ -[J/d];\J 1
10

2 r p 
-2 

r3. 1 14) 
o re e; 

Jp 

Si ;>, ;\ + ó?. f p-2 I -2 el tomamos en cuenta que y que q • 
¡ o 

p q 

vértl ce intermedio es 

(3. 3. 15) 
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CALCULO DE 

Por último, la corrección pz:ird. el coeficiente que midP l::i 

lnte11sidad ae corrt!laciór1 dt! F viene dada Pn ~l dlJrram~ (J.2.?l) 

5111 embargo, as1 como lo hiLimos para la obtPnslon de a~. 

recurramos ahora <-1 111 e:-:pres l on l i ne::1 l. quP. ya fue da.da en las 

ecuac1ones (J.2.5), ccm l;:-i cual poddmos comparar. 

=G
0

(k,wl (-iP//>(w) l<F
1 
(klF

1
tk' l>(-ip

0
k'¡"5(w' 1 lG

0
(k' ,w') 

(J. 3. 16) 

y sustltuyenJo el valor de la corrc!Hción ( ec. (3.3.3) ): 

=G (k,wJ ( - lp i\(i..>) lk (2rr 1'
1
ó(k+k') ( 

o o ' 
tó } ~o 11 • 

(3.3.l"/) 

Ahora evaluemos la expreslón (:J.2.24A), la cual es la primera 

integral que corrljP u 1
0 

=G
0
(k,wi([-L\kJ G

0
( (k-q,wlf·'

1 
lql (k-ql}'k(k-q) · 

q 

· (-ip ó("•l 1J (-IA k'f G (k' -p" ,w' lF (pl (k' -p) 
o o J o J l 

e 

· F (k' -p)(-lp ó(w) 1] ) ·G (k' .w') 
l o ) o 

(J.3. JSJ 

Tomando en Cüt:;nlct la dproximacion k-.O y c..•--0, obtenernos 

G lk,wJ (-ip ó(w) )(Zrrl"il(k+k' lk ( a 
o o 1 

donde 



Analogamente~ para la seg~nda integral {3.2.24Bl 

donde 

De las ecuaciones (J.3.19) y (J.3.20) se slEtJe que la primera 

correcion para ) es 

+ytft f/\2/ n , 
~O l Je O L', 

,J/ó fd-l )Id] r q-
2
) ·k· !-ip ó(w' l lGók' ,w') 

u u ) J J r:¡ J o 

(3.3.21) 

Esta exprcsi6n podemos reagruparla como 

= G (k,wl(-ip é\twllk (2ni'\>lk+k' )(( 0
1
-/lk k /k?. + 

o o ~ e o t.\ 

la cual al comparar con {J.J.171 término a t.~rmino nos dá 

f -2 
q 

q 

y 
[ t 

'l -) 1 

esto último r-esu 1 lado nos indica que aunque 

diferéncia De estas dos últimas 

tenemos 

f, 1 

(3.3.22) 

(3.3.23) 

corrija, la 

expresiones 

(3.3.24) 



Con esto finali?rt la pri~'"'r.J ct.:ipú, ~ct n .. normalizacion. 

dándonos 
' ,· f 

er.trP i:=ts r:=onst:intcs dt-:011uJas D
0

,J"·
0
,r

0
.A0 

vlstPn por los momentos eliminados de la cascara· 

Observemos que aunque hic\mos un desarrollo en 

términos d(' ~ o' l'1s 

términos de /'" y /\ 

cor f(~cc iones SP 

(obtenidos ('!j el 

r,enerun 

anali~;1:-; 

pr·opl ami~nte en 

d une ns i o na 1 }. 
t 

llamados los para.metro verdadero~; v dt~fínidos corno lf•c. tJ.1.28) J 

/\2 A.02ro'/Do2 Y r.2 = ;\2/:0; 
t ' o o (l 

En terminas dP los r~ramf't1·os \'Pranderos . el conficlente de 

difuslcn 1ntcrffit·L1il) se pt1PLlt~ cxrr··~~r comt1 

D
1 

= D
0

(1+ {íd-líhl) < f q-" - {l/d)/\: J q-?.) 
q q 

(3.3.25) 

la primera ccrr0ccicn dl:l vcrt~~e como 

Á.= .\ f 1 - 11
2 f q-''1 

j (J\ ! J q ) 
í3.3.26j 

y las lntensldadt!S de las correlaciones fuerza-fuerza 

t )~( + 1 (d-1 )/d] 
2 J q-21 ) = /\( l 

q 

(3.3.27) 

l t [ 1 + l (d-1 J/d] /\¿ f q_,, l )' = ;ro l t 
q 

Cl. 3. 28 l 

Ahora bien, la integral sobre los momentos que se encL1entran en la 

cáscara, f q -
2

, se pUPde evaluar ch~sc:ompon i en.do l cl en una ln te gr al 
q 

angular y otra en la magnitud q confinada a la cáscara mencionada: 
,,_l 

f _, . .," r l 
q = - dq 

q !¿rr1·
1 

P
11 t.· 7 

donde sd es la superfic'1C: de la t1ip•:•f('~;fer·a en d dimensiones 

f 'q -2 
!S /(~~rr).J]ó-<-?-itlf J-er¡r,'-dl L~fd-2} 

d 
~3 . .1.291 

podemos ver que depende del r sor de la cascara (cuya rnedlda 

esté dada por 1¡). Obscr-vese que esta integral diverge 

logarítmlcamente para Q•oo en d=2 y mas lentamente en d=l. 

Las corrccccioncs estan dadas entonces en tcr·minos del 

parámetro de interacción verdadero A, y del grosor de la celda. 



3. 4. HELACJOrm:; DE REClíl\HE:NCIA 

e-abo el se~undo paso nel procedimiento del 

grupa df• renorm~llzaclón dinamico, ree~;calaremos las variables· 

por ejemplo, introduciremos un nuevo momento k' tal que k'==lk' J 

cumple 

(J. 4. 1) 

dor1dc la vieja k Pstá definida en el intí·rvalo {0,e-r¡ó.) de manera 

QUE' el intervalo para los nuevos momentos k' sea (O,t.kl, Esto lo 

mostramos en el siguiente f?Squem3 

---·1-~----t-·-

o ' -· e t;. 
k 

' ._, ._, 

o 

Con este escalamiento estamos Lütt¡pcr-.s.:i.;-;:l'.) l:::s Lr;:d.os de libertad 

cl\minados en el primer paso del proccdimierlto. Analogamente 

como se hizo par~ los momen1.ns. las demas variables se reescalan 

como 

w' 
cdr¡} 

(' (...! (J.4.2) 

y 

<'>p(k,w) l..f n lóplk' .w' J (J .• i, J) 

donde L(l)) y o:(rJ) son funciónes a determinar. Con éstas 

definiciones el efecto estocast ico dei medio y el propagador se 

deber~n reescalar como ( ver apendlce Sl: 

(3.4.1) 

(3.4.5) 

De la misma M~nPr~ 10s coeficientes intermedios se deberán 

reescalar como 

(3.4.6) 

(3.4.7) 

(3.4.8) 
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ecuaclóncs (3.4.4) y (J.4.7). Para cscngcr una función Lt~) 

apropiada considerernns la condición {J.J.,?.3} lil cual nos muestra 

que ln difen.>ncia (1 1 
- )t) no se renormaliz~-i asi ciut• impongamos 

la condicion de qu~ tampoco se escale, ron esto 

Lh¡l rxp(2o - 12-d)~/2) (3. 'l. 8) 

Las var·j,"1tllP.s e.:.caladas lees. (3.4.'1-Sl ), t::;ta.;; de:finldJ~; en 

el mismo lr.t('rv<Jio dt~ m0mr>nt0~ y frecuc•ncias qui: 1~1s v¡u-1.abl("~S 

desnudas {D
0

,A
0

, l~. 3·~}. esto hace posible ct1mp~r·ar los dos 

cc1bo r-l nrocl'dlrult'nto rPpt>t idas veces 

Debido a qu~~· ('l ['TUPO de reno1mt1l i,..·.:H ion µu ... ·d•-' ~t'T ltet·ado , i:·s 

conveniente rcPmplai'<lr a ll por un pa1·dnw1r·r) inf initPsirndl ÓTJ, que 

al hacerlo tendf·r a C('fO no:~ Pf'rmitir·¡1 c_,bt(•n•~-r rl":l;1c1ones ele 

rccurrcnci<.! dift:r(·nciales F:.~1a'; r1··}ili'lc:tH:'::; nc_:is in,\ic.in Cúmu Vti,n 

evolucionar.do lo'., par·.:-irnf .. tf(1::, { Ll. A. 1
1 

t i ill ir lt1tr·on1Kif.·ndc 

los efectos que producí~n lo~-~ fTl()rncnto::, di> 1;1 ea~;car;i infinilcsima} 

(ll.e-bTJ,ld lpor le· quí.• 10~; dl!si¡~n3n~rno:; rnmo !Jfn) Pl1 ), a partir 

de un con.lunto d0 p~i.rametro ini·.-iale:-; {
1
1l .... /\,,, 1l )t} 

~ ' • (1 • (' • 

Los valores Dt-,1J, \(·ni. 'Jt(r1) v J ('fil son er,tcrv:t:':-> obtenidos 

al intcerar estas c·cuar~ione::-:. dift·1·en 1._·ialr_·'.;, Dcb1:1'."los t·1.?calcar que 

lo que se analiz~ nc1 es la evoluciot1 cl0l sistema cu~ndc) transcurre 

el tiempo, l<t evolur.ion si¿;n\fi...:::a que .i cada iteración el sistema 

tiene un conlunto distinto de par~mctros ( \'Cf flps J.5-6 } . 

flg. 3. 5 Espacio de pl!lrametros .sl trle ftg. 3.6 Evotuclón de 

lntroductem10 los ~fectos de 

los momentos que s~ ~ncuP-nlran 

en la cáscara lnf lnlleslm"-1. 



Obtengamos ahora las rela~lones de rc:u~rc~c'n n p~rt\r de la 

definición de derivadd. Pdt il el cocf icicntr~ rl.P dift1:->l\.:.,n 

dD(11J 

d11 
llm DC11•011l- Dl11l 

ón-+O ólJ 

Puesto que D(n +6111 repr·escnta el valor del coeficiente de 

difusión ct1ando y~ se le llitn 1ntrorlucldo las interacciones de la 

cáscara entonces Dl11+~\n) = D'. y tomando en cucnt<1 qut; un posible 

valor lniclal 

dDl11l 
l i !Tt n· ( 1l) - [) r 1/) 

dl) Ó1¡-•0 t"lll 

de la cxpresiu11 {J.4.51: 

ctDl11í 

dl) 

Est:J 

lim .1\ (/1111 ev:;ónl-.::' 71 - D\n) 

611·0 611 

última e:·:r,rcsión contiene los dos pasos del GRO, 

renormalización y escalamiento. Al sustituir el valor d~ D
1 

dado 

por (3.3.25) tenemos 

- llm 1 { a:torp-2011 [ (ld-1 i A2 - l.. !,2) Ad• (e'"-2>iin_1))-ocn1} 
-611~(1 ÓT) e D(lj) J+ ·-d- t d l ~ j 

y aproximando las exponenciales hast~ prim0r orden en bn: 

dD(n)/d11~ D(l)) l.?[Ql -7 +A [Cd-1 )/d]A
2

111I- [A /d]h~), 
d l d r 

(J.4.9) 

n 
donde z(TJ) =f o:{n' )dr)' es una funcion no determinada hasta ahora. 

o 

De forma analoga, para las 
t 

lnlcnsldüdes de correlación r y 

7t las relaciones de rccurrencia se pueden obtener como 

llm ·/111+611) - /111> 
6wO 01¡ 
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¡: l l ( )j) 
11 m 1 1 :..' 1.:..1 _, ----'-= 

~'.;·1i <i ér¡ 

sustituyendo el valor de J
1 

dado por (3.3.27) 

/In) llm 1 { 1 01¡•0 ~ 

~e 111 l l im _J_ { ó71•0 ón 

De la misma manera 

+ 
lo-1 1 r," ~d-(el2-dlón_ 1 )} -,¡- t ( 2-d j 

(ct-1) A 

12-dlón} f\2 rt 
-d-

l (2-dJ 

1
i (TI) ld-1) 

-d-
f\2 

l 

y por último, la relación para el v&rtice A: 

usando que 

tenemos 

llm Aln+ón)- A(n) 
Ól¡_.(J Ó"J) 

A'= A ea1r;1-1¡<d+2l/~~ 
1 

donde \ esta dada por 

(3. 4. 10) 

(3.4.11) 

(3.3.26) 

tomando la aproximacion hasta Q(ór;
1

) en las exponenciales y 

reduciendo obtPnemos 

(J. 4. 12) 

Para obtener las relaciones de rccur·rcncia del verdadero parámetro 

de acoplamiento A , partamos de su definición. 

f,f. l 
A ( [, l ) 112 /D 

o 1 o 



asi que 

fn 
11¡'' 

tn>. ~ l'n?' 
l. l 

-In O 
(' e 

entonces 
1 O/\ J.. ó.\ 

+ 
1 EJ.. - 1 ~ 

f.. CH) ,\. b,j ii Ó1) o 01) 

Sustituyendo las ccUiJC i on~s (J.4.9-12) obtenernos para la 

componente lonritudinal 

y para la transversal 

di\ lnl/dq =/\In) (12-d)/2 - A [(d-1 )/2d)l2/\
2
-/\f

2
1) (3.4. 141 

l l d '· 

donde 

A =3 LJ.d-
2/l2rr)d i.J.4.15) 

d d 

Observamos que la evolución de los coeficientes {O, A, "3..l.)'.l} 

en func lón de n ( ecs. (.3. 4. 'J-1 :C l ) , dependen de los verdaderos 

parámetros de ;icoplcimiento 1,
1

, ,\ . 
l 

Ve.Jmos entonce~; r:-u;:'ll es el 

comportamiento de Pstr a partir de las rcu~ciones (J 4. 13-141. 

CUMPOHT/\MltXfU ASJNTUTJCU DE l.OS PAHAMETHOS /\
1 

y /\, 

Las expresione~.> para Af y i\t qu0 s2t ísfacl'n las ecuaciones 

(3.4.14-15) no ticrv~ una f(lr·n,a lndnc·_iab!f: (ver <ipt··r1dicl~ 6} por lo 

que sera tomJ.r una <:lpro;.:imaclon a1_1ecuada. La 

apr·oxim;1r.i0n qu0 tnm:)r-0mo'.:; cnrisi~;t ir-:1 f'n ;;11pnnnr- C{U!-. r;J p:irtimr.tro 

n es muy grande, r~cordemos qtJC 11 nos mide la cantidad de grados 

de l iber·tad eliminados, así qUf' T/ grandr- significi:I que t rabaj0mos 

con pocos erados dP libertad. Para resolver ia ccuacion (J.4. 13), 

cr¡I?. 
e 

Notemos que /\f (O) =B IO J. Sus ti luyendo en ( 3. 4. 13 J obtenemos 
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d -1 
donde ad= -d- Ad : por lo que 

sustituyendo en (3.4.14) obtenemos 

con 

di\ ( T)) /dT) 

'{'(e, A ( r¡ l J 
t 

TI 

adA~(O)At (T))exp{cr¡ - i\J A~(TJ' )dr¡'} 
o 

(3.4.18) 

(3. 4. 19) 

(3.4.20) 

Notemos que el integrando de la última expresión es siempre 

positivo así que Dara 'f) f'T~ndi:' :d t0rn?1r el limite n_.co 

q.ic.A !r¡)] ~ O 
t 

De la misma maner0 /\!' ... O para 'f)"""ro. 

(3.4.21) 

Bajo esta aproximación la expresión (3.4.19) se convierte en 

dA
1 

l11)/d1¡ (3.4.22) 

y la ecuación [3.4. JJI en 

[3.4.23) 

ya que Ja contribucion de "r Ja hemos tomado como despreciable. 

Veamos ahora como es el comportamiento 

como anteriormente una solución 

solo de A . 
l 

A [ r¡ 1 
t 

C\r¡)Pn112 

y sustituyendo en [3.4.22) obtenemos 

dCfn)/dq = -ad C
3

(111 

Proponemos, 

(3.4 24) 

(3.4.25) 

Dividiendo entre C3
, integrando y tomando en cuenta que C(Ol=At (0) 

Za 
d 

(3.4.26) 



y sustituyendo en (3.4.24) 

/\l(T¡) = /\l(O)ccn/2[1+ 2a ~ /\ 2(0))-112 
ct e l 

(3.4.27) 

Esta solución sólo es valida para n grande. Al tomar el limite ~~oo 

el comportamiento asintolico dependerá del parámetro e ,como se 

puede apreciar desde (3.4.27). 

Para e < O (es dPcir, d > 2) 

Para t: o (d 2.) 

es decir 

s l 1¡-+00 

/\ (nl ~O lentamente si Q'm 
t 

(3.4.28) 

(3.4.29) 

Para e ::. O, las soluciones f1sicas que esperamos son aquellas 

donde '\ (r¡) llend¡1 a un va101 constante, /l.t conformt• 1} .... oo. De ld 

ecuación (3.4.22) esto implica dos soluciones 

\ { lj l = o ( 3. 4 . 30 ) 

/\ (Ql = j cna (J.4.31 l 
t d 

Se puede mostrar que estf> último punto, l 1amado punto fijo, P.S 

estable al sustituir/\ IQI = /\ IQJ + 6/\ en !J.4.z¿¡ 
t t t 

En resumen, el comportnmiento asintotico de! /\':.. (n) para los 

diferentes casos se puede esquematizar como sigue 

~t L'\1 

f::)O 

t"7 o 



rALCUl.O DEL COEFICIENTE DE DJFUSION 

difusión renormalizado D. ['~ 1R t~c·u~ción lJ.4.6) la conexión entre 

0
1

, el coeficiente dt: .. difusíón intermc·din (l rcnor·ma.lizado, y o·, 

el coeficiente r~escal~do. es 

(3. 4. J:>.) 

impondremos la condiciór1 de que D' (n) permilnczca fljo ~n un valor 

dado 0
0

. De la rf·lacion dP rccurrf'nci'1 p,H-a D (ec (J.4.9) ). esto 

implica que 

z(1¡J = ;> - [A (d-11/d]l\
2

(1¡) • [A /d]l\
2 

d t d l 
('.l. 4. 33) 

pero de la aproximd.cion dada antcrior·mcntc (At=Ol h3r·emos 

¿( 1¡) (3.4.34) 

Supongamos que dr-· par l ida tenemos una densidad que depende de k y 

w, es decir, 

[) 
o 

siguiendo el proc•.,so del GR: 

D (k,wl 
R 

D (k !\ 1 e 2 ' 1 -cuT)>D (k' ,w' ;/\ ) 
R 'w; l = R t. 

(3.4.35) 

(3,/¡,36) 

Analicemos el comportamiento en las frecuencias (o en el tiempo) 

para k~O: 

(3.4.37) 

tal que 

(3.4.38) 

que corresponde a frecucnc i as pequeñas (o t 1 empos largos). La 

ecuación (3.4.37) se convierte en 

D (0 w·~ ) ~ ~TJ -nin 1DR(O, l;/\t) 
fi ' ' l 

(3.4.39) 

Para poder evaluar e 211-un¡ > será necesario obtener el valor 



asintótico de a p3ra 11 erandP. 

" J Z(l]') d11' 
o 

" J (2 - a /\
2h¡' )ld11' 

o d t 
(3.4.40) 

1 Caso 

Puesto que n es grande, el segunao termino del integrando 

dado en (3.4.40) es despreclahlc (ver el resultado obtenido en 

(3.4.281 ) por lo que a(l] ) se puect~ nproximar como 

cd11 l " 2.11 (3.4.41) 

y de la ecuación de recurrencla para /\
1

, e .acion (3.4.22) 

¡\ ( TJ 
t 

Sustituyendo (3.4.41) en (3.4.38) obtenemos 

y de (3.4.42) y usando que e= -lcl 

-1/2 
w 

/\ (0) ..,! e 1 /4 
t 

(3.4.42) 

(3.4.43) 

(3.4.44) 

los parámetros de 

acoplamiento se pueden hacer tan pequehos como se quieran y 

entonces la ecuación (3.4.39) se puede expresar como un desarrollo 

al rededor de/\ (O): 
t 

DR(O,w;/\
1

) = DR(O, 1;/\
1 

(11•) 

D (0, 1 ;/\ (0) l 
R t 

,10 a112 

+~ ~ w + 

a11
2 

aw 
t 

y de las ecuaciones (3.3.25) y (3.3.29) que expresan la relación 

entre DR y /\~ tenemos 
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{J.4.45) 

donde hemos usado que D = DR(O,l;ht(O) ), 

\
2 

:rt/02 (ecuación 13.1.28) con ::\=1) 

y 

a' 
d 

Si e -1, es decir d=J, 

y 

= ~ 6-c d-1 

2nd d 

a' 46/Jn 2 

d 

1 caso I 1 e = O 

{3.4.46) 

En este caso, contrariamente al anterior, no podemos 

despreciar el valor de /\t (11 l, as1 que será necesario usar la 

expresión (J.4.27), que es la solución de At en la aproximación n 

grande, y sustituirla en (J.4.40). 

ó 

a(nl = f" (2 - ad<(n') ld~' 
o 

cdnl - Zn 

sustiluyendo (3.4.27) obtenemos 

n 
a f A2

ln' ldn' 
d l 

o 

integrando y tomando la exponencial en ambos miembros: 

así que la expresión (3.4.37) es 

(3.4.47) 

(3.4.48) 



D (0,w;I\ ) = [1 + -2- 1\
2, (O) (ecr¡_l l] i,•;::DR(c 11k =O, e"'w ;l\tl 

R t 2rrr 

donde hemos usado a 

" 
=l/4n para d=2. 

(3.4.49) 

. 
Considerando k~O , Q grande tal que e 2

1'l = 1 y l\t= O de manera 

que 

(3.4.50) 

entonces 

D (O,w;I\ l 
R l 

(3.4.51) 

y con e 11 = w-l/Z 

!JR(O,w;l\t) = Do[l +-1-t/(O) (w-C12_JJJ112 
211[' t 

(3.4. 51l 

Tomando el límite cuando c ..... 0 desarrollamos hasta primer 

orden obteniendo finalmente 

l 
l /2 

D = ( 1/4) (00r~/n E.ni J1w¡ (3.4.52) 

Caso 111 e > o] 
De la ecuación (3.4.31) vemos que -para c>O se localiza un 

punto fijo en \ (r¡) = /c/:'.ad 

ecuación (J.4.34) obtenemos 

Sust i luyendo este valor en la 

2-c/L 

y si consideramos, como en los casos anteriores, 

k=O, entonces 

Para e = o 

w 

-1 
(2-c/.CJ 

a :(4rr)-1l la ecuación (3.4.48) 
d 

Í.J 4. 53) 

eu.(i¡ Jw = 1 con 

(3.4.54) 

sigue siendo válida y el 

coeficiente de difusión renormalizado esta dado por 



Aproximando como en el caso anterior obtenemos 

(3.4.56) 
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CotJCLUS!ONES 

r1:normali:?.dción piira an.J.liz.-u t~l fr~nómf~no de la difusión en un 

s6lido amoi·fo 1~n función de ~u ciirnt~nsion. 

Enlrt· }l)S princip;l11•:. resultacto~; podemo~ r-es<-1lt.a1 los 

siE:lliPnt f•s· 

1.- La ir1t1~rac,-1on dt>l m•··din ~;obrt• lns part.icul;-1~~ que s•..! difunden 

afecta <t ld difu!;.ic-in dt.' d(J:::; man~ra~J. L<--:1. par te transvPr~;al d('! la 

.1 1\ • f avor(~f'.'(" 
t 

la difusiu!i, 1·~; dt"'• i1, prod\W(: un aument•1 1'n P} v:1lur del 

COf'fici(:'lllt> D. !'untr;1¡-i;1mc·JltC• a lil. par·t1· transVt:•rszll, 1~1 p<1rle 

10Iw,itudin<1l d1• !<1 intvr l-1.l:cion, nqw-·1 la q1;1~ r:sl<i el\ lu. dirt~cción 

dPl fluiu dr' p.!J llCUld~_; distnin\.Jj"(' \;\ difuc:,i0n. [sto S1.' flUede 

enl(:ndcr (·omn }(J que 01-urt 1· t'll un f lltidn compfí"!~·;iblP c11ando pasd 

traves J.,\ 

''cmbot~:ll~mleI1tu'' dij icul tandl' i luidu y 

2. - Las inter;1.cciories mc·nsion;,-1das /\ y /\
1
. se .:1nulan en dimünsioncs 

mayores a ijos. Eslc1 !;l~~nif ic;l qu~ la ;1l0atoriedad en la estructura 

dPl medio amnrft1 es i1 rclev~rltf? y la l~y dP difusion no se 

modifica: 

··r'" I t = :'.cl[)t 

donde d e~. ltt dimen::.,ion y [l es el COL~fici,~nt1~ cÍf! difusión. 

(debido a la aleatoriedad en la r>str·uctural al coei i.cientt! U.to 

tr~vés de un desarrollo 

pertLtr~';1t lvo y¡¡ q¡w :n·1n l(Js tf~rmino:..:: dü est.<t ;1pro>:imación 

Jlve: f:',L:r>. 

el limite asintotico de tiempos largos y distancias g1·andes 

(k-•0,w-•0) VÍt>ll(' dada por 

<r
2

> K 11-fllllt 



donde K = (D/116rrJL'..-::. E::> dt.'!cir, hay c.orrec-ciones logaritmicas 

que producen un comportamiento subdifusivo. E:l coeficier1te de 

difusión es entonces 

Dlt) Kll-l'nt)/4 

COMENTAH JOS 

La t~cnica ciel g.r.d. t1a sido emplAacia en diversos camµos de 

la físlc¡1, por ejPmplo en fisica dP altas energias, en el estudio 

de la din~-l.!ílÍCíl de los tenómr~nos críticos y f·n física del estado 

s611dn. 

l.n!--; r·esul t.idn!= obtenido~; para el cnf'f j,_ iuntt~ de difusión D 

estan dados 1:n lr:-"rminti~-; del !htran:•~tru e(::::;- /.-dl, ~·1 cu;i) hd sido 

tomado corno un v1r~~m1-•t ro con! ínuo. Esto h;.iu: pfcil~;ar que t-::~tos 

result.1dos pndri;in d1~sc rihir pror::f'f;n::· df' difu~-;ion en mt:dios dt: 

dimcr1sión no ente1·a. 

Con tL·SpL>c.ti:., i.l l.t Vcdld1:z Ot-· i(1~~ rP~UltaUos obtl.'.•nldn:.:; lo 

único con lo que podemos comparar e~;; con ul ros tralJ;"Jjos. publicados 

18, 12. 141 y creemos que son satisf;1ctorios. 



Af'ENlJl CE ' 

FUNt:I UNES [JC: LLikkELACl UN 

Cu;1ndn uno real iza e·xperirnentr>s con procPsos dinámicos dt~ 

muchas partículas. gener;1lmt~ntP SL· emple<-t coinci rruc·tia una fut•rz.::.i 

exterTti1 qu(: c.1li~j,l al !_;}stc~m,-1 lieeram1.~r1tt· dt-'l t_•quilihriu, se· mich~ 

entoncF>s la rc!:.-::put:st;i ( 1 inP,d J d1·f,t··ndlentJ: dPl t iPtrií'':i par<1 eslí:.i 

fucr·za, 

Mucho~; m(:-todn~-: e:.:pt~rirnPnlalt.>s caen ch··ntr·o dt· e~-:ta c01ti:coría, 

poi· PjetnJ1lP c-~->tudir1::. dt• fnrm,1 linf'dl dt~ la electrl_.:;nica, de 

l·Spectro:;-;:.opl;1 Íl1ft;1.rru_jd y H.~1man, f.~~~tudio:; dt~ dlcI1ll.tCión actJstiC~ 

pueden de!:.:cr]Llr r:n túrmi.rn1~~ d" 1:1~; funciOII"'.:~ di-> r·orTf-'l;tción K, 

dependientes d·.:l t iPmJ'º· y e~·;t0s se· Jtd inen como productos lle 

ci~rtas v~tri,d_il1-:::; d.l1umi1;¡s Ai(ti),i=1.~ •.. n.Jas cuales son 

prümed i ad:-i::; ~-;r ihr t_' un t:'n::--:.irnl, l ·~ t c·:-;11i • o r·epr e~_;e;¡ t;1do por· Par· a 

C:l LJ~o., I1;;:;:_'. t ClWJ;;,_t' ¡,·, •; j:,_·¡;,¡<l(; 

K ( e-; -- ;, 1 t lt-~ f t 1 ; <A ( t 1 B ( t + ,-; ¡·-
AH 1 1 1 

con s = t -t . 
2 1 

Par~1 r:l caso er1 qu~· se trate dt! la misma variable la función 

es llamada furh::ión dP Auto<·orrelación: 

Klc,J Jim~ JT /-.(\ IA(t+sldt 
; • ., 1 ¡J 

L1d;lt.iZdff1(1!0-, qui::-:' el promedio 

tE-~mpor<i l y p 1 fircimc•d 111 ~lf~ l t•n:;;-lfnl> l P son leim:ulns como procesos 

equivalent(-•s. Pnr l;i; dcfini1:·il·in veinci::~ qllP K(OJ = ·:A
2

(t.)> que és el 

valor eu;1drát ico ¡1rr)rr,1~dir, (lt·1 pr·c·Cf:~:,o 1:stoc<.lf..;t.icn. 



¡¡ l n, ~ i <A ( t J ··~n. 

iiil JK(sJJs JK(OJJ 

iv) K(sl = Kt-c;) 

La reprc:;en.L1cion erfJ.flca de una función de correlación K 

tipica '-'fi función dt:' s tiene la form~1 rlt> la fieura A.2.1 

o 
Fl(J.f• F·.11iciÓ1i d•· ,,,,,,_.¡,,,_1or. Kl~;) ·-1\11.\A(t•~.)) 

En nuestro r,is(•, los V<tl\JJ·,~~-- lomados pr,i !,1 v~uiahle A(t) 

piP.rden su corn-~laci1:1n '-'11 t íempo:· d~· or dvn T , en consecuencia 

T 

funciu11 de corrt•Jacion r,onli(•nc U!ld ~-~u1tid;1J dr· info1maclón 

varlablu. 



APENDICE -' 

VOLUMEN Y AREA DE UNA ESFERA d-ll!MENS!ONAL. 

DE RADIO R 

Conslder·emos un espacio de dimer1ci~r1 d. En ~l la posición de 

un punto se denota por el vec-t ur· r. con comporH.·ntcs rectaneularos 

{>:
1
,x

2 
.... ,x

0
). El f•lemc·nto d(~ volunwn en t~~;te Psp:1ciu debera ser 

!l 

dr = f1 
1"-1 

(d:-: \ 
1 

y el volumen dP una esí era de r adiu H. df't¡er a 1:-slar dado por 

Obviamente 

•.2Scribi r 

V 
d 

v .. ( H 1 = r. . r 
U··. z >;< H,: 

' 1 
sr~I c't pr-opor<'io11n.l 

V (E} ::: e: H'1 

d ,\ 

íl { d~: ) 
1 

l-"l 

asi podemos 

( 1 1 

donde C,
1 

e~-; :1a C C>Il~i tan.te LjU(· ~_:;o l O d( ·pcnd~· Úf• 1.1 d.i m•~nc i on;:d i d;1d 

de el espacio. Cli-Jramen.tt· el €'Jem.--.,.ntn d,-, volumt:::n dVtl se puede 

escribir corno 

dV " s ( n 1 dH = d. e . f\d-J c!H 
d d d 

donde S~1 {H} denota el /lrea de la sup•.":fi··i(·. 

llS('ffiO~.; qUP J PXp ( -/:~) evaJuar e . 
,j 

dx 

(2) 

112 
rr 

multiplirru1dn d d.-=• Ldt->s int"'f~r·iJ"•s 1m:-1 p~11·.i ·-;:Hh. variable x
1

. 

o lit enema!'; 

feo ~1-1 
exp ¡ -h j d · L }' cik 

o 

d·C f(d/2l/2 
d 

(d/2J ! e 
d 

Aquí hemos usado la ~xpre~jón (2) ~· 13 formula (Pat.hria ,p. 490] 

~/\.!xp[-o:.y2 Jdy;;; rl (11+1 )/2],'2a:(n+l)/2 , n :,.. -i 

entonces e= Tfr:l/
2
/(d/2) ! 

d 

se sigue entonces que Vn(Rl [L
2 

J º { n/Z) ! R es e 1 vo 1 umen buscadlJ. 

TESIS 
BE l.I\ 

ro t~w:r~t 

UlbUU1i.G;\ 



t dr¡ 

o7 
donde dq es la diferencial de volumen f:n d dimensiones. 

Si se t.i(•flt.-: slmetriil C>:.ft-'.ric11 ('Jl~nnre~; podtc:>mos hacr'!r 

dq :::: d·C.tqd-ldq 

si defínimo~:; a S como J:1 liifier~;uJ't'I f icit-· d(• una esfera en d 

dimensiones, 

s = e d 
d d 

(Ji 

ent onet'?S 

r <lq .. 
o q¿ -

;' d-1 

s .. r ~ dq 
. () q 

[lj) 

donde sd está dado por ( :i). 



•YENDJCF. 1 

CALCULO DE !NTEGRALL:C:, Af'f\O>:IM/,CIU:J k,<.; •D. 

1.- Comprul)ar qt1e para k« q S~! cttmplt! 

A) f k" 

•¡ 1k-q1'' 

I q 

k' 

k" f _J_;,( 1 + ~ - k'° 
+ ) ... 

'I 
'l q 'l 

.. 

k"J -
'l q 

B) 

f ~ q (k-ql
2 f ~ 

q q 

'1.'1 
k. J ..s.... + ·"' k J _,_, + e· 1 k .. 1 

l ) ·1 
,, q 'i q 

en el prin1t-;I t.-~rminci t:l .intct_:Jando v::> imp<:ir por lo que la integral 

se ar1ula, 0r1 f:l St!CtJr1rJo t~r-mi110 L1s~1mos 

qlqj= ólj q2/d 



f:TU.A.C I ONFS DE RECUkHENl: I A 

El sceundo }laso dt.~ 1 mt':-todo GHD con!:.> is te c-n t't~esca lar el 

espacio k.w ; para ello se dan lus tres sigt1ientes clefiniclo11es 

(ecuaciones {3.J.2G-28) l: 

óp(k,wl =Ll1¡)hplk' ·"' l 

k' = CT¡k 

w' =- eO'(lJJw 

(1) 

(2) 

(3) 

a par t ir de esto e 1 pt·opagndo1· libr•-' G deflnldo en (3.1.11) se 
o 

reescala como 

si 

y 

entonces 

eu.¡1¡} [-íw' +(D e"!11l-2TJ)k'2]-1 
(l 

n· 
o 

e-u11¡)Go(k,w) 

(4) 

(5) 

(6) 

Para obtener el reescalamiHnto rje F arialicemos el primer término 

de la ecuación (3.1. 10} en donde F Hpar·ece desacoplada con 

.Sp(k,w): 

L(1¡)óplk' ,w' 1 

r·ecorciemos que [hlw)J 

F' lk' 1 = P.;ullp-T¡ FlkJ/L(1¡) (7) 

a partir de esto poch:mo·3 obti~nt~r í~l ri:Pscalamíento de 1. de la 

ecuación (J.1.1')): 

< F 1 k ) F ( k 1 ~ : (.2 rr 1 '\ P 1 k l ,\ 1 k + k,. l 
i rr. j n 1 j , 



a su vez <F' (k ')F' (k ')>= (2rrld<r, P (k' l ó(km' + k,» J 
l m j n l j , 

con lólkm'+ kn' )] = l/k'º sustituyendo y oxpresando l" en función 

de <r: 

(Sl 

Para obteni:•r t>l recscal;im.iento de ;\
0 

utilizamos 1·•1 segundo 

término qu~ aparece en [J. 1. 1C)) 

lóp(k,wll = iG lk,wl ~ k·J Flkli'>p(k-q,wl 
() () 

q 

pur c,tr;:_l p~lr\P, de· lrt pc~uii(·iun {1 ): 

li'>p[k,">ll = L\r1>Í•'pd•." ,w' ,;-: .. 1,:[:'.;u'k' y' 1\'k'f flk' 1,,(dk'-q' .<o' 1] 

de cestR •.>cllacion y l;; él!Ji!'t·inr. lomd!ld'1 en"cu••;:;" 'l"'" [IJ= k" y 

sustltuyendo lo~; vd101t.•s para G. k, F y ,:,p ot't"nidn~; dt~ las 

ecua e iones Hnt Pr 1 on-!s ( Ecs. t.1, 2, 7, y 1 r esp,~r t i V~\íl\Pfl t (') t t..:·nernos: 

(9) 

La fuución L(TJ) la escogeremos dt.:: modo que la diferencia 
e , 

1 -';}' no se reescale, por lo lanto, al usar la P1'.Uación IS): 

;_(r¡} (10) 



APENDJCE 6 

ANALlSJS PF LN'; FTllAf'!nNFS DF HFcllRHENCIA PAHA 1\ Y l'I, 

El problf'ffi<1 c-entr;¡}, dt~spllt>S Je haber hecho el procf•dimiPnto 

del GRO C(l}).~:ic.t•· 1~n (•\.df'n"r le,~. val(irp:; de· /\i. y ·\. va que con 

ellos p0d1emus f·ntonce::; calcul<:I las corrccriones pd.ta el 

coefícif:•nte dv· difu~~ión E;t" preilil"m;1 es baslantt.' complicado ya 

.. 1 p.u d,. t't~uaciones difer·enciales 

y 

di\ ( TJ) /d1] 

dondP 

A .. S D.d-1/(2.n)'t 

" 
ANALISIS L.JNEAL 

IA.6. l) 

(A.6.2) 

IA.6.3) 

Redefinamos coeficientes y variables con el fin de 

simplificar las expresior1es µar·a las;. 's; si 

b 

y 

{2-d)/2, a A (d-l )/2d 
d 

CA.6.4) 

entonces las expresiones (A. 6. 1-2 J se transforman respectivamente 

en 

(A.6.5) 

IA.6.6) 

Tenemos entonces un par de ect1aciones diferenciales no 

lineales acopladas. La solución analitica suele ser dificil de 

obtener, sin embareo, 110 estamos interes~(ios en la solución exacta 

tanto como rn el comportamiento ¡lsintóticc1 Q~ oo Nuestra hu~;queda 

entonces consiste primero en obten1..:r Jos puntos fijos y Jr:> ellos 



analizar solo lt.>S que son estables. El valor d~~ /\ par-<1 L"l cu<:tl la 

X' 1IX,Y1 

Y' ~· (Z, Y l 

donde f y r, SL)n no 1 irwalc-~::; f~n f~t'llt:r·at, hallar los puntos fijos 

significa obten(~r los valores X
0

,Yn p,1ra los cuales el flujo de 

fa.se es estaciunarin, t·~::. dt~cir, aqu1~llc~~ para los cu<df!S >:'=Y'::::O, 

o lo quP PS lo misrnc\ 

,. { ',' \' \ 
~ .. ·o •. o , 

En los puntos fijos, las ecuaciones (A.6.7-8) cumplen 

X {b - a Y
2

} = o (A.6.7J 

Y {b - 2aY2 
+ aX2 1 o (A.6.8) 

las soluciones de (A.6.7) son 

X u o :!: y' b/a 

y las de (A.6.8) 

Y o ó z~ Y2 - ~ x2 

Puesto que se deben cumplir s!multaneam1'nt.e IA.6.7-8) los puntos 

fijos (X
0

,Y
0

) son 

Para U < 2 

(O,:!: V 2nc J. 

(:!:Y4rrc, :!:Y4rrc J, 

(0, 0) 



Para d = 2 

en este caso b O en las ecuaciones (A.6.7-8) y el único punto 

fijo es 

(0,0) 

Para d > 2 

(0,0) 

Habiendo idenlificado los puntos fijos, su estabilidad se 

puede determinar examinando la evo.lución pequeños 

desplaz,uniet.itos fóX,úYI alrededor del punt.n {X
0

, Y
0

). Los puntos 

fijos est<:lblc:.;; t~ncontrados son 

(n.n) 

lU, ±v'2nt: J 1:<_;ta.l1ll~-::., p<tr a d< .. '. 

SOLUC 1 ON GENEF\AL 

La solución Beneral an~litica la 0bt.enemos JJroccdiendo 

de manera SPmejantP corr.u JL-· hicirr.c,::_; ..:i t.J<Jrlir dt" 1.1 (J. 4. J(,) 

pero sin tomar la apr-oxírnación dada r.-n (3.4.21) teniendose 

entonces 

" A
1
,(0)f•Xp{ rr¡/2 - (a /2)J A'°(r¡' )cl11'} 

d e 
o 

r A. f, q) 

1\ (r¡J= exp{f</>(c,r¡' )dr¡'} [A-~(0)+2adfexp{2r· <J>(c,71'' )dr¡' • }dr¡']-l/
2 

o o o 

donde a = 
d 

y 

A (d-11 
d 

d 

r,f>(c, 11) c/2 + Ca/ZlA~(OJexp{ CT) -adJ\:111' )d11'} 
o 

S6 

(A.6.10) 

(A. 6. 11 J 



dado que r/J (e. ll l no rlt·pf~nde de t.., f 11 I. 1 il t·"xrr, ... s l iin pri rrt ·'\ p<.:: t <-l 

desacoplada; sir1 embargo, como se pu~·de ver rr1 lA.G. 101, la 

solución queda en tér·minns d•.· t:-ll<t misma pnr ln qw.• no ¡1odPmos 

obtener una. snlur.ion PXplicita. Es posiblP obtPner una ~;olución 

explíci t.a apro:-:imacia us<lndo las h~cnica~> de·] anal isls numCrico, 

pero poc:it~mo;; ubtvnt:r lii infor·m.i1·i,in nt'CC>:;aria sinrecurr·ir a Pllas. 

Analizanchl fd cumpo1·t.imi1!rdo .1sintót ico 1¡-..ro µara estas 

soluciones son 

1\ (r¡ l -• 

o 
esto qul~re dec~r que ~r~ ],J-.2 t:l acoplamiento transversal juega 

un papel muy relevar1te mientras 4ue A
1 

no. 

Para e = O 

/\\ ( T/) ( 

-1/2 

" /\-
2

(0) + 2a n) 
l d 

~ o 

l/2 

/\t(1¡) ~ !1
1

IO)er1 ~ O 

en este caso los parámelros de acoplamiento. principalmente 1\. 
decaen lentamentP. 

P~r~ r < 11 íd>2) 

/\t y /\t tienden exponencialmente a cero. 
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