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INTRODUCCION 

Un problema fundamental en la física del estado sólido, consiste en encontrar las 
relaciones entre la estructura de la materia y las propiedades físicas de ésta. En este 
sentido podemos distinguir a grosso modo, dos tipos de materiales sólidos: los orde­
nados, también llamados sólidos cristalinos, y los sólidos desordenados o amorfos. Sin 
embargo se debe scíialar que esta clasificación es puramente teórica e ideal, puesto que 
en la realidad no existe tRl distinción ni tal<'s <':rÍ~lítlcs pcrfocto!'l. 

Un cristal perfecto es un conjunto infinito de elementos iguales distribuidos a través 
de todo el espacio <lispouihlc. La característica primordial que presentan los cristales 
es la periodicidad en su cslruclu'ra. Es por esto que se puede definir, por lo mcno9 1 

una unidad cstruclural llamada celda unitaria, que se repitc periódicamente por todo el 
cristal. Esta celda primilria puede estar constituida por iones, moléculas, polipépdidos, 
etc.. La periodicidad es consecuencia de un concepto más abstracto, que es el de la 
simetría traslacional¡ es decir, los sólidos cristalinos poseen simetría tra.cilacional, en 
virtud de la cual b;istan tres \'Cctorcs, los de la celda unitaria, para conocer todos los 
demás vectores que nos dan las posiciones de todos los elementos que forman la red 
cristalina. 

Esta simetría proporciona. los elementos necesarios para aplicar la teoría de grupos 
espaciales que, conjuntamente con la teoría cuántica, constituyen la base para construir 
una teoría consistente y completa para los sólidos cristalinos. 

En los materiales sólidos desordenados no se cuenta con esta periodicidad a largo 
alcance, por tanto, no podemos hablar de simetría translacional. Esto cambia total~ 
mente el esquema y nos !lbliga a buscar otro tipo de regularidadf's y nuevos métodos 
de estudio. 

En la teoría de los materiales desordenados rara vez se encuentran soluciones exac· 
tas, y el teorema. de Bloch no se aplica. Un estudio teórico de los sólidos desordenados 
requiere, en general, de dos elementos: primero de un modelo geométrico que describa. 
la cstruclura del material y segundo, de un hamiltoniano adecuado que describa. las 
interacciones físicas entre las partes microscópicas del material. 

En el diseño de estos modelos estruclurales, se bm1ca otro tipo de ordenamiento, que 
puede ser a corto alcance¡ es decir, en algunos casos conviene fijarse en la geometría local 
del material, así por ejemplo, se observa que el grupo puntual se conserva constante en 
una distribución a primt~ros o segundos vecinos¡ para ser más específico, la red de Bethe 
es un modelo matemático que conserva la coordinación local (número de vecinos) sin 
incluir orden a largo nlcanceo. 

Estos modelos también dependen del tipo de desorden a tratar. Se reconocen en 



términos generales dos tipos de desorden: sustitucional y topológico. El primer caso 
consiste en sustituir algunos elementos de la red cristalina por un elemento diferente, 
incluso por vacancias, con la particularidad de que se desconoce la ubicación exacta 
de las impurezas. En el desorden topológico no hay ningún indicio de re<l cristalina, 
sino que se tiene una distribución aleatoria de posiciones átomicas exactas, aunque se 
pueden definir promedios. 

L.1 presc11cin ch• r.slo!i <lf'f<·cl.os rn ;11nhos tipo~ <k d<•sor<lrn. modifir,'t 1.1~ \'ihrncioncs 

atómicas. De hecho, los íononcs, que son los cuantos de vibrncióu en un cristn.l, em­
piezan a mezclar sus números cuánticos k, hasta que en el desorden total, k ya no es un 
buen número cuántico, y lns excitaciones vibracionales deben ser tratadas en el espacio 
real. 

El propósito de este trabajo es estudiar el desorden vibracional en un sistema teórico 
de dimensión restringida. Se ha. diseimdo un modelo para estudiar este tema, de tal 
forma que se pucdr.n apreciar los efectos en los espectros fonónicos cuando el desorden 
produce la transición de un sislcmn de dos dimensiones a uno de una dimensión. En este 
trabajo esto se logra, al suprimir enlaces de una red cuadrada bidimensional, en forma 
ordenada y en forma alea.toria. Es decir, sólo consideramos "'desorden sustitucional de 
enlacesn. 

El interés en realizar este tipo de estudios de transición de <limcnsionalidad (en este 
caso de dos a unn. dimensión}, radica no sólo en investigar el aspecto físico matemático 
del lema, sino que también en conocer las implicaciones prácticas que se puedan pre· 
sentar. Espccíficnmcntc, se piensa en la notable semejanza que existe entre este tipo de 
espectros teóricos con los espectros experimentales <le algunos materiales reales, tal es 
el caso de ciertos polímeros, cuyos espectros representan situaciones intermedias entre 
el espectro de una cadena lineal y el de una red cuadrada. Se tienen también mate· 
ria.les como el (GeS2h 111, que presenta cadenas de S y silios tclraédricos de Ge. Los 
sistemas vítreos Gc(S%;Sc 1 -r)~39l y SirSc1-r {l,3} son ejemplos de esa naturaleza. Hemos 
elegido a este último sistema. físico como un ejemplo, al cunl se puede aplicar nuestro 
modelo, puesto que su espectro Raman es muy semejante a los espectros fonónicos que 
se obtienen de nuestro mo<lclo. llesulta que este material es <le alto inlcrcs teórico y 
tecnológico dchido a la propiedad de r<ipidez conductora iónica que presenta, de ahí su 
utilidad como clcctrolito sólido en celdas electroquímicas. 

Además, queremos destacar que la dimensionali<lad constituye un parámetro impor­
tante en el estudio de las propiedades de los materiales. De hecho se puede afirmar que 
hay fenómenos físicos carél.ctcrísticos y exclusivos de la dimensión e!1 que se presentan. 

Por otro lado, debido a que el problema del desorden es esencialmente un proble­
ma de muchos cuerpos y no se cuenta con la simetría traslacional como c11 el caso de 
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los cristales, no sólo In. elección del modelo es muy diversa, sino también los métodos 
matemáticos que resuelven el hamiltoniano son muy variados, para las distintas aplica· 
cioncs. Estos métodos van desde teorías perturhativas hasta simulaciones númericns, 
como la dinámica molecular y el método de Monte Cario. El campo medio es un con­
cepto útil para investigar los cambios cualitativos que introduce el desorden, y es el que 
aplicaremos en este trabajo. 

Para el estudio del dcsordcn 1 en la teoría de campo medio se pueden utíliznr técnicas 
aproximadas de dc::.acoplamicnlo algebraico de las correlaciones, como fiOn: La Apro· 
ximación del Cristal Virtual (V.C.A.), La Aproximación de la matriz T promediada 
(A.T.A.) y La Aproximación del Potencial Coherente (C.P.A). Estas técnicas en esen­
cia, consisten en suma.r en forma exacta algunos términos de la ecuación de Dyson 
promediada y expandida. Esta ecuación permite encontrar la función de Green, que 
es la cantidad importante, ya que proporciona. toda la información física posible del 
sis lema. En particular esta función uos permite conocer la densidad de estados. Esta 
cantidad a su vez nos da el espectro fonónico teórico, que se puede comparar con el es· 
pectro fonónico obtenido de técnicas experimentales, ta.les como la dispersión inclástica 

de neutrones, o la. dispersión Raman e infrarroja. 

La organización de esta tesis se ilustra en el diagrama. de bloques que presentamos 
al principio de ésta y es: 

En el Capítulo uno presentamos el modelo que proponemos para el estudio de des· 
orden vibracional, es decir, presentamos una red cuadrada bidimensional en la que 
hemos aplicado dc:;onlcn de dos tipos: no·aleatorio y aleatorio. Además estudiamos los 
aspectos teóricos básicos vinculado!> con este lema, a saber, rl hamiltoninno adecuado 
seleccionado para nuestro problema y el formalismo de la función de Green. 

En el Capítulo dos se estudia la red rectangular como un primer ejercicio de des~ 
orden vibracional no-aleatorio. Se aplica un proceso de rcnormalización de la.s au­
toenergÍM para conocer la relación de dispersión y la función de Green de esta red. Se 
calcula la densidad fonónica de estados a través de la función de Green desplazamiento­
desplazarniento. Se obtienen las curvas de la densidad de estados para varios casos de 
redes rectangulares. Estas redes se construyeron modificando la red cuadrada, de tal 
forma que se pudieron analizar los casos límites. Por último se incluye una discusión 
de estos resultados. 

En el Capítulo tres Re aborda el problema del desorden vibracional en nuestro mo­
delo. Se explican los fundamentos del método que se va aplicar, en este caso, el de la 
teoría de campo medio. Se obtienen las ecuaciones de este método en la Aproximación 
del Cristal Virtual (V.C.A), para el caso de desorden azaroso en las constantes de la 
fuerza de la red cuadrada. Se calcula la densidad de estados por medio de la función 
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de Green retardada desplazrunientcrdcsplazamicnto, obtenida al aplicar el método de 
VCA en la ecuación de Dyson. La función de Green adecuada nos queda en términos de 
la concentración de impurczaB, que en nuestro ca.so las constituyen enlaces suprimidos 
al azar. El cálculo se realiza en unn dirección y en las dos direcciones x y y. 

En el Capítulo cuatro se desarrolla la parte medular de esta tesis. Se realiza un esM 
tudio análogo al del capítulo anterior. Es decir, se obtienen los espectros íonónicos para 
la red cundrnda dcsor1lcnada, para los mismos cai:;os de concentración de impurezas, 
por medio de la funciOu de Green apropiada; sólo que aquí aplicamos un método mas 

poderoso para conocer esta función, que es el de In Aproximación del Potencial CohcrM 
ente (C.P.A). 

En el Capítulo cinco se presenta. un análisis de los rc!iultados; c11 la primera sección 
básicamente se interpretan y se comparan los espectros Canónicos obtenidos aplicando 
VCA y CPA. Además se discuten el comportamiento de la parle real e imaginaria de 
la constante de la. fucrzn, obtenida por CPA, contra la frecuencia y la concentración 
de impurezas. Este estudio se realiza para desorden en una y dos direcciones. En la 
segunda sección se discute con ejemplos la dimcnsionalida<l molecular de red y se dan 
ejemplos de su aplicación a estructuras moleculares reales, por último se presenta la 
compa.radoú de nuestros espectros fonónicos con los espectros H.ainan del sistema físico 
real elegido. 

En el Apéndice Al se incluye una discusión de las aproximaciones de un z:;olo sitio 
(VCA, ATA y CPA), en la que se usa una técnica. diagramálica.. Entonces se muestra 
por qué el CPA se consic!Pra el mejor método para el estudio del desorden. En el 
Apéndice A2 se presenta el cálculo de las ecuaciones de movimiento para las funciones 
de Green para fonones en términos de los operadores de momento y desplazamiento. Y 
en el Apéndice A3 se revisan los aspectos teóricos del fenómeno de la clispersión llaman, 
donde se considera la aproximación de polarización local de enlaces. En el Apéndice 
A4, se exhibe el listado del programa en Fortran para el cálculo del espectro fonónico 
de CPA. Finalmente, en las conclusiones se exponen consideraciones críticas de todo el 
trabajo. 
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CAPITULO 

FUNDAMENTOS TEÓRlCOS 

1.1 Descripción del modelo. 

El modelo que se propone para iniciar el estudio de desorden vibrncional en redes 
de baja dimensión se construye a partir de un sistema puro: el de la. red cuadrada 
bidimensional. Esta red es un arreglo conformado por partículas de igual masa, unidas 
cutre sí por medio de resortes de igual constante de fuerza. y dispuestas simétricamente, 
fig. (1.1). Al agregar masas intermedias en los lados horizontales de esta red se obtiene 
una red rectangular, fig. (1.2). Alternativamente, la red rectangular se puede visualizar 
corno una red cuadrada, en la que hemos suprimido enlaces verticales. 

De acuerdo con las aproximaciones del modelo que proponemos, tales como la apro­
ximación de fuerzas centrales y la de primeros vecinos, se pueden despreciar las ondas 
transversales de la red cuadrada de resortes, lo que permite tratar nl modelo como 
un sistema simple y esencialmente escalar. Se podrían estudiar fonones transversales, 
con una red triangular, sin embargo, por el momento no estamos interesados en las 
propiedades elásticas de los materialcs 1 sino en las modificaciones de los modos fonónicos 
con la dimensionalidad. 

Figura 1.1. Modelo de red cuadrada. 

Las vibraciones en redes rectangulares constituyen nuestro primer estudio de desw 
orden vibracional homogéneo. La introducción de masas intermedias en los lados hori· 

zontalcs de Ja red cuadrada, (o la eliminación de enlaces1 como se prefiera) proporciona. 
cambios en las constantes de la fuerza, hasta que en el extremo se obtiene un conjunto 



Figura 1.2. Esquema que reptescnt:i uno. red rcctnngular construida de un!\ red cundrade., o. lll que se 
le ha suprimido un enlRcc vertical. 

de cadenas lineales unidimensionales idénticas y desacopladas. Posteriormente con el 
fin de mejorar cate modelo de desorden, se propone suprimir enlaces en forma aleatoria 
en las dos direcciones x y y. El número relativo de enlaces eliminados nos define "la con­
centración de impurcza..<i". En la elección del hamiltoniano hemos supuesto partículas 
de igual masa, que representan los átomos del sólido, y los enlaces atómicos los hemos 
representado por resortes de igual constante de fuerza. El hamiltoniano de Born con 
fuerzas centrales es el que hemos elegido en el análisis. Un estudio de éste, se presenta 
en la siguiente sección. 

1.2 Estudio del Hnmiltoniano. 

La elección del hamiltoniano se realiza a partir de las siguientes consideraciones, 
ciladas en el orden que .se han aplicado: 

a) Que el movimiento de los iones en la red es muy lento, en comparación con el 
de los electrones; de manera que éstos siguen a los iones en su vibración, lo que 
permite considerar siempre en equilibrio la parte electrónica. Esto se conoce como 
la aproximación ndiabá.tica. 

b) Que los desplazamientos de los átomos que forman la red son muy pequeños con 
respecto a la distancia interatómica1 lo que implica que en un desarrollo del poten­
cial en potencias de los desplazamientos, podemos despreciar términos mayores al 
cuadrático. Esta es la aproximación armónica. 
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e) Que las interacciones entre los átomos decaen rápidamente con la distancia, por 
lo tanto se pueden despreciar interacciones que no sean entre los vecinos más 
cercanos. 

d) Por último, hemos hecho la aproximación de fuerzas centrales, esto es, se despre­
cian las vibraciones transversales de la red, puesto que en el límite de una sola 
dimensión, no existen fuerzas angulares, a primer orden. 

Una vez que hemos elegido el hamiltonia110 1 podcmo!i resolverlo cu el marco de 
la mecánica cuántica, que puede ser por ejemplo usando el formalismo de la segunda 
cuantización, con los operadores de aniquilación y creación. También se puede tratar 
usando los operadores veclorialcs conjugados de momento y desplazamiento, p y U, tal 
como aquí io hacemos. Por tanto, el bamiltoniano de vibraciones en redes en general, 
en la representación de los sitios se puede escribir: 

1í = :l:>;(l)/2M.(f) + (1/2) 'E <l> •••• (f, f')U.(f)U;.(f'), (1.1) 
l,n o,ni•,t,t1 

donde p.(t)[U.(f)) es la componente a en el sitio e del momento (desplazamiento], M 
es la masa del ión en el t1itio l y 4> es la matriz dinámica, 

<!>,¡ = D'V/DU;DU¡ (1.2a) 

donde 
(1.26) 

y 

y=-~¡: [(U; - U;)· 6;;]', ,, (1.3) 

es el potencial de interacC:ión de fuerzas centrales con a como la constante de la. fuerza, 
y 6i; el vector unitario que une a los vecinos i y j, además, 

U(l)=i'l-fi (1.36) 

donde f( es el vector de posición del átomo en el sitio l y T'/. es el vector de posición del 
sitio f., pero al tiempo inicial, adcm(Úi U es el desplazamiento instantáneo del átomo 
con respecto a su posición de equilibrio, y obviamente depende del tiempo t. 

Si tomamos por ejemplo el potencial de interacción entre el sitio i y el sitio i + 1 
de la red cuadrada, donde elegimos la dirección x a lo largo de la fuerza. central entre 
estos sitios, did10 potencial es de acuerdo a la ecuación (1.3): 

Vi,i+t =-~[(Uf - Uf+i, U_'! - U1~ 1 ).6~i+1]
2

, (1.3c) 



donde S¡,;+1 = (1 1 O) es el vector unitario de {1.3)1 esto implica que 

V¡,i+t = -jcut - ui+1>2, (1.3d) 

es decir, el carácter central de la fuerza nos conduce a tener desacoplamiento en los 
modos x y y, por lo tanto la matriz dinámica entre esto sitios, de acuerdo a la ecuación 
(1.2a), es una matriz 2 X 2 de la forma, 

(

-Q Q ) 

4'i,i+t = 
0 

-o: · (l.3c) 

Ésta. es un elemento de la matriz dinámica total, que sería en este caso de dimensión 
de 2N >C 2N en el supuesto de tener un total de N átomos141. 

En virtud de las ecuaciones de Heiscnberg y por el cálculo directo de la.s derivadas 
se tiene que: 

[u.(t, t), 1i] = ihDU.(l,t)/Dt = M;'(C)p0 (l,t), (1.4) 

[p.(l, t), rt] = iñDp.(l, t)/Dt = E<J>., • .(l,t',t)U(l'., t), 
a.'l' 

y 

(1.5) 

por lo tanto, Di derivamos con respecto al tiempo la ecuación (1.4) y la comparamos 
con la ecuación (1.5) obtenemos: 

Af.(l)D'(U.(l, t))/Dt' = - E <l>., •• (l, l')U.·(l', t)), (1.6) 
o,l 

que es la ecuación de movimiento para vibraciones en una red en el caso más general y 

en el espacio real. 

O bien, si aplicamos una transformada de Fouricr en el tiempo, para el caso esta­
cionario, donde las funciones dependen solamente de 1 t - t1 !1 por ejemplo, 

rt(t, t') = rt(t - t')' (1.7) 

obtenemos la ecuación secular¡ 

E (M.(t)lí., •. lí(l,l')w' -<l> •.•• (e,l'))U.(t) =o, 
a.'l' 

(1.8) 

donde, D(t, l') y 60 ,0 11 son deltas de Kronecker. 

Si tomamos el caso del cristal perfecto, contamos con la simetría Lraslacional y 
podemos transformar al espacio de los momentos k, donde la. matriz hamiltoniana es 
diagonal, con funciones propias: 

<l>;(k) = ¿:uj(k)c-"R(tlU0 (l)(M0 /N)'i' (1.9a) 
o,l 



y valores propios: 
w=w;(k) (l.9b) 

donde N es el número total de masas, j la rama fonónica y uj son los· coeficientes de 
fourier de .los in?_dos, es decir, amplitudes de cada modo (j, k). 

i.a · Formnlismo de la función de Green. 

La _función de Green es una cantidad muy importante, puesto que al igual que la 
función de onda, caracteriza todas las propiedades microscópicas de un sistcmal5,o,7J. 
Por ejemplo, la función de Green termodinámica nos permite encontrar la energía 
interna como función del volumen y por tanto, la ecuación de estado termodinámica de 
un sistema. En particular para fcrmiones 1 esta función se puede usar para encontrar una 
rcladón entre el potencial químico y el número de partículas por unidad de volumen. 
Se puede también mostrar que es una función analítica en todo el plano complejo y 

que los polos de la transformada de Fouricr de la función de Green determinan el 
espectro de excitacioncsl$J. Es por esto que estamos interesados en calcularla para 
nuestro modelo. Otra propiedad también muy importante de la función de Green, es 
el hecho de que si el hamiltoniano en cueslión es diagonal en una representación, esta 
función también es diagonal en esta representación y es por tanto inmediato conocerla.l6l. 
Por último, cabe destacar que para. el cálculo de la. función de Green se pueden usar las 
técnicas diagramática.sls,aJ, que ofrecen grandes ventajas para ese fin. En el Apéndice 
Al se presenta uu estudio del cálculo de la función de Green utilizando una técnica 
diagramática. 

Existen varias formas.a.lternativ;u¡ de definir la función de Green promediada ter~ 
modinámicamente¡ en la.. teoría de campos, la. función de Green rctardada1°1 se define 
como: 

Gn(t,t') =<< A(t),B(t') >>n= (-h/iñ)O(t - t') < [A(t),B(t')), > (1.10) 

donde h es la constante de Planck dividida entre 2rr y O es la función escalón en el 
tiempo: 

O(t - t') = 1 si t > t' 
= Osi t < t'. (1.ll) 

Además, A y Il son cualesquiera operadores de Hcisenberg1 el paréntesis rectangular 
es el conmutador cuántico, el triangular significa. el promedio termodinámico sobre el 
ensamble gran canónico y 1J = +(-1) para fcrmiones, (bosoncs). 



En el Apéndice A2 se demuestra que las ecuaciones de movimiento para las funciones 
de Green, en términos de los operadores de momento y desplazamiento p y U son: 

iñ(a/at¡ << u.(l, t); u •• (t, o¡>>= ih « p.(c, t)/M.(C); u • .¡ e, o)>> {l.12) 

y 

ir1(8/8t) << p(l, t)/M(l); U(l,O) >>= 2rrir1/M(l)5(t)5 •• ·5u• 

-iñ/M.(t) E~ .•. (t, l''J « u ... (l'',t); u •. (l',o) >>. (1.13) 
o"l' 

Si definimos, 
a ••. ¡t,l',t) =<< u.(t,t);U •• (l',o) >> (i.14) 

y combinamos las ecuaciones {1.12) y (1.13) derivando, tenemos, 

M.(t)(82/8t')G •• ·{l,t', t) = -2rr5(t)5u.5 ••• -

- Í:: <I> .... (l,l")G ..... (l",e',t) (1.15) 
ª"'" 

Esta es la ecuación de movimiento para vibraciones en una red en general, en 
términos de la función de Green retardada desplazamiento-desplazamiento, expresada 
en el espacio real. 

En el caso cstaciomirio1 si aplicamos una. transformada de Fouricr al espacio w, 
tenemos, 

donde 

M.(l)w'G ••• (t,r,w) = 5 ••• 5(t,l')+ 

+E <I> .... (e,t')G .... •(C",l',w), 
o''l" 

a ••• (l,f',w) = -1...j~ c'"'a ••• (f,f',t)clt 
271' -eo 

o bien, en forma matricial, 

(Mw' - ~)G(w) = I, 

donde 1 es la matriz identidad. 

(1.16) 

(1.17) 

En el caso del cristal perfecto, la ecuación de movimiento en el espacio real puede 
transformarse al espacio k, vía una transformada de Fouricr, esto es: 

G;;{k, k';w) =<< </>;(k); </>;o(k');w »= 5;;•5(k, k')[M(w' -wJ(k))J-1 {1.18) 



que es la ecuación de Green de los modos normales de vibración para una red cristalina. 

Como se puede apreciar esta función es diagonal en el espacio de los momentos, 
puesto que el hamiltoniano es diagonal en esa representación, en virtud de la simetría. 
traslacional. De esta ecuación de Green, ya podemos obtener la correspondiente a la 
red cuadrada con fuerzas centrales, donde se tiene .que los modos Canónicos en las dos 
direcciones ortogonales se desacoplan. Esle c.í.lculo se realizó en el Apéndice A2 de la 
referencia [10], y la relación de dispersión es: 

w¡ = (a/M)(4 --y,), 

donde 

"'tic = 2 cos k&a + 2 cos k11a1 

y a es la contante de red, entonces, 

(1.19) 

{1.20) 

G;;-(k,k',w) = 6;;•6(k, k'l!(Mw' - (2a/ M)(2 - cos k,a - cos k,,a)). (1.21) 

Esta es finalmente la función de Green para la red cuadrada, Esta función es la 
del sistema puro, en relación a nuestro modelo de desorden y es precisamente la que 
usaremos en los capítulos posteriores. 

Por ahora nos interesa exhibir dos resultados muy importantes para la función de 
Green: la ecuación de Dyson y el teorema. general para la densidad espcctra.l15•6 •1 •11l, 

La ecuación que rige el comportamiento de un sistema estacionario es la ecuación 
de Schródingcr ind('p<•ndicnt.c del tiempo, ésta es: 

(1.22) 

donde las \Jln son las funciones de onda, las En son sus respectivos valores propios pnra. 
la. energía y H es el operador hamiltoniano. 

Esta ecuación se puede escribir como una ecuación homogénea, 

(H- E)'I' =0 {l.23a) 

donde E es una matriz diagonal con elementos, 

{l.23b) 

Una forma distinta a la expresión (1.14} para definir la función de Green Ges como 
el operador resolvente de la expr~sión ( 1.23), esto es: 

{H - IE)G(E) = I, {1.24) 



para cualquier representación. 

Esta ecuación se conoce como la ecuación de movimiento de Dyson para la función 
de Green en sistemas estacionarios. La ecuadón de Dyson se puede escribir en la 
representación de los sitios: 

2)Ha" -E611")G, .. ,.(E) = 611•· (1.25) , .. 

Debido a que la función G es diagonal en la representación matricial J n > en la 
cual H es diagonal, y debido a que .G tiene polos en los valores reales dC" los valores 
propios En correspondicnlcs a la.ci funciones propias 1 n >, tenemos entonces que los 
elementos de la ma.triz G son: 

Gu.(E) =<llGjt' >= '2: ( < lln >< n¡e' >/(E - E.)). (i.26) 

"·' 
Por otro lado, si reescribimos la expresión ( 1.17), tenemos: 

G(w) = (Mw' - <l>)-1
, (1.27) 

puesto que la función G es diagonal en esta representación de w entonces, 

G(w) = [M(w' -wiW' (1.28) 

donde wi. son los valores propios¡ si descomponemos este último cociente nos queda 
que, 

G(w) = (1/2wM){l/(w + w.) + l/(w - wk)]. (1.29) 

Pero el primer término del corchete no contribuye con polos a frecuencias positivas 
entonces este término no se loma, por lo cual podemos considerar que: 

2wMG(w) = l/(w -wk) (1.30) 

o bien, si se loma la parle imaginaria, 

lm2wMG(w) = /m(l/(w -w.)). (i.31) 

El segundo término de csla úllima expresión tiene residuos en los polos, y sumándolos 
se obtiene que: 

'2: Im2wMG(w) = Im2Mw(TrG(w)) =-ir 'l:ó(w -w,), (J.32) - ' 



donde T1· es la traza. y 6 es la función de Dirac. Pero cslíl. última numa es precisamente 
la densidad de estados p(w), esto es, 

p(w) = -[(2Mw)/7r]7'rlmG(w), (1.33) 

donde hemos intercambiado el orden de la traza, con la parte imaginaria de G. 

Esta expresión que relaciona la función de Green con la densidad de estados, se 
couucc como el tcorl'Jll<t general ptH<:l la dcnsicfad \'~pcctr<1l. Est<1 ccuaciüu es fo CJUL' 

aplicaremos a nuestro modelo para conocer los espectros fonóuicos. 



CAPITULO 2 

LA RED RECTANGULAR COMO MODELO DE DESORDEN NO 
ALEATORIO 

En este capítulo estudiamos las vibraciones en la red rectangular. Como se ha men­
cionado, la rc<l rcclangt11ar se construye nl introducir masns en los C'nlncC'~ horizontales 

de la. red cuadrada bidimensional (fig. (1.1 )) 1 o bien al suprimir enlaces verticales. Esto 
representa. la forma más sencilla de desordenar In. red cuadrada. El número ele enlaces 
sueltos o de masas agregadas por línea se mantiene fijo y se ha caracterizado por n. 

Inicialmente se presenta una revisión al cálculo de los parámetros de rcnormalización 
de la masa y de la constante de fuerza para la red rcctangularl101. Se derivan estos 
parámetros para los primeros casos de redes rcctangulnrcs, es decir, para los ca.sos de 
n = 1,2. Postcriunncnlc se realiza un proceso de inducción matemática para conocer 
estos parámetros en el caso general. Se examinan los casos límites para comprobar 
la certezn. de los cálculos. Se calcula la densidad de estados para la red rectangular 
por medio de la. función de Green. Esta función tic modifica. de a.cuerdo también a las 
correcciones dt renorma\i7,ación obtcnida.s previa.mente. Se obtienen las curvas de la 
densidad de estados para. valores distintos den. 

En la parte fina\ se presenta una discusión detallada sobre estos espectros fonónicos, 
y se rea\izn el análisis del comportamiento de estos espectros para lru1 condiciones 
límites. 

2.1 Parámetros de renormalización de ln masa y de ln costnnte de In fuerza 
para la red rectangulnr. 

En la referencia {lOJ se presenta un cálculo detallado de los parámetros de renorma· 
lización, que nos permiten tratar a la red rectangular como una red cuadrada, en la 
cual la masa y la constan le ele la fuerza han sido modificadas para este fin. Aquí sólo 
mostramos los resultados con una breve explicación de la forma en que se obtuvieron. 

Iniciamos el estudio de vibraciones en la red rectangular con .el análisis del ca.so 
má.a sencillo, nos referimos al caso en el que se coloca una. masa extra en los enlaces 
horizontales de una red cuadrada o alternativamente, se suprimen los enlaces verticales 
alternados. Es el ca.so n ::::: l. En la figura. (2.1) se muestra. una porción de la red 
rectangular de la. figura (1.2) 1 en la que se ilustran las cantidades pertinentes. 

Usando la nomenclatura de la figura (2.1) la ecuación de movimiento para el des· 
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Figum 2.1. Elerncnto de red rcctangul11r Cl\.liO n = l. 

plazamiento del ión central es: 

mw1 Uo = Oz(u! - uf).i: + ai:(u! - v:_ 1 )X+ o11 (u~ - wf)Y + a11 (u~ - w~1 )Y·1- {2.1) 

donde ü0 , ü1 y W1 son los dcsplnzamicntos tic ln..<J partículas de masa m, en los sitios 
cero1 uno horizontal y uno vertical, tal como se observa en la figura. {2.1 ), X es el vt.dor 
unitario en la dirección x y Y el vector unitario en la dirección y, O.r y a 11 son las 
constantes de la fuerza en la dirección x y y, rcspcctiv•1mcnlc. 

Se desea l<!ner una expresión sólo en términos de las masas extremas, esto es, por 
ejemplo, 

(mwl -2o~)u~ = -01(uf + u~ 1 ), 

(mw1 
- 2a11 )u~ = -o 11 (w~ + w!'.:. 1), 

donde a:1 es la constante efccti\'a entre dos masas y o~ es la corrección diagonal. 

Para una de la ma<Jas intcrmc<lins la ecuación de movimiento es: 

Manipulando las expresiones anteriores adcc11adamentcl101 se llega a: 

(2.2a) 

(2.2b) 

(2.3) 

(mw' -2<>r - 2a;/(mw' - 20,))11: = a;(uí + u'.:1)/(mw' -20,). {2.4) 
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W-"'<)-v.~>().'--t-HH-<>'"H'"'<>-W'i..........,~--<> 
..... ~ ..... ~........ • -0---~v.· 

Figura 2.2. Es1111ema que representa el tMo 11=2, dos culnces flUCltoc. 

Aquí ya hemos eliminado las coordenadas de ln masa intermedia y tenemos una 
ecuación en términos de u0 y u1 , tal como se ql1cría. Por tanto podemos definir: 

o~ E O:r + n!/(mw2 
- 2or) = Or(mw2 - O:r)/(mw2 - 2ar) (2.5) 

y 
(2.6) 

estas son la constante efectiva. y la corrección diagonal para n = 1 y la relación entre 
O'z 1 o~ es: 

(2.7) 

En el caso de n = 2 se tiene la figura (2.2). 

Análogamente al caso anterior 1 paran = 2 se manipulan las ecuaciones <le movimiento 
de las mn.<ias del arrcglo1 <le tal manera que se llcgc n una expresión del tipo¡ 

(2.B) 

entonces 

oJ = a.i: + o~/(mw2 
- O'r - o~), (2.9) 

y también 
(2.10) 
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Siguiendo el mismo procedimiento se pueden encontrar Jas expresiones para 0 31 o~, 
o 4 , nl, ... 1 (tal como se presenta. en la. referencia (10)). Entonces se observa que se 
puede aplicar el método inductivo y escribir los parámetros de renormalización para el 
caso general. Por lo tanto, se tienen las siguientes ecuaciones de rccurrencia: 

o~= o: +o.(mw2 - a!-o;¡-1
) = o,((mw2 -o~-1 )/(mw2 - o~-1 

- a,)) (2.11) 

º• = -o,o.-i/(mw2 
- a, - o;¡-1

) (2.12) 

donde 

Q~ =O: (2.13) 

y 

Oo=O: (2.14) 

En una red cuadrada O: = 0111 pero se puede tratar el caso general, de falta de 
enlaces en la dirección y, debido al desacoplamiento de las ecuaciones. 

Las ecuaciones (2.11) y (2.12) nos dan las correcciones a las masas y resortes de 
una red rectangular, necesarias para simplificar el problema al de una red cuadrada. 
Estos parámetros los vamos a usar para. calcular la densidad de estados para la. red 
rectangular en la siguiente sección. 

2.2 Dcnsidnd de estados pnrn la red rectangular. 

En general la densidad de estados p se define como el número de estados por intervalo 
unidad de frecuencia w y.se f!Scribe: 

1
.,,, ¡•/•, 

p(w) = dk,dk,p(w, k), 
-•/o• -•/a. 11 

(2.15) 

donde Oz1a 11 son los parámetros de la celda, en particular tenemos az = (n + l)av1 y 
los límites de integración están definidos en Ja primera zona de Brillouin. La densidad 
por cada elemento del espacio k se puede definir, en virtud de las expresiones (1.21) y 
(1.33), como: 

p(w, k) = (-2Mw/7r)lmG(w, k), (2.16) 

Donde por definición, la matriz G es diagonal, es decir 1 

G(w,k,k') = 6(k,k')G(w,k). (2.17) 

Pero G(w, k), según se puede ver en la. ecuación (1.18) es: 

G(w, k) = (1/ M)(w' - wz), (2.18) 
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Figura 2.3. Primera iona de Drillouin para In red reeLang1111\r,El triMgulo R corr~ponde a b región 
de inlegrncióu Lomada. 

donde 
(2.19) 

si 
a:r: = a11 =a (2.20) 

y a es la constante de la fuerza. 

Por lo tanto, tenemos que la función de Green para la. red rectangular con n sitios, 
tiene la misma forma que la de la red cuadrada, excepto que ahora: 

w2(k) = (2a/M)(l -cosk,a) + (2/1\f)(<>:i- a.cosk,a); (2.21) 

entonces, debido a la definición (2.15) 1 la densidad de estados pa.ra la red rectangular 
se escribe: 

p(w) = (Mw/rr) j fzn lmdk,dk,(Mw'-2[a;;-a.cosk,a]-2a[l-cosk,a])-', (2.22) 

donde ZB significa que la integración M!bc rcaliw.rse sobre la primera zona de Britlouin. 
Se realizó un cálculo numéricot10! para evaluar esta expresión en la. primera zona de 
Brillouin. Esta región la hemos reducido puesto que es simétrica., de tal manera que se 
puede considerar tar1 sólo un octavo de ella, que es la región que aparece dibujada en 
la figura (2.3). 
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La integral (2.22) puede convertirse en una intcgrnl elíptica que tcndri;l <JUe rcsol 4 

verse nu1néricamentcl12l, es por eso que desde el inicio se evaltia así. 

La primera zona de Ilrillouin para este caso es un cuadrado de lado tr/a. Debido 
a que es una región simétrica, se ha cnlculado ¡,,contribución .i. la integral ,.,óJo en el 
triángulo R. Los resultados son entonces multiplicarlos por ocho, pero se han tomado 
los pesos en los diferentes puntos de simetría, en la siguiente forma: 

Los puntos situados en el interior del triángulo, uu peso igual a uno; los situndos 
sobre 18. hipotenusa del triángulo y sobre los ejes, krk 11 , se les asignó la mitad rll'l peso, 
puesto que están en la frontera y se hnhínn tomado dos veces, al origen le correspondió 
la octava. parte del peso. 

Figura 2.4. Densidad. de estados va. frccucntia pnra el cnso n = 10. 

2.3 Análisis del espectro fonónico de In red rectangular. 

Primeramente analizamos las condiciones límite. Se puede obscrvai que cuando n es 
grande, los espectros íonónicos van adquiriendo una forma cada vez más próxima a la 
del espectro fonónico de la cadena lineal, (figs. (2.4) y (2.5), que corresponden a los casos 
den = 10 y n = 50 1 respectivamente). Esto resulta lógico, puesto que al ir suprimiendo 
enlaces, en el límite al infinito, se van obteniendo cadenas lineales para.lelas. Además 
)os cálculos teóricos de In extrapolación al infinito también confirman este hecho¡ esto 
es, al considerar los parámetros ele rcnormalización con la condición al infinito dentro 
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do lll ecuación de movimiento, se encuentra Ja relación de dispersión para la cadena 
lineal infinital101. 

P.Ml 

100 200 300 400 500 llYJ 

Figura 2.5. Espctlro fonónico pnra. el cllSO 11 = 50. Como se ¡111cdc a¡irctiar, casi se tiene la dcrui1.1Bd 
de <'filados de In cru.l.cna lineal, excepto cerca de tJ :=O. 

La. otra condición límite (n = O) también se satisfo.ce1 dado que al observar Ja 
primera gráficn de la. figura ('2:.6)i se reproduce la densidad de estados para la red 
cuadrada.. Analíticam.cnte se puede ver que para valores iguales de !M constantes de 
la focrza e iguales pnrámr:lros <le red en arnbas direcciones, ¡:¡e recobra la densidad de 
estados ele la red cuadrado.. 

Todas estas curva.<; de densidad de estados muestran que para bajas frecuencias 
p ~ wd- 1, donde des la tlimcnsión 1 tal como se prcvce cu la. aproximación del continuo. 
En el caso de n = 50 se cnt:outró que para w = 01 p = O, contrario a lo que se espera 
teóricamente puesto que en una dimensión se debe tener que p = consten w =O. Esto 
se puede explicar, si se tomn. en cuenta q11e el paso de p finita a p =O, no es paula.tino 
sino brusco, lo q11e se pl1cde confirmar al apreciar fluctuaciones a bajas frecuencias en 
este espectro. 

Por otro lado, con respecto a los máximos en los espectros se tienen la..-; siguientes 
conclusiones: 

Se pueden distinguir dos tipos de picos: picos agudos y picos redondeados¡ los 
agudos se asocian con singu\;\ridadcs de Van-Hovcl13l, mientras que los redondeados a 
resonancias. 
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p(w) 

100 200 300 .400 500 600 

Figura 2.6. Espectros fonónicos de redes rectauguhm·s ¡1ara los casos n :;:: O, I, 2; el cmio de n :: O 
corresponde al espectro fonJnico de la red cuadrada. 

Todas estas curvas exhibieron u picos. Esto es claro, ya que los elementos horizon· 
tales de la red cuadrada equivalen a tener cadenas lineales finitas den mnsas; y puesto 

que cada pico esta asocin<lo a un modo normit\ de vibración, se confirma que el número 
de modos normales es igual al ntÍmcro de masas móviles . 

En todas las curWt'i a¡rnn·n~ un pico de rrnís alta frccucucia, que paulatinamente se 

desplaza haci<t írccucncias mcnorrs conformen n.unwnta. 

La presencia de colas en estas curvas, 8C debe a que los polos de la función de Green 
están en el eje real y se hn agregado una pcquc1ia parte imaginaria a la frecuencia para 
poder n•alizar el cálculo. 

El resultado más interesante es que, aunque el número de enlaces vertical('s tienda 
a cero, los modos a bajas lrccucucias !liguen considerando ci caroÍ.dct biJitncfüii.:.nal y el 
paso a la unidimensional no se da sino nactamcntc en el limite infinito. Eslo corrobora 
los cálculos de correlaciones cntrr. sitios distantes, en una cadC'na lincall14l. 
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CAPITULO 

APLICACION DEL METODO DE LA APROXIMACION DEL CRISTAL 
VIRTUAL PARA LA RED CUADRADA CON DESORDEN ALEATORIO 
VIBRACIONAL EN LOS ENLACES 

En este capítulo abordamos el c:;t11dio dd <l<•sordcn aleatorio vibracional en nuestro 

modelo. Esto significa eliminar enlaces al azar en la red cuadrada (fig. (3.1)) y resolver 
la ecuación de Dyson para vibraciones. 

Como .se ha mencionado antcriormcntc1 el problema del desorden en un sólido, es en 
general, un problema muy complicado de resolver en forma exacta. Esto hace necesario 
acudir a métodos aproximados. 

El método de la teoría de campo medio es uno de los más usados en este tipo de 
problemas. Este método corn;isle en sustituir el problema de nn1chos cuerpos al de 
una sola partícula. Esto es posible! si se supone un nuevo sistema, con las propiedades 
promedio del sistema rcall111. En este método y para nuestro caso, el sistema real queda 
definido por el modelo propuesto y el sistema puro por la red cuadrada. Un campo 
efectivo se considera en la ecuación de Dyson, In. que previamente hemos expandido y 

promediado configuracionalmentc. Sin emhargo surge el problema de desacoplar esta 
ecmi.ción que nos da la función de Green adecuada. 

Se .usará en este capítulo la técnica conocida como la Aproximación del Cristal 
Virtua,1171 (VCA) para dcsac:oplar la ecuación de Dyson. Esencialmente, ésta consiste 

en aplicar la aproximación de fa.se aleatoria a los promedios de los productos en los 
términos de la ecuación de Dyson. Ent.onccs, se pueden sumar los términos que nos 
interesan de esta ecuación 1 como veremos. 

También se necesita definir la concentración de defectos, que en nuestro caso son 
enlaces foltantc~ q11" involucran dos sitios. Esta concentración figura en el potencial 
efectivo y por tanto en la .. 'l ecuaciones de VCA. En el análisis se toman valores distintos 
para la concentración. A<lt:m<is se consideran dos ca.sos¡ cuando la concentración de 
defectos es en una sola dirección y en el otro, cuando es en las dos direcciones (x,y), es 
decir, cuando sólo se suprimen enlaces verticales y cuando se suprimen enlaces verticales 
y horizontales al azar. 

El primer caso representa. un paso más de desorden en la red rectangular y por lo 
tanto, debe tener los mismos límites (n = O y n = 00) 1 el i:;egundo caso representa. 
desorden aleatorio total, y se espera que en el límite cuando n -+ oo se tengan sólo 
átomos sueltos. En el primer caso debe existir una transición de dimcnsionalidad de 
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Figura 3.1. Red bidimensional con desorden Blealorio en las conslnnlcs de la íuer:tn, esto es, se han 
suprimido enlaces o.l o.znr í'O una red cuadrada. 

dos a uno y en el segundo de dos a cero. 

En la primera pmtc de este capítulo se obtic11cn las ecuaciones <le la. teoría. de 

campo medio en gcneral 1 se deriva la función Green adecuada por el método de VCA 
y se expresa en términos de cantidades c0110ci<las que dcpe11<lc11 dircd<tmc1itc <le las 
características de nuestro modelo. 

Posteriormente se calcula la densidad de estados, con la función de Grceu obtenida 
por este método. Se realiza un cálculo numérico para conocer los espectros fonóuicos, 
cuyas gráficas se discutirán para diferentes concentraciones ele impurezas en el Capítulo 
cinco. 
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3.1 Ecuaciones de campo medio y derivación de la funci6n de Green por 
el n1étodo de la aproximación del cristal virtual (VCA). 

El hamiltoniano ll que describe nuestro modelo, se puede descomponer en el hamilto­
niano del cristal puro ll0 , más un potencial iv, asociado a perturbaciones o a diferencias 
con el sistema puro, es decir: 

11=11, +IV. (3.1) 

Este valor para el hami1toniano real, se sustituye en la ecuación de Dyson (1.24) y 
así nos define la función de Green G para el sistema. real, ésta es: 

G = (E - Jl, - IV)-1
, (3.2) 

donde se reconoce que la cantidad (E - H0 } es el inverso de la función de Green P del 
sistema puro¡ entonces tenemos: 

G = (P-1 
- w)-1 = P(l - Pw¡-•, (3.3) 

lo que implica que: 

P=(l-PW)G, (3.4) 

entonces, 

G=P+PWG, (3.5) 

o bien, 

G= P+PWP+PWPWP+···. (3.6) 

Esta es la expansión de la ecuación de Dyson, y se puede calcular en el ca.so de 
que lV sea muy pequeña, cortando términos de la suma. con altas potencias de W. Sin 
embargo, esto no es siempre posible ya que en general W, no es pequeña. Por otro 
lado estas expresiones son sumas infinitas. Por todo esto, conviene proceder a calcular 
promedios configuracionales sobre todo el ensemble de desorden, entonces: 

< G>=< P> + < PIVP> + < PWPIV/' >+···, (3.7) 

pero el propagador no perturbativo P, puede ser removido del promedio porque es 

independiente de la. localización de los defectos y no fluctúa, por lo cual, (3.7) se ve, 

< G >= P + P < IV > P + /' < IV PIV > P + P < W PW PW > P + · · ·. (3.8) 

Una solución formal de esta ecuación es escribir, 

< G >= i'+PE <G >, (3.9) 
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donde, 

E =< VG > / < G >. (3.10) 

que se conoce como la ~~locnergí~~··. Ei p·~e:;blc~~ se reduce a c~lcuiar < WG > y se 
encuentra entoncCs que, 

(3.11) 

Pnra con~cC~_ l~-~~to.~.~~·rgf~'.f,:-~.~c~~~ ~pl_icar ta ~rr~xima~t~n d~ fasC a:le!:"l~ri~l~ 
(RPA); < AB >=<A>< B :>'a. ia. ~xpresión (3.8), esto es; - - - - -

<-G >·=PE< w >" P", 
n=O 

y si_ se calcula la suma, ~e tiene que, 

<G >=P(I- < W> p¡-•, 

donde se ve que < W > es igual a la autoenergía E, esto es: 

< W>=E, 

tal como se tenía de (3.10). 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

Como ejemplo de cálculo en Ja aproximación (RPA), para calcular < \.V > con· 
sideramos una red bidimensional con un total de N enlaces. Por tanto, se define la 
concentración de defectos como: 

entonces, la concentración de enlaces no defoctuosos Nn es: 

N"/N = (1 - e). 

Por otro lado, el promedio de ll' se puede escribir: 

donde 

o bien 

W;=(W, 
w, 

N 
<IV>= (1/N) ¿ W, 

i=l 

es el potencial dispersor en un enlace sin defecto 

es el potencial dispersor en un enlace defectuoso, entonces, 

< W >= (1/N)(N,. W, + N,W,), 

< W >= (1 - c)IV, + c!V.. 
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Si se tienen enlaces sueltos como defectos, entonces, de· acuerdo con la ecuación 
(3.1), tenemos: 

W.=O (3.20) 

y 

< W>=cW" (3.21) 

Ahora IV., de acuerdo a (3.1) y (1.3c), ca: 

w, = l> = (_'.'a -aa) ' (3.22) 

puesto que en el hamilloniano II, el enlace se encuentra suprimido y en el hamiltoniano 
H 0 es de la forma. (1.3c), por tanto, escribimos: 

< W>=cl>. (3.23) 

Por la ecuación (3.13) y la ecuación (3.22), la función de Green G es1 
1 

(3.24) 

Esta es la función de Green del sistema desordenado, obtenida al aplicar el método 
VCA, y que necesitamos para calcular la densidad de estados. Explícitamente, podemos 
escribirla para dos átomos unidos por un enlace: Si recordamos la ecuación (1.17), 
entonces tenemos que, 

p-'(Mw', a)= Mw2 I + aS, (3.25) 

I = (1 º) ' ó 1 
y S= ( 1 

-1 
-1) 
1 ' 

(3.26) 

entonces de la. ecuación (3.22), 
l> = aS, (3.27) 

y ele la ecuaciones (3.13) y (3.25) tenemos ahora que 

a-• = p-• - el>= Mw' I + (1 - c)aS = p-1(Mw', (1 - c)a), (3.28) 

es decir, 
G(Mw',a, e)= P(Mw', (1 - c)a). (3.29) 

Por lo tanto, la transformada de Fouricr tendrá la misma forma que la ecuación 
(1.21) pero sustituyendo o por (1- c)o, es decir, 

G(k) = 1/(Mw2 -2(1- c)a(2- cos(k,a)- cos(k,aJJ), (3.30) 

1En el Apéndice Al se muestra una íorma din.grnmática de obtener esta ecuación y que ilustra el 
tipo de términos de dispersión que se loman en cuenta en VCA. 
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si es el caso en que se han suprimido aleatoriamente enlaces tanto en la dirección x 
como en la dirección y. Si suponemos que eXisten Cz enlaces· suprimidos en x 1 y ~ 
enlaces suprimidos en y1 entonces, . , 

G(k) = lf (Mw' -2(1 - c,)et[l - cos(k,a)]-2(1 -c,,)et[l - cos(k,aJJ). (3.31) 

En el caso extremo en que ~ = 1 y Cz = O, tenemos que la función de Green se 
reduce a 

G(k) = l/(Mw' - 2et[l - cos(k,a)J), (3.32) 

que es la función de Green para la cadena lineal. 

Se ha. realizado un cálculo numérico para evaluar la función de Green obtenida por el 
método de VCA (ecuación 3.31). Las gráficas de los espectros fonónicos para distintas 
concentraciones de defectos en ambas direccioncs 1 es decir, para diferentes valores de 
~y e¡, 1 se muestran en la figura (5.3). En la figura (5.1) se presentan los espectros 
correspondientes a una concentración de dcícctos t(Ue ha variado en unn. sola dirección, 
es decir, Cr =O. La discusión de todas c:¡tas curvas se prcscntn. en el Capítulo cinco. 
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CAPITULO 

APLICACION DEL METODO DE APROXIMACION DE POTENCIAL 
COHERENTE AL MODELO DE DESORDEN ALEATORIO 

En este capítulo se aplica. el método de Aproximación de Potencial CohcrcnteÍ6 •7 •15•161 
(CPA) a nuestro modí'lo <le dPsordf'n vihrncion;¡l. 

Este método se ha desarrolla.do dentro del marco de la descripción de dispersión 
múltiple en sii;tcrnas desordenados. Surgió originalmente de los estudios sobre nlea­
cioncs de Il.J. Elliott, \V. A. I<amitahara y D.\V. Taylor[l7'J en fononcs y P. Sovcn118l en 
electrones. Se hMaron en la teoría de dispersión múltiple de M. Lax y I. EwaldflDJ, para 
fundar su teoría. Posteriormente R.J. Elliott, J.A. Krumhansl y P.L. Leathl7l han hecho 
importantes aportaciones en el desarrollo del CPA, y en general a la teoría' de desorden 
aleatorio de sólidos. Existen otros estudios sobre ''Aproximaciones de un Solo Sitio"(lo), 

entre las que destaca el artículo de B. Vclickf 1 S. Kirkpatrick y H. Ehrenreichl21J que 
se realizó para electrones en aleaciones binarias simples. En c1 ca.c;o de desorden no 
diagonal en fononcs el CPA fue extendido por R. Barrio, E. Sansores y R. J. ElliottfZ'lJ. 

En la aproximación de potencial coherente se supone que uu nuevo sistema (en 
nuestro caso puede ser un cristal), caracterizado por un campo efectivo, toma el lugar 
de] sistema real¡ de tal manera. que las propiedades de nuestro sistema real quedan 
confinadas en este campo efectivo. 1bdos los cícctos de los dispersores quedan reunidos 
en este campo efectivo. Estas dispersiones son promediadas bajo todas las configura· 
dones posibles. La coutlición física correspondiente a la elección de ese campo es que, 
en promedio, no se produzc~ nuevas dispersiones, es decir, que el campo efectivo sigue 
siendo un sistema puro. 

El hamiltoniano efcclivo asociado a este campo, en principio se desconoce, a. diferen· 
cia de lo se tiene en teorías perturhativas. La determinación de hamiltoniano se calcula 
por medio de un proceso de autoconsistcncia. La condición del CPA se aplica a través 
<le la malriz <le dispersión t de un :mlo sitio, puesto que se impone qur P.-sta sea igual a 
cero en los cálculos, tal como se muestra en la ecuación (4.16). 

Como en el capítulo anterior, se procede a calcular la función de Green apropiada, 
de acuerdo a nuestro modelo. Esto se consigue al comparar una ecuación de Dyson, en 
términos del potencial efectivo y otra en términos de la matriz t. El potencial efectivo 
se expresa como función de las constantes de la fuerza, originales y renormalizadas, 
y también se involucra la concentración de impurezas en este potencial. Es decir, se 

derivó una expresión autoconsistentc para la función de Green de nuestro modelo, en 
términos del potencial efectivo, de las constantes de la fuerza y de la concentración de 
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impurezas. 

Se utilizó para. este proceso un cálculo numérico, el cual converge- de igual forma 
para todas las concentraciones consideradas. El programa computacional aparece en 
el Apéndice A4 y las curvas de la. densidad de estados para estas conccntraciones1 se 
muestran y se discuten en el Capítulo cinco. 

4.1 Cálculo de la constante efectiva de la fuerza poi· el mé~odo ~e C~A".. 

La ecuación de Dyson dada en (3.5) ,se puede reescribir en la siguiente forma 

G=P+PTP, (4.1) 

lo cual define a la matriz T como 

T = W(l - PWt'; (·1.2) 

para. el medio efectivo podemos escribir la ecuacion ( 4.1) como, 

Go = P + P'EGo = P(l + 'EGo), (4.3) 

donde E es la matriz de la autocncrgía y Go la función de Green del medio efectivo. 

De esta última expresión y de la ecuación (3.5) podemos eliminar P, esto es: 

G = Go+Go(W-'E)G (•!A) 

que es la ecuación de Dyson para el sistema real, en términos del medio efectivo re­
presentado por E. Note que si E = W (el medio efectivo es el mc<lio real), entonces 
G = Go (la función de Green del medio efectivo es cxaclamcnle igual a la del medio 
real). 

S11mando y restando al segundo miembro la cantidad G 0 (W - ~}G0 , la ecuación 
anterior puede ser expresada en la forma. 1 

G = Go + Go([lV - 'El!J - Go(\I' - 'EJr 1)Go, (4.5) 

por lo tanto, se puede definir la matriz de dispersión del medio efectivo T 1 como: 

'T = [W - El!J - Go(W - EJr', (4.6) 

y para un enlace, se define f¡ como, 

l; = [W; - El!J - Go(W; - EW1
, (4.7) 
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donde W¡ es la matriz que describe la perturbación local en el enlace i. En este sentido 
podemos definir una matriz fd de un enlace perturbado tal que, 

t, = {W - El{/ - Go(IV - EJr1
, (4.S) 

donde W contiene a toda la perturbación. De la. misma forma para. la. matriz tn de 
enlaces no pc~turhados (\V= O) tenemos, 

(4.9) 

Pero debido a que las perturbaciones son al azar, no se tiene el lugar exacto donde 
se producen, únicamente se cuenta con el número de é3tas, por lo tanto, sólo se puede 
calcular un promedio configuracional de estas perturbaciones, es decir 

t· 
< t >= 4=i<· (4.10) 

donde t¡ es la dispersión en cadn sitio y < t > el promedio de las dispersiones en los 
enlaces dcíccluosos y en los no defocluosos. E.<Jto es, si hay Nd defectuosos de un número 
total de N enlaces, entonces, 

(4.11) 

Si tomamos en cuenta. las expresiones (3.15) y (3.16), para la concentración de 
impurezas e, esta última ecuación se puede escribir 

< t >=et,+ (1 - c)t., (4.12) 

donde se pueden sustituir los valores para td y ln, da.dos en las ecuaciones (4.8) y (4.9), 
entonces < t. > toma la forma 

< t >= (c(W - E)/(/ - Go{W - EJl) + ((1- c)(-E)/(J + GoE)). (4.13) 

En eslc 11101nento hacemos un paréntesis, para recordar que In. condición de campo 
mediol161 

GoE< G >, (4.14) 

es decir 1 se ha definido una función de Green Go del medio efectivo como el promedio 
de la función de Green del sistema real. Esta condición implica que: 

< T >=0, (4.15) 
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y que se obtiene de promediar en la ecuación (4.1). Esta condición es exacta y no 
implica. ninguna aproximaciórt, 

La. condición de CPA es diferente a la. anterior, puesto que requiere que el operador 
de dispersión individual, sea nulo, esto es: 

< t¡>=O. (4.16) 

En la referencia {16] se muestra que esta condición incluye interacciones múltiples 
hasta de cuarto orden¡ también en el Apéndice Al se muestra con la técnica. dia­
gramática, este hecho. 

Tomando en cuenta la. ecuación (4.16) y que E¡ < t¡ >=< t > 1 la ecuación (4.13) 
es ahora: 

c(IV-E) 
J-Go(IV-E 

(1-c)(-E) 
(J + GoE} . (4.17} 

Esta es la ecuación del CPA para un enlace con potencial dispersor W1, autoenergía 
E y la función de Orcen del medio efectivo Go. 

Por lo tanto, iV¡ que es la perturbación con respecto al medio cícctivo en el sitio i 
podemos expresarla como; 

IV;= ( n' ;-n; 
-o +01 

n'+a;) 
el- a¡ ' 

(4.18) 

donde o' es la constante de la fuerza en el medio efectivo y 01 es la constante de la 
fuerza del enlace coñsidcrado. 

Por simetría esperamos que E sea de la forma, 

(u -u) E= =aS, -u q 
(4.19) 

donde la matriz S, esta definida en (3.26) 1 también podemos expresar el potencial V¡ 
en términos de esta matriz, esto es, 

donde, 
Ó.¡ =o' -a¡, 

y también se puede definir la. función de Green (}o de un sitio por: 

YO= (
9
º 9

'). 
96 ª" 
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donde 6 etiqueta al sitio vecino, unido por un resorte al sitio O, que es donde se prop~ga 
la perturbación. . · 

Por lo tanto la expresión general para el CPA que hemos obtenido en (4.17), en 
nuestro caso particular se convierte en: -

c(AS - 115) 
I - Go(A - 11)S 

-(l -c)(-11)5 
I +Go(11S) ' 

(4.23) 

Si realizamos los productos de matrices indicados y usamos que S = 5 2 , tenemos 

11S = ( . cA )s. 
1 - 2(A - 11)(9. - g,) 

que: 

(4.24) 

es decir, nos queda una ecuación escalar pn.ra cr, 

(4.25) 

Pero la autocnergía con respecto al medio cfcclivo tiene que modificar sólo al valor 
de la constante de la fuerza. Se propone por lo tanto que, debido a la. simetría de la 
perturbación W, la. matriz E tenga la forma: 

es decir, 

E= (A-a -A+a) 
-A+a A-a. 

cr= A-o, 

(4.2G) 

(4.27) 

donde A es la. constante de la fuerza efectiva en el medio, por lo cual (4.25) se ve como, 

1\ - a= cA/[1 - 2(A +o -A)(g0 - g,)]. 

Si definimos, 

R = (g. - g,), 

y sustituimos en la ecuación anterior tenemos que 

A= ex- 2a(A + cx)R+2<ulR+ cA 
1 - 2(A +o - A)R ' 

para un medio efectivo con enlaces sueltos únicamente, tenemos que, 

A=-a 

por lo que (4.30) se escribe finalmente: 

A- cx{l-c) 
-1-2(0-A)R. 
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Esto es, el problema se reduce a calcular autoconsistentemcnte la constante de la 
fuerza del medio efectivo ..1. Sin embargo, puesto que esta A se encuentra en términos 
de R, e) problema se convierte ahora en encontrar unn relación apropiada para esta 
R, o equivalentemente para. g0 • La ecuación que define a. la autocnergía en CPA nos 
provcé de los medios para. hacerlo. Esto se discute en la si.guicnlc sección. 

4.2 Derivación de Ja función de Green por el método del CPA. 

Por la. propiedades de Ja autocncrgfa podemos escribir lu función de Green Go de) medio 
efectivo como: 

Go(E) = P(E - E), (4.33) 

donde Pes la. función de Green del sistema puro, tal como se ha. venido usando. Para. 
nuestro caso particular, esta P se puede expresar en concordancia con (1.27) como: 

P = (Mw'I-as)- 1
, (4.34) 

si reescribimos la ecuación ( 4.33) en la forma 

(4.35) 

y sustituirnos p-1 de (4.34) tenemos, 

Go = ((Mw' I - aS) - uS¡-1
, (4.36) 

pero de la ecuación (4.27) sabemos que a::::: A - a, con lo cual simplemente tenemos 
que, 

Go = (Mw'T-AS)-1 , (4.37) 

que nos dice que Ja función de Green Go del medio efeclivo tiene la misma forma. 
funcional que P 1 sólo que en lugar de a, Ja constante de la fuerza. del sistema puro1 se 
debe sustituir por A, 1::i. constante de la fuerza del medio efectivo, es decir, 

Go(Mw',a) = P(Mw', tl). 

Explícitamente esto significa que si 

P.(w, a)= (Mw' - 2a{2 - cos(k,a) - cos(k,a)}]-1, 

la función de Green del medio efectivo es: 

Go,(w, a)= {Mw' - 2t1{2- cos(k,a) - cos(k,a)}]-1
• 
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Esta ecuación y la ecuación ( 4.32), forman un sistema completo para Go. Ambas 
ecuaciones estan relacionadas por una transformada de Fourier, puesto que Go en {4.22) 
esta definida en el espacio real. 

Se Licnc por lo tanto que, si todos los sitios t en el medio efectivo son equivalentes, 
tal como se supone desde un principio, entonces, . 

90 = Go(I, t) , (4.41) 

9• = Go(l,t+ .S), (4.42) 

y 

1 ¡·t· . Go(t,t') = -
4 2 

e"(n,-n,.>Go(w,a)dk,dk •. 
7f' -•/a 

(4.43) 

Entonces, por (4.40) tenemos: 

donde hemos tomado en cuenta la posible anisotropía de A y cambiado la notación por 
una integral en la primera zona de Brillouin (ZB), y también, 

9• = 
4

1
, J, {Mw' -2A;{l - cos(k,a)) -2A.{1 - cos(k.a)}Jeª"'dk,dk,. (4.45) 

7r ZB , 

Ahora escribimos: 
(4.46) 

donde, la suma es sobre tocios los z vecinos del sitio O, ya que no conocemos el sitio 
preciso donde se prod ucc la perturbación. Por lo tanto, 

l 1 ¡·t· ¡·t· (1 - é'"')dk R = - L-, dk, • . (4.47) 
z 6 4ir -•/• -•/• Mw2 - 2A,{l - cos(k,a)) - 2A,{l - cos(k,a)} 

Conviene introducir la suma dentro de las integrales y definir: 

'Y•= (l/z) ¿:;eik". (4.48) 
• 
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Para lá. red ~uad~~·ª z =_ 4 y enton~ 1 

,:7. ~·.~(.-~};)(~~-k.~:·+.e-:!•.~.~ + eik,a + e~ik'ª), (4.49) 

. 3}18;7;/J}rc;1cos~,a)+cos(k,a)]. (4.50) 

Por Íot1Ul1:,1~;~~g.a(c~.47):t~rn~ la fomia, 

R.:_ __!;_¡•t• dk r.· I• (1 - e")dk0 ( ) 
- 4 .. • -•I• ' -•I• Mw' -2A.{I - cos(k,a)} -2A,{l - cos(k,a)}' 4

·
51 

o finalmente: 

R-_J_¡•t• dk ¡•t• ![2-cos(k,a)-cos(k,a)]dk, ( ) 
- 4ir7 -•I• ' -•f• Mw' - 2A,{1 - cos(k,a)) - 2A,{I - cos(k,a)} · 

4
•
52 

Estas integrales ya nos dan el valor para R requerido para calcular A de la expresión 
(4.32) 1 que es la constante de la fuerza del medio cfcclivo. Debido a que la dependencia 
de (4.40) en A es complicada, ya que involucra el cálculo de la ecuación (4.52), se decidió 
resolver para A en (4.32) autoconsislentemcnte, lo que implica realizar el cálculo de las 
integra.les que aparecen en (4.52) cada vez que se encuentra un valor de A. 

Estas integrales se realizaron en forma 111'.11ucrica, ci; decir, la integral doble se susti· 
tuyó por una suma doble de la forma: 

EE/(k,, k,)clh·,dk,. (4.53) 

Dada la simctrfa de fa. zona Je Uri!Jouin, se tornó 1111 solo cuadrante, y en estas 
sumas se multiplic.ó por un factor de 4. Este cuadrante se partió en 10,000 diferenciales 
de superficie (kz, ~·v), tomando 100 puntos en cada cje. Se eligieron los pesos adecuados 
en los bordes y en el centro de Ja zona de BriUouin. Esto es, para los puntos situados 
sobre los ejes kz: o ~·v, se tomó un peso de 1/2¡ para el origen y para el punto (7r/a1rr/a) 
se consideró un peso de 1/4. 

Estas suma.a se cfoctunron como subrut!nas de un programa para calcular auto· 
consistentemente la constante de la fuerza A, del medio efectivo (el listado de dicho 
programa aparece en el Apéndice A4). La precisión en la convergencia de A, fue de 
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1/10 5
• Con respecto a la frecuencia se tomaron 100 puntos en un intervalo de frecuen­

cias de O a 3.5 ,y la parte imaginaria de la frecuencia fue de O.l, del orden del doble de 
la longitud del paso. 

El criterio de convergencia (r1) 1 se escogió tomando el mínimo del valor absoluto de 
las diferencias entre los valores de las constantes de la fuerza, en dos pasos iterativos 
sucesivos (n - 1 y n) 1 divididos entre el valor absoluto de A(n), es decir, si 

IAln)-A(11- l)I 
q = A(n) (4.54a) 

Entonces 
r¡ 2: rnin(Rc(q), Im(q)) (4.54b) 

esto Cuc hecho por separado para las partes real e imaginaria de A. Un número pequeño 
diferente de cero fue agregado al denominador de (4.54), para evitar problemas de 
cálculo cuando A(n) fuera muy pcqueiio. Se tomó t¡ = 10-7

• 

Nos convinó introducir un factor de convergencia f~ con el fin de hacer la conver­
gencia suave, de la siguiente manera: 

A(n + 1) = A(n)f, + A(n - 1)(1 - J,), (4.55) 

donde O < J, :S: 1 . 

Se logró una convergencia uniforme para todos los valores de la concentración en 
todo el intervalo de frecuencias para un valor de fe::= 0.7. 
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CAPITULO 5 

ANALISIS DE RESULTADOS 

5.1 Análisis de los espectros fon6nicos obtenidos por VCA y CPA, de las 
gráficas de la constante de la fuerza vs-. concentración y constante de 
la fuerza vs. las iteraciones del CPA. 

En esta sección BC presenta la discusión de los resultados obtenidos a lo largo de este 
trabajo. En primer lugar se analizan los espectros fonónicos que hemos obtenido en 
los capítulos anteriores al aplicar los métodos de VCA y CPA a nuestro modelo de 
desorden. Se discuten las curvas de estos espectros para disliutas concentraciones de 
defectos. Estas concentrnciones se han variado en intervalos de 0.1 desde 0.1 a. 0.9. En 
el análisis se destacan las diferencias entre los cspr,ctros obtenidos por ambos métodos. 
Se comparan las curvas de VCA con las curvas de CPA para desorden en una dirección 
(figs. (5.1) y (5.2)) y para las do' direcciones (X, Y) se comparan las figurn.s (5.3) y 

(5.4). Por lo que toca a CPA, se comprueba que en In aplicación de este método tienden 
a desaparecer los picos y las colas en los espectros. Comprobamos que las condiciones 
límites se satisfacen para. estos métodos en los dos casos de desorden, aunque la forma 
de llegar a In..!! condiciones límites es m.uy diferente para cada método. 

Además se analiza el comportamiento de la parte real Re{ A) y de la parte imaginaria 

lm[AJ de la constante de la fuerza efectiva obtenida. por medio de CPA, contra la 
frecuencia y la concentración. En consecuencia presentamos las figuras (5.5) y (5.6) 
para. las grcificas <le la parte real y para la imaginaria, las figuras (5.7) y (5.8). El 
análisis de estas curvas nos, proporciona información sobre la A, que es la parte no 
diagonal de la autoencrgÍa, entonces se tiene una representación física de lo que sucede 
en el modelo al incrementar el desorden usando este método. 

Por último, se exhiben y se discuten las gráficas que corresponden a un estudio 

sobre el comportamiento del número de iteraciones que se efectuaron, para lograr la 
convergencia en el cálculo de la constante <le la fuerza en el método del CPA. 

El número de iteraciones se grafica contra la frecuencia y la concentración, así se 

tienen las gráficas que se mt1cstran en las figuras (5.9) y (5.10). Esto permite saber 
cuando la convergencia fue má.s dirícil de lograr, y cual es su relación con las condiciones 
límites¡ adermis, es importante también conocer estas características de la convergencia, 
debido a que está relacionada. con la localización de estados producidos por el desorden. 
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5.1.1 Desorden en una dirección. 

De la observación de las curvas de la figura (5.1) que corresponden a VCA se puede 
concluir lo siguiente: 

l. Se advierte que el espectro fonónico de la red c·uadrada (curva inferior) se convierte 
en el espectro de la cadena. lineal (curva superior). Esto es claro, ya que Ja inclusión 
de defccto:1 ha siclo en una dirección. y en el límite 5C condnyr ron cadcnns Jincalcs 
paralelas. 

2. Que el área bajo la curva es constante, esto cs1 el número total de estados se con­
serva {esta es la condición fundamental de nuestro problem,'\). Esta conservación 
de los estado!> se usó en el programa computacional, con el fin <le verificar los 
cálculos. 

3. Los estados que aparecen después del punto singular de la. red cuadra.da van desa­
pareciendo, pasándose a. bajas frecuencias conforme a.u menta el desorden. Esto es 

debido a que rápidamente i>c pierde la bidimensionalidad en VCA. &lo significa 
que en lugar de la red cuadrada, se forman celdas rectangulares cada vez mas 
angostas. 

4. El punto singular de la rc<l cuadrada se ha convertido cu el pico de la cadena 

lineal conforme aumenta la conccnlración de impurezas. Esto es porque siempre 
se mantiene la periodicidad en una dirección en VCA. 

5. El ancho de banda se reproduce en forma exacta por este método de VCA 1 y 
la frecuencia máxima Wma.r que resulta de los cálculos teóricos, coinciden con los 
valores para las írecuc11cias máximas que se observan en cada curva. Puesto que 
de la ccuaciOn pa.ra VCA dada en (3.32) se tiene: 

2(o+A) 1i 2l) 
W=~--

dondc, A= (1 - c)a. y entonces w...., (1 - c)1 /:l. 

En relación a la figura (5.2) que muestra lns gráficas dí! CPA para desorden en una 
dirección se tiene que: 

l. Los casos límites en los espectros fonónicos se verifican en CPA en.forma exacta, 
al igual que para VCA. Esto es, que para concentraciones extremas de impurezas 
en una dirección resulta igual aplicar cualquiera de los dos métodos. 

2. Se mantiene la forma del espectro Canónico de la red cuadrada para concentraciones 
bajas de defectos. Para concentraciones de impurezas intermedias, aparecen los 
aspectos fonónicos con características de dimensionalidad intermedia. 
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En otras palabras¡ se puede apreciar 1a. transición de dimcnsiona1idad del sistema 
en estos casos de concentración inlerme<lia de impUrczas en CPA. 

3. Na se desarrolla rápidamente el pico corrcspondicule a raíz de 2 de la cadena 
lineal, sino que paulalinamenle se va formando. 

4. El pico de la cadena lineal no corresponde al pico de la red cuadrada. Esto revela la 
anisolropía que va adq11iricndo la red cuadrada. al incrementar el desorden en una 
r1irccción y trn.tarlo por CPA. Lo cual implica que las excitaciones no se propagan 
uniformemente en las dos direcciones. 

5.1.2 Desorden en las dos direcciones 

En este caso se tienen las curvas que se muestran en la figura (5.3) para VCA, y se 
tiene las siguientes conclusiones: 

l. Se puede nolar en dicha figura que todas las curvas conservan la forma del ci:ipectro 
Canónico de la red cuadrada (curva superior); aunque el ancho de banda se reduce. 
Es decir, en lodos los ca.sos de concentración de defectos siempre se tiene una 
red cuadrada, pero con una constante de In. fuerza. que va disminuyendo, según 
aumenta la concentración, explícitamente como: 

A=o{l-c) {5.1) 

2. La curva inferior de esta figura, que corresponde al caso del 90% de impurezas en 
ambas direcciones, no conserva ya Ja forma del espectro de la red cuadrada. Esto 
es porque el grado de desorden es tan grande, que la red se ha desmantelado. En 
cuyo caso se tienen átomos aislados en w = O para e = .9. 

3. El ancho de bnn<la ~lisrninuye con la frecuencia corno la raíz cuadrada, es decir, 

ancho de banda= (1 - c) 1/
2

, {5.2) 

Para las curvas de la figura (5.4) que representan los espectros fonónicos para CPA 
con desorden en dos direcciones tenemos: 

l. A diferencia. de lo que se obtiene en VCA, tenemos que las singularidades del 
espectro Canónico de la red cuadrada desaparecen rápidamente, al incrementarse 
el desorden. 
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2. Se observa que el ancho de banda disminuye en forma lineal al aumentar el desor­
den, diferente a lo que se tiene para VCA como se observa en la ecuación (5.2). 

3. También se nota la dcsmantclación del sistema. para concentraciones de impurezas 
igual a .9. 

4. Los espectros en este caso aparecen como bandas suaves, .'lin colas ni picos. Se tiene 
por ejemplo el caso de e ::::: 0.5 que corresponde al ca.so de 50% de concentración 
de impurezas, donde se observa un espectro típico de CPA. 

Puesto que ln función de Green del medio efectivo calculada por CPA esta rela­
cionada con la autoencrgía, tal como no~ dice la ücuación ( 4.4), y ésta a su vez con la 

constante de la fuerza, según se puede ver en la relación (4.27)¡ nos interesa. conocer el 
comportamiento de la parte real y de la parle imagina.ria de In constante de la fuerza 
contra la concentración y la frecuencia. En esta forma podremos entender mejor los 
espectros íonónicos de CPA. 

Si se toma la ecuación para la función de Green del CPA dada por (4.40) se tiene 
que: 

_ _!.ImG• = M(Zw,~) - 4A; , 
,,. (M(w~ - ~' -4A,/M)2 + [2M,w;~ - AJ 

(5.3) 

donde 

A=A,+iA; (5.a) 

y 

w=w¡+ü¡. (5.5) 

Entonces se puede concluir que ImG tiene básicamente la. forma de una lorenziana, 
consecuentemente la altura y el ancho cstan relacionados con la parle imaginaria de A 
y la posición del máximo esta dada por la parte real de A. 

Las gráficas de las figuras (5.5) y (5.6) nos dan el comportamiento de la parte real 
R[AJ obtenidas por CPA en ftinción de la frecn<:ncia y la concentración, para desorden 
en una y dos direcciones respcctivumcnle y se tiene las siguientes conclusiones: 

l. Se observa en la gráfica de la figura (5.5) que Re[A) aumenta. visiblemente al 
aumentar el grado de desorden en una dirección, con lo cual el ancho de banda 
debe disminuir tal como se confirn11i en la grafica. de lci. densidad de estados en la. 
figura (5.2). 
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2. Por lo que toca a la gráfica de la figura (5.6) Rc(A] vs. w y c para desorden 
en dos direcciones se tiene algo semejante, c5 decir también se observa que R[A} 
aumenta. a altas frccucncins 1 con lo cual el ancho de banda en la densidad de 
estados disminuye, efecto que se verifica en la figura (5.4). 

Particularmente pa.ra concentraciones altas de defectos aparece un aumento drástico 
en R[A) y en el caso de e = 1 que como ya se <lijo se tienen átomos aislados y 

corresponde n. una disminución total en el ancho de banda. 

3. En la figura (5.5) se nota una constante de fuerza negativa a w....., 2 par<' ser igual <l 

.9. Esto significa que los modos propios de la red cuadrada a frecuencias mayores 
que la. de la singularidad en w = 2 (que corresponde a propagación diagonal) no 
pueden ya propngarse en la red, ya que no existe suficientes enlaces vcrticnlcs para 
ayudnr a esta propagaciOn dingonal. A partir <le esta conccmtración el ntÍmcro de 

modos normales a frecuencias mayores que 2, disminuye rápidamente, hasta que 
en el límite de e = 1 ya. no pueden existir. Nótcsf' que el \'alar negativo de la 
parle real de A no quiere decir que se tengan '1 antirrcsortc~s", ya que para estos 
valores la parte imaginaria de A es muy grande (fig. (5.7)) y una constante <le 
[ucrza imaginaria signif\ca un mo<lo cmnc~ccntc. 

4. Observamos en la figura (5.G)~e, a partir <le e ~ G, empiezan é;, aparecer valores 
negativos a frecuencias bajas. Al observar la figura (5.S) se descubre que lmA es 
pequeña, lo que quiere decir que aquí si se tiene una !iituación de u.antirrcsortes". 
La explicación de este hecho se encuentra al examinar fo. figura (5.4) en la que 
se nota un cambio rndical del comportamiento <le la densidad de estados a bajas 
frecucncia.<J, a partir de e 2:: G. Mientras que parn concentraciones menores la 
densidad alrededor dew =O es cero (es decir, se conservan lns propiedades <le la red 
bidimensional), para concentraciones mayores la dcnsid.:l<l diverge en w = O. E!lto 
quiere decir que existen muchos átomos sueltos que contribuyen a esta divergencia. 
Esto se puede contrastar con lo que pasa en el cálculo del VCA para dos direcciones 
(fig. (5.3)), en donde no aparece la divergencia. Pll w =O, sino hasta el límite e= l. 
Podemos concluir entonces que VCA no permite una transición de dimcnsionalidad 
(siempre se conserva Ja red cuadrada), mientras que el CPA predice un cambio 
Je <limc11siou<lliJad (ele do~ a cd'o), cu uua t'.OIH'Plli radón i11terrncdía. Este es un 
resultado interesante que muestra claramente las diferencias entre los dos cálculos 
y la conveniencia. de usar CPA para examinar los proble1mlti <le tran.sición de 
dimensionalidad. Tanto el proceso ordenado (red rectangular), como el VCA son 
incapaces de mostrar toda la riquen de una trnnsición suave de <limensiona1idad1 

mientras que el desorden simulado por CPA y,i. contiene información valiosa de 
ese fenómeno. 
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En relación a las gráficas de las figuras (5.7) y (5.8) donde se csludia /m[AJ vs. w 
y e se tiene: 

J. Que siempre la parte imaginaria de A es negativa, esto es explicable, si pen­
samos que con esto, la parte imaginaria <le la autocncrgía se convierte en positiva, 

condición que es necesaria, puesto que estamos tratando con la función de Green 
retardada en el plano positivo. 

2. Jm[ll] disminuye notoriamente para concentraciones de defectos y parn frecuen­
cias medias, por lo tanto la altura en los espectros fonónicos disminuiría, lo que 
efectivamente se comprueba al observar las figura..<> (.5.2) y (5..t). 

3. Para frecuencias ba.ja..<1 y concentraciones ccrrnuas a las cmulicioncs límites, se 
observa que la parte imaginaria de A es con.stantc y ca.-.i cero, es decir se tienen casi 
planos. Esto es porque no aparecen las singularidades de los espectros fonónicos 
de las figuras (5.2) y {5.4) en cslos intervalos de (w, e). 

Del análisis de las gráficas de las figuras (5.9) y (5.10), que noH dan el compor­
lamiento del número de iteraciones contra la frecuencia. y la concentración, en el caso 
lineal y cuadrático respectivamente, se observa: 

l. En ambas gráficas se tiene la malla cuadrada pa.ra. concentración cero. Además un 
pico a frecuencia. cero. En cambio se nota una diferencia en la localización de los 
máximos, aunque se puede ver que estos aparecen alrededor de e = 0.5 en las dos 
gráficas¡ quiere decir que los efectos del desorden son más imporlantcs para una 
concentración de impurezas intermedia. Estos máximos fueron menores a 1000 en 
ambos casos. En otra..'I concentraciones diferentes a la parte media se tienen cun·as 
su a.ves. 

5.2 Comparación del espectro Raman de sistemas reales con la densidad 
de estados del modelo teórico 

En esta sección estamos interesados en analizar varios ejemplos de sistemas reales y 

comparar sus espectro9 Raman con los espectros fonónicos de nuestro modelo. Estos 
últimos ya se han discutido en la sección anterior. Sin embargo, antes de abordar 
eslc asunto nos interesa exponer dos puntos de relevancia. Primeramente se comentan 
algunas carncterÍ8ticas preliminares de la dispersión Raman, a reserva de presentar en 
c1 Apéndice A3 una explicación teórica de este fenómeno en la aproximación de la 
polarizabilidad local de enlace. El segundo punto que nos interesa, es revisar algunos 
conceptos teóricos importantes de las estructuras de los materiales sólidos amorfos, 
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como son¡ la dimcnsionalidad molecular de red, las transiciones de dimensionaJidad y 
los enlaces cruzados ele cadenas y redes (cross links). Además se incluyen ejemplos que 
ilustran estos conceptos. Se destaca al sistema vítreo Siz.Se 1_r para la comparación de 
sus espectros Rarnan con los espetros fonónicos de nue>tro modelo. 

Por otro lado, tenen1os por ejemplo que los vidrios calcogénidos representan al tipo 
de sólido semiconductor binario de gran iutcrés teórico y tecnológico. Estos materiales 
son importante porque forman rl elemento hase. de una serie ele materiales vítreos, 
con alta conductividad. Su aplicación directa f's como electrolítico sólido para celdas 
electroquímicas de alta energía específica. Esto es por cjernplo 1 cuando el SiS2 se 
combina adecuadamente con NaS2 1 surge un ión Na de alta conductividad en el vidrio 
a temperatura ambiente, con varios ordenes de magnitud superior al de su contraparte 
cristalina. 

Este fenómeno es explicable a través de Ja relación de transporte de carga y de ma.sa 
ele las redes vítreas, que han sido mo<lifica<las debido a la introducción de defectos de 
iones alcalinos. En este sentido es esencial conocer la estructura y la nanoestructura 
de los vidrios binario puros, principalmente d aspecto de orden a alcance intermedio. 

5.2.1 Dispersión Ramnn 

Los primeros en conocer este fenómeno fueron C. V. Raman en la India independien­
temente de Landberg y Madelsthan en la URSS en el ailo de 1926. Descubrieron que 
cuando un rayo de luz monocromática incide sobre alguna substancia transparente, 
parte de esta luz se dispr.;rsa. El espectro de esta luz dispersada 1 contiene además de 
la longitud de onda original, líneas más débiles cuyas longitud de onda difieren de la. 
longitud de onda del rayo incidente por cantidades constantes. Estas líneas que hoy 
conocemos por líneas Ramau, se deben a la pérdida o ganancia de energía experimen­
tada por los fotones como resultado ele su interacción con las vibraciones moleculares 
de la sustancia, en la cual el rayo incidió. 

El efecto Ramau constituye una. poderosa técnica experimental para estudiar las 
excitaciones vibracionales de l;ts moléculas¡ y consecuentemente de las estructuras mo­

leculares. Esto es, por medio de esta técnic.a es posible conocer los modos rotacionales 
y vibracionales del material en estudio. En el espectro Raman de un sólido, el ancho 
de banda se relaciona al grado de desorden del material mientras que lofl picos eon 
característicos del grado de cristalización de éste. 

El estudio de las cuasipartículas (en este caso vibroues y fonones) frecuentemente 
se realiza en forma indirecta, por medio de la observación de resonancia. en los procesos 
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de dispersión. Esto cuando la frecuencia de resonancia es del orden de la frecuencia. 

de la cuasiparticula. En los materiales amorfos el espectro Raman de primer orden 
corresponde casi a la densidad de estados de u11 fonón, como se 1m1cstra en el Apéndice 
A3. 

Este método de dispersión también se usa para conocer la dependencia del ancho 
de banda con la temperatura y la frecuencia, así como los cambios de éstas con los 
efectos de dopaje; aclemiÍs para cstudi.tr la rc>lación ri<' los modos lor:n.lcs de inducción 
Y los modos vibracionales con los efectos producidos por las alcacioucs. 

5.2.2 S61idos molcculnrcs 

Dentro de los sólidos amorfo:i podemos distinguir a los sólidos moleculares, que se 
caracterizan porque se pueden representar mediante un arreglo de sitios y enlaces. Este 
arreglo es una unidad molecular conocida como gráfica simplificada "simplicial graph," 
concepto parecido al de la celda unitaria de los cristales, sólo que ahora se aplica a 
corto alcancellJ). 

En los sólidos moleculares estas cslructurns rstan equilibradas por la COC'Xistencia 
de fuerzas fuertes, principalmente del lipo covalente y fuerzas débik'S, principalmente 
de tipo Van der Waals. Ejemplos de estos sólidos amorfos, lo!i tenemos en los vidrio:i 
cnlcógcoos, que son compuestos que contienen elcmenlos químicos de la sexta columna 
de In. tabla periódica tales como el selenio, el telurio y el azufre. 

Los sólidos moleculares se pueden clasificar en distintos tipos, ::ii definimos la dimen­
sionalida<l de rcd!23l como el número de grados de libertad hacia donde crece la unidad 
molecular. Por ejemplo, la unidad molecular en el azufre rómbko 88 que consiste en 
un conjunto de anillos desconectados de ocho átomos que entre sí tienen coordirmción 
dos, es igual a cero, puesto que la unidad molecular no se extiende ni<tcroscópicamentc 
en alguna dirección (fig. (5.11)). 

Los polímeros y brn molécula.<.; orgáuic~ <tsÍ corno !>U!'> cont':.pondim1tcs componentes 
cristalinll.81 son un caso lípico de dimensionalidad de red igual a uno. En ambos ejemplos 
encontramos la unidad estructural fácilmente identificable. El cristal de selenio (Se) 8 

forma una. cadena. (Se-Se-Se-Se- ... ) que se extiende indefinidamente en una dirección, 

por lo tanto su dimensionalidad de red es igual a uno. En e::itc caso cada cadena es del 
tipo helicoidal embobinado, con tres átomos en cada hélice y de coordinación dos. El 
As:iSC3 es un ejemplo de sólido molcculi:tr de climensionali<lf\d de red igual a dos, ya que 
tiene una estructura del tipo panal decorado de dos dimensiones con enlaces covalentes. 
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Figurn 5.11. Efftrudura del nzuíre crista.lino, donde i;~· tiene un conjunto extenso de anillos desconec­
tados de 8 átomos por lo cual se clruiifica cou dimcnsió11 molccul.ir igu11l 1J. cero. 

En el selenio amorfo se tiene la idea de que es ·111 sólido molecular cuya estructura 
crece en una dirección, aunque pueden encontrarse eventualmente pequeños anillos 

del tipo (Sc)8 • El vidrio de As1S:1 y el grafito son dos ejemplos de bidimcn.si0nali­
dad molecular de red, donde generalmente tenemos triple coonlinación, característico 
de dimensionalidad doble. Los polímeros orgánicos simples también presentan esta 
dimcnsionalidad. En las figuras (5.12a) y (5.12h) se muestran las representaciones 
csqucnuí.ticas de la pristina (Sill)N y del pofo;i\ano, (Si:! ll)N (:HJ, que son ejemplos de 
polímeros de dimcnsionalidad rnolt~cular dohlc. De dimcnsionalidad de red tres se puede 
mencionar ni Ce, cuya cntructurn molcrnlar crece en las tics <lircccioncs. También pode­
mos obtener sislPtlH\!i dt~ redes molcculnrcs triples, si se introduce algün elemento de la 
cuarta columna de la. tabla pcriódicí\ com~ el Ge, dentro de Jaq redes moleculares de 
una y dos dimensiones como la . ., que se han mencionado. 

Este tipo de combinaciones químicas se establecen por medio de los llamados "cross 
/inks"l23l. En la figura (.5. l:J) se presenta un dibujo que ilustra este concepto, donde 
cadc11a.'i li11e<tlcs se u11c11 cvl'nlualmcnll! por medio <le estos " cross linl·s ", para formar 
una cstrudnra ele! red dr dimcnsionalidad más alta. Esencialmente lo que se ha realizado 
con la introducción de un elemento extra dentro de estas cadenas poliméricas, es una 
transición de dinlC'nsionalidad molecular de red de una y dos dimensiones a tres. Otro 
ejemplo de cambio dL• dimensionalidad es en una polimerización, como la que ocurre en 
la formación del sólido amorfo de As1S3 • 
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H H H H H 

(n) 

H .H H H H 

1 1 1 1 1 
-s1-s1-s1-s1-s1-

I 1 1 1. 1 
H H H·H H 

(b) 

Figura 5.12. Representaciones csquemri.licns den.) (Si ll}N y de h) (Si ll2)N• En nmbos Ca.!".O..'I se tiene 
dimensionalidad molecular dohlc. 

Este caso se puede entender que básicamente se realiza. una transición del modelo de 
moléculas durn.s csíéricas de Bcrual cmpn.quctadas co11ti1111a y alcatori;uncntc (rcp}, al 
modelo de Zaclrnriascn de redes aleatorias continua.'>1231 (crn). Es dccir1 es una transición 
de dimcnsionalidad de red molecular igual a cero a igual a dos. Estas transiciones no 
siguen cslriclatucntc una secuencia en tcra sino q uc J,1. variabilidad en las conccntracionc¡; 

de los cletnenlos de la composkión quími<:a nos proporciona la posibilidad de considerar 

valores intcrnwdios de dinwnsionalidad molecular de red. 

En t>l problema qtw nos ata1lc 1 se tiene una t.ransidón ele una a dos dimcnsioncs1 

si consideramos que en nut-slro modelo se han ido agregando enlaces al azar en las 

cadenas lineales paralela¡:¡ hasta tener la red cuadrada perfecta como caso límite1 o 
bien, alternativamente, si se considera que S(' han suprimido enlaces vt~rticaks al azar 

de la red cuadradl\ hasta quedarse con las cadenas lin<'alc.;, st~ tiene una transición <le 

dos a una dimensiones. En mnbm; casos se pasa por sillrncioncs ele clirncnsionalida<l 
interinedia. 

En los párrafos anteriores hemos mencionado a la prístina y al polisilano (S 1ll)N 

y (S,lf.z)N respectivamente, como ejemplos de sólidos moleculares amorfos de dimcn­

sion<llidad de red igual a dos. Los espectros Raman de rstos materiales nos sirven 

para conocer los modos vibracionalcs y ln.'i intensidades de estos modos, en función de 

la oxidación de la. muestra. Además se pueden idenlificar Jos modos de estiramiento 

(slruhing) y de dcsdoblarnicnto, (beudi119) comparándolos con los modos de sus respcc-
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Figurn. 5.13. Dibujo que muestra cndenas lineales que se unen e\•cntualmcutc por medio de los "cro!.s 
lmA:I', fommndo rt•dcs biclimcnsionale8. 

tivos silicatos a.morfos hidrogcnados. 

Sin embargo, la alta oxidación de estos materiales, nos impide comparar su espectro 
Ramnn con los espectros fonónicos obtenidos de nuestro modelo. Esto debido a que la 
alta intensidad de oxidación produce una polarización también altn y la comparación 
del espectro Raman con la densidad de estados r<'sulta inadecuada. 

Hemos seleccionado al sist<~ma amorfo (Si.rGc1_,..)S 2 125l, con el fiu de destacar algu­
nas características cualitativas de su espectro llaman, en comparación con los espectros 
fonónicos de nuestro mm.Ido. Las prnpicd.i.<les físicas y las aplicaciones tecnológicas de 
este tipo de materiales son interesantes y se corncnt.i.n algunas,, continuacicin. 

Se han realizado estudios para conocer la relación de ht sustitución isoclcctrónica 
de estos semiconductores sólidos amorfos con sus propic<ladcH clectró11ic<1.s. Uno de los 
usos más frecuentes de esta técnica de sustitución isoclectrónica es estudiar la estructura 
atómica de algunas redes vítreas vía especlroscopía Raman. Estos espectros llaman 
han evidenciado un orden a corto y medio alcance en C'slc tipo ele• calrogénidos, (SiS2 ) 

y (SiSe2 ) ; particularmente en los vidrios de (SiS1) cuya estructura molecular consiste 
de cadenas lineales orientad,"\.S al aZi'l.f con vértices tetraé<lricos compartidos. En este 
ca.so se puede considerar que, con una rcnormalizacil-ln adecuada, la estructura estaría 
formada de redes moleculares que ¡¡e interrumpen eventualmente. Nos interesa resaltar 
la forma tan semejante ele los espectros llaman de estos materiales con los espectros 
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Figura 5.M. F..spcdros Ramnn de los vidrios (SirGe1-z)S2 

fonónicos de nuestro modelo teórico. 

La figura (5.M) muestra el espectro Haman del sistema (SirGc1_z)S 2 a tempera· 
tura ambiente. En este espectro se pueden notar principalmente dos líneas; la primera 
llamada línea del modf) bitetraédril; asociada al estiramiento simétrico de los cua· 

tro átomos calcogénidos extremos, que se encuentran dentro de la unida<l bitctraedral 
del Sb(Se1n)8 • Esta línea C!I consecul!ncia <lcl orden a medio alcance característico 
de este material. La otra línea importante es la conocida como ucompanion fine n 1 

relacionada con la sustitución isoelcctrónica de germanio por silicio. Estas lineas se 
observan también en los espectros fonónicos que tenemos cu nuestro modelo. 

Los vidrios cakógenos con gt.•mrnnio, por ejemplo C:t.•:r y Si-ri proveen uu ejemplo 

sencillo de tm sistema donde existe un cambio de la dimensionalidad como función de 

la concentración de germanio. Los átomos calcógenos forman cadenas lineales y tal vez 
anillos, así que la dimcnsionalidad del sólido se encuentra. cercana a uno (fig. {5.15a.)). 
Al agregar átomos tctraédricos en estas estructuras se presentan "cross links " entre 
las cadenas, (tal como se ilu:-;tra en la figura (5.15b)) con lo que la dilnensionalidnd del 
sólido crece. 

Desafortunadamente, este proceso no es muy claro en este tipo de sólidos, debido 
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Figura 5.15. a) Esquema de un sólido amorío calcdgeno formado de cadenn.a y anillos unidos por 
fuerzas débilC!I de Van dcr Waals. b) Al agreg1u un ñlomo telra!!drko ee cnmbia ta dimeneionalidad 
por medio de "ero.!-' linb". 

Figura 5.16. Espectros llaman del SirSe¡_" p;ua :e< 0.33. 

a que los átomos de germanio presentan una tendencia. n. aglomerarse y los espectros 
vibracionalcs son bastante cornplicados1 detectándose picos provenientes de enlaces Ge­
Gc, Ge-S y S-S lo cual hace difícil el análisis. 

Un sistema menos complicado es el Si.1:Se1_"' !Wl, ya <¡ue a bajas concentacioncs de 
silicio (por deba.jo <le la cstequiomctría x = 1/3) prácticamente no se detectan enlaces 
Si - Si. En la. figura. (5.16) se muestra el espectro Ha.man de este compuesto para 
concentraciones por debajo ele la. cslcquiomctría. Estos espectros fueron cxtraidos de 
los artículos de S. Susman, R. W. Johnson, D.L. Price, and K.J. Volin1261 (lntennediate 
Range ordcr in (Si.r:Sc1_r) glassc.~) y el de James E. Griflithsfn) (cross linkcd chain­
clustcr modcf for low dimensional (SirSc1 _,,) inorganic polimcr gfasscs). 
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Figura.5.17. a.) Cadenns de tetraedros en el compucstoestcquiomélrico SiSe;,. b) Biíurcación ocasional 
de las cadenas en el mismo compuesto. 

El pico a w :::: 255 cm-1 se atribuye nl enlace Se-Se formando cadenas linea.les. 
Obsérvese que para x = 0.120, el espectro es parC'cido a.l espectro Canónico de una 
cadena lineal. Este pico se recorre a frecuencias más altas cuando x crece, debido a 
que empiezan a afectarlo enlaces Si-Se. Un nuevo pico aparrrc alrededor de 230 cm- 1 

que se identifica con las vibraciones Si-Se. Es importante notar el pico a 2•10 cm-1 , 

que corresponde a vibraciones Si-Se en tetraedros que comparten una arista. Es debido 
a esta estructura en el espectro que el compuesto estequiométrico esta formado por 
cadenas de tetraedros que comparten aristas (Hg. (5.17a)). 

A diferencia del Ge-S, no existen indicios de enlaces Si-Si por debajo de x = 1/3, 
adcmM esta tendencia de formar cadenn.s de tetrncdroi:; es la que impide formar un vidrio 
tridimensional como el SiO:z. En la figura (5.l7b) se muestra una posible bifurcación 
de cadenil.'I que se lleva a cabo sin cambiar In estequiomctría del vidrio. Este hecho nos 
permite afirmar que la dimensionalidad del sólido c~tcquiométrko ('s mayor qne uno, 

pero la ausencia de enlaces Si-Si previene un aumento <lr<Í.slicu <le la dimensionalidad. 

En la figura (5.18) se muestran espectros llaman pati\ concentraciones ligeramente 
mayores a la cslequiométríca x :::: l /3. 

Obsérvese que el pico en los espectros tetraédricos de Si-Se que comparten una 
arista disminuye, y que aparece una característica totalmente nueva a w = 203cm-1 

para x > 0.369. Este pico se asocin con enlaces Si-Si, que produce un aumento rápido 
de la dimensionalidad del vidrio. 

En la figura (5.19) se esquematiza este cambio ele climcnsioualiclad. Obsérvese que el 
espectro para x :::: 0.4 muestra bastante parecido al especlro de una red cuadrada, con lo 

cual podemos inferir que alrededor de x = 0.36 existe una transición ele dimcnsionalidad 
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Figlua 5.18. Espectro Raman del Si,.Se1-~ con~> 0.33 

Figura 5.10. Modelo de un "cru ... ,, linJ." entre cadenll.8 lclrahédricas ¡iam el compuesto Si,.Se1-• eon 
z > 1/3. J,a existencia. de cnlnces Si-Si hace posible esta configurnción, que cambia la dimensionalidad 
del vidrio, haciéndola. más cercana a dos, cu forma similar a la expuesta en la fig. (5.15). 

parecida a la estudiada en nuestro modelo teórico. 

Otro hecho experimental que apoya nuestro modelo teórico es el comportamiento 
de los puntos de amplitud media para los modos colectivos de baja frecuencia (figura 
(5.16)),f27J que se comportan como la raíz cuadrada de la concentración en concordancia 
con las predicciones de nuestro cálculo para desorden en una dirección (fig.5.2). 

Este es el modelo estructural para el Si.rSei-z conocido como (the cross linkcd chain­
clu.stcr mode/) propuesto por James E. Griffiths en el artículo ya mencionado antes. 
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CONCLUSIONES 

En esta tesis se ha propuesto un modelo teórico para estudiar una rc<l bidimensional 
con desorden no aleatorio y alea.torio en las constantes de la fuerza. El hamiltoniano que 
se usó, fue el de Born, resultado de alguna... aproximaciones, tales como la aproximación 
adiabática, la aproximación armónica y la aproximación a primeros vecinos. 

El método de las funcio11es <le GrPcn resultó una hcrra1nicnta v;:lliosísim;:i. en el cálculo 

de los espectros fonónicos para los dos casos de desorden; puesto que el teorema de la 
densidad espectral nos proporciona una relación 1n;ücmática de cstns funciones con la 
densidad de estados. La ecuación de Dyson fue otro de los instrumentos que significó 
de gran ayuda, ya que nos proporcionó la función ele Grcc11 del sistema perturbado, 
(sistema desordenado) en términos del sistema ¡wrfccto u ordcn<tdo, cu este caso fue la 

red cuadrada. 

De carácter introductorio fue el cBtudio efo la rccl rectangular, que representa, el caso 
de desorden no aleatorio. Esta red se construyó eliminando enlaces en forma ordenada. 
en la red cuadrarla, es decir, cada n veces se di111inaba un enlace vertical, de tal manera 
que los clcmento:.i de esta nueva red fueron pcqueilos rccl<Í.ngulos. Para el caso n:::: 11 

por ejemplo se tenía una red con elementos cuyo lado horizontal fue el doble del lado 
vertical, Se encontraron fórmulas ele rccurrencia para la constante <le la fuerza, que 
nos sin•ieron para escribir la rcl,'\ción de dispersión y calcular la función de Green para 
esta red. Esta función resultó ser una modificación de la función ele Green para la red 
cuadrada, pero incluye nuevas constantes de la Ítlerza renormalizadas. 

Se obtuvieron csµcclros fonónicm; para di!-!tinlos casos de rc<les rectangulares (n = 
11 n = 2, n = 3, n = 10 y n == 50)¡ doudc n fue el m'1mcro de enlaces eliminados de 
la red cuadrada. Los casos de n = O y <le n tcu<licn<lo al infinito1 que corresponden 
a las condiciones límites de la red cuadrada y de la cadena lineal se satisficieron con 
exactitud. Para los casos intermedios se obtuvo espectros con n picos. Esto fue porque 
los elementos horizontales de la red rectangular equivalen a tener cadenas lineales finitas 
de• n masas. El resultado rnás intrresante: ('ll el l'stuclio de la rNl rectangular se obtuvo 
en el hecho de que, aunque el número de enlaces verticales tienda a cero, los modos a 
bajas frecuencias mantienen el rnríl.ctcr bidimensional y el paso a la unidimensionalidad 
no se logra sino exactamente en el límite infinito. 

Para el caso de desorden aleatorio, el modelo propuso que la eliminación de enlaces 
de la red cuadrada se aplicara al azar. Esto implicó un problema de mucl10s cuerpos, 
que nos condujo a elegir la teoría de campo medio, especificamcnte 1 las técnicas de 
Aproximación de un Solo Sitio del VCA y CPA. 
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Se realizó un estudio comparativo de estas técnicas para desorden aleatorio, en una 

sola dirección y en las dos direcciones a tra.ves de los espectros fonónicos obtenidos de 
estas técnicas. Esto se pudo realizar manipulando la ecuación de Dyson 1 para obtener 
la función de Green adecuada para cada caso. En el caso del CPA, se obtuvo un grupo 
de ecuaciones acopladas que involucraron la función de Green del sistema perfecto, la 
función de Green del sistema real, y In constante efe fuerza A del medio efectivo. 

Esto implicó calcular el valor de A en forma auloC'Onsislrnle lo que naturalmente se 
resolvió a través de un ciilculo nunu:rico, que arrojó una precisión en la convergencia 
de 1/105 • En el cálculo numérico se lomaron 100 puntos en un intervalo de frecuencia 
de cero a 3.5. 

Tanto en CPA y VCA se verificaron plenamente las condiciones límites¡ es decir, 
para desorden en una dirección y cuando la eliminación de enlaces tendió al infinito, 
se recobró el espectro fonónico de la cadena lineal ordenada y cuando la eliminación 
de enlaces fue cero, se tuvo el espectro <le la rc<l cuadrada. En el caso de desorden en 
dos direcciones también se confirmó el espectro fonóuico de la. red cuadrada cuando la. 
elinúnación d1) enlaces tendió a cero1 ct1ando tendió al infinito se obtuvo una curva muy 
diferente al espectro de la red cuadrada, quf! significó ltmer ii.lomos aislados. 

Para desorden en una dirección se pudo apreciar notablcmcnle los espectros fonónicos 
de los casos de <limcnsionali<lad intermedia. Puesto que al suprimir enlaces en una di­
rección, se originó el transito de dos diincnsiones a una climcnsion en forma suave. Estos 
espectros mostraron la. evolución paulatina de los picos de la red cuadrada al pico de 

h~ cadena lineal, como se discute en el Capítttlo cinco. 

Se encou tró que la técnicl.li del VCA siempre conserva el caracter bidimensional, como 
lo muestran los espectros fonónicos, cuando se estudio el desorden en una dirección, en 
cambio se vio que el desorden simulado por la técnica del CPA predice un cambio en la 

dimensionalidad 1 ya desde una concentración intermedia de enlaces eliminados al azar. 
Es por esto que se puede concluir, que es ma. .. <; couvcnicntc usar CPA para examinar 
problemas de transición de dimensionalida<l. 

Teóricamente se <lcmosl1·ó con <iyu<la <le los <liagrnmas <l~ iuleré\n:ión (Apéndice A3) 
que el CPA, es una técnica más poderosa que VCA en el estudio del desorden. Estos 
diagramas se obtuvieron a partir de la ecuación de Dyson. Se observó que estas técnicas 
esencialmente consisten en sumar al infinito en forma exacta, determinados tipos de 

términos de esta ecuación. De hecho se mostró que los términQs de interacción cruzada. 
son los únicos que excluye CPA. En cambio se vio que VCA considera sólo los eventos 

de dispersión múltiple estadística.mente independientes. 

En este trabajo se han manejado conceptos interesantes de la física teórica1 como 
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son: c1 desorden aleatorio y la transición de la <limcnsionalidad, específicamente nos 
interesó la relación p:::::::: wd-t, donde des la dimensión, que nos proporciona una. relación 
que nos conecta la dimcnsiona.lidad con propiedades físicas, como son la densidad de 
estados p y la frecuencia w. Sin embargo, no se perdió de vista la aplicabilidad directa 
del modelo en estructuras moleculares reales. Elegimos al sistema. vítreo Si~Sci-r· 
Como el sistema real, ni cual podemos aplicar nuestro modelo. Esto se rcali'ló a través de 
comparar los espectros Raman de estos polímeros con los espectros fonónicos de nuestro 
modelo. La concentración x en este sistema mokcular corrc1;pon<lió a la concentración 
de defectos de nuestro modelo representados por la eliminación de enlaces. SP encontró 
entonces que dichos espectros presentaron formas y comportamientos muy semejantes 1 

y que las condiciones límites también coincidieron. Con lo cual se puede concluir 
que el modelo de red de dimensión intermedia1 formado de cadenas lineales enlazadas 
eventualmente por medio de los cross links, puede aproximarse a la estructura molecular 

de este material. 

Obviamente el sistema real es mucho más complicado que este modelo sencillo pre· 
sentado aquí, pues debían también existir efectos de desorden en las masas. Pero es 
sorprendente el grado de concordancia cualitativa entre la teoría y el experimento. 

En resumen concluimos que nuestro modelo puede proporcionar una idea simple 
pero esencial, al disei10 de modelos teóricos aplicados a estructuras moleculares reales. 
No obstante, pensamos que para lograr una concordancia cuantitativa, se tiene que 
modelar el sistema específico con su estructura cxacta1 sin una. red cristalina de base. 
Esto escapa a nuestros propósitos, ya que el esfuerzo computacional del CPA sería 
enorme y el resultado no aportaría nueva física al modelo. Sin embargo, podemos 
concluir que nuestro modelo representa la simplificación más adecuada al problema de 
transición de <limcnsionali<la<l en sólidos, 

Por otro lado apreciamos que la metodología seguida aquí puede aportar algunos 
lineamientos importantes en el estudio del desorden en general. 
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APENDICE Al 

ESTUDIO COMPARATIVO DE LAS APROXIMACIONES DE UN SOLO 
SITIO A TRAVÉS DE UNA TÉCNICA DIAGRAMÁTICA 

Con el fin de tener una idea más clara del tipo de aproximaciones usadas para el 
estudio del desorden, es conveniente visualizarl<Lc; por medio de técnica.e; <li;1grnmáticas(8l, 
Hemos elegido la que discuten en su artículo ll.J. Elliott, J.A. I<rumhansl y P. L. 
Lcathl71, basados a su vez en artículos prcccdcnlcs de Lcath[28 •29l, J.S. Langerl301 y de 
R.J. Elliott, D.N. Taylor131 1. 

La ecuación de Dyson se puede desarrollar en términos crecientes de potencias de 
la perturbación, y entonces cada término de la expansión se puede representar con un 
proceso de dispersión diferente. Lo que nos proponemos en esta sección es caracteri~ 
zar el tipo de proceso de dispersión con diagramas. Entonces la aproximación usada 
(VCA,ATA, o CPA)i se puede identificar con los términos de la suma de la. expansión 
de Dyson que se ha.n escogido en cada caso. Consecuentemente sabremos los tipos de 
interacción que scran considerados en cada aproximación. 

Los resultados para la función de Green y para. la autocncrgía del VCA y del CPA 
obtenidos en los capítulos anteriores, se comparan con las se obtienen con la ayuda de 
esta técnica de diagramas. Se comprueba entonces que coinciden. Tanto en esta técnica 
como en los métodos de aproximación de un solo sitio, se han realizado sumas infinitas 
y exactas, aunque parciales. 

Reescribimos primeramente la ecuación de Dyson expandida. De la ecuación (3.7) 
tenemos, 

G = Go + GoVGo + GoVGaVGo + · · ·, 
o bien, explícitamente para cada elemento de matriz, 

< nlGlm > = G(n,m) = Go(n, m) + L:Go(n,t)V,Go(t,m)+ 
t 

+ EL:Go(n,t)V,Go(t,e')V,•Go(e',m) + ···· 
t " 

(Al.!) 

(A!.2) 

La rcprescntacion diagramática correspondiente a esta expresión debe contener to­
dos los eventos posibles de dispersión. Hasta cuarto orden todos los diagramas que se 
tienen son como en la figura (Al.1). 

La forma de leer estos diagramas es como sigue: 
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Figurn ALI. DingrnmM pO!liblcs en In ecuación de Dyson ha11ta cuarto orden. 

El propagador real, desde el 1:1itio n al sitio m; es decir, la. función G(n, m) esta 

representada. por: > 
El primer cliagrnma del ~cgundo miembro dd esquema de 111. figura (Al.1) que corres­

ponde a Go(n, m), no tiene ninguna dispersión, es dl•cir, el propagador viaja libremente 
del sitio n al sitio m. 

En el segundo diagrama ya se tiene una dispersión única debida a! potencial Vi en 
el siLio l y representada por un circulo en el diagrama. Ac¡uí el propagador viaja del 

sitio n al sitio l donde se dispersa por la prriiencia de Vi. Los <lemas diagramas que 
aparecen en el primer renglón de esta figura, representan interacciones de este tipo, esto 
es, interacciones en las cuales el propagador va viaj;u1do de un sitio f. a otro diferente 
l'1 siendo afectado en cada sitio por un potencial distinto Vt•. 

Además existe la posibilidad de clispersion mtiltiplc por el mismo sitio, tal es el caso 
de diagrama.e¡ del tipo de la figura. (Al.2). 
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Figura Al.2. Tfp;,-ci~-.. disgf&"nl&i.iedisPC"rlfdn múltiple. 

Figura Al.3. Tipos de dingrl\mM que se con11idcran en VCA. 

Probaremos que pnra VCA loN tipos de diagramas que se toman en cuenta, son 
wmo los mostrados en la figura (AI.3). 

Este caso equivale a la aproxirnadón cincmátic,"\ ~n troría de di!1pcrsioncs, e!I decir, 
no se toma en cuci1ta. la interacción dinámica de las pn..rtfculns dispersadas, 11i110 que los 
eventos de dispersión m1'iltiplc se toman estadísticamente iudcpcndicnte:i. 

Procedemos a sumar los términos de la ecuación (A 1.2), que estén representados por 
los diagramas de la figura (Al.3), que son los que contribuyen aJ VCA; en consideraci6n 
a esto, la. ecuación de Dyson (Al.2) se reducen a: 

g = Go(n, m) + L Go(n, l)ViGo(l, m) + L L Go(n, l)ViGo(l,l')V,.Go(t', m)+ 
l l ,. 

+ LLLGo(n, l)V,Go(l,l')VeGo(l',l")V/'Go(t",m) + · · ·, (A!.3) 
t l' , .. 

esta expresión se factoriza. y se tiene que, 

g = Go(n,m) + :[Go(n,l)V,Go(l,m) + ¿Go(l,t')V,Go(l',m)+ 
l l' 
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+ L;L;Go(l,l')V,•Go(ell';l'')V,uG~(l'',rn))+ .. ., 
i'_.·t"-.. ' ' . - , 

(Al.4) 

·por tanto 
'1(n,,,;) = Go(n,m)+L;Go(n,i)V,'1(t,m); · (Al.5) 
.::,' ~ - ... -' - - -:. -. -:- . . t - - - - -. -. - -· 

pero ya que las Vt san i~depcndi~ntes del sitio t y todas iguales a·~ en '"e sitios pc~tUr-
br.dris1: tCp.Cffios,- . . --.. --

!l(n,m) = Go(n,m) +c.ó.L;Go(n,l)Q(t,m), (Ai.6). ,. 
dondé la notación primada significa iomar sólo aquéllos sitios t. con dcf~ctos. En forma -
matricial (Al.6) es; 

g = Go + cll.Go!/, (Al.7) 

que es precisamente la expresión para VCA dada por la ccuación(3.24)1 entonces, 

GvcA;; g = Go + GoEQ, 

donde, 
E= e~, 

que es el resultado que se quería demostrar. 

(Al.8) 

(Al.9) 

Por lo tanto podemos definir un nuevo propagador G, dado por la expresión {Al.8) 
con esta. aulocnergía E (ecuación (Al.9); donde se han considerado lÍnicamcntc inter­
acciones en la.5 que existe un potencial distinto para cada sitio. Este nuevo propagador 
lo hemos representado por una barra horizontal con líneas intermedias verticales, tal 
como se observa en la figura {Al.3}. 

En el ca.so de la aproximación de ATA, los diagramas que se proponen son del tipo 
expuesto en la fig. {Al.4}. En este esquema los diagramas que se consideran representan 
interacciones m1íltiples en el mismo sitio. 

De estos diagramas para ATA vemos que en la ecuación de Dyson (Al.2), debemos 
considerar solo términos en \ll con la misma f, es decir; 

G(n, m) = Go(n, m) + I;(Go(n, l)V,Go(l, m) + Go(n, l)V,Go(l,C)V,Go(l, m)+ 
l 

+Go(n, l)V,Go(l,l)V,Go(l,l)V,Go(I, m) + · · ·), (Al.10) 

entonces, 

G(n, m) = Go(n, m) +E Go(n, l)[V, + l~'Go(O)+ 
( 

+V,'Go(O)' + v,'Go3(0) + · · ·)Go(f,m), (A!.ll) 
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Fi~uia. Ai.4.-: DiaP,:~inaa que repreacnt.8n términos en In ecu11ción de Oyson que contribÜyen o. ATA. 

o bien, 

G = Go(n, m) + (1/Go(O))( E Go(n, l)[V,Go(O)+ 
l 

+V,2Go(0)2 + l'3Go(O)' + ... ¡Go(C,m)), 

donde, 
Go(O) = Go(l, l), 

esto es, 

G = (1/Go(O))( f; Go(n, C) L[ViGo(0)]1Go(n,l)) + Go(n, m), 
j=l l 

si realizamos la suma infinita sobre j, se tiene, 

G(n,m) = Go(n, m) + L;Go(n, f)V,[1 - \',Go(O}t 1Go(l, m), 
1 

esta ecuación en forma matricial es, 

G = Go + Go < T > Go, 

{Al.12) 

(Al.13) 

(Al.14) 

(A.15) 

{Al.16) 

donde Tes Ja matriz de dispersión, que vale cero en los sitios sin defecto y vale, 

1 = ó./(1- ó.Go(O)), (Al.17) 

en sitios con defecto, de manera que, 

có. 
< T>= et= 1-ó.Go(O)' {Al.IS) 
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pero de la ecuación (3.9) sabemos que, 

··a;,;_ Go+GoEG, (Al.19) >:.··- ;,· .. · _..,,. ,' 
por lo.tan'to; de ,~tá~~ltim_~ ~xp.f~ión y de la expresión (Al.16) tenemos que, 

E=TGoa-1 ,· (Al.20) 
- ·.. : . :. '--. . .. :"•'.'. ~ - --~ :· - . 

-~i coriSid~.r.!':~~-~~-.~~~~~~~~·~~ (Al.)6) para a-1 , esta expresión nos queda 

E=< T > (l+ < T > Go(0})-1
, (Al.21) 

si ahora tomamos el valor de< T >de la. ecuación (AI.18) tenemos finalmente, 

E= ct/(1 + ctGo(O)) = cl:./(1 - (1 - c)L:.Go(O)), (Al.22) 

que es la autoenergía de ATA, (ecuaciones de R.J. Elliott, J.A Krumhansl, P.L. Leath[7l, 

En consecuencia, podemos afirmar que esta aproximación es mejor que VCA. Esta 
última proporciona. buenos resultados en el caso de pequeñas perturbaciones. Sin em­
bargo, ATAl111 toma en cuenta términos mas complejos, los que corresponden a inter­
acciones repetidas en un sitio. La condición que se pide, es que la concentración de 
defectos sea baja, de tal manera que se puedan despreciar los efectos de conglomerados 
(clustcrs). 

Para el CPA se propone que la expansión de Dyson (Al.2) debe estar representada 
por los diagramns de la figura (Ai.5). 

Estos diagramas son del mismo tipo que los de ATA, pero con un nuevo propagador, 
esta vez, el definido por G e~ la ecuación (Al.8}. En la figura (Al.5) se ha dibujado 
este nuevo propagador como una barra horizontal con lineas verticales. 

Cada diagrama dibujado con este nuevo propagador incluye un número infinito de 
diagramas, que son la combinación de los diagramas del nuevo propagador con los 
diagramas de intcra.ción de un solo sitio que vimos para ATA. Por ejemplo, el tercer 
diagrama queda desglosado scgtin se puede apn'cÍar en la figura {Al.6). 

Por lo tanto tenemos que la autoencrgía para el CPA debe ser, 

E= L:./(1 - (1 - c)L:.Q). (Al.23) 

donde el propagador Gvicnc dado por la ecuación (Al.8}, esto es, 

E= el:./(! - (1 - c)L:.!1/(1 + EQ)), (A.24) 

o bien, 

E(l - (L:.- E)Go) + cL:.EGo =et.+ cL:.VEGo, {Al.25) 

66 



b CPR 

+ 

Figura Al.&. Di¡gr811Ul8 q~-e representan !ns intcraccion~, que se toman en cue;;-ta cn._CPA donde el 
nuevo propagador es el definido en In. ecuación (Al.S), y está representado por la barra horizontat 

Figura. Al.6. Desglose del tercer diagrama de CPA. 

pero ya que, 

finalmente tenemos que, 

Go=Q=-9-
l+EQ 

E= ct;./(1 - (t;. - E)Go 

(Al.26) 

(Al.27) 

que es la autoencrgía. del CPA, necesariamente autoconsistentc y congruente con la 
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Figura Al.7.' Ejemplo d~' diagrama dC·"inlcr~CdonCs anidadas que s{ inélliye el CPA. 

Figuro. At.8. Diagrama cruzado de orden mas bajo, no tomado en cuenta por CPA. 

expresión que teníamos en (4.25). 

Se puede observar que el CPA considera muchos mas diagramas que en las antc.riorcs 
aproximaciones. Particularmcnte1 se tiene, que se considera otros tipos de diagramas, 
como el que se dibuja en la figura (Al.7), es decir, el CPA incluye diagramas anido.dos. 

De hecho se puede obscr\'ar que hasta la aproximación de tercer orden el CPA es 
exacto, puesto que <le los 2·1 diagramas posible,<; dibujados en la figura (AI.1)¡ sólo se 
desprecia uno de cuarto orden, que involucra interacciones repetitivas cruzadas. Este 
tipo de interacciones son las que no se permiten en el CPA, puesto que conlra<liccn la 
condición de dispersión cero para el medio efectivo. La. figura {Al.8) nos muestra el 
diagrama en cuestión. 

68 



APENDICE A2 

DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO DE LAS 
FUNCIONES DE GREEN PARA FONONES EN TÉRMINOS DE 
LOS OPERADORES DE MOMENTO Y QESPLAZAMIENTO p Y Ü 

Si consideramos en general, A y B dos opf'rador<'s dr~ Ifoiscuherg y calculamos la 
derivada de la función de Green retardada (l. 7), tenemos, 

i/1(8/8t)G, = ih(ii/Dt)(0(t- t') < (A,BJ >) 

= 2ir8(t) < [A,JJJ > +0(t - t')(ii/iit)(AB - EA) 

= 2ir8(t) < [A,JJJ > +0(t - t')A(ii/iit)B + 0(t - t')(ii/iit)(A)B­

-0(t - t')B(iiA/iit) - 0(1 - t')(iiB/éJt)A. 

(A2.I) 

(A2.2) 

(A2.3) 

De enta liltima expresión se cancelan los términos con 8B/8t puesto que se están 
calculando ~n t = O, pero a<lcnul.s si usamos las ecuaciones de Hcisen bcrg tenemos, 

iñ(ii/iit)G, = 2ir8(t) < [A(t),B(O)J + 0(t-t')(A,1iJ-O(t -t')B(A,1i], (A2.4) 

donde 1i es el hamiltoniano1 entonces, 

iñ(ii/iit)G, = 2ir8(t) < (A(t),B(O)] > +O(t - t')[[A(t), 11}, B(O)J >, (A2.5) 

o bien 

ih(ii/at)G, = 2ir8(t) < (A(t),B(t)J > + << A(t), ?í; B(O) >>. (A2.6) 

Esto es, obtenemos una cadena de funciones acopladas para la función de Green 
retardada. En µarticular si aplicamos este resulta.do a los operadores de momento y 
desplazamiento p y U , tenemos que si se calcula la derivada de la funcion de Green 
<lczplazamicnto-<lesplazamiento retardada !iC tiene que, 

ili(ii/iit)G,,,.(l,C',t) = ih(ii/8t) << U(l,t);U,.(1,0) >> 

= 2ir8(t) < (U,(l),U,(C')J > + << [U,.(C,t),1iJ;U,•(l,O) >>, (A2.7) 

pero debido a que los desplazamientos U0 Ua! conmutan y lomando en cuenta las 
ecuaciones de Hcisenbcrg tenemos que el segundo término queda, 

O+ ih << p,(l, t)/M,(l); U,.(C',O) >>, (A2.8) 
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si calculamos nuevamente la derivada con respecto al tiempo, 

iñ(éJ2 /0t 2)(G(l,l',t)) = iñ(O/é!t)( « P.(t, t)/M.(l); U.(l,O) ») = 

= 2iró(l) < [P.(t)/M.(l), u.(l')] > + « [P.(t,t)/M.(l), 1t]; u.(t', O)». (A2.9) 

Por el resultado de Ja. ecuación (A2.4) 1 podemos escribir, 

ih(éJ/Ot) << p.(l,t)/M.(l); (l',O) »= -2~i/i/M.(l)ó(t)ó ••• óu•­

-ili/M.(t) ¿: ifl •• o(t,l'') << u ... (t,t);U(t,o) >>. 
a"l" 

(A2.10) 

las ecuaciones (A2.4) y (A2.10), son las ecuaciones de movimie~to para-18.s funciones 
de Green. 
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APENDICE A3 

TEORÍA DE LA DISPERSIÓN RAMAN EN LA APROXIMACIÓN DE 
FONONES Y DE LA POLARIZACIÓN DE ENLACE LOCAL. 
DISPERSIÓN RAMAN Y DENSIDAD DE.ESTADOS 

Desde el punto de vi:'lta mirroscópico ne pueden distinguir en rcnlirlad, variog procc~ 
sos involucrados en la dispersión llaman. El modelo de fononcsl3JI nos proporciona la. 
siguiente explicación: Un folón incide sobre el sólido excitando a los electrones, éstos 
a su vez interaccionan con los fonor1cs de la red, entonces los electrones regresan a su 
estado base emitiendo un fotón que es el que se detecta. 

La interacción de los electrones con la red puede ser elástica o inclá.stica. Si es 
inelástica y la frecuencia de vibración es del orden de las vibraciones cuyas frecuencias 
caen dentro del centro de la primera zona de Drillouin del cristal 1 se tiene la dispersión 
de Bril\.Juin y si en cambio se involucran fononcs ópticos en el centro de la zona se tiene 
la dispersión Raman. Además, si el electrón absorbe la energía. del fonón de la red, es 
una dispeniión del tipo Stoke:> y en el caso contrario cuando el electrón cede energía a 
la red, es del tipo Antislokcs. El cálculo mec.-inico·cuántico de la sección transversal 
de la dispersión Ramnn, a partir ele primeros principios, sólo se tiene para algunos 
casos particulares. Es por eso que se recurre teorías fonomcnólogicas para encontrar 
la sección transverHal en muchos de los ca.sos. El uso del grupo teórico de simetría de 
excitación, es el concepto clave en este tipo de teorías, puesto que reduce los parámetros 
que determinan la corrcl.ición entre los vectores de polarización y propagación con la 
radiación incidente y dispersada. 

En el uso del grupo de simetría, se introduce el tensor Rarnan de rango dos, que 
conecta el campo eléctrico incidente con el campo eléctrico dispersado. Este tensor se 
puede cxpandcr en series de potencias con respecto a las coordenadas normales de los 
íononcs, para obtener tensores Raman de primero segundo y tercer orden, cada uno de 
los cuales nos conduce a distintos tratamientos fenomenológicos, tal como el debido a 
Wolkenstcinl33.J.1l, que precisamente se revisa aquí. Este tra.lamiento supone que cada 
enlace tiene una polarizabilidad. La suma de estas polarizabilidadcs de ca<la enlace nos 

da la polarizabilidad total molecular. Si se realiza una expansión de la polarizabilidad 
respecto a las cocrdenadas normales de los fonones, se puede obtener el tensor Raman a 
través del conocimiento de la estructura de bandas y la constante dieléctrica del sólido. 
Por todo esto se tiene que: 

En este modelo de fononcs se considera al fonón como una deformación estática de 
las moléculas. Dentro del tratamiento de modos normn.lcs de vibración caracterizado 
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por el dcsplaza~ento ~e ~ átomos con dependencia temporal éw(k)i, donde w es la 
frecuencia del -nl.od;, n~rmal x, y u las amplitudes, entonces tenemos¡ 

M¡u¡(Wk,t) = f¡{e-i""{k)i + C¡Cé""(k)t, (A3.1) 

donde e¡ fe¡)rcsentan los eigenvcctores del modo vibracional, que cumplen con: 

t11,\'=1. (A3.2) 
i=l 

Conjuntamente con este modelo, aplicamos la aproximación de polarización local, 
o cuasiestática, o adiabática, la cual supone un dipolo de radiación con una frecuencia 
w,1;; muy pequetia comparada con las energías electrónicas de los átomos. Este dipolo 
con w,1;; pequeña y, como ya se dijo, tomando el tratamiento <le modos normales, nos 
permite cxpandcr al tensor de polarizabilidad a(w,1;;,x) en potencias de x, esto es, a 
segundo orden tenemos: 

(A3.3) 

Por otro lado, tenemos de la teoría clásica de la dispersión ele la luz, que la energía 
de radiación emitida. por unidad de tiempo 

d'W - w• \ . M \' 
dtd(l - (4,,.<o)2c' «. ' (A3.4) 

donde d{l es el elemento de angulo .sólido c0 la permitividad, e la velocidad de la luz, 
id el vector unitario de la luz dispersada y Af el momento di polar inducido expresado 
por: 

Al= o ·h · f-(, (1\3.5) 

donde E, es el campo eléctrico incidenLc y i.L el vector unitario de la radiación incidente, 

entonces (A3.4) nos queda¡ 

d' W ¡¡• 1 • • I' E' 
dldw = (4.-)2 c3<o '" 0 

"L 'L· 
(A3.6) 

Para tener la sección transversal diferencial <le dispersión, dividimos entre la energía. 
total incidente por unidad de área y tiempo que es: 

(A3.7) 
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por lo tanto¡ 
á'u w' ¡ · . I' 

dtdíl = (4~<o)2 c' '' ''" 'L ' 
(A3.8) 

donde podemos reemplazar a a por la expresión de la ecuación (A3.3), entonces la. 

sección transversal para ladispcrsión por un fonón es; 

::d~ = ¡4~~.'l'"' 1 ,, · (aatae¡. <L I'< ec > STOI<ES , (A3.9) 

:::n = (4~:;,c' 11; · (8a/8C) · <i I'< {"{ > ANTISTOI<ES, (A3.10) 

donde<> representa el promedio termodinámico del estado base de la molécula. Estas 
son lM ecuaciones para la dispersión en el caso de un solo fonon. En la aproximación 
que estamos considerando cada enlace es como un dipolo, la dispersión total es la 
superposición de las radiaciones emitidas por estos dipolos. Por lo tanto, la sección 
transversal es proporcional a: 

S = :::n ex :~:;e•t••-•m>(1, · 8atf0(1 · <i) <Mi > (i, · 8a,/8(t/8(m ·fil", (A3.ll) 
l,m 

donde (Ot - Om) es la diferencia de fase de las radiaciones del dipolo en el sitio l y en 
el sitio m, y donde Ctt es la polarizabilidad en el enlace i y a 111 la del enlace m. 

Pero el factor < (t(l > se puede interpretar como la función de correlación entre 
el modo e y el modo e·. Por lo tanto, Re puede escribir como la función de Green 
Gtm(w) =<<«ti «m >> desPla.za.miento-dcsplazamienlo con lo cual se tiene: 

S = d~:n ex -wn(w)Im :Leiol••-•ml(1; · '\la1 · 11)G(f, m){1; · '\lam · iL), (A3.12) 
l,m 

aquí q = kt - l·m es el vector de dispersión, n(w) el factor estadístico para fonones. 
Volviendo a },i. ecuación (A3.3) tenemos que la actividad Raman reducida (S/h(w)), 
(donde h(w) es el factor lérmico), es proporcional a: 

{A3.13) 

debido a que q ,....., O para la luz, comparada con los vectores de onda de la red. Aquí Ct 
y Cm son los términos dentro de los paréntesis grandes en la ecuación (A3.12). 

Además, si se toma un modo de polarización átomica local y se considera que los en­
laces son ciündricamentc simétricos, (y despreciado contribuciones cuando el enlace no 
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cambia de longitud)l35•361, entonces las polarizabilidadcs son diagonales y no dependen 
de los sitios, de manera que¡ 

CtCm = (-1)'-mc', 

donde e es una constante, lo cual implica. que: 

R oc wc'Irn(E(-1)'-mG,m < w >. 
tm 

Pero esta suma se puede descomponer: 

R <X wc'Im(I;Gou(w) + I;(-1)'-mG,m < w >). 
l l#m 

(A3.14) 

(A3.15) 

(A3.16) 

En algunos casos la segunda suma se puede dcspreciar137•381, ya. que las corrrclaciones 
en sitios diferentes son menores que las autocorrclaciones, por lo tanto: 

"e' Il oc -wc'ImTrG = Ufp(w), (A3.17) 

donde p(w) es la densidad de estados vibracionales1 es decir, se ha mostrado que la 
dispersión Raman es proporcional a la densidad de estados en ciertos casos. 



APEND!CE A4 

LISTADO DEL PROGRAMA QUE CALCULA LA DENSIDAD DE 
ESTADOS PARA UN CPA CON ENLACES SUELTOS 

c 
c 

c 

e 

20 

l 
99 

2 

c 

PROGRAMA PARA CALCULAR LA DENSIDAD DE ESTJ\l>OS DE UN CPA DE 
ENLACES SUELTOS 
COMMON/PARAM/EPS,PI 
COMMON/FUR/ARX,ARY,AIX,AIY 
WRITE(2,*)'CONCENTRl\CIONES ex y CASO, LL•O CUAD,l LINEAL?' 
READ (*, "") CX,LLl 
WF=3.5 
EPS•. 07 
PI • XOll\AF (PI) 
SUM•O. 
DO 1 I•l,51 
WWl=I*WF/51. 
ARX•l. 
AIX...,0. 
ARY•l. 
AIY=O. 
IF(CX.EQ.0.)GO TO 20 
CALL CPA(WWl,CX,LLl,ARX,AIX,ARY,AIY) 
CALL DENSI(WWl,DEN) 
WRITE (6, 99)WW1,DEN 
WRITE(2,*)SUM,WW1,DEN 
SUM=SUM+DEN*(3.S-l./51.)/51. 
CONTINUE 
FORMAT(SX,2Fl0.5) 
STOP 
END 

SUBROUTINE DENSI(WWl,DEN) 
COMMON/PARl\M/EPS,PI 

COMMON/FUR/ARX,ARY,AIX,AIY 
COMMON/ARA/WW,XK 
WW=WWl 
DENX•O. 
N=31 
DO 2 J=l,N 
XK•PI*J/N 
CALL INTEGRA(BINT) 
DENX•DENX+BINT/PI/N 
DEN•2.*WW*DENX/PI 
RETURN 
END 

SUBROUTINE INTEGRl\(BINT) 
COMMON /TELNUM/KOUNT 
INTEGER KOUNT,IFAIL,IW(l02) 
MAL A, ABSERR, B, EPSABS, EPSREL, BINT, RESULT 
REAL W(BOO) 
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e 

e 

EXTERNAL FST 
El?SABS - O .EO 
EPSREL • l.E-04 
l?I • XOlAAF (l?I) 
A• l.E-2 
B ... PI 
KOUNT • O 
IFAIL • l 
CALL D01AJF (FST, A, B, EPSABS, EPSREL, RESULT, ABSERR, W, 

* eoo, IW, 102, IFAIL) 
BINT=RESULT 
RETURN 
END 

REAL FUNCTION FST(X) 
COMMON/l?ARllM/El?S,l?I 
COMMON/FUR/ARX,ARY,AIX,AIY 
COMMON/ARA/WW,XK 
COMMON /TELNUM/KOUNT 
REAL X,XK,WW,EPS,DD,BB,WR,WI 
INTEGER KOUNT 
WR•WW**2-EPS**2 
WI•2. #llWW*EPS 
DD•WR-2.*(AR.~*(l.-COS(XK))+ARY*(l.-COS(X))) 
BB•WI-2.*(AIX*(l.-COS(XK))+AIY*(l,-COS(X))) 
KOUNT - KOUNT + 1 
FST • BB/(BB**2+DD**2) 
RETURN 
END 

SUBROUTINE CPA(AW,CK,LLl,ARX,AIX,ARY,AIY) 
COMMON/l?ARAM/El?S,l?I 
COMMON/CP/WWC,ARXl,AIX1,ARY1 1 AIYl,XK1,LL 
ARXl•ARX 
AIXl•AIX 
WWC•AW 
LL•LLl 
NIT•O 
N•3l 

10 ARYl•ARXl 
AIYl .. A:IXl 
IF(LL.EQ.l)THEN 
ARYl•l. 
AIYl•O. 
ENDIF 
SRl•O. 
sn-o. 
DO 2 J•l,N 
XKl•l?I*J/N 
IF(J,EQ.O)XKl•l.E-2 
CALL INTR(SR) 
CALL INTI(SI) 
SRl•SRl+SR/l?I/N 

2 Sil•Sil+SI/l?I/N 
RL-l.-2.*(SRl*(l.-ARXl)+AIXl*Sil) 
RI•2.*(AIXl*SR-(l.-ARXl)*SI) 
ARX= (l. -CX) *RL/ (RL**2+RI**2) 



e 

e 

AIX•-(1.-CX)*RI/(RL**2+RI**2) 
DELTAl=ABS (ARXl-ARX) 
DELTA2=ABS(AIX1-AIX) 
DEL•DELTA2 
VV•ABS(AIXl)+lE-2 
NIT•NIT+l 
IF(NIT.GT.20)GO TO 30 
IF(DELTA1.GT.DELTA2) THEN 
DEL=DELTAl 
VV•ABS(ARXl)+lE-2 
ENDIF 
DEL=DEL/VV 
WRITE(*,*)'VV=- ',VV,' DEL• ',DEL,RL,RI 
IF(DEL.LE.0.0S)GO TO 4 
ARXl=ARX 
AIXl=AIX 
GO TO 10 

30 WRITE(2, *)'?~O CONVERGE EN W•' ,WWC 
4 ARX•ARXl 

ARY•ARYl 
AIXc:rAIXl 
AIY•AIYl 
WRITE(2, *) 'W•' ,WWC,' ' 1 'AR•' ,AEUC,' ' 1 'AI•' ,AIX 
WRITE(2,*)'ITERACIONES•',NIT 
RETURN 
END 

SUBROUTINE INTR(RRR) 
COMMON /TEM/KOUNT 
INTEGER KOUNT,IFAIL,IW(l02) 
REAL A, ABSERR, B, EPSABS, EPSREL,RESULT 
REAL W(SOO) 
EXTERNAL FSS 
EPSABS = O. EO 
EPSREL • l. E-02 
l?I • XOlAAF (l?I) 
A • l .E-4 . 
B • PI 
KOUNT = O 
IFAIL = 1 
CALL DOlAJE" (FSS, A, B, EPSABS, EPS'REL, RESULT, ABSERR, W, 

• eoo, IW, 102, IFAIL) 
RRR•RESULT 
RETURN 
END 

SUBROUTINE INTI(RRR) 
COMMON /TEM1/KOUNT1 
INTEGER KOUNTl,IFAIL,IW(l02) 
REAL A, ABSEtm, B, EPSABS, EPSREL,RESULT 
REAL W (800) 
EXTERNAL FSI 
EPSABS • O. EO 
EPSREL • l. E-02 
l?I • XOlAAF (l?I) 
A • l.E-4 
B • l?I 



e 

e 

IFAIL a l 
CALL DOlAJF (FSI, A, B, EPSABS, EPSREL,· EU!:SULT, ABSEM, W, 

* 800, IW, 102, IFAIL) 
RRR•RESULT 
RETURN 
END 

REAL FUNCTION FSS(X) 
COMMON/PARAM/EPS,PI 
COMMON /TEM/KOUNT 
COMMON/CP/WWC,ARX1,AIX1 1 ARY1,AIY1 1 XK1,LL 
REAL X1 XK1,WWC,EPS,DD,BB,WR,WI 
INTEGER KOUNT 
WR=WWC**2-EPS**2 
WI•2.*WWC*EPS 
GG•(2.-COS(XK1)-COS(X))/2. 
DD•WR-2.•((2.-ARX1)•(1.-COS(X))+(2.-ARY1)*(1.-COS(XK1))) 
BB•WI+2.•(AIX1•(1.-COS(X))+AIY1•(1.-COS(XK1))) 
KOUNT • KOUNT + 1 
FSS •GG•DD/(BB••2+Do••2) 
RETURN 
END 

REAL FUNCTION FSI(X) 
COMMON/PARAM/EPS,PI 
COMMON /TEMl/KOUNTl 
COMMON/CP/WWC,ARXl,AIXl,ARYl,AIYl,XKl,LL 
RE.AL X,XKl,WWC,EPS,DD,BB,WR,WI 
INTEGER KOUNTl 
WR•WWC**2-EPS•*2 
WI•2.*WWC*EPS 
GG•(2.-COS(XK1)-COS(X))/2. 
DD•WR-2.•((2.-ARX1)*(1.-COS(X))+(2.-ARY1)*(1.-COS(XK1))) 
BB•WI+2.*(AIX1*(1.-COS(X))+AIY1*(1,-COS(XK1))) 
KOUHTl • KOUNTl + 1 
FSI •-GG*BB/(BB**2+DD**2) 
RETURN 
END 
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