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RESUMEN 

En el present.e t.rabajo se calcula la solución general de la 

ecuación dif'erencJ.al dé crocirnienlo peso de von Berlalanf'f'y 

C1938) por el mélodo de Variables Elegantes, Se analizan algunos 

aspect.os t.eóricos que incluyen: el anAlisis de estabilidad del 

modelo, la 1nt.erpret.aci6n de los par.:..met.ros de ajuste y 

aplicación para la determinación det.erm!nist.ica de los parámetros 

p y W del modelo con eslruct..ura de peso de Schnut.e (1987), 

concluyéndose que el modelo propuest.o posee la mismas cualidades 

cualit.at.ivas que llene el modalo clásico de crecimlont.o en peso de 

von Bert.alanf"f'y. También realiza una primera aplicación 

práct.ica del modelo a dalos de la lisa blanca CMugil ~. bajo 

los criterios propuestos por Roff" C1983) para la. comparación de 

modelos, so concluye que el modelo desarrollado con el método de 

varia.bles elegantes se ajust.a. mejor que el de von Bert.alanffy. 

incluso en los valores extremos. 



INTR.OOUCCION 

El ·crecim.ient.o de un individuo y la dinAm.ica de poblaciones son 

dos t.emas donde al desarrollo de modelos rna.t.em"-t.icos ha sido 

prollfico. El craclmiont.o, segón Evorhart. y Younga C1QGQ), •o 
puede def'inir como un proceso de incremento 6 corneo el desarrollo 

progresivo de organismo. El crecimiento es un proceso complejo. 

generalmente se mide el cambio de long! tud 6 peso de un 

individuo 6 grupo de individuos entre dos tiempos de muestreo. 

Muchos f'actores pueden influenciar el crecimiento de un pez. ent.re 

ellos se encuent.ran: la cantidad. tamal'fo y calidad del aliment.o 

disponible¡: el número de individuos que usan la misma !'uent.e de 

aliment.o; t.emperat.ura. oxigeno. y otros !'actores de calidad del 

agua; el t.amaf'fó • la edad y la madurez sexual del organismo 

CEverhart. y Youngs. 1989). En opinión do Woot.ton (1000), si la 

t.asa de consumo de aliment.o es suficientement.e alt.a. un pez puede, 

aunado a los cost.os de energia de mantenimiento. sint.et.izar nuovo 

t.ejido. Est.e t.ejido puede ser ret.enido en el int.erior del 

organismo como cre~imient.o, incluyendo cualquier t.ipo de productos 

de almacenamient.o, 6 diseminado como gametos. El proceso de 

selección nat.ural lleva a la evolución de patrones de crecimient.o 

que t.ienden a maximizar el t.iempo de Vida de producción de 

descendencia. El crecimient.o y la reproducción son proc:esos 

complementarios y ambos dependen de los recursos de energia y 

nut.rient.~s disponibles conseguidos a t.ravés del comport.amient.o del 

pez. 



Varios autores han t.enido una participación destacada en el campo 

de la modelación matemá.tica del crecimiento, entre ellos: F'ord 

C1933). Wal!'ord C1946), Gulland C1964). Tomlinson y Abramson 

(1001). Allen C1966) y Bevert.on C1G54). Sin embargo, según Csirke 

C1Q80) es von Bert.alan!'fy (1938) quién ha logrado desarrollar la 

!'ormulación malem.At.ica que mejor sat.isface ciert.as condiciones 

primordiales en un modelo como son, el que la ecuación mat.em.Atica 

sea coherente con el proceso biológico del crecimiento y tener una 

!'ormulaci6n que pueda ser incorporada f'ácilmente en los modelos de 

dinámica de poblaciones y do administración pesquera y lo más 

importante, que la ecuación se ajusta bien a la mayor part.e de los 

datos observados sobre el crecimiento de peces. 

En cuant.o a la dinámica de poblaciones y las pesquerías, su manejo 

cient.i!'ico se· inició en el primer cuarto do est.e siglo y 

desarrollo posterior se debió en gran parte a los avances en la 

ecolgia y la dinámica de poblaciones. En la evolución de los 

modelos de pesquerias se observan dos tendencias principales. 

Según Haalay C1Q94) la primera corresponde a una etapa que abarca 

desde el segundo cuart.o de est.e siglo hasta principios de los af'fos 

set.anta, cara.et.erizándose porque el principio cantral en el manejo 

de la pesquor 1 as rue el concept.o de rendi mi ent.o rnáxi mo sost.eni ble 

CRMS:> el objetivo principal de los modelos propuestos en est.a 

et.apa f'ue la estimación de est.a cantidad. Healey C1Q84) menciona 

que la segunda tendencia tiene un inicio bien def'inido con la 

publicación de dos t.rabajos: Po'L icy /or Canada' s Commercia'L 

Fisheri•s COepart.ament. or Enviroment.. F"isheries and Marine 



Ser vi ces. 1 978) y HQ6n.uson Fisheries Consoruat ion and 

Hana(femen.t Act CMFCMA:>. En est.os document.os se est.ablece de manera 

clar~ quo al objetivo de la adm.J.nist.ración pesquera os maximizar 

el benef'icio net.o para la sociedad. que puede ser obtenido a 

partir de la pesca. El nuevo paramet.ro que juega un papel cant.ral 

en est.a nueva et.apa el rendimiento óplimo. que de acuerdo a la 

MFCMA se def'ine como: • '1..a cantidad de peces que proveerá el 

benef'icio global mls grande a la nación, con énf'asis en la 

producción de alimento y la recreación; a su vez est.a cantidad 

ast.a.basada en el rendimiento máximo sost.enible de la pesquería, y 

es modif'icada por cualquier 'f'act.or relevant.e da tipo ecológico, 

económi ce y social • •. 

Al involucrar otro$ f'act.ores adem.ls de los ost.rict.ament.e 

biológicos, los modelos adquieren una gran complejidad, debido a 

esto el desarrollo, adecuación o modificación de un modelo debe 

es t. ar basado la revisión de los modelos import.ant.es 

desarrollados hast.a la !"echa, a.si como de un anAl.isis de las 

hlpót.esis, concept.os y herramient.as usadas en los miSmos, como se 

hará. en las próximas pAginas. 

Ant.es de iniciar la revisión de los modelos m.As usados en ol 

ano\.lisis de las pesquerías necesario establecer algunos 

concept.os bAsicos que ayudar.in a una méjor comprensión. 

Existen varias def'iniciones del concepto de modelo, destaca ent.re 

éstas, la propuesta por Gold C1977). debido a su caract..er 

operacional! Un objeto M es un modelo de ot.ro objet.o S, si se 
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cumplen las siguientes condiciones: 

1) Exist.e una colección de component.es de H. cada uno de las 
cuales corresponde a una componente de S 

2:> Por lo menos para algunas int..eracciones, la relación 
ent.re las componentes de H es análoga a la que exJ.st.e 
•nt.re las componentes de S. 

En la lit.erat.ura se observan varias clasi:ficaciones de los 

modelos. ent.ra ellas la sugerida por Gold C1977) • quién los 

agrupa en dos cat.egorias: la primera corresponde a los modelos 

corr•l.ativos. que seglln el aut.or solo re!'lejan una relación 

observada ent.re dos 6 más variables, su propósito primario es 

describir y resumir una relación, de t.al :forma que est.a puede 

ver 1 (' i cada y usada base para la predicción y el cent.rol. Por 

ot.ra part.e, los modelos expl.i'.cativos también reflejan las 

relaciones observadas. pero además es necesario que la est.ruct.ura 

del modelo ret'leje algún concept.o del mscanismo causal. que 

ref'uerze la relación, es decir el objelivo no es t.anlo describir 

la relación observada. sino explicarla. Levin y Hallam (1986) 

proponen un t.ercer t.ipo de modelos, el cual est.os 

desarrollarian con el propósit.o de conocer la respuesta de un 

sist.ema a t'act.ores que no han sido observados. 

Por ot.ra part.e Sc:hnule C1Q77) clasif'ica los modelos de producción 

Caquellos que r.ela.cionan el esf'uerzo de pesca con los dalos de 

eapt.ura) modelos de equilibrio, dinámicos y est.ocást.icoso los 

segundos a dit'erencia de los primeros representan el est.ado 

present.e de la pesqueria en t.árminos del est.ado pasado, los 

modelos est.ocást.icos incluyen una variable azarosa que represent.a 
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la part.e aleat.oria del f'enómeno. 

En el present.e t.rabaJo se realiza una revisión bibliográfica deo 

alguno& modoloa de ereeimiont.o y dinámica. do poblaciones con el 

fin de analizar 1 as hi pót.•si s ,• concept.os y met.odol ogi as usadas 

los mismos; consideraciones que serán de gran utilidad para llevar 

a cabo el objetivo primordial de est.e t.rabajo que consist.a en 

desarrollar un modelo de crecimient.o peso de nat.uralaza 

no-lineal a part.ir de la solución de la ecuación diferencial de 

crecimient.o en peso por el mét.odo de variables elegant.es. 

Asi mismo se examinarán algunos aspect.os t.eóricos del modelo. 

t.ales como su adecuación al modelo con est.ruct.ura de edades de 

Schnut.e C1987) o también se realizó una apliacación prAct.ica del 

modelo desarrollado a dat.os de la lisa blanca y se efect.u6 

comparación con los resul lados obtenidos a partir del modelo 

clasico de von Bert.alanfry. 



CAPITULO I 

ANALISIS DE MODELOS DE CRECIMIENTO 

En el present.a caplt.ulo se describen algunos aspectos relevant.es 

de la ecuación de von Bert.alanffy. la cual describe el crecimient.o 

en 1 ongi t.ud y est.a dada por: 

donde: 

l : 1 ongi t.ud del pez 

t. : edad del pez 

l m: longit.ud asint.6t.ica 

C1.1) 

K : def'ine la t.asa de crecimient.o del organismo. 

t.ambién conocida coefi.ci.ent.e de 

crecimiento ds Brody. 

que es una ecuación diferencial lineal cuya solución se calcula 

f'Acilment.e por el mét.odo de separación de variables.• Al int.egrar 

ent.re los limit.as correspondient.es a un t.iempo inicial Ct.
0

) y un 

t.iempo post.erior Ct.). 

lCO) • se obt.iene: 

con la condición 1.nicial de longit.ud 

(1. 2) 

! ~ 
o 

Oespues de resolver y hacer algunas simplif"icaciones, la solución 

de (1.1) • conocida como ecuación de crecimient.o en longit.ud de von 

Bert.alanf'f'y. est.arA dada por: 



donde 

C1. 3) 

lCt.) :d•not.a la longit.ud del pez a la edad t.. 

t.
0 

: es la edad t.eórica a la cual el pez debe 

lener una long! t.ud cero. 

La expresión aná.loga para el crecim.ient.o en peso no ha sido 

obt.enida mediante una solución direct.a d'9 una ecuación dit'erencial 

correspondiente. est.a se obt.ione al sust.it.uir la expresión C1. 3) 

en la ecuación que relaciona el peso con la longit.ud CW = aLb. a y 

b const.ant.es) dando: 

C1. 4J 

donde w. representa el peso asint.ót.ico. El exponent.e b para el 

caso isomét.rico t.oma el valor de 3. 

El problema de det.erm.inar la ecuación de crecimient.o en peso y 

longitud se reduce al cálculo de algunos parámetros c1_. w •• K y 

t.
0

) y exist.an varios mélodos para la det.erminación de los mismos. 

ent.re ellos se encuentran los desarrollados por Ford C1933), 

Walf'ord (1946), Gulland C1964). Tomlinson y Abramson C1961), Al len 

C 1966) y Be ver lon C 1 954). 

La melodologia menc!onada anleriormenle ha sido exlensament.e 

utilizada en var!as regiones par.a. dif'erenles especies t.ales como: 
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pilchardus C Lar r af'fet.a. 1965); 

CRodriguez-Roda. 1004) o ~ blenoides (Gallardo, 1986); ~ 

~ COrt.ega 1988). 
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CAPITULO II 

DINAMICA DE POBLACIONES Y MODELOS 

II.1 ANALISIS DE MODELOS DE DINAMICA DE POBLACJ:ONES 

t.a dinámica de poblaciones es quizá el Area con mayor desarrollo 

mat.efl'IAt.ico de la ecologia CGross. 1986) • los primeros int.ent.os en 

el modelado de est.as inleracciones sa dieron con Verhulst. C1838) 

quién desarrolló el modelo logist.ico, cuyas ecuaciones son las 

siguient.es: 

C2.1J 

definida como: rCx) = r 
0

x(1 - ~). y cuya solución es: 

)C(t.) "' C2.2J 

MacCall C1990) menciona que la ecuación logist.ica ha sido 

favorecida en el modela.je biomat.emat.ico y manejo de recursos, 

debido a que es concisa, de manejo mat.em.A:..ico sencillo, y sobre 

lodo porque es una muy buena primera aproximación para modelos 

denso-dependi ent.es más complica.dos. Sin embargo, est.á basada en 

hipót.esis que han sido crit.icadas por- diversos aut.ores, Hallam 

C1906) menciona las siguient.es: t.odos los parámet.ros bi6t.icos y 

abi6t.icos son considerados const..ant.es en el t.iempo; debido a su 

caract.er del.ernúnist..ico no sa consideran event.os est.ocAst.icos¡ as! 

mismo. Lodos los individuos de la población t.rat.ados 



ident.icament.e. no son diferenciados por sexo. edad. o localización 

f'isica; por ot.ra part.e se considera que la t.asa de crecimient.o per 

cApit.a responde inst.ant.Aneament.e a cambios en la densidad. Est.e 

modelo logist.ico f'ue utilizado por Graham (1935) para est.imar la 

producción esperada del st.ock de peces del Mar del Norte. 

Schae!'er C1fd64, 1957) desarrolló una versión modificada del modelo 

logist.ico, que esencialmont.e consist.e en igualar la t.asa t.ot.al de 

crecimient.o a la t.asa de crecimiento logist.ica menos la lasa de 

capt.ura. est.e modelo f'ue usado para est.imar la máxima producción 

sost.anible del atún al et.a amarilla del Pacifico Est.e Tropical. Las 

Hipót.esis bAsicas de est.e modelo son las siguientes: 

1) l-a tasa de incremento natural responde a los cambios 
en densidad de la población. Est.o equivale a decir que se 
prescinden de los erect.os ret.ardados que puedan t.ener los 
cambl os de densidad de 1 a pobl aci 6n sobre la t.asa de 
increment.o nat.ural. 

2) La t.asa do lncrement.o nat.ural correspondient.e a un 
peso dado do la población, es independient.e de la 
composición por edades de dicha población. 

Schaef'er C1Q57) coment.a que ninguna de las dos condicionas 

cumplen ex.act.ament.e en las poblaciones de peces• y que; sin 

embargo. si su modelo es: aplicado a est.ados de equilibrio 

const.ant.e, los supuast.os mencionados son inecasarios. 

El concept.o de equilibrio se defino de la siguient.e rOrma: •"Si a 

cualquier nivel da la población de la pesqueria se explot.a una 

cant.idad igual a su t.asa da increment.o nat.ural • no se regist.rará 

~ambio alguno en la ma.gnit.ud de la población••. Por ot.ra part.e. si 

11 
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lo explot.ado rebasa el incremento natural• la población disminuirA 

en un mont..o igual al del rebase. Asi mismo establece la relación 

general ent.re la población y la pesca da equilibrio. bajo la 

siguiont.e ecuación: 

CZ.3) 

donde: 

c. :es la captura en equilibrio 

P la población anual media 

k 
1 

una const.ant.e 

l) una variable azarosa 

/CP): es una !"unción univalenle de P. Su valor es 

cero en el ~xi rno nivel de población y aument.a 

al di smi nu.i r el nivel de ést.a. Es por 

consiguient.e. un t.érm.ino negativo auto-regulado 

necesario para describir el balance nat.ural, 

de ajust.e aut.ornát.ico. que e>dst.e ent.re la t.asa 

de incremento natural y la capacidad de carga de 

un ambi ent.e 1 i mi lado. 

Después de asumir que la f'orma más sencilla de la función /C'Pl 

la lineal: /CP'l "" L - P. CL es la magnitud máxima de la 

población), Schaef'er C1957) establese ol modelo que tiene la 

siguiente !'orma: 

C1/k) ~ = aCM - U) - _E_ + E 
2 o o 

ca. 4) 



donde: 

O' : es la capt.ura por unidad de esfuerzo promedio 

const.ant.e de proporcionalidad enlre la 

capt.ura por unidad de esfuerzo promedio y la 

población 

a y M : son constantes 

: es una variable azarosa 

Si AU"" O y & ""O C2.4) se reduce a: 

e 
___.!.. "' CtC M - (b 
u 

C2.6) 

Esla ecuación fue llamada por Schaef'er C1954): ''Condición de 

linea de equilibrio'• y describe la relación promedio entre el 

esf'uerzo de pesca CF=C •• •UJ y la abundancia de la población CÜJ 

cuando la capt.ura anual esta equilibrio con la t.asa anual de 

increment.o natural. 

Est.e modelo ha sido loma.do como base para posteriores trabajos, 

cabe mencionar de manera resumida que en el modelo se incluye sólo 

una vartablo independiente, el tiempo C t). adomás de cuatro 

variables dependientes (funciones del t.iempo). Est.as son: la 

biomasa de la población PCt.). la t.asa de es!'uer:z:o pesquero éCt.). 

la t.asa de capt.ura CCt.) y la capt.ura por unidad de esf'uerzo LJCl). 

Exist.en t.ambién lr-es parámetros sumament.e import.ant.es en est.e 

modelo: la t.asa de crecimient.o nat..ural Cr) • la capacidad de carga 

del medio Ció y el coe!'icient.e de capt.urabilidad Cq). Finalmente 

es import.ant.e sef'Salar que la naturaleza del modelo es cont.inua 

13 



CSc:hnut..e. 1977). 

MAs larde Fox C1976) basado en el modelo logist.ico. establece una 

f'oF"mUlación mat.em6.t.ica para un modelo de producción: 

donde: 

(2. 6) 

Pl :es el t.amaf'l'o de la poblac:ión al t.iempo t 

Pl6('.PL) : es la !'unción de producción de la población 

que engloba los ef'ect.os de reproduce! 6n • 

crecimJ.ent.o en peso y mortalidad natural 

hC/L) : es el coeficienle de mortalidad por pesca. 

ejercida por /t unidades de esf'uerzo 

pesquero. 

L.as hipótesis de trabajo son bAsic:ament.e las mismas quo estableció 

Schaefer C1964. 1957); sin embargo. enfat.izan de f'orma part.icular 

el hecho de que el modelo se debe aplicar a una sola población 

aislada. 

En el equilibrio CdP/dt = OJ la producción Y se obtiene como: 

Y = qfP = Pe(P) ca. 7:> 

Pella y Tomlinson C1Q69) sugirieron la siguient.e expresión para la 

f'unción de producción: 

ca. B) 

La cual al sust.it.uirla en la expresión ca. 7) se obt.iene la 

14 



siguiente relación de equilibrio: 

Y .., HPm- Kp "* qf'P ca.e) 

Que al reescribir en t.érminos de la capt.ura por unidad de esf'uerzo 

y el esf'uerzo promedio pesado, t.oma la t'orma: 

que simplif'icada da la expresión: 

La ecuación ant.erior es no-lineal, contiene t.res parámet.ros a, (} 

y m, su det.erminacJ.6n se realiza por el mét.odo de m1nJ.mos 

cuadrados, Por ot.ra part.e los punt.os cr1t.1cos que permit.en 

determinar el esf'uerzo 6pt.imo, la captura por unidad de esf'uerzo 

ópt.im.a y el rendimient.o m.Aximo son: 

f'opL• Ca -ounl/m(l C2.12) 

C2.13) 

Ca - am:>Ca..-"ln) t./cm-t. > 

m(l 
C2.14) 

En la misma cont.ribución, Fox C1977) desarrrolló el programa de 

~omput.ación PRODFIT para llevar a cabo los c.ilculos anteriores, 

cabe mencionar que est.e sigue utilizándose de f-orma prolif'ic~ 

15 



para evaluar las pesquerias de at.ón del Oceano At.lánt.ico CLiu. 

1986. 1987; Miyake y Kume. 1986. 1987; Gonzales-Garces. 1Q80; 

Coan, 1979; Kume. 1981, 1984.; Miyabe, 1988; Sun y Yang, 1984; Yeh 

y L.i u. 1998). 

Schnule C1977) t.rabaj6 con el modelo de Schaef'er C1994, 1957), 

para obtener una versión modi f'icada del m!srnc:>, est.a poseo La 

caract.erist.ica de dinámico y est.ocá.st.ico, la relación 

!'uncional propuesta t.iena la siguient.e !'orma: 

(2, 15) 

Est.e aut.or considera la capt.ura del allo n. en términos del esf'uer:zo 

del mismo ai"lo y la capt.ura y el esfuerzo del af'l'o ant.orior. Un 

modelo con est.as caract.erist.icas es dinamice porque reprosent.a el 

est.ado present.a de la pesquería en !'unción del pasado, al incluir 

la variable azarosa en el modelo adquiere un cara.et.ar est.ocá.st.ico. 

bajo est.as condiciones el modelo desarrolla.do por Schnut.e t.oma la 

siguient.e f'orma: 

C2.16) 

donde rl> "" 
r - qEn-.t exp[Cr-qE°n)Tl-1 

C2.17) 
r - qE0 1-expC-Cr-qEn-.t)T] 
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Est.e modelo es de nat.uraleza discrela. cont.iene cuat.ro parámet.ros 

r. q • k. y la variable o que es un t.érrnino de error. que se 

incluye de la f'orma más sencilla en la ecuación. El autor enumera 

cuat.ro ventajas de est.e modelo sobre el de Schaefer: a) la 

ecuación maneja dat.os que disponibles con gran facilidad para 

el pat.rón de pesca. es decir list.a de valores de esf'uerzo y 

los debido al muestran captura; b) 

expl 1ci t.ament.e la ecua.el ón ant.er i or , el esquema de 1 a 

estimación de los parámetros del modelo es dict.~do sin ambiguedad 

por la condición de m.1nimos cuadrados L.c~ = O; e) debido a que el 

modelo es est.oc.ist.ico, es posible est.imar la incertidumbre Có 

varianza) en los par.tunet.ros, como los pará.met.ros mismos y d) Las 

f'Ormulas de est.imación son t..an sencillas que se puede ut.ilizar 

calculadora de mano para realizarlas. 

Como se mencionó en párra!'os ant.eriores:. el modelo de Sc:hae!'er 

C1Q54 y 1957) est.a basado en varios: supuest.os que le perrni.t.en 

gran simplicidad en su manejo, Silliman C1971) menciona que el m.tls 

importante es el que re!'iere al e!'ecto nulo que tiene el 

retraso temporal entre la reprod.ucci6n y el reclut..amlent.o en el 

crecimiento de la población, debido a est.o han hecho var 1 os 

intentos para desarrollar modelos que incluyan este aspect.o. En 

est.e sent.i do Wal t.er C 1973) modi !'i có 1 os modal os do Schaef'er C 1 g54 • 

1057). Pella y Tornlinson C1QBO) y Fox C1Q79) al adicionar un 

t.érmino que involucra la población de af'fos anteriores: 

(2. 18) 
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C2.1Q) 

donde "" es una unidad de t.iempo que represont.a el ret.raso ent.re 

reproducción y reclut.amient.o, f'Ct.) represent.a el esf'uerzo pes:quero 

y q es el coef'icient.e de capt.urabilidad. La solución de las 

ecuaciones ant.eriores se obtiene al int.egrar sobre un int.erv.a.lo 

de t.iempo para el cual sean disponibles los dat.os de captura y 

esf'uerzo necesarios: 

... 
PCt.+1) f log ~ b - ª1. log P 

' 
ca. 21) 

Pct.:> • P"ct.-w) y 7Ct.) son valores promedio. Los coef'icient.es a._. -a
2 

y b se det.erminan a part.ir de regresiones mOlt..iples CWalt.er, 

1973). Los niveles de equilibrio se calculan da la forma usual, 

para la ecuación ca. 20) la condición de m.kximo rendimient.o 

sosten! ble es: 

ca. 22) 
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de forma semejant.e. para 1 a ecuación C2. 21) se encuentra que el 

nivel da f' que maximiza el rendimlent.o sost.enido es 

ª• - qf' = o ca. 23) 

Al resolver las ecuaciones anteriores se determina el esf'uerzo 

pesquero Optimo: 

= at.P "' b + a 2 PCt.-w) 
f'm q 2q ca. 24) 

ca. 25) 

I I. Z MODELOS ESTRUCTURALES 

Ot.ro t.ipo import.ant..e de modelos los llamados est.ruct.urales, 

utilizados en la evaluación de St.ock, bas.i.ndose en principio en la 

estructura de edades de la población, y qu& f'ueron desarrollados 

hace aproximadamente 60 al'fos, para f"acilit.ar el anAlisis e 

int.erpret.aciOn de las est.adlst.icas comerciales de capt.ura. Su uso 

se considera para el manejo racional de los pesqueros. 

debido a que la aplicación de est.as poderosas técnicas anAlilicas 

permite la reconst.rucc!On de la dinámica de la población y provee 

est..ima.c:iones de las t..a.sas de mort.alidad y abundancias absolut.as de 

la población CHegrey. 1999). 

Megrey C199Q) menciona que la vent.aja de los modelos: est.ruc:t.urales 

c:on respect.o a los de produc:c!ón CGraham. 1938; SchaeCer, 1954, 



1997) 6 el de Bevert.on y Holt. (1957). radica en que se pueden 

aplicar sin conocimient.o del esf'uerzo ef'ect.ivo do pesca, o de la 

select.ividad del art.e do pesca. En af'fos rocient.es se ha obs:orvado 

una gran proli!'eración de la mot.odologia mencionada, observandoso 

incluso desarrollos paralelos de algunos modelos CMegrey, 1889). 

Una de las principales causas que han influido en est.e desarrollo, 

es la accesibilidad a comput.adoras una grancapacidad de 

calculo que perm.it.en la est.ima.ción de parAmet.ros, necesaria para 

modelos mAs elaborados que t.ienen un mayor sent.ido biológico, por 

lo que en la actualidad los métodos mencionados const.it.uyen una de 

las principales herramientas de invest.igación usadas por los 

cient.if'icos dedicados al Area de pesquerias, para evaluar el 

estado de un Slock de peces bajo explotación CMegrey. 1989). 

En los modelos con esLruclura de edad. se est.udian eventos a nivel 

de población al analizar individuos o grupos de edad similar. Al 

cont.rario de los modelos de producción, como los de Graham C1Q35) 

y Sehaef'er C1954, 1957). en los cuales el Slock es t.rat.ado como 

una sola ident.idad CMegrey 1989). 

L..os modelos est.ruct.urales de edad consideran explici t.ament.e los 

procesos biol6gicos que alt.eran la población de peces, Lo anterior 

incluye mecanismos para describir los procesos de reproducción y 

mort.alidad debida a causas nalurales y a la act.ividad pesquera. 

Cada proceso es monitoreado independient.emente para cada grupo de 

edad, al t.raLar cada proceso como un submodelo CMegrey, 1989). 

A pesar de que t.odos los modelo~ est.ruclurales est.an basados 
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las mismas hipótesis. los numerosos métodos propuestos durante los 

últimos 60 anos bien di!'erent.es con respecto 

f'ormulaciones mat.emá.t.icas, los parAmelros estimables y las 

t.écnicas de solución. Debido a est.as diferencias. cada modelo 

t.iene sus debilidades. virtudes y sus propias fuentes de error. 

más aún, la aplicación de más de mét.odo a un conjunto de dalos 

comunes no da resultados idénticos, Se han llevado a cabo pocos 

est.udios comparat.ivos, de t.al forma que no es muy claro cual es el 

mejor método bajo un número dado de circunst.ancias CHegrey. 198QJ. 

1..os modelos est.ruct.urales se basan en algunos supuestos básicos. 

En general S9' asume que la mortalidad t.ot.al Z est.a dada por la 

suma de la mortalidad nat.ural H y la mortalidad por pesca F: 

Z = M + F C2. 26) 

Agger !!.t. & C1971), Doubleday C1976) y Pope (1977) enunciaron el 

supuest.o de separabil.idad, que permite f"ormulación rná.s 

real.isla de la mort.alidad por pesca al proveer r actores 

espec:if'icos que podrian causar la variación de F debido a la edad 

y al af'fo, usualmente ést.a se escribe de la siguient.e forma: 

FCa,y) = sCaJ/Cy) ca. 27) 

la cual expresa la mort.alidad por pesca como el producto de dos 

canlidade!>, la primera representa un !'actor especifico de la edad, 

la ot.ra uno especifico del arfo. Las siguientes son f"ormas: 

equivalentes de CZ.a7): 
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ln Fea.y) = ln .ca) + ln /Cy) ca. 20) 

ln Fea.y) vCa) + g(y) ca. ZOJ 

F'Ca,y) c eXp Ct>Ca) + oCy)J C2. 30) 

FCa,y) = exp Cln s(a) + ln fCy)l C2.31J 

Por lo que la mort.alidad t.ot.al puede ser escrit.a como: 

ZCa,y) = FCa,y) + M ca. 3Z> 

Una ecuación que es bAsica en los modelos est.ruct.urales es la da 

supervivencia. que describe el cambio numérico que se lleva a cabo 

en la población, debido a mort.alidad nat.ural y por pesca: 

NCa+1,y+1J = NCa,y)expr-Fca.yJ-Hl C2. 33> 

Est.a relación describe la supervivencia para dos edades sucesivas 

en una cohorte CMegrey 1989). Si ademJa.s se asume que los peces se 

reclut.an a la pesqueria a una edad f'ija Cr), como lo propone 

Deriso (1980). ent.onces un pez con edad a, vivo en el al'l'o 11 0 nació 

en el ai"l'o y-a y f'ue reclutado a la edad r en el ano 11-a.+r. Al 

incorporar los aspectos anteriores y suponiendo que R representa 

el número original de individuos ca. 33) puede ser mod.ificada: 

Nea.y) [ a-• ] 
RCr.y-a+r:>exp ~~rFCi .y-a+i)+M' ca. 34) 



El ntlmero t.olal de individuos en la población en cualquier at'l:o 

est.arA dada por la suma de t.odos los grupos de edad: 

NCy) ~ E NCa,y) C2. 35) 

Asi mismo la bi amasa lot.al de la pobl aci 6n est.a dada por: 

BCy) = E NCa.y)WCa) ca. 36) 

donde WCa) represent.a el peso promedio adquirido en la edad a. 

La ecuación de capt.ura de Baranov C1918). os básica para la 

sol uci ón de problemas dinámica de poblaciones. Est.a ecuación 

describe la relación ent.re la lasa a la cual los peces son 

ca.pt.urados y el nómero de peces vi vos 1 a población capt.urable. 

La ecuación de capt.ura combina la ecuación di!'erencial dol proceso 

de captura con el modelo do supervivencia. En general se escribe 

de la siguient.e forma CMegrey, 1989): 

cca,y:>=Frca..3:>M NCa,y:> [1 - expc-rca,y:>-Ml] a,y + 
C2.:Y) 

la captura t.ot.al en cualquier ano es la suma de la capt.ura para 

t.odos 1 os gr u pos de edad en 1 a pobl aci 6n: 

. 
CCy) E cea.y) (2. 38) 

y la biomasa de capt.ura t.ot.al es: 
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. 
cecy> a E cca.y:>WCa) ca. 3Q) 

Como ya se mencionó, los modelos est.ruct.uralos ref'ieren a las 

expresiones mat.em4t.icas exact.as que result..an de combinar las 

ecuaciones ca. 33) y C2. 37) en dif'ererit.es f'ormas. Sin embargo como 

comenta Megrey C198Q): •"Aún cuando t.odos los métodos est.ruct.urados 

compart.on las mismas bases teóricas, son dif'erent.es en cuanto a su 

formulación mat.emálica, la est.imación de par.á.met.ros y las 

técnicas utilizadas para solución. Debido a estas dif'erencias 

cada modelo tiene sus propias debilidades y ventajas, asi como sus 

ruantes de error • •. 

En los siguientes pá.rraf'os se detallan algunos de los modelos 

ost.ruct.urales l'l\As .import.ant.es, est.a descripción esta basada en el 

ext.enso t.rabajo realizado por Megrey C1989). 

El primer modelo ost.ruct.urado f'ué desarrollado por Oerzhavin en 

1922 CMegrey. 1999) • su modelo usa valores anuales de captura. asi 

valores de la edad promedio Caverago age composit.ion values) 

para est.imar la t.asa má.xima. de explotación. ademas de t·a 

abundancia m!nima de la población. El modelo est.á basado una 

idea simple: El t.amaf'fo de población de una cohort.e al t.iempo que 

entra a la f'ase explotable se puede aproximar al sumar las 

capt.uras de esa cohorte durante los af'íos que contribuye a la 

pesquería. con ésla aprox.ima.ción y el supuest.o adicional de 

mort.alidad natural despreciable, Derzhav.in pudo est.imar la-' 

abundancia t.ot.al de cualquier grupo de edad en cualquier aNo y la 



t.asa de axplot.acic;.n para cualquier grupo de edad. 

La expresión para la población núnima al inicio de cualquier ano 

de ref'erencia. e&t.a dada por: 

NCy) = l1-HCO,y) l9Cy) 

+ [1-HC0,y)-HC1,y)J0Cy+1) 

+ [1-HCO,y)-HC1 ,y)-HC2.y)l0Cy+2) 

+ [1-HCO,y>-HC1 ,y)-HC2,y)-, .. 

- HCs-1,y)J0Cy+s-1) (2. 40) 

HCa,y) represent.a la f'racción de peces de edad a en la capt.ura del 

al"lo Cla compos:ición de edad est.imada) y 0(y) es la capt.ura ·t.ot.al 

est.imada Cen números). Al considerar una unidad de t.iempo la 

ecuación de capt.ura (2. 37) puede ser reescrit.a de t.al f'orma Csi 

ignoran los indices) que se obt.iene: 

~ = 1 - expC-F) ca. 41' 

a part..ir de la ecuación ant.erior C2. 41) la mA.xima lasa da 

mort.alidad por pesca puede ser est.imada por : 

F ln ( 1 - ~ ) ca. 42> 

Mas larde Fry C194Q), ref'inó el modelo de Derzhavin C1922). Su 

modelo usa dat.os de la capt.ura anual y la compo~ición de edad 

anual, es decir en lugar de usar una composición de edad promedio 

para t.odos los anos. utiliza una est.imación de la composición de 
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edad para cada ano. cabe mencionar que al igual que Derzhavin. 

asume una mort.alidad natural nula. Est.e mét.odo es también conocido 

como:• "Análisis de población virtual••. Fry C1949) est.ableci6 el 

concept.o de población virt.ual como: •ºLa suma de los peces, 

pert.enecient.es a una clase anual dada. presentes en el agua en 

cualquier t.iempo que est.án destinados a ser capt.urados en ese 

af'ío y los subsecuentes•'. El modelo VPA usa una est.imación de la 

est.ruct.ura de edades para cada ano. Para est.ablecer la ecuación 

considera que la capt.ura de edad cualquier ano est.a dada 

por: CCa,y) a 9Cy)HCa.y). La población virt.ual para cualquier edad 

y an'o es: 

m~n<A,YI 

vea.y) "" E CCa+l-1,y+i-1). (2. 43) 

Megrey C1989) menciona que enseguida de la aparición del modelo de 

Fry C1Q4Q). Beverlon C1954) • Boverlon y Holt.. C1957) junt.o 

Paloheimo C1959). propusieron modelos con est..ruct.ur:a de edad que 

enf'at.i zan la est.i ma.ci ón de 1 as t.. asas do mor t..al i dad con dat.os de 

capt..ura y osf'uerzo, un adelant..o muy import.anlo en ost.os modelos.· 

se rof'iore a que por primera supone la mort..alidad nat.ural 

como dist.int.a. de coro. 

Más t.arde Murphy C1965), basado en el modelo do Baranov C1918) 

propusó modelo secuencial no-lineal, est..e modelo la 

mort.alidad por posca os represent.ada como proporción de la 

capt.ura del st.ock t..ot.al. El modelo ost.ima la t.asa de mort.al!dad 

por pesca y la abundancia de la población con dat.os de capt.ura por 
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edades. un valor para la rnorlalidad natural (conocida o supuesta) 

y un valor inicial de la mort.alidad por posca para el grupo de 

edad explotado ""'s joven. Debido a la naturaleza no-lineal de las 

ecuaciones del modelo de Murphy, no se podia derivar una expresión 

sencilla para dat.erm.inar la mortalidad por pesca y la abundancia 

do la población, por lo que en la solución de este modelo se usa 

un esquema computacional secuencial para ligar grupos de edad 

sucesivos dentro de un cohort.e. En cada paso un proceso ilerat.ivo 

requerido para resolver las ecuaciones CMegrey, 1989), 

En el mismo aNo, Gulland C1905) describió un modelo un poco 

distinto, en el cual la ocuación de captura de Baranov (1918), f'ué 

combinado con el concepto de población virtual propuesto por Fry 

en 1949 CMegrey. 1989). Gulland usó un método similar al de Murphy 

C1005) para est.imar los parámetros de su modelo, pero uso una 

varianto de la solución de t.ipo retrospect.ivo CbackwarcD para 

ligar los grupos do edad sucesivos. El procedimiento requiere 

proveer una condición ó valor inicial para la lasa de mortalidad 

por pesca para ol grupo de edad mAs avanzada de una cohort.e. La 

ecuación llene la siguiente !'orma: 

NCa+l ,y+1) CFCa.y)+MlexpC-FCa.y)-HJ 
Cea.y) =z Fca.y5 (1-exp!-FCa,y5-MJ) ca. 44) 

como puede observarse en la ecuación anterior ca. 44). para 

cualquier cohort.e, el Modelo SPA de Gulland (1985) expresa la t.asa 

9nt.re la abundancia de la población y la captura como una función 



no lineal de la mort.alidad por pesca. Para cada cohorte, el número 

de edades para las cuales exist.en dat..os de capt.ura disponibles es 

A, por lo que se t.ienen A ecuaciones similares a C2.44) con A+2 

paramet.ros desconocidos, la solución de Gulland para este problema 

consist.16 en proporcionar ast.imaciones de M y del valor f'inal de 

mortalidad por pesca con ayuda de un proceso it.erat.ivo, usando el 

método de Newt.on-Raphson CBurden y Faires, 1985) para calcular la 

solución. 

La ecuación de Murphy C1Q65) es similar al modelo de Gulland 

C19f15) 1 la dif'erencia entre ambos estriba que Murphy 

variante de la solución de t.ipo progresivo C/orwa.ráJ para resolver 

la ecuaciones no lineales, es decir calcula los parAmet.ros a 

part.ir del grupo má.s joven hasta el grupo de edad mas avanzada en 

la cohorlo. Ouranle algún liempo se invesligaron las propiedades 

de convergencia de los modelos ant.eriores. Como se ha mencionado. 

las ecuaciones para cualquier cohorle pueden ser resuelt.as con un 

mét.odo farwa.rd Cde jóvenes a viejos.) o backward Cde viejos a 

jovenes). Megrey C1989) comenta que Jones C1Q81) f'ue el primero en 

demostrar las propiedades de convergencia-divergencia de las 

estimaciones do mortalidad por posca. deriva.das do las modalidades 

back.ward o forward. As! mismo Jones C1981) observó que cuando el 

proceso secuencial empozaba con la edad más grande y se t..rabajaba 

progresivamente hacia las mAs jovenes. las est.imaciones de la 

mortalidad por pesca convergian a sus valores reales. Por el 

contrario si el proceso comenzaba con los jovenes. las 

est.imaciones de la mortalidad por pesca para los má.s viejos 
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divergi~n, a menos que la F t.erminal f'uera muy cercana a su valor 

real. Tomlinson C1970) t.ambián conf'irm6 la superioridad de la 

modalidad bac kward. 

La principal desvent.aja de los modelos propuest.os por Gulland 

(1965) y Murphy (1965) estriba en que se requiere un proceso 

comput.acional it.erat.ivo intensivo Cque represent.a una gran 

cant.idad de cálculos) para resolver las ecuaciones CMegrey, 1Q89). 

Est.e problema f'ue resuello por Pope (1972) quién propuso un modelo 

similar a los de Gulland (1965) y Murphy C1965), pero que reduce 

la cant.idad de cálculos al introducir una a.proximac16n al modelo 

11 neal secuencial , que consi st.e reemplazar a la curva que 

describe el decaimiento exponencial por una f'unci6n escalonada, la 

cual t.iene la siguient.e forma.: 

expCM/2) lFCa.y) + MJ,11 - expt-FCa.y)l} 
FCa.y5{1 - expCFca,y5 - Ml f ca. 45) 

en la aproximación de Pope se asume que la capt.ura t.ot.al es t.omada 

Eixact.ament.e a la milad del arto, con ayuda de est.a aproximación, 

las est.ima.ciones de la abundancia de la población y las t.asas 

vitales de la población pueden ser calculadas direct.ament.e de 

dalos de capt.ura sln la necesidad de un proceso ilerat.ivo Cmegrey. 

1Q8Q). 

Má.s t.arde desarrolló el supuesto de separabilida.d que 

bAsicament.e consist.e en est.ablecer que cualquier af'l'.o, la 

rñort.al!dad por pesca puede ser descrila por dos !'act..oreso el 
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primero. como mortalidad por pesca de reclut.amient.o t.ot.al 6 pat.rón 

de explolación y un factor para contabilizar el efeclo dif'erencial 

de un patrón de explotación anual varios grupos de edad en el 

St.ock CMegrey. 1909), Agger !!h tl C1G71) f'ue el primero 

desarrollar un modelo dentro de un marco de optimización basado 

el supest.o de separabilidad, trabajo redujó drAst.icamenle 

el nOmero de parámetros. al proveer un método por el cual t.odos 

los parámetros pueden ser estimados est.adist.icamente en f'orma 

simult.á.nffa en lugar de secuencialmente y do la misma forma ligar 

simult.á.neament.e dat.os de varias cohortes. 

Existen varios modelos que integran supuesto de separabilidad, 

entre ellos destacan: Doubleday (1976), Palohemino C1980), 

Fournier and Archibald C1982), Pope and Shepard (1982) • Dupont 

(1Q83) y Deriso ~ ª1_. C1985). En los siguientes parrAf'os se 

anali:zarAn los trabajos de Deriso (1980 y 1985). 

Oeriso (1980) propusó un modelo que ha sido calif'icado como má.s 

realista y que está basado en el supuesto de que la pesqueria 

tiene una solect.ividad de filo de navaja C • ºKnife edge• ') • 

decir que. para alguna edad fija K. los peces de edad K 6 mAs 

grandes, experimentan mortalidad por pesca unif'orme. por el 

contrario los jovenes son invunerables a la pesca. En su modelo. 

Deriso C1980) utiliza una modif'icación de la ecuación para el 

peso de Brody CRicker. 1975): 

W ::: W _1 _-~P ___ _ 
( 

:l+ ( i.-k) 

i.,l k,l-h-k) 1 p 'ª· 46) 



donde: 

W = es el 

'·' 
peso promedio de adulto 

capt.urable de af'íos de edad. durant.e el af"l'o t 

p = es el coeficiente de crecimient.o de Brody; 

O :S: p :S: 1. adimensional. 

= es la edad de reclut.amient.o para los 

individuos de la pesqueria 

como ya se mencionó. los adul los capt.urables experimentan una 

mort.alidad anual común. por lo que se puede definir tt como la 

!'racciOn anual de supervivencia de los adul los caplurables del arlo 

t al t + 1. La biomasa capt.urable just.o anlos del inicio de la 

temporada de pesca del ario t es: 

ca. 47) 

Nl.t represent.a el número de individuos de edad t en el af'{o t. A 

partir de la expresión anterior• Oeriso const.ruyó un modelo que 

usa medidas de biomasa para estimar los paramet.ros ll y p. Y que 

es conocido como modelo de at.raso-dif'erencia: 

ca. 48) 

Un supuesto adicional ref'iere que el reclut.amient.o 

Wk.L+:lNk,l+:l es una l'"unción de la biomasa de los reproductores y 
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que ést.a ült.ima est.a dada por el escape CBt.- Ct.): 

W N 111 FCB - e ) 
k,t.+l k,t.+t. t.+t.-k t.•t.-k 

C2. 49) 

Por ot.ra parle la supervivencia lt. se puede separar en dos 

componenles. la supervivencia nat.ural y el escape de la 

pesqueria St.. Al int.roducir las cant.idadies est.ablecidas. el modelo 

de ret.raso dif'erencial t.oma la siguient.e forma: 

ca. so:> 

Es import.ant.e sel'talar que en el modelo ant.erior se encuent.ran de 

f'orma explicit.a los términos de crecim.ient..o P• sobrevivencia 

nat.ural z.. escape cst. Bt. - Ct.) y la relación de 

reproduct.ores-recl ut.as F. 

Cabe mencionar que el modelo represent.ado por C2. 50) sigue el 

pat.rón de reclut..amient.o de filo de navaja CKnife edgo). A part.ir 

de ca.48) Deriso const.ruy6 lo que llamó: •'Modelo de reclut.amient.o 

incomplet.o• • y que est.a dado por el par de ecuaciones siguient.es: 

ca. 51) 

a ... • s, 
:= C1 + p)l.Sl - pl. 8:'" st.-i. + C1 - m)Pl.d 

ca. 52) 

donde: 
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P t es la biomasa t.ot.al de los adultos no-capturados 

de la población. los individuos en P t son 

sexualmente inmaduros 

Bt.: es la biomasa t.ot.al de los adultos capt.urables 

antes de la temporada en el ai'fo t 

St: CB - O, e es la captura anual en el al"ío t, y 

S t. es la biomasa t.ot.al de roproduct.ores en el 

atto t 

1 - m es la !'racción de individuos en PL que llegan a 

ser capt.urables al principio del a.rso 

Cant.erior a la t.emporada de posca). 

p : coeficiente de creclmient.o en poso de Brody. 

Los parAmet.ros del modelo anterior se pueden est.!mar a partir de 

dalos anuales de captura y esruerzo. para llevar a cabo ést.o 

Oeriso C1980) supusó la siguiente relación entre la Captura Ct. y 

el esfuerzo El: 

ca. 53) 

6 su equi valent.o: 

C2.!94) 

En las ecuaciones anteriores C2. 63 y a. 94). est.an involucrados el 

esf'uerzo EL. el coef'icient.e de capt.urabilidad con dimensiones de 

esf'uerzo a la menos uno y la capt.ura por unidad de esf'uerzo et 

para el arro t, al sust.it.uir (8.52) en (8.53) y ut.ilizar 

se obt.iene una ecuación equivalent.e al modelo general de rot.raso 

dif'erencial que t.iene la vent.aja de cont.ener solo canl.idades 



observables CDeriso. 1980): 

cl+t=Cl + p) LC1 - qEl + rn)cl 

-L
2

{pC1 - qEl)C1 - qEl _ _,_) 

+ C1 + p)z(1 - qEl-t)m + pmz Jcl-1. 

+ Cl + p)pL
9
mC1 - qEl_2JC1 - qEl-1. + mJcl-z 

-Cpl.Z)Zm2C1 - qEl-Z)Cl - qEl-Z)cl-2 

e 
+q(l - mJF'Íc1 - qE )~) l' l+l-k Q 

(2.55) 

para la est.imación de parit.met.ros se ut.ilizó el procedimient.o de 

Gauss-Newt.on por minimos cuadrados. 

A pesar de que el modelo de Deriso (1980) int.egra aspect.os 

biológicos má.s realist.as no ha sido complet.amente exJ.t.oso. Roof 

(1983) llevó a cabo aná.lisis comparativo. el cual basó 

principalmente en los trabajos de Schnute (1977) • Deriso (1980) y 

en un modelo propuesto por el mismo~ este análisis se centró en la 

capacidad de est.os modelos para predecir las capt.uras fut.uras. 

Rof'f (1983) propone que la CPUE del af'l'.o t es muy parecida a la del 

af'fo t.-1, por lo que la captura CCt) en el af'fo t. es proporcional a 

ElCl-t/El-i· De est.a forma construir un modelo predictivo de la 

captura. solo requiere establecer una regresión lineal entre las 

variables mencionadas: 

ca. se' 

donde A y B son const.ant.eS de regresión. El modelo ant.erior es 



conoc:ido como Modelo Aut.orregresivo Simple. es import.ant.e sef'falar 

que est.e modelo es de naturaleza est.rlct.ament.e predictiva y que su 

ut.ilidad debe ser juzgada con base en su habilidad para predecir 

capt.uras y CPUE. ""-sa que en ser bas.:e de una razón fundament.al de 

t.ipo biológico CRoft', 1983). 

Los parAmet.ros que ulilizó Rof'f C1993) para la comparación de los 

modelos fueron ol error cuadrado medio y el error porcentual 

absolut.o promedio C~. def'inido por el autor como: 

ca. 57) 

donde TI. y T
2 

son los anos inicial y .final de la serie de tiempo 

respectivamente; OL y PL son las capturas observadas y predichas 

para el ano l. En sus conclusiones Rof'f C1Q83) coment.a que los 

modelos examinados dependen exclusivamente de datos de esfuerzo y 

captura. y que este aspect.o es al mismo t.iempo su f'uerza y 

debilidad. la primera radica en que t.ales dat.os son relat.ivament.e 

f'Aciles de obtener. por otra parle su debilidad se debe a que no 

podr1an ser e.o.paces de ref"lejar la complejidad inherent.e de los 

sistemas biológicos. Sin embargo. lo que respecta a la 

predicción de f'ut.uras capt.uras. el modelo SA f"unciona mejor que 

los propuestos por Deriso C1980) y Schnute C1977) •. por lo que 

sugiere que en general el SA puede ser considerado hasta el 

momento como el mejor modelo, 

Sehnut.e C1989) menciona que un problema rundament.al en el manejo 
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de las pesqueria~ es deducir el est.ado de un stock a partir de 

dat.os históricos de capturas Y esf'uerzos. Existen varios modelos 

que han sido propuest.os para solucionar est.e problema, como los de 

Baranov (1925), Thompson y Bell C1934), Schaef'er C1954 y 1957). 

Pella y Tomlinson (1969), Walter C1Q73) y Schnule (1977), Por otra 

parle Schnut.e (1985) considera que el modelo de Deriso C1':280) 

contiene gran a vanee, d.:.bi do que incorpora aspectos 

biológicos y teóricos. y que a pesar de su met.odologia f'unciona 

pobremente en la pr.A.ct.ica, como lo demostró Rof'f' C1983). el modelo 

de Deriso C1Q80J t.iene valor considerable como herramiont.a 

conceptual y teórica. debido a que principlament.e ref'leja el hecho 

!negable de que la población consiste de cohortes que envejecen un 

al"l'o cada af'to. 

Schnut.e (1989) ut.ili zó los supuestos de Oeriso (1980) para 

proponer una teoria general para el análisis de la capt.ura y el 

esfuerzo pesquero, Como resul lado de ello. se desarrolló un modelo 

de cará.ct.er global; con dos medidas básicas del tiempo Cen anos). 

la edad a y el ano t; y por ot.ra parle. el reclut.amient.o se lleva 

a cabo a una edad f'lja CJ.ú, 

Existen t.res relaciones import.antes d~ a y t: Ola población t.ot.al 

Na.t. de edad a al principio del ano t.; !'.Ola captura Ca.t. y Lr'.Oel 

peso individual de los organismos Wa.t.' cuyas expresiones 

correspondient.es, en términos de biomasa, son: 

ce. se) 
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e• - w e 
CLl • Q.\. Gl 

C2.59) 

en forma similar el reclut.am.ient.o en relación a la biomasa Cdonde 

Wk\ es el pDDO de loa organiGmos a la odad do roclut.amient.o k) 

est.._ dado por: 

C2. 60) 

si se loman on cuent.a las poblaciones con est.ruct.ura de edad, las 

relaciones de biomasa t.ot.ales son: 

N" 

' =1 N =• ca. e1J 

e• 
' = ~ =·• 

e =• C2. 62) 

El modelo de Schnut.e C 1 Q85) est.A basado en ocho supuost.os 

bá.sicos, que relacionan las cantidades def'inidas con varios 

par Amet.r os: 

N T N 
O.+f.,l+l l a.l 

C2. 63) 

C2. 64) 

ca. ee:> 

C2. 68) 

C2. 67) 
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"'• - -M e l (2.69) 

4>, . e-qLl:l C2. 69) 

R, -a\.SCl - (1ySlvy ca. 70> 

donde: 

(1 pará.met..ro de reclut.amient.o óptimo 

y partunet.ro de limit.ación de reclulamlent.o 

ªt parAmel.ro de product.ividad del reclut.amient.o 

p coe!'icient.e de crecimient.o de Ford 

las primeras tres relaciones (2. 63, 64 y 65) describen la dinámica 

de las poblaciones. la cuart.a ca. 86) se refiere a la dinámica de 

crecimient.o de los organismos. las siguientes t.res (2. 67. 60 y 59) 

involucran a la supervivencia y las mortalidades nat.ural y por 

pesca. la ált.ima C2. 70) detalla el proceso de reclut.amient.o. Las 

ecuaciones anteriores son de caráct.er general• aunque present.an 

limitaciones. las principales son, primero, que las mortalidades 

nat.ural y por pesca se consideran independientes de la edad. 

segundo. que en realidad el reclutamiento puede suceder a una edad 

dist.int.a a K CSchnut.e. 1005). 

Para aplicar el modelo, es necesario que est.o incluya sólo dat.os 

de es:f"uer20 y capt.ura anuales. por lo que Schnut.e derivó las 

ecuaciones de dif'erencla a part.ir de las ecuaciones iniciales 

C2. 83-2. 70), las primeras cinco suposicionos (ecuaciones 

a. 63-2. 67) dan origen las sigui ent.es ocho i mport.ant.es 



consecuencias: 

N - -rN .. O 
a.+t.,\i"l at. 

ca. 7D 

C2,72:> 

ca. 73J 

Nu. ª e /C1 - t/J) ca. 7!5> 

ca. 76J 

N:., .,. C1 + p)T &. N: - Pt.P._.,N:_t. 

+ VL•t-k Rl+s.{4\+1-kN:+s.-k ~ 
C2. 77:> 

c:.,.;c1 - 4it.•i.' 

= Ci + p)TLC:/(1 - fj>l) - PTL TL-t.c:_1/(1 - t/Jl-S.) 

+ vt. ... a-kRt.•s.{4\.1.-kc: ... ,_k /Ci - "'t.-•'~ 
- prt..,l-kRL{4a'L-kC:_J/"(1 - q!lt.-k)~ (2.70) 

La ecuación C2. 71> es una pequei''l'a variación de ca. 63). que puede 

ser considerado un principio de conservación; ya que los peces de 

edad a que sobreviven en el ario t son precisament.e aquellos peces 

de edad t+t que comienzan el ano t+f. De .forma similar C2. 63) es 
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un principio de conservación para la biomasa. La ecuación C2. 73) 

es similar a C2. 71). except.o que est.a últ.ima describe a la 

población ent.era; el mismo caso sucede ent.re las ecuaciones 2. 72 y 

2. 74. La ecuación C2. 79) es una consecuencia de ca. 64). y cabe 

mencionar que f/Jt representa la supervivencia, por lo que 1 - <Pt se 

ref'iere a la mortalidad; de la misma forma ca. 76) muest.ra que el 

mismo concepto so puede aplicar a la biomasa, La ecuación C2. 77) 

es una f'6rmula recursiva para calcular la biomasa Nt.+t al tiempo 

t.+1 basada en la biomasa de dos af'íos anlreriores Ct. y t.-1). La 

ecuación ca. 78) satisface el criterio mencio1iado el pArraf'o 

ant.erior, QS decir sólo involucra dalos de capt.ura y esfuerzo de 

varios aNos, y por lo t.ant.o ésta ecuación recibe el nombre de 

ecuación de captura CSchnut.e. 1905), 

La aplicación práct.ica de la ecuación (2. 79) requiere de algunas 

suposiciones sobre los pará.met.ros. mort.alidad. suparvivencia y 

reclut.amient.o; por ejemplo~ si t.odos los parámet.ros 

independient.es del t.iempo, y la supervivencia y el reclut.amient.o 

est.An dados por las ecuaciones (2. 68-2. 70) se obt.iene la siguient.e 

e~presión CSchnut.e, 1Q85): 

- pe-ZM-qlCl(eqEl-1 
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x (1 - f1'rCe-qE\.•1-k - 1:>-•c·l·1-kr ..... r 

- po.oe-w-qE"ceqEt-lc - 1:>-1c•L-11: 

X (1 - (1'}'(e-qEL-k - 1)-t.c* L-k)l/y (2. 79) 

A pesar de que la ecuación ant.erior C2:. 79) es compleja, es una 

ecuación predict.iva para e• . ... 
c7. El-K" 

basada en 

E , ·-· 
los 

siguientes parAmelros: M. q, p. au, o.V, (1 y y, 

siguientes dat.os: 

E ... y los 

Dependiendo de 1 os supuestos que hagan sobre los aspectos 

mene! onados el pArraf'o anterior, se puede establecer una 

ext.ensa gama de ecuaciones de captura Ct.abla 5; Schnut.e. 1985). 

Para el caso part.icular aqui coment.ado, se obtiene que el 

equilibrio est.a dado por: 

ca. so:> 

En el .. mismo trabajo Schnut.e C1985) desarrolló la versión 

est.6cast.ica de su modelo; sin embargo, no lo aplica 
I 

situación relil y ha quedado solo como desarrollo t.e6rico. 

Los modelos propuestos por Deriso (1980) y Schnule C1985) se basan 

en el supuost..o de que la posqueria posee una select..ividad de t'ilo 

de navaja: CKnit'e-edged) • es decir que para alguna edad t'ija k. los 
; 

peces de erdad k o mayor exper i ment..an una mor tal i dad de pesca 

unirorme. rnient..ras que los que son má.s Jóvenes de la edad k. son 
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invunerables a la pesqueria. En opinión de Schnut.e C1987) exist.en 

dos consecuencias desafort.unadas de ést.e supuest.o. la primera es 

qu~ es demasiado simpleo por ejemplo. si la pesquería es manejada 

con un limite de lalla, los peces pueden alcanzar est.a t.alla 

cr1t.ica a dist.int.as edades, El segundo supuesto, desde un punt.o de 

visla anAlit.ico. fuerza al investigador a seleccionar una lt f'ija. 
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CAPITULO III 

MODELO CON ESTRUCTURA DE PESO DE SCHNUTE C 1 QB7) 

Debido a las limitaciones descritas ant..eriorment.e se desarrollaron 

modelos estructurales CFourn!er y Donnan, 1997; Schnut.e. 1987) que 

se basan principalmente en la talla Cpeso). El modelo propuesto 

por Schnut.e C1Q07J es particularmente aplicable a los casos donde 

no se dispone de datos de edad de los individuos capturados. pero 

que se conoce la distribución de la frecuencia de tallas. 

Esencialmente el modelo se deriva de supuestos simples de 

crec!mienl.o, supervivencia, y reclut.amlent.o CSchnut.e, 1989). 

El primer supuesto en el que se basa el modelo se ref'iere al 

crecimiento en peso. La ecuación de von Bert.alanf'fy ha sido usada 

en varios modelos con estructura de edad CSchnute, 1967): 

(3.1) 

a partir de Cl. BSJ so puede derivar la ecuación siguiente: 

w•=W+pw C3.2) 

en el 1 a se relaciona ol peso w al 1 ni ci o del af1o t con el peso w' 

del siguiente ano t+l, donde los parámetros w y p representan la 

ordenada al origen y la pendient.e. respectivarnante. Es import.ant.e 

sef'ralar que en C3. 2) w• 

después de un arfo, sólo 

un :funci 6n de w. es decir el peso 

función del peso inicial CSchnut.e, 

1987). Cabe mencionar que los parámetros de <3.1) y de (3.2) se 
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relacionan de la siguient.e forma: 

p=e-k C3.4) 

L.a ecuación C3. a:> solo es aplicable para aquellos organismos que 

poseean un peso W mayor 6 igual a un peso de reclut.amient.o V: 

w 2: V (3. 6) 

Sehnut.e C1987) sef'\'ala que el rr.odelo descri t.o por C3. 2) se puede 

implement.ar con cualquier ot.ra ley de crecimient.o Cw .. w') quo 

cumpla la condición de que exist.a un incremento en el peso Cw' > 

w). Asl mismo Schnut.e C 1987) coment.a que e 3. 2J posee una 

caract.erist.ica import.ant.e. que es su naturaleza lineal• lo cual 

hizo posible alguno de los result.ados obtenidos por el aut.or. 

El segundo supuesto ost.a relacionada con la densidad N Cw. t.) de 

peces con peso w al principio del ario t., especlf'icament.e se asume 

que para cada intervalo do poso Cwt..w
2

_) se t.ione CSehnut.o, 109Qa): 

"'á "'2 J NCw.t.+1) dw = J 1'Cw.t..)NCw 0 t.)dw (3.6} 
v; v, 

donde 1'Cw.t.) represent.a la fracción de peces con peso w que 

sobrevivieron del af'l'o t al t+1 y su int.erpret.aci6n est.á. basada 

la ecuación (3. 2), Un organismo cuyo peso se encuentra en el 

inlervalo Cw, .w
2

) al principio del af'l'o t debe. si sobrevive, t.ener 



un peso en el int.ervalo Cw~ .w~) al principio del ai"So t+1. la 

ecuación C3.6) expresa los efectos combinados de crecimient.o y 

sobrevivencia de un arto a ot.ro CSchnut.e. 1989aJ. La única 

rest.rieción que propuso Schnut.e C1Q97) a la ecuación C3. 8), es su 

aplicación a organismos reclut.ados, es decir con un peso mayor 6 

igual a un peso especif'ico V. 

El t.ercer supuest.o se refiere a que la mortalidad para los peces 

reclutados, no es dependiente de la t.alla y que en términos de la 

sobrevivencia se puede expresar como CSchnut.e, 1Q8Qa): 

T(W. t.) • T t. para w :: V (3. 7) 

exist.en algunas variables asociadas a los supuestos ant.eriores: el 

número t.ot.al de peces reclutados al inicio del af"{o est.a 

represent.ado por la integral: 

C3. 0) 

en f'orma similar la biornasa t..ot.z.l reclutada al principio del ano t 

est.a dada por: 

., 
N: • J v w NCw.t.)dw (3. 9) 

y el peso promedio por pez: 

(3.10) 

la dispersión del peso est.á asociada a la desviación de un peso 
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t.ipico w de la media Xt.. en general. la dispersión t.ot.al de orden 

n, al inicio del al"S'o t es: 

C3.11) 

de f'orrna semejante la dispersión promedio es: 

C3. 12) 

Las cant.idades Nt.. y X~n>. est.á.n asociadas al 

intervalo de peso CV. a>) para la población t.ot.al reclutada. Las 

cantidades Rt.º R:. Yt.' R~ni y Y~n> definidas para la población de 

peces reciont.ement.e reclutada en el intervalo CV, \'')o y Pt." P7, 
zt., p~n> y z~ni. corresponden la población previament.e 

reclutada, dof'inidas en el intervalo CV' ,en). 

Los supuestos ant.eriores Cocs. 3. a, 3. 6 y 3. 7) conducen 

mat.omAt.icament.e a las siguientes cuatro conclusiones principales 

CSchnut.e !?,!.:, !!.• 1989a): 

N , .. ~ R + Tt.Nt C3.13) , .. 
N• = R• + t. CXº/X JN• (3, 14) ... , .. 

t. t. - "· t. 

zt.+l = x• C3.15) 

' 
zº'' = p 

n x'"• (3.16) , .. ' 
cuyas int.erprot.a.eiones biológicas son simples. Por ejemplo C3.13) 

est.ablece que la población al principio del ai"ro t+1 consist.e de 
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los reclut.as de ese ario. m.As los supervivient.es del ano t. la 

ecuación C3.14) corresponde a una ecuación dinámica sirn.ilar para 

la biomasa t.ot.al, excepto porque la bioma.sa mul t.1 pl i cada 

por un f'act.or de supervivencia T" y et.ro de crecimient.o CX~/Kt..). 

Por ot.ra parte, debido a que los peces previament.e explotados 

consist.en complet.ament.e de sobrevivientes, su peso promedio Zl•t 

en el ano t+l como se expresa en C3.16), es exact.ament.e el valor 

proyec:t.ado x: del promedio Xt. del af'io t. Asi mismo, el crecimient.o 

influye en la dispersión del peso. Si p < 1. entonces los peces 

pequet"l'os crecen má.s rApidament..e que los grandes, por consiguiente 

la dispersión del peso es reducida por el crecimient.o. Si p > 1, 

los peces grandes crecen m.As rápido que los pequef'l'.os y la 

dispersión aumenta. Estas conclusiones se expresan mat.em.lticamente 

en (3. 16) • donde ol f'act.or p" corresponde a un increment.o 6 

decrement.o en la dispersión CSchnut.e !!!:. A!,., 1QS9a). 

Schnut.e ~ & C1989a) t.ambién propusieron una versión ost.ad!st.ica 

de su modelo, esta se basa on la siguiente modif'icaci6n de la 

ecuación C3. 2): 

w• = v· + pC w - V> (3.17' 

con v• "' W + pV. l..a est.imación do los paramet.ros p y v• se puede 

realizar det.erminist.icament.e a part.ir de las ecuaciones C3. 3 y 

3. 4) • para el cálculo estadist.ico se pueden ut.ilizar dos tipos de 

dat.os. los primeros determinados part.ir del método de 

capt.ura-recaplura y los segundos a t.ravés de series de t.iempo de 

dat.os de pesquerias. Respect.o al primer caso, si se considera una 
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muest.ra de n peces que han sido pesados, marcados y liberados en 

el ai'fo t. y recobrados un ano mas t.arde C t + t) y vuelt.os a pesar. 

el conjunt.o de dat.os consist.e de pares Cu\., u\.)• dondll!!I' ul es el 

peso del t-ésimo pez cuando se marcó y regresó al mar. " ' 
represent.a el peso del mismo pez cuando es recobrado un ano mAs 

t.arde. El siguient.e modelo os la cont.rapart.e est.ad1st.ica de (3. 17) 

para est..e conjunto de dalos: 

u, w. + a6 
' 

C3.18) 
' 

", ... , + "" C3.19) 

... , ~ V' + p(.w~ - '/) (3. 20) 

para i ::i 1, ... n. en las ecuaciones anteriores C3.18. 3.19 y 3.20) 

6\. y &\. se suponen variables aleat.orias con dist.ribución normal y 

con media O y varianza 1. El parámetro OI representa una desviación 

est.ándar asociada con el error est.adist.ico de las ecuaciones C3.1Q 

y 3. 20). Después de algunos supuest.os y manejo algebraico 

(apéndice B. Schnut.e @.h & 1QBQa) los paramet.ros p y V' est.An 

det.er mi na dos por : 

C3, 21) 

v• = v - Pcu - VJ (3. 22) 

con: 

C3. 23) 
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n 

E Cu" - Ü)C'·'l- ÜJ 
\.• .. (3, 24) 

'ª· 26) 

Los pará.met.ros ant.er1ores t.ambién se pueden determinar a part.ir de 

dat.os de pesquer1as Cecs, 211 a 219. Schnut.e ~ & 1989aJ. 

En un t.rabajo publicado en el mismo ano Sehnut.e @!::.. tl C1989bJ 

analiza la supervivencia y el reclut.am!ent..o, basado en el modelo 

est.ruct.ura de peso que ha mencionado parrAf'os 

anteriores. En el mismo seint.roducen et.ras variables basadas en 

las siguientes razones; 

x, .. n•rN 
' ' 

(3.26) 

Y, 
. 

= R rR 
' ' 

C3. 27) 

z ... p•,....p 

' ' ' 
(3. 28) 

A part.ir de las ecuaciones C3.26, 3,27 y 3.28) se def'inen las 

proporciones de abundancia y biomasa de los peces recient.ement.e 

reclutados al principio del ano t., modiant.e las ecuaciones: 

w ""'R/N 

' ' ' 
C3. 29) 

(3, 30) 

que en términos de C3. 26, 3. 27 y 3. 28) se pueden reescribir como 

CSchnut.e ~ ru,_, 1Q8Qb): 



Z - X - . . 
t.>l-~ 

Z - X . . 
~ 

C3. 31) 

C3. 3ID 

Por ot.ra parte, aunado a los t.res primeros supuestos Cecs. 3. a. 

3. 6 y 3. 7) Schnut.e !!.!:.. ~ C1Q89b) propusieron et.ros lres supuestos 

el cuart.o supuesto se ret"iere a que el indice de abundancia 

l(w, t) proviene de la razón ent.re la captura y el esf'uerzo: 

C3. 33) 

el quinto supuest.o supone la existencia de proporcionalidad ent.ra 

el indice y la población, con q conocida como la capt.urabilidad: 

ICw,t.) = qNCw,t.) 

el sexto supuesto relaciona la biomasa rec:lulada R7 
con las biomasas sobevivient.es anteriores: 

k . . 
E n FCT N 

o.:kt. a. l-a. L-o. 

ca. 34J 

el afto t 

C3. 3S) 

donde FC ·) es una !'unción de la relación St.ock-reclut.amient.o, 

la propuest.a por Ricker C1976) 6 Schnut.e C1Q87), 

Para aplicar el modelo Cecs. 3.2, 3.6, 3.7, 3.33, 3,34 y 3.35) se 

deben derivar resul lados que so relacionen espec!f'icament.e con 
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dat.os de la pesqueria y que ademAs t.engan una int.erpret.ación 

biológica clara CSchnut.e. 1Q89b). Dos de las conclusiones 

.import.ant.es ya se han mencionado ant.eriorment.e Caes. 3.13 y 3.14): 

= Rº ,. ' 

+ T N 

'' 
(3.13) 

(3.14) 

ést.as describen la población en el af"lo t + t como la suma del 

reclut.amlent.o del af'So t + t y la sobrevivencia del ano L • donde 

C3.13) y C3.14) se ref"ieren a númoros y biomasa. respect.ivament.e. 

Si 

obtiene CSchnut.e. 1989b): 

donde el fact.or 

"• ~ -,-_-.,~., .. 
X' 
' X-:-

la ecuación C3.14J. 

C3. 36) 

C3. 37) 

cuent.a para el crecimlent.o y el raclut.amient.o. 

Los resultados (3,12. 3,13. 3.36 y 3.37) dependen sólo de los dos 

primeros supuestos Cecs. 3, 2 y 3. 6). Al int.egrar las suposiciones 

ref'erent.es al indice de abundancia C3. 33 y 3. 34) Schnut..a 2!,:. tl, 

C1Q9Qb) demost.raron que: 

C3. 38) 
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C3. 39) 

C3. 40) 

L..a.s ecuaciones ant.eriores est.ablecen que el indice de biomasa es 

la biomasa de capt.ura por unidad de esfuerzo CCPUE) en el af'fo t • 

que el indice 1; es proporcional a la blomasa de la población N: y 

que la CPUE A: de los peces recient.oment.e reclut.ados represent.a la . . 
proporción "'\ de la CPUE t.ot.al I L CSchnut.e 2k !tl,.. 1909b). 

el t.ercer supuesto C ec. 3. 7) t.ambi én se puede eser i bi r como: 

Tt.NCw,t.) ""a(NCw,t.) - ccw,t.)) (3.41) 

al mult.iplicarla por q. e int.egrar se llega a: 

T 11: • o(l~ - qC:j (3. 42) 

. 
si se divide C3. 42) por I L y se t.oma on cuent.a (3. 38) se obt.iene: 

Tt"' o<1 - qEt.) (3.43) 

la cual represent.a la sobrevivencia t.ot.al TL como product.o de dos 

f'act.ores: 

CD sobrevivencia a de la mort..alidad nat.ural 

cu:> sobrevivencia (1 - qEJ de la mortalidad por pesca. 

Si q es poquena CqE << 1). ent.onces: 

C3. 44) 

consecuent.ement.e C3. 43) puede ser escrit..a en f'orma aproximada 
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como: 

(3.45) 

donde a .. e-w.. 

Schnut.e ~ !!..!_ op. cit.. concluyeron que en su modelo: 

D las ecuaciones C3.13, 3.14 y 3. 36) describen la 

dinámica de la población. 

iD las ecuaciones C3. 39 - 3. 40) relacionan el 

indice do abundancia. 

U.O las ecuaciones C3. 41 y 3. 43) describen la part.ición 

entre la mortalidad natural y la lot.al. 

Los result.ados anteriores se pueden acoplar para obtener cinco 

modelos especif'icos para los dat.os en una pesqueria CSchnut.e 

~ &· 1989b): 

I • a u T ¡• 
L+t. L L L 

• k. ( 1 • J A =q i:: nF -T 1 
L a.=ks. a. q t.-ci. t.-a. 

r" ... 
rº Aº ... 

ca. 46> 

(3. 47) 

C3. 49) 

C3. 49) 

(3. 50) 

L.as ecuaciones ant.eriores (3. 46-3. 50) representan un conjunto 

consist.ent.e de ecuaciones para examinar datos desdes varios puntos 
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de vist.a, t.odo desde un marco de ref'arencia biológico. 

El modelo con estructura de peso. que ha sido descrito en las 

aoccionea ant.erioresa f'ue desarrollado en versión est.adist.ica y 

aplicado por Schnut.e !!.k_ :!.!.. CiQBQa y 1Q8Qb) a la pesqueria del 

bacalao Cº2b.i.29..2n elongat.us) en la región suroest.e de la Isla 

Vancouver, Columbia Brit.Anica. Canada. encont.ró que las 

est.imaciones gráf'icas preliminares de los parlt.JMtt.ros concuerdan 

con las est.fmaciones f'inales del modelo est.adlst.ico. 
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CAPITULO IV 

SOLUCION DE LA ECUACION DE CRECIMIENTO EN PESO DE VON BERTALANFFY' 

POR EL METO DO DE VARIABLES ELEGANTES 

En ésla sección se present.a una solución para la ecuación 

dif'er&ncial de crecim.ient.o en peso por el mét.odo de variables 

elegantes. el cual es un procedimiento sencillo para obt.ener su 

solución y al mismo t.iempo. determinar los valores de los 

parámetros requeridos a partir de dalos observados. 

L.a ecuación para el cree! mi ent.o 1 somét.r i co: 

C4.1) 

est.A basada en hipótesis que ref'lejan bá.sicament.e que la densidad 

y f'orma de un organismo se mant.ienen esencialment.e iguales dentro 

de su ciclo de vida, aunado a que el aumento de peso por unidad de 

t.iempo, se debe al rit.mo de anabolismo-cat.abolismo y que el rit.mo 

de anabolismo es proporcional a la superf'icie del organismo 

CAguilar et. al .• 1984). 

Un caso más general de la ecuación C4.1) es el siguient.e; 

d~~t.) = J)WCt.)ª - 1tWCt.) 
' '· 2) 

donde a = ~;!,1 • n y x r epresent.an las t. asas de met.abol i smo y r es 

el exponent.e de la relación ent.re el ancho Cal t.ura) y largo del 
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organismo, dado por: 

aCt.J C4. 3J 

Cabe mencionar quo para el caso isomét.rico r = 1. A part.ir de 

C4. C:J se det.ermina el peso asint.6l1co. siendo este: w. 
(71/x)u~ Al int.rod.ucir est.e parAmet.ro on la ecuación C4. 2) se 

obt.iene: 

(4. 4) 

donde (1 e: r/Car+1J y que cumple la condición de que: a + f1 = 1. 

Para resolver la ecuación (4. 4J se considera la existencia de una 

variable elegante. dada por: 

(4. 6) 

que t.ranst'orrna la ecuación en un modelo de t.ipo Kal t.husiano de 

f"Acil solución. La demostración se basa en la derivación con 

respecto a t. de la variable int.roducida. En f'orma conJunt.a con la 

ecuación C4. 4). la expresión result.ant.e es: 

C4.6) 

cuya solución est.a dada por: 



C4.7) 

donde P
0 

= ~ - W:• y W
0 

represent.a el peso al t.iempo t.=O. Al 

igualar C4.7) con la expresión C4.9) y resolver para WCt.) 

obt.iene la solución de la ecuación C4.2): 

WCt.J C4.8) 

- w" 
donde A o 

En C4. 0) aparecen t.res parAmet.ros: w_. A y H, est.os son de f'A.eil 

det.erminaci6n. Se puede demost.rar que si se cumple C4. 7) para t.odo 

t. e IR+• ent.onces PCt.) decrece a lasa const.ant.e por unidad de 

t.iempo CGut.ierrez. 1985): 

PC t.+1) - PCt.) 
PCt.S = -q (4.Q) 

para ciert.o nOmero q positivo. Si se sust.it.uye el valor do PCt.) 

(ecuación 4. 7) en la expresión anterior, se eneuent.ra que q y k 

est.An relacionados de la siguiente f'orma: 

q = 1 - 9-X¡J C4. 10) 
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al otacribir o><plicit.amont.e PCt.::> on C4. Q) ao obl..1one;1o la a.lguient.co 

relación lineal ent.re WCt.+1)(J y WCt.)f': 

WCt.+1)1' ... H W(t.)P + 8 (4.11) 

donde H • 1 - q y B = q~ los cuales pueden ser determinados 

por m.!nimos cuadrados, Si est.os valores se sust.it.uyen en (4.10) se 

obt.ienen H y ~· los cuales est.an dados por: 

k = -1/(1 ln H e 4. 12:> 

El parAmet.ro A (ecuación 4. 8) se determina a partir de una 

regresión lineal. Docpuos do hacer algunas; operacionos:a algebraicas; 

en C4.9:>. se tiene que la regresión mencionada est.arA dada por: 

C4. 13) 

donde H• .. -k(1 y 8
1 

= ln A. 

Es import.ant.e sef'Salar que las regresiones lineales (4.11) y (4.13) 

son v.ilidas para el crecimiient.o alomét.rico, el isomét.rico es un 

caso particular en el cual r = 1 y (1 = 1/3, cuyas regresiones 

correspondientes son: 

(4.14) 
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y 

l n [w -._'/_•_-_w_c_t._,_'_/_• ] D 

w:""ª 
H t. + 8 . . 

donde H = 1 - q. B = qW:""'• ; H, = -x/3 y B., = ln A. 

(4.15) 

Para fac111 t.ar los cálculos se desarrolló un programa. en lenguaje 

t.urbo pascal CVARELEG). que es út.11 para est.imar los parAmet.ros 

necesarios del modelo de creci.mient.o propuest.o. 
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CAPITULO V 

APLI CACI ON DE LA SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

CRECIMIENTO EN PESO DE VON BERTALANFFY, EN LA ESTIHACION 

DETERMINIST:ICA DE LOS PARAMETROS p Y W DEL MODELO CON ESTRUCTURA 

DE PESO DE SCHNUTE C 1 9B7J • 

Una de las caract.erist.icas import.ant.es de la ecuación de 

crecimient.o de von Bert.alanf'f'y C1938) es su f'acilidad para 

incorporada en los modelos de diná.rnica de poblaciones y de 

adminislración pesquera CCsirke, 1980). En el present.e capit.ulo se 

desarrolla. una met.odologia para. incorporar a la ecuación de 

crecimient.o en peso calculada por el mét.odo de variables elegant.es 

al modelo con est.ruct.ura de peso de Schnule (1Q07), Sehnut.e !!!!:. tl 

C1989a y 1Q8Gb) y mostrar as1. que el modelo propuest.o. posee la 

núsma caract.erist.icas que el modelo de von Bert.alanf'!'y. 

Como ya se mencionó. Schnut.o C1987) basandose en los t.rabajos 

propuest.os por Fournier y Doonan C1Q87) y Walt.ers (1986), 

desarrolló un mudelo con est.ruct.ura de peso. el cual 

part.icularment.e aplicable a los casos en donde los dat.os de edad 

de capt.ura no son disponibles. pero la !'recuencia de t.allas si es 

conocida. 

Como ya se ha observado, los parámet.ros p y W juegan un papel muy 

import.ant.e el modelo de Schnut.e C10B7), Schnut.o .!!.!:. tl C1Q0Qa y 

1989b) • est.os se pueden determinar a parlir de dos met.odolog1as 

dist.lnt.as, la primera es de naturaleza dat.erminist.ica y est.é. 

basada en las ecuaciones C3. 3 y 3. 4). Los dalos necesarios para al 
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cb.lculo se obtienen a partir de muestreos biológicos, usando 

crit.erio de ajust.e por m.1nimos cuadrM.dos. Por el cont.rario, 

necesario usar dat.os de capt.ura-recapt.ura para la est.ima.ción 

est.adist.ica de los; parAmet.ros mencionados. lo ant.erior so logra a 

partir do la ecuacion de Ford y Wal!'ord C3.2) de naturaleza. lineal. 

CCass et. al. 1Q88). 

La ecuación (3. 2) usada por Schnut.e C1987) para desarrollar su 

modelo es 1 ineal ~ sin embargo. muchas especies de peces (gallardo, 

1Q88: Larraf'iet..a, 1956, Haupome, 1989: Ort.ega, 1988J no siguen est.e 

t.ipo de crecim.ient.o. 

En los siguientes párrafos se establecen las bases para incorporar 

una ecuación no-lineal de crecim.ient.o al modelo con est.ruct.ura de 

peso de Schnut.e (1987. 1989a, 198Qb) y dar asi. una aproximación 

má.s general y realist.a del problema. 

La ecuación de crecimient.o no-lineal que se analizarA es la 

calculada a part.ir del méLodo de variables elegant.es: 

C5.1) 

Para inLroducir la ecuación C5.1) en el modelo con est.ruct.ura de 

peso de Schnut.e C1987) • es necesario linealizarla. lo cual se 

logra mediant.e un desarrollo de la ecuación CS.1) en serie 

binómica CAbramowit.z, 197G:>. Al aplicar la serie binómica y cort.ar 

en el t.erm.ino lineal. la ecuación (5.1.J se puede aproximar por: 
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CS.2) 

si se evlllua la expresión anterior para el tiempo t + 1 se 

obt.iene: 

cs. 3) 

Después de aplicar 1 as propiedades de la funcJ. ón exponencial • 

t'orma conjunta con la adición y sustracción del término W
00

e-k". la 

expresión resul t.ant.e es: 

cs. 4) 

que puede ser reescri t.a como: 

y que en términos de la notación propuesta por Sc::hnut.e C1987) 

adquiere la siguiente forma: 

w• = W + pW cs. 6) 

con: 

cs. 7) 

P == e-•fl cs. 9) 

Es J.mport.ant.e notar que con la met.odologia propuesta se obt.iene 

una vez má.s la ecuacion de Ford-Walford Cec. 3.2); sin embargo, 

r;abe set'falar que las identidades para p y W di!'ieren de las 
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obtenidas a part..ir de las ecuaciones C3. 3 y 3. 4): 

(3. 3) 

p = .. -K C3.4:> 

en est.e último caso K representa la t.asa de crecimlent.o. también 

conocida como el coeft.cien.te de crBcimiento de Brody CRicker • 

1975), Por ot.ra parle. en la ecuación C5. 8) x es la t.asa de 

catabolismo. Los parámet.ros K y x Ccaso isomét.rico) se encuent.ran 

relacionados de la sigui en le forma (AQiuilar ot. al. 1984): 

K = ~ CS.0) 

si se sust.iluye (1 = 1/3 en C5. 7) y C5. 8), se obtienen las 

ecuaciones 3. 3 y 3. 4, es decir la ecuacion CS. 5) se reduce a la 

ecuación de crecimient.o C5. 6) propuesta por Schnut.e C1987); .por lo 

que podemos considerar la met.odologia para est.imar 

det.erminist.icament.e p y W caso particular del aqui 

desarrollado. 

Como se ha observado en párrafos anteriores, la aplicación de- la 

serie binóm.ica const.it.uye un mét.odo adecuado para linealizar 

ecuaciones de crecirnient.o, incluso aquellas t.an complejas como 

CS.1J, de hec:ho al aplicar est.a met.odologla al caso general de la 

ecuación de von Bert.alanf"f'y: 

(5.10) 

63 



los valores de los parAmet.ros p y W coinciden con los obtenidos 

para el caso part.icular Caes. 3. 3 y 3. 4). 

Es import.ant.e seN'alar que al linealizar las ecuaciones C3.1, 9.1 y 

6.10) so obt.iene la ecuación de Ford-Wa1f"ord C3. 2), que fue 

ut.!lizada por Schnut.e ~ tl C1989a) para desarrollar la versión 

est.ad!st.ica de su modelo, en el cual los paramet.ros p y W 

pueden det.erm.inar a part.ir de datos observados regist.rados por el 

método de capt.ura-recapt.ura ~ sin embargo, est.os parámetros t.ambién 

pueden det.er mi nar part.ir drt ecuaciones de t.ipo 

det.erminist.ico Cecs. 3.3, 3.4, 9.7 y 5.8). En conclusión, con la 

met.odol og1 a descr i t.a ést.a sección, El cá.lculo det.erm!nlst.ico de 

los pará.met.ros p y W del modelo de Schnut.e C1Q87) es puede 

generalizar para los organismos cuyo t.ipo d& crecimient.o se a.just.a. 

a las ecuaciones 5.1 y 6.12. 
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CAPITULO VI 

ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL MODELO 

El anAlisis de est.abilidad del modelo se lleva a cabo ut.ilizandola 

siguiente ecuación : 

d=~t.) ""' nWCt.)°' - •WCt.) C6.1) 

en la ant.erior se cumplen las siguient.es condiciones: Q + (1 = 1 y 

WCO) a W
0 

>O. El aná.lisis inicia al igualar la parle derecha de la 

ecuaci 6n ant.er i or a coro: 

nWCt.)oc - xWCt.) = O C6. 2J 

que al ract.orizar adquiere la siguient.e f'orma: 

(6.3) 

a part.ir de la cual se obtiene la primera solución const.ant.e de 

(6.2): 4'f.Ct.) = O, la segunda se calcula al resolver la expresión 

ent.re parent.esis de la ecuación (6,3): 

C6.4) 

cuya solución 

c{:J
2
Ct.) = Cn/tt)t./Jf (6.5) 

Las soluciones "'• y 4'2 son dos soluciones const.a.nt.es para C6.1) y 

represent.an puntos de equilibrio. En la figura 1 se observa el 
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comport.amient.o de la derivada dW/dt. como función de W. La gráfica 

cort.a dos veces el eje, en los punt.os que ya se han calculado: 4', 

• O y t/>
2 

= Cn/x)t/fl, 

..!!:!!.-... 

~••o lwl 

66 

Fig. 1.- Derivada de la función fCVI) CdW/dt.) en función del peso W. 

Es t"Acil apreciar que en el int.ervalo O < W < 

derivada os posit.iva. es decir la solución de (4.1) es crecient.e y 

t.iende a (71/x).t/f' -= WCD. Por ot.ra parle si W > Cn/1,d"'" ent.onces 

~W/dt. < O y W decrece a C)')/H)t.,;p, es decir si W
0 

> O ent.onces, al 



crecer t.. WCt.) se aproxima a la solución tjJ
2 

= C'fl/IC,)vp. En lo que 

respect.a a la solución "1, = o. si se t.iene la condición inicial 

W
0

'."" O ent.onces WCt.) = O. Con el análisis anterior podemos afirmar 

que la soluci6n const.anle 4', = o. es un punt.o de equilibrio 

inest.able, por el contrario la segunda solución rfJ
2 

= Cl')/x)•_..,. • es 

un punt.o de eqt..1ilibrio estable. Los result..ados anteriores. poseen 

una int.erprelación biológica que será discut.ida mAs adelant.e en el 

cap1t.ulo VIII. 
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CAPITULO VII 

APLICACION DEL HETODO A LISA BLANCA C MggU curema) 

VII.1 METOOOLOGIA 

En la present.e sección se aplica la met.odologia desarrollada 

las secciones anteriores a la lisa blanca Ctiygll curema). La 

validación del modelo se real iz6 al aplicar el programa VARELEG. a 

dat.os (proporcionados por el Ing. Pesq. Raól Villasertor) que 

f"ueron colect.ados muestreos mensuales de octubre de 1906 a 

diciembre de 1997 la Bahla de Mat.anchén, Sistema Po:z:o-Roy y 

Est.uario San Crist.obal en la costa de Nayari t.. México. 

Para la obtención de dalos mor1'omét.ricos se examinaron un t.ot..al de 

2250 organismos. det.orminá.ndose en campo su longitud t.ot.al • 

longit.ud patrón, altura y peso. l..a est.ima.ción de la edad se llevó 

a cabo en el laborat.orio y se realizó por medio de un est.udio de 

escarnas Cia: en promedio por organismo). que se observaron con 

proyeet.or de t.rarlspa.rencias y mediant.e m.icl"'oscopio simple con luz 

direct.a y reflejada . 

L.a relación longi t.ud-peso fue determinada de acuerdo con la 

ecuación: W = aLb. W representa el peso, t. la longit.ud, a y b son 

const.ant.es CRickor, 1975). El crecimier\t.o se determinó con la 

ecuación de Von Bert.alanffy C1938), para la cual se empleó el 

método de Ford C1Q33) y Walf"ord (1946) para det.erm.inar los 

parAmet.ros t.
00 

Clongit.ud asint.ólica). k Cconst.ant.e). t.
0 

Ct.iempo 
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hipot.ét.ico para el que L => 0) se obt.uvo empleando la ecuación de 

Bever t.on y Hol t. C 1957) • 

Para comparar los modelos. se ut.ilizaron los crit..erios propuestos 

por Roff C1983); el primero, es el error cuadrado medio CNet.er §1:. 

Al. • 1990) que de acuerdo con Rorr C 1983) es la opci On adecuada 

para comparar el f'uncionamient.o de los modelos, el mét.odo que 

consist.ent.ement.e do el valor má.s bajo de ECM se considerará. como 

el mejor método. Roff' t.ambién propuso el error porcentual absoluto 

medio CEc 2. 57) para indicar el valor prAct.ico de un modelo y 

menciona que para propósitos de ajuste un 30% es tolerable. sin 

embargo adopt.6 un nivBl da acepl.abilidad mAs bajo C20)0, est.e 

últ.imo crit.erio fue también adoptado en el presente trabajo. 

vn. 2 RESIJL T AOOS 

La relación Peso-longitud estimada a partir de los dalos de peso y 

longitud f'uá W = CS.64 modelo de 

crecimient.o de Von Bert.alanffy la ecuación res:ullant.e 

la siguiente: 

~t. "" 330, 40C1 - e-o. 3•ul ~ s.. u.?1) C7.1) 

para obt.ener el crecirnient.o en peso a parlir de la ecuación de Von 

Berlalanffy. uliliz.6 la relación peso-longitud y qued6 

expresada para t.odos los organismos como: 



Wl = 307.6QC1 - e-o.a"u. + l.U.?l)Z.!:'IP C7.2) 

Los dat.os da longit.ud pat.r6n. alt.ura. odad y pasio t.ambi.:.n 

utilizaron para calcular lasi const.ant.os: del modelo por ol mOt.odo 

de variables elegantes. La det.erminación de los parAmet.ros sellev6 

a cabo con el programa de comput.aci6n desarrollado CVARELEG), la 

ecuación es la siguient.e: 

WCt.) = 531.7(1 - C0.88)e-10.n1l)Z.OP (7.3) 

En la t.¡,,bla I se presentan los valores de peso observados Cque 

represent.an valores promodio con dist.ribu~ión normal), asi como 

los calculados a part.ir de C7. 2) y C7, 3), para la lisa blanca 

CM!:mll. ~; en general las est.imaciones calculadas con la 

ecuación C7. 3) presentan 

observados. 

menor desviación de los valores 

En la t.abla II se presentan los porcent.ajes de error en la 

est.imaeión para las eeuaeiones mencionadas C7. 2 y 7. 3) • para la 

ecuación C7, 2) varia.n de un m.1nimo de 2. 5'-' a un mAximo de 12. 56Y.. 

en el caso de la ot.ra ecuación C7. 3) • se observa una variación 

menor de O. 31 % a 9. 614"· 
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TABLA I 

Comparación de los pesos est.imados y observados para la lisa 

blanca CM!:!s!.l. eurema). 

Edad Valores observados 
( al'1os) de peso 

Cgrs. J 

1 62.9 
2 111. 6 
3 135. 4 
4 167. Q 
5 224.0 
6 267. 8 

Valores est.imados 
Ecuación C7. 2) 

Cgrs.J 

55 
102.8 
148.5 
187. 4 
218.4 
242.3 

TABLA II 

Valores est.imados 
Eeuaci ón C 7. 3) 
CgrsJ 

62.7 
100.9 
141. 4 
182.B 
222.9 
260.7 

Valores de los porcent.ajes de error en las est.imaciones para las 
ecuaciones C7.2 y 7.3). 

Edad 
Cal'SosJ 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

Porcent.aje de 
error(%) 
CEc. 7. 2J 

12.56 
7.08 
9.68 

11. 61 
2.50 
9.50 

Porcent.ej e de 
errorC:-0 
Cec. 7, 3) 

0.31 
9.94 
4.43 
8.87 
o,4g 
a.es 

En la t.abla III y IV se observan los resultados da las rogrosionos 

lineales para la det.erm.inación de los parAmet.ros A. w;,""fl y x. La 

ecuación 4.11 result.6 alt.ament.e signif"icat.iva Cr = 0.971, r 2 
:a 

O. 944 y p = . 006). De la misma f'orma. para la ecuación 4.13 se 

obtuvo un coef'icient.e de correlación muy alt.o Cr = . 992) y 
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poreent.aje de variación explicada al t.a Cr 2 = o. 985); asl mismo, el 

anAlisis de varianza indica que la prueba os signi:ricat.iva Cp = 

o. 0001), 

TABLA III 

Result.ados de la regresión CEc. 4.11) para obt.ener los pará.met.ros 
del modolo de crecintient.o en peso por el método de variables 
elegant.es 

Const.ant.e 
Pendiente 

Valor 
1.778 
0.841 

error est.Andar 
0.788 
0.119 

p 
0.109 
0.006 

AnAlisis de Vari.o.nza 

suma de cuadrados gl cuadrados medios 

SSR 
SSE 

3.793 
0.226 

1 
3 

3. 793 
0.075 

TABLA IV 

r 
0.971 

p 

r• 
0.944 

50. 296 o. 006 

Result.ados de la regresión CEc. 4.13) para obtener los pará.met.ros 
del modelo de crecimienlo en peso por el mát.odo de variables 
elegantes 

Const.ant.e 
Pendiente 

Valor 
-o. 40Q 
-0.170 

error est.ándar 
0.041 
0.010 

p 
0.001 
0.0001 

Aná.lisis de Varianza 

Suma de cuadrados gl cuadrados medios 

SSR 
SSE 

o.505 
0.008 

1 .. 0.505 
0.002 

r 
0,992 

.· 
Q,Q8!3 

p 

261. 005 o. 0001 

La f'igura 2 mueslra el comport.amient.o de la solución para el caso 

de crecim.ienlo en peso de von Bert.alanff'y. se obsorva que present.a 

una f"orma sigmoidea y que a excepción dol Ollimo punto. la curva 

se ajust.a a los dalos observados: en la f"igura 3 se observa el 
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comport.am.ient.o de la solución de la ecuación diferencial para el 

crecimienlo en peso de Von Bert.alanf!'y por el método de Variables 

Elegant.es Cecuac16n 4. 8) cuyos parAmet.ros se obt.ienen a t.ravés de 

C4.11) y C4.13); en ella se presenta nuevamente la forma 

sigmoidea. observandose que la curva se ajust.a a lodos los punt.os; 

sin embargo, es dilcil decidir a part.ir de est.as dos gráf'icas cual 

ajusta mejor los dalos registrados; una comparación 

cualit.aliva se presenta en la !:!gura 3, donde graficaron los 

valores observados y los estimados a part.ir de las ecuaciones 

mencionadas. en ella se observa que a excepción de la edad 2, 

t.od.os los valores est.imados con C7. 3) se encuent.ran más cercanos a 

los valores observados. 

Para comparación cuant.it.at.iva usaron los cri lerios 

propueslos por Roof' C1Q83): el error cuadralico medio CNeler !!!::. 

tl• 19QO) y el error porcent.ual absolulo medio CEc. 2.57). En la 

labla V se observan los valores correspondienles para las 

canlidades mencionadas. SI!:!' observa que en ambos casos los valores 

mAs bajos corresponden a la ecuación C7. 3). 

TABLA V 

Resul lados de el Error CuadrAlico Medio y del Error Porcenlual 
Absolulo Medio para las E~Maciones C7.2~A~·~?'5 

Ec. 7.2 1373.72 e.Ge 
Ec. 7.3 432.08 4.46 
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Fig. a. - Comport.amient.o de la solución para el caso de crecim.ient.o 
en peso obtenida mediante una t.ransrormación direct.a que 
relaciona el peso con la longitud C:Ec. de von 
Berlalanf!'y). 
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VARIABLES ELEGANTES 

- +---------------------

--..., 
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Fig. 3. - comport.amient.o de la solución de la ecuación dif'erencial 
para el creeim.lent.o en peso de Von Bert.alanff"y C:Variables 
Elegantes), 
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Fig. 4. - Comparación de los pesos estimados y observados para la 
Lisa Blanca CMY.9!!. curema). 

76 



12 

:; 10 
R 
e a 
E 

~ 6 
A 

~ 4 

PORCENTAJE DE ERROR EN EL CALCULO 
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Fig. 6. - Porcent.aje de error en el cAlculo de pesos usando 
t.ransf'ormación directa y variables elegantes. 
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CAPITULO VIII 

OISCUSION 

Exi st.en var 1 os aspectos• t.ant.o t.eór 1 cos como pr .6.ct.i cos que es 

necesario discut.ir. En cuant.o a los primeros. cabe mencionar que 

exist.e confusión en relación con el modelo de crecimient.o en peso 

de von Bert.alanf'f'y. Woot.t.on C1990) menciona que la ecuac!On 

diferencial de crecimient.o en peso: 

ca.D 

al int.egrar. t.iene como solución. la siguient.e expresión: 

(8.2) 

sin embargo. es f'ácil demostrar que la ecuación anterior no 

solución de C8.1J, para lo cual bast.a con derivar CB.G) y no 

podrá obtener la expresión CB.1), Es import.ant.e sef{alar que el 

Método de var 1 abl es el egant.es as el adecuado par a resol ver una 

ecuación dif'erencial complicada y de caract.er no-lineal 

CB.1). La solución de la ecuación C8.1) obtenida por el mét.odo,de 

Variables Elegant.es os: 

ce. 3) 

para demostrar que la ecuación anteri.or es solución de la ecuación 

(8, 1), bast.a con calcular la derivada: 
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ca. 4) 

(8.5) 

de la ecuación (8.3) se despeja el t.érmino C-Ae-h•/9
ll) y se 

sust.it.uye en la expresión anterior dando: 

dWCt.) 
-a;;-

(8. 6) 

(8.7) 

despejando WCt.)""8 de (8.3) y sust.it.uyendo en la ant.erior se llega 

a la expresión: 

que al fact.orizar el primer sumando. adquiere la forma: 

ESTA 
~AIJR 

ca.ª' 

'" DllE llBLIOTEC~ 



(8.Q) 

que al utilizar 71 ::::: xW~,.,11se puede reescribir como; 

CS.10) 

con lo cual finalment.e encontramos la equivalencia: 

d!~t.) "" nwct.>us_ HWCt.) (8.1) 

debido a lo anterior se puede asegurar que el modelo CB. 3) es la 

solución de la ecuación CB.1). El caso general es muy semejante, 

el modelo de crecimiento (Ecuación 4. 9) es la solución general de 

la ecuación diferencial de crecimient..o on poso C4. 2). Por el 

cont.rario, como ya se mencionó, la ecuación de crecirnient.o en pes:o 

de von Bert.alanf'fy CS. 2) proviene de una t.ransformación de la 

ecuación de crecimient..o en longit.ud a una de crecim!ent.o en peso. 

via la ecuación: W =- aLb; es decir• su desarrollo f"ué a partir de 

un modelo de t.ipo correlat.1vo. Por lo anterior, se espera que 

general, la ecuación ce. 3) que fue derivada de un modelo de tipo 

explicativo y que t.rata de incluir las causas que inf'luyen en el 

crecimiento, presente un mejor ajuste a los dat.os observados, 

En cuanto a la det.erminaci6n de los parámetros, el método de 

Variables elegantes proporciona un procedimiento sencillo para la 

est.imaci6n de los mismos, que consiste en tres regresiones 
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lineales con dalos observados Cecs. 4. 3, 4.11 y 4.13). A partir de 

las regresiones mencionadas, se pueden determinar x. (t, W
00 

y A, 

parámetros necesarios para establecer la ecuación ca. 3). Por 

part.e la ecuación (5.10) utiliza los parámetros t.
0

, K y W:X, (donde 

se ha puest.o una • para diferenciarlo del parámet.ro anterior). 

Es imporlant.e analizar la int.erpret.ación biológica de los 

parAmet.ros menciona.dos. El parámet.ro W ~ usado en la ecuación de 

crecimient.o de von Bert.alanff"y, es determinado a partir de un 

modelo correlat..ivo, al sust.it.uir la ecuación (8.2) en la expresión 

que relaciona el peso con la longitud CW = aLb, a y b const.ant.es), 

por lo que W~ = aleo. Por el cont.rario W
00 

es determinado a t.ravés 

de una regresión lineal Cec. 4.12) derivada de un modelo de t.ipo 

explicat.ivo. En cuanlo a x y K. ya se ha mencionado que éslos se 

relacionan para el caso isomét.rico de la siguient.e f'orma: K = H/3 

y en general como K "' H{1. 

La ecuación de crecimlenlo en peso de von Berlalanf'f"y ut.iliza el 

parAmet.ro de ajust.e t. 0 • que biológicament.e se int.erpret.a como: 

••El t.iempo al cual un organismo t.iene un peso igual a cero••• el 

principal problema. con esla int.erpret.ación est.riba en que ningún 

organismo durante su ciclo de vida tiene un peso nulo. Por lo 

ant.erior el valor de t. 0 radica más como parámet.ro de ajusle que 

por su int.erpret.ación. Por el cont.rario la ecuación de crecimlent.o 

obt.enida con Variables: Elegantes usa el parámetro A que est.a 

relacionado con W
0 

CEc. 4. 8), es le ál t.imo se int.erprela como el 

peso inicial al t.iempo t. "' O y que grAf'icamenle es la dislancia 

del punlo donde corla la. curva al origen CFig. 3). Desde el punlo 
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de vist.a biológico. es claro que en el t.iempo inicial. los 

organismos poseen peso mayor a cero. por lo que en est.e 

scrnt.ido W
0 

no solo út.il como parAmet.ro de ajust.a. sino que 

también es coherenle en su int.erpret.ación biol6gica. 

Como resultado del análisis de est.abilidad de la ecuación C4.2) 

obtuvieron dos soluciones const.ant..es conocidas como punt.os de 

equilibrio. el primero inest.able crp, = 0) y el segundo est.able (i¡0
2 

= c·w"x)''" ). Exist.e una clara int.erpret.ación biológica.· si el peso 

es igual a cero no existe crecimient.o; por el contrario si el peso 

inicial est.rict.ament.e mayor que cero. no import.a que t.an 

pequef'io. observa un aument.o progresivo el peso de t.al f'orma 

que cuando t. .. m. w - w •. 

En cuant.o a los result.ados que se obt.uvieron al aplicar la 

met.odologia mencionada. las !"!guras 2 y 3 son cualilat.ivamont.o 

semejantes; ambas presentan t'orma sigmoidea, la primera porción de 

ambas curvas es concava hacia arriba, la segunda es concava hacia 

abajo. En cuanto a su interpretación, la región que es concava 

hacia arriba corresponde crecimiento inicial de tipo 

exponencial, es decir el crecimiento del pez es rápido; en la 

región concava hacia abajo, el crecimiento es lento y tiend"" 

as1nt.6t.icamente a WQ). Se puede asegurar que la ecuación propuesta 

para el crecimiento posee la mismas caracterist.icas cualit.at.ivas 

que tiene la de von Bert.alanf"fy y que t.ambién son observadas en el 

ciclo de vida de los organismos. 

El punt.o de inflexión que divide a las dos regiones cit.adas. es 

82 



calculado al igualar la segunda derivada de la ecuac.i6n (4. 6 ó 

9.10) a cero y resolver para t. La expresión result.ant.e para von 

Bert.alanffy CEC. 5.10) es: 

t. g t.
0 

- k lnC1/b) C8.11) 

el valor calculado al sust.it.uir los valores adecuados para la lisa 

blanca es: t. = 1. 67 

En forma análoga. para la ecuación desarrollada con el mét.odo de 

Variables Elegant.es se obtiene: 

t. "' ~ ln((l/A) CS.12) 

que para el caso part.icular de la lisa blanca loma el valor: t. = 
3.15. Al observar en ambas !'!guras (2 y 3) • los valores calculados 

concuerdan con los valores correspondient.es de las gráficas. 

En la figura (4) se observa en general una desviación menor de los 

valores calculados con VE con respecto a los dalos observados. una 

sit.uaci6n semejant.e se da en ias f'iguras 2 y 3. cabe mencionar 

que la Ecuación de von Bert.alanffy se caract.eriza por no present.ar 

buen ajusle los valores ext.remos CAdolf'o Gracia. 

comunicación personal)~ como se observa en la figura 3, la 

ecuación propuest.a para el crecim.ient.o en peso de la lisa blanca 

C~ ~) se ajus;t.a a lodos los valores incluyendo los 

ext.remos. 

La figura 5 muest.ra el porcent.aje de en el cAlculo con 

respect.o a los valores observados. se puede apreciar que en un 
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solo punt.o se present.a un porcent.aje de error mayor al calcular 

con variables elogant.os sobre los resul t.ados obt.enidos con la 

ecuación de von Bert.-.1.a.nffy. Cabe mencionar. que en general. los 

porcent.ajes de error para el método de VE son bajos CTabla 2) 

comparados con los obt.enidos para la ecuación do von Bert.alanf'f'y. 

llegando incluso a valores t.an bajos como O. 31~ y O. 49%, lo cual 

indica un buen ajuste • 

Por ot.ra part.e, Como puede apreciarse en la t.abla V, La ecuación 

(7. 3) obtuvo el valor má.s bajo de Error Cuadrático medio (432. 69); 

por lo anterior, bajo los criterio~ est.ablecidos por Rof'f', se 

puede considerar que para el caso de los datos de la lisa blanca 

aqu1 t.rat.ado, el mejor modelo es el desarrollado con el Método de 

variables Elegant.es. En cuanto al valor prts.ct.ico de .tos modelos. 

ambas ecuaciones C7. 2 y 7, 3) obt.uv.i.eron un valor por abajo del 

m1 ni mo acept.abl e C 20:0 ; cabe seft'al ar que t.ambi én en est.e aspecto 

el valor mas bajo de Error Porcentual absoluto medio corresponde a 

Variables Elegant.es. 

En Resumén. la ecuación obtenida con el método de Variables 

Elegantes posee las mismas caracterlst.lcas cuallt.at.1 vas que la da 

von Bert.alant'f'y; sin embargo, para el caso especi!"ico de la lisa 

blanca CMugil curema) aqui est.udiado su ajust.e es mejor. incluso 

en los valoras ext.remos. 
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COHCLUSI ONES 

El mát.odo de Variables Elegant.es es un procedimient..o adecuado para 

solucionar la ecuación diferencial de crecimlent.o en peso 

C4.2:>. 

La solución obtenida es un modelo de crecimient.o de nat.uraleza no 

lineal. Los paramet.ros del modelo (ecuación 4. 0) se pueden 

det.errninar fAcilment.e a partir de t.res regresiones lineales CEcs. 

4.3. 4.11 y 4.13). la aplicación del programa VARELEG facilit.a aún 

má.s el cá.lculo de los parámetros mencionados. 
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La ecuación obt.eni da es de car á.ct.er general• por 1 o que el caso 

isomét.rico es un caso part.!cular del modelo propuest.o y se 

encuentra caract.erizado por las ecuaciones (4. 14 y 4.16). 

El análisis de est.abilidad indica la exist.encia de dos soluciones 

const.ant..es. una de ellas corresponde a un punto de equilibrio 

inest.able Crf>
1 

• 0) y la olra a uno eslable (iP
2 

-= (f1/xJ""" ). La 

int.erpret.acl6n de las soluciones ant.eriores es coherent.o con lo 

observado en los ciclos de vida de los organismos 

El desarrollo por sorie binórnica es un procedirnienlo ideal para 

linealizar el modelo propuesto Cec. 4. 6) para el crecimient.o de 

peces. 

Mediant.e la linealización de la ecuación C4. e::i, se obt.iene un 

mét.odo alt.ernat.ivo para la est.imaciOn det.erminist.ica de los 

par:S.m.et.ros p y W del modelo est.ruct.urado de Schnut.e. mediante las 



relaciones CB. 7 y 5. 8). 

Al aplicar 1050 modolou dGt von Bert.alanf'f'y y ol obt.enido por ol 

mOt.odo do Variablosa Elogant.os;i a. la licia blanca Cl:!Yg!,!_ ~) 

observo un mejor aju&t.e para. la. aolución por VE Ct.abla II • f'igs. 

1. z. 3. 4. 5) • incluso en los valores ext.remos. asi mismo bajo 

los cri t.erios de Roff' (1983). el modelo propuest.o present.6 un 

mejor ajust.e que el de von Bert.alanf'f'y. Sin embargo. es necesario 

validar el modelo con otras especies de peces. 

El Modelo de crecimiento propuesto posee las núsmas 

caract.erist.icas cualit.at.ivas que el modelo de von Bert.alanf'fy. es 

coherent.e con el proceso biológico de crecimient.o y puede 

incorporado Cvia desarrollo en serie binómicaJ f'Acilrnent.e a los 

modelos de dinAmica de poblaciones y de adm.inist.ración pesquera. 

pero ademas posee una venlaja imporlanle: su ajust.e a los dat.os 

observados de la lisa blanca es mejor; sin embargo, es necesario 

probarlo en dist.int.as especies. 
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ANEXO 

En' el presont.o anexo dan algunos; do los f'undament.oE rn.6.si 

import.ant.es en los que basa ol mét.odo de Variables El egant.es • 

para mayor 1nf'ormaci6n al respect.o se puede consult.ar a SAnchez 

C1Q8Q). 

Las ecuaciones dif'eronciales lineales homogéneas de primer orden. 

t.ambién conocidas como de Mal t.hus t.ionen la siguient.e forma: 

d~~ t.) = k.YC t.) CA.1:> 

y tienen solución a la expresión: 

CA.2) 

El método de Variables Elegantes t.iene como objot.o. reducir 

ecuaciones del t.i po: 

d~~t.) ""FCY) CA.3) 

a. ecuaciones malt.husianas CEc. A.1) de f"Acil solución. para ello 

es necesario determinar una transformación TCY) • t.al que la nueva 

variable Cµ = TCY)) sat.isf'aga la siguiente relación: 

d~~) = kµC'f) CA.4) 

para algún número real k. la ecuación anterior t.ambién se puede 

escribir en t.érm.lnos de TCY): 



~ = kTCY) 

es claro que las siguienles relaciones son equlvalent.es: 

d~~) n d~r) = d~ y) d!~ t.) = k µC Y) 

al despejar µCY> y 
d'tCt.) 
~ 

que al mult.iplicar por d'l 

se obtiene: 

puede reescribir como: 

despues do int.egrar. se encuent.ra la siguiente relación: 

ln µ = kfdY/FCy) 

CA.5) 

CA. 6) 

CA.7) 

CA. 8) 

CA. 9) 

la solución paraµ. se logra al aplicar la !"unción exponencial: 

µ = 
9

k/dV/FIY> CA.10) 

decir• la variable elegante exist.e. si la int.egral 

(lt/dY/F'CY)) del argument.o de la !"unción exponencial e.x.ist.e; debido 

a lo ant..erior. la ecuación CA. 3) podrá. reducirse a una ecuación 

de t.ipo Malt.husiano CA.1) cuya solución será. la ecuación CA.2). 
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