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RESUMEN

En el presente trabajo se calcula la solucidn general de la
ecuacidn diferencial de crecimiento en peso de wvon Bertalanffy
€1938> por el método de Variables Elegantes., Se anallizan algunos
aspectlos tedricos que incluyen: el analisis de estabilidad del
modelo, la interpretacién de los parametros de ajuste y una
aplicacidn para la determinacién deterministica de los parametros
P Y W del modelo con estructura de pese de Schnute €1987),
concluyéndose que el modelo propueste posee la mismas cualldades
cualitativas que tiene el modelo cliasico de crecimiento en peso de
von Bertalanffy. También se realiza una primera aplicacidn
practica del modelo a datos de la lisa blanca CMugil) curemal, bajo
los criterios propuestos por Roff (1983 para la comparacién de
modelos, se concluye que el modelo desarrollado con el método de
variables elegantes se ajusta mejor que el de wvon Bertalanffy,

inclusc en los valores extremos.




INTRODUCCION

El "crecimiento de un individuo y la dinamica de poblaciones son
dos temas donde el desarrolio de modelos matemiticos ha sido
prolifico. El crecimiento, segin Everhart y Youngs (1080}, se
puede definir como un proceso de incremento ¢ come el desarrollo
progresivo de un organismo. El crecimiento es un proceso complejo,
generalmente se mide como el camblo de longitud & peso de un
individuo ¢ grupo de individuos entre dos tiempos de muestreo.
Muchos factores pueden influencliar el crecimiento de un pez, eantre
ellos se encuentran: la cantidad, tamafo y calidad del alimento
disponible; el numero de individuos que usan la misma fuente de
alimento; temperatura. oxigeno, ¥y otros factores de calidad del
agua; el tamafMd, la edad y la madurez sexual del organismo
CEverhart y Youngs, 19809). En opinién de Wootton (16900, si la
tasa de consumo de alimento es suficientemente alta, un pez puede,
aunado a los costos de energlia de mantenimiento, sintetizar nueve
tejide. Este tejido puede ser retenido en el interior del
organismo como cre.cim.lan(.o. incluyendo cualquier tipo de productos
de almacenamiento, © diseminado come gametos. El proceso de
seleccidn natural lleva a la evelucidn de patrones de crecimiento
que tlenden a maximizar el tiempo de vida de produccidn de
dascendencia. El crecimiento y la reproduccién son procesos
complementarios y ambos dependen de los recursos de energla y
nutrientes disponibles conseguidos a través del comportamiento del

pez.



Varios autores han tenido una participacién destacada en el campo
de la modelacién matemitica del crecimiento, entre ellos: Ford
€1933), Walford (19462, Gulland (18842, Tomlinson y Abramson
€19681D, Allen C1888> y Beverton C1854>. Sin embargo, segun Csirke
€19800 es von Bertalanffy €1938) quién ha logrado desarrollar la
formulacién matemitica  que mejor satisface ciertas condiciones
primordiales en un modelo como son, el que la ecuacién matematica
sea coherente con el proceso biolégico del crecimiento y tener una
formulacién que pueda ser incorporada ficilmente en los modelos de
dinimica de poblacicnes y de administracién pesquera y lo mas
importante, que la ecuacidén se ajusta bien a la mayor parte de los

datos observados sobre el crecimiento de peces.

En cuanto a la diniAmica de poblaciones y las pesquerias, su manejao
clentifico se.inicid en el primer cuarteo de este sigle y su
desarrollo posterior se debid en gran parte a los avances en la
ecolgia y la dinamica de poblaciocnes. En la evolucién de los
modelos de pesquerias se observan dos tendenclas principales.
Segtn Hsaley C1884> la primera corresponde a una etapa que abarca
desde el segundo cuarto de este siglo hasta prin:‘:ﬂpios de los affos
setenta, caracterizandose porque el principic central en el manejo
de la pesquerias fue el concepto de rendimiento maximo sostenible
CRMS) @l objetivo principal de los modelos propuestos en esta
etapa fue la estimacién de esta cantidad, Healey (18840 menciona
que la segunda tendencia tiene un inicio bilen definido con la
publicacién de dos trabajos: Policy for Canada's Commercial

}:(shan:os CDepartament of Enviroment,  Fisheries and. . Marine



Services, 1876> y en Magnuson Fisheries Consorvation and
Management Act CMFCMA), En estos documentos se establece de manera
clar:n que el objetivo de la administracién pesquera es maximizar
el beneficio neto para la sociedad, que puede ser obtenido a
partir de la pesca. El nueve parametro que juega un papel central
en esta nueva etapa es el rendimiento éptimo, que de acuerdo a la
MFCMA se define como: ‘‘La cantidad de peces que proveerid el
beneficic global mas grande a la naclén, con énfasis en la
produccién de alimento y la recreacién; a su vez esta cantidad
esta.basada en el rendimiento miximo sostenible de la pesqueria, y
es modificada por cualquier factor relevante de tipo ecoldgico.

econémico y social’*.

Al involucrar otros factores ademas de los estrictamente
biolégicos, los modelos adquieren una gran complejidad, debido a
esto el desarrollo, adecuacién o modificacién de un modelo debe
estar basado en la revisién de los medelos importantes
desarrollados hasta la fecha, asi como de un analisis de las
hipdtesis, conceptos y herramientas usadas en los mismos, como se

hara en las préximas paginas.

Antes de iniciar la revisién de los modelos mas usados en ol
analisis de las pesquerias es necesaric establecer algunos

conceptos basicos que ayudaran a una mejor comprensidn,

Existen varias definiciones del concepto de modelo, destaca entre
éstas, la propuesta por Gold ((1977). debido a su caracter

operacicnal: Un objeto M es un modelo de otre objeto S, si se



cumplen las sigutentes condicliones:

1) Existe una coleccidén de componentes de M, cada uno de las
cuales corr a una P te de S

2> Por lo menos para algunas interacciones, la relacidén
entre las componentes de M es aniloga a la que existe
entre las componentes de S.

En la literatura se observan varias clasificaciones de los
modelos, entre ellas la sugerida por Gold 1877, quién los
agrupa en dos categorias: la primera corresponde a los modelos
correlativos, que segun el autor solo reflejan una relacidn
observada entre dos ¢ mAs variables, su propésito primario es
describir y resumir una relacién, de tal forma que esta puede ser
verificada y usada como base para la prediccién y el control. Por
otra parte, los modelos explicativos también reflejan las
relaciones observadas. pero ademas es necesario que la estructura
del modelo refleje algin concepto del mecanismo causal que
refuerze la relacién, es decir el objetivoe no es tanto describir
la relacién ocobservada, sino explicarla. Levin y Hallam (€1988)
proponen un tercer tipo de modelos, en el cual estos se
desarrollarian con el propésito de conocer la respuesta de un

sistema a factores que no han sido observados,

Por otra parte Schnute (1877 clasifica los modelos de produccién
Caquellos que relapionan el esfuerzo de pesca con los datos de
capturad) en mddelos de equilibrio, dindmicos y estocasticos; los
segundos a diferencia de los primeros representan el estado
presente de la pesqueria en términos del estado pasado, leos

modelos estocasticos incluyen una variable azarosa‘que representa



la parte aleatoria del fenémeno.

En el presente trabajo se realiza una revisién bibliografica de

algunos modelos de crecimiento y dindmica de poblaciones con el

fin de analizar las hlpé!..sls.. s ¥y todologlas =7 on
los mismos; consideraciones que seran de gran utilidad para llevar
a cabo el objetivo primordial de este trabajo que consiste en
desarrollar un modelo de crecimiento en peso de naturaleza
no-lineal a partir de la solucidn de la ecuacidén diferencial de

crecimiento en peso por el método de variables elegantes.

Asi misma se examinaran algunos aspectos tedricos del modelo,
tales comc su adecuacidén al modelo con estructura de edades de
Schnute €1987); también se realizd una apliacacién practica del
modelo desarrollado a datos de la lisa b].;nca y se efectud una
comparacién con los resultados o‘bLenLdos a partir del modelo

clasico de von Bertalanffy.



CAPITULO I

ANALISIS DE MODELOS DE CRECIMIENTO

En el presente capitulo se describen algunos aspectos relevantes
de la ecuaciédn de von Bertalanffy., la cual describe el crecimiento

en longitud y esta dada per:

G =k -1 €1.1>
donde:

1l : longitud del pez

t : edad del pez

lm: longitud asintética

K : define la tasa de crecimliento del organismo,

también as conocida como coeficiente de
crecimiento de Brody.

que es una ecuacidén diferencial lineal cuya solucién se calcula
facilmente por el método de separacién de variables., Al integrar
entre los limltes correspondientes a un tiempo inicial CLOJ ¥y un
tiempo pesterior Ctd, con la condiclén inicial de longitud L°=
10>, se cbtiene:

tety A3
J a1 _- k1> = f dv [9->]
v ¢

L 0

Despues de resolver y hacer algunas simplificaciocnes, la solucidn
de €1.1), conocida como ecuacidn de crecimiento en longitud de von

Bertalanffy, estari dada por:



1w =1 (1 - e T %)) : 1.

donde
1€t> :dencta la longitud del pez a la edad t.

"o :es la edad tedrica a la cual el pez debe

tener una longitud cero.

La expresién analoga para el crecimiento en peso no ha stdo
obtenida mediante una solucidn directa de una ecuacién diferencial
correspondiente, esta se obtiene al sustitulr la expresién (1.3
en la ecuacidén que relaciona el peso con la longitud (W = aLb. ay

b constantes) dando:

WeLd = W (1 - oKt T th)® c1.4d

donde W_ representa el pesc asintético. El exponente b para el

caso isométrico toma el valor de 3.

El problema de determinar la ecuaclén de crecimiento en peso y
longitud se reduce al cilculo de algunos parametros Cl_. W_. K y
Lo) y existen varlios métodos para la determinacién de los mismes,
entre ellos se encuentran los desarrollados por Ford <1933),
Walford €1946), Gulland €19684>, Tomlinson y Abramson (1861), Allen

C1968) y Beverton €195437,

La metodologia menclonada anteriormente ha sido extensamente

utilizada en varias regiones para diferentes especies tales como:



Sardina  pilghardus . ClLarrafeta, 1965); Thunpus thynus
CRodriguez—Roda, 1884); Phycis blenojdes (Gallardo. 1986); Limanda
limanda (Ortega 1988>,



CAPITULO II

DINAMICA DE POBLACIONES Y MODELOS

TI.1 ANALISIS DE MODELOS DE DINAMICA DE POBLACIONES
La dinamica de poblaciones es quizd el 4area con mayor desarrollo
matemitico de la ecologlia (Gross, 1888), los primeros fntentos en
el modelado de estas interacciones se dieron con Verhulst €1838)
quién desarrolld el modelo logistico, cuyas ecuaciones son las
sigulentes:

%‘ = rCOX 2.1

con r definida como: rCx) = rox(i - E). ¥ cuya solucidén es:

Kx
*CLd = 2 — ca.2
X, - (xo - Kle ‘o

MacCall (18800 mencliona gque la ecuacidn logistica ha sido
favorecida en el modelaje biomatemadtice y manejo de recursos,
debido a que es concisa, de manejo matemitico sencillo, y sobre
todo porque es una muy buena primera aproximacién para modelos
denso-dependientes mas complicados. Sin embargo, esti basada en
hipétesis que han sido criticadas por diversos autores, Hallam
€1686) menciona las siguientes: todos los parametros bidticos y
abibdticos son considerados constantes en el tiempo; debido a su
caracter deterministico no se consideran eventos estocisticos; asf

mismo, todos los individues de la poblacién son tratados

10



identicamente, no son diferenciados por sexo, edad, o localizacidn
fisica; por otra parte se considera que la tasa de crecimiento per

cdpita r de instant te a cambios en la densidad. Este

modelo logistico fue utilizado por Graham (193%) para estimar la

produccidn esperada del stock de peces del Mar del Norte.

Schaefer (1954, 16572 desarrolld una versidn modificada del modelo
logistico, que esencialmente consiste an igualar la tasa total de
crecimiento a la tasa de crecimiento logistica menos la tasa de
captura, este modelo fue usado para estimar la maxima produccién
sostenible del atin aleta amarilla del Pacifico Este Tropical., Las
Hipétesis basicas de este modelo son las siguientes:

13 La tasa de incremento natural responde a los cambios
en densidad de la poblacidn. Esteo equivale a decir que se
prescinden de los efectos retardados que puedan tener los
cambios de densidad de la poblacién scobre la tasa de
incremento natural.

2) La tasa de incremento natural correspondiente a un

peso dado de la poblacién, es independiente de la
composicidn por edades de dicha poblacién,

Schaefer (1057) comenta que ninguna de las dos condiciones se
cumplen exactamente en las poblaciones de peces, y que; sin
embarge, si su modelo es aplicado a estados de equilibrio

constante, los supuestos mencionados sSon inecesaries.

El concepto de equilibrio se define de la sigulente forma: ‘'St a
cualquier nivel de la poblacidén de la pesqueria se explota una
cantidad ilgual a su tasa de incremento natural, no se registrara

t.:amb.lo alguno en la magnitud de la poblacidn'’. Por otra parte, si

11
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lo explotado rebasa el incremento natural, la poblacidén disminuira
en un monto igual al del rebase. Asi mismo establece la relacién
general entre la poblacién y la pesca de equilibrio., bajo la

siguiente ecuacidn:
c = Kk P/CPD + nP 2.3
donde:

c :es la captura en equilibrio

P tes la poblacidn anual media
.3 tes una constante
n

tes una variable azarosa

!CF):es una funcién univalente de P. Su valor es
cero an el maximo nivel de poblacidn y aumenta
al disminuir el nivel de ésta. Es por
consiguiente., un término negative auto-regulado
necesario para describir el balance natural,
de ajuste automatico, que exdste entre la tasa
de incremento natural y la capacidad de carga de

un ambiente limitado.

Después de asumir que la forma mas sencilla de la funcién /CF) es
la lineal: fCP> = L =~ P, CL es la magnitud maxima de la
poblacidn), Schaefer (1957) establese el modelo que tiene la

siguiente forma:

AU

cromp = acM ~ O - -%- + & c2. 4



donde:

[¥) :es la captura por unidad de esfuerzo promedic
& :es una constante de proporcionalidad entre la
captura por unidad de esfuerzo promedioco y la

poblacidn
a y M :son constantes

< :es una variable azarosa

St AU e Oy ¢ = 0 (2.4) se reduce a:

-?'=0CM-U) 2.5

Esta ecuacién fue llamada por Schaefer C1954): ‘‘Condicién de
linea de equilibrio’® y describe la relacién promedio entre el
esfuerzo de pesca C(F=C-D y la abundancia de la poblacidén ¢
cuando la captura anual estd en equllibrio con la tasa anual de

incremento natural.

Este modelo ha sido tomado como base para posteriores trabajos,
cabe mencionar de manera resumida que en el modelo se incluye sélo
una varf{able independiente, el tlempo <(t), ademis de cuatro
variables dependientes (funciones del tiempod). Estas son: la
biomasa de la poblacién PCL), la tasa de esfuerzoc pesquero ECL),
la tasa de captura €CL) y la captura por unldad de esfuerzo XtLD.
Existen también tres parametros sumamente importantes en aste
modelo: la tasa de crecimiento natural <¢r), la capacidad de carga

del medio (KD y el coeficiente de capturabilidad Cgqd>. Finalmente

e’s importante seffalar que la naturaleza del modele es continua

13
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CSchnute, 1677).

MAs tarde Fox C1978) basado en el modelo logistico, establece una

formulacién matemitica para un modelo de produccidn:
dP
ac = PIQCPt) - Pthc/l) 2.8

donde:
P :es el tamalo de la poblacién al tiempo ¢
P‘KCPLD :es la funcidén de produccidn de la poblacién
que engloba los efectos de reproduccion,

crecimiento en peso y mortalidad natural

h.C/‘) ;es el coeficiente de mortalidad por pesca,
ejercida por /‘ unidades de esfuerzo
pesquero.

Las hipétesis de trabajo son basicamente las mismas que establecid
Schaefer (1954, 1657); sin embargo, enfatizan de forma particular
el hecho de que el modeloc se debe aplicar a una sola poblacidn

aislada.
En el equilibric (dPr/dt = O) la producciédn Y se cobtiene como:
Y = qfP = PgCPD 2.7

Pella y Tomlinson €1688) sugirieron la sigulente expresidén para la

funcidén de praduccidn:

=HP™ ~
P‘gc F"> —HPl KPP, 2.8

La cual al sustituirla en la expresién (2.7) se obtiene la



siguiente relacidn de equilibrio:
Y = HP™- Kp = qfP ca. 9

Que al reescribir en términos de la captura por unidad de esfuerzo

y el esfuerzo promedio pesado, toma la forma:

U= 1K™+ cqTADT ] c2.10
que simplificada da la expresidn:

U= Ca v pEpY ca.11)

La ecuacién anterior es no-lineal, contiene tres parametros a, 3
y m., su determinacién se realiza por el método de minimos
cuadrados, Por otra parte los puntos criticos que permiten
daterminar el esfuerzo éptime, la captura por unidad de esfuerzo

Sptima y el rendimiento miximo son:

t‘opl- Ca —ourd/mf3 ca.12>
U= Cormd® ™ 2.1
opt.
tr7{m=-1)
Yy afa- omormd 7 c2.14>
max ]

En la misma contribucién, Fox (1877 desarrrolld el programa de
computacién PRODFIT para llevar ‘a cabo los calculos anteriores,

cabe mencicnar que este sigue utilizindose de forma prolifica



para evaluar las pesquerias de atdn del Oceano Atlantico CLiu,
1986, 1987; Miyake y Kume, 1888, 1887; Gonzales-Garces. 1980;
Coan, 1979; Kume, 1081, 1884; Miyabe, 1988; Sun y Yang, 1684; Yeh

y Liu, 1g88).

Schnute €1977) trabajé con el modelo de Schaefer (1954, 1857),
para obtener una versién modificada del mismo, esta posee la
caracteristica de ser dinamicoe y estocistico, la relacién
funcional propuesta tiene la siguiente forma:

T=gE,E_,E .2 ¢z,
n nt S n

T Nt

Este autor considera la captura del afflo n en términos del esfuerzo
del mismo affo y la captura y el esfuerzo del affio anterior. Un
modelo con estas caracteristicas es dinamico porque representa el
estado presente de la pesqueria en funciédn del pasado, al incluir
la varlable azarosa L el modelo adquiere un caracter estocastico.
bajo estas condiciones el modelo desarrollado por Schnute toma la

sigulente forma:

[+
rT n=1
T = ::-(l: Enlh [1 @ [1-exp[—q—k = ]]exp(d‘:“]]

n n-1

c2.1ed

s -qE__, exp[(r—qfn)'r]—i
donde ¢ = c2,17>
r - qEn 1-expl -Cr—-qEn_‘)-r]

16



Este modelo es de naturaleza discreta, contiene cuatro parametros
r, @ . k, y la variable o que es un término de error, que se
incluye de la forma mas sencilla en la ecuacidén. El autor enumera
cuatro ventajas de este modelc sobre el de Schaefer: ad) la
ecuvacidn maneja datos que son disponibles con gran facilidad para
el patrén de pesca, es decir una lista de valores de esfuerze y
captura; b) comec los errores debide al azar se muestran
explicitamente en la ecuacidn anterior, el esquema de la
ostimacidn de los parametros del modelo es dictado sin ambiguedad
por ia condicién de minimos cuadrados Zc: = 0; cd debido a que el
modelo es estocistico, es posible estimar la incertidumbre (o
varianza) en los parametros, como los parametros mismos y d2 Las
férmulas de estimacidn son tan sencillas que se puede utilizar una

calculadora de mano para realizarlas.

Como se menciond en parrafos anteriores. el modelo de Schaefer
€154 y 1957) esta basade en varios supuestos que le permiten una
gran simplicidad en su manejo, Silliman C1971) menciona que el mas
importante es el que se refiere al efecto nulo que tiene el
retraso temporal entre la repréduccién y el reclutamiente en el
crecimienta de la poblacidn, deblido a esto se han hecho \}arios
intentos para desarrollar modelos que incluyan este aspecto. En
este sentido Walter €1673) modificéd los modelos de Schaefer (1054,
1987), Pella y Tomlinson €1680) y Fox (1675) al adicicnar un

término que involucra la poblacién de affos anteriocres:

1 dP '
530 =b - aPCL +aPct-w - arctd ca.1®
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%:- 1'5 =b - alog PCLY + a log PCL-w) = qretd

c2.1a0
donde w es una unidad de tiempo que representa el retraso entre
reproduccisn y reclutamiento, fCL) representa el esfuerzo pesquero
Yy q es el coeficiente de capturabilidad, La solucién de las
ecuaciones antericres se obtiene al integrar scobre un intervalo

de tiempo para el cual sean disponibles los datos de captura y

esfuerzo necesarios:

log EEEM2 = p - a Fctd + afce-wd - qfcty  cz.20
L+ g L=wv+de ted
logf—sﬂt%ly)Ab-a‘jlogP + a,|leg p ‘QIf
t L=w [N
cz.215

Pctd, Pct-wd y FCLD son valores promedio. Los coeflclentes asa,
y b se determinan a partir de regresiones multiples C(Walter,
1973>. Los niveles de equilibrio se calculan de la forma usual,

para la ecuacién (2.200 la condicidn de maximo rendimiento

sostenible es:

aP - af =0 ca.22>




de forma semejante, para la ecuaclidén C(2.21) se encuentra que el

nivel de f que maximiza el rendimiento sostenido es

a -qf =0 2.2

Al resolver las ecuaciones anteriores se determina el esfuerzo

pesquero optimo:

a P b +a, PCL-w)

£, == == ce. 24>
al
R ca. 25

X1.2 MODELOS ESTRUCTURALES

Otro tipo importante de modelos son los llamados estructurales,
utilizados en la evaluacién de Stock, basandose en principio en la
estructura de edades de la poblacién, y que fueron desarrollados
hace aproximadamente 60 alMNos, para facllitar el andlisis e
interpretacian de las estadisticas comerciales de captura. Su uso
se considera para el manejo racional de los recursos pesqueros,
debjido a que la aplicacién de estas poderosas técnicas analiticas
permite la reconstruccién de la dinidmica de la poblacidén y provee
estimaciones de las tasas de mortalidad y abundancias absolutas de

1a poblacisn CMegrey, 1969).

Megrey C19680) menciona que la ventaja de los modelos estructurales

;:on respecto a los de produccisn CGraham, 1035; Schaerer.r 1954,
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1957) & el de Beverton y Holt €1957). radica en que se pueden
aplicar sin conoccimiento del esfuerzo efectivo de pesca, o de la
selectividad del arte de pesca. En aMos recientes se ha observado
un; gran preoliferacién de la metodolegia mencionada, observandose,
incluso desarrollos paralelos de algunos modelos CMegrey, 1689).
Una de las principales causas que han influido en este desarrollo,
es la accesibilidad a computadoras con una grancapacidad de
calculo que permiten la estimacién de parametros, necesaria para
modelos mas elaborados que tienen un mayor sentido biolégice, por
lo que en la actualidad los métodos menclonados constituyen una de
las principales herramientas de investigacién usadas por los
cientificos dedicados al 4rea de pesquerias, para evaluar el

estado de un Stock de peces hajo explotacidén C(Megrey, 1889).

En los modelos con estructura de edad. se estudian eventos a nivel
de poblacién al analizar individuos o grupos de edad similar. Al
contrario de los modelos de produccidn, como los de Graham C1933)
y Schaefer (1854, 19857). en los cuales el Stock es tratado como

una sola identidad (Megrey 1989).

Los modelos estructurales de edad consideran explicitamente los
procesos bioléglcos que alteran la poblacién de peces. Lo anterior
incluye mecanlismos para describir los procesos de reproduccidn y
mortalidad debida a causas naturales y a la actividad pesquera.
Cada proceso es monitoreado independientemente para cada grupo de

edad, al tratar cada proceso como un submodelo CMegrey, 1989).

A pesar de que. todos los modelos estructurales estan basados en



las mismas hipdtesis, los numerosos métodos propuestos durante los
altimos B0 affos son bien diferentes con respecto a sus
formulaciones matematicas, los p’arémechs estimables ¥y las
técnicas de solucidn. Debido a estas diferencias, cada modelo
tiene sus debilidades, virtudes ¥y sus propias fuentes de error,
mas aun, la aplicacidén de mis de un método a un conjunto de datos
comunes no da resultados idénticos, Se han llevado a cabo pocos
estudios comparativos, de tal forma que no es muy claro cual es el
mejor método bajo un numero dado de circunstancias CMegrey, 1988).
Los modelos estructurales se basan en algunos supuestos basicos.
En general seo asume que la mortalidad total 2 esta dada por la

suma de la mortalidad natural M y la mortalidad por pesca F:

Z =M+ F cz. 28

Agger et al (18713, Doubleday (187868 y Pope (1i977) enunciaron el
supuesto de separabilidad, que permite una formulacidn mas
realista de la mortalidad por pesca al proveer factores
especificos que podrian causar la variacién de F deblde a la edad

y al afo, usualmente ésta se escribe de la siguiente forma:

FCa,y) = sCadfCyd cz.27

la cual expresa la mortalidad por pesca como el preducto de dos
cantidades, la primera representa un factor especifico de la edad,
la obtra uno especifico del afo. Las siguientes son formas

e‘qui valentes de (2.272:
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in FCa,y> = ln aCad + 1ln fCyd 2, 28y
1ln FCa.yd = uCad + eCyd CE.B_O)
FCa,y> = exp (uvCad + alyd] c2. 303
FCa,y? = exp {ln sCad + 1ln fCyd] €2.31)

Por lo que la martalidad total puede ser escrita como;
ZCa,y> = Fla,y) + M ce.z2

Una ecuacidn que es basica en los modelos estructurales es la de
supervivencia, que describe el cambio numérico que se lleva a cabo

en la poblacién, debide a mortalidad natural y por pesca:
NCa+1,y+1) = NCa,ydexpl~-FCa,yd-M] 2.3

Esta relacion describe la supervivencia para dos edades sucesivas
an una cohorte CMegrey 1680). Si ademis se asume que los peces se
reclutan a la pesqueria a una edad fija C(r), come lo propone
Deriso €18802., entonces un pez con edad a, vivo en el aMo y, nacié
en el afo y-a y fue reclutado a la edad r en el affo y-a+r. Al
incorporar los aspectos anteriores y supeonlendo que R representa

el namero original de individuos (2.33) puede ser modificada:

a=-%
NCa,yd = RCr.y—a*r)ex‘p[ ~E FCd .y-a+£)+M] €2.34>

i=r
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El ndmeroc total de individuos en la poblacién en cualquier affo

estari dada por la suma de todos los grupos de edad:

- .
NCyd = £ NCa,yd c2.3%)

asr

Asi mismo la biomasa total de la poblacidn esta dada por:

s
BCy> = ENCa,ydWCad caz, 38

asr

donde WCa) representa el peso promedio adquirido en la edad a,

La ecuacién de captura de Baranov (1918), es basica para la
solucién de problemas en dinamlica de poblaciones. Esta ecuacidén
describe la relacién entre la tasa a la cual los peces son
capturados y el nGmero de peces vivos en la poblacién capturable.
La ecuacién de captura combina la ecuacién diferencial del proceso
de captura con el modelo de supervivencia., En general se escribe

de la sigulente forma CMegrey, 1988):

cc;.y>=p§§—"_‘;§n NCa,yd [1 - exp[—F(a.y)—M]] ca.am

la captura total en cualquier affo es la suma de la captura para

todos los grupos de edad en la poblacién:

.
cCyd> = L CCa,yd <z, 38

asr

y la biomasa de captura total es:



-
CBCyd = § CCa,ydWCad c2. 30

a=r

Como ya se menciond, los modelos estructurales se refieren a las
expresiones matemiticas edactas que resultan de combinar las
ecuaciones C2.33) y (2.37) en diferentes formas. Sin embargo como
comenta Megrey €1980): **Adn cuando todos los métodoes estructurades
comparten las mismas bases tedricas, son diferentes en cuanto a su
formulacidn matematica, en la estimacién de parametros y las
técnicas utilizadas para su solucidén, Debido a estas diferencias
cada medelo tiene sus propias debilidades y ventajas. asl como sus

fuentes de error *°.

En los siguientes pArrafos se detallan algunos de  los modelos
estructurales mas importantes, esta descripcidn esta basada en el

extenso trabajo realizado por Megrey C1680),

El primer modelo ostructurado fué desarrollado por Derzhavin en
1822 CMegrey. 1988), su modelo usa valores anuales de captura, asi
coma valores de la edad promedio Caverage age composition valuesd
para estimar la tasa maxima de explotacidn, ademas de Ya
abundancia minima de la poblacién. El modelo esti basado en una
idea simple: El tamafo de poblacién de una cohorte al tiempo que
entra ‘a la fase explotable se puede aproximar al sumar las
capturas de esa cohaorte durante los affos que contribuye a 1la

pesqueria, con ésta aproximacién y el supuesto adiclonal de
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mortalidad natural despreciable, Derzhavin pudo estimar la“’

abundancia total de cualquier grupo de edad en cualquier affo y la



tasa de explotacidén para cualquier grupo de edad.

La expresién para la poblacidén minima al inicio de cualquier affo

de referaencia esta dada per:

NCy> = L1-HCO,yd1eXyd
+ {1-HCO,yd-HC1,y) 1&Cy+1d
+ [1-HCO,yd —HC1,y) -HC2, yd 16C y+2)
+ [1-HCO, yd~HC1,yd-HCZ,yI -, . .
- HCs~1,yd)}ey+s~1D C2.40)

HCa,y) representa la fraccién de peces de edad a en la captura del
affo Cla composicidén de edad estimadad y €Cy> es la captura total
estimada Cen numeros). Al considerar una unidad de tiempo 1la
ecuacidn de capLui’-a €2.37) puede ser reescrita de tal forma (si se

ignoran los {ndices) que se obtiene:

=1 - expc-m ca. 41>

a partir de la ecuacién anterior (C(2.41) la maxima tasa de

mortalidad por pesca puede ser estimada por @

F=1n[1—§] ca. 42>

Mas tarde Fry €1949), refind el modelo de Derzhavin (i822). Su
modelo usa datos de la captura anual y la composiclén de edad
anual, es decir en lugar de usar una composicidén de edad promedic

para todos los affes, utiliza una estimacidn de la composicién de
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edad para cada affo, cabe mencionar que al igual que Derzhavin,
asume una mortalidad natural nula. Este método es también conocido
como: **Analisis de poblacidédn virtual®'. Fry (1949) establecid el
concepto de poblacién virtual come: ‘‘La suma de los peces,
perteneclentes a una c¢lase anual dada, presentes en el agua en
cualquier tiempe dque estan destinados a ser capturados en ese
afio ¥ los subsecuentes’’. El modelo VPA usa una estimacidén de la
estructura de edades para cada afo., Para establecer la ecuacién se
considera que la captura de edad a en cualquier aNo esta dada
por: CCa,y> = &yd)HCa,y). La poblacién virtual para cualquier edad

y afio es:

miniA,Y)
VCa,yd) = E CCa+l~1,y+i-13. 2. 43
=4
Megrey (1989) menciona que enseguida de la aparicién del modelo de
Fry €1946), Beverton (1954), Beverton y Holt (16570 junto con
Palcheimo (1958), propusieron modelos con estructura de edad que

enfatizan la estimacién de las tasas de mortalidad con datos de
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captura y esfuerzo, un adelanto muy importante en estos modelos.'

se refiere a que por primera vez se supcne la mortalidad natural

como distinta de cero.

Mas tarde Murphy (1085), basade en el modelo de Baranov (1618
propusd un modelo secuencial no-llneal, en este modelo 1la
mortalidad por pesca es representada como una proporcidén de. la
captura del stock total. El medelo estima la tasa de mortalidad

por pesca y la abundancia de la poblacién con datos de captura por



edades, un valor para la mortalidad natural C(conocida o supuestad
¥ un valor inicial de la mortalidad por pesca para el grupo de
edad explotado mas joven. Debido a la naturaleza no-lineal de las
ecuaciones del modelo de Murphy. no se podia derivar una expresién
sencilla para determinar la mortalidad por pesca y la abundancia
de la poblacidn, por lo que en la solucién de este modelo se usa
un esquema computacional secuencial para ligar grupos de edad
sucesivos dentro de un cchorte. En cada paso un proceso iterative

s requerido para resolver las ecuacioches (Megrey, 1989).

En el mismo affo, Gulland C(1965) describlé¢ un modele un poco
distinto, en el cual la ecuacidn de captura de Baranov (1818, fué
combinade con el concepto de poblacién virtual propuesto por Fry
en 1948 (Megrey, 18882, Gulland usé un método similar al de Murphy
€1965) para estimar los parametros de su modelo, pero uso una
variante de la solucién de tipo retrospective (dackward) para
ligar los grupos de edad sucesivos. El procedimientoc requiere
proveer una condiclén & valor inicial para la tasa de mortalidad
por pesca para el grupo de edad mas avanzada de una cohorte. La

ecuacidén tiene la siguiente forma:

NCa+l,y+1d _ [FCa,y)+Mlexpl-FCa,y)-M] 2. 443
CCa, y> Fla,y>(1-expl-Fla,yI-M]) .
como puede observarse en la ecuacidn anterior (2.44), para

cualquier coherte, el Modelo SPA de Gulland (1865) expresa la tasa

éntre la abundancia de la poblacidn y la captura como una funcidn
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no lineal de la mortalidad por pesca. Para cada cohorte, el numerc
de edades para las cuales existen datos de captura disponibles es
«, por lo que se tienen ¥ ecuaciones simllares a (2.44> con +2
pa;ametros desconocidos, la solucidn de Gulland para este problema
consistid en preoporcionar estimaciones de M y del valor final de
mortalldad por pesca con ayuda de un proceso lterativo, usando el
método de Newton-Raphson C(Burden y Faires. 1885) para calcular la

solucién.

La ecuacidn de Murphy €16688) es similar al modelo de Gulland
€1865), la diferencia entre ambos estriba en que Murphy usa una
variante de la solucién de tipo progresivo Cforwardd para resolver
la ecuaciones no lineales, es decir calcula los parametros a
partir del grupo mas joven hasta el grupo de edad mads avanzada en
la cohorte. Durante algin tiempo se investigaron las propledades
de convergencia de los modelos anteriores. Come se ha mencionado,
las ecuaciones para cualquier cohorte pueden ser resueltas con un
método forward Cde jovenes a viejos) o backward (de viejos a

Jjovenes). Megrey (18€88) comenta que Jones C1081) fue el primerc en

demostrar las propiledad de gencia-divergencia de las
estimaciones de mortalidad por pesca, derivadas de las modalidades

backward o forward. Asi mismo Jones (1981) observé que cuando el

pr o welal P ba con la edad mas grande y se trabajaba
pragresivamente hacia las mads jovenes, las estimaciones de 1la
mortalidad por pesca converglan a sus valores reales. Por el
contraric si el proceso comenzaba con  los Jovenes, las

estimaciones de la mortalidad por pesca para los mas viejos
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diverglgn. a menos que la F terminal fuera muy cercana a su valor
real. Tomlinson €1970) también confirmé la supericoridad de la

modalidad dbackuward.

La principal desventaja de los modelos propuestos por Gulland
€1965> y Murphy €1965) estriba en que se requlere un proceso
computacional iterative intensivo (que representa una gran
cantidad de cilculosd para resolver las ecuaciones (Megrey, 1689).
Este problema fue resueltc por Pope C1872) quién propuso un modelo
similar a los de Gulland C1665> y Murphy (1965), pero due reduce
la cantidad de calculos al introducir una aproximacidén al modelo
no lineal secuencial, que consiste en reemplazar a la curva que
describe el decaimiento ex‘ponencial por una funcidén escalonada, la

cual tiene la siguiente forma:

explM2) = 2. 45)

[FCa.y) + Mi{1 - expl-FCa,yd1}
Ca,y){1l” — explFCa,y> -~ M) F

en la aproximacién de Pope se asume que la captura total es tomada
exactamente a la mitad del afo, con ayuda de esta aproximacién,
las estimaciones de la abundancia de la poblacién y las tasas
vitales de la poblacién pueden ser calculadas directamente de
datos de captura sin la necesidad de un proceso iterative Cmegrey,

1989,

Mas tarde se desarrollé el supuesto de separabilidad que
basicamente consiste en establecer que en cualqulier affo, la

mortalidad por pesca puede ser descrita por dos factores; el
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primero, como mortallidad por pesca de reclutamiento total & patrén
de explotacién y un factor para contabilizar el efecto diferencial
de un patrén de explotacién anual en varios grupes de edad en el
Stock (Megrey, 1989)., Agger et al C(1671) fue el primero en
desarrollar un modelo dentro de un marco de optimizacidn basado en
el supesto de separabilidad, en su trabajo redujd drasticamente
el ntmero de parametros. al proveer un método por el cual todos
los parametros pueden ser estimados estadisticamente en forma
simultanea en lugar de secuencialmente y do la misma forma ligar

simultineamente datos de varias cohortes.

Existen varios medelos que integran supuesto de separabilidad,
entre ellos destacan: Doubleday (1976), Palohemino (€1980D,
Fournier and Archibald (19823, Pope and Shepard (1982), Dupont
€1983) y Deriso et al. €1885). En los siguientes parrafos se

analizaran los trabajos de Deriso (1980 y 1985D).

Deriso (18800 propusd un modelo que ha sido calificado come mas
realista y que estiA basado en el supuesto de que la pesqueria
tiene una soleci;ividad de filc de navaja C(*‘Knife edge’’d, es
decir que, para alguna edad fija K, los peces de edad XK ¢ mas
grandes, experimentan una mortalidad por pesca uniforme, por el
contrario los Jovenes son invunerables a la pesca. En su modelo,
Deriso (1880) utiliza una modificacidén de la ecuacidn para el

peso de Brody (Ricker, 1875):

4= T
¥ie " Yoo | T T ca. 48
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donde:
W = es ol peso promedio de un adul to
capturable de { afos de edad. durante el afio t
p = es5 el coeflcliente de crecimiento de Brody;
O =< p =1, adimensional.
k = es la edad de reclutamlento para los

individuos de la pesqueria

come ya se menciond, los adultos capturables experimentan una
mortalidad anual coman. por lo que se puede definir lt come la
fraccién anual de supervivencia de los adultos capturables del afio
t al ¢ + 1. La biomasa capturable justo antes del {nicic de la

temporada de pesca del affo Lt es:

-
B, \=“thunhl c2.47>

N“ representa el numerc de individuos de edad { . en el affo t. A
partir de la expresién anterior, Derise construydé un moedelo que
usa medidas de blomasa para estimar los parametros 1.l Y fv ¥y que

es conocido como modela de atraso-diferencia:

B‘“u i+ ";Bv. - pltll-iBl—l * wk,tuNk.ul €z, 48
Un supuesto adicional se refiere a que el reclutamiento

Wk'l“Nk'lﬂ es una funcién de la biomasa de los reproductores. y
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que ésta ultima esta dada por el escape CB‘—' C‘):

® wk,t?lNk,\Ol = Fcalbi—k - cl’!-kD c2. am

Por otra parte la supervivencia 1.l se puede Sseparar en dos
componentes, la supervivencia natural 1 y el escape de la
pesqueria S . Al introducir las cantidades establecidas. el modelo

de retrasc diferencial toma la siguiente forma:

s
= s _ o2 Lt
B, =1 + P15 - pt 5 S_, * FCS, > <2.80)
Es importante seffalar que en el modelo anterior se encuentran de
forma explicita los términos de crecimiento p, scbrevivencia
natural i, escape (SL = B,- CtD b4 la relacisn de

reproductores-reclutas F.

Cabe mencicnar que el modelo representado por (2.50) sigue el
patrén de reclutamiento de file de navaja CKnife edged. A partir
de C2.48) Deriso construyd lo que llamd: *‘Modelo de reclutamiento

incompleto’’ y que esta dado por el par de ecuaciones sigulentes:

= - 2,
Py = €1 + PPIn P - XIO'P_ + F(S a2
c2.51)>
2 S,
B, = €1 + pdlS - pl Fv.' S, * ¢ -mP
ca.s2>

_ donde:
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P'. : es la bicmasa total de los adultos no-capturados

de 1la poblacién, los individuos en P, son
sexualmente inmaduros

B : es la biomasa total de los adultos capturables
antes de la temporada en el affo t

S : (B - O, C es la captura anual en el afio ¢, y

S‘ es la biomasa total de reproductores en el

alfo ¢
1 - m: es la fraccidn de individuos en Pl que llegan a
ser capturables al principio del affo ¢
Canterior a la temporada de pescal.
P : coeficlente de crecimiento en peso de Brody.

Los parametros del modelo anterior se pueden estimar a partir de
datos anuales de captura y esfuerzo, para llevar a cabo ésto
Deriso (19803 supusé la sigulente relacidén entre la Captura C‘ y

el esfuerzo E'.’
€= QEB, 2,53

4 su equivalente:
c,
€= g~ = qB ¢2,84>

En las ecuaclones anteriocres (2,53 y 2.84), estan involucrados el
esfuerzo En.‘ el coeficiente de capturabllidad con dimensiones de
esfuerze a la menos uno y la captura por unidad de esfuerzo <,
para el affo t, al sustituir (2.52) en (2.53> y utilizar Bl=cl/q.
se obtiene una ecuacidén equivalente al modelo general de retraso

diferencial que tiene la ventaja de contener solo canlidades



e 3y

observables (Deriso, 1880):

ch‘=C1 + P IC1 - QE‘ + m)ct

1% {pct - gE>C1 - gE )2
+ €1+ %1 - GE_Dm + em e

+ ¢+ Ppt®mCy - QE_3C1 - gE,_ + mde,

2,2 2
Col™D mC1 qE‘_zJ(:l qE‘_z)c‘_z

e
t+a-k
+qe1 m)F[Ci °Em-k’_$‘_] c2.55>
para la estimacién de parametros se utilizé el procedimiento de

Gauss~Newton por minimos cuadrados,

A pesar de que el modelo de Deriso (18800 integra aspectos
biolégicos mas realistas no ha sido completamente exitosc, Roof
€1983> llevd a cabo un anilisis comparativo, el cual se basé
principalmente en los trabajos de Schnute C1877), Deriso (1880 y
aen un medelo propuesto por el misme, este analisis se centrd en la
capacidad de estos modelos para predecir las capturas futuras.
Roff €1883) propone que la CPUE del afio t es muy parecida a la del
aMo t-1, por lo que la captura (C‘D en ol affo L es propaorcional a
E‘C‘_‘/E‘_‘. De esta forma construir un modelo predictivo de la
captura, solo requiere establecer una regresién lineal entre las

variables mencionadas:
C =A+BEC_E_, c2. 562

donde A y B son constantes de regresién. El modelo anterior. es



conocido como Modelo Autorregresivo Simple, es importante seffalar
que este modelo es de naturaleza estrictamente predictiva y que su
utilidad debe ser Jjuzgada con base en su habilidad para predecir
capturas y CPUE, mis que en ser base de una razdén fundamental de

tipo biocldgico CRoff, 19833,

Los paraAmetros que utilizé Roff (1883) para la comparacidén de los
modelos fuercn el error cuadrado medio y el error porcentual

absoluto promedia (MAXE), definida por el autor como:

T2 jo -P
MAXE = H g Aty 0
e—+715 L 51 x 100% 2. 57
2 1 t=T 13

donde '1'l y Tz son los afjos inicial y final de la serie de tiempo
respectivamente; OL y Px son las capturas observadas y predichas
para el afo t. En sus conclusiones Roff (1683> comenta que los
modelos examinados dependen exclusivamente de datos de esfuerzo y
captura, ¥y que este aspecto es al mismo tiempo su fuerza y
debllidad, la primera radica en que tales datos son relativamente
rfaciles de obtener, por otra parte su debilidad se debe a que no
podrian ser capaces de reflejar la complejidad inherente de los
sistemas biolégicos. Sin embarge, en lo que respecta a la
prediccién de futuras capturas, el modelo SA funciona mejor que
los propuestos por Derisc €1980) y Schnute (1977),_por lo que
suglere que en éeneral el SA puede ser considerado hasta el

momento como el mejor modelo.

Schnute €1985) menciona que un problema fundamental en el manejo
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de las pesqueriac es deducir el estado de un stock a partir de
datos histéricos de capturas y esfuerzos. Existen varios modelos
que han sido propuestos para soluclionar este problema, como los de
Baranov (1925), Thompscen y Bell (1934), Schaefer (1954 y 187D,
Pella y Tomlinson (19889, Walter (1973> y Schnute (1877)., Por otra
parte Schnute (1985) considera que el modele de Deriso <1980
contiene un gran avance, debido a que Incorpora aspectos
biolégices y tedricos, y que a pesar de su metodolegia funciona
pobremente en la practica, como lo demostrd Roff (18830, el modelo
de Deriso (1680 tiene valor considerable como herramienta
conceptual y tedrica, debido a que principlamente refleja el hecho
inegable de que la poblacién consiste de cohortes que envejecen un

afo cada affo.

Schnute €1889) utilizé los supuestos de Deriso (19803 para
proponer una teoria general para el analisis de la captura y el
esfuerzo pesquero, Como resultado de ello, se desarrelld un modelo
de caricter global; con dos medidas basicas del tiempo Cen aNos).
la edad a y el affo t; y por otra parte, el reclutamiento se lleva

a cabo a una edad fija (R,

Existen tres relacliones importantes de a y ¢: (dla poblaclén total

NM de edad a al principio del alo t; tidla captura Cm y tiidel

peso indi{vidual de los organlsmos Wq'_, cuyas expresiones

correspondientes, en términos de bliomasa, son:

N =W N <a. 58>
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ca. 59

en forma similar el reclutamiento en relacidn a la biomasa Cdonde

W es el peso de los organismos a la edad de reclutamiento kO

kv
estd dado por:

2. 803

51 se toman en cuenta las poblacicnes con estructura de edad, las

relaciocnes de biomasa totales son:

El modelo de Schnute (16853 esta basado

bssicos, que relacionan las cantidades

parametros:

Noveaer = TN

Car = €1~ N,

- .
Ny = RN, = ¢ )

W= pCW - W

W -
art,ted at

at a-i,l-1>

<2.81>

ca. 62>

ocho supuestos

con variecs

c2.83

2,845

2,69

2. 68>

<2.87)



o = e c2. 88

¢, = e R [-4-T-M)

R = asc1 - a7 ca. 70>
donde:

Ied parametro de reclutamiento éptimo

¥ parametro de limitacidén de reclutamiento

a, paramatro de productividad del reclutamiento

e coeficliente de crecimiento de Ford

las primeras tres relaciones (2.63, 84 y B5) describen la dinamica
de las poblaciones, la cuarta (&,66) se refiere a la dinamica de
crecimiento de los organismos, las sigulentes tres (2.687, 68 y 69)
involucran a la supervivencia y las mortalidades natural y por
pesca, la Gltima C2.70) detalla el procesc de reclutamtento. Las
ecuaciones anteriores son de caricter general, aunque presentan
limitacicones, las principales son, primero, que las mortalidades
natural y por pesca se consideran independientes de la edad,
segundo, que en realidad el reclutamiento puede suceder a una edad

distinta a K CSchnute, 1085).

Para aplicar el modelo, es necesario que este lncluya sélo datos
de esfuerzo y captura anuales, por lo que Schnute derivé las
ecuaciones de diferencia a partir de las ecuaciones inicilales
ca.623-2.702, las primeras cinco supausiciones Cecuaciones

2.83-2.87) dan origen a las sigulentes ocho importantes
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consecuencias:
N“".“‘ - TN‘“ =0 <a.712
N:on,ux - ';N:t = “LCN:C' Tl-iN:-l.t-t:‘ ca.7a
N“.— TtNl. - Rtﬂ = 0 2.7
N:" - T‘N: - Rl"

= e ONT = T N - v RIV 5 ca7ed

N“ ® C sC1L - ¢ 2. 73
N: = c:/c1 - ca. 78

- -
Newg =€ * 2T N - pp N,

* vl.ol-k Rl'l{¢l0‘-kNLOl—k}

.
et R A% N 2. 77

e 1- D

tes Lot

- .
=€+ EIT EIAL gD - pr T, Gt - D

-1
-
* VeeeaaRieddiiaCraa € 7 200
-
- pr v R4, C 1 -9 3} cz. 78>

La ecuacién (2.71) es una pequeffa variacidén de C2.63), que puede
ser considerado un principio de conservacidn; ya que los peces de
adad a que sobreviven en el affo ¢t sSon precisamente aquellos peces

de edad t+! que comienzan el aNo t+f{. De forma similar (2.63) es



un principio de conservacién para la bliomasa. La ecuacidén (2.73D
es similar a (2.71), excepto que esta ultima describe a la
poblacién entera; el mismo caso sucede entre las ecuaciones 2,72 y
2.74. La ecuacidn (2.78) es una consecuencia de (2.64), y cabe
menclonar que ¢‘ representa la supervivencia, por lo que t -~ ¢t sSe
refiere a la mortalidad; de la misma forma C2.78> muestra que el
mismo concepto se puede aplicar a la biomasa, La ecuacién (2,77)
-

es una férmula recursiva para calcular la biomasa N al tiempo

Lot
t+1 basada en la blomasa de dos afMos antreriores (t y t-1d>., La
ecuacidn (2.78) satisface el criterio mencionado en el parrafo
anterior, es decir sélo involucra dates de captura y esfuerzo de

varios alos, y por lo tanto ésta ecuacidn recibe el nombre de

ecuactién de captura (Schnute, 1985,

La aplicaciédn practica de la ecuacidén (2.78) requliere de algunas
suposiciones sobre los parametros, mortalidad, supervivencia y
reclutamiento; por ejemplo. si todos los parametros son
independientes del tiempe, y la supervivencia y el reclutamiente
estan dados por las ecuaciones (2.88-2.70) se obtiene la siguiente

expresién ¢(Schnute, 1085):

—ax
Lt -1 "
1 -e T,
- qE -
=+ pee b - 17T
-2M-g QE -
- pe tce Tt - 137t

[

qE -
+ aVe ‘PR 17T
tegek
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-qE
- LR E T2 “L ™ vy
x [1 frce . e L)

~M~QE 1]
Ey L -k

- pave Ce -1t

»
<
t-x

-
- L=k gt 1oy
® [1 firce 137 l_k] cz. 79>

A pesar de que la ecuacién anterior (2.79) es compleja, es una

ecuacidén predictiva para C:.‘. basada en los sigulentes datos:
-

Cok®

[ < ¢}, E .. E

o~ E . E‘. y E y los

L A
Let-k’ [y ek’ (ET Lot

siguientes parametros: M, q, p, av, av, 3y p.

Dependiendo de los supuestos que se hagan socbre los aspectos
mencionados en el parrafo anterior, se puede establecer una
extensa gama de ecuaciones de captura Ctabla B; Schnute. 19835,
Para el caso particular aqui comentado, se obtlene que el

equilibrio esta dado por:

. 1 -9 _ [ <L —ogdct - pod)”
¢’ = =2 (T&V_-W%'] c2.800

En el” mismo trabajo Schnute (1983) desarrolld la versidén
estécastica de su modelo; sin embargo, no lo aplica a una
. /

situacién redl y ha quedado solo como desarrollo teérico.

Los meodelos propuestos por Deriso (18800 y Schnute €1985) se basan
en el supuestoc de que la pesqueria posee una selectividad de filo
de na‘vajal C(Knife-edged), es decir que para alguna edad fija k, los
peaces de_' edad &k © mayor experimentan una mortalidad de pesca

un!.fol'me‘. mlentras que los que son mas jovenes de la edad k., son
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invunerables a la pesqueria. En opinidn de Schnute (1887) existen

consecuencias desafortunadas
es demasiado simple; por ejemplo, si la pesqueria es manejada
un limite de talla, los peces pueden alcanzar esta talla

eritica a distintas edades. El segundo supuesto, desde un punto de

vista analitico, fuerza al investigador a seleccionar una k fija.
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CAPITULO III

KODELO CON ESTRUCTURA DE PESO DE SCHNUTE €1Q87)

Debido a las limitaciones descritas anteriormente se desarrollaron
modelos estructurales (Fournier y Donnan, 19887; Schnute. 1987) que
se basan principalmente en la talla (pesod., El modeloc propuesto
por Schnute (1987) es particularmente aplicable a los casos donde
no se dispone de datos de edad de los individuos capturados, pero
que se conoce la distribucién de la frecuencia de tallas.
Esenclialmente el modelo se deriva de supuestos simples de

crecimiento, supervivencia, y reclutamiento (Schnute, 1989).

El primer supuesto en el que se basa el modelo se refiere al
crecimiento en peso. La ecuacidédn de von Bertalanffy ha sido usada

en varios modelos con estructura de edad C(Schnute, 1987):
- _ ket s
W= w1 - e €3.1>

a partir de €(1.85) se puede derivar la ecuacidén siguiente:
w'= ¥ + pw 3.2>

en ella se relacicona el peso w al inicio del afflo ¢ con el peso w'
del siguiente afflo t+!, donde los parametros W y o representan la
ordenada al origen y la pendiente. respectivamente. Es importante
seffalar que en €3.2) w' es un funcidn de w, es decir el peso
después de un aflo, s¢lo es funcién del pese inicial CSchnute,

1987>. Cabe mencionar que los parametros de (3.1) y de (3.2) ce
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relacionan de la sigulente forma:

We=Wl-e €3.3

p=e €3, 4>

La ecuacién (3.2) solo es aplicable para aquellos organismos dque

poseean un peso W mayor & igual a un peso de reclutamliento V:

wxV 3.8

Schnute €1887) seffala que el modelo descrito per C(3.2) se puede
implementar con cualquier otra ley de crecimiento (v =« w') que
cumpla la condicién de que exista un incremento en el peso Cw' >
w). Asit mismo Schnute (31987) comenta que C3,.2) posee una
caracter{stica i{mportante, que es su naturaleza lineal, lo cual

hizo posible alguno de los resultados obtenides por el autor.

El segundo supuesto esta relacionada con la densidad N Cw,t) de
peces. con peso w al principio del afio t, especificamente se asume
que para cada intervalao do poso (w‘.wz> se tiene C(Schnute., 1080ad:

v v

2 z
J NCw,t#+1d> dw = [ 1Cw, LINCW, t3dw €3.8)
v-
1

w
3

donde 71(w,t) representa la fracclén de peces con peso w que
sobrevivieron del affo t al t+l y su interpretacién esta basada en
la ecuacién €3.2), Un organismo cuyo peso se encuentra en el

intervalo (w‘.wz) al principlo del affo t debe, si sobrevive, tener
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un peso en el intervalo Cw;.w;) al principio del alo t+1, la
ecuaclén (3.8) expresa los efectos combinados de crecimiento y
sobrevivencia de un afflo a otro (CSchnute, 1€8%ad. La Jdnica
restriceidén que propuso Schnute €1G87) a la ecuacién €3.8), es su
aplicacién a organismos reclutados, es decir con un pesc mayor &

igual a un peso especifico V.

El tercer supuesto se refiere a que la mortalidad para los peces
reclutados, no es dependiente de la talla y que en términos de la
sobrevivencia se puede expresar como (Schnute, 1888a):

Cw. LD = T para w =z V <3.7

t

existen algunas variables asocladas a los supuestos anteriores: el
namero total de peces reclutados al iniclo del affa t esta

representado por la integral:
. .
N = _j'v NCw, todw 3.8

en forma similar la biomasa total reclutada al principio del afo ¢

esta dada por:
. ®
N = J' w NCw, Ldw 3.9
* v
¥y el peso promedio por pez:
-
X = Nt/N €3,10>

la dispersién del peso estiA asoctiada a la desviacién de un peso
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tipico w de la media xl. en general, la dispersién total de orden

n, al inicio del affo t es:

ny
N

O
n
N _j'vc\« = X 2" NCw,tddw €3.11>

de forma semejante la dispersién promedio es:

) “m
X‘ =N, N €312

Las cantidades N‘. N:. X. N ¥ xin estAn asocladas al

s L [
intervalo de peso (V, ®) para la poblacién total reclutada. Las

cantidades Rl. R:. Y'_. R:m y Y:m definidas para la poblacidédn de

peces reclentemente reclutada en el intervalo CV,V'); y P‘. P..

3
Z'., P:“’ Yy Z:'”. corresponden a la poblacién previamente

reclutada, definidas en el intervalo CV’', ).

Los supuestos anteriores (Cecs. 3.2, 3.6 y 3.7 conducen
matemiticamente a las sigulentes cuatro conclusiones principales

CSchnute et al, 1988ad:

Nt Ry * 7N, €3.13>
Ni, = RL, t CX3 /X ONT €3.14>
Zin = XL €3.15>
::‘; =e" x:m ¢3.168>

cuyas interpretaciocnes bilolégicas son simples. Por ejemplo (3,13)

establece que la poblacidn al principio del aflo t+1 consiste de



los reclutas de ese afo, maAs los supervivientes del affo t. la
ecuacién €3.14) corresponde a una ecuaclédn dinsmica similar para
la biomasa total., excepto porque la biomasa N: esti multiplicada
por un factor de supervivencia T Y otro de crecimiento (X;/XL).
Por otra parte, debido a que los peces previamente explotados
consisten completamente de sobrevivientes, su peso promedio Ztu
en el affo t+l como se expresa en (3.15), es exactamente el valor
proyectado X: del promedio XL del affo t. Asi mismoe, el crecimiento
influye en la dispersién del pesc. SiI g ¢ 1, entonces los peces
pequefios crecen mAs rapldamente que los grandes, por consiguiente
la dispersién del peso es reducida por el crecimiente. Si p > 1,
los peces grandes crecen mas rapido que los pequefios y 1la
dispersion aumenta. Estas conclusiones se expresan matemiticamente
en €3.16), donde el factor p" corresponde a un  incremento ¢

decremento en la dispersién (Schnute et al, 1980ad.

Schnute et al €1989a) también propusieron una versién estadistica
de su modelo, esta se basa on la siguiente modificacién de la

ecuacidn €3.20:
w' =V o+ pKw - €3.17

con V' = W + p‘V. La estimacidén de los parametros p y V' se puede
realizar deterministicamente a partir de las ecuaciones (3.3 y
3.4), para el calculo estadistico se pueden utilizar dos tipos de
datoes, los primeros determinados a partir del método de
captura-recaptura ¥y los segundos a través de series de tiempo de

cia?.cs de pesquerias. Respecto al primer caso, sl se considera una
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muestra de n peces que han sido pesados, marcados y liberados en
el affo t, y recobrados un afio mas tarde (t + 1D y vueltos a pesar,
el.conjunt.o de datos consiste de pares Cu‘. u‘.), donde U es el
peso del (-ésimo pez cuande se marcd y regresd al mar, v
representa el peso del mismo pez cuando es recobrado un afo mas
tarde. El siguiente modelo es la contraparte estadistica de (3.17)

para este conjunto de datos:

u =w + ad £3.18>

i (s \

vo=w o+ oag €3.100

i i i

w o= v+ p(wi -V €3, 200
para ¢t = 1,...n en las ecuaciones antericores (3.18, 3,10 y 3.200

6‘ ¥y € _se suponen variables aleatorias con distribucién normal y
con media O y varianza 1. El parametro a representa una desviacién
estandar asociada con el error estadi{stico de las ecuaciocnes (3.19
y 3.20). Después de algunos supuestos y manejo algebraico
Capéndice B, Schnute et al 1888a) los parametros p y V' astan

determinados por:

P = aS—‘—-Wu:sw -5, + L8, - 5.0 + a2 0
€3.212
V' =T - XT -V ¢3. 22
con:
S = Eeu - 3.2
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n
S, = Ecu - wlv - » €3.24
ims *

n
S =« LCv - w? <y 25>
v i
=
Los parametros anterlores también se pueden determinar a partir de

datos de pesquerias Cecs, 211 a 219, Schnute gt al 1989a).

En un trabajo publicado en el mismo affo Schnute et al €1989bD
analiza la supervivencia y el reclutamliento, basado en el modelo
con estructura de peso que se ha mencionado en parrafos
anteriocres. En el mismo seintroducen otras variables basadas en

las siguientes razcnes:

-

Xl = N‘/Nt €3. 280
-

Y‘ = Rt/kv. <3.27>
-

2l = PI/PL 3. 28>

A partir de las ecuacicnes (3.26, 3.27 y 3.28) se definen las
proporciones de abundancia y biomasa de los peces recientemente

reclutados al principic del afo t, mediante las ecuaciones:

w = RN €3.29
- . -
W, o= R'_/NL €3,.30

que en términos de €3.26, 3.27 y 3.28) se pueden reescribir como

{Schnute et al., 1080b):
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2'. - )(t

w = ﬁ—l =7, €3a.31>
Y 2 -X

- i 13 13

w, o= r‘ . r——_v. -7, 3.3

Por otra parte, aunado a los tres primeros supuestos Cecs. 3.2,
3.8 y 3.7) Schnute et al (1088b) propusieron otros tres supuestos
el cuarto supuesto se refiere a que el i(ndice de abundancia

ICw,td) proviene de la razén enire la captura y el esfuerzo:
ICw,td> = CCw.L)/E‘ C3. 33>

el quinto supuesto supane la existencia de proporcionalidad entre

el indice y la poblacidn, con g conocida como la capturabilidad:
ICw,td) = gNCw, D €3.342

el sexto supuesto relaciona la biomasa reclutada R: en el afo ¢

con las biomasas sobevivientes anteriores:

kz R
R = X nFCr N > €3.38
ack @ t-a t-a

donde FC+) es una funcion de la relacién Stock-reclutamiento, como

la propuesta por Ricker C(1975) ¢ Schnute €1087).

Para aplicar el modelo Cecs. 2.2, 3.6, 3.7, 3.33, 3.34 y 3.35 se

deben derivar resultades que se relacionen especificamente con
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datos de l1la pesqueria y que ademas tengan una interpretacién
biolégica clara CSchnute, 1989b). Dos de las conecluslones

importantes ya se han menclonado anteriormente Cecs. 3.13 y 3.14D:
N = R + TN €3.13

- . -
Nl” =R, " LICXL/Xt)N‘ €3,14>

éstas describen la poblacién en el affo ¢t + f como la suma del
reclutamiento del affo t + f y la sobrevivencia del afo t, donde
€3.13) y €(3.14) se refleren a numeros y biomasa, respectivamente.

S4{ se reemplaza r* por * N*

Lot @ N en la ecuacidn (3.143, se
obtiene (Schnute, 1880b):
- -
ND,, = e TN ca. 3
donde el factor
X
1 v
v, = = C ¢3.37>
1 - w 3
Les

cuenta para el crecimiento y el reclutamiento.

Los resultados €3.12, 3,13, 3,38 y 3.37> dependen sélo de los dos
primeros supuestos Cecs. 3.2 y 3.8). Al integrar las suposiciones.
raferentas al indice de abundancia (€3.33 y 3.34) Schnute et al,

€1988b) demostraron que:

- - .
1, = C‘./El €3.38>



- »”
1} = N} €3.39

- « o
A‘ = mlIL €3.400

Las ecuaciones antericres establecen que el indice de biomasa es
la biomasa de captura por unidad de esfuerzc C(CPUE) en el afo t,
que el indice I: es proporcional a la biomasa de la poblacidn N: b2
que la CPUE A: de los peces reclentemente reclutados representa la

proporcién u: de la CPUE total I: CSchnute et el, 1989b3.

el tercer supuesto (ec. 3.7) también Se puede escribir como:

T NCw, LD = o(NCw,td - CCw,td) C3. 41>
al multiplicarla por ¢ e Integrar se llega a:
- - .
'rlIt - o(I" - th) €3.42>

sl se divide (3.42) por I: y se toma en cuenta (3.38) se cobtiene:
T o1~ th) €3.43

la cual representa la sobrevivencia total T, como producto de dos

factores:

CD sobrevivencia o de la mortalidad natural

€D sobrevivencia (1 - ¢E> de la mortalidad por pesca.
Sl @ es pequefia (gE << 1), entonces:

1 - qE2 P <3, 44>

consecuentemente €3.43) puede ser escrita en forma aproximada
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T = g MTIE, €3. 45
»u

donde o = &

Schnute et al op. cit. concluyeron que en su modelo:

Q las ecuaclones (3,13, 3.14 y 3.38 describen 1la

dinidmica de la poblacién.

W las ecuaciones (3.38 - 3.40) se relacicnan con el

indice de abundancia.

D las ecuaciones (€3.41 y 3.43) describen la particion

entre la mortalidad natural ¥y la total.

Los resultados anteriores se pueden acoplar para obtener cinco

modelos especificos para los datos en una pesqueria C(Schnute

et al, 1989b):

.
17, = o7 I €3, 46>
- . .
17,, = ovll} - aCpd €3.47>
k!
- 1 -
Al=q¢ T naF[ G Te-altoa ] €3, 48>
azk
£
. « .
17, = AL, + T CXIAXDIL ¢3.40
- - - .
IV, = Al *+ oCX[/X DI} - gCD> €3.50>

Las  ecuaciones anteriores (3.46-3.50) representan un conjunto

consistente de ecuaciones para examinar datos desdes varios. puntos



de vista, todo desde un marco de referencia biolégico.

El modelo con estructura de peso, que ha sido descrito en las
secciocnes anteriores fue desarrollado en versidén estadistica y
aplicado por Schnute et al (C168Ca y 1080b) a la pesqueria del
bacalaoc C(Ophiodon elongatus? en la regién surceste de la Isla
Vancouver, Columbla Britanica, Canada. Y encontré que las
estimaciones graficas preliminares de los parametros concuerdan

con las estimaciones finales del modelo estadistico.
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CAPITULO IV
SOLUCION DE LA ECUACION DE CRECIMIENTO EN PESO DE VON BERTALANFFY
POR EL METODO DE VARIABLES ELEGANTES

En ésta secciédn se presenta una solucidén para la ecuacidén
diferencial de crecimientoc en peso por el métode de variables
elegantes, el cual es un procedimiento sencillo para obtener su
soluciédn y al mismo tiempo., determinar los valores de los

parametros requeridos a partir de dates observados.

La ecuacidén para el crecimiento isométrico:

LD =« awetd - wwctd c4.13

ostid basada en hipdtesis que reflejan bisicamente que la densidad
y forma de un organismo se mantlenen esencialmente iguales dentro
de su ciclo de vida, aunado a que el aumento de peso por unidad de
tiempo, se debe al ritme de anabolismo-catabolismo y que el ritmo
de anpabolismo es proporcional a la superficie del organismo

CAguilar et al.. 1884).

Un caso mis general de la ecuacidn C4.1) es el sigulente:

DALY = pWetd ™ - wwctd : cai2>
donde a = 2:11 » N Y % representan las tasas de metabolismo y r es

el exponente de la relacidén entre el ancho Calturad y largo del



organismo, dado por:

actd = clced’ 4.3

Cabe menciconar que para el caso ilsométrico r = 1. A partir de

(4.2> se determina el peso asintético, siendo oste: ¥ =

En/n)“f Al introeducir este parametro en la ecuacion (4.2) se

obtiene:

dweed P .
S = e [WeL W] - wetdfy ) C4.4d

donde 3 = rA/C2r+l) y que cumple la condicién de que: a + 3 = 1,

Para resolver la ecuacién (4.4> se considera la existencia de una

variable elegante, dada por:

Pty = W o- wew’ C4.5

que transforma la ecuacidén en un modelo de tipo Malthusianc de
fAcil solucién, La demostracidn se basa en la derivacidn con
respecto a t de la variable introducida., En forma conjunta con la

ecuaciédn C4.4), la expresién resultante es:
L. o —appcLd .

cuya soluclién esta dada por:
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PCLY = P e " 4.7

doende Pc = W: - W';; Y W° representa el peso al tiempo t=0. Al
igualar C4.7) con la expresidn (4.5) y resolver para Wt) se

obtiene la solucidén de la ecuacidn C4.2):

WCLY = W_C1 - AeTPhH1P ca. e

donde A =

En C4.8) aparecen tres parametros: W_. A y x, estos son de facil
determinacién. Se puede demostrar que si se cumple €4.7) para todo
t e R, entonces PCLD decrece a tasa constante por unidad de

tiempo CGutierrez, 188%):

PCbad = PCO) . g 4.

para cierto numero @ positivo, Si se sustituye el valor de PC(L)
Cecuacidn 4.7) en la expresidén anterlor, se encuentra que g y k

estAn relacionados de la siguiente forma:

gq=1 - ™ C4.10)
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al eowvcribir explicitamente PC(L) en (4.0) se obtieno la wuiguieonte

relacién lineal entre WCL+1>” y wCtd¥:

wet+13® = M wetd? 4+ B C4.11d

donde M = 4 - q y B = qWF_ los cuales pueden ser determinados
por minimos cuadrados. Si estos valores se sustituyen en (4.10) se

obtienen » y W:. los cuales estan dados por:

2
kK =-1/81n H Wl = % c4.12
El parametro A (ecuacidn 4.8) se determina a partir de una
regresison lineal. Despues de hacer algunas operaciocnes algebralcas

en C4.8), se tiene que la regresién mencionada estara dada por:

wo- W’
n | o | = Hu v B C4.13

W

donde H. = ~kf3 ¥y B’ =1in A.

Es importante seffalar que las regresiocnes lineales €4.11) y €4.13)
son vailidas para el crecimiento alométrico, el isométrico es un
caso particular en el cual r = 1 y 3 = 13, cuyas regresiones

correspondientes son:

WCLHDY® = 4 WY? v B C4.14>
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y
W72 - ween
1n v = ML + B, c4.15)
donde H =1 - q. B = aqw.’? ; H = -x/3 y B =1ln A

Para facilitar los caAlculos se desarrolle un programa en lenguaje

turbe pascal CVARELEG), que es (Gtil para estimar los parémetros

necesarjios del modelo de crecimiento propuesto.
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CAPITULO V

APLICACION DE LA SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE

CRECIMIENTO EN PESO DE VON BERTALANFFY, EN LA ESTIMACION

DETERMINISTICA DE LOS PARAMETROS o Y W DEL MODELO CON ESTRUCTURA
DE PESO DE SCHNUTE (1987).

Una de las caracteristicas importantes de la ecuacidén de
crecimiento de von Bertalanffy (1938) es su facilidad para ser
incorporada en los modelos de dinamica de poblacicnes y de
administracién pesquera (Csirke, 1880). En el presente capitule se
desarrolla una metodologia para incorporar a la ecuaciédn de
crecimiento en peso calculada por el método de variables elegantes
al modelo con estructura de peso de Schnute (10873, Schnute et al
€1986a y 16080b) y mostrar asi, que el modelo propuesto, posee la

misma caracteristicas que el modelo de von Bertalanffy.

Como ya se menciond, Schnute (1887) basandose en los trabajos
propuestos por Fournier y Doonan (1987) y Walters <1986,
desarrolld un modele con  estructura de pesao, el cual as
particularmente aplicable a los casos en donde los datos de edad
de captura no son disponibles, pero la frecuencia de tallas si es

conocida,

Como ya se ha observado, los parametros o y W juegan un papel muy
importante en el modelc de Schnute (1087, Schnutae ot al <1689a y
1889b), estos se pueden determinar a partir de dos metodologilas
d.ist.l.n'.as. la primera es de naturaleza deterministica y esta

basada en las ecuaciones (3.3 y 3.4). Los datos necesarios para al



cdlculo se obtienen a partir de muestreos bicléglicos, usando un
criteric de ajuste por minimos cuadrades. Por el contrario, es
necesario usar datos de caplura-recaptura para la estimacion
as;adisu.ca de los parametros mencionades. lo anterior se logra a
partir de la ecuacion de Ford y Walford €3.2) de naturaleza lineal

CCass @t al, 1988).

La ecuacion C3.2) usada por Schnute (1987 para desarrollar su
modelo es lineal; sin embargo, muchas especies de peces (gallardo,
1986; Larrafeta, 1865, Maupome, 1989; COrtega, 1888) no siguen este

tipo de crecimiento.

En los siguientes parrafos se establecen las bases para incorporar
una ecuacién no-lineal de crecimiento al modelc con estructura de
peso de Schnute (1987, 1980a, 1989b) y dar asi, una aproximacidén

mAs general y realista del problema.

La ecuacién de crecimiento no-lineal que se analizard es la

calculada a partir del método de variables elegantes:
WE> = W 1 - AeTHPh>P ¢s5.1>

Para introducir la ecuacién (5,12 en el modelo con estructura de
pesce de Schnute (1687), es necesario linealizarla, lo cual se
logra mediante un  desarrolle de la ecuacidn (5.10 en serie
bindmica CAbramowitz, 1972, Al aplicar la serie bindmica y cortar

en el termino lineal. la ecuacién (5.12 se puede aproximar por:
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WL = W (1 - 1.8 Ae”*%) ¢s.2
si se evilua la expresién anterior para el tiempo ¢ + 1 se
obtiene:

WCLHLD = W (1 - 105 AeTRONTH) 5. B

Después de aplicar las propiedades de la funcidn exponencial, en
forma conjunta con la adicidn y sustraccisn del término Wme-k’, la

expresidn resultante es:

WELH1d = W (1 - e ") + o™ (w - S| €5, 4>
que puede ser reescrita como:

WCLHLD = W (1 - &™) + o7 wetd ¢s5.5)

Y que en términes de la notacidén propuesta por Schnute 19870

adquiere la siguiente forma:

W' = W+ oW 8.6

con:
- o
W= w (1 - e ¢5.7>
p = e (4-K:>}

Es importante notar que con la metodologla propuesta se obtiene
una vez mas la ecuacion de Ford-Walford Cec. 3.2); sin embargo,

cabe seflalar que las identidades para o y W difieren de las
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obtenidas a partir de las ecuaciocnes (3.3 y 3.4):

= P
w wm(1 e D €3.3

p = e 3.4

en este dltimo caso K representa la tasa de crecimiento, tamblén
conocida coma el coeficiente de crecimiento de Brody CRicker,
1978>. Por otra parte, en la ecuacién C(5.8) x es la tasa de
catabollsmo. Los parametros K y » (caso isométrico) se encuentran

relacionados de la siguiente forma CAgullar et al, 1984):
k=3 8.9

si se sustituye # = 1/3 en (5.7 y (S5.8), se obtienen las
ecuaciones 3.3 y 3.4, es decir la ecuacion (5.5) Se reduce a la
ecuacidén de crecimiento (5.6) propuesta por Schnute (1987); por lo
que podemos considerar a la metodologlia para estimar
determintsticamente p©. y W como un caso particular del aqui

desarrollado.

Como se ha observado en parrafos anteriores, la aplicacidén de la
serie bindmica constituye un método adecuade para linealizar
. ecuaciones de crecimiento, incluso aquellas tan complejas como
¢5.1), de hecho al aplicar esta metodologia al caso general de la

ecuacidn de von Bertalanffy:

Werd = W (1 - &7 T Nt ¢5.100

63



los valores de los parametros p y W colnciden con los obtenidos

para el caso particular Cecs. 3.3 y 3.4D.,

Es importante seffalar que al linealizar las ecuaciones (3.1, 5.1 y
5.10> se cobtiene la ecuacién de Ford-Walford (3.2), que fue
utilizada por Schnute et al <1988ad para desarrellar la versidén
estadistica de su modelo, en el cual los parametros g y W se
pueden determinar a partir de datos observados registrados por el
método de captura-recaptura; sin embargo, estos parametros también
se pueden determinar a partir de ecuacicnes de tipo
deterministico Cecs. 3.3, 3.4, 8.7 y 5.8). En conclusiédn, con la
metodologia descrita en ésta seccidn, El cAlculo deterministico de
los parametros o y W del wmodelo de Schnute (1987) es puede
generalizar para los erganismes cuyo tipo de crecimiento se ajusta

a las ecuacicnes S.1 y B.12.
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CAPITULO VI
ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL MODELO

El anAlisis de estabilidad del modelo se lleva a cabo utilizandola

siguiente ecuacidn :

dHELD L awctd™ - wHced 8.1>

en la anterior se cumplen las Sigulentes condicicnes: a + 3 =1 y
WCOd = Wo 0. El analisis inicia al igualar la parte darecha de la

ecuacidn anterior a cero:

nWELD™ = xWCLD = O ¢B. 2>

que al factorizar adquiere la sigulente forma:

WCpW™™ ~ s =0 4-2->]

a partir de la cual se obtiene la primera solucién constante de
c8.ad: ¢‘<L> = 0, la segunda se calcula al resoclver la expresidén

entre parentesis de la ecuacidn (6,3D:
Wt - =0 ce.4

cuya solucidn es:

10

@LL> = Cnowd 8.8

Las solucliones ¢‘ Y npz son dos soluciocnes consCanLes para (6,1) y

representan puntos de equilibriec, En la figura 1 se observa el

65



66

comportamiento de la derivada dW/dt como funcién de W. La grafica
corta dos veces el eje, en los puntos que ya se han calculado: ¢‘

=0y ¢, =t

ot

i 32838

e )
- ™
wwo s0o0 s00 “ca 800 Caad

P ESO tw)

Fig. 1.- Derivada de la funcidén f{W) CdW/dt) en funcién del peso W.

Es facil apreclar que en el intervale O < W < cn/ao"’ la

derivada es positiva, es decir la solucién de €4.1D es creciente y

1

tiende a C(n-sxd = Wm. Por otra parte st W > (n/ui/" entonces

dW/dt. < 0 y W decrece a Cn/x)'/”. es decir si wn > O entonces, al




P, En lo que

erecer t, W(i) se aproxima a la solucion ¢= = Cn/we)
respecta a la solucidn ¢‘ = O, si se tiene la condicidn inicial
W°= O entonces WCLD = O. Con el analisis anterior podemos afirmar

que la soluclidén constante d:‘ = 0, es un punto de equilibrio

inestable, por el contrario la segunda solucidén gpz = Cn/n)'/'. es
un punteo de equilibrio estable. Los resultados anteriores poseen

una interpretacién blolégica que sera discutida mas adelante en el

Capitulo VIII.
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CAPITULO VII

APLICACION DEL METODO A LISA BLANCA CMuail curemad
VII.1 METODOLOGIA

En la presente seccién se aplica la metodoleogia desarrollada en
las secclones anteriores a la lisa blanca C(Mugil curemad. La
validacion del modelo se realizd al aplicar el programa VARELEG, a
datos Cproporcionados per el Ing. Pesqg. Radal Villasefor) que
fuercn colectadeos en muestreos mensuales de octubre de 1986 a
diciembre de 1987 en la Bahfa de Matanchén, Sistema Pozo-Rey y

Estuario San Cristobal en la costa de Nayarit, México,

Para la obtencion de datos morfométricos se examinareon un total de
2250 organismos, determinidndose en campo suU longitud total,
longitud patrén, altura y peso. La estimacién de la edad se llevd
a cabo en el laboratorio y se realizd por medio de un estudio de
escamas (12 en promedio por organismod., que se cbhservaron con un
proyector de transparencias y mediante microscopie simple con luz

directa y reflejada

La relacién longitud-peso fue determinada de acuerdo con 1l1a
ecuacidn: W = aL". ¥ representa el peso, L la longitud, a ¥y b son
constantes CRicker, 1975). El crecimiento se determiné con la
ecuacién de Von Bertalanffy <1938), para la cual se empled el
método de Ford (1933) y Walford (19463 para determinar los

parametros L‘m Clongitud asintéticad, k Cconstanted, t'o (tiempo

68



hipotético para el que L = 0) se obtuvo empleando la ecuacién de

Beverton y Holt €1957).

Pa;a comparar los modelos, se utilizaron los criterios propuesteos
por Roff (1983>; el primero, es el error cuadrado medic (Neter et
al . 1890) que de acuerdo con Roff (19883) es la opcién adecuada
para comparar el funclionamlento de los modelos, el método que
consistentemente de el valor mAs bajo de ECM se consideraria como
el mejor método. Roff también propusc el error porcentual abscluto
medio C(Ec 2.57) para indicar el valor practico de un modelo y
menclona que para propdsitos de ajuste un 30% es tolerable, sin
embargo adoptd un nivel de aceptabilidad mads bajo (200, este

ultimo eriterio fue también adoptado en el presente trabajo.
VII.2 RESULTADOS

La relaclén Peso-longitud estimada a partir de los datos de peso y
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longitud fué W = <8.64 x 10°HL*%, para el modelo de

crecimlente de Ven Bertalanffy la ecuaclén resultante es

la siguiente:

-0, Batct + 1. 117,
e © bl

L, = 338, 40C1 - €7.1>

para obtener el crecimiento en peso a partir de la ecuaclién de Von
Bertalanffy. se utilizé la relacién peso-longitud y quedd

exprasada para todos los organismos como:



-0, 84 1. 2.
o0 B4 + L7 2. 50

Wl = 307.60C1 - C<7.2>

Los datos de longitud patrén, altura, edad y peso tambliéen seo
utilizaron para calcular las constantes del modelo por el método
de variables elegantes. La determinacién de los parametros sellevé
a cabo con el programa de computacioén desarrollado C(VARELEG), la

ecuacidédn es la sigulente:

-0, 1M )z. 14

WCLd = 531.7(1 - €0.88)e £7.3

En la tabla I se presentan los valores de peso observados (que
representan valores promedio con distribucién normal), asi{ como
los calculados a partir de (7.2 y (7.3), para la lisa blanca
CMugil curemad; en general las estimaciones calculadas con la
ecuacién C7.3) presentan una menor desviacidén de los valores

observados.

En la tabla II se presentan los porcentajes de error en ta
estimacién para las ecuaciones mencionadas (7.2 y 7.33, para la
ecuaciédn C7.2) varian de un minimo de 2.5% a un maximo de 12, 56X,
en el caso de la otra ecuaciéen (7.3, se observa una variacién

menor de 0.31% a 0.94%,
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TABLA I

Comparacisén de los pesos estimados y observados para la lisa
blanca CMugil curemad.

Edad Valares observados Valeores estimados Valores estimados
Caffosd de peso Ecuacidn €7.2) Ecuacidn (7,3)
Cgrs. > cgrs. ) Cgrsd
1 62,9 S8 82,7
2 111.8 102.8 100.8
3 135.4 148.5 141.4
4 187.9 187.4 182.8
S 224.0 218.4 222.9
6 267.8 242.3 260.7
TABLA II

Valores de los porcentajes de error en las es'..lmacionesv para las
ecuaciones (7.2 y 7.3).

Edad Porcentaje de Porcenteje de
Cafos) errorC% errorCO
CEe., 7.2) Cec. 7.3

1 12.58 0.31

2 7.88 9.84

3 8.68 4.43

4 11.61 8.87

=) 2.50 0.49

-] 9. 50 2.685

En la tabla III y IV se abservan los resultados de las regresiones
lineales para la determinacién de los parametros A, W;/’ y % La
ecuacién 4.11 resultd altamente significativa Cr = 0.971, r? =
0.944 y p = .008). De la misma forma, para la ecuacidn 4,13 se

obtuvo un coeficiente de correlacidédn muy alto Cr = .96923 y un
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porcentaje de varlaclén explicada alta ¢r® = o. 985>, asi mismo, el
anslisls de varianza indica que la prueba es significativa (p =

0. 00013,

TABLA III
Resultados de la regresién CEc. 4.11) para obtener los parametros
del modelo de crecimiento en pesc por el método de variables
elegantes .

Valor error estandar P r r
Constante 1.778 0. 788 0.108 0.871 0.944
Pendiente 0.841 0.118 ©. 008
Analisis de Varianza
Suma de cuadrados gl cuadrados medios F P
SSR 3.793 1 3.793 50.206 0. 006
SSE 0.226 3 0.075
TABLA 1V

Resultados de la regresion (Ec. 4.13) para obtener los parametros
del modelo de crecimiento en peso por el método de variables
elegantes
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Valor error estandar P r r
Constante -0. 409 0.041 0.001 0,902 0,065
Pendiente ~0.170 0.010 0. 0001
Analisis de Varianza
Suma de cuadrados gl cuadrados medios F P
SSR 0,505 1 0. 805 281.805 0,0001
SSE 0. 008 4 0. 002

La figura 2 muestra el comportamiento de la solucidn para el caso
de erecimiento en peso de von Bertalanffy, se observa que presenta
una forma sigmoidea y que a excepcidn del dltime punto, la curva

se ajusta a los datos observados; en la figura 3 se observa el



comportamiento de la solucidén de la ecuacidn diferencial para el
crecimiento en peso de Von Bertalanffy por el método de Variables
Elegantes Cecuacién 4.8) cuyos parametros se obtlenen a través de
<4:11> y €4.13); en ella se presenta nuevamente la forma
sigmoidea, observandose que la curva se ajusta a tedos los puntos;
sin embargo, es diicil decidir a partir de estas dos graficas cual
se ajusta mejor a los datos registrados; una comparacién
cualitativa .se presenta en la figura 3, donde se graficaron los
valores observados ¥y los estimados a partir de las ecuaclones
menclionadas, en ella se observa que a excepcién de la edad 2,
todos los valores estimados con (7.3) se encuentran mis cercanos a

los valores observados.

Para una comparacién cuantitativa se usaron los criterios
propuestos por Roof (1883): el error cuadratico medio (Neter et
al, 19803 y el error porcentual absoluto media (Ec. 2.87>. En la
tabla V se observan los valores correspondientes para las

cantidades mencicnadas, se observa que en ambos casos los valores

mAs bajos corresponden a la ecuacion (7.3).

TABLA Vv

Resultados de el Error Cuadratico Medio y del Error Porcentual
Absoluto Medio para las ecuaciones 7.2 7.3,
ECH AM €%
Ec. 7.2 1373.72 8.06
Ee, 7.3 432.88 4.45
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COMPARACION RESULTADOS Y OBSERVACIONES
APLICACION A LISA BLANCA {Mugil curema)
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Fig. 4.- Comparacién de los pesos estimados y observados para la
Lisa Blanca CMugil curemad.



PORCENTAJE DE ERROR EN EL CALCULO
Mugil curema
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GAPITULO VIII
DISCUSION
Existen varios aspectos, tanto tedricos como practicos que es
necesario discutir, En cuanto a los primeros, cabe menciconar dque
existe confusién en relacidn con el modelo de crecimiento en peso
de von Bertalanffy, Wootton (1890) menciona que la ecuacién

diferencial de crecimiento en peso:

‘%ﬁ.‘-l = WL - e LD ¢8.1>

al integrar, tiene comoc solucién, la siguiente expresién:
WeLd = W, (1 - &K T t')? c8.2>

sin embargo, es facil demostrar que la ecuacidn anterier noc es
solucién de (8,1), para lo cual basta con derivar (8.2) y no se
podrA obtener la expresién (8.1), Es importante seffalar que el
Método de variables elegantes o©s el adecuade para resolver una
ecuacién diferencial complicada y de caracter no-lineal como
€8.1), La solucién de la ecuacidn (8.1) obtenida por el método,de

Variables Elegantes es:

WCLY = W 1 - AT ce. 3

para demostrar que la ecuacidn anterior es soluciodn de la ecuacidn

€8,1), basta con calcular la derivada:
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dWeLd | oy ¢ - Ao~ R By Ze _p Sy oy
dt o
8.4
awerd | w1 - Aa"RIMG 2y By Ly
dt. @

8.8
de la ecuacién €8.3) se despeja ©l término Cpe MYy Yy se
sustituye en la expresién anterior dando:

1,9
dwctd -~ ins 2 WLy :
= = Wmti Ae > [1 —wrx ]CN)
©
8. 8
o W L1 - ATy, WEEIET w2
o 78 w
©
8.7

despejando weed*® de ¢8. 3 y sustituyendo en la anterior se llega
a la exprasiodn:

dwit) w¥_C1 - Ae—tm/y2 xW_C1 - Ao~ #/My3

8. 8>
que al factorizar el primer sumando,

adquiere la forma:

ESTA TESIS M@ BRSE
SAR BE LA BIBLIOTECA-
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d:ic) = xWd”? W1 - ApRIIGEZ W _C1 - Ao~ (/N3
B <8.9)
que al utilizar n = uw;/'sa puede reascribir como;
dwied - —te /8.3 .2/8 _ _ —(esmt 8
aC 'n(wm(1 Ae 27y meC1 Ae 2
€8.100
con lo cual finalmente encontramos la equivalencia:
LY o gwced® - wwctd c8.1>

debido a lo anterfor se puede asegurar que el modelo (8.3) es la
solucién de la ecuacion (8,1). El caso general es muy semejante,
el modelo de crecimiento CEcuacidén 4.8) es la solucidédn general de
la ecuacién diferencial de crecimiento en pese (4.2). Por el
contrario, como ya se menciond, la ecuacién de crecimientoc en pesco
de wvon Bertalanffy (8.2) proviene de una transformacién de la
ecuacldn de crecimiento en longitud a una de crecimiento en peso,
via la ecuacién: W = aLb; es decir, su desarrollo fué a partir de
un modele de tipo correlativo. Por lo anterior, se espera que en
general, la ecuacidn (B.3) que fue derivada de un modelo de tipo
explicativo y que trata de incluir las causas que influyen en el

crecimiento, presente un mejor ajuste a los datos observados.

En cuanto a ta determinacién de los parametros, el método de
Variables elegantes proporciona un procedimiento sencillo para la

estimacién de los mismos, que consiste en tres regresiones



llne;les con datos observados Cecs. 4.3, 4.11 y 4.13), A partir de
las regresiones mencionadas, se pueden determinar x, [3, \'lm Yy A,
parametros necesarios para establecer la ecuacidn (8.3), Por su
parte la ecuacién €5.10) utiliza los parametros Lo. Ky Wo‘o Cdonde

se ha puesto una ' para diferenciarlo del parametro anteriord.

Es importante analizar la interpretacidn bloldgica de les
parametros mencionados. El parametro w;, usado en la ecuacién de
crecimiento de von Bertalanffy, es determinade a partir de un
modelo correlativo, al sustitulr la ecuacidén (B.2) en la expresidn
que relaciona el peso con la longitud CW = aLh, a y b constantes),
por lo que wa’o = alm. Por el contrarie Wo @S determinado a través
de una regresién lineal Cec. 4.12) derivada de un modelo de tipo
explicativo. En cuanto a » y K, ya se ha mencionado que éstos se
relacionan para el caso ilsométrico de la sigulente forma: K = »/3

Yy en general como K = 3.

La ecuacidn de crecimiento en peso de von Bertalanffy utiliza el
parametro de ajuste t’o' que biolégicamente se interpreta como:
¢**El tiempo al cual un organismo tiene un pesc igual a cero'', el
principal problema, con esta interpretacién estriba en que ningun
organismo durante su ciclo de vida tiene un peso nulo. Por lo
anterior el valor de "o radica mas como parimetro de ajuste que
por su interpretacién. Por el contraric la ecuacidén de crecimiento
obtenida con Variables Elegantes usa el parametro A que esta
relacicnado con Wo CEc. 4.8), este dltimo se interpreta como el
peso inicial al tiempo t = O .y que graficamente es la distancia

del punto donde corta la curva al origen (Fig. 3). Desde el punto
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de vista biolégica, es claro que en el tiempo iniclal, leos
organismos poseen un peso mayor a cero, por lo dque en este
sentido wo no solo es util come paraAmetro de ajuste, sino que

también es coherente en su interpretacidn bioldgica.

Como resultade del analisis de estabilidad de la ecuacidén (4,2) se
obtuvieron dos solucicones constantes conocidas como  puntos de
equilibrio, el primero inestable (¢‘ = 0) y el segundo estable (¢z
= (n/n)‘/"). Existe una clara interpretacién biolégica, 'si el peso
es lgual a cero no existe crecimiento; por el contrario si el peso
inicial es estrictamente mayor que cerc, no importa que tan
pequefio, se observa un aumento progresivo en el peso de tal forma

que cuando t -+ ©., W - W_.

En cuanto a los resultados que se obtuvieron al aplicar la
metodologla menclonada, las figuras 2 y 3 son cualitativamente
semejantes; ambas presentan forma sigmoidea, la primera porcién de
ambas curvas es concava hacia arriba, la segunda es concava hacla
abajo. En cuante a su interpretacidn, la regidén que es concava
hacia arriba corresponde a un crecimiento iniclal de tipo
exponencial, es decir el crecimiento del pe'z es rapido; en la
regién concava hacia abajo, el crecimiento es lente y tiende
asintsticamente a Wm. Se puede assgurar que la ecuacidén propuesta
para el crecimiento posee la mismas caracteristicas cualitativas
que tiene la de von Bertalanffy y que también son observadas en el

ciclo de vida de los organismos.

El punto de inflexién que divide a las dos regiones citadas, es
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calculado al igualar la segunda derivada de la ecuacién €4.8 6
B.10) a cero y resolver para t. La expresién resultante para von

Bertalanffy CEC, 5.100 es:
N L €B.11>

el valor calculado al sustituir los valores adecuados para la lisa

blanca es: t = 1.67

En forma aniloga. para la ecuaclén desarrollada con el método de

Variables Elegantes se obtiene:
v = 2L anpoay cs.12>
»f3 .

que para el caso particular de la lisa blanca toma el valor: t =
3.15. Al ebservar en ambas figuras (2 y 3), los valores calculados

concuerdan con los valores correspondlentes de las graficas,

En la figura C4) se observa en general una desviacién menor de los
valores calculados con VE con respecto a los datos observados, una
situacién semejante se da en las figuras 2 y 3. cabe menclonar
que la Ecuacién de von Bertalanffy se caracteriza por no presentar
un  buen ajuste en los valores extremos CAdolfo Gracia,
comunicacién personal);, como se observg en la figura 3, 1la
ecuacién propuesta para el crecimiento en peso de la lisa blanca
CMugi}l curemad se ajusta a todos los valores incluyendo los

extremos,

La figura S5 muestra el porcentaje de error en el calcule con

respecto a los valores observades, se puede aprecliar que en un
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solo punto se presenta un porcentaje de error mayor al calcular
con variables elegantes sobre los resultados cobtenidos con la
ecuacién de von Bertalanffy. Cabe mencionar, que en general, los
porcentajes de error para el métode de VE son bajos (Tabla 23
comparados con los obtenidos para la ecuacidn de von Bertalanffy,

llegando incluse a valores tan bajos como 0.31% y 0.48%, lo cual

indica un buen ajuste .

Por otra parte, Come puede apreciarse en la tabla V, La ecuacién
€7.3) obtuvo el valor mas bajo de Error Cuadratico medio (432.88);
per lo anterior, bajo los criterios establecidos por Roff, se
puede considerar que para el caso de los datos de la lisa blanca
aquil tratado, el mejor modelo es el desarrollado con el Método de
variables Elegantes. En cuanto al valor practico de io0s modelos,
ambas ecuaciocnes (7.2 y 7.3) obtuvieron un valor por abajo del
minimo aceptable (2020 ; cabe sefalar gque también en este aspecto
el valor mas bajo de Erro’r Porcentual absoluto medioc corresponde a

Variables Elegantes.

En Resumén, la ecuacién obtenida con el método de Variables
Elegantes posee las mismas caracteristicas cualitativas que la da
von Bertalanffy; sin embarge, para el caso especifico de la lisa
blanca CMugil curemad aqui estudiade su ajuste es mejor, incluso

en los valores extremos.

84



CONCLUSIONES
El método de Variables Elegantes es un procedimiento adecuado para
soltciconar la ecuaclidn diferencial de crecimiente en peso

c4.2d.

La solucidn obtenida es un modelo de crecimiente de naturaleza no
lineal. Los parametros del modelo <(ecuaclédn 4.8 se pueden
determinar facilmente a partir de tres regresiones lineales (Ecs.
4.3, 4.11 y 4.13), la aplicacién del programa VARELEG facilita aun

mas el calculo de los parametros mencionados.

La ecuaclén obtenida es de caracter general, por le que el casd
isométrico es un caso particular del modele propueste y se

encuentra caracterizado por las ecuaclones C(4.14 y 4.18>,

El analisis de establlidad indica la existencia de dos soluciones
constantes, una de ellas corresponde a un punto de equilibric
inestable <¢‘ = 0 y la otra a uno estable (¢2 = (n/:e)“’]. La
interpretacién de las scluciones anteriores es coherente con lo

observado en los clclos de vida de los organismos

El desarrollo por serie bindémica es un procedimiento ideal para
linealizar el modelo propuesto Cec. 4.8) para el crecimiento de

peces.

Mediante la linealizaclén de la ecuacién (4.8), se obliene un
método alternative para la estimacién deterministica de los

parametros p y W del modelo estructurado de Schnute, mediante las
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relaciones (5.7 y 5.8).

Al aplicar los modeolos de won Bertalanffy y el obtenlido por el
nné;.odo de Variables Elegantes a la lisa blanca CMugil guremad so
observo un mejor ajuste para la solucién por VE C(tabla II; figs.
1, 2, 3, 4, B, incluso en los valores extremos, asi misme bajo
los criterios de Roff (1983), el modelo propuesto presentéd un

mejor ajuste que el de von Bertalanffy. Sin embarge, es necesario

validar el modelo con ctras especies de peces.

El Modelo de crecimiento propuesto posee las mismas
caracteristicas cualitativas que el modelo de von Bertalanffy, es
coherente con el proceso hiolégico de crecimiento y Puede ser
incorporado Cvia desarrolle en serie binémica) facilmente a los
modelos de dinamica de poblaciones y de administracidn pesquera,
pero ademas posee una ventaja importante: su ajuste a los datos
observados de la lisa blanca es mejor; sin embargo, es necesaric

probarlo en distintas especies.
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ANEXO

En el presente anexs se dan algunos de los fundamentos mas
importantes en los que se basa el métedo de Variables Elegantes,
para mayor informacidén al respecto se puede consultar a SAnchez
cigsed.
Las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de primer orden,
también conocidas como de Malthus tienen la siguiente forma:
dyced _
il RYCLD CA. 1>
¥y tienen come solucidén a la expresion:

Yo = v et cA.2

El métedo de Variables Elegantes tiene como objeto, reductr

ecuaciones del tipo:

dyced
S = Fen CA. 3D

a ecuaciones malthusianas (Ec. A.1) de fAci) solucidn, para ello
es necesario determinar una transformacidn TCYD, tal que la nueva

variabie Cu = TCY)) satisfaga la sigulente relacién:

duCY) _
S = RuCYd CA. 4>

para algun numero real &, la ecuaciédn anterior también se puede

escribir en términos de TCY):
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= KTCYD CA.5)

dTCYd
B

es claro que las siguientes relaciones son equivalentes:

d'rg{> . dp;{) _ d:f{v) d:it) = koY A&
al despejar YY) y % se obtiene:
W= w §F AT

que al multiplicar por dY se puede reescribir como:

dy , Ad¥
I = FeVs CA. 8>

despues deo integrar, se en:uantjra la siguiente relacidn:
ln g = KfdY/FCyd CA. 9

la scluclédn para g, se logra al aplicar la funcién exponencial:

ek!dv/nw CA.10d

H o=

os decir, la varlable elegante axiste, s1 la integral
(RfdY/FCY) ) del argumento de la funcidn exponenclal existe; debido

a lo anterior, la ecuacién CA.3) podri reducirse a una ecuacidn

de tipo Malthusiano CA.1) cuya solucién serid la ecuacion CA.2d
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