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I. - ANTECEDENTES 

I. l DEFINIC!ON DE FUERZA. 
Fuerza ea la acción que un cuerpo ejerce eobre otro y gue cambia 

o tiende a cambiar el estado de movimiento o reposo del cuerpo libre 
sobre el cual actúa. 

I.l.1 CARACTERISTICAS DE LAS FUERZAS. 
Una fuerza queda representada gráficamente por un véctor, ya que 

eue caracterieticae aon: 
a.- Magnitud. 
b.- Dirección. 
c.- Sentido. 
d.- Punto de aplicación. 

Como se muestra en la figura 1 y 2. 

Figura 1 

Figura 2 

l. 2 ELEMENTOS DE APLICACION DE LAS FUERZAS. 

En loe problemas de le. estática aplicada a la ing~nieria, loe 
sistemas de fuerzas ee encuentran actuando sobre cuerpos, y dependien_ 
do de las caracterieticae propias de dichos cuerpos. estos ee pueden 
clasificar en: 

a.- Punto material o partícula. 
b.- Cuerpo rigido. 

Cuerpo deformado. 
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Punto material o particula.-Ee un cuerpo sin dimensiones al que se 
le aeocia la masa del cuerpo real. 

Cuerpo rigido. - Ea un cuerpo que posee maea y cuyas dimensiones 
permanecen cona tantee, aun cuando ee le aplique un conjunto de fuerzas. 

Este elemento de aplicación ea una idealización de loa cuerpos 
reales, loa cualea,en mayor o menor grado, son siempre deformables, n6 
obstante se puede considerar como risido un cuerpo, si los resultados 
de su análisis en un problema mecánico no se alteran, o cuando las 
alteraciones que se presentan son de un rango menor que las máximas 
tolerables para el problema en estudio. 

En el caso de la estática aplicada a la insenieria civil, loa ele_ 
mantos de aplicación de las fuerzas son: barras y sistemas de barras. 

La barra.- Ea un cuerpo cuyas dos de eua dimensiones son mucho menores 
que la tercera. 

Para la repreeentacion de una barra. so acostumbra dibujar única­
mente el eje longitudinal de la barra considerándolo como el lugar 
geométrico de loe centroidee de cada una de ous secciones tranverea­
lee. 

Las barras aeglln las caracterieticaa de su eje longitudinal se 
clasifican de la siguiente forma: 

Barras de eje 
[ 

recto 

curvo 
[

bidimensional 

tridimensional 

Asimismo las barras pueden ser prismáticas cuando su sección 
transversal ea constante y no prismáticas cuando su sección transversal 
ea variable. 

El sistema de barras.- Un conjunto de barras forma un sistema. cuando 
para el ánaliaia mecánico de una de ellas, se requiere tambien el aná­
lisis de las otras. 

En la armadura que se muestra a continuación, para analizar la 
barra CD por ejemplo ea necesario analizar loa otros elementos del sis­
tema . 

. ~.~· . 
.A. 

Cuerpo deformado.- Es un cuerpo que posee masa y cuya geometria cambia 
bajo la acción de las fuerzas. Este modelo ee emplea en la Mecánica de 
Materia lea. 
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1.3 Sistema de Fuerzas. 

Al conjunto de fuerzas que actuen simultáneamente sobre un cuerpo 
se le denomina sistema de fuerzas. 

Tomando en cuenta la ubicación de las fuerzas y la configuración 
del conjunto. loa sistemas pueden claeificarae como ee muestra en el 
siguiente cuadro: 

ESPACIO r L ANO RECTA. 
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El estudio de los sistemas de iuerzae se fundamenta en loa cinco 
principios básicos de la estática, así como en la composición y dee­
compoeición de fuerzas, como se mueetra en el cuadro siguiente: 
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DEL PARALELOGRAMO [ 
POLIGONO DE FUERZAS. 

TRIANGULO DE FUERZAS. 

DE EQUILIBRIO. 

DE LA ACCION Y LA REACCION. 

DE ADICION DE SISTEMAS EQUILIBRADOS. 

DE TRANSHISIBILIDAD. 

COHPOSICION DE FUERZAS 

[~ESP~C~ ~N U:u::: ~ TRATAMIENTO 
/ ANALITICO 

DESCOHPOSICION DE FUERZAS 

PRINCI pro DEL PARALELOGRAMO. 

~ 
HOHENTOS 
DE LAS 
FUERZAS 

HOHENTO DE 1 PAR 

Si sobre un cuerpo actúan dos fuerzas concurrentes Fl Y F2, el 
efecto externo que le producen ea equivalente al de una sola fuerza R 
que coincide con la diagonal del paralelogramo cuyos lados son las 
fuerzas Fl Y F2. Veaae la figura 4 . 

. ···~1 .. ·· A ,, 
-.:: ------- --. ,, 

~· 

Fisura 4 

En donde F1 Y F2 son las :tuerzas aplicadas en "A" que forman un ángu­
lo a entre si. 

R ea la resultante o diagonal del paralelogramo ilustrado. medida a la 
misma eocala. 
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Debido a que la diagonal del paralelogramo divide a éste en dos 
triángulos iguales puede elegirse cualquiera de ellos para obtener la 
resultante. Beta aimplificaci6n ae conoce como triángulo de fuerzas, 
según se ilustra en la figura ó. 

~~"¿/ 
~~ ~~ . 

Figura 5 

De lo anterior se deduce que para obtener la resultante de dos 
fuerzas concurrentes se traza una a continuación de la otra, conser­
vando sus direcciones y adoptando cierta escala para sus magnitudee;al 
Unir el punto inicial de la primera con el final de la eegunda se en­
cuentra la resultante buscada. 

Cuando son más de dos las fuerzas que actúan. el problema se 
resuelve con el Polisono de Fuerzas, aplicable para encontrar la resul­
tante de un sistema constituido por "n·· fuerzas concurrentes. Conaiate 
en colocarlas una a continuncion de la otra de manera que eaa 
resultante se obtenga al unir el origen de la primera fuerza con el 
extremo de la última. El Polígono de Fuerzas ea la generalización de la 
Ley del Triángulo; el resultado ea independiente del orden de la 
colocación de lae fuerzas. Véaao la figura 6. 

Figura 6 

PRINCIPIO DE EQUILIBRIO. 

Para que dos fuerzas estén en equilibrio ea necesario y suficien­
te que eean iguales, colinealee y de sentidos contrarios. 

Como se indica en la figura 7. 
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Figura 7 

PRINCIPIO DE LA ACCION Y LA REACCION. 

Este principio ea en realidad la Tercera Ley de Newton y ee 
enuncia a continuación: 

"A toda acción corresponde una reacción .igual. colineal y de sen­
tido contrario". 

PRINCIPIO DE ADICION DE SISTEMAS EQUILIBRADOS. 

"Loe efectos externos que un sistema de fuerzas produce sobre un 
cuerpo no cambian ei ae le agrega o elimina cualquier otro sistema 
equilibrado". Véase la figura B. 

Figura 0 

PRINCIPIO DE TRANSMISIBILIDAD. 

El principio de tranemieibilidad establece que: "Loe efectos 
externos producidos por una fuerza, sobre un cuerpo rigido, no cambian 
si ésta se aplica en cualquier punto de eu linea de acción". 

Supóngase la fuerza F aplicada en el punto A del c;:uerpo mostrado 
en la figura 9, la cual produce una aceleración que no se altera al 
agregar en B un aietema equi 1 ibrado CF - 'Fl • 
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Figura 9 

TRATAMIENTO ANALITICO DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS. 

' .. 

Como ee indicó anteriormente una fuerza ee repreeenta sráficamente 
por medio de un vector. En la figura que ae muestra a continuación Y es 
una fuerza que forma con loa ejes coordenados x, y, z loe ángulos a, 13, 
I', respectivamente. Loe cosenos de dichos ángulos reciben el nombre de 
cosenos directores porque fijan la dirección de la línea de acción de 
la fuerza F. 

Las proyecciones ortogonales de F en dichos ejes son: 

Fx F cosa 

Fz F caer 

El vector fuerza ee obtiene como la suma vectorial de estas 
componentes. 
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COMPOS!CION DE FUERZAS< 

Se llama composición de fuerzas al proceso mediante el cual ae 
obtiene la resultante de un eiatema de fuerzas concurrentes. Si el sis_ 
tema esta constituido por doe fuerzas concurrentes se aplica el prin_ 
cipio del paralelogramo y si son mas de dos se utiliza el polis:ono de 
fuerzas. 

Otro método aplicable para un sistema de "n .. fuerzas concurrentes 
ea el de lae proyecciones, el cual consiste en sustituir cado. una de 
lae fuerzas de dicho sistema por sus proyecciones ortosonalea. Cuando 
un sistema de "n" fuerzas se encuentra contenido en un plano se obten_ 
drá un sistema de 2n fuerzas; al sumarse algebraicamente lae de cada 
eje se tendrá un nuevo sistema formado pot' doe fuerzas (}:F~. IFvl 
que son las componentes ortogonales de la resultante final. 

En la estática aplicada al realizarse el análisis mecánico de 
cuerpo aua resultados no se alteran al considerar toda la masa o peso 
del cuerpo concentrado en un solo punto llamado punto material, siempre 
y cuando la resultante pase por el centroide de dicho cuerpo. 

DESCOMPOSICION DE FUERZAS. 

La descomposición de fuerzas consiste en determinar un sistema de 
dos o mas fuerzas concurrentes cuyos efectos externos, sobre el cuerpo 
en el que actúan, sean iguales a loa que ocasiona una sola fuerza de 
características conocidas. Este proceso inverso al de la 
composición. 

MOMENTOS DE LAS FUERZAS. 

Se define como el momento de una fuerza con reapccto a un eje. s. 
la tendencia al giro que la fuerza ejerce en torno a dich~ eje. 

En la figura 10 puede observarse que la magnitud del momento 
depende del tamaño y de la dirección de la fuerza, aai como de la die_ 
tancia que hay entre su línea de acción y el eje. Ea ta distancia 
corresponde a la perpendicular que va desde el punto "o" del eje hasta 
un punto de la línea de acción de la :fuerza. 

Figura 10 
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MODELO MATEHATICO DEL HOHENTO. 

Matemáticamente ae establece el momento de una tuerza con respecto 
a un punto "o" como el producto vectorial del vector de posición r por 
el vector fuerza F esto ea: 

Mo ::: r X F ------------------(a) 
El producto vectorial del segundo miembro de la ecuación (a) in_ 

dica que Mo ea el momento de la fuerza V con respecta al punto "o". y 
corresponde a un vector cuyas caracteriaticaa 

-Ha¡¡nitucL _____ ¡RO¡ = Fd 

-Dirección _____ FJO ea perpendicular al plano definido 
por F y d. 

-Sentido ______ El vector Mo entra o sale del plano defi_ 
nido por F y d, de acuerdo con la regla 
del sentido de avance del tornillo de 
rosca derecha, como se ilustra en la Xi_ 
gura 11. 

b
-

. . 
.: 

Fisura 11 

PARES DE FUERZAS. 

Se llama par de fuerzas, o simplemente "par", al conjunto de dos 
fuerzas de isual masnitud, de eentidoa contrarioe, de isual dirección 
separadas una determinada distancia y que actúen simultáneamente sobre 
un cuerpo, provocándole una rotación. Véase la figura 12 . 

. 
... ··' 

:;;- .. 
o -~ .... · 

I"' Figura 12 
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REPRESENTACION VECTORIAL. 

Un par ee representa por medio de un vector libre cuyas caracter"is 
ticae eon laa aiguientee: 

Magnitud.- La magnitud del par ea la suma de loe momentos de ambas 
fuerzas con respecto a cualquier punto de au plano. 

La suma de loe momentos de ambas de fuerza.e ea igual al producto 
de una de ellas por la distancia que las separa, tal como ee indica en 
la figura 13. 

Figura 13 

De la figura anterior ae deduce que: 

l:Mo = + F(x) - FCx+d) = + Flx) - FCx) - Fd 

Mpar -Fd 

Donde el signo ( -) indica que el giro ea el sentido de las mane­
cillas del reloj. 

Dirección.- El vector HP•r ea perpendicular al plano que contiene 
a lo.a fuerzas. 

Sentida. - El vector Mpar entra o sale del plano, según la regla de 
sentido de avance del tornillo de rosca derecha, tal coma se ilustra en 
la figura 14. 

Fisura 14 
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TRANSFORMACION DE LOS PARES. 

Debido a que el Mpar ee un vector libre. puede transformarse sin 
que cambie ninguna de eua caracterieticae. En efecto: 

1. - El par puede eer girado en su plano o en planos paralelos a 
éste. 

2.- El par puede ser trasladado paralelamente a si misma. tanto en 
su plano como en planos paralelos a éste. 

3.- El par puede variar simultáneamente la magnitud de las fuerzas 
y la separación entre ellas, siempre y cuando el producto F * d 
permanezca constante y no cambie su plano ni el sentido del giro. 
Véase la figura 15. 

Figura 15 

I .4 EQUILIBRIO DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS 

Se considera que un cuerpo está en equilibrio cuando el sistema do 
fuerzas que actúa sobre él está equilibrado. 

Para el mejor entendimiento del equilibrio de loe sistemas de 
fuerzas ea necesario conocer y manejar loa conceptos que se enuncian 
en el siguiente cuadro. 

DIAGRAMAS DE CUERPO 
LIBRE. 

GRADOS DE LIBERTAD 

[ 
Acciones 
Reacciones 

[ 

En el plano 

En el espacio 
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[ 

Apoyo libre 

Articulación plana 

Empotramiento plano 

[ 

Teorema de Varisnon 

Teorema de momentos 

[ 

Ecuaciones vectoriales generales de 
equilibrio. 

Ecuaciones escalares generales de 
equilibrio. 

Ecuaciones. escalares de equilibrio en 
el plano. 

Solución de problemas de equilibrio. 

l. 4. 1 DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE. 

El diagrama de cuerpo libre ea la representación esquemática del 
cuerpo en estudio o de una parte de él, aei como de todae las fuerzas 
que actúan sobre el elemento considerado. 

Ejemplo: 

El depósito mostrado en la fisura contiene loe doe cilindros A y 
B. Para dibujar el diagrama de cuerpo libre de cada uno de loe 
cilindros. así como el del conjunto A y B; despreciando las fuerzas de 
fricción entre loe elementos y entre éstos y las paredes del depósito. 

·a1J 
nx 



-13-

En el diagrama de cuerpo libre de "A", de la figura mostrada a 
continuación, intervienen las siguientes fuerzas: 

Re/A 

Reacción de la pared 11 
sobre "A" 

Peso del cilindro "A" 

Reacción del cilindro "B" 
sobre "A". 

En el diagrama de cuerpo libre de "B", de la fisura aisuiente las 
fuerzas que intervienen aon: 

" ilA/O Reacción de ""A" a obre ··s·· w, 

We Peso del cilindro "B" ~" Rl/B Reacción de la pared I R 

Rrr.J:/B = Reacción del piso sobre R111/I 
el cilindro ""B". 

En la siguiente figura, las fuerzas representadas en el diasrama 
de cuerpo libre del conjunto son: 

RI:I/A = Reacción de la pared 11 
sobre "A". 

Rt1:I/B Reacción del piso eob1·e 
··s··. 

WA Peso del cilindro "A"". 

We Peso del cilindro ·s··. 

R:t/B Reacción de la pared I 
sobre ""B"". 

I. 4. 2 GRADOS DE LIBERTAD. 

Grado de libertad de un cuerpo, ea el número de posibilidades de 
desplazamientos independientes que tienen, sean lineal ea o angulares. 

En el plano un cuerpo rigido puede tener loa sigujentea desplaza­
mientos independientes en un marco de referencia como el mostrado: 
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Ac - Desplazamiento lineal del punto c. cuyos componentes 
pueden anotarse como: 

~ - Desplazamiento angular de la recta LL. que representa 
uno de loaejee dol cuerpo. 

De lo anterior se concluye que un cuerpo en el plano posee tres 
posibilidades independientes de desplazamiento (óx.,Oy,4.>) y por lo tanto 
tiene tres grados de libertad. 

En el espacio, el cuerpo moatrado en la figura 16 ha sufrido un 
desplazamiento lineal cuyas componentes pueden anotarse como: 

A [6x,6y,óz] 

Aei como un desplazamiento angular, que puede escribirse en fun­
ción de aua componentes como: 

ffi ____ _ 
L_~::::.:.J:J 

J( 
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En esta iorma ee concluye que un cuerpo en el espacio poeee eeia 
poeibilidadee independientes de desplazamiento y por lo tanto tiene 
seis grados de libertad. 

I.4.3 TIPOS DE APOYO. 

Un apoyo ea un dispositivo mediante el cual se transmiten las 
fuerzas que actúan sobre un cuerpo a otro que le sirve de soporte. 

Lae estructuras están auetentadaa con restricciones mas o menos 
completas de tal manera que no pueden moverse libremente en el espacio. 
Tales restricciones están originadas por loe apoyos que unen a la 
estructura a alguna base fija, tal como la tierra u otra estructura. 

En el plano loe tres tipos de apoyo más comunee son: 

Apoyo libre 

Articulación plana 

Empotramiento plano 

APOYO LIBRE. 

Se logra al soportar un cuerpo directamente eobre el apoyo. impi­
diéndole el movimiento en la dirección perpendicular· al plano del 
SPOY'O. permitiéndole el de aplazamiento en la otra dirección ortogonal, 
aei como la rotación en torno del apoyo. 

En este tipo de apoyo hay un grado de restricción, por lo tanto se 
genera una sola fuerza que es la que impide el movimiento vertical 
hacia abajo. Como se muestra en la fisura 17. 

Figura 1? 

ART!CULACION PLANA. 

Este tipo de apoyo tiene dos grados de restricción, por lo tanto 
generan doa tuerzas que impiden loe desplazamientos en las direc_ 
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cienes de loa ejes coordenados x, y, indicados en la fisura 18. 

Figura 18 

Debe aclararse que en un probleme. donde intervenga un apoyo 
articulado pueden presentarse como incógnitas las dos componentes Rx, 
Ry o bien eu resultante, en masnitud y dirección; ea decir siempre apa-
receran dos incógnitas como indica en la figura 19. 

Figura 19 

EMPOTRAMIENTO PLANO. 

En este caso existen tres e:radoa de restricción, ea decir, ae 
impiden los desplazamientos en las direcciones vertical y horizontal, 
aai como la rotación dentro del apoyo. Véase la figura 20. 

Figura 20 
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A continuación se simbolizan loa distintos apoyos en las figuras 
siguientes: 

"":..~:d~~·:'!_·!...· ... 
............ ~ 

APOY'O LIUAE Ay 

UACCul•Yl .. ICAL 

APOYO LIBRE 

ARTICULACION PLANA 

f-· 

EMPOTRAMIENTO PLANO 

EMPOTRAMIENTO PLANO 

ESTABILIDAD Y GRADO DE DETERMINACION DE UNA ESTRUCTURA PLANA CON 
RESPECTO A LOS APOYOS. 

En el análisis siguiente consideraremos la estructura como un cu­
erpo monolitico rigido montado sobre cualquier número de apoyos. En 
esta forma no habrá condiciones internas involucradas, y la estabilidad 
y e:rado de determinacion de la estructura serán juzgadas solamente por 
la estabilidad y grado de determinación de loe apoyos. 
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l.- Doe elementos de reacción·proporcionadoa par loa apoyoe, tales 
como dos f uerzae cada una con punto de aplicación y dirección def inidoa 
no eon suficientes para garantizar la estabilidad de un cuerpo risido, 
debido a que loa .doe únicamente pueden aer colinealea, paralelos o 
concurrentee. En cada uno de eatoa caaoe no existe el equilibrio no por 
falta de resistencia en loa apoyos eino por el número insuficiente de 
loe elementos de apoyo. Reto ae conoce ·como inestabilidad estática. 
Si dos fuerzas de reacción son colinealea (fig. 21a) no pueden resistir 
una carga externa que tenga componenete normal a su línea de acción. Si 
eon paralelas (fig. 2lb), no pueden evitar el deslizamiento lateral del 
cuerpo. Si son concurrentes (fige. 210 y 21d), no pueden resistir el 
momento respecto del punto de concurrencia producido por cualquier 
fuerza que no pase por O. Asimismo en lae figuras 21a Y b, no ee 
aatiafaoe la condición de equilibrio I.Fx=O y en laa fige. 21c y d, no 
se cumple la condici6n }:Ho=O por lo tanto el cuerpo no eatá en 
equilibrio y se dice que ee inestable. 

o rAí/ 
rl 

I 

Q 
Figura 21 

Kl cuerpo anteriormente mostrado puede ser estable solamente bajo 
condiciones muy especia.lea de carga, como ae muestra en la figura 22 
las cargas aplica.de.e que actúan sobre el cuerpo están entre si en 
equilibrio; no requiriéndose entonces reacción alguna. Aquellas 
estructuras, establee bajo condiciones especiales de carga, pero ines­
tables bajo condiciones generales de carga, ee dice que están en un 
estado de equilibrio inestable y se clasifican como estructuras ines­
tables. 

-o- CJ 
\ 

~ 
'"' 

Figura 22 



-19-

2.- Para que un cuerpo esté en equilibrio esta.ble eon neceaarioe 
por lo menea tres elementos de reacción.Como en el caso de la figura 
23 el cuerpo rísido esta sujeto por loa tres elementos de reacción que 

pueden calcularse mediante loa tres grupoa de ecuaciones disponibles 
de equilibrio que eon:IiIFx=O, IFy:Q y IMz=O¿, II¡IFy=O, IMa:O, IMb:Q¿, 
III¡IMa=O, IMb=O. IMc:O¿ (loe tres srupoa de ecuaciones se explican en 
el aubcapitulo I.4.5);ai se satisfacen para las cargas y reacciones que 
actúan sobre el cuerpo, respectivamente, se garantiza que el cuerpo no 
podrá moverse ni horizontal, ni verticalmente, ni rotar. En este caso 
el sistema ea estáticamente estable y determinado. 

¿ 

Fisura 23 

3.- Si hay más de tres elementos de reacción. como en loa caeos 
mostrados en la figura 24, el cuerpo ea necesariamente más estable, 
debida a las sujeciones adicionales. Como el número de incógnita.a de 
reacción ea mayor que el -número de ecuaciones de equilibrio, el sistema 
es estáticamente indeterminado con respecto a .1ae reacciones de loa 
apoyos. 

Fisura 24 

4.- El hecho de que el número de elementos ·de reacción por lo 
.menos sea igual a trae, ea una condición necesaria, pero no suficiente, 
para que la estructura sea externamente estable. Por ejemplo cuando las 
lineas de acción de las reacciones son todas paralelas, como en la fig. 
25a el cuerpo es inestable, por que no· puede oponerse al desplazamiento 
horizontal. 

En la fisura 25b se muestra otro caso donde las líneas de acción 
de loa tres elementos de reacción concurren inicialmente en el punto 
"O". El sistema ea inestable, aunque probablemente no se producirá. el 
colapso completo, porque al producirse una pequefta rotación alrededor 
de "O" causada por el momento de cualquier fuerza que no pase por dicho 
punto, esta rotación cesará cuando laa tres lineas de acción de las 
reacciones formen el triángulo rayado indicado en la fisura. La inesta-
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bilidad mencionada anteriormente. que resulta de una diepoaici6n 
inadecuada de loa apoyos, ee conoce como inestabilidad geométrica 
externa. 

Figura 25 

A continuación se resumen loa puntos principales de la estabilidad 
y grado de determinación de una estructura con respecto a loa apoyoo: 

1.- Si el número de incógnitas de reacción ea menor que tres, las 
ecuaciones de equilibriio generalmente no ae satisfacen, y el sistema 
es inestable. 

2.- Si el número de incógnitas de reacción ea. igual a tres y 
•xiete inestabilidad geométrica externa, entonces el sistema 
estáticamente estable y determinado. 

3.- Si el número de incógnitas de reacción ea mayor de tres, 
entonces el sistema ea estáticamente indeterminado; será estable 
siempre y cuando no exista inestabilidad geométrica externa. El número 
en exceso de incógnitas se denomina grado de indeterminación. 

ESTABILIDAD Y GRADO DE DETERMINACION GENERALES DE LAS VIGAS. 

En las estructuras compuestas loa dispositivos de unión imponen 
nuevas condiciones al sistema de fuerzas que actúa en la estructura, 
proporcionando ecuaciones adicione.lee de la estática ql,le complementan 
las ecuaciones de equilibrio del conjunto~ Las ecuaciones proporciona.­
daapor el método de construcción particular empleado se conocen como 
ecuaciones de condición o construcción. 

Supongamos que se introduce una articulación en una visa estable 
y estáticamente determinada como la de la figura 26a o b. La viga se 
hará evidentemente inestable bajo un sistema general de cargas, como 
resultado de una rotación relativa entre las partea de la izquierda y 

----~~- .. _la derecha de la articulación interna, como indica la figura 26c o d; 
como la art.icu·l:::.ción--.no_t.iem~_la capacidad de resistir momento, ae 
impone una condición restrictiva a las fuerzas externas actuantes sobre 
la estructura; esto es, M=O respecto a la articulación. Es decir. el 
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momento respecto a la articulación producido por las fuerzas externas 
a cualquier lado de ella debe ser cero, con el fin de garantizar que 
las partes no rotarán alrededor de la articulación. 

,pJí * 
~ 

"" 
lb) 

1 ; 
'-,§ii -----!------~ 8 ID ! ..... -......... 

l~ (1) 

,l;il; ti • 3 i7 
¡,¡ 11) 

Figura 2t3 

En la figura 26c o d, vemos que en cada caao hay tres elementos de 
reacción proporcionados por loa apoyoo, mientras que hay cuatro condL 
cianea de la estática que han de satisfacer las fuerzas externas, tres 
de equilibrio mas una de construcción. Lo anterior significa que el 
mimero de incógnitas de reacción ea uno menos que el nfuncr-o de ecuacio_ 
nea independientes de la estática disponibles para su solución. Por lo 
tanto, las ecuaciones de la estática para este sistema de fuerzas no se 
satisfacen. La visa eo inestable, a menos que proveamos un elemento 
adicional de reacción tal como el apoyo de rodillos mostrado en la 
figura 26e o f, lo que hace que el nfunero total de inc6snitaa sea igual 
al nümero de ecuaciones independientes de la estática necesarias para 
determinar loe elementos de reacción; de esta forma la viga recuperará 
el estado de estabilidad y determinación estática. 

Si ae provee de un apoyo pendular o de rodillos en una sección de 
la visa estable y estáticamente determinada de la fisura 26a o b, se 
obtiene una visa menos estable todavia que con una articulación, debido 
a que el apoyo pendular o de rodillos no puede resistrir momentos, ni 
:fuerzas normales. La visa sufrirá colapso bajo cualquier tipo de carga 
como resultado de la rotación relativa y latraelación lateral de las 
porciones a la izquierda y derecha del apoyo móvil, como se indica en 
la fisura 27a o b. 

fJ(,~ 
,;~ .... 

............... 

(b) 

Figura 27 
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Como el apoyo móvil no tiene capac1dad de resistir fuerzas 
laterales ni de momentos, se constituyen doa limitaciones para las 
fuerzas externao que actúan sobre la estructura que son: H=O y l't=O 
respecto al apoyo pendular. La condición de H=O a cualquier lado del 
apoyo pendular evita el movimiento en la dirección normal a éste de una 
porción de la estructura con relación a la otra. La condición M=O a 
cualquier lado del apoyo pendular asegura que dichas porciones no rota­
rán alrededor de aus paeadorea. 

Ea normal que ee presente la inestabilidad geométrica cuando ee 
introducen uniones externas en una estructura originalmente estable. 
Por ejemplo en la figura 28a, la viga ea estáticamente indeterminada. en 
primer grado; ai ae inserta una articulación, como se muestra en la 
figura 28b, la viga sera aparentemente estáticamente determinada. Sin 
embargo, al aplicarle una carga, ae producirá un desplazamiento inicial 
que no aerá resistido elásticamente por la estructura. En tal caso, la 
viga ea inestable no por causa de apoyos inadecuados, sino por una 
disposición inadecuada de aua dos partee. Eato se conoce como 
inestabilidad geométrica interna. 

I 
t 

lb) 

Figura 28 

I 

-1-----:Jd., 

De lo anterior puede establecerse un criterio paro. la estabilidad 
y grado de determinación de las visas. Si designamos por r el número de 
elementoa de reacción y por c el nümero de ecuaciones de condición lc=l 
para una articulación; c=2 para un apoyo móvil; c=O para una visa sin 
uniones intermedias). 

l. Si r < c + 3, la. viga ea inestable. 

2. Si r = e + 3, la viga ea estáticamente determinada siempre y 
cuando no exista inestabilidad seométrica l inter­
na o externa). 

3. Si r > e + 3, la visa ea estáticamente indeterminada. 

A continuación se presentan ejemplos del criterio .establecido, 
la tabla siguiente: 
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Viga r = c+3 Clasificación 

~ ~ ~ 
2 ·5 5 Estable y determinada 

~ ~ 2 6 > 5 Estable e indetermina_ 
da de primer grado. 

.......... o..-... _ 2 5 5 Inestable 

~--~----~ a ~ 

-& .@.., 
3 6 6 Estable y determinada 

::;¡¡:;: :&. 

e ---~---
2 o > 5 Inestable 

..¡;;;;_ 

"""" 
A 

Reeolver loa ejemplos 1 y 4 de la tabla anterior, con laa dimeneio_ 
nea y eolicitacionee de carga que indican a continuación: 

l.) 

¿HlJder O 

ZHBder O, 

IFy = O 

... 
© @ 
1 ·1 '·1, 

2(2) - REy(4J =O 

1(3)(1.5) - RCy(3J + 2(8) + 1(10) 

RAy - 3(4/5; - 1(3) + 3.5 - 2 + 1 

RE y 

o 
o 

l Ton 

RCy:3.5 Ton 

RAy=2.9 Ton 
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RAx - 3(3/5) = o RAx 1.8 Ton :!:Fx =O 

:!:MBizq = O -3l4/5)(2l + 2.9(4) - MAz = O MAz = 6.8 Ton m 

2.) 

IFxDizq = O 

IFxDder = O 

IMDder = O 

-3(3/5) + RAx 

5(3/5) + REx 

o RAx = l.B Ton 

o REx = 3 Ton 

5(4/5)(1.5) - REy(3) + 2(4.5) - RFy(6) =O ••••• llJ 

Despejando REy de 1 

REy = 5 - 2RFy •.•••••• (2) 

IMCder = O 
5(4/5)(3.5) - REy(5) + 2(6.5) - RFylBl =O ••••• (3) 

Sustituyendo la ecuación 2 en 3 ae tiene: 

14 - 5(5 - 2RFy) + 13 - BRFy = O RFy -1 ton . . . . ( 4 > 

Sustituyendo la ec. 4 en 2 se tiene: 

REy = 5 - 2l-ll 

:!:MCizq = O 

REy = 7 ton 

-3(4/5)(1.5) + RBy(3) - 1(3)(4.5) + RAy(6) =O ••• l5) 
$ 

Despejando RBy de 5 
RBy = 5.7 - 2RAy l6l 

IMDizq ::: O 
-3(4/5)(3.5) + RBy(5) - 1(3)(6.51 + RAy(B) =O •.•• (7) 

Sustituyendo la ec. 6 en 7 se tiene: 

-27 .9 + 5(5. 7 - 2RAy) + BRAy = O RAy 0.3 ton .... 16) 

Sustituyendo la ec. 8 en 6 se tiene: 

RBy = 5.7 - 2(0.3J RBy 5.1 ton 
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1 

I. 4. 4 SUMA DE MOMENTOS DE LAS FUERZAS DE UN SISTEMA. 

TEOREMA DE VARIGNON. 

El teorema de Varignon, ea de sran importancia .en el estudio de la 
Eetática y ee enuncia de la siguiente forma: 

"La suma algebraica de loa momentos de dos fuerzas concurrentes, 
con respecto a cualquier punto de su plano, ea igual al momento de la 
resultante de ellas con respecto al mismo punto''. 

Ejemplo: 

Las fuerzas Fl y F2 están alojadas en loa ejes x, y, respectiva_ 
mente. Con loa datos de la figura calcule el momento de la resultante 
R respecto al punto "A" de coordenadas l8,4)m. 

y ¡-~-----+•<•~) l~1 

o .... t¡ 

Considerando como negativo el sentido del siro de las manecillas 
del reloj, al aplicar el teorema de Varisnon se tiene : 

Esto es: 
-3 tf (8m) + 4 tf ( 4m) R(d) 

Donde : 

d = Brazo de la resultante o distancia. del punto "A" a la linea 
de acción de R. 

R =Magnitud de la resultante. 

R = ./ 32 + 42 = 5 tf 

a = ang tan 4/3 = 53. 13 º 

Efectuando las operaciones se obt.iene que Me= -20 tf y d= 4m 
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TEOREMA IJE HúMENTOS. 

Eete teorema eatab leca que: B.l moment.o de la tuerza reau 1 tan te de 
un siatema. respecto a un punto cualquiera. ea igual a la suma de loe 
momentos de laa fuerzas del sistema respecto a ese punto. 

El teorema anterior ea una generalización del teorema de Varisnon 
y será válido cuando el sistema de fuerzas tensa resultante única a 
esté en equilibrio, ea decir que no exista un pa.r como resultante única 
de dicho ei~tema. 

Ejemplo: En la figura se muestra un sistema de tres fuerzas para_ 
lelas al e~ie YY". Con los datos indicados calcule la magnitud y la 
posición de la reaultante del sistema. 

l I""' ,,, ..... 

I r·_ 
" 

Solución: La suma de estas fuerzas verticales será una fuerza 
también vertical cuya mosnitud ea: 

R = 12 + 4 + 20 ; 36 tf. vertical hacia arriba. 

Para calcular la poeición de la resultante se aplica el teorema de 
loe momento e enunciado anteriormente. 

Para mayor facilidad ee conveniente escoger como centro al origen 
o" del sistema de referencia establecido. 

12 tf lOml + 4 ti ( lOm) + 20 tí" l12m) 3t> tf lx ml 

lJonde: 

x ;:. Expresa la posición de la resultante respecto al origen. 

Efectuando operaciones se obtiene que x. ; 9.78 m 

Ea decir la resultante es la que ee indica en la figura siguiente. 
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I.4.5 ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE LOS SISTEHAS DE FUERZAS. 

CONDICIONES DE EQUILIBRIO. 

Para que un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas eat0 en 
equilibrio ee requiere que no experimente aceleraciones tanto en su 
movimiento lineal como angular, ea decir que: 

a = a= O 

Donde a representa la aceleración lineal y a la angular. 

Para que esta doble condición se cumpla ea necesario que el 
sistema do fuerzas, al reducirse en eu mas simple expresión, no tensa 
ni fuerza resultante ni momento resultante. 

Ratas condiciones 
siguiente: 

n 

expresan matemáticamente de la forma 

I Fi. O ............ lal 
i.=1 

n 
I (ri. * F.:s.) ~ Hi. O •••• (bJ 

La ecuación {a) establece que la suma vectorial de laa ·· i" fuerzas 
del sistema ea cero, mientras que la ecuación (b) indica que la suma de 
loe momen~oa lri * Fi) de laa "i" fuerzas del sistema con reapect.o a un 
punto 9 es también nula. 

Laa ecuaciones (a1 y (b) son las condiciones vectoriales para que 
un sistema de fuerzas este en equilibrio. 

Debe aclararse que estas ecuaciones son vé.lidaa para todos loa 
caeos de sistemas de fuerzas 9 hasta para un sistema espacial general. 
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CONDICIONES ESCALARES DE EQUILIBRIO. 

Estas condiciones se deducen de las ecuaciones ta) y (b). 
La ecuación (a) ex.presa que la suma vectorial de lea fuerzas ea nula, 
Por lo que no existen proyecciones en loa ejes X, Y, z. lo oual se ex_ 
presa eecalarmente con las siguientes ecuaciones: 

¿ Fx o • ( 1) 

¿ Fy o .. .(2) 

¡; Fz o (3¡ 

Asimismo, la ecuación lb) indica que no hay momentos respecto a 
loe ejes coordenados cartesianos, o sea: 

IMx O ••••••••••••••••••••••• (4) 

IHy 0 .••..••......•..•..••.. (5) 

I Hz O .••..•.....•..•.•.•.••. (6) 

Las seis ecuaciones analiticaa escritas anteriormente son las 
condiciones escalares de equilibrio de un sistema general tridimenaio_ 
nal. 

CONDICIONES ESCALARES DE EQUILIBRIO DE LOS SISTEMAS PLANOS. 

Existen tres grupos de ecuaciones generales de equilibrio, los 
cuales son considerados para un sistema general plano. 

En al caso del primer grupo las ecuaciones a 6 de lae 
condiciones eacalarco de equilibrio se reducen en número debido a que 
todas las fuerzas del sistema están alojadas en un solo plano, que 
puede ser el X, Y. 

Para esta posibilidad. de las ecuaciones de proyecciones sólo que_ 
dan dos (l:Fx = O = l:Fy). ya que la ecuación IFz = O elimina por no 
existir fuerzas que se proyecten en el eje zz~. 

De las ecuaciones de momentos se eliminan dos, (l:Mx =.O = IMy), ya que 
sólo existen rotaciones en torno del eje zz~ o cualquier otro eje 
paralelo a él. ' 

Aeí las tres ecuaciones generales de equilibrio que se consideran 
para un sistema general plano son: 

IFx O 

Wy O 

rnz o 

•••••••••.••••. ( 1) 

•••••.••••••••• (2) 

•.•.••••.•••••• (3l 

(Al) 
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El segundo grupo de ecuaciones, ee utilizara siempre y cuando la 
linea que una loe puntos a y b no sea perpendicular al eje respecto al 
cual se hace la suma de fuerzas ( IF < l}; Loe puntos a y b y el eje 
mencionado anteriormente so elijen arbitrariamente en el plano. Ea 
recomendable. que loe dos puntos respecto a loa cuales se hace IM 
coincidan con la ubicación de loa apoyos de la estructura, para 
facilitar el cálculo de las reacciones. 

i:FEJE 0 .••••.•••.•..••• ( 1) 

••••••••••••••.• (2) 

•••••••••••.•••• (3) 

CA2J 

El tercer srupo de ecuaciones se utilizara siempre y cuando loa 
puntos a, b y e, no sean colines.les y hayan sido escogidos 
arbitrariamente en el plano. De lo cual se obtiene el siguiente grupo 
de ecuaciones: 

IHa = O 

o 
o 

( 1) 

(2) 

(3) 

(A3) 

Ea t•ecomendable, que dos de loe tres puntos escogidos arbitraria_ 
mente coincidan con la ubicación de loe apoyos de ln eetl'Uctura con el 
fin de facilitar el cálculo de las reacciones. 

A continuación se presentan ejemplos de loe tres grupos de 
ecuaciones generales de equilibrio que se consideran para un sistema 
general plano: 

1.) Al 



Wx O 

IFy O 

IMA O 

2. J A2 

l:Ma = O 

IMb O 

IFx = O 

3.) A3 

l:Ma =O 

IHb O 
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-5(3/5) + RAx =O 

RAy - 5(4/5) - 1(3) 

RAx = 3 Ton 

o 
-MAz + 5(4/5)(1.5) + 1(3)(4.5) 

MAz 19.5 Ton m 

1(3)(1.5) + 2(4/5)(4.5) - RBy(6J = o 

RAy(6) - 1(3)(4.5) - 2(4/5)(1.5) = O 

RAx - 2(4/5) = o 

"" '\,., . i ., .. ~d'. 
4 

~¡AA, 

k 1 ~ 1 >t< 1 'k I! 'te I! 

Jt f •111 

~· 

RAy = 7 Ton 

o 

RBy 1.95 ton 

RAy 2.65 ton 

RAx = 1.6 ton 

3(1} + 1(2)(3) + 5(1/<2)(4) - RBy(6) O 

RBy = 3.86 ton 

RAy(6) - 3(5) - 1(2)(31 - 5(1/(21(2) O 
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RAy = 4.68 ton 

4.68(6) + RAxl2l - 3(5) - 1(2)(3) - 2[5(1/(2)(2¡) 

RAx = 3.54 ton 

o 

En forma análoga ee establecen laa ecuaciones de equilibrio de los 
sistemas paralelos y concurrentes en el plano, aei como de los 
colinealea, según loe srupoe de ecuaciones B, Bl, C y O que se indican 
a continuación. 

:.Fy o 

1 

Donde el eje "y" está en la dirección de las 
(8) fuerzas del sistema y a ea cualquier punto 

¿Ha o en el plano. 

¿Ha o 

1 

Donde a y b son dos puntos cualesquiera en el plano 
(81) teniendo en cuenta que la 1 inea que pasa por a y b 

¿Hb o no debe ser paralela a las fuerzas del sistema. 

Las ecuaciones B y BJ. se utilizan en sistemas de fuerzas paralelas 
coplanariae. 

Wx =O 

;EFy o 
(C) 

Ecuaciones escalares de equilibrio de un sistema 
plano concurrente en ''O". 

{ D) Ecuación escalar de equilibrio de un sistema de 
fuerzas colinealea, alojadas en el eje xx·. 

Cualesquiera que sean las condiciones de equilibrio que se 
presenten en un problema, para resolverlo conviene adoptar un 
procedimiento mediante el cuE:.l se eviten en lo posible loa errores. 
A continuación se propone un procedimiento para resolver loe problemas 
de equilibrio. 

aJ Identificación de loe datos y de las incósnitaa del problema. 

b} Trazo del diasrama de cuerpo libre, en el cual deben dibujarse 
toda.e las fuerzas que act\ian sobre el cuerpo considerado. tanto 
las que se conocen como las desconocidas. 

c) Clasificación de loe sistemas de fuerzas y presentación de las 
ecuaciones de equilibrio correspondientes. 
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d) Comparación entre el nUmero de ecuaciones y el de incósnitas. el 
primero de loe cuales debe ser mayor o igual al segundo para que 
el problema tenga solución estática. En caso contrario el proble­
ma sólo podre. resolverse aplicando ecuaciones adicionales que 
serán obtenidas de otros temas como Resistencia de Materiales, 
Elasticidad. etc. 

e) Resolución del sistema de ecuaciones. 



Il. - ELEMENTOS MECANICOS EN VIGAS. 

I I.1 CONCEPTO F!ti!CO. 

Para entender el aisnificado físico de loa .. elementos mecánicos" 
coneidéreae una barra que forma parte integral de un aietema eatructu_ 
ral cualquiera; la barra eatá sometida a un conjunto de fuerzas activas 
y reactive.a que la mantienen en equilibrio. El eje de la barra y todas 
las fuerzas que sobre ella actt.ian están contenidas en un mismo plano. 
(Ver fis. lJ 

Fisura 1 

Si mediante un corte imaginario, realizado a través de una aección 
tranvereal cualquiera, ee divide a la barra en dos porciones (fig. 2). 

''""0'41ICI 8--S•u:.On1,.,,,.,,.,'°' 

')..."' ~ ,~· /• ¡. '· . -'-----------··. 
s' {.~s'Poo"º"z 
Figura 2 

La porción 1 queda en equilibrio bajo la acción de le.e fuerzas que 
actúan sobre de ella {activas y reactive.a) y la resultante de las 
fuerzas del sistema que se encuentran a la derecha de la sección ss·. 

La porción 2 se encuentra en equilibrio por la acción de las 
:tuerzas que actúan sobre el la t activas y reactivas) y la reeul tanta de 
las fuerzas del sistema que se encuentran a la izquierda de la eecoi6n 
ss~. 

En la fig. ~ 
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R1- resultante de las fuerzas activas y reactivas que actúan 
sobre la porción 1. Se define como: 

Rar- reaul tan te externa izquierda. 

R2- resultante de las fuerzas activas y reactivas que actUan 
sobre la porción 2. Se define como: 

REo- resultante externa derecha. 

Las fuerzas Ri y R2 son iguales, colinealea y de signo contrario Y 
pueden estar aplicada.a a una distancia e, medida con respecto al cen_ 
troide de la sección. 

Esto es: o bien 1 Rinl y puesto que la 

excentricidad e ea la misma para ambas fuerzas eR1. = -eR2 

Si ae desea obtener el valor del momento y la fuerza transmitidos 
por la eecci6n 55~, que son equivalentes a la resultante externa izqui­
erda (füu), se transportará hacia el centroide de la sección, mediante 
un par de transporte cuyo valor será: 

Si, además, se descompone la fuerza transportada (R1J en aue com­
ponentes: normal al eje de la barra y perpendicular al mismo, ee obten­
drá entonces la siguiente representación, fis. 3 . 

Figura 3 

donde: 

Ri en O ae descompone en 1 
R1 en el centroide le) 
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Ri en t; ee deecompone en 

en .- Vector unitario alojado en el plano de la eecci6n, y que pasa 
por el centroide de la misma. 

ev .- Vector unit1J.rio perpendicular al plano de la eección. y que 
pasa por el centroide de la miema. 

Siguiendo el mismo proceao con la resultante externa derecha, ae 
llega a, fis. 4 . 

"""~'"" 1 

donde: 

R2 en O se deacompone en 

.. 
" :!?; .. 

- "• 
'• 

Figura 4 

Mt• 1111\f! 

v,• 1111\ "" • 
11,• 1n,1 cu• 

en el centroide (e) 

R2 en C se deocompone en [ N
2 

= ~ en 
V2 = R2 Bv 

quedando finalmente la sección ss-. 

'• 

y por equilibrio: 
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Momento flexionante. 

V~ V2 V Fuerza cortante. 

th N2 == N Fuerza normal. 

Las fuerzas M. V y N son los "elementos mecanices" que se presentan 
en la sección SS·; ea decir loe elementos mecanicoe se pueden interpt1e_ 
trar como las fuerzas que se generan en una eocc ión. 

Ejemplo.- De la viga que se muestra a conti.nuación se deaoa 
obtener loe valoree de las fuerzas y momentos únicamente para la 
eecci6n lJ, situada a cinco metros a la derecha del apoyo A. 

o 
1 l ~t .. 

1 ~· ' /""'"'" ,..,...,9"'"-- :¡;;_ ,---.:,.."' 
© 'º® . e 

Para resolver éste ejemplo, es necesario considerar ambRe 
porciones de la visa y obtener el equilibrio de cada una de ell&e. 

Obteniendo. primero las reacciones, tiene: 

IMos.:m.q == O -5(1.5) + R,.y(3) = o RAv == 2.50 Ton 

IHE:;; o 2.50(10) - 5l8.5) + RDvl4) - 7(3.5) - 3.5coe45ºt4) ==O 

Rov == (-25 + 42.5 +24.5 + 9.9)/4 Rov 12.97 Ton 

IFy = o 2.50 - 5 + 12.97 - 7 - 3.5sen45~ + Rsv o 

Rsv = -1 Ton, ~Fx = O HA.. - 3.5cos 45" = o RAM 2.47 Ton 

r ¡· ... 
l:!!!!.,. 

y~ 
T.,, .. t l"" O UIJ'Tu 

© @ © ® (i) 
.... 5,,,1.51, ' ,,,., te ,, 
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Analizando el equilibrio de cada una de las porciones se observa 
que: 

Por LFx. :: ú 

iFy :·O 

LM = O 

;¿_4·¡ + N. = ú N = -2.4'/ 'l'on 

2.50 - 5 - 1(2) +V = O V = 4.50 Ton 

2.5(5) - 5(3.5) - ll2)(1) + M O M = 7 Ton m 

Analizando el equilibrio en la porción 2 se pueden obtener. también, 
las fuerzas y momentos en el corte. 

Por l:Fx = O 

IFy = O 

IM = O 

-3.5coa45º + N = O N = 2.47 Ton 

12.97 - 3.5een45" - 1(5) - 1 - V = O V 4.50 Ton 

-12.87(1) + 3.5sen45"(1) + 1(5)(2.5) + 1(5) - M =O 

H=7Tonm 



-38-

'feniendo necesariamente en la sección oo·, por el principio de 
acc i6n y reacción: 

.::::+ 1 tr-r=.-. 
V:4 !!To~ 

que forzosamente también se encontrará. en equilibrio. 

I l. 2 DEFINICION DE LOS ELEMENTOS MECAN!COS. 

Como se recordará en el concepto fieico de loe elementos mecánicos, 
una vez transportada la resultante Rx al centroide de la eecci6n, ee 
descompuso en aua dos componentes, una perpendicular al eje de la barra 
y otra en la misma dirección de éste, resultando de dichas transforma­
ciones un momento denominado momento flexionante y dos fuerzas que 
dependiendo de su posición con respecto a la sección en estudio, pueden 
definirse de la siguiente forma: 

MOMENTO FLEXIONANTE (M). 

El momento flexionante, en una sección de un elemento estructural 
cualquiera, ea igual a la ewna de loa momentos de todas las fuerzas, 
activas y reactivas, a la izquierda o a la derecha de la sección, con 
respecto al centroide de dicha sección. 

Hf = L di Fi {activas y reactivas) = dR FR = \Rle 

dR - Es la distancia de la linea de acción de la fuerza resultante 
al centroide de la sección. 

FR - Fuerza resultante deJ: sistema. 

FUERZA CORTANTE (V J. 

i.a fuerza cortante. en una sección de un elemento estructural 
cualquiera, ea igual a la proyección laegU.n la sección) de la suma de 
todas las iuerzae, activas y reactivas, a la izquierda o a la derecha 
de la se ce ión. 
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V ~ Fi ~ lactivaa y reactivas) = FR ;: 

FUERZA NORMAL \ N) • 

La fuerza normal. en una sección de un elemento estructural cual­
quiera, es igual a la proyección ( aegUn la perpendicular a la sección} 
de la suma de todas las fuerzas, activas y reactivas. a laizquie.t.·da o a 
la derecha de la aecc i6n. 

N = i Fi;: (activas y reactivas) FR ~ 

ELEMENTOS MECANICOS EN EL ESPACIO. 

En el caao de elementos estructurales cargado e espacialmente, po­
demos considerar una barra t.ridimeneional sometida a una condición de 
carga cualquiera. y haciendo un análisis aimilo.r al de barras planaC3, 
se puede determinar que en una sección transversal cualquiera actúan 
loe siguientes elementos mecánicos: 

Momentos: 

Mx Msrx momento flexionante respecto al eje x. 
My MF:v momento flexionan te respecto al eje y. 
Mm Mt momento toraionante. 

Fuerzas: 

F::oc. = Vx; fuerza cortante en la dirección del eje x. 
Fv = Vv; fuerza cortante en la dirección del eje y. 
Fsa = N ; fuerza normal. 

En la t"igura anterior puede obeervaree. que el marco de referencia 
ha aido colocado con el siguiente criterio: 

El eje "z", en dirección del eje de la barra. ea decir perpendicu_ 



-40-

lar a la sección transversal; loa otros ajea se definen de tal manera 
que se tenga. un sistema de referencia derecho. 

El origen coincide con el centroide de. la sección en estudio. 

II .3 CONVENCION DE SIGNOS. 

Para la convención de signos de loa elementos mecánicos en el 
plano, basta únicamente indicar si la parte de la sección en estudio se 
encuentra a la izquierda o a la derecha como se muestra a continuación: 

Momento Flexionante (M). 

Fuerza Cortante (V). 
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Fuerza Normal ( N) 

Para el caao de loe elementos mecánicos en el espacio, en un marco 
de referencia tridimensional, las indicaciones anteriores (en el plano) 
se prestan a muchas confusiones, por lo cual realizarán loa 
siguientes pasos: 

1.- Se elige un sentido de recorrido para el sistema de barras en 
estudio. {puede indicarse con las letras del alfabeto, con una 
numeración progresiva o aimplemente con un conjunto de flechas.) 

2.- El eje "Z" siempre, se colocará, para cualquier sección, 
dirigido en el sentido del avance, determinado en la primera 
consideración, y de acuerdo con el criterio enunciado anteriormente. 

Por lo tanto, las fuerzas eerán positivas si tienen la misma 
dirección del eje sobre el cual se encuentran y loe momentos serán po­
sitivos, ai el sentido del avance de un tornillo de rosca derecha, al 
aplicarle el momento, coincide con la dirección del eje correapondien­
te. 

11. 4 ECUACIONES PARA FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLEXIONAN1'E. 

Para la utilización de este método. ea necesario establecer una 
secuencia de cálculo que facilite la solución del problema; dicha se­
cuencia se muestra a continuación: 

1.- Comprobar la iaostaticidad de la viga analizada. 

2.- Comprobat• la estabilidad de la visa con respecto a su composi­
ción interna y al conjunto estructural del cual forma parte. 

3.- Calcular las reacciones. 

4 .- Determinar loa ransoe de validéz para las funciones de cada 
elemento mecánico existente. 
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5.- Elegir un marco de referencia respecto al cual ee calcularán 
lae funciones para cada elemento mecánico dentro de su rango de validez 
correspondiente, determinado en el paso anterior. 

6. - Encontrar loe valoree de loe elementos mecánicos en loe 
extremos de los rangos determinados. por medio de las funciones de 
definición ya calculadas. 

7 .- En caso de existir un valor máximo o mínimo intermedio para -el 
elemento mecánico estudiado dentro de loa limites del rango de validez 
de su función de definición, encontrar la localización de la sección 
para la cual ea máximo o mínimo dicho elemento mecánico y determinar su 
valor mediante el proceso nnalitico de la primera y segunda derivada. 

II.5 DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS. 

El diagrama de un elemento mecánico cualquiera, en un sistema de 
referencia, ea el lugar geométrico de loe puntea cuya abscisa corres­
ponde a la localización de la sección transversal considerada y cuya 
ordenada ea el valor del elemento mecánico en cueet.i6n. existente en 
dicha sección transversal. 

Ea conveniente aclarar que: 

1. - El diagrama de un elemento mecánico proporciona su valor en 
cada una de las aeccionee traneverealea de las barras del sistema 
estructural en estudio, aplicando sobre él una condición de carga· de 
posición constante. 

2.- El marco do referencia no ea neceaaria.mente de ejee rectos y 
ortogonales, pues para barras de eje curvo ea más conveniente, en oca­
siones, tomar al eje longitudinal del elemento como· referencia para 
localizar lo.a eeccionee, repreaentando el valor del ele111ento mecánico 
eegún una perpendicular al eje de la barra para cada sección. 

El utilizar los diagramas de elementos mecánicos ea objetivo y 
práctico, ya que ee obtienen gráficas convenientemente definidas, pues 
permiten sintetizar loe resultados obtenidos analiticamente y tener una 
idea más general del trabajo del sistema estructural que se analiza. 

Ejercicios: Trazar loa diagramas de loa elementos mecánicos, de las 
siguientes vigas, encontrando las ecuaciones de loa lugares geométricos 
que definen loe valorea de cada elemento mecánico, para cada sección de 
la visa en estudio. 
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l.) 

l r r r ;¿;¡¡,; ;¡,¡; 
t R1113S m,•11!17 

@, (j) • (j;) . @ ,© • J> 1 1 ~ ~ 1 

Por IMe = O y Wy =O 

Rsv = 5.67 RKv = 8.33 

Tramo de A a B con orisen en A. 

V -3 

X 0 

X: 2 

Tramo de B a e con 

V = -3 + 5.67 

X o 

2 

Tramo de e a D 

V - 1.33 

2 

X:: 4 

con 

M = -3x 

VA -3 MA O 

Ve -3 Me -6 

origen en B. 

2.67 M = -3(2+x) + 5.67x 

Vs = 2.67 Ha -6 

Vo = 2.67 Ha - 0.67 

origen en B. 

M = -3Cx+2) + 5.67x - 4(x-2) 

Vo = -1.33 Ho = -0.67 

Ve = -1.33 Mo = -3.37 

Tramo de D a E con orisen en D. 

V -3.33 M = -3(6+x) + 5.67(4+x) - 4(2+x) - 2x 

o Vo = -3.33 Mo -3.32 

2 VE = - 3.33 Mi;: -10 
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Tramo de E a F con origen en E. 

2.) 

V -3 + 5.67 - 4 - 2 + 8.33 ; 5 

M -3(8+X) + 5.67(6+x) - 4(4+X) 

X = 0 

X : 2 

!ITo• 

1 

I!> 
1 . 

Vu = 5 

1l 
¡t/STorJ.,. 

~ 
l T 

ROrrl31fT .. llCr•S.lSTo• 

® '9 <9 

1 1 . 
Por IHDd•:r = o 7(3) - Rsv(2) 

Por ¡Ms ; O Rs,, 13.17 

2(2+x) + B.33x 

Mo: ; -10 

Mv = O 

·r 
A 
i 
"~''CTº 
~' 1 

; o Rav = 10.5 
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Por ZFy o Ro:v ::.- 3.33 

Tramo de A a B con orisen en A. 

[XX~~= 0 

= 2 
V = -5 M = -5x 

Tramo de B a e con orisen en B. 

V = -5 + 13.17 - 3x V = 8.17 - 3 

3x2 [: M = -5(2+x) + l3.l7x -
2 3 

Si V o 8.17 - 3x = O X: 2.72 

Tramo de e a D con origen en B. 

V = -5 

V= -5 

V 8.17 

V -0.83 

V o 

3x2 
V = -5 + 13.17 -3x + 3.33 M = -5(2+x) + l3.17x - + 

2 

X: 3 V = 2.5 M 

X: 5 V= -3.5 M o 

Si V = o B.17 - 3x + 3.33 = o 3.83 V o 

Tramo de E a D con origen en E. 

V 7 - 10.5 = 3.5 [: o V= -3.5 M = 

M -7( l+x) + 10.5x 2 V = - 3.5 M = 

Tramo de F a E con origen en F. 

V 7 [X: 0 V 7 M = O 

M -7x X : 1 V 7 M = -7 

M =O 

M = -10 

M = -10 

M = l 

M = 1.12 

3.33(x-3) 

M = 2.05 

-7 

o 
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3.) 

@ ® © ® <D 
/Vst.,.,. A ... 

1J: E k-
t. t ... t ... ,. . 1 . I' 

. 
•I 

2 - REvl4) o RKy 0.5 

Por XMA = O 18(3) - Rsv(4) + 2 0.5(10) o Rsv 12.75 

Por IMo~•q = O, RAv(6J + 12. 75(2) - 18(3) o RAv=4.75 

Tramo de A a B con origen en A. 

V = 4. 75 - 3x. 

[: 
o V = 4. 75 H o 

3x2 4 V -7.25 H -5 
H = 4. 75x -

2 l.58 o Mmá.x = 3.76 

Si V =O 4. 75 - 3x o l.58 
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Tramo de B a C origen en B. 

V = 4. 75 - 12 + 12. 75 - 3K [" o 

= 2 

=1.83 
M = 4.75(4+xl - 12(2+xl + 12.75>< 

2 

Si V = O 4. 7 5 - 12 + 12. 75 - 3K : 0 

Tramo de e a D con origen en C. 

V = 4. 75 - 18 + 12.75 - 0.5 
[" = 

o 

M = 4. 75(6+xl - 18(3+xl + 12. 75(2+x) X: 2 

tramo de D a E con origen en D. 

V= 4.75 - 18 + 12.75 

M = 4.75{8+x) - 18(5+x) + 12.75(4+x) + 2 

X : 0 

X: 2 

V -0.5 

V O 

M -1 

M = O 

V 5.5 M = -5 

V -0.5 M = O 

V=O Mmáx=0.04 

X = 1.63 

V =-0.5 

V =-0.5 

M = O 

M -1 
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II.6 RELACIONES ENTRE LA CARGA TRANSVERSAL, LA b1JERZA CORTANTE Y EL 
MOMENTO FLEXIONAtlTE. 

Existen en cualquier sección de una viga cargada ciertas relaciones 
entre la carga, la fuerza cortante y el momento flexionante, las cuales 
nos ayudan en la construcción de loe diagramas de la fuerza cortante y 
el momento flexionan te. 

Considerase una parte de una viga de cualquier tipo sometida a 
cargas transversales y parea, como ee indica en la figura 5. Para 
obtener las relaciones mencionadas, se pueden clasificar loe segmentos 
de visa en la forma siguiente: 

Figura 5 
1. Segmento sin carga. 

II. Segmento bajo carga concentrada. 

I I I. Segmento bajo un par. 

IV. Segmento bajo carga concentrada. 

El estudio de loa puntos anteriores se describe a continuación: 

1. Segmento ein carsa. Como ae indica en la figura 5, un segmento 
entre un apoyo y una carsa concentrada ea un ejemplo de segmento sin 
carsa. 'remando un elemento lonsitudinal entre dos secciones distantes 
dx. como ae muestra en la figura 6. Sobre la cara izquierda de este 
elemento, actúan la :tuerza cortante y el momento flexionante represen_ 
tadoa por V y M, y sobre la cara derecha por V + dV y M + dM donde dV y 
dM representan la variación en la fuerza cortante y el momento flexio_ 
nante en la distancia dx. Se supone que x crece de izquierda a derecha. 
Como el elemento esta en equilibrio, se tiene de IFy = O 
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----gl-1!]'.~-­
H 
'-..-' 

Flsura 6 

V - CV + dV) = O 

dV = O 

V = constante • . • • ••• ( 1) 

Ahora bien de IHo = O 

M + Vdx - CM + dMJ = O 

Operando y aplicando la ecuación 2 se obtiene que 

dM 

dx 
constante 

• (2) 

La ecuación 1 establece que no tiene ningún cambio en la fuerza 
cortante, y la ecuación 2 establece que el grado de variación del 
momento flexionante en cualquier punto con respecto a x es constante. 

2. Segmento bajo carsa concantrada. La fig. 7 representa un elemento 
sometido a una carga concentrada P. Se supone que P actúa en un punto. 
Como la distancia entre las dos secciones llega a ser infinitesimal, no 
habrá diferencia de momentos entre la sección inmediatamente a la 
izquierda de P y la sección inmediatamente a la derecha de P. Sin 
embargo, si tiene lugar entre las dos secciones un cambio brusco de 
valor igual a P en la fuerza cortante, ya que la 
IFy = O, esto ea: 

Figura 7 

'. 
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Si v·= V + dV V - P - v· = O v· = V - P 

En consecuencia habrá un cambio brusco en la derivada dMx/dx en el 
punto de aplicación de la carga concentrada. 

Con relación a la figura 7. en la que se obeerva el diagrama de 
cuerpo libre de un segmento bajo carga concentrada. se deduce lo 
siguiente: 

V+P-V-dV=O dV=P 

y aplicando el concepto de límites cuando Ax tienda a cero se tiene 

Lim AV 

.f.x--0 Llx 

dV 

dx 

dV 

dx 

Por lo tanto la pendiente ea infinita y esto nos indica que el 
diagrama ea perpendicular al eje de la barra y tendrá como ordenada el 
valor de la carga. 

3. Segmento bajo carga de un par M. Ahora H ee supone que actúa en 
un punto. Como se muestra en la figura 8,la distancia entre las dos 

secciones ee convierte en infinitesimal. no habrá diferencia de fuerza 
cortante entre la sección inmediatamente a la izquierda de M y la 
sección inmediatamente a la derecha. Sin embarso, habrá un cambio brue_ 
co de momento igual a M entre las dos secciones, ya que la IMo = O esto 
es: 

,,. --..l.lt . ... 

Q 
....... . 

··{1 l) 
Vlt" 

1 w 
Figura 8 

Si W = M + dM M-Ms-M":O M~ = M - H&: 

La construcción de loa diasramae de la tuerza cortante y el momento 
f lexionante se :facilita con las relaciones previamente establecidas. Por 
ejemplo, la ecuación 

dx 
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nos dice que la pendiente del diagrama de la fuerza cortante en 
culaquier punto es igual al valor negativo de la ordenada en ese punto 
del diagrama de cargas aplicadas a la viga. 

4 y 5. Segmento bajo carga distribuida. Tomando un elemento separado 
de loe demáe por dos secciones adyacentes distantes una cantidad dx, 
sometido a una carga distribuida, como se indica en la figura "9. 
Supongaee una carsa distribuida hacia arriba, en dirección positiva. 

Figura 9 

De I.Fy O se obtiene: 

V - (V + dV) - w dx =O 

dV=-wdx 

dV 
••••••• (3) 

dx 

dx 
De IMc = O, M + Vdx - w dx 

2 

Despreciando el pequeño término 
obtiene: 

- CH + dHJ o 

w (dx)2/2 y ·simplifice.ndo,ae 

dM 

dx 
V ••••••••••• l4l 

La ecuación 3 establece que el grado de variación de la fuerza 
cortante con respecto a x en cualquier punto es isual a la intensidad 
de la carga en ese punto pero con signo opuesto. La ecuación 4 estable_ 
ce que el grado de variación del momento flector con respecto a x en 
cualquier punto es igual a la fuerza cortante en ese punto. 
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Concluyendo, para la conetruccion de loe diagramas de fuerza 
cortante y momento flexionante ae hace hincapié en loe aisuientee 
puntos: 

l. Para un segmento ein carga, la pendiente del diagrama de la 
fuerza cortante ea cero, esto ea: El diagrama de la fuerza cortante ea 
una linea recta paralela al eje de la viga. 

2. Para un segmento bajo carga uniforme de intensidad w, la pendien­
te del diagrama de la fuerza cortante ea constante. El diagrama ea 
entonces una linea recta inclinada. 

3. En el punto de aplicación de una carga concentrada, la intensidad 
de la carga ea infinita, y la pendiente del diagrama de la fuerza 
cortante será entonces infinita, esto ea, vertical respecto al eje de 
la viga. Habrá una discontinuidad en el diagrama de la fuerza cortante, 
y entre loe lados adyacenteo al punto de la carga tendrá lusar un 
cambio brusco en el valor de la fuerza cortante igual a la fuerza 
aplicada. 

4. Bajo carga distribuida la variación de la fuerza cortante entre 
lae doe secciones distantes dx aerá: 

dV = - w dx 

De tal forma, que la diferencia en lae ordenadas del diagrama de la 
fuerza cortante entre dos puntos cualesquiera a y b está dada por: 

J
Xb 

vb - v .. = - w dx = ( 8.rea de 1 diagrama de la carga entre a y b) 

"ª 

Súponsaee que existen cargas concentradas adicionales ¿p actuando 
sobre a y b. La diferencia de la fuerza cortante entre loa dos puntos 
debe incluir el efecto debido a IP; esto ea, 

Vb - V .. = J
Xb 

- w 

"ª 
dx. - IP = ~8.rea del diagrama de la carga a y b 

+¿p) en la cual la ZP se supone que actúa hacia abajo. 

La ecuación anterior se puede escribir de la siguiente forma: 

Vb = Va - r: w dx 

En forma similar, de la ecuación 
dH 

--= Vx 
dx 

la pendiente del diagrama del momento flexionante en cualquier punto ea 
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igual a la ordenada del diagrama de la fuerza cort.ante en ese punto. 

Aei mismo. como concluaionea geométricas para la conatrucci6n de loa 
diagramas de fuerza cortante y momento f lexionante ae establece que: 

1.. Si la fuerza cortante es constante en una porción de la visa, el 
diagrama del momento flexionante será una línea recta en ese tramo. 

2. Si la fuerza cortante varia en cualquier forma en una porción 'de 
la viga, el diagrama de la fuerza flexionante será una linea curva. 

3. En un punto donde actúe una fuerza concentrada habrá un cambio 
brusco en la ordenada de la fuerza cortante y por lo tanto un cambio en 
la pendiente del diagrama del momento flexionante en ese punto; De tal 
manera que el diagrama de momentos tendrá doe pendientes diferentes en 
ese punto. 

4. Los momentos flexionan tea máximos y mínimos tendrán lugar donde 
el diagrama de la fuerza cortante corte el eje 'ºx" y eerán máximos 
donde la fuerza cortante cambie de positiva {a la izquierda) a negativa 
(a la derecha); y el minimo cuando suceda lo contrario. 

5 .. Para un sistema de fuerzas concentradas el momento flexionante 
máximo se presentará bajo una de ellas, ya que el cambio en la fuerza 
cortante de positiva a negativa debe tener lugar en un punto donde este 
aplicada una de las fuerzas concentradas. 

6. Con referencia a la ecuación dM/dx = V)(, ee encuentra que, bajo 
carga transversal, la variación en el momento flexionante entre dos 
secciones separadas por una distancia diferencial dx está dada por: 

dM = Vdx 

En consecuencia,, la diferencia entre lee ordenadas del momento flexi­
onante en dos puntos cualesquiera a y b está dada por: 

J
Xb 

Mb - M. = Vdx = {área del diasrama de fuerza cortante entre ·a y b) 
Xa 

Si hay paree externos (ME) actuando entre a y b, entonces la 
diferencia de momentos entre loe dos puntos debe incluir el efecto de­
bido a estos parea;; esto ea, 

Mb - Ha = JXb Vdx - HB = (área del diagrama de fuerza cortante entre 
Xa 

a y b -ME). En la cual ME se ha puesto que actúa en aentido contra[·io 
al de las manecillas del reloj. 

La ecuación anterior se puede escribir de la siguiente manera: 
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- Jba Mb = Ma V dx 

Ejemplo: t.:oneidéreae una viga e imple con voladizo cargada como indi­
ca la figura 10. 

Figura 10 

De :EMb O y :EHd O, se obtiene el valor de las reacciones en loe 
apoyos: 

Rb = Rd = 16klb 

Se puede considerar la visa en equilibrio bajo el sistema de las 
cargas aplicadas y laa reaccione e, con un diagrama de carga como el 
mostrado en la figura 1.1. 

1 11 'I ~ 1 ~ '"f '"'' 

r 
Figura 11 

En la fig. 12a ee ha dibujado un esquema del diagrama de la fuerza 
cortante; en relación con este diagrama ee hace hincapie en loe 
siguientes puntos: 

l. La fuerza cortante en "a" paaa de O a -2 Tan; también la fuerza 
cortante en "e" ee igual a cero. Recuérdese que el diagra.Jna de fuerza 
cortante siempre empieza en cero y termina en cero. 

2. La fuerza cortante será constante en la porción ab por no estar 
cargada. Por lo tanto el diagrama de la fuerza cortante ea una linea 
horizontal paralela al eje de la visa en ese tramo. 

3. Cn la tuerza cortante se presentarán cambice bruecoe en b, e y d 
correpondientea a laa fuerzas concentradas que actúan en eeoe puntee.El 
cambio total de la fuerza cortante en cada uno de esos puntos será 
igual al valor de la fuerza aplicada en cada punto. 

4. Desde ··b" lderecha) a ··e" (izquierda),'ºc" lderechal a "d'º (izqui-
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erda), y "d" (derechal a "e", el diagrama de la fuerza cortante está 
formado por segmentos rectilineoa inclinados, cuya pendiente está dada 
por dV/dx = -w = -1 como se indica en la fig.12a. 

Figura 12a 

Se puede dibujar un esquema del diagrama del momento flexionante 
la forma indicada en la fig. 12b, en relación con este diagrama 
observa lo siguiente: 

Figura 12b 

l. Loe momentos en "a" y en "e" aon nulos. El diagrama del momento 
entre "a" y "b" linea recta incl.inada con una pendiente dada por 

dM 
V : -2 indica en la fig.12b. 

dx 

2. El momento tiene valorea extremos en loe puntos "b", "o'' y ''d" 
donde el diagrama de la fuerza cortante corta al eje x. Loa momentos 
minimos se presentan en "b" y en "d" debido a loa cambios bruscos en la 
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pendiente del diasrama de momentos de negativo a positivo que tienen 
lugar en esos punto e, y corresponden a cambios bruscos de la fuerza 
cortante de negativa a positiva. El momento máximo positivo se presenta 
en .. c.. en donde tiene lusar un cambio brusco en la pendiente del 
diagrama del momento flexionante de positivo a negativo correepondien­
tea a un cambio en la fuerza cortante de positiva a negativa en el 
punto "e". 

3. Como el va lar de la tuerza cortan te decrece entre be y cd, de iz­
qu iF.!rda a derecha, entonces la pendiente del diagrama de momentos tam­
bién decrece de izquierda a derecha. Esto eisnifica que la curva de mo­
mentos ea cUncava hacia abajo. 

4. Una manera de obtener las ordenadas del diagrama de momento flexi­
onan te en b, c y d ea calculando las areae de fuerza cortante (véase la 
:fig. 12a) a partir de las cuales se pueden encontrar las diferencias de 
loa momentos entre dos puntos cualesquiera; esto ea, 

Mb - Ma = -10 Ton m Me - Mb = 57 • 5 Ton m 

Md - Me = -60 'Don m Me - Md = 12. 5 Ton m 

De lo anterior y teniendo' en cuenta que Ma = Me = O, se obtiene: 

Mb = -10 Ton m Me= 4.7.5 Ton m Hd = -12.5 Ton m 

como ee indica en la figura 12b. 

I l. 7 TRAZO DE DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLEKIONANTE 
POR EL METODO DE SUMA DE AREAS. 

Para el caso de loe diagramas de fuerza cortante y tomando como base 
la ecuación: 

Lim 6.V dV 

Ax--u Áx dx 
-P 

Transponiendo e integrando la ecuación anterior ae obtiene que: 

Vtx) = - J p dx + c1 

Lo cual nos indica que en una sección transversal, la fuerza 
cortante ea la negativa de la integral de las fuerzas verticales que 
actúan sobre la viga, desde su extremo izquierdo o cierta sección 
transversal hasta la sección en estudio. 

Al no existir ninguna tuerza entre estas dos secciones, no ocurr~ 
ningun cambio en la fuerza cortante. 

Kl proceso de suma continua ea viilido, aun en el caso de una fuerza 
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concent.rada, ya que esta ae puede coneiderar como una fuerza distribui­
da que se extiende sobre una distancia infinitesimal a lo largo de la 
visa. 

Por lo tanto al determinarse las componentes verticales de las 
fuerzas aplicadas y las reacciones, al sumarse sucesivamente a partir 
del extremo izquierdo de la viga;: en una sección transversal la fuerza 
cortante es igual a la awna de todas las fuerzas verticales hasta dicha 
sección y su sentido ea contrario al de la suma de tales fuerzas. 

Para el caso del diasrama de momento flexionante por el método de 
suma de áreas, se tomará como base que el cambio de momento flexionan te 
entre dos puntos de una estructura ea igual al producto de la tuerza 
cortante, entre ambos puntos, por su distancia (dH = V dx); por lo tan­
to, el cambio de momento flex.ionante ea igual al área del diagrama de 
fuerza cortante entre loe puntea considerados. 

Se demostró que le inteneido.d del catnbio del momento flexionante en 
un punto ea igual a la fuerza cortante (dH/dx :::. V) • Siempre que tal 
fuerza de corte se anule, dicha intensidad de cambio también debe anu­
larse (dM/dx = 0), por esto. razón el momento flexionante alcanza un 
valor máximo o un valor minimo. Si el diagrama de momento flex.. ae 
trazo de izquierda a derecha y el diagrama de cortante cambia de posi­
tivo a negativo, el momento flexionan te alcanza un máximo positivo 
(o máximo) en ese punto, para lueso comenzar a decrecer el sumar el á­
rea de cortante negativa. Si el diagrama de cortante cambia de negativo 
a positivo el momento flexionante alcanza un máximo negativo (o minimo) 
y luego empieza a crecer al sumar el área de cortante positiva. 

Esta toeria, de que el momento flexionante máximo o el minimo talge­
braicoa) ae producen donde la fuerza cortante ee anula, no siempre ee 
aplicable. En alsunoe caeos len el extremo de una viga o en un punto de 
discontinuidad) el momento flexionante máximo puede presentarse sin que 
ee anule la fuerza cortante. En el caso de una viga en voladizo. por e­
jemplo, sujeta solo a carga de gravedad, la máxima fuerza cortante y el 
momento flexionante máximo ocurre en el extremo empotrado. 

A continuación, ee presenta un ejemplo y su explicación para el 
trazo de diagrrunas de elementos mecánicos por el método de suma de 
áreas. 



@ ® © ® © 
hl-•"'-"'"l-c~--'----><'l'--•-'-~·""i-'"-"I 1 .. 1 

Cálculo de reacciones: 

l:Ms = o 
-l4lll.5)/2 (0.5) + t6l(l)l3) + l2)(6) - 3.5 - 10REv =O 

R&::v 25/10 ::: 2.5 ton 

:¡;fy o 

-3 - O - ~ + 2. 5 + Rav O Rs:.- 8.5 ton 
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!Ji agrama de fuerza cortante: 

1.- Tramo AB: En el punto A la fuerza cortante ea nula, :va que la 
suma de fuerzas cortantes a· la izquierda de la sección ea cero; en el 
punto B la fza. cortante ea -3 ton como reaul tado de obtener el 8.rea 
bajo el diagrama de carga A= (-4ton/m)(l.5mJ/2 = -3 ton. 

La pendiente del diagrama en el punto A ea nula por que dV/dx = O,ya 
que el valor de la intensidad de la carga ¡w(x)¿ en el punto A ea cer'o; 
aeimiemo el valor de la pendiente en el punto B ea -4 ya que la 
intensidad de la carga triángular en eate punto ea -4 ton/m. 

En cuánto a la forma del diagrama ésta ea una parábola cóncava hacia 
abajo ya que la pendiente cambia de un valor nulo (A) a un valor 
negativo (B). 

2.- Tramo BC: El valor de V en el punto 8 ea de 5.5 ton que ee 
obtiene de sumar algebraicamente la reacción en B y lae fuerzas 
cortan tea a la izquierda del mismo punto. 

Ve = 8.5 - 3 = 5.5 ton 

En el punto C el valor de V ea -0.5 ton como resultado de sumar el 
valor del V en el punto B y el área bajo la carga uniformemente 
repartida comprendida entre B y C eato ea 

Vo = 5.5 ton + (-lton/m)(Sm) = -0.5 ton. 

La 'pendiente del diagrama en el punto B ea perpendicular al eje de 
la barra debido a que se trata de un segmento bajo carga concenti:·ada, 
donde .. V = P, y dV/dx = m ; el valor de la pendiente en el punto C ea 
-1 ya que el valor de la carga uniformemente repartida ea 1. y esta 
dirigida hacia abajo por lo tanto dV/dx = W(X) :; -1 toñ/m. 

La forma del diagrama en el tramo BC ea una linea recta cuya 
pendiente ea -1, que inicia y finaliza en loa puntee B y C 
respectivamente y por triángulos semejantes se puede ver que ea nulo u 
5.50 m del punto B. esto ea: 

" = 5.5 (6/6) 

3.-En el tramo CE, el valor en el punto Cea de -2.5 ton ya que la 
euma de fuerzas coi:•tantee a la izquierda de la sección ea -0. 5 ton y se 
presenta una carga puntual de -2 ton; el valor de la ft1erza cortante en 
el punto E ea cero ya que la suma de fuerzas cortantes a la izquierda 
de e ata eección ea -2. 5 ton y el valor de la 1•eacción en dicho punto eo 
2.5 ton. 

La pendiente del diagrama en el punto C ea infinita, ya que ·v = P y 
la pendiente dV/dx = m , siendo el mismo caeo en el punto E. 

La forma del diagrama entre loa puntos C y E es una linea paralela 
al eje dela barra (Y = -2.5} debido a que no se presenta ningún tipo de 
carga entre dicho tramo; y en loa puntos C y E ea una linea perpendicu_ 
lar al eje de la barra cuyo valor ea - 2. 5 ton. 
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Diagrama de momeOto flex.ionante: 

1.- En el tramo AB el valor en el punto A es cero, ya que el valor 
del área de cortante a la izquierda de esa eección ea cero; en el 
punto B el valor del momento flex.ionante (M) ea -1.5 ton m que resulta 
de calcular el área bajo el diagrama de fuerza cortante. Observe que el 
diasrruna de fuerza cortante en tramo AB cot"eeponde al de un tímpano de 
parabola, cuya área es: 1/3 bh = 1/3 (1.5)(-3) = -1.5 

El valor de la pendiente en el punto A ea cero debido a que el V en 
ese punto ea nulo; en el punto B el valor de la pendiente ea -3 ya que 

el valor de V en ese punto ea -3. y como ae ha demostrado anteriormente 
la tuerza cortante nos define la pendiente del diagrama del momento 
f lex.ionante. 

El diagrama de momento flcxionante ea una curva de tercer grado 
(Si V es una curva de segundo grado esta al integrarse nos define una 
curva de tercer grado), cóncava hacia aoujo debido a los valorea y 
pendientes obtenidos en loa extremos ya que el área de V se va 
incrementando negativamente de A hacia B. 

2.- En el tramo BC. el valor de M en el punto B ea -1.5 ton m como 
resultado de la l:M a la izquierda de B; el valor de M en el punto C ee 
13. 50 ton m como resultado de sumarle al valor de M en B las áreas de V 
correepondientee a doe triángulos eeto ea : 

Me = -1.5ton m+(5.5ton m){5.5 m)/2+(-0.5ton m)(0.5m)/2 = 13.50 ton m 

Entre loe puntee B y C ee presenta un Hm.8.x cuando el V ea nulo a. una 
distancia de 5.50 m del punto B, el vo.lor de Mmáx se obtiene de sumarle 
al M en B el área de cortante coorospondiente a 5. 5 m del punto B eeto 
ea: 

Hmáx = -1.50 ton m + l5.50ton m)(5.50 m)/2:::. 13.63 ton m 

El valor de la pendiente del diagrama de momento flexionante en el 
punto B ee 5.50~ que es el valor de V a la derecha de la sección. En el 
punto correspondiente a Mrniix la pendiente del diagrama de M es nula, ya 
que el valor de V en ese punto es nulo. El valor de la pendiente en C 
ea -0.5 ya que el valor del V en Ces -0.5ton. 

La forma del diagrama de M es una curva de segundo grado cóncava 
hacia abajo con loe valores y pendientee en loe puntee respectivos ya 
descritos. 

3.- En el tramo CD. el valor de M en el punto C ea 13.50 ton m ya que 
ea el valor de la l:M a la izquierda de ese punto; En el punto D el 
valor de H ea igual a 8.5 ton m como resultado de aumar el Mo y el 
área de cortante de C a D esto es: 

M.o = 13.50 ton m + (-2. 5 ton) l 2.0 m) = 8.5 ton m 

El valor de la pendiente en el punto C es -2.5 por aer el valor del 
cortante a la derecha de C; el valor de la pendiente en el punto D es 
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-2.5 por aer el valor del cortante a la izquierda de lJ. 
La forma del diagrama del momento flexionante ea una linea recta de 

C a O con la pendiente y valoree extremos ya descritos. 

4.- En el tramo DE. el valor de M en el punto O ea 5 ton m como 
resultado de sumar el momento concentrado en dicho punto (-3.5 ton m) 
y el valor de la iM a la izquierda de D (6.5 ton m); en el punto E el 
valor de M ea cero ya que partiendo de M en D ( 5 ton m) y descontando 
el área del diagrama de V que ea (-2.5 ton)(2.0 m) el valor ea cero. · 

ME= 5 ton m + (-2.5 t.on)(2.0 m) =O 

Este resultado de M en E. ee puede obtener también do tomar en cuenta 
que el tipo de apoyo en E (articulación) no toma M por lo tanto el 
resultado debe eer cero. 

La pendiente en el punto D ea infinita debido a que ea un segmento 
con momento concentrado y existe un cambio brusco de momento entre las 
dos secciones adyacentes del punto D esto ea: 

~Mo = O H"x = Mx - M 8.5 ton m = 5ton m + 3.5 ton m 

La pendiente en el punto E es -2.5 obtenida del valor de V en dicho 
punto. 

La forma del diagrama de M en el punto D ea una linea recta 
perpendicular al eje de la barra que va de 8.5 ton m a 5 ton m, para 
posteriormente decrecar hasta cero en el punto E con una variación 
lineal cuya pendiente ea -2.5. 

l I. B METOOO DE NEWMARK PARA OBTENER DIAGRAMAS DE ELEMENTOS 
MECAN!COS EN VIGAS. 

Cuando se tienen vigas sometidas a condiciones irregulares de carga, 
o cuando ae dispone de una computadora para efectuar el análisis de 
dichoa elementos estructurales, conviene emplear el método .de Newmark 
para obtener loa diagramas de elementos mecánicos (fuerza cortante y 
momento flexionante}. Para obtener loa diagramas de e lamentos mecánicos 
por el método de Newmark, el cual ea un método aproximado, se procede 
de la manera siguiente: 

l. Se sustituye la condición de carga real Cfig. 151. que actüa 
sobre la visa.por un a is tema de carsaa concentradas equivalflntes ( fis. 
16). Para lograr lo anterior se divide la viga en segmentos peque no A. 

La carga concentrada equivalente de cada segmento tiene una magnitud _ 
igual al área bajo el diasrama de carga correspondiente a dicho 
eesmento. El punto de aplicación de la carga coincide con el centroide 
del B.rr y su dirección ea la misma que la de la carga real. 
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figura 15. 

figura 16. 

La longitud de loa eesmentos utilizados (:<:s.) para obtener laa 
cargas concentradas debe aer, aproximadamente, la décima parte de la 
longitud total sobre la que ee distribuye la carga; de esta manera ae 
obtiene una mayor precisión en el análisis. Sin embargo, ea conveniente 
señalar que no existe una regla seneralizada que nos permita determinar 
el número óptimo de eegm.entoe en que debe dividirse dicha visa; en cada 
problema en particular debe utilizarse el buen criterio personal. 

Para ilustrar la forma como se obtienen las cargaa concentradas (Pi.) 
se considerará un segmento representativo "i", ( f ig. 17). En el 
segmento considerado ea posible conocer la intensidad de la carga en 
cada uno de sus extremos. W1. y w1 ... i. y puede suponerse, ain introducir 
un error significativo, que la distribución de carga es lineal entre 
·dichos extremos. De eata manera el valor de la carga concentrada Pi. se 
puede obtener mediante el cálculo del área de un trapecio. 

·ufrr 
l.¡, ..1-~.J 
1- ., -..J 

iigura 17. 

\ W1. + W1.+1) l X1.) 

P:S. •••••••••• ll 1 
2 
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Como Ya ae mencionó anteriorrr. -nte. la carsa concentrada ea 
encuentra aplicada en el centroide del trapecio. el cual ae puede 
obtener mediante la siguiente expresión. 

Xi. (W:i. + 2W.1.+1) 

X1. =-------- ••••••••••• (2) 

La distancia Xi. est.á medida a partir del extremo izquierdo del 
segmento, esto ea. donde la intensidad de la carga ea Wt. (fis. 17). 

Considerando ahora el segmento i-1 (:ti gura 18. J, se puede observar 
que la intensidad de la carga en el extremo izquierdo ea ws.-i. y en el 
extremo derecho ea Wi.. PI-, 

rr+ri·· w•·•LWJ 
L .... _¡_.: .• J 
1- - ~1:, _ __i 

figura 18. 

Suponiendo nuevamente que la variación de la carga entre 'loe 
extremos del segmento i-1 ea lineal, la carsa concentrada Pi.-1 se puede 
obtener mediante la expresión: 

(Ws.-1+Wi.) (Xi.-1.) 
••••••••••• (3) 

2 

El punto de aplicación de esta carga está localizado a una distan_ 
cia X.i.-1 medida a partir del extremo izquierdo del segmento. La die_ 
tancia 'Sr'i.-1 ae puede obtener mediante la siguiente expresión: 

(X1.-l.) {W!.-l. + 2w.s.) 
X!.-l. • l4J 

3 {W!.-l. + W!.} 

La distancia que existe del punto de aplicación de la carga al 
extremo derecho del segmento está dada por la expresión siguiente: 

X'"· i.-l. 
(X:l.-1) (WS.-1 + 2w.s.) 

Xi.-1 - ••••••••• {5) 
3 (W!.-1 + W!.) 
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LA diat.nncin que rxiete entre loe puntea de aplicación de las car_ 
gae 1'1-1 y 1'1, designada comoluc,, se puad~ obtener mediante la siguiente 
PXproaión: 

• lB> 

Ee comUn que la. visa ee divida en segmentos que tienen la misma 
lonsitttd x, por lo cual la expresión \ 6) se puede escribir como: 

3 [
3 - ~:==-~-=~= 

Wl.-1 + Wi, 

C>x 

2. Una vez calculado. la magnitud de las cargas concentradas equiva_ 
lentes, y determinados sus puntos de aplicación, se pueden determinar' 
las reacciones. 

3. El diagrama de :tuerza cortante se puede construir empezando des_ 
de el extremo izquierdo de la viga, y desplazándose hacia la derecha. 
La fuerza cortante que ee presenta en loa extremos tl\. xl auceaivoa se 
determina sumando alsebral.camente las carsae concentradas conforme és_ 
t.ns ec van encontrand0. Se consideran fuerzas positivas loa que están 
dirigidas hacia arriba, y negativas las que están dirigidas hacia aba_ 
~10. 

4. La variación del momento flexionante ea lineal en cada segmento 
(~ x), ea to ea porque la fuerza cortante ea constante en dicho 
segmento. El cnmbio que experimenta la magnitud del momento flexionante 
entro los extremos de un segmento (,Ó. x) ea igual al 8.rea bajo el 
diagrama de fuerzo. cortante en ese segmento. es decir. la magnitud de 
le. fuerza cortante por lo. longitud del segmento. 

H.s.•1 = H.s. + (V1) lAxi.l 

Una vez que se srA f lean las ordenadas de loe momentos flexionan tea 
<"orreepondientes a cada extremo de loe segmentos, el diagrama se 
conetruye uniendo lo~ puntos como lineas t·ectaa. 

Ea conveniente la ut i l i::achm de una tabla para calcular en forma 
eistemat1ca loe valorPe de Ax. V1. y Mi.. 

A continuación. se reouelven dos c~iemploa por el método de Newmark: 
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l II. - ELEMENTOS MECANICOS EN MARCOS. 

!II .1 CONCEPTOS BAS!COS DE MARCOS. 

Un marco rigido puede definirse como una estructura. compuesta de un 
cierto nUmero de elelmentoe rectilineoa o barras unidas entre si por 
medio de nudos. de loe que algunos o todos eon rigidoe, esto ea capaces 
de resistir a la vez fuerzas y momentos, a diferencia de loo nudoa 
articulados que no ofrecen resistencia al momento. 

En el análisis de marcos risidoe, se idealiza que el eje central de 
cada barra coincide con la línea de unión de loa centroe de loa nudos 
de loe extremos de esta barra. El denominado centro de nudo ea el punto 
de concurrencia de todos loe ajee de las barras que inciden en el nudo. 

Los extremos de todas las barras que concurren en el nudo, a parte 
de trasladarse deben rotar idénticas cantidades. 

Para el caso de estabilidad y grado de. indeterminación de loa marcos 
considera lo siguiente: 

Un marco puede separarse en varios elementoa (columnas y vigas) 

En una sección de un elemento existen tree magnitudes desconocidas 
CN.H, y V). Si se conocen estas cantidades en una sección pueden 
determinarse loa correepondientee a otra sección cualquiera. 

III. 2 ESTABILIDAD Y GRADO DE INDETERHINACION ESTAT!CA EN MARCOS. 

Si se denomina a b = número total de e lamentos (barras) , r = número 
de reacciones, j = número de nudos y c = número de ecuaciones 
adicionales, entonces el número total de ecuo.cienes independientes en 
un marco será (3j + c} y el número total de incognitae es (3b + r). 

Se puede establecer que: 

ai 3b + r < 3j + e el marco ea inestable. 

b.- si 3b + r 3J + e el marco es estáticamente determinado siempre 
que sea a la vez estable. 



c.- si 3b + r > 3j + e 

n 
n 
n 
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el marco es estáticamente indeterminado, 
siempre que sea estable. 

3( 4) + 3 < 15 + 1 
inestable 

3(3) + 3 = 3(4.) 
estáticamente determinado 

3(4) + 6 > 5(3) + 1 
indeterminado de segundo srado. 

I I I . 3 OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE MOMENTO FLEXIONANTE, FUERZA 
CORTANTE, FUERZA AXIAL Y TRAZO DE DIAGRAMAS DE M, V Y N. 

Para la obtención de las ecuaciones de (M,V y N) es necesario 
determinar al principio un sentido de recorrido para el aná.liaie del 
marco. 

Para calcular las funciones de definición para cada elemento 
mecánico de la estructura, ea necesario establecer un marco de 
referencia. el cual puede eer de doe formas: 
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l. Sistema Global.- Si ae considera un marco de referencia para toda 
la estructura. 

2. Sistema Local.- Si se analiza cada tramo de la estructura, 
conaiderándolo como una viga, cuyas fuerzas reactivas son las fuerzas 
de interacción del tramo en estudio con los tramos adyacentes. 

Para el trazo de diagramas de loa elementos mecánicos en marcos. 'ee 
toman loa resultados obtenidos del sistema empleado (global o local), 
tomando como referencia el eje longitudinal de la estructura. 

Ejemplos: 

1.- (sistema global) t' 
1 
: 

l"'" 
Comprobando la iaostaticidaC. del marco: 

3b+r=3j+c 3(3) + 3 = 3(4) 

Cálculo de las reacciones: 

ItiA = o 

:;:Fy =O 

~Fx =O 

3(4)(2) + 5(2) - REy(4) =O 

-5 + 8.5 1- RAy = O 

3(4) - RAx = o 

12 12 

REy = 8.5 Ton 

RAy = -3.6 Ton 

• RAx = 12 Ton 

Tomando como referencia el origen del sistema global en A. 

Barra AB. 

B 3y2 
M = 12y - -

2 [::: MB = 24 



B o 
V = 12 - 3y 

4 

B 
N 3.5 (tenaión) 

Barra BC. 

e 
M 12(4) - 12(2) - 3.5x 

o 
V = - 3.5 

B 

o 
N = O 

B 

Barra CD. 

D 
M : 24 - 3.5x - 5(x - 2) 

e 

D 

V -3.5 - 5 - B.5 

D 
N O 

e 

Barra DE. 

" 
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VA = 12 

Ve= O 

24 - 3.5x [X
X 

[: = 2 

= 4 

Me= 17 

Ho = O 

M = 12y - 12(y - 2J - 3.5(4) - 5t2l 
[

y= 4 

D y= o 

o 
2 

Ho = O 

ME = o 

MB = 24 

Me = 17 



¡;: 

V -8.5 - 8.5 = O 

.. 
N = 8.5 (compresión) 

D 

2. ) Sistema local. 
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1'v, 
>1, r '"I 



-72-

Comprobando la iaoetaticidad del marco: 

3b + r := 3j + e 3(4) + 3 = 3(5) 15 15 

Cálculo de las reacciones: 

:!:MA = o 3(5) + 4(4) + 2(10) - VaCB) o Va= 6.375 Ton 

:!:Fy =o -VA - 4 2 + 8.375 o VA = 0.375 Ton 

:!:Fx =o -HA + 3 o llA = 3 Ton 

Momento flexionante: 

Tramo AC. 

M = 3y - 0.3y(y/2) M 3y - 0.15y2 

ei y= o M = o ei y = 10 M = 15 

Tomando en cuenta el concepto d.M/dx 6 dM/dy (dependiendo del eje 
donde actúe H> igual a V; al igualar cualquiera de las dos ecuaciones a 
cero, la fuerza cortante (V) ea nula a una distancia "x" o "y'' (según 
sea el caso) en la cual se presenta un Mmáx. esto ea: 

dM 

dy 
= o 

Tramo CD. 

M 3(10) -

3 - o.ay = o 

0.375x - 3(5) 

M -15 0.375x - 0.25x2 

Bi X =O M = 15 

Tramo ED. 

M = 2x. Bi X o 

Fuerza cortante: 

Tramo Al!. 

V = 3 - 0.3y si y O 

Tramo CD. 

y = 10 Mmáx = 15 

- 0.5x(x/2) 

Bi X 8 M -4 

M o Bi X 2 M 4 

V 3Ton • si y 10 V =O 



V -0.375 - 0.5< 

Tramo ED. 

V = 2 ton 

Fuerza normal. 

Tramo AC. 

ai x. = O 

si X: 8 
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Tramo BD. 

V = O 

Tramo CD. 

-0.375 Ton 

-4.375 Ton 

N = O. 375 ton (tensión) N=3-3 O 

Tramo DB. 

N = 6.375 ton {compresión) 

· Tramo ED. 

N = O 



-74-

3.) Sietema local 

1 
··~ ¡ ....... 

I• 't . 'I .,, 
Comprobando la ieostaticidad del marco: 

3b + r = 3j + e 3(4) + 4 = 3(5) + l 

Cálculo de lae reacciones: 

l:MDizq = O, 

~HDder = O 

-3(2)(1) - 4(2) - RAx(4) + RAy(2) 

1 
. .. 

16 16 

o ..... (1) 

3(2)(1) + 5((1/{2)(5) + (l/{2)(3] + RGx(6) - RGy(B) = O •••• (2) 

l:Fy = o. 

RAx + 4 - 5(1/{2) - RGx =O 

RAy - 3(4 l - 5(1/{2) + RGy = O 

.(3) 

• (4) 

Simplificando las ecs. 1. 2, 3 y 4 ee obtiene el siguiente sistema 
de ecuaciones: 

RAy - 2RAx + O o 
o 

o 

+ o 

+ RAx 

RAy + u 

+ RGy - 0.75 RGx 

o RGx 

+· RGy o 

4.30 

-0.45 

15.55 

Resolviendo el sistema de eca. anterior. los valorea de las 
reacciones son: 

RAy 

RAx 

9.84 Ton 

1.42 Ton 

RGy 5.7 Ton 

RGx 1.88 Ton 



-75-

1•T 
1 
1 
1 

J. 

Momento flexionante y Fuerza cortante: 

Barra AB origen en A 

B 
M -1.42x 

[

X= 0 

X = 2 

Barra BC orisen en B. 

e 
M = -1.42(2 + x) - 4x 

B 

o 
V = -1.42 - 4 V 

B 

Barra de CD orisen en 

D 

M O B 
V -1.42 Ton 

M -2.84. Ton m 

M = -2.84 Ton m 

H = -l.3.68 Ton m 

-5.42 

c. 

~x:z o M = -13.68 ton m 

M -13.68 + 9.84x - [: 2 2 M = ú 



D 
V = 9 .84 - 3x 

e [: 
Barra DE origen en D. 

" 3x:Z 

[" = M = 3.84x - -
D 2 X: 

o 

=o 
= 2 

2 

" ["=o V = 3.84 - 3x 
D X: 2 

Barra EF orisen en E. 
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V = 9.84 ton 

V = 3.84 ton 

M = o 
M = l.66 ton m 

V 3.84 ton 

V -2.16 ton 

.. 
M 

" 
l..66 + 2.3x 

[:: :.24 

M = l..66 ton n1 

M = 11.. 43 ton m 

.,, 
V = 2.3 ton 

Barra FO or isen en F. 

G [X: 0 
M = l.68 + 2.3(4.24 + X) - 5x 

"= 4.24 

G 

V = 2.3 - 5 .,, 
Fuerza Axial. 

Vv = Va 2.70 ton 

N = 9. 84 ton (compresión) 

H = 11.43 ton m 

M = O 

Tramo AC 

Tramo CE N = 1.42 + 4 = 5.42 ton (compreei6n) 



-77-

Tramo EG N = 5.7 coa 45" + 1.88 coa 45º 5.35 ton (compresión) 

111.4 OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE HOMENTO FLEXIONANTE, FUERZA 
CORTANTI! Y FUERZA NORMAL, Y TRAZO DE DIAGRAMAS DE M, V Y N 
EN ARCOS. 

Al igual que loe marcos vistos en este capítulo, loa arcos simples 
son elementos estructurales, cuyo eje longitudinal ea una linea conti_ 
nua. Asimismo loe arcos se encuentran ligados al sistema tierra por 
tres vinculoa no concurrentes ni paralelos. 

Para el trazo de diagramas de elementos mecánicos en arcos, conoci_ 
das las ecuaciones para ti, V y N (análisis descrito en el punto ante_ 
rior), se toma como referencia el eje longitudinal de la estructura. 

A continuación ee presentan dos ejemplos, en loe cuales se' obtienen 
laa ecuaciones para M, V y N y se trazan loa diagramas de elementos 
mecánicos reapectivoa: 
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Momento flexionan te. 

Cálculo de reacciones: 

IMA = O 

Vo(lO) + 20(5) O 

Ve = 10 ton 

IFy = O 

VA - 20 + ·10 = O 

VA 10 ton 

IFx O 

HA = Ha _____ (a) 

-HAC5 )+10(5 )-10(2.5)=0 

HA = 25/5 = 5 ton 

Por I:Fx = O 

5 - Ha = O 

Hs=5ton 

de (a) Ho = 5 ton 

M = 10(5-5ooaa) - 3(aena) - 2(5-5cosa) [t5-5ooea)/2] 

M = 50 - 50 ooea - 25aena - (5 - 5coaa)2 

M = 50 - 50 cosa - 25aena - 25 + 50coaa - 25coa2a 

M = 25( 1 - sena - coa2a} 
[

a= o• 
a= 90º 
a = 180º 

M = O 
M = O 
M = O 
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Momento máximo y minimo: 

dM 
25 <-coea + 2aenacoaa} O 

da 

25coea( 2 sena - 1) = O 

2eena - 1 = O sena = 0.5 a = ans aen 0.5 

Hoo• = 25(1 - 0.5(0.666)"] M30• = - 6.25 ton m 

Hi.co• = - 6.25 ton m 

Fuerza cortante. 

V 10eena 5coaa - 10 ( 1 - coea) (sena) 

V 5coea (2 - sena - 1) V = lOcoaa sena - 5ooea 

si a = O V = -5ton, a = 90º V = O, a = 180º V 5ton 

dV 
- = 10coa2a - 10aen2a + 5eena O 
da 

-(20sen2a - 5t3ena - 10) = o 4een2a - sena - 2 = O 

sena = ( l ... 5.7)/6 sena = 0.84 a = ans sen o.a 

a = 57º,123º Vo7• 5coe57º(.2 (0.64) - iJ 
Vr:n• = l. 85ton Vi2a· = - 1.85 ton 

Si V = o 
lOcoaaeena - 5coea = o 5coea (2eena - 1) = O 

5 cosa = O • cosa = O O = 90 º (articulación) 

2 sena - 1 = O sena = 1/6 a = 30º, 150º puntos de Mmáx 

Fuerza normal. 

N lOcosa 5aena - 10 ( 1 - cosa) (cosa) 

5sena + 10coe2a 

si a = 180' N = 10 ton 

si a =O N = lOton, 

ESTA 
SAUB 

si a 90" N 5ton 

TISIS 
BE LA 

no nrnE 
ilBUuTECA 
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dN 
= 5coea - 20 cosa eena = O , 5coea { 1 - 4eena) = O . . • l l.) 

da 

La igualdad l 1) ee aatiaface para las doe aiguientea condiciones: 

l. 

2. 

para coea = O 

para l - 4eena = O 

Ni."'•30· = 10.85 ton 

a= 90º 

asna 1/4 

N1eo•ao· 

Neo• = 5 ton 

a = 14º30" , is5•30-

10.B5 ton 
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2.) 

c~---'---"'1-
'x. e 1 

i 

1 1 2 

.. + e 
e 

. ., 
• ...!L 

Cálculo de las reacciones: 

Por l:MA = O (global) wr(r/2) - 2r Rsv O 

:i:Fy = O (global) wr/4. + RAv = O 

:i:Mo o (dias. 2) wr/4( r) - Rexr O 

l:Fx O ( slobal > RAx. + wr - wr/4 O 

Cálculo d.el momento flexionante: 

lBo• > 0 > 90" 

M 3wry/4 - wr/4 (r + x) - wy2 e = 150• 

M 3wr2/4 aenO - wr2/4 ( l + cose) - (wr2 aen2e )/2 

e = so• t1 = o 
M = wr2/4 [3aen0 - coa0 ·- 2een20 - 1J 

Rev = wr/4 

RAv = -wr/4 

ReK = wr/4 

RA.x. = 3wr/4 

t1 o 



90" > e > º" 
M = wr/4 lr - x> - wry/4 

M = wr2/4 [1 - cose - sen~ 

Cálculo de la fuerza cortante: 
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e so· 
e o• 

M =O 

M =O 

Tomando en cuenta la resultante a la izquierda de la aecci6n (ver 
diasrama 1) 

1eo· > e > so• 

R1 = (wY - 3wr/4)i + (wr/4)j 

Aaimiamo la resultante a la izquierda de la sección (ver diagrama 2) 

90" > 8 > Oº 

ib = (wr/4)i - (wr/4)j 

Vecbor en la dirección cortante: [cose, sene] 

1eo· > e > so• 

V = R;;::;: = (wy - 3wr/4)coae - (wr/4)een8 

0 = 160" V = 3wr/4 

V = wr/4 ( 4een0 coa0 - 3coe0 -sene] e 90" V = -wr/4 

V.:: wr/4 (coae - eeneJ e = o• V = wr/4 

Cálculo de las fuerzas normales: 

Vec.tor en la dirección normal: en = [- eenO, coso) 

160º > e > so· 

N = Ri en = (wy - 3wr/4) (- een0) - 2wr/4 cose 

e = 160º N = wr/4 

N -wr/4 [ 4aen2 - 3aen0 + coso] e so• N = -wr/4 
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90" > e > o· 

N ::: R; en -wr/4 sene - wr/4 coea N = -wr/4 

N ::: -wr/4 (eene + cose) e =o· N = -Wt'/4 

6 o· 45º 90º l3óº 180° 

t1 o -.103 wr2 O .207 wr2 o 
V .25 wr O -.25wr -.14.Swr .75wr 

N -.25wr - . 353wr - . 25wr .207wr .25wr 

f7' ...... 
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IV. - SOLUCION DE ARMADURAS. 

IV.l COMPORTAMIENTO ESTRUCTURAL DE LAS ARMADURAS (COMO VIGAS DE 
ALMA ABIERTA) • 

Las armaduras son estructuras compuestas por un conjunto de barras 
que se unen entre si mediante articulaciones (planas y espe.cialeeJ. 

r 

El análisis de armaduras consiste en la determinación de le.a 
fuerzas internas en sus barras. así como la determinación de las 
reacciones en loe apoyos. 

Las eupoeicionea básicas consideradas en el ani:i.liaie de armaduras 
son las siguientes: 

1. - Las barras están articuladas en sus extremos o puntos de unión. 

2.- En armaduras planas, el plano de carga coincide con el plano de 
la armadura (de lo contrario se provocarían momentos). 

3.- Las cargas se aplican exclusivamente en loa nudos (puntos de 
unión) de la armadura. 

4. - Las cargas están sometidas a carga axial (tensión o compre alón). 

5.- Se desprecia el peeo propio de lae barras. 

IV. 2 CONDICIONES GEOHETRICAS Y DE ESTABILIDAD EN ARMADURAS. 

A continuación. ee presenta un cuadro con relación a la estabilidad 
e indeterminación estática en armaduras. 



Isoetáticae 

ARMADURAS 
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[

Interiormente 

Exteriormente 

Hipereetáticaa 
[

Interiormente 

Exteriormente 

Para conocer las condiciones geométricas y de inestabilidad en las 
armaduras, partiremos del concepto de l.a armadura más simple, la cual 
se construye mediante tres barras articuladas en sus extremos y que 
forman un triángulo. 

Armadura simple Derivaciones de armadura eimple 

Esto ea, en una armadura 'el número total de incógnitas será el nú 
mero de barras más el número de elementos de reacción¡ donde cada nudo 
tiene dos ecuaciones de equilibrio( ¿Fx = O, IFy :::: O). 

De lo anterior, se puede establecer el siguiente criterio para 
determinar la estabilidad y grado de indeterminación de una armadura; 
donde b = número de barrae. r ::: reaocionea y n ::: nUmero de nudos. 

a.- si b + r < 2n 

b.- si b + r 2n 

si b + r > 2n 

el sistema ea inestable. 

al sistema ea estáticamente determinado. 
siempre y cuando sea estable. 

el sistema ea estáticamente indeterminado, 
siempre y cuando sea estable. 



Ejem.ploa: 

6 + 3 < 10 
lneatable. 

7 + 3 = a 
Inestable no hay 

equilibrio horizontal. 

6 + 3 > B 
Estable e indetermino.da 
de primer grado. 
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5 + 3 = 8 
Estáticatnente deter_ 

minado y estable. 

6 + 3 < 10 

Inestable. 

4 + 3 < B 
Inestable 



5 + 3 < 9 
Hipereatática exteriormente 
ieoetática interiormente. 
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12 + 3 > 14 

Inestable. 

ARMADURAS QUE SE UTILIZAN EN INGENIERIA CIVIL. 

Cerchas típicas 

Armaduras típicas para puentea. 

&17( 
Putc Je una umiJura 

en vol;1Ji1u 

Otros t ipoa de armaduras. 

© 
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Con relación a la convención de fuerzas internas en una armadura, 
ésta puede ser de dos formas: 

l.- Acción del nudo sobre la barra (N/BJ. 

2.- Acción de la barra sobre el nudo (B/N). 

Ejemplo: 

TENSION. 

"'º -
COMPRESION. 

"'º -

... 

0/N 

""' --
N/O -

Para el análisis de las armaduras por loe métodos que ae describen a 
continuación, se usará la convención de fuerzas internas de la acción 
de la barra sobre el nudo. 

IV. 3 METODO DE LOS NUDOS PARA LA OBTENC!ON DE FUERZAS llN BARRAS. 

El método de loa nudos, consiste en analizar cada uno de estos en 
forma ai"slada; en dicho nudo actúan tanto las fuerzas externas (cargas 
y/o reacciones) como las fuerzas internas en las barras. 

Con lo anterior, ae establece que todas las fuerzas concurren en un 
punto nodal y por lo tanto se tendrá un sistema de fuerzas coplanar 
concurrente. Para la solución del aiatema descrito, ee cuenta con dos 
ecuaciones de la estática que aon: IFx = O y IFy = O, 
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Ejemplos: 

1} Obtener las iuerzaa internas en laa barras de la armadura 
siguiente: 

1-

Comprobando la ieostaticidad de la armadura: 

b + r = 2n 9 + 3 = 2(6) 12 = 12 

Obtención de las reacciones externas: 

:EFy =O 

:EFx =O 

Nudo 2: 

1(4) - VB(12) + 10(8) + 5(4) 

B. 66 - 1 - 10 + VA = o 

O Ve = 6.66 ton 

VA 2.34 ton 

- HA+ 5 o 5 ton 

l:Fy = o 

8.66 - FB coa 45º O 

0.7071F8=8.66 

Fe = 12.2 ton (compresión) 

IFx = o 
- F3 + 12.2 coa 45g = O 

F3 B. 66 ton l tensión) 
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Nudo 4.: 
l:Fx = O 

'"'"l . .......__. 
J~,,_ 

F9 - 12.2 coa 45• = ú 

F9 12.2 (0.7071) 

F9 B.66 ton l Compresión) 

llFy = o 
-10 + F7 + 12.2 cos 45" = o 

F7 = 1.34 ton (Compresión) 

Nudo 6: 
llFy = O 

F6 coa 45• - 1.34 = O 

F6 = 1.88 ton l teneión) 

I.Fx = O 

8.65 - F2 - 1.88 coa 4.5" O 

F2 = 7.32 ton (tensión) 

Nudo 5: llFx = O 

- Fl + 7. 32 = O 

f" 

~1~ 
Fl 7. 32 ton l tensión) 

llFy = O 

F5 - 1 = o 
F5 1 ton. (tensión) 

Nudo 3: 

F4 coa45" - l - 1.88 coe45" U 

F4 = l/cos 45" + 1.88 

F4 = 3.3 ton {compresión) 
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Raaumen: 

2.) Determine todas las fuerzas internaa9 en la siguiente armadura, 
por el mótodo de loa nudos. 

..... I .. 
La.a barras 2 y 3 ee cruzan 
pero na forman nudo• lo 
miemo eucede con laa ba..._ 
rrae 5 y 8 . 

Comprobandola iaoataticidad de la armadura: 

2n = b + r 2l ol = 9 + 3 

Cálculo de las reacciones: 

Nudo l. 

C/" 
l. ..... , .. 

16(3) - Rsv<BJ =O 

R.Ay - 16 + 6 = o 
-Rsx + 16 = O 

12 = 12 

Rsv = 4B/8 Rsv 6 ton 

RAv 10 ton 

Rsx 16 ton 

:;:Fy O 

RAY - Fl :: o 

10 - Fl :: o 

Fl 10 ton (compresión) 



Nudo 4. 

I'"" 
J~ 

Nudo 3. 

f
' ,. 

""-~ 
L. 

Nudo 6. 
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Como F.l. y RAv no tienen campo_ 

nente en "x" F2 = O 

IFx = O 

FB - F3(4/5) O 

FB: (4/5)F3 •••• (l) 

:EFy = O 

-16 + 10 + F3( 3/5) = O 

F3 = 10 ton· {compresión) 

euatituyendo en ( 1) 

FB = O. 8 ( 10 l ::: B ton l tensión ) 

:EFx = O 

-16 + 1!6(4/5) = o 

F6 = 20 ton (compresión) 

:EFy: O 

6 + F7 - 20(3/5) O 

F7 = -6 + 12 

F7 = 6 ton l tensión} 

Wx =o 

-F9 + 16 +F5(4/5) O 

F9 = l + F5(4/5l. . (l) 

IFy = O 

Fó(CJ.6) - 6 = O 

Fó · = 10 ton l compresión) 
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Nudo 5. 

Resumen: 

f ... 

sustituyendo en ( 1) 

F9 16 + 10(0.BJ 

F9 24 ton t tensión) 

~Fy = O 

20(0.6) - F4 = O 

F4 = 20(0.6) 

F4 = 12 ton (tensión) 

¡.~ 

IV .4 METODO DE LAS SECCIONES PARA OBTENER FUERZAS EN LAS BARRAS. 

El método de las secciones, consiste en trazar secciones 
hipotéticas en las armaduras, aislando el diagrama de cuerpo libre de 
la parte que se encuentra en ~ualquiera de loa lados de dicha sección y 
analizando au equilibrio ee pueden encontrar las fuerzas en algunas de 
las barras. 

En el lugar donde ae trace la sección hipotética deberá evitarse lo 
siguiente: 

a. - Que no existan mas de trae barras en el corte. 

b.- Que las tres barras en au totalidad no sean paralelas ni 
concurrentes. 
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El caso del inciso (a) es para evitar que existan mao incógnitas 
que ecuaciones. El caso del inciso {b), ea debido a que en loe aietemae 
de fuerzas paralelas y concurrentes se cuenta con dos ecuaciones de la 
estática en ambos caeos (veJ:" capitulo l) y aei se garantiza el mismo 
número de incógnitas y ecuaciones. 

Asimismo es conveniente que las barras de la sección trazada se 
supongan positivas {acción de la barra sobre nudo, a tensión) de t:al 
forma que loa resultados del análisis que resulten negativos se 
consideren como fuerzas de compresión. 

Ejemplos: 

1.) Resolver el ejemplo No. 1 del subcapítulo IV.1 por el método de 
las secciones. 

l· 
Conocidas las reacciones de este ejemplo, obtenidas en el aubcapi_ 

tulo IV.1; ee definen doe aeccionee, divididas por la linea interrWIL 
pida I - I; en la figura siguiente, ee muestran loa diagramas de cuerpo 
libre de dichas secciones. 
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Este método ea mas práctico, al sumarse momentos con reapect.o a un 
punto. que se localice en la intersección de las lineas de acción de 
dos fuerzas desconocidas. de tal forma que la tercera fuerza deeconoci_ 
da ae resuelve en forma directa. 

En el caso de éste ejemplo, haciendo suma de momentos con respecto 
al nudo 3, se eliminan dos fuerzas desconocidas F9 y F6, lo cuál da una 
solución directa para F2. 

2.34(4) + ó(4) - F2 =O 

F2 = 7. 34 ton (tensión) 

Asimismo sumando momentos con respecto al nudo 6, se obtiene una 
solución directa para F9. 

LMa =O f>l4l - F9(4) - 1(41 - 2.34(6) = O 

F9 = 8.68 ton (compresión) 

Como F2 y F9 no tienen fuerzas componentes verticales, sumando 
fuerzas en la dirección "y" da por resultado directamente F6, esto ea: 

IFy 2. 34. - 1 + F6 aen 45 ~ = O 

F6 l. 34/ oen 45 º F6 = 1.9 ton (tensión) 

Para obtener la fuerza F7 y F3 de manera práctica por éste método, 
ea necesario considerar la sección H - H,la cuál aisla el nudo F. tal 
como ae indica en el diagrama de cuerpo libre de ésta sección. 

Wy =O 

1.B9 sen 45• + F7 = O 

F7 = 1.34 ton 

l:Fx = O 

-7 .34 1.89 coa 45º + F3 

F3 = 8.68 ton (tensión) 

o 

Por consiguiente, para obtener el valor de las fuerzas interna.a en 
las barras ialt.antee, basta con determinar la.a secciones reapectivae 
gue ee adecuen a las ecuaciones de equilibrio de loa sistema.a de 
fuerza.a gue se presenten y tomando en cuenta las recomendaciones 
descritas al inicio de éste subcapitulo. 
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2.) Resolver el e1guiente problema por el método de las eeccionee. 

Comprobando la ieoetaticidad de la armadura: 

b = 11 r ::: 3 2n ::: b + r 

2( 7) = 11 + 3 14. = 14. 

Cálculo de lae reacciones externae Ax • Ay y By. 

:;;HA = O 5(4) + 7(8) - 4.(3) - RBy(B) 

RBy (20 + 56 - 12) /B RBy B.O ton 

:;;Fy o 

IFx = O 

RAy-5-7+8 O RAy 4.0 ton 

RAx-4.=0 RAx 4.0 ton 

o 

Tomando en cuenta la sección 1 - 1, y haciendo suma de momentos 
conreapecto al nudo 6, se obtiene Fl esto es: 

:;;He = O 4(4) - 4.(3) - Fl(3) = O Fl = 1.33 ton lT) 

Haciendo suma de momentos con respecto al nudo 1 ee obtiene FlO 

;¡fü = o Fl0(3) = O FlO = O 
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Al principio de e et.e método (secciones}. se hicieron doa 
recomendaciones para trazar las secciones hipotéticas en la armadura 
( 1.Que no existan mas de t.ree barras en el corte. 2.Que las tres barras 
en eu totalidad no sean paralelas ni concurrentes.) Sin embargo en el 
caso de ésta armadura, la sección H - H cruza cuatro barras en au corte 
dicha sección se realizó, debido a la facilidad de cálculo que 
presenta al obtener las fuerzas internas en las barras, tal como ee 
indica en el análisis siguiente: 

-4(3) + Flll3J = O Fll = 4 ton (CJ 

7(4) F5(4J o F5 = 7 ton (C) 

En el nudo 7 Por IFx = O y ¿Fy O reeul ta que F9 = O 

Como ee puede observar en este ejemplo. el método de las secciones, 
mediante cortes hipotéticos bien escogidos, nos ayuda a encontrar 
directamente el valor de lae fuerzas internas en lea barras de interés 
o barras que simplifiquen el análisis. reduciéndose el cálculo de laa 
demás barras a un sistema de fuerzas concurrentes (Método de loa nudos) 
y/o Paralelo; no obstante ea pueden realizar cuántos cortes sean 
necesarios y encontrar lao fuerzas en cada una delas barras. 



JJo 

é.x1Jie.. 
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V.- CABLES. 

V .1 CABLES FLEXIBLES E INEXTENSIBLES. 

Los cablee en insenieria. para eu estudio se consideran flexibles e 
inextensibles debido a lo siguiente: 

a. - Flexible por que no es capaz de resistir la flexión y por 
consiguiente la fuerza de tensión que actúa en el cable siempre ·ea 
tangente al mismo en loe puntos localizados a lo largo de su lonsitud. 

b. - Inextensible por que no se alargan. ya que el cable tiene la 
misma longitud antes y deepúee de que ee ha aplicado la carga, lo cual 
está basado en la configuración finR.l del cable; esto ea, conocida la 
geometria de un ·segmento de cable, se le considera como a un cuerpo rí­
gido. 

De lo anterior ee establece que: El momento flexionante y la fuerza 
cortante en cualquier sección tranevereal de un cable eon nuloe; siendo 
la fuerza normal positiva (tene6n) el único elemento mecánico que puede 
transmitir. 

Loe cablea en insenieria se utilizan en: 

l.- Para soportar y transportar cargas de J 
un miembro a otro. 

2.- Puentee colgantes y poleae de troles. 

3. - Como principal elemento que soporta la 
carga en una estructura. 

4. - Lineas de transmisión 
antenas de radio . 

5. - Grúae de retenidas. 

y tirantes para J 

En eatoa coaoa el peao 
del cable usualmente ee 
desprecia. 

En estos casos el peso 
del cable puede ser 
importante y se incluye 
en el análieia. 

Loe cablee se clasifican según la condición de carga que soportan: 

a. - Cargas verticales concentradas. 

b.- Carga uniformemente repartida, según un eje horizontal. 

Carga uniformemente repartida, aesún el eje de;t cable. 
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Antes de presentar el estudio particular de cada cable, que se 
expondrá. en loa puntos posteriores de este capitulo (V.2, V.3 y V.4}, 
es necesario establecer la ecuación diferencial de un cable 
independientemente del tipo de carsa. 

Para la obtención de la ecuación diferencial de un cable, se 
tomara la porción de un cable sujeta a las fuerzas que se transmiten a 
través de loe planos de corte (fuerzas de tensión) y la resultante de 
las fuerzas externas que actúan sobre la porción considerada. l Ver fi_ 
gura 29) 

Figura 29 

dy 
. De la fisura 29 tiene que: tan a:: • • ... ll) 

Las fuerzas T, H y Q mantienen el equilibrio de la porción del 
cable considerada como cuerpo rígido. 

Tomando en Cuenta el quinto principio de la estática (Un cuerpo 
deformable está en equilibrio, ai y eólo ei toda porción de él 
considerada rígida se encuentra en t.al eet.ado.), el sistema de fuerzas 
que obra sobre dicho. porción está en equilibrio por que sus 
coordenadas vectoriales son nulas; esto ea: l Ver fis. 30) 

Figura 30 

Q 
[Je la figura 2 ae tiene: tan a = -

H 
•••••• (2) 

Sub et i t. u yendo la ecuación l l) en ( 2) 
diferencial de todo cable: 

obtiene la ecuación 
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dy Q 

dx H 

De la adición gráfica de loa vectores T, H y Q se tiene: 

T = (Q2 + H2)1/2 

V .2 OBTENCION DE LA ECUACION Y LA TENS!ON DE UN CABLE PARABOLICO. 

Cuando la carga está uniformemente repartida por una unidad de lon_ 
gitud~ según un eje horizontal, considerando como peeo propio una carga 
equivalente a la indicada o no tomándola en cuenta.(Ver fig. 31) 

~ 
1 lo 1 L lo 1 

Figura 31 

Partiendo de la ecuación diferencial de un cable y tomando en 
cuenta la condición de carga se tiene que: 

Q = Wx de donde 

Integrando ea tiene que: 

dy w 
: - X 

dx H 

Wx2 
y=--+c 

2 H 

Para valuar la constante, con relación al sistema de referencia en 
la fisura: 

ai X::; 0 y = o por lo tanto e= o 

Quedando la ecuación diferencial. del cable parabólico de la 
eisuiente forma: 
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y = 
2 H 

Para un cable con carga parabólica, conociendo la posición de eue 
apoyos y las coordenadas de cualquier punto de su eje longitudinal (o 
una coordenada cualquiera de au punto inferior J. ee podrán obtener aus 
reacciones, el valor de la tensión en cualquier punto y su geometria 
general. 

Con relación al párrafo anterior, se tienen doe casos distintos, 
loe cuales se analizan de la siguiente manera: 

1.- Si se conoce la posición de loa apoyos y la de un punto 
intermedio cualquiera, el análisis se realiza como si fuera un arr.n • 
tres articulaciones (el cual ea isoetático). Ver fig. 32 

Figura 32 

Realizando loe diagramas de cuerpo libre de loa· tramos AC "JI BC del 
cable, se plantea Y se resuelve un sistema de seis ecuaciones con e:eis 
incógnitas (Ax. Ay. Bx. By. Cx y Cy). 

2. - Cuando ee conoce la posición de loe apoyos y una coordenada de 
relación entre cualquiera de éstos y el punto inferior del cable. Ver 
figura 33. 

Fisura 33 

Al no existir cargas con componentes horizontales, la componente 
horizontal, tanto de las reacciones como de una tensión cualquiera del 
cable, permanece constante esto ea: H = cte ; que cooreeponde al de la 
tensión en el punto inferior del cable, ya que la pendiente de la 
tangente en dicho punto ea nula. 
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Del planteamiento de las condiciones analiticaa de equilibrio, ob_ 
tenemos eeie ecuaciones, siendo una de ellas H = cte la cual queda 
independiente en el sistema. permitiendo calcular la dimensión fa!tante 
en la posición del punto inferior del cable. 

Cualquier otro conjunto de datos que ee proporcione debe ser 
equivalente para que el cable tenga solución. 

Al obtenerse loa resultados de las reacciones. de la fuerza hor!_ 
zontal en el punto inferior del cable y eu geometría general¡ la 
tensión de cualquier punto ee calcula: 

Ejemplo: Obtener el valor de las tensiones máxima y minima. -- -- -- --8(,r 

Ecuación del cable: 

1 

1 

wx2 
y=­

H 
l l J Xb - Xa : 50 ••• , •• (2) 

sustituyendo en ( 1) las coordenadas de A: 

2 

2 
500 Xa 

2 H 

sustituyendo el valor de ( 2): 

H = 125 (Xb - 50 )2 • 

H 125 

.. l3) 

auetituyendo en { 1) lae coordenadas de 8: 
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500 Xb2. 500 Xb2. 

6 =---- H = ••••••• (4) 
2 H 12 

de {3) y (4) ae tiene: 

125 (Xb - 50)2 = 500 Xb / 12 

2 
8Xb - 1200 Xb + 30000 = 0 

resolviendo: 

Xb = 3L7 m de (2) Xa = 31.7 - 50 x. = - 1.8.3 m 

de (3): H = 125 (31. 7 - 50)2 H 42000 kg tensión minima. 

t. 1/2 
T [(4200)2 + (<500) C317U J 

Tmáx = 45000 kg 

V. 3 CABLE CATENARIA. 

Considerando un cable sujeto a una carga uniformemente distribuida 
a lo largo de au longitud (Véase fig. 34) y la ecuación diferencial de 
un cable (ver capitulo V.1) se obtienen las siguientes expresiones: 

dy 
• ( 1) da = (dx.2 + dy2)1/2 

dx H 

de [1 + l dy/dx )2 dxJ.i..-2 de [1 + (we/H)2 dx] .1./2 

dx da/ [1 + (We/H)2 J l.,/2 
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r 

= J 
de 

~ X 
[1 + (ws/H )2] J./2 

+ e 

X= H/w eenh- l. + we/H + C1 

Condiciones de frontera: 

si: s = o. X : 0, C1 o 

Sustituyendo nos queda: 

x = H/w senh-1 + we/H ••••••••• {2) 

wx/H = sen h-1 wa/H 

WB/H = sen h WX/H 

a = H/w sen h wx/H 

sustituyendo (3) en (ll 

dy 

dx 

W X 
sen h -

H 

intesrando {4) 

y = H/w coa wx/H + C2 

••••••••• (3) 

•••••••••• (4) 

condiciones de frontera: si x = O. y = º· 
O=H/w+C2 

es decir: y = H;w (coa h wx/H - 1) 

~ "'" ..... 

por lo tanto 

• (5) 

La ecuación (5) se denomina "ecuación de la catenaria"' ; la cual se 
puede simplificar llevando a cabo una traslación de ejes, quedanrlo la 
expresión de la siguiente forma: 

y = H/w coa h wx/H lÓ) 
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" 
r~-

~------A' 

puesto que: T = <H2 + w2).1/2 

aus~ituyendo el valor de (5) nos queda: 

'l' = [tt2 + (H sen h wx/H >:zJ l./2 

T = [H2 + (weJ2] i..-2 

de acuerdo con laa propiedades de las funciones hiperbólicas: 

T H [<coa h wx/Hil l./2 

T H coa h wx/H 

considerando la expresión ( 6) 

H coa h wx/H yw esto ea T = wy 

Ejemplo: Obtener la longitud máxima del cable y la tensión máxima 
en este. 

a = c sen h x/c 

y = c coa h x/c 

1' = wy 

si: X : 500 m, 

( 1) 

(2) 

(31 

y = e + 300 sustituyendo en (2) ae tiene: 

e + 300 = e coa h 50u/c 
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e + 300 

coa h 500/c 

Para obtener el valor de e, ee realizaran aproximacionee auceaivaa. 
de acuerdo oon la siguiente tabla: 

e e + 300 500/c coa h 500/c e + 300 
e = -----------------

coa h 5UO/c 

500 80CJ l.O l.543 5· l 5 

550 850 0.9l l.444 5 8 5 

400 700 l.25 l.898 3 7 o 

450 750 l. ll l.680 4 4 8 

Para e = 450 m L=2SmAx 

de lll L = 2 (450) een h 500/450 

L = 900 een h (l.lll L = 900 (l.352) L = ll:lO m 

de la ec. l3) TmB.x = wym~ Tmáx = 5(750) 

Tmáx = 3750 m 

V .4 OBTENCION DE LA ECUACION DE CABLES SOPORTANDO CARGAS CONCEN_ 
TRADAS. 

Partiendo de la ecuación diferencial para todo cable, vieta án el 
punto V.1; y tomando en cuenta (para este aubcapituloJ que la carga 
está formada exclusivamente por fuerzas concentradas sin tomar en 
cuenta el peso propio del cable, se tiene para esta condición de carga 
la siguiente expresión: 

Q = et.e = k 

de donde dy /dx = k/H 
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En la siguiente figura. las únicas carsae que actúan sobre el cable 
quedan representadas por fuerzas concentradas; para resolver un cable 
de éste tipo. ee necesario conocer la posición de tres de eus puntos: 
sus dos extremos y cualquier punto intermedio. 

Una secuencia de cálculo conveniente para resolver el cable 
mostrado ea la eiE1Uiente: 

Ananlizando al cable "S · ee tiene: 

Da.toe: L, H, Yk• Xi.. Pi para i = l.2 .... k .... n 

El aumento o disminución de datos hace que el cable sea hip6statico 
o hiperestático, respectivamente. 

Incósnitae: a) Reacciones eil loe puntos A y B (tensiones en las 
eeccionea extremas) 

b) Tensiones existentes en todos loe tramos del cable. 

e) Geometria del cable. 

Ejemplo: Del cable mostrado en la siguiente figura, sujeto a carsaa 
concentradas, ai ho :: 6m. encontrar loe valorea de: hs. ho, Ax, Ay, Ex, 
y Ey. 
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Por equilibrio del conjunto tenemos: 

Ax= Ex .••.••• -lll 

Ay(40) - 200(30) - 300(20) - 400(10) =O 

Ay = l 6000 + 6000 + 4000 l/ 400 Ay 1600/4 = 400 Ks 

Tramo ABC 

Tramo AB 

Tra.tno DE 

EY - 200 -300 -400 + 400 O Ey = 500 Ks 

400(20) Ax(6) - 200( 10) o 

1000 Ks Ax 

de ( ll Ex = 1000 Kg 

:EHs = O 

400(10) - lOOO(hs) 

hs = 4000/ 1000 

he = 4.0 in 

:EHo = O 

o 

lOOO(ho) ~ 5000( 10) O 

ho 5000/1000 

ho 5.0 m 
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TE = [ 250000 + 1000000] 1/2 

TE = 1118 Kg 

TA = [\Ax)2 + (Ay>2]•12 

TA = [1000000 + 160000).1/2 

TA = 1077 Kg 
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VI, - CONCLUSIONES, 

El trabajo de t•si• presentado, para sustentar é•te e><amen profe_ 

sional de Ingeniero Civil, tiene por objeto el de ayudar a lo• alumnos 

que cursan ta asigna.tura de estructuras isostAticas¡ en el aprendizaje 

de los temas incluidos en el programa vigente de ésta Materia. 

Las aplicaciones d• la estAtica en cualquier carrera de ingenieria, 

tiene un lugar muy importante, ya que su estudio proporciona lo• cano_ 

cimiento• y la formac.i6n que el ingeniero necesita paf.ia la solución de 

num1roso• problemas. 

Independientemente de que en la actualidad, •e pueden resolver 

eatructuras estAticamente determinadas con la uti 1 ización de la 

computadora, por medio de paquetes través dal enflaque ••tricial• 

p•r• tener 6)(ito en la •olución de t•tas ttcnicas moderna•, se requiere 

de un entendimi•nto amplio de la teoria que ha servido de base para la 

concepción y •olución de éste tipo de estructuras. 

La es.t6tica, como parte de la mecAnica, contiene lo• conocimientos 

torm11.tivo11 y trata la •olución de problemas r•l.ativos a. partic:ula•t 

cuerpos y conjunto de é!ltos, sujetos a un si11tema de fuerza• en equi ti_ 

brio. 

Este trabajo de tésis pre51mta un e•tudio enfocado a el ano\li•i• 

de los sistemas de barras i•ostético1, lo• cuales son de gran 

importancia, debido • que e)(iaten en eatructuras de diversas 

construcciones ad. como en elementos de mAquinas 1 aunado a que todos 

los anlllisis de un sistema hiperestático estén formados por •istema• 

lso•t.l.tico• auxiliares. 
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El anélisis de lo• sistemas de barra• i•ostático1 presentadas en 

é•te trabajo, comprende la determinación de las tuerzas reactivas de 

los elementos mecAnicos1 Momento flexionante, Fuitrza cortante y Fuerza 

normal' asi co110 la representación de sus correspondiente• diagramas. 

El conocimiento y •anejo de los elementos mecilnicos, tra.scen_ 

dante en los cursos posteriores de estructuras¡ ya que al conocer 

1•• fuerzas reactivas (elemento'i mecAnico•) en un el.e.iaento estr-uctural 

debido a las distintas solicitoacione'i de car-ga a que ea soinetido, 

dicho• resultados en co .. binación con otros procesos d• anAl is is 

(MecAnica de Materiales) se utilizan para dise\";ar elementos 

estructurales •n cuanto oa concreto y/o acer-o u otro tipo de •ateriales. 
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