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I.- ANTECEDENTES

I.1 DEFINICION DE FUERZA.

Fuerza es la accidén gque un cuerpo ejerce scbre otro y que cambia
o tiende a camblar el estado de movimiento o reposo del cuserpo libre
sobre el cual actia.

I.1.1 CARACTERISTICAS DE LAS FUERZAS. .
Una fuerza queda representada gréficamente por un véctor, ya que
sus caracteristicas son:
a.- Magnitud.
b.- Direccioén.
c.- Sentido.
d.- Punto de aplicacién.

Como se muestra en la figura 1 y 2.

Magaitud

Dirsreldn

entigs

Figura 1

.

Figura 2

1.2 ELEMENTOS DE APLICACION DE LAS FUERZAS.

En los problemas de la estdtica aplicada a la ingenieria, loe
sistemas de fuerzas se encuentran actuando sobre cuarpos, ¥y dependien_
do de las caracteristicas propias de dichoes cuerpce, estoa se pueden
clasificar en:

a.- Punto material o particula.
b.- Cuerpo rigido.
c.- Cuerpo deformado.
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Punto material o particula.-Ees un cuerpo Bin dimensionee al que ase
le asocia la masa del cuerpo real.

Cuerpo rigido.- Es un cuerpo que poses masa y cuyas dimensiones
permanecen constantes, aun cuando me le aplique un conjunto de fuerzas.

Este elsmento de aplicacién es una idealizacidn de los cuerpos
reales, los cuales,an mayor o menor grado, son siempre deformables, no
obstante se puede considerar como rigido un cuerpo, ei los resultados
de esu andlisis en un problema mecénicoe no e alteran, o cuando las
alteracioned que se presentan son de un rango menor que las maximas
tolerables para el problema en estudio.

En el caso de la estdtica aplicadas a la ingenieria civil, los sle_
mentos de aplicacién de las fuerzas son: barras y sistemas de barras.

La barra.- Es un cuerpo cuyas dos de sus dimensiones son mucho menores
que la tercera.

Para la repreesntacion de una barra, se acostumbra dibujar unica-
mente el eje longitudinal de la barra considerandolo como el lugar
geométrico de loa centroides de cada una de sus secciones tranversa-
les.

Las barras segin las caracteristicas de su eJe longitudinal ee
clagifican de la sigulente forma:

recto
Barras de ede bidimensional
curvo
tridimenaional

Asimiamo las barras pueden ser prismAticas cuando su seccién
tranaversal es constante y no prismdticas cuando su seccidn transversal
es variable.

El sistema de barras.- Un conjunto de barras forma un sistema, cuando
para el analisis mecdnico de una de ellas, Be reguiere tambien el ansi-
lisis de las otras.

En la armadura qQue se muestra a continuacién, para analizar la
barra CD por ejemplo 28 necesario analizar loa otros elementoe del eis-
tema.

e
fh— b 158

Cuerpo deformado.- Es un cuerpo que posee masa ¥y cuya geometria cambia
bajo la accidn de las fuerzas. Este modelo se emplea en la Mecénica de
HMateriales.



1.3 Sietema de Fuerzas.

Al conjuntoc de fuerzas que actuen simultdneamente sobre un cuerpo
sa le denomina sistema de fuerzas.

Tomando en cuenta la ubicacién de las fuerzes y la configuracién
del conjuntso, los sistemas pueden clasificarse como ee muestra en el

siguiente cuadro:

-a-

ESPACIQ

PLANO

RECTA

F>3mMImo

G = Mm rF®PD >V

MAZT™IRCAZ QO

El estudico de los esistemas de fuerzas se fundamenta en loes cinco
principios bédeicos de la estética, asi como en la composicion y des-
composicién de fuerzas, como se muestra en el cuadro aiguiente:
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TRIANGULO DE FUERZAS.
DEL PARALELOGRAMO

POLIGONO DE FUERZAS.
DE EQUILIBRIO.
PRINCIPIOS DE LA ACCION Y LA REACCION.
DE ADICION DE SISTEMAS EQUILIBRADOS.
DE TRANSMISIBILIDAD.

COMPOSICION DE FUERZAS

RESPEC. A UN EJE
\ MOMENTOS
TRATAMIENTO (&= DE LAS " " A UN PUNTO

ANALITICO FUERZAS
/ MOMENTO DE 1 PAR

DESCOMPOSICION DE FUERZAS

PRINCIPIO DEL PARALELOGRAMO.

Si sobre un cuerpo actuan dos fuerzas concurrentee Fl1 Y F2, el
efscto externo que le producen ss eaquivalente al de una sola fuarza R
que coincide con la diagonal del paralelogramo cuyos lados son lae
fuerzas Fl1 Y F2. Vease la figura 4.

£ N
d PR,
A - ~~ A
{ ]
" ’."v
P
S e
oy R

Figura 4
En donde ﬁ Y E son las fuerzas aplicadas en "A" qQue forman un angu-~
lo a entre ai. .

l-l es la resultante o diagonal del paralelogramo ilustrado, medida a la
miema eccalsa.
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Debido a que la dlagonal del paralelogramo divide a éste en dos
tridnguloa iguales puede elegirse cualquisra de ellos para obtener la
resultante. Esta simplificacién se conoce camo tridngulo de fuerzas,
segan se ilustra en la figura 5.

Figura 5

De lo anterior se deduce qQue para obtener la resultante de dos
fuerzas concurrentes se traza una a continuacién de la otra, coneer-
vando sug direcciones y adoptando cierta escals para sus magnitudes;al
unir el punto iniecial de la primera con el final de la segunda se en-
cuentra la resultante buscada.

Cuande son mds de dos lap fuerzas que actuan, el problema se
resuelve con el Poligono de Fuerzas, aplicable para encontrar la resul-
tante de un sistema ccnstituido por "n” fuerzas concurrentea. Consiste
en colocarlas una a continuacion de la otra de manera Que esa
resultante se obtenga al unir el origen de la primera fuerza con el
extremo de la Gltima. E1 Poligono de Fuerzas es la generalizacidén de la
Ley del Tridngulo; el resultado es independiente del orden de la
colacacidn de las fuerzas. Véepo la figura 6.

Figura 6

PRINCIPIO DE EQUILIBRIO.

Para que dos fuerzas eatén en equilibrio es necesario y suficlen-
te gque sean lguales, colineales y de sentidos contrarlos.
Como se indica en la figura 7.
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Figura 7

PRINCIPIO DE LA ACCION Y LA REACCION.

Este principio es en realidad la Tercera Ley de Newton y se
enuncia a continuacién:

“"A toda accidén corresponde una reaccidén igual, colineal y de msen-
tido contrario”.

PRINCIPIO DE ADICION DE SISTEMAS EQUILIBRADOS.

"Los efectos externos que un sistema de fuerzas Produce sobre un

cuerpo no cambian ei se le agrega o elimine cualquier otro sisteme
equilibrade”. Véaze la figura B.

PRINCIPIO DE TRANSMISIBILIDAD.

El principic de +transmisibilidad astablece que: “Los efectos
externos producidos por una fuerza, sobre un cuerpo rigido, no cambian
8l ésta se aplica en cualquier punto de su linea de accién”.

Supébngase la fuerza F aplicada en el punto A del guerpo mostrado
en la figura 8, la cual produce una aceleracidén que no se altera al
agregar en B un sistema equilibrado (F - T).
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Figura 9

TRATAMIENTO ANALITICO DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS.

Como Be indicé anteriormente una fuerza Be representa graficamente
por medioc de un vector. En la figura que se muestra a continuacién F es
una fuerza que forma con los ejes coordenados x, ¥, z los dngulos a, B,
T, reapectivamente. Los cosenoe de dichos A&ngulos reciben el nombre de
cosenoa directores porgue fijan la direccidén de la linea de accidn de
1la fuerza F.

Las proyecciones ortogonales de F en dichos ejes son:
Fx = F cosa
Fy = F cosf
Fz = F cosal

El vector fuerza ae obtiene como
componentes.

F=Fx+ Ty + Fa

la suma vectorial de estas



COMPOSICION DE FUERZAS.

Se llama composicién de fuerzas al proceso mediante el cual se
obtiene la resultante de un sistema de fuerzas concurrentes. Si el sis_
tema esta constituido por doe fuerzas concurrentes se aplica el prin_
cipio del paralelogramo y Bi #on mas de dos se utiliza el poligeno de
fuerzas.

Otro método aplicsble para un Bistema de "“n” fuerzas concurrentes
es el de lae proyecciones, el cual coneiste en sustituir cada una de
las fuerzas de dicho sistema por sus proyecciones ortogonalea. Cuando
un sistema de "n” fuerzas se encuentra contenido en un plano se aobten_
dré un sistema de 2n fuerzas; al sumarse algebralcamente laes de cada
eje se tendré un nuevo sistema formade por does fuerzas (ZFx, EFy)
que son las componentes ortogonales de la resultante final.

En la estdtica aplicada al realizarse el andlisis mecdnico de un
cuerpo sus resultados no se alteran al considerar toda la masa o peso
del cuerpec concentrado en un solo punto llamado punto material, slempre
¥ cuando la resultante pase por el centroide de dicho cuerpo.

DESCOMPOSICION DE FUERZAS.

La descomposicidén de fuerzas consiste en determinar un sistema de
dos o mas fuerzas concurrentes cuyos efectos externos, sobre el cuerpo
en el que actian, sean iguales a los que ocasicna una sola fuerza de
caracteristicas conocidas. Este procesc eas inverso al de  1la
composicién.

MOMENTOS DE LAS FUERZAS.

Se define como el momento de una fuerza con regpecto a un eje, a
la tendencia al giro que la fuerza ejerce en torno a dicho eje.

En la figura 10 puede observarse que la magnitud del momento
depende del tamafic y de la direccién de la fuerza, asi como de la dis_
tancia que hay entre Bu linea de accidén y el eje Esta distancisa
corresponde a la perpendicular que va desde el punto "o" del eje hasta
un punto de la linea de accidén de la fuerza.

Figura 10
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MODELO MATEMATICO DEL MOMENTO.

HMatemdticamente se establece el momento de una fuerza con respecto
a un punto "o’ como el producto vectorial del vector de posicién r por
el vector fuerza F esto es:

EIE N — (a)
El productoc vectorial del segundo miembro de la ecuacién (a) in_

dica que Mo es el momento de la fuerza ¥ con respecto al punto "o", ¥y
corresponde a un vector cuyas caracteristices son:

-Magnitud. . _ . _ _ {Mo| = Fd
~Direccidn_ _ _ _ _ Mo es perpendicular al plano definido
por F y &.
-Sentide_ . _ _ . _ El vector Mo entra o sale del plano defi_

nide por F y d, de acuerdo con la regla
del sentido de avance del ¢tornille de
rosca derecha, como se ilustra en la f£i_
gura 11.

Figura 11

PARES DE FUERZAS.

Se llama par de fuerzas, o simplemente "par”, al conjuntoc de dos
fuerzas de igual magnitud, de sentidos contrarics, de igual direccidén
geparadas una daterminada distancia y que actien simultdneamente sobre
un cuerpo, provocdndole una rotacidn. Veéase la figura 12.
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REPRESENTACION VECTORIAL.

Un par se represanta por medio de un vector libre cuyas caracteris
ticas mon las sigulentea:

Magnitud.- La magnitud del par ems la suma de los momentos de ambas
fuerzas con respecto a cualquier punto de su plano.

La suma de loe momentos de ambae de fuerzae es igual al producto
de una de ellas por la distancla que las separa, tal come sa indica en
la figura 13. .

Figura 13

De la figura anterior se deduce que:
3Mo = + F(x) - F(x+d) = + F(x) - F(x) - Fd
Mpar = -Fd

Donde el signo {(-) indica que el giro es el sentido de las mane-
cillaa del reloj.

Direccién.- El vector Hpar €8 perpendicular al plano que contiene
a las fuerzas.

Sentido.- El vector lMpar entra o sale del plano, segun la regla de
sentido de avance del tornilleo de rosca derecha, tal como se ilustra en
la figura 14. -

Figura 14
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TRANSFORMACION DE LOS PARES.

Debido a que el Mpar e85 un vector libre, puede transformarse sin
Que cambie ninguna de sus caracteristicams. En efecto:

1.- El par puedse eer girado en su plano o en planos paralelos a
éete.

2.- El par puede ser trasladado paralelamente a si miemo, tanto en
su plano como en planoe paralelos a éste.

3.~ El par puede variar simulténeamente la magnitud de las fuerzas
¥ 1la separacién entre ellas, siempre y cuando el producto F x 4
permarnezca constante y no cambie su plano ni el sentido del giro.
Véese la figura 15.

dfn

Figura 185

X.4 EQUILIBRIO DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS

Se considera que un cuerpo estd en equilibrio cuando el aigtema do
fuerzas que actia sobre &1 estd equilibrado.

Para el mejor entendimiento del equilibrio de los sistemas de
fuerzae es nacesario conocer y manejar los conceptos que se enuncian
en el siguiente cuadro.

Reacclones

DIAGRAMAS DE CUERPO Acclones
LIERE

En el planc
GRADOS DE LIBERTAD
En el espacio



Apoyo libre

DIVERSOS TIPOS DE Articulacion plana
APOYO.
Enmpotramiento plano
L.
SUMA DE MOMENTOS DE Taorema de Varignon
LAS FUERZAS DE UN
SISTEMA Teorema de momentoa

Ecuaciones vectoriales generales de

equilibria.
Ecuaciones escalares generales de
equilibrio.

EQUILIBRIO DE LOS

SISTEMAS DE FUERZAS Ecuaciones. escalares de equilibrioc en
el plano,

Solucion de problemas de equilibrio.

I.4.1 DIAGRAMAS DE CUERPO LIERE,

El diagrama de cuerpo libre ee la representacién esquemédtica del
cuerpo en estudio o de una parte de él, asi como de tcdae las fuerzas
que actGan sobre el elemento coneiderado.

Ejemplo:

El depdsito mostrado en la figura contiene los dos cilindros A y
B. Para dibujar el diagrama de cuerpo libre de cada uno de los
cilindros, asi como el del conjunto A y B: despreciando las fuerzas de
friccidn entre los elementos y entre éstoe y laeg paredeg del depdeito.
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- En el diagrama de cuerpo libre de "A", da la figura mostrada a

continuacidn,

Rizsa

Wa

Re/a

= Reaccién de la pared Il
aobre "A"

= Peso del cilindro "A"

= Reaccién del cilindro "B"
sobra "A".

intervienen las eigulentes fuerzas:

Wa

En el diagrama de cuerpo libre de "B", de la figura piguliente las

fuerzas que
Ra s
Ws
Ri/s

Ririss

En la siguiente figura,

intervienan son:

= Reaccién de A" mobre "B"
= Peso del cilindro "B"

= Reaccién de la pared 1

= Reacclén del piso sobre
el cilindro "B”.

de cuaerpo libre del conjunto son:

Rrizsa

Rizz/B

Wa
Ws

Ri/n

= Reaccién de la pared I
eocbre "A".

= Reaccién del pisc sobre
g

= Peso del cilindro "“A".
= Peeo del cilindro "B".

= Reaccién de la pared I

sobre “B".

I.4.2 GRADOS DE LIBERTAD.

Wy

Pare

Azrrss

las fuerzaes representadas en el diagrama

Mzzfa
Rus

ez /e

Grado de libertad de un cuerpo, es el numero de posibilidades de.
desplazamientos independientes que tienen, sean linealea o0 angulares.

En el plano un cuerpo rigido puede tener los siguientes desplaza-
mientos independientes en un marco de referencia como el mostrado:
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Be .- Daesplazamiento lineal del punto C, cuyoes componentes
puaden anotarse como:

Ae [ﬁx.ay]
¢ .- Desplazamiente angular de la recta LL" gue representa

uno de losejes dal cuerpo.

De lo anterior se concluye que un cuerpoc en el plano posee tres
posibilidades independientes de desplazamiento (6x,6y,%) ¥y por lo tanto
tiene tres grados de libertad.

En el eepacio, el cuerpo mostrado en la figura 16 ha sufrido un
desplazamiento linaal cuyas componentes pueden anctarse como:

D [6x,5v,62)

Asi como un deaplazamiento angular, que puede escribirse en fun-
cidén de sus componentes como:

2 [ox,ov,23)

Fia.e (CIJ-

L'"""'-—I

kw
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En esta forma se concluye que un cuerpo en sl espacio posee seis
poasibilidades independientes de desplazamiento y por Jo tanto tiene
seis grados de libertad.

1.4.3 TIPOS DE APOYO.

Un apoyo es un dispomsitivo mediante el cual se transmiten las
fuerzas que actian sobre un cuerpo a otro que le sirve de soporte,

Las estructuras estdn asustentadas con restricciones mas o menos
completas de tal manera que no pueden moverse libremente en al especio.
Tales restriccioneas estdn originadas por los apoyocs que unen a la
estructura a slguna base fija, tal como la tierra u otra estructura.

En el plano loa tres tipos de apoyo mds comunes 8on:

Apoyo libre
Articulacidén plana

Empotramientc plano

APOYO LIBRE.

Se logra al soportar un cuerpc directamente sobre el apoyo, impi-
diéndole el movimiento en la direccién perpendicular al planc del
apoyo, permitiéndole el desplazamiento en la otra direccidén ortogonal,
asi como la rotacién en torno del apoyo.

En este tipo de apoyo hay un grado de resatriccidn, por lo tanto se
genera una sola fuerza que es la que impide el movimiento vertical
hacia abajo. Como se muestra en la figura 17.

Figura 17

ARTICULACION PLANA.

Este tipo de apovo tiene dos grados de restriccidn, por lo tanto
8e generan dos tuerzas que impiden los desplazamientos en las direc_
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ciones de los ejes coordenados X, y., indicados en la figura 18.

Figura 18

Debe aclararee que en un probleme donde intervenga un apoyo
articulado pueden presentarse como incdgnitas las dos componentes Rx,
Ry 0 bien eu resultante, en magnitud y direccibédn; es decir siempre apa-
receran dos incdgnitas como se indica en la figura 19.

Figura 19

EMPOTRAMIENTO PLANO.

En este caso exlsten trems gradoa de restriccidn, es decir, se
impliden los desplazamientos en las direcciones vertical y horizontal,
asi como la rotacidn dentro del apoyo. Véase la figura 20.

Figura 20
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A continuacién se simbolizan los distintoe apoyos en las figuras

siguientes:
]

R g
7 T

APOYO LIBRE H;
oz

MEaEtaon viATIEAL
APOYO LIBRE

Ll

ARTICULACION

wy |4 _
T L

ts, '

ngacc
woArzOATAL
Ry

ARTICULACION PLANA

! &

HORIIDNTAL 4
1——;0

REACCLON o “
venricas Ha, ] EMPOTRAMIENTQ PLAND l:zol
ik’

EMPOTRAMIENTO PLANO

ESTABILIDAD Y GRADO DE DETERMINACION DE UNA ESTRUCTURA PLANA CON
RESPECTO A LOS APOYOS.

En el andalisis siguiente consideraremos la estructura como un cu-
erpo monolitico rigido montado sobre cualgquier nimero de apoyos. En
esta forma no habrd condiciones internas involucradas, y la estabilidad
¥y drado de determinacion de la estructura serén juzgadas sclamente por
la estsbilidad y grado de determinacion de los apoyos.
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1.~ Do elementoe de reaccidén proporcicnadoe por los apoyce, talea
como dos fuerzas cada una con punto de aplicacién y direccién definidoe
no son euficientes para garantizar la estabilidad de un cuerpo rigido,
debido a que los does unicamente pueden ser cclineales, paralelos o
concurrentes. En cada uno de estos casos no existe el equilibrio no por
falta de resistencia en los apoyos sino por el nimero insuficlente de
lom elementos de apoyo. Esto se conoce como inestablilidad estética.
Si dos fuerzas de reaccién son colineales (fig. 21a) no pueden resistir
una carga externa que tenga componenete normal & su linea da aceién. Si
eon paralelas (fig. 21b), no pueden evitar el deslizamiento lateral dal
cuerpo. Si son concurrentes (figs. 21lc vy 21d), no pueden reesistir el
momento respecto del punto de concurrencia producido por cualquier
fuerza que no pase por 0. Asimismo en lae figuras 2la y b, no se
satisface la condicién de equilibrio ZFx=0 y en lae figs. 2ic y d, no
se cumple la condicién ZMo=0 por lo tanto el cuerpo ne estd en
equilibrio y se dice que es inestable.

II\‘,”/ ’I
L roN
. \
o S S
" o

© o

Figura 21

El cuerpo anteriormente mostrade puede ser estable solamente bajo
condiciones muy especiales de carga, como se muestra en la figura 22
las cargas aplicadas -que actian sobre. el cuerps estan entre si en
equilibrio; no requiriéndose entonces reaccién alguna. Aquellas
estructures, establea bajo condiciones especiales de carga, pero ines-
tables bajo condiciones generales de carga, se dice que estsn en un

estado de equilibrioc inestable y se clasifican como estructuras ines-—
tables.
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Figura 22
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2.~ Para que un cuerpo asté en equilibrio estable son necesarioce
por lo menos tres elementos de reaccidn.Como en el caso de la figura
23 el cuerpo rigido esta sujeto por leces tres elementos de reaccién que
pueden calcularse medlante los tres grupos de ecuaclones disponibles
de equilibrio que son:I;ZFx=0, EFy=0 y IMz=0;, II;{EFy=0, EMa=0, EMb=0s,
II1;EHMa=0, ZMb=0, ZMc=0¢{ (loe tres grupos de ecuaciones se explican en
el subecapitulo 1.4.5);8i se satisfacen para las cargas y reacciones que
actian sobre el cuerpso, respactivamente, me garantiza que el cuerpo no
podrd moverse ni horizontal, ni verticalmente, ni rotar. En este caso
al sistema es eetdticamente estable y determinado.

?Légii—é

" (] L}

Figura 23

3.- Si hay més de tres elementos de .reaccidén, como en los casos
mostrados en la figura 24, el cuerpc es necesariamente mde estable,
debido a las sujeciones adicionales. Como el nimero de incégnitas de
reaccién es mayor que el .niumerc de ecuaciones de eguilibrio, el sistema
es estdticamente indeterminado con respacto a -las reacciones de los
ApOYOS.

e T P —
EEE I Y

Figura 24

4.- El hecho de que el nimero de elementos 'de reaccion por lo
menoce sea igual a tras, o8 una condicién necesaria, pero no suficiente,
para que la estructura sea externamente estable. Por ejemplo cuando las
lineas de accién de lae reacciones son todas paralelas, como en la fig.
25a el cuerpo es inestable, por que no puede oponerse al desplazamiento
horizontal.

En la figura 25b se muestra otro caso donde las lineas de accién
de loes tres elementos de reaccién concurren inicialmente en el punto
."0", El sistema ee inestable, aungue probablemente no se producira el
colapso completo, porque al producirse una pequefia rotaclén alrededor
de "0" causada por el momento de cualguier fuerza que no pase por dicho
punto, esta rotacién cesaré cuando las tres lineas de accibén de las
reacciones formen el tridnguleo rayado indicado en la figura. La inesta-
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bilidad mencionada antericrmente, que resulta de una disposicién
inadecuada de los apoyos, Be conoce como inestabilidad geométrica
externa.

Figura 25

A continuacién se resumen los puntos principales de la sstabilidad
y grade de determinacién de una estructura con respecto a los apoyoe:

1.- Si el numero de incégnicas de reaccion es menor que tres, las
ecuaciones de equilibriio generalmente no ge esatisfacen, y el sistema
8y inestable.

2.- 8i el numero de incégnitas de reaccién es. igual a tres ¥y no
existe inestabilidad geométrica externa, entonces el elstema es
eatdticamente estable y determinado.

3.- 81 el numero de incdgnitas de reaccidon es mayvor de tres,
entonces el esistema es estdticamente indeterminado; serd estable
siampre y cuando no exista ineatabilidad geamétrica externa. El nimeroc
en exceso de incégnitas se denomina grado de indeterminacion.

ESTABILIDAD Y GRADO DE DETERMINACION GENERALES DE LAS VIGAS.

En las estructuras compuestas los dispositivos de unién imponen
nuevas condiciones al sistema de fuerzas que actua en la estructura,
proporcionando aecuaciones adicionsles de la eatética que complementan
las ecuaciones de equilibrio del conjunto. Las ecuaciones proporciona-
daspor el método de conetruccién particular empleado se conocen como
ecuaciones de condicidén o conetruccion.

Supongamos que seé introduce una articulacién en una viga estable
vy esBtéticamente determinada como la de la figura 28a o b. La viga se
hard evidentemente inestable bajo un sistema general de cargas. como
resultado de una rotacidn relativa entre las partes de la izquierda y

——————————— la derecha de la articulacién interna, como indica la figura 26c o d;
como la articulacidén no_ tiane la capacidad de resistir momento, Be
impone una condicién restrictiva a las fuerzas externas actuantes sobre
la estructura; esto es, M=0 respecto a la articulacién. Ee decir, el



momento respecto a la articulacion producido por las fuerzas externas
a cualguier lado de ella debe ser cerc, con el fin de garantizar gque
las partes no rotarén alrededor de la articulacién.

4.
2 - E 4 4
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Figura 26

En la figura 28¢c o 4, vemos que en cada caso hay tras elementos de
reaccién proporcionadoa por los apoyos, mientras que hay cuatro condi_
ciones de la estdtica que han de satisfacer las fuerzas oxternas, tres
de equilibric mas una de construccidén. Lo anterior significa que el
mimero de incoégnitas de reaccidn es uno meéenos Que el nimero de ecuacio.
nes independientes de la eastAtica dipponibles para gu soclucidén. Por lo
tanto, las ecuaciones de la esBtatica para este sistema de fuerzas no se
satisfacen. La viga es inestable, a menos que proveamos un elemento
adicional de reaccidn tal como sl apoyo de rodillos mostradec en la
figura 268 o £, lo que hace que el nimero total de inecégnitas sea igual
al numero de ecuaciones independientes de la estdticae necesarias para
determinar los elementos de reaccién; de esta forma la viga recuperaré
el eatado de estabilidad y determinacidén estdtica.

Si me provee de un apoyo pendular o de rodillos en una saccidn de
la viga estable y estdticamente determinada de la figura 26a o b, se
obtiene una viga menos estable todavia que con uno articulacién, debido
a que el apoyo pendular o de rodillos no puede resistrir momentos, ni
fuerzas normales. La viga sufrira colapso bajo cuaslquier tipo de carga
coma resultado de la rotacién relativa y latraslacién lateral de lae

porciones a la izqulerda y derecha del apoyo mévil, comoc se indica en
la figura 27a o b.

Fia

Figura 27
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Como el apoyo movil no tiene capacidad de resistir fuerzas
laterales ni de momentos, se conatituyen dos limitaciones para las
fuerzas externac gue actuan sobre la estructura que son: H=0 y HMz=0
respecta al apoyo pendular. La condicién de H=0 a cualquier lado del
apoyo pendular avita el movimiento en la direeccién normal a éste de una
paorcidn de la estructura con relacién a la otra. La condician M=0 a
cualquier lado del apoyvo pendular asegura que dichas porciones no rota-
rén alrededor de sus pasadores.

Es normal que se presente la inestabilidad geométrica cuando se
introducen uniones externas en una estructura originalmente estable.
Por ejemplo en la figura 28a, la viga es estdticamente indeterminada en
primer grado; 8i ee inmerta una articulaciodn, como se muestra en la
figura 28b, la viga serd aparentemente estéticamente determinada. Sin
embargo, al aplicarle una carga, se produciréd un desplazamiento inicial
que no serd resistido eldsticamente por la estructura. En tal caso, la
vige ee inegtable no por causa de apoyos inadecuados, sine por una
disposicién inadecuada de sus dos partes. Esto 88 conoce como
inestabilidad geométrica interna.

/
r/ b I
e [ 4 A
o )
Figura 28

De lo anterior puede establecersee un criteric para la estabilidad
¥ grado de determinacién de las vigas. Si designamos por r el numero de
elementors de reaccidén y por ¢ el numero de ecuaciones de condicidén (e=1
para una articulacién; c¢=2 para un apoyo mivil; c=0 para una viga sin
uniones intermedias).

1. S r € c + 3, la viga es inestable.

2. S1i r =c + 3, la viga es estdticamente determinada siempre y
cuando no exista inestabilidad geométrica (inter-
na o externa).

3. 8i r >c+ 3, la viga es estaticamente indeterminada.

B continuacion se presentan ejemplos del criterio.establecido, en
la tabla siguientas:



Viga Clasificacion
y Estable y determinada
! e &= .
| | 2 8 > 5. Estable e indetermina_
3 R . da de primer grado.
O 2 5=25 Inestable
[ ANRE VAN =
‘W—o——nﬂ 3 6 =6 Estable y determinada
2 6> 85 Inestable
ST R

Resolver los ejemplos 1 y 4 de la tabla anterior, con las dimensio.
nes y solicitaciones de carga que se indican a continuacién:

1.
$fon
us, o
Ras,
asy
® O] @
[V ST S SV SRR SR SIS
IMbder = O 2(Z) - REBy(4) = 0~ REy = 1 Ton
ZMBder = O, 1¢(3){1.5) - RCy(3) + 2(8) + 1(10)y = 0 RCy=3.5 Ton

ZFy = 0 RAy - 3(4/5) - 1(3) + 3.5 - 2+ 1 =0 RAy=2.9 Ton
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EFx = 0 RAX - 3(3s/5) = © RAx = 1.8 Ton
ZMBizq = O -3(4/5)(2) + 2.9(4) - MAz = 0 MAz = 6.8 Ton m

)

SFxDizq = -3(3/5) + RAx = O RAx = 1.8 Ton
ZFxDder = 0 5(3/5) + REx = ¢ REx = 3 Ton
IMDder = O

5(4/5)1(1.5) — REy(3) + 2(4.5) — RFy(6) =0 . . . . .{1)
Despejando REy de 1 :
REy = 8§ - 2RFy . . . . . . . . . (2}

EMCder = O '
5(4/5)(3.5) - REy(5) + 2(8.5) - RFy(8) =0 . . . . .{(3)

Sustituyendo la ecuacidn 2 en 3 se tiene:
14 - 5(65 - 2RFy) + 13 - 8RFy = O RFy = -1 ton . . . . (4)

Sustituyendo la ec. 4 en 2 s& tiene:

REy = 5 - 2({-1) REy = 7 ton

¥MCizq = O

-3(4/58)(1.5) + RBy(3) - 1(3)(4.5) + RAV(S); Q... (5)
Despejando RBy de 5

RBy = 5.7 -2RAy . . . . . . . (8)

EMDizg = O

-3(4/5)(3.5) + RBy(5) -~ 1(3)(6.5) + RAy(8) =0 . . . .(7)
Sustituyendo la ec. 6 en 7 se tiene:
~-27.9 + 5(5.7 - 2RAy) + 8RAy = O RAy = 0.3 ton . . . . (8)

Sustituyendo la ec. 8 en § se tiene:

RBy = 5.7 - 2{0.3) RBy = 5.1 ton
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\
I.4.4 SUMA DE MOMENTOS DE LAS FUERZAS DE UN SISTEMA.
i TEOREMA DE VARIGNON.

El teorema de Varignon., es de gran importancia.en el estudio de la
Estdtica y ee enuncia de la siguiente forma:

“La suma algebraica de los momentos de doe fuerzas concurrentes,
conh respecto a cualquier punto de su plano, es igual al momento de la
rasultante de ellas con respecto al mismo punto”.

Ejemplo:
Las fuerzas Fl y F2 estan alojadaa an loa sjes x, y, respectiva_

mante. Con los datos de la figura calcule el momento de la resultante
R respecto al puntoc "A" de coordenadas (8,4)m.

\
M AlsA) {1
»A

L«q &
ol faxy Q" )F

Considerando como negativo el sentido del giro de las manecillas
del relej, al aplicar el teorema de Varignon se tiene :

ZMAF = MaR
Esto es:
-3 tf (Bm} + 4 tf (4m) = R{d)
Donde :

d = Brazo de la resultante o distancia del punto “A” a la linea
de accién de R.

R

n

Magnitud de la resultante.

R= + 32+ 42 = 5 tf

a = ang tan 4/3 = 53.13°

Efectuando las operaciones se obtiene que Mo= -0 ttf y d= 4m
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TEOREMA DE MUMENTOS.

Este teorema establece que: El momento de la fuerza resultante de
un sistema, respecto 4 un punto cualquiera, es igual a la suma de los
momentos de las fuerzas del sistems respecto & ese punto.

El teorema anterior es una generalizacién del teorema de Varignon
y sera valido cuando el sistema de fuerzas tenga resultante Gnica o

esté en equilibrio, es decir que no exista un par como rasultante unica
de dicho simtema.

Ejemplo: En la figura se muestra un sigtema de tres fuerzas parsa_
lelas al eje YY'. Con los datos indicadeos calcule la magnitud v la
rosicién de la resultante del sistema.

Solucidén: La sume de eostas fverzas verticales eerd uns fuerza
también vertical cuya magnitud ea:

R =12 + 4+ 20 = 3 tf. vertical hacia arrliba.

Para calcular la posicidn de las resultante se aplica el teorema de
los momentos enunciado anteriormente. !

Para mayor facilidad es conveniente escoger como centro al origen
o

del sistema de referencia establecido.

12 ¢f (Bm) + 4 £f (10m) + 20 €Y (12m) = 356 tf (x m)
Londe:

% 2 Expresa la posicion de la resultante respecto al origen.

Erfectuando aoperaciones se obtiene gue x = 9.78 m

Es decir la resultante es la que se indica en la figura siguiente.
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1.4.5 ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS.

CONDICIONES DE EQUILIBRIO.

Para gque un cuerpe sometido a un sistema de fuerzas este en
equilibrio se requiere que no experjimente aceleraclones tanto en su
movimiento lineal como angular, es decir que:

asa=z0

Donde a rspregenta la aceleracién lineal y a la angular.

Para que esta doble condicién ee cumpla es necesario que el
slatema de fuerzas, al reducirase en su mas simple expresidn, no tenga
ni fuerza resultante ni momento resultante.

Estas condicioneas se expresan matemdticamente de la forma
aiguiente:

"
Z Fi 20 . ... ... Ay

i=1

“
Z (ri * F1) =
1=1

. (b))

nmMa
X
5
"
o

La ecuacién {a) astablece que la suma vectorial de las “"i" fuerzes
del sistema es cero, mientras que la ecuacién (b) indica que la asuma de
los momentos (ri * Fi) de las "i" fuerzas del sistema con respecto a un
punto, es también nula.

Laa scuaciones (a) v (b) son las condiclones vectoriales para gque
un sistema de fuerzas esteée en equilibrio.

Debe aclararse que estas ecuaciones son vidlidas pars todos loa
casos de sistemas de fuerzas, haasta para un sistema espacial general.

~
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CONDICIONES ESCALARES DE EQUILIBRIO.

Estas condiciones se deducen de las ecuaciones (&) y (b).
La scuacién (a) expresa que la suma vectorial de las fuerzas ee nula,
por lo que no existen proyecciones en los ejeasa X, Y, Z, lo cual se ex_
presa escalarmente con las slgulentes ecuaciones:

TFx =0 oot P & )
LZFy =0...... e PP (2)
SFz =0 ... ..., B %<3

Asimiemo, la ecuacién (b) indica que no hay momentos respecto a
los ejes coordenados cartesianos, o sea:

SMX 20 ottt (4)
ZHy =0 teiiiriaetiiivarecaesaa (D)
EMz =0 oo ceeoae ..(6)

Las seis ecuaciones analiticas escritas anteriormente acn las
condiciones eacalares de equilibrio de un sistema general tridimensio.
nal.

CONDICIONES ESCALARES DE EQUILIBRIO DE LOS SISTEMAS PLANCS.

Existen tres grupos de ecuaciones generales de equilibrio, los
cuales son coneiderados para un sistema genersal plano,

En el caso del primer grupo las ecuaciones 1 a 6 de las
condiciones escalarecs de equilibrio se reducen en numero deblido a que
todas las fuerzas del sistema estén alojadae en un soloc plano, que
puede ser el X, Y.

Para esta posibilidad, de las ecuaciones de proyecciones s6lo que_
dan dos (ZFx = 0 = ZIFy), ya que la ecuacién ZFz = 0 se elimina por no
existir fuerzas qQue 8e proyecten en el eje ZZ°.

De las ecuaciones de momentos se sliminan dos, (ZMx =.0 = EMy}, va que
86lo existen rotaciones en torno del eje ZZi° o cualquier otro eje
paralelo a él.

Asi las tres ecuaciones generalee de equilibrio que se consideran
para un gistema general planc son:

EFe =0 ... (1) N
SFy =0 ......... erean (2) (Al)
Mz = O .......... PP <3
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El segundo grupo de ecuaciones, se utilizara siempre y cuando la
linea que una los puntos a y b no sea perpendicular al eje respecto al
cual se hace la suma de fuerzas (ZF( »); Los puntos a y b y el eje
mencionade anteriaormente se elijen arbitrariamente en el plano. Es
recomendable, que los dos puntos respecto a los cuales ge hace EM
coincidan con la ublicacién de los apoyos de la estructura, para
faciliitar el cdlculo de las reacciones.

IFpae = 0 L. (1)
™Ma =0  ........ PR 3] (A2)
Mb = 0 L.l {3)

El tercer grupo de ecuaciones se utilizard siempre y cuando los
puntos a,b y ¢, no sean colineales y hayan sido escogidos
arbitrariamente en el planc. De lo cual se cbtiene el sigulente grupo
de ecuaciones:

Ma =0 ...l {1)
Mb =0 ...l (2) {A3)
e = 0 Lieiieiienrenas (B

Es recomendable, gue dos de los tres puntos escogidos arbitraria
mente coincidan con la ubicacién de los apoyos de la estructura con el
fin de facilitar el cdlculo de las reacciones.

A continuacidén ese presentan ejemplos de 1los tres grupos de
ecuaciones generales de equilibrio que se consideran para un sistema
general plano:

1.) AL

87aa

{*I e

WAy
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ZFx = 0 -5(3/5) + RAx = 0 RAx = 3 Ton
ZFy = 0 RAy - 5(4/5) - 1(3) = O RAy = 7 Ton
ZIMA = O ~MAZ + 5(4/5)(1.5) + 1(3)(4.5) = 0
HMAz = 19.5 Ton m
2.) A2
L33
|
9 ZTon
{ l y
N 1Tonm .
et M ittt e e )x
wr
Ay Ry
L 3 L3 5.3
2Ma = 0 1(3)(1.5) + 2{(4/5)(4.5) ~ RBy(6) = 0 RBy = 1.95 ton
IMb = O RAY(6) - 1(3)(4.5) - 2(4/5)(1.5) = O RAy = 2.65 ton
EFx = O RAx - 2(4/5) = 0 RAx = 1.6 ton
3.) A3
I:
ZMa = O (1) + 1(2)(3) + 5(1/42)(4) - RBy(6) = 0

RBy = 3.86 ton
b = 0 RAy(6) - 3(5) - 1(2)(3) - 5(1L/72)3(2) = 0
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RAy = 4.68 ton .
Me = © 4.68(6) + RAx(2) - 3HH) - M(2)(3) - 2[5(1/-(2)(2)] =0
RAx = 3.54 ton

En forma andloga se sstablecen las ecuacionas de equilibrio de los
sistemas paralelos y concurrentes en el planc, asi comc de loe
colineales, segun loe grupos de ecuaciones B, Bl, C ¥ D que se indican
a continuacidn.

iFy = O Donde el eje "y~ estd en la direccién de las
\ (B) fuerzas del sistema y a es cualquier punte
Ma = © en e}l plano.
iMa = 0 Donde a y b son dos puntoe cualesquiera en el plano
(B1) teniendo en cusnta que la linea que pasa por a ¥ b
Mb = O no debe eer paralela a las fuerzas del sistema.

Las ecuaciones B y Bl se utilizan en asistemas de fuerzas paralelas
coplanarias.

IFx = 0O Ecuaciones escalares de equilibrio de un sistema
(c) plano concurrente en “0"

$Fy = O

iFx = 0 | (D Ecuacién escalar de equilibrio de un sistema de

fuevzas colineales, alojadas en el eje XX'.

Cualeasquiera que sean las condiclones de eqguilibria que se
presenten en un problema, para resolverlo conviene adoptar un
procedimiento mediante el cuzl se eviten en lo posible los errcres.

A continuacién se propone un procedimiente para resolver los problemas
de equilibrio.

a) Identificacidn de los datos y de las incégnitas del problema.
b} Trazo del diagrama de cuerpo libre, en el cual deben dibujarse
todas las fuerzas que actuan scbre el cuerpo considerado. tanto

las que se conocen como las desconocidas.

c) Clasificacion de los sistemas de ruerzas y presentacién de las
ecuaciones de equilibrio correspondientes.
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d) Comparacién entre el numero de ecuacionea y el de incégnitas, el
primero de los cuales debe ser mayor o igual al segundo para que
el problema tenga solucidn estdtica. En caso contrario el proble-
ma 86lo podrd resolverse aplicando ecuaciones adicionales que
serdn obtenidas de otros temas como Reamistencia de MWateriales,
Elasticidad, etc.

e) Resolucién del sistema de ecuacicnes.
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Il.- ELEMENTOS MECANICOS EN VIGAS.

II.1 CONCEPTO FISICO.

Para entender el significado fisico de los “slementos mecédnicos”
considérese una barra que forma parte integral de un sistema estructu_
ral cualquiera; la barra estd sometida a un conjunto de fuerzas activas
v reactivas que la mantienen en equilibrio. El eje de la barra y todas

lan fuerzas que eobre ella actuan estén contenidas en un mismoc plano.
{Ver fig. 1)

Figura 1

8i mediante un corte imaginario,

realizado a través de una seccidn
tranversal cualquiera,

se divide a la barra en dos porciones (fig. 2).

Carirgude (G 8\—5lttl‘» tioniveiaol
i 3
N
[
——————————— ‘/

Ry

Figura 2

/
& Farcign ¥

La poreién 1 queda en equilibric bajo la accidn de las fuerzas que
actuan sobre de ella (activae y reactivas) y la resultante de las
fuerzas del sistema que se encuentran a la derecha de la seccién 55°.

La porcidén 2 se encuentra en equilibrio por la accidn de las
fuarzas que actuan sobre ella (activas y reactivas) y la resultante de
las fuerzas del sistema que se encuentran a la izguierda de la secoid
58°.

En la fig. ¢
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Ri- resultante de las fuerzas activas y reactivas que actuan
sobre la porciétn 1. Se define como:

Rer- resultante externa izguierda.

Re- resultante de las fuerzas activas y reactivas que actdsn
sobre la porcidén 2. Se define comar

Rep~ resultante extarna derecha.

Las fuerzas Ri y Rz son iguales, colineales y de signo contrario y
pueden estar aplicadas a una diestancia e, medida con respecto al cen.
troide de la meccién.

Eato es: |Ri} = |Rzj » © blen |Rex| = |Rep| v pueeto que la

excentricidad e es la misma para ambas fuerzas aRi1 = ~eRa

Si se desea obtenar el valor del momanto y la fuerza transmitidos
por la seccién SS°, que son equivalentes a la resultante externa izqui-
erda (Rer), se transportard haclia el centroide de la seccién, mediante
un par de transporte cuyo valor sera:

M = |Rije
Si, ademds, se descompone la fuerza transportada (Ri} en sus com-

ponentes: normal al eje de la barra y perpendicular al mismo, se obten-—
drd entonces la siguiente representacidn, fig. 3

me &
v Al wens
ne (Rl care

“'\( s

~ Porchdn 2
[N
~ Ne
Figura 3
donde: —
M1 = {Ri|e

Ri en 0 se descompone en

R1 en el centroide {c)
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Ni = K1 en
K1 en U se descompone en —_——
Vi = Ri ev
;: .= Vector unitario alojado en el plano de la seccién, y qQue pasa
por el centroide de la misma.

;: .- Vector unitsrio perpendicular al plano de la seccidn, y que
pasa por el centroide de la misma.

Siguiendo el mismo Proceso con la resultante externa derecha, =e
llega a, fig. 4 . -

— AR

/ v sgr Ayl cos &
&

Figura 4

donde:

Mz = {Rz|e
Rz en O se descompone en
R2 en e) centroide (c)

Nz = Rz en
Rz en C se descompone en —_— —
Vz = Rz av

quedando finalmente la seccidn SS-.

Seccion 3087
¥ *
My _E I c l ; 5}_. "
e v

y por equilibrio:
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M1 = Mz = M Momento flexionante.

Vi=Va=V Fuerza cortante.
N1 = N2 = N Fuerza normal.

Lag fuerzam M, V y N son los “elementos mecanicos” que se
en la seccidn 55°; esB decir loe elementos mecanicos me pueden
trar comc las fuerzas que 56 generan en una seccidn.

presentan
interpre_

Ejemplo.~- De la viga gque Be muestra a continuacion ase desosa
obtener los valores de laps fuerzas y momentos unicamente para la

eeccién D, situada a cinco metroe a la derecha del apoyo A.

o T e
I| ' T
<. N =g
e @ @ hrg ' ®
'3 WL VY 3 " »
™ L] "g 3 .l

Para resolver éste ejemplo, es necesario considerar ambas
porciones de la viga y obtener el equilibrio de cada una de ellas.

Obteniende, primero las reacciones, se tiene:

Moismq = O -5(1.8) + Ray(3) = 0 Ray = 2.50 Ton

Z¥Me = 0 2.60(10) - 5(8.5) + Rpyl4) - 7(3.5) - 3.5coed45°t4} = O

Roy = (~25 + 42.5 +24.5 + 59.9)/4 Rpy = 12.97 Ton

Fy = O 2,50 - 5 + 12.97 - 7 - 3.58end5° + Rgy = O

Rgy = -1 Ton, ZFx = O Ras - 3.bBcos 45* = 0 | Rax = 2.47 Ton
S m o 3.5Tem

.

247%m x |

P N P

® @@ © 9] ©
\
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Analizando el aquilibrio de cada una de las porciones se obsgerva

que:
Por ZFx = U. 2.4 + N =0 N = -2.47 Ton
IFy =-0 2.50 - 5 - 1(2) +V = 0 V = 4.50 Ton
=0 2.6(5) -~ 5(3.5) - 12)(}) + H =0 M=7Tonm
sten
ME T Team
1Tanlm
!."‘!I ; 1 Nt 2.47 Ton

2.5Ten

of vrasoTes

Analizando el equilibrio en la porcién 2 se pueden obtener, también,
las fuerzas y momentos en el corte.

Por EZFx = 0 -3.5co845° + N = O N = 2.47 Ton

EFy = 0 12.97 - 3.58en4b5® - 1(B) - 1 -V =0 ¥V = 4,50 Ton

iM=0 -12.97(1) + 3.58endb° (1} + 1(5)(2.5) + 1(6) - M =0
M=7 Tonm

K2 2,47 Yoy

Tu.n Tos

vidste |
io



-38=-

Teniendo necesariamente en la seccidn DD°, pc;r el principio de
accién y reaccidn: : -

o .
et Ton m V48t HPT Tonom

NILAT Ton, HEAT Tan

VIS Tan

Que forzoeamente también ee encontrarid en equilibrio.

I1.2 DEFINICION DE LOS ELEMENTOS MECANICOS.

Como se recordard en el concepto fielco de los elementos mecénicos,
una vez trangportada la rasultante Rr al centroide de la geccién, se
descompuso en sus dos componentes, una perpendicular al eje de la barra
¥y ctra en la misma direccién de éste, resultando de dichas transforma-
ciones un momento denominado momento flexionante y doe fuerzas que
dependiendo de Bu posBieidn con respecto A la seceidn en sstudio, pueden
definirse de la siguiente forma:

MOHMENTO FLEXIONANTE (M).
El momento flexionante, en una seccitdn de un elemento estructural
cualquisera, es igual a la suma de los momentos de todas las fuerzas,

activas y reactivas, a la izquierda o a la derecha de la seccién, con
respecto al centroide de dicha seccidn.

n - —
Hf = £ di Fi (activas y reactivas) = dr Fr = |Rje
1=1
dr - Es la distancia de la linea de accién de la fuerza resultante

al centroide de la seccidn.

Fr - Fuerza resultante del sistema.

FUERZA CORTANTE (V).

i.a fuerza cortante. en una seccidn de un elemento estructural
cualquiera, es igual a la proyeccidén (segun la seccidn) de la suma de
todage las fuerzas, activas y reactivas, a la izquierda o a la derecha
de la seccion.
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= Fr ev

n e
v Z Fi ev (activas y reactivas) =
i=1 .

FUERZA NORMAL (N).

La fuerza normal, en una seccién de un elemento estructural cual-
quiera, es igual a la proyeccidén (segin la perpendicular a la seccion)
de la suma de todas las fuerzas, activas y reactivas, a lalzquierda o a
la derecha de la seccién.

N = £ Fi e—n {activas y reactivas) = Fr en
i=1

ELEMENTOS MECANICOS EN EL ESPACIO.

En el camo de elementos sstructurales cargados espacialmente, po-
demos considerar una barra tridimensional sometida a una condicidén de
carga cualguiera, y haciendo un andlisise similar al de barras planas,
se puede determinar qQue en una seccién transversal cualquiera actian
los siguientes elementos macdnicos:

Fyovy

Farwe

Frem

s

Momentos:
Mx = Mrx i momento flexionente respecto al eje x.
My = Mry ; momento flexionante respecto al eje y.
M= = Me ; momento torsionante.
Fuerzas:
Fse = Vx; fuerza cortante en la direcciodn del eje x.
Fy = Vy: fuerza cortante en la direccién del eje y.
Fa = ; fuerza normal.
En la figura anterior puede observarse, que el marco de referencia

ha sido colaocado con el siguiente criterio:

El eje "2,

en direccidn del eje de la barra,

en decir parpendicu_
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lar & la seccidn transversal; los otros ejes se definen de tal manera
que ge tenga un sistema de referencia derecho.
El origen coincide con el centroide de. la seccién en estudio.

I1.3 CONVENCION DE SIGNOS.

Para la convencién de signoe de los elementoe mecédnicos en el
plano, basts Unicamente indicar &i la parte de la seccisén en estudio se
encuentra a la izguierda o a la derecha como se muestra a continuacidén:

Momento Flexionante (M}.

| ()
s ¢

|

Fuerza Cortante (V).

s
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Fu'az-za Normal: r'(N )i

AN el
iz el mve na

Para el caso de los elementos mecdnicos en el espacio, en un marco
de refarencia tridimensional, las indlcaciones anteriores (en el plano)
ge prestan a muchas confusiones, por o0 cual se realizarédn los
Biguientes pasos:

1.- Se elige un sentido de recorrido para el sistema de barras en
estudio. {puede indicarse con 1laa letras del alfabeto, eon  una
numeracién progresiva o simplemente con un conjuntoc de flechas.)

2.- El eje "2" siempre, se colocara, para cualquier seccidn,
dirigide en el Bentido del avante, determinade en la primera
considaeracién, y de acuerdo con el criterio enunciado anteriormente.

Por lo tanto, las fuerzas gerén positivae si tienen ls misma
direccidn del ele sobre el cual se encuentran y los momentoe serén po-
sitivos, B8i el sentido del avance de un tornilloc de rosca derecha, 8l
aplicarle el momento, coincide con la direceiédn del ejs correspondien-
te.

11.4 ECUACIONES PARA FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLEXIONANTE.

Para la utilizacién de este método, es necesaric establecer una
sacuencia de cdlculo que facilite la golucisén del problema; dicha sa-
cuencia se muestra a continuacidn:

1.- Comprobar la isostaticidad de la viga analizada.

2.=- Comprobar la eetabilidad de la viga con respecto & esu composi-
cidén interna y al conjunto estructural del cusl forma parte.

3.~ Calcular las reacciones.

4.~ Determinar los rengos de validéz para lae funciones de cada
elemento mecénico existente.
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5.~ Elegir un marco de referencia respecto al cual ee calcularidn
las funciones para cada elemento mecdnico dentro de su rango de validez
corraspondients, determinado en el paso anterior.

6.- Encontrar los valores de los elemsntos mecanicos en loe
extremos de los rangos determinados, por medio de laz funciones de
definicién ya calculadas.

7.- En caso de exiatir un valor midximo o minimo intermedio para el
elemento mecanico estudiado dentro de los limites del rango de validez
de su funcién de definiecidn, encontrar la localizacién de la seccién
para la cual es miximo o0 minimo dicho elemento mecdnico y determinar su
valor mediante el proceso analitico de la primera y segunda derivada.

II.5 DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS.

El diagrama de un elemento mecdnico cualguiera, en un sistema de
referencia, es el lugar geométrice de los puntos cuya abscisa corres-
ponda a la localizacién de la seccidén tranaversal considerada y cuya
ordenada es el valor del elemento mecinico en cuestién, existente en
dicha seccién transversal.

Es conveniente aclarar que:

1.- El diagrama de un elemento mecdnico proporciona su valor en
cada una de las secciones transversales de las barras del sistema
eptructural en estudio, aplicando sobre 61 una condicidén de cargs de
poaicién conatante.

2.- El marco de referencia nco es necepariamente de ejes rectos y
ortogonales, pues para barras de eje curvo es mas conveniente, en oca-
siones, tomar al eje longitudinal del elemento como referencis para
localizar las eecciones, representando el valor del elemento mecénica
segun una perpendicular al eje de la barra para cada seccidn.

El utilizar los diagramas de elementos mecanicos es objetivo vy
prdctico, ya que se obtienen grédficas convenientemente definidas, pues
permiten sintetizar loe resultados obtenidos analiticamente y tener una
idea més genaral del trabajo del sistema estructural que se analiza.

Ejercicios: Trazar loas diagramas de los elementos mecédnicos, de las
siguientes vigas, encontrando las ecuaciones de los lugares geométricos
que definen loe valores de cada elemento mecdnico, para cada seccidn de
la viga en estudio.
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Por EMs = 0 )4 ZFy = 0
Roay = 5.67 Rey = 8.33

Tramo de A a B con origen en A.

V=-3 M = -3x
x =0 Va = -3 Ma = 0
x =2 Ve = -3 Ma = -6

Tramo de B a C con origen en B.

V ==-3+ 5.87 = 2.67 M= -3(2+x) + 5.67x%
x=0 - Vs = 2.67 Ms = -6
X = 2 Ve = 2.687 Ms = - 0.67
Tramo de C a D con origen en B
Vv =-1.33 M= -3{x+2) + 5.8Tx - 4(x-2)
x = 2 Va = -1.33 Ho = -0.67
x =4 Vo = -1.33 Mo = -3.37

Tramo de D a E con origen en D.
VvV = -3.33 M = -3(8+x) + 5.67(4+x) - 4(2+3x) - 2x
x =0 Vb = -3.33 Mp = -3.32
x = 2 Ve = - 3.33 Me = -10
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" Tramo de E a F con origen en E.
V=2 -3+ 5.67-4-2+833=5
M = -3(8+4x) + 5.B87(6+x) - 4(4+4x) - 2(2+x) + 8.38x
~%x =0 Ve = 5 Mg = ~10
x =2 Vp =5 Me = O

@ W{ﬂu
G

I

i

——

® ® © © Q

\ W
\

2.)
5 Tow ’ T Tem
3 Ton/m
S S
ROyztS1PTen  ACyr333%on REFrI0STan
(] @ ]
' 2 ' 3 2 Y £3 I L l
Por 3Mpder = O 7(3) - Rey(2) = 0 Rey = 10.5

Por EMs = O Ky = 13.17



Por SFy = ,0 e Reoy. =-3.33
" Tremo de A a B con origen en A. .
. R =0 V. = -5 M=0
vV =-5 M = -5x i
: =2 . V=z=-5 M= -10
Tramo de B a C con origen en B.
V=<5 + 13.17 - 3x V =8.17 - 3
Ix=2 x =0 vV = 8.17 M= -10
M= -5(2+x) + 13.178 ~ ———
2 x =3 Vv = -0.83 M=1
Siv=0 B8.17 - 3x = O x = 2.72 v=20 M=1.12
Tramo de C a D con origen en B.
3x=2
V=-5+ 13.17 ~3x + 3.33 M = -5(24x) + 13.17Tx - =~- + 3.33(x-3)
2
x =3 V=25 M=1
% =5 V=-3.5 M=0
Siv=20 8.17 - 3x + 3.83 = 0 x = 3.83 v=0 M= 2.05
Tramo de E a D con origen en E.
V=7- 10.5=3.5 x =0 Vv = ~3.5 M= =7
M = -7{1+x) + 10.5x x = 2 Vv =- 3.5 M= 0
Tramo de F a E con origen en F.
v=7 x =0 v=71 M=20

M= -7Tx x =51 V=1 M= -7
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Por ZMcder = 0 2 = Reyl4) = O Rey = 0.5
Por EMa = 0O 18(3) ~ Raw(4) + 2 - 0.5(10) = O Rey = 12.75
Por ZMoima = O, Ray(B) + 12.75(2) - 18(3) = 0 Ray = 4.75
Tramo de A a B con origen en A.
V=4.75 - 3x x =0 Vv = 4.75 M=0

3x2 x =4 Vv = -7.26 M= -5
M= 4.78% ~ ——~
3 x = 1.58 V=20 Mméx = 3.76

S8i V =0 4.75 - 3x = 0 x = 1.58
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Tramo de B a C origen en B.

¥V = 4,15 - 12 + 12,75 - 3x x =0
axz2 x =2

M = 4.75(4+x) - 12(2+x) + 12.756x - ===
2 x=1.83

Sivs=o0 4.75 - 12 + 12.75 - Ix = 0

Tramo de C a D con origen en C.

Vv = 4.75 - 18 + 12.75 = - 0.5 Xx=0
M = 4.75(6+x) - 1B(3+x) + 12.75(2+x) x‘= 2
tramo de D a E can origen en D,
V =4.75 - 18 + 12.75
M = 4.75(8+x) - 18(5+x) + 12.75(4+x) + 2
x =0 v = ~0.5 M=-1

x =2 v=20 M=20

L

|}
o
.

o
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I1.6 RELACIONES ENTRE LA CARGA TRANSVERSAL, LA FUERZA CORTANTE Y EL
MOMENTO FLEXIONANTE.

Existen en cualquier seccidn de una viga cargada ciertas relaciones
entre la carga, la fuerza cortante y el memento flexionante, laa cualea
nos ayudan en la construccién de los diagramas de la fuerza cortante y
el momento flexionante.

Considérese una parte de una viga de cualquier tipo sometida a
cargas transversales y pares, como se indica en la figura 5. Para
obtener laa relaciones mencionadas, se pueden clasificar los segmentos
de viga en la forma siguiente:

wd
ot

-8
@
2

0@ m

N ;_)j

Figura 6
1. Segmento sin carga.

II. Segmento bajo cargs concentrada.
1I1. Segmento bajo un par.

IV. Segmento bajo carga concentrada.

El estudio de los puntos anteriores mse describe a continuacion:

1. Segmento sin carga. Como se indica en la figura 5, un segmento
entre un apoyec ¥ una carga concentrada es un ejemplo de segmento sin
carga. Tomando un elemento longitudinal entre dos secciones distantes
dx, como se muestra en la figura 6. Sobre la cara lzquierda de este
elemento, actuan la rfuerza cortante y el momento flexionante represen_
tados por V ¥y M, vy sobre la cara derecha por V + dV y M + dM donda dV y
dM representan la variacién en la fuerza cortante y el momento flexio_
nante en la distancia dx. Se supone que x crece de izguierda a derecha.
Como el elemento esta en equilibrio, se tiene de EZFy = O
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M
) .v| lw .....
1
3K
Flgura 6
V= (V+dV) =0
esto es, av = 0
V = constanta R & B ]
Ahora blien de ZMo = ©
M+ Vdx = (M +dM) =0 c e e e e e . (2)

Operando ¥y aplicando la ecuacidén 2 se obtiene que

dM

= constante
dx

La ecuacion 1 establece que no tiene ningin cambio en la fuerza
cortante, y la ecuacldén 2 establece gue el grado de variacién del
momento flexionante an cualquier punto con respecto a X es constante.

2. Segmento bajo carga concentrada. La fig. 7 representa un elemento
sometido a una carga concentrada P. Se supone que P actua en un punto.
Como la distancia entre las dos secciones llega a ser infinitesimal, no
hebri diferencia de momentos entre la seccién inmediatamente a la
izquierda de P y la eeccién inmediatamente a la derecha de P. Sin
embargo, Bl tiene lugar entre las dos secciones un cambio brusco de
valor igual a P en la fuerza cortante, ya que la
ZFy = 0, esto es:




5L V=V + av V-P-V =0 o ve =V - P

En consecuencia habrd un cambio brusco en la derivada dMx/dx en el
punto de aplicacién de la cardga concentrada.

Con relacidén a la figura 7, en la que Be obgsrva el diagrama de
cuarpo libre de un aegmento bajo carga concentrada B8se deduce lo
siguiente:

V+P-V-dV=0 dvV = P

y aplicando el concepto de limites cuando Ax tienda a cerc ee tiene

Lim AV av dv
Ax--0  Ax

= @

dx dx

Por lo tanto la pendiente eas infinita y esto nos indica que el
diagrama ee perpendicular al eje de la barra ¥y tendrd comc ordenada el
valor de la carga.

3. Segmento bajo carga de un par M. Ahora M se supone que actia en
un punto. Como se muestra en la figura B,la distancia entre lap dos
Becciones se convierte en infiniteasimal, no habrai diferencia de fuerza
cortante entre la seccién inmediatamente a la izquierda de M y la
seccién inmediatamente a la derecha. Sin embargo, habra un cambioc brus_
co de momento igual a M entre las dos secclones, ya gque la Mo = 0 esto

esn!
.o
L ~
M b dueM
.
Qv!
vite
W T @
TF

Figura 8

St M =M+ dM M-Mg -M =0 o H* = M - Mg

La construccion de log diagramas de la fuerza cortante v el momento
flexionante se facilita con las relaciones previamente establecidas.Por
ejemplo, la ecuacidn

dVse
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nos dice que 1la pendiente del diagrama de la fuerza cortante en
culaquier punto es igual al valor negativo de la ordenada en ese punto
del diagrama de cargas aplicadas a la viga.

4 ¥y 5. Segmento bajo carga distribuida. Tomando un elemento separado
de los demds por dos secciones adyacentes dietantes una cantidad dx,
sometido & una carga distribulda, como se indica en la figura 9.
Supongase una carga distribuide hacia arriba, en dirececion positiva.

! \i [“ Wl
| |
\ | [/
Lo ode |
Figura 9

De ¥Fy = 0 =se obtiene:
V- (V+dV) —wdx =0

dV = - w dx
o

dv ;

—_— = - W P < |

dx
dx

De Me = O, M+ Vdx - wdx — - (M + dM) = 0

2

Despreciando el pequeifio término w  (dx}Z/2 y ‘agimplificando,se
obtiene:

La ecuacidén 3 establece que el grado de variacién de la fuerza
cortante con respecto a X en cualguier punto as igual a la intensidad
de la carga en ese punto pero con signo opuesto. La ecuacidn 4 estable_
ce que el grado de variacién del momento flector con respecta & x en
cualquier punto es igual a la fuerza cortante en ese punto.
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Concluyendo, para la construccion de  los diagramas de fuerza
cortante y momento flexionante se hace hincapié en los siguientee
puntos:

1. Para un gegmento sin carga, le pendiente del diagrama de la
fuerza cortante eas cero, esto es: El diagrama de la fuerza cortante es
una linea recta paralela al eje de la viga.

2. Para un segmento bajo carga uniforme de intensidad w, la pendien-
te del diagrama de la fuerza cortante es constante. El diagrama es
entonces una linea recta inclinada. .

3. En 8l punto de aplicacidn de una carga concentrada, la intensidad
de la carga es infinita, y la pendiente del diagrama de la fuerza
cortante sera entonces infinita, eato es, vertical respecto al eje de
la viga. Habrad una discontinuidad en el diagrama de la fuerza cortante,
y entre los lados adyacentes al punto de la carga tendrd lugar un
cambic brusco en el valor de le fuerza cortante igual a la fuerza
aplicada.

4. Bajo carga distribuida la variacién de la fuerza cortante entre
las dos secciones distantes dx serd:

dV = - w dx
De tal forma, que la diferencia en las ordenesdas del diagrama de la

fuerza cortante entre dos puntos cualesquiera a y b esta dada por:

X6
Vo - Va = - J w dx = (drea del diagrama de la carga entre a y b)
Xa

Sipongasa que existen cargas concentradas adicionales EP actuando
sobre a y b, La diferencia de la fuerza cortante entre los dos puntos
debe incluir el efecto debido m IP; esto es,

Xb
Ve ~ Va = = ! w dx - ZP = (drea del diagrama de la carga a y b
Xa
+ZP) en la cual la ZP se aupone que actGa hacia abajo.
La ecuacidén antarjor se puede eseribir de la siguiente forma:
. b
Vo = Va - w dx
a

it
En forma similar, de la ecuacién —_= Y

la pendiente del diagrama del momento flexionante en cualguier punto es
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igual & la ordenada del diagrama de la fuerza cortante en esSe punto.

Asi mismo, como conclusiones geométricas para la construccién de loe
diagramas de fuerza cortante y momento flexionante se establece que:

1. Si la fuerza cortante es constante en una porcién de la viga, el
diagrama del momento flexionante serd una linea recta en ese tramo.

2. Si la fuerza cortante varia en cualguier forma en una porcidn'de
la viga, el diagrama de la fuerza flexionante serid una linea curva.

3. En un punto donde actue una fuerza concentrada habrd un cambio
brusco en la ordenada de la fuerza cortante y por lo tanto un cambio en
la pendiente del disgrama del momento flexionante en ese punto; De tal
manera que el diagrama de momentos tendrd dos pendientes diferentes en
ese punto.

4. Los momentos flexionantes maximosa y minimos tendrén lugar donde
8l diagrama de la fuerza cortante corte el eje “x' y serin maximos
donde la fuerza cortante cambie de positiva (& la izquierda) a negativa

(a la derecha); ¥y el minimo cusndo suceda lo contrario.

5. Para un sistema de fuarzas concentradas el momento flexionante
méximo se preasentard bajo una de ellas, ya que 8l cambio en la fuerza
cortante de positiva a negativa debe tener lugar en un punto donde este
aplicada una de las fuerzas concentradas.

6. Con referencia a la ecuacién dM/dx = Vx, Be encuentra que, bajo
carga traneversal, la variacién en el momento £flexionante entre dos
secclones geparadas por una distancia diferencial dx estd dada por:

dM = Vdx
En consecuencia, la diferencia entre les ordenadas del momento flexi-
onante en dos puntos cualesquiera a y b estda dada por:
P .
Mo - Ma = Vdx = (drea del diagrama de fuerze cortante entre a y b)
Xa
Si hay pares externos (Mg) actuando entre a y b, entonces la

diferencia de momentos entre los dos puntoa debe 1nc1u£r el efecto de-
bido a estoe pares; esto es,

Xu

Mo - Ma = ‘[ Vdx ~ Mg = (drea del diagrama de fuerza cortante entre
Xa

a yb =-Mg). En la cual Me se ha puesto que actia en sentido contrario

al de las manecillas del raloj.

La ecuacidn anterior se puede escribir de la siguiente manera:
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b
Mw = Ma - V dx
a

Ejemplo: Considérese® una viga eimple con voladizo cargada como indi-
ca la figura 10.

10Tsn

ren
l 1 Tantm

Figura 10

De Mb = 0 y 2Md = O, se obtiene el valor de las reacciones en los
apoyos:
Rb = Rd = 16klb

Se puede coneiderar la viga en eguilibrio bajo el sistema de las
cargas aplicadas y las reacciones, con un diagrama de carga como €l
mostrado en la figura 11.

UL VI PRSI | EORNIT MRS 4

210n g Tan
l 1tensm

Ilnn.-n" Tlnv.-mn
Figura 11

En la fig. 12a se ha dibujado un esgquema del diagrama de la fuerza

cortante; en relacldén con este dliagrama se hace hincapie en los
siguientes puntos:

1., La fuerza cortante en “a” pasa de 0 a -2 Ton; también la fuerza
cortante en "e" es igual a cero. Recuérdese que el diagrama de fuerza
cortante siempre empieza en cero y termina en cero.

2, La fuerza cortante serd constente en la porcién ab por no estar
cargada. Por lo tanto el diagrama de la fuerza cortante es una linea
horizontal paralela al eje de la viga €n ese tramo.

3. En la fuesrza cortante se presentaran cambios bruscos en b, cy d
correpondientes a las fuerzas concentradas qQue actian en escos puntos.El
cambico total de la fuerza cortante en cada uno de esos puntos seréd
igual al valor de la fuerza aplicada en cada punto.

4. Desde "b” (derecha) a "¢” (izquierda),”c” (derecha) a "d" (izgui-
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erda), y “d" (derecha) a "e", el diagrama de la fuerza cortante estd
formado por segmentoa rectilinecs inclinades, cuya pendiente esta dada
por dV/dx = -w = -1 como se indica en la fig.1l2a.

Figura 12a

So puede dibujar un esquema del diagrama del momento flexionante en
la forma indicada en le fig. 12b, en relacidén con este diagrama se
observa lo siguiente:

fan mt

Figura 12b

1. Los momentos en "a” ¥ en "e” son nulos. El diagrama del momento
entre "a" ¥y "b” es una linea recta inclinada con una pendiente dada por

dM
- =V =z -2 como se indica en la fig.l1l2b,
dx
2. El momento tiene valores extremos en los puntos “b”, “c” y “d"

donde el diagrama de la fuerza cortante corta al eje x. Los momentos
minimos se presentan an "b" y en "d” debido a los cambios bruscos en la
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pendiente del diagrama de momentos de negative a positivo que tienen
lugar en esos puntos, y corresponden & cambios bruscos de la fuerza

cortante de negativa a positiva. El momento maximo positivo se pressnta
en “¢” en donde tiene lugar un cambio brusco en la pendiente del
diagrama del momento flexionante de positivo a negativo correspondien—
tea a un cembio en la fuerza cortante de positiva a negativa en el

punto “c

3. Como el valor de la fuerza cortante decrece entre bc y cd, de iz-
quierda a derecha, entonces la pendiente del diagrama de momentos tam-—
bién decrece de izquierda a derecha. Esto significa que la curva de mo-
mentoe es concava hacia abajo.

4. Una manera de obtener las ordenadas del diagrama de momento flexi-
onante en b, ¢ y d es calculando las areas de fuerza cortante (véase la
£ig. 12a) & partir de las cuales se pueden encontrar las diferencias da
los momentos entre dos puntos cualesquiera; esto es,

Mo - Ma = -10 Ton m HMe - Mo = 57.5 Ton m
Md -~ Mc = -60 Ton m Me - Md = 12.5 Ton m
De lo anterior y temiendo en cuenta que Ma = Me = 0, se obtiene:
Mb = -10 Ton m Mc = 47.5 Ton m Md = -12.5 Ton m

como se indica en la figura 12b.

I1.7 TRAZO DE DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE Y MOMENTC FLEXIONANTE
POR EL METODO DE SUMA DE AREAS.

Para el caso dea los diagramas de fuerza cortante y tomandoc como base
la ecuacioén:
Lim AV dv
Ax--0 Ax dx

Tranasponiendo e integrando la ecuacién anterior se obtiene que:
le):—j p dx + c1

Lo cual nos indica que en una saeccidén transversal, la fuerza
cortante es la negativa de la integral de las fuerzas verticales que
actuan sobre la viga, desde su extremo izquierdo o cilerta seccidn
transversal hasta la seccidn en essudio.

Al no existir ninguna fuerza entre estas dos secciones, no ocurre
ningun cambio en la fuerza cortante.

El procesoc de suma continua es vidlido, aun en el caso de una fuerza
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concentrada, ya que esta B8e puede considerar como una fuerza distribui-

da que se extiende sobre una distancia infinitesimal a lo largo de la
viga.

Por lo tanto al determinarse laa componentes verticales de las
fuerzae aplicadas y las reaccionee, al sumares sucesivamente s partir
del extremc izquierdo de la viga; en una eeccién trensversal la fuerza
cortante es igual a la suma de todae las fuerzas verticales hasta dicha
seccién y su sentido es contrario al de la suma de talee fuerzas. -

Para el caBo del diagrama de momento flexicnante por el método de
suma de dreas, se tomard comc base que el cambio de momento flexionante
entre dos puntos de une estructura es igual al producto de la ¥Yuerza
cortantes, entre ambos puntos, por su distancia (dM = V dx); por lo tan-
to, el cambio de momento flexionante es igual Bl drea del diagrama de
fuerza cortante entre los puntos considerados.

Se demoatrd que la inteneidad del cambio del momento flexXionante en
un punto es igual a la fuerza cortante (dM/dx = V) . Siempre que tal
fuerza de corte se anule, dicha intensidad de cambio también debe anu-
larse (dM/dx = 0), por esta razén el momento flexionante alcanza un
valor mAximo o un valor minimo. Si el diagrama de momento flex. ae
trazo de izquierda a derecha y el disgrama de cortante cambia de posi-
tivo a negativo, el momento flexionante alcanza un méximo positivo
{o méximo) en ese punto, para luego comenzar a decrecer al sumar el a-
rea de cortante negativa., Si el diagrama de cortante cambia de negativo
a poBitive el momento flexionante alcanza un méximo negativo (o minimo)
¥ luego empieza a crecer al sumar el drea de cortante positiva.

Esta toeria, de que el momento flexionante médximo o el minimo (alge-
braicos) se producen donde la fuerza cortante se anula, no siempre es
aplicable. En algunos casos (en el extremo de una viga o en un punto de
discontinuidad) el momento flexionante maximo puede presentaree sin que
se anule la fuerza cortante, En el case de una viga en voladizo, por e-
Jemplo, sujeta solo a carga de gravedad, la miaxima fuerza cortante y el
momento flexionante méximo ccurre en el extremo empotrado.

A continuacién, se presenta un ejeoplo y su explicacidn para el
trazo de diagramas de elementos mecaénicos2 por el método de suma de
dreas.
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Calculo de reacciones:

IMe = 0

—(4){1.5)/2 {0.5) + (8)(1)t3) + (2)(6) - 3.5 - 10Rey = 0
Rey = 25/10 = 2.5 ton

ZFy = 0

~3 -6 -2+ 2.5+ Ray =0 Esy = 8.5 ton
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Diagrama de fuerza cortante:

l.- Tramo AB: En el punto A la fuerza cortante es2 nula, ya que la
suma de fuerzas cortantes a.la izquierda de la meccién es cero; en el
punto B la fza. cortante es -3 ton como resultado de obtener el area
bajo el diagrama de carga A = (-4ton/m)(1.5m)/2 = -3 ton.

La pendiente del diagrama en el punto A es nula por que dV/dx = O,ya
que el valor de la intensidad de la carga iw(x): en el punto A es cero;
agimiemo el valor de 1la pendiente en el punto B es -4 ya que la
intensidad de la carga triingular en este punto es -4 ton/m.

En cuanto a la forma del diagrama ésta es una pardbola cdncava hacia
abajc ya que la pendiente cambia de un valor nulo (A) a un valor
negativo (B).

2.- Tramo BC: El wvalor de V en el punto B es de 5.5 ton que ase
obtiene de gumar algebraicamente la reaccién en B y lae fuerzas
cortantes a la izquierda dal misma punto. .

Ve = 8.5 - 3 = 5.5 ton

En el punte C el wvalor de V ea -0.5 ton como respultads de sumar el
valor del V en el punto B v el &drea bajo la carda uniformemente
repartida comprendida entre B y C esto es :

Vo = 6.5 ton + (-1ton/m){6m) = -0.5 ton.

La 'pendiente del diagrama en el punto B es perpendicular al eje de
la barra debido a que ege trata de un segmento bajo carga concentrada,
donde "V = P, ¥ dV/dx = ® ; el valor de la pendiente en el punto C es
-1 ya gque el valor de la carga uniformemente repartida es 1, y eata
dirigida hacia abajo por lo tanto dV/dx = w(x) = -1 ton/m.

La forma del diagrama en el tramo BC es wuna linea recta cuya
pendiente es -1, que iniecia y finaliza en loa puntos B y C
respectivamente y por tridngulos semejantes se puede ver que esg nulo a
5.50 m del punto B, esto es:

x = 5.5 (6/6)

3.-En el tramo CE, el valor en el punto C es de -2.5 ton ya que la
suma de fuerzas cortantee a la izquierda de la seccidén es -0.5 ton y se
presenta una carga puntual de -2 ton; el valor de la fwerza cortante en
el puntc E es cero ya que la suma de fuerzas cortantes a la izguierda
de esta secci6tn es -2.5 ton y el valor de la reaccién en dicho punto es
2.5 ton.

La pendiente del diagrama en el punto C ea infinita, va que "V = P y
la pandiente dV/dx = @ , ajendo el mismo caso en el punta E.

La forma del diagrama entre los puntos C y E es una linea paralela
al eje dela barra (y = -2.5) debido a que no se presenta ningin tipo de
carga entre dicho tramo; y en los puntos C ¥y E es una linea perpendicu_
lar al eje de la barra cuyo valor es - 2.5 ton.



1.- En el tramo AB el valor en sl punto A es cero, va que el valor
del &drea de cortante a la - izquierda de esa eeccién es cero; en el
punto B el valor del momento flexionante (M) es -1.5 ton m que resulta
de calcular el drea bajo el diagrama de fuerza cortante. Qbserve que el
diagrama de fuerza cortante en tramo AB coresponde al de un timpano da
parabola, cuya drea es: 1/3 bh = 1/3 (1.5)(-3) = -1.5

El valor de la pendiente en el punto A es cero debido a que el V en
ase punto es8 nulo; en el punto B el valor de la pendiente es -3 ya que

el valor de V en ese punto es -3, y como se ha demostrado anteriormente
la fuerza cortante nos define la pendiente del diagrama del momento
flexionante.

El diagrama de momento flexionante es una curva de tercer grado
(S1 V es una curva de segundo grado esta al intedrarse noe define una
curva de tercer grado), céncava hacia abajo debido a loe valores y
pendientes obtenidos en  los extremos ya que el édrea de V ga va
incrementando negativamente de A hacia B.

2.- En el tramo BC, el valor de M en el punto B es -1.5 ton m como
resultado de la 3M a la izquierda de B; el valor de M en el punto C es
13.50 ton m como resultado de sumarle al valor de M en B las dreas de V
correspondientes a dos triédngulos esto es :

Me = ~1.5ton m+{H5.5tcn m)(5.5 m)/2+(-0.5ton m)(0.5m)/2 = 13.50 ton m

Entre los puntos B v C se presenta un Mmdx cuando el V es nulo & una
distancia de 5.50 m del punto B, el valor de Mmix #e obtiene de sumarle
al M en B el drea de cortante coorespondiente a 5.5 m del punto B esto
es:

Mméx = -1.950 ton m + (5.50ton m)(5.50 m)/2 = 13.63 ton m

El valor de la pendiente del diagrama de momento flexionante en el
punto B es 5.50, que es el valor de V a la derecha de la saccién. En el
punto correspondiente a Mmdx la pendiente del disgrama de M es nula, ya
que el valor de V en ese punto es nulo., El valor de la pendlente en C
as ~0.5 ya que el valor del V en C ee -0.5ton.

La forma del diagrama de M es una curva de segundo grado cdncava
hacia abajo con los wvalores y pendientes en los puntoe respectivos ya
descritos.

3.- En el tramo CD, el valor de M en el punto C es 13.50 ton m ya que
es el valor de la ZM a la izqulerda de ese punto; En el punto D el
valor de M es igual a 5.5 ton m como resultado de pumar el Mo y el
area de cortante de C a U eato es:

Mp = 13.850 ton m + {-2.5 ton)( 2.0 m) = 8.5 ton m

El valor de la pendiente en 8l punto C es -2.5 por ger el valor del
cortante a la derecha de C; el valor de la pendiente en el punto D es
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-2.5 por ser el valor del cortante a la izqulierda de D.
La forma del diagrama del momento flexionante es una linea recta de
C'a D con la pendiente y valores extremos ya dascritos.

4.- En el tramo DE, el valor de M en el punto D es 5§ ton m como
resultado de sumar el moments concentrado en dicho punto (-3.5 ton m)
v el valor de 1la ZM a la izquierda de D (B.5 ton m); en el punto E el
valor de M es cero ya que partiendo de M en D (5 ton m) y descontando
el Area del diagrama de V que es (-2.5 ton)(2.0 m) el valor es cero. '

Mz = 5 ton m + (-2.5 ton)(2.0m) = 0O

Este resultado de M en E, se puede obtener también de tomar en cuenta
que ol tipo de apoyo en E (articulacién) no toma M por lo tanto el
resultadc debe ser cero.

La pendiente ean el punto D es infinita debido a que es un segmento
con momente concentrado y existe un cambio brusco de momento entre las
dos mecciones adyacentes del punto D esto es!

IMp = O M'x = Mx - 4 8.5 tonm = Ston m + 3.5 ton m

La pendiente en el punto E es -2.5 obtenida del valor de V en dicho
punto.

La forma del diagrama de M en el punto D es una linea recta
perpendicular al eje de la barra que va de B.5 ton m a 5 tan m, para
postariormente decrecer hasta cero sn el punto E con una variacién
lineal cuya pendiente es -2.5.

11.8 METODO DE NEWMARK PARA OBTENER DIAGRAMAS DE ELEMENTOS
MECANICOS EN VIGAS.

Cuando se tienen vigas sometidas a condiciones irregulares de carga,
o cuando se dispone de una computadora para efectuar sl andlisis de
dichoe elementos estructurales, conviene emplear el método .de Newmark
para obtener los diagramas de elementos mecénicos (fuerza cortante y
momento flexionante). Para obtener los diagremas de elementos mecanicos
por el método de Newmark, el cual es un método aproximado, se procede
de la manera sigulente:

1. Se austituye la condicidén de carga real (fig. 15), gque actua
Bobre la viga,por un sistema de cargas concentradas equivalentes (fig.
16}. Para lograr lo anterior se divide la viga en segmentcs pequenon.
La carga concentrads equivalente de cada segmento tiene una magnitud ..
igual &8l édrea bajo el disgrama de carga correspondiente & dicho
segmento. El punto de aplicacidn de la carga coincide con el centroide
del arr y 8u direccién es la miema que la de la carga real.
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figura 16.

La longitud de los gsegmentos utilizados (xi) para obtener las
cargas concentradas debe ser, aproximadamente, la décima parte de la
longitud total scbre la que se distribuye la carga; de esta manera se
obtiene una mayor preclsidén eén el anidlisis. Sin embargo, es conveniente
sefialar que no existe una regla gesneralizada que nos permita determinar
el nimero Sptimo de segmentos en que debe dividirse dicha viga; en cada
problema en particular debe utilizarse el buen criterio personal.

Para ilustrar la forma como se obtienen las cargas concentradas (Pi)
s8e considerard un segmento reprasentative “i”, {(fig. 17). En el
segmento considerado es posible conocer la intenaidad de la carga en
cada uno de sue extremos, wi Yy Wi+i, ¥ puede suponerse, sin introducir
un error eignificativo, que la distribucién de carga es lineal entre
-dichos extremos. De esta manera el valor de la cargs concentrada P1 se
puede obtener mediante el cidlculo del area de un trapecioc.

o1
wity
wl

La o
[ LU |
figura 17.

Awa + waea) (X1)

4
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Como va ee menciond anteriorm.nte, la carga concentrada se
encuentra aplicada en el centroide del trapecio, el cual se puede
obtener mediante la siguiente expresion.

—_ X1 (Wi + 2Wae1)
X1 = P -
3 (wi + Wisa)

La distancia x. estd medide a partir del extremo izquierdo del
segmento, esto es, donde la intensldad de la carga es wi (fig. 17).

Considerando ahora el segmento i~1 (figura 18.), se puede observar
que la intensidad de la carga en el extremo izguierdo es wi-1 ¥y en el
extremo derecho es ws. L

wt
wiey

figura 18.

Suponiendoe nuevamente que la variacién de la carga entre los
extremos del segmento i-1 es lineal, la carga concentrada Pi-1 se puede
obtener mediante la expresién:

(wima + wi) (Xi-1)
Pi-1 = B ¥< 9
) 2

El punto de aplicacidén de esta carga esta localizado a una distan_
cia Xi-1 medida a partir del extremo izquierdo del segmento. La dis_
tancia Xi-1 se puede obtener mediante la siguiente expresién:

— (xe—-1) (wi-1 + 2wa) .
Xi=1 = T Y
3 (wi-1 + Wi}

. La distancia que existe del punto de aplicacién de la carga al
extremo derecho del segmento estd dade por la expresion siguiente:

pu— (X1=1) (Wa=1 + Zwa) .
®'e-2 = Ki~1 - i e e s e e s . (D)
3 (Wa-z 4+ Wi)
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La distancia que existe entre los puntos de Aplicacic’m de las car_
gas Pi.1 y P1, designada como Ax, se puede obtener mediante la siguiente
rRPrasion:

A = X1+ X 4oy 0 e e o ... . L (B)

Es comun que la viga se divida en segmentos que tisnen la misma
tongitud x, por lo cual la expresién (6) se puede escribir como:

S wWi-31 + 2wa Wi + 2wies
Dx = - < TR, 4 e
3 wWi-1 t W Wi o+ Weel

2. Una vez calculada la magnitud de las cargas concentradas equiva_
lentes, y determinados sus puntos de aplicacién, Be pueden determinar
las reacciones.

3. El diagrama de fuerza cortante se pueda construir empezando des_
de el extremo lzquierdo de la viga, ¥ desplazéndose hacla la derecha.
La fuerza cortante que ee presenta en los extremos (A x) sucesivos se
determina sumandc algebraicamente las cargas concentradas conforme és_
tas se van encontrando. Se consideran fuerzas positivas las que estén
dirigidas hacia arriba, y negativas las que estén dirigidas hacia aba_
Jo.

4. La variacion del momento flexionante es lineal en cada segmento
(A X), esto es porque la fuerza cortante es constante en dicho
segmento. El cambio que experimenta la magnitud del momento flexionante
entre los extremos de un segmento (/A x) es igual al area bajo el
diagrama de fuerza cortante en ese segmentc, es decir, la magnitud de
la fuerza cortante por la longitud del segmento.

AM = Mie1r - M2 = (V1) (D x1)

Mier = Moo+ (Vi) (AX1)

Una vez que me gratican las ordenadas de los momentos flexionantes
correspondientes a cada exXtremo de loa eaegmentoas, el diagrama se

construye uniendo los puntos como lineas rectas.

Ee conveniente la utilizacion de una tabla para calcular en forma
sistematica los valores de A x, Vi, y Ma.

A continuacion. se resuelven dos ejemplos por el método de Newmark:
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I1I.- ELEMENTOS MECANICOS EN MARCOS.

I11.3i CONCEPTOS BASICOS DE MARCOS.

Un marco rigido puede definiree como una estructura, compuesta de un
cierto numero de elelmentos rectilineos o barras unidas entre si por
medio de nudoe, de los que algunos o todos eon rigidoe, esto es capaces

- de resistir a la vez fuerzas y momentos, a diferencia de log nudos
articulados que no ofrecen resistencia al momsnto.

En el andlisis de marcos rigidos, se idealiza que el eje central de
cada barra ccincide con la linea de unién de los centros de los nudos
de los extremos de esta barra. El denominado centro de nudc ss el punto
de concurrencia de todos los ejes de lae barras que inciden en el nudo.

Los extremos de todas las barras que concurren en el nudo, a parte
de trasladarse deben rotar idénticas cantidades.

Para el caso de estabilidad y grado de indeterminacidn de loa marcos
se considera lo siguiente: !

Un marco puade separarse en varios elementos {(columnas y viagss)

En una seccién de un elemento existen tres megnitudes desconocidase
(N,M, ¥ V). Si Be conocen estas centidadea aen una seccidn pueden
determinarse los correspondientes a otra asecclén cualquiera.

II1.2 ESTABILIDAD Y GRADO DE INDETERMINACION ESTATICA EN MARCOS.

Si se denomina 2 b = numeroc total de elementos (barras), r = numaro’
de reacciones, J = numero de nudos ¥y ¢ = numero de ecuaciones
adicionales, entonces el numero total de ecusciones independientes en
un marco serd (3j + ¢) y el nimero total de incognitas es (3b + rj).

Se puede eatablecer que:

a.~ 8i 3b+ r < 3j + ¢ el marco es inestable.

b.- 81 3b + r = 3) + ¢. el marco es estAticamente determinado siempre
que sea a la vez estable.
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c.=- 81 3b.+ r > 3j + ¢ el marco es estdticamente indeterminado,
aiempre que sea estable.

3(4) + 3 <15 + 1
inestable

3(3) + 3 = 3(4)
aptaticamente determinado

3(4) 4+ 6 > 5(3) + 1
indeterminado de segundo grado.

I111.3 OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE MOMENTO FLEXIONANTE, FUERZA
CORTANTE, FUERZA AXIAL Y TRAZ0 PE DIAGRAMAS DE M, V Y N,

Para la obtencién de las ecuaciones de (M,V y N) es necesario
determinar al principio un sentido de recorrido para el andlisis del
marco,

Para calcular las funciones de definicidén para cada elemento
mecdnico de la estructura, es necesario establecer un marco de
referencia, el cual puede ser de doe formas: ~
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1. Sietema Global.- Si ase considera un marco de referencia para toda
la estructura.

2. Sistema Local.- Si 8Be analiza cada tramo de la estructura,

considerdndolo come una viga, cuyas fuerzas reactivas ason las fuerzas
de interacclén del tramo en estudic con los tremos adyacentes.

Para el trazo de diagramas de los elementos mecdnicos en marcos, ‘se
toman los reesultadoas obtenidos del eletema empleado (global o local),
tomando como reférencia el eje longitudinal de la estructura.

Ejemplos:

1.- {(sistema global) [
!
|
8

3Tmrm .

Comprobando la isostaticidacd del marco:
3b + r =335 +¢c 3(3) + 3 = 3(4) 12 = 12

Caleculo de las reaccionesa:

IMA = 0O 3{4)(2) + 5(2) - REy(4) = 0 REy = 8.5 Ton
ZFy =2 0 -5 4+ 8.5 + RAy = 0 RAy = -3.5 Ton
EFx = 0 3(4) - RAx = 0O »RAx = 12 Ton

Tomando como refarencis el origen del aistema global en A,

Barra AB.

B 3y= y =0 Ma = 0O
M = 12y = —
A 2 = 4 MB = 24



-70-

<
]
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n
[
[M]

12 - 3y

N = 3.5 (tensién)

Barra EC.

M = 12(4) - 12(2) - 3.5x 24 - 3.5x%
B

vV = - 3.5

-]

N =0

B

Barra CD.

D ®x =2 Mo
M = 24 - 3.5%x - B(x - 2)

c X = 4 Mp
o

¥V = -3.5~5=~-8.5

Barra DE.

3
M = 12y ~ 12(y - 2) - 3.5(4) - 5(2)
-3

=17

Me
Mc

24
17



B
Vv =-8.5-8.5=0
D . .

N = 8.9 7(compreaién)
)

2.) Sistema local.

03 Tearm
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0.3 Teare

2 Tes




2

Comprobando la isostaticidad del marco:

3b+r =3j+e 3(4) + 3 = 3(5) 15 = 15

Calculo de las reacciones:

ZMA = O 3(5) + 4(4) + 2(10) ~ Vn(B) =0 Vs = 6.375 Ton
ZFy = ¢ -Va -4 -2+ 8.375 =0 Va = 0.375 Ten
2Fx = 0 -Ha + 3 =0 Ha = 3 Ton

Momento flexionante:

Tramo AC.
M = 3y - 0.3y{y/2) ¥ = 3y ~ 0.15y=2
Bl y=0 =0, sl ¥y = 10 M= 15

Tomando en cuenta el concepto dM/dx & dM/dy (dependiendc del eje
donde actue M) igual a V; al igualar cualquiera de las dos ecuaciones a

cero, la fuerza cortante {V) es nula a una distancia " o "y" {eegin
aea el caso) en la cual se presenta un Mmix. esto esa:

dm -

-— =0 3-0.3y =0 y = 10 Mméax = 15

dy

Tramo CD.

M = 3{10) ~ 0.375x - 3{5) - 0.5x(x/2)

M = ~-15 = 0.379x -~ 0.25x2

si x =0 M =15, si x = 8 M= -4

Tramo ED.

M= 2x Bi x =0 M=0, al x = 2 M=4

Fuerza cortante:

Tramo AC.

Vv =3-0.3y sty =0 vV = 3Ton , 8i y =10 V=20

Tramo CD.



Vv = -0.3756 - 0.5% 8l x =0 V. = -0.375"Ton
8t x = 8 V = -4.375 Ton

‘Trame ED. Tramo BD.

V =2 ton V=20

Fuerza normal.

Tramo AC. Tramo CD. “ Tramo ED.
N = 0.375 ton (tensidn) N=3-3=0 H=20
Tramo DB.

N = 6.375 ton {compresicn)

L

S
Ry .
) X

o

"

ITen »1
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3.) Sietema local

Q.84 Ten

o

Comprobando la isostaticidad del marco:
3 + r =33 2 ¢ 3(4) + 4 = 3(5) + 1 16 = 16

Cdlculo de las reacciones:

iMDizq = O, =3(2)(1) - 4(2) - RAx(4) + RAy(2) = 0 . . . . (1)
ZMDder = 0

3(2)(1) + 5L(1/2)(5) + (l/{2)(3] + RGx(6) - RGy(B) = 0 . . . .(2)
ZFx = 0, RAx + 4 - 5(1/42) - RGx = 0 P &<}

IFy = Q. RAY - 3(4) = B5(1/f2) + RGy = 0 . . . . . . . . . -(4)

Simplificando las ecs. 1, 2, 3 y 4 ase obtiene el siguiente sistema
de ecuacionea:

RAy - 2RAx + 0 + Q = 1

0 + ¢ + RGy ~ 0.75 RGx = 4.30

0 + RAx + [s} - RGx = =-0.45
RAy + + RGy + 0 = 15.5%

Kesolviendo el sistema de ecs. anterior, los valores de las
reacciones son:

RAy = 9.84 Ton RGy = 5.7 Ton
RAx = 1.42 Ton RGx = 1.88 Ton
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1T 2
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1
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1997

tomento flexionante y Fuarza cortante:

Barra AB origen en A

V) M=0

B
M = -1.42x
A

2 M = -2.84 Ton m

Barra BC origen en B.

o x =0 H=
M = -1.42(2 + x) - 4x
=2 M=

3
VvV = -1.42 - 4 V = -5.42
B
Barra de CD origen en C.

D Ix= X =

M = -13.68 + 9.B4x - ——

=3 2 x =2

14T

ARSI
SN
u T LT

B
V = =1.42 Ton
A .

-2.84 Ton m

-13.68

Ton m

-13.688 ton m
]
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=0 V.= 9.84 ton

D
Vv = 9.84 - 8x
c . =2 V = 3.84 ton
Barra DE arléen en D.
ax=2 x =0 =0
M = 3.84%K -~ —
2 x =2 M= 1.68 ton m
z X =0 Vv = 3.84 ton
Vv = 3.84 - 3x
D * =2 = -2.16 ton
Barra EF origen en E.
4 x=0 M =1.68 ton o
M = 1.68 + 2.3x
b x = 4.24 = 11.43 ton m
4
Vv = 2.8 ton
B

Barra FG origen en F.

»
n
o
"

a 11.43 ton m
M = 1.68 + 2.3(4.24 + x) - 5%
r

x = 4,24 H=20
a
v =2.3-5 Vg = Va = 2.70 ton
¥
Fuerza Axial.
Tramo AC N = 9.84 ton (compresitn)

Tramo CE H=1.42 + 4 = 5.42 ton (compreesién)
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Tramo EG N = 6.7 cos A5° + 1.88 cos 456° = 5.35 ton (compresidén)

"I111.4 OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE MOMENTO FLEXIONANTE, FUERZA
CORTMé’gE. Y FUERZA NORMAL, Y TRAZO DE DIAGRAMAS DE M, V Y N
EN ARCOS.

Al igual que los marcos vistos en este capitulo, los arcoe simples
son elementos estructuraless, cuyo aje longitudinal es una linea conti_
nua. Asimismo loB arcoe se encuentran ligados al sistema tierra por
tres vinculos no concurrentes ni paralelos.

Para 8l trazo de diagramas de elementos mecanicos en arcos, conoci_
das las ecuaciones para M, V y N (andlisis deamcrito en el punto ante_
rior), se toma como referencis el eje longitudinal de la estructura.

A continuacitn se presentan doe ejemplos, en los cuales se' obtienen
las ecuaciones para ¥, V y N y se trazan los diagramas de elementos
macsdnicos respectivos:
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CAlculo de reacciones:

a s, IMa = O
£0 Jon

Ve(10) + 20{5) = 0
Ve = 10 ton
ZFy = 0

Va - 20 + 10 =0

Va = 10 ton

IFx = 0

=Ha({5)+10{5)-10(2.5)=0
Ha = 25/5 = §6 ton

Por ZFx = 0
5-Hs =0
He = 5 ton

de (a) He = 5 ton

Homento flexionante.

M = 10(5-5cosa) - 3(sena) -~ 2(5—5coea)[(5-5cosu)/2]
M = 50 - 50 cosa - 25smena - (5 - 5cosa)2

= 50 - 50 cosa - 20sena - 25 + 50cosa - 25cos82a
0° M
S0° M
180° M

a
M = 25(1 - eena - coaZa} a

nun
o
[=]
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Momento maximo y minimo:

- = 25 {~cosc + 2senccosa) = 0
da

25cosa(2 sena - 1) = 0
2sena - 1 = 0 eena = 0.5 a = ang sen 0.5 « = 30°,150°
Mao- = 25[1 - 0.5(0.866)4} Maos = - 6.25 ton m

Miso+ = - 6.25 ton m

Fuerza cortante.

V = 10sena 5Scosa - 10(1 - cosa)(sena)

V = 5¢cosa (2 - gena - 1) VY = 10cosa sena - Scosa
Bia=0 V = =5ton, a = 90° v =0, a = 180° V = 5ton
dav
= = 10cos2a - 10senZa + Ssena = 0
da
-{20sen2a - S5sena - 10) = 0 4aen2a - sena - 2 = 0
sena = (1 + 5.7)/8 sena = 0.84 a = ang asen 0.8
a = 57°,123° Vo7- = Scos57°[2 (0.84) - 1:]
Vs7e = 1.85ton Vazae = - 1.85 ton
Siv=20
10cosasena - Scoesa = O . 5cesa (28ena - 1) = O
5 cosa = 0 , cosa = 0 , 0 = 80° (articulacién)
288na -1=0 , sena = 1/8 a = 30°,150" puntos de Mmdax

Fuerza normal.

N = 10cosa Ssena - 10 (1 - cosa) (cosa)

N = Ssena + 1Ucos2a 8l a =0 N = 1Qton, sl a = 90° N = Ston

B8i a = 180° N = 10 ton

ESTR TESIS RO DIBE
SAUR BE LA BIBLITECA
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dN
— = Scosa - 20 cosa sena = 0 , Beoaa (1 - 4sena) = 0 . . . (1)
da

La igualdad (1) se eatisface para las dos sigulentes condiciones:

1. para cosa = 0 a = 80° Npoe = 6 ton
2. para 1 - 4sena = 0 sena = 1/4 a = 14°30° , 165°20"
Ni4+30- = 10.85 ton , Nias=a0* = 10.85 ton

Af (Tén -m)

N (Tan) Camorerin
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Célculo de las reacciones:

Por EMA = O (global) wr(r/2) - 2r Ray = 0 Roy
ZFy = 0 (global) wre/4 + Ray = 0 Ray
IMe = 0 (diag. 2) wr/d4(r}) - Rexr = 0 Rpse
ZFx = 0 (global) Rax + wr - w;/A =0 Rax

Cdlcule del momente flexionante:

180° > 8 > 80°

M = 3wry/4 - wr/d (r + X)) - wy2 8 = 180°

= 3wr2/4 senl - wr2/4 (1 + cos®) - (wr2 sen28)/2

8 = go° =0

=
"

wr2/4 [Beent - cos® - 2senze - 1]

wr/4
-wr/4
wr/4

3wr/4



-B2-

80° > 8 > 0°
M = wr/4 (r - ) - wry/4 & = 90° M=20
M = wr2/4 [l-coae-senfﬂ "B = Q° M =0

Céalculo de la fuerza cortante:

Tomando en cuenta la reaultante & la izquierda de la seccién (ver
diagrama 1)

180° > @ > 90°

Ri = (wy — 3wr/4)i + (wr/4))
Asimiesmo la reesultante a la izquierda de la seccién (ver diagrama %)

90* > & > 0°

Rz = (wr/4)L - (wr/4)3
Vectior en la direc¢cién cortante: v = [coe, sene]

180° > 8 > 90°

v = ﬂ v = (wy - 3wr/4)cos8 - (wr/4)esen®

o = 180° V = 3wr/4 _
V = wr/4 [4send cosd - 3coed -aenB] 8 = go* V= ~wr/4
= we/4 [cos® - ﬂene] 8 = 0°* V = wr/4

Cilculo de las fuerzas normales:

Vector en la direccién normal: en = [— 2en0, cos()}

180° > & > 90°

N = E:: ; = (wy - 3wr/4) (- asn8) - 2wr/4 cosd

8 = 180° N = wr/4

N = -wr/4 [4sen2 - 3senld + chO] 8 = 90° N = ~wr/4
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0 > 8 > 0°

E; . :n = ~wr/4 send -~ wr/4 coed®

= 8 = go°* N = -wr/4
= —ur/4 {eeng + cos] a.= o° N 2 ~wr/4

-] g° 45 8Q° 135° ig80°

] o} -.103 wr2 Q 2207 wrz Q

v .25 wr [¢] - .25wr -.1l49wr .75wr

N ~. 28wr ~.353wr - 25wr «207we +25wr

Wy

ha
¥ 1vem)
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IV,.- SOLUCION DE ARMADURAS;
IV.1 COMPORTAMIENTO ESTRUCTURAL DE LAS ARMADURAS (COMO VIGAS DE

ALMA ABIERTA).

Lae armaduras son estructuras compuestas por un conjunto de barras
que se unen entre ai mediante articuleciones (planas y espaciales).

Y I

V4

El andlisis de armaduras coneiste en la determinacién de las
fuerzas internas en suas barran, asi comp la determinacién de las
reacciones en los apoyos.

Las suposiciones basicas conasideradas en el andlisis de armaduras
son las siguientes:

1.- Lag barras estdn articuladas en spus extremos o puntoe de unién.

2.- En armaduras planae, el plano de carga coincide con el planc de
la armadura (de lo contraric =me provocarian momentos}.

3.- Las cargas se aplican aexclusivamente en los nudoa (puntos de
unidén) de la armadura.

4.- Las cargas estin sometidae a carga axial (tension o compresién).

5.- Se desprecia el peso propic de las barraa.

IV.2 CONDICIONES GEOMETRICAS Y DE ESTABILIDAD EN ARMADURAS.

A continuacién, se presenta un cuadro con relacidén a la estabilidad
e indeterminacién estitica en armaduras.
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. T : Interiormente
~ “~Isostdticas .
e Exteriormente
ARMADURAS -
Interiormente
Hiperestaticas
Exteriormente

Para conocer las condiciones geométricas y de inestabilidad en las
armaduras, partiremos del concepto de la armadura mds simple, la cual
806 construye mediante tres barras articuladas en Bus extremos y que

forman un triangulo.

b=3 b=5 b=7
n=3 n=4 n=5
Armadura simple Derivacionea de armadura simple

Esto es, en una armadura ‘el numers total de incégnitas serid el nu
mero de barrae mis el numero de elementos de reaccidn; donde cada nudo
tiene dos ecuaclones de equilibrio(ZFx = 0, ZFy = 0).

De lo anterior, se puede establecer el =siguiente criterio para
determinar la estabilidad y grado de indeterminacitén de una armadura;
donde b = numero de barras, r = reacciones y n = numero de nudos.

a.- si b+ r < 2n , el sistema es ilnestable.

b.- sib+r =2n, el sistema es estdticamente determinado,
siempre y cuando sea eatable.

c.- 8ib+r>2n, el sistema es eatéticamente indeterminado,
siempre y cuando sea estable.



Ejemploe:

6+ 3 < 10
Inestable.
.

7+ 3 =28
Inestable no hay
equilibrio horizontal.

6+ 3>8
Estable e indeterminada

de primer grado.

5+ 3 =8
Estiticamente deter_
minado y estable.

6+ 3 <10

Inestable.

4+ 3 <8
Inegtable
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] @ = 0
3]
A M he Y o
" @ MmN m
rAW ® )
5+ 3«8 12 + 3 > 14
Hiperestatica exteriormente
igostdtica interiormente. Inestable.

ARMADURAS QUE SE UTILIZAN EN INGENIERIA CIVIL.

& Pran } E llowe E s Fink k

Cerchas tipicas

é Pras é é Howe E é Warren %
:é Badinwe % é Viga K. %

Armaduras tipicas para puentea.

Pantc de una wrmadara

" asculs
en voladizo Basculame

Marguesina

Otros tipos de armaduras.
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Con relacion a la convencién de fuerzne.internas en una armadura,
ésta puede ser de dos formaa:
l.- Accidn del nudo scbre la barra (N/B).
2.- Accién de la barra amobre el nudo (B/N).

Ejemplo:
TENSION.
N/ BM NB
- o - >
COMPRESION.
e B/N N
> O=% 0 €

Para el andlisis de las armaduras por loe métodos que se describen a
continuacién, mse usard la convencién de fuerzae internas de la accidén
de la barra scbre el nudo.

IV.3 METODO DE LOS NUDOS PARA LA OBTENCION DE FUERZAS EN BARRAS.

El método de los nudos, consiste en analizar cada uno de eatos en
forma aislada; en dicho nudo actuan tanto las fuerzas externas (cargas
y/0 reaccionas) como lae fuerzas internae en las barras.

Con lo antsrior, se establece qua todas las fuerzas concurren en un
punto nodal y por lo tanto as tendrd un sistema de fusrzas coplanar
concurrente. Para la esolucidn del sistema descrito, se cuenta con doe
ecuaciones de la estdtica que son: ZFx = 0 y ZFy = 0.
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Ejemplos:

1} Obtener las fuerzas internas en las barras de la armadura
siguiente:

Comprobando la iscstaticidad de la armadura:

b+r=2n g + 3 = 2(6) 12 = 12

Obtencién de las reacciones externas:

ZMa = 0 1t4) - Vme(12) + 10(8) + 5(4) = 0 Vs = 8.66 ton

ZFy = 0 8.86 - 1 - 10+ Va =20 Va = 2.34 ton

2Fx = 0 - Ha+56=0 Ha = 5 ton
Nudo 2: IFy = O

8.86 ~ F8 cos 456° = 0
0.7071 F8 = B.66
D F8 = 12.2 ton (compreeién)
'Lun. IFx = 0
- F3 + 12.2 cos 45° = 0

F3 = 8.66 ton (tensidn)
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Nudo 4:
ZFx = ©
mu]' ' F9 - 12.2 cos 45° = 0
B F9 = 12.2 (0.7071)

I\ F9 = 8.66 ton (Compresidn)
v 221

ZFy = ©
-10 + F7 + 12.2 cos 45* = 0

F7 = 1.84 ton (compresian)

Nudo &:
Fy = O
F6 cos 45° - 1.34 = 0
L] 134 Tea
N F6 = 1.88 ton (tensidn)
2 ae0y,
2Fx = 0
B.66 - F2 -~ 1.88 coe 45° = 0
F2 = 7.32 ton (teneidn)
Hudo 5: ZFx = 0 )
- Fl1 +7.32=0
Iu . : o . F1 = 7.32 ton {tensidn)
“"—l‘“‘”"' SFy = 0
1Ten F§5 -1 =0
F5 = 1 ton.{tenalén)
Nudo 3: . ZFy = 0

. F4 cos45” - 1 - 1.88 coed5° = 0

i;\' - F4 = l/cos 45° + 1.88
1] F
1 F4 = 3.3 ton (compresidn)

ITea  MOETor



Resumen:

234),

roe |

2.) Determine todas las fuerzas internas,

‘por el método de los nudos.

18 Ten

X rid

recety

2éc

en la siguiente armadursa,

Las barras 2 y 3 se cruzan
pero mna forman nudo, lo
misme pucede con las ba_
rras 5 y 8.

Compraobandela isostaticidad de la armadura:

2n = b + ¢

Céalculo de las reacciones:

SMa 2 0 - 1B(3) - Rey(d)

ZFy = O Ray - 16 + 6 = 0
ZFx = 0 -Rex + 16 = 0
Nudo 1.

]m,- Katen

Rsy = 48/8 Rey = 6 ton

Ray = 10 ton

Rax = 186 ton

= Q0
Ray - FL = 0

i0 - F1 = 0

10 ton (compresidn)



Nudo 4.

8Ten
l s
ety

e

Nudo 3.

e

N

L.

Nudo 6.

1

18 Tom

100
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Como 'F1 ¥y Ray no tienen compo.

nente en “x" F2 =0

ZFx = O

F8 - F3(4/5) = 0

FB = (4/8)F3 . . . . . . (1)
ZFy = ©

=16 + 10 + F3(3/5) = 0

F3 = 10 ton (compresidn)
sustituyendo en (1)

F8 = 0.8(10) = B ton (tensidn}

IFx = O
-18 + F8(4/5) = O

F8 = 20 ton (compresidén)

IFy = O
6 + F7 - 20(3s/5) = C
F1 = -6 + 12

F7 = 6 ton {tensidn}

ifx = O

-F9 + 18 +F5(4;5) =0

F$ = 1 + FS(4/5). . . . (1)
IFy = O

F5(0.8) - 8 = 0

F5 = 10 ton {compresion)



sustituyends en (1)
F9 = 18 + 1010.8)
Fg = 24 ton (tenaién)

Nudo 5.
ZFy =0

20(0.8) - F4 = 0
8 Tea 14 Toa
-~

/{[\ F4 = 20(0.6)
L ’ F4 = 12 ton (tensién)

Resumen:

1V.4 METODO DE LAS SECCIONES PARA OBTENER FUERZAS EN LAS BARRAS.

El método de ias secciones, consiste en trazar secciones
hipotéticae en lae armaduras, sislando el diagrama de cuerpo libre de
la parte que s8e sncuentra en cualquiera de los lados de dicha seccién vy
analizando su equilibrio se pueden encontrar las fuerzas en algunas de
las barras.

En el lugar dende se trace la seccion hipotetica debers evitarse lo
giguiente:

a.- Que no existan mas de tres barras en el corte.

b.- Que las tres barras en su totalidad no sean paralelas ni
concurrentes.
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El caso del inciso {a) es para evitar que existan mas incégnitae
que ecuaciones. El caeso del inciso (b), es debido a que en los sistemas
de fuerzas paralelas y concurrentes se cuenta con dos ascuacionea de la
estdtica en ambos casos (ver capitulo I) v asi se garantiza el mismo
namero de incégnitas y ecuaciones.

Asimiemo o8 conveniente que las barras de la seccién trazada se
supongan positivas (accién de la barrs sobre nudo, a tensidén) de tal
forma que los resultados del andlisis gue resulten negativos ee
consideren como fuerzas de compresién.

Ejemplos:

1.) Resolver el ejemplo No. 1 dasl subcapitulo IV.1l por el método de
las secciones.

3

Conocidas las reacciones de este ejemplo, obtenidas en el subcapi_
tulo IV.1l; ee definen dos secciones, divididas por la linea interrum.
pida I - I; en la figura siguiente, se muestran los diagramas de cuerpo
libre de dichas secciones.
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Este método es mas practico, al sumarase momentos con respects a un
punto, que se localice en la interseccidn de las lineas de accién de
dos fuerzas desconacidas, de tal forma que la tercera fuerza desconoci_
da se resuelve en forma directa.

En el caso de éste ejemplo, haciendo suma de momentos con raspecto
al nudo 3, se eliminan dos fuerzas desconocidas F9 y F6, lo cuil da una
solucidén directa para F2.

Ma =0 2.34(4) + 5(4) -~ F2 =0
F2 = 7.34 ton (tensién)

Apimismo sumando momentos con respecto al nudo 6, se obtiene una
solucién directa para F9.

EMs = 0 6(4) - FO(4) - 1(4) - 2.34(8) = O
F@ = 8.68 ton (compresidn}

Como F2 y F9 no tienen fuerzas componentes verticales, sumando
fuerzas en la direccién "y” da por resultado directamente F6, esto es:

ZFy =0 2.34 - 1 + FG gen 45° = 0
F8 = 1.34/ oven 45° F6 = 1.9 ton (tensién)

Para obtener la fuerza F7 y F3 de manera prédctica por éste método,
es necepario considerar la seccién H - H,la cudl aisla el nudo F, tal
como sa indica en el diagrama de cuerpo libre de ésta seccién.

EFy = 0

1.89 sen 45° + F7 = 0
F7 = 1.34 ton
ZFx = O

-7.34 - 1.89 cos 45° + F3 = O
F3 = 8.68 ton (tensidn)

Por conasiguiente, para obtener el valor de las fuerzas internas en
las barras faltantes, basta con determinar las secciones respectivas
que se adecusn a las ecuaciones de equilibrio de loes elsetemas de
fuerzag que se presenten Vv tomando en cuenta las recomendaciones
descritas al inicio de éste subcapitulo.
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2.) Resolver el siguiente problema por el método de las secciones.

Comprobando la isostaticidad de la armadura:
b =11 r=3 2n = b + r
2(7) =11 + 3 14 = 314

Cdalculo de las reacciones externss AX , Ay vy By.

ZMa = O 5(4) + 7(B) - 4(3) - RBy(B) = 0
RBy = (20 + 56 ~ 12) /8 RBy = B.0 ton

"EFy = 0 RAy - 5 -7 +8=0 RAy = 4.0 ton

ZFx = O RAx - 4 =0 RAx = 4.0 ton

Tomando en cuenta la seccién I - I, y haciendo suma de momentos
conrespecto a2l nudo 8, se cbtiene F1l esto es: .

Me = 0 4(4) - 4(3) - FI(3) =0 Fl = 1.33 ton (T)
Haciendo suma de momentos con respecto al nudo 1 se obtiene F10

ZM1 = O F10(3) = 0 Fl0 = 0

z l: Ton
H

}-a

LR LY
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Al principio de éste método (eecciones). se hicleron dos
recomendaciones para trazar lae secciones hipotéticas en la armadura
(1.Que no existan mas de tres barras en el corte. 2Z.4us las tres barras
en su totalidad no sean paralelas ni concurrentes.) Sin embargo en el
caso de ésta armadura, la seccion H - H eruza cuatro barras en su corte
dicha seccidén se realizd, debido a la facilidad de cédlculo que se
presenta al obtener las fuerzas internas en las barras, tal como ase
indica en el andlisis siguiente:

Mz = O -4(3) + F11(3) = 0 F11 = 4 ton (C)
ZMa = O 7(4) - FB(4) = 0 F5 = 7 ton (C)
En el nudo 7 por EFx = 0 y ZFy = 0 reasulta que Fg = 0

Como se puede obhservar en éste ejemplo, el método de las seccilones,
mediante cortes hipotéticos bien escogidos, nos ayuda a encontrar
directamente el valor de las fuerzas internss en las barras de interés
o barras que simplifiquen el andlisis, reduciéndose al célculo de las
demds barras a un sistema de fuerzas concurrentes (Método de los nudos)
v/0 paralelo; no obstante se pueden realizar cudntos cortes sean
neceaarios y encontrar las fuerzas en cada una delas barras.
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V.- CABLES.
V.1 CABLES FLEXIBLES E INEXTENSIBLES.

Los cables en ingenieria, para su estudio Be consideran flexibles e
inextensibles debido a lo siguiente:

a.~ Flexible por que no es capaz de resistir la flexién y por
consiguiente la fuerza de tensién que actiia en el cable siempre ‘ee
tangente al miemo en los puntoe localizadoe a lo largo de su longitud.

b.- Inextensible por que no se alargan, ya que el cable tiene la
mistma longitud antes y despies de que se ha aplicado la carga, lo cual
estd basado en la configuracion final del cable; esto es, conocida la
geometria de un segmento de cable, se le considera como a un cuerpa ri-
gido.

De lo anterior es establece que: El momento flexionante y la fuerza
cortante en cualquier secclién transversal de un cable son nuloe; slendo

la fuerza normal positiva (tenaén) el unico elemento mecdnico que puede
tranemitir.

Los cables en ingenieria se utilizan en:

1.~ Para soportar y transportar cargas de T

un miembro a otro. - En eastos cosos el peso
del cable usualmente se
2.- Puentes colganteg y poleas de troles. desprecia.

3.—- Como principal elemento que soporta la
carga en una estructura.

4.~ Lineas de transmisién y tirantes para En estoa casos el peso
antenas de radio. del cable puede aser
importante y se incluye
6.~ Gruas de retenidas. en el andlisis.

Los cables @e clasifican segin la condicién de carga que soportan:
a.- Cargas vertlcales concentradas.
b.- Carga uniformemente repartida, segin un eje horizontal.

c.— Carga uniformemente repartida, =egin el eje del cable.
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Antes de presentar el estudio particular de cada cable, que ese
expondra en los puntos posteriores de este capitulo (V.2, V.3 y V.4),
es necesario establecer 1la ecuacidn diferencial de un cable
independientemente del tipo de carga.

Para la obtencidén de la ecuacidén diferencial de un cable, se
tomara la porcidn de un cable sujeta a las fuerzss que se tranemiten &
través de los planos de corte (fuerzas de tensién) y la resultants de
lae fuerzas externas que actian sobre la porcién considerada. {Ver fi_
gura 29)

Figura 29

dy
. De la figura 29 se tiene que: tana = -~ . . . . . (1)
ax

Lag fuerzas T, H y Q mantienen el equilibric de 1la porcién del
cable considerada como cuerpo rigido.

Tomands en cuenta el quinto principio de la estatica (Un cuerpo
deformable estéd en equilibrio, ei y 86lo s8i tods porcidén de &l
considerada rigida se encuentra en tal estado.), el sistema de fuerzas

que obra sobre dicha porcién estd en equilibrio por que sus
coordenadas veactoriales son nulas; esto es:(Ver fig. 30)

"

Figura 30

Le la figura 2 se tiene: tan a = - e e e .. £2)
H

Substituyendos la ecuacion (1) en (2) se obtiene la ecuacién
diferencial de todo cable:



-101-

dy

dx

Q
H
De la adiciédn grafica de los vectores T, Hy Q se tiene:

T = (Q2 + H2)is2

V.2 OBTENCION DE LA ECUACION Y LA TENSION DE UN CABLE PARABOLICO.
Cuando la carga estd uniformemente repartida por una unidad de lon_

gltud, segin un eje horizontal, coneiderando como peso propio una carga
aguivalente & la indicada o no tomdndola en cuenta.(Ver fig. 31)

-2

Figura 31

Partiendo de la ecuacién diferencial de un cable y tomando en
quenta la condicién de carga se tiene gue:

Q= Wx de donde —_— =
dx

Integrando @e tiene que: y =

Para valuar la constante, con relacidn al sistema de referencia en
la figura:

Bi x =0 ¥y =20 por lo tanto cC=0

Quedando la ecuacién diferencial del cable parabélico de‘la
siguiente forma: .



Para un cable con carga parabdlica, conoclendo la posicién de sus
apoyos y las coordenadas de cualquier punto de su eje longitudinal (o
una coordenada cualquiera de su punto inferior),se podrén obtensr sus
reacciclmea, el valor de la tensidén en cualquier punto ¥ su geometria
deneral.

Con relacién al pérrafo anterior, se tienen dos casos distintos,
loe cuales ee analizan de la siguiente manera:

1.- Si ea concce 1la posicién de los apoyos y la de un punto
intermedio cualquiera, el andlisis se realiza como sl fuera un ares da.
tres articulacionea (el cual es isoetdtico). Ver fig. 32

Figura 32

Realizando los disgramas de cuerpo libre de los tramoe AC y BC del
cable, 8e plantea y 8e resuslve un sistema de seis ecuaciones con seis
incognitas (Ax, Ay, Bx, By, Cx ¥y Cy).

2.- Cuando se conoce la posicidn de los apoyos y una cooxrdenads de
relacién entre cualquiera de éstos y el punto inferior del cable. Ver
figura 33.

Figura 33

Al no existir cargas con componentes horizontales, la componente
horizontal, tanto de las reacciones como de una teneidn cualguiera del
cable, permansce constante esto es: H = cte ; que cooresponde al de la
tension en el punto inferior del cable, yva que la pendiente de la
tangente en dicho punto es nula.
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Del planteamiento de las condiciones analiticas de equilibrio, ob_
tenemos eeis ecuaciones, siendo una de ellas H = cte la cual queda
independiente en el sistema, permitiendo calecular la dimensidén faltante
en la pesicién del punto inferior del cable.

Cualguier otro conjunto de datos que se proporclone debe aser
equivalente para que el cable tenga solucidn.

Al obtenerae los resultados de las reacciones, de la fuarza hori
zontal en el punto inferior del cable y sBu geomstria general; la
tensién de cualgquier puntc se calcula:

T = (H2 + (wx)2)ir,2

Ejemplo: Obtener el valor de lae tensiones mAxima y minima.

B, 6J
—— —y d
o ',
A5, 00 I
Om
-4 = x |
& 200 Apde
N Eom N
[ J
Ecuacidén del cable:
w2
y = — P & 9] Xb - Xa = 850 . . . . . . (2)
H -
sustituyende en (1) las coordenadas de A:
2
500 xa 2
- H = 125 xa
2 H .

sustituyendo el valor de (2):

H= 125 (xe - 5002 . . . . . . (3}

sustituyendo en (1) las c¢oordenadas de B:
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500 xu? 500 xu? -
H= P %]
2 H 12

de (3} ¥y (4) se tiena:
2 -
125 (xo - 50)2 = 500 xo / 12

2
Bxb - 1200 xwv + 30000 = O

resolviendo:
x6 =31.7m de {(2) xa = 31.7 - 50 Xa = - 18.3 m
dea (3): H = 125 (31.7 - 50)= H = 42000 kg tensiodn minim.z-x.

1 1/2
T= [(4200)2 + [(500) (317)] ]
Tméx = 45000 kg

V.3 CABLE CATENARIA.

- Considerando un cable sujeto a una carga uniformemente distribuide
a lo largo de su longitud (Véase fig. 34) y la ecuacién diferencial de
un cable {(ver capitulo V.1l) se obtienen lag siguientes expresionesg:

»
4
a8
v
+ £
_

dy ws
—_—=— . ... (1) ds = (dx2 + dy2z)i/2
dx H
ds = [1 + (dy/dx)2 dx]2r2z de = [1 + (wasH)z dx]1sz

dx = das 1 + (we/H)2 ] 22
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de
x ———ne—— + C
[1 + (we/u)g] 1oz
x = H/w senh—1 + ws/H + Ci

Condiciones de frontera:
si; 8 = 0, X =0, Ci1 =0

Sustituyendo noa Queda:

X = H/w Benh-2 + we/H .« . + ¢ « « W -

wx/H = gen h—1 ws/H

wasH = sen h wx/H

= H/w sen h wx/H C e e e e e e

sustituyendo (3) en (1)

dy w X
— = gen h — « v e e e e e e
dx

integrando (4)'

= H/w cos wx/H + Cz
condiciones de frontera: ®i x = 0,

= H/w + C2 L2 = - H/w

es decir: vy = H/w (coe h wx/H - 1)

La ecuacién (5) se denomina “ecuaci6n de la catenaria”

por lo tanto

. (8)

la cual se

puede simplificar llevando a cabo una traslacion.de ejes, quedande la

expresion de la siguiente forma:

vy = H/w cos h wx/H 4 e e e

16)
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v
A-
\_/‘
’/n}
—_— . r
puesto que: T = (HR + w2)ars2 T = [ﬂz + (ws)z] is2

sustituyvendo el valor de (5) nos queda:
T = tl-l2 + (H sen h wx/H)él ir2

de acuerdo con las propledades de las funciones hiperbdlicas:
T =H [(cos h wx/H)J 12
T = H cos h wx/H

considerando la expresion (8)

H cos h wx/H yw e8to es T = wy

Ejemplo: OQbtener la longitud méxima del cable y la tensidn médxima

on este.
. 1000 m '
I
il v
X

s = ¢c sen h x/c v e e e e e e e e - D)
¥y = ccoe h x/c S 8]
T2 WY v e e e e e e e e e e e . 13)
Bi: x = 500 m, ¥y = ¢ + 300 sustituyendo en (2) se tiene:

¢ + 300 = ¢ cos h 50u/se
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c + 300

cos h 8500/c

Para obtener el valor de ¢, se realizaran aproximaciones sucesivas,
de acuerde zon la siguiente tabla:

c | o+ 300 {500/c | coe h 500/c c + 300
€ = e
cos h 5u0/c

500 800 1.0 1.543 515

550 850 0.91 1.444 585

400 700 1.25 1.898 370

450 750 1.11 1.680 448
Para e = 450 m L = 2 Sméx
de (1) L = 2 (450) sen h 5007450
L = 900 sen h (1.11) L = 900 (1.352) L = 1210 m
de la ec. (3) Tmdx = Wymax Tmdx = 5(750)

Tméax = 3750 m

V.4 OBTENCION DE LA ECUACION DE CABLES SOPORTANDU CARGAS CUNCEN_
TRADAS.

Partiendo de la ecuaciaon diferencimsl para todo cable, vista an el
punto V.1; y tomando en cuenta (par2a este subcapitulo) gque la cargs
estad formada exclusivamente por fuerzas concentradas ain tomar en
cuenta el pesc proplo del cable, me tlene para ésta condicidn de carga
la Bigulente expreeicn:

Q= cte = k

de donde dy/dx = k/H
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En la siguiente figura, las unicas cargas que actuan sobre el cable
qQuedan representadas por fuerzas concentradas; para resolver un cable
de éste tipo, es necesario conocer la posicién de tres de sus puntos:
sus dos extremos y cualquier punto intermedio.

Una secuencia de cdlculo conveniente para resolver el cable
mostrado es 1la piguiente:

Ananlizando al cable "5° ge tiene:

Datos: L, H, yx, X1, Pi para i = 1,2,...K....n

El aumento o diesminucidn de datos hace que el cable amea hipdstatico
o hiperestatico, respectivamente.

Incognitas: a) Reacciones enh los puntos A y B (tensionea en las
secciones extremas)

b) Tenaiones existentes en todos los tramos del cable.

¢) Geometria del cable.

Ejemplo: Del cable mostrado en la siguiente figura, sujeto a cargas
concentradas, si ho = 6m, encontrar lcoes valores de: hs, ho, Ax, Ay, Ex,
¥y Ey.
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Par equilibrio del conjunto tenemcs:

ZFx = 0 Ax = BEx . . . . . . . LYY

Mz = 0 Ay(40) - 200(30) - 300(20) -~ 400(10) =0

Ay = (6000 + 6000 + 4000)/ 400 7 . A:.r = 1600/4 = 400 Kg. .
ZFy = 0 Ey - 200 -300 -400 + 400 = © Ey = 500 Kg
Tramo ABC

Me = 0

400(20) - Ax(6) - 200(10) = O

/0w 10m
Ax 4 .
I ” . ‘”I Ax = 1000 Kg
00ty de (1) Ex = 1000 Kg
oy
yo0 %9

Tramo AB
EMm = O
2om -
oo == - 400(10) - 1006(hs) = O
| '\\ s I,; ’ hs = 400071000
g ) he = 4.0 m
Tramo DE
iMp = O
[ - o -0
P vt 1000(hp) - 50Q0(10) =
4,1' ho = 5000/1000
SVo Ay
P-] hp =5.0m

Te = ftex)z + (Ey)F)as2
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Te = [250000 + 1000000] 2,2
______ Ta Te = 1118 Kg
&y
Ero X000 kY
Ta = [tax)z + (ay)2]2s2

Ta = [1000000 + 180000}1/2
Ta = 1077 Kg

/R
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VI, - CONCLUSIONES.

El trabajo de ttsis presentado, para sustentar éste examen profe_
sional de Ingeniers Civil, tiene por objeto el de ayudar a los alumnes
.qun cursan la asignatura de estructuras isostaticasy en el aprendizaje

dea los temas incluidos en el programa vigente de ésta materia.

Las aplicaciones de la estAtica en cualquier carrera de ingenieria,
tiene un lugar muy importante, ya que su estudio proporciona los cono_
cimientos y la formacidn que el ingeniero necesita pa?a 1a solucién de

numerosos praoblemas.

Independientemante de que en la actualidad, se pueden resolver
estructuras estaticamente determinadas con la utilizacion de la
cemputadora, por medio‘de paquetes o a través del enfoque matricialy
para tener &xito en la solucidn de éstas técnicas modernas, se requiere
de un entendimiento amplic de la teoria que ha servido de base para'ln-
concepcidn y solucién de éste tipo de estructuras.

La estatica, coma parte de la mecAnica, contiene los conocimientos
formativos y trata la solucién de problemas relativos a particulas,
cuerpos y conjunto de éstos, sujetos a un sistema de fuerzas en equili_
brio,.

Este trabajo de tésis presenta un estudio enfocado a ¢l analisis
de los sistemas de barras isostdticos, les cuales son %e gran
importancia, debido a que existen en smtructuras de diversas
construcciones asi como en elementos de mAquinas; Aaunado a que todos
los andlisic de un sistema hiperestdtico estan formados por sistemas

isostdticos auxiliares,
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El andlisis de los sistemas de barras isostdticos presentados en
éste trabajo, comprende 1a determinacién de las fuerzas reactivas de
los elementos mecédnicos: Momento flexionante, Fuerza cortante y Fuerza
normaly asi como la reprasentacidn de sus correspondientes diagramas.

El conocimiento y manejo de los elementas mecanicos, as trascen
dente en los cursos posteriores de estructurasy ya que al conocer
las fuerzas reactivas (elementos mecdnicos) en un el.e_per;to estructural
debido a las distintas solicitaciones de carga a que es sometido,
dichos resultados en combinacién con otros procesos de andlisis
(Mecanica de Materiales) se utilizan para diseXar elementos

sstructurales en cuanto a concreto y/o aceroc u otro tipo de materiales.
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