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RESUMEN

En la presente tesis desarrollamos un método, basado en una
matriz de transferencia, para calcular las propiedades épticas de 1los
dispositivos en multicapas conocidos comop superredes. Realizamos un
estudio de las superrades metalicas tomando encuenta todos. los modos
colectivos de propagacién en el interior de estos dispositivos.
Utilizande un modelo hidrodinamico, para describir al gas de
electrones, calculamos y discutimos la extructura de la reflectancia
para varios tipos de superredes. Los efectos de 1a no localidad se
observan al camparar los resultados obtenidos, utilizando el modelao

hidrodinamico, con los que se obtenienen mediante un modelo local.
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INTRODUCCION

Desde la invencién del transistor en los laboratorios Bell, hace
:asizcin:uenta affos, hemos sido testigos de un desarrollo espectacular
en la tecnologia del silicio que ha dado comao resultadeo un incremento
de la densidad de dispesitivos en los circuitos integrados y el
desarrollo de funciones mas complejas. Casi tan revolucionaria como la
invencién del transistor en 1947, fue la invencién del laser en la
decada de los setentas. Asl, Jjunto con la revolucién electrdnica,
hemos visto otra revolucién tecnolégica, la llamada revolucidn
foténica, cuya caracter{stica principal es el uso del rayo laser para
transmitir ‘informacién. Los laseres utilizados en los sistemas
actuales de telecomunicacién via fibra éptica, no estan hechos con
silicio pero si de compuestos semiconductores. Estos compuestos
generalmente estan formados con elementos del grupe III de la tabla
periédica, tales coma Ba, Al y In, junto con elementos del grupo V,
como As, P y Sb.

En los ultimos aflos una tendencia gue ha ganado importancia es el
uso de la teoria cuintica de los sélidos como guia de la ingenieria de
materiales dtiles para los campos de la electrénica y la &ptica. Esta

corriente comenzd con una serie de estudios, realizados por parte de



los fisicos de estado sélido, sobre las propiedades fisicas y 1la
utilidad de semiconductores que no existian. Los fisicos fueron 1lo
sufticientemente realistas para concentrar sus ideas en semicaonductores
que en principio podian existir, aunque no se encontraran en la
naturaleza. Especificamente ellos se enfocaron al estudio de
superredes semiconductoras de estado sélido, es decir, materiales
formados por peliculas delgadas de dos semiconductores con propiedades
electronicas diferentes, colocadas en forma alternada.

Los dispositivos en multicapas son sistemas formados por dos ©
mas peliculas (o capas) delgadas de diferentes materiales en cada
celda unitaria. En este tipo de sistemas, las peliculas se organizan
en forma periddica y al conjunto de capas que forman un periodo se le
denomina celda unitaria. La celda unitaria de estos dispositivos
establece la periodicidad, impuesta sobre la periodicidad atémica, que
determina las propiedades fisicas de estos dispositivos. Si durante la
fabricacidén de cada pelicula los planos atémicos se acomodan en forma
coherente, el mater{al se denomina superred; si dicho orden adicional
no  estd presente se utiliza el término de heteroestructura o
multicapa-. El término de pelicula y capa 1o utiliraremos en forma
indistinta a través de toda la tesis.

Las propiedades electrénicas de cualquisr sdlido (aislante,
semiconductor o metal) dependen de su estructura cristalina®’® y como
las superredes son, en esencia, un cristal artificial con una
periodicidad impuesta sobre la estructura cristalina intrinseca, sus
propiedades electrénicas comparadas con las de loe materiales que las
componen son algo distintas® Mas adelante se comentaran algunas de

estas diferencias.



El proceso de crecimiento de capas semiconductoras cristalinas
donde una oblea determina la orientacién del crecimiento de las capas
es llamado epitaxial. Si el cristal resultante consiste de pelfculas
delgadas de diferentes semiconductores en cada capa, el gproceso es
llamado hetercepitaxial. Entre las técnicas heteroepitaxiatles,
ampliamente usadas para la fabricacién de dispositivos en multicapas,
estan el crecimiento epitaxial en fase liquida, la deposicion quimica
de vapor, y el crecimienta epitaxial ceon haz molecular. En el
crecimiento epitaxial en fase liquida, las capas son crecidas por el
enfriamiento de una solucidén metalica, saturada con 1los componentes
necesarios para el crecimiento de cada pelicula, mientris ésta se
encuentra en contacto con la superficie de la oblea. En la deposicien
quimica de vapor las capas son crecidas mediante la reaccisn de
elementos o compuestos en estado gaseoso con la superficie de 1la
oblea. Estos dos procesos han sido importantes para el crecimiento de
hetercestructuras semiconductoras pero la elaboracién de estructuras
mas avanzadas requiere de técnicas de fabricacidn, tales caomo ol
crecimiento epitaxial con haz molecular bajo condiciones controladas
de alto vacio y la capacidad para elaborar un amplio rango de perfiles
de composicién y dopado. En el crecimiento epitaxial con haz molecular
las capas son crecidas a través de la reaccion de uno o mas bhaces de
Atomos y moléculas de los elementos constitutivos cﬁn la superficie de
la oblea mantenida bajo condiciones de alto vacio. tfa limpiera del
ambiente combinada con una velocidad de crecimiento lenta (el bhaz
deposita materia a una rapidez cercana a una capa de Atomos por
segundo) y el control individual de cada uno de los haces, permiten la

fabricacidén en forma precisa, a nivel atdmico, de hetercestructuras

W



semiconductoras. Este proceso de crecimiento fue desarrollado pE:r
Alfred Y Cho y John R Arthur JrY, en los laboratories Bell en la
década de los sesentas.

Mientras las propiedades electréonicas de los Atomos estan
determinadas por la naturaleza, las propiedades electrénicas de las
superredes se pueden diseffar. Los valores de los niveles de energla
disponibles para los electrones se pueden confeccionar mediante 1la
eleccidn apropiada de los semiconductores y el ancho de las capas. A
este proceso se le ha denominade "ingenieria de brechas electrénicas”™.

Para entender el funcionamiento de astos nuevos dispositivas
semiconductores recordemos algunos de los conceptos de la fisica
cuantica®’® Un atomo aislade cuenta con un numerc de estados de
energla disponibles para sus electrones. Cuando N &tomom se unen para
formar un sdélido, cada estado atémico da origen a N estados
electrénicos del sélida siendo N del orden de 10°°. Ast los estados de
energia son tan numerosos y se encuentran tan cerca el uno del otro,
que se considera gue cada estado de energia del 4tomo individual en un
s6lido se degenera en una banda de energia. E1 ancho de estas bandas
de energia es proporcional al inverso de la periodicidad atémica de la
estructura cristalina del sdélido. Distintas bandas de energla pucden
estar separadas la una de la otra, por una regién prohibida © brecha
en la que no existen estados electrénicos permitidos.

Los electrones de los Atomos de un soélido wvan llepando los
estados electrénicos de menor energia de las diferentes bandas, de tal
forma que los estados de menor energia quedaran completamente llenos.

En un aislante, el numero de electrones dentro del cristal es

apenas el suficiente para 1lenar completamente los estados



electrénicos de cierto numero de bandas de energia. En este tipo de
cristal, entre las bandas llenas y las bandas que quedan vacias se
encuentran una regidn prohibida muy ancha.

En un semiconductor, como en £]1 caso de una aislante, el numero
de eléctrones es suficiente para llenar completamente las bandas de
menor energia. Pero en este caso, la brecha que separa la ultima banda
completamente llena de la primer banda vacia, es angosta y, por lo
tanto, se tiene una probabilidad estadistica apreciable de que los
electrones puedan excitarse térmicamente y pasan de una banda a la
otra. ’

Fipalmente, en un metal el numero de electrones no es suficiente
para llenar la banda de energia mis elevada, quedando por lo tanto
parcialmente llena. LDE electrones en esta banda pueden comportarse
como electrones libres.

En una superred, dabido a que su peripdicidad se superpone a 1la
periodicidad atémica del cristal, las bandas de energia del sélido se
dividen en una serie de minibandas y el ancho de cada minibanda guarda
una relacidn inversa con ¢l pericdo de la superred. De alll que, el
ancho de cada minibanda se pueda confeccicnar variando el periodo de
la superred; el aH:hn se incrementa con el decremento del ancho de las
capas del semiconductor. »

Cuando un campo eléctrico se aplica a un sélido, las bandas de
energia sufren una inclinacién y ins electrones en dicha banda son
aceleradaos. Devido a la inclinacidn que sufre la banda de energia, los
electrones, también, son proyectades hacia el 1imite superior de
energla de dicha banda donde son reflejados cayendo en un estado de

energia menor a partir del cual son nuevamente acelerados. Es asi como



realizan una serie de oscilaciones conocidas como oscilaclones de
Bloch. Si la banda es muy ancha los electrones perderan enérgxa antes
de alcanzar el limite superior y, por lo tanto, las oscilaciones de
Bloch resultaran indetectables.

Debido a que el ancho de las minibandas en una superredes es
menor que el ancho de las bandas de energia en los soélidos, estas
proveen el ambiente ideal para la deteccién de las oscilaciones de
Bloch, las cusles son indetectables en cualquier sdlido qua se
encuentra en la naturalezal

Las superredes semiconductoras estudiadas se fabrican, por lo
regular, con dos semiconductores de diferente brecha. En  la practica
el semiconductor con la brecha mis pequeffa puede ser un material como
arsenuro de Galio (BaAs) y el atro, con la brecha mias grande, el
arsenuro de galic aluminioc (GaAlAs).

Algunas de las propiedades de las superredes soa muy exoticas.
Ejempla de ello es el paraddjico decremento en la corriente eléctrica
con el incremento del voltaje y el tiempo de vida de los electrones
libres por periodos de horas en lugar de nanosegundos. La prediccion
de tales propiedades antes de que las superredes existieran es un
indicador del progreso en la fisica del estado s6lido?

En la actualidad las esperanzas de 1los fisicos se han  hecho
realidad, es decir, 1las superredes se pueden fabricar con gran
precisién y las propiedades de las superredes han confirmado las
predicciones de los invastiéadnres.

La primera superred semiconductora propuesta en 19780 por Leo
Esaki y Ray Tsu del centro de investigacién Thomas J. Watson de IBM

fue fabricada unos alos mas tarde, por ellos mismos, ‘utilizanda el



proceso de crecimiento epitaxial de haz molecular.

Esta superred exhibe una resistencia negativa, por lo que se
puede utilizar como un elemento active en un generadar de pndas
electromagnéticas. A diferencia de otros dispositivos de resistencia
negativa, las superredes pueden reaccionar en forma muy rapida a los
cambios de voltaje. Por ello, bien podrian generar radiacién de
microondas con longitud de onda menor que un milimetra’®

Hasta 1978, la mobilidad de 1los portadores de carga en
hetercestructuras era extremadamente baja. Fue entonces que Ray
Dingle, Art Gassard y Horst St&rmer:" trabajando en los laboratorios
Bell, introdujeron el dopado en este tipo de estructuras, logrando una
mayor mobilidad de los portadores. Como resultado de dopar las capas
de arsenuro de galio aluminio de la superred semicontuctora se obtuve
una mayor mobilidad de los portadores comparada con la mobilidad de

. dichos portadores en un material uniformemente dopado. Esta alta
mobilidad de los portadores surge de una separacidn espacial entre los
portadores de carga y los 4tomos de impureza, de los tuales ellos se

‘1t En este caso, nuevamente el experimento confirmé la

nriginanf
prediccién. Hoy parece que en laboratorios de E.U., Europa y Japon se
estan logrando nuevos records en la mobilidad, a través de mejores
disefins y técnicas de crecimiento de cristales. Una caracteristica de
la modulacidén del dopado de la superred es el gran incremento de 1la
conductividad en direccion paralela, a las capas de la estructura,
comparada con la conductividad perpendicular. Esta caracteristica
conduja, en muchas universidades y laboratorios industriales, entre
los que destacan los laboratorios Bell, Fujitsu, Thomson CSF, IBM,

North American Rockwell, Hewlett Packard, TRW, Honeywell, Universidad



de 1llinois y Cornell, a la fabricacidn de transistores de efecto de
campo, con modulacién del dopada.

Estos transistores de efecto de campo se caracterizan por una
alta velocidad de conmutacién y bajo consumo de potencia. A 77°K en
los laboratorios Bell'! se ha registrado un tiempo de conmutacién de
11 ps y un consumo de potencia de 1.3&6 mW/compuerta. Tales
transistores probablemente son la base de los circuitos digitales, de
arsenuro de galia, de alta velocidad.

Hace algun tiempo, en 1los laboratorics Ffujitsu de Japén, se
mostré una memoria dinamica de acceso aleatorio de 1 Kbit con un
tiempo de acceso menor de un nanosegundeo y en las laboratorios Bell,
Shin Shem Pei y sus colaboradores han desarrollado un circuito divisor
de frecuencia de 10 GHz?®

Los resultados anteriores fueron obtenideos en dispositivos canal
n. Stérmer y Gossard, obtuvieron un  incremento significativo de 1la
mobilidad de los huecos en superrades con modulacién de dopado tipo p.
Esto abrid la posibilidad de la existencia de 1ld4gica complementaria
basada en transistores de canal n y p, de baja potencia con wuwna alta
transconductancia’®

Otro tipo de superred semiconductora que ha tomado importancia
por sus propiedades es la superred formada por un arreglo periédico de
capas dopadas n y p, separadas por capas intrinsecas del mismo
semiconductor sin dopar. Como estas capas son denominadas- i, tal
superred es un cristal con una celda unitaria n-i-p—-i.

Klaus Ploog del Instituto Max Planck para fisica del estado
sé6lido de Stuttgart, fue el primer investigador que realizéd el

crecimiento de una superred como esta, utilizé una oblea de arsenura



de galio, Atomos de silicio come donadares, y los Atomos de berilic
como aceptores. €1 método de creciemiento fue el epitaxial con bhaz
molecular y las propiedades &pticas fueron probadas en un experimento
hecho por H. Kinzel, Ploog, J. Knecht y Gottfried. La absorcién de luz
por una superred dopada genera portadares de carga con tiempos de vida
de mas de 1,Q@@0 segundnsf tas superredes dopadas estidn siendo
examinadas debido a que pueden ser ttiles para la fabricacién de
detectores ¢pticos, moduladeores de luz y sistemas electroénicas gque
procesan rayos laser?-?®

Las superredes de estado sélido son mas que un juguete para 1los
flsicos de estado sélida. En mi apinion las superredes
semiconductoras, y particularmente las superredes dopadas, representan
una clase nueva de semiconductores que tendra un impacto, no sélo en
la fisica del estado sé¢lido, sino también, en el futuro de 1a
tecnologla electrénica.

Asi también, se han empezado a fabricar superredes metilicas, es
decir, estructuras - donde los elementas constitutivos na son
semiconductores sing metaleé. Cabe seMalar que en el laboratorio de
Ensenada del Instituto de Fisica, se contarA préximamente con un
equipo de crecimiento epitaxial para la fabricacién de superredes
metalicas. De esta clase de superredes se ban realizado algunos
estudips sobre agquellas, cuyos elenentos constitutives tienen
prapiedades magnéticas.

Las peliculas magnéticas delgadas que se magnetizan
preferentemente en una direccidén perpendicular al plano de la pelicula
se dice que presentan una anisotropia magnética perpandicularfz un

ejemplo popular de ello son las peliculas Co€r cuya anisotropia tiene



su origen en su estructura cristalina. Por la posible aplicacién que
este tipo de peliculas podrian tener en relacién con la grabacidén
magnética de alta densidad de informacidén, son actualmente de 4gran
interés.

Nuevamente, en este caso las estructuras en multicapas presentan
la ventaja de que la anisotropfia magnética se incrementa por la
existencia de anisotrop{a en las interfaces!® Esto fue demostrado
recientemente por Carcia, Meinhaldt, y Suma" por lo que a multicapas
respecta y por Draaisma, den Broeder, y de Jongrz“ en lo gue a
superredes fabricadas por deposicidén de vapor se refiere. En ambos
CAS0S, lal direccién preferente de magnetizacién, para una capa de Co
con un espesor mencr de 8 A, llega a ser perpendicular al plane de 1la
pelicula.

Otra gropiedad interesante, de este tipo de estructuras, es el
efecto magnético-dptico Kerr:s el cual es de interés para la lectura
éptica de informacion almacenada magnéticamente en &iscns borrables de

audio y video!®

Para estas aplicaciones se requiere de un valor grande
de la rotacién Kex;r, el cual se puede obtener con las superrede‘s
debido al fendmeno de resonancia cerca de la frecuencia caracteristica
de los metales que la forman, denominada frecuencia de plasma, que
tiende a incrementar el valor de la rotacién Kerr:® Otras de 1las
aplicaciones del efecto Kerr es la observacién de dominios
micrus:épicas” vy el estudio de estructuras de una peli:ulaf'

Las mediciones magnético-dpticas son también una importante
herramienta en el estudio de las propiedades magnéticas vy la

estructura electrénica de los materiales magnéticos.

Las mediciones de reflexién dptica se pueden wutilizar para
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determinar los elementos diagonales del tensor dieléctrico. Sin
embargo para varios compuestas se tiene la desventaja de que el
espectro de reflexion no muestra una estructura fina vy, como
consecuencia, la informacién obtenida de é4ste, referente a la
estructura electrénica, no es muy detallada. En contraste con lo
anterior, el efecto Kerr es una técnica diferente, que muestra una
estructura mAs fina, en particular, de los compuestos de las tierras
raras y los metales de transicion®® %2

Por lo anterior, hoy en dia existe un gran interés en las
propiedades gléctri:as y ¢pticas de las estructuras metilicas en
multicapas. Puesto gque el entendimiento del espectro de excitacidn de
ondas de superficie y de bulto en el interior de tales estructuras es
esencial en la prediccién del funcionamiento de dispositivos
incorporando &stas, resulta ttil 'un tratamiento tedrico completo.

Cuanda la 1luz incide con upa componente del campo eléctrico
normal a la superficie de un cenductor, esta componente del campo
empuja a los electrones de conduccisdn lejos de la superficie, creando
con ello un excesoa de carga. Cuando 1la frecuencia o de 1la 1luz
incidente es mayor que una frecuencia caracteristica del conductor,
1lamada frecuencia de plasma y denctada por Wy esta fluctuaciédn de. la
densidad puede propagarse como una onda longitudinal, tomando energifa
de la onda incidente. Es asl como dicha componente del campo eléctrico
puede acoplar ondas longitudinales de bulto en la interfaz y modificar
el valor de la reflectancia opti:n? fungue los efectos de las ondas
longitudinales u ondas de plasma scobre las propiedades &pticas de un
conductor semi infinito son usualmente pequer"{nsf3 éstos san

incrementados por resonancia en peliculas delgadas, cerca de la
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frecuencia en 1a cual el ancho de 18 pelicula es un maltiplo
semientero de la longitud de onda del plasmén. Farrel1?* y Sternza
fueron los primeros en predecir este acoplamiento resonante con ondas
de plasma guiadas en peliculas delgadas. Lindau, Nilsunz6 y AnderegQZT
fueron los primeros en observarlo y Melnynk y Harrison fueron los
primeros en sefalar la importancia de la no localidad o dispersidn

espaclal para el entendimiento correcto de este a:nplamiento?'

Numerosos estudios de este efecto han sido realizados usando teorias

hidrodinami:agf’"" semiclasicas®? y teorias microscédpicas de muchos
cuerpos?®??
Puesto que el acoplamiento de ondas longitudidales y

transversales es un efecto de interfaz, éste resulta incrementado en
superredes, ya que en ellas el area interfacial es proporcional al
volumen?®
Los modos normales en las superredes metilicas presentan una rica
estructura la cual incluye lo siguiente: (i) plasmones de superficie
que se propagan en cada interfaz y se acoplan entre ellos por la cola
de sus campos évanescentes, dando lugar a un modo colective de
propagacién en el interior de la superred, (ii) o©ondas guiadas
longitudinales reflejadas internamente en las capas mAs densas
acopladas por el campo evanescente en dichas capas, (iii) ondas
transversales en ambas clases de capas unidas en sus interfaces (iv)
plasmones guiados en las capas metilicas menos densas unidos par ondas
evanescentes transversales propagandose en las capas mis densas, etc.
Los primeros modaos mencieonados arriba y su  interaccién con
pruebas extensas (tales como dispersidn Raman®?) han side estudiados

en el limite no retardado para superredes Tfinitss, infinitas vy
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semiinfinitas?®"4® La praopagacién de las ondas transversales en

sistemas en multicapas se entiende ampliamente y es de suma
importancia en el disefio de espejos dieléctricos, interferémetros vy
capas antireflejantes para elementos apticns?'“ Hace algun tiempo,
Eliasson®! realizéd un estudio de los modos surgidos del acoplamiento
de plasmones evanescentes y guiados en una superred metal-metal con
dispersion espacial ignorando el retardo. Los efectos de la dispersidn
espacial también han sido considerados por Agranovich y Kravstov3° que
obtienen expresiones, dentro de una aproximacién del medio efectivo,
para el tensor dieléctrico macroscépico de una superficie hecha de
capas muy delgadas de semiconductores exciténicos. 8in embargo, 1los
modos surgidos del acoplamiento entre los plasmones y las ondas
electromagnéticas transversales en superredes, . no han sido
investigados previamente.

El propésita de esta tesis es el estudio teérico de 1los modos
electromagnéticos y las propiedades d&pticas de las superredes
metilicas, tomando encuenta retardo, dispersién espacial de las capas
metalicas, propagacién de plasmones de bulto y su  acoplamiento con
ondas transversales en las interfaces.

Desarrollamos una naovedosa aproximacidn al prnblema‘.z"s que
consiste en la construcecidn de una matriz de transferencia de 4x4 que
relaciona el campo electromagnético en una interfaz con el campo en l;
siguiente interfaz equivalente. Esta matriz difiere de la matriz de
transferencia estandar, que se utiliza en éptica de multicapas, en que
la nuestra considera las ondas de plasma en el interior de 1la
superred. Las propiedades &pticas de la superred, tales como 1la

reflectancia, se obtienen en términos de los elementos de la matriz de
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transferencia sin ninguna necesidad de calculos adicionales. Puesto
que en esta tesis concentramos nuestra atencién en la propagacidén de
plasmones y su acoplamiento a ondas transversales en superficiés‘
metilicas, usamos un mddelo hidrodinAmico y una condicién particular a
la frontera de origen no electromagnético. Por lo tanto ignoramas
varios fenémenos de superficie" los cuales pueden ser resaltados en
superredes y los cuales deberfan ser considerados en cAlculos mas
realistas. Los resultados de la presente tesis pueden ser considerados
el término de orden cero de un cdlculo perturbativae, donde el
parametro de perturbacién es de tamafio pequefo en la regidn
superficial donde nuestra descripcidén de los campos no es exactat®
A continuacién se indica como se encuentra organizada la tesis.
E} capitulo 1 lo dedicamos a un repaso de las matematicas del
movimiento ondulatorio. En este capitula estudiamos las ondas planas
monocromaticas y la ecuacidn de onda. En el capfitulo 2 recaordamos las
leyes del electromagnetismo y la ecuacién de onda para las ondas
electromagnéticas en el vacio. En &l capiftulo 3 hacemos un estudio de
las funciones de Fespuesta y desarrollamos dos modelos de respuesta
para metales, el modelo de Drude y el modelo hidrodinamico. También
abtenemos la relacidn de dispersidn para las ondas electromagnéticas
en metales, y utilizando los dos madelos anteriores, encantramaos 1la
solucién de las ecuaciones de Maxwell en un metal. El capftulo 4 1o
dedicamos al estudio de los medios inhomogéneos. Introducimos el
concepto de impedancia de superficie y con base en &1 obtenemos 1las
formulas de Fresnel. También generalizamos el tegrema de 1la energila
para un sistema con dispersidén espacial, discutimos las condiciones a

la frontera y mostramos la necesidad de las condiciones adicionales a
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la frontera para la solucidn de un sistema con ondas longitudidales.
En el capftulo $§ estudiamos 1las ondas de superficie on medios
semiinfinitos y en peliculas delgadas. En el capitulo é describimos la
tenria de la matriz de transferencia para superredes metalicas locales
y la extendemos para incorporar oscilaciones longitudinales en
superredes no locales. En este capitulo, calculamos las relaciones de
dispersién de los modos electremagnéticos colectivos de las superredes
infinitas. En el capltulo 7 obtenemos las férmulas de la reflectancia
de distintas superredes semiinfinitas, estas férmulas son las que
utilizamos para el calculo de los resultados numericos que se discuten
en el capltulo 8. También realizamos el calculo del flujo de energia
transmitida al interior de la superred.

En el capftulo 8 mostramos los resultados numéricos para las
propiedades Spticas de la pelicula metalica, de ia superred
.aislante-metal no local, de la superred metal local-metal no local vy
finalmente, de la superred metalica no local. En el capftulo ? se

discuten las conclusiones generales de este trabajo.
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CAPITULO 1

MATEMATICA DEL MOVIMIENTO ONDULATORIO

Una onda electromagnética es uno de varios procesos fisicos que
se puede describir empleando las matematicas del movimiento
ondulatorio. En este capi{tuln repasaremos algunas de las técnicas_
matemiticas necesarias para tratar problemas en dptica. Comenzaremos
con el estudio de las ondas planas, después mostraremos l1a
representacién de las ondas sinusaidale‘s caon numérns camplejos vy
haremos una clasificacion de las ondas de acuerda con la ‘dire:clﬁn en
la cual se prbgﬁ:e la perturbacién y finalmente obtendremas 1la

ecuacion diferencial de ondas escalares y vectoriales.
1.1 Ondas planas

Entederemos por onda una perturbacién que se propaga a través del
espacio. La naturaleza especifica de la perturbacién ne es por el
momento importante. Podria ser la magnitud de un campo eléctrico o

magnético asociado con una anda electromagnéticaf”
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La onda plana es aquella en la cual la perturbacién se propaga en
una sola direccion y los puntos del espacio con wuna misma fase de
movimiento forman un plano perpendicular a la direccisn de
propagacién. Como la perturbacién estd en movimiento, la onda debe ser
dascrita por una funcidén tanto de la posicién ¥ como del tiempo t y se
puede escribir por consiguiente camo f(?,{). Pero, ¢C¢m6 debera ser la
dependencia de la funcién f(7,t) en las variables espaciales y el
tiempo?.

La forma de la perturbacion en cualquier instante, digamos t = @,
es una funcion de la posicidn f(;’t)'uo = f(F.B) = p(f) que
representa la forma o perfil de la onda en ese momento. Esto es
anilogo a tnﬁar una fotografia de la perturbacién que va viajando.

Consideraremos ondas cuyo perfil no cambia a lo lérqn de un plano
perpendicular a la direccién de propagacién. Es decir, el valor de 1la
perturbacién sera el mismo para todo punto en dicho plano. Recordandao
que la ecuacién de un plano perpendicular a un vector dado, es de 1la
forma

RP = «a (1.1)
donde K es un vector normal al plano y, en =1 caso de una onda, en la
direccién de propagacidn de la perturbacidn y a es una constante.

Si damos diferentes valores a &, lo que abtenemos son diferentes
planos perpendiculares a R. Como la funcién de onda debe tener un
mismo valor para cada punto de un mismo plano, la funcién de onda
puede expresarse como funcidén de a. Entonces tenemas

f7(F e = fleyt)| o= Rla) = pR-#). €1.2)
En cualquier plano en el cual a es constante, 1la fase es

canstante y también lo es f(F’t)Iz-o = Pla).
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Para hacer que las cosas se muevan, debemos introducir ahora la
dependencia en el tiempo. Es decir, al transcurrir el tiempo el valor
que la perturbacién tenfa en un determinado plane habra :ambiadP, y
puesto que la perturbacién se propaga con un perfil constante en la
direccién del vector E, dicho wvalor 1o encontraremos en un plano
posterior con un valor de « distinto. Por lo tanto, la dependencia en
el tiempo debera restarse a la dependencia en «. Utilizando 1la forma
mas sencilla de dependencia que es la lineal, finalmente, la funcidén
de onda plana se puede escribir como

fla - wt) = F(R-F - wt). 1.3)

Esto es, si nos localizamos en un  plano, sobre el cual o es
constante, entonces la perturbacién cambiara solamente en funcién del
tiempo, avanzando en la direccién del vector . Como conclusién, la
dependencia de la funcion de onda en # ¥ en t deberi aparecer como una
unidad, la cual se denomina fase.

La velocidad de fase de una onda plana es equivalente a la
velocidad de propagacién de los frentes de onda, que para una onda
plana son laos plar;us de fase constante. La componente escalar de # en

la direccidén de R es
o

k'r
o= e 1.4
%] )

La perturbacién en un frente de onda es constante, de manera que
después de un tiempo dt, si el frente se mueve a lo largo de R una
distancia dr, debemos de tener

£H(F + df,t + dt) = f(F,t), . (1.5)

es decir

hd - ark P-4
R # o — - e (e +dt)) = FRE - wt). (1.6)
1Ky
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Por consiguiente

|R] dr = w ot (.7
y la magnitud de la velocidad de la onda dr/dt es
dr -
3E = E— = |V|. {1.8)
Finalmente, en forma vectorial, tenemas
- w R
T o —— (1.9)
IF] 4R}

1.2 Ondas planas monocromaticas

Hasta ahora no hemos dicho nada sobre el perfil o farma de la.
onda. Consideraremos ondas cuyo perfil es una funcién sinusoinal por
dos razones; primero, fisicamente las ondas sinusoidales se pueden
generar en furm; relativamente facil usando alguna forma de oscilador
arménico y, segundo,cualquier forma de onda se puede sintetizar par
una superposicidn de ondas sipusnidales, usando analisis de Fourier?
Entonces la funcién de onda la podemos representar como

fT(,t) = H(F-F - ot) = A cos(f ¥ - wt + &), (1.19)
donde A es la ‘amplitud de la onda y la cual puede ser un escalar o un
vector, E es el vector de onda, w su frecuencia y & la fase inicial en
el origen,

Este tipo de onda es periddica tanto en el espacio como en el
tiempo. El1 periodo espacial se conoce como longlitud de onda y se
denota por A. Si nos desplazamué una distancia X en la direccién del
vector ¥ el valor de la onda resulta iqaltzrado. Es por ello que 1la
magnitud del vector de onda se relaciona con la longitud de aonda - a

través de
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|R] = 2rsn. (1.11)

En forma complztamente anidloga, el periodo temporal T de la onda
se relaciona con la frecuencia angular © a través de

w = 2n/T. (L.42)

El perfodo temporal T es la cantidad de tiempo gque le toma a una
oscilacién completa pasar un abservador estacionario.

En el anilisis de circuitos eléctricos es mas util representar a
cantidades fisicas oscilantes como el valtaje y la corriente por medio
de numeros complejos, llamados fasores. En forma analoga, es mas atil
usar una representacién de ondas con numeros compleios ya que nos
ofrece una descripcién matematicamente mas simple.

La férmula de Euler,

Aetf= Acose + ifsend, {1.13)
permite escribir la ec. (1.10) como
t(R-P-mt))_

f(¥,t) = Re(Pe (1.13)

donde introdujimos la amplitud compleja A -——nﬁefb
Esta es la representacién compleja de la funcién de onda. Se ha
elegido arbitrqriémente la parte real para representar a la onda,
aunque cualquier parte se podria escoger para describir una onda énnv
un perfil sinusoidal.
Al realizar los cidlculos matemiticos se écastumhra utiljizar 1la
funcién de onda en la forma exponencial compleja,
£(F,8) et (F-iot) (1.15)
con el fin de sacarle partido a 1la facilidad de manejo de las
exponenciales complejas. Sélo después de llegar a un resultado final,

y solamente si deseamos representar la onda verdadera, necesitamos

tomar 1la parte real la cual nos dara el resultado correcto mientras
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realicembs operaciones lineales exclusivamente.

Sustituyendo la funcién de onda {1.15) en la ecuacién de onda,
que varepus en la siguiente seccidén, se puede demostrar que estia es
efectivamente solucidn de dicha ecuacién. Este tipo de representacién
de la funcién de onda se usa ampliamente en mecanica clasica,
cuantica; y también en optical

Ahora que tenemos una expresién matematica para una forma de
onda, realizaremos una clasificacién de las ondas de acuerdo con la
direccisén en la cual se produce la perturbacién.

Exigten dos tipos generalesv de ondas vectoriales. Cuando 1la
direccién de la perturbacién es paralela a la direccisn de propagacién
se dice que la onda es una onda longitudinal, y si 1la perturbacién
ocurre en direccién perpendicular a la direccién de propagacidén,
entonces, se dice que la onda es una onda transversal. La naturaleza
fisica de una onda longitudinal es, en general, diferente a la de una
onda transversal. Una onda longitudinal plana sinusoidal se puede
representar como

~

. e
F(F,t) = ake*lk Tret)

(1.186)
~

donde k es un vector unitario en la direccién de K y A es una amplitud

escalar.

Si la onda es transversal, entnnc_es, para que este completamente
definida, se requeririd una amplitud vectorial. Si la direccién en 1la
qQue se produce la perturbacion no varia, se dice que 1la onda es
linealmente polarizada o que tiene polarizacidn plana. En este caso,
el movimiento ondulatorio estara confinado a un plano fijo llamado
plano de vibracidn. La importancia de este tipo de onda, estriba en

que, cualquier onda transversal se puede descomponer en dos ondas
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linealmente polarizadas mutuamente urtugunales? Una onda plana
transversal sinusoidal polarizada plana estara representada como
R -P-ut)

»

- -
F(F,¢) = Ae (1.17)
3

donde £~; = 9. ; es un vector complejo constante cuya parte real A° e
imaginaria ; son colineales, su médulo nos da la amplitud de ; Yy su
argumento nos da la fase en el origen (r = ;) y t = @.

Finalmente, podemos ilustrar que una de las ventajas de trabajar
con ondas planas es que las operaciones diferenciales se transforman
en operaciones algebr&icas. Por ejemplo, consideremos la funcién
;(F,t) que nos representa una onda plana y calculemps el rotacional de
-

F, esto es,

o oF
z _ Ty
. ay oz iksz - 1k=Fy
vxF= {F, &, = { ik F - ik F
—x - 2Fx xFx
oz ox ik F_ - ik_F
oF aF x y Y x
Y x
ax oy
-
= iR x F. (1.18)

De aquf, observamos que el operador ¥ es equivalente a ii,’ 1o
cual es un resultado general. Se pueden deducir las identidades,

VK e Qi x (1,19)

7 ¢ —— ik (1.20)

Si derivames la ec. (1.17) con respecto al tiempo,
-
L -
-— = —iw F. (1.21)
at
Podemos obtener las identidades,
g M e : (1.22)
at
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S dt ———— 1/ (-iw). (1.23)

Estas identidades nos seran utiles cuandso trabajemos con ondas
planas. En el desarrollo de esta tesis unicamente trabajaremos caon
ondas planas sinusoidales linealmente polarizadas y manejaremos 1la

representacion exponencial compleja de este tipo de ondas.
1.3 Ecuacién de onda.

Recordando como es la dependencia de la funcién de onda plana en
P y en t, podemos desarrollar 1la forma general de la ecuacién
diferencial de onda escalar tridimencional homogénea. Consideraremos
que f es una funcidén escalar y definiremos una variable auxiliar
p=RP - at, (1.24)
como el argumento de la funcidén de onda. ’

Calculemos el gradiente y la primera derivada con respecto al

tiempo
vt = 2 ko =2T¢ (1.25)
ap 20
y
af ot % ., 2t (1.26)
ot op ot op
De las ecs. (1.25) y (1.26) se obtiene,
vt=2[—£.°l . (1.27)
w at

Como el valor inicial de la amplitud de la perturbacién y su
velocidad inicial son arbitrarias, as{ como la direccion de
propagacién, necesitamos una ecuacidén diferencial de segundo orden.

Derivando nuevamente con respectc al tiempo y tomande la divergencia
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del gradiente, tenemos

2
v~vf=v-[."_“]R=|?-£’_Vf=£"’_.[£’_f.z]=2_:[2-z], (1.28)
dp ap ap -1 g’
Y
z 2
g—tnﬂ_[—wﬂ}xuz-‘,—:. t1.29)
YL 20 a9
2%+
Daspejando —, en la ec. (1.29) y sustituyendo en (1.28), tenemos
Ip’
3 2 L3 2
Wt o= (BB &L o @Ry Lo0Tf o (R 2T, (1.30)
20" w® at® W o?
Yy como
- w
Vi = — (1.31)
IRy
finalmente,
2
N S (1.32)
- 2z
lvlz at )
Esta es 1la ecuacidn diferencial de una onda escalar

tridimensional hnmngéneaf La funcidén de onda plana dada por la funcioén
(1.15) es una solucién particular de la ec., (1.32) que tiene otras
soluciones fisfcamente interesantes tales como las ondas esfericas?
Consideremos ahora una funcidén vectorial ; que Se propaga coma
una onda. Entnnées, cada una de sus componentes cartesianas obedece
una ecuacidn como la (1.32), lo cual se expresa matemiticamente como,
o .
vir = L OF (1.33)
.;Iz ot

Esta es la ecuacidn de onda vectorial tridimensional homogénea.

De todas las ondas tridimensionales, solamente la onda plana se
mueve a través del espacioc con un perfil que no cambia. Entonces es
tlarc que la idea segun la cual una onda es la propagacién de una

perturbacién cuyo perfil no se altera, es algo limitada. Esta
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dificultad se puede vencer extendiendo nuestra definicisn de una onda
a cualquier solucién de la ecuacion de onda tridimencional; aunque en

el desarrollo de esta tesis unicamente consideraremos ondas planas.
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CATIPULO 2

ECUACIONES DE MAXWELL

Para estudiar las propiedades épticas de un sistema se necesitan
conocer las ecuaciones de Maxwell que describen el campo
electromagnético. Debido a esto, en este capitulo revisaremos la
teoria del campo electromagnético de Maxwell y obtendremos la ecuacidn

de onda para las ondas electromagnéticas en el vaclo.
2.1 Campo eléctrico y campo de induccidn magnética.

Sabemos por experimentos que las cargas eléctricas experimentan
una interaccién mutua. Como una posible explicacidn podemos proponer
que cada carga esta rodeada de algo llamado campo eléctrico y que la
carga interactda directamente y localmente con el campo eléctrico en

el que esta sumergida? Entonces, si una carga g experimenta una fuerza
-
F

-

-
F: = QqE . También sabemos que una carga en movimientn puede

-
£ el campo eléctrico E en la posicién de la carga esta definido por

-
experimentar una fuerza F“ que resulta ser proporcional a su velocidad
-

V, ¥y perpendicular a la direccion del movimiento, por lo que se define
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- - q =
otro campo llamado induccién magnética B tal que F“ = - V¥V x B. Si
[~

-

ambas fuerzas ocurren simultaneamente se dice que la carga se mueve en
- - -
una regién ocupada por un campo electromagnético, donde F = qE + — V x
c

;es 1lamada fuerza de Lorentz. Como sabemos, los campos eléctricos
son generados por cargas eléctricas y por campos magnéticos variables
en el tiempo. A su vez los campus magnéticos son generados por
corrientes eléctricas y por campos eléctricos variables en 21 tiempo.
La interdependencia entre E y ; es el punto clave de la existencia de

las ondas electromagnéticas.
2.2 Ley de Gauss Celéctricad

La ley de Gauss establece, que el flujo del campo eléctrico E a
través de una superficie cerrada 5§, seri proporcional a la carga total

4,8

@ encerrada por dicha superficie,’’ es decir

- -
§ E-dS = ann. (2.1)
& .

Si dentro de la superficie hay una distribucién continua de carga

entances

PO
$E- 095 = an ([f pLaV, (2.2)
8 v

donde Py @3 la densidad volumétrica total de carga y V es el volumen
encerrado por S.

La expresioén integral anterior nos da una caracterizacidn global.
Es mas comin dar una caracterizacién local, o sea, transformar la
expresién an‘teriur‘ a una expresidén diferencial, para lo cual

utilizamos el teorema de la divergencia que dice,
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. . -
$E-dS = [f[ 7-E av. (2.3)
s v

Sustituyendo (2.3) en (2.2) se obtiene

V-E av = 4n o, dv, (2.4)
v v T

y como el volumen V de integracién es arbitrario,

-
V-E = 4np,_. (2.5)
2,3 Ley de Gauss (magnéticad

No se conoce una caontraparte magnética de la carga eléctrica, por
que nunca se han encontrado polos magnéticos aislados de manera
reproducible. A diferencia del campo eléctrico, la fnduccison magnética
; no diverge o converge hacia alguna clase de carga magnética. En
consecuencia, el flujo de la induccidén magnética a través de una

superficie cerrada S serad igual a ceru:'.

PN
§ B-as = 0. (2.6)
s
Haciendo uso del teorema de la divergencia
- . -
§ B-ds = [f[ v-B dv, (2.7)
A v
obtenemos
-
v-B = 0. 2.8}

2.4 Ley de Faraday

-

Al variar el flujo Q. del campo de induccién magnética B a través
de una area A (abierta) rodeada por un circuite conductor cerrado, se
genera una corriente eléctrica alrededor del circuite. El1 fluio !. del

-
campo de induccidén magnética B en una superficie A esti dado pnr"'
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-
g, = §ff, Bros. 2.9
La corriente eléctrica es resultado de la existencia de una fuerza
electromotriz fem que, a su vez, estid dada en términos del campo
-
wléctrico E por

-
fem = § €.d1, 12.10)
c

donde la curva cerrada C es el perimetro de A y corresponde al
circuito conductor el cual supusimos inmévil. Faraday descubrid que

1 dQ'
fem = = - a—e, (2.11)

donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, Sustituyendo (2.9) vy

{2.10) en (2.11) se obtiene

- - 1 d -
$EDL = - - {f B-dS. : (2.12)
c c dt A
Haciendo uso del teorema de Stokes, Segun el ctdal
. - - -
$Ea1 = [f9xEds, (2.13)
c A
donde A es el area encerrada por C, obtenemos que,
- - 1 a - .
ff9xEas=~_"_ ffB-as. (2.14)
a c dt A

Puesto que el Area no depende del tiempo, o, mejor dicha, la
superticie no cambia al transcurrir el tiempo, entonces podemos

derivar dentro del signo de integral,

“ - 1 om
ff o xEds = -~ - ff =-uas, (2.15)
A c A 3t

y como el &rea A es arbitraria, los integrandos wmismos deben

coincidir,

- F g

vxeE=- 8, (2.16)
c at .

La expresién anterior nos dice que un campc magnético variable en el

tiempo produce un campo eléctrico.
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2.5 Ley de Ampere-Maxwell

Al fluir una corriente eléctrica a través de un conductor se
produce a su alrededor un campo magnético perpendicular a la direccién

de flujo de la corriente. La relacién cuantitativa entre la corriente

-
eléctrica LT y el campo de inddccién magnética B se representa coma**®
. - A4g
§ Bl = — g (2.17)
e c
-]
. 4n - -+
4; B-dl = __ ”‘ d.-ds, (2.18)
. e c A

donde JT es la densidad total de corriente y c es la velocidad de la
luz en el vacio. Esta ecuacién se conoce como ley de Ampere. Este tipo
de formulacién se debe a Maxwell el cual hizo tambien una
generalizacién a ella, partiendo de la ecuacién de conservacién de la
carga.

La ecuacién de conservacién de la carga se expresa cComo,

— + 8, = o, (2.19)
dt

donde QJ es el flujo de corriente a través de una superficie cerrada

que encierra a una carga G. En términos de la densidad de carga p,

r Y
-
de la densidad de corriente J',
d - -
—_— p_dv + J_+ds = @. (2.20)
—fes + §3,

Esta ecuacidén nos dice que la variacién de la carga en un volumen
V es proporcional al flujo de corriente a través de la superficie S

frontera del volumen V. En forma diferencial se escribe,

- a0,

va + — = B (2.21)
ot

Sustituyendo la ec. (2.5), podemos escribirla como,
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- G
v, — £,y 2 o, (2.22)
an ot
-
donde — E juega el papel de una densidad de corriente. Maxwell
an ot

Supuso la realidad de esta carriente a la cual llamé corriente de

-
desplazamiento. Remplazando en la ec. (2.18) J-r par

I+ =, (2.23)
T an ot
obtenemos que
§ -+ an If - 1
B-dl = — [a + — % J.as. (2.24)
[ < an ot

Esta ecuacidén es la ley de Ampere refurmulada por Haxwen.

Pe ella se deduce que aun cuando J = @, un campo E variable en
el tiempo estara acompaffado por un campo B . La expresién diferencial
se obtiene con el uso del teorema de Stokes, esto es

§ Bdl = JIre ; B-ds, (2.25)
c A

€l cual, sustituida en (2.24) da

. -
ff9xBas = — _]‘j [ (2.26)
A
o en forma diferencxal,
- An s 1 2
TxB=—3a_ + % (2.27)
< c 8t
En resumen las ecuaciones de Maxwell son
- - 1 .0
v'E = anp_, (2.28) T xE=- - 22, (2.29)
T c ot
- - A - 1 o-E.
7B = @, (2.39) P %¥B= — JT * - — (2.31)
c c It
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2.6 Ecuacisén de onda electromagnética

A partir de las ecuacicones de Maxwell, podemos obtener 1la

ecuacién de onda para las ondas electromagnéticas en el wvacio y en
-

ausencia de cargas, tomando o, = 2y JT = @. Tomemos el rotacional en

ambos lados de la ec. (2.29), estoc es,
-

- 1 1 -
IxOxE= --—9vxPB = -2 (vxB). (2.32)
c at c at -
Sustituyenda la ec. (2.31) en (2.32), tenemas,
- 1 2"
vxvxeE= - - LE, (2.33)
c? ot?

Haciendo uso de la identidad ¢ 9- — ¥ = ¥ x ¥ x » podemos escribir la

ec. (2.33) cama,
-

. - 2 .
v9E-vE = - L 2E (2.34)
c? at*

. -
Para oy = @, la ec. (2.28) nos dice que V'E = 0, por lo gue
podemos escribir finalmente
-
2 1 %

vE = (2.335)

c® ot?
Pademos observar, que, esta Gltima scuacién es una ecuacidn de
-
onda para el campo eléctrico E. Por lo tanto c es la velocidad de las

ondas electromagnéticas en el vacfio. Siguiendo un camino Similar,

podemos obtener lo siguiente,
-

- z
#p = L OB (2.36)

c® a¢? "

que es la ecuacién de onda para 21 campo de induccidn magnética B.
Como se menciond en el capitulo anterior, una solucién de 1la

ecuacién de onda estad dada por la funcidn
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Bt-wt
(K rw Z t2.37)

- .
E(r,t) = Eoe
que representa una onda electromagnética plana monocromitica, con

vector de onda ¥ y frecuencia w.

Sustituyendo esta funcién en la ecuacidn de onda,
2 w? -
I®Y* - — | B, = a. (2.38)
\':z o .

-
Para gque exista onda electromagnética (Eo # @), por consiguiente, el

vector de onda R y la frecuencia w, deben obedecer

t3
'

[Ri® - = o. (2.39)

<2

Esta condicién se conoce como la relacidn de dispersién para las ondas
electromagnéticas en el vacio.
Sustituyendo (2.37) en la ecuacién (2.29) obtenemos que
R x E = wh. : (2.40)
De aqui podemos ebservar que el campo de induccién magnética ; es
perpendicular al vector de onda 4 y al campo eléctrico. Sustituyenda
nuevamente (2.37) pero ahara en la ec. (2.28), tenemos que en el
vacio, .
-
RE=@. (2.41)
Por lo que en el vacio el campo eléctrico E es perpendicular al vectaor
de onda ?, es decir, en el vacio no hay ondas longitudinales.
Resumiendo, en esta seccidn a partir de las ecuaciones de Maxwell
mostramos un procedimiento sencillo para obtener la ecuacién de onda?
Este procedimiento se volvera ha utilizar en 1la ‘seccién 3.& para
obtener la relacién de dispersidén para las ondas transversales vy

longitudinales en conductores.



CAPITULO 3

FUNCION DE RESPUESTA DIELECTRICA

En el capftulo an‘terinr repasamos las ecuaciones de Maxwell, que
nos indican el compartamiento del campo eléctrico E e induccidén
magnética ;. Para estudiar el comportamiento del campo !; en un medio
material es cunveniente. introducir el campo de desplazamiento
eléctrico B, el cual estA relacionado con el campo eléctrico a traveés
de la funcién de respuesta dieléctrica. En este capitulo mostraremas
la relacién funcional entre los campos B v E, obtendremos las
ecuaciones de Maxwell en materiales y discutiremos las funciones de
respuesta, Como nuestra interés es estudiar las prapiedades ¢pticas de
las superredes metjlicas, obtendremos a partir de dos modelos simples
expresiones para la funcién de respuesta dieléctrica en ametales; wuno
serad el modelo de Drude, vy el otro sera el wmodelo hidrodinamico.
Finalmente aobtendremos las relaciones de dispersién para las ondas
transversales y longitudinales en un medio material infinitc homogéneo

que nos seran utiles para los modelos de las superredes metalicas.
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3.1 Desplazamiento eléctrico

Cuando a un medio material se le aplica un campo eléctrico E, la
distribucién interna de carga se distorsiona bajo su influencia. EIl
campo eléctrico separa las cargas positivas y negativas (cada par de
los cuales forma un dipolo) en el medio y estis entonces contribuyen
con una componente de campo adicional. Es decir, se generan momentos
eléctricos dipolares. El momento dipolar resultante por unidad de
volumen se denomina la polarizacién eléctrica ;

€] campo de desplazamiento eléctrico 1; se define como

DR, e = B0+ an PR, 0. . (3.1)
En el caso lineal D y E se relacionan a través de*

;l;(F,:) - 21 Ja% Joae :U(F,F';t,t')ét?'.t‘) (3.2)
donde :U es el tensor dieléftri:o.

La relacién entre D y E depende de 7, ?', t, t’. Este tipo de
relaciones se llama no local y se interpreta de la siguiente forma; el
valor del desplazamiento eléctrico ; en el punto r depende de los
valores de E no sélo en r sino también en. los puntos cercanos #* (no
localidad espaciall, y anadlvgamente, el valar de ; en el tiempo t
depende del valor de .E. en los tiempos t°, donde t° = t (dispersién
temparal).

En los sistemas no locales existen interacciones no incluidas en
los campos E y ;, a travées de las cuales se puede  transmitir
informacién sobre el valor del campo electromagnético entre distintos
puntos del sistema. Por ejemplo, un electrén en un metal que
interacciona con un campo eléctrico al tiempo t' en el punto ?#°, puede

desplazarse y contribuir a la corriente eléctrica en un tiempo ¢t

35



posterior y en un punto P cercano, o puede, simplemente, empujar a un
electrén en ¢ debido a que dos electrones no pueden ocupar el mismo
lugar (principioc de Pauli). Tenemos, as{, que los metales son sis‘temas
no locales?®

La integracidn sobre t° se realiza para todos los tiempos t°'<t,

-~
puesto que €, = @ para t'>t debido al principio de causalidad. Esto

1]
significa que el material tarda un cierto tiempo en polarizarse. La
integracién sobre 7' esta raestringida par el volumen que ocupa el
material. Para un medio isotrépico, y debido a 1la invarianza
translacional temporal se puede escribir
peit,e = &% [ oot SR E -t OER, e (3.3)
Para materiales infinitos y homogéneos, existe invarianza
translacional en el espacio, entonces :(?,F‘;t—t') = :(?—F’;t—t'), es
decir, depende de la distancia relativa entre v y F’. La transformada
de Fourier*? espacial y temporal de la ec. (3.3) se expresa empleando

el tecrema de la convolucidén como

- ~ -

D(R,0) = e(R,0)E(R,w), (3.4)
donde

~ ~ Cepe?

(R0 = [ dt [ dof s, et kIO, (3.5)
v

- - CBetwt

E(R,0) = [ dt [ of E(?,t)et K770, (3.6)

Un medio es llamado no local o con dispersién espacial si la
funcién de respuesta depende de %. Para medios homogéneos la
dependencia de R en (3.4) es equivalente a la relacién integral no
local (3.3). Por lo tanto, la dispersién espacial en . la transformada
de Fourier y la funcién de respuesta no local expresada en el espacio

de r’, representan la misma situacidn fisica en medios homogéneos.
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Cuando la funcién de respuesta dieléctrica no depende de l?, se le
denomina, funcidén de respuesta dieléctrica local, o sea, lo que ocurre
en depende s6lo de # y no de otras pasiciones P

Un concepto tGtil en la - teoria de sistemas no locales es el
alcance de la no localidad, definido como la distancia entre Py £ a
;‘sartir de la cual :(F,?';t—t') es despreciable, y que tipicamente mide
algunos angstrnms:s §i la escala de variacién de E(F',t') comparada
con el alcance de la no localidad es muy grande, lo pademos sacar de
la integral sobre #' en la ec. (3.3) y, asi, obtencr una relacisn de
tipo local. Por lo tanto, la no localidad es importante solamente en
situaciones en las que el campo eléctrice varia abruptamente como
funcion de la posicidn. Tal es el caso en la cercanfia de una
superficie donde incide luz con polarizacién P para la componente
normal del campo eléctrico, la cual es discontinua en la teoria 1local
de Fresnel? Por lo tanto, s{ deberemos de considerarla en nuestro

estudio de las superredes metalicas.
3.2 Ecuaciones de Maxwell on materiales

Las ecuaciones de Maxwell para un medio material o ecuaciones

- - -

macroscépicas se suelen escribir en términos de E, D y B, esto es,

VXE = - (3.7)
c at
Y
-
VD = Anp . ., (3.8)

donde Py o5 la densidad de carga externa, esto es, excluyendo a las

cargas de palariza:ibnf
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Ya que en general la respuesta magnética de los medios a 1los
campos magnéticos ; de muy alta frecuencia es sélo ligeramente
diferente de la del va:ln"' no necesitamos describir este proceso en
detalle. Podemos definir una polarizacién magnética o vectar de
magnetizacion ; como el momento dipolar magnético por unidad de
volumen. A fin de manejar la influencia de un medioco magnético
polarizado, introducimos un vector auxiliar ;, conocido como la

intensidad de campo mngneticu:"

- - -

H = B ~ 4nM. {3.9)
Para un medio isotrdpico lineal (no ferromagnético) y homogéneo,

; Yy ﬁ son paralelos y proporciocpales,

no= u'B. (3.10)

donde u se conoce como la permeabilidad del medio y en los materiales

no magnétices (como en los que estamos interesados) se cumple que u =

1.
- - -
Las ecuaciones de Maxwell en términos de B, H y D se escriben
comoa
- .
¢-B = 0, (3.11)
Y
-
- ar -+ 1 ap
V¥ xH = e J.xl + o — (3.12)
[ e ot

Como en nuestro caso de estudio, las frecuencias de estudio son
altas y la respuesta al campo de induccién magnética es muy lenta,
podemos tomar H = B, esto es, u puede ser aproximada a uno. Entonces

las ecuaciones macroscédpicas de Maxwell finalmente san,



- - L
VD = 4np. , vxE=- 9%,
ext c ot
. . (3.13)
- +  an 1.
v8 =0, FxB=mmd -
c c ot

Haciendo uso de los teoremas de la divergencia y de Stokes

podemos escribirlas en forma integral como

-
JJ. 9D av = § D48 = anfff e, . dYs (3.14)

v v
IT. 9B av = §E-d§ = o, (3.15)

v =

-
- -
_[fkv xE av = g;céqn = - i. '”. :'_; - as, (3.18)
- . - N - a; -
JfvxBav= §Bdr =2 ff any o= ]-dS. (3.17)
A [} c A at

3.3 Funciones de respuesta

Las ecuaciones macroscépicas de Maxwell hacen posible el calculo
- -
del campo eléctrico E e induccién magnética B, para densidades de

- -
carga Poxt? corriente a. Y polarizacién eléctrica P, dadas. Pero,

xt

ellas tienen que ser complementadas con las ecuaciones del material,
-

tas cuales nns dan la e a

-

-
nd? Yinar ¥ Pknd, inducidas por los campos E y

;, dados. Encontrar las sclucidnes simultaneas de la combinacién de
este conjunto de ecuaciones es parte del campo de la 4ptica fisicaf‘n
Las ecuaciones del material se derivan del médelo del metal,
semiconductor o aislante. La mejor aproximacién para un sistema seria
la solucién de la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo, para
tado el sistema. Hay ciertos tipos de aproximacidén a este formidable

problema: Una ecuacidén de transporte tipo Boltzmann, etuaciones de

movimiento para ciertas excitaciones, ecuaciones macroscépicas de
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movimiento como la llamada aproximacién hidrodinamica para metales vy
una descripciédn en términos cde ensambles de dipolos para los
electranes ligados. Por razones que se iran aclarando durantg el
desarrollo de la tesis utilizaremos una aproximacién hidrodinamica. En
todos los modelos anteriores uno usualmente deriva una relaciéon lineal
entre p, 3, y ; y los campos E y ;. La relacién es expresada mediante
una funcidén, tensor u operador de respuesta: La funcién de respuesta
dieléctrica :, la conductividad :, la polarizabilidad eleéctrica o
susceptivilidad ;. El conocimiento explicito de esta funcién de
respuesta es necesario para poder resolver las ecuaciones de Maxwell
en los materiales., Cuando el campo :: es muy pequefio con respecto al
campo creado por la polarizacién de las moléculas o Atomos del

- -
material, conocido como campa interno EL la respuesta a E es, con

nt?
buena aproximacidn, lineal para un gran ndmero de materiales. En esta
tesis estaremos dentro de la aproximacién lineal de esta respuesta.

- o - .
Las relaciones lineales entre P, J, D y E, en el espacio de Fourier se

definen de la siguiente maneraf

DiR,t)" = &(R,tIE(R,t), . (3.18)

. AL

R, t) = (R, 0EWR, 6) (3.19)
y

. ~ -

PR, t) = x(B,0)EWR,t). (3.28)

tas ecs. (3.18), (3.1%9) y (3.20) implican que un medic tiene
dispersidén espacial (no local) cuando las funciones de respuesta :, ;,
Y ; dependen de R. E1 1{mite local de estas funciones de respuesta se
obtiene haciendo K = @.
- -

Ademas, como @, J y P na son campos independientes, existe una

relacién entre las funciones de respuesta anteriores dada pnr‘
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Anig(R,w)

e(R,w) = 1 + = 1 + any(R,w), (3.21)

w
de alll que sea suficiente determinar una sola de ellas.

Para poder calcular las funciones de raespuesta de un medio
especifico hay que usar modelos sobre la dinamica micrascépica del
material en cuestidn. En las secciones siguientes introduciremos el
madelo de Drude y el modelo hidrodinamico que describe un gas de

electranes sometido a un campo eléctrico que varia en el espacio.

3.4 Modolo de Drude

Es posible deducir una expresién analiftica para 1la funcisén de
respuesta dieléctrica s(i,u) en funcidén de 1o que pasa a nivel
atomico® Aan cuando este problema es en realidad del dominio de 1la
mecanica cuantica, el tratamiento semiclasico lleva a resultadas muy
Similares.

Consideremos los electrones libre de un metal, bajo la influencia

de un campo eléctrica variable en el tiempo de la forma

- . "
E =g e tVE, (3.22)
De acuerdo con la segunda ley de Newton,
- a3
E£F =m OX (3.23)
dt®
a*%
donde m es la masa del electrén y —— su aceleracién. La suma de
3
dt'

-
fuerzas L F esta dada por
- -~

LF =-aE+F_, (3.24)

-
donde —q es la carga del electrén, E el campo eléctrico aplicada .y
N

Fcon es una fugrza que toma encuenta las colisiones de los electrones.
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Si no existiera el mavimiento térmico de los atomos alrededor de sus
posiciones de equilibrio, el potencial eléctrico creado por los iones
dentro del metal seria perfectamente periédico y daria coma resu}tado
una serie de bandas de energia en razén de lo cual los electrones se
moverifian libremente en la banda de conduc:iénf" Sin embargo, debido a
las vibraciones térmicas de los atomos, en cualquier instante hay una
leve aperiodicidad del potencial dentro del metal. Uno de los

mecanismos de colisidn es este tipo de aperidiocidad que ocasiona la

dispersién de los electrones de conduccién. En la aproximacién de

-
tiempo de relajacién uno puede escribir Fcou como**®
- -
max -
F = - DOX (3.25)
coL dt

donde v es el tiempo de relajacién, el cual representa el tiempo
promedio entre una colisién y otra? Entonces sustituyendo (3.25) vy

{3.24) en la ec. (3.23) tenemos

. - 2o
—qE - ™% o o, 2K, (3.26)
Tdt dt*

Como nosotros estamos interesados en la solucidn de régimen
estacionario, proponemos como solucién particular de la ec. (3.26) 1la
funcién siguiente,

* = . (3.27)

- F e—‘wt
o
Tomando la primera y segunda derivadas de la ec. (3.27) respecto

al tiempo, tenemos

.
L 7 Rl (3.28)
dt

y
z
3% o . (3.29)
ate®

Sustituyendo las ecs. (3.28) y (3.29) en la ec. (3.26) obtenemas
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-
—q€ + L™ ¥ 4+ me?i = @. (3.30)
-
Resolviendo para :,
q

-

X = L E. (3.31)

()

La contribucién de cada electrdn al momento dipalar es igual a la

carga -q multiplicada por su desplazamiento ;, y si hay n electrones

por unidad de volumen la polarizacién eléctrica es
-

P = - qni. (3.32)
Por consiguiente
- - - -
D= E+ 4nP = E - 4ngnX. (3.33)
Sustituyendo ﬁ, de la ec. (3.31), abtenemos
z
4nn9
- - -
D = 1 - m E. (3.34)

w2
T
De las ecs. {3.34) y (3.4}, ohtenemos finalmente 1la funcién de

respuesta dieléctrica, esto es

z
4nn 1 w®
e(w) = 1 - L = 1 - —B . (3.35)
.‘—m. + g)z Lo + mz
T T

/. z
donde la constante w, = 419" Je denomina frecuencia de plasma.
m

Esta funcién de respuesta no depende del vector de onda 4 por 1lo
cual es una funcién de repuesta dieléctrica local. El significado

fisico de w, serd discutido en la seccidn 3.6.
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3.5 Modelo hidrodinamico

Los efectos no lpbcales en los materiales conductores ppeden
describirse de manera simple por medio del modele hidrodinamico. La
aproximacién hidrodinamica ademis de que permite describir la
excitacidén de las ondas longitudinales o ondas de plasma, tiene la
ventaja de que las ecuaciones de Maxwell pueden ser facilmente
adaptadas para tratar la interaccién entre los campas de las ondas
transversales y longitudinales en superficies metilicas. En esta
seccién describimos este modelo®® Primerc obtendremos la aproximacidn
hidrodinamica a partir de la ecuacién de mavimientc del gas de
electrones.

Puesto que la densidad de corriente inducida promedio 3 del gas
de electrones, esta dada pcr

3= ignait, (3.36)
donde n es la densidad de electraones y q es la carga del electrén.
Podemos obtener la ecuacién de movimiento del gas de electrones
escribiendo la ec. (3.38) en términos de la densidad de corriente ;.
Esto es

imw

- - -
~mw?d = —iq¥nee + L9 g, (3.37)
-

la cual podemos reescribir como
2z

- WS - -
—wd = LE - AL_a. (3.389)
an T

Estamos interesados en los sistemas donde los campos varian en el
espacio, y por lo tanto la densidad electrédnica también varia. Dado
que al variar la densidad, el sistema sufre compresiones y

rarefacciones, es necesario tomar en cuenta la compresibilidad del
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sistemas Esto es, tenemps que afadir una fuerza que relaciona la
presién del gas de electrones con la variacidén espacial de pf's
Pademos completar la ec. (3.38) sumando al miembro de la izquierda un
término (Jsz, el cual indica que cuando exista un gradiente de
concentracién Vp, habra una tendencia de los electrones a fluir de las
regiones de alta concentracién a las de baja concentracidén. Una
descripcién detallada de las propiedades de un gas de electrones se
encuentra en varios textos de fisica del estado solidu‘. Aqut sdélo
exponemos en forma breve algunos conceptos con el fin de aclarar el
significado fisico de @3.

Una de las propiedades del gas de eléctrones en el estado de
repnso: o sea, cuando la temperatura es cera, es que si hay N
electrones en un volumen V (esto es, una densidad de electrones n =
N/V), entonces el estado de reposo del sistema de N electrones es
formado ocupando taodos los niveles de una particula con vector de onda
k menor que kr, y dejando tados aquellos con k mayor que kr sin
acupar. El1 vector k, en este caso, se refiere al vector de onda del

electrén utilizado en mecanica cuantica'’?®

Y kr se conoce como vector
de onda de Fermi y esta dado por la condicién
-
n = 3—"—;. (3.39)

La velocidad de Fermi se expresa en términos de la ‘masa del

electrén m, la constante de Planck h y el vector de onda de Fermi k’_

como,
h
V'_ == kr‘ {3.40)
"y la energia de Fermi se expresa en términos de la velocidad como
m z
5r = ; vr' {3.41)
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T

La velocidad de Fermi es la velocidad mas alta de los electrones
en un metal y en la teoria de los metales juega un papel comparable a
la velocidad térmica en un gas clasico. El valor de la valncida_cl de
Fermi es cerca del 1% de la velocidad de la luz?

Al aumentar n aumenta kr’ aumenta la velocidad, y por lo tanto la
energfa. Por lo tanto el sistema busca disminuir su densidad dando
arigen a una comprensihilidad finita descrita por el término szp- El
parametro 3 se denomina constante de rigidez del gas de electrones vy
esti relacionado con la compresibilidad del sistema.

Empleando la teoria microscépica de aproximacién de tase
aleatoria® en el ilimite de vectores de onda pequefps se pueds obtener
la constante de rigidez del gas de electrones @ = Y375 Vs Entonces,

agregando el término p=Vp a (3.38) obtenemos que
z

- . L Wi o
—wd + P + tg = LE. (3.42)
T 4

Esta ecuacidén se conoce como la aproximacién hidrodinamica de 1la
ecuacién de movimiento del gas de electrones, la cual también puede
ser derivada a partir de la ecuacidn de Boltzmann®

Podemos encontrar una relacidn entre la densidad de corriente -; '
£ a partir de la ecuacién de continuidad, la cual nos permitira
eliminar g de la ec. (3.42). 8i en la ecuacién de continuidad,

d 4
va= -2, (3.43)
at

tomamos el gradiente en ambos miembros,

.
99ad= -2 9, (3.44)
ot

y resolvemos para Ve, obtenemos
-
Ve = [ 993 dt. (3.45)

Consideremos ahora que el gas de electrones se encuentra bajo 1la
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influencia de un campo eléctrico E con una variacién en el tiempo y en
el espacio de la forma de una onda plana, esto es,

£R, 6 =E°a“‘z"1‘“t’. (3.48)
Pademos expresar la densidad del numeroc de electrones como

a (e = o+ gnet (RiF-et) (3.47)
tonde n es la densidad de electrones en estado de reposc.y &n es la
fluctuacisn del numero de electrones libres por unidad de velumen.
La densidad de carga se expresa en funcidén de las densidades de ndmero
de electrones y del nuamero de iones positivos, como

ptif,t) = —q(n_(F,t) = n_(#t)). (3.48)

En estado de reposo las densidades de numero de eléctrones vy

numero de iones positivos son  iguales. Perp a altas frecuencias,
debido a que los 1_ones positivos no pueden seguir las variaciones del
campo eléctrico por ser mas masi‘vus, se puede considerar gue la
densidad de ndmero de iones positivos coincide con su valor en reposo, .
es decir, n‘(?,t) = n. Se sigue entonces que

ptifyt) = -qénet(R:F-ut) (3.49)
representa las fluctuaciones de la densidad de carga. A partir de esta

ecuacisén y (3.34) se obtiene que

-
o
vo = K(K:9), (3.58)
e
Sustituyedo esta relacién en la ec. (3.42) ocbtenemos
- 2
- s - w? -
cid + g2 RGES 15 L Tr g (3.51)
tw T an
que podemos reescribir como,
) I:.. itw - - (a)z -
W+ g - BPR(R-T) =t L E. (3.52)
T an

Bajo condiciones muy generales cualquier campo vectorial se puede
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E

descompanaer en una parte longitudinal y una transversal? Por ello,
- -
podemos expresar a J y E en componentes en la direccién de R Y

perpendicular a ella, es decir,
-

‘l.
3 =3

- - - - :
+at oy E =g+ Y (3.53)
Busitituyendo estas ecuaciones en (3.52), obtenemos,

. e . . W e
u‘[ b J’] + :L".[ ats a"] - ARk It 3T) = w0 = (EV+ ET). (3.54)
T an

Separando en componentes longitudinal y transversal, esta ecuacidn  se

expresa como

-

[ wle L8 _ p’p{lz] a* (3.55)
T
y
x
- W .
[mﬂ- ‘_“] 3T = w —TF ET (3.56)
T A

- -
Pero como la densidad de carriente J y =1 campo eléctrico E, se
relacionan a través de la conductividad segun la ec. (3.19), entonces

la conductividad se puede separar en una componente transversal (r)

. 2
W oW
oTRyw) = ——— P (3.57)

an) o +« 2
-

y otra longitudinal (r)
o (Kyw) = (3.58)

4"[uz st ﬁ'l'?lz]
T

Utilizando 1la relacidn (3.21), obtenemos finalmente las

componentes transversal y longitudinal de la funcién dieléctrica,
2
T “p
e {w) = 1 - —— ., {3.59)
w? o+ e
T
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w?
P

“Ryu) = 1 - . (3.60)

W2 p*|i|'
T

Observamos que - depende del vector de onda R siendo gpor 1o

tanto, una funcidn de respuesta dieléctrica no local mientris que ¢

coincide con la respuesta local obtenida del modelo de Drude.

En el 1imite de longitud de onda larga K + O
2

eT@e) = MBw) = 1 - y (3.61)

lo cual indica que en este limite no hay distinciéon entre las
funciones dieléctricas longitudinal y transversal.

El modelo hidrodinamico se ha utilizado frecuentemente para
estudiar diversas propiedades de los sistemas conductores entre las
que .se encuentra, la no leocalidad o dispersidén espacial de la repuesta
electromagnética del gas de electrones de conduc:ionfo la existencia
de fluctuaciones de carga (plasmones de bulto) en su interior, y el
acoplamiento entre plasmones vy ondas transversales en sistemas
1nhumngenensfv‘=° Su simplicidad, la cual conduce frecuentemente a
resultados analiticos es su principal ventaja. Empero una desventaia
es el tratamientoc incompleto de las propiedades electrénicas de las
interfaces el cual requinre el imponer sobre el campo electromagnétice
las comunmente llamadas condiciones adicionales a 1la frontera CAF’s
que, pur otra parte ademids de las condicionas a la frontera del

electromagnétismo se discutirin en el capftulo 4.
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3.6 Propagacidn de ondas en materialas

En esta seccién obtendremos la relacidn de dispersién para las
ondas electromagnéticas transversales y longitudinales, en un medio
material.

Para obtener la ecuacién de onda electremagnética en el vaclo,
seguiremos un camino similar al utilizado en el capftulo 2. Para
obtener los modos electromiagneticos propios del sistema, se usan las
ecuaciones de Maxwell macroscépicas (3.13) para un medio material
homogéneo y no magnético (4 = 1). Asimismo, supondremos que en el
interior del medio las densidades externas de carga Pt y de

- -
corriente J.n valen cero (p.“=B Y J.“=B). De alll, 1las ecs. (3.13)

se escriben camo,

- -
v'D = @, (3.62) v-B = @, (3.63)
- o SR R
V XE = = (3.643) VX B = —. (3.65)
c at c at

Siguiendo un  camino similar al del capftulo 2, tomamos el

rotacional en ambos miembros de la ec. (3.64),

- 10 -
X VXE=-_-— 9x B. (3.66)
N c ot
Sustituyendn ¢ x B de la ec. (3.,65), tenemos
-
hd z
IxIxE=-L 20D (3.67)
c? ae?

de donde podemos obtener los modos transversales y longitudinales de
un medic homagéneo e isotrépico.
Consideremos que en el medio se propaga una onda plana

- PO
Bty = gt (R TeE), (3.68)
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-
que separamos en un campo longitudinal [ y otro transversal E ’ las
cuales :umplen7

-
R x €" = o, (3.69)

N
R.e"=a. (3.7@)

Para un medio isctrépico podemos descomponer el tensor dieléctrico en

sus componentes transversal P y longitudinal cL, de farma que‘°

- -

PR, = £T(R,ET(R,w) (3.71)
Y

- ° -

D&, )= (R, 0B  (R.w) . (3.72)

Sustituyendo las ecs. (3.71) y (3.72) en (3.47) obtenemos dos

ecuaciones desacopladas

. - o - .
Ra R xET = |RI’ET = — €7, (3.73)
.:2
y
- w -
RxRxEeE"= o = — gE%, (3.74)
2
c

que escribimos cama®

[ B2~ 2T (k,w) (3.75)
y
e wz -
e (R,0) — EY = 0. - (3.76)
. ;
c

De la ec. {3.75) vemos que para gue existan ondas transversales,

es necesario que

2_2
PRT ORI L1 -l (3.77)

LT AL 2
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lo cual nos proporciona la relacion entre R Y @ que cumplen las ondas

transversales y es por lo tanto, su relacidn de dispersién. De la ec.
(3.76) vemos que para que existan ondas longitudinales es ne:e;ario
que

eh(it,e) = @. (3.78)
Esta ecuacidén es la relacién de dispersisn para las ondas
longitudinales.

Podemos encontrar una solucidén de las ecs. (3.77) y (3.78)
sustituyendo las funciones de respuesta dieléctrica obtenidas
anteriormente. Utilizando la funciton de respuesta local del modelo de
Drude, y con base en el hecho que a altas frecuencias 1los electrones
efectuaran muchisimas oscilaciones entre cada colisidn, tenemos que, T
-+ . Bajo esti suposicién, para los modos transversales tenemos que

w® = ol o+ FRT (3.79)
Yy para los modos longitudinales
w = e (3.62)

Los electrones libres y los iones positivos deﬁtro del metal se
compartan en fukms similar a un plasma cuya densidad oscila a la
frecuencia natural @,» Ppor esta razdén a @ se le conoce como
frecuencia de plasma. La frecuencia de plasma sirve como un valor
critico debajo del cual la lux que penetra, al interior de un metal,
decae exponencialmente a partir de 1la frontera (pues kR < @&,
mientrids que a frecuencias par encima de W, el matal es transparente
(R8> 2.

Por otro lado, si utilizamos las funciones de . respuesta del
modelo hidrodinamico y la suposicién que T =+ . Para 1los modos

transversales obtenemos el mismo resultado anterior,
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w* = w: + *|R}F (3.81)
y para los modos longitudinales,

RS- L1 (3.82)
que es similar al caso transversal salvo por la gran diferencia entre
los valores de ©c y de @ = 2.01c?

Hasta aqui{, hemos estudiado la solucién de las ecuaciones de
Maxwell en la forma de ondas transversales y lengitudinales en medios
homogéneos, no magnéticos e isotrépicos. Hemos también concluido que
para obtener la solucidn, en el caso de respuesta lineal, es necesario
plantear un modelo de comportamiento del material. Asimismo,
estudiamos dos modelos simples para metales. E1 modelo de Drude nos
dio una relacién de respuesta local entre el campo eléctrico E y el
campo de désplazamientu eléctrico S (este méddelo es atil cuande los
efectos de la no localidad pueden ser despreciados). Lo utilizaremos
entonces para obtener resultados en un cAlculo local de la
reflectancia de una superred, que compararemos con los  resultados
obtenidos en un cilculo no local de la reflectancia de esa misma
superred. Para él calculo no local utilizaremos el médelo
hidrodinamico porque su simplicidad conduce facilmente a resultados
analiticos. Como solucién general de la ecuacién de onda, utilizando
este méddeln, se obtienen para cada frecuencia ondas transversales,
como en el caso 1local, pero también un conjunto de ondas
longitudinales {conocidas como plasmones de bulto o, simplemente,
ondas de plasma).

Como conclusidén, en un medio no local, es posible excitar ondas
adicionales a la del fotén. Estas nuevas ondas, llamadas ondas de

plasma, se presentan en metales o semiconductores aAltamente impuros.
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Comp veremos en el capftulo siguiente, la presencia de estas
modos en medios finitos requiere de condiciones adicianales a 1la
frontera para poder determinar las amplitudes de los campos

disparsados?®'4?:30.91
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CAPITULO 4

MEDIOS INHOMOGENEOS

Para el propésito de la dptica debido a que las cantidadas en las
ecuaciones de Maxwell pueden ser consideradas como un promedio sobre
las fluctuaciones nl,cr(:sl:éplcas:" un material que ocupa todo el
espacio puede ser aproximado por un ' sistema con invarianza
translacional‘(hmgbneo). Como hemos visto, para un medio homogéneo
la respuesta lineal en el espacio de Faourier toma la forma,

DiR,wr = ctR IR ), (4.1)
y en el espacio de ?,

d ~ -

DiF,0) = [ e(P-F ,w)E(P ,w) d°F. (4.2)

‘Al combinar las ecuaciones de Maxwell se obtiene la ecuacién de

onda para un sedio material,
- - Z
VE- 9V (VE) = -

+ -

que ®n términos de J y E se expresa como,
-

-
D, (4.3)

nnl £

- Ca Wt e 4n 23 . -
VE -9 (VE) + —E = - (4.4)

c* c® ot
Aqui supusimos que 1a permeabilidad es casi & y puede ser

aproximada por 1. E) problema de resolver (4.2) Y (4.3)
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simultAneamente eﬁ un sistema homogéneo esta bien definido vy fue
resuelto en el capftulo anterior. Sin embargo, estamos interesados en
el caso &n el que una superficie o©o interfaz separa a dos medios
distintos. En este caso, debido a la pérdida de la invarianza
translacional, la permitividad : en (4.2) depende de r Y f en forma
separada y no de su diferencia, rr,

€En principio, uno tiene que plantear un modelo que incluya 1la
superficie o interface y realizar una nueva derivacién de (3.2). La
solucidén ideal seria resolver la ecuacién de Schrddinger y las

ecuaciones de Maxwell simultineamente>? €n la literatura han aparecido

diferentes articulos, donde as{ se procede para el caso de la

superficie libre de un meta13?~2®

por wvarios wmetéddos. Sin  embargo
#stos estudios emplean wmuchas aproximaciones del wmodelo de la
superficie. Las pruebas de las predicciones de estos modelos
aicroscépicos no son satisfactorias o las predicciones no se pusden
distingir de las aproximaciones macrcscbpicas?"“

Otro camino de solucién de 1las ecuaciones de Maxwell en la
interfaz entre .'dojs medios, ampliamente aplicado en los libros  de
épticaf" consiste en obtener las soluciones generales de las
ecuaciones para cada medio como si  fuera homogéneo y elegir 1la
solucidn especifica al imponer las condiciones a la frontera.

. A partir de las ecs. (4.1) y (4.3), podemos seguir este camino,
pero debido al hecho de c;ue estas ecuaciones tienen mas
eigensoluciones que la simple onda transversal de un medio sin
dispersién espacial, se necesitan condiciones adicionales para
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determinar las amplitudes. Sauter fue el primerd en estudiar este

tipo de problema, para el caso de metales. Desde entonces, ha habido
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una gran discucidn sobre las condiciones adicionales a 1la frontera
(CAF's) y la necesidad de ellas.

El seguimiento de la discucién en la literatura proporciona
razones para creer que no hay un tamina seguro para derivar las CAF's
por argumentos en un nivel macroscépico. Los resultados mostrados en
la presente tesis estan basados en un modelo de CAF’s deducidas por

FDrstmann:,' ¢

el cual denominamos como “modelo I* con el fin de
distinguirlo de otros das modelos para las cuales se pueden obtener
resul tadas namericos por la sustitucién de 1los dos parametros que
dependen del wmodelo de las CAF's en todas las férmulas desarrolladas
en esta tesis. El modelo de Forstmann parte del requerimiento de que
todas las densidades p, J, l; y todos los campos ;:, l; sean finitos,
obteniendo, asf{, un conjunto Unico de condicianes a la frontera.

En este capitulo, primero, mostraremos como se deducen las

condiciones a 1a  frontera del electromagnetismo. Después,

introduciremos el pto de i ia de superficie y abtendremos

las ecuaciones de Fresnel. Luego, generalizaremos el teorema de
Poynting para 'ui:tener el flujo de enargfa para los modos
1or.|giltud1nales ¥, finalmente, usaremos éste para deducir las CAF's del
modelo I en la interfaz entre dos conductores. También discutiremos
los resultados para una superficie entre un metal no lecal y un nmetal

local o un aislante.
4.1 Condiciones a la frontera del electromagnétismo

Las condiciones a la frontera del electromagnétismo se obtienen a

partir de una integracion de contorno de las ecuaciones macroscéplicas
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de Maxwell?! Consideremas una superficie F entre dos medios con
- -

diferentes propiedades electromagnéticas, E‘, B‘ y D‘ en el medio 1 y

- - -

E:’ B ny en el medio 2. En toda 1la tesis, indicaremos las

2
proyecciones normal y tangencial, a la superficie, de cualquier vector
por los subindices 1 y 0.

Del capftulo 3, las ecuaciones de Maxwell para un medio material,

en su forma integral son,

- -
§sn-ds = ARJ‘_[fvp“ldv, (4.5)
§ E-aE = @, (4.6)
s -
-
§ Foa1 =-1 Jr 2. as, 4.7)
c < A Ot -
- = N - o -
§uB'dl = oy ffA [tma.“ + ;]ms. (3.8)

Eonsideremos que el volumen V es un p_equeﬁu cilindro cuyas bases
tienen area d; Y que se encuantra colocado de tal forma que una mitad
del cilindro esta en un lado de la superficie F y la otra mitad del
cilindro en el otro lado, como se muestra en la fig. 1. En el limite,
cuando la altura h d’el cilindro tiende a cero, h + @, el area lateral
no contribuye a las integrales del lado izquierdo en las ecs. (4.5) vy
(4.6). S¢lo las tapas superior e inferior cnntribuyenf i 1las tapas

son tangentes a la superficie entonces

- . - - -
§sn-ds = (D,— D ):dS = (D, — D )|dS|, . 4.9)
14
. . - - - -
§'B~d5 = (B,~ B, ):dS = (B - B ) [dS]. (4.10)
-

-
Nétese que D‘L = D-R, Y de igual forma BL = B'R.
8i la densidad de carga es sinaular en la superficie tal como

para producir ouna densidad de carga superficial o, idealizada,
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entonces el lado derecho de la ec. (4.5) es

4nﬂ’j’vp"tuv = 4ua|d;|. (4.11)

- -
Asi que las componentes normales de Dy B en uno y otro lado de 1la

superficie est4n relacionadas de acuerdo a

D = A4nag, (4.12)

L~ D.Lz
Y

B = Q. (4.13)

.Ll_ B.LZ -
En otras palabras, decimos que la componente normal de B es continua y
la discontinuidad de ; en cualquier punto es igual a 4n veces 1la
densidad de carga superficial en ese punto. Si ¢ = 8, o 1o que es 1o
mismo, no tenemos cargas externas singulares,
D,,~D, = a,‘ (4.14)

la componente normal de D es continua.

Ahora bien, consideremos que el Area A es un rectangulo de largo
d‘l’ y ancho L y su perimetro es la curva cerrada C. Dispuesto de tal
forma que su ancho es perpendicular a la superficie F. Una mitad del
rectingulo esta de un lado de la superficie F y 1a otra mitad del otro
lado, como sé muestra en la fig. 1. Adem&s la narmal tal area A es
tangente a la superficie F.

En forma similar al caso anterior, en el limite cuando el ancho L
del rectangulo tiende a cero, L + @, las integrales del lado izquierdo

de las ecs. (4.7) y (4.8) son
-

- - - - -
§CE~dl = (E2 - E‘)'dl = (Enz - E.l)ldl|, (4.15)

- - - - - -
§cB-d1 = (B2 - B')~dl = (Buz - B"‘)|d1|. (4.16)

- -
Notese que E, = (Bal) -E, v B, = (&xil)-B.
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El lade derecho de (4.7) se hace cero porque 28 es finito en la
ot

superficie y el area del rectingulo se hace cero conforme su ancho se
-

aproxima a cero. En el lado derecho de (4.8) 2 también se hace cero
at
por la misma razédn. Si la densidad de corriente es singular en la
superficie tal como para producir una densidad de corriente
-
superficial K, idealizada, fluyendo exactamente sobre la superficie,

entonces el lado derecho de (4.8) es

c
- -
Las componentes tangenciales de B y E en uno y otro lados de 1la

- g - -

L g5 fana + 2 las = a1 x R, (4.17)
oxt

c A at

suparficie F estan, por lo tanto, relacionadas por

Eyz ~ By, = 9 (4.18)
%
B B - A
1z = Bua K-€. (4.19)
c

En la ec. (4.1i9) debe entenderse que la densidad de corriente
superficial ; en todo punto tiene sd6lo componentes paralelas a la
superficie. La corﬁpunente tangencial de é a través de una superficie
es continua, mientris la componente tangencial de ; es discontinua por
una cantidad cuya magnitud es iqual a 4r veces la magnitud de la
densidad de corriente superficial y cuya direccién es paralela a ; x
r’r, donde R es un vector normal a la superficie F.

Finalmente, en ausencia de cargas y corrientes externas se
obtiene, para cualquier suparficie, que la componente tangencial del
campo eléctrico es continua,

Ey, = Ep,» (4.20)

la componente normal de la induccidén magnética es continua,
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’ (4.21)

B =B
EX3

EXY
la componente normal del desplazamiento eléctrico, en ausencia de
cargas externas, es continua, .

b, =D, (4.22)
¥y la componente tangencial del campo de induccidén magnética es
tamhién continua

B"‘ = Bu:. (4.23)

Consideremos ahora, tal como se muestra en la fig. 2, las ondas
que se propagan en dos medios con diferente respuesta dieléctrica
separados par una interfaz plana sobre la que incide una onda
electromagnética plana monocromatica.

Al plano que forma el vector de onda EL de la onda incidente con
el vector normal @ a la interfaz (& superficie) lo llamamos planoc de
incidencia y al &ngulo Bi entre ambos vectores, angulo de incidencia.
Debido a la presencia de la superficie, parte de la onda incidente se
refileja y parte se transmite al otro medi‘u. Todas las ondas planas
linealmente polarizadas se pueden descomponer en dos tipos: 1la onda
polarizada P (Q’aralela) y la onda polarizada § (perpendicular o
Senkrecht en aleman). La onda polarizada P es aguella cuyo vector de
campo eléctrico es paralelo al plano de incidencia, y 1la onda
polarizada S es aquella cuyo vector de campo eléctrico es
perpendicular al plano de incidencja, Se acostumbra hacer esta
division para simplificar los calculos al tratar a cada onda por
separado. Estas dos polarizaciones son linealmente independientes vy
cualquier campo electromagnético, independiente de su polarizacidn, se

puede expresar comg una superposicién de una anda S y otra 134
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Como 1los dos tipos de polarizacién se pueden tratar de manera
independiente, puesto que en la interfaz que separa a dos medios no
hay acoplamiento entre ellos, de las cuatro condiciones a la frontera
sd4lo tres son diferentes de cero, y de estias tres sdlo das son
independientes. Por ejemplo, supongamos que una onda plana
monocromatica polarizada P, de la forma

g e JHRF - wt
E (0 = ek T am (4.24)
t oL
incide sobre la superficie.
-

Puesta que Eo'_. es constante, perpendicular a B y en @1 plano  de
incidencia, sin bhacer suposiciones acerca de sus direcciones,
frecuencias, vectures de onda, fases 0 amplitudes, podemos escribir
las ondas reflejada y transmitida camo®

- o
Ek(k;r - mrt)

-
-
Er(r,t) = Eor (4.25)

- - o s
E (B = g, et RT T et (4.26)

De acuerdo con las condiciones a la frontera, la componente
-
tangencial total de E en un lado de la superficie debe ser igual a 1la

del otro lado. Entonces ya gque n es el vector unitario normal a la

intertaz
R - - -
AxE +8 xE =0 xE. 4.27)
La continuidad de B se satisface trivialmente en este caso pues
- e
A-B, =A-B_ = 1" B = o. (4.28)

)
Por otra lado de la ley de Ampere—Maxwell tenemos que
nB=—;k(an), (4.29)
por 1o que la continuidad de D no es independiente de la continuidad
de BI’ la cual para pularlza:xcn P es simplemente

- -
BL + B = B‘. (4.38)
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Por lo tanto, las dus condiciones de frontera independientes para
el caso de polarizacién P son
E = E

Ts 2 (4.31)

Bls = B“!. (4.32)
Lo mismo sucede para polarizacién S.

La ec. (4.27) (al igual que 1la (4.38)) se debe mantener en
cualquier instante de ¢tiempa y en tado punto de la interfaz.
Consecuentemente, E‘, Er Y Et deben tener precisamente la misma
dependencia funcional de las variables t y ?, lo cual quiere decir que

WRP-wo), =@ F-ob] =@ F-oo] t4.33)

Con esto, las exponenciales en la ec. (4.27) se anularfan dejando
una expresién independiente de t y #. Como esto debe ger cierto para
todos los valores del tiempo, los coeticientes de t deben ser iguales,
ohteniéndose

woome . 4.34)

Recordemos que los electrones dentro del medio estan sujetos a
vibraciones a la frecuencia de la onda incidente! Claramente cualquier
onda que sea esparcida tiene la misma frecuencia. Ademas

P, =R P =R Py, (4.35)
para cualquier 7 en la interfaz.
De los primeros dos términos obtenemos

LR - R)-? 3, = e (4.36)

Esta expresién simplemente dice que (?L- fr) es perpendicular a
la interfaz, es decir a a. Obsérvese, sin embargo, que ya que las
ondas reflejada e incidente estan en el mismo medio IRL'2= er'f Del

hecho de que (?L- ?r) no tiene componente en el plano de la intertaz,
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es decir @

x (k:— k:) = @, concluimos que
- - B
Ky, = k“'_, (4.37}
la cual es una generalizacidén de la ley de reflexion®
e = @& (4.38)
i v

Asimismo, ya que (Qt_ ﬁr) es paralelo a R, los tres vectares ?i, Er Y

i estan en el mismo plano, que es el plano de incidencia. Por lo cual,

de la ec. (4.35) obtenemos
o PO
R, —K)r :||F = 0 (4.39)
¥, Por consiguiente, (?i - Z‘) es también normal a la interfaz. Por

ello l‘z,‘, 2‘_. ?l Yy A son todos coplanares. Como antes, las componentes

tangenciales de EL Yy zl deben ser iguales y consecuentemente
s o o
o TR T (4.40)

la cual es una generalizacisén de la ley de Snell®

*/Eisen(et) = Y€ sen(8 ). (4.41)
4.2 Impedancia de superficie

En esta tesis los calculos de la reflectancia se haran maediante
la impedancia de superficie. Es por ello que en esta seccién se
muestra el procedimiento de deduccién de la férmula de la reflectancia
en términos de la impedancia de superficie. Para el casa de 1luz con
polarizacién P denotaremos como R_ a la reflectancia y por ZP a la
impedancia de superficie.

Para obtener la férmula deseada para Rr’ consideramos una
interfaz entre dos medios semiinfinitos arbitrarios. Estos medios
pueden estar compuestos de un numero diferente de capas. Existe, sin

embargo, una restriccién para el medio de la izquierda, a saber, en la
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vecindad inmediata de la interfaz, éste debe estar caracterizado por
una funcidn dieléctrica ¢ local. Esto implica que, a la izquierda de
la interfaz, los campos se forman de una onda incidente y una _anda
reflejada. Consideraremos que la interfaz se encuentra en el plano Xy
y el plano de incidencia en el plano xz. Definimos 1la impedancia Zr
como

E, (@)
. (4.42)

zZ (@) =
r
By (@)
B

Como el vector B es paralelo al eje y, las companentes para el
medio de la izquierda (z < @) son

E (z) = 2z [B (z) ~B_ (2)], (4.43)
x T iy ry

By(z) = B‘y(z) * Bry(Z)' (4.44)

donde B‘y(z) Y Bry(z) representan el campoc de indu:cibn magnética de
la onda incidente y reflejada, respectivamente, y Zx = Et‘IBiy es la
impedancia de superficie correspondiente a 1la onda incidente que
tendria el medio de la izquierda si este fuera homngénenf Notamos que
para la onda refléjada Z! = _Erx/Bry' La sustitucién de (4.43) vy

{4.44) en (4.42) permite escribir

Zx[BLY - Bry]

ZD(D) = . (4.45)

B, +B
iy ry
de donde se obtienen la amplitud de reflexidn
B

ry T D

rp = — = . (4.46)
BLy Zx + ZD
y la reflectancia*®
R, = |r'|=. (3.47)

En esta fémula ZD es la impedancia de superficie del medio que se

localiza a la derecha de la interfaz.
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ta amplitud transmitida tp se define (en forma no estandard) como

B‘:y
t T m— (4.48)

BLy

Siguiendo un camino similar cbtenemos que

. (4.49)

De la ec. (3.463) se abtiene para un medio local
kc
z = —, (4.5@)
r we
donde k es la componente del vector de onda normal a la superficie,
la frecuencia y ¢ la funcién de respuesta dieléctrica. Si ambos medios

son locales entonces

1~ Kp®y
LA (4.51)
kx‘p + kn‘x
Y
2k ¢
o
tr = " . (4.52)

£+ k
I D Dcl

Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Fresnel
para ondas con polarizacidén P; y junto con expresiones andlogas para

polarizacién § forman las bases de la &ptica f1sical’®

4.3 Teorema de Poynting y energia de los modos laongltudinales

En la siguiente seccidén discutiremos las condiciones adicionales
a la frontera (CAF’s) y deduciremos a partir del teorema de la energla
las CAF’'s de Farstmann2®’'®! por ello, en lo que sigue mostramos 1la

deduccién del teorema de Poynting y, a partir de ella, hacemos una

generalizacidén del tearema de la energia para el caso de un medio con
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dispersién espacial.
- -

La potencia ejercida por campos electromagnéticos externos Ey B
sabre una carga q, esta dada por q\7~é, donde :I es la velocidad d_e la
:argaf Puesto que la fuerza magnética es perpendicular a la velocidad,
el campa magnético no hace trabajo. Si existe una distribucién
continua de carga y corriente, la potencia transferida en un volumen
tinito v es

- .

fa-Eav. t4.53)
v

Esta potencia representa una conversidén de la energia electromagnética
en energia mecanica o térmica, y deberd ser balanceada por una
correspondiente rapidez de decremento de energia en el campo
electromagnético dentro del volumen v. Para exhibir esta ley de
consaervacién usamos las ecuaciones de Maxwell para expresar (4.53) en

otros términost Asi usando la ley de Ampere-Maxwell podemos eliminar
-

gy
-
- 1 - - on
filEd = —7 [cE-(VxH)—E' —]dv. (4.54)
v an v ot
Si ahora empleamos la identidad vectorial,
- - - - - - .
V(E x H) = H(V x E) - E- (V¥ x H) (4.55)
Yy usamos la ley de Faraday, obtenemas
- -
R 1 - - -+ oD - ap
JaEaw =- =T [:v~(ExH)+E-— +H~—]dv. (4.56)
v an v at ot
- - - -
Si en el medio macroscépico involucrado B = uH y D = ¢£E, siendo p
- - .
y & cantidades independientes de los EyBeli ientes del

tiempo, entonces las derivadas con respecto al tiempo en el lado

derecho se pueden escribir como
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- aD a 1 . .
E' == 8 = = ¢ E'D {4.57)
ot ot 2
Y
-
- o8B 2 1 - .
H- — = — =~y H-B. t4.58)
at at 2
Ahara introducimos el escalar
- - -
v =g (E'D + H-B) (4.59)
Yy el vector
- c - -
S8 = -= (E x H), (4.60)
4
los cuales nos permiten escribir la ec. (4.58) como
- - Ju —
~-fa-Edv = [ [— + 98 ] dv. (4.61)
v v at

Empleando el teorema de Gauss,
- d -
~fa€Edv = — fudv + [s-d3. (4.62)
v dt v A
Notamos que esta ecuacién tiene 1la forma de una ley de
conservacién si interpretamos a u como la densidad de energia y a s
-

como la densidad de flujo de energlia electromagnética. El vector S es
llamado el vector de Poynting. La ec. (4.41) también se puede escribir

en la forma de una ecuacién diferencial de continuidad,

e - . -
—_ 4+ 95 = - J-E. (4.43)
at

El significado fisico de 1la forma integral, ec. (4.62) y
diferencial, ec. (4.63), es que la rapidez de cambio en el tiempo de
la energia electromagnética dentro de cierta volumen mas el flujo de
energia por unidad de tiempo fuera de &él, a través de la superficie
frontera del voluﬁen, es iqual al negativo del trabajo hecho por los
campos sobre las cargas dentro del volumen® Este es el enunciade de

conservacién de la energia.
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Si el medio no es magnético, es decir, u = 1, podemos escribir el

teorema de la energla en forma diferencial coma

o 1 1 c . - - -
-—] —€ep + —8® = — (V-(E x B)) + £-3. t4.64)
ot Bn 8n an
E-D
En esta dltima ecuacidn - es la densidad de energia del campo
p? 8n
eléctrico, -~ ~— es la densidad de energia del campo de induccidén
c Or . . - -
magnética, — (E x B) es la densidad de flujo de energia y E-J, en el
an

caso general, no serdA solamente el ritmo de generacién de calor en el
sistema, sino que también contendra términos que describen el
intercambio da energia desde el campo hacia el media y viceversa.
Ahora, a partir de la expresién del teorema de la energia
llegaremos a un resultado mAs general para el caso de un metal con
dispersién espacial. Con este fin, obtendremos el término E~3 a partir

de la eguacién del medioc (metal no 1local). Empleando el modelo

hidrodinamico discutido en la seccién 3.5, esto es,

- z

©, - -+
B - re - La - g, (4.65)
ot an T

donde t es el tiempo de relajacion.
-
Multipliquemos ambos miembras por J,
- z

- w - - - -
3-89 . EJE -~ L33 - p*a-ve. (4.66)
at an T
- -
Resolviendo para J-E
N z - - -
JE = ﬂ_[_l.ﬂ. + Lag « p‘a-vP]. (4.67)
z 2 at T
b)'
Pero
- - -
3-Vo¢ = V:dp - pV-J. (4.68)

De la ecuacidn de continuidad de la carga, tenemos
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v = -."f.,

(4.69)
ot
sustituyendo (4.&67) en (4.48),
-~ - o - 1007
39 = 9Jp + p 22 = w.gp + 228 (4.7@)
at 24
Sustituyendo en (4.47)
- - z - - - z . 2
3E = AR {1237 L5 4 gvae + BT ¢4.71)
z 2 at T 2 8t
w;
r
o
- - z Z, T - z -
3E - [_l.ze_ . _gsg]* LU LT 272>
z 2 ot 2 at z z
Wl W, T wy

-
Ahara consideramos que D en la ec. (4.64) nos representa la

respuesta dieléctrica de los electrones ligados unicamente, es decir
sustituimos l; por EBE, puesto gue, la contribucidn a la respuesta
dieléctrica de los electrones libres es considerada por medio del
modelo hidrodinamico a través del calcula de las densidades de carga o
y :Drriente,s.

Bajo estas consideraciones, sustituyendo (4.72) en {(4.56%),

abtenemos

2 1 4+ 3 z
-~[__.E.n* B 2047, _Zzepz] -

at ] 8n an w® w®
[ 4 r
- c 4 = 2
B a4 v [-_- ExB + 3B p:l]. (8.73)
u:'r 4n w?

r

En esta ecuacién ademis de los términos de energia eléctrica vy
2r

magnética tenemos el términe - Jz que representa la energia cinética
o

r

3
. Zn@

del gas de electrones libres y el término H Pz que representa’ la
“p

densidad de energla potencial debido a la inf veidad intr tcida

en el gas por la onda de plasma longitudinal. Ademis del vector de

70



-
od, al flujo de energla. Por

4npz

Poynting aparece otra contribuciodn,

2
“p

1o tanto, la ec. {4.73) nos dice que la densidad de energfa en un

volumen disminuye por un flujo de energia fuera de este y por la

4n

- -
pérdida de energia en forma de calor J-J la cual notamos que eas

UZT
¥
definidad positiva.

Observamos que hay un flujo adicional de energia proporcional a
pz debido a la fuerza de presién del gas de electrones, la cual se
manifiesta en la dispersién espacial. En un metal este flujo de
energia podria ser transportado por las ondas de plasma. Por 1o tanto

podemos separar la densidad de flujo de energla en la forma,

- - -
s =57 + g (4.74)
donde
- c - -
s = —— E x B, €4.75)
4

representa la densidad de flujo de energfa en las ondas transversales

y .
-+ 2z -
st = Am8T 5, (4.76)
z

©p

la densidad de fluijo de energfa en las ondas longitudinales.

Para el caso de ondas monocromaticas las ecs. (4.73) y (4.786) se

pueden promediar en el tiempo, obteniendase

c
8] = — Re(g,p}) (4.77)
8n R
Y
2
g = 20 ge(ehy (4.78)
2
W
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4.4 Condiciones adicionales a la frontera CCAF’S)

Nuestro punto de partida sera la solucién general del ‘sistema
homagéneo, o sea, la solucidén simultanea de la ec. {4.4) y la ecuacidon
del matertal, que en nuestro casa, es la ecuacién del modelo
hidrodinamico, ec. (4.65).

Como vimos en el capitulo 3, la solucién de estas ecuaciones para
el medio homogéneo consiste de ondas transversales Y ondas
longitudinales. Para un. medio inhomogéneo formado por dos medios
diferentes, podemos encantrar una solucién general igualando en su
intertaz, a través de las condiciones a la frontera, las soluciones
generales para cada unoc de 155 medios®'® Para poder igualar las
soluciones generales de las ecs. {4.4) vy (4.485) en amhos medias

fes 30,31
necesitamos 4 condiciones a la frontera.

Consideraremos la
situacién en éptica, donde la dependencia en el tiempo esta dada como
exp(-iwt). Como en la seccidn 4.1, al realizar una integracién de
contorno de la ec. {3.44) concluimos que por que los campos  son
finitos en todas partes

E; es continuo. (4.79)

Siguiendo, obtenemos de

- - 4t -+
exB= L2 (- —d0y, (4.80)
c at i
- AT -
VAE - — J) = @, (4.81)
iw
¥y el argumento de la caja de pildoras, que
- A1t - i
(E — ~— J)} es continuo. (4.82)
iw +

En o&ptica estandar, esta ecuacién se establece como la

continuidad de D_\.’ y con D_L = cE_L uno generalmente tiene una
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discontinuidad en EL y J*. Una discontinuidad en el campo eléctricao es
equivalente a tener una densidad de carga infinita (ec. (2.28)),
algunas veces llamada densidad de carga superficial. Sauter®! fue el
primero en sefalar que las fuerzas que generan una onda longitudinal
llegarian a ser infinitas de haber una densidad de carga infinita, 1lo
cual seria ademds inconsistente con cualquier modela micrascépico de
la superficie. Por 1lo tanto, complementamos nuestras ecuaciones
macroscépicas con el requerimiento Que todos los campos E, ; y todas
las densidades p, 3, Y ; sean finitas?°'’! Esto da la condicién a 1la
frontera

E, es continua (4.83)
y de (4.82),

JJ_ es continua {4.84)

Como todas las cantidades en las 'ecuaciones de Maxwell son
finitas la densidad de energfa también debe ser finita y por tanto el
flujo de energla debe ser continuo. Entonces el argumento de la caja
de pildoras aplicado a la ec. (4.73) nos dice que la componente normal
del flujo de energia,
c - - an -
[;;. (E x B) + = n‘ap] R (4.85)
r L

dete ser continua. La componente normal del vector de Poynting, ya

es continua en virtud de (4.79), (4.83) y (4.84}. La continuidad de

4n 2
~ 8 le (4.86)
P

es una nueva condicidén a la frontera.
Camo JL es continua (ec. (4.84)) para que (4.8B6) sea continua se

requiere que
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4q nﬁz

> P sea continua. (4.87)
“p

Esta ecuacién es una forma mas apropiada para expresar la nueva
condicién a la frontera. ’

La interpretacidén de la condicién (4.87) es la siguiente. En
cualquier plano introducide en un medic homogéneo hay una fuerza de
presién transmitida a través de este plano si la densidad de carga es
inhomogénea. La fuerza de presién actuando normalmente en la interfaz
debe ser la misma en ambos lados como la presidn en una interfaz entre
dos liquidos, lo cual se expresa mediante la ec. (4.87).

Hace algon tiempo se mnstrcfz que en una interfaz metal-metal,
(4.87) como una cuarta condicidn es suficiente para determinar todas
las amplitudes. En una superficie libre (por ejemplo en la interfaz
entre un medio y el vacfo) 3 condiciones, (4.7?9), (4.83) y {4.84), son

necesarias y impl 1can°'

ya (4.838) por que :J._L = @.

Hasta aquf, hemos mostrado como se deducen las CAF's que
utilizaremaos en el cailculo de 1los resultados de esta tesis, pero
dichas CAF's no. son las unicas. En la literatura se encuentran
diferentes CAF"s corresponden a diferentes suposiciones de la
respuesta no local del sistema cerca de su interfaz. También, existe
una gran controversia a cerca de cuales CAF's son mejores>is 2. o4

Varios calculos los cuales involucran interfaces entre medios no
locales y interfaces entre un medio no local y un medio local han

aparecido en la literatura$®~°?

Sin embargo, nosotros hemos encontrado
que varjias de las CAF’'s conocidas, incluyendo las CAF’'s que fueron
deducidas en las pAginas anteriores, pusden ser expresadas como la

continuidad de yJ_L y de vo, donde J_L es la componente normal & la
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superficie de la densidad de corriente de conduccidén, pg es la
fluctuacion inducida de la densidad de carga en el gas de electrones,
Y # y v son pardmetros que dependen del metal no local. Algunas dg las
CAF’s conocidas corresponden a la eleccidn siguiente de los valores de
estos parametros: g = 1 y v = pz/m: (modelo ) corresponden a las
51,80

condiciones deducidas por Forstmann que son las CAF’s que

utilizamos en el cdlculo de nuestros resultamos, o = .l/m: y v = pz
(modelo 11) corresponden a B(::ar-::iman‘7 yu=1y 3 = 1 (modelo III)

corresponden a E1 iassun?“

donde @ 'es la frecuencia de plasma del gas
de electrones y @ #s la constante de rigidez, la cual es la fuente de
la no lacalidad.

Completamos nuestro estudio de las CAF’'s considerando la interfaz
entre un conductor no local y un medio local. Una revisién de estas
fue dada recientemente por Del Castillo y Mochan®® La conclusién de
estos autores es que &n la interfaz entre un conducter local y uno no
local, P.= @ para los modelos ¥ y 11, y ‘J.u = Ju para el madelo III,
J.Lz es la proyeccidén transversal de*az, y en la interfaz entre un
dieléctrico lul:;al'y un metal no local, o= @ para el modelo II y Ju =
@ para los modelas I y 1Il. Los subindices 1 y 2 denotan los campos en
el interiar del medio 1 y 2 respectivamente, el medio 1 es un aeetal no
local y el medio 2 sera un metal local o un dieléctrico local, segun
sea el caso. Es interesante notar que la cundlcicn‘p‘= @ no praoduce
acoplamiento entre las ondas transversales y longitudinales en una
superficie entre un metal no local y uno local. Experimentalmente, sin
embarga, se ha chservado lo contrario.

Los resul tados de esta seccidn seran empleados mas adelante en la

construccion de la matriz de transferencia de superredes conductoras.
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CAPITULO 5

ONDAS DE SUPERFICIE Y DE PELICULAS

Los medios inhomogéneos pueden proporcionar nuevas spluciones de
la ecuacién de onda que no pueden existir en medios espacialmente
humugé‘neos. En este capitulo, presentamos la revisién de la relacidén
de dispersién de las ondas de superficie. Haremos primero una
discusion de los plasmones de superficie, después obtendremos la
relacién de dispersidn de los modos de una sola superficie y 1los de
una pelicula simétrica, estudiaremos los modos de superficie y las
polos de la rEflel:tar\cia,‘ ¥, para terminar, revisaremos el caso de las

ondas gquiadas transversales y longitudinales en una pelicula.
8.1 Plasmones de superficie

Como se vid, para tener en un medio homogéneo infinitoe un campo
longitudinal El' diferente de cero debe de cumplirse 1la condicién
t"(ﬂ.u) = @. Esta condicidn nos da la relacidn de dispersién para los
modos longitudinales y desaceopla el campo longitudinal de los campos

transversales. As{ en el caso de un media homogéneo infinito todas las
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posibles oscilaciones de plasma son de naturaleza puramente
longitudinal en el sentido que el campo El‘ diferente de cero, no crea
campos transversales.

Por otro lado, hay dos grupos de oscilaciones de plasma para el
caso en que una interfaz separa a dos medios distintos. Uno consiste
de oscilaciones de bulto similares a las del medio infinito y el otro
consiste de oscilaciones de superficie. En las primeras el tnice papel
que juega la superficie es determinar sus amplitudes a través de las
condiciones a la frontera.

Las ondas de superficie son de naturaleza diferente. Primero su
relacién de dispersidn ne es la condicidn =0 Yy consecuentemente no
estan relacionadas con la distribicién espacial de 1la carga en el
interior de los materiales. Segundo el campo longitudinal E" crea
campos transversales los cuales a su vez lo modifican.

Como una superred esta formada por peliculas delgadas de
diferentes materiales, es de esperar que los efectos de la superficie,
como son las oscilaciones superficiales, sean importantes para
explicar la forma del espectro de la reflectancia y la relacidn de
dispersién de una superred. Por ello, en este capitulo discutimos
algunas de las :ara:teristica; de este tipo de ondas. Como se
recordarai las oscilaciones de bulto ya fueron discutidas en los

capi tulos anteriores.
S.2 Modos de una sola superficie

Examinemos el plano de separacién entre dos medios locales no

magnéticaos con constante dieléctrica ':x("’) Y ;z(u) respectivamente.

77



Elegimos el sistema de coordenadas de manera que el eje z sea normal
al 1limite de separacidn z = ®, y este dirigido hacia el interior del
medio 2. Consideremos el caso de polarizacién P cen el vectar ;
paralelc al eje y. Entonces, la ecuacién de anda para el campo de

inducién magnética en todos los puntas dentro del medio 1 toma 1la

forma
Z,
1 ] By‘ n? w?
- —_— - — 1 B - —B8 = 0. (5.1)
€, az* e, vt c® vt

El indice 1 quiere decir que este es un campo magnético en el
medio 1. Analdgamente, el campo magnético en el medio 2 sera designado
con el simholo Bz. Aquil supusimos que el campo se propaga  como una
onda a lo larqo de la direccidn »x con vector de onda Q y frecuencia w.
Analogamente, en el medio 2 tenemos

N L

2 2
z e} '
= - [ —_ ] Byz - - Byz = Q. (5.2)

& az
z

€, c
Las soluciones de las ecs {S5.1) y (5.2) se relacionan con ayuda

de las condiciones de frontera

E ., =E. B, =8B, (5.3)
Buscamos las soluciones de las ecs (5.1) y (5.2) en la forma
= 1(Ax —wt + k 2)
th =5, * (5.4)
Y
= {(@x ~wt - k_z}
Byz = Byp® Z s (5.5)

tal gue Byt Y EIyz tiendan a cero cuando z + ¥ ®, respectivamente. Con
otras palabras, buscamos precisamente 1los modos electromagnéticos
localizados alrededor de la interfaz. Sustituyendo (5.4) y (5.5} en

las ecs. (5.1) y (5.2), obtenemos
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ky [uz [ ]
= ~=B + _ = — B, = 0, (5.6)
Ve 2 v
£, c €,
Y
2
kz w? a2
_— Byz + - - - Byz =  B. {S.7)
& e e
z

z
de la primera de estas ecuaciones obtenemos
k, = »/uzc‘/c‘ - a%, (5.8}
de la segunda
/) z z _ o2
kz = wie,/c Q. (5.9)

Pasemos a la aplicacién de las condiciones a la frontera. De la

sigue que B =

igualdad de las componentes tangenciales By "~

¢ Y By
B, La igualdad de las componentes tangenciales del campo eléctrico

proporciona
1 éB 1 B
v vz
—_— = -— . ¢5.10)
e 9= e, 9=
Iy z
de donde se aobtiene
k, z
= - {5.11)
1 z

o bien
P E el - e
;: we /e aQ = - E: wie, /e a®. {S5.12)
Resolviendo la ec. (5.12) respecto de @* obtenemos la siguiente

relacidén de dispersidn para la onda superficial,
2 ‘1%z w®
Q% = — {5.13)
oz
La formula (5.13) nos proporciona en forma implicita la ligazdén

entre la frecuencia de las oscilaciones electromagnéticas

superficiales y el vector de onda.
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En general k‘ v kz son numeros complejos. Para que la anda sea en
realidad una onda de superficie se debe elegir en las ecs. (35.8) vy
(5.9). las raices cuadradas que tengan una parte imaginaria pusiyiva.
De esta forma, la funcién de onda alcanzarid su maximo cerca de la
superficie y decaera exponencialmente a medida que se aleja de ella.
Para ésta las radicandos de las ecs. (5.8) y (5.9) dederan ser menores
que CEFU’

(8c 7w } > L) (Qe /w0 ) > £, {5.14)

Combinando la primera de estas desigualdades con la ecuacidén de
dispersién escrita en la forma

(0 sa)? = £.5./e, + c,) (5.15)
abtenemos

2, /e, + &) > 1, (5.16)
de deonde sigue que £,(w) + £, (w) debe ser negativo y que 5:‘“’ 6 g, (w)
debe ser positiva, esto es, ct(m) >0y cz(w) < —c‘(w) & cz(w) > a vy
c’(m) < e, ().

Es (til analizar el limite de la ecuacidn de dispersidén (5.13)
cuando es pnsible‘despra:iar el retardo electrodinamico. Esto se logra
al satisfacer la longitud de la onda superficial la sigquiente
desigualdad

A< cT, (5.17)
es decir, la longitud de onda A es menor que el recorrido de la luz
durante el periodo de oscilacién T del campo. Entonces, en (5.13)
podemos considerar que la velocidad de la luz c es igual al infinito y
la ecuacidén de dispersién adquirira el aspecto

0* (2 (w) + £, ta)) = @, (5.18)

de donde phtenemos
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cl(m) = - cz(u) (5.19)
De la ultima ecuacién vemos que en el limite de 1las ondas
electrostiticas superficiales (cuandoe c + ®) y desprecianda 1la
dispersison espacial, la frecuencia de la onda superficial no depende
de su vector de onda.
Para el caso en el gque uno de los medios @5 el vacio, por ejemplo
el medio 1, la igualdad (5.17) se convierte en
£, = -1. (5.2a)
Si ademas el medio 2 es un metal caracterizado por una funcidén de

respuesta de Drude, tenemos que

1- W /W = -1 (5.21)
P2z
o bien
o, = w0, /TZ, (5.22)

dende denotamos por PS al plasmén de superficie.

Las oscilaciones de este tipo reciben el nombre de oscilaciones
de plasma superficlales o, mas brevemente, plasmones de superficie.
Como el vector ; en semejante modo superficial yace en el plano de
separacién y es perpendicular al vector de onda @, la onda es de tipe
H-anda transversal, abreviado como THe

La distribucién del campo eléctrico en el espacio puede ser
calculada por el campo magnético hallado con la ayuda de 1la ecuacidn
de Ampere-Maxwell. Como el campo magnético se encuentra dirigido a 1o
largo del eje y y depende de las coordenadas x y 2, su ratacional
tiene dos componentes dirididas a lo largo de los ejes x®x y z. Esto
quiere decir que la onda superficial, siendo transversal en relacién
con el campo magnétice, repecto del campo eléctrico no es lengitudinal

ni transversal. El campa eléctrico se encuentra en el plano xz en
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tanto que se propaga en la direccién x y decae en la direccién z.
Se puede mostrar que la onda superficial transversal eléctrica

{TE) no puede existir?
9.3 Modos de una pelicula simétrica

Ahora estudiemos el caso de una pelicula simétrica con un ancho d
y funcién dieléctrica cz(m), limitada por dos medios semi-infinitos de
funcién dieléctrica c‘(u). Supongamos que las interfases de la
pelicula estan localizadas en z = @ y z = d. Para obtener la relacién
de dispersién de los modos de superficie se supone una solucién de
onda saliente para la ecuacién de onda. El vector de onda de las ondas
salientes sera de la forma : = (Q,0,k ), donde @ es la componente
paralela a la interface y kL la componente perpendicular. La onda
superficial se propagard por la direcién x. Como en la seccién anterior,
busquemos una solucidn de la ecuacién de onda con la que el vector ;
se halle en la superficie (plano) de separacién. Si el vector ; esta
dirigido para!gia;ente al eje y, la solucidén para el campo  de
induccién magnética es
—El(ﬂx —wt + k‘Z),

By(x,z,t) = B‘ para z < 9, (5.23)

- B;EL(GK -wt + kzz)
- B:E‘“‘" —wt = kyz) para @ < z < d, (5.24)

= a:e""’" met =k (z=d)) a2z > d. (5.25)
Como cada término representa una onda que satisface la ecuacién

de onda para el campo de induccidn magnética,

wz /2
ko= [ct(m) = e ], L= 1,2, (5.26)
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El campo eléctrico lo podemos obtener a partir de la ecuacidén de
Ampere-Maxwell. De esta forma la componente tangencial del campo

eléctrico es

L(Ox ~wt + k z)
1770,

E (x,z,t) = - Z‘B:e para z < @, (5.27)

+_1(Qx ~wt + k_xz)
u Zsze 2
-z pet (O 9t m k2 para@ <z < d,  (5.28)

= ZxB:eHGx Cwt - kl(z—d)), para z > d. {5.29)
donde
k. c
i

z L= 1,2, €5.30)

[
i
es la impedancia de superficie discutida en la seccién 4.2.
Apliquemos las condiciones a la frontera en la interface z = Q.
Para la componente tangencial del campo de induccién magnética By,
. .
Bx = Bz + Bz' (S5.31)
De la continuidad de la componente tangencial del campo eléctrico
- - -
- = - . 5.3
z B, Z,(B, - B)) ¢ 2)
En la interface z = d, de la continuidad de la componente tangencial’
del campo magnético,
ik d - ik d
B:=B;e‘z +Bze‘z, (5.33)
y de la continuidad de la componente tangencial del campo eléctrico,
+ + ik d ~ ik d
Z‘B‘ = Zz(Bz e Tz Bz e LI Y (5.34)

A partir de las ecs. (5.31)-(5.34} tenemos,

-
)
-
U
-
]
w

kS

.
4, % -z, @ B, 1 = o. (5.39)
-] etked el L FC et B;
2 oz ef? 7 e"ikY 2 B’

-
'

es



Para que existan ondas superficiales el determinante de la ec.

(5.39) debera de ser cerao. Por lo tanto, la relacién de dispersién se

obtiene de

b8 -1 -1 L]
det | 2 % I, @ = 0. (5.36)
° etkzd etk d g
ik d -ik.od o _
] Z,e 2 Zze z Z‘
Desarrollando el determinante, obtenemas
zik d 2 z
e 2 = (Zz + Z‘) /(Zz Zt) s (5.37)

Esta ecuaci®n es la relacidn de dispersién para una pelicula

simétrica. Extrayendo la ralz cuadrada en ambos miembros, tenemos dos

casos,
ik d
e T2 = (1 + Z‘/Zz)/(L - Z‘/Zz), 15.38)
o
—eth® = ez sz - 20z (5.39)
Las ecs. (5.38) y (5.39) se pueden escribir en la 1orma3°
cz(w) ko,
=i — tan(k,d /2), (5.42)
ct(w) LR -
Y
cz(w) k,
= e - :nt(kzd 12). (5.41)
e, () .

Estas relaciones de dispersién corresponden a modos simétricos y
antisimétricos, respectivamente.

La condicién para que existan modos en la interfaz entre dos
medios se obtuvo en la seccién anterior. En este caso, para que las
andas sea de superficie se debe elegir, en la ec. (5.28), la raiz

cuadrada que tenga una parte imaginaria positiva.
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Si el medio 1 es el vacio y el medio 2 es un metal con funcidn
dieléctrica cz(u) =1 - w:z/wz. Ambos modos comienzan en cero cuando
kzd - @ y se aproximan a w_z/n cuando kzd + . S5i el espesor d de la
pelicula es tal que wrzd/c >> L, las oscilaciones de cada superficie
llegaran a estar desacopladas.

Si el medio 1 es un metal con frecuencia de plasma Wy ¥ el medio
2 otro metal con frecuencia de plasma Dpz distinta, entonces, cuando
kzd + @, ambos modos comenzaran en la frecuencia de plasma menor; ya

que para que halla modos de superficie se requiere que una de las

funciones dieléctricas sea positiva, Yy se aproximaran a
¥ (¥ + o 1/2 cuando k d + o .
r rz 2

S.4 Modos de superficle y polos do la reflectancia

£n resumen, los modos de superficie son modos normales del
sistema que se propagan a lo largo de la superficie y cuyos campos
electromagnéticos decaen lejos de la superficie. La relacién  de
dispersién o = w(E) de este modo en la interfaz entre un medio 1local
homogéneo y el vacio se puede gbtener postulando la existencia de una
onda plana inhomogénea en cada uno de los medios, y aplicande las
condiciones de frontera usuales, ¢ sea, la continuidad de las
componentes paralelas de !; ' l; en la interfaz. Para polarizacisn S no
existen campos no nulos que puedan satisfacer ambas condiciones de
trontera, y para polarizacidn P s$lo hay solucidn no  trivial para
frecuencias w y vectores de onda bidimensionales E que cumplan con 1la
ec. (5.13). Dicha ecuacisén para la interfa: metal vacio se escribe

como
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2

o' £, ()
2 = —
" ==
c c“(w) + 1

(5.42)

donde r:u(u) es la funcién dieléctrica local del medio.

Si el medio es no local, el campo electromagnético dentro del
medic es mas complejo que una onda plana inhomogénea, y el métado
anterior no es aplicable. Sin embargo, podemos obtener la relacidén de
dispersién del plasmén de superficie haciendo la siguiente
observacion. Siendo un mode normal del sistema, éste puede ser
excitado sin necesidad de tener una onda incidente, y por lo tanto el
plasmén de superficie sélo puede existir en los polos del coeficiente
de reflexidn Fos esto es, la relacién de dispersién estA dada

implicitamente por

rF(G,m) = o, (5.43)
o usando la ec.(4.46)
v
Z,+7, = 0. (5.44)

Queremos comentar que el principio de conservacién de la energila
implica que, en general, el flujo de energi{a narmal a la superficie en
la onda reflejada no puede ser mayor que el flujo de energfa narmal a
la superficie en la onda incidente, y por 1o tanto |rr| no  puede ser
mayor que 1 a menos que en la onda reflejada no fluya energia en la
direccién perpendicular a la superficie, 1lo cual sucede cuando el
Angulo de incidencia, que es igual al de reflexién, es complejo, k
(ec.(5.24)) es imaginario y Q@ > w /e, o bien, que 1la dependencia
temporal y espacial a lo largo de la superficie de los campos no sea
la de una onda plana. Por lo tanto, los campos del plasmén de
superficie estan confinados en la cercania de la superficie, o éste es

una excitacién que decae, ya sea en el tiempo, (w compleja) o, a leo
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largo de la superficie (G complejo)}.

5.8 Ondas guiadas transversales

Cuando una onda incide sobre una pelicula dieléctrica delgada se
generA un numero grande de ondas transversales reflejadas
internamente. Se dice que una capa de algun material es una pelicula
delgada para cierta longitud de onda de radiacidn electromagnética
cuando su espesor es del orden de la longitud de onda. En la practica
esto puede corresponder a una capa dieléctrica con un espesor de
fraccién de una longitud de onda depositada sobre la superficie de una
lente, un espejo, o un prisma?

Para atacar el problema del comportamientc de 1la 1luz en una
pelicula delgada hay dos procedimientos. Uno es utilizar andas
maltiples y el otro es trabajar con las condiciones a 1la frontera vy
los campas totales eléctrico y magnético, que representan la
resultante de todas ' las ondas posibles que viajan en una misma
direccidn en el medio) El tratamiento tesrico de peliculas manejando
los campos totales magnético y eléctrico y sus condiciones a 1la
frontera es mids simple para multicapas; por ello lo utilizaremos en
esta tesis.

Consideremos una pelicula dieléctrica ambas de cuyas caras. son
conductares perfectos. Para ciertas frecuencias de resonancia
tendremos una interferencia constructiva entre todas las ondas
reflejadas internamente y la onda resultante podran propagarse a lo
largo de la pelicula. A esta tipo de ondas se les denomina ondas

guiadas. Para encontrar el valor de las frecuencias de resonancia
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escribimos

tiaxtkz-wt tax-kz-wLy
itax+kz ) t x z N (5.45)

B (F,t) = Ble + Ble
y v $4
dande el vector de onda es de la forma K = (Q,8,%k).

Como la dependencia en @ tiempo t y en x tiene la forma
Et(ai_“l’ esta dependencia se puede factorizar y omitir. Entonces la
ec. (S5.45) se puede escribir como

B (z) = Ble'*® 4+ plemikE, (5.46)
y y y

La solucidn de este sistema deberi de cumplir las condiciones a
la frontera establecidas por el electromagnétismo. Consideremos que
las interfaces de la pelicula estan localizadas en z = @ y =z = d,
donde d es el ancho de la pelfcula. Puesto las interfaces de 1la
pelicula son conductores perfectos la condicién a la frontera en la
interfaz z = @ es E_(0) = Q.

Evaluando la funcién en dicha interfaz, de acuerdo a la ec.

(3.65) tenemos,

kc
= e—— + u =
EA®) = (B -8B ) =0, (5.47)
de donde
8" = B_. -
M By (5.48)

Utilizando este resultado la ec. (5.46) puede escribirse como

B (z) =B (et®z + o7tkzy o 28 cos (kz) . . (5.49)
Ahora, evaluandeo la funcién en la interfaz z = d
ke .
Ed) = 2Bysen(kd) = @. (5.5@)

De aqul, para gque existan ondas transversales B; # O entonces
sen{kd) = @, (5.51)
por lo tanto

nrn
kd = nan o k = - n = 1,2,3,... (5.52)
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nn
B4lo existiran ondas transversales guiadas para valores k = b de

la componente normal a la superficie del vector de onda-.
Sustituyendo el valor del vector de anda en la relacién de

dispersién obtenida para las ondas transversales tenemos
|g|=_ T — = a. (5.53)

Sustituyendo £T del modelo de Drude sin disipacién
W = Wl e cf 0% + (e ). (5.54)

De esta ultima ecuacién podemos obtener el wvalor de las
frecuencias de resonancia, una para cada n en funcién del ancho de 1la
pelicula y el valor de la componente paralela, a las interfaces, del
vector de onda.

Las ondas transversales guiadas no sélo se presantan en ﬁeliculas
delgadas, también, las podemos encontrar en otro tipo de sistemas. Por
ejemplo en el interferométro de haces multiples, construido por
Charles Fabry y Alfred Perot en los altimos aflvs del siglo pasado.
Este instrumento es de suma importancia en éptica moderna. Su valor
particular surge del hecho de que ademas de ser un dispositivo
espectroscépico de un alto poder de resolucidn, también sirve como
cavidad resonante basica para el 1aser?

En principio, el instrumento consiste de dos supertficies planas,
paralelas, altamente reflectantes y separadas por una distancia d. En
la practica, dos planos épticos de vidrio semiplateados o aluminizados
forman las superficies reflectoras. El espacio de aire entre las
placas, generalmente varia de algunos milimetros a varios centimetros
cuanda el aparato se usa para interferometria, y frecuentemente 1la

distancia aumenta considerablemente cuando se usa como cavidad
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resonante de laser?
5.6 Ondas guiadas longitudinales

Como vimos en la seccidn anterior, en una pelicula dieléctrica
delgada podemos tener ondas transversales guiadas. Pues en forma
analoga, en una pelicula delgada de una material con dispersién
espacial, como lo es una pelicula metadlica, podemos tener ondas
longitudinales guiadas.

En esta seccién pretendemos mostrar la obtencidn de las
frecuencias de resonancia de las ondas de plasma en una pelicula
asumiendo que ellas no interactian con las ondas transversales en las
superficies de la pelicula. Ademids supondremos un tiempo de relajacién
infinite, 7 » ®, puesto que no pueden existir ondas de. plasma con
frecuencias reales si 7 es finito.

Consideremos una pelicula metdlica de ancho d en medio del vacto
y cuyas interfaces estan localizadas en z = B y z = d. Supongamos que
en el interior HE.Xa pelicula existen dos ondas longitudinales con
vector de onda ; = (3,08,{), de tal forma que la densidad de corriente
J’ esta dada por

mile (5.55)

J(z) = 3%et?* 4 e
z z z
Esta ecuacién deberd cumplir las condiciones a la frontera
establecidas por el electromagnétismo, pera también la condicién
adicional a la frontera Jz(n) = Jz(d) = @, pues en el vacio el valor
de la densidad de corriente es cero.

En forma andloga a la seccidén anterior, evaluando la ec. (5.595)

en las interfaces se obtiene la condicidn
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W= npn o ¢ = e (5.56)

para que existan ondas longitudinales (J_ # @). Por 1o que soélo
nr
existirian ondas de plasma guiadas para valares ¢ = b de la componente

normal a la superficie del vector de onda.
Sustituyendo el valor del vector de onda en la relacién de

dispersién para las ondas langitudinales (ec. (3.60)) tenemos que

2
- wl‘
e = 1 - — — = = @. (5.57)
w® + @@ + (nnsd)%)

Resolviendo esta ecuacidén para w,

W = W2 g@ e (s ?). . (5.58)

De esta daltima ecuacién podemos obtener el valor de las
frecuencias de resonancia en funcién del ancho de la pelicula y el
valor de la componente paralela, a las interfaces, del vector de onda.

Estas frecuencia de resonancia nos serviran para explicar el
espectro de la reflectancia y la relacién de dispersién de la

superred.
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CAPITULO 6

SUPERREDES

Las superredes han recibido considerable atencién en los aRos
recientes. Para estudiar sus propiedades se ha desarrollado la teoria
de la matriz de transferencia. En este capitulo primera, revisamos la
matriz de transferencia de sistemas locales Y mediante una
generalizacién desarrollamos una matriz de transferencia para medios
na locales. Después aplicamos la teoria para los casos de una superred
construida de capas alternadas de un aislante con metal no local,
metal local cnn'métal no local, y metal no local con metal no local, y
presentamos las férmulas de la relacidn de dispersién de los modos

normales de la superred.
6.1 Matriz de transferencia

Consideremos la superred, mostrada en la fig. 3, consistiendo de
capas alternadas de anchas a y b. Las capas son apiladas a lo larqo de

la direccién 2z, en 1la cual se propagan las ondas transversales

polarizadas P y las ondas longitudinales. Todas las ondas tienen la
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misma frecuencia w, y sus vectores de onda se encuentran sobre el
plane %z cen una componente @ comun en la direccién x. Construiremos
la matriz de transferencia para cada una de las superredes, por Vprasns:
Primero obtendremos la matriz de transferencia para una pelicula
aislante, después la matriz de transferencia para una pelicula
metilica no local, y finalmente las uniremos haciendo uso de las
condiciones a la frontera apropiadas. No consideraremos ondas

polarizadas S puesto que ellas no se acoplan a las ondas de plasma.
6.2 Matriz de transferencia para una pelicula alslante

La matriz de transferencia de un aislante . es bien cunncida..
Mostramos como se construye en esta seccidn con objetoa de introducir
nuestra notacidén y mostrar un procedimiente simple, el cual sera
generalizado en la siquiente seccidén en la que obtendremos Ia matriz
de -transferencia de un metal.

Dados w y Q, y puesto que no consideramos ondas polarizadas 6,
hay sélo dos on_&as polarizadas P propagandose en el aislante, una
hacia la derecha y la otra hacia la izquierda, con vector de onda at =
(Q,0,+q). La componente z, *q, del vector de onda se determina por

medio de la relacién de dispersidn

Zz
qZ = c, 2 - 8%, (6.1}
CZ

donde c es la velocidad de la luz en el vacia vy o:! es la funcién
dieléctrica 1local del aislante, cuya dependencia sabre o esta
implicita a la izquierda. Entonces, el campo electromagnético en

cualquier lugar del interior de la pelicula aislante estid determinado

por dos componentes independientes en un punto, tales como E,‘(z) Y
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By(:), las componentes del campo-eléctrico y magnético paralelas a 1a
interfaz. Estas a su vez se relacionan con las contribuciones del
campo magnético H+(z) y B_(z) moviéndose a la derecha y a la

izquierda, a través de

donde
z, -7, :
A = T (6.3)
11
Yy
qQc
0= , (6.4)
£ _w

es la impedancia superficial del aislante. Agui, hemos dejado

implicita la dependencia Ei(ﬂx—wt) de todas las cantidades del campo.
Puesto que B+(z) y B_(z) son ondaz planas propagandose con vector de
onda q ¥y -q, respectivamente, ellas estan relacionadas en diferentes

puntos z y z° en el interior del aislante a través de
B*] = T, tz-2) [g*], (6.5)

etqcz-z 1

donde

Tz —-2") = 2 etz |, (6.6)

Finalmente de (6.2) y (6.5), obtenemos la matriz de transferencia

M = AaTA" = (&6.7)

cos(ga) insin(qa)
1 1 ’

1YIsin(qa) cos(qga)

donde a = z: —'z;‘ es e} ancho del aislante vy Yx =L es la admitancia
z

1

de superficie.

La matriz Ml relaciona el campo electromagnétice en :':, la

frontera a la derecha del aislante, con el campo en z';, su frontera. a
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la izquierda, a través de

x x
[s ] = M' [: ] {6.8)
vi,® v].o
6.3 Matriz do transferencia para una pelfcula metidlica no local
La matriz de transferencia para la pelicula metalica, se obtiene
siguiendo pasos similares a los de la seccién anterior. Sin embargo,

ademads de las ondas polarizadas P moviéndase hacia la derecha y hacia

la izquierda, con vector de onda ?* = {(Q,@d,*k) obedeciendo

2

K = 2ltw) -2 - a7, (6.9)

e?
incluimos una onda longitudinal moviéndose hacia la derecha y otra
moviéndose hacia la izquierda, ton vector de onda X,= (Q,0,xd),
abedeciendo
-

£hte,,0) = @, (6.10)

donde c: es la funcién dieléctrica transversal y c: la longitudinal

del metal. Se asume que en cualquier lugar en el interior del metal el
campo eléctrico estid dado por una superposicidén de estas cuatro ondas,
que s: es una respuesta local dependiente sdlo de w, y que s: as una

-
respuesta no local la cual es funcidn de |(|z teniendo sélo un cero

para cada «. Estas suposiciones son

49,350

polo de plasmén, la cual no nos

los campos cerca de las superficies
efectos de

varios superficie

electrén—hueco. Sin embargo, este

considerar los efectos de las ondas

Puesto que hay 4 ondas en el metal, el campo en

conocidas camo la aproximacién del

da una descripcién muy exacta de

metalicas puesto que se desprecian

tales como exitaciones par
es el modele mAs simple para

de plasma.
cualquier lugar
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del interior de 1la pelicula metalica esta determinado par 4
componentes independientes del campo en un punto, tales como EK(z),
By(z), qu(z) Yy 4nivp(z), donde Jz es la componente normal a la
superficie de 1la densidad de corriente de conduccién, p es la
fluctuacidn inducida en la densidad de carga del gas de electrones, vy
H Y v son parametros constantes en el interior del metal, cuyo valor
depende del modelo de las CAF's. Se eligieron estas componentes por
que, como se vidé en la seccidn 4.4, varias de las CAF’'s conocidas se
pueden expresar en término de ellas. Estas 4 componentes, a su vez, se
relacionan con las centribuciones del campo magnético y el potencial
escalar, moviéndose hacia la derecha y hacia la dizquierda B, (2),

B_(2), ¢,(z) v ¢_(z) a través de

£ B,
B, B_
= 6 (&.11)
I [ o
4nive @_
donde
ke kc
— - -ig -iQ
T T
Eu(o) &‘“U
1 1 [} -]
6 = . ac . 8 , (6.12)
~Ho ~—= —uo —r —iploL —iulaL
cuu EMU)
] o e[ 0% ] v e+ ]
¥
" = (el - &y / ani, (6.13)
Y
ot = (e - £ / ani, (6.14)

son las conductividades transversal y longitudinal del metal. N&tese

que c: = @ puesto que debe ser evaluada para el vector de onda del
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plasmén -
Puesto que B*(z) Yy B_{(z) son ondas transversales y ¢*(=) Yy ¢_ (=)
son andas longitudinales propagandose con vectores de onda R, —ﬁ, £ v
-

-¥, respectivamente, ellas estan relacionadas en diferentes posiciones

z y z° en el interior del metal a través de

B, B,
B_ B_
o, = Tu( z - z'Y) @, 3 {&6.15)
¢ [N .
z z
dande
E‘k(z-z'l @ 2 o
° E-ik(z-z') 2 ®
Tu( z-2z") = e o etl(z-z‘l o - (6.16)
° ° @ e A

Como en la seccién anterior, finalmente, de (&6.11) y (6.15) obhtenemos

la matriz de transferencia de 4x4.

=1
Mu = B T“(b) G, (6.17)
donde b = z: - z: es el ancho del metal. Omitimos las expresiones
para los elementos de H" puesto que son complicados y se pueden

obtener directamente.

La matriz M" relaciona &1 campoc electromagnético en :: sla
frantera derecha del metal, con el campo e&n :: » su frontera a ila
izguierda, a través de

E E
x x
By B,
= M . (6.18)
;.JJ: 1% sz
4nive z" Anivp L
" T

La matriz de transferencia H“ puede ser escrita en bloques como
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M L]
M, = et | (6.19)
M M
donde
o C‘l' i[(ZT)ZST_wTstL]
LV - s (6.20)
is” c
L L[ st act-ch
M= iW T N {6.21)
] -5
LT T ST i(CL_ cf)
MM = iW L > (6.22)
[-] -s
Y
. c* s0(z™)*sm-uwsT1
H“ = L L . (£.23)
is [~
Aqui introducimos las definiciones siguientes:
ke
2T = — (6.24)
;“w

es la impedancia superficial ¥ = E: 7 B: para una onda ' plana

transversal moviéndose hacia la derecha caon vector de onda k, y
L uta®
e (6.23)
ve [ Q%+ %]

es la correspondiente impedancia superficial ¢ = uJ: / (4nivp) para

una onda lengitudinal con vector de onda Z,
Qe

T
M

es la respuesta corriente eléctrica-campo magnético W= yJ:/ By para

T

W = - ot . (6.26)

una anda transversal, y

Q
Wweos e (6.27)
ve® [ a%+ £ ] '

es la respuesta campo eléctrico-densidad. de carga W- = E: 4 (Anivp)
*
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para una onda longitudinal; finalmente,
T

¢’ = castkb), (6.28)
c* = cos(Z by, (6.29)
8T = sin(kb) 7 2} . (6.30)
%
s* = sin(¢ by 7 z% : (6.31)

Estos ultimos términos contienen 1a informacién referente al
ancho de la pelicula. Nuestras definiciones (&.24), (6.23), (46.26) vy
(46.27), de las cuatro funcianes de impedancia, Zr, ZL, " Y WL, se
entienden si consideramos a By como la respuesta transversal y a p
como la respuesta longitudinal a las campos de excitacidn Ex Yy Jz.

Estas definiciones nos seran utiles al calcular los modos

normales de bulto de la superred metilica no local.
6.4 Matriz de transferencla para una superred aislante-motal no local

Para poder unir la matriz de transferencia 4x4 del metal con 1la
matriz de transferencia 2x2 del aislante, debemos seralar gque las
componentes E“, By, “J;' y 4nive, las cuales son independientes en el
interior del metal, no lo son en una pelicula metalica confinada por
un aislante. Los cuatro campos son linealmente dependientes puesto que
ellos deben obedecer condiciones de origen no eléctromagnético, es
decir, las candiciones adicionales a la frontera CAF's.

Dichas condiciones ya fueron discutidas en un capitulo anterior.
A manera de ejemplo utilizamos las CAF's del modelo I. De esta forma,
para una interfaz entre un metal no local y un aislante tenemos J= =

@, entonces, la ec. (4.18) puede escribirse como
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* ®
2 = M By . (6.32)
2 M ]

4nivp » Anive L

e Zu

A partir de la ecuacién del tercer renglén de la ec. (6.32) se

purde obtener una relacién ltineal entre 4rive, Ex s Y By en 2"

Resolviendo 1a ecuacién para 4nrnive y sustituyendo dicho valor en el

lado derecho de la ec. (6.32), sus dos primeros renglones seran wuna

relacién lineal entre Ex Y By en z_ Yy E vy By en z:. Podemos escribir

x

esta relacidén como

£, E,
o My, o |- (6.33)
zl‘ z‘(

De esta forma, utilizando una CAF en cada una de las interfaces

del metal colapsamos la matriz de transferencia de 4x4 a una matriz N"‘

de 2x2.
M )
RS ML
""tl - ”Ml‘ M “I(ll n"l‘ "
HZe M4
M = . (6.34)
» M [
" -n Mo 1 M - M3 1
i1 14 M Mt MHi4 ™M
M3 [23: 2%

El procedimiento detallado depende de las CAF’'s elegidas, la reduccidén
de la matriz de transferencia puede realizarse para cualguier eleccidén
de las CAF's siempre y cuando la pelicula metilica esté rodeada por un
medio local, es decir, sin dispersién espa:ialf"

El dltimo paso en la construccidn de la matriz de transferencia
N"‘ para un perifodo de la superred consiste en unir M"‘ y ”x usando las
condiciones a 1la frontera del electromagnétisma, esto es, la

continuidad de EK v By, lo cual conduce a un simple producto  de las

matrices de transferenciat®



H"‘ = ML M. (6.35)

Aqus , M“‘ relaciona 1los campos Ex

)
+
By en 2z, d, o

Y
equivalentemente z'; + d, con los campos en z: o z'x‘ a través de

EK E)(
B = M s, ", (6.36)
P P Y e

Y M

donde d = a + b es el periodo de la superred. Una matriz similar que

translada un periodo a los campos de las posiciones z: o z'; es

obtenida permutando M! Y H"‘ en la ec. (6.35).
Las expresiones finales para los elementos de 1la matriz de

transferencia san

"“1‘““1 * "uLz"sz M“I!"Ilz * Msz"Izz

M = . (6.37)
MM+ MM MM+ MM
H2: T14 22 121 Hzs X112 M2Z 22

6.8 Matriz de transferencia para una superred metal local-metal no

local

Consideremos una superred formada por un metal no 1local A con

frecuencia de plasma ©oa Y constante de rigidez ;3A, en capas con ancho

bA, periédicamente alternadas con un metal no local B con frecuencia
- de plasma O Y constante de rigidez /3n, en capas de ancho bn cuya
frecuencia de plasma es ©op > Gpa Para frecuencias o < “op ambas

ondas, transversal y longitudinal, son evanescentes en las capas del
metal B. Puesto que la distancia de decaimiento de las ondas

longitudinales 6: ~r3n 7/ m" es mucho menar gque la de las ondas

transversales 6; e/ w se puede asumir que 5:; = B. Esto es

o’
equivalente a una constante de rigigez pa = @ lo cual, en el modelo

hidrodinamico, implica la ausencia de dispersién espacial en las capas

1es




del metal B. Esto es, para frecuencias menores a W la superred no
local—no local puede modelarse por una superred local-no local. De
esta forma las formulas deducidas para la superred aislante-metal no
local de la seccidén anterior pueden ser aplicadas a este sistema sin
modificacién, simplemente hay que identificar las cantidades del metal

y del aislante con las cantidades correspondiente en este sistema al

metal no local y al metal local respectivamente®®

6,8 Matriz de transferencia para una superred metal no local-metal no

local

La matriz de transferencia 4x4 para un periodo de una superred
formada por capas alternadas de un metal no local A y un metal no
local B se reduce a una simple multiplicacidn de matrices del tipo . de
la ec. (&£.19), puesto que usamos Gnicamente cantidades continuas para
representar los campos al construir la matriz de transferencia para
una pelicula de metal no local. Asi se puede escribir como

aa * (6.38)

Moo= H';‘n M
donde H‘“ Y “un -50n las matrices de transferencia de las capas del
metal A y del metal B, respectivamente. Estas son obtenidas a partir
.de las ecs. (6.9) a (6.31) simplemente poniendo los indices A o B a

todas las cantidades dependientes del metal tales con Z", ZT, ut

» Btc.

6.7 Teorema de Bloch

-
Sea F(z) una funcidn definida en un espacio vectorial E . de

dimensién m, ¥y sea M la matriz de transferencia que caracteriza a un
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sistema periddico de periocdo d, tal gue

- -

MFn = Fnoz (6.3
con

- - . .

Fn = F(nd). . (6.40)
Los eigenvectores de M obedecen

- -

"Fh.l =N F)\L, (6.41)

vy por consiguiente

- " 2

F)‘fnd) =M Fxflb) = Rithm). {6.42)
De aqui podemos escribir

-

;)\:z) = &P § ¢z, (6.43)
donde hemos tomado a

A = e‘f, (6.44)
‘pues los eigenvectores de la matriz de transferencia no pueden ser
cero (M es invertible} y G‘(z) es una funcidén con pericdo d.

El que los modos propios de un sistema se expresen como en (6.43)
se conace como €l Teorema de Blech y su deduccién para propagacidn de
electrones en un cristal esta en las textos de fisica del estado
solidal’?

En el caso genérico, los eigenvectores de M forman una base del
espacio vectorial donde actuan por lo que un vector ; arbitrario en =z

= @ se puede expandir como
-

N ™
FI0) = £ o F, (0. (6.45)
=g v ™M
Aplicando M" obtenemos
- ™ o
Fnd) = £ ae'f" Fy (@) (6.46)
i=1 t
o
. m
Flz) = §  ae'®® & (z) (6.47)
L=1 ) )
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esto es, una superposicién de ondas de Bloch.

Para el caso de una superred infinita el vector ;, es el vector
de las componentes independientes del campo electromagnético en
cualquier punto, M la matriz de transferencia para un periocdo d_dé la
superred, los eigenvectores representan los modos propios del sistema
Yy la ec. (6.39) nos permite obtener el campo electromagnético en
cualquier punto a partir de su conocimiento en un  punto z. Para el
caso local,

- E £ -
F(z + ne) = | o* = Mt = n" F(z), (&.48)
Y3z + nd Y i,

donde n es el nudmero de periodos de la superred que debemos movernas

hasta llegar al punto donde deseamos conocer el valor del campo.

6.8 Relacidn de dispersién

Hodos normales
De acuerdo con el teorema de Bloch, los modos normales de un
sistema peridédico pueden siempre ser obtenidos en la forma de ondas de

Bloch. Para una superred local infinita, esto significa gue

£ E
[B" ] = etrd [ B ], (6.49)
Ydz 4+ 4a Y iy

donde d = a + b es el periado de la superred y p es el vector de onda

de Bloch. Sustituyendo la ec. (4.49) en la ec. (6.38) encontramos - que

estos modos pueden existir sélo cuando qu - lgwd es una matriz
singular, esto es, cuando
dgetm - 1e'Ph) = o, (6.50)
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donde i es la matriz unidad de 2x2. Puesto que det(ﬂn‘) = 1, la ec.
(6.50) puede escribirse simplemente como

1
costpd) = mM M ), (6.51)

™22
una expresién de la cual se puade obtener p en farma analitica.

Notese que si p es una solucién de la ec. (&6.51), entonces p +
2nn y —p + 2nn son también soluciones para cualquier valer entero de
n.

Para una superred no local infinita, nuevamente, el tecorema de

Bloch implica que los modos normales del sistema pueden ser obtenidos

como ondas de Bloch tales gue

€ E

x x

B B

4 = atPd 4 (6.52)

, -
”Jz “Jz
qnivp 4nivp
z +d

donde d = bA + bn es el periodo de la superred vy p es el vector de
onda de Bloch. La relacién de dispersiéon p = p(w) de los modos

normales de bulto esta dada implicitamente por

ipd

det({M - 1e ) = @, {6.53)

esto es, e“’d deberi ser un eigenvalor de M. Escribiendo 1la ecuacidn

caracteristica en A = e‘pd,

P(A) = det(M - A), como
Py = ATOFah 4o oo 2N ey 7 AT (6.54)
Ahora observamos que si p &8s una solucién de la ec. (4.53)
represaentando, por ejemplo, una onda de Bloch que viaja hacia 1la
derecha, entonces -p es también una solucién y ésta representa 1la
misma onda pero viajando hacia la ixquierda. Por eso, si A es un  cero
de P(A), también lo es 1/A. De la ec. (4&.54) vemos que debemos tener

o, = 1y a, =vun, Y por ello, la ecuacién de cuarto orden en E"’d, Bc.

(6.54), puede ser ascrita simplemente como

1@s



4cos®(pd) + 2 acos(pd) + o, -2 = ®, (6.95)
la cual es una ecuacidén :ua&ratica y puede ser resuelta analfticamente
para p en términos de los coeficientes, i
o = = traza(MH) . (6.36)

a, = Ctrazatf®- traza(n®)isz. (6.57)
Después de sustituir las ecs. (6.19) a (6.31) en las ecs. (6.38),

(6.56) y (6.57), en términos de c¥, c*,57, y s, se obtiene

= — L T, oT gl
a, 2(L + T) k(S S+ S, 57 (6.58)
Y
- 2oTalaTalb_ TST, TAT, (clgl, Lol
o, 2+4LT + K SASAS‘SB Zk[(CASn+ EACB)(CA55+ SACn)
Tl Tl
- (SASA* S.Sn)], {6.59)
donde
T LT T,2 T 2107 oT
= CA CB [(ZA) + (Zu) ]SA SB /2, (6.68a)
L oL L,2 L, 2.oL oL
= CA CB [(ZA) + (Zn) JSA Sn 72, {&6.60b)
Y
T T L L
N = (NA Wn)(blA - wn)' {&.60c)

Se puede ubsérvar que en. ausencia de dispersién espacial, los
modos del sistema estan dados sdlo por ondas tranversales en cada una
de las capas, unidas en 1las interfaces p;r '135 condiciones a la
frontera del electromagnédtismo. Estos modos obedecen la relacidén de
dispersién cost{pd) = 1°° En forma similar, cos(pd) = L es la relacidn
de dispersién de los modos normales del sistema si hubiera uUnicamente
ondas longitudinales, unidas en las interfaces por las CAF's. En el
limite cuando N » @, La ec. (4.55) se puede factorizar como 4(cos{pd)
- T)(cns(pd) = L) = @, as{ que cada uno de 1los dos modos normales,

discutidos anteriormente, se propagan independientemente el uno del
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otro?® De esta manera, podemns considerar a N como upa medida del
acoplamiento entre 1los modos transversales Yy los langitudinales.
Notamos que N es proporcional a o* y ésta desaparece cuando las ondas

se propagan a 1o largo del eje de la superred.
Densidad de flujo de energla de los modos normales de una superred

Podemos ahora obtener la energia de los modos normales de una
superred infinita no local. Como hemos visto, los modos normales de la
superred estin dados por 1los eigenvectores V de la matriz de

transferencia, de tal forma que

1

E)( vl’\

z

B, Va
ud = oo n = 1,2,3 & 4, (6.6%)

z n

0y

4nivp Vn

Despejande las componentes Ex' By, Jz y Py tenemos
1 z v: v:\
E,=Vv),B =V ,d = 2y p = v (6.562)

Sustituyendo las expresiones (6.62) en las ec. (4.77) y . (4.78),

obtenemos
c
sT = — Re(vi(vH)Y (6.63)
= P atVa
v
2 v v * 2z
g = z.ﬂl_ne[_“_[_“.]] = - —F_ reqviv®y®). (6.68)
0: Aniv I 2vpm:

En estas dltimas ecuaciones S: ¥ S: representan la densidad de flujo
de energia transversal y longitudinal, respectivamente, de los modos

narmales de la superred.
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CAPITULO 7

REFLECTANCIA

En este capitulo estudiamos las formulas de la reflectancia de la
1luz para diferentgs sistemas fisicos. Para esto, usamos el métodn de
la impedancia de superficxé, el cual describimos en el capitulo
cuatro. Primero calculamos la reflectancia para una pelicula metilica
en términos de la matriz de transferencia. Despuds calculamos la
raeflectancia para una superred semiinfinita local, y por 0ltimo, para
la superred semiinfinita no local, analizanda el flujo de energla

transmitida a su interiar,

7.1 Pelicula

Para calcular ia reflectancia de una pelicula de espesor d y
constante dieléctrica s£{w) se puede usar la matriz de transferencia
para la pelicula, ésta puede ser la matriz de transferencia local o
bien la matriz de transferencia no local colapsada gue s obtuvo en la

seccidn &.4.

Supangamos que una superficie libre de la pelicula se encuentra
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en z = @y la otraen z = d, y sea

pelicula, entonces las componentes

M la matriz de transferencia de 1la

cel campo electromagnético en una y

otra superficie estan relacionadas por
EK El(
B = M B » {7.1)
vi: -4 Yiz =0
de donde
EK = H_l EX (7 2)
B B ’ *
yi=-o Yi, =4
donde M ! es la inversa de la matriz M y en términos de los elementos
de ™ tiene la forma
-1 M2 M2
M = _n " . 7.3)
21 11
Sustituyendo (7.3) en (7.2}, se puede escribir
E‘(ﬂ) szEx(d) - H‘sz(d)
= . (7.4)
BY(E) H“By(d) - Hngx(d)
Pero recordando del capf tulo cuatro,
E_(8)
x
Z,(8) = ———, (7.3)
B (@)
Y
¥ camo en z = d se puede ver facilmente que
E_(d}
x
Z (d) = = Z {7.6)
r B, (d) v?

donde Zv es la impedancia de superficie del vacio, sustituyendo (7.5)

y (7.6) en (7.4) tenemos

szzv - nlz

z,(0) =

"t 1 - Hz Ze

De esta forma hemos obtenido la impedancia de superficie para

pelicula. La amplitud de refleccisn

(7.7)

la

se ohtiene escribiendo la ec.
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{4.448) en términos de Z' y Zv, esto es,

. ’ (7.8)
z .

v r

En el vacio podemos escribir

Zv = cas(8)}, (7.9)

en términos del angulo de incidencia 8. Finalmente de la ec. (4.47)
2
R' = IIFPII . (7.18)

7.2 Superred local

Consideremos, nuevamente la superred mostrada en la Fig. 3. La
impedancia de superficie Z' = (E‘/ By)o de la superred se puede

abtener a partir de la ecuacién de los eigenvectores

Lod €

[M— 1e'P ] B" = @. (7-11)
Y Jo
de donde
M M~ etPd
12 22

z = - = - (7.12)
P . - atPd M

Hll e "zx

y donde, usando la ec. {4.51),

ipd 1 1 z /2
e = - [H + M ] kS - (M + M )" - l.] (7.13)
2 11 22 a 12 22z

Puesto que la onda de Bloch transmitida hacia el interior de la
superficie decae, o .dicho de otro modo, la onda se propaga hacia la
derecha, el signo correcto en la ec. (7.13}) es aquel para el cual
lewdl < 1 o, si 'ei’"dl = 1, @1 que hace Im(e'®dy > a.

Finalmente, compo en la seccidn anterior, la amplitud de reflexidn

y la reflectancia estidn dadas en términos de la impedancia de
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suparficie por las ecs. (4.46) y (4.47), obtenidas en la seccién 4.2,
7.3 Superred local-no local

La reflectancia para la superred semiinfinita local no 1local se
puaede obtener usando las férmulas deducidas en la seccidn anterior,
para la superred semiinfinita local. Perc en este caso utilizamos 1la

matriz de transferencia colapsada, ec. (46.37).
7.4 SUPERRED NO LOCAL.

Los modos de 1la superred infinita estan dados por los
eigenvectores de su matriz de transferencia y su relacisén de
dispersién es obtenida por la ecuacidon de los eigenvalores
correspondientes a Ewd’ donde p es el vector de onda de Bloch
unidimensional. El1 resultado @s una ecuacién cuadratica para cos(pd)
(ec. (&6.58) a (6.40)) y ademas tiene dos pares *p de soluciones para
cada w y proyeciédn G del vector de onda sobre las dnterfaces de 1la
superred.

Una onda incidente sobre la superficie puede excitar dos modos en
el interior de la superred, ademas de la onda reflejada. Las ondas
.transmitidas son aquellas que tienen @ = cos{8)w /c y Im{p) > B, donde
8 es el angulo de incidencia. Entonces, los campos en el interiar de
la superred y cerca de la superficie pueden escribirse como

-

-
nud = eV +eV, (7.17)
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donde \‘)‘ = (v:, vi, v, vH y; = (Vv;, Vi, Vi, V}) s=on  elgenvectores
de la matriz de transferencia, correspondientes a los dos modos que se
mueven hacia el interior de la superred, y c, Y c, son sus amplibtudes
respectivas. Tres condiciones a 1la frontera son requeridas para
calcular la amplitud de la onda reflejada. Como en el casio usual, dos
de ellas son la continuidad de las componentes de los campos eléctrico
y magnético F_“ Y By. La condicién a 1la frontera faltante esta
determinada por las CAF's, la CAF para 1la interfaz vacio medio no

local es J_ = @. La ec. (7.17} conduce a

—_— (7.18)

¥ por lo tanto
VB vl - vl vl
z 't 2 2
z D e—— (7.19)
r VB yZ L yf 2
2 1 1 z
donde se pueden obtener las propiedades dpticas en la forma usual.
Asi, de igual forma que en la seccién 7.2 podemos obtener 1la

reflectancia en términos de la impedancia de superficie.

7.5 Densidad de flujo de energia transmitida al interior de una

superred no local

Consideramos que sobre la superficie de una superred semiinfinita
no local ipcide una onda plana, entonces la densidad de flujo de

energia de la onda incidente y reﬂ.ejada estAn dados por
c
5 =
®

Re(E s " T RE(E B oo (7.23)
La densidad de flujo de energia transmitida al interior de 1la

superred seria la suma de la densidad de flujo transversal Y

112



longitudinal, esto es
- b -
Squn. = S5 + 87 {7.24)

Tomando el modelo I de las €AF’s, obtenemos de las ecs. (4.77) y

a.78),

T t z 1 3 4

sl = Rella Vi + a V(e V) + a,vD)"3 (7.28)
v

s‘; = a, (7.27)
vya que

1 2
I =aV. + avl o= B, (7.28)

por la condicién adicional a 1a frontera. Sustituyendo (7.26) y (7.27)
en la ec. (7.24}, tenemos
Bl cne = *+ Si- (7.29)

es decir, la densidad de flujo de energia, bhacia el interior, en
superficie de 1la superred sera uUnicamente transversal. El mismo
resultado se obtiene para las demias CAF's.

Para calcular la densidad de flujo normalizade partamos de 1la
ecuacién de conservacidén de la energfa, esto es

s + 8 = g% = 8T, (7.38)
R x

b3 Trans

Sustituyendo las ecs. (7.23) en (7.30), tenemos

x T
RE(E"'BYI) + RE(Eanyl) = S_» (7.31)
o
T
an Re(Equyu) S,
1+ = = 3 . {7.32)
RE(ExXByI) Re(ExxByx)

Escribiendo los campos reflefados en términos de la amplitud de
reflexién y suponiendo que el campo incidente esta normalizado de

acuerdo a
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tenemos

La densidad de flujo de energlfa transmitida normalizada es

A,
z

trans

z 8n

= 1 N
ans¥ 8ns?
z x
y———— = R+
z & ] By 1 " ZV:

BrsT
z

Zvc

1 2 2 2.8
Re[(a‘vi + ole‘)(Ol!Vz + uzvz) I.

(7.33)

(7.34)

(7.39)

(7.38)



CAPITULO 8

RESULTADOS

En este capltulo presentamos los resultados obtenidos del calculo
nymerico de la reflectancia. Primero, describimos la reflectancia para
el caso de una interfaz metal vacio. Después, hacemos 1o mismo pero
para el caso de una pelicula metdlica en medio del vacio. Con base en
los resultados anteriores y la relacién de dispersién, explicamos 1la
extructura del espectro de la reflectancia para diferentes tipos de
superredes. También hacemos una comparacisn entre los resul tados
obtenidos mediante un modelo local y un modelo no local. Finalmente,
mostramos la grafica de la densidad de flujo de energia transmitida al
interior de la superredﬁéun el fin de verificar que nuestros -calculos
no tienen errores numéricos y que por tanto satisfacen el principio de

conservacién de la energfa.
8.1 Reflectancia de una interfaz metal vacio
En la fig. 4 se muestran las graficas de la reflectancia para una

interfaz metal vacfo, sabre 'la cual incide una onda plana con

pelarizacisén P, para un angulo de incidencia al de 18° y 7@°. Estas
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graficas se abtuvieron a partir de las scs. (4.49) y (4.54) de 1la
seccion 4.2,

En.la grafica de la reflectancia para 8L = 10° observamos gque e}
valor de la reflectancia es casi 1 para frecuencias menores a la
frecuencia de plasma uP, pues para estas frecuencias 1la funcidén
dieléctrica del metal es negativa por 1o que no puede haber
propagacidén de ondas transversales. No se observa estructura alggna
cerca de la frecuencia del plasmén de superficie is = wpvf pues este
tiene un vector de onda Q mayor que el de la luz incidente

es

(m/c)sen(ei)- Para frecuencias mayores a el valor de 1a

p?
reflectancia decae ripidamente debido a que a estas frecuencias la
funcidn dieléctrica del metal es positiva y por lo tanto si es posible
la propagacidén de ondas transversales.

De la grafica para BL = 70" observamas que la reflectancia no

empieza a disminuir sino hasta a una frecuencia mucho mayor gque L

Este incremento se debe a que 1la componente del vector de onda
1

perpendicular a la superficie, k = c

-] es imaginaria

R P
para frecuencias menores a la frecuencia critica w, = mp/:ns(ai), aun
en ausencia de disipacién, o anilogamente, para Aangulos mayores al

aAngulo critico ec= arcos(urluc).
8.2 Reflectancia de una pelicula simétrica

En la fig. 5. se muestran las graficas de 1la reflectancia para
una pelicula simétrica de ancho G.ZSKF, donde AP = C/“r' En el calculo
no local caracterizamos al metal por las funciones dieléctricas

derivadas del modelo hidrodinamico, seccidn 3.5, ecs. (3.59) y (3.68),



y en el c&lculo local despreciamos la dispersi&n espacial y utilizamos
una funcién dieléctrica de Drude, ec. (3.35). La reflectancia se
obtuvd a través de las ecs. (7.7)-(7.1@). Utilizamos un tiempa de
relajacién grande T = 1000/w,. ’

De las graficas se observa que para frecuencias abajo de @,
aparece un minimo en la reflectancia. Esto se debe a que conforme
aumenta la distancia de penetracién aumenta, la pelicula se vuelve
dpticamente mis delgada y la reflectancia disminuye. En w, la
distancia de penetracién es infinita (si no hay disipacidn), pero 1la
amplitud de la luz transmitida a través de la primera interfaz vale
cero, por lo que la reflectancia vuelve a subir hasta 1. Arriba de w,
la pelicula es transparente, por elle, la reflectancia vuelve a
disminuir. En el calculo no local se observan una serie de maximos vy
minimos modificando el decrementc suave de la reflectancia. Estos
minimos se localizan en frecuencias que corresponden a las frecuencias
de resonancia de las eondas guiadas longitudinales w con n impar,
ecuacién (5.58). Esto se debe a que para estos valores de n, las
oscilaciones de 1a densidad de carga al integrarse sobre ! ancho de
la pelicula dan -lugar a una cantidad de carga diferente de cero la
cual preduce un campo eléctrico apreciable fuera de la pelicula. Este
campo eléctrico permite el acoplamiento de las ondas longitudinales
con las ondas transversales del vacio. Por otro lado, para valores de
n pares, las oscilaciones de la densidad de carga en el interior de la
pelicula metalica son antisimétricas vy, por 1lo tanto, el campo
eléctrico que esta distribucién de carga preduce fuera de la pelicula
es muy pequeffo. En este caso no bay acoplamiento entre ondas

longitudinales y transversales., De aquf gue, para frecuencias maygres



a la frecuencia de plasma, en la pelicula metalica hay excitacion de
ondas guiadas longitudinales que transportan enargia de la onda
incidente, desde una interfaz hasta la otra. Esta estructura extra no
se presenta en el cilculo local ya que en este no aes posible la
excitacién de ondas longitudinales.

No se observa extructura correspondiente a los modos simétrico,
ec. (5.40) y antisimétrico, (5.41), pues estos tienen un vector de

onda @ mayor que el de la luz incidente (u/c)sen(ei).

8.3 Reflectancia de una superred aislante-metal no local

€n estas dltimas se:cicne; se discuten las propiedades &pticas de
algunos tipos de superredes. Para poder explicar 1la extructura del
espectro de reflectancia de las superredes utilizaremos algunos de los
resultados anteriores.

En esta seccidén presentamos los resultados del calculo analiltico
realizado para una superred formada por capas metalicas y aislantes
alternadas, con anchos b y a respectivamente. Para las capas metilicas
usamos las fun:iénes dieléctricas del modelo hidrodinamica, ecs.
(3.59) vy (3.60);, tomando T = IUEB/A» Y VF = Q.8lc. Para 1las capas
aislante tomamos g = 1, es decir, elegimas al vacio como aislante.
Realizamos esta elecciédn pues los resultados que se obtienen son
cualitativamente iguales a los que se obtedrian utilizando cualquier
otro tipo de aislante pero su discucién e interpretacién son mas
simples.

En la fig. & mostramos la reflectancia de una superred
semiinfinita metal-vacio, con a=b = E.ZSAP, para un Aangulo de

incidencia de BL = 707 Se muestran los resultados del calculo local ¥



no local, obtenidos mediante las ecs. (&6.37), (7.9),‘(7.10), {(7.12) vy
(7.13).

Para poder entender los rasgos del espectro de 1la reflectancia,
en la fig. 7 mostramos la relacién de dispersiéon o vs. p de los modos
normales de la superred, ec. (6.51). Esta fue calculada para un anguloc
de incidencia de 7@ Al analizar ambas graficas, veremos que la
reflectancia es casi { en las regiones donde no hay modos normales de
propagacién en el interior de 1a superred, y disminuye donde la
propagacién esta permitida.

Para frecuen;ias por debajo de wp observamos un minimo cerca de
Wogy C. (5.22). Este minimo se explica recordando que en una pelicula
simétrica bay dos modos de oscilaciones en la superficie: uno
simétrico con cargas del mismo signo en ambas interfaces, ec. (5.40) y
otro antisimétrico con cargas de signo opuesto, ec. (5.41). Para un
mismo vector de onda kp, el primero tiene una frecuencia menor que el
altimo. Cuan&u muchas peliculas metilicas se colocan cerca la una de
la otra formando la superred, cada una de estas nscglacinnes en las
interfaces se acoplan a través de las colas de sus campos evanescentes
dando lugar a un modo de oscilacién colectiva de toda la superred, es
decir, cada modo de oscilacién de la pelicula simétrica genera un modoc
normal de propagacién en el interior de la superred.

€En la relacién de dispersién, fig. 7, para frecuencias abaio de
LS séle vemos el modo generado par las oscilaciones antisimétricas,
debido a que el modo generado por las oscilaciones simétricas no puede
ser excitado por luz gue incide a un Angulo de incidencia fijo ya que
su vector de onda paralelo a la interfaz es mayor que el de la 1luz

incidente Q = (u/c)sen(si). Los dos modos aparecerfan en una grafica
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de la relacien de dispersién para un valor de @ constante®?

Para frecuencias mayores a @os la relacién de dispersién del
calcule no local es muy similar a la del local, excepto por una serie
de picas, presentes en el cilcula no lecal, en las frecuencias o = w
para valares de n impares. Como vimos en la seccion anterior, para
estos valores de n habria un fuerte acoplamiento entre las ondas
longitudinales de las capas metalicas y las ondas transversales de las
capas aislantes, de tal forma que las aondas longitudinales toman
energia de las ondas transversales de una capa vecina. Una parte de
esta energia la disipan y otra la transportan a través de la capa
metalica hasta la interfaz donde es transferida a las andas
transversales de la capa siguiente. Dando lugar a2 un modo normal de
propagacién en el interior de la superred. Este tipo de modos los
podemas ver en la relacidn de dispersion, fig. 7. Por otro lado, para
n par el acoplamiento entre las ondas longitudinales y 1las ondas
transversales es despreciable y no se produce estructura alguna en la
relacién de dispersion. ’

En la reflectancia, fig. &, este tipo de oscilaciones se
presentan como ‘una serie de minimos agudos debido a que parte de la
energia de 1la onda incidente es transpnrt%da por las andas
longitudinales acopladas a través de ondas transversales hacia el
interior de 1la superred. Esta estructura es menos notable para
frecuencias arriba de 2.2(»., donde en el caso local la propagacidn si
estid permitida, por lo que en el caso no local tendremos propagacion
tanto de ondas longitudinales como transversales en las capasg
metalicas.

Comparando la fig. & con la reflectancia de una pelficula
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metalica, fig. 35, observamos que‘ las resonancias de las ondas
longitudinales aparecen en las mismas frecuencias, pero ¢ 'las son  mas
prominentes en la superred. En la superred 1la profunﬁidad de los
minimos en la reflectancia, debido a 1la propagacién mediante ondas
longitudinales, puede ser modificada en modelos mas realistas del
metal. Sin embargo, esperamos que su presencia y su mayor prominencia
sobre la estructura para una pelicula metilica aislada sea
independiente del modelo no local particular empleado.

En la fig. 8 mostramos la reflectancia para la misma superred
como la de la fig. &6 pero para un tiempo de relajacién menor, Tt =
Lnu/u'. Podemos observar que la extructura presentada en ambas
graficas es similar, sé6lo que la de la fig. 8 es menos prominente.
Esto se debe a que al disminuir el tiempo de relajacidn aumenta la
energia que se disipa en forma de calor. En conclusidn, se observa que
el Gnico efecto que tiene el tiempo de relajacién sabre la extructura
de la reflectancia, para esta y para 1las superredes siguientes, es
disminuir su prominencia.

Finalmente, como se vio anteriormente, en la reflectancia de 1la
superred para frecuencias abajo de wp tenemos. un minimo, 1o cual
indica, que para ciertas frecuencias es posible la transmisién de
energla hacia el interior de la superred. Este resultado resulta algo

sarprendente pues para estas frecuencias el motal es opaco.
8.4 Reflectancia de una superred metal local-metal no local

En esta seccidn presentamos los resultados obtenidos para una

superred formada por capas alternadas de un metal no local y un metal
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local, que dencminamos A y B respectivamente. Para esto, utilizamos
las mismas ecuaciones que en el caso anterior. En este caso, el
aislante es sustituido por el metal local el cual caracterizamos por
una funcién dieléctrica de Drude, ec. (3.35). -

Como se menciond en la seccién 6.5, este cadlculo es valido sélo
para frecuencias abajo de la frecuencia de plasma del metal mas denso,
donde las ondas longitudinales y las ondas transversales en el metal
mas denso son evanescentes, pero la distancia de decaimiento de la
ondas longitudinales es mucho mas pequefa que 1la de las ondas
transversales. €s por esto que los efectos de la dispersién espacial
en este metal pueden despreciarse, 1o tual nos permite aproximarlo por
un medin_lo:al.

En la fig, % mostramps 1la reflectancia calculada para una
superred metal local-metal no local con !:nA = b- = B.ZSRA = B-ZScImPA,
W = vz Woa? VI'A = @.01c, y T = J.BEB/wFA, en cuya superficie incide
luz con polarizacién P en un &ngulo de 781 Se muestran los c&lculos
local y no lacal.

Como en la’ secién anterior, para entender 1la estructura de lé
reflectancia en -la fig. 1@ graficamos la relacién de dispersién, o
contra p, para un angulo de incidencia de 70:

En la grafica da la reflectancia podemos observar dos minimos

que carr ) a la excitacién de los dos modos normales que

aparecen en la grafica de la relacién de dispersién del caso 1local,
fig. 10. Estos dos modos son generados por las oscilaciones simétricas
y antisimétricas de la pelicula simétrica, como se explicd en la
seccidén anterior, aunque en este caso la luz incidente puede excitar

ambos modos, a diferencia del caso anterior. La razén es gque cuando
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ambos medios son metales, como se vid en la secidn 5.3, las modos
simétrico y antisimétrico empiezan en la frecuencia de plasma del
medio menos denso y no en cero como sucede en el caso de la pelficula
metalica en medio del vacio. Al desplazarse estos modos hacia
frecuencias mayores, los modos que generan en la superred también se
desplazan, cruzando ambos el cono de luz. Esteo permite que ambos modos
puedan ser excitados por la luz.incidente.

Por otro lada, en la fig. 9 se observa que el calculo no 1local,
sigue aproximadamente al local, pero presenta una fuerte oscilacidn
alrededor de las frecuencias de resonancia Gn, la cual es mas
pronunciada para valaores de frecuencias donde n es impar, de la misma
forma que en la superred metal-aislante discutida en 1a seccisén
anterior.

En la grafica de la relacién de dxspérsicn estos modos aparecen
como una serie de picos en las frecuencias w. s que modifican 1la
estructura del cAlculo local. €1 pico en w, se encuentra en el
intervalo donde no es posible la propagacidén en el caso local. Por 1lo
tanto este wmodo se farma al acaoplarse las ondas guiadas
longitudinales, de las capas metilicas menos densas, <con las ondas
evanescentes transversales, de las capas mas densas. Todos los demas
picos se presentan en frecuencias donde si hay propagacidn a través de
los modos generados por las oscilaciones de superficie, por 1lo que
éstos corresponden al acoplamiento de ondas guiadas longitudinales con
ondas de superficie.

Una diferencia de este calculo, con el de la seccién anterior, es
el acoplamiento entre ondas de superficie Yy andas guiadas

longitudinales, el cual no se da en la superred metal-aislante pues




para esta los modos generados por las ondas de superficie tienen una

frecuencia menor que la de las ondas longitudinales.
8.5 Reflectancia de una superred metal no local-metal no local

En esta seccidn presentamos los resultados obtenimos para una
superred como la de la seccién anterior pero en este caso no
despreciamos los efectos de la dispersién espacial en el metal mas
denso, es decir, para el calculo de 1la reflectancia utilizamos las
ecs. (6.38), (7.8), (7.10) y (7.19) y para el cilculo de la relacién
de dispersién la ec. (6.55). En este casao tomamos vra = 81'2_ V'_A.

Primero analizaremos el sistema donde la capa en la superficie es
del tipo B, es decir, del metal mas denso. A este sistema lo denotamos
coma BA.

En la fig. 11 se muestra la reflectancia para este sistema cuando
luz con polarizacién P incide con un Angulo de B" = 700 A diferencia
de la superred de la seccién anterior, en este caso tenemos dos
relaciones de dis{:ersicn debido a que para una superred metalica no
local a frecuencias menores de u)r. hay dos me:anismo§ de acoplamiento
de 1las ondas en las capas menos densas: Ademas de las ondas
evanescentes transversales, ahora tenemos ondas evanescentes
longitudinales las cuales fueron despreciadas en el caso anterior. Las
figs. 12 y 13 muestran estas relaciones de dispersién para 1los modos
con caricter mas transversal (MT) Y mas longitudinal (ML),
respectivamente. Esta clasificaciédn fue hecha de acuerdo 2 los valares
relativos de las contribuciones de cada uno de los modos al  flujo de

energia transversal y longitudinal, ec. (6.63) y (6.64). E1 modo mas
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transversal y el mas lengitudinal san, usualmente, aquellos con mayar
y menar longitud de decaimiento respectivamente.

Comp en el casa anterior, el espectro de la reflectancia muestra
una serie de agudas osrilaciones superimpuestas sobre dos micimos
anchos. Estos minimos corresponden a la excitacidn de leos daos modos
gensrados por las ondas de superficie las cuales aparecen en la fig.
12. Estos modos son mudificgdos debido al acoplamiento con las ondas
guiadas logitudinales en las frecuencias de resonancia. Estos
resultados son similares a los obtenidas en el calculo anteriar, Sin
embargo, en este caso, las frecuenclias de resonancia se  encuentran
desplazadas apreciablemente hacia el rojo, debido a la longitud finita
de decaimiento 5- de las aondas de plasma en las capas B, la cual, en
el caAlculo anterior, fue considerada i{gual a cero. Lla relacidn
resultante en las condiciagnes a la frantera es equivalente a un
incremanto en el ancho de las capas A una cantidad del orden de 5n?°

La estructura mastrada en la +ig. 11 puede ser entendida
simplemente en términas de la relacidn de dispersidn del modo mas
transversal de la fig. 12. La reflectancia es grande cuandoe no hay
modas narmales de propagacidén (Re(p) = @ y Im(p} grande), &, cuanda
hay un modo de propagacidn pero la diferencia de impedancias de
superficie es muy grande (Im(p) = © pero Re(p) grande}. En las
regiones donde Re(p) aumenta o disminuye gradualmente, la reflectancia
sigue estos cambios.

Los modos ML presentan estructura en frecuencias donde los modos
MT también éxhiben estructura, asf que ellas no generan rasgos
adicionales en 1la reflectancia.

En 1a fig. 14 se nuestra el espectro de la reflectancia de una
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superred similar a aquella de la fig. L1, pero en la cual las capas A
y B han sido permutadas, esto es, ahara la capa superficial tienen una
densidad menor que la segunda. Denotamos este sistema como AB para
distinguirlo de la superred anterior. Sorprendentemente, el esp;ctru
exhibe dos veces mds picos que el de la fig. 11. La posicidén de cada
segundo minimo coincide con un minimo de 1la fig. 11, pero esta
acompafado por una nueva estructura en una frecuencia mayor. Para
entender el origen de estos rasgos extras, en la fig. 15 graficamos el
contorno de 1a densidad de carga inducida plz) para ciertas
frecuencias seleccionadas. Observamos que los nuevos minimos
corresponden a una acumulacién de carga en la primera capa, revelando
una resonancia de la superficie de la superred, en contraste con el
comportamiento de la estructura del sistema anterior. La existencia de
estas resonancias de la superficie de la superred puede explicarse de
la manera siguiente. Puesto que la pelicula superficial esta 1limitada
por el vacio en uno de sus lados, sus ondas longitudinales s&lo se
pueden derramar sobre la capa metilica de mayor densidad en el otro
lado. Por lo tantd su ancho efectivo es menor qua el de las capas
internas, las‘» cuales pueden derramarse scbre ambos lados.
Consecuentemente, las frecuencias de resonancia de la capa superficial
seran mayores que las de las capas internas, pero menores que las de
la pelicula simétrica. En contraste, en el sistema BA todas las capas
de menor densidad estaAn rodeadas por capas metalicas similares en cada
uno de sus lados, y entran en resonancia en frecuencias similares.
Para hacer mas clara las contribuciones de ambps modos al
espectro de reflectancia, hemos realizado los cédlculos para el mismo

sistema anterior, pero despreciando, a propdsito, la presencia de los
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modos “ML. En este caso, las CAF's no pueden ser satisfechas en la
supérficie, y la impedancia de superficie no estarA dada por 1la ec.
{7.19), pero estara dada por Zr = V:/ V;, donde hemos considerado que
el eigenvector 1 corresponde al modo MT.

En la fig. 16 mpostramns la reflectancia obtenida con esta
aproximacién para ambos sistemas. Se puede ver que este cilculo
aproximado para el sistema BA concuerda perfectamente con la fig., 11,
pero en el caso AB la extructura adicional de 1la fig. 14 no se
produce. Como esperabamos, la violacidn de la condicidn a la frontera
en la superficie es mas importante cuando la capa superficial soporta
propagacién de ondas longitudinales que cuando no lo hace.

Finalmente, se observé que como los términas de la matriz de
transferencia contienen funciones exponenciales de la longitud de
decaimiento de las ondas transversales y de las ondas londitudinales,
las cuales son muy diferentes, ios calculos numericos podrian
presentan errores debido a inestabilidades numéricas y acumulacidn de
errores de redondeo. Para camprobar que nuestros cilculos no presentan
dichaos errores utilizamos el principio de conservacién de la energia.
En la fig. 17 mostramos la grafica de la densidad de flujo de energla
transmitida al interior de la superred, aobtenida con la ecs. (7.35) y
(7.36); Podemos observar que la suma de la grafica de la reflectancia
y la del flujo de energia trangmitxda es uno; por lo tanto nuestros
cadlculos si cumplen con el pricipio de conservacién de la energla, 1o

que garantiza que no cometimos errores numericos.
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CAPITULO 9

CONCLUSIONES

En la bresente tesis desarrollamos un procedimiento para el
caélculo de las propiedades dpticas de superredés. Utilizamos el método
de la matriz de transferencia, el cual generalizamos para tomar en
cuenta la propagacién de ondas longitudinales en metales.

Consideramos primero a una superred metal-aislante. Su matriz de
transferencia se obtuvo como el producto de la matriz de transferencia
de una capa metilica y una aislante. La matriz de transferencia para
la capa metilica fue colapsada bhaciendo uso de las condicianes
adicionales a la frontera (CAF°s). Se obtuvieron expresiones simples
para la relacidén de dispersién de los modos propios del sistema. La
relacién de dispersidén nos sirvid para explicar el comportamiento de‘
la reflectancia.

Uno de los resultados mas importantes es la existencia de modos
de propagacién originados por ondas de superficie acopladas, en
regiones donde el metal es opaco. El otro es la existencia de modos de
propagacién formados por ondas longitudinales guiadas, en regiones
donde no se espera propagacién si la dispersidén espacial se desprecia.
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Estaos modos se manifiestan en la reflectancia como una serie de
minimos muy agudos y profundos cerca de las frecuencias w, con n
impar. Para estis, la longitud de wnda de las ondas longitudinales
cabe un numero semi entero de veces (n/2} en el ancho de 1la pelicula
metilica. Estos minimos son mds profundos que los encontrados en la
reflectancia de una pelicula metalica aislada y podrian ser facilmente
ohservados experimentalmente.

Los resultados mostrados se obtuvieron usando un modelo
hidrodinamico y asumiendo una CAF especifica, es decir, la continuidad
de la componente normal de la densidad de corriente. Sin esbargo,
nuestro método también puede ser aplicado para obtener resultados
utilizando diferentes tipos de CAF's. Esperamos que nuestros
resul tados, cualitativamente no se modifiquen al emplear modelos mas
realistas que el modelo hidrodinamico.

Utilizando las fédrmulas para la superred metal-aislante obtuvimos
la reflectancia para una superred metal local-metal no local,
despreciando la no localidad de las capas con mayar frecuencia de
plasma. Estos resultados pueden ser utilizados para frecuencias
menares a la frecuencia de plasma mis grande, y son exactos cuando el
derramamiento de las ondas longitudinales de las capas menos densas
puede ser despreciado. Esto ocurre cuando la distancia de decaimiento
de las ondas longitudinales en las capas mas densas es mucho menor que
cualquier otra distancia relevante.

En este caso, se identificaron modos electromagnéticos formados
paor ondas de superficie en cada una de las interfaces acopladas entre
si directamente o por las ondas longitudinales guiadas de las capas

menos densas y otros faormados por ondas longitudinales guiadas unidas
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- por ondas evanescentes transversales en las capas mas densas. Hay
algunos calculos previos de la reflectancia de superredes
cnndu:tur—-conductnr?' pero el nuestro es el primero en tomar en cuenta
el acoplamiento de las ondas transversales y longitudinales. )

Finalmente, mostramos los resultados del calculo de la
reflectancia de una superred semiinfinita metal no local-metal no
lecal, concentrando nuestra atencién en frecuencias cercanas a las
frecuencias de plasma de sus dos componentes.

Los resultados muestran la estructura debido a la excitacién de
1gs modos de ondas de superficie y una serie de resonancias cerca de
las frecuencias establecidas para las ondas londitudinales guiadas, es
decir, limitadas dentro de las capas menos densas. Al comparar las
frecuencias de resonancia con aquellas encontradas en una pelicula
metilica aislada y &n una superred local-no local se encontrd que
estas se encuentran desplazadas hacia el rajo debido al derramamiento
de las ondas longitudinales dentro de las capas vecinas.

Cuandn la primera capa es la de menor densidad se obtiene una
serie de resonancias adicionales puesto que cl confinamiento de 1las
ondas de longitudinales es mas fuerte en la capa superficial. Esto se
debe a que las ondas longitudinales guiadas no se pueden derramar
hacia el vacio, pero si hacia un coenductor vecino. Un procedimiento de
calculo, més simple, que desprecia la presencia de los modos mas
londitudinales de la superred reproduce muchos de los rasgos del
espectro, aungue no presenta las resonancias de la superficie de la
superred.

Para este caso utilizamos el conjunto complieto de CAF's que

denominamos modelo I, pera nuestro método puede ser aplicado para

130



obtener regsultados utilizando otras CAF's y esperamos que pueda
extenderse a modelos mas realistas de superficies conductoras.

Observamos que dentro del periodo de la superred hay dos escalas
de longitud bastante diferentes, la longitud de decaimients de las
ondas transversales y la de las ondas longitudinales. Debido a que los
términos de 1la matriz de transferencia contienen funciones
exponenciales de estas distancias, el calculo nimerico de la relacién
de dispersién podria presentar inestabilidades numéricas y acumulacidn
de errores de redondeoc. Por ello es una gran ventaja tener resultados
analfticos, algunos de los cuales se pueden obtener a traves de
nuestro método.

Los resultados mostrados se obtuvieron para una superred
semiinfinita formada por dos medios diferentes, peroc nuestro método
también se puede aplicar a sistemas mas complejos formados por varias
capas de diferentes medios.

Finalmente, es importante sefialar que nuestro calculo es el
primero que obtiene las propiedades &pticas de las superredes
metalicas tnmandn‘en cuenta las modos colectivos de propagacidn en una

superred de este tipnfz"a
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Fig. 1 Diagrama esquematico de una.superfi:ie entre dos medios. El
volumen V es un pequefio cilindro, una de cu&as mitades se en:uent?a en
un medio y la otra mitad en’el otro. El vector i es normal a cada una
de sus tapas y apunta del medio 1 hacia el medio 2. E1 contorno C es
un paquelio rectangulo una de :uyés mitades se encuentra en el medio 1
y la otra en el medio 2. Su orientacién es tal que su vector normal ¢

es tangente a la superficie.



B B,
Plano de
Incidencia

Fig. 2 En la figura superior se muestra una onda incidente cuyo campo
E es normal al plano de incidencia, el campo E apunta hacia fuera de
la pagina y en la figura inferior tenemos lo mismo pero para una onda
cuyo campo E estA en el plano de incidencia, el campo B apunta bacia

fuera de la pagina.



SUPERRED METAL VACIO
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Fig. 3 Estructura de una superred semiinfinita formada por dos medios
distiptos de anchos a y b. E1 medio Il es un metal no local y el medio
I es un aislante, un metal local o© un metal no local, segun la
superred sea una superred metal-aislante, metal no local-metal tocal o
metal no local-metal no local. El sistema de coordenadas utilizado y
la posicién de las fronteras derecha e izquierda de la capa del medio

I y la del medio IX. .
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REFLECTANCIA DE UNA INTERFACE METAL-VACIO

—— T v T
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Frecuencia normalizada

Fig. 4 Reflectancia de una interface metal-vacio. La linea continua
(discontinua) muestra el célculo para un &ngulo de incidencia de 70°

(10%). La frecuencia esta normalizada como ulwp.

135



REFLECTANCIA DE UNA PELICULA METALICA
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Fig. S Reflectancia de una pelicula en media del vacla para un angulo
de incidencia de 7@ La linea continua representa =@ calcule no local
y la linea discontinua el local. La frecuencia estd normalizada como

w/w_.
r
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REFLECTANCIA DE UNA SUPERRED METAL-AISLANTE
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Fig. 6 Reflectancia de una superred semiinfinita metal-aislante para
un angulo de incidencia: de 7@ La linea continua muestra el cilculo no

local y la linea discontinua el local. La frecuencia estd normalizada

como w/up.
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RELACION DE DISPERSION
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Fig. 7 Relacién de dispersién w vs. p de  una superred semiinfinita
metal—aislante para un angulo de incidencia de 787 La linea continua
corresponde al calculo no local y la discontinua al local. El  vetctor

de onda esti normalizado como pxr.




REFLECTANCIA DE UNA SUPERRED METAL-AISLANTE
1 T T
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Fig. 8 Reflectancia de una superred como la de la Fig. & pero para un

tiempo de relajacién menor, T = mu/up.
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REFLECTANCIA DE UNA SUPERRED METALICA LOCAL-NOLOCAL
1
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1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35 1.4
Frecuencia normalizada

Fig. 9 Reflectancia de una superred semiinfinita metal no local-metal

lozal para un angulo de incidencia de 78 La linea continua muestra el
célculo no local, mientras que, la discontinua el local. La frecuencia

en ésta y las préximas figuras estd normalizada como u/u'A.
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RELACION DE DISPERSION

pPradoEQONT

PPNy EROD

[ 0.5 1.0 1.5 2.0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Fig. 10 Relacidn de dispersién de una superred metal no local-metal
local para un angulo de incidencia de 70 La linea cantinua
corresponde al calculo no local y la discontinua al local. El vector

de onda en ésta y las siguientes figuras esta normalizado como p)\-‘.



REFLECTANCIA DE UNA SUPERRED METALICA (BA)
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Fig. 11 Reflectancia de una superred semiinfinita metal no local-metal

no local para un angulo de incidencia de 702



RELACION DE DISPERSION
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Fig. 12 Relacién de dispersién del modo mas transversal

superred metal no local-metal no local para un angulo de 700
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RELACION DE DISPERSION
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Fig. 13 Relacidn de dispersién del modo mas longitudinal de wuna

superred metal no local-metal no local para un angulo de 7a?7
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REFLECTANCIA DE UNA SUPERRED METALICA (AB)
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Fig. 14 Reflectancia de una superred metdlica no local. Los parametros
son los mismo que les de la figura 10, excepto que la primera capa es

del metal menos denso.
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Fig. 15 Envolvente de la densidad de carga inducida p(z) para la misma
superred de la figura 13, Para w = 1.086w,, que corresponde a  un
minimo en 1la reflectancia en las figura 10 y 13, debido al
acoplamiento a un modo de propagacidén {cuadro superior), y para w =
1.133;-)" la cual corresponde a un maximo adlo en la figura 13, donde

un modo de resonancia de la superficie de la superred es excitada. ta

14nea continua corresponde al sistema AB y la linea discontinua al BA.



REFLECTANCIA DE UNA SUPERRED METALICA FORMULA REDUCIDA
1
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Fig. 18 Reflectancia aproximada de una superred semiinfinita no local
para el sistema AB (lfnea continua) y para el sistema BA (linea

discontinua). En el cAlculo el modo mas longitudinal fue despreciado.



FLUJO DE ENERIA TRANSMITIDA (AB)
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Fig. 17 Densidad de flujo de energia transmitida hacia el interior der
una superred como la de la figura 13. €@ flujo de energia se muestra

normalizado.
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