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RESUMEN 

En la presente tesis desarrollamos un método, basado 

matriz de transferencia, para calcular las propiedades ópticas de los 

dispositivos en mul ticapas conocidos como superredes. Realizamos 

estudio de las superredes metálicas tomando encuenta todos los modos 

colectivos de propagación en el interior de eStos dispositivos .. 

Utilizando modelo hidrodinámico, para describir al gas de 

electrones, calculamos y discuti111os la entruc:tura de la reflectancia 

para varios tipos de super-redes. Los efectos de la localidad 

observan al comparar los resultados obtenidos, utilizando el modelo 

hidrodinámico, con los que se obtenienen mediante un modelo local. 
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INTRODUCCION 

Desde la invención del transistor en los laboratorios Bell,. hace 

casi· cincuenta af"l'.os, hemos sido testigos de un desarrollo espectacular 

la tecnologia del silicio que ha dado como resultado un incremento 

de la densidad de dispositivos los circuitos integrados y el 

desarrollo de funciones más complejas. Casi tan revolucionaria como la 

invención del transistor en 1947, fue la invención del la.ser en la 

decada de los setentas .. Asl, junto con la revolución electrónica, 

hemos visto otra revolución tecnológica, la llamada revolución 

fotónica, cuya caracterlstica principal es el 

transmitir información. Los lá.seres utilizados 

actuales de telecomunicación v1a fibra óptica, 

del rayo Ja.ser para 

los sistemas 

están hechos con 

silicio pero si de compuestos semiconductores. Estos compuestos 

generalmente están formados con elemcmtos del grupo I I I de la tabla 

periódica, tales como Ga, Al y In, junto con elementos del grupo V, 

As, P y Sb. 

En los ól timos a.Nos una tendencia que ha ganado importancia es el 

de la teoria cuAntica de los sólidos como gula de la ingenicria de 

materiales Otiles para los campos de lc.:i. electrónica y la óptic:a- Esta 

corriente comenzó con una serie de estudios, realizados por parte de 



los fisicos de estado sólido, sobre las propiedades fisicas y la 

utilidad de semiconductores que no existian.. Los fisicos fueron lo 

suficientemente realistas para concentrar sus ideas en semiconductores 

que en principio podian existir, aunque no encontraran en la 

naturaleza. Especificamente ellos se en'focaron al estudio de 

superredes semiconductoras de estado sólido, decir, materiales 

formados por pel!culas delgadas de dos samiconductores con propiedades 

electrónicas diferentes, colocadas en forma alternada. 

Los dispositivo-sen multicapas son sisb~mas formados por dos 

más pellculas (o capas) delgadas de diferentes materiales en cadü 

celda unitaria. En este tipo de sistemas, las películas se organi::cin 

en forma periódica y al conjunto de capas que forman un periodo se le 

denomina celda unitaria.. La celda unitaria de estos dispositivos 

establece la periodicidad, impuesta sobre la periodicidad atómica, que 

determina las propiedades 'fisicas de estos dispositivos. Si durante la 

fabricación de cada película los planos atómicos se acomodan 'forma 

coherente, el material se denomina superred; si dicho orden adicional 

está presente se utiliza el término de heteroestructura 

muJ ti capa. El término de pelicula y capa lo utili::aremos en forma 

indistinta a través de toda la tesis. 

Las propiedades electrónicas de cualqui<:O"r sólido (aislante, 

semiconductor o metal) dependen de su estructura cristalina•• :s; y como 

las superredes son, en esencia, un cristal artificial con 

periodicidad impuesta sobre la estructura cristalina intrínseca, 

propiedades electrónicas comparadas con las de los materiales que las 

componen son algo distintas~ MAs adelante se comentarán algunas de 

estas diferencias .. 
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El proceso de crecimiento de capas semiconductoras cristalinas 

donde una oblea determina la orientación del crecimiento de las capas 

es llamado epita>tial.. Si el cristal resultante consiste de pellculas 

delgadas de diferentes semiconductores en cada capa, el proceso es 

llamado heteroepitaKia 1. Entre las técnicas heteroepi ta:~iales, 

ampliamente usadas para la fabricación de dispositivos en multicapas, 

estan el crecimiento epitaxial en fase liquida, la deposición quimica 

de vapor, y el crecimiento epitatcial con haz molecular. En el 

crecimiento epitaKial en fase liquida, las capas crecidas por el 

enfriamiento de una solución metálica. saturada los componentes 

necesarios para el crecimiento de cada pelicula. mientrás ésta se 

encuentra en contacto con la 5uperficie de la oblea. En la deposición 

quimica de vapor las capo3s crecidas mediante la reacción de 

elementos o compuestos en estado gaseoso 1 a superficie de la 

oblea. Estos dos procesos han sido importantes para el crecimiento de 

heteroestructuras semiconductoras pero la elaboración de estructuras 

mas avanzadas requiere de técnicas de fabricación, tales como el 

crecimiento epita>:ial con ha:= molecular bajo condiciones controladas 

de alto vacio V la capacidad para elaborar un amplio rango de perfiles 

de composición y dopado. En el crecimiento epitaxial c:on haz molecular 

las capas son crecidas a través de la reacciOn de uno o más haces de 

átomos y moléculas de los elementos constitutivos con la superficie de 

la oblea mantenida bajo condiciones de alto vac:1o. La limpieza del 

ambiente combinada una velocidad de crecimiento lenta (el ha:: 

deposita materia a una rapidez cercana capa de átomos por 

segundo) y el control individual de cada uno de los haces, permiten la 

fabricación en forma precisa, a nivel atómico, de heteroestructuras 



semiconductoras. Este proceso de crecimiento fue de!3arrol lado por 

Al fred V Cho y John R Arthur Jr?, los laboratorios Bell en la 

década de los sesentas. 

Mientras las propiedades electrónicas de los Atemos están 

determinadas por la naturaleza, las propiedades electrónicas de las 

superredes se pueden disei'far. Los valores de los niveles de energla 

disponibles para los electrones se pueden confl!!ccionar mediante la 

elección apropiada de los semiconductores y el ancho de las capas. A 

este proceso se le ha denominado "ingenieria de brechas electrónicas". 

Para entender el funcionamiento de estos nuevos dispositivos 

semiconductores recordemos algunos de los conceptos de la fisica 

cuántica~·~ Un Atomo aislado cuenta con un número de estados de 

energ1a disponibles para sus electrones. Cuando N átomorr. se unen para 

formar un sólido, cada estado atómico da origen a N estados 

electrónicos del sólido siendo N del orden de 1028 • As1 los estados de 

energ1a son tan numerosos y se encuentran tan cerca el uno del otro, 

que se considera que cada estado de energia del Atomo individual 

s6lido se degenera en una banda de energia. El ancho de estas bandas 

de unerg1a es proporciona\ a\ inverso de la periodicidad atómica de la 

estructura cristalina del sólido. Distlntas bandas de energ1a puC!den 

estar separadas la una de la otra, por una región prohibida a brecha 

la que no existen estados electrónicos permitidos. 

Los electrones de los Atamos de un sólido van llenando los 

estados electrónicos de menor· energ1a de las diferentes bandas, de tal 

forma que los estados de menor energia quedarán completamente llenos~ 

En aislante, el número de electrones dentro del cristal 

apenas el suficiente para llenar completamente los estados 
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electrónicos de cierto número de bandas de energLa. En ~ste tipo de 

cristal, entre las bandas llenas y la.s bandas que quedan vacias 

encuentran una región prohibida muy ancha. 

En un semiconductor, como en el caso de una aislante, el nümero 

de electrones es suficiente para llenar completamente las bandas de 

menor energia. Pero en este cazo, la brecha que separa la Ultima banda 

completamente llena de la primer banda vacia, es angosta y, por lo 

tanto, se tiene una probabilidad estadistica apreciable de que los 

electrones puedan excitar-se tér-micamente y pasan de una banda a la 

otra. 

Finalmente, en un metal el nümer-o de electrones no es suficiente 

para llenar- la banda de energia más elevada, quedando por lo tanto 

parcialmente llena. Los electr-ones en esta banda pueden comportarse 

como electrones libres. 

En una superred, debido a que su periodicidad se superpone a la 

periodicidad atómica del cristal, las bandas de energia del sólido 

dividen en una serie de minibaridas y el ancho de cada rninibanda guarda 

una relación inversa con el periodo de la superred. De alll que, el 

ancho de cada rninibanda se pueda confeccionar variando el periodo de 

la super-red; el ancho se incrementa con el decremento del ancho de las 

capas del semiconductor. 

Cuando un campo eláctrico se aplica a un sólido, las bandas de 

energi a sufren inclinación y los electrones en dicha banda. 

acelerados. Devido a la inclinación que !iufre la banda de energia, los 

electrones, también, son proyectados hacia el limite superior de 

energia de dicha banda donde son reflejados cayendo en un estado de 

energla menor a pa,.-tir del cual son nuevamente acelerados. Es asi como 
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realizan una serie de oscilaciones conocidas como oscilaciones de 

Bloch. Si la banda es muy ancha los electrones perderan energia antes 

de alcanzar el limite superior y, por lo tanto, las oscilaciones de 

Blcch resul tartan indetectables. 

Debido a que el ancho de las minibandas super-redes 

menor que el ancho de las bandas de energi a los sólidos, estas 

proveen el ambiente ideal para .la detección de las oscilaciones de 

Bloch, las cu., les son indetectables en cualquier sólido que 

encuentra en la naturaleza~ 

Las super-redes semiconductoras estudiadas se fabrican, por lo 

regular, con dos semiconductores de diferente brecha. En la práctica 

el semiconductor con la brecha mAs pequerra puede ser un material 

de Galio (GaAs) y el otro, 

de galio aluminio (GaAlAs) .. 

la brecha má.s gri\nde. el 

Algunas de las propiedades de las super-redes son muy exóticas. 

Ejemplo de ello es el paradójico decremento en la corriente eléctrica 

con el incremento del vol taje y el tiempo de vida de los electrones 

libres por periodos de horas en lugar de nanosegundos. La predicción 

de tales propiedades antes de que las super-redes existieran 

indicador del progreso en la fisica del estado sólido~ 

En la actualidad las esperanzas de los fisiccs han hecho 

realidad, es decir, las superredes pueden fabricar gran 

precisión y las propiedades de las super-redes han confirmado las 

predicciones de los investi9adores. 

La primera super-red semiconductora propuesta en 197C por Leo 

Esaki Y.Ray Tsu del centro de investigación Thomas J. Watson de IBM 

fue fabricada unos arr~s más tarde, por ellos mismos, utilizando eJ 
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proceso de crecimiento epitaxial de haz molecular. 

Esta superred exhibe una resistencia negativa, por lo que se 

puede utilizar como un elemento activo generador de ondas 

electromagnéticas. A diferencia de otros dispositivos de resistencia 

negativa, las superredes pueden reaccionar en forma muy rá.pida a los 

cambies de voltaje. Por ello, bien podrian generar radiaci6n de 

microondas con longitud de onda menor que un mill.metro~0 

HLlsta 1978, la mobilidad de los portadores de carga en 

heteroestructuras era extremadamente baja. Fue entonces que Ray 

Oingle, Art Gossard y Horst Stie.rmer!º trabajando en los laboratorios 

Bell, introdujeron el dopado en este tipo de estructuras, logrando una 

mayor mobilidad de los portadores. Como resultado de dopar las capas 

de arsenuro de galio aluminio de la superred semicontuctora obtuvo 

una mayor mobilidad de los portadores comparada con la mobilidad de 

dichos portadores en un material uniformemente dopado. Esta alta 

mobilidad de los portadores surge de una separación espacial entre los 

portadores de carga y los A tomos de impureza, de los cuales el los 

originan!• 11 En· este caso, nuevamente el experimento confirmó la 

predicción. Hoy ·parece que en laboratorios de E.U., Europa y .Japon se 

están logrando nuevos records en la mobilidad, través de mej eres 

disel'los y técnicas de crecimiento de cristales. Una caracter1stica de 

la modulación del dopado de la superred es el gran incremento de la 

conductividad en dirección paralela, a las capas de la estructura, 

comparada con la conductividad perpendicular. Esta caracteristica 

condujo, en muchas universidades y laboratorios industriales, entre 

los que destacan los laboratorios Bell, FuJitsu, Thomson CSF, IBH, 

North American Rockwell, Hewlett Packard, TRW, Honeywell, Universidad 
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de lllinois y Cornell, a la fabricación de transistores de efecto de 

campa, con modulación del dopado. 

Estos transistores de efecto de campo se caracteri:zan por una 

al ta velocidad de conmutación y bajo consumo de potencia. A 77°K 

los laboratorios Bel 1 '' ha registrildo un tiempo de conmutación de 

11 ps y un consumo de potencia de 1.36 mW/compuerta. Tales 

transistores probablemente son la base de los circuitos digitales, de 

arsenuro de galio, de alta velocidad. 

Hace algún tiempo, en los laboratorios FuJitsu de Jap6n, 

mostró una memoria dina.mica de acceso aleatorio de 1 Kbit con 

tiempo de acceso menor de un nanosegundo y en los laboratorios Bell, 

Shin Shem Pei y sus colaboradores han desarrollado un circuito divisor 

de frecuencia de 10 GHz!º 

Los resultados anteriores fueron obtenidos en dispositivos canal 

StBrmer y Gossard, obtuvieron un . incremento significatívo de la 

mobilidad de los huecos en superredes con modulación de dopado tipo p. 

Esto abrió la posibilidad de la existencia de lógica complementaria 

basada en transistores de canal n y p, de baja potencia con una alta 

transconductancia ~o 

Otro tipo de superred semiconductora que ha tomado importancia 

por sus propiedades la superred formada por un arreglo periódico de 

capas dopadas n y p, separ""adas por capas intrinsecas del mismo 

semic~nductor sin dopar"". Como estas capas son denominadas i 1 tal 

superred es un cristal con una celda unitaria n-i-p-i. 

Klaus Ploog del Instituto Max Planck para fisica del estado 

sólido de Stuttgart, fue el primer investigador que realizó el 

crecimiento de una super""red como esta. 1 utilizó una oblea de arsenuro 
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de galio, Atemos de silicio como donadores, y los átomos de bt!rilio 

como aceptares. El método de creciemiento fue el epitaxial haz 

molecular y las propiedades ópticas 1ueron probadas en un experimento 

hecho por H. KUnzel, Ploog, J. Knecht y Gottfried. La absorción de lu~ 

por una superred dopada genera portadores de carga con tiempos de vida 

de más de 1 1 000 segundos~ Las superredes dopadas están siendo 

examinadas debido a que pueden útiles para la fabricación de 

detectores ópticos, moduladores de luz y sistemas electrónicos que 

procesan rayos laser~ • 70 

Las superredes de estado sólido son más que un juguete para los 

f1siccs de estado sólido. En mi opinión 1 as superredes 

semiconductoras, y particularmente las superredes dopadas, representan 

una clase nueva de semiconductores que tendrá un impacto, no sólo 

la f1sica del estado sólido, sino también, en el fUturo de la 

tecnolcg1a electrónica. 

As1 también, se han empezado a fabricar superredes metá.licas, 

decir, estructuras donde los elementos constitutivos 

semiconductores sino metales. Cabe sertalar que en el laboratorio de 

Ensenada del Instituto de F1sica, contará próximamente con 

equipo de crecimiento epitaxial para la fabricación de superredes 

metál leas. De esta clase de superredes han realizado algunos 

estudios sobre aquellas, cuyos elementos constitutivos tienen 

propiedades magnéticas. 

Las peliculas magnéticas delgadas que magnetizan 

preferentemente en una dirección perpendicular al plano de la peltcula 

se dice que presentan una anisotropia magnética perpendicular! 2 Un 

ejemplo popular de ello son las peliculas CoCr cuya anisotropia tiene 

9 



su origen en su estructura cristalina. Por la posible aplicación que 

este tipo de peliculas podrían tener en relación la grabación 

magnética de alta densidad de información, actualmente de gran 

interés. 

Nuevamente, en este caso las estructuras en mul ticapas presentan 

la ventaja de que la anisotropia magnética se incrementa por la 

existencia de anisotropia en las interfaces!z Esto fue demostrado 

recientemente por Carc.ia, Meinhaldt, y Suma 13 por lo que a multicapas 

respecta y por Draaisma,, den Broeder, y de Jonge14 en lo que a 

superredes fabricadas por deposición de vapor refiere. En ambos 

casos, la dirección preferente de magnetización, para una capa de Co 

espesor menor de 8 A, llega a ser perpendicular al plano de la 

pelicula. 

Otra propiedad interesante, de este tipo de estructuras, el 

efecto magnético-óptico Kerr~~ el cual es de interés para la lectura 

óptica de información almacenada magnéticamente en discos borrables de 

audio y video! 6 Para estas aplicaciones se requiere de valor grande 

de la rotación kerr, el c:ual puede obtener con las superredcs 

debido al fenómeno de resonancia cerc:a de la frecuencia característica 

de los metales que la forman, denominada frecuE?ncia de plasma, que 

tiende a incrementar el valor de la rotación Kerr!!!J Otras de las 

aplicaciones del efecto Kerr la observación de dominios 

microscópicos 17 y el estudio de estructuras de una pelicula!ª 

Las mediciones magnótico-6pticas son también una importante 

herramienta en el estudio de las propiedades magnéticas y la 

estructura electrónica de los materiales magnéticos~ 

Las mediciones de reflexión óptica se pueden utilizar para 
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determinar los elementos diagonales del tensor dieléctrico. Sin 

embargo para varios compuestos se tiene la desventaja de que el 

espectro de reflexión no muestra estructura fina y, 

consecuencia, la información obtenida de éste, referente a la 

estructur-a electrónica, no es muy detallada. En contraste lo 

anterior, el efecto Ker-r es una técnica diferente, que mue-stra 

estructura mAs fina, en particular-, de los compuestos de las tierr-as 

raras y los metales de transición! 9 -zz 

Por lo anterior, hoy en d1a existe un gran interés en las 

propiedades eléctricas y ópticas de las estructuras metálicas 

multicapas. Puesto que el entendimiento del espectro de excitación de 

ondas de superficie y de bulto en el interior de tales estructuras 

esencial la predicción del funcionamiento de dispositivos 

incorporando éstas, resulta útil ·un tratamiento teórico completo .. 

Cuando la luz incide con una componente del campo eléctrico 

normal a la superficie de un conductor, esta componente del campo 

empuja a los electrones de conducción lejos de la superficie, creando 

con el lo un exceso de carga. Cuando la frecuencia w de la luz 

incidente es mayar que una frecuencia caracteristica del conductor, 

llamada frE!cuencia de plasma y denotada por wP, esta fluctuación de la 

densidad puede propagarse como una onda longitudinal, tomando energ1a 

de la onda incidente. Es as1 como dicha componente del campo eléctrico 

puede acoplar ondas longitudinales de bulto en la interfaz y modificar 

el valer de la reflectan~ia óptica~ Aunque los efectos de las ondas 

longitudinales u ondas de plasma sobre las propiedades ópticas de 

conductor semi infinito U!lualmente pequeños! 3 éstos 

incrementados por resonancia películas delgadas, de. la 
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frecuencia en la cual el ancho de la pel1cula es un múltiplo 

semientero de la longitud de onda del plasm6n. Farre11
2

" y Stern
2

tt 

fueron los primeros en predecir este acoplamiento resonante con !=>ndas 

de plasma guiadas en peliculas delgadas. Lindau, Nilson
26 

y Anderegg
27 

fueron los primeros en observarlo y Melnynk y Harrison fueron los 

primeros en sef"l'alar la importancia de la no localidad o dispersión 

espacial para el entendimiento correcto de este acoplamiento~• 

Numerosos estudios de este efecto han sido realizados usando teor!as 

hidrodinAmicas~9- 111 semicl.t.i.sicas 92 y tecrias microscópicas de muchos 

cuerpos!ª - 9 tt 

Puesto que el acoplamiento de ondas longitudidales 

transversales es un efecto de interfaz, éste resulta incrementado 

superredes, ya que en ellas el área interfacial 

volumen! 6 

proporcional al 

Los modos normales en las superredes metálicas presentan una rica 

estructura la cual incluye lo siguiente: (i) plasmones de superficie 

que se propagan en cada interfaz y se acoplan entre el los por la cola 

de sus campos evanescentes, dando lugar a modo colectivo de 

propagación en el interior de la superred, (ii) ondas guiadas 

longitudinales reflejadas internamente 1 as capas mAs densas 

acopladas por el campo evanescente en dichas capas, (iii) ondas 

transversales ambas clases de capas unidas en interfaces ( iv) 

plasmones guiados en las capas metálicas menos densas unidos por ondas 

evanescentes transversales propagándose en las capas más densas, etc. 

Los primeros modos mencionados arriba y in teracc16n 

pruebas extensas (tales como dispersión Raman!I?) han sido estudiados 

en el limite retardado para superrede<.i 1 ini ta.o:;., l.n f ini t,:1s y 
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t>emiinfinitas~ 8 -"0 L.a propagación de las ondas transversales en 

sistemas en multicapas se entiende ampliamente y es de suma 

importancia en el diseño de espejos dieléctricos, interfer6metros y 

capas antireflejantes para elementos ópticos~· 8 Hace algún tiempo, 

Eliasson"' realizó un estudio de los modos surgidos del acoplamiento 

de plasmones evanescentes y guiado-= en una superred metal-metal con 

dispersión espacial ignorando el retardo. L.os efectos de la dispersión 

espacial también han sido considerados por Agranovich y Kravstov!
6 

que 

obtienen eKpresiones, dentro de una aproximación del medio efectivo, 

para el tensor dieléctrico macroscópico de una superficie hecha de 

capas muy delgadas de semiconductores excitónicos. Sin embargo, los 

modos surgidos del acoplamiento entre los plasmones y las ondas 

electromagnéticas transversales superredes, • no han sido 

investigados previamente. 

El propósito de esta tesis es el estudio teórico de los modos 

electromagnéticos y las propiedades ópticas de las superredi?s 

metA.licas, tomando encuenta retardo, dispersión espacial de las capas 

metalicas, propagación de plasmones de bulto y acoplamiento 

ondas transversales en las interfaces. 

Desarrollamos una novedosa aproximación al problema4-~'" 3 que 

consiste en la construcción de una matriz de transferencia de 4X4 que 

relaciona el campo electromagnético en una interfa:? con el campo en la 

siguiente interfaz equivalente .. Esta m<1triz difiere de la matriz de 

transferencia est~ndar, que se utili'Za en óptica de multicapas, que 

la nuestra considera las ondas de plasma en el interior de la 

superred. Las propiedades 6ptícas de la superred, tales como la 

reflectancia, se obtienen en términon de los elementos de la matri'Z de 
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tr-ansfer-encia sin ninguna necesidad de cálculos adicionales. Puesto 

que en esta tesis concentr-amos nuestr-a atención en la propagación de 

plasmones y su acoplamiento a ondas transver-sales superficies 

metAlicas, usamos un módelo hidr-odinámico y una condición particular a 

la fr-ontera de origen no electromagnético. Por lo tanto ignoramos 

varios fenómenos de superficie'' los cuales pueden ser resaltados en 

superr-edes y los cuales deberían ser considerados en cálculos más 

real is tas. Los resultados de la presente tesis pueden ser- considerados 

el término de orden de cálculo perturbativo, donde el 

parámetro de perturbación de tamaño pequeño en la región 

superficial donde nuestra descripción de los campos no es exacta~:s 

A continuación se indica encuentra organizada la tesis. 

El cap1 tul o 1 lo dE.>dicamos repaso de las matemAticas del 

movimiento ondulatorio. En este capitulo estudiamos las ondas planas 

monocromáticas y la ecuación de onda. En el cap! tul o 2 recordamos las 

leyes del electromagnetismo y la ecuación de onda para las ondas 

electromagnéticas en el vac10. En el capitulo 3 hacemos un estudio de 

las funcionl:?s di:? respuesta y desarrollamos dos modelos de rC?spul:!sta 

para metales, el modelo de Drude y el modelo h.i.drodiná.mico. También 

obtenemos la relación de dispersión para las ondas electromagnéticas 

en metales, y utilizando los dos modelos anteriores, encontramos la 

solución de las ecuaciones de Ma>cwel 1 en un metal. El cap! tul o 4 lo 

dedicamos al estudio de los medios inhcmogéneos. Introducimos el 

concepto de impedancia de superficie y con base en él obtenemos las 

formulas de Fresnel. También generalizamos el teorema de la energía 

para un sistema con dispersión espacial, discutimos las condiciones 

la frontera y mostramos la necesidad de las condiciones adicionales 
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la frontera para la solución de un s.i.stema con ondas longitud!dal~s. 

En el cap! tulo 5 estudiamos las ondas de superficie cm medios 

semiinfinitos y en peliculas delgadas. En el capitulo 6 describimos la 

teoria de la matriz de transferencia para superredes metálicas locales 

y la extendemos para incorporar oscilaciones longitudinales 

superredes no locales. En este capitulo, calculamos las relaciones de 

dispersión de los modos electromagnéticos colectivos de las superredes 

infinitas. En el cap! tul o 7 obtenemos las fórmulas de la reflectancia 

de distintas superredes semiinfinitas, estas fórmulas son las que 

utilizamos para el cálculo de los resultados nümericos que se discuten 

en el capitulo e. También realizamos el cálculo del flujo de enerq!a 

transmitida al interior de la superred. 

En el cap! tul o 8 mostramos los resul tactos numéricos para las 

propill!'dades ópticas de la película metál.ic:a, de la superr~d 

aislante-metal no local, de la superred metal local-metal no local y 

finalmente, de la superred metálica no local. En el cap! tul o 9 

discuten las conclusiones generales de este trabajo. 
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CAPITULO 1 

MATEMATICA DEL MOVIMIENTO ONDULATORIO 

Una onda electromagnética es de varios procesos físicos que 

se puede describir empleando las 111atemá.tic:as del movimiento 

ondulatorio. En este cap! tulo repasaremos algunas de las técnicas 

matemá.ticas necesarias para tratar problemas en óptica. Comenzaremos 

con al estudio de las ondas planas, después mostraremos la 

representación de las ondas sinusoidales con nó:meros complejos y 

haremos una clasi'ficación de las ondas de acuerdo con la dirección 

la cuál se prOduce la perturbación y finalmente obtendremos la 

ecuación diferencial de ondas escalares y vectoriales. 

1 .1 Ondas ·planas 

Entederemos por onda una perturbación que se propaga a través del 

espacio. La naturaleza especifica de la perturbaciOn no por el 

momento importante. Podría ser la magnitud de un campo eléctrico o 

magnético asociado con una onda electromagnética~·ª 
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La onda plana es aquella en la cual la perturbación se propaga 

una sola direcciOn y los puntos deol espacio misma fane de 

movimiento forman plano perpendicular la di rece ion de 

propagación. Como la perturbación estA en movimiento, la onda debe ser 

descrita por una función tanto de la posición r como del tiempo t y se 

puede escribir por consiguiente como f(~,t). Pero, ¿CómO deberá ser la 

dependencia de la función tcr-,t) en las variables espaciales y el 

tieinpo?. 

La forma de la perturbaciori en cualquier instante, digamos t "" 0, 

función de la ptJsici6n fCF!,t) lt=o = fCF!,01 "" p(;!) que 

representa la forma o perfil de la onda en ese momento. Esto 

anAlogo a tomar una fotografia de la perturbación que- va viajando. 

Consideraremos ondas cuyo perfil ':'º cambia a lo l~rgo de un plano 

perpendicular a la dirección de propagación. Es decir, el valor de la 

perturbación será. el mismo para todo punto en dicho plano. Recordando 

que la ecuación de un plano perpendicular a un vector dado, es de la 

forma 

(1.1) 

donde it vector normal al plano y, en el caso de una onda, la 

dirección de propagación de la perturbación y a es una constante. 

Si damos diferentes valores a a, lo que obtenemos son diferentes 

planos perpendiculares a i(. Como la función de onda debe tener un 

mismo valor para cada punto de un mismo plano, la función de onda 

puede expresarse como función de a. Entonces tenemos 

f(f!,t) => f(o:,t) 'l=O = p(o:) p(.t·F!). (1.2) 

En cualquier plano en el cual 

constante y también lo es f(F!,t) ll=o = P(o:). 

constante, la fase es 
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Para hacer que las cosas se muevan, debemos in traducir ahora la 

dependencia en el tiempo. Es decir, al transcurrir el tiempo el valor 

que la perturbación tenla en un determinado plano habrá cambiado, y 

puesto que la perturbación se propaga un perfil constante la 

dirección del vector k, dicho valor lo encontraremos en un plano 

posterior can valor de et distinta. Por lo tanta, la dependencia en 

el tiempo deber:.. restarse a la dependencia en a. Utilizando la forma 

más sencilla de dependencia que es la lineal, finalmente, la función 

de onda plana se puede escribir como 

f(a - wt) ""ftk·r? - wt). (1.3) 

Esto es, si nos localizamos en plano, sobre el cual 

constante, entonces la perturbación cambiará solamente en función del 

tiempo, avanzando en la dirección dal vector k. Como conclusi6n, la 

dependencia de la función de onda en ';- y en t deberA aparecer coma 

unidad, la cual se denomina fase. 

La velocidad de fase de una onda plana es equivalente a la 

velocidad de propagación de los frentes de onda, que para una onda 

plana san las planos de fase constante .. La componente escalar de r en 

la dirección de k es 

k·r 
r = lkl . 

La perturbación en un frente de onda es constante, de 

después da un tiempo dt, si el frente se mueve a lo largo de k 

distancia dr, debemos de tener 

f(';- + dr?,t + dt} ter, t>, 
es decir-

f ( k. [ " + ~~~ ] - ~ ( t + dt)) f(k·~ - wt). 
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Por consiguiente 

1~1 dr = "' dt 

y la magnitud de la velocidad de la onda dr/dt es 
dr "' 
ilt = ¡q 

Finalfnente, forma vectorial, tenemos 

~ 
V - ~~-

1. a Ondas planas lllOnocro~t.icas 

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

Haeta ahora no hemos dicho nada sobre el perfil o forma de la. 

onda .. Consideraremos ondas cuyo perfil es una función sinusoinal por 

dos razones; primero, fisicamente las onda.s sinusoidales se pueden 

generar en forma relativamente fAcil usando alguna forma de oscilador 

armOnii:o y, segundo,cualquier forma de onda se puede sintetizar por 

una superposición de ondas si~usoidales, usando anAlisis de Fourier~ 

Entonces la función de onda la podemos representar como 

f(f!,t) ,.. f(~-r - wt) =A cos(~·r - wt + I>), (1.10) 

donde A es la ·amplitud de la onda y la cual puede ser escalar o 

vector, t:. es el vector de onda, (.o) su frecuencia y ó la fase inicial 

el origen. 

Este tipo de onda es periódica tanto en el espacio como en el 

tiempo. El periodo espacial se conoce como longitud de onda y 

denota por ).. .. Si nos desplazamos una distancia ).. en la dirección del 

vector ~ el valor de la onda resulta inalterado. Es por ello que la 

magnitud del vector de onda se relaciona r:on la longitud de onda a 

través de 
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l~I = znn... (1.11) 

En forma compl2t•mente analoga, el periodo temporal T de la onda 

relaciona con la frecuencia angular c.> a través de 

W = 2rt/T. (1.12) 

El perlado temporal T es la cantidad de tiempo que le toma a una 

oscilación completa pasar un observador estacionaria. 

En el aná.lisis de circuitos eléctricos es má.s Qtil repr~sentar a 

cantidades tísicas oscilantes como el voltaje y la corriente por medio 

de nllmeros complejos, llamados fasores. En forma aná.loga, es má.s ütil 

usar una representación de ondas con números complejos ya que nos 

ofrece una descripción matemáticamente mAs simple. 

La fórmula de Euler, 

Ae" 8 ... Acosa + i.Asena, 

permite escribir la ec. (1.J.0) 

f<f\t> "" Re(Aei.(k·r-wtJ ). 

donde introdujimos la amplitud compleja A -A~~6 

(1.13) 

(1 .. 14) 

Esta es la representación compleja de la función de onda. Se ha 

elegido arbitrariamente la parte real para representar la onda, 

aunque cualquier parte se podr!a escoger para describir una onda con 

perf .i. l sinusoidal. 

Al realizar los cálculos matemAticos se acostumbra utilizar la 

función de onda en la forma exponencial compleja, 

f<'f-,t> .. Ael(~·f!-wt) (1.15) 

con el fin de sacarle partido la facilidad de manejo de las 

exponenciales complejas. Sólo después de llegar a un resultado final, 

y solamente si deseamos representar la onda verdadera, necesitamos 

tomar la parte real la cual nos dar:.. el resultado correcto mientrAs 

20 



realicem~s operaciones lineales exclusivamente. 

Sustituyendo la función de onda (1.15) en la ecuación de onda, 

que veremos en la siguiente sección, se puede demostrar que esta es 

efectivamente fiOluci6n de dicha ecuación. Este tipo de representación 

de la función de onda se usa ampliamente en mecánica clásica, 

cuAntica: y también en óptica~ 

Ahora que tenemos una expresión matematica para una forma de 

onda, realizaremos una clasificación de las ondas de acuerdo con la 

dirección en la cuál se produce la perturbación. 

Existen dos tipos generales de ondas vectoriales. Cuando la 

dirección de la perturbación es paralela a la dirección de propagación 

se dice que la onda es una onda longitudinalr y si la perturbación 

ocurre en dirección perpendicular a la dirección de propagación, 

entonces, se dice que la onda es una onda transversal. La naturaleza 

fisica de una onda longitudinal es, en general, diferente a la de una 

onda transversal. Una onda longitudinal plana sinusoidal se puede 

representar coma 

Fcr,t> == A~edk·f!-wt>, (1.16) 
~ 

donde k es un vector unitario en la dirección de lt y A es una amplitud 

escalar. 

Si la onda es transversal, entcnc~s, para que este completamente 

definida, se requerirá una amplitud vectorial. Si la dirección en la 

que se produce la perturbación no varia, dice que la onda 

linealmente polarizada o que tiene polarización plana. En este caso, 

el movimiento ondulatorio estarA confinado a un plano fijo llamado 

plano de vibración. La importancia de este tipo de onda, estriba en 

que, cualquier onda transversal se puede descomponer en dos ondas 
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linealmente polarizadas mutuamente ortogonales~ Una onda plana 

transversal sinusoidal polarizada plana estarll representada como 

(1.17) 
-~ 

donde ~ ·~ ,.. 0. A es un vector complejo constante cuya parte real A' 

imaginaria A'• son colineales, su módulo nos da la amplitud de F y 

argumento nos da la fase en el origen cr = 0) y t ... 0. 

Finalmente, podemos ilustrar quo una de las vontajas de trabajar 

ondas planas es que las operaciones diferenciales se transforman 

en operaciones algebrlA.icas. Por ejemplo, consideremos la función 
~ 

FCr,t) que nos representa una onda plana y calculemos el rotacional de 

F, esto es, r ~ J 

---..!. - -L 

1 
l1y ilz ['" -

ik F 
y z z y 

" . F ~ :: ~ ::. ~ ikzF x - ikxF z 

ik F - ik F 
X y y X 

"" l1y 

= iiC X F. (1.18) 

De aqui, observamos que el operador 7 es equivalente a iit; lo 

cuAl es un resultado general. Se pueden deducir las identidades, 

9x - ik X (1.19) 

y 

". ---- iiC·. (1.20) 

Si derivamos la ec. (1.17) con respecto al tiempo, 

-iw F. (1.21) 
ilt 

Podemos obtener las identidades, 

-iw (1.22) 
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y 

J' dt - 1/(-iw). (1.23) 

Estas identidades nos serán utiles cuando trabajemos con ondas 

planas. En el desarrollo de esta tesis únicamente trabajaremos con 

ondas planas sinusoidales linealmente polarizadas y manejaremos la 

representación exponencial compleja de este tipo de ondas. 

1. 3 Ecuación de onda. 

Recordando como es la dependencia de la función de onda plana en 

r y en t' podemos desarrollar la forma general de la ecuación 

diferencial de onda escalar tridimenc:ional homogénea. Consideraremo!!!i 

que f es función escalar y definiremos una variable auxiliar 

9 = ¡::.¡! - wt, (1.24) 

como el argumento de la función de onda. 

Calculemos el gradiente y la primera derivada con respecto al 

tiempo 

7f e ilf cft·7)t! ~ k (1.25) 

""' (Jtp 
y 

~.,,!!_~=-w~. (1.26) 
bt bp bt bp 

De las (1.25) y (L26) se obtiene, 

(1.27) 

Como el valor inicial de la amplitud de la perturbación y su 

velocidad inicial son arbitrarias, as1 como la dirección de 

propagación, necesitamos una ecuación diferencial de segundo orden. 

Derivando nuevamente con respecto al tiempo y tomando la divergencia 
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) 

del gradiente, tenemos 

(1.20) 

y 

(1.29) 

,,., 
Despejando -,,,,. la (1.29) y sustituyendo en (1.28), tenemos 

Vzf = (i(·i() {Jzf "" <k·it) !:__ Qzf = .l!.L ~' (1.3!0) 

""z t..lz "tz. wz "tz 
y como 

IYI 
1~1 • 

finalmente, 

Vzf "' 2:.._ IJzf 

I~ Jz "t2 

(1 .. 31) 

(1.32) 

Esta es la ecuación diferencial de onda esca lar 

tridimensional homogénea~ La función de onda plana dada por la función 

(1.15) es una solución particular de la ec. (1.32) que tiene otras 

soluciones fisicamente interesantes tales como las ondas esféricas~ 

Consideremos ahor-a una función vectorial F que se propaga como 

una onda. Entonces, cada una de componentes cartesianas obedecE! 

una ecuación como la (1.32), lo cual se expresa matemáticamente como, 

vz; = _!:__ 8z; 
I~ lz "tz 

(1.33) 

Esta la ecuación de onda vectorial tridimensional homogénea. 

De todas las ondas tridimensionales, solamente la onda plana 

a través del espacio con un perfil que no cambia. Entonces 

claro que la idea según la cual onda la propagación de 

perturbación cuyo perfil altera, algo limitada. Esta 
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dificultad se puede vencer extendiendo nuestra definición de una onda 

• cualquier solución de la ecuación de onda tridimencional; aunque 

el desarrollo de esta tesis únicamente consideraremos ondas planase 
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CATJPULO 2 

ECUACIONES DE MAXWELL 

Para estudiar las propiedades ópticas de un sistema se necesitan 

las ecuaciones de Maxwel 1 que describen el campo 

electromagnético. Debido a esto, en este capitulo revisaremos la 

teoria del campo electromagnético de Maxwell y obtendremos la ecuación 

de onda para las ondas electromagnéticas en el vaclo. 

2.1 Campo eléctrico y campo de inducción magnética. 

Sabemos por experimentos que las cargas eléctricas experimentan 

interacción mutua. Como una posible explicación podemos proponer 

que cada carga está. rodeada de algo llamado campo eléctrico y que la 

carga interactóa directam~nte y localmente con el campo eléctrico 

el que está. sumergida'! Entonces,. si una carga q experimenta una fuerza 

:E' el c:mpo eléctrico E en la posición de la carga está. definido por 

FE = qE También sabemos que una carga en movimiento puede 

experimentar una fuerza F w que resulta ser proporcional a su velocidad 

V, y perpendicular a la dirección del movimiento, por lo que se define 
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q 
otro campo llamado inducción magnética B tal que F M "" - V x B. Si 

amba!l fuerzas ocurren simultAneamente se dice que la carga se 
q • 

una región ocupada por un campo electromagnético, donde F s:i qE + - V x 
e 

Bes llamada fuerza de Lorentz .. Como sabemos, los campos eléctricos 

son generados por cargas eléctricas y por campos magnéticos variables 

en el tiempo. A su los campos magnéticos son generados por 

corrientes eléctricas y por campos eléctricos variables en el tiempo .. 

La interdependencia entre E y B es el punto clave de la existencia de 

las ondas electromagnéticas. 

2. 2: Ley de Gauss (eléctrica) 

La ley de Gauss e9tablece, que el flujo del campo eléctrico E a 

través de una super1'icie cerrada s, será. proporcional a la carga total 

O encer-rada por dicha super-f icie:' 8 es decir 

f E·dS a 4na. (2.1) 
s . 

Si dentro de la superficie hay una distribución ccntinua de carga 

entonces 

dende pT es la densidad volumétrica total de carga y V es el 

encerrad e por S. 

(2.2) 

volumen 

La expresión integral anterior nos da una caracterización global .. 

Es má.s común dar una caracter-ización local, o sea, transformar la 

expresión anterior a una expresión diferencial, para lo cual 

utilizamos el teorema de la divergencia que dice, 
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f ~.d; = JJJ 9·~ dV. (2.3) 
S V 

Sustituyendo (2.3) en (2.2) se obtiene 

JJJ 9•~ dV = 4n JfJ PT dV, .(2.4) 
V V 

y como el volumen V de integración es arbitrario, 

(2.5) 

2. 3 Ley de Gauss C ..agnét.ica) 

No se conoce una contraparte magnética de la carga eléctrica, por 

qua nunca se han encontrado polos magnéticos aislados de manera 

reproducible. A diferencia del campa eléctrico, la inducción magnética 

B no diverge o converge hacia alguna clase de carga magnética. En 

consecuenciA, el flujo de la inducción magnética a través de 

superficie cerrada S será. igual a cera:~• 

f> B•dS = 0. . 
Haciendo uso del teorema de la divergencia 

f> ;.d; ~ JJJ .,.; dV, 
A V 

obtenemog 

2. 4 Loy de Faraday 

(2.6) 

(2.7) 

(2.B) 

Al variar el flujo •. del. campo de inducción 111agnética B a través 

de una Area A (abierta) rodeada por un circuito conductor cerrado, 

genera una corriente eléctric: alredE?dor del circuito. El fluJo •. del 

campo de inducción magnética B en una superficie A está dado por'·• 
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(2.9) 

l-a corriente •l~ctrica es resultado de la existencia de una fuerza 

electromotriz fem que, a fiU v•z, estt.. dada en términos del campo 

•léctrico E por 

fem""' f E•dl, 
e 

(2.10) 

donde la curva cerrada C es el perlmetr-o de A y corresponde al 

circuito conductor el cual supusimos inmóvil .. Farad ay descubrió que 

fem ... - :. di•, (2.11) 
e dt 

donde e es la ·velocidad de la luz en el vacio. Sustituyendo (2.9) y 

(2.10) en (2.11) se obtiene 

i ~·d~ = - :_~JI ;.d; .. 
e e dt A 

(2.12) 

Haciendo uso del teorema de St.okes, según el cúal 

~ ~.d; = fJ V K ~·d~, (2.13) 
e A 

donde A es el :torea encerrada por e, obtenemos que, 

ff V x ~-d; = - : ~ ff ;.d;. 
A C dt A 

(2.14) 

Puesto que el area no depende del tiempo, o, mejor dicho, la 

t>Uper-ficie no cambia al transcurrir el tiempo, entonces podemos 

derivar dentro del signa de integral, 

11 1 .,;1 
JI V " E·dS º - - JJ -·dS, 

A c A at 
(2.15) 

y como el .Is.rea A es arbitraria, las integrandas mismos deben 

coincidir, 

V K ~a - :. ~. (2.16) 

e "t 
La eKpresi6n anterior nos dice que un campo magnético variable en el 

tiempo produce un campo eléctrica. 
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a. 5 Ley de Alllpere-Maxwell 

Al fluir una corriente eléctrica a través de un conductor se 

produce a '!5U alrededor un campo magnético perpendicular a la dirección 

de flujo de la corriente. La relación cuantitativa entre la corriente 

eléctrica iT y el campo de inducción magnética B se representa como"~• 

6 

4n 
fcB·dl • - iT (2.171 

(2.10) 

donde .JT es la densidad total de corriente y c es la velocidad de la 

luz en el vacio. Esta ecuación se conoce como ley de Ampere. Este tipo 

de formulación se debe a Maxwell el cuAl hizo también 

generalización a ella, partiendo de la ecuación de conservación de la 

carga. 

La ecuación de conservación de la carga se expresa como, 
d(] 

- + 
dt 

(2.19) 

donde 11., es el flujo de corriente a través de una superficie cerrada 

que encierra a una carga D. En términos de la densidad de carga pT y 

de la densidad de corriente JT, 

- 0. (2.20) 

Esta ecuación nos dice que la variación de la carga en un volunten 

V es proporcional al flujo de corriente a través de la superficie S 

frontera del volumen V. En forma diferencial se escribe, 

V·.J -t- IJpT :::: 0. 
T 

(2.21) 
6t 

Sustituyendo la ec. (2.5), podemos escribirla como, 
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1 • 

V· (JT + - ~ :es 0, 
4n at 

(2.22) 

1 • 
donde - ~ juega el papel de densidad de corriente. Maxwel 1 

4n <Jt 

supuso la realidad de esta corriente a la cual l lam6 corriente de 

desplazamiento. Remplazando en la ec. (2.18) JT por 

J + 
T 

1 ~ --· 4n at 

obtenemos que 

.. .. 4tt ... 1 ~ 
!li B·dl = - ff ( J + - - ) ·dS. 

e e A T 4n lit 

Esta ecuación es la ley de Ampere reformulada por Maxwel 1. 

De ella se deduce que aún cuando JT : 0, un campo E 

el tiempo e!ltarA acompat1ado por un campo B • La expresión 

obtiene con el uso del teorema de Stokes, esto es 

!li ;.d; = Jf V : B·dS, 
e A 

el cual, sustituido en (2.24) da 

En 

.. .. 4n .. 1 ~ .. 
JI V H B·dS = - fJ ( JT + - - )·dS, 

A e A 4n lit 

forma diferencial, 

4n • 
VxB=-J 

T -~-
e Ot 

las ecuaciones de Ma><wel 1 

(2.20) VxE=-=-~' 
e Ot 

(2.23) 

(2.24) 

variable 

diferencial 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.29) 

4n .. 1 .. 

V X B = - JT + ~ :· V·B - 0, (2.30) (2.31) 
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2. 6 Ecuación do onda oleclromagnét.ica 

A partir de las ecuaciones de Maxwell, podemos obtene.r la 

ecuación de onda para las ondas electromagnéticas en el vacio y en 

ausencia de cargas, tomando pT = 0 y JT = e. Tom[?mos el rotacional en 

ambos lados de la ec. (2.29), esto es, 

VxVxE= - : V x ~ = - : !!..._ CV )( B). 
Ot c Ot 

Sustituyendo la ec. (2.31) (2.32), tenemos, 

V x V >< E 
1 42~ 

c 2 4t 2 

(2.32) 

(2.33) 

Haciendo uso de la identidad V V· - v2 = V x V x , podemos escribir la 

(2.33) coma, 

V V·~ - V2~ (2.34) 

c 2 bt2 

Para pT = ca, la (2.28) nos dice que V·E = 121, por lo que 

podemos escribir finalmente 

vz; "" !..__ 8
2
E. (2.35) 

c 2 Ot2 

Podemos observar, que, esta última ecuación es una ecuación de 

onda para el campo eléctrico E. Por lo tanto c es la velocidad de las 

ondas electromagnéticas en el vac10. Siguiendo un cam.ino similar, 

podemos obtener lo siguiente, 

1 nz; --. (2.36) 

c 2 at2 

que es la ecuación de onda para el campo de inducción magnética B. 

Como se mencionó en el capitulo anterior, solución de la 

ecuación de onda está. dada por la función 
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(2.37) 

qua representa una onda electromagnética plana monocromá.tica, 

vector de onda t! y frecuencia w. 

Sustituyendo esta función en la ecuación de onda, 

(2 .. 38) 

Para que exista onda electromagnética (E
0 
~ 0), por consiguiente, el 

vector de onda ~ y la frecuencia w, deben obedecer 

w• 
l~I· - ;;z e "· (2.39) 

Esta condición se conoce como la relación de dispersión para las ondas 

electromagnéticas en el vacio .. 

Sustituyendo (2.37) en la ecuación (2.29) obtenemos que 

¡t x E -= i.WS .. (2 .. 40) 

De a.qui podemos observar que el campo de inducción magnética B es 

perpendicular al vector de onda k y al campo eléetrico. Sustituyendo 

nuevamente (2.37) pero ahora en la ec.. (2.28), tenemos que en el 

vacio,. 

~·E= 0. (2.41) 

Por lo que en el vacio el campo eléctrico E es perpendicular al vector 

de onda k, es decir, en el vac1o no hay ondas longitudinales. 

Resumiendo, en esta sección a partir de las ecuaciones de Max.wel l 

mostramos un procedimiento sencillo para obtener la ecuación de onda~ 

Este procedimiento se volverá. ha utilizar en la sección 3-6 para 

obtener la relación de dispersió,, para las ondas transversales y 

longitudinales en conductores. 



CAPITULO 3 

FUNCION DE RESPUESTA DIELECTRICA 

En el cap! tul o anterior repasamos las ecuaciones de Ma><wel 1, que 

nos indican el comportamiento del campo eléctrico E e inducción 

magnética B. Para estudiar al comportamiento del campo E un medio 

material conveniente introducir el campo de desplazamiento 

eléctrico D, el cual está. relacionado el campo eléctrico a través 

de la función de respuesta dieléctrica. En este cap! tulo mostraremos 

la relación funcional entre los campos D y E, obtendremos las 

ecuacionE's de Maxwell en materiales y discutiremos las funciones de 

respuesta. Como nuestro interós es estudiar las propiedades ópticas de 

las superredes metálicas, obtendremos a partir de dos modelos simples 

expresiones para la función de respuesta dieléctrica en metales; 

eerá. el modelo de Drude, y el otro será el modelo hidrodinámicow 

Finalmente obtendremos las relaciones de dispersión para las ondas 

transversa.les y longitudinales en un medio material infinito homogéneo 

que nos serAn útiles para los modelos de las superredes metá.l icas. 
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3.1 Desplazamient.o oléct.rico 

Cuando a un medio material se le aplica un campo eléctrico E, la 

distribución interna de carga se distorsiona bajo su influencia. El 

campo eléctrico separa las cargas positivas y negativas (cada par de 

los cuales forma un dipolo) en el medio y está.s entonces contribuyen 

con una componente de campo adicional .. Es decir, se generan momentos 

eléctricos dipolares. El momento di polar resultan te por unidad de 

volumen denomina la polarJ.zación eléctrica P. 

El campo de desplazamiento eléctrico O se define 
~ ~ 

o<r,t> ... E<r,t> 4n P(;t,t) .. (3.1) 

En el caso 1 ineal D y E se relacionan a través de" 

(3.2) 

A 

donde &lj es el tensor d!elé~trico. 

La relación entre O y E depende de ?-, r·, t, t'. Este tipo de 

relaciones se llama· no local y se interpreta de la siguiente forma; el 
~ 

valor del desplazamiento eléctrico O en el punto ¡:! depende de los 

valores de E no sólo en (. sino también en los puntos cercanos f-• (no 

localidad espacial), y anA.logamente, el valor de D el tiempo t 

depende del valor de E en los tiempos t', donde t' :!f t (dispersión 

temporal J .. 

En los sistemas locales eKisten interacciones no incluidas en 

los campos E y D, a través de las cuales se puede transmitir 

información sobre el valor del campo electromagnético entre distintos 

puntos del sistema.. Por ejemplo, un electrón metal que 

interacciona con un campo eléctricD al tiempo t• en el punto '(.·, puede 

de5plazarse y contribuir a la corriente eléctrica en un tiempo t 
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posterior y en un punto r cercano, o puede, simplementl!, empujar a un 

electrOn en ;! debido a que dos electrones no pueden ocupar el mismo 

lugar (principio de Pauli). Tenemos, as1, que los metales son sistemas 

locales~ 6 

La integración sobre t• se rualiza para todos los tiempos tº<t, 

puesto que cLJ = B para t'>t debido al principio de causalidad. Esto 

significa que el material tarda un cierto tiempo en polarizarse~ La 

integración sobre r· está. restringida por el volumen que oc:upa el 

material. Para un medio isotrópico, y debido a la invarianza 

translacional temporal se puede escribir 
~ . 

ocr,t) = I d
9;!• I dt' ccr.r•;t-t')E(i!·,t··1. (3.3) 

Para materiales infinitos y homogéneos, existe invarianza 
~ 

translacional en el espacio, entonces s(i!,i!• ;t-t') = s(i!-;!• ;t-t'), 

decir, depende de la distancia relativa entre ¡! y ;!•. La trans'for-1nada 

de Fourier47 espacial y temporal de la ec. (3.3) se expresa empleando 

el teorema de la convolución como 

donde 

y 

~ . 
DCk,(o)) = cCk,w)E(k,w), 

~ .. 
cck,w) = I dt J di! &(i!",tJelck•r-Wl>. 

(3.4) 

(3.5) 

(3.b) 

Un medio es llamado nn local o dispersión espacial si la 

función de respuesta depende de ;(. Para medios homogéneos la 

dependencia de ~ (3.4) es equivalente a la relación integral 

!Ocal (3.3). Por lo tanto, la dispersión espacial en la transformada 

de Fourier y la función de respuesta no local expresada en el espacio 

de r, representan la misma situación f1sica en medios homogéneos. 
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Cuando la función de respue5ta dieléctrica no depende de k, se le 

denomina, función de respuesta dieléctrica local, o sea, lo que 

en r depende sólo de r y no de otras posiciones r·. 
Un concepto útil en la tl~oria de sistemas no loca.les es el 

alcance de la no localidad, definido como la distancia entre r y r· 
partir de la cual e(r, r.; t-t.) es despreciable J y que ti picamente mide 

algunos angstroms! 6 Si la escala de variación de E(r· ,t·) comparada 

con el alcance de la no localidad es muy grande, lo podemos sacar de 

la integral sobre r· en la ec. (3.3) y, as!' obtenor una relación de 

tipo local. Por lo tanto, la no lcca.lidad es importante solamente 

situaciones en las que el campo eléctrico varia abruptamente 

función de la posición. Tal es el la cercanía de 

superficie donde incide luz con polarización P para la componente 

normal del campo eléctrico, la cual es discontinua en la teoría local 

de Fresnel ! Por lo tanto,. si deberemos de considerarla en nuestro 

estudio de las superredes metálicas. 

3. 2 Ecuaciones de Maxwell en materiales 

Las ecuaciones de Maxwel 1 para medio material o ecuaciones 

macroscópicas se suelen escribir en términos de E, O y B, esto es, 

1 "" V X E = (3.7) 
e "t 

y 

(3.8) 

donde p•M l es la densidad de carga externa, esto es, excluyendo a las 

cargas de polarización! 
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Ya que en general la respuesta magnética de los medios a los 

campos magnéticos B de muy al ta frecuencia es sólo ligeramente 

diferente de la del vacio!·ª no necesitamos describir este proceso 

detalle. Podemos definir una polarización magnética o vector de 

magnetización M el momento dipolar magnético por- unidad de 

volumen. A fin de manejar- la influencia de un medio magnético 

polarizado, introducimos un vector auxiliar H, conocido la 

intensidad de campo magnético:• 8 

H = B - 4nM. (3.9) 

Para un medio isotrópico lineal (no ferromagnético) y homogéneo, 

B y H son paralelos y proporcionales, . . 
H = µ-ªe. (3.1111) 

donde µ se conoce como la permeabilidad del medio y en los materiales 

no magnéticos (como en los que estamos interesados) se cumple que µ -= 

1. 

y 

Las ecuaciones de Maxwell en términos de e, H y O se escriben 

4n • 
9xH = -J 

oxl 

1 "º 
e 8t 

(3.11) 

(3.12) 

Como en nuestro caso de estudio, las frecuencias de estudio son 

al tas y la respuesta al campo de inducción magnética es muy lenta, 

podemos tomar H -= B, esto es, µ puede ser aproximada a uno.. Entonces 

las ecuaciones macroscópicas de Maxwell finalmente son, 
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'7·0 -4np•xl' " " E = - "B --. 
e "t (3.13) 

4n . 
"º '7·9 -"· " x B = -J ... e "t 

Haciendo uso de los teoremas de la divergencia y de S~okes 

podemos escribirlas forma integral como 

JIJ '1·D dV f,,D·dS = 4nJJfvPº" dV, (3.14) 
V 

JIJ .,.; dV = fs;·d~ = "· (:S.15) 
V 

JI '7 X~ dV = f ~·d; =-~JI~ dS, (:S.16) 
A e C A bt 

JI '7 X; dV = f B·dl 1 [ • .,; ] . =-JI 4nJ •• , + - ·dS. (3.17) 
A e e A "t 

3. 3 Funciones do rospuesla 

Las ecuaciones macroscópicas de 11axNel l hacen posible el cálculo 

del campo eléctrico E e inducción magnética e, para densidades ·de 

carga p•w.L, corriente J•xt. y polarización eléctrica P, dadas. Pero, 

ellas tienen que ser complementadas con las ecuaciones del material, 

las cuales nos dan la pi.nd' Ji.nd' y P'"nd' inducidas por los campos E y 

B, dados. Encontrar las soluciónes simultaneas de la combinación de 

este conjunto de ecuaciones es parte del campo de la óptica fJ.sica~- 0 

Las ecuaciones del material se derivan del módelo del metal, 

semiconductor o ai~lante. La mejor aproximación para un sistema seria 

la solución de la ecuación de Schrt::kUnger dependiente del tiempo, para 

todo el sistema. Hay ciertos tipos de aproximación a este formidable 

problema: Una ecuación de transporte tipo Bolt~mann, ecuaciones de 

movimiento para ciertas excitaciones, ecuaciones macroscópicas de 
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movimiento como la llamada aproximaci6n hidrcdinAmica para metales y 

una descripción en términos Ge ensambles de dipolos para los 

electrones ligados. Por razones que se iran aclarando durante el 

desarrollo de la tesis utilizaremos una aproximación hidrodinA,.ica. En 

todos los modelos anteriores uno usualmente deriva una relación lineal 

entre p, J, y P y los campos E y B. l.a relación es expresada mediante 

una función, tensor u operador de respuesta: l.a función de respuesta 
A 

dieléctrica e, la conductividad o, la polarizabilidad eléctrica o 

susceptivilidad ::t::• El conocimiento explicito de esta función de 

respuesta es necesario para poder resolver las ecuaciones de t1a><wel l 

en los materiales. Cuando el campo E es muy pequef'io con respecto al 

campo creado por la polarización de las moléculas o Atamos del 

material, conocido como campo interno El nt, la respuesta a E es, 

buena aproximación, lineal para un gran nOmero de materiales. En esta 

tesis estaremos dentro de la aproximación lineal de esta respuesta. 
~ 

l.as relaciones lineales entre P, J, O y E, en el espacio de Fourier se 

definen de la siguiente manera~ 

D(k,t)' =- ;(~,t)~(k,t), 
• A • 

J(k,t> "" a(il,t)E(k,t) 

y 
A ~ 

xtil,t)ECk,t>. 

(3.18) 

(3.1.9) 

(3.20) 

Las ecs .. (3.18), (3.19) y (3 .. 20) implican que un medio tiene 

dispersión espacial (no local) cuando las funciones de respuesta e, a, 

Y x dependen de IL El limite local de estas funciones de respuesta 

obtiene haciendo lt >= 0. 

Ademá.S, como p, J y P no son campos independientes, existe 

relación entre las funciones de respuesta anteriores dada por1 
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= 1 + 4nx<k,w>, (3 .. 21) 

de a111 que sea suficiente determinar sola de ellas. 

Para poder calcular las funciones de respuesta de un medio 

especifico hay que usar modelos sobre la dinámica microscópica del 

material en cuestión .. En las secciones siguientes introducir'emos el 

modelo de Drude y el modelo hidrodinámico que describe un gas de 

electrones sometido a un campo eléctrico que varia en el espacio. 

3. 4 Modolo de Orude 

Es posible deducir una expresión anal! tica para la función de 

respuesta dieléctrica &( k ,w) función de lo que pasa a nivel 

atómico~ Aán cuando este problema es en realidad del dominio de la 

mecánica cuAntica, el· tratamiento semiclA.sico lleva a resultados muy 

similares .. 

Consideremos los electrones libre de un metal, bajo la influencia 

de un campo eléctrico variable en el tiempo de la forma 

; = ;oe-lwt (3.22) 

De acuerdo con la segunda ley de Newton, 

(3.23) 

donde m es la masa del electrón y d 2 X su aceleración. La suma de 

dt• 

fuerzas EF esta dada por 

EF = -qE + F COL' (:S.24) 

donde -q la carga del electrón, E el campo eléctrico aplicado y 

F COL fuerza que toma encuenta las colisiones de los electrones. 
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Si no existiera el movimiento térmico de los átomos alrededor de sus 

posiciones de equilibrio, el potencial eléctrico creado por los iones 

dentro del metal seria perfectamente periódico y daria como resultado 

una serie de bandas de energla en razón de lo cual los electrones se

moverian libremente en la banda de conducción!•º Sin e-mbargo, debido a 

las vibraciones térmicas de los átomos,, en cualquier instante hay 

leve aperiodicidad del potencial dentro del metal. Uno de los 

mecanismos de colisión es este tipo de aperidiocidad que ocasiona la 

dispersión de los electrones de conducción. En la aproximación de 

tiempo de relajación uno puede escribir F coi. comoª'~ 

F 
COL 

mdX = --, 
Tdt 

(3.25) 

donde T es el tiempo de relajación, el cual representa el tiempo 

promedio entre una colisión y otra~ Entonces sustituyendo (3.25) y 

(3.24) en la ec. (3.23) tenemos 

-q~ _ mctX 

Tdt 
dt2 

Como nosotros estamos interesados 

(3.26) 

la solución de régimen 

estacionario,, proponemos como solución particular de la ec. (3.26) la 

función siguiente,, 

.. -LtiJt x = r 
0

e (3.27) 

Tomando la primera y segunda derivadas de la ec. (3.27) respecto 

al tiempo, tenemos 

= -¡,w;f, (3.28) 

y 

(3.29) 

dt
2 

Sustituyendo las ecs. (3.28) y (3.29) en la ec. (3 .. 26) obtenemos 
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Resolviendo para ><, 
q 
¡¡¡ 

X=-'--'---- E. 

(3.30) 

(3.31) 

La contribución de cada electrón al momento dipalar es igual a la 

carga -q multiplicada por su de~plazamiento M, y si hay n electrones 

por unidad de volumen la polarización eléctrica es 

P = - qn:. (3.32) 

Por consiguiente 

O = E + 4nP = E .- 4nqnX. (3.33) 

Sustituyendo X, de la ec. (3.31), obtenemos 

D (3.34) 

De las ecs. (3.34) y (3.4), obtenemos finalmente la función de 

respuesta dieléctrica, esto es 

c(w) o:r 1 

z 
4nn q 

¡¡¡ ---- 1 -

.,,z 
--'·--· 

ltil + wz 

(3.35) 

donde la constante <.>P =.#se denomina frecuencia de plasma. 

Esta función de respuesta no depende del vector de onda it por lo 

cual es una función de repuesta dieléctrica local. El significado 

f.1sico de w,. será. discutido en la sección 3.6. 
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3. 5 Modelo hidrodinámico 

Los efectos no locales los materiales conductores p~eden 

describirse de manera simple por medio del modelo hidrodiná.mico.. La 

aproximación hidrodinámica ademá.s de que permite describir la 

excitación de las ondas longitudinales o ondas de plasma, tiene la 

ventaja de que las ecuaciones de Maxwell pueden fAci.lmente 

adaptadas para tratar la interacción entre los campos de las ondas 

transversales y longitudinales en superficies metálicas. En esta 

sección describimos este ~odelo!ª Primero obtendremos la aproximación 

hidrodiná.mica a partir de la ecuación de movimiento del gas de 

electrones. 

Puesto que la densidad de corriente inducida promedio J del gas 

de electrones, está. dada pcr 

J "" lqn(&)it, (3.36) 

donde n la den&idad de electrones y q es la carga del electrón. 

Podemos obtener la ecuación de movimiento del gas de electrones 

escribiendo la (3.30) términos de la densidad de corriente J. 

Esto es 

la cual podemos reescribir como 
z 

-lw.J = ~ ~ - ~ ;,. 
4n 

(3.37) 

(3.38) 

Estamos interesados en los sistemas donde los campos varían en el 

espacio, y por lo tanto la densidad electrónica también varia. Dado 

que al variar la densidad, el sistema sufre compresiones y 

rarefacciones, es necesario tomar en cuenta la compresibilidad del 
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sistema~ Esto es, tenemos que anadir una fuerza que relaciona la 

presión del gas de electrones la variación espacial de p~ • :i. 

Podemos completar la ec. (3.:SB) sumando al miembro de la izquierda 

término (3'1!.Vp, el cual indica que cuando e><ista un gradiente de 

concentración Vp, habrA una tendencia de los electrones a fluir de las 

regiones de al ta concentración las de baja concentración. Una 

descripción de tal lada de las propiedades de un gas de electrones se 

encuentra en varios te>Ctos de fisica del estado sólidot.. Aqui sólo 

e>eponemos en forma breve algunos conceptos con el fin de aclarar el 

significado fisico de (3. 

Una de las propiedades del gas de eléctrones en el estado de 

reposo! o sea, cuando la temperatura es cero, que si hay N 

electrones en un volumen V (esto es, una densidad de electrones n 

N/V), entonces el estado de reposo dml sistema de N electrones es 

formado ocupando todos los niveles de una particula vector de onda 

k menor que kr' y dejando todos aquellos le. mayor que k sin 
F 

ocupar. El vector k, en este caso, se refiere al vector de onda del 

electrón utilizado en mecAnica cuántica t.. 0 y kF se conoce como vector 

de onda de Fermi y esta dado por la condición 

k" 
F 

n = -. 
3n• 

(3.39) 

La velocidad de Fermi se e>epresa en términos de la del 

electrón m, la. constante de Planck h y el vector de onda de Fermi kF 

como, 
h 

vF = m kr (3.4"l 

y la energia de Fermi se e>epresa en términos de la velocidad 

g,. o:: ; v;. (3.41) 
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La velocidad de Fermi es la velocidad mas al ta de los electrones 

un metal y en la teoria de los metales juega un papel compar•ble 

la velocidad térmica en un gas clásico. El valor de la velocidad de 

Fermi es cerca del lX de la velocidad de la luz! 

Al aumentar n aumenta kr' aumenta la velocidad, y por lo tanto la 

energ!a. Por lo tanto el sistema busca disminuir su densidad dando 

origen a una comprensibilidad finita descrita por el termino ¡JzVp.. El 

parámetro (J se denomina constante de rigidez del gas de el&etrones y 

estlt. relacionado con la compresibilidad del sistema .. 

Empleando la teoria microscópica de aproximación de 'fase 

aleatoria6 en el limite d9 vectores de onda pequeños se puE"dlf obtener 

la constante de rigidez del gas de electrones {3 = Y.S75' Vr. 

agregando el tdormino {J2 Vp a (3.38) obtenemos que 

1 ~ 
-J 

.,• ~ 
= __!.E. 

4n 

Entonces, 

(:S.42) 

Esta ecuación conoce como la aproximación hidrodinámica de la 

ecuación de movimiento del gas de electrones, la cual también puede 

derivada a par:-tir de la ecuación de Bol tzmann~ 

Podemos encontrar una relación entre la densidad de corriente J y 

p a partir de la ecuación de continuidad, la cual permitir-A 

eliminar p de la ec. (3.42). Si en la ecuación de continuidad, 

V·J o:: - ~. 
8t 

tomamos el gradiente en ambos miembros, 

V V·J = - !!_ '9p, 
8t 

y resolvemos para Vp, obtenemos 

9p = f 9 9·J dt. 

(3.43) 

(:S.44) 

(3.45) 

Consideremos ahora que el gas de electrones se encu@ntra bajo la 
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influencia de un campo eléctrico E con una variación en el tiempo y an 

•1 espacio de la forma de una onda plana, esto es, 

E<r,t> =- ~ºei. <it-r-wt>. 

Podemos expresar Ja densidad del número de electrones como 

n_<'t-,t> "'n + 6net<i:!·;!-wt), 

donde n es la densidad de electrones estado de reposo .y ón 

(3.46) 

(3.47) 

la 

fluctuación del número de electrones libres por unidad de volumen. 

L• densidad de carga se expresa en función de las densidades de número 

de electrones y del número de iones positivos, 

p<r,t> "" -q<n_ cr,t> - n+ ci!,t> >. (3.49) 

En estado de reposo las densidades de número de elé1:trones y 

nómero de iones positivos son iguales. Pero a altas frecuencias, 

debido a que los iones posi ti.vos no pueden seguir las variaciones del 

campo eléctrico por ser más masivos, se puede considerar que la 

densidad de nómero de iones positivos coincide 

es decir, "• (i!,t) "" n. Se sigue entonces que 

p('t-,t) -qónel <k·f!-wt)' 

su valor en reposo, . 

representa las fluctuaciones de la densidad de carga. A partir de esta 

ecuación y (3.36) se obtiene que 

'Qp = itcft·J>. 

''"' Sustituyedo esta relación en la ec. (3.42) obtenemos 

-lw.J + 

''"' que podamos reesc:ri.bir como, 

1 • 
-J 

.,• . 
_!.E, 
4n 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

Bajo condiciones muy generales cualquier campo vectorial se puede 
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descomponer en una parte longitudinal y una transversal! Por ello, 

podemos expresar a J y E compcnen tes la dirección de it y 

perpendicular a ella, 

J :ir:: JL + ;T y 

decir, 
~ ~ ~ 

E = EL + E!° 

Sustituyendo estas ecuaciones en (3.52), obtenemos, 

<•>2( ;L+ ;T) + ~( ;L+ ;T) _ JJzk(k•(;L+ ;T).., lW i (EL+ ~T). 
T 4n 

(3.53) 

(::S.54) 

Separando en componentes longitudinal y transversal, esta ecuación se 

expresa 

(3.55) 

y 

(:S.56) 

Pero como la densidad de corriente J y el campo eléctrico E, 

relacionan a través de la conductividad según la ec. (::S .. 19), entonces 

la conductividad se puede separar en una componente transversal (T) 

CTT(k,w) = ---'-"'_"'.;;.: __ , (:S.57) 

4n[ wz + ~] 
y otra longitudinal (L) 

i.W W 
z 

OL(it,w) "" p 
(3.58) 

4n[ .,• .~ - ¡¡• ¡¡¡¡•] 
T 

Utilizando la relación (::S.21), obten~os finalmente las 

componentes transversal y longitudinal de la función dieléctrica, .. : ---. (3.59) 

wz + ~ 
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y 

(3.60) 

1..l + ~ _ (Jz pqz 

Observamos que &1.. depende de-1 vector de onda k siendo por lo 

tanto, una función de r-espuesta diel6ctrica no local mientr.!s que cT 

coincide con la ...-es puesta local obtenida del modelo de Drude. 

En el limite de longitud de onda larga k .. 0 

1 -

. 
"'• ---· z ltiJ 

"' + -
T 

(3.61) 

lo cual indica que en este limite no hay distinción entre las 

funciones dieléctricas longitudinal y transversal. 

El modelo hidrodiná.mico se ha utilizado frecuentemente para 

estudiar diversas propiedades de los sistemas conductores entre las 

que -se enc~entra, la no localidad o dispersión espacial de la repuesta 

electromagnética del gas de electrones de conducción~º la existencia 

de fluctuaciones de carga (plasmones de bulto) en su interior, y el 

acoplamiento entre plasmones y ondas transversnles en sistemas 

inhomogéneos! 9
• ::1o Su simplicidad, la cual conduce frecuentemente a 

resultados anal! tices as su principal ventaja. Emper""o una desventaja 

es el tratamiento incompleto de las propiedades electrónicas de las 

inter""faces el cual r""equier""e el imponer sobre el campo electromagnético 

las comunmente llamadas condiciones adicionales a la fr""ontera CAF's 

que, por otra parte además de las condicionas a la fr""ontera del 

electromagnétismo se discutirán en el cap1 tul o 4. 
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3. 6 Propagac:i6n de ondas en maleria1os 

En esta sección obtendremos la relación de dif¡persión para. las 

ondas electromagnéticas transversales y longitudinales, un medio 

material. 

Para obtener la ecuación de onda electromagnética en el vaclo, 

seguiremos un camino similar al utilizado en el capitulo 2. Para 

obtener los modas electromá.gneticos propios del sistema, se usan las 

ecuaciones de Maxwell macroscópicas (3.13) para un medio material 

homogéneo y no magnético (µ ~ 1).. Asimismo, supondremos que el 

interior del medio las densidades externas de carga p•
11
l y de 

corriente J valen 
oxL 

se escriben como, 

V·D = Cll, (3.62) '7·B ~ ~. (3.63) 

1 
~ 

(3.64) '7 K e = -~ (3.65) "8 - --, 
e bt e bt 

Siguiendo un camino similar al del capitulo 2, tomamos el 

rotacional en a~bos miembros de la (3.64), 

'9 K V K E = - !_ !._ V K ;. (3.66) 
e bt 

Sustituyendo 9 x B de la ec. (3.65), tenemos 

V x V >< ~ ""' - !-__ azo (3.67) 

c 2 8t2 

de donde podemos obtener los modos transversales y lonqi tudinales de 

un medio homogéneo e isotrópico. 

Consideremos que en el medio se propaga una onda plana 

Ecr,t> ~ºeLcit·r-wt> (3.68) 
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que separamos en un campe longitudinal ~L y otro transversal 

cuales cumplen 7 

los 

Jt )( Ea.. = "~ (3.69) 

y 

k • ~T a:z (11. (3.70) 

Para un medio isotrópico podemos desc:ompcner el tensor dieléctrico 

sus componentes transversal & T y longitudinal 

oTck,w> = .cTck,w>ETck,t.i> 

y 

Sustituyendo las (3.71) y (3.72) 

ecuaciones desac:opladas 

y 

" 
que escribimos comer 

y 
.,z ~ 

ea..ck,(o)J - EL = 0. 

e• 

.,• ~ 
s: - cLEL, 

e• 

L ". de forma que46 

(3.71) 

(3.72) 

(3.67) obtenemos dos 

(3.73) 

(3.74) 

(3 .. 75) 

(3.76) 

De la ec. (3. 75) vemos que para que eKistan ondas transversales, 

necesario que 

&T(it,(o))=~, 
.,• 

r Jkl 2 
= k'·k', a.uri cuarido k ea complejo, 
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lo cual nos proporciona la relaciOn entre it y w que cumplen las ondas 

transversales y es por lo tanto, au relación de dispersión. De la ec. 

(3.76) vemos que para que eKistan ondas longitudinales es necesario 

que 

(3.78) 

Esta ecuación la relaciOn de dispersiOn para las ondas 

longitudinales. 

Podemos encontrar una solución de las ecs. (3.77) y (3.78) 

sustituyendo las funciones de respuesta dieléctrica obtenidas 

anteriormente. Utilizando la función de respuesta local del modelo de 

Drude, y con base en el hecho que a al tas frecuencias los electrones 

efectuarán much1simas oscilaciones entre cada colisiOn, tenemos que, T 

Bajo está suposición, para los modos transversales tenemos que 

(3.79) 

y para los modos longitudinales 

w = "' .. • (3.80) 

Los electrones libres y los iones positivos dentro del metal 

comportan en forma similar a un plasma cuya densidad oscila a la 

frecuencia natural w .. , por esta razón a w,. le conoce 

frecuencia de plasma .. La frecuencia de plasma sirve como un valor 

cr-1 tico debajo del cual la luz que penetra, al interior de metal, 

decae exponencialmente a partir de la frontera (pues it•it < 0), 

mientrás que a frecuencias por encima de wr el metal transparenta 

Cft•ft > IO). 

Por otro lado, si utili2'a1Aos las funciones de . respuesta del 

modelo hidrodinámico y la suposición que T Para los modos 

transversales obtenemos el mismo resultado anterior, 
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wz • w: + cz 1it1 ! (:S.81) 

y para los modos longitudinales. 

w2 = w: + (J2 ¡itl~ (3.82) 

que es similar al caso transversal salvo por la gran diferencia entre 

los valores de e y de (J ::. m.01c! 

Hasta aqui, hemos estudiado la solución de las ecuaciones de 

Ma>ewell en la forma. de ondas transversales y longitudinales en medios 

homogéneos, no magnéticos e isotrOpicos. Hemos también concluido que 

para obtener la solución, en el e.aso de respuesta lineal, es necesario 

plantear modelo de comportamiento del material. Asimismo, 

estudiamos dos modelos simples para metales. El modelo de Drude 

dio una relación de r-espuesta local entre el campo eléctrico E y el 

campo de desplazamiento eléctrico D (este módelo es ú:til cuando los 

efectos de la no localidad pueden ser despreciados). Lo utilizaremos 

entonces para obtener resultados en un cálculo local de la 

reflectancia de una superred, que compararemos con los resultados 

obtenidos c.6.lculo no local de la reflectancia de misma 

superred. Para el cAlculo local utilizaremos el modelo 

hidrodinámico porque su simplicidad conduce fácilmente a resultados 

anali tices. Como solución general de la ecuación de onda, utilizando 

este mOdelo, se obtienen para cada frecuencia ondas transversa.les, 

el local, pero también conjunto de ondas 

longitudinales (conocidas como plasmones de bulto o, simplemente, 

ondas de plasma). 

Como conclusión, en un medio no local, es posible eKci tar ondas 

adicionales a la del fotón. Estas nuevas ondas, llamadas ondas de 

plasma, se presentan en metales o semiconductores Altamente impuros. 
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Como veremos en el capitulo siguiente, la presencia de estos 

modos en m@dios finitos requiere de condiciones adicionales a la 

frontera para poder determinar las amplitudes de los campos 

dispersados~º• • 9
• 
50
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CAPITULO 4-

MEDIOS INllOKOGENEOS 

Para el propósito' de la óptica debido a que las cantidades en las 

.cuacion~ de 1'1axwel l pueden ser consideradas como un pro ... edio sobre 

las fluctuaciones 1n1,crOscóplcas:·• un material que ocupa todo el 

espacio puede ser apro>e.i«1ado por sin tema can i.nvarianza 

tr•nslacional (h0fft0g6neo). Como hemos visto, para un medio homogéneo 

la respuesta lineal en el espacia de Fourier toma la. forma, 
h • 

""' ·c<il,w)E(i(,(.o)), (4.1) 

y en el espacio de r, 
h • 

o<r,w> ""· J e(r-r· ,w)E(;' ,wJ d
3 f?•. (4.2) 

Al co•binar las ecuaciones de Maxwell se obtiene la ecuación de 

onda para un •edio material, .... 
,,. ':""zº· 

e 

que en términos de J y E se expresa como, 

.. .. w2 .. 4n il;J 
v2E - '9 (V·E) + - E "" - - .. 

c 2 c 2 tft 

(4.3) 

(4.4) 

Aqui supusimos que la permeabilidad es casi 1 y puede ser

aproxi•ada por 1. El proble.a de resolver (4.2) y (4.3) 

55 



simultáneamente en un sistema homogéneo esta bien definido y fue 

resuelto en el ca.pi tu lo anterior. Sin embargo, estamos interesados 

el caso en el que una superficie o interfaz separa a dos medios 

distintos. En este caso, debido a la pérdida de la invarianza 
A 

translacional, la permitividad e en (4 .. 2) depende de r y r· forma 

separada y no de su diferencia, r-r·. 
En principio, uno tiene que plantear un modelo que incluya la 

superficie o interface y realizar una nueva derivación de (::S.2). La 

solución ideal seria resolver la ecuación de Schr&tinger y las 

ecuaciones de Maxwell simultAneamente~z En la literatura han aparecido 

diferentes articules, donde asi procede para el caso de la 

superficie libre de un •eta.l ~•-=s• por varios metódos. Sin embargo 

estos estudios emplean .uchas aproKimaciones del modelo de la 

superficie. Las pruebas de las predicciones de estos modelos 

microscópicos no son satisfactorias o tas predicciones 

distingir de las aproKimaciones macroscópicas:"9
-
60 

pueden 

Otro camino de solución de las ecuaciones de 11a:<Nel l ta 

int~rfaz entre do~ medios, ampliamente aplicado en los li.bros de 

óptica~•• consiste en obtener las soluciones generales de las 

ecuaciones para cada medio como si fuera homogéneo y elegir la 

solución especifica al imponer las condiciones a la frontera .. 

A partir de las ecs~ (4.1) y (4.3), podemos seguir est.e camino, 

pero debido al hecho de que estas ecuaciones tienen má.s 

eigensoluciones que la simple onda transversal de un medio si.n 

dispersión espacial, necesi t:an condiciones adicionales para 

determinar las amplitudes. Sauter61 fue el primero en est.udiar este 

t.ipo de problema, para el caso de met.ales .. Desde entonces, ha habido 
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una gran discuci6n sobre las condiciones adicionales a la frontera 

(CAF's) y la necesidad de ellas. 

El seguimiento de la discuci6n la literatura proporciona 

razones para creer que no hay un camino seouro para derivar las CAF' s 

por argumentos en un ni.vel macroscópico. Los resultados mostrados 

la presente tesis estt..n basados en un modelo de CAF's deducidas por 

Forstmann~' t!l cual denominamos como "modelo l .. el fin de 

distinguirlo de otros dos modelos para los cuales pueden obtener 

resultados nO.mericos por la sustitución de los dos pará.metros que 

dependen del modelo de la5 CAF's en todas las fórmulas desarrolladas 

en esta tesis. El modelo de Forstmann parte del requerimiento de que 

todas las densidades p, J, P y todos los campos E, B sean finitos, 

obteniendo, asi, un conjunto único de condiciones a la frontera. 

En este cap1 tu lo, primero, mostraremos como se deducen las 

condiciones la frontera del electromagnetismo. Después, 

introduciremos el concepto de impedancia de superficie y obt.endrlMM's 

las ecuaciones de Fresnel. Luef]o, generalizaremos el tl!'Drema de 

Poynting para · obtener el flujo de energ1 a para los #K>dos 

longitudinales y, finalmente, usaremos éste para deducir las CAF"s del 

modelo I en la interfaz entre dos conductores. También discutireMOs 

los resultados para una superficie entre un metal no local y un metal 

local o un aislante. 

4.1 Condiciones a 1a front.era del elect.ro-gnét.ismo 

Las condiciones a la frontera del electromagnétismo se obtienen a 

partir de una integración de contorno de las ecuaciones macroscópicas 
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de Haxwel 1 ~ Consideremos una superficie F entre dos medios 

~ife~ente: propiedades electromagnéticas, Es.' Bs. y DJ. en el medio 1 y 

Ez, 8
2 

y Dz en el medio 2. En toda la tesis, indicaremos las 

proyecciones normal y tangencial, a la superficie, de cualquier vector 

por los subindices .l. y D. 

Del cap! tu_.o 3, las ecuaciones de Ma>ewel l para un medio material, 

forma integral son, 

f,,D·dS ~ 4nfffvP.,, dV, (4.5) 

; ;.d; !:: 0, (4.6) 
s 

dS, (4.7) 

..;; J . + - •dS. 
"t 

(4.B) 

Consideremos que el volumen V es un pequeño cilindro cuyas bases . 
tienen A.rea dS y que se encuentra colocado de tal forma que mitad 

del cilindro esta. en un lado de la superficie F y la otra mitad del 

cilindro en el otro lado, como se muestra en la fig .. 1. En el limite, 

cuando la al tura h del cili.ndro tiende a cero, h .. 0, el A.rea lateral 

no contribuye a las integrales del lado izquierdo en las ecs. (4.5) y 

(4.6). Sólo las tapas superior e inferior contribuyen~ Si las tapas 

tangentes a la superficie entonces 

(4.9) 

y 

~ B·dS (4.l.0) 
s 

Nótese que D.l. = D·ñ, y de igual forma BJ.""" B•ñ. 

Si la densidad de carga es singular en la superficie tal como 

para producir una densidad de carga superficial a, idealizada, 
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entonces el lado der-echo de la ec. (4.5) es 

4nJJJ P • .,dv • 4nuld;¡. (4.11) 
V 

Asi que las componentes nor-males de D y B uno y otro lado de la 

superficie est6.n relacionadas de acuerdo a 

º.u- D.J.z = 4n:a, (4.12) 

y 

B - B ., 0 • 
.1.t .1.Z 

(4.13) 

En otras palabras, decimos que la componente normal de B es continua V 

la discontinuidad de O en cualquier punto es igual a 4rt la 

densidad de carga superficial en ese punto. Si o = 0, o lo que es lo 

mismo, no tenemos carga!:ili exter-nas singulares, 

º.i..- D.J.z c: B, (4.J..it) 

la componente normal de D es continua. 

Ahora bien, consideremos que el á.rea A es un rectAngulo de largo 

dl y ancho L y su perlmetro es la Curva cerrada c. Dispuesto de tal 

forma que su ancho es perpendicular a la superficie F. Una mitad del 

recta.ngulo esta de un lado de la superficie F v la otra mitad del otro 

lado, como se muestra en la fig. 1. AdemAs la normal t al área A es 

tangente a la superficie F. 

En forma similar al caso anterior, en el limite cuando el ancho L 

del rectángulo tiende a cero, L ..., 0, las integrales del lado izquierdo 

de las ecs. (4.7) y (4.8) son 

!JicE·dl (4.15) 

y 
1 1 

!JicB·dl = ce2 - e,>·dl = ce 02 - ºn,>ld'I· (4.16) 

NóteSe que Ea = cf~) -~, y e
1 

:: el~>.;. 
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El lado derecho de (4. 7) se hace cero porque ~ es finit.o en la 

"t 
superficie y el Area del rectá.ngulo se hace cero conforme su ancho 

aprox:ima a cero .. En el lado derec,ho de (4.8) ~ tambi~ se hace . cero 
.. t 

por la misma razón. Si la densidad de corriente es singular en la 

superficie tal para producir densidad de corriente 

superficial K, idealizada, fluyendo exactamente sobre la superficie, 

entonces el lado derecho de (4.8) es 

~JJ[4n; +~]·d~ ~ ~d;·(ñxil). 
c A exl 4't c 

(4.171 

Las componentes tangenciales da B y E en uno y otro lados de la 

superficie F estAn, por lo tanto, relacionadas por 

... (4.18) 

y 

(4.19) 

En la ec. (4.19) debe entenderse que la densidad de corriente 

superficial K en todo punto tiene sólo componentes paralelas a la 

superficie. La componente tangencial de E a través de una super"'ficie 

es continua, mientrás la componente tangencial de B es discontinua por 

una cantidad cuya magnitud es igual a 4n veces la magnitud de la 

densidad de corriente superficial y cuya dirección paralela á. K x 

n, donde ii es un vector normal a la superficie F. 

Finalmente, en ausencia de cargas y corrientes eKternas 

obtiene, para cualquier superficie, que la componente tangenci.al del 

campo eléctrico es continua, 

Ea, = Ea2' (4.20) 

la componente normal de la inducción magnética es continua, 
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8 .1.., • 8 .1..z' (4.21) 

la componente normal del desplazamiento el6ctrico, ausencia de 

cargas externas, es continua, 

D.1..1 .,. D .Lz' (4.22) 

y la componente tangencial del campo de inducción magnética 

también continua 

(4.23) 

Consideremos ahora, tal como se muestra en la fig. 2, las ondas 

que se propagan en dos medios con diferente respuesta dieléctrica 

separados por una interfaz plana sobre la que incide una onda 

electromagnética plana monocromAtica. 

Al plano que forma el vector de onda RL de la onda incidente 

el vector normal it a la interfaz (6 superficie) lo llamamos plano de 

incidencia y al Angul'? l\ entre ambos vectores, ángulo de incidencia. 

Debido a la presencia de la superficie, parte de la onda incidente se 

refleja y parte se transmite al otro medio. Todas las ondas planas 

linealmente polarizadas pueden descomponer en dos tipos: la onda 

polarizada P (~·ar-alela) y la onda polarizada S (perpendicular o 

Senltrecht en alerná..n). La onda polarizada P es aquel la cuyo vector de 

campo eléctrica es paralelo al plano de incidencia, y la onda 

polarizada S aquel la cuyo vector de campo eléctrico 

perpendicular al plano de incidencia. Se acostumbra hacer esta 

división para simplificar los cAlculos al tratar a cada onda por 

separado~ Estas dos polarizaciones son linealmente independientes y 

cualquier campo electromagnético, independiente de su polarización, 

puede expresar como una superposición de una onda S y otra P~ 
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Como los dos tipos de polarización se pueden tratar de manera 

independiente, puesto que en la interfaz que separa a dos medios no 

hay acoplamiento entre ellos, de las cuatro condiciones a la frontera 

sólo tres son diferentes de cero, y de estas tres sólo dos son 

independientes. Por ejemplo, supongamos que 

monocromática polarizada P, de la forma 

El(i!,t) = ~o\elCk\·r - wlt) 

incide sobre la superficie. 

onda plana 

(4.24) 

Puesto que E0 i. es constante, perpendicular a k y en el plano de 

incidencia, sin hacer suposiciones acerca de direcciones, 

frecuencias, vectores de onda, fases o amplitudes, podemos escribir 

las ondas reflejada y transmitida comoº 

.. l(i( .r - w t> 
E e r r 
º' 

(4.25) 

y 

(4 .. 26) 

De acuerdo con las condiciones a la frontera, la componente 

tangencial total de E en un lado de la superficie debe ser igual a la 

del otro lado. Entonces ya que ñ es el vector unitario normal la 

interfaz 

(4.27) 

La continui~ad de ~.l.. se s:tisfac:e trivialmente en este caso pues 

ñ·Bt. = ñ·er = ñ·Bt. """0.. (4.28) 

Por otro lado de la ley de Ampere-Ma><wel 1 tenemos que 
• e • 

ñ·D = -¡;,; ~-Cñ x B), 

por lo que la continuidad de D .L no 

de e 11 , la cual para polarización P 

BL + Br = Bt. • 
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independiente de la continuidad 

simplemente 

(4.30) 



Por lo tanto, las dos condiciones de frontera independientes para 

el caso de polarización P son 

(4.31) 

y 

8 ns e 8 uz· (4.32) 

Lo mismo sucede para polarización s. 

La ec. (4.27) (al igual que la (4.3'11)) se debe ma'ntener en 

cualquier instante de tiempo y todo punto de la interfaz. 

Consecuentemente, El, Er y El. deben tener precinamente la misma 

dependencia funcional de las variables t y r, lo cual quiere decir que 

(4.33) 

Con esto, las •><ponenciales en la ec. (4 .. 27) se anularian dejando 

una eKpresión independiente de t y ;!. Como esto debe ser cierto para 

todos los valores del tiempo, los coeficientes de t deben ser iguales, 

obteniéndose 

(4.34) 

Recordemos que los electrones dentro del medio estlm sujetos a 

vibraciones a la frecuencia de la onda incidente~ Claramente cualquier 

onda que sea esparcida tiene la misma frecuencia. Ademtt..s 

ckL ·°f!) IF 1Z ckr ·i!) IF :: tkl ·i!) 'F' 
para cualquier r en la interfaz. 

De los primeros dos términos obtenemos 

(4.35) 

t<V.L- tt .. 1·t- lJF = 0. (4.3b) 

Esta e>epresi6n simplemente dice que (~L- itr) es perpendicular a. 

la interfaz, es decir a (1. Obsérvese, sin embargo, que ya que las 

ondas reflejada e incidente estAn en el mismo medio lkt. f2 = fkr J~ De,l 

hecho de que ckl- itr) no tiene componente en el plano de la interfaz, 

ó3 



es decir it x (k~- k;) • 111, concluimos que 

itUL ""it:nr' 
la cual es una generalización de la ley de reflexión• 

(4.37) 

(4.38) 

Asimismo, ya que cit:~- ~rl es paralelo a;;, los tres vectores ~i.' lt,. Y 

ñ estAn en el mismo plano, que es el plano de incidencia. Por lo cual, 

de la ec. (4.35) obtenemos 

ccil .. - it .. >-i! JIF' = ~ (4.39) 

y, por consiguiente, (~~ - ~t.) es también normal a la interfaz. Por 

ello it~, itr, ~ .. y ñ son todos coplanares. Como antes, las componentes 

tangenciales de ~ .. y itt. deben .ser iguales y consecuentemente 

kDL= kh' (4.40) 

la cual generalización de la ley de Snell 8 

(4.41) 

4. 2 Impedancia de superf'icia 

En esta tesis los cAlculos de la reflectancia se harAn mediante 

la impedancia de superficie. Es por el lo que en esta sección se 

muestra el procedimiento de deducción de la fórmula de la reflectancia 

en términos de la impedancia de superficie. Para el caso de luz 

polarización P denotaremos como R• a la reflectancia y por z. a la 

impedancia de superficie. 

Para obtener la fórmula deseada para Rr' consideramos 

interfaz entre dos medios semiinfinitos arbitrarios. Estos medios 

pueden estar compuestos de un número diferente de capas. EKiste, sin 

embargo, una restricción para el me~io de la izquierda, a saber, en la 
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vecindad inmediata de la interfaz, éste debe estar caracterizado por 

una función dieléctrica & local. Esto implica que, a la izquierda de 

la interfaz, los campos se forman de una onda incidente y una onda 

reflejada. Consideraremos que la interfaz se encuentra en el plano >ey 

y el plano de incidencia en el plano >ez. Definimos la impedancia ZP 

(4.42) 

ª!(0) 

Como el vector B paralelo al eje y, las componentes para el 

t11edia de la izquierda (Z < 0) son 

(4.43) 

y 

BY(z) "" ª~v(z) + Brv(z), (4.44) 

donde Biy(z) y Bry(z) representan el campo de inducción magnética de 

la onda incidente y reflejada, respectivamente, y ZI == ElK/Bi.y es la 

impedancia de superficie correspondiente a la onda incidente que 

tendría el medio de la izquierda si este fuera homogéneo~ Notamos que 

para la onda reflejada ZI e: -Erx'ªrv· La sustitución de (4.43) y 

(4.44) en (4.42). permite escribir 
Z 1 [BLy - B ryJ 

Bi.y + Bry 

de donde se obtienen la amplitud de reflexión 
Bry zl-ZD 

B 
<y 

y la reflectancia49 

---. z + z z D 

(4.45) 

(4.46) 

(4.47) 

En esta fómula Z
0 

es la impedancia de superficie del medio que se 

localiza a la derecha de la interfaz. 
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La amplitud transmitida tP o;:;e define (en forma no estandard) como 
8 tv 

ª•v 
Siguiendo un camino similar obtenemos que 

2z
1 

De la (3.65) se obtiene para un medio local 
kc 

z -r -, 
W& 

(4.48) 

(4.49) 

(4.SeJ) 

donde k la componente del vector de onda normal a la superficie, 

la frecuencia v & la función de respuesta dieléctrica. Si ambos medios 

locales entonces 
k & - k .e 

l P D 1 
(4.51) 

k e + k e 
1 p o 1 

y 

t, = (4 .. 52) 
k & + k .e 

1 p p J: 

Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Fresnel 

para ondas con polarización P, y Junto con expresiones análogas para 

polarización S forman las bases de la óptica f!sica~ • 0 

4.3 Teorema de Poynling y energ1a de los modos longlt.udinales 

En la siguiente sección discutiremos las condiciones adicionales 

a la frontera (CAF's) y deduciremos a partir del teorema de la efiergla 

las CAF's de Forstmann~0 • 0 t. Por ello, en lo que sigue mostramo~ la 

deducción del teorema de Poynting y, a partir de el lu, hacemos 

generalización del teorema de la energia para el caso de un medio 
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dispersión espacial. 

La potencia ejercida por campos electromagnéticos externos E y B 

sobre una carga q, está. dada por qV·E, donde V es la velocidad de la 

carga~ Puesto que la fuerza magnlttica es perpendicular a la velocidad, 

el campo magnético no hace trabajo. Si existe una distribución 

continua de carga y corriente, la potencia transferida en volumen 

finito 

J J<E dv. (4.53) 
V 

Esta potencia representa una conversi6n de la energ1a electromagnética 

en energia mecánica o térmica, y deberá ser balanceada por una 

correspondiente rapidez de decremento de energia en el campci 

electromagnético dentro del volumen Para exhibir esta ley de 

conservación usamos las ecuaciones de Maxwell para expresar (4,.53J 

otros térrQinos~ As1 usando la ley de Ampere-Maxwell podemos eliminar 

J, 

J ;.~ dv = :... J ( c~-(7 x H) - E· <ID ] dv. 
V 4rr V ~ 

Si ahora empleamos la identidad vectorial, 

V· (E X H) = H· (V x E) - E· (9' >< H) 

y usamos la ley de Faraday, obtenemos 

J J·E dv 
V 

= - :._ f [ c"7-(~ X ~) + ~. ctD 
4rr v ctt 

~ "" ] + H·-
at 

(4.54) 

(4.55) 

dv. (4.56) 

Si en el medio macroscópico involucrado B = µH y D ,,. eE, siendo µ 

y & cantidades independientes de los campos E y B e independientes del 

tiempo, entonces las derivadas con respecto al tiempo en el lado 

derecho se pueden escribir como 
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y 

.. "º " 1 

• "ª 

- - e E•D "t 2 

" 1 - -µ H•B. 
"t 2 

Ahora introducimos el escalar 
1 

u.= 8ñ CE·D + H·B) 

y •l vector 

s = (E x HJ, 
4n 

los cuales nos permiten escribir la ec. 

-J;·~dv = J [~+ ~-~] 
V V bt 

Empleando el teorema de Gauss, 
• • d 

-JJ•E dv = -Ju.dv + 
V dt V 

(4.57) 

(4.59) 

(4.59) 

(4.60) 

(4.5ó) como 

dv. (4.61) 

(4.ó2) 

Notamos que esta ecuación tiene la forma de una ley de 

conservación si. interpretamos a u. como la densi.dad de energia y a S 

como la densidad de flujo de energia electromagnética. El vector S 

llamado el vector de Poynting. La ec. (4.61) también se puede escribir 

en la forma de una ecuación diferencial de continuidad, 

""" - + V·S ICI - J·E. 
"t 

(4.63) 

El signi"ficado "fisico de la forma integral, ec. (4.62) y 

diferencial, ec. (4.63), es que la -rapidez de cambio en el tiempo de 

la energia electromagnética dentro de cierto volumen más el flujo do 

energla por unidad de tiempo fuera de él, a través de la superficie 

frontera del volumen, es igual al negativo del trabajo hecho por los 

campos sobre las cargas dentro del volumen~ Este es el enunciado de 

conservación de la energía. 
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Si el medio no es magnético, es decir, µ = 1, podemos escribir el 

teorema de la energ1a en forma diferencial como 

- ~ [ :__ ~.~ + :_ 8 2 l = ~ (~-tÉ X ;)) + ~.; • 
6t Brc Bn .. 4R 

(4.ó4) 

E·D 
En esta (lltima ecuación - -- es la densidad de energia del campo 

e• 
8n 

eléctrico, - - es la densidad de energ1a del campo de inducción 

ª"· 
magnética, - (E x 8) es la densidad de flujo de ener91a y E·J, en el. 

4n 

caso general, no ser.1 solamente nl ritmo de generación de calor en el 

sistema, sino que también contendrá. términos que describen et 

intercambio da energia deade el campo hacia el medio y viceversa. 

Ahora, a partir de la expresión del teorema de la energia 

llegaremos a un resultado má.s general para el caso de un metal con 

dispersión espacial. Con este fin, obtendremos el término E•J a partir 

de la ecuación del medio (metal no local). Empleando el modelo 

hidrodinAmico discutido en la sección 3.5, esto es, 
• z 

~ = ~; -
ctt 4n 

1 • 
-J 

donde r es el tiempo de relajación. 

Multipliquemos ambos miembros por J, . ..; 
J·-

IJt 

Resolviendo para J •E 

J·E "" 
1 •• 
- J·J 

Pero 

J•Vp IC 'i;/•Jp - p"l·J. 

De la ecuación de continuidad de la carga, tenemos 

ó9 

(4.ó5) 

(4 .. 66) 

(4.67) 

(4 .. 68) 



V·J = - ~' 
Bt 

sustí.tuyendo (4.69) en (4,.68), 

J·9p -= V·Jp + p ~ .:: 
at 

Sustituyendo en (4.67) 

J·E "' ~ [_!. c!J;Jz !:_ ;.; 
~: 2 4't 

(4.69) 

(_4.7111) 

(4.71) 

(4.72) 

Ahora consideramos que Den la ec:. (4.64) noa representa la 

respuesta di.eléetri.c:a de los electrones ligados unicamente, es decir 
~ ~ 

sust.i.tuimos O por e
8
E, puesto que, la c:ontJ"'ibución a la respuesta 

dielifctrica de los electrones libres es comiiderada por medio del 

modelo hidrodiná.mic::o a t,.avés del cAlc.ulo de las densidades de carga p 

y corriente ,J. 

Bajo estas consideraciones, susti.tuyendo (4.72) (4.64), 

obtenemos 

(4.73) 

En esta ecuación además de los términos de emerg!a eléctrica y 

magnética tenemos el tbrmino ~ Ji: que rep,.esenta la energia cinética 

"'~ 
del gas de electrones libres y el t6rmJ.no "':;• p• que rep,.esenta la 

densidad de energ1a potencial debido a la inhomogenetdad int.roducida 

en el gas poi"' la onda de plasma longitudinal.. Además del vector de 
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Poynting aparece otra contribución, 4 nl3z: ~, al flujo de energta. Por 

w: 
lo tanto, la ec. (4.73) nos dice que la densidad de energía 

volumen disminuye por un flujo de energia fuera de este y por la 

pérdida de energ! a en forma de calor ~ ; ·; la cual notamos que 

W~'t" 

def inidad positiva. 

Observamos que hay un flujo adicional de energia proporcional 

f3z debido a la fuerza de presión del gas de electrones, la cual 

manifiesta en la dispersión espacial. En un metal este flujo de 

energia podria ser transportado por las ondas de plasma. Por lo tanto 

podemos separar la densidad de flujo de energia en la forma, 
~ ~ 

S = ST + SL 

donde 

E x B, 
4n 

(4.74) 

(4.75) 

representa la densidad de flujo de energla en las ondas transversales 

y 

(4.76) 

la densidad de flujo de energla en las ondas longitudinales. 

Para el caso de ondas monocromá.ticas las ecs. (4.75} y (4.76) 

pueden promediar en et tiempo, obteniendoso 

s: = ~ Re(E e*> 
an " v 

(4.77) 

y 

s~ = (4.78) 
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4. 4 Condiciones adicionales a la front.era CCAF• Sl 

Nuestro punto de partida sera la solución general del ·sistema 

homogéneo, o sea, la solución simultanea de la ec. (4.4) y la ecuación 

del material, que nuestro caso, la ecuación del modelo 

hidrodinámico, (4.65). 

Como vimos en el capitulo 3, la solución de estas ecuaciones para 

el medio homogéneo consiste de ondas transversales y ondas 

longitudinales. Para un medio inhomogéneo formado por dos medios 

diferentes, podemos encontrar una solución general igualando 

interfaz, a través de las condiciones a la frontera, las soluciones 

generales para cada uno de los medios'!·ª Para poder igualar las 

soluciones generales de las (4 .. 4) y (4.65) ambos medios 

necesitamos 4 condiciones a la frontera~º·~• Consideraremos la 

situación en óptica, donde la dependencia en el tiempo esta dada como 

e><p(-lwt) .. Como en la sección 4.1, al realizar integración de 

contorno de la ec. (3.64) concluimos que por que las campos 

finitos en todas partes 

Eu es continuo. 

Siguiendo 1 obtenemos de 

V X B = ,!_ ~ (~ - ~ ;), 
e 8t iw 

4n ~ 
V·(E--J)=ca, 

iw 

y el argumento de la caja de pildoras, que 
4n ~ 

(E - - J l es continuo. 
iw .J. 

En óptica estA.ndar, es ta ecuación 

(4.79) 

(4.8") 

(4.81) 

establece la 

continuidad de D ..L., y . con D J.. = &E J.. uno generalmente tiene 
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d~scontinuidad en E.L y J J... Una discontinuidad en el campo eléctrico es 

equivalente a tener una densidad de carga infinita (ec.. (2 .. 28)), 

algunas veces llamada densidad de carga superficial. Sauter6 s. fue el 

primero en señalar que las fuerzas que generan una onda longitudinal 

llegarían a ser infiniti:.s de haber una densidad de carga infinita, lo 

cual serla ademas inconsistente con cualquier modelo microscópico de 

la superficie. Por lo tanto, complementamos nuestras ecuaciones 

macroscópicas con el requerimiento que todos los campos E, B y todas 

las densidades p, J, y P sean finitas! 0
•

0 s. Esto da la condición la 

frontera 

E .L es can tinua 

y de (4.82), 

J .L. es continua 

Como todas las cantidades 

(4.83) 

(4.84) 

las ecuaciones da Maxwel 1 

finitas la densidad de energía también debe ser finita y por tanto el 

flujo de energía debe ser continuo. Entonces el argumento de la caja 

de pildoras aplicado a la ec. (4.73) nos dice que la componente normal 

del flujo de energia, 

[ '.'...... (~ X;) 
4n 

(4.85) 

del::e ser continua. La componente normal del vector de Poynting, ya 

continua en virtud de (4.79), (4.83) y (4.84). La continuidad de 

~ az; p (4.86) w: .L. 

una nueva condición a la frontera. 

Como J J.. es continua (eca (4.84)) para que (4.86) sea continua se 

requiere que 
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4rr/3z 
-

2
- p sea continua. (4.87) 

"'• 
Esta ecuación es una forma ~nás apropiada para expresar la nueva 

condición a Ja frontera. 

La interpretación de la condición (4.87) es la siguiente. En 

cualquier- plano introducido en un medio homogéneo hay una fuer-za de 

presión transmitida a través de este plano si la densidad de carga 

inhomogénea. La fuer-za de presión actuando normalmente en la interfaz 

debe ser- la misma en ambos lados como la presión en una interfaz entre 

dos liquides, lo cual se expresa mediante la ec. (4.87). 

Hace algún tiempo se mostr-ó:z que en una interfaz metal-metal, 

(4.87) como una cuarta condición es suficiente para determinar todas 

las amplitudes. En una superficie libre (por ejemplo en la interfaz 

entre un medio y el vacio) 3 condiciones, (4.79), (4.83) y (4.84), son 

necesarias y implican6 ' ya (4.85) por que J .L = 0. 

Hasta aqui, hemos mostrado como se deducen las CAF•s que 

utilizaremos en el cálculo de los resultados de esta tesis, pero 

dichas CAF·s no. son las únicas. En la literatura se encuentran 

diferentes CAF•s corresponden a diferentes suposiciones de la 

respuesta no local del sistema cerca de su interfaz. También, existe 

gran controversia a cerca de cuales CAF• s son mejores?' •68 
• 
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Varios cálculos los cuales involucran interfaces entre medios 

locales y interfaces entre un medio no local y un medio local han 

aparecido en la literatura~:i- 67 Sin embargo, nosotros hemos encontrado 

que varias de las CAF•s conocidas, incluyendo las CAF•s que fueron 

deducidas en las páginas anteriores, pueden ser expresadas como la 

continuidad de µJ .L y de vp, dende J .L es la componente normal a la 
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superficie de la densidad de corriente de conducción, p es la 

fluctuación inducida de la densidad de car-ga en el gas de electrones, 

yµ y par.1metr-os que dependan del metal no local. Algunas d~ las 

CAF's conocidas corresponden a la elección siguiente de los valores de 

estos parametros; µ -= 1 y v = (Jz/w: (modelo I) corresponden las 

ccndicicnC!s deducidas por Forstmann~' • ª 0 que las CAF's que 

utilizamos en el cá.lculo de nuestros resultamos, µ = 1/w: y v ~ 

(modelo II) corresponden a Soardman 47 y µ = 1 y (3 = 1 (modelo III) 

corresponden a Eliasson~º donde w Pes la frecuencia de plasma del gas 

de electrones y (3 es la constante de rigidez, la cual e9 la fuente de 

la no localidad. 

Ccmplet."limos nuestro estudio de las CAF's considerando la interfaz 

entre un conductor no local y un medio local. Una revisión de estas 

fue dada recientemente por Del Castillo y MochánC:-9 La conclusión de 

estos autores es que en la interfaz entre un conductor local y uno 

local, P,= 0 para los modelos I y 1:, y Ju= JJ..z para el modelo 111, 

J ..1.z es la proyección transversal de J 
2

, y la interfaz entre un 

dieléctrico loc.3.1 'y un metal no local, p
1 

= 0 para el modelo II y J ..l...i. = 

0 para los modelos I y III. Los sub!ndices 1 y 2 denotan los campos en 

el interior del medio 1 y 2 respectivamente, el medio 1 es un mE?tal no 

local y el medio 2 será un metal local o un dieléctrico local, segó.n 

sea el caso. Es interesante notar que la condición P.,""" 0 no produce 

acoplamiento entre las ondas transversales y longitudinales en 

superficie entre un metal no local y uno local. Experimentalmente, sin 

embargo, se ha observado lo contrario. 

Los resultados de esta sección serán empleados mas adelante en la 

construcción de la matri:? de transferencia de auperredes conductoras. 
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CAPITULO 5 

ONDAS DE SUPERFICIE 'l DE PELICULAS 

Los medios inhomogéneos pueden proporcionar nuevas soluciones de 

la ecuación de onda que no pueden existir medios espacialmente 

homogéneos. En este capitulo, presentamos la revisión de la relación 

de dispersión de las ondas de 5Uperf icie. Haremos primero 

discusión de los plasmones de superficie, después obtendremos la 

relación de dispersión de los modos de una sola superficie y los de 

una pelicula simétrica, estudiaremos los modos de superficie y los 

polos de la reflectancia, y, para terminar, revisaremos el caso de las 

ondas guiadas transversales y longitudinales en una pelicula. 

5. 1 Plasmones de superficie 

Como se vi6, para tener en un medio homogéneo infinito un campo 

longitudinal ~L diferente de debe de cumplirse la condición 

&L(¡:t,w) = a .. E<ata condición no-.:; da la relación de disper'.:3i6n para los 

modos longitudinales y desacopla el campo longitudinal de los campos 

transversales. As1 en el caso de un medio homogéneo infinito todas las 
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posibles oscilaciones de plasma son de naturaleza puramente 

longitudinal en el sentido ~ue el campo EL diferente de cero, no 

campos transversales. 

Por otro lado, hay dos grupos de oscilaciones de plasma para. el 

caso en que una interfaz separa a dos medios distintos. Uno consiste 

de oscilaciones de bulto similares a las del medio infinito y el otro 

cons1.ste de oscilaciones de superficie. En las primeras el único papel 

que Juega la superficie es determinar sus amplitudes a través de las 

condiciones a la frontera. 

Las ondas de superficie son de naturaleza diferente. Primero su 

relación de dispersión no es la condición et.. = 121 y consecuentemente no 

estan relacionadas con la di9tribici6n espacial de la carga en el 

interior de los materiales. Segundo el campo longitudinal ~L. 
campos transversales los cuales a su lo modifican. 

Como una superred está formada por peliculas delgadas de 

diferentes materiales, es de esperar que los efectos de la superficie, 

las oscilaciones superficiales, importantes· para 

explicar la forma del espectro de la reflectanc:ia y la relación de 

dispersión de una superred. Por el lo, este cap! tu lo discutimos 

algunas de las caracteristicas de este tipo de ondas. Como 

recordará. las oscilaciones de bulto ya fueron discutidas los 

capi tuloS anteriores. 

'5. 2 Modos de una sola superficie 

Examinemos el plano de separación entre dos medios locales no 

magnéticos con constante dieléctrica &:1. (w) y c 2 (w) respectivamente. 
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Elegimos el sistema de coordenadas de manera que el eje z sea normal 

al limite de separación z = 0, y este dirigido hacia el interior del 

medio 2. Consideremos el caso de polarización P el vector B 

paralelO al eje y. Entonces, la ecuación de onda para el campo de 

induci6n magnética en todos los puntos dentro del medio 

forma 

.,• 
- - e = 0. 

cz Y1 

toma la 

(5.1) 

El indice 1 quiere decir que este es un campo magnético en el 

medio 1. Anal6gamente, el campo magnético en el medio 2 serA designado 

con el simbola 8
2

• Aqui supusimos que el campo se propaga como 

onda a lo largo de la dirección x con vector de anda a y frecuencia w. 

AnAlogamente, en el medio 2 tenemos 

.,• 
--e 

Cz yZ 

Las soluciones de las ecs (5.1) y (5.2) se relacionan 

de las condiciones de frontera 

E 

" 
='E , B 

ys 
= o 

yZ ... 
Buscamos las soluciones de las ecs (5.1) y (5.2) en la forma 

B = 
ªº' 

0
l(0K -wt + ks.z) 

ys 

y 

ªvz = 
802

el (OK -wt - k 2 z? 

(5.2) 

ayuda 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 

tal que Bys. y BY
2 

tiendá.n a cero cuando + en, respectivamente. Con 

otras palabras, buscamos precisamente los modos electromagnéticos 

localizados alrededor de la interfaz. Sustituyendo (5.4) y (5.5) 

las ecs. (5.1) y (5.2), obtenemos 
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•• 
[~ ~] ' --e 

Yl 
e = 0, (5.6) 

" 
Yl 

' 
y 

•• 
[~ Qz ] . 

--e 
yz - - e ~ 0. (5.7) 

"• cz yz 

de la primera de estas ecuaciones obtenemos 

k
1 

= / w 2 e
1
/c 2 

- a 2
, (5.8) 

de la segunda 

kz = / ooz&z/cz - Oz • (5.9) 

Pasemos a la aplicación de las condiciones a la frontera. De la 

igualdad de las componentes tangenciales Byt y Byz, sigue que B01 = 
B02 • La igualdad de las componen ten tangenciales dC!l campo eléctrico 

proporciona 

89 1 dB 
Yf. YZ ---. (5 .. 10) 

", "" "• "" 
de donde se obtiene 

k k 
' z 

&.l. El - e; (5.11) 

o bien 

- =-- / (¡,Jz e tez - az • 
"z z 

(5.12) 

Resolviendo la ec .. (5.12} respecto de 0 2 obtenemos la siguiento 

relación de dispersión para la onda superficial, 

Cl
2 

[ cc
1

:

2 

e ] ; (5.13) 
1 z e 

La fórmula (5.13) nos proporciona en forma implicita la ligazón 

entre la frecuencia de las oscilaciones electromagnéticas 

superficiales y el vector de onda. 
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En general k
1 

y k
2 

son números complejos. Para que la onda sea en 

realidad una onda de superficie se debe elegir en las ec:s.. (5.8) y 

(5.9) las ralees cuadradas que tengan una parte imaginaria positiva .. 

De esta forma, la función de onda· alcanzará. su má.ximo cerca de la 

superficie y decaerá exponencialmemte a medida que se aleja de ella .. 

Para ósto los radicandos de las aes .. (5.8) y (5.9) dederán ser menores 

que cero, 

(Glc /w ) > cs., (5.14) 

Combinando la primera de estas desigualdades con la ecuación de 

dispersión escrita en la forma 

(cO /w)z = cf.c
2

/Ccs. + &z) (5.15) 

obtenemos 

1, (5 .. 16) 

de donde sigue que .c
2

(w) + cs.(w) debe ser negativo y que &
1

(til) 6 &
2

(w) 

debe ser positiva, esto es, &s.(w) > 0 y c
2

(w) < -ci.((iJ) ó &
2

(w) > 0 y 

&:l(w) < -cz(w). 

Es útil analizar el limite de la ecuación de dispersión (5 .. 13) 

cuando es posible despreciar el retardo elec:trodiná.mic:o. Esto se logra 

al satisfacer la longitud de la onda superficial la siguiente 

desigualdad 

A < c:T, (5.17) 

decir, la longitud de onda A es menor que el recorrido de la luz 

durante el periodo de oscilación T del campo. Entonces, (5.13) 

podemos considerar que la velocidad de la luz c es igual al infinito y 

la ecuación de dispersión adquirirá el aspecto 

az.<&s. (w) + c
2

(w)) = 0, 

de donde obtenemos 

ª" 

(5.18) 



&.1. (w) = - &
2

(w) (5.19) 

De la Ultima ecuación vemos que en el limite de las ondas 

electrostáticas superficiales (cuando c .. m) y despreciando la 

dispersión espacial, la frecuencia de la onda superficial no depende 

de su vector de onda. 

Para el caso en el que uno de los medios es el vaclo, por eJemplo 

el medio 1, la igualdad (5.1q) se convierte en 

(5.20) 

Si además el medio 2 es un metal caracterizado por una función de 

respuesta de Drude, tenemos que 

1 - w:
2

/ wz = -1 (5.21) 

o bien 

wrs ""' wrzl..r2, (5.22) 

donde denotamos por PS al plasm6n de superficie. 

Las oscilaciones de este tipo reciben el nombre de oscilaciones 

de plasma superficiales o, mas brevemente, plasmones de superficie. 

Como el vector B en semejante modo superficial yace en el plano de 

separación y es perpendicular al vector de onda G, la onda es de tipo 

H-onda transversal, abreviado como TH!' 

La distribución del campa eléctrico en el espacio puede ser 

calculada por el campo magnética hallado con la ayuda de la ecuación 

de Ampere-Maxwel 1. Como el campo magnético se encuentra dirigido a lo 

largo del eje y y depende de las coordenadas x y z, su rotacional 

tiene dos componentes dirididas a lo largo de los ejes x y z. Esto 

quiere decir que la onda superficial, siendo transversal relación 

can el campo magnético, repecto del campo eléctrico longitudinal 

ni transversal. El campo eléctrico se encuentra en el plano xz en 
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tanto que se propaga en la dirección x y decae en la dirección z. 

Se puede mostrar que la onda superficial transversal eléctrica 

(TE) puede existir~ 

9. 3 Modos de una pelicula sin!ot.rlca 

Ahora estudiemos el caso de una pelicula simétrica con un ancho d 

y función dieléctrica &z: (w), limitada por dos medios semi-infinitos de 

función dieléctrica .c
1 
(w}. Supongamos que las interfases de la 

pelicula está.n localizadas en z = 0 y z = d. Para obtener la relación 

de dispersión de los modos de superficie se supone solución de 

onda saliente para la ecuación de onda. El vector de onda de las ondas 

salientes será. de la forma k = (0,0,kl), donde O es la componente 

paralela a la interface y kL la componente perpendicular. La onda 

superficial se propagaré. por la direción x. Como en la sección anterior, 

busquemos una solución de la ecuación de onda con la que el vector B 

se halle en la superficie (plano) de separación. Si el vector B está 

dirigido parale.iamente al eje y, la solución para el campo de 

inducción magnét:ica es 

BY(x,z,t) = B~el(Ox -wt + kt.z), para z < 0, (5.23) 

= 8 +
0

l (Ox -wt + k
2
z) 

z 
+ e;eL (thc -wt - kzz)' para 0 < z < d, (5.24) 

= e:ei.(Ox -wt - kt.(z-d))• para z >d. (5 .. 25) 

Como cada término representa una onda que satisface la ecuación 

de onda para el campo de inducción magnética, 

k = [ & (W) ~ - Q 2 ] :/Z 
l l cz: 

L e 1,2. (5.26) 
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El campo eléctrico lo podemos obtener- a partir- de la ecuaci6n de 

Amper-e.-Ma>ewell. De esta forma la componente tangencial del campo 

eléctrico es 

ExCx,z,t) = - ZsB~ei.(O>e -wt + ksz>, para z < 0, (5.27) 

m z 9 +eL(Ox -wt + k 2 z) 
z z 

- ZZB~ei. (OK -(¡Jt - kzZ), par-a " < z < d, (5.28) 

(5.29) 

donde 

l.= 1,2. (5.30) 

la impedancia de superficie discutida en la sección 4.2. 

Apliquemos las condiciones a la frontera en la interface z IZ'. 

Para la componente tangencial del campo de inducción magnética BY, 

(5.31) 

De la continuidad de la componente tangencial del campo eléctrico 

- Z B-
1 1 

En la interface 

del campo magnético, 

z
2
cs; - a;>. (5.32) 

d, de la continuidad de la componente tangencial' 

a: = a; e"kzd + B~ e-"kzd, (5.33) 

y de la continuidad de la componente tangencial del campo eléctrico, 

A partir de las ecs. 

[ ~· 
-1 

( 5. 31)-(5.34) 

-1 
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(5.34) 

tenemos, 

... (5.35) 



Para que existan ondas superficiales el determinante de la 

( 5.35) deber A. de ser cero. Por lo tanto, la relaci6n de dispersión 

obtiene de 

-1 

-z. 
-1.k d e z 

-z e-Lkzd 
z 

_: l 
-z, 

Desarrollando el determinante, obtenemos 

ezi.kz.d = (Zz + Zl)z/(Zz - Zl)z, 

:::: 0. (5.36) 

(5.37) 

Esta ecuación la relación de dispersión para una pelicula 

simétrica. Extrayendo la raiz cuadrada en ambos miembros, tenemos dos 

casos, 

i.k d e z 

Las ecs. (5.38) y (5.39) se pueden escribir en la forma~º 

z 
= \. - tan(k d /2), 

. kl z 

y 

•. 
-l - cot(k d /2). 

•. z 

(5.38) 

(5.391 

(5.4IO) 

(5.411 

Estas relaciones de di.spersi6n corresponden a modos simétricos y 

anti.simétricos, respectivamente. 

La condición para que existan modos en la interfaz entre dos 

medios se obtuvo en la sección anterior. En este caso, para que las 

ondas sea de superficie se debe elegir, en la ec. (5.26), la raiz 

cuadrada que tenga una parte imaginaria positiva. 
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Si el medio 1 es el vacio y el medio 2 es un metal 

dieléctrica ez(w) = 1 - w:
2

/w2
• Ambos modos comienzan 

función 

cero cuando 

kzd .. 0 y se aproximan a wP
2

/..r-72 cuando k
2

d .. oo. Si el espesor d de la 

pelicula es tal que w,.zd/c >> 1, las oscilaciones de cada superficie 

llegarán a estar desacopladas. 

Si el medio 1 es un metal con frecuencia de plasma wPt. y el medio 

2 otro metal con frecuencia de plagma wpz distinta, entonces, cuando 

k
2

d ... m, ambos modos comenzaran en la frecuencia de plasma menor; ya 

que para que halla modos de superficie se requiere que una dP. las 

funciones dieléctricas sea positiva, aproximarán 

/ (w:, + w:
2 
)/2 cuando k

2
d 

5. 4 Modos do sUperficie y polos do la refleclancla 

En resumen, los modos de superficie son modos normales del 

sistema que se propagan a lo largo de la superficie y cuyos campos 

electromagnótico5 decacm lejos de la superficie.. La relación de 

dispersión w = w(Cl) de este modo la interfaz entre medio local 

homogéneo y el vacio se puede obtener postulando la existencia de 

onda plana inhomogénea en cada uno de los medios, y aplicando las 

condiciones de frontera usuales, ó sea, la continuidad de las 

componentes para.lelas de E y B en la interfaz. Para polarización S 

existen campos no nulos que puedan satisfacer ambas condiciones de 

frontera, y para polarización P s6lo hay solución no trivial para 

frecuencias w y vectores de onda bidimensionales O que cumplan con la 

ec. (5.13). Dicha ecuación para la interfaz metal vac:io se escribe 

como 
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wz cw(w) 

a• 
CZ CM(W) + 1 

(S.42) 

donde &M(w) es la función dieléctrica local del medio. 

Si el medio es no local, el campo electromagnético dentro del 

medio es más complejo que una onda plana inhomogénea, y el método 

anterior es aplicable. Sin embargo, podemos obtener la relación de 

dispersión del plasm6n de superficie haciendo la siguiente 

observación. Siendo un modo normal del sistema, éste puede 

excitado sin necesidad de tener una onda incidente, y por lo tanto el 

plasm6n de superficie sólo puede existir en los polos del coeficiente 

de reflexión esto es, 

implicitamente por 

rP(Q,w) = m, 

o usando la ec. (4.46) 

la relación de dispersión estA dada 

(5.43) 

zP + z: = 0. cs.44J 

Queremos comentar que el principio de conservación de l• energia 

implica que, en general, el flujo de energia normal a la superficie en 

la onda reflejada no puede ser mayor que el flujo de energia normal a 

la superficie eri la onda incidente, y por lo tanto (r P 1 no puede ser 

mayor que 1 a menos que en la onda reflejada no fluya energia en la 

dirección perpendicular a la superficie, lo cual sucede cuando el 

Angulo de incidencia, que es igual al de reflexión, complejo, k 

(ec. (5.26)) es imaginario y a > (.¡J le, o bien, que la dependencia 

temporal y espacial a lo largo de la superficie de los campos no 

la de una onda plana. Por lo tanto, los campos del plasm6n de 

superficie están confinados en la cercania de la superficie, o éste es 

una excitación que decae, ya sea en el tiempo, (t.> compleja) o, lo 
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lar-ge de la superficie (G complejo}. 

s. 5 Ondas guiadas transversales 

Cuando una onda incide sobr-e una pelicula dieléctrica delgada se 

generA. un número gr-ande de ondas tr-ansversales reflejadas 

internamente. Se dice que una. capa de algún material es una pelicula 

delgada para cierta longitud de onda de radiación electromagnética 

cuando su espesor es del orden de la longitud de onda. En la práctica 

esto puede corresponder a una capa dieléctrica espesor de 

fracciOn de una longitud de onda depositada sobre la superficie de una 

lente, un espejo, o un prisma~ 

Par-a atacar el problema del comportamiento de la luz en una 

pel!cula delgada hay dos procedimientos. Uno es utilizar ondas 

múltiples y el otro es trabajar con las condiciones a la frontera y 

los campos totales eléctrico y magnético, que representan la 

resultante de todas· las ondas posibles que viajan una misma 

dirección en el medio~ El tratamiento teórico de películas manejando 

los campos totales magnético y eléctrico y sus condiciones a la 

frontera es má.s simple par-a multicapas; por ello lo utili:.?aremos 

esta tesis. 

Consideremos una pelicula dieléctrica ambas de cuyas son 

conductores perfectos. Para ciertas frecuencias de resonancia 

tendr-emos una interferenciü constructiva entre todas las ondas 

reflejadas internamente y la onda resultante podrán propagarse a lo 

largo de la pelicula. A esta tipo de ondas les denomina ondas 

guiadas. Para encontrar el valor de las frecuencias de resonancia 
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escribimos 

(5.45) 

donde el vector de onda de la forma ~ = (0,0,±k). 

Como la dependencia el tiempo t y en tiene la forma 

e~ cax-wl > esta dependencia se puede factor izar y omitir. Entonces la 

( 5.45) se puede escribir como 

B (z) 
y 

(5.46) 

La solución de este sistema deberá de cumplir las condiciones a 

la frontera establecidB.s por el electromagnétismo. Consideremos que 

las interfaces de la pel!cula están localizadas en z = 0 y d, 

donde d es el ancho de la pel1cula. Puesto las interfaces de la 

pel!cula son conductores perfectos la condición a la frontera la 

interfaz z = li!I Ex(0) = 0. 

Evaluando la función dicha interfaz, de acuerdo a la ec. 

(3.65) tenemos, 

de donde 

s• 
y 

kc 

¡;¡;¡ a; - B~ ) = 0, 

Utilizando este resultado la ec:. (5.46) puede escribirse como 

Ahora, evaluando la función en la interfaz z = d 

kc 
= - 28 .. sen(kd) 

&W y 
e In. 

De aqul, para que existan ondas transversales e; ;! 0 entonces 

sen(kd) = m, 

por lo tanto 

kd = nn o k 1,2,3, ••• 
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nn 
Sólo existirAn ondas transversales guiadas para valores k = d de 

la componente normal a la superficie del vector de onda .. 

Sustituyendo el valor del vector de onda la relación de 

dispersión obtenida para las ondas transversales tenemoto 

,. z T Wz 

1•1 - " ¿ - "'· 
Sustituyendo cT del modelo de Drude sin disipación 

t.•l = w: + c
2

(0
2 + (nrt/d)

2
) .. 

(5 .. 53) 

(5 .. 54) 

De esta última ecuación podemos obtener el valor de las 

frecuencias de resonancia, una para cada n en función del ancho de la 

pelicula y el valor de la componente paralela, a las interfaces, del 

vector de onda. 

L.as ondas transversales guiadas no sólo se presentan en pellculas 

delgadas, también, las podemos encontrar en otro tipo de sistemas .. Por 

ejemplo en el interferométro de haces múltiples, construido por 

Charles Fabry y Al fred Perot en los ál timos arras del siglo pasado. 

Este instrumento es de suma importancia en óptica moderna. Su valor 

particular surge del hecho de que además de. un dispositivo 

espectroscópico de un alto poder de resolución, también sirve como 

cavidad resonante bá.sica para el lAser~ 

En principio, el instrumento consiste de dos superficies planas, 

paralelas, altamente reflectantes y separadas por una distancia d. En 

la prActica, dos planos ópticos de vidrio semiplateados o aluminizados 

forman las superficies reflectoras.. El espacio de aire entre las 

placas, generalmente varia de algunos milimetros a varios centimetros 

cuando el aparato se usa para interferometria, y frecuentemente la 

distancia aumenta considerablemente cuando se usa como cavidad 
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resonante de láser~ 

5. 6 Ondas guiadas longit.udinales 

Como vimos en la sección anterior, en una pellcula diel•ctrica 

delgada podemos tener ondas transversales guiadas. Pues en forma 

análoga, en una pellcula delgada de una material con dispersión 

espacial, como lo pellcula metá.lica, podemos tener ondas 

longitudinales guiadas. 

En esta sección pretendemos mostrar la obtención de las 

frecuencias de resonancia de las ondas de plasma en una pellcula 

asumiendo que el las no interact.Uan con las ondas transversales en las 

superficies de la pelicula. Ademá.s supondremos un tiempo de relajación 

infinito, T .. m, puesto que no pueden existir ondas de plasma con 

frecuencias reales si T es finito. 

Consideremos una pelicula metAlica de ancho d en medio del vaclo 

y cuyas interfaces estan localizadas en z = 0 y z = d. Supongamos que 

en el interior de la pelicula existen dos ondas longitudinales 

vector de onda :e = (D,0,l), de tal forma que la densidad de corriente 

.J • es ta dada por 

(5.35) 

Esta ecuación deberá. cumplir las condiciones la frontera 

establecidas por el electromagnétismo, pero también la condición 

adicional a la frontera .Jz(0) = ,J=(d) = 0, pues en el vacio el valor 

de la densidad de corriente es cero. 

En forma anAloga a la sección anterior, evaluando la ec. (5.55) 

las interfaces se obtiene la condición 
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ld ~ nn D l ~ (5.56) 

par""a que eKistan ondas longitudinales (J= ¡il! 0). n:or lo que sólo 

existirá.n ondas de plasma guiadas para valores l = d de la componente 

normal a la superficie del vector de onda. 

Sustituyendo el valor del vector do onda en la relación de 

dispersión para las ondas longitudinales (ec. (3.60)) tenemos que 

1 - = 0. (5.57) 

Resolviendo esta ecuación para w 1 

(¡,)z = w! + (Jz(az + Cnn/d)z). (5.58) 

De esta Ultima ecuación podemos obtener el valor de las 

frecuencias de resonancia en función del ancho de la peUcula y el 

valor de la componente paralela, a las interfaces, del vector de onda. 

Estas frecuencia de resonancia nos servirAn pat".:l explicar el 

espectro de la reflectancia y la relación de dispersión de la 

superred. 
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CAPITULO 6 

SUPERREDES 

Las superredes han recibido considerable atención en los años 

recientes. Para estudiar sus propiedades se ha desarrollado la teor1a 

de la matriz de transferencia. En este ca.pi tulo pr-imero, revisamos la 

matriz de transferencia de sistemas locales y mediante 

generalización desarrollamos una matriz de transférencia para medios 

no locales. Después aplicamos la teoria para los casos de una superred 

construida de capas al terna.das de un aislante con metal no local, 

metal local metal no local, y metal local con metal no local, y 

presentamos las fórmulas de la relación de dispersión de los modos 

normales de la superred. 

6.1 Matriz de t.ransf'oroncia 

Consideremos la superred, mostrada en la fig. 3, consistiendo de 

capas al ter-nadas de anchos a y b. Las capas son apiladas a lo largo de 

la dirección z, la cual propagan las ondas transversales 

polarizadas P y las ondas longitudinales. Todas las ondas tienen la 
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misma frecuencia w. y su~ vectores de onda se encuentran sobre el 

plano componente Q común en la dirección Construiremos 

la matriz de transferencia para cada una de las superredes, por p~sos: 

Primero obtendremos la matriz de transferencia para pel1cula 

aislante, después la matriz de transferencia para una pelicula 

metAlica ne local, y finalmente las uniremos haciendo uso de las 

condiciones a la frontera apropiadas. No consideraremos ondas 

polarizadas S puesto que el las no se acoplan a las ondas de plasma. 

e. Z Halriz de lransf'erencia para una peli cula aislar1lo 

La matriz de transferencia de un aislante es bien conocida. 

Mostramos como se construye en esta sección con objeto de introducir 

nuestra notación y mostrar un procedimiento simple, el cual sera 

generalizado en la siguiente sección la que obtendremos la matri:: 

de -transferencia de un metal. 

Dados w y a, y puesto que consideramos ondas polarizudas S, 

hay sólo dos ondas polarizadas P propagándose el aislante, 

hacia la derecha y la otra hacia la izquierda, con vector de onda q± = 

(0,0,±q). La componente z, ±q, del vector de onda se determina por 

medio de la relación de dispersión 

z w
2 z 

q = c 1 ----:;- O, 

donde c es la velocidad de la luz en el vacio y " ' 
la 

(6.1) 

función 

dieléctrica local del aislante, cuya dependenci.a sobre w esta 

implicita a la izquierda. Entonces, el campo electromagnético en 

cualquier lugar del interior de la pelicula aislante está determinado 

por dos componentes independientes en un punto, tales como EK(z) y 
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BY(:), las componentes del campo·eléctrico y magnético par-alel..:i!:; a la 

interfaz. Estas a su vez tae relacionan las contribuciones del 

campo magnético B+(Z) y B_(z) mcviéndoso a la derecha y la 

izquierda, a través de 

donde 

y 

qc 

zi = --· 
"r"' 

(6.2) 

(6.3) 

(6 .. 4) 

la impedancia superficial del aislante. Aqu1, hemos dejado 

imp11cita la dependencia ei(Glx-wt) de todas las cantida.dP.s del campe. 

Puesto que B+(z.) y B_(z) sen onda<::> planas propagándose con vector de 

onda q y -q, respectivamente, ellas están relacionadas diferentes 

puntos y z' en el interior del aislante a través de 

rB_•J, -lª - Tr.C z - z' ) (6.5) 

donde 

re.,1.qcz-z•¡ ] r :-lq<z•z'> • (6.6) 

Finalmente de (6.2) y (6.5), obtenemos la. matriz de transferencia 

[

cos(qa) iZ sin(qa)] 
M1 = A T 1.A-

1 
= iY 

1
sin(qa) 

1 
cos(qa) ' (6.7) 

donde a = zª
1 

- ·zL
1 

es el ancho del aislante y Y = _2;_ es la admitancia 
t z, 

de superficie. 

La matriz M
1 

relaciona el campo electrcmagnético z~, la 

frontera a la derecha del aislante, ccn el campe en frontera a 
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la izquierda, a través de 

11'·]. LªY .. 1.. -, 
(6.8) 

6.3 Hat.riz do t.ransf'erencia para una policula melAlica no local 

La matriz de transferencia· para la pelicula metálica, se obtiene 

siguiendo pasos similares a los de la sección anterior. Sin embargo, 

además de las ondas polarizadas P moviéndose hacia la derecha y hacia 

la izquierda, con vector de onda i.!±: = (0,0,±:k) obedeciendo 

k
2 = CT(W) ~ - 0 2 , 

.. z 
e 

(ó.9) 

incluimos una onda longitudinal moviéndose hacia la derecha y otra 

moviéndose haciü la izquierda, con vector de onda ~±= (0,0,±l), 

obedeciendo 

(6.10) 

donde e: es la función dieléctrica transversal y e~ la longitudinal 

del metal. Se asume que en cualquier lugar en el interior del metal el 

campo eléctrico está dado por una superposición de C?stas cuatro ondas, 

que .e~ es una respuesta local dependiente sólo de w, y que e~ es 

respuesta no local la cual es iunción de l;lz teniendo sólo un 

para cada w. Estas suposiciones son conocidas como la aproximación del 

polo de plasmón: 9
•'

0 la cual no nos da una descripción muy exacta de 

los campos cerca de las superficies metálicas puesto que se desprecian 

varios efectos de superficie tales exi taciones par 

electrón-hueco. Sin embargo, este es el modelo más simple para 

considerar los efectos de las ondas de plasma. 

Puesto que hay 4 ondas en el metal, el campo en cualquier lugar 
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del interior de la pellcula metAlica estA determinado por 4 

componentes independientes del campo en punto, tales 

1 a componen te norma 1 

superficie de la densidad de ·corriente de conducción, p es la 

fluctuación inducida en la densidad de carga del gas de electrones, y 

µ y v son parAmetros constantes en el interior del metal, cuyo valor 

depende del modelo de las CAF"s. Se eligieron estas componentes por 

que, como se vi6 en la sección 4.4, varias de las CAF"s conocidas 

pueden expresar en término de ellas. Estas 4 componentes, a su vez, 

relacionan con las contribuciones del campo magnético y el potencial 

escalar, moviéndose hacia la derecha y hacia la izquierda B+(z), 

B_(z), ~+<=> y ,P_(z) a través de 

[ :~ l ~ G ¡:=]· 
4ni~p 4': 

(6.11) 

donde 

ke ke 

&TW - C~W 
-iD -1" .. 

1 111 111 
G De De 

-µaT;:;:- -µctT_T_ -iµlctL -iµ.loL .. ",."' 

(6.12) 

111 111 ivc0 
[ D

2 + ,. ven [ Qz+ ,. 
y 

qT (e~ - c 8
)w I 4tti, (ó.13) 

y 

crL = (&~ - c 8
)w I 4ni, (6.14) 

las conductividades transversal y longitudinal del metal. Nótese 

que e~ = 0 puesto que debe ser evaluada para el vector de onda del 
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plasm6n. 

Puesto que B+Cz) y B_(z) son ondas transversales y .P+<z> y 4'_(:) 

son ondas longitudinales propagAndose con vectores de onda ~. -Jt, ; y 

-x:, respectivamente, ellas está.o relacionadas en diferentes posiciones 

z y z• en el interior del metal a través de 

(6.15) 

donde 

(ó.ló) 

Como en la sección anterior, finalmente, de (6.11) y (6.15) obtenemos 

la matriz de transferencia de 4x4. 

(6.l.7) 

donde b e: z: - z~ es el ancho del metal. Omitimos las expresiones 

para los elementos de MM puesto que son complicados y 

obtener directamente. 

pueden 

La matriz MM relaciona el campo elE?ctromagnético en zM , la 

fronter-a derecha del metal, el campo en ::~ , su frontera a la 

izquierda, a través de 

(6.18) 

La matri: de transferencia MM puede ser escrita en bloques como 
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donde 

y 

M = 
M 

M~T "' 

M~L = 

MLT = .. 

[ CT 

iST 

iWL [ :L 

iWT [ :T 

i[ (ZT ) 2 ST-WTWLSLJ 

]· CT 

i(CT- CL) 

]· -ST 

i(CL- CT) 

]· -SL 

i[(ZL)ZSL-WLWTSTJ ]· 

CL 

Aqu! introducimos las definiciones siguientes: 

zT = ~ 
c:w 

es la impedancia superficial / BT 
y 

para una onda 

transversal moviéndose hacia la derecha con vector de onda k, y 

µloL 

vc8 
[ 0

2 + l
2 

] 

(b.i9) 

(b.20) 

(b.2i) 

(b.22) 

(6 .. 23) 

(6 .. 24) 

plana 

(b,25) 

la correspondiente impedancia superficial zL s µJ: / C4nivp) para 

una onda lo_ngitudinal con vector de onda l, 

lk 
- µqT_T_' 

c,.w 
(b,26) 

es la respuesta corriente eléctrica-campo magnético WT=. µJ~/ BY para 

una onda transversal, y 

" WL = - -------
V&8 [ az+ lz J ' (b,27) 

es la respuesta campo eléctrico-densidad de carga WL a E~ (4nivp) 
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para una onda longitudinal; finalmente, 

CT ;:;; cos(kb), 

CL ¡¡ cos(l b), 

ST ¡¡¡ sin(kb) I Z~ 

y 

si. e sin(l b) I zR: 

(6.28) 

{6.29) 

(6.30) 

(6.31) 

Estos tll t.imos términos contienen la información referente al 

ancho de la pelicula. Nuestr-as definiciones (6.24), (6.25), (6 .. 26) y 

{6.27), de las cuatro funciones de impedancia, ZTt Zt., WT y WL., 

entienden si consideramos a BY como 1~ respuesta trans..,..ersal y p 

como la respuesta longitudinal a los campes de excitación EM y J~ 

Estas definiciones nos será.n lltiles al calcular los modos 

normales de bulto de la superred metAlica no local. 

6. 4 Mat.riz de t.ransf'erencla para una superred aislant.e-~t.al no local 

Par-a poder unir la matriz de transferencia 'lx4 del metal la 

matriz de transferencia 2x2 del aislante, debemos señalar que las 

componentes EM, BY, µJ~, y 4rrivp, las cuales son independientes en el 

interior del metal, no lo son en una pelicula metálica confinada por 

un aislante. Los cuatro campos son linealmente dependientes puesto que 

ellos deben obedecer condiciones de origen no cléctromagnético, 

decir, las condiciones adicionales a la frontera CAF' s. 

Dichas condiciones ya fueron discutidas en un capitulo anterior. 

A manera de ejemplo utili;:amos las CAF"s del modelo 1. De esta forma, 

para una interfa:z entre un metal no local y un aislante tenemos J: 

0, entonces, la ec. (6.18) puede escribirse 
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[LL -"· [.LL 
A partir de la ecuaci6n del tercer renglón de la 

puede obtener una relación lineal entre 4rrivp, Eic y B 
y 

(6.32) 

(6.32) 

Resolviendo 1., ecuación para 4nivp y sustituyendo dicho valor en el 

lado derecho de la ec. (6 .. 32), sus dos primeros renglones serán 

relación lineal entre Ex y BY en z: y Ex y BY en z~. Podemos escribir 

esta relación como 

[ :: L. = M;. [ :~ L .. .. 
(6.33) 

De esta forma, utilizando una CAF en cada una de las interfaces 

del metal colapsamos la matriz de transferencia de 4:<4 a una matriz M~ 

de 2x2. 

M .... M .. .. 
MM.ti - MN.t• M - MNt• 

MNa• 
.... 

MMa4 

M;. (6.34) 

M - M 
MMll1 

M - M 
MMa.t 

"" .... 
HNB4 "" .... 

M .... 
El procedimiento detallado depende de las CAF's elegidas, la reducción 

de la matriz de transferencia puede realizarse para cualquier elección 

de las CAF"s siempre y cuando la pelicula metálica esté rodea.da por un 

medio local, es decir, sin dispersión espacial ! 9 

El último paso en la construcción de la matriz de tra.ns'ferencia 

M
1

N para un periodo de la superred consiste en unir M_:. y Mx usando las 

condiciones a la frontera del electromagnétismo, esto es, la 

continuidad de EIC y BY, lo cual conduce a un simple producto de las 

matrices de transferencia.! 9 

11!1• 



Aqui, Hxw relaciona los campos E" 

equivalentemente zl.. + d, con los campos 

[ :: LR : d ~ M,N 

M 

,• + 
N 

z: o z~ a través de 

(6.35) 

d, 

(6.36) 

donde d "" a + b es el periodo de la superred. Una matriz similar que 

translada un periodo a los campos de las posiciones z~ ::~ 

obtenida. permutando M
1 

y H.:C en la ec .. (6.35). 

Las expresiones finales para los elementos de la matriz de 

transferencia son 

[ 

M' M + M' M 
N:lt X:l:l NlZ IZ1 

M ~ 
IN 

M' M + M' M 
MZ:l X:l:l MZZ XZS. 

M' M +M' M ] Mt s. 1.1.Z MtZ lZZ • 

M' M + M' M 
NZ:l J:l.Z N22 XZZ 

(6.37) 

6. 5 Hat.riz de t.ransf'eroncia para una superred mol.al J.ocal-motal no 

local 

Consideremos una super red formada por un metal local A con 

frecuencia de plasma ooPA y constante de rigidez (JA, capas con ancho 

bA, periódicamente alternadas con un metal no local B con frecuencia 

· de plasma l.t:IPn y constante de rigidez (3
0

, en capas de ancho b
0 

cuya 

frecuencia de plasma es wPD > wPA. Para frecuencias "' < ambas 

ondas, transversal y longitudinal, son evanescentes en las capas del 

metal B. Puesto que la distancia de decaimiento de las ondas 

longitudinales ó~ "' (3
8 

/ wPo es mucho menor que la de las ondas 

transversales ó~ "' c / wPn' se puede asumir que ó~ = 0. Esto 

equivalente a una constante de rigigez (3
8 

= 0 lo cual, en el modelo 

hidrodiná.mico, implica la ausencia de dispersión espacial en las capas 



del metal B. Esto es, para frecuencias menores a wpo la superred 

local-no local puede modelarse por una superred local-no local. De 

esta forma las fórmulas deducidas para la superred aislante-metal 

local de la sección anterior pueden ser aplicadas a este sistema sin 

modificación, simplemente hay que identificar las cantidades del metal 

y del aislante con las cantidades correspondiente en este sistema al 

metal no loc:a.l y al metal local respectivamente~ 9 

e. 6 Matriz de t.ransforencia para una suporrod mot.al no 1.ocal-melal no 

local 

La matriz de transferencia 4>C4 para periodo de una superred 

formada por capas al terna.das de un metal local A y metal 

local B se reduce a una simple mul tiplicaci6n de matrices del tipo de 

la ec. (6.19), puesto que usamos Cnicamente cantidades continuas para 

representar los campos al construir la matriz de transferencia para 

una pelicula de metal no local. Asl se puede escribir como 

(6.38) 

donde MNA y MMD -son las matrices de transferencia de las capas del 

metal A y del metal B, r-espectivamente. Estas son obtenidas a partir 

de las ecs. (6.9) a (6.31) simplemente poniendo los indices A o B a 

todas las cantidades dependientes del metal tales con zL, zT, WL, etc. 

6. 7 Teorema de Bloch 

!3ea F(z) una función definida en un espacio vectorial E de 

dimensión m, y sea M la matriz de transferencia que caracteriza a un 
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sistema periódico de periodo d, tal que 

(6.39) 

Fn=F(nd). (6.4!0) 

Los eigenvectores de M obedecen 

>..l F;a.,. ' 
L 

(6.41.) 

y por consiguiente 

F)..~nd) = M";)..~0) = >..~F)..~0) .. (6 .. 42) 

De aqui podemos escribir . . 
F>..~:z:) = e'"pl::z: Ül (:z:), (6.43) 

donde hemos tomado a 

>.. ;::; ei.pi.z, (6.44) 

·pues los eigenvectores de la matriz de transferencia no pueden 

(H es invertible) y Jl (:z:J es una función con periodo d .. 

El que los modos propios de un sistema se expresen como en (6.43) 

conoce como el Teoren;a de Bloch y su deducción para propagación de 

electrones en un cristal está en los textos de fi sica del estado 

sólido!·~ 

En el caso genérico, los eigenvectores de M forman una base del 

espacio vectorial donde actuan por lo que un vector F arbitrario en 

= 0 se puede expandir como 

F(0l =E 
i.= l 

Aplicando M" obtenemos 

F(nd) = f=t. Otl.ei.plnd F"'-:0) 

F(z) = E a.i. elplz tii. (z) 
l.= l 
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esto es, una superposición de ondas de Bloch. 

Para el caso de una super-red infinita el vector F, el vector 

de las componentes independientes del campo electromagnético 

cualquier punto, M la matriz de transferencia para un periodo d ,de la 

super red, los eigenvectores representan los medos propios del sistema 

y !a ec. (6.39) nos permite obtener el campo electromagnético 

cualquier punto a partir de su conocimiento en un punto Para el 

local, 

;(z + nd) = [ :: L + nd = M" [ :: L = M" F(z), (6.48) 

donde n es el número de periodos de la superred que debemos movernos 

hasta llegar al punto donde deseamos conocer el valor del campo. 

6. 9 Rol ación de dJ.spersi6n 

Modos normales 

De acuerdo. con el teorema de Bloch, los modos normales de un 

sistema periódico pueden siempre ser obtenidos en la forma de ondas de 

Bloch. Para una superred local infinita, esto significa que 

[ :•] = elpd [ :• ]• 

Y z+d Y z 
(6.49) 

donde d = a + b es el periodo de la superred y p es el vector de onda 

de Bloch. Sustituyendo la ec. (6.49) en la ec. (6.36) encontramos que 

estos modos pueden existir sólo cuando M
1

N 

singular, esto es, cuando 

det(Mi:M - !_ei.pd> ... ca, 

matriz 

(6.5111) 



donde !.. es la matriz unidad de 2K2. Puesto que det(H
1
M) 

(6.50) puede escribirse simplemente como 
1 

cos(pdl "" !!'tH1wu.+ H1wzz>' 

1, la 

(6.51) 

una expresión de la cual se puede obtener p on forma anal! tic a. 

Notese que si p es una solución de la ec. (6.51), entonces p + 

2rrn y -p + 2nn son también soluciones para cualquier valor entero de 

Para una super-red no local infinita, nuevamente, el teorema de 

Blcch implica que los modos normales del sistema pueden ser obtenidos 

como ondas de Bloch tales que 

[ 4~~~p l 
z + d 

[ 

EK l B 
y 

µJ ' 

4n:i~p z 

(6.52) 

donde d • bA + b
8 

es el perlado de la superred y p es el vector de 

onda de Bloch. La relación de dispersión p = p(w) de los modos 

normales de bulto está. dada implicitamente por 

det(M - !.el.pd) = 0, (6.53) 

esto es, elpd deberá ser un e1genvalor de M. Escribiendo la ecuación 

(6.54) 

Ahora observamos que si p solución de la ec. ( 6. 53) 

representando, por ejemplo, una onda de Bloch que vi.aja hacia la 

derecha, entonces -p es también una solución y ésta representa la 

misma onda pero viajando hacia la izquierda. Por eso, si ;.. es un cero 

de P(A), también lo es 1/A. De la ec. (6.54) vemos que debemos tener 

ªo = 1 Y a 1 z::: a
8

, Y por el lo, la ecuación de cuarto orden en e~pd, 

(6.54), puede ser escrita simplemente como 
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(b.55) 

la cual es una ecuación cuadrática y puede resuelta anal1 ticamente 

para p en términos de los coeficientes, 

o.
9 

= - traza(H) (b.~6) 

y 

"• (traza(t1) 2
- traza(H2 )]/2. (b.57) 

Después de sustituir las ecs. (6.1.9) a (6.31) en la5 ecs. (6.38), 

(6.56) y (6.57), en términos de CT, CL ,sT, y SL, se obtiene 

y 

donde 

y 

o.2 2+4LT + K2s:s~s~s~- 2kttc:s;+ s:c;>cc~s~+ s~c~> 

- cs:s~+ s:s~> J, 

T = CT CT 

" . - [(Z:)z+ cz;> 2 Js: s; 12, 

L = CL CL. - [(Z~)Z+ CZL) 2 ]Sl.o SL 12, 
A D D A D 

N = (WT -w;>cw~-W~>· A 

(b.59) 

(6.60a) 

(b.bl!lb) 

(6.60c) 

Se puede observar que en ausencia de disper-si6n espacial, los 

modos del sistema están dados sólo por ondas tranversales en cada una 

de las capas, unidas en las interfaces por- las condiciones a la 

frontera del electromagnétismo. Estos modos obedecen la relación de 

dispersión cos(pd) = T~º En forma similar, c;os(pd) =Les la relación 

de dispersión de los medos normales del sistema si hubiera únicamente 

ondas longitudinales, unidas en las interfaces por las CAF's. En el 

limite cuando N .. 0, La ec .. (6.55) se puede factorizar como 4(cos(pd) 

- T) (cos( pd) - L) = 0, asi que cada uno de los dos modos normales, 

discutidos anteriormente, se propagan independientemente el uno del 
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otro~º De esta manera, podemos considerar a N como una medida del 

acoplamiento entre los modos transversales y los longitudinales. 

Notamos que N es proporcional a 0 2 y ésta desaparece cuando las ondas 

se propagan a lo largo del eje de· la superred. 

Densidad de flujo do energia de los JTSJdos normales de una superred 

Podemos ahora obtener la energl a de los modos normales de una 

superred infinita no local. Como hemos visto, los modos normales de la 

superred están dados por los eigenvectores V de la matriz de 

transferencia, de tal forma que 

[.u mi 1,2,3 6 4, (b.b1) 

Despejando las componentes Eic' BY, J z y p, tenemos 

vª v4 

~ y p = -"-- (6.62) 
µ 4niv 

Sustituyendo las e><presiones (b.62) las ec. (4.77) y (4.78), 

obtenemos 

y 

2 r v• ( v• ]"] = ~Rel_n_ ~ 
c.>: 4rtiv µ 

_L Re(iV~(V~>*>· 
2vµw~ 

(b.b3) 

(b.b4) 

En estas 01 timas ecuaciones s: v S~ representan la densidad de flujo 

de energi a transvers.:i.l y longitudinal, respectivamente, de los modos 

normales de la superred. 
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CAPITULO 7 

REFLECT ANCI A 

En este capl tu lo estudiamos las fOr--mulas de la reflectancia de la 

luz. para diferentes sist.emaa físicos. Para esto,. usamos el método da 

la impedancia de superficie, el cual describimos en el ca.pi tulo 

cuatro. Primero calculamos la reflectancia para una pel!cula metá.lic:a 

en términos de la matriz de transferencia. Después calculamos la 

re'flectancia para una suparred semiinfinita loc:al, y por óltimo, para 

la auperred semiinfinita no local, analizando el flujo de energia 

transmitida a su interior. 

7. l Peli cula 

Para calcular la ref lect:.ancia de una pe11c:ula de espesor et y 

constante dieléctrica &(W) se puede usar la matriz de transferencia 

para la pelicula, ésta puede $er la matriz. de transferencia local 

bien la matriz de transfer-enc:ia no local colapsada que se obtuvo en 1 a 

sección 6.4. 

Supongamos que una super-ficie li-bre de la peUcula se encuentra 
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en z = 0 y la otra en z = d, y sea M la matr"i: de transferenc:ia de la 

pelicula, entonces las componentes Cel campo. electromagnético en una y 

otra superficie están relacionadas por 

[ :: L 11 [ :: L (7.1) 

0 

de donde 

[ :: L .. -. [ :: t = d 
(7.2) 

= 0 

donde M-• es la inversa de la matri.z M y en términos de los elementos 

de t1 tiene la forma 

-H J .. .. . .. 
Sustituyendo (7.3) en (7.2), ~e puede escribir 

EJC(0) t1zzEx(d) - MfZBY(d) 

Pero recordando del capitulo cuatro, 

Ex(0) 

z.<"> = ;(";')' 
y 

y como en z = d se puede ver fácilmente que 

Ex(d) 

B (d) 
y 

(7.:Sl 

(7.4) 

(7.5) 

(7.b) 

donde Zv es la impedancia de super-ficie del vacío, sustituyendo (7.5) 

y (7.6) en (7.4) tenemos 

t1 Z - H 
ZZ V fZ 

- 11 z 
U V 

(7.7) 

De esta for-ma hemos obtenido la impedancia de superficie para la 

pelicula. La amplitud de reflección se obtiene escribiendo la 
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(4.46) en términos de ZP y Zv' esto es, 

zv - zp 

En el vaclo podemos escribir 

Zv == cos(B), 

(7.8) 

(7.9) 

en términos del ángulo de incidencia a. Finalmente de la ec. (4.47) 

C7.10) 

7. 2 Suporred local 

Consideremos, nuevamente la superred mostrada en la Fig. 3. La 

impedancia de superficie ZP e CE•/ By )
0 

de la superred 

obtener a partir de la ecuación de Jos eigenvectores 

de donde 

ZP = - M - elpd 

" 
y donde, usando Ja ec~ Có.51), 

e i. pd == :. [ M + M ] ± 
2 ll zz [ 1 1·'· - CM + Mzz )z - 1 

4 .. 

puede 

C7.11) 

(7.12) 

(7.13) 

Puesto que la onda de Bloch transmitida hacia el interior de la 

superficie decae, o ,dicho de otro modo, la onda propaga hacia la 

derecha, el signo correcto en la ec. C7.13) aquel para el cual 

Finalmente, como en la sección anterior, Ja amplitud de reflexión 

y la reflectancia están dadas en términos de la impedancia de 
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superficie por las ecs. (4.46) y (4.47), obtenidas en la sección 4 .. 2 .. 

7. 3 Superred local-no local 

La reflectancia para la superf'"ed semiinfinita local no local 

puede obtener usando las fórmulas deducidas en la sección anterior, 

para la superred semi infinita local. Pero en este caso utilizamos la 

matriz de tf'"ansferencia colapsada. ec. (6 .. 37). 

7. 4 suPER.RED NO LOCAL. 

Los modos de la super,-ed infinita estlln dados por los 

eigenvectores de su matriz de transferencia y f'"elación de 

dispersión es obtenida por la ecuación de los eigenvalores 

correspondientes a elpd, donde p es el vector de onda de Bloch 

unidimensional .. El resultado es una ecuación cuadrática para cos(pd) 

(ec:. (6.55) a (6.60)) y además tiene dos pares ±p de soluciones para 

cada w y proyeción a del vector de onda sobre las .interfaces de la 

superred. 

Una onda incidente sobre la superficie puede excitar dos modos en 

el interior de la superred, adem.:..s de la onda reflejada. L.as ondas 

transmitidas son aquellas que tienen a = cos(8)w /e y Im(p) > 0, donde 

e es el ángulo de incidencia. Entonces, los campos en el interior de 

la superred y cerca de la superficie pueden escribirse como 

[ :; l e: e t. V t. + c 2 V :z: 

4~i~p 
(7.17) 
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donde Vi. = <V~, v:, v:, v;> y V
2 

= <V~, v:, v:, v:) son eigenvectores 

de la matriz de transferencia, correspondientes a los dos modos que se 

mueven hacia el interior de la superred, y c
1 

y c
2 

son sus ampli.tudes 

respectivas .. Tres condiciones la frontera son requeridas para 

calcular la amplitud de la onda reflejada .. Como en el caso usual, dos 

de el las son la continuidad de las componentes de los campos eléctrico 

y magnético Eic y BY. La condición a la frontera faltante está. 

determinada por las CAF's, la CAF para la interfaz vacio medio no 

local es J= :r. m. La ec. (7.17) conduce a 

et. v: 
e;= - ~- (7.18) 

y por lo tanto 

(7 .. 19) 

donde se pueden obtener las propiedades ópticas en la forma usual. 

Asi, de igual forma que en la sección 7 .2 podemos obtener la 

reflectancia en términos de la impedancia de superficie. 

7.5 Densidad de flujo de energía t.ransndt.ida al interior do una. 

super red local 

Consideramos que sobre la superficie de una superred semiinfin.ita 

local incide una onda plana, entonces la densidad de flujo de 

energia de la onda incidente y reflejada está.n dados por 
c ~ ~, e ~ ~, 

Sa = Ef'ñ'"" Re(ERBR), 9 1 = 13rt Re(E 1B 1 ). (7.23) 

La densidad de flujo de energia transmitida al interior de la 

superred será. la suma de la densidad de flujo transversal 
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longitudinal, esto es 

S s:t ;T + S':' 
lr-Gn• 

Tomando el modelo I de las CAF's,. obtenemos de las 

(4 .. 78), 

y 

s~ = 0, 

ya que 

(7.24) 

(4 .. 77) y 

(7.26) 

(7.27) 

(7.28) 

por la condición adicional a la frontera. Sustituyendo (7.26) y (7 .. 27) 

la ec .. (7 .. 24), tenemos 

(7.29) 

la es decir, la densidad de flujo de energta, hacia el interior, 

superficie de la superred sera únicamente transversal. El mismo 

resultado se obtiene para las dem.is CAF"s .. 

Para calcular la densidad de flujo normalizado partamos de la 

ecuación de conservación de la energia, esto es 

+ s= ... s= 
Jl TrCLn• 

(7 .. 30) 

Sustituyendo las ecs .. (7.23) en (7.30), tenemos 

~ ReCE>C'ley!> + ~ Re(E>CRBY:) i= s:,. (7 .. 31) 

1 + 
-

8
c RetE a* ) 
n: xi: yi: 

(7.32) 

Escribiendo los campos reflejados en términos de la amplitud de 

reflexión y suponiendo que el campo incidente esta normalizado de 

acuerdo a 
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tenemos 

l "" R + = R+----

La densidad de flujo de ener-gla transmitida normalizada es 

Srrs; 

donde 

s• 
Lrg,n• 

s: = ~ ReC(a
1
v: + oczV~)Co. 1 v; + o.

2
v:1*1. 
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CAPITULO 8 

RESU1.. T ADOS 

En este cap1 tul o presentamos los resultados obtenidos del cálculo 

númerico de la reflectancia. Primero, describimos la reflectancia para 

el caso de una interfaz metal vacio. Después,. hacemos lo mismo pero 

para el caso de una pelicula metálica en medio del vacio. Con base 

los resultados anteriores y la relación de dispersión, explicamos la 

extructura del espectro de la reflectancia para diferentes tipos de 

superredes. También hacemos comparación entre los resultados 

obtenidos mediante un modelo local y un modelo no local. Finalmente, 

mostramos la gráfica de la densidad de flujo de energia transmitida al 

interior de la superred- el fin de verificar que nuestros cálculos 

no tienen errores numéricos y que por tanto safisfacen el principio de 

conservación de la energía .. 

a.1 Reflectancia da una interf'az metal vacio 

En la fig. 4 se muestran las gráficas de la reflectancia para 

interfaz metal vacio, sobre la cual incide una onda plana 

polarización P, para un ángulo de incidencia ei. de 10'" y 7m•. Estas 
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gráficas se obtuvieron a partir de las ecs. (4.49) y (4.511) de la 

sección 4.2. 

En la grá.fica de la reflectancia para el = 10• observamos que el 

valor de la reflectancia es casi 1 para frecuencias menores a la 

frecuencia de plasma wP, pues para estas frecuencias la función 

dieléctrica del metal es negativa por lo que no puede haber 

propagación de onda'3 transversales. No se observa estructura alguna 

cerca de la frecuencia del plasmón de superficie wPs ""' wP-t2 pues este 

tiene un vector de onda aPS mayor que el de la luz incident.e 

(w/c)sen(Bi.). Para frecuencias mayores a wP, el valor de la 

reflectancia decae rá.pidamente debido a que a estas frecuencias la 

función dieléctrica del metal es positiva y por lo tanto si es posible 

la propagación de ondas transversales. 

De la gráfica para el = 7m• observamos que la reflectancia no 

empieza a disminuir sino hasta a una frecuencia mucho mayor que wP. 

Este incremento se debe a que la componE?nte del vector de onda 

perpendicular a la superficie, k "' :. ; wzcos 2 Ce ) - w2 es e l P 
imagin~ria 

para frecuencias menores a la frecuencia cr1 tica wc = wP/cos(ei.), aón 

en ausencia de disipación, o aná.logamente, para ángulos mayores al 

a. 2 Reflect.ancia de ·una pel1cula simbt.rica 

En la fig. 5. se muestran las grA.ficas de la reflectancia para 

pelicula simétrica de ancho 0.25>...P, donde >...P = c/wP. En el cá.lculo 

no local caracterizamos al metal por las funciones dieléctricas 

derivadas del modelo hidrodinAmico, sección 3.5, ecs. (3.59) y (3.60), 
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y en el cálculo local despreciamos la dispersión espacial y utilizamos 

una función dieléctrica de Drude, (3.35). La reflectancia 

obtuv6 a travós de las ecs. (7.7)-(7.10). Utilizamos un tiemp.o de 

relajación grande T = 1000/wP. 

De las gráficas se observa que para frecuencias abajo de wP 

aparece mlnimo en la reflectancia. Esto debe a que conforme w 

aumenta la distancia de penetración aumenta, la pelicula se vuelve 

ópticamente má.s delgada y la reflectancia disminuye. En wP la 

distancia de penetración es infinita (si no hay disipación), pero la 

amplitud de la luz transmitida a través de la primera interfaz vale 

cero, por lo que la reflectancia vuelve a subir hasta l. Arriba de wP 

la pelicula es transparente, por ello, la reflectancia vuelve a 

disminuir. En el cAlculo no local se observao serie de máximos y 

minimos modificando el decremento suave de la reflectancia. Estos 

minimos se local.izan en fr-ecuenc.ias que corresponden a las frecuencias 

de resonancia de las ondas guiadas longitudinales wn impar, 

ecuación ( 5. 58}. Esto se debe a que para estos valores de n, las 

oscilaciones de la densidad de carga al integrar!lc:.> sobre el ancho de 

la pelicula dan lugar a una cantidad de carga diferente de cero la 

cual produce un campo eléctrico apreciable fuera de la pelicula~ Este 

campo eléctrico permite el acoplamiento de las ondas longi tudinale!i 

con las ondas transversales del vacio. Por otro lado, par-a valores de 

n pares, las osr:ilac:iones de la densidad de carga. en el interior de la 

pelicula metá.lica sen antisimétricas y, por lo tanto, el car.ipo 

eléctrico que esta distribución de carga produce fuera de la pelicula 

es muy pequef'{o. En es te caso hay acoplamiento entre ondas 

longitudinales y transversales. De aqui que, par-a frecuencias mayores 
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a la frecuencia de plasma, en la peUcula metAlica hay oxcitaci6n de 

ondas guiadas longitudinales que transportan energia de la onda 

incidente, desde una interfaz hasta la otra. Esta estructura extra no 

se presenta en el cálculo local ya que en este no es posible la 

excitación de ondas longitudinales. 

No se observa extructura correspondiente a los modos simétrico, 

(5.40) y antisimétrico, (5.-41), pues estos tienen vector de 

onda D mayor que el da la luz incidente (w/c)sen(8L). 

e. 3 Ref'loclancia do \.ttla suporred aislant.e-rnat.al no local 

En estas últimas secciones se discuten las propiedades ópticas de 

algunos tipos de superredes. Para poder explicar la e>etructura del 

espectro de reflectancia de las superredes utilizaremos algunos de los 

resultados anteriores. 

En esta sección presentamos los resultados del cálculo anal1 tico 

realizado para una superred formada por capas metálicas y aislantes 

alternadas, con anchos b y a respectivamente. Para las capas metálicas 

laG funciones diel6t::tricas dE"l modelo hidrodinAmico, 

(3.59) y (3.6IZI), tomando T = 1'!100/wP y VF = 0.IZllc. Para las capas 

aislante tomamos c
1 

= 1, es decir, elegimos al vacio aislante. 

Realizamos esta elección pues los resultados que se obtienen son 

cualitativamente iguales a los que se obtedrian utilizando cualquier 

otro tipo de aislante pero discución e interpretación más 

simples. 

En la fig. 6 mostramos la reflec:tancia de superred 

semiinf ini ta meta 1-vaci o, a "' b = 0.25AP, para ángulo de 

incidencia de el = 7C11! Se muestran los resultados del cálculo local y 
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no local, obtenidos mediante las ecs. (6.37), (7.B), (7.10), (7.12) y 

(7.l:S). 

Para poder entender los rasgos del espectro de la reflec:tancia, 

la fig .. 7 mostramos la relación de dispersión w vs. p de los modos 

normales de la superred, ec:. (6.51). Esta fue calculada para un ángulo 

de incidencia de 10: Al analizar ambas gráficas, veremos qua la 

reflectancia es casi 1 en las regiones donde no hay modos normales de 

propagación en el interior de la superred, y disminuye donde la 

propagación esta permitida. 

Para frecuencias por debajo de wP observamos un m1nimo cerca de 

wrs' ec. (5.22). Este minimo se explica recordando que en una pelicula 

simétrica hay dos modos de oscilaciones la superficie: 

simétrico con cargas del mismo signo en ambas interfaces, ec. (5.40) y 

otro antisimétrico con cargas de signo opuesto, ec. (5 .. 41). Para 

mismo vector .de onda kP, el primero tiene una frecuencia menor que el 

Oltimo. Cuando muchas peliculas metálicas se colocan cerca la de 

la otra formando la -superred, cada una de estas oscilaciones las 

interfaces se acoplan a través de las cotas de sus campos evi.lnescentes 

dando lugar a un modo de oscilación colectiva de toda la superred, 

decir, cada modo de oscilación de la pelicula simétrica genera un modo 

normal de propagación en el interior de la superred. 

En la relación de dispersión, fig. 7 1 para frecuencias abajo de 

wP sólo vemos et modo generado por las oscilaciones antisimétricas, 

debido a que el modo generado por las oscilaciones simétricas no puede 

ser excitado por luz que incide a un Angulo de incidencia fijo ya que 

su vector de onda paralelo a la interfaz es mayor que el de la luz 

incidente a "" (w/c)sen(E\.). Los dos modos aparecerian grAfica 
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de la relación de dispersión para un valor de CJ constante~ 9 

Para frecuencias mayores a wP, la relación de dispersión del 

cAlculo no local es muy similar a la del local, eKcepto pcr una serie 

de picos, presentes en el c~lculo no local, en las frecuencias (1) = wn 

para valores de n impares. Como vimos la sección anterior, para 

estos valores de n habrá un fuerte acoplamiento entre las ondas 

longitudinales de las capas metálicas y las ondas transversales de las 

capas aislantes, de tal forma que las ondas longitudinales toman 

energia de las ondas transversales de una capa vecina. Una parte de 

esta energía la disipan y otra la transportan a través de la capa 

metAlica hasta la interfaz donde es transferida las ondas 

transversales de la capa siguiente. Dando lugar a un modo normal de 

propagación en el interior de la superred.. Este tipo de modos los 

podemos ver en la relación de dispersión, fig. 7. Por otro lado, para 

n par el acoplamiento entre las ondas longitudinales y las ondas 

transversales es despreciable y no se produce estructura alguna en la 

relación de dispersión .. 

En la reflectancia, fig. 6, este tipo de oscilaciones 

presentan como una serie de minimos agudos debido a que parte de la 

energ!a de la onda incidente transport~da por las ondas 

longitudinales acopladas a través de ondas transversales hacia el 

interior de la superred.. Esta estructura es menos notable para 

frecuencias arriba de 2.2<iJ•' donde en el caso loc:al la propagación si 

está. permitida, por lo que en el caso no local tendremos propagación 

tanto de ondas longitudinales como transversales las capas 

metAlicas. 

Comparando la fig. 6 con la reflectancia de una pelicula 



metAlica 1 fig. 5 1 observamos que las resonancias de las ondas 

longitudinales aparecen en las mismas frecuencias, pt•r ,, • '1 as son mas 

prominentes en la superred. En \a superred la profundidad de los 

minimos en la reflectancia, debido a la propagación mediante ondas 

longitudinales, puede ser modificada modelos mAs realistas del 

metal. Sin embargo, esperamos que presencia y su mayor prominencia 

sobre la estructura para pellcula metálica aislada sea 

independiente del modelo no local particular empleado. 

En la fig. 8 mostramos la reflectancia para la misma superred 

como la de la fig. 6 pero para un tiempo de relajación menor, T' :::i 

lQIQl/(l)P. Podemos obser-1ar que la extructura presentada en ambas 

gráficas es similar, sólo que la de la fig.. B es menos prominente .. 

Esto se debe a que al disminuir el tiempo de relajación aumenta la 

energia que se disipa en forma de calor. En conclusión, se observa que 

el único efecto que tiene el tiempo de relajación sobre la e)(tructura 

de la reflectancia, para esta y para las superredes siguientes, 

disminuir su prominencia. 

Finalmente, como se vio anteriormente, en la reflectancia de la 

superred para frecuencias abajo de (l)P tenemos. un minimo, lo cual 

indica, que para ciertas frecuencias es posible la transmisión da 

energla hacia el interior de la superred. Este resultado resulta algo 

sorprendente pues para estas frecuencias el mutal es opaco. 

e. 4 Reflect.ancia de un.a superred mot.al local-met.al no local 

En esta sección presentamos los resultados obtenidos para una 

superred formada por capas alternadas de un metal no local y un metal 
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local, que denominamos A y B respectivamente. Para esto, utl.lizamos 

las mismas ecuaciones que en el caso anterior. En este caso, el 

aislante es sustituido por el metal local el cual caracterizamos por 

función dieléctrica de Drude, ec. (:S.35). 

Corno se mencionó en la sección 6.5, este cá.lculo es vAlido sólc 

para frecuencias abajo de la frecuencia de plasma del metal má.s denso, 

donde las ondas longitudinales y las ondas transversales en el metal 

mti.s denso son evanescentes, pero la distancia de decaimiento de la 

ondas longitudinales es mucho má.s pequerfa que la de las ondas 

transversales. Es por esto que los efectos de. la dispersión espacial 

este metal pueden despreciarse, lo cual nos permite aproximarlo por 

medio local. 

En la fig. 9 mostramos la reflectancia calculada para una 

superred metal local-metal no local con b" =- b• ... B.2SA4 = B.25c/w.4 , 

w•• = -t2 w••' VF4 = 0.01c, y T "" 1000/w••' cuya superficie incide 

luz con polarización P en un Angulo de ?ca: Se muestran los c6.lculos 

local y no local. 

Como en la· s~ci6n anterior, para entendE!r la estructura de la 

reflectancia ·la fig. 10 graficamos la relación de dispersión, 

contra p, para un ángulo de incidencia de 70: 

En la gráfica da la reflectancia podemos observar dos mínimos 

anchos que corresponden a la excitación de los dos modos normales que 

aparecen en la grAfica de la relación de dispersión del local, 

fig. 10. Estos dos modos son generados por las oscilaciones simétricas 

y antisimétricas de la película simétrica, como se explicó la 

sección anterior, aunque en este caso la luz incidente puede excitar 

ambos modos, a diferencia del caso anterior .. La razón es que cuando 
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ambos medios sen metales, como se vi6 la seción 5.3, los modos 

simétr"ico y antisi~étr"ico empiezan en la frecuencia de plasma del 

medio menos denso y no en cero como sucede en el caso de la pelicula 

metAlica en medio del vacio. Al desplazarse estos modos hacia 

frecuencias mayores, los modos que generan en la superred también se 

desplazan, cruzando ambos el cono de luz. Esto permite que ambos modos 

puedan ser excitados por la luz. incidente. 

Por otro lado, en la fig. 9 se observa que el calculo local, 

sigue aproximadamente al local, pero presenta una fuerte oscilación 

alr-ededor de las frecuencias de resonancia w", la cual mt.i.s 

pr-onunciada para valor-es de fr-ecuencias donde n es impar, de la misma 

forma que en la superred metal-aislante discutida en la sección 

anterior. 

En la gráfica de la relación de dispersión estos modos aparecen 

como una ser-le de picos en las fr-ecuencias w", que modifican la 

estr-uctura del cAlculo local. El pico encuentra el 

intervalo donde no posible la propagación el caso local. Por lo 

tanto este modo forma al acoplarse las ondas guiadas 

longitudinales, de las capas metAlicas menos densas, las ondas 

evanescentes transver-sales, de las capas más densas. Todos los demás 

picos se presentan en frecuencias donde si hay propagación a través de 

los modos generados por las oscilaciones de superficie, por lo que 

éstos corresponden al acoplamiento de ondas guiadas longitudinales con 

ondas de superficie. 

Una diferencia de este cAlculo, con el de la sección anterior, es 

el acoplamiento entre ondas de superficie y ondas guiadas 

longitudinales, el cual no se da la superred metal-aislante pues 
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para esta los modos generados por las ondas de superficie tienen una 

frecuencia menor que la de las ondas longitudinales. 

a. 5 Ref"leclancia de una superrod mot.al no local-met.al no local 

En esta sección presentamos los resulta.dos obtenimos para una 

superred como la de la sección anterior pero este 

despreciamos los efectos de la dispersión espacial el metal más 

denso,. es decir,. para el cálculo de la reflectancia utilizamos las 

ecs. (6.38), (7 .B), (7 .10) y ( 7 .19) y para el calculo de la relación 

de dispersión la ec. (6.55). En este caso tomamos VFB = 8 -f.Z VFA• 

Primero analizaremos el sistema donde la capa en la superficie 

del tipo B, es decir, del metal más denso. A este sistema lo denotamog, 

como BA. 

En la fig. 11 se muestra la reflectancia para este sistema cuando 

luz polarizaci6n P incide con un ángulo de el = 70: A diferencia 

de la superred de la sección anterior, en este caso tenemos dos 

relaciones de disPersión debido a que para una superred metá.lica no 

local a frecuencia5 menores de wPB hay dos mecanismos de acoplamierito 

de las ondas las capas menos densas: AdC!más de las ondas 

evanescentes transversales, ahora tenemos ondas evanescentes 

longitudinales las cuales fueron despreciadas en el caso anterior. Las 

figs. 12 y 13 muestran estas relaciones de dispersión para los modos 

con cará.cter más transversal (MT) y más longitudinal (ML), 

respectivamente. Esta clasificación fue hecha de acuerdo a los valores 

relativos de las contribuciones de cada uno de los modos al flujo de 

energia transversal y longitudinal, ec. (b.63) y (6.64). El modo mta.s 
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transversal y el má.s longitudinal son, usualmente, aquellos e.en mayor 

y menor longitud de decaimiento respectivamente .. 

Como an el ca.so anterior, el espectro de la r-eflectancia muestr-a 

serie de agudas oscilaciones superimpuestas sobre dos m1nimos 

anchos. Estos minimcs corresponden a la e~c:itaci6n de los dos modos 

generados por las ondas de superficie los cuales aparet:en en la f!g. 

12. Estos modos son modificados debido al acoplamiento con las ondas 

guiadas logitudinales en las fr-ecuencias de resonancia.~ Estos 

resultados son similares a los obtenidos en el calculo anterior. Sin 

embargo, en este caso, las frecuencias de resonancia se encuentran 

.despla~adas apreciablemente hacia el rojo, debido a. la longitud finita 

de decaimiento 6
9 

de las ondas de plasma en las capas B, la c:ual, 

el C:á.lc;ulo anterior, fue considerada igual La relacíón 

resultante en las condiciones a la frontera equivalente a un 

inc;remento en el ancho de las capas A una cantidad del orden de ó11 ~
9 

La estructura mostrada la fi9. 11 puede entendida 

simpl<?mente en tármino5 de la relación de dispersión del modo más 

transver~al de la fig~ 12 .. La r-eflec:tanc:ia es gr.:inde cuando no hay 

medos normales de propagac:iOn (Re(p) :::::: 0 y lm(p) grande),. 6, cuando 

hay un modo de propagaci6n pero lit1 diferencia de impedancias de 

superficie es muy gr-ande t lm(pJ ::= 0 pero Re(pJ grande). En las 

regiones donde Re(p) aumenta o disminuye graClualmente, la reflec:tancia 

sigue estos cambios. 

Los modos ML presentan estructura en frecuencias donde los modos 

MT también exhiben es true: tura, as! qut! el los ~o generan rasgos 

adi.t:ionales en la reflectancia. 

En la fig. 14 se muestra el espectro de la reflectaru::ia de una 
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superred similar a aquella de la fig. 11, pero en la cual las capas A 

y B han sido permutadas, esto es, ahora la capa superficial tienen una 

densidad menor que la segunda. Denotamos este sistema como AB para 

distinguirlo de la superred anterior. Sorprendentemente, el espectro 

exhibe dos veces má.s picos que el de la fig. 11. La posición de cada 

segundo minimo coincide con un minimo de la fig. 11, pero esta 

acompañado por una nueva estructura en frecuencia mayor. Para 

entender el origen de estos rasgos extras, en la fig .. 15 graficamos el 

contorno de la densidad de carga inducida p(z) para ciertas 

frecuencias seleccionadas. Observamos que los nuevos minimos 

corresponden a una acumulación de carga en la primera capa, revelando 

una resonancia de la superficie de la superred, en contraste con el 

comportamiento de la estructura del sistema anterior. La existencia de 

estas resonancias de la superficie de la superred puede explicarse de 

la manera siguiente. Puesto que la pelicula superficial está limitada 

por el vacio en uno de sus lados, sus ondas longitudinales sólo se 

pueden derramar sobre la capa metAlica de mayor densidad en el otro 

lado. Por lo tantb r;u ancho efectivo es menor que el de las capas 

internas, las cuales pueden derramarse sobre ambos lados. 

Consecuentemente, las frecuencias de resonancia de la capa superficial 

serán mayores que las de las capas internas, pero menores que las de 

la película simétrica. En contraste, en el sistema BA todas las capas 

de menor densidad estAn rodeadas por capas metAl icas similares en cada 

de sus lados, y entran en resonancia en frecuencias similares. 

Para hacer mAs clara las contribuciones de ambos modos al 

espectro de reflectancia, hemos realizado los cálculos para el mismo 

sistema anterior, pero despreciando, a prop6si to, la presencia de los 
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modos ML- En este caso, las CAF' s no pueden ser satisfechas la 

superficie, y la impedancia de superficie no estará. dada por la 

(7.19), pero estar.a dada por z,. = v:/ V~, donde hemos considerado que 

el eigenvector 1 corresponde al modo MT. 

En la fig. 16 mostramos la reflectancia obtenida con está 

aproximación para ambos sistemas. Se puede ver que este calculo 

aproximado para el sistema BA concuerda perfectamente con la fig. 11, 

pero en el AB la extructura adicional de la fig. 14 no 

produce. Como esperabamos, la violación de la condición a la frontera 

en la superficie es más importante cuando la capa superficial soporta 

propagación de ondas longitudinales que cuando no lo hace. 

Finalmente, se observó que como los términos de la matriz de 

transferencia contienen funciones exponenciales de la longitud de 

decaimiento de las ondas transversales y de las ondas londitudinales, 

las cuales son muy diferentes, los cálculos númericos podrian 

presentan errores debido a inestabilidades numéricas y acumulación de 

errores de redondeo. Para comprobar que nuestros cálculos presentan 

dichos errores utilizamos el principio de conservación de la energia .. 

En la fig. 17 mostramos la gráfica de la densidad de flujo de energia 

transmitida al interior de la superr-ed, obtenida con la ecs. (7.35) y 

(7.36) .. Podemos observar que la suma de la gráfica de la reflectancia 

y la del flujo de energía transmitida es uno; por- lo tanto nuestros 

cálculos si cumplen con el pricipio de conservación de la energia, lo 

que garantiza que no cometimos errores númericos. 
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CAPITULO 9 

CONCLUSIONES 

En la presente tesis desarrollamos un procedimiento para el 

cálculo de las propiedades ópticas de superredes. Utiliza~os el método 

de la matriz de transferencia, el cual generali~amos para tomar en 

cuenta la propagación de ondas longitudinales en metales. 

Consideramos primero a una superred metal-aislante. Su matriz de 

transferencia se obtuvo como el producto de la matriz de transferencia 

de_ una capa metálica y una aislante. La matriz de transferencia para 

la capa metálica fue colapsada haciendo uso de las condiciones 

adicionales a la frontera (CAF's). Se obtuvieron expresiones simples 

para la relación de dispersión de los modos propios del sistema. La 

relación de dispersión nos sirvió para explicar el comportami~nto de 

la ref lectancia. 

Uno de los resultados má.s importantes es Ja existencia de modos 

de propagación originados por ondas de superficie acopladas, 

regiones donde el metal es opaco. El otro es la existencia de modos de 

propagación forma.dos por ondas longitudinales guiadas, regiones 

donde no se espera propagación si la dispersión espacial se desprecia. 
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Estos modos se manifiestan la reflec:tanc:ia c:omo una serie de 

minimos muy agudos y profundos cerca de las frecuencias w"' 

impar. Para estas, la longitud de e.inda de las ondas longitudinales 

cabe un número semi entero de veces (n/2) en el ancho de la pel1cula 

metá.lica. Estos minimos son má.s profundos que los encontrados en la 

reflectancia de una pelicula metálica aislada y podrian ser fAcilmente 

observados experimentalmente. 

Los resultados mostrados se obtuvieron usando modelo 

hidrodinAmico y asumiendo una CAF especifica, es decir, la continuidad 

de la componente normal de la densidad de corriente. Sin embargo, 

nuestro método también puede aplicado para obtener resultados 

utilizando diferentes tipos de CAF's. Esperamos que nuestros 

resultados, cualitativamente no se modifiquen al emplear modelos más 

realistas que el modelo hidrodinámico. 

Utilizando las fórmulas para la superred metal-aislante obtuvimos 

la reflectancia para una superred metal local-metal lociil, 

despreciando la no localidad de las capas con mayor frecuencia de 

plasma. Estos resultados pueden ser util.i:zados para frecuencias 

menores a la frecuencia de plasma más grande, y son exactos cuando el 

derramamiento de las ondas longitudinales de las capas menos densas 

puede ser despreciadoª Esto ocurre cuando la distancia de decaimiento 

de las ondas longitudinales en las capas más densas es mucho menor que 

cualquier otra distancia relevante. 

En este caso, se identificaron modos electromagnéticos formados 

por ondas de superficie en cada de las interfaces acopladas entre 

si directamente o por las ondas longitudinales guiadas de las capas 

menos densas y otros formados por ondas longitudinales guiadas unidas 
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·por ondas evanescentes transversales en las capas m.\s densas. Hay 

algunos cAlculos previos de la reflectancia de superredes 

conductor-conductor~ª pero el nuestro es el primero en tomar en cuenta 

el acoplamiento de las ondas transversales y longitudinales. 

Finalmente, mostramos los resultados del 

reflectanc:ia de una superred semiinfinita metal 

cá.lculo de 

local-metal 

la 

local, concentrando nuestra atención en frecuencias cercanas a las 

frecuencias de plasma de sus dos componentes. 

Los resultados muestran la estructura debido a la excitación de 

los modos de ondas de superficie y una serie de resonancias cerca de 

las frecuencias establecidas para las ondas londitudinales guiadas, 

decir, limitadüs dentro de las capas menos densas. Al comparar las 

frecuencias de resonancia con aquellas encontradas 

met.\lica aislada y en una superred local-no local 

una pel1cula 

encontró que 

estas se encuentran desplazadas hacia el rojo debido al derramamiento 

de las ondas longitudinales dentro de las capas vecinas. 

Cuando la primera capa es la de menor densidad obtione 

serie do resonancias adicionales puesto que el confinamiento de las 

ondas de longitudinales es más fuerte en la capa superficial. Esto so 

debe a que las ondas longitudinales guiadas no pueden derramar 

hacia el vac:lo, pero si hacia un conductor vecino. Un procedimiento de 

calculo, más simple, que desprecia la presencia de los modos mas 

londitudinales de la superred reproduce muchos de los rasgos del 

espectro, aunque no presenta las resonancias de la superficie de la 

superred. 

Para este caso utilizamos el conjunto completo de CAF•s que 

denominamos modelo I, pero nuestro método puede ser aplicado para 



obtener resultados utilizando otras CAF's y esperamos que pueda 

extenderse a modelos más realistas de superficies conductoras. 

Observamos que dentro del periodo de la superred hay dos escalas 

de longitud bastante diferentes, ·la longitud de decaimiento de las 

ondas transversales y la de las ondas longitudinales. Debido a que los 

términos de la matriz de transferencia contienen funciones 

exponenciales de estas distancias, el cé.lculo nómerico de la relación 

de dispersión podria presentar inestabilidades numéricas y acumulación 

de errores de redondeo .. Por el lo es 

analíticos, algunos de los cuales 

nuestro método. 

gran ventaja tener resulta.dos 

pueden obtener a través de 

Los resultados mostrados se obtuvieron para una superred 

semiinfinita formada por dos medios diferentes, pero nuestro método 

también se puede aplicar a sistemas más complejos formado5 por varias 

capas de diferentes medios. 

Finalmente, es importante sef"íalar que nuestro cAlculo es el 

primero que obtiene las propiedades ópticas de las superredes 

metAlicas tomando en cuenta los modos colectivos de propagación en una 

superred de este tipo! 2 •' 3 
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Fig. 1 Diagrama esquemático de una superficie entre dos medios. El 

volumen V es un pequef'io cilindro, una de cuY.as mitades se encuentra en 

un medio y la otra mitad en el otro. El vector ñ es normal a cada una 

de sus tapas y apunta del medio 1 hacia el medio 2. El contorno C 

pequen:o rectángulo una de cuyas mitades se encuentra en el medio 1 

y la otra en el medio 2. Su orientación tal que su vector normal t 

es tangente a la superficie. 
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Fig. e En la figura superior se muestra una onda incidente cuyo campo 

E es normal al plano de incidencia, el campo E apunta hacia fuera de 

la pá.gina y en la figura inferior tenemos lo mismo pero para una onda 

cuyo campo E esta 

fuera de 1 a pAg ina. 

el plano de incidencia, el campo B apunta hacia 
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SUPERRED METAL VACIO 

lnflnlla 

·=.:--·"f Tl JI 

.......-.,.. 
SUPERRED METAL LOCAL-METAL NO LOCAL 

-~:-·'"""f l'l· :-. rTl 
~ ~ 

SUPERRED METAL NO LOCAL-METAL NO LOCAL 

Infinita 

JI 

F1g .. 3 Estructura de una superred semiinf ini ta formada por dos· medios 

distintos de anchos a y b. El medio Il es un metal no local y el medio 

I es un aislante, un metal local metal local, según la 

superred sea una superred metal-aislante, metal no local-metal local o 

metal no local-metal no local .. El sistema de coordenadas utilizado y 

la posici6n de las fronteras derecha e izquierda de la capa del medio 

I y la del medio II. 
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Fig. 4 Reflectancia de una interface metal-vacio. La linea continua 

(discontinua) muestra el cálculo para un ángulo de incidencia de 70• 

(J.0•). La frecuencia está. normalizada como w/wP. 
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REFLECTANCIA DE UNA PELICULA METALICA 
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Fig. 9 Reflectancia de una pel1cula en medio del vac1o para un Angulo 

de incidencia de 70: La linea continua representa el cálculo no local 

y la linea discontinua el local. La frecuencia está normalizada 
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REFLECTANCIA DE UNA SUPERREO METAL-AISLANTE 
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Fig. 6 Reflectancia de una superred semiinfinita metal-aislante para 

un á.ngulo de incidencia· de 70: La Unea continua muestra el cálculo no 

local y la l!nea discontinua el local. La frecuencia está normalizada 
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RELACION DE DISPERSION 
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Fig. 7 Relación de dispersión t.> vs. p de 
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superred semiinfinita 

metal-aislante para un angulo de incidencia de 7QJ: La linea continua 

corresponde al calculo na local y la discontinua al local. El vector 

de onda estA normalizad~ como p~P-
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REFLECTANCIA DE UNA SUPERRED METAL-AISLANTE 
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Fig. 8 Reflectancia de una super-red como la de la Fig. 6 pero para un 

tiempo de relajación menor-, T' == 100/wP. 

139 



R 
e 
f 
l 
e 
e 
t 
a 
n 
e 
i 
a 

REFLECTANCIA DE UNA SUPERRED METALICA LOCAL-NOLOCAL 
1 ..,.-~-.-~~-r-~~r--:::===--<~~,---~-.-~~-r-~~ 

0.9 

o.e 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0,3 \ 
0.2 ~~~~~~~--~~~~~~~~~~~~~~ 

1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35 1.4 
Frecuencia normalizada 

Fig. 9 Reflectancia de una superred semiinfinita metal local-metal 

local para un ángulo de inc"i.dencia de 70: La linea continua muestra el 

cá.lculo no local, mientrás que, la discontinua el local. La frecuencia 

ésta y las próximas figuras está. normalizada como w/wPA. 
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RELACION DE DISPERSIOH 
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Fig. 10 Relaci6n de dispersión de una superred metal local-metal 

local para un 6.ngulo de incidencia de 7m: La linea continua 

corresponde al cálculo no local y la discontinua al local. El vector 

de onda en ésta. y las siguientes figuras esta normalizada como pAPA. 
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Fig. 11 Reflectancia de una superred semiinfinita metal no local-metal 

no local para un Angulo de incidencia de 7111: 
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Fig. 12 Relación de dispersión del modo m.!s transversal de 

suporred metal no local-metal no local para un á.ngulo de 70: 
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Fig. 13 Relación ,de dispersión del modo ma.s longitudinal de una. 

superred metal no loca.1-meta.l no local para un ángulo de 7CZI~ 
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Fig. 14 Reflectancia de una superred metá.lica no local. Los parámetros 

los mismo que les de la figura 10, excepto que la primera capa es 

del metal menos denso. 
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Fig. 15 Envolvente de la densidad de carga inducida p(z) par-a la misma 

super-red de la figura 13, Para w ~ l.086wPA que corresponde a un 

mlnimo en la reflectancia en las figura 1'11 y 13, debido al 

acoplamiento a un modo de propagación (cuadro superior), y para w = 

1.103wPA la cual corresponde a un mtucimo s6lo en la figura 13, dende 

un modo de resonancia de la superficie de la superred es excitado. La 

linea continua corresponde al sistema AB y la linea discontinua al BA. 



REFLECTANCIA DE . UNA SUPERRED METALICA FORMULA REDUCIDA 
1~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~"""'~, 
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Flg. 16 Reflectancia aproximada de una superred semiinfinita no local 

para el sistema AB (U nea continua) y para el sistema BA (linea 

discontinua). En el cá.lculo el modo má.s longitudinal fue despreciado. 
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Fig. 17 Densidad de flujo de energia transmitida hacia el interior de 

una superred como la de la figura 13. El flujo de energia se muestra 

normalizado. 
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