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INTRODUCCION

La presente tesis tiene como objetivo, aclarar los puntos que omiten los au-
tores Horst Herrlich y M. Husek en el articulo Galois Connections Ca-
tegorically, que fue publicado en el Journal of Pure and Applied Algebra
en 1990; asi como agregar resultados para obtener las demostraciones de los
teoremas que se mencionan. Quiero sefialar que el contenido puede ayudar a
entender conceptos vistos en los cursos de dlgebra moderna, que se imparten
en la Facultad de Ciencias; sin embargo hay conceptos que deben manejarse
atinadamente para entenderlos. Dentro de la tecoria de las categorias hay
grandes estratos de estudio, mediante los cuales se obtiene informacién muy
importante (funtores, transformaciones naturales, situaciones adjuntas; etc).

Aproximadamente en 1830 Galois descubrid e investigd una conexidn, entre
el conjunto de todos los subcampos de L que contienen a K y el conjunto de
todos los automorfismos de L que dejan a A fijo. Las propiedades de esta

conexidn sigue vigente en marcos mds abstractos.

En 1940 Birkhoff [2] asocié una relacién con una conexidn, la cual llamé po-
laridad. Generalizando este concepto, Ore [7] introdujo en 1944 coneziones
‘de Galois entre conjuntos parcialmente ordenados (COPOS). Estas, asi como
las polaridades tienen forma contravariante. Su versién covariante fue intro-
ducido en 1953 por Schmidt {10], bajo el nombre coneziones de Galois de tipo
mizto. Los categoristas observaron que estas conexiones, no son otras que
situaciones adjuntas entre conjuntos parcialmente ordenados, considerados
de la manera usual como categorias (ver Mac Lane [8]). Desafortunada-
mente, muchas propiedades de las conexiones de Galois no son vilidas en
las situaciones adjuntas, por consiguiente para las conexiones de Galois los

funtores adjuntos forman un nivel inadecuado de generalidad.



A continuacién,:se mencionan los estratos que sirven como niveles de gene-

‘ralidad: o ;

(a) Correébéndeﬁcias de Galois (= Conexiones de Galois de tercera
- clase)

(b) Adjunciones de Galois (= Conexiones de Galois de cuarta cla-
se)

Virtualmente todos los resultados interesantes de las conexiones de Galois
son vdlidas para el concepto (a), y un nimero suficiente para el concepto
(b). Algunas partes de la teoria del segundo concepto fueron introducidos
por Isbell [5] (mencionado en Pumpliin [9]).

El capitulo I se divide en dos secciones, que son las conexiones de Galois
de primera y segunda clase; y se prueban las relaciones que existen entre
ellas. En el capitulo II, se definen las conexiones de Galois de tercera clase,
y se desarrollan gran parte de sus propiedades e incluyendo algunos ejemplos
interesantes. Al abstraer mds el concepto de conexiones de Galois, en el
capitulo III; se definen las conexiones de Galois de cuarta clase y se agregan
algunos resultados que Herrlich y Husek no consideraron en su articulo.



CAPITULO I

CONEXIONES DE GALOIS
DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

Alrededor de 1830 aparecid en Francia
una nucva estrella de inimaginable
brillo en los cielos de la matemdtica
pura: Evariste Galois,

Félix Klein

En este capitulo se definen las conexiones de Galois de primera clase, y se
prueban algunas propiedades iitiles. Posteriormente se definen las conexiones
de Galois de segunda clase. Uno de los resultados interesantes que se prueba,
es que toda conexién de Galois de primera clase es conexién de Galois de
segunda clase y reciprocamente. A continuacidn, comenzamos por recordar
la descripcién cldsica de las conexiones de Galois; descritas por Birkhoff y

Ore, en sus formas covariantes.

1 .Conexiones de Galois de Primera Clase

Definicién 1.1 (Birkhoff [2]) Sean X y Y conjuntos, p = (X,R,Y) una
relacion entre X y Y. Denotamos con A = (0(X),2) el conjunto potencia
de X, ordenado mediante la inversa de la inclusion; y con B = (p(Y),C)
el conjunto potencia de Y, ordenado mediante la inclusién., Definimos las
JuncionesG: A — B y F:B-— A como sigue:

Ga)={yeY:Vz€a zpy} y Fb)={z€X:Vycb zpy}. En este
caso (F, G) se llama conexidn de Galois de primera clase.
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Teorema 1.1 (Birkhoff [2])
St (F,G) es conezion de Galois de primera clase, tales que A* = F[B] y
B* = G[A), entonces se tiene lo siguiente:

(0) G:A— ByF:B— A son funciones mondtonas.
(1) VacAyVbeB F(b)<a <> b<G(a)

(2) VacAyVbeB FG(a)<ayb<GF(}).

(8) G(Ua;) =nG(a:) y F(UL)=NF(b;).

(4) GFG=GyFGF=F.

(8) (GF)*=GF y(FG)?=FG.

(8) A =FG[A]={a€ A:FG(a)=a} y
B = GF{t] = {be B: GF(8) = b).

(7) SeanG°:A*— B y F*:B* — A° tales que, G* y F* son restric-
ciones de G y F respectivamente, entonces G* y F* son isomorfismos

inverses uno del otro.

Demostracién:

(0) Se quiere probar que G : A — B es monétona.

Veamos que si a; < a3, entonces G(a;) < G(az).

Supongamos que az C a,, probaremos que G(a,) € G(ay).

Si y € G(a;), entonces Yz € a, zpy; como a; C a,, entonces Vz € a; zpy ;
asi y € G(a2), por lo tanto G(a;) C G(az).

Anilogamente, F es monétona.

(1) Se quiere probar que F(b) D a «= bC G(a) para ac A ybe B.
=>») Supongamos que F(b) 2 a, y € b; veamos que y € G(a), pero
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z€aC F(b) =>Vyeb(Vz€ X zpy) =>Vy &b (Vz €aazpy),
asi 'y € G(a) por lo tanto b C G(a).

<=) Supongamos bC G(a) y = € F(b), veremos que z € a.
z € F(b) = Yy € b(Vz € X zpy) = Vy € G(a) (Vz € a zpy), pues
bC G(a) .. VyeG(a)(Vz€azpy) .. z€a .. aCF().

"

(2) Probemos que FG(a)Dda y bCGF(b)para a€ A y beEB.
Como G(a) C G(a): <= FG(a) 2 a por (1).

Como F(b) C F(b) <=> bC GF(b) por (1)

por lo tanto FG(a) 2 a y b6C GF(b).

(3) y € NG(a;) <= Vy € G(a;) «=> ViVz; € Ua; zipy
&> Vz;€Ua; =xpy <= y€ G(Ua).

Andlogamente, F(Ub;) = NF(b;).
(4) Veamos que GFG(a) =G(a) y FGF(b) = F(b) paraa€ A y b€ B.

Por (2) FG(a)2a = GFG(a) 2 G(a), pues G es mondtona.
Como b C GF(b), entonces G(a) € GFG(a) (con b= G(a)),
por lo tanto GFG(a) = G(a).

Anélogamente, FGF(b) = F(b).

(5) Por (4) GFG =G = FGFG=FG .. (FG)*=FQG.
Por (4) FGF=F => GFGF=GF .. (GF)*=GF.

(6) Esto es claro por la marera en que se definié F{B] y G[A].

(7} Veamos ahora que G*F*=Immy y F*G* = Igay
G"F* = G*F(b) = GF(b) = b, pues G* y F* son restricciones de G y F



respectivarnente y por (6); por lo tanto G*F* = [ig1a)-

Anilogameante, F*G* = Iieig).

2 Conexiones de Galois de Segunda Clase

Definicién 1.2 Sear G : A — B y F : B —» A funciones mondtonas
entre clases parcialmente ordenadas, tales queYa € A yVbe B

F(b) £ a <> b< G(a). En este caso (F,G) se llama conexién de Galois
de segunda clase. ’

Propasicién 1.2
SiG: A — ByF : B —+ A son funciones mondlonas entre clases
parcialmente ordenadas, entonces (1) y (2) son equivalentes e implican las

restantes, Con A* = F[B] y B" = G[A].
(1) (F,G) es conexidn de Galois de segunda clase.

(2) FG(a)<a y b<SGF(b) acAybeB.

(8) G preserva infimos (mdzime cota inferior) y F preserva supremos
(minima cota superior).

(4) GFG=G y FGF=F.
(5) (GF) =GF y(FG)? = FG.

(8) A =FGAl={ac A:FG(a)=a} vy
B* = GF[B] = {b& B : GF(b) = b}.



(7)  Sean G : A" —s B* y F*: B* — A", tales que G* y F* son resiric-
ciones de G y F respectivamente; entonces G* y F'* son isomorfismos

tnversos uno del otro.

Demostracion:

(1) = (2) Si (F,G) es conexién de Galois de segunda clase, entonces
Vac AyVbe B F(b) <a <= b< G(a), como F(b) < F(b)

<= b< GF(b), porlotanto b < GF(b).

Como G(a) £ G(a) <= FG(a) < g, por lo tanto FG(a) < a.

(2) = (1) Como FG(a) <a yb< GF(b)cona € Ay b€ B, entonces
veamos que, F(b) <a <= b< G(a).

=3) Si F(b) < a, entonces GF(b) < G(a), pues G es monétona; ademds
b < GF(b) < G(a), por lo tanto b < G(a).

<=) Si b < G(a), entonces F(b) £ FG(a) < a ya que F es mondtona,
por lo tanto F(b) <a.

(3) Veamos que G preserva infimos.
i) Como Va; a; £ Ua;, entonces Va; G(a;) < G(Ua;) yaque G es monétona,
por lo tanto NG(a;) < G(Ua;).

ii) Si Vi ¢ < G(a;), entonces Vi F(c) < a;, luego F(c) < Uay; asi ¢ <
G(Ua;) por lo tanto G(Ua;) = NG(a;), por lo tanto G preserva infimos.

Analogamente, F preserva supremos.

(4) Como FG(a) < a, entonces GFG(a) < G(a) por ser G mondtona;
como b < GF(b), entonces G(a) £ GFG(a) (con b = G(a)),
pues G : A — B, por lo tanto GFG = G.

Andlogamente, FGF = F.



(5) Como GFG = G, entonces (GF)? = GFGF = GF . (GF)! = GF.
Andlogamente, (FG)? = FG.

(6) Es claro que FG[A]={a € A: FG(a) =a} ¥y

GF|B]={be B: GF(b) =b). )

i) Por (4) F{B] = FGF|B] = FG|A*] C FG[A], asi A* C FG[A].

z € FG[A] implica x = FG(a) para a € A, aplicando (5) tenemos que
FG(a) = F(GFG(a)) € F{B] = A*, asi = € A®, luego FG[A] C A" por lo
tanto A® = FG[A}.

ii) 8i a € A", entonces a € FG[A}; asi a = FG(a') a' € A, lo cual
implica FG(a) = FGFG(a') = FG(a') = a por (5),
por lo taato FG(a) = a, por lo tanto A* C FG(a).

Siae A y FG(a) = a, entonces G(a) € B, asi a = FG(a) € A",
por lo tanto a = FG(a) C A, porlo tanto Ve € 4 A® = FG(a).

Andlogamente, B* = GF{B] = {b€ B: GF(b) = b}.
(7) Probemos que G*F* = I(rigy) v F*G* = Iga)).

G*F* = G°F(b) = GF(b) = b, pues G* y F* son restricciones de G y F
respectivamente y por (6), por lo tanto G*F* = [igay).

Analogamente, F°G* = Iimg).

Proposicién 1.3
SeanG:A— B, F,: B— AyF,: B— A funciones. Si (F,G) y
(F2,G) son coneziones de Galois de segunda clase, entonces Fy = I3,



Demostracidn:

(F1, G) conexién de Galois de segunda clase <= b< G(a) prrac e Ay
be B <> b< G(Fi(b) (con a= Fy(b) ) <= Fi(b) < Fi(b), pues (F2,G)
es conexidén de Galois de segunda clase; por lo tanto F3(b) < Fy(b).

(F2,G) conexién de Galois de segunda clase <= b < G(a)

<= b < G(F(d) (cona = F(b)) < F(b) £ Fy(b), pues (F1,G) es
conexion de Galois de segunda clase; por lo tanto Fjy(b) < F3(b), por lo tanto
F\(b) = F3(b) por lo tanto F; = F; . ]

Proposicién 1.4 (Pickert [8])

Sean A,B clases parcialmente ordenadeas y G : A — B funcién entre
reticulas completas, entonces G preserva infimos <=> ezisle una tnica
Juncion F: B — A tal que (F,G) es conezidn de Galois de sequnda clase.

Demostracidén:

=) Veamos la existencia.

F : B —+ A se define mediante F(b) = b<G( ) a.

i) Afirmamos que F es mondtona, pues 8i b < by, entonces (b < G(a) =
b < G(a)), lo cual implica que N <G(ﬂ) e < hg;( )a, por lo tanto F(b) <
F(by); asi by < by implica F(b) < F(b2), por lo tanto F' es monétona.

ii) Ahora probemos que § < G(a') <= F(b) <a'

=) b £ G(a') implica bsg(a) a < d', por lo tanto F(b) < a'

<=) F(b) < a’ implica. n a < d, por lo tanto b < n( G(a) < G(a');
por lo tanto si F(b) < o', entonces b < G(d').

iii) La unicidad se sigue inmediatamente de la proposicién 1.3.

<==) Es claro por la proposicién 1.2 (3). []



Proposicién 1.5 o
8t (F, G) es conezién de Galots de segunda clase, entonces G es tnyectiva

<=> F es suprayectiva.

Demostracién: .

Como (F,G) es conexién de Galois de segunda clase, entonces existen fun-
ciones monétonas G: A — By F: B — A,

=) Veamos queVa€ A3b6€ B-3: Flb)=a.

Si a € A, entonces G(a) € B; probemos que FG(a) = a.

Por la proposicién 1.2 (4) GFG(a) = G(a) => FG(a) = a, pues G es
inyectiva ... F(b) =a (conb=G(a)) .. F essuprayectiva.

<«=) Probemos que si G{e) = G(a’), entonces a = a'.

a,a' € A=y 3bt € B -3 -F(b)=ay F(V/)=d', pues F es suprayectiva;
asf G(a) = G(a’) implica GF(b) = GF(¥'), luego FGF(b) = FGF(¥'); asi
por la proposicién 1.2 (4) F(b) = F(b'), luego a = a';

por lo tanto G es inyectiva.

Proposicién 1.6 (Everett (3], Ore {7}, Schmidt [10])

Sean X, Y conjuntos, tales que A = (p{X),2), B = (p(Y),C). Si
G:A— By F:B —+ A son funciones, entonces (F,G) es conezidn de
Galois de primera clase <= (F,G) es conezion de Galois de segunda clase.

Demostracién:

=>) (F, G) Conexién de Galois de primera clase, implica F y G son moné-
tonas .. porelteoremal.l (1) Va€ AyVbe€ B, F(b) < a &> b < Gla);
por lo tanto {F,G) es conexién de Galois de segunda clase.
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<=) (F,G) conexién de Galois de segunda clase == F y G son mondtonas.

Veamos ahora que,
Gle)={yeY:Vz€a zpy} Fb)={zeX:Vyeb zpy}

Sea.lpla.rela.cidndeXenY-B-::py <= Ja€p(X)conz €a, y € Gla).

Por demostrar 3b€ p(Y)cony €b y ::éF(b) <= zpy

=) beBeomyebyze F(b)=>ycbyze€ A, pues F())C A
b<GF(b)ybe B=>bC GF(b) S G(a),pues F()) C A

o y€EG(@) yz€A . =zpy .

) zpy => Ja € p(X),conz € A, y € Gla) => 3'a € A, con-:
z€A yEG@)CB=> Iz €a, y€B, adema.sF(b)<FG(a)<a,pues
(F, G) es conexion de Galois de segunda clase.

Jdz€a,y€ B, y aC FG(a) C F(b)

3ze F(b),yeB .. 3beB,cony€b, z € Fb)

Jbe p(Y), con y €b, z € F(b).

La correspondencia definida por p es conexién de Galois de primera clase
(F,G) es conexién de Galois de primera clase.

OBSERVACION

El resultado anterior nos permite caracterizar por medio de las conexiones
de Galois de segunda clase, a todas las conexiones de Galois de primera clase

de una manera mas sencilla.
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CAPITULO II

CONEXIONES DE GALOIS
DE TERCERA CLASE

Reductio ad absurdum, que tanto amaba Euclides,
es una de las mejores armas del matemdtico. Es
un gambito mucho mds fino que uno cualguiera
del ajedrez: un jugador de ajedrez puede ofrecer
el sacrificio de un pedn o de otra pieza mayor,
pero el matemdtico ofrece el juego.

QG.H. Hardy

En este capitulo se desarrollan algunas definiciones y posteriormente se defi-
nen las conexiones de Galois de tercera clase, las cuales resultan muy impor-
tantes pues con ello se obtiene un estrato muy grande al trabajar con cate-
gorias. Con respecto a la definicién de conexién de Galois de tercera clase,
se hizo un cambio en la definicién que dan los autores Herrlich y Husek, pues
resulta mads fdcil trabajar con ella y después probamos que son equivalentes.

La utilidad que se obtiene al definir las conexiones de Galois de tercera clase,
es muy importante ya que las conexiones de Galois de primera clase, resultan
ser un caso particular de las de tercera clase, como podra verse mas adelante.

A continuacidn, se definen algunos conceptos.
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2 Conexiones de Galois de Tercera Clase

Definicién 2.1 Sea X una categoria. Una categoria concreta sobre X, es un
par (A,U) tales que A es categoria yU : A — X es funtor fiel y amnésico.

Definicién 2.2 U : A — X se llama funtor amnésico cuando para cada f
A-isomorfismo, con U f morfismo identidad en X se tiene que f es identidad
en A.

Definicién 2.3 F:(A,U) — (B,V) es funtor concreto si F : A — B es
Suntor tal que V o F = U, es decir el siguiente diagrama conmuta.

A-—-—F———bB
U. ‘lv
\

X

OBSERVACIONES
Nosotros adoptaremos las siguientes convenciones:

1) Ya que los funtores fieles son inyectivos en los conjuntos hom, nosotros
supondremos que homa (A, B) es subconjunto de homx (U A, U B) para cada
par de objetos (A4,B) € ObA. Esta convencién nos permite expresar la
propiedad de que, si A,B € ObB y f €éMorX con UA v B, entonces
existe un tinico A-morfismo A -2+ B con U(A -2+ B) =UA L, UB, yen
tal caso abusaremos del lenguaje diciendo que f: A — B es un morfismo

de A.

2) Algunas veces, se denotard con A a la categoria concreta (A, U) .

13



FIBRAS EN CATEGORIAS CONCRETAS
Definicién 2.4 Si (A, U) es categoria concreta sobre X, entonces
(1)  La fibra de X €0bX, consiste de la clase preordenada de todos los
A €0bA con U(A) = X, ordenados por:
A<B & idy:A— B€ Mor A.

(2) A, B € ObA sonequivalentes si AS By BL A,

(3) (A,U) es amnésico si las fibras son clases parcialmente ordenadas; es
decir dos objetos equivalentes son iguales.

EJEMPLOS
En los siguientes ejemplos X denotara la categoria de los conjuntos.
(1) Si A esla categoria de los conjuntos preordenados, p; y p; relaciones en
Set, entonces las fibras en A estan dadas por:
nSpr <= pCp

{2) Si A es la categoria de los espacios métricos, entonces para las métricas
dy y dz en X, las fibras en A estan dadas por:

dy £d; <= V(z,y) €Xx X, dy(z,y) < di(z,y)

(3) Si X = Top, entonces para las topologias 7, y 7; en X, las fibras en A
estan dadas por:
NS & ncn

14



(4) Si A = Vec, entonces para los espacios vectoriales »; y v, en X, las:

fibras en A. estan dadas por:

nSv, &£ =

Definicién 2.5 Si F y G son funtores concretos para (A,U) y (B, V) res-
pectivamente, se dice que I es més fino que G (0 G es mds grueso que F)
si se cumple:

F<G <=+ VA€ ObA F(A) < G(A)
EJEMPLOS

(1) Sea X = Set la categoria de los conjuntos, y consideremos las funciones
que preservan el orden como funtores concretos sobre 1 = {0}, entonces

F<G «= Yz F(z)<Gz)

(2) Sean U : Top —+ Set el funtor que olvida, F : Set —+ Top el funtor
discreto, y G : Set — Top el funtor indiscreto, entonces F < G .

Demostracidn:
(2) Consideremos el siguiente diagrama:
Set ———— Top
~. ¢
idse lu

Set

Sea (X, 7),(X,0) espacios topoldgicos, con ¢ y 7 topologias discretas,
entonces idy : (X,t) — (X, o).
Asi F <G, puesVz € X idx : F(z) — G(z) es continua.

15



Proposicién 2.1

(1)  Todo funtor concreto es fiel.

(2) - Todo funtor concreto estd completamente determinado por su valor en
los objetos.

(3) Los objetos que son identificados por un funtor concreto pleno son
equivalentes.

(4)  Todo funtor concreto pleno con dominio amnésico es inmersidn.

Demostracién:

1) Sea F': A — B un funtor concreto y A;, A; € ObA.

Veamos que F : Hom(A;, Az) ~— Hom(F(A,), F(A,)) es inyectiva.
s f2 € Hom(Ay, Ag) 3 -F(fi) = F(f2), por demostrar f; = fi.
Como F es funtor concreto, entonces U =V o F .. F(fy) = F(f)
= VF(fi) = VE(fy) = U(fi) = U(fa) = fi = fo, pues U es fiel.

2) Sea G: (A,U) — (B, V) un funtor concreto tal que YA € ObA G(A) =
F(A), entonces Vf € MorA f: A -—— A, tenemos los B-morfismos

Fy

G(A) = F(A) == F(A) = G(A") con V(Ff) = U(f) = V(Gf), yaque V
G/

es fiel, entonces Ff = Gf; por lo tanto F = G.

3) Si A, A’ € ObA tales que F(A) = F(A’). Por ser F fiel y pleno, existe un
dnico g : A — A’ isomorfismo de A tal que F(g) = id : F(A) — F(A"), y
U(g)=V(F(g)=1id .. g=idy .. A<A".

Andlogamente, A’ < A; por lo tanto A y A’ son equivalentes.
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4) Sea F: (A,U) — (B, V) funtor concreto pleno.

Por 1) F es fiel, veamos que si F(4) = F(A’), entonces A = A'.
Por 3) si F(A) = F(A'), entonces A y A’ son equivalentes,

asf A = A’, pues U es amnésico; por lo tanto F es inmersidn.

Definicién 2.6 Sean A y B calegorias concretas sobre X, si G: A — B
y F: B — A son funtores concretos sobre X; tales que Fo G < idp y
idp < Go F, entonces el par (F, G) se llama Conexién de Galois de Tercera
Clase ( o Correspondencia de Galois o Conexidn de Galois Concreta).

EJEMPLOS

Sean U : Top — Set el funtor que olvida, D : Set — Toﬁ el funtor
discreto y N : Set —» T'op el funtor indiscreto, entonces (U, N) y (D, U) son

correspondencias de Galois.

Demostracién:

(1) Veamos que U o N < idge y idrop S No U.

Es claro que U o N < idg,, por demostrar idp,, SNoU .

Sea (X, 1) espacio topoldgico, veremos que idy : (X,7) — (N(U(X,T))) es
continua. Se probard que idy : (X,7) — (X, o) es continua, donde o es la
topologia indiscreta en (N(U(X, 7))).

Es claro que idx : (X, 1) — (X, ¢) es continua, pues los tinicos abiertos son
0y X.

(2) Veamos que Do U < Top y idsq < U o N, lo cual es claro; pues todos
los conjuntos son abiertos en la topologia discreta.
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Proposicién 2.2 :
5i (F, G) es correspondencia de Galois entre A y B, y (F',G") es correspon-
dencia de Galois entre B y C, entonces (F o F',G' 0 G) ‘es correspondencia
de Galois entre A y C. ‘

Demostracidn: :
VA€ObA F'G(G(A)) < G(A), pues (F',G’) es correspondencia de Galois;
por lo tanto FF'G'G < FG(A), pues FG(A) < A
por lo tanto (FF')}{G'G)(A) < A.

Anilogamente, VC €ObC C < (G'G)(FF")(C)
(F o F',G’ o G) es correspondencia de Galois entre A y C.

Proposicién 2.3
Si (F, G) es correspondencia de Galois entre A y B sobre X, entonces
(G°P, F°) es correspondencia de Galois entre B® y A sobre X°P,

Demostracidn:

Veamos que G0 F? < idpes y idpr < FP0GP.

Por hipétesis FoG <idp y tdp < Go F. porlo tanto,

idg S GoF <= YBeObB B < GF(B) < idp: B— GF(B) €
MorB <=> idges € MorB, asi (G o F)°? = G°? 0 F°P < idper

por lo tanto G°P o F°P < idpes.

FoG <idy, «> YVAcObA FG(A) < A < id4: FG(A) — A ¢
MorA <=> idp» € MorA®, asi tdae < (F o G)P = F°P o G°F

por lo tanto idpo < F°P 0 G
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Proposicién 2.4
SiG: A~ ByF:B— A son funtores concretos sobre X, entonces son’

equivalentes:

(1) (F,G) es correspondencia de Galois. ,

(2) Si f € MorX, entonces F(B) <> A € MorA <= B -1 G(A) €
MorB para cada A€ A yB € B.

. Demostracién:
(1)=(2)
==3) Si f € MorX , entonces aplicando G y idg < G o F se tiene
B 5, gr(B) 4+ G(A) € MarB
<=) Si B -1+ G(A) € MorB y FoG < ida, entonces

F(B) L FG(A) ¥4 A ¢ MorA

(2) => (1) ya que.cada F(B) "2 F(B) € MorA, por (2) VB cObB
B < GF(B), por lo tanto idg < Go F.

Andlogamente, VA €0bA FoG <idy.
Po lo tanto (F, G) es correspondencia de Galois.

OBSERVACION

En el articulo de Herrlich y Husek {4}, la definicién de correspondencia de
Galois es la que aparece en el inciso (2) de la proposicién anterior; y no
la definicién que se da (Definicién 2.6), sin embargo la proposicién anterior
afirma que son equivalentes; por lo tanto usaremos cualquiera de ellas,
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Proposicién 2.5 k
8i (F,G) y(F', G) son correspondencias de Galois entre categorias concretas

amnésicas, entonces F' = F',

Demostracién:

B €0bB, si (F, G) es correspondencia de Galois, entonces B < GF(B) +—
B £ G(A) (con F(B) = A) <= F/(B) < A= F(B), pues (F',G) es
correspondencia de Galois, por lo tanto F'(B) < F(B).

Andlogamente, F(B) < F'(B); por lo tanto por amnesia F = F’.

Proposicién 2.6
Si (F, Q) y (F,G') son correspondencias de Galois entre categorias concretas

amnésicas, entonces G = G'.

Demostracién:
Se sigue por dualidad de la proposicién anterior.

OBSERVACION

Si las clases parcialmente ordenadas son interpretadas de la manera usual,
como categorias concretas sobre una categoria T que tiene un morfismo;
entonces las conexiones de Galois de segunda clase, son justamente las cone-

xiones de Galois de tercera clase (ver [4}).
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Proposicién 2.7
Si H es isomorfismo concrelo, entonces (H=', H) es correspondencia de Ga-

lois.

Demostracién:

Sea H : A — B isomorfismo concreto.

Por demostar H-(B) <1+ A <= B -4 H(A) para A€ A,B € B.
AcA,BeB H-YB)-1 A < HHEHB)-L HA)

& idp(B) . H(A) <= B-L H(A).

Definicién 2.7 Si H es isomorfismo concreto, entonces (H™,H) es corres-
pondencia de Galois; a (H™', H) se le llama isomorfismo de Galois.

Corolario 2.8

Sean G: A — B y F : B — A funtores concretos entre categorias con-
cretas amnésicas tales que (F,G) es correspondencia de Galois. Sean A* la
subcategoria plena de A cuyos objetos { F(B)|B € OB} y B* la subcategoria
plena de B cuyos objetos {G(A)| €0bA} , entonces

(1) A es correfleziva en A, y ACObA® <= A =(FoG)(A)
(2) B- es refleziva en B, y B €0OiB* <= B =(Go F)(B)
(8) G":A" —+ B* yF*:B" — A" las resiricciones de G y F respec-

tivamente, son isomorfismos concrelos inversos uno del otro.

Definicién 2.8 Si E : A — B es inmersion concreta yR: B — A es
reflector concreto, entonces (R,E) es correspondencia de Galois y en este
caso se llama reflexion de Galois (ver [1] p. 60-61).
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Definicién 2.9 Si E: A —+ B ¢s inmersion concreta y C : B — A es
correflector concreto, entonces (E,C) es correspondencia de Galois y en este
caso se llama correflexion de Galois (ver {1} p. 60-61).

OBSERVACION

Si se considera el soporte de la categoria X = 1, entonces las categorias con-
cretas sobre X, son esencialmente clases preordenadas y los funtores concretos
son funciones que preservan el orden, y como { Ya€ Ay Vbe B F(b) <
a <> b < G(a))esequivalentea (Va € A (FoG)a)<a y VbeEB
b £ (G o F)(b) ) (proposicién 2.4), entonces las conexiones de Galois de
primera clase son justamente las correspondencias de Galois cuando X = 1.

Proposicién 2.9

Sean G : A — B y F : B — A funtorves concrelos enire catcgorias
concretas amnésicas tales que (F, G) es correspondencia de Galois. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) G es inmersidn plena.

(2) G esplena.

(3) G es inyectiva en los objetos.
(4) F es suprayectiva en los objetos.
(5) FoG=ids.

(8)  Ezcepto por isomorﬁsmo. (F,G) es reflezién de Galois, es decir;
eziste (R, E) reflezidn de Galois y (H™}, H) isomorfismo de Galois con
(F,G)=(R,E)o (H", H).
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Demostracién:
(1) == (2) Es claro.

(2) = (3) Veamos que, si G(A) = G(A'} , entonces A = A para cada
A, A’ €ObA. S

Si G(A) = G(A') = B, entonces idp : B — B € MorB, pero " S e
G : A(A, A') — B(B, B) es sobre { pues G es pleno ) s BfA——bA’ i
con A < A S

Analogamente, A’ £ 4; por lo tanto A = A'.

(3) = (4) VA €ObA si GFG(A) = G(A), entonces FG(A) = A pof (3),
oo F(B)=A( con G(A)= B ) .. F essuprayectiva en los objetos.

(4) = (5) si A €ObA, entonces 3 B €0bB con F(B) = A, pues F es
suprayectiva. (F o G)(A) = F(G(A)) = F(G(F(B))) = F(B) = A por la
proposicién 2.5 . (FoG)A) = A .. FoGyids coinciden en los
objetos, pero los funtores concretos estan determinados por su valor en los
objetos (proposicion 2.1 (2} ), por lo tanto Flo G = idy.

(8) = (6) Sean B* la subcategoria plena de B, cuyos objetos son de la
forma {G(A)|A €0ObA}; H : A — B" la correstriccién de G, F : B*~—B
lainclusidon y R=Ho F.

Abora formemos el siguiente diagrama:

A % B
H-l“ﬂ B
B /

Afirmacién (H™Y, H) es isomorfismo de Galois, pues VA €ObA
HY(H(A)) = H7Y(G(A)) = F(B(G(A))) = F(G(4)) =4
por lo tanto H™' o H =id,.
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. H(HN(G(A))) = H(F(E((G(A)) = H(F(G(A))) = H(A) = G(A)
o H:o H™' = idg.. (Lo cual ya sabiamos por la proposicién 2.7 ).

" Por hipétesis (F,G) correspondencia de Galois == B < (G o F)(B), pero
(GoF)(B)=(EoHoF)B)=(Ho F)(B) = R(B)

. idg : B — R(B) € MorB .. las reflexiones tienen como soporte la
identidad. .. (R, E) es reflexién de Galois.

Claramente G=EoHy F=H"'oR .. (F,G)=(R,E)o(H™ H).

(6) = (1) Ya que toda subcategoria concretamente reflexiva, de una cate-
goria concreta amnésica es subcategoria plena; entonces por la amnesia de la
inmersidn, F es subcategoria plena .. G = F o H es la composicién de
inmersiones plenas .. G es inmersién plena.

Teorema 2.10

SiG:A — By F:B — A son funiores concrelos sobre X, entonces

1
(

) ant

las siguientes condiciones (1)-(3) son equi tes e i nlas r
donde A" es la subcategoria plena de A, cuyos objetos son de la forma
{F(B)|B €0bB} y B* la subcategoria plena de B, cuyos objetos son de la

forma {G(A)| €ObA}.

€8
il

(1) (F,G) es correspondencia de Galois.

(2) F es adjunto izquierdo de G y las funciones G-universales son llevados
por X-identidades idg : B — GF(B).

(3) G es adjunto derecho de F y las funciones F-couniversales son lleva-
dos por X-identidades id, : FG(A) — A.

(4) G preserva fuentes iniciales y F preserva sumideros finales.
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() GoFoG=G y FoGoF=F.
(8) (GoF)P=GoF y (FoG)?=FoG.

() A€ObA" <= 3A'€0bA- 3 - A= FGIA) <> A= FG(A) y
B cOB* <= 3B'cOiB- 3 -B=GF(B') «> B =GF(B).

(8) Sean G*:A*— B" y F*:B* —+ A" con G* y F* las restricciones
de G y F respectivamente, entonces G* y F* son isomorfismos inversos
uno del otro.

Demostracién:
1) = (2) Fes adjunto izquierdo de G es claro, pues existe una biyeccién
A(F(B), A) — B(B,G(A)); por lo tanto existe una biyeccién

A(F(B),F(B)) — B(B,GF(8)),
por lo tanto F(B) 22 F(B) es B2 GF(B).
(2) = (1) Consideremos el siguiente diagrama:

B —2 _, gFrB)

~ l
f &l
G(4)

Como idp es universal, entonces para cada f : B ~— G(A) € MorB existe
un dnico f': F(B) — A € MorA tal que G(f') = f; pero entonces

F(B) 4 A€ MorA &> B -1 G(A) € MorB,

por lo tanto (F,G) es correspondencia de Galois.

Andlogamente, (1) <= (3) por dualidad.
(1) => (4) Consideremos {A s A);e fuente inicialen A, y B —£» G(A) e
MorX tales que Vi € I B -2+ G(A) Ly G(A;) € MorB, entonces Vi &€ T
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F(B)—L»A.- € MorB .. por la inicialidad de la fuente
F(B) =+ A E MorA .. B-% G(A)€ MorB
(G(A) ~+ G(A))ier es fuente inicial en B

G preserva fuentes iniciales.
Andlogamente, por dualidad F preserva sumideros finales.

(5) (F,G) correspondencia de Galois <= idp < GoF

<> F=Foidg<FoGoF .. F<FoGoF. L

Como FoG <idy <= FoGoF <idpoF=F . FoGoF<F
FoGoF=F. S

Anadlogamente, Go Fo G =G.
(6) Es claro por (5).

(7) A€ObA" <= 3B €ObB - 3 - A = F(B) = FGF(B) = FG(A)
A= FG(A) <= A= A’ €0bA con A = FG(A').

B €ObB* <= 34 €ObA- 3 -B = G(A) = GFG(A) = GF(B)
B=GF(B) < B=B con B=GF(B).

(8) (G* @ F*){G(a)) = G*(F*(G(a))) = G"(F(G(a))) = N
G(F(G(a))) = G(a) = id(G(a)) )
G* o F* = idp. . ’

Andlogamente, F* 0 G* = id. .

Definicién 2.10 (A,U) es inicialmente completa si toda fuente estructura-
da (X A, UAq)ier tiene un tnico levantamiento inicial (A 25 Adier -
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Teorema 2.11
Si G : A —+ B es funtor concreto sobre X y A es inicialmente completa,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) 3 F -3. (F,G) es correspondencia de Galois.
(2) G tiene adjunto tzquierdo concreto. '

(3) G preserva fuentes iniciales.

Demostracién:
(1) == (2) Es claro por el teorema anterior.

(2) == (3) Sea F adjunto izquierdo concreto de G, con funciones G-univer-
sales 5 : B — GF(B) y funciones F-couniversales ¢4 : FG(A) — A tales

que se tiene el siguiente diagrama:

B —™ __, grw)

|-

A ———— FG(A)
L7}

Entonces V B €0ObB ¢F(B) o Fnp = idr(g)

por lo tanto cada F o np es seccidn en A.,

Ya que F es concreto cada g es seccién en X.
Veamos que ng : B — GF(B) es epimorfismo en X.

Sean GF(B) =': X un par de X-Morfismos tales que rogg = soyg,
probemos que r'=s.

Sea A €0bA indiscreto con |A] = X, entonces F(B) :rt A es un par de
A-Morfismos con Grong = Gsong, como ng es mapeo G'-'universal, entonces
r = 3; por lo tanto ng es isomorfismo en X.
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‘Sea (A ~%i4 A)ies fuente inicial en A y B 2+ G(A) € MorX tal que
Viel B-% G(A)-% G(A) e MorB.

En X consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

ns

B —2 . GF(B)

yl ‘/go ng~! llﬁomma“
G(A) — G(A)

Por la propledad universal de g y el hecho de que todos los
B, G(A) = G(A;) son B-Morfismos, entonces
F(B)-—:ml—ui. son A-Morfismos;

gonp”

asi por la inicialidad F(B)——bA € MorA,
por lo tanto B —L+ G(A) = (B 22 GF(B)-—=— e
asi (G(A) L, G(Ai))ier es fuente inicial en B,
por lo tanto G preserva fuentes iniciales.

G(A));

(3) == (1) VB €O0bB, considere el levantamiento inicial en A (A BN Aj)
dela fuente A-estructurada B -2 A;, que consiste de todos 1os B-Morfismos
de la forma B ¥5 G(4;).

Por (3) G(A) — 2y G(A;) es fuente inicial en B, asi B 225 ids, —2 G(A) € MorB;
por lo tanto idg es funcién G-universal para B, por lo tanto por el teorema
anterior (2) 3 F.3- (F,G) es correspondencia de Galois.

EJEMPLOS

(1) Las condiciones (1) y (2) del teorema anterior, son equivalentes con
ciertas restricciones ( si A tiene objetos indiscretos o si B tiene objetos dis-
cretos o si G es pleno ). Pero ellos no son equivalentes en general como lo
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muestra el siguiente ejemplo.

Sean A subcategoria plena de Set tal que X = {N} y B la categorfa con-
creta sobre X tal que B = {B,}nen , cuyos morfismos f : B, — B son
funciones mondtonas f : N — N tales que

(a) f(r) <m

BVpzl fntp)=m+p

Sea A el objeto de la subcategoria plena de B, cuyos A-Morfismos son

f: By — By, tales que (¢) f(n) =m .

Sea GG : A~ B la inmersién candnica y F : B —+ A el funtor concreto
definido por F(B,) = B,;1, entonces F es adjunto izquierdo concreto de G
con funciones G-universales 1, : B, ~— GF(B,) definidos por:

k sik<n
”“(k)-{k+l sik>n

y funciones F-couniversales g, : FG{B,) — B, definidos por:

k sik<n
E"(k)—{ k~1 sik>n
ya que algunas de estas funciones, (de hecho todas) no son X-Isomorfismos;
el funtor G no tiene adjunto izquierdo concreto con X-Isomorfismo funcidn
G-universal.

por lo tanto no existe F' tal que (#/,G) sea correspondencia de Galois.

(2) Podriamos seguir trabajando haciendo notar que, cuando F': B ~— A
es adjunto izquierdo concreto para un funtor concreto G : A —+ B, cuyas
funciones G-universales son X-Isomorfismos; entonces (F, G) no necesita ser
correspondencia de Galois. Esto es demostrado en el siguiente ejemplo.

Sea X una categoria tal que X = {X}, con dos morfismos idy y §* = idy.
Sea A la categoria concreta sobre X tal que A = {A,, A1} y los siguientes
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morfismos:

[ idx sii=]

Hompa(Ai, Aj) = { S siidj

entonces existen precisamente dos isomorfismos concretos F,G : A — A tal
que G(A;) = A; vy F(A;) = Ai_;. Como puede verse ficilmente, G y F son
naturalmente equivalentes; ambos son adjuntos izquierdos de G .. (G,G)
es correspondencia de Galois, pero (F,G) no es correspondencia de Galois.

Las propiedades (5)-(8) del teorema 2.10, se pueden modificar ficilmente
para obtener mds caracterizaciones de las conexiones de Galois de tercera
clase. Nosotros formularemos esto en el préximo tearema.

Definicién 2.11 Sea A subcalegoria plena de una categoria concreta B,
entonces A es modificacidn reflexiva de B <=> el funlor inmersidn

G : A — B tiene adjunto tzquierdo concreto F, cuyas funciones
G-universales son llevados por X-identidades.

Definicidn 2.12 Sea A subcategoria plena de una calegoria concreta B,
entonces A es modificacidn correflexiva de B &= el funtor tnmersién
G : A — B tiene adjunto derecho concreto F, cuyas funciones
F-couniversales son llevados por X-identidades.

Corolario 2.12
Si B es calegoria concrela, entonces A es modificacidn refleziva de B <=>
(F,G) es correspondencia de Galois.

Demostracién:
Es claro por el teorema 2.10 (2). ]
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Corolario 2.13
Si B es categoria concreta, entonces A es modificacion correfleziva B <>

(G, F) es correspondencia de Galois.

Demostracién:
Es claro por el teorema 2.10 (3).

Teorema 2.14 TEOREMA DE DESCOMPOSICION PARA
CORRESPONDENCIAS DE GALOIS

Sean G: A — B y F': B — A funlores concretos sobre X entonces (F,G)
es correspondencia de Galois <= 3 A" modificacién correfleziva de A

E B
(A — A ), B" modificacidn refleziva de B ( B* ———— B )
c R

y H isomorfismo concreto H : A —s B* tales que los siguientes diagramas

conmutan:

Demostracidn:
==>) Es claro por el corolario 2.8, corolario 2.12 y proposicién 2.9 (6).

=) Como A" es modificacidn correflexiva de A, B* es modificacién refle-
xiva de B; H es isomorfismo concreto, y ademds los diagramas conmutan;
entonces (F,G) es correspondencia de Galois, pues composicién de corres-
pondencias de Galois es correspondecia de Galois. [ ]
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Teorema 2.15

SiT:A — A es endofuntor cancrcto, entonces 3’ (F G) correspondencia
de Galois tal que T = GF <> T*=TyT < 1dA, es decir T puede ser
considerado como modificacién correfleziva. .

Demostracién:
=) 8i T = GF, entonces T? = (GF)* = GF = T por el teorema 2.10 (6)
por lo tanto T? = T'.

VA €ObA T(A) < A es claro, ya que idy : T(A) — A € MorA; pues
idy : GF(A) — A € MorA, por lo tanto T' < idp .

<«=) Sea T : A — A endofuntor concreto tal que T? =Ty T < ida.
Por demostrar 3 (¥, G) correspondencia de Galois tal que T = GF.

Sea A* la subcategoria plena de A => 3 A* modificacién correflexiva de A
E. E.

(A* ._—;——___.*A A ), A® modificacién reflexiva de A ( B* :—*A B)
c c

y (H™', H) isomorfismo concreto; E4 la inclusién, C la correstriccién de
T oT, H™! la correstriccién de T' y H la restriccién de T; por lo tanto se
tienen los siguientes diagramas:

G
A &/ A

o|[=x ”F_ o]

A" e=—————5 A"
H
VA € ObA  Es(H(C(A))) = Ea(T(T o T(A))) = Ea(T(A)) = T(A)

EpjoHoC=T.
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‘ Sea f A —+ A’ eMorA, entonces Eo(H(C(f))) = DA(T(TOT(f)))
CEA(T(f))=T(f) . EaoHoC=T.

iy Andlogamente, Ego H'oC =T .
(T, T) es correspendencia de Galois tal que T2 =T
I(FG) correspondencia. de Galois tal que " = GF-con T'=G=F
m
OBSERVACION

La amnesia de los funtores que olvidan, es usado solamente para obtener
igualdades en algunas proposiciones anteriores. Toda la teoria de las cone-
xiones de Galois de tercera clase siguen siendo verdaderas sin la amnesia,
cuyos isomorfismos son substituidos por igualdades. Muchos ejemplos de
conexiones de Galois de tercera clase, son amnésicos del mismo tipo; pero en
algunos casos no amnésicos ocurren ciertas situaciones (ver [4] p. 172).
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CAPITULO III

CONEXIONES DE GALOIS
DE CUARTA CLASE

Perseguir un teorema es lan emocionante
como perscguir a una rmuchacha

jverdad! Dr. Barajas.

A. Aparicio

La idea en este capitulo es, abstraer un poco mas la definicién de conexidn
de Galois de tercera clase; y asi definir las conexiones de Galois de cuarta
clase. Uno de los resultados obtenidos, es que la definicién que se da; es mds
compacta y manejable con respecto a la que dan Herrlich y Husek.

Por la manera en que se definen las conexiones de Galois de cuarta clase, se
obtienen resultados anilogos a los del capitulo anterior. En este capitulo,
por comodidad se usard adjuncién de Galois en vez de conexiéon de Galois
de cuarta clase, pues el nombre se relaciona mas al concepto de situacién

adjunta en categorias.
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3 Conexiones de Galois de Cuarta Clase

Las conexiones de Galois se pueden abstraer mds, aunque con ello se pierden
algunas de sus propiedades. A diferencia de las secciones anteriores, nosotros
lo desarrollaremos al ltimo (ver proposicién 3.9 y la discusién acerca de
ello). Si no se especifica lo contrario F : B — Ay G: A — B son

funtores covariantes,

Definicién 3.1 (F,G)} es conexién de Galois de cuarta clase o adjuncién de
Galois si, y sdlo si existe (n,e): F 4 G : A — B adjuncién tal que nG es

Isotransformacién(=isomorfismo natural).

OBSERVACION

La definicién de adjuncién de Galois que aparece en el articulo de Herrlich y
Husek, piden ademds de lo anterior que eF también sea isotransformacién;
sin embargo no es necesario ya que si uno lo es, entonces el otro también y
reciprocamente como podra verse en el siguiente teorema. (Equivalentemente
uno podria pedir que 'y sea epitransformacién o Ge sea monotransformacién
o GeF sea Isotransformacién, ver teorema 3.3 ).

Teorema 3.1

Si(7,€): F 4G : A — B es situacidn adjunta, enlonces son equivalentes
(1) nGF =GFy

(2) G es isotransformacién

(8) eFG =FGe

(4) €F es isotransformacidn
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Demostracién:

(1) = (2) nG tiene como inverso izquierdo a G, ya que Ge o G = idg, =~ =~

pues ( G 2% GFG 25 G ) = (G 2% G). Por demostrar  1G o Ge =idg.
Como 7 es natural, entonces el siguiente diagrama conmuta. SR

GFGA) —= | Grerg(a)
Gz(A)l IGFG(u)
GA)  —— GFG‘A)
(},G 0 Ge)(A) = nG(A)o Ge(A)

GF(Ge(A)) o nGFG(A) por la naturalidad de p
GF(Ge(A) o GF(nG(A)) por (1)

GF(Ge(A) onG(A)) pues GF es funtor

= GF(idga)) pues Ge(A) es inverso izquierdo de G (A)

= idgreay pues GF es funtor

Ge es inverso derecho de G .. G es isomorfismo natural
.. 1G es isotransformacidn.

(2) = (3) Supongamos nG(A) es isotransformacién, entonces existe Ge(A)
inverso izquierdo.

eFG(A)

EFG(A)F(idaFG(A))

eFG(A)F(Ge(A) o nG(A))

= eFG(A)F(nG(A) o Ge(A)) pues G es isotransformacién
= e(FG(A)FnG(A))FGe(A) pues F es funtor

= {idpga) FGe(A) pues eF o Fn = idp

= FGe(A)
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eFG(A) = FGe(A) . eFC = FGe.

(3) = (4) Es andlogo a (1), pues existen adjunciones entre A°® y B°?;
_por.lo tanto si e G = FQGe, entonces £F es isotransformacién.

(4) = (1) Si eF es isotransformacidn, entonces existe F'p inverso derecho.

.

nGF(B) = nGF(B)G(idra))
= nGF(B)G(eF(B)Fn(B)) pueseF es isotransformacién
= nGF(B)GeF(B)GFn(B) pues G es funtor
= (GeF(BWGF(B))(GFn(B)) pues eF es isomorfismo
= idgrsGFy(B) pues GeonG =idg
. = GFn(B)
nGF(B)=GFn(B) .. nGF=GFq .

Proposicién 3.2
Si (F,G) es adjuncidn de Galois, entonces (G°P,F°P) es adjuncidn de Galois.

Demostracién:

(¥, G) adjuncién de Galois = 3 (n,e): F 4G : A — B adjuncién tal
que G es isotransformacién. Por demostrar que 3 (e°P,n°F) : GP - F°F tal
que e°?F°P es isotransformacién.

Como G: A — B, F : B — A son funtores , entonces G°P : A% — BP,
Fe? ; B? — AP también.

Por lo tanto nG : G — GFG y ¢F : FGF — F son isotransformaciones
<> n°PGP : GOPFPGP — GP y PFoP ; G — GPPF°PG°P son iso-
trmsférmaciones, por lo tanto €° F'°? es isotransformacion,

por lo tanto (G, F°P) es adjuncidn de Galois. [
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Teorema 3.3
Si(n,e): F1G: A — B es situacion adjunta, entonces son equivalentes

(1) (F,G) es adjuncidn de Galois
(2) Frn es isotransformacion
(3) G es epitransformacion
(4)  Frn es epitransformacion

(5) GFy=4GF

Demostracién:

(1) = (2) (F,G) adjuncién de Galois => 3 (n,¢) : F 4 G adjuncién tal
que nG es isotransformacién <= ¢£F es isotransformacion por el teorema
3.1; como (G 2% GFG S5 G )= 6¢) y (FEL FeF <5 F) =
(F i, F), entonces Ge y F7y son isotransformaciones;

por lo tanto Fn es isotransformacion.

#
(2) = (3) Veamos que, si los morfismos A —— B 25, C son tales que
Gl

F'nG = G'nG, entonces F' = G’ con A €ObA, B €0ObB, C €0bC .
Como F'nG = G'7G, entonces F'nGFn = G'nGFn, pues Fy es isotransfor-
macién; asi FY = G’ por lo tanto Fy es epitransformacidn.

(3) = (4) Probemos que si F'Fy = G'Fy, entonces F' = G'.
F'Fn = G'Fn implica F'FnG = G'FnG, luego F'F = G'F pues 3G es
epitransformacidn, por lo tanto F’ = G'.

(4) = (5) Consideremos las composiciones correspondientes para
A €ObA, BeObB .
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GFy(B) = GF(G(A)) = GFG(A) pues 71 es identidad.
nGF(B) = nGF(G(A)) = GFG(A) pues n es identidad,
Por lo tanto nGF = GFy.

(6) = (1) Si yGF = GFn, entonces nG es isotransformacién por el teorema

anterior,

Teorema 3.4
Si (F,G) es correspondencia de Galois, entonces (F, G) es adjuncion de Ga-
lois.

Demostracién:

(F, G) correspondencia de Galois <=> F es adjunto izquierdo de Gy G es
adjunto derecho de ' 4= ¢ : A(F(B), A) & B(B,G(A)) es isomorfismo
natural, por lo tanto (n,€) : F -1 G es adjuncién.

Como V B cObB 55 : B — GF(B), entonces ng(4) : G(A) — GFG(A)
es jsomorfismo natural, pues idga) : G(A) — GFG(A) = G(A) es isomor-
fismo natural; por lo tanto G es isotransformacién,

por lo tanto (F,G) es adjuncién de Galois.

Teorema 3.5
Si(n,€): F4G: A — B es sitnacion adjunta y y es epitransformacién o
G es pleno, entonces (n,¢€) : F 4 G es adjuncidn de Galois.
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Demostracién:

(i) Primer caso, si 7 es epitransformacidn.

Como (n,¢) : F 4G : A — Bessituacién adjunta, entoncesp : tdg — GF
y € : FG — id4 son trans{formaciones naturales tales que
(G G6FG S5 G =(G 26 y (FE% FGF 5 Py = (F ¥5 F).

Como 7 es epitransformacion, entonces nG(A) es epitransformacion; y como
Ge o nG = 1idg, entonces RG es seccién ... nG es isomorfismo natural
nG es isotransformacion . (5,€) : F 4 G es adjuncién de Galois.

(i} Segundo caso, si & es pleno.

G Pleno implica ¢ es seccidn, asi &£ es monotransformacidn, lo cual implica

eF' es monotransformacién; y como ¢# o Fp = idg .. ¢F es retraccién
eF es isomorfismo natural; asi por el teorema 3.1 9G es isomorfismo
natural ... »G es isotransformacidn

{m &) : F - G es adjuncién de Galois.

Teorema 3.6

SiG: A -— B, F:B — A son funtores concrelos sobre X, entonces
(F,G) es adjuncidn de Galois <= 3J(n,e): F - G:A — B situacion
adjunta, tales que 17 y € son Iransformaciones naturales concretas,

Demostracién:

Por el teorema 2.10 sabemos que, (F,G) es adjuncién de Galois <=

3 (n,€): F4G: A — B,y las funciones G-universales son llevados por
X-identidades, y las funciones F-couniversales son llevados por X-identidades
conn=1idg: B — GF(B),ye=1idy: FG(A) — A

por lo tanto n :idg — GF y € : FG ~+ 1d4.
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La naturalidad de 5 y € es clara por la universalidad de Gy F,pues Fy G
son funtores concretos.

Antes de buscar otros ejemplos, es conveniente probar el siguiente resultado
que caracteriza a las adjunciones de Galois, y que es la versidn correspon-
diente del teorema 1.1 (7), proposicién 1.2 (7) y el teorema 2.14.

Teorema 8.7 TEOREMA DE DESCOMPOSICION PARA
ADJUNCIONES DE GALOIS

Sean A* la subcategoria plena de A generada por F(B), y B* la subcategoria
plena de B generada por G[A); entonces (F, G) es adjuncién de Galois <=

E,
A" es correfleziva en A ( A® ﬁ—’ A), B" es refleziva en B
¢

B, G
(B* ﬁa B ); A* y B* son equivalentes ( A /————= B" ), F
R . Fe

es naturalmente isomorfo a EAF*R (es decir F = E,F*R) y G es natural-
mente isomorfo a EgG*C (es decir G = EgG*C)

Demeostracién:
=) Consideremos los siguientes diagramas conmutativos:

G
A —&—/—— B

o[ : e

A® ————— PB"
G

(F,G) adjuncidn de Galois == 3 (y,€) : F -l G adjuncidn tal que 3G es
isotransformacién. Sea C = FG con rango restringido 2 A*, y R = GF con

rango restringido a B*; F* y G* las restricciones de F' y G respectivamente.
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B* es reflexiva en B, pues (F,G) es adjuncién de Galois; A* es correflexiva
en A, pues (F, G) es adjuncién de Galois; A* y B* son equivalentes, pues F**
y G* son restricciones de F' y G respectivamente.

Ep(G*(C(A))) = Ep(G*(FG(A))) = Ep(G(F(G(A)))) =
G(F(G(A))) = G(A), por lo tanto Eg o G* 0 C = G.

Anilogamente, E4o F*oR= F.

<==) Es claro ya que B" es reflexiva en B, y A* es correflexiva en A; ademds
los diagramas conmutan, y composicién de isotransformaciones es isotrans-
formacidn, por lo tanto (F, G) es adjuncién de Galois.

Proposicién 3.8
Si (9,€) : F41G: A — B es situacién adjunta, entonces 3 (R, I) reflezién
plena y (J,C) correflezion plena tales que (F,G) = (RJ,CI)

Demostracién:
Sea C la unidn ajena de A y B, cuyos conjuntos de morfismos son
Homc(B, A} = Homp(F(B),A) y Homc(A,B)=8con A€ A Be¢B.

Hacemos los conjuntos de morfismos ajenos y definimos la composicién como
sigue:

f:B — BeMoByg :B— A€MorC =>g:FB)— Ac
MorA .. g'f: B’ —+ A se define mediante ¢’ o f = go F(f).
Sig':tB— AeMorCy f: A— A' € MorA, entonces fog': B— A’y
fog’' = (fog), por lo tanto la inmersién 7 : A — C tienc adjunto izquierdo
R:C — A con R la restriccién de F en B, y R(B ~L A) = F(B) - 4;
la inmersién J : B — C tiene adjunto derecho C : C — B con C la
restriccién de G en A, y C(B -4+ 4) = B 28 GF(B) <L G(A).
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Afirmacién A(R(C), A) = C(C, A)

i) Si C € A, entonces A(A", A) = C(A, A) . A(R(C),A) = C(C,A).
ii) Si C € B, entonces A(R(B), A) = C(F(B), A) = C(B, A),

asi A(R(B), A) = C(B, A), por lo tanto A(R(C), A) = C(C, A)

por lo tanto (C, R) : FHG.

t

Por lo anterior tenemos los siguientes diagramas:

G
A ——— B

S~ F 5
RNLI; E
i) A€ObA = C(I(A))=C(A)=G(A) .. Col=0G.

ii) A:A— A’ € MorA => C(I(h)) =C(h)=G(h) . CoI=G

por lo tanto C o I = G en los objetos y en los morfismos.

i) B €ObB = R(J(B))=R(B)=F(B) ... RoJ=F.

ii) h': B — B'€ MorB=> R(J(k'))=R(KN)=F(k') .. RoJ=F
por lo tanto Ro J = F en los objetos y en los morfismos.

por lo tanto (F,G) = (RJ,CI) .

Definicién 3.2 Un esqueleto de A* es una subcategoria plena A' de A, tal
que cada objeto de A* es isomorfo en A® a ezactamente un objeto de A’ .

OBSERVACION

Con mucha frecuencia, resulta mejor entender por conexién de Galois un
funtor F, y no una pareja (F, G); ya que G queda determinado excepto por
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isomorfismo natural; andlogamente dado G, F queda determinado. Una pre-
gunta natural es, j existe una conexién de Galois especial, en el conglomerado
de conexiones de Galois equivalentes entre si ?; se puede probar que esta pre-
gunta, estd relacionada con el problema de que concepto se obtiene si en la
definicidn de adjuncién de Galois, se pide que nG sea identidad en lugar de
isotransformacién.

Considérese los siguientes diagramas:

c Ja
A A A'
Ea Sa
S
R Ja
B B B’
Ep Sp

donde A" es la subcategoria plena de A generado por F[B], B* la subcate-
goria plena de B generado por G[A]; (F,G) adjuncién de Galois <=

E
A" es correflexiva en A ( A* ;———*_A_ A ), B* es reflexiva en B
c
E .
(B .__.—_B_—:* B), A* y B* equivalentes ( A" m————= B"),
R e
(F2 E ,F°R) y (G= EgG*C) .

A' es un esqueleto de A*, B/ es un esqueleto de B*; J4, Jg inmersiones; Sa, Sp
son las retraccionesy S(F(B)) = A <= A €ObA"; A'= F(B),G'y F' son

las restricciones de G y F respectivamente; por lo tanto G’, F' son isofuntores.

Se definen G = EgJgG'SaC y [ = E,J F'SgR. Asi los isomorfismos
natural g :idqe — J4S4 , w:idge — JpSp pueden ser escogidos de tal
manera que Sa(pa) = ids,(4), (es decir i y w son identidades en A’ y B’
respectivamente).
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para las transformaciones naturales #j = Egwh : idg — GF y
&= EspC : FG — idy, tenemos que (7,8) : FHG: A — B 5
4G =idy, éF =idp; F=F, G = G. Porlo tanto se tiene la siguiente

proposicion.

Proposicién 3.9
Si (F, G) es adjuncidn de Galois, entonces 3 (F, é) adjuncidn de Galois con
adjunciones (7,€) -3 - G o éF consiste de identidades, y FF = F, G=aG.

Demostracién:
G(A) = EgJpG'SiC(A) con A€ ObA
= EpG C(A)
= G(C(4))
G(F(G(A4)))

i

G(A) pues idg(a) es isomorfismo natural

Si h: A — A’ €MorA, entonces consideremos la composicién

G(n)

EpJsG'S4C(h)
= EsG'C(h)

= G(C(h))
G(F(G(R)))
G(h)

14

por lo tanto G = G.
Anilogamente, /= F,
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1G(G(A)) = EpwREpJpG'S4C(G(A))
= Epw(REpJs)G'SAC(G(A))
= EpwG'S4C(G(A)) pues REgJp = id
= EpG'S,C(G(A))
= G(G(4))
= idgcray

LS f: A — A’ éMorA, entonces consideremos la composicién

iG(f) = EswREpJpG'SsC(f)
= Egw(REgJg)G'SAC(f)
= EgwG'SaC(f) pues REpJg = id
= EgG'S:C(f)
= G(f)

= ddgy

por lo tanto r‘jé =idg.
Anidlogamente, éF = g

OBSERVACION

Como (B x X, A) & (B, AX), entonces

Hom(B x X, A) = Hom(B, AX) = Hom(B, Hom(X, A))
ademds (X x B, A) 2 (X, XB), por lo tauto

Hom(X x B, A) & Hom(X,XB) = Hom(X, Hom(B, X)},
y como (B x X, A) = (X x B, A), entonces

Hom(B, Hom(X, A)) € Hom(X, Hom(B,X)) .
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EJEMPLOS

Los funtores Hom contravariantes internos, usualmente no son adjunciones
de Galois ver [4]. En adelante nosotros consideraremos solamente funtores
Hom que tienen adjunto derecho.

(1) Hom(—,X) : Set®® — Set es adjuncidn de Galois <+== [X|{<1 .

Demostracidn:

4=)Si|{X{<1l,entonces X =0 o X =1.

Veamos que Hom(—, X) : Set®® ~ Set es adjuncién de Galois.
Por demostrar G : G — GFG es isomorfismo natural.

Por la observacién anterior Set(A4, X F) = Set(XB, A) = Set(B, X4) y como
Set(A,XB) = Set(XB, A) = Set?(X B, A), entonces

Set°?(XB, A) = Set(B, X*); por consiguiente

Seto?(Set(B, X), A) 2 Set(B, Set(4,X}),

por lo tanto Set?(F(B), A) £ Set(B, G(A)) con Set(B,X) = F(B),y
Set(A,X) = G(A); asi GFG(A) = Set(FG(A), X) =

Set(Set(G(A), X), X) = Set(Set(Set(A4,X), X), X)

por lo tanto GFG(A) = Set(Set(Set(A, X), X), X).

Veremos que Set(A4, X} 2 Set(Set{Set(A, X), X), X).

i} Primer caso X = @, entonces

nG(A) : Set(A,B) ~ Set(Set(Set(A,0),0),0)

a) primer subcaso A = @, implica

nG(A) : Set(8,8) — Set(Set(Set(9,0),9),0)
nG(A) : {idg} — Set(Set({idg},?),0) = Set(8,8) = {idy}
nG(A): {idg} — {idy} .. nG(A) = {ids} es biyeccién
nG(A} es isomorfismo natural.
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b) Segundo subcaso A # §, implica

nG(A) : Set(A,8) — Set(Set(Set(A,0),0),0)

s nG(A): @ — Set(Set(0,8),0) = Sect({ids},8) =90
nG(A): 0 — @ .. nG(A) = idy es biyeccién
1nG(A) es isomorfismo natural.

ii) Segundo caso si X = 1, entonces

G(A) = Set(A,1) = 1 pues 1 es objeto terminal en Set

GFG(A) = Set(Set(Set(A,1),1),1) = 1 pues 1 es objeto terminal en Set
nG(A) es biyeccién .. nG(A) es isomorfismo natural
por i) y ii) nG(A) es isotransformacicn.

o Hom(—,X): Set®> — Set es adjuncién de Galois
(F,G) es adjuncién de Galois.

=) |X|=m, |A|=n=>|Set(A,X)| = |X|" = m"
(Al " n
= (Set(Set(Set(A, X),X),X)| = |[X|*"™" = mm™" pero m™™" £ mn
en general.
mm =Mt = mM=lconn=0=sm=00om=1
IX|=10 |X|=0 .~ |z|<1

Hom(—,X): Set®® — Set adjuncién de Galois = |X| <1 .

(2) Hom(—,X) : Gr*> —+ Gr es adjuncién de Galois <> X =(0)=¢ .

Demostracién:

«) X=(0).

Veamos que Hom(—, X) : Gr°® — Gr es adjuncién de Galois.
Por demostrar 3G : G —+ GFG es isomorfismo natural.
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ESTA TESIS KO DERE
SALIR BE 1A BIBLIOTECA

Por la observacién anterior Gr°?(Gr(B, X'}, A) = Gr(B,Gr(A4, X)),
asi GroP(F(B), A) = Gr(B, G(A)) con F(B) =Gr(B,X),y

G(A) = Gr{A, X) = GFG(A) = Gr(FG(A), X) =

Gr(Gr(G(A), X),X) = Gr(Gr(Gr(4, X), X), X)

por lo tanto GFG(A) = Gr(Gr{Gr(A,X), X), X).

Veamos que Gr(4,X) = Gr(Gr(Gr(4, X), X), X).

X = (0) = e, entonces

nG(A): Gr(A,e) — Gr(Gr(Gr(A,e),¢),¢€)

a) primer caso si A = e, entonces

1G(A) : Gr(e,e) — Gr(Gr(Gr(e,e),¢),¢)

. nG(A): {id.} — Gr(Gr(id.,e),e) = Gr({id.},e) = {id.}
nG(A) : {id.} — {id,} .. nG(A)= {id.} es biyeccién
nG(A) es isomorfismo natural.

b) Segundo caso si A # e, entonces
nG(A): Gr(A,e) — Gr(Gr(Gr(A,e),e),e)
. nG(A): e — Gr(Gr(e,e),e) = Gr({id.},e} = {id.} = e
. 9G(A):e—re .. nG(A)=id. es biyeccién
nG(A) es isomorfismo natural ’
por a) y b) nG(A) es isotransformacién.

. Hom(—,X):Gr°® — Gr es adjuncién de Galois
. (F, Q) es adjuncién de Galois.

et

=) 1< |Gr(Gr(Gr(4,X), X), X)| < |X| =1 pues Gr{4,X) =

Gr(Gr(Gr(A, X),X), X).

. X=(0)=e
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(3) Hom(—, X) : Top® — Top es adjuncién de Galois con la topologfa
indiscreta <= |X|<1 .

Demostracién:

<=)Si|X]|<l,entonces X =0 o X =1.

Veamos que Hom(—, X): Top°.’ ~+ Top es adjuncién de Galois.
Por demostrar nG : G — GFG es isomorfismo natural.

Por la observacién anterior Top(A,XB) = Top(XB,A) = Top(B,X4) y
como Top(A, XB) = Top(XB, A) = Top’?(X B, A), entonces
Top® (X5, A) = Top(B, XA)
Top°?(Top(B, X), A) = Top(B,Top(A, X))
Top°?(F(B), A) = Top(B,G(A)) con Top(B, X)= F(B), y
Top(A, X) = G(A) = GFG(A) = Top(FG(A), X) =
Top(Top(G(A), X), X) = Top(Top(Top(A, X), X), X)
.. GFG(A) = Top(Top(Top(A, X), X), X).

Probaremos que Top(A, X) 2 Top(Top(Top(A, X), X), X).

i) Primer caso, si X = @, entonces

nG(A) : Top(A, 8) — Top(Top(Top(A, 9),0),9)

a) primer subcaso, si A = @, entonces

1G(A) : Top(®,8) — Top(Top(T op(9, 8),0),®)
nG(A) : {ids} — Top(Top({ids}, 8),8) = Top(8,8) = {ids}
nG(A) : {ide} — {ids} .. nG(A) = {ids} es biyeccién
nG(A) es isomorfismo natural.

b) Segundo subcaso, si A # 8, entonces

1G(A) : Top(A, 8) — Top(Top(Top(A, 0),8),0)
nG(A) : 8 — Top(Top(9,8),0) = Top({ids},0) =0
nG(A): 0 — 8 .. 3yG(A) = idy es biyeccién
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nG(A) es isomorfismo natural.

it) Segundo caso, si X = 1, entonces
G(A) = Top(A,1) 1 pues 1 es objeto terminal en Top;
GFG(A) = Top(Top(Top(A,1),1),1) = 1, pues 1 es objeto terminal en Top
nG(A) es biyeccién .. 1G(A) es isomorfismo natural
por i) y ii) nG(A) es isotransformacion.
Hom(—, X) : Top®® — Top es adjuncién de Galois
(F, G) es adjuncidén de Galois.
=) |X|=m, |A|=n = |Top(A, X)| = |X|"! = m"
1xilAl n n
== |Top(Top(Top(A, X),X),X)| = | X|*" =mm™", pero m™™ # mn

en general.’
m" =mt = m"=1lconn=0=m=00m=1
IXl=10 |[X|=0 . |[z|<L1.

. Hom(—,X):Top°® — Top adjuncién de Galois == |X| <1 .

Existen impottantes restricciones de estos funtores Horn que son adjunciones
de Galois ver [4].

Los funtores covariantes internos que tienen adjunto izquierdo, pueden ser
adjunciones de Galois en algunos casos.

EJEMPLOS

(1) Hom(X,—) : Set —> Set es adjuncién de Galois <= [X|<1 .
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Demostracién:
=) Como Hom(B x X, A) = Hom(B, Hom(X, A)), entonces
veamos que Set(X, A) ¥ Set(X, Set(X, A) x X).
Set(X, A) = 1A, [Set(X, Set(X, A) x X)| = (|Af*! - |x|)¥!
JAIX! = (JAIX . (X)) no puede ser si {X] > 1
X[<1 .
=) Si|X|<1lentonces X=¢ o X=1.

Veamos que Hom(X,~): Set — Set es adjuncién de Galois.
Por demostrar G(A) : G(A) —+ GFG(A) es isomorfismo natural.

Probemos que Set(X, &) = Set(X, Set(X, A) x X).

i) Si X = @, entonces

7G(A) : Set(@, A) —» Set(®, Set(9, A) x 8) = Set(d,0) = {idg}
nG(A) : {ia} — {ids} la inclusién es biyeccion '
nG(A) es biyeccién
nG(A) es isomorfismo natural.

ii) Si X =1, entonces

nG(A): Sei(1, A) — Set(1,Set(1,A) x 1) & Set(1,A x 1)

= Set(1,A) = A

o nG(A):A— A . 3G(A) = ida es biyeccidn
nG(A) es isomorfismo natural.

por i) y ii) G(A) es isotransformacion.
Hom(X,~): Set — Set es adjuncién de Galois

< (F,G) es adjuncién de Galois.
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CONCLUSIONES

.- Las conexiones de Galois de segunda clase, son las mismas que las cone-
xiones de Galois de primera clase.

.= La definicién de conexién de Galois de tercera clase que se did, resulta
mas manejable a la que dieron Herrlich y Huiek originalmente.

.~ Si el soporte de la categoria X = 1, entonces las conexiones de Galois de
primera clase, coinciden con las conexiones de Galois de tercera clase.

.- Cuando consideramos una pareja de funtores adjuntos, con F adjunto
izquierdo de G y funciones G-universales; que sean llevadas por identidades
en X, siempre obtenemos una correspondencia de Galois y reciprocamente.

.~ Siempre existe un teorema de descomposicién para conexiones de Galois
de tercera clase.

.~ La definicién de adjuncién de Galois, se substituyé por una definicién
mds compacta a la que Herrlich y Hu3ek habian dado originalmente.

.~ Se obtuvieron varias definiciones de conexién de Galois de tercera clase, al
haber probado un resultado que no estaba en el articulo de Herrlich y Husek
(teorema 3.3).

.~ En el caso de los funtores concretos, si (F,G) es adjuncién de Galois,
entonces F' es adjunto izquierdo de G y 1, € son transformaciones naturales.

.- Para cada conexion de Galois de cuarta clase, siempre existe un teorema
de descomposicidn, en el sentido del teorema 3.7.

.= Si (F, G) es adjuncién de Galois, entonces siempre existe (F, G) adjuncién
de Galois con adjunciones (#, €) tales que 7G o éF* consiste de identidades,
yF=F GxG.
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SIMBOLOGIA

FAHG F es adjunto izquiesdo de G
A,B categorias

MorA conjunto de morfismos de A
IsoA conjunto de isomorfismos de A
ObA conjunto de objetos de A
A® categoria opuesta
1X| cardinalidad de X
&= si, y sdlo si
= entonces o implica
+ 3. tal que o tales que
por lo tanto
& isomorfo
v para todo o para toda
3 existe
€ pertenece o es elemento de
N el conjunto de los nimeros naturales
p(X) el conjunto potencia de X
Set categoria de los conjuntos
Top categoria de los espacios topoldgicos

Gr categoria de los grupos

Vee categoria de los espacios vectoriales
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