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INTRODUCCION 
La presente tesis tiene como objetivo, aclarar los puntos que omiten los au

tores Horst Herrlich y M. Husek en el artículo Galois Connections Ca

tegorically, que fue publicado en el Journal of Pure and Applied Algebra 

en 1990; así como agregar resultados para obtener las demostraciones de los 

teoremas que se mencionan. Quiero señalar que el contenido puede ayudar a 

entender conceptos vistos en los cursos de álgebra moderna, que se imparten 

en la Facultad de Ciencias; sin embargo hay conceptos que deben manejarse 

atinadamente para entenderlos. Dentro de la teoría de las categoría.• hay 

grandes estratos de estudio, mediante los cuales se obtiene información muy 

importante (funtores, transfo,.macioncs naturales, situaciones adjuntas; etc). 

Aproximadamente en 1830 Galois descubrió e investigó una conexión, entre 

el conjunto de todos los subcampos de L que contienen a /( y el conjunto de 

todos los automorfismos de L que dejan a 1\ fijo. Las propiedades de esta 

conexión sigue vigente en marcos 1nás abstractos. 

En 1940 BirkhQff [2] asoció una relación con una conexión, la cual llamó ¡io

/aridad. Generalizando este concepto, Ore [7] introdujo en 1944 conexiones 

·de Galoisentre conjuntos parcialmente ordenados (COPOS). Estas, así como 

las polaridades tienen forma contravariante. Su versión covariante fue intro

ducido en 1953 por Schmidt [10], bajo el nombre conexiones de Ga/ois de tipo 

mixto. Los categoristas observaron que estas conexiones, no son otras que 

situaciones adjuntas entre conjuntos parcialmente ordenados, considerados 

de la manera usual como categorías (ver Mac Lane [6]). Desafortunada

mente, muchas propiedades de las conexiones de Galois no son válidas en 

las situaciones adjuntas, por consiguiente para las conexiones de Galois los 

funtores adjuntos forman un nivel inadecuado de generalidad. 



A coritinú~ción~ se mencionan los estratos que sirven como niveles de gene

ralidad: 

(a) Corresp~ndencias de Galois (=Conexiones de Galois de tercera 

clase) 

(b) Adjunciones de Galois ( = Conexiones de Galois de cuarta cla

se) 

Virtualmente todos los resultados interesantes de las conexiones de Galois 

son válidas para el concepto (a), y un número suficiente para el concepto 

(b ). Algunas partes de la teoría del segundo concepto fueron introducidos 

por lsbell [5] (mencionado en Pumplün [9]). 

El capítulo I se divide en dos secciones, que son las conexiones de Galois 

de primera. y segunda clase¡ y se prueban las relaciones que existen entre 

ellas. En el capítulo II, se definen las conexiones de Galois de tercera clase, 

y se desarrollan gran parte de sus propiedades e incluyendo algunos ejemplos 

interesantes. Al abstraer más el concepto de conexiones de Galois, en el 

capítulo III; se definen las conexiones de Galois de cuarta clase y se agregan 

algunos resultados que Herrlich y Husek no consideraron en su artículo. 
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CAPITULO I 
CONEXIONES DE GALOIS 

DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE 

Alrededor de 1890 apareció en Francia 

una nueva estrella de inimaginable 

brillo en los cielos de la matemática 

puro: Evariste Galois. 

Félix Klein 

En este capítulo se definen las conexiones de Galois de primera clase, y se 

prueban algunas propiedades útiles. Posteriormente se definen las conexiones 

de Galois de segunda clase. Uno de los resultados interesantes que se prueba, 

es que toda conexión de Galois de primera clase es conexión de Galois de 

segunda clase y recíprocamente. A continuación, comenzamos por recordar 

la descripción clásica de las conexiones de Galois¡ descritas por Birkhoff y 

Ore, en sus formas covariantes. 

1 Conexiones de Galois de Primera Clase 

Definición 1.1 (Birkhoff (2)) Sean X y Y conjuntos, p = (X, R, Y) una 

relación entre X y Y. Denotamos con A = (¡:¡(X), 2) el conjunto potencia 

de X, ordenado mediante la inversa de la inclusión; y con B = (¡:¡(Y),~) 

el conjunto potencia de Y, ordenado mediante la inclusión. Definimos las 

funciones G : A ---> B y F : B ---> A como sigue: 

G(a) = {y E Y: Vx E a xpy} y F(b) = {x E X: Vy E b xpy}. En este 

caso (F, G) se llama conexión de Galois de primera clase. 
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Teorema 1.1 (Birkhoff [2]) 
Si (F, G) es conexión de Ga/ois de primero clase, tales que Aº = F[BJ y 
Bº = G[A], entonces se tiene lo siguiente: 

(O) G: A --+ B y F : B --> A son funciones monótonas. 

(1) VaEAyVbEB F(b):::;a <==> b:5G(a). 

(2) Va E A y Vb E B FG(a) :5 a y b :5 GF(b). 

(3) G(Ua¡) = nG(a¡) y F(Ub;) = nF(b;). 

(4) GFG=G yFGF=F. 

(5) (GF)2 = GF y (FG)2 = FG. 

(6) Aº= FG[A) ={a E A :FG(a) =a} y 
Bº = GF[bJ = {b E B: GF(b) = b}. 

(7) Sean Gº: Aº --+ Bº y F": Bº --+Aº tales que, G• y Fº son restric
ciones de G y F respectivamente, entonces G" y F" son isomorfismos 

inversos uno del otro. 

Demostración: 
(O) Se quiere probar que G : A --> B es monótona. 

Veamos que si a 1 :S: a., entonces G(a1 ) :S: G(a2). 

Supongamos que a 2 ~a¡, probaremos que G(a¡) ~ G(a2). 

Si y E G(a1), entonces Vz E a 1 zpy; como a2 \;;;a¡, entonces Vx E a2 xpy; 
así y E G(a2 ), por lo tanto G(a¡) \;;; G(a2). 

Análogamente, F es monótona. 

(1) Se quiere probar que F{b) 2 a <==> b \;;; G(a) para a E A y b E B. 

==:>) Supongamos que F(b) 2 a, y E b; veamos que y E G(a), pero 
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x E as;; F(b) => Vy E b (Vx E X xpy) => Vy E b (Vx E a xpy), 

así y E G(a) por lo tanto b s;; G(a). 

-=l Supongamos b s;; G(a) y x E F(b), veremos que x E a. 

x E F(b) => Vy E b (Vx E X xpy) =} Vy E G(a) (Vx E a xpy), pues 

b s;; G(a) .·. Vy E G(a) (Vx E a xpy) .;. x E a .·. as;; F(b). 

(2) Probemos que FG(a) 2 a y b s;; GF(b) para a E A y b E B. 

Como G(a) s;; G(a) ~ FG(a) 2 a por (1). 
Como F(b) s;; F(b) ~ b s;; GF(b) por (1) 
por lo tanto FG(a) 2 a y b s;; GF(b). 

(3) y E nG(a;) ~ Vy E G(a;) ~ Vi Vx; E Ua; x;py 

~ Vx; e.Ua; x;py ~ y E G(Ua;). 

Análogamente, F(Ub;) = nF(b;). 

(4) Veamos que GFG(a) = G(a) y FGF(b) = F(b) para a E A y b E B. 

Por (2) FG(a) 2 a =} GFG(a) 2 G(a), pues Ges monótona. 
Como b s;; GF(b), entonces G(a) s;; GFG(a) (con b = G(a)), 

por lo tanto GFG(a) = G(a). 

Análogamente, FGF(b) = F(b). 

(5) Por (4) GFG = G =} FGFG = FG . . (FG)2 = FG. 

Por (4) FGF = F => GFGF = GF .·. (GF)2 = GF. 

(6) Esto es claro por la manera en que se definió F[BJ y G[AJ. 

(7) Veamos ahora que Gº Fº = IcFtBJ) y FºGº = l(a[AJ) 

G" F" = G• F(b) = GF(b) = b, pues Gº y Fº son restricciones de G y F 
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respectivamente y por (6); por lo tanto e· F· = f(G[AJ)· 

Análogamente, F·a· = l(FIBJ)· 

2 Conexiones de Galois de Segunda Clase 

• 

Definición 1.2 Sean G : A --+ B y F : B --+ A funciones monótonas 

entre clases parcialmente ordenadas, tales que Va E A 11 '\lb E B 

F(b) S a <=> b S G(a). En este caso (F,G) se llama conexión de Galois 
de segunda clase. 

Proposición 1.2 
Si G : A ---+ B y F : B ---+ A son funciones monótonas entre clases 

parcialmente ordenadas, entonces (1) y (2) son equivalentes e implican las 

restantes. Con A• = F[B] y B• = G[AJ. 

(1) (F, G) es conexión de Galoís de segunda clase. 

(2) FG(a) S a y b :5 GF(b) a E A 11 b E B. 

(S) G preseMJa ínfimos {máxima cota inferior) y F preserva supremos 
(mínima cota superior). 

(4) GFG=G y FGF=F. 

(5) (GF)2 = GF y (FG)2 = FG. 

(6) A•= FG[A] = {a E A : FG(a) =a} y 

B• = GF[B) ={be B: GF(b) = b}. 
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(7) Sean Gº : Aº-+ B" y F": Bº--> Aº, tales que o· y F' son restric

ciones de G y F respectivamente; entonces G" y F" son isomorfismos 

inversos uno del otro. 

Demostración: 
(1) => (2) Si (F, G) es conexión de Galois' de segunda. da.se, entonces 
\Ja E A y \Jb E B F(b) $a -F> b $ G(a), como F(b) $ F(b) 

-F> b $ GF(b), por lo tanto b $ GF(b). 

Como G(a) $ G(a) -F> FG(a) $a, por lo tanto FG(a) $a. 

(2) => (1) Como FG(a) $ a y b $ GF(b) con a E A y b E B, entonces 

veamos que, F(b) $a -F> b $ G(a). 
=>) Si F(b) $a, entonces GF(b) $ G(a), pues Ges monótona¡ además 
b $ GF(b) $ G(a), por lo tanto b $ G(a). 

~) Si b $ G(a), entonces F(b) $ FG(a) $a ya. que Fes monótona., 

por lo tanto F(b) $a. 

(3) Veamos que G preserva. ínfimos. 
i) Como \Ja¡ a¡$ Ua¡, entonces \fa¡ G(a;) $ G(Ua;) ya que Ges monótona., 

por lo tanto nG(a¡) $ G(Ua¡). 

ii) Si Vi e $ G(a¡), entonces Vi F(c) $ a¡, luego F(c) $ Ua;¡ a.sí e .:::; 
G(Ua¡) por lo tanto G(Ua¡) = nG(a;), por lo tanto G preserva. ínfimos. 

Análogamente, F preserva. supremos. 

(4) Como FG(a) $a, entonces GFG(a) $ G(a) por ser G monótona¡ 

como b $ GF(b), entonces G(a) $ GFG(a) (con b = G(a)), 
pues G: A-+ B, por lo tanto GFG = G. 

Análoga.mente, FGF =F. 
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(5) Como GFG = G, entonces (GF)2 = GFGF = GF :. (GF)2 = GF. 

Análogamente, (FG)2 = FG. 

(6) Es claro que FG[A] ={a E A: FG(a) =a} y 

GF[B] = {b E B: GF(b) = b}. 

i) Por (4) F[B] = FGF[B] = FG[A'] ~ FG[AJ, así Aº~ FG[A]. 
x E FG[A] implica x = FG(a) para a E A, aplicando (5) tenemos que 

FG(a) = F(GFG(a)) E F[BJ =Aº, así x E Aº, luego FG[AJ ~ Aº por lo 
tanto Aº= FG[AJ. 

ii) Si a E Aº, entonces a E FG[AJ¡ así a= FG(a') a' E A, lo cual 

implica FG(a) = FGFG(a') = FG(a') =a por (5), 

por lo tanto FG(a) =a, por lo tanto Aº~ FG(a). 

Si a E A y FG(a) =a, entonces G(a) E B, así a= FG(a) E Aº, 

por lo tanto a= FG(a) ~Aº, por lo tanto Va E A Aº= FG(a). 

Análogamente, B" = GF[B] = {b E B : GF(b) = b}. 

(7) Probemos que GºFº = I¡F[BJ) y FºGº = l¡G(A})· 

GºFº = GºF(b) = GF(b) = b, pues Gº y F" son restricciones de G y F 

respectivamente y por (6), por lo tanto Gº F" = l¡a¡A})· 

Análogamente, FºGº = l¡F[B])· 

• 
Proposición 1.S 

Sean G : A --> B , F1 : B --+ A y F2 : B --+ A funciones. Si (Fi. G) y 

(F2, G) son conexiones de Galois de s.egunda clase, entonces F1 = F2 • 
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Demostración: 

(Fi. G) conexión de Galois de segunda clase <==> b $ G(a) para a E A y 

b E B <=> b $ G(F1(b)) (con a= F 1(b)) <==? F,(b) $ F1 (b), pues (F,,G) 
es conexión de Galois de segunda clase¡ por lo tanto F,(b) $ F1(b). 

(F2,G) conexión de Galois de segunda cl~e <==> b $ G(a) 

<=> b $ G(F,(b)) ( con a = F2(b) ) <==? F1 (b) $ F2(b), pues (F., G) es 
conexión de Galois de segunda. clase¡ por lo tanto F1 (b) $ F 2(b), por lo tanto 

F 1(b) = F0(b) por lo tanto F1 = F2 • • 

Proposición 1.4 (Pickert [8]) 
Sean A,B clases parcialmente ordenadas y G : A --+ B Junciiín entre 

retículas completas, entonces G preserva ínfimos <==? existe una única 

función F : B ___, A tal que ( F, G) es conexión de Galo is de segunda clase. 

Demostración: 
==>) Veamos la. existencia.. 
F: B ___,A se define mediante F(b) = n a. 

b$G(a) 
i) Afirmamos que Fes monótona., pues si b1 $ b,, entonces (b, $ G(a) ==> 

b1 $ G(a)), lo cual implica. que biS'ci(aJ a $ "2SQ(•) a, por lo tanto F(b1 ) $ 

F(b,)¡ así 61 $ b, implica F(b1 ) $ F(b:,), por lo tanto Fes monótona.. 

ii) Ahora. probemos que b $ G(a') <=> F(b) $a' 

==>) b $ G(a') implica. bSQ(•) a$ a1
, por lo tanto F(b)::; a' 

-=l F(b) $a' implica bSQ(•) a $a', por lo tanto b $ bSQ(•) G(a) $ G(a')¡ 

por lo tanto si F(b) $a', entonces b $ G(a'). 

iii) La. unicidad se sigue inmediatamente de la. proposición 1.3. 

$=) Es claro por la. proposición 1.2 (3). • 
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Proposición 1.5 

Si ( F, G) es conezión de Ga/ois de segunda clase, e11tonces G es inyectiva 
-<=> F es suprayectiva. 

Demostración: 

Como (F, G) es conexión de Galois de segunda clase, entonces existen fun

ciones monótonas G : A --+ By F : B --+ A. 

==>) Veamos que Va E A 3 b E B · 3 · F(b) =a. 
Si a E A, entonces G(a) E B; probemos que FG(a) =a. 
Por la proposición 1.2 (4) GFG(a) = G(a) ==> FG(a) = a, pues G es 

inyectiva ·" F(b) =a (con b = G(a)) ·" F es suprayectiva. 

{==)Probemos que si G(a) = G(a'), entonces a= a'. 

a,a' E A==> 3 b, b' E B· 3 ·F(b) =a y F(b') =a', pues Fes suprayectiva; 

así G(a) = G(a') implica GF(h) = GF(b'), luego FGF(b) = FGF(b'); así 

por la proposición 1.2 (4) F(h) = F(b'), luego a= a'; 
por lo tanto G es inyectiva.. 

• 
Proposición 1.6 (Everett [3], Ore (7], Schmidt (10]) 

Sean X, Y conjuntos, tales que A= (p(X),2), B = (p(Y),~). Si 

G : A ---+ B y F : B --+ A son funciones, entonces (F, G} es conezión de 

Galo is de primera clase <==? ( F, G) es conezión de Galo is de segunda clase. 

Demostración: 

=>) ( F, G) Conexión de Galois de primera clase, implica F y G son monó

tonas·" porelteoremal.1(1) VaeAyVbEB,F(b)$a <==:> b$G(a); 
por lo tanto ( F, G) es conexión de Galois de segunda clase. 
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<==) ( F, G) conexión de Galois de segunda clase ==> F y G son monótonas. 

Veamos ahora que, 

G(a) ={y E Y: Vx E a xpy} F(b) = {x E X: Vy E b xpy} 

Seap la relación de X en Y· 3 · xpy *=> 3 a E p(X) con x E a, y E G(a). 

Por demostrar 3 b E p(Y) con y E b y x É F(b) <=* xpy 

==>) b E B con y E by x E F(b) ==>y E by x E A, pues F(b) s;;; A 

. . b :5 GF(b) y b E B ==> b ~ GF(b) ~ G(a) , pues F(b) ~A 

•·. y E G(a) y x E A :. xpy . 

<==) xpy ==> 3 a E p(X), con x E A, y E G(a) ==> 3 a E A, con 

x E A, y E G(a) ~ B ==> 3 x E a, y E B¡ además F(b) :5 FG(a) :5 a, pues 

(F, G) es conexión de Galois de segunda clase. 

• • 3 x E a, y E B, y a~ FG(a) s;;; F(b) 

. . 3 x E F(b), y E B :. 3 b E B, con y E b, x E F(b) 

• . 3 b E p(Y), con y E b, x E F(b). 

La correspondencia definida por p es conexión de Galois de primera clase 

(F, G) es conexión de Galois de primera clase. 

• 
OBSERVACION 

El resultado anterior nos permite caracterizar por medio de las conexiones 

de Galois de segunda clase, a todas las conexiones de Galois de primera clase 

de una manera más sencilla. 
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CAPITULO II 

CONEXIONES DE GALOIS 

DE TERCER~ CLASE 

Reductio ad absurdum, que tanto amaba Euclides, 

es una de las mejores armas del matemático. Es 

un gambito mucho más fino que uno cualquiera 

del ajedrez: un jugador de ajedrez puede ofrecer 

el sacrificio de un peón o de otro pieza mayor, 

pero el matemático ofrece el juego. 

G.H. Hardy 

En este capítulo se desarrollan algunas definiciones y posteriormente se defi

nen las conexiones de Galois de tercera clase, las cuales resultan muy impor

tantes pues con ello se obtiene un estrato muy grande al trabajar con cate

gorías. Con respecto a la definición de conexión de Galois de tercera clase, 

se hizo un cambio en la definición que dan los autores Herrlich y Husek, pues 
resulta más fácil trabajar con ella y .después probamos que son equivalentes. 

La utilidad que se obtiene al definir las conexiones de Galois de tercera clase, 
es muy importante ya que las conexiones de Galois de primera clase, resultan 

ser un caso particular de las de tercera clase, como podrá verse más adelante. 

A continuación, se definen algunos conceptos. 
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2 Conexiones de Galois de Tercera Clase 

Definición 2.1 Sea X una categoría. Una categoría. concreta. sobre X, es un 

par (A, U) tales que A es categoría y U : A --+ X es funtor fiel y amnésico. 

Definición 2.2 U: A-+ X se llama funtor amnésico cuando para cada f 

A-isomorfismo, con Uf morfismo identidad en X se tiene que f es identidad 

en A. 

Definición 2.3 F : (A, U}--+ (B, V) es funtor concreto si F: A-+ B es 

funtor tal que V o F =U, es decir el siguiente diagrama conmuta. 

A 

OBSERVACIONES 

Nosotros adoptaremos las siguientes convenciones: 

1} Ya que los funtores fieles son inyectivos en los conjuntos hom, nosotros 

supondremos que homA(A,B) es subconjunto de homx(UA, U B) para ca.da 

par de objetos (A, B) E ObA. Esta convención nos permite expresar la 

propiedad de que, si A,B E ObB y f EMorX con UA ..L. UB, entonces 

existe un único A-morfismo A..!....+ B con U(A ..!....+ B) = UA ...L.. UB, y en 

tal caso abusaremos del lengua.je diciendo que f : A --+ B es un morfismo 

de A. 

2) Algunas veces, se denotará con A a la categoría concreta (A, U) . 
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FIBRAS EN CATEGORIAS CONCRETAS 

Definición 2.4 Si (A, U) es categorla concreta sobre X, entonces 

(1) La fibra. de X EObX, consiste de la clase preonlenada de todos los 

A eObA con U(A) =X, ordenados por: 

A $ B <=* idx : A --+ B E Mor A. 

(2) A, B E ObA son equiva.lenles si A ::; B y B ::; A. 

(3) (A, U) es amnésico si las fibras son clases parcialmente ordenadas; es 

decir dos objetos equivalentes son iyuales. 

EJEMPLOS 

En los siguientes ejemplos X denotará. la. categoría de los conjuntos. 

(1) Si A es la categoría de los conjuntos preordena.dos, p1 y p1 relaciones en 

Set, entonces las fibras en A esta.n dadas por: 

{2) Si A es la categoría de los espacios métricos, entonces par& l&s métricas 

d1 y d2 en X, las fibras en A esta.o dadas por: 

d1 $ d, <=* V (x,y) E X x X, d2(x,y)::; d1(x,y) 

(3) Si X = Top, entonces para. las topologías T1 y T2 en X, las fibras en A 

estan dadas por: 
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( 4) Si A = Vec, entonces para los espacios vectoriales 111 y 112 en X, las 

fibras en A estan dadas por: 

Definición 2.5 Si F y G son /untares co11cretos paro (A, U) y (B, V) res

pectivamente, se dice que F es más fino que G ( o G es más grueso que F) 

si se cumple: 

F $ G <==> VA E ObA F(A) $ G(A) 

EJEMPLOS 

(1) Sea X = Set la categoría de los conjuntos, y consideremos las funciones 
que preservan el orden como funtores concretos sobre 1 = {O}, entonces 

F $ G <==> V x F(x) $ G(x) 

(2) Sean U : Top.---> Set el funtor que olvida, F : Set ---> Top el funtor 

discreto, y G : Set --+ Top el funtor indiscreto, entonces F $ G • 

Demostración: 
(2) Consideremos el siguiente diagrama: 

F 
Set Top 

lu 
Set 

............ G 
ids,1 

-.....--... 

Sea (X,r), (X,u) espacios topológicos, con u y T topologías discretas, 

entonces idx : (X, r) --+ (X, u). 

Así F $ G, pues V:r E X idx: F(:r)--+ G(:r) es continua. 

• 
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Proposición 2.1 

(1) Todo Juntar concreto es fiel. 

(2) Todo Juntar concreto está completamente determinado por su valor en 

los objetos. 

(3) Los objetos que son identificados por un Juntar concreto pleno son 
equivalentes. 

( 4) Todo Juntar concreto pleno con dominio amnésico es inmersión. 

Demostración: 
1) Sea F : A --+ B un funtor concreto y Ai, A2 E ObA. 

Veamos que F: Hom(Ai.A2)--+ Hom(F(A 1),F(A2 )) es inyectiva. 

J,, h E Hom(A,,A,)· 3 ·F(f1) = F(f2 ), por demostrar J1 = J1 • 

Como Fes funtor concreto, entonces U =V o F .·. F(f1) = F(f1 ) 

=> VF(f1) = VF(h) => U(fi) = U(J.) => J1 =J., pues U es fiel. 

2) Sea G: (A, U)--+ (B, V) un funtor concreto tal que VA E ObA G(A) = 
F(A), entonces VJ E MorA J: A--+ A', tenemos los B-morfismos 

F/ 
G(A) = F(A) ==t F(A') = G(A') con V(FJ) =U(!)= V(GJ), ya que V 

G/ 

es fiel, entonces FJ = GJ; por lo tanto F = G. 

3) Si A,A' E ObA tales que F(A) = F(A'). Por ser F fiel y pleno, existe un 

único g: A--+ A' isomorfismo de A tal que F(g) =id: F(A)--+ F(A'), y 

U(g) = V(F(g)) =id .-. g = idA .·. A~ A'. 
Análogamente, A' ~ A; por lo tanto A y A' son equivalentes. 
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4) Sea. F: (A, U) --> (B, V) funtor concreto pleno. 

Por 1) Fes fiel, veamos que si F(A) = F(A'), entonces A= A'. 
Por 3) si F(A) = F(A'), entonces A y A' son equivalentes, 

a.sí A = A', pues U es amnésico; por lo tanto F es inmersión. 

• 

Definición 2.6 Sean A y B categorías concretas sobre X, si G : A --> B 

y F : B --> A son funtores concretos sobre X; tales que Fo G :5 idA y 

idB :5 G o F, entonces el par (F, G) se llama Conexión de Galois de Tercera. 

Clase ( o Correspondencia de Galois o Conexión de Galois Concreta). 

EJEMPLOS 

Sean U : Top --> Set el funtor que olvida, D : Set --> Top el funtor 

discreto y N: Set--> Top el funtor indiscreto, entonces (U, N) y (D, U) son 

correspondencias de Galois. 

Demostración: 

(1) Vea.mas que U o N :5 idso1 y idTop ::5 No U. 

Es claro que U o N :5 idso1, por demostrar idTop :5 No U . 
Sea (X, T) espado topológico, veremos que idx : (X, T) --> (N(U(X, T))) es 

continua.. Se probará que idx: (X, T) --> (X,a) es continua., donde <Tes la. 

topología. indiscreta en (N(U(X, T))). 

Es claro que idx : (X, T) -->(X, a) es continua, pues los únicos abiertos son 

0yX. 

(2) Veamos que Do U :5 Top y idsot :5 U o N, lo cual es claro; pues todos 

los conjuntos son abiertos en la topología discreta. lll 
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Proposición 2.2 

Si (F, G) es correspondencia de Galois entre A y B, y (F', G') es correspon

dencia de Galois entre B y C, entonces (Fo F', G' o G) es conupondencia 
de Galois entre A y C. 

Demostración: 
\IA EObA F'G'(G(A)) $ G(A), pues (F', G') es correspondencia de Galois; 

por lo tanto FF'G'G $ FG(A), pues FG(A) $A 

por lo tanto (FF')(G'G)(A) $A. 

Análogamente, \IC EObC C $ (G'G)(FF')(C) 

.·. (Fo F', G' o G) es correspondencia de Galois entre A y C. 

Proposición 2.3 
Si (F, G) es correspondencia de Galois entre A y B sobre X, entonces 

( Gop, Fop) es correspondencia de Galo is entre Bop y A ºP sobre XºP. 

Demostración: 
Veamos que Gop o Fop $ ida,. y idA,. $ F"" o Gº•. 

Por hipótesis Fo G $ idA y ida $ G o F. por lo tanto, 

ida $ G o F <=> \IB EObB B $ GF(B) <=* idB : B-+ GF(B) E 

MorB <=* idB .. E MorBº•, así (G o F)º' = Gº• o F 0
• $ida .. 

por lo tanto Gº• o Fop $ ida .... 

• 

Fo G $ idA <=> \IA EObA FG(A) $ A <=* idA : FG(A) -+ A E 

MorA <=* idA .. E MorAº', así idAop $ (Fo G)º' = F 0
• o GºP 

por lo tanto idA. .. $ FºP o G0
•. 

• 
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Proposición 2.4 
Si G : A -> B y F : B -> A son funtores concretos sobre X, entonces son 

equivalentes: 

(1) (F, G) es correspondencia de Galois. 

{2) Si J E MorX, entonces F(B) ..J.... A E MorA <==> B ..J.... G(A) E 
MorB para cada A E A y B E B . 

. Demostración: 

(1) ==> (2) 
==>) Si f E MorX , entonces aplicando G y idn $ G o F se tiene 

B ~ GF(B) ..J.... G(A) E MorB 
~) Si B ..J.... G(A) E MorB y Fo G $ idA, entonces 

F(B) ..J.... FG(A) ~ A E MorA 

(2) => (1) ya que cada F(B) ;~> F(B) E MorA, por (2) VB eObB 

B $ GF(B), por lo tanto idn $ G o F. 

Análogamente, VA EObA FoG $ idA. 
Po lo tanto ( F, G) es correspondencia de Galois. 

OBSERVACION 

• 

En el artículo de Herrlich y Huiiek (4], la definición de correspondencia de 

Galois es la que aparece en el inciso (2) de la proposición anterior; y no 

la definición que se da (Definición 2.6), sin embargo la proposición anterior 
afirma que son equivalentes; por lo tanto usaremos cualquiera de ellas. 
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Proposición 2.5 

Si (F, G) y (F', G) son correspondencias de Galois entre categorías concretas 

amnésicas, entonces F = F'. 

Demostración: 

B EObB, si (F, G) es correspondencia de Galois, entonces B :5 GF(B) <=> 
B :5 G(A) (con F(B) =A) <=> F'(B) :5 A= F(B), pues (F',G) es 

correspondencia de Galois, por lo tanto F'(B) :5 F(B). 

Análogamente, F(B) :5 F'(B)¡ por lo tanto por amnesia F = F'. 

• 
Proposición 2.6 
Si (F, G) y (F, G') son correspondencias de Galois entre categorías concretas 

amnésicas, entonces G = G'. 

Demostración: 
Se sigue por dualidad de la proposición anterior. 

• 
OBSERVACION 

Si las clases parcialmente ordenadas son interpretadas de la manera usual, 

como categorías concretas sobre una categoría T que tiene un modismo¡ 

entonces las conexiones de Galois de segunda clase, son justamente las cone

xiones de Galois de tercera clase (ver [4]). 
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Proposición 2.7 
Si H es isomorfismo concreto, entonces (H- 1 , H) es correspondencia de Ga

lois. 

Demostración: 

Sea H : A --+ B isomorfismo concreto. 

Por demostar n-1(B) ~A ~ B ~ H(A) para A E A,B E B. 
A E A, BE B n-1(B) ~ A ~ H(H-1(B)) ~ H(A) 

~ ide(B) ~ H(A) ~ B ~ H(A). 

• 
Definición· 2.7 Si Hes isomorfismo concreto, entonces (H-1 ,H) es corres

pondencia de Galois; a (H- 1 ,H) se le llama isomorfismo de Galois. 

Corolario 2.8 

Sean G : A --+ B y F : B --+ A funtores concretos entre categorías con

cretas amnésicas tales que (F, G) es correspondencia de Galois. Sean A• la 

subcategoría plena de A cuyos objetos {F(B)JB EObB} y Bº la subcategoría 

plena de B cuyos objetos {G(A)J EObA} , entonces 

(1) A• es correjleziva en A, y A eObA • -F> A= (Fo G)(A) 

(2) B" es reflexiva en B, y B EObB• ~ B = (G o F)(B) 

(3) G•: Aº --+ Bº y F": Bº--+ Aº las restricciones de G y F respec-

tivamente, son isomorfismos concretos inversos uno del otro. 

Definición 2.8 Si E : A --+ B es inmersión concreta y R : B --+ A es 

reflector concreto, entonces ( R, E) es correspondencia de Galo is y en este 

caso se llama reflexión de Galois (ver [1] p. 60-61). 
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Definición 2.9 Si E : A --+ B es inmersión concreta y C : B -+ A es 

correflector concreto, entonces (E, C) es correspondencia de Galois y en este 

caso se llama correflexión de Galois (ver [1] p. 60-61). 

OBSERVACION 

Si se considera el soporte de la categoría X = 1, entonces las categorías con

cretas sobre X, son esencialmente clases preordenadas y los funtores concretos 

son funciones que preservan el orden, y como ( Va E A y "lb E B F(b) :5 
a <==* b :5 G(a) ) es equivalente a. (Va E A (Fo G)(a) :5 a y "lb E B 

b :5 (G o F)(b) ) (proposición 2.4), entonces las conexiones de Ga.lois de 

primera. clase son justa.mente las correspondencias de Galois cuando X = l. 

Proposición 2.9 

Sean G : A --+ B y F : B -+ A Juntares concretos entre categorías 

concretas amnésicas tales que (F, G) es co1·respondencia de Galois. Entonces 

las siguientes condiciones son equivalentes. 

(1) G es inmersión plena. 

(2) G es plena. 

(3) G es inyectiva en los objetos. 

( 4) F es suprayectiva en los objetos. 

(5) Fo G = idA. 

(6) Ezcepto por isomorfismo (F, G) es reflezión de Galois, es decir¡ 

existe (R, E) reflexión de Galois y (H- 1
, H) isomorfismo de Galois con 

(F, G) = (R, E) o (H-1 , H). 
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Demostración: 

(1) ==> (2) Es claro. 

(2) ==> (3) Veamos que, si G(A) = G(A') , entonces A = A' para. ca.da. 

A,A'EObA. 

Si G(A) = G(A') = B, entonces idB : B -t BE MorB, pero 

G: A(A, A') -+ B{B, B) es sobre ( pues Ges pleno ) .·. 3J:A--'-> .A' 
con A 5 A'. 

Análoga.mente, A' 5 A; por lo tanto A= A'. 

(3) ==> (4) \/A eObA si GFG(A) = G(A), entonces FG(A) =A por (3), 

.·• F(B) =A ( con G(A) = B ) .·. Fes suprayectiva. en los objetos. 

(4) ==> (5) si A EOhA, entonces 3 B EObB con F(B) = A, pues F es 

suprayectiva.. (Fo G)(A) = F(G(A)) = F(G(F(B))) = F(B) = A por la 

proposición 2.5 :. (Fo G)(A) = A :. Fo G y idA coinciden en los 

objetos, pero los funtores concretos estan determinados por su valor en los 

objetos (proposición 2.1 (2) ), por lo tanto Fo G = idA. 

(5) ==> (6) Sean B" la. subcategoría. plena. de B, cuyos objetos son de la 

forma. {G(A)jA EObA}; H: A-+ B" la correstricción de G, E: B"<-+B 

la. inclusión y R = H o F. 

Ahora formemos el siguiente diagrama: 
G 

A B 

n-•fiH j3/ 
e·~ 

Afirm¡µ:ión (H-1 , H) es isomorfismo de Galois, pues VA EObA 

U-'(H(A)) = H-'(G(A)) = F(E(G(A))) = F(G(A)) =A 
por lo tanto n-1 o H = idA. 
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H(U-1(G(A))) = H(F(E((G(A)))) = H(F(G(A))) = H(A) = G(A) 

H o n-1 = idn•· (Lo cual ya sabíamos por la proposición 2.7 ). 

Por hipótesis (F,G) correspondencia de Galois => B:;:; (G o F)(B), pero 

(G o F)(B) =(E o H o F)(B) = (H o F)(B) = R(B) 

. . ids : B - R(B) E MorB :. las reflexiones tienen como soporte la 
identidad. : . ( R, E) es reflexión de Galois. 

Claramente G =E o H y F = n-1 o R :. (F, G) = (R, E) o (H-1 , H). 

(6) => (1) Ya que toda subcategoría concretamente reflexiva, de una cate

goría concreta amnésica es subcategoría plena; entonces por la amnesia de la 

inmersión, E es subcatcgoría plena :. G = E o H es la composición de 

inmersiones plenas . ·. G es inmersión plena. 

• 
Teorema 2.10 

Si G : A --+ B y F : B --+ A son Juntares concretos sobre X, entonces 

las siguientes condiciones ( 1 )-(3) son equivalentes e implican las restantes; 

donde A• es la subcategon'a plena de A, cuyos objetos son de la forma 

{F(B)IB EObB} y B" la subcategoría plena de B, cuyos objetos son de la 

forma {G(A)I EObA}. 

(1) (F, G) es correspondencia de Galois. 

(2) F es adjunto izquierdo de G y las funciones G-universales son llevados 

por X-identidades ids : B-+ GF(B). 

(3) G es adjunto derecho de F y las funciones F-couniversales son lleva

dos por X-identidades idA : FG(A) -+A. 

( 4) G preserva fuentes iniciales y F preserva sumideros finales. 
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(5) GoFoG=G y FoGoF=F. 

(6) (GoF)2 =GoF y (FoG)2 =FoG. 

(7). A eObA" <==> 3A' eObA· 3 . A= FG(A') <=:> A= FG(A) y 
B eObB" <==> 38' eObB· 3 ·B = Gf(B') <==> B = GF(B). 

(8) Sean G": A"--+ B" y F": B"-+ A" con G" y F• las restricciones 
de G y F respectivamente, entonces a· y F" son isomorfismos inversos 

uno del otro. 

Demostración: 
(1) ==> (2) F es adjunto izquierdo de Ges claro, pues existe una biyección 

A(F(B), A) :_. B(B, G(A)); por lo tanto existe una biyección 

A(F(B),F(B))--+ B(B,GF(B)), 
por lo tanto F(B) ;~> F(B) es B i~¡ GF(B). 

(2) ==> (1) Consideremos el siguiente diagrama: 

B 
ids 

GF(B) 

lG(J') 

G(A) 

Como ida es universal, entonces para cada f : B -+ G(A) E MorB existe 

un único f' : F(B) --. A E MorA tal que G(f') = J; pero entonces 
F(B) ..L, A E MorA <==> B ..L, G(A) E MorB, 

por lo tanto (F, G) es correspondencia de Galois. 

Análogamente, (1) <==> {3) por dualidad. 

(1) => (4) Consideremos {A .J!..+ A;);er fuente inicial en A, y B...!.+ G(A) E 

MorX tales que Vi E I B...!...+ G(A) .J!..+ G(A;) E MorB, entonces Vi E I 
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/¡og 
F(B) A; E MorB . . por la inicialidad de la fuente 

F(B) ...!..+ A E MorA ·" B...!..+ G(A) E MorB 

. . (G(A) ..!i...+ G(A));er es fuente inicial en B 

. " G preserva fuentes iniciales. 

Análogamente, por dualidad F preserva sumideros finales. 

(5) (F, G) correspondencia de Galois <==? ids :5 G o F 

<==? F = Fo ids :5 Fo G o F ·" F :5 Fo G o F. 
Como Fo G :5 idA <==:> Fo G o F :5 id A o F = F .·. Fo G o F :5 F 

.·. FoGoF=F. 

Análogamente, G o F o G = G. 

(6) Es claro por (5). 

(7) A EObA" <==:> 3B EObB · ;¡ · A= F(B) = FGF(B) = FG(A) . 

. ·. A= FG(A) <==:> A= A' EÜbA con A= FG(A'). 

B EObB" <==:> 3A EObA· ;¡ ·B = G(A) = GFG(A) = GF(B) 

.·. B = GF(B) <==:> B = B' con B = GF(B'). 

(8) (G" o F")(G(a)) = G"(F"(G(a))) = G"(F(G(a))) = 
G(F(G(a))) = G(a) = id(G(a)) 

. ·. G• o F" = ids· . 

Análogamente, F" o G• = idA• 

• 
Definición 2.10 (A, U) es inicialmente completa si toda fuente estructura

da (X .l!.... UA;);er tiene un único levantamiento inicial (A .l!.... A;);er . 
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Teorema 2.11 

Si G : A --+ B es Junior concreto sobre X y A es inicialmente completa, 

entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

(1) 3 F · 3 · (F, G) es correspondencia de Galois. 

(2) G tiene adjunto izquierdo concreto. 

(3) G preserva fuentes iniciales. 

Demostración: 

(1) ===} (2) Es claro por el teorema anterior. 

(2) ===} (3) Sea F adjunto izquierdo concreto de G, con funciones G-univer

sales 'IB : B--+ GF(B) y funciones F-couniversales éA : FG(A) --+A tales 

que se tiene el siguiente diagrama: 
qB 

'• 
Entonces V B eObB eF(B) o Fr¡s = idF(B) 

por lo tanto cada Fo 1/B es sección en A. 

GF(B) 

FG(A) 

Ya que F es concreto cada 'IB es sección en X. 

Veamos que 'IB: B--+ GF(B) es epimorfismo en X. 

Sean GF(B) ~ X un par de X-Morfismos tales que ro r¡8 =so r¡8 , 

probemos que r '= s. 

Sea A eObA indiscreto con JAJ =X, entonces F(B) ~A es un par de 

A-Morfismos con. Gror¡s = Gsor¡s, como r¡8 es mapeo G~universal, entonces 

r = s¡ por lo tanto 1/B es isomorfismo en X. 
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Sea (A ..!!... A¡)¡er fuente inicial en A y B ..L.+ G(A) E MorX tal que 

Vi E I B...!..., G(A) .i!.+ G(A;) E MorB. 

En X consideremos el siguiente diagrama conmutativo: 

B "º GF(B) 

·l ?ºT/B-~ lf;ogo•s-1 
G(A) J; G(A¡) 

Por la propiedad universal de T/B y el hecho de que todos los 
B ...!..., G(A) ..!!... G(A¡) son B-Morfismos, entonces 

/¡ogoqg- 1 

F(B) A; son A-Morfismos; 

a.sí por la inicialidad F(B)~A E MorA, 
g '1B gor¡g-1 

por lo tanto B -+ G(A) = (B-> GF(B)--+G(A)); 
así (G(A) ..!!.... G(A;))íe! es fuente inicial en B, 
por lo tanto G preserva fuentes iniciales. 

(3) ==> (1) V B EObB, considere el levantanúento inicial en A (A..!!... A;) 

de la fuente A-estructurada B ..!!... A¡, que consiste de todos los B-Morfismos 

de la forma B ~ G(A;). 
Por (3) G(A) ..!!... G(A;) es fuente inicial en B, así B ±!.!!. G(A) E MorB; 

por lo tanto id8 es función G-universal para B, por lo tanto por el teorema 

anterior (2) 3 F · 3 · (F, G) es correspondencia de Galois. 

• 
EJEMPLOS 

(1) Las condiciones (1) y (2) del teo!ema anterior, son equivalentes con 

ciertas restricciones ( si A tiene objetos indiscretos o si B tiene objetos dis

cretos o si G es pleno ) . Pero ellos no son equivalentes en general como lo 
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muestra el siguiente ejemplo. 

Sean A subcategoría plena de Set tal que X = {N} y B la categoría con

creta sobre X tal que B = {Bn}neN , cuyos morflsmos f: B. -> Bm son 
funciones monótonas f : N -+ N tales que 

(a) f{n) $ m 

(b) Vp ?.1 f(n+p) = m+p 

Sea A el objeto de la subcategoría plena de B, cuyos A-Morllsmos son 

f: B. --+ Bm tales que (c) f(n) = m . 
Sea G : A<--tB la inmersión canónica y F : B -+ A el funtor concreto 

definido por F(Bn) = Bn+i. entonces Fes adjunto izquierdo concreto de G 
con funciones G-universales 'In : B. --> GF(B.) definidos por: 

k-{k sik$n 
lln( ) - k + 1 si k > n 

y funciones F-couniversales én: FG(Bn)-+ Bn definidos por: 

k {k sik<n 
en( ) = k - 1 si k ;: n 

ya que algunas de estas funciones, {de hecho todas) no son X-Isomorfismos; 

el funtor G no tiene adjunto izquierdo concreto con X-Isomorfismo función 

G-universal. 

por lo tanto no existe F' tal que ( F', G) sea correspondencia de Galois. 

(2) Podríamos seguir trabajando haciendo notar que, cuando F : B ---> A 
es adjunto izquierdo concreto para un funtor concreto G : A --+ B, cuyas 

funciones O-universales son X-Isomorfismos¡ entonces (F, G) no necesita ser 
correspondencia de Galois. Esto es demostrado en el siguiente ejemplo. 

Sea X una categoría tal que X= {X}, con dos morfismos ídx y 8 2 = idx. 

Sea A la categoría concreta sobre X tal que A = { A0 , Ai} y los siguientes 
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morfismos: 

{ 
idx 

HomA(A;,A;} = S 
si i =j 
si i .¡. j 

entonces existen precisamente dos isomorfismos concretos F, G : A -+ A tal 

que G(A;) =A; y F(A;) =A,_,. Como puede verse fácilmente, G y F son 

naturalmente equivalentes; ambos son adjuntos izquierdos de G .·. (G, G) 

es correspondencia de Galois, pero (F, G) no es correspondencia de Galois. 

Las propiedades (5)-(8) del teorema 2.10, se pueden modificar fácilmente 

para obtener más caracterizaciones de las conexiones de Galois de tercera 

clase. Nosotros formularemos esto en el próximo teorema. 

Definición 2.11 Sea A subcategoría plena de una categoría concreta B, 
entonces A es modificación reflexiva de B <==> el funtor inme1·sión 

G : A -+ B tiene adjunto izquierdo concreto F, cuyas funciones 

G-universales son llevados por X-identidades. 

Definición 2.12 Sea A subcategoría plena de una categoría concreta B, 
entonces A es modificación correflexiva de B {=} el /untor inmersión 

G : A --. B tiene adjunto derecho concreto F, cuyas /unciones 

F-couniversales son llevados por X;identidades. 

Corolario 2.12 
Si B es categoría concreta, entonces A es modificación reflexiva de B <==> 
(F, G) es correspondencia de Galois. 

Demostración: 

Es claro por el teorema 2.10 (2). • 
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Corolario 2.13 

Si B es categoría concreta, entonces A es modificación correflexiva B <=> 
(G, F) es correspondencia de Galois. 

Demostración: 
Es claro por el teorema 2.10 {3). 

Teorema 2.14 TEOREMA DE DESCOMPOSIGION PARA 
CORRESPONDENCIAS DE GALOIS 

• 

Sean G: A -+ B y F: B -+A Juntares concretos sobre X entonces (F, G) 
es correspondencia de Galois <=* 3 A* modificación correflexiva de A 

~ ~ 
( A• ¡::====! A ), B• modificación reflexiva de B ( Bº ¡::====! B ) 

e R 

y H isomorfismo concreto H : A• -+ B* tales que los siguientes diagramas 

conmutan: 

G 

F 

H 

Demostración: 

===?) Es claro por el corolario 2.8, corolario 2.12 y proposición 2.9 (6). 

<==)Como A* es modificación correftexiva de A, B* es modificación refle

xiva de B; H es isomorfismo concreto, y además los diagramas conmutan; 

entonces ( F, G) es correspondencia de Galois, pues composición de corres

pondencias de Galois es correspondecia de Galois. • 
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Teorema 2.15 
Si T : A ---+ A es endofuntor concreto, entonces 3 ·(F, G) correspondencia 

de Galois tal que T = GF <=> T 2 = T y T $ idA:i es decir T puede ser 
considemdo como modificación correflexiva. 

Demostración: 

=>)Si T = GF, entonces T 2 = (GF)' = GF = T por el tcórema 2.10 (6) 

por lo tanto T 2 = T. 

VA EObA T(A) $ A es claro, ya que idA : T(A) ---> A E MorA; pues 

idA : GF(A) - A E MorA, por lo tanto T $ id.A . 

<==) Sea T: A-+ A endofuntor concreto tal que T 2 = T y T $ id.A. 

Por demostrar 3 (1'~ G) correspondencia de Galois tal que T = GF. 

Sea Aº la subcategoría plena de A=> 3 Aº modificación corre!lexiva de A 

EA 
(Aº +====ZA), Aº modificación reflexiva de A ( Bº ====! B) 

e e 

y (H-1 , H) isomorfismo concreto; EA la inclusión, C la correstricción de 

To T, H-1 la correstricción de T y H la restricción de T; por lo tanto se 

tienen los siguientes diagramas: 

G 

F 

H 

. . VA E ObA EA(H(C(A))) = EA(T(T o T(A))) = EA(T(A)) = T(A) 

.. EAoHoC=T. 
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Sea J : A -+ A' EMorA, entonces EA.(H(C(J))) = EA.(T(T o T{f))) 

EA.(T(f)) = T(f) .·. EA. o H o C =T. 

Análogamente, EA. o u-1 o C = T . 

(T, T) es correspondencia de Galois tal que T2 = T 

3 {F, G) correspondencia de Galois tal que T = GF con T = G =F . 

• 

OBSERVACION 

La amnesia de los funtores que olvidan, es usado solamente para obtener 

igualdades en algunas proposiciones anteriores. Toda la teoría de las cone

xiones de Galois de tercera clase siguen siendo verdaderas sin la amnesia, 

cuyos isomorfismos son substituidos por igualdades. Muchos ejemplos de 

conexiones de Galois de tercera clase, son amnésicos del mismo tipo; pero en 

algunos casos no amnésicos ocurren ciertas situaciones (ver [4] p. 172). 
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CAPITULO III 

CONEXIONES DE GALOIS 
DE CUARTA CLASE 

Perseguir un teorema es tan emocionante 

como perseguir a una muchacha 

¡verdad! Dr. Bamjas. 
A. Aparicio 

La idea en este capítulo es, abstraer un poco más la definición de conexión 

de Galois de tercera clase; y así definir las conexiones de Galois de cuarta 

clase. Uno de los resultados obtenidos, es que la definición que se da; es más 

compacta y manejable con respecto a la que dan Herrlich y Husek. 

Por la manera en que se definen las conexiones de Galois de cuarta clase, se 

obtienen resultados análogos a los del capítulo anterior. En este capítulo, 

por comodidad se usará adjunción de Galois en vez de conexión de Galois 

de cuarta clase, pues el nombre se relaciona más al concepto de situación 

adjunta en categorías. 

34 



3 Conexiones de Galois de Cuarta Clase 

Las conexiones de Galois se pueden abstraer más, aunque con ello se pierden 

algunas de sus propiedades. A diferencia de las secciones anteriores, nosotros 

lo desarrollaremos al último (ver proposición 3.9 y la discusión acerca de 

ello). Si no se especifica lo contrario F : B -+ A y G : A -+ B son 

funtores covariantes. 

Definici6n 3.1 (F, G) es conexión de Galois de cuarta clase o adjunción de 

Galois si, y sólo si existe (r¡,e): F; G: A-+ B adjunción tal que r¡G es 

lsotransformación{=isomorfismo natural). 

OBSERVACION 

La definición de adjunción de Galois que aparece en el artículo de Herrlich y 

Husek, piden además de lo anterior que eF también sea isotransformación; 

sin embargo no es necesario ya que si uno lo es, entonces el otro también y 

recíprocamente como podrá verse en el siguiente teorema. (Equivalentemente 

uno podría pedir que Fr¡ sea epi transformación o Ge sea monotransformación 

o GeF sea Jsotransformación, ver teorema 3.3 ). 

Teorema 3.1 
Si (r¡,e): F; G: A-+ B es situación adjunta, entonces son equivalentes 

(1) r¡GF= GFr¡ 

(2) r¡G es isotransformación 

(3) eFG=FGe 

( 4) eF es isotransformación 
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Demostración: 

(1) = (2) r¡G tiene como inverso izquierdo a Ge, ya que Ge o r¡G = ida, 
pues ( G ~ GFG 2!.t G ) = (G ~ G). Por demostrar r¡G o Ge= ida. 
Como r¡ es natural, entonces el siguiente diagrama conmuta. 

(r¡GoGe)(A) 

GFG(A) 

a<(A) l 
G(A) 

,,GFG(A) 

,,G(A) 

r¡G(A) o Ge(A) 

GFGFG(A) 

laFG(<A) 

GFG(A) 

GF(Ge(A)) o r¡GFG(A) por la naturalidad de r¡ 

GF(Ge(A) o GF(r¡G(A)) por (1) 

GF(Ge(A) o r¡G(A)) pues GF es funlor 

GF(ida(A)) pues Ge(A) es inverso izquierdo de r¡G(A) 

idaFG(A) pues GF es funtor 

• . Ge es inverso derecho de r¡G • ·. r¡G es isomorfismo natural 

.· ... r¡G es isotransformación. 

(2) = (3) Supongamos r¡G(A) es isotransformación, entonces existe Ge(A) 
inverso izquierdo. 

eFG(A) eFG(A)F(idaFa(A)) 

eFG(A)F(Ge(A) o r¡G(A)) 

eFG(A)F(r¡G(A) o Ge(A)) pues r¡G es isotransformación 

e(FG(A)Fr¡G(A))FGe(A) pues Fes funtor 

idFa(A) FGe(A) pues eF o Fr¡ = idF 

FGe(A) 
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. . eFG(A) = FGe(A) . . eFG = FGe. 

(3) => (4) Es análogo a (1), pues existen adjunciones entre AºP y Bº'¡ 
por lo tanto si eFG = FGe, entonces eF es isotransformación. 

(4) => (1) Si eF es isotransformación, entonces existe Fr¡ inverso derecho. 

r¡GF(B) r¡GF(B)G(idF(Bi) 

r¡GF(B)G(eF(B)Fr¡(B)) pues eF es isotransformación 

r¡GF(B)GeF(B)GFr¡(B) pues Ges funtor 

(GeF(B)r¡GF(B))(GFr¡(B)) pues eF es isomorfismo 

idaF(B¡GFr¡(B) pues Ge o r¡G =ida 

GFr¡(B) 

. . r¡GF(B) = GFr¡(B) . . r¡GF = GFr¡ . 

Proposición 3.2. 

• 

Si (F, G) es adjunción de Galois, entonces (GºP ,Fº') es adjunción de Ga/ois. 

Demostración: 
(F,G) adjunción de Galois => 3 (r¡,e): F -l G: A-> B adjunción tal 

que r¡G es isotransformación. Por demostrar que 3 ( eºP, r¡º') : GºP -l Fº• tal 

que eºP FºP es isotransformación. 

Como G: A -> B, F: B ->A son funtores , entonces Q•P: AºP-> Bº", 
F°": BºP-> A°" también. 

Por lo tanto r¡G : G -> GFG y eF : FGF -> F son isotransformaciones 
<==> r¡ 0•G•P : GºP FºPQ•P -> GºP y eºP FºP : GºP -> GºP FºPG0

• son iso

transformaciones, por lo tanto eºP FºP es isotransformación, 

por lo tanto (GºP,Fº') es adjunción de Galois. • 
37 



Teorema 3.3 

Si (r¡,E): F -1 G: A--+ B es situación adjunta, entonces son equivalentes 

(1) (F, G) es adjunción <le Galois 

(2) Fr¡ es isotmns/ormación 

(3) r¡G es epitmnsformación 

(4) Fr¡ es epitmnsformación 

(5) GFr¡ = r¡GF 

Demostración: 

(1) = (2) (F,G) adjunción de Galois = 3 (71,i;;) : F -1 G adjunción tal 

que r¡G es isotransformación = i;;F es isotransformación por el teorema 

3.1; como ( G !B.. GFG .E!. G) = (G ~ G) y ( F ~ FGF .!!:.. F) = 
(F ~ F), entonces Gi;; y F71 son isotransformaciones; 

por lo tanto Fr¡ es isotransformación. 
F' 

(2) = (3) Veamos que, si los modismos A ===t B !B.. C son tales que 
G' 

F'71G = G'r¡G, entonces F' = G' con A EObA, B EObB, C EObC . 
Como F 171G = G171G, entonces F'r¡GF71 = G'r¡GFr¡, pues Fr¡ es isotransfor· 
mación; así F' = G' por lo tanto Fr¡ es epitransformación. 

(3) = (4) Probemos que si F'Fr¡ = G'Fr¡, entonces F' = G'. 

F'Fr¡ = G'Fr¡ implica F'F71G = G'F71G, luego F'F = G'F pues r¡G es 
epitransformación, por lo tanto F' = G'. 

( 4) = (5) Consideremos las composiciones correspondientes para 
A eObA, B EObB . 
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GFr¡(B) = GFr¡(G(A)) = GFG(A) pues r¡ es identidad. 

r¡GF(B) = r¡GF(G(A)) = GFG(A) pues r¡ es identidad. 

Por lo tanto r¡GF = GFr¡. 

(5) ~ (1) Si r¡GF = GFr¡, entonces r¡G es isotransformación por el teorema 

. anterior. 

• 

Teorema 3.4 

Si ( F, G) es correspondencia de Galo is, entonces ( F, G) es adjunción de Ga

lo is. 

Demostración: 
( F, G) correspondencia de Galois {==? F es adjunto izquierdo de G y G es 

adjunto derecho de F {=} cp : A(F(B), A) ~ B(B, G(A)) es isomorfismo 

natural, por lo tanto (r¡,e): F -l Ges adjunción. 

Como V B eObB 1/B : B -+ GF(B), entonces f/G(A) : G(A) -+ GFG(A) 

es isomorfismo natural, pues ida(A) : G(A) -+ GFG(A) = G(A) es isomor

fismo natural; por lo tanto r¡G es isotransformación, 
por lo tanto (F, G) es adjunción de Galois. 

• 
Teorema 3.5 

Si (r¡,e): F -l G: A-+ B es sitttación adjunta y r¡ es epitrans/ormación o 

G es pleno,· entonces (r¡,e): F -l Ges adjunción de Galois. 
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Demostración: 

(i) Primer caso, si r¡ es epitransformación. 

Como ('11 e) : F-! G: A -> Bes situación adjunta, entonces r¡: ida --> GF 
y e : FG --> idA son transformaciones natura.les tales que 

( G ~ GFG ~ G) = (G !!E. G) y ( F !:!!., FGF .!f.. F) = (F ~ F). 

Como '1 es epitransformación, entonces 'IG(A) es epitransformación; y como 

Ge o r¡G = ido, entonces r¡G es sección . • .,G es isomorfismo natural 
. . 'IG es isotransformación . . (11,e): F-! Ges adjunción de Galois. 

(ii) Segundo caso, si G es pleno. 

G Pleno implica e es sección, así e es monotransformación, lo cual implica 

eF es monotransformación; y como e:F o Fr¡ = idF . ·. eF es retracción 

. . eF es isomorfismo natural; así por el teorema 3.1 r¡G es isomorfismo 

natural . ·. l/G es isotransformación 

. • (11,e): F-! Ges adjunción de Galois. 

• 
Teorema 3.6 

Si G : A -> B, F : B -> A son Juntares concretos sobre X, entonces 
(F,G) es adjunción de Galois <==> 3 (fJ,e): F-! G: A--+ B situación 
adjunta, tales que '1 y e son transformaciones naturales concretas. 

Demostración: 

Por el teorema 2.10 sabemos que, (F, G) es adjunción de Galois <==> 
3 (r¡,e:): F-! G: A-> B, y las funciones O-universales son llevados por 

X-identidades, y las funciones F-couniversales son llevados por X-identidades 

con 1/ = idB : B--+ GF(B), y e= idA : FG(A)--> A 
por lo tanto r¡: idB --> GF y e : FG--+ idA. 
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La naturalidad de r¡ y e: es clara por la universalidad de G y F, pues F y G 

son funtores concretos. 

• 
Antes de buscar otros ejemplos, es conveniente probar el siguiente resultado 

que caracteriza a las adjunciones de Galois, y que es la versión correspon

diente del teorema 1.1 (7), proposición 1.2 (7) y el teorema 2.14. 

Teorema 3. 7 TEOREMA DE DESCOMPOSICION PARA 

ADJUNCIONES DE GALOJS 

Sean A• la subcategoría plena de A generada por F(B], y B • la subcategoría 

plena de B ·generada por G(AJ; entonces (F, G) es adjunción de Galois *=> 

Aº es correflexiva en A (A";====! A), Bº es reflexiva en B 
e 

Es a· 
( B" ===::=::! B ); Aº y B" son equivalentes (Aº ===::=::!e·), F 

R r 

es naturalmente isomorfo a EAFºR (es decir F '.::!! EAFºR) y Ges natural

mente isomorfo a EsGºC (es decir G '.::!! EsGºC) 

Demostración: 
==>) Consideremos los siguientes diagramas conmutativos: 

a• 

(F, G) adjunción de Galois ==> 3 (r¡,e:) : F -1 G adjunción tal que r¡G es 

isotransformación. Sea C = FG con rango restringido a Aº, y R = GF con 

rango restringido a B"; Fº y G• las restricciones de F y G respectivamente. 
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B" es reflexiva en B, pues (F,G) es adjunción de Galois; Aº es correfiexiva 
en A, pues (F, G) es adjunción de Galois; A• y Bº son equivalentes, pues Fº 
y Gº son restricciones de F y G respectivamente. 

Es(Gº(C(A))) = Es(Gº(FG(A))) = Es(G(F(G(A)))) = 

G(F(G(A))) ~ G(A), por lo tanto Es o G" o C ~ G. 

Análogamente, E,. o Fº o R ~ F. 

<==)Es claro ya que Bº es reflexiva en B, y Aº es correflexiva en A; además 

los diagramas conmutan, y composición de isotransformaciones es isotrans

formación, por lo tanto ( F, G) es adjunción de Galois. 

• 
Proposición 3.8 

Si ('l,e) : F -l G: A --+ B es situación adjunta, entonces 3 (R, /) reflexión 

plena y ( J, C) correflexión plena tales que (F, G) = (RJ, CJ) 

Demostración: 
Sea C la unión ajena de A y B, cuyos conjuntos de modismos son 

Homc(B,A) = HomA(F(B),A) y Homc(A,B) = 0 con A E A BE B. 

Hacemos los conjuntos de morfismos ajenos y definimos la composición como 

sigue: 

f: B'--+ BE MorB y g': B-+ A E MorC => g': F(B) --+A E 

Mor A .·. g' f : B' --+ A se define mediante g' o f = g o F(f). 
Si g': B-+ A E MorC y f: A-+ A' E MorA, entonces fog': B--+ A' y 

/og' =(lag)', por lo tanto la inmersión J: A--+ C tiene adjunto izquierdo 

R: C--+ A con R la restricción de F en B, y R(B .J.... A)= F(B) .J.... A; 
la inmersión J : B --+ C tiene adjunto derecho C : C --+ B con C la 

restricción de Gen A, y C(B .J.... A) = B ~ GF(B) !!.!.+ G(A). 
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Afirmación A(R(C), A)~ C(C, A) 
i) Si CE A, entonces A(A',A) = C(A',A) .. A(R(C),A) ~ C(C,A). 
ii) Si CE B, entonces A(R(B), A)= C(F(B), A)~ C(B, A), 
así A(R(B),A) e! C(B,A), por lo tanto A(R(C),A) ~ C(C,A) 
p<ir lo tanto (C, R) : F -1 G. 

Por lo anterior tenemos los siguientes diagramas: 

i) A eObA => C(I(A)) = C(A) = G(A) ... e o l = G. 
ii) h: A-+ A' E MorA => C(l(h)) = C(h) = G(h) ;. Col= G 
por lo tanto C o I = G en los objetos y en los modismos. 

i) B eObB => R(J(B)) = R(B) = F(B) .-. Ro J =F. 
ii) h': B -+ B' E MorB => R(J(h')) = R(h') = F(h') . . Ro J = F 
por lo tanto R o J = F en los objetos y en los modismos. 

por lo tanto (F,G) = (RJ,CI) . 

• 
Definici6n 3.2 Un esqueleto de A• es una subcategoría plena A' de A, tal 

que cada objeto de A• es isomorfo en A• a e:ractamente un objeto de A' 

OBSERVACION 

Con mucha frecuencia, resulta mejor entender por conexión de Galois un 

funtor F, y no una pareja (F, G); ya que G queda determinado excepto por 
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isomorfismo natural; análogamente dado G, F queda determinado. Una pre

gunta natural es, ¿existe una conexión de Galois especial, en el conglomerado 

de conexiones de Galois equivalentes entre si ?; se puede probar que esta pre

gunta, está relacionada con el problema de que concepto se obtiene si en la 

definición de adjunción de Galois, se pide que r¡G sea identidad en lugar de 
isotransformación. 

Considérese los siguientes diagramas: 

o JA 
A" A' 

EA 

a· lf F" 

SA 

G'lf F' 
R Ja 

B• B' 
Es Ss 

donde A" es la subcategoría plena de A generado por F(B], B" la subcate

goría plena de B generado por G(A]; (F, G) adjunción de Galois <=> 

A" es correflexiva en A (A"<====:=! A), B" es reflexiva en B 
o 

Es Gº 
( B" ====t B ), A" y B· equivalentes ( A" ====t B" ), 

R 

A' es un esqueleto de A", B' es un esqueleto de B"; JA, JB inmersiones; SA, SB 

son las retracciones y S(F(B)) =A <=> A E ObA'; A'~ F(B), G' y F' son 

las restricciones de G y F respectivamente; por lo tanto G', F' son isofuntores. 

Se definen G = EBJBG'SAC y F = EAJAF'SBR. Así los isomorfismos 

natural µ : idA• --> JASA , w : idB. --> JBSB pueden ser escogidos de tal 

manera que SA(PA) = idsA(A)• (es decir ¡t y w son identidades en A' y B' 
respectivamente). 
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para las transformaciones naturales f¡ = EBwR: idB --t GF y 

l = EAµC: FG-> idA, tenemos que (f¡,l): F -1 G: A--> B ·; 

f¡G = id0 , lF = idp ; F ~· F , G ~ G. Por Jo tanto se tiene la siguiente 

proposición. 

Proposición 3.9 
Si (F, G) es adjunción de Galois, entonces 3 (F, G) adjunción de Galois con 

adjunciones (f¡,l) • 3 · f¡G o lF consiste de identidades, y F ~ F, G ~ G. 

Demostración: 

Ó(A) EBJBG'SAC(A) con A E ObA 

EBGºC(A) 

G(C(A)) 

G(F(G(A))) 

~ G(A) pues ida(A) es isomorfismo natural 

Si h : A --t A' EMorA, entonces consideremos la composición 

por lo tanto G ~ G. 
Análogamente, F ~ F. 

G(h) EsJsG'SAC(h) 

EsG"C(h) 

G(C(h)) 

G(F(G(h))) 

~ G(h) 
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iiG(G(A)) EawREaJaG'S-tC(G(A)) 

Eaw(REaJa)G'S-tC(G(A)) 

EawG'S-tC(G(A)) pues REaJa =id 

E8 G'S-tG(G(A)) 

G(G(A)) 

idG(G(A)) 

Si f : A --+ A' eMorA, entonces consideremos la composición 

iiG(/) EawREaJaG'S-tC(/) 

por lo tanto .¡(; = ida. 

Análogamente, €F = id¡;-

OBSERVACION 

EBw(REBJa)G'S-tC(/) 

EBwG'S-tC(/) pues REaJB =id 

EBG'S,tG(f) 

G(f) 

idc;¡Jl 

Como (B x X,A) ~ (B,AX), entonces 

Hom(B x X,A) ~ Ilom(B,Ax) ~ Hom(B,Hom(X,A)); 

además (X x B,A) ~ (X,X8 ), por lo tanto 

Hom(X x B,A) ~ Hom(X,X8 ) e; Hom(X,llom(B,X)), 

y como (B x X, A) e; (X x 8, A), entonces 

Hom(B,Hom(X,A)) ~ Hom(X,Hom(B,X)) 
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EJEMPLOS 

Los fun tores H om contravariantes internos, usualmente no son adjunciones 
de Galois ver [4]. En adelante nosotros consideraremos solamente funtorcs 
Hom que tienen adjunto derecho. 

(1) Hom(-,X): Setº"-+ Set es adjunci&n de Galois ~ IXI :5 1 . 

Demostración: 
~) Si IXI :5 1, entonces X= 0 o X= 1 . 
Veamos que Hom(-,X): Set•P-+ Set es adjunción de Galois. 
Por demostrar r¡G: G-+ GFG es isomorfismo natural. 

Por la observación anterior Set(A,X8 ) = Set(XB, A) Si! Set(B;X"') y como 
Set(A,X8 ) = Set(X8 ,A) = Setº•(X8 , A), entonces 
Set 0 •(X8 , A) Si! Set(B, X"'); por consiguiente 

Setº•(Set(B,X), A) Si! Set(B, Set( A, X)), 

por lo tanto Set°"(F(B), A) Si! Set(B, G(A)) con Set(B, X)= F(B), y 
Set(A,X) = G(A)i así GFG(A) = Set(FG(A),X) = 
Set(Set(G(A), X),X) = Set(Set(Set(A,X), X), X) 
por lo tanto GFG(A) = Set(Set(Set(A,X),X),X). 

Veremos que Set(A,X) ~ Set(Set(Set(A,X),X),X). 

i) Primer caso X = 0, entonces 

r¡G(A): Set(A,0)-+ Set{Set(Set(A,0),0),0) 

a) primer subcaso A= 0, implica. 
r¡G(A): Set(0,0)-+ Set(Set(Set(0,0),0),0) 
• . r¡G(A): {id¡}-+ Set(Set({id,}, 0),0) = Set(0,0) = {idt} 
. . r¡(;'(A): {ide} -+{id,} :. r¡G(A) = {idt} es biyección 
. . r¡G(A) es isomorfismo natural. 
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b) Segundo subcaso A# 0, implica 

11G(A): Set(A,0)--+ Set(Set(Set(A,0),0),0) 

. . 11G(A) : 0 --+ Set(Set(0, 0), 0) =Set( {ide}, 0) = 0 
11G(A) : 0 --+ 0 .·. r¡G(A) = id0 "s biyección 

. . 11G(A) es isomorfismo natural. 

ii) Segundo caso si X = 1, entonces 

G(A) = Set(A, 1) ~ 1 pues 1 es objeto terminal en Set 

GFG(A) = Set(Set(Set(A, 1), 1),1) ~ 1 pues 1 es objeto terminal en Set 

. . 11G(A) es biyección .'. 11G(A) es isomorfismo natural 

por i) y ii) r¡G(A) es isotransformación. 
. . Hom(-,X): SetºP--+ Set es adjunción de Galois 

(F,G) es adjunción de Galois. 

==>) IXI = m, IAI = n ===> ISet(A,X)I = ¡x¡IAI = mn 

1x11x1IAI '"" '"" ==> ISet(Set(Set(A,X),X),X)I = IXI =mm pero mm # mn 
en general. 

. . m"'m" = mn ===> mm = 1 con n = O ==> m = O o m = 1 

. • IXI = 1 o IXI =O .·. lxl :5 l. 

. . Hom(-,X): SetoV--+ Set adjunción de Galois ===> IXI :5 1 

• 
(2) Hom(-,X): GrºP--+ Gr es adjunción de Galois <==> X= (O)= e . 

Demostración: 

<==) X=(O). 
Veamos que Hom(-,X): GrºP--+ Gr es adjunción de Galois. 

Por demostrar r¡G: G--+ GFG es isomorfismo natural. 
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ESTA 
SALIR 

TESIS 
DE Ln 

Por la observación anterior GrºP(Gr(B,X), A)~ Gr(B,Gr(A, X)), 

así GrºP(F(B), A)~ Gr(B, G(A)) con F(B) = Gr(B, X), y 

G(A) = Gr(A,X) = GFG(A) = Gr(FG(A),X) = 
Gr(Gr(G(A),X),X) = Gr(Gr(Gr(A,X),X),X) 
por lo tanto GFG(A) = Gr(Gr(Gr(A,X),X),X). 

Veamos que Gr(A,X) = Gr(Gr(Gr(A,X),X),X). 

X = (O) = e, entonces 
r¡G(A): Gr(A,e)--+ Gr(Gr(Gr(A,e),e),e) 
a) primer caso si A = e, entonces 

r¡G(A): Gr( e, e)--+ Gr( Gr( Gr( e, e), e), e) 
. . r¡G(A): {id.}--+ Gr(Gr(id.,e),e) = Gr({id.},e) ={id,} 
.·. r¡G(A): {id,}--+ {id,} .·. r¡G(A) ={id.} es biyección 

.·. r¡G(A) es isomorfismo natural. 

b) Segundo caso si A# e, entonces 

r¡G(A): Gr(A,e)--+ Gr(Gr(Gr(A,e),e),e) 
.. r¡G(A): e--+ Gr(Gr(e,e),e) = Gr({id,},e) ={id,} =.e 
. . r¡G(A) : e --+e .·. r¡G(A) =id, es biyección 

. . r¡G(A) es isomorfismo natural 

por a) y b) r¡G(A) es isotransformación. 

• . Hom(-,X): GrºP--+ Gr es adjunción de Galois 

. . (F, G) es adjunción de Galois. 

NO DEBE 
BIBLIOTECA 

=l 1::; IGr(Gr(Gr(A,X),X),X)I::; IXl¡x¡ixil•I = 1 pues Gr(A,X) ~ 
Gr(Gr(Gr(A,X),X),X) . 

. • X= (O)= e 
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(3) Hom(-,X) : Topop--+ Top es adjunción de Galois con la topología 

indiscreta. {==> IXI $ 1 . 

Demostración: 

<=)Si !XI$ 1, entonces X =.0 o X= 1. 
Veamos que Hom(-,X): Topº•--+ Top es adjunción de Galois. 
Por demostrar 11G: G--+ GFG es isomorfismo na.tura!. 

Por la. observación anterior Top(A,X8 ) = Top(X 8 ,A) ~ Top(B,XA) y 
como Top(A,X 8 ) = Top(X 8 ,A) = Topº•(X 8 ,A), entonces 
Topop(X8 , A)~ Top(B,XA) 

.·• Top°•(Top(B, X), A) ~ Top(B, Top( A, X)) 

.·• Topop(F(B), A) e! Top(B, G(A)) con Top(B, X)= F(B), y 
Top( A, X) = G(A) =- GFG(A) = Top(FG(A), X)= 
Top(Top(G(A), X), X)= Top(Top(Top(A, X), X), X) 
:. GFG(A) = Top(Top(Top(A, X), X), X). 

Probaremos que Top( A, X) ~ Top(Top(Top(A, X), X), X). 

i) Primer caso, si X = 0, entonces 
r¡G(A) : Top( A, 0)--+ Top(Top(Top(A, 0), 0), 0) 
a.) primer subca.so, si A= 0, entonces 
r¡G(A): Top(0,0)--+ Top(Top(Top(0,0),0),0) 
. . r¡G(A): {ide}--+ Top(Top({ide},0),0) = Top(0,0) = {ide} 
.·. r¡G(A): {ide} --+ {ide} .·. r¡G(A) = {ide} es biyección 
.·. r¡G(A) es isomorfismo natural. 

b) Segundo sub ca.so, si A .¡ 0, entonces 
r¡G(A) : Top( A, 0)-+ Top(Top(Top(A, 0), 0), 0) 
• . r¡G(A): 0-+ Top(Top(0,0),0) = Top({ide},0) = 0 
:. r¡G(A): 0 -+ 0 ;. r¡G(A) =ida es biyección 
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. . l/G(A) es isomorfismo natural. 

ii) Segundo caso, si X = 1, entonces 

G(A) = Top(A, 1) ~ 1 pues J es objeto terminal en Top; 

GFG(A) = Top(Top(Top(A, 1), 1), 1) ~ 1, pues 1 es objeto terminal en Top 

. . l/G(A) es biyección .·. l/G(A) es isomorfismo natural 

. . por i) y ii) l/G(A) es isotransformació~. 

. . Hom(-,X): Topº•--+ Top es adjunción de Galois 

• . (F, G) es adjunción de Galois. 

=>) IXI = m, IAI = n => ITop(A,X)I = ¡x¡IAI = mn 

¡x¡IXllAI m" m" => ITop(Top(Top(A,X),X),X)I = IXI =mm , pero mm f mn 

en general.· 

. . mmm" = mn =* mm = 1 con n = o => m = o o m = 1 

. . \XI = 1 o IXI =O ;. \xi :::; l. 

. , Hom(-,X): Topº• - Top adjunción de Galois =>\XI :5 1 

• 
Existen importantes restricciones de estos funtores Hom que son adjunciones 

de Galois ver [4]. 

Los funtores covariantes internos que tienen adjunto izquierdo, pueden ser 

adjunciones de Galois en algunos casos. 

EJEMPLOS 

(1) Hom(X, -) : Set--+ Set es adjunción de Galois <=> IXI :5 1 . 
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Demostración: 

==>) Como Hom(B X X,A) ~ Hom(B,Hom(X,A)), entonces 
veamos que Set( X, A) ~ Set( X, Set( X, A) x X). 

. . !Set(X, A)I = IAllXI, ISet(X, Set( X, A) X X)I = (IAllXI · IXl)IXI 

. . IAllXI = (IA¡IXI • IXl)IXI no puede ser si !XI > l 

.. IXl$1 . 

<==) Si IXI $ 1, entonces X= 0 o X= 1. 
Veamos que Hom(X,-): Set--+ Set es adjunción de Galois. 
Por demostrar 'IG(A): G(A) --t GFG(A) es isomorfismo natural. 

Probemos que Set(X, A)~ Set(X, Set( X, A) X X). 

i) Si X= 0, entonces 

r¡G(A) : Set(0, A) --+ Set(0, Set(0, A) x 0) = Set(0, 0) = {id,} 
. . 'IG(A): {iA} -+{id,} la inclusión es biyección 
. . 'IG(A) es biyección 
• . 'IG( A) es isomorfismo natural. 

ii) Si X = 1, entonces 
'IG(A): Set(l,A)-+ Set(l,Set(l,A) X 1) ~ Set(l,A x 1) 
er Set(l, A) = A 
• . 'IG(A): A-+ A .·. 'IG(A) = idA es biyección 
.·. r¡G(A) es isomorfismo natural. 

por i) y ii) i¡G(A) es isotransformación . 

. . Hom(X,-): Set-+ Set es adjunción de Galois 

. . (F, G) es adjunción de Galois. 
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CONCLUSIONES 
Las conexiones de Galois de segunda clase, son las mismas que las cone

xiones de Galois de primera clase . 

• - La definición de conexión de Galois d'l tercera clase que se dió, resulta 

más manejable a la que dieron Hcrrlich y Husek originalmente . 

• - Si el soporte de la categoría X = 1, entonces las conexiones de Galois de 

primera clase, coinciden con las conexiones de Galois de tercera clase . 

• - Cuando consideramos una pareja de funtores adjuntos, con F adjunto 

izquierdo de G y funciones G-universales; que sean llevadas por identidades 

en X, siempre obtenemos una correspondencia de Galois y recíprocamente . 

• - Siempre existe un teorema de descomposición para. conexiones de Galois 

de tercera clase . 

• - La. definición de adjunción de Galois, se substituyó por una. definición 

más compacta a la que Herrlich y Huilek habían dado originalmente • 

• - Se obtuvieron varias definiciones de conexión de Galois de tercera clase, al 

haber probado un resultado que no estaba en el artículo de Herrlich y Husek 

(teorema 3.3) . 

• - En el caso de los funtores concretos, si (F, G) es adjunción de Galois, 
entonces F es adjunto izquierdo de G y r¡, e son transformaciones naturales . 

• - Para cada conexión de Galois de cuarta clase, siempre existe un teorema 

de descomposición, en el sentido del teorema 3. 7 . 

• - Si (F, G) es adjunción de Galois, entonces siempre existe (F, G) adjunción 
de Galois con adjunciones (ij, €) ta.les que ,¡(; o iF consiste de identidades, 

y Fe! F, Ge!G. 
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A,B 

Mor A 

IsoA 

ObA 
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IXI 
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p(X) 

Set 

Top 

Gr 

Vec 

SIMBO LOGIA 

F es adjunto izquierdo de G 

categorías 

conjunto de morfismos de A 

conjunto de isomorfismos de A 

conjunto de objetos de A 

categoría opuesta 

cardinalidad de X 

si, y sólo si 

entonces o implica 

tal que o tales que 

por lo tanto 

isomorfo 

para todo o para toda 

existe 

pertenece o es elemento de 

el conjunto de los números naturales 

el conjunto potencia de X 

categoría de los conjuntos 

categoría de los esp~ios topológicos 

categoría de los grupos 

categoría de los espacios vectoriales 

54 



Bibliografía 

[1) J. Adámek, H. Herrlich a.nd G. Strecker, Abstract and Concrete Ca.te
gories, Pure a.nd Applied Ma.thema.tics , A Wiley-Interscience Publica.

tion, John Wiley and Sons, lnc. 1990. 

[2) G. Birkhoff, La.ttice Theory. Amer. Ma.tb. Soc. Colloq. Pub!. 25 (1940). 

[3) C. J. Everett. Closure opera.tors a.nd Galois Theory in La.ttices. Trans. 

Amer. Ma.th. Soc. 55 {1944). 

[4] H. Herrlich a.nd M. Husek, Ga.lois Connections Ca.tegorica.lly, Journal of 
Pure and Applied Algebra. 68 (1990) 165-180 North-Holla.nd. 

[5] J. R. isbell, General functoria.l sema.ntics, Amer. J. Ma.th. 94 (1972) 

535-559. 

[6] S. Mac Lane, Ca.tegories for the Working Ma.thema.ticia.n (Springer, 

Berlin, 1971 ). 

[7] O. Ore, Galois connections, Tra.ns. Amer. Ma.th. Soc. 55 (1944) 493-513. 

[8J G. Pickert, Bemerkungen über Ga.lois-Verbindungen, Arch. Ma.th. 3 

(1952) 285-289. 

[9] D. Pumplün, Ka.tegorien, Vorlesungsskript, Universitát Münster, 1972. 

[10) J. Schnúdt, Bertráge zur Filtertheorie 11, Ma.th. Z. 10 (1953) 197-232. 

55 


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Conexiones de Galois de Primera y Segunda Clase
	Capítulo II. Conexiones de Galos de Tercera Clase
	Capítulo III. Conexiones de Galois de Cuarta Clase
	Conclusiones
	Simbología
	Bibliografía



