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I N T R o D u e e l o N 

Los Ot"'upos Fuchslanosi y Klelnlanos son de r;ran import..'lncia 

act.ual en var-las ramas de la Mat.emilt.tca, ent.re ot.ras dest.acan la:;; 

superf'lcles de Riemann, la t.eorla de tos nómeros y recient.emant.e 

con los t.rabajos de Thul"st.on CTl, Ja t.opolog'a de dimensión baja. 

Siempre 

grupos, lo cual 

i:'it .. U obt.ener visuali2aclones r;eomét..ricas dt~ est.as 

puede hacer medlant.~ la const.rucción de Regiones 

Fundament.ales CBJ. En est.a t.esis N1st.ringlremos dlscut .. 11~ 

aJcunos poUr:onos bidimensionales <det-lvados de c;r-upos F'uchsianos). 

T-.mbii6n considerar-amos s61o los casos me-nos pat.oló,;lcos. poUi;onos 

más complicados se pueden ver por ejemplo an CL2J p. 12"4 - 125 y 

[FJ p. 57 58. Para el caso de Orupos Kleinianos puede 

consult.ar CMasl. 

En el Capit.ulo exhibimos los r-esult.ados b.6.s.tcos de 

geomet.rfa hiperbólica bidimensional que necesit.amos para la mdduln 

de la t.esls que el CapU.ulo 2, es decir la const.ruc.:ldn y 

discUS1ión de fo• Políeonos de Dirichlet.. En el Caph.uh> =l damos 

a.lcunos ejemplos que llust.ran est.as const.rucciones, así como los 

PoUgonos de Fo .. d. 

Noviembre l992. 
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PRELIMINARES1 

Una t.ranaf'or ..... ctón lineal es una blyecctón conf'orme de C C. 
declt"', de la Corma 

Tcz1• = : :. ad - be ~ O donde a, b. c. d E et; 

y cC • C u <oo>. A C se le ldent.lf"lca mediant.e la proyección 

est..er-eocrilflca con la esCera de Rlemann 5
2

• < K e IR
9 

( 1 X l •1 >. 

Cualquier t.ran:sf'ormaclón se puede normalizar de t.al manera que 

ad - be • t. <Ver CLd, pac. 3). 

Oenot.amos por PSLC2,C > al conjunt.o de t.odas las t.ransf'ormaclones 

lineales con coeCiclent.es en 4:. 

PSLC2,C> es un grupo bajo la composición. <Ver CLtl, pag. 3), 

Se denot.a por GLC2,C> al Cl"Upo de mat.rlces con ent.radas 

compleja& y det.ermtnan~ di!el"ent.e de cero, y SLC2,.C> al subgrupo 

de mat.l"lces con det.el'minant.e l. 

A cada t.r-anef'ormación lineal •• le asocian 2 mat.l"lces en SLC2,C> 

en f'ol'ma nat.ural ea decir-

SLC2,Cl/(l,-D ;: PSL<2,C>. <Ver CLd, pac. of), 

El conjunt.o de t.odas las t.ransformaclones lineales con 

coet'lclent.es reales denot.a por PSLC2p>, que es un subcrupo de 

PSL<2,C>. 

PSL<2,0?> est..:6 car-act.erlzado por las t.ransf'or-maclones de PSLC2,C> 

que t..r-ansf'or-man IH •obre si mismo, donde 

Di•<z•C ( lm<z»O>. 

<Ver CLal, PAC· 7 o CNarJ, PAC· 28•, ej. 5>. 



En est.a t.~sls s&lo t.r-abajaremos t.r-ansCor-maclone~ d~ 

PSLC2,IF>. 

Def'inlctón 0.t.- Sea a. e ll:, se dice que o es un punt.o Umit.e de 

un subgrupo r de PSL<2,IF>. sl exlst.e una z E é y una suceslon de 

t.r-ans!'ormaclones V n (z) dlst.lnt.as, V'"' E r t.al que V n <z> -

El conjunt.o de t.odos los punt.os Umlt..es se denot.a por :e, st 

punt.o no es limit.e se le llama punt.o ordinar-lo,. y al conj1.1nt.o de 

los punt.os ordinarios se la denot.a por- t{), 

Def"lnlclón 0.2.- Sea r subgrupo de PSL<2.!R). r 

dlacont.tnuo si y sólo si O os no vaclo. r es: dlscont.inuo 

conjunt.o S si S e O. 

Decimos qua z, Y z 
2 

equlvalent.es <o r-equlvalent.es> st y 

sólo si exlst.e una V E r t.al que V1z 1• z. . . . Est.a relación de 

equivalencia part.e a é clases de equivalencia disjunt.as llamadas 

6rblt.as. 

La órbit.a de z se denot.a por: 

rz• < V1z1 1 v e r > 

Daf"lnlclón 0.3.- Un subr;r-upo r de PSLC2.CR:> se la llama dlscret.o, 

si no exlst.e ninguna sucesión de mat.rlces A,.... e SL<2,IR) que 

represent.an t.ransf'ormaclones dlst.lnt.as en r, de t.al manera que 

An--+ A, A e OLC2,C>. C Ver CBJ, pac. 1'4>. 

T•oreMa 0.4.- Sea r sub¡:rupo de PSL<2,IF'> entonces r 

d(.sconUnuo ..s( .Y .sólo .s( r es d(scr-eto. Ademias los cr-upos dlscr-et.os 

act.Qan dtscont.tnuament.e en (H. < Ver CL&l, pee. t3>. 

DeClnlclón 0.5.- Sea T E PSLC2.4:> con punt.os Cijos y ~, 

;=-~ ent.onces -· es de la f"orma z - kz, 

2 



def"ine el mult.lplicador de T como la par~ja < k,t/k >. 

Oef'"lniclón 0.6.- Se'"' T "'=" PSLC2.lR> y S9a A 11na mat.f'i7. asociada 

a T en SLC2,{R) ent.onces se dice que T es : 

t> Par-abóllca liill t.r-(A> • :t:2, 

2) Hiperbólica si t.t'CA> ) 2 y, 

3) EUpt.lca si t.r<A> < 2, donde t.I' es la t.t'aza 

De est.a Ult.ima denntctón 

ut.Uizando sus punt..os f'ijos. 

equivalent.e clasl!'lca1' 

Oerlntclón 0.7.- Sea T .a: PSL<2.tR> ent..onces se dice que T es: 

1) Parabólica si T Llene un punt.o rijo o y o real, 

T 

2> Hiperbólica si T t.lene dolil punt.os fijos o y (J. con CJ,{1 

reales. 

3) EUpt.lca si T Llene dos punt.os fijos 

complejos conjugados. 

3 
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CAPITULO 



CAPITULO l. Oeomet..rla füP.:erbólica. 

En est.a part..e se t..r-abaja1•á con r;1•upos disc1•et..os r de- PSLC2.IR ). 

Def'lnlclón t.1.- Se dice que F e CH es un conjunt.o f'undament.al 

J>ara r, sl F" cont.lene exact.am~nt.'°" un punt.o de cada 61•bl t.a con 

respect.o a r en CH. 

En ot.ras palabra~ F" es UI\ conjunt.o fundament.al para r si~ 

ct > Cualesquiera dos p1111t..os rle F" no son r-equlvalent.es; 

C2> dado z .:; CH. z e-s: r-equivale11l-o a un punt..o d\.1' f". 

Obeqrvoci.Sn l: nado F' un c:onjunt.o f11nrtr:timBnt.al. si A e F' y 

V -a r, ent..onces CF'-A) u VCA > es t..nmblén un conj1J1\t.o f"undament..al. 

Ahora. as fácil const.ruh• un conjunt..o fundament.al para ciert.os 

r:•·upos. Poi• ejemplo. un conjunt.o fundament.al para el gol'upo clclico 

TCz>• z + b, es el pal'alelor;ranto inf"lnit.o abiel't.O pol' 

~er1•ado por• E-l ot.ro, descrlt..o en la fir;ura t. 

F't:;ura 1 

o b 
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Un conjunt.o fundament.al F no puede ser abiert.o, puest.o que 

a<F>- 0 e de ot.ra maner-a ·r. ld.> y ademés ntncún punt.o de F, puede 

sel"' r-equivalent.e a un punt.o de la Cront.era. 

Ya que •• convenient..e t..rabajar c:on conjunt.os t.ant.o ablert.os 

como cel"'rados, modlctcamos la deClnlcl6n de la slgutent.e manera: 

O.f'lnicl6n t.2.- Una reglón R 

f'und-nt.al para r sl: 

IH se le llama reglón 

Ctl Cualesqulel'a dos punt.os en R no son r-equlvalent.es; 

<2> cualquier punt.o de [H es r-equlvalent.e a un punt.o de R. 

Observación 2: Por el axioma de. elección, si R es un:::1 ret;íón 

f'undament.al, exis:t.e W\ conjunt.o f'undament.al F t.al qua R c. F e R. 

Si i < PSL<2,i:R> t.lene una reclon fundament.al ent.onces r es 

dlacont.lnuo, de ot.ra manera se acumul.al"la una 61'blt.a en un punt.o de 

la r•c16n f'undament.al. 

O.f'lnlclón 1.3.- Sea U e IR'". una _.t.rAca Rle-.nntana en ll .,.s 

una Cunclón p que .:a cada punt.o de U le asocia un pl'oduct.o lnt.ertor 

deClnido poslt.lvo de IFn:-.: tF" en IF; al product.o lnt.erlor asociad•> a 

cada H .r U - le denot.a por < , >ic. 

Ejemplo•: La m6t.rlca Euclld.tan• en tll'n. 

La m6t.rlca Hiperbólica en 0-t 

Y z • IH, v,w • IRª <v,w>,.• v·w/ClmCz»ª. 

ObservaclOn 2: La m..:.t.rlca Riemanntana p en U e ~,.. nos pet'mit.e 

medir vect.ores basados en punt.os de U, sl Y Ei fR,.., •st..á basado en 

H • U, la loncit.ud de v respect.o a p denot-ada pos- MvU se define 
p 
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como 

Def'lnlclón IA.- Dada una ml-t.rica Rlemannlan .. '\ p en U e IP.:n y 

y:Ca,bl - U una curva e' por t.ramos en u. se def'ine la Longlt.ud de 

r con respect.o ca p, Jenot.ada pot• L P <>- > como 

I : Hl''<t.>llPJt. . 

. Por ejemplo: La Lonctt.ud Hiperbólica de una curva y:Ca,bl _. D-1, 

e' por t.ramos es 

J b ~ dt., la cual denot.amos por Lh<y>. 
a Im<y<t.» 

Proposición l.5.- Lo N.f!.trica Hiperbólica induce una m~tricn 

eol sentido usual de la sliruiente manera: 

Sea ph(z,w>• lnf LhCr>. donde ,.. son t.odas las curvas e' por 

t.rarnos que unen z con w en U e <r.'"'. 

Evldent.ement.e ph <z,w> ~ O y ph Cz,w>• ph <w,z). 

Ahora si ph Cz,w)• O ent.onces z• w: 

SI .z- "" exlst.e una vecindad !BCz,r> e D-1 t.al que w • !BCz,r> y si )" 

una curva de clase C 1 que una a z con w, y:[a,bl ___.. CH se t.iene 

pues 

J 1 r '<t.> 1 
o Ir;;(;;-;-; --'-- J 0 1~·<1.>1 

lm <z> +r o. 

donde r<c> es el primer punt.o donde r lnt.el"sect.a la f'r-ont.era d~ 

'Btz,1,>; la misma desigualdad es clea-t.a para y, e" poi• t.1•am•)S. 

La DeslcuaJdad ~el Trló.nculo se sicue de lo slcuent.e: 
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Si phCz,v> > ph<.2,w> + ph<w.v>, e>dst.e e > O t.al que 

ph<.z,v) > phcz,w) + phcw,v) +c. 

También e>clst.en curvas >' 
1 

y t 
2 

C ª por t.ramos t.aies qu~ unen z 

con w v w con v respet.ivament.e' y que sat.lsCacen: · 

L.,<r
1
> < ph<z.w> + e/2. Lh<r

2
> < p...,cw.v> + c/2 

ent.onces Lh<y
1 

u y
2
> < p...,<z,\tt) + ph<w,v> +e y 

p._. (z,v.> < ph <z,\ol') + ph cw,v) + e 

lo qua c1>nt.r-adic'il' la af'irmación ant.erior.• 

Pr-opostclón l.6.- La Loncitud Hiperbólica tnuoríante- bajo 

PSL<2.tR) 1 ca declr Lh Cy>• l.h<T•i" ) 1 Id T E PSL<2.IR) 

[l&most.r•.:u::l•:tll: Se.:ii T<.zla ~~ : ~; f ~ PSL<2.IP.> y aU-bc~ 1. 

Primero obsérvese que, 

lm TCz>• lm <z>/lcz + dl 2
• 

Est.o se str:ue de 

T<.z>• ac !z 1
2
+ bcZ + adz + bd 

jcz + dj
2 

y Lomando ta part.e tmastnarta: 

lmT<z)• lm<. bcZ + adz>• be lm <i'> +ad !m<z> • Im <.z) 

jcz+dj 2 ¡cz+dj 2 ¡cz+dj 2 

J\d~md::;. T'<z>• l/Cc:z + d)~. poi· t.ant.o 

b 
J<T•r>'<t..>lcit. • J 

0 

IT'C)'Ct.>>ll-"'Ct.>fd1. 
lmCT<.¡-<t. > )) lmCTC;i-<.t.>>> 

-J: !T'Cy<t,}, 1 h·'Ct.>! !c>-<t.> + dl 2
dt. • L (~) 

lm <)'<t.>> h • 
P1•opoaicl6n l. 7.- Lo Dl.sronC"fO H1perb6liea entrP 1 e ly

0 
~$ 

jlor; Y
0

1 
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Demost.racion: Sea u una cu1•va de el.as>:> C 1 
1tUF.o une- con iyC'I, 

t?nt.onces o: Ca,bl- IH. es de la for-ma u<.t.)is x<.t.> + iy(t.>. de donda: 

J b l ... 't'(tt.-)'\I dt.• J • /0<'<1~))2 + <y'<t.n2 dt. r b '"'"·'' 
L...,<o>• ~ ~ ~dt •. 

r.i lmu<t.> a. y<t.> · o y<.t.> 

Por lo que se puedan considerar sólo curvas '1Ue 01-. t.angan 

component.e en x, y evident.ement..e °"xist.An dichas curvas fllJI'!' unell y~ 

con iy
0 

<el caso e" por t.ramos es similarl 

Consideremos 2 casos, dependlAndo de si y 
0 

es mayor o meno1• quo 1 

. b jy'<t.>1 dt. 

~r: 
y'<t.> dt. 

SI y 0 > t, Lh<r> ~Ja. • lor; y<.b>-lo¡; \'(._:¡} 

y<t.> y<.t.> -lo~ )-'o· 

o 

IY'(t.) ldL y•(t..) dt. r: I: Si y 0 < t, Lh<r> "' "' • -lor; y0 . 
yCt.> y<.t.> 

Finalment.e la curva r<t.>• it.., t.. .a lt,y
0

J o t. .:: Cy
0

,tl sat.lsf'ac~ 

Ll",<y>• por; y
0

1 ya que 

• 
Daf"inici6n t.8.- Una geodé•lca o D-t-Unea es un c:onjunt.o de la 

f"orma C n ~. d1..'\nde C es un circulo o rect..a or-t.ogonal a tR an IR2
• 

Obsérvese que las íanlcas curvas que realizan las dist.anclas 

secment..os de r;eod~slca. En l .. " demos.t.1•acl611 de l .. 'l 

e 



propoalcl6n t.7 .:¡e observó que si curva que une est.os dos 

punt.os. t.J.ene c:omponent.e @n "· su longi t.ud hiperbólica es mayo1• que 

Ph <1,lyo>. 

Est.a slt.uacl6n es más r;eneral. 

Corolario l.Y .- Sean 2 y w f.'>n Gi. Las unica.s curvas que reali2a11 

ph <z,w> son se_g'mentos de ,;eodésicas. 

Demost.raclón. Como las r;eodéslcas son t.ranslt.ivas bajo 

PSLC.2,IR>, c. ver [L1J, Secci6n 2F> el corolario es consecuencia de 

la proposlclon t.6 y 1.7 va que evldent..ement.e. eK!st.e una r;~odAsica 

que cont.lt-ne los punt.os y dicha r;eodésica se puede 

t.1•ans1·ormar en el eje imaginario bajo PSLC2,IR>. <Sl las imar;enes de 

z y ..., en el eje Imaginario no coiclden con l. est.o se puede ajust.ar 

n1edl.a.nt.e una homot.ecta>.• 

DeClnJ.clón l.10.- Sea R una rer;lon on (H, se def"ine el Area 

Ah <R>• J RdA./yz 

<En el caso en que dicha int.egral exlst.a). 

Proposición l.tt.- El A.rea Hlperbólica 

PSL<2.on. 

invariante bajo 

Domoet.raolón. Soa T<-z.>• ~= : ~;. T & PSLC2,IR> y ad-be• t. 

Se demost.ró que lm T<z>• lmtz)/ ( cz + d 12 y que T "<.z>• t/ 1 cz + d ( 2 

A.hol'a el det.el'mlnent.e del jacoblano de T <pensado como Cunclón 

de IR
2 

en IR
2

> es precJ.sament.e (T'Cz)l 2 <por las ecuaciones de 

Cauchy-Rlemann>. 
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A._ <TCR))• J dA/Chn T<z>>2• f fTºlz) 12 (cz + d (" dA 
n TCRl ll yz 

• JR ~A/y2 • A.., <R> por el Teorema de Cambio de Variable.• 

Proposición l.12.- Los Ctrculos HipPrbollC,':IS Círculos 

Euclidianos. 

Oemost.raclón. Sea z
0 

E IH y T • e PSL<2,<l:> t.al que T,. es eUpt,tc::. 

punt.os f'ijos z
0 

y i
0 

y mult.lplicador e5 ..... O < o < 2rt 

<De hecho dichas t.rans:Cormaclones ehpt.icas est.An en PSLC2.{P-> Y-" 

que P.S fácil probar que (R es un circulo de Apoloui1l para z 0 \' z
0 

> 

Sea e un circulo f'ljo en lH para T • < o circulo de Apolo11lu p.ara 

z
0 

y Z
0

>. Ent..onces es claro que dada w y w'€ C exist.e 8 t.al quf':> 

T • <w>• w• y por lo t.ant.o 

ph<z0 ,w>• ph<T,.<z,l>.T,.<w>>• P.,,<.zt.
1

,\</
1

) 

Est.o es, t.odos los punt.os sobre C est.an ._:i¡ la misma dist.ancia dti" 

z
0

, digamos !". Por ot.ro lado si ph <z
0

,2t>• r. sea M el drculo que 

pasa por z
0

,z y z
0

, ést.e es or-t.ogonal a C <por ser C de ApolonioJ .-.. 

lnt.ersect.a a C en un punt.o z•, es claro que z 7
• z. Est.o demuest.ra 

que el "circulo hiperbólico"- el lugar geomét.rJco de los punt.os a 

una IH-dlst.ancla Cija de un cent.ro lijo - es un circulo euclidiano.• 

Como consecuencia de la demost.raclon dt? la proposlcion t.l2 y 

de la conf'lguraclón de los ctrculos de Apolonlo se t.lene t.amblán el 

slgulent.e result.ado. 

Cor-olarlo l.t3.- La Topolocto Inducida por la naé>tr•ir:a 

hiperbt.'Slka en (H es la mi.sm•l' que la Topolot:fa Euclidiana. 

to 



Def"lntcl6n l.H.- El Disect.01~ Pe1~pendlcular a z y w ~n lH as la 

con 

perpendlcularment.e en su punt.o medio. 

Proposlcl6n l.15.- El LuGor de los puntos que equidistan 

hiperbólfcomente de zL 

Perpendicular. 

V Z 
2 

IH ,:as precisamente. el EH.sector 

Oemost.raclón. Se puede suponer que la blsect.01~ perpendicular a 

za y z
2 

es el ~Je lmcsgln.arlo poslt..ivo. por lo t.ant.o z v z est.an 
' . 2 

un circulo euclidiano con cent.ro en. el ot~lgen. qt.ie lnt.ersect.a ol 

•.•bs~1~va1\do que- la t..r-ansf"ormacl6n -z prese1~va la met.rlca 

hiperbólica. <Est.e hecho se ve1•lrica direct.ament..e a part.ir de la 

1ie!lnicl6n>. 

A.ho••a si z est..a en el eje ima~lnario posit.lvo. sea e el clrculo 

hlperbolir.:t."1 con cent.ro en z
1 

que pasa por z. bajo la t.ransf'ormaclOll 

z - -7.. C se t.ransJ'orma en un clrculo hlperbollco con cent.ro en z 
2 

Y que t.amblen pasa por z, por consft;ulent.e el aje imaginarlo 

~quldlst.a Je 2
1 

v z
2

• lnvet•sament.e, sl z equldlst.a de z
1 

y z
2

, de 

nuevo l.omando el clrculo hlperbollco con cent.ro an z
1 

y que pasa 

por z y apllcan1fo z - -Z. si¡;ue que Re<2>• O.• 
Derlnlción l.t6.- Se.a A e <H. se dice que A es CH-convexo. sl 

para t.odo z V ...,, en A. el [H-segment.o que une z con w est.a en A. 

Las slgulent.es propiedades son inmedlat.as: un conjunt.o to 

reglon CH-convexo conaxo:. les hlt..ersecclon d~ conjunt.os to 

u 



1~eglunes> lH -convexos un i.:onjunt.o <o 1•e¡;lonJ D-1-co1-.vexo(aJ. 

Proposición 1.17.- Si. A e-s unu reo,eif>n [H-cont•taotiea. A tarnbh~n 

lH-.:onuexu. 

De111ost.1•aclón. Si la p1•opostcion no es clert.a. esisÍ.en z y 

4': A t.al lz.wJ est.a cont.t?nldo el 

D~-segmE.>nt.o que une z Se puede supone1~ que [z.wl est.a la 

t·ect.a " • O , ya que la conve>eldad se p1•esarva bajo PSL<2,!Rl. Aho1•a 

<A>c, .ademas ~:omo cA>c es ablert.o 

t.arnblen exlst.P. un cuadrado M de l.ado e con cent.ro en z.
0 

y cont.enldo 

<A11=. 

Ultlcll pl'obar medlant.e arr;urnent.os de Oeomet.1~(a Ana.Ut.lca qua 

pa1•..i. 11 rnuv ¡;rande Cz,...w,..J int.ersect.a a M lo cual cont.radlce la 

l1tpot..asls de la JH~oposlclon. <fJ.;ura 2>.• 

Figura 2. 

E. 

w 
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Corolario 1.18.- Sea A recil>n D-1-conuexa. E:l secmento 

trt:z21:1do •:I pnrtir de< un />Unt1> utterior ính?rsP.1;t1.1 u tf<.Al u lo md.s en 

/)Unto. 

Oemost.r•acion. Supongamos que IH-ser;ment.o J, empieza 

p .;: lnt.<A> ~· 1 n DCA> cont.iene mas d.:-

w 
2

• ent.onces por un cambio de cool"denadas 

punt.l), dl;;-amos. ""1 Y 

puedP.- supone-1· qu•) 1 

est.a cont.e1"aldo en la rect.a x • O V que Im<p) < Im<wt> < Im<w2 >. 

Ahora Lomemos w• E Cw .w l 
• 2 

Sean z r· e A t. a les 

zn - w ; se puede suponer que <Re<z...,).> son t.oda-s: posit..ivas o t.oda-;;: 

negat..lvas. Se puede aler;h~ oi ce1•cano .:a ""t" 

si <Re<zn)} )0 y Re<oi> >O si <Re<z...,» <O, P.nt.onces pued•• 

demost.ra1• por Geomet..r1a AnaUt.ic.a que para n ;;-1•ande el U-!-se~ment..a 

[o:,z l int..ersect.a a Cw .w J lo cual es la cont.radlccló11 buscada.• 
n • 2 

Una f'orma mas el~iclent.e de demost.ra1• est.t)S dos 1·esult.ados 

usar el modelo de J..:.J.ein. <Ver CBJ. pag 138). 

Proposición 1.19.- Sea r un subcrupo discreta de PSL<.!.IJ?>, 

w
0 

E 01 no ftjo por r; entonces e:ad'.ste un conjunto abierto O que 

contiene puntos r-equivalente.s. 

Demost.r-acion. Sea O• <w os D-1 1 p(w,w
0

) < ó/2} donde 

6• in!' <pn<.w
0

.V<w
0

))), 6 > O poi, discont.lnuidad. 

Ahora. si w y V<w> e O, ant..oncas 

p<w 0~V<w» < 6/2 

por consigulent.e 

y p<V<w>.V<w
0

>> < 6/2 por invot•lacia; 

p<w
0

.V<.w
0
)) :S pCw

0
.VCw)) + pCV<w>.VCw

0
» < 6 

kt cual .;os una cont.r-C11dlcclón • 

13 
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CAPITULO II. 

Se const.r-ul1>á una rer;lon fundament.al pa1·a un r;r'upo r l'eal 

t!iscret.o. Sea W 
0 

E IH t.aJ que w 
0 

no St'a 1"ijo por t..odo element.o de 

r-<Id). Est.e punt.o exist.e pues r es numerable <ver [Ltl. Secc 2E. 

par;. 13) y cada t.ransf'ormacion real i'ija a lo nias un punt.o on CH. 

Ahol"a v,. l: 0.1 •.• ; V 
u - Id una enumeracton de los 

element.os de r. Las lmar;enes W;• V.Cw ,, ) 1>'0 son t. odas dlst.tnt.as 

pues si " - "· est.o implica que v~·vt fija .. w As1 P<.'\1'-" i>O. 
l J u 

[w 
0

,\1•\ l es un IH-ser;ment.o y no un punt.o. 

Denot.aremos por ;>..l el btsect.01· pe1•pendicula1• -....1 seG'ment.o 

Cw
0

.w\ J. Eot.a llnea divide .;. D-1 an dos "serniplanos": t""l semipl<:"no 

que cont.tene a w 
0 

denot.al'a poi~ L~ y el ot.roo poi~ L¡. Est.o-:: 

semtplanos son ablert.os y no incluyen Jos punt.os de ).; . 

Lema 2.t.- Sean 

A •( z E D-1 pCz,w
1
:,> < p(z,w\ > >. 

B •< z E [H ptz.w0 > • p<z.w\> >. 

C •( Z G (H p(z 0 w
1
::,> ) p(z 0wi.) ). 

Ento,1ci&s A• Lt ,B• A¡ y C• L{

Demost.r-ación. La segund.ai igualdad demos t. ro 1 .. 

prooposición t.15. Como cier-t.ament.e IH es la unión dJsjunt.a de L . 

~\. L: y t.ambién la unión disjunt.a d""' A, B v c. bast.a demost.rar qu~ 

L\ e A y L: e C. 

Si ·¿: e L,. ent.•:'IOl!es la 01-Unea [z.w, J int.e1~sect.a A. en un 

... 



punt.o z•, poi• lo cual p<.w,,.z' J• p<2· • ...,, l. p._.,.,. I"" desl.;ual1l."ld del 

t.1•ló!ingulo, t.enemos 11ue 

L,' '=c .• 

Oef'lnlclón 2.2.- Sea N•t Q
1 
L.,. N lldmado poUc;ono de 

Dlrlchlet. 1l nor...al con cent.1••'.' en ""u 

Poi• t:"I lema 2. t N puedi.."" ~se1•lblrse 

N•<zelH p<.z.w > < p(z,w > pa1'a t.adc. i > O >. 
" ' 

cada L'" es [H-conveNo y poi• t.ant.o l~'l h1t.ersec1:lon es IH-convexa. Est.a 

pr-opledad Implica 4ue N es conexo. 

Lewaa 2.3.- Un subconjunto comµuch"» f..: d~ IH lnters~cta 

hlperbollca <.p), subconjunt.o C1lmpa1::t.o K es dlCot.ado, lo que 

sl,;nlftca que exlst.e R qu,. 

1Jlst.ancl.as Je w .a punt.os de lo:. SI z -=: ;... 1'l K. ent.on1:~s 

" ' 
p<w0 ,w,> 5 p(w0 ,z> + p<z.wlJ • 2p<.w1>'z> !: 2R. 

Sl ", lnt.ersect • .a "" J..: e-nt.,u,ces "", est.a en t'!'l Jisca cerrado de 

1•adlo 2R con cent.PO en w 
0

. 

Como t"st.os w'" •• se vuedet'l ai.:unmlat• <.poi• dlscont.lnuldad > 

~n !8<w
0

,2R). se sigue que JI.: tnt.et•$ect.a a un nume1•0 rtnlt.o dE" >.._ "·• 

....... 2.4.- N e.s ubi•rfc>, 

t!I 



num ... 1·1;. J i11lt.r-. de ~ IJOI' el 

corit.Jnua, (z 1" ljo > lo 1::ual ll•'• e!'i> dlflci 1 d.:- p1•ol1ai-. Pl-.1' t.•011.o h'. 

/_t. para t.oda l > O y poro lo cuttl N es abiet•t.o • 

Es convenlent.e da11ot.ar- a N 1..:omo N0 \' 1\ • V, <N,
1
>. V, ..; r. 

llamada poli e;onv 

normal cent.ro en w,. Alh~mas: poi• J.;a inv;_=u•ianz.a 11~ lai cUst • .:tnci., 

1H 1 p(Z,\.lu) < u(Z.\ol'
1 
> V 1 > O •. 

ent.onces 

V\<N
1
.,>• N\• tV

1 
z E IH 1 pCV\ z.V, w

0
> < pCV

1 
z.V, "',-' V l >O J. 

y por ult.lm1;. reescrlblend1:t V, z• \' .v. "',
1

• \-1. \' V w • w 

:'\. < w ... (H 1 p<.\.l,W\) • p(\ol',Wl) V J ... 1 .r. o }. 

t...-.a 2.5.- N •• , N • O para 1 ~ j. 
' 1 

Demost.r.aclon. Supone.amos que N
1 

' ' N ~ ~ 0 

ent.onces como z 

p<z.w 
1
) < ... -.cz.w, .>, lo cuiail .a>$ un.,;i C.:>ht.r,,jr,dJ.cclon.• 

!;ea z e N, n N 

Oemost.raclon. Sup1l11go.a1111>s qu..- z ' z ~-.;it ... 1u1 N, v \.<z 1ai 7. \ .:11 

que- \!" 

cont.1 .. ..:.dlL~e el lema 2.5.• 

~n .ali;uti "'·· 
1 

111 t.:.Ui-t( 

L.e..., 2.7.- Cadn punro dQ lH PS'ta en e)Cactamentc;» 1."n uno de los 

s(suienr ... s enojuntn . .-;:: 
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I• < z e IH J pCz,,w
0
> < pCz.wt) V l~ O ·>. 

8• < z E IH pCz,,w 0 ) S pCz.\'I ,_) V l 

p(.z,,w
0

) • pCz,,wk) pa1•.a .al menos una k ~ O >. 

E• < z G IH 1 pCz,w
0

> > pCz,wk> pal"a al menos una k ;i1. O >. 

Entonces ·- lnt..CNO),, ·- dCNO) n IH, E• Ext.CNO) n a-t. 

Demost.r-ac16n. I• lnt..CN
0

) es obvio pues como I• N
0 

poi" 

def'lnlción y N
0 

es abiel"t..O se sigue la af'il"mación. 

Ahora supongamos que z Ei B. ent.onces z e L\.. V i -. O. Poi" el 

lema 2.3 z est.a en un númel"o f'inlt.o de )..;,-~ l• 1.2 •... ,1". Poi" lo 

cual exlst.e una vecindad K de z que est.a en L;_ V 1 > r. Las >..ha 

con i• 1,2, •.. ,r- dividen a IH en un nUmer•l finit~o de reglones • 

de las cuales D cont.iene como punt.o 
. 

int.erlol". Sea >.. el 

IH-secrnent.o de ceodéatca abier-t.o que une w 
0 

y z. La c~odéstca que 

cont.lene )._• lnt.el"eect.a las geodf!s.icas ~ • i• 1.2 •..•• ~ 

solament.e z. Poi" lo cual x.• e L~ V 1, y pc.1• Lant.o K n >.. • e Ne:. y 

como z • .t<K n >.. •) ent.onces z e "CN
0

>. <Vel" figura D. 

lnversament..e, si z e ctCN
0

>, z E N
0

• <nL~> e n L;,. Poi" t.ant.o 

Ficura t. 
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p(:s,w
0

) :S p(z,wi> V 1. Pero z e N
0 

ent.onces exist.e una K t.al que 

p(z,w
0

> • p(z,w.? y por t.ant.o z e B. 

Ftnalment.e como E • <1 U l>c est.o t.ermina la prueba.• 

..._..,. 2.8.- ul Ñl cubre IH. 

Demost.raclón. Sea w e IH, como la órbtt.a de w
0 

no se acumula 

Cpor la dt•cont.lnutdad> exiat.e w j t.al que pC.w j,w>S pC.w ,w \.) V 1. 

SI w'• v;'cw> t.enemos p(w',w
0
> S pCw',wl> V t poi' lema 2.7 

w' Ñ
0 

y como V
1
<Ñ

0
>• Ñ

1
por- Lant.o w e Ñj'• 

T•or•- 2.9.- por co.siguiente 

fundam•ntal. 

N> 
J 

es una reg'ión 

O.moat.raclón. Est.o es consecuencia de los lemas 2.4, 2.6 

y 2.e .• 

Propo•lclón 2.10.- Cualqu(er conjunto compacto K en IH esta 

cub(ert~ por un número fi.n(fo de ÑJ° 

Demost.raclón: Como K es compact.o K e !B(w 
0

,R>. 

Sea N;, el policono normal con cent.ro en w .• Ya que W, es:t.a · 
J J 

en L~ <pues si z E Nj, pCz,w.> < p(z,w
0 
». Ahora como pCw ,w> 

J J o J 

cuando J y p(wo,).l - 1/2 pCw
0
,w? t.enemos qu• 

pCw
0

,N,> m. 

Ent...ona•• paro• cualqut•r- S, eKlliilt.a un nümer-o f'inlt.o de N
1 

que 

lnt.e ... act.an al D+-dJsco ISCw
0

.S) y •n part.tcular IS<w
0

,R> y 

K n lk'.w
0

,R>- K• 

...__ 2.tt.- N
0 

un poH..-ono normal para ArA-1
, con A e PSLC2,CR>. 

te 



Demost.rac16n. Como 

N
0

• < z E tH 1 p<z,w0 ) < p(z,, V<w0 )) V V E r, Vorl Id.> 

Apilcando A en ambos lados y como A es isomet.rla hlpe1•holica 

. se t.tene 

A<N
0

>• <A<z> e CH 1 p<A<z>,A<wll>> < p<A<z>,AV<w
0

>> V V e r, V,.: Id.> 

• <A<z> E CH 1 p(A<z>,A(w
0
)) < p(A(z),AVA-t.AV<w

0
>> V V E r, V,,: Id.> 

reescribiendo w• A(z) y w::,• A<w0 > 

ACNO>- <w E [H 1 p<w,w¿> < p(w.W<w~>> V 'W E ArA-t. W.,.: Id.} 

lo que slgnit'lca que A.CN0> es un pollr;ono normal para Ar A-
1

• F.I 

reciproco es antdogo.• 

Const.rucclón ~ pollgonos normales ~ !:!.!l grupo ctclico 

ellpt.lco. P.;&rabólico !! hiperbolico: 

Caso ParabóHco: 

Sea T un element.o parabólico con punt.o fijo Sea ria <T>. 

Sea " e PSLC2.l'.R) t.al que pCa >• oo, ast sl N.,, el poll¡;ono Je 

Dirlchlet. con cent.ro en w
0 

par-a el grupo y> r .p-1.. ent..onces .,.~- 1 <N,,) 

ª" un pollcono de Dirlchlet. para r con cent.roo en .,.~-1.<w ' <.lem.;t 
o 

2.11). Sea S• " 
Tp-• ent.onces s es de la t'orma S<z>• z + b. Sea ., ,, 

un punt.o no f"ljo para s. Los punt.os de la órblt .. a d .. s son d~ la 

f"or-ma Sm<w
0
)• w

0 
+ mb, los cuales se encuent..r-an a la misma alt..ur.::-t 

de ""o· 
Lo• blaect.ores nUts cercanos a w 

0 
son las lineas vel"t.lcalos 

>.._ ... ,>.... que encierran una banda vel"t-lcal ablert.a M. Por t.ant.o N
0 

• M 

y •U cent.l"o es w 0 , t.ales bisect.ores se int.ersect.an en oo. Ver fir:ura 

2a. 
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punt.o de int.t?1•secck•11 cumun. Vt:ot• fi~u1•a 21~. 

P1c;u1•as 2 <..a ')! b> 

w, 

Caso Hiperbólico: 

Sea T un element.o hiperbolico v r• <T> T t.iene dos punt.os 

t"ijos 1.-. y ¡1. Sea 'P e PSL<2.CF> t._..1 que ,.1<.....,.>• o y .,.•crn• "'-'· ent.onctls 

.,, r;p-1 fija a O e ll.'- Sea S• .,:.1 T~-i ent.onces S es Je la 1·orm~ 

S<z>• ),,.z, >... .: IF y de hecho se puede suponer )0. ~- t. 

S""a "'
0 

E ~ t.al que Re<w
11 

>• O. Es facil que los 

blst!>ct.oras pet•pendiculares son c1rculos c1::>ncent.ricos Ctlll .~ont.1•1.."1 

3a. 

r•<T> 
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¡1 y ,,-•cw~. Ver CJ¡;:ura 3b. 

Flr;ui•as 3 <a v b). 

w, 

Cuso E:ltptico: 

Sea r• <T> y T ehpt.lca de 01 .. den n. con punt.o Cijo ~. Se 

const.1~uye el caso en que 3. los ot.ros casos son similares. 

P1•lmero obsérvese que el punt.o fijo est.a el blsect.or 

pel'pendicular del CH-segment.o Cw. Tk(w)J Vw. Le.: 

Si ól eG11 punt.o fljo 

p<a.w>• pCTk<o>.Tk<w»• pCo,Tk<w>> V k. o en ot.ras palabras. 

t.odas los blsect.ores >.. J pasan por- •:. V j. A.si Lomando w 
0 

E tH y 

1.r-azando un ll-1-carculo f.: f'ljo par-a T que pase por w,) se t..lelle que 

w • \' w z t.amblé-n est.arán en Jo: < pues T manda w 
0 

en w 
1 

y en w 
2 

>. Por 

t.ant.o s:I ..... _, y ).., son los dos blsect.ol'es más cercanos a w 
0 

<con 

w
2

• w_
1
> y M es la reclón acot.ada poi' ~_,.>..1 que cont.lene a w

0
• 

Se t.lant!' que N
0

• M. Ver figura 4. 
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Fic;ura 4. 

K 

~ Con iucados. 

DeClniclón.2.12.- Sea Nu un pohr;ono de Dh,lchiet. para r con 

cent.ro w
0

• Se dice que un !H-ser;ment..o s ,= c.lCN
0

J es u11 lado dt:."? S
0 

sl; 

a> s e: >..,_. donde "\ es el bisect.01' perpendicula1· de (\'·0 • w, J, 

b> si s' e: ).\ n dCN
0

) ent.onces s' 

Observaclon 1: A veces se considera el lad() s Junt.o 

eMt.remos. est.én o no en ;H, 

DoClnlctón 2.13.- Sea N
0 

pollc;ono de Dlrichlet.. SE> tllcP. 

que un int.ervalo r•al (a,b) .;,g un lado libr• dtit N,:- si: 

a> Ca,b> e dCN
0

> <donde 1.:. l'ront.era se t.oma en fri ) 

b) Pa.ra t.odo int.ervalo <c,d> e cJCN
0

> y <c,d) í1 <a.b> ~ o 

t.lene que Cc.d> e Ca,b>. 

DeClnlclón 2.14.- Sea z en (H, se dice que z es un punt.o 

lnt.erlo•' de un lado a de N
0 

si 
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p<z.w 
0
)• p<z.w? < p(z,w .. > para exact.amellt.t;o una j v V 1..: j.o. 

int.e1•ior de s si y sólo si exJst.e una j..: O t.al que 

p<z.w
0

>• p(z,w/ < pCz.w,_> para eH"act.arnent.e una j y V iae j,0. 

Aplicando V~ 1• Vl:, t.ene11tos 

pCVk<z>,VkCw0 >>• p(Vk<z>.V~/""',» < p<V¡.._<z>,V¡..Cwt)) V {Oll! J.U. 

p<V¡..<z>.wk>• p<Vl:<z>.w0 J < pCVi.:Czl.w1_> V J)ll( k.o. 

De est..o ult.imo t.enemos que Vk <z> es punt.o de la !"ront .... :ra 

de N
0 

y de hecho es un punt.o int.erior de un lado s' dP N0 . Pot• lo 

que Vk <.s) e s'. 

De manera nnálog.a. un punt.o int.erJor '"" s' cumple l~ 

condlcion se t.raduce en p<.z.w
1
J>• oCz.w, > < o<:z.w, J para 

con io cual t.enemos q~e v: 1 Cs'> e s v poi• t.ant.o \'1 <sJ• s'. 

V IOll! j,O 

Es decir v... t.ransf"orma a s en s', o a11 ot.ras palahl'as \',. 

t.rans:f"orma punt.os int.eriores de s punt.os int.e1•iores da s' y 

vicevel"sa. Por lo que punt.os axt.remos de s se col"responden con punt.os 

&Ht.remos de s •. V por t.ant.o cada lado a de N
0 

es equi valant.e a u11 

lado s' de N
0 

mediant.e V e r. y_. I. 

Observa.cion 2. Los punt.os equivalent.es quE- .;,st.ara sobt•e Jos 

lados de N
0 

son equldtst.ant.es del cent.ro w 
0 

del pohgono. 

Si z y VCz> son t.ales punt.os. t.~nemos que 

J..">(W
0

.z) 5 p(z,w,>• p<V~1 Cz),\t<l0) en par-t.icular CV~ 1• V), 

,_-.cw
0

.z> :::: pCw
0

.V<zll. 

Illt.ercamblando z por V<zl t.enemos que- .r.>Cw
0

,\'Cz)) 
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asl pCw0 .z> • p<w0 ,V<z>>. 

P1~oposlct6n 2.15.- ~ín,:tm punto z en Pl intl?rior dt:" un lut.ln 

equiualente o mas de un punto en cJ<.N
0

J. 

Oemost.1~C\clón. 

Sea z lnt.<.sJ, p<wu.z)• p<z.w.' para alguna j. Sea 

z• .; c><N
0

> t.al que z'• V<z> ent..onces z' E s• y s:at.lsf"'acP 

p<w
0
,z')• p<z',wk> par-a alguna k. 

Por t.ant.o pCz,w "')• p(z,w 0 >• ptz,w /· Lo que slr;nlClca que z 

est.a en los blsect.ores det.ermlnados por w.., y w. 
J 

por t.ant.o w..,• w
1 

y 

<V 
1 
>- '. V lo que det.el'mlna z' en Corma unlca. <Ver- figura 5>.• 

FJgura 5. 

.. 
DeClnlclón 2.16.- Dos lados de N

0
. s y s• son conjugados, si 

f.t>dst.e una t.rast'oromaclón V de r, dlf"erent.e de la ldent.ldad t.al que 

VCs>• s•. 

Poi- t.ant.o hemos demost.rado: 
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Teorema 2.17.- Los lados de N
0 

son conju,:ados dos a dos. 

Est.e t.eos•ema se apllca sol.iment.e .l. lados que est.an D-1. 

pues es f"also para lados Ubs•es. Corno puede ver. un punt.o 

lnt.erlor de un lado Ubre no puede ser equlvalent.e a nlnr;un 

punt.o de Ñ
0 

e><cept.o .a él mismo. 

Es posible que un lado sea conjur;-ado a sl mismo. 

SI VCs)• s con v- Id y s as el D-1-segment.o [a,bl, ent.onces se 

t.lene V(a)• a, VCb)• b O VCo)• b, VCb>• 

El primer imposible ya que de hecho no exlst.e 

V .a PSLC2:.lR) t.al que V Lenca 2 punt.os f"ljos en D-1, ni ot.ra que t.enga 

uno en iH y ot.ro en IR. Si a y b e IR, y ademas V hiperbólica se 

demost.rará. mas adelant.e que los punt.os i'ijos de una t.ransf'ormacion 

hiperbólica est.an an la cerradura de un poUgono normal. Por 

t.ant.o supongamos que V(a)• b, V<b>• Asl a 

v2, y b t.amblén, por t.ant.o v2• Id y ademas, V 

2. 

un punt.o f'ijo de 

elipt.ica de orden 

Sea ( el punt.o f'ijo de V, a,b.~ E G-1 ( V<e">• e">. 

Sea o. el punt.o medio del CH-secment.o Ca,bl es decir: 

p(a,OI)• p(oi,b>; obsérvese que V<oi> est.a en la geodésica que 

pasa por y b. Ahora pCa,V<oi»• 

analogament.e pCb,V<o»• p<.a,o>, asl p<a,V<o»• pCb,V(~,» y como V 

t.ransf'orma s si mismo VCo>• o, por t.ant.o l:•o. 

Ent.onces un lado s coincide con su lado conjugado sl y solo 

sl la t.ransformacion V es de orden 2 y el punt.o fijo coincide con 

el punt.o medio de s. Asl c. dlvlde a s en dos segment.os de i¡;ual 



lonr;it.ud y V t.ransf'Dt'ma un segment.o en ot.ro. Ant.e est.a slt.uadón y 

siguiendo el t.eol"ema ant.el"iDr llamaremos a c..-. Vé>rt.tce y ~ cada uno 

d~ los dos sei;ment.os del lado orli;lnal. lados conjugados c::¡ue se 

int.el"cambian. 

~ ~ Incidencia. 

Obsél"vese que el conjunt.o de bisect.ores perpendiculares cnn 

respect.o a w 0 no necesariament.e el mismo conjunt.o de blsect.01•es 

par-pendiculares a w \ • 1- o. 

Por- ejemplo, t.omando el grupo r ~enerado por• T<z>• z + J... 

k .. o. w o cualquier punt.o de IH ent.onces w,• w 
o 

+ ik; t.omemos 

w -.1.'"'l) y w 
' 

<t.odos ellos dlf'erent.es), " el L>lsect.or 
LJ 

perpendicular de w 
' 

y w ent.onces " -t.Ct 
... blsect.or 

J 

perpendicular de w_,Y w0 • >..0 ,, es el blsect.01' perpondtculor dt."' ""u y 

w y ' ' . -t..t. 
el bisect.or perpendicular de w -•y w 

1
• pel"o ' -t.I 

bisect.or perpendicular de w0 • con lo cual el conjunt.o Ü•~ bise-et.ores 

perpendiculares de w
0 

no ir;ual al conjunt.o de blsect.ores 

perpendiculares de w _, o w 
1
. Ver f'lgura 6. 

FlgW"a o. 

1 
1 
1 
1 

""'., 1 ,w. w, 

1 
1 

l 
~1.e .>.,,,, A.,, 
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Teorema. 2.i8. S•a w la frontt!lra comun de dos poltconos 

normal•s NJ )' Nk. Si ..... ,,e (} entonces .... , es un punto o un CH-Seg!mento 

c•rrado. Si punto y w E D-i. este es un vértice común de un 

numero finito de poltg"onos normales y tiene una uecindad cubierta 

por las C«Jrraduras de éstos. 

Si w es un D-i-se,rmento. un lado comun de NJ y Nk. 

Demost.ración. Sean N J y Nk cualesquiera 2 pollc:onos 

n.ormalos. Se sigue de la def"lnlclón que Ñ
1 

í'I Nk • (J . 

por lo cual R
1 

n Rk • ~ y w es IH-convexo. 

n Ñ- 0) 
k 

Est.o Implica que si w t.lene 2 o más punt.os digamos a y b E tu 

ent.onces el IH-segment.o [a,b] e w <por- conve>ocldad>. 

Sl s es el lado de N J que cont.lene el IH-segment.o 

a!'irrnamos 

s no est..:. cont.enldo en dCNk) quiere declt~ que alg:un vert.lce z 0 de 

N~ eat.111 en wl lnt.oroloro de 11, e111t.o lmpllcarola quo z 0 equldiat.a de 

w/wi.: y wl, 1-,e j,l. lo cual cont.radlce que z
0 

sea un punt.o lnt.erlor 

de 111, lado de N. 
1 

Ahora w no cont.lene ot.ros lados ya que. si denot.amos por A. 

la ceod&slcc. que cont.lene s. N, y Nk est.an en dlst.lnt.as 

component.es de D-i->... 

Sl w punt.o, ent.onces w 'li! tnt.<s:> para algun lado s pues 

SI un vort.lce ordinario (J.e. punt.o ordlnarolo> 

ent.onces est.a en un numero f"lnl t.o de bise et.ores perpendiculares.• 

Se puede const..rulr un disco h: alrededor de tu suClclent..ement.e 

pequeflo de t.al manera que no int.ersect.e vert.ices dlst.lnt.oS de ..... 
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Est.o se sigue de que los conjunt.os compact.os sólo lnt.erseCt.itn un 

numero fJnlt.o de pohr;onos Ñ\. Ahora como los bisect.ores <con 

respect.o a. los cent.ros de est.os poligonos) que int.ersect.an a K 

no.mero t'lnlt.o, se puede suponer t.ambJén que ést.os pasan por- "'· 

Por t.ant.o K consist.e de una "est.rella" de t.r-lánr;ulos 

alrededol' de w; posiblement.e 2 mas t.rtángulos adyacont.es 

pert.enezcan :solo poUgono. Uniendo el mayo1~ numero de 

t.riéngulos adyacent.es que pel"t.enezcan a un solo pol.J.gona. se obt.lenera 

t.rié.ngulos t.ales que 6, e <Ñ
1 

("I K>. s: t.2 ..... m . <dos 

de est.os poUgonos son NJ y Nk>. Observase que N\,.~ Nt~ si s,.:t., ya 

que exist.en 2 geodésicas µ •, µ
2 

t.ales que ~ t ti J..: e .J<N\/• i: 

y N" ,N" est.an en dist.lnt.as: component.es de [H-<~ 1 L' i...o
2

">. Est.a . ' 
Ult.lma observaclon muest.r-a que de hecho 

t,2, ... ,m. <Ver figura 7). 

Flcura 7. 
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ol"dlnarlos da N
0 

01•dlnarlos. 

clases .J.,o equtval~ncla Uamadas Ciclos 

Oef"lnlclón Z.19.- lln ciclo ordinario es un conjunt.o C quo 

conslst.e de lJn vert.ica ordinario z junt.o con t.odos los ot.ros 

V(>t•t.lces:: de N., r-aquivalent.es a el. Obvlament.e e e:: IH. 

Teoreina l.20.- Un t:iclo ordinario C contiene sólo un numf!'ro 

finito de- l''-"rt ices. 

(h."111ost.1· .. 'lldDn. Si N., t.iane un numet•o finlt.o de lados 

i111n""'dlat.o. Supongamos que Sea C• 

•.:t1•dlnaril."'· z,• 

<zt..z
2 

••.• > 

N. Si e es 
' 

ciclo 

lnfintt.o 

••11t.on1~es ~kiSt.tr1a Uh numet·c:- lnt'lnlt.o de pollc;onos normales 

u1t.t"1·sect.~'tdos en z, cont.radiciendo el t.eorem .. "I ant.ertor.• 

Ubst?-1·vese que S;i z es lJl'I ve1•t.lce ordinario de C y z es un 

punt.o l t lo Ja 

Los e:: idos ordinarios clasifican ellptícos y 

111:cidentoles·. 

Deí'Jnlclón 2.;¿1.- llu delo ordinario C elfpt.lco 

Riccldent.al. si t.oJos o ntn.;uno de est.os ver-t.ices son punt.os fijos. 

A los vert.lces les llama respect.lvament.e elipt.lcos 

a.ccldent.ales. 

Obse1•vacton: El t.P-1•mtno acclda-ntul St? 1lebe .:r.J hecho de quP 
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su C!iparlclon depende de Ja el~1;-1~1011 Jpl n:.nt.1°'-' ,·,
1
. 

El t:!'St,ahlliz.:.•ln1• - d.,. 1J11 v..-1°1.i1:•'- ""hpt.l•.:•.• 

c11:llco lintt.o <y.;. qu .... r 

cuyo ordet1 t:ts el or-den dPI vert.lc.,.. ... 

nomer-o es el orden del delo. 

Los lados ti.;- N
0 

que se int.et-sect.an ~n un ve1·t.li;o:t •• son c-1•C•)~ 

ch•cula1•es y forman 2 angulr.is si "-' es: .:1rdina1•ia), Ld nu:nUd~, · .¡.,.¡ 

angulo que acot...a la por-cion de N
0 

sera denominado el ani;-ulo ot.,. " , .. ,, 

N.,. 

Obser-vese quP. cuando " est.a e11 if'. el ant"ui._ .. " P.":::> ·~P.•"-' s1 • 

la int.erseccion de dos lados v n/2 st ~· es I~ int.e1-secc1ar, dt.~ 

un lado y un lado Ubr~. 

Pot- definición cada ciclo ehpt.lc•'.1 est..?I c1:impue.,;t.o d.,. p1111t.1)""• 

l"ljos de element.os ellpt..lcos de r. Inversament.e t.enemos: 

Teorema 2.22.- Cada punto fijo eltptiCf> f":'S punt1:- d~ 1111 

cl'.clo ehptico de alg-un poh~ono normal <.N,. 1 o: 0; t 

Dernost.raclon. Sea ,,. un punt.o i ljo Jt:- E i?ltooment • .:• t:iohpt.1i::n d"" 

periodo l. Una aplicacion de E es una rot.acion ru'.'1-euclhti.a.n.:. 

alrededor de .... po1• un ans;uk• .1.,. 2n/I. El pu11t.o ... 
cerradura de- atr:un poh¡;ollo nor-mal N, . Es da1":. ~ue 

pues se pued...,, Lomar una veclndaJ K de a suflclent..P.ment.e pequot\.a, 

K '.:: N,, por lo cual K cont.endr1a l punt.os ~qutvalent..es: bajo E. Si 

·~· 6 lnt.<s>. <s lado deo N\) y >2 habria 2 punt.ns equivalAnt.es Ulll' 

en y ot.ro 51 I• ;¿ se t.tane l.31 si 1.uactan 
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dlscut.lda ant.erlo1•ment.e. donde- y s est.-" compuest~o poi· 2 

CH-s0-g:ment.os y ca es punt.o fijo dP E c¡u€' ~s de ordeh 7.. 

E1l t.odos los casos. -:- ~s un v.:-1•t~tt::.:> dti!> N
1 
.e 

Teorema 2.2:~.- La suma de los angulas ~n los uertices de 

~tcl1..., 01 .. d(nnt"io d.;- N
0 

,.o.s .t!n/I s( }' solo .s( el ciclo foi>S .,..hptü;,. 

orden l .v es 2n s( }• solo si el c(clo e-s accidental. 

.1~ 

Demosl.raclon. Sea C• <z1,z2, .... z" > ciclo ellpt.lco de 

1lrden 1 ~ .}.. Sea E lln generador del est.abilizado1• r _ el cual 

clcllco y sean T -: r 
J 

t.ales que 

J• t,2, .. ,s. Luego ent.onces los element.os de- r que 

.4
1
• < Et.: T 

1 
f O :S k. < l > 

-. 
T <-z >• 

J J 

mandan z 

' 
z, 

ast.o es, dada V E r t.al que V(z/• z
1 

se t.lene que V T;t. fijo. a z
1 

y por lo t.ant.o es una pot.encl.:. do E. 

Se demoGt.ro en el Teorema 2.17 que una. vecindad K de z& est..;. 

complet.ament.e cublert.a poi" las ce1>raduras de pohgonos normales, 

cada uno de los cuales t.lene a zt. como Vért.lce. Sea N
1 

uno de est.os 

pollgonos y WCNO>• Nl. "' -= r. Ent.onces \./-
1<.z.) es un Vél"t.lcc- de No 

\' est.e vert.lce est.A en .,,.1 ciclo C. dlr;amos z
1
. Por lo cual W ..;; :d 

1
• 

lnversament.e. t.od•l W -: ."1
1 

t..ransforma N
0 

sohl'I:" un pohr;ono normal 

•llJE' t.lene como vertAce a z
1
. Por t.ant.o z

1 
t.len"" una Vt.'tc1.ndaJ 

!'ormada por las cerraduras de sl poUc;onos nol"males. las inwir;enes 

de N
0 

por element.os en 4J j• t,2, ...• s. 

Denot.amos por 8
1 

el angulo sobre z
1 

en N
0

. El angulo B"
1
• 

define conto el ángulo sobra z
1 

en el pollg:ollo normal Ni 
1
• EY.T

1
<.N

0 
>. 
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¡,,,. t.2 •... 1-1; est.e .:.ns;ulo es is;ual a .;. vo1• l<.1 confc:11·mlda•i •lt~ 1.a~ 

E:jamplo: Ilust.1·.:t.ndo t0ol 1;.aso s• 2. l= 3. 

e, 
z1 

Ahora si C es: .31cddent.al. exist.e un." tJ11ic.!$ T, qui:- t.l'.:1nst orm.:.. 

pol1gonos 

Ja 1,2 •..• s. 

<T <N >. J• 
¡ o 

"'1-1 CAJ\gulo sobre> z 
1 

en est.e e.aso es 2n. 

Una vecindad de 

1.2, .. ,s>. El an~ulo 

2n. C no puede ser aU.pt.lc.31. E:st.1..-. concluye la p1•ueLa.• 

pot• 

lb;:.and•• ""I t.eor.,..ma .ant.eri('>1• definimos st?cf.1-.p ,:.hµt.il!n ~~d • ..-
1 

de E 1111 .;~1w·1·,..d1~1· de r:. Sean T,, J• i.2 ... ,s fijas t.al-..s que 
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TJ <z,>• z.. Para una j fija las reglones E~ T <N l. k• 0,t, ..• l-1. 
J " 

est.an lr;ualment.e espdcladas ah•ededo1• dE- z
1

; rot.ando u11.:t de ~llas 

por un angulo 2n/l, se obt.iene la stguient.e y as~ suceslvament.e. 

Ent.onces para cada j se selecciona k J de t.al manel"a r¡ue 

1•eglones < E~., T,<N
0

>, J• 1,2, .. ,s > sean adyacent.es. 

Llamaremos a 

sect.or eUpl.lco en z
1

. 

las 

Obsé1•vese que est.e sect.01• forma un anr;ulo de 2n/l en z, y 

los sect.ores S"=i• ES=,····• El-1. S:.
1 

forman una vecindad de z,. 

Los punt.os de un ciclo ordlnarlo son IH-equldlst.ant.es del 

cent.ro "9'
0

• O.a.do que cada z\ e C <un ciclo de N
0

). es r-oqulvalent.e 

A z,. t.odos son r-equlvalellt.es y por la observación 2 cada zl 

equldlst.ant.e del cent.ro w 
0

. 

Ciclos Parabólicos. 

Consideremos ahora vert.tces de N en la rect.a real CIR>. 
•> 

Teoroma 2.24.- Un v6rtice de N
0 

que estó en IR, nunca es 

punto fijo de una transformación hiperbólica de r. 
Demost.racl6n. Sea T e r hiperbolica con punt.os fijos a y b, 

sea w0 el cent.ro de N
0 

y K un circulo rijo de T que pasa por w
0

, 

< obsérvese que K no cont.lene necesarlament.e una seodéslca>. Ahora 

las lmagenes de w 
0 

bajo pot.enclas de T, est.an en K. Sl w _, y w 1. so11 

las lmacenf:'"s m6s cercanas a w0 , la reglón M acot.ada poi" • _
1

, >..
1 

blsect.ores de Cw0 .w_
1
J. [w

0
.w1J respect.lvament.e const.lt.uye un 
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implicaria que \.k h1t.e1•sect.a a ""-• 

w
0 

y wl. i• t.-1. est.én en ~ Cpuas eslst.i1•la un Q-1-c1r•i::ulo 

cent.ro en z .. ., y radio 1•. el cual cont.it~ne .:t .,._ .. dnnd"" 

es >..l n >..k y l' la dJst.ancia de z
0 

a w
0

>. 

Ademas N
0 

e M. pues sat.isf'ace las desii;ualdado::s 4u'-' definPt1 

a M y et.ras más. Pel'O M no cont.lane 11ingun punt.o J lju sol>t•o;> so 

f"ront.era. 

Para demost.rar est.o, sea V e PSL<2,IF> t.o:"ll qu"'° \" pres~rv.-.. 

y b y mueve a w0 y w
1

, .::. 11uevas posiciones v,;. w; s1m~t.1•1cas 

respect.o a L, L bisect.or euclidiano pe1>pendh.:ular ""' se&"tu°""nt.•:• 

<a,b> e U?. Dicha V se puede const.1~uh• mandand1:l u v 1.i ·~n o o:· 

después aplicando una homot.ecla y finalment.e 1·eg1•esant.k1 O .;- 1 tllt 

y b medlant.e la lnver-sa de la funclon Ol'iglnal. 

Con dicha V const.r-utmos ¡;l'upos conjur;ados \T\0

-• ~· \'<1">v-•. · }' 

F'fgUl"a 8. 

a 
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además obsei-vamos que VCN
0
> y V<M> son los i-espect.ivos pohgonos 

pal"a est.os gi-upos (lema 2.24>. Ent.onces L es lado de VCM> y VCMl 

est.é a la izquierda de L <.ver f'lgu1•a B> poi- lo cual b ti! d<V<M» Y 

t.ampoco en ct<M> pues VCb>• b, anAlogament.e a ti! cJCM>.• 

Ahor-a sl un punt.o de un clclo esLa en [R, el ciclo complet.o 

t.amblén est.ara, pues PSLC2 ,O?> pi•esei-va a !R. 

Sea z
1 

e ~ y supóngase que :z
1 

es la lnt.erseccion de 2 lados 

y sea <zt. ,z
2

, ••• > el conjunt.o complet.o de punt.os de Ñ
0 

equlvalent.es 

a z
1

• Obséi-vese que cada z~ es la inLei-sección de dos lados de R
0

• 

Si describimos cJ<N
0

> en el sent.ido poslt.ivo, cada lado t.Jene 

punLo inicial y un punt.o C.lnal. Cuando un lado s es t.ransf'ormado 

sobr-e conjugado s'. el punt..o Inicial de s es t..ransf'oi-mado en el 

punLo final de s', ya que VCN
0
> e Ext..CN

0
> y por- sel" V conf'oi-me 

pi-esei-va la oi-ient.aclón: 

denot.amos por y b los punt..os inicial y ctnal de 

1•espect.lvament..e, af'il"ma que V(b) es el punt.o inicial de s'. Como 

V t.ransf'orma [<X),a) u <b,ool en <V<a>,V<b>> porque los ot.ros 

vért.lces l'eales de R
0 

esrt.an en Cco,a> •J Cb,col y por la conexidad de 

IR. Ahora si V<o> es el punt..o Inicial de s•. ent..onces t.omando 

base ordenada con vect.ores basados en a, uno de ellos t.ancent.e 

y el ot.ro apunt.ando hacia b sus imagenes f'orman una base ol'denada 

equlvalent.e la pr-lmel'a y V no preserva la orient.aclón 

cont.radlclendo la conformaUdad. <Ver f"lcura 9>. 



Por t..ant.o V(a) es el punt.o nnal de s'. 

Supongamos que si. es un lado que empiazdl an z
1

• 1:-l •::onJugado 

•: Cinaliza en punt.o equivalent.e a z
1 

y poi• t.ant.o pert.enocé al 

ciclo, llamemos z
2 

a est.e punt.o. Si extsLe Uh lado s
2 

que emptuce 

en z
2

, el lado conjugado s~ CinaHza en z
9

, analor;amont.~ pod.:-mos. 

encont.rar z,. z'!S, et.e. Si despues de t.-paso~ t.éne-mos qu.:- s. 

CinaUza en z
1

, <un ejemplo que Uust..ra est.a si t.uacion para t:-1 caso 

t..• 3 se muest.ra en la f"ii;ura 10), ent.onces decimos que 

<z
1

, z
2

, •• ,z? es un ciclo paraból:lco de N
1
) y cada z. 

vért..lce parabóUco. 

Figura to. 

s' • s, 
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Def'lniclón 2.25.- Sea W J e r t.al que WJ<zJ)• zJ+t.• 

J• t, .. ,t.-t; Wl(zt>• z
1

• 

la t.ransCormadón 

P• W W ..• 'W t.r-ansforma el mismo, dicha 
l l- .. 

t.ransCormaclón se la llama t.1·ansformación c1cUca inf'lnit.a. 

Dicha t.ransf'ormacion no hiperbólica por ei t.eorema 

ant.erior y t.ampoco la ldent.ldad: 

Se t.len~ \./t(zt)• z, y W._ t~ransf'orma N
0 

en un pollr;ono normal 

al cual llamaremos Nl, y desde luego Nt. Llene como vért.lce a 

lado comun de N
0

y Nl. Denot.emos por 

st-a Wt(s:_,>, ambos st y s: se int.ersect.an en zt ·entonces !:• 

y s; se lnt.ersect.an zt.. Cont.lnuando el análisis 

por def'húclón. y ww 
l t-l 

t.ransf'orma 

denot.amos por N , además W W Cs >• 
l-1 t t-l t-1 

N ,, 
W Cs' >• 

l l-l 

W W (z >• 
l l-l t-l 

poligono 

s;_
1 

lo que 

que 

dice que Nl-t y Nl t.lenen como lado comun a lil • • Procediendo do ·-· 
est.a. f'orma encont.ramos a Nl, Nt-1.•···• N2, Nt.. (Ver Clgura tt>. 

Figura U. 

z, z, ... z. 
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,. 
ldent.tdad.• 

De lo ant.erlor deducimos que P es pa.raboUca " z . . 
la 

lJll 

punt.o rijo de un element.o paraboUco de r. Ademas P conjug~ los 

lados ext.remos de un conjunt.o de t. pohi;onos. 

Def"inlción 2.26.- La lnt.erseccton de las cerradut•a,;: df'.l'l 

conjunt.o de pohi;onos normales que t.lenen a z como vert.tr.:e comun 

N
1

,.... Nl_,> con el lnt.erior dé clrculo fijo ¡..,: de r~ 

llamado sect.or parabólico T=.· 

Proposición 2.27.- S'ea P -: r como en la de/in1cion ¿.2;';" ~· J.; 

ctrculo fijo d& P entonces 

00 

Oemost.raclón. z 
0 

~ P"'T z si y solo si exist.e 11na m t.al 

' que z
0 

E P"'T:e si y solo si z
0 

E P"'< 1_1 <Nl n K» por det'inh:::ion d.,. 

T z sl y sólo sl z
0 

Ei K. 

"' Por t.ant.o K• L' P"'T . 
"' z 

conjucando el grupo de t.al manera que 'Z• w).• 

Teorelfta 2.28.- Cada tJ~rt(ce z de un ciclo parabolico d1:- N,
1 

es un punto ftjo de una tran.sf«>rmacíón P os r y P t,..ansforma los 

lados externos de un sector paraboUco que pasan por z . ..tdem<i.s st 

N
0 

tiene un numero finito de ladlls ~· no tit?ne ntn,cun lado libre , 

Ñ
0 

intersecta a IR en numeoro finito de L•erttces pa,..abolíco.~·-

Finalmente P g-enera el estabilizador de z. 
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Demostración. Sólo falt.a demost.rar- las dos ult.lmas 

af"irmacJones. 

Si z
1 

es un punt..o njo de una t.ransf"ormación P 

parabólica. ent.onces zt es punt..o njo de Tt P T~1 
con 

r, con P 

T"• Wt_t. .. \rl
2

Wt., i• 1,2, .. ,t.. Y por t.ant.o fil
0 

int.ersect.a a [F en un 

número Ctnlt.o de vért.ices. 

Por últ.imo, como r z es ctcltco, ést.e t.iene un generado1• P 
0

. 

Ahora P 
0 

o P~t. mueven a N
0 

el sent.ido de las manecillas del 

reloj alrededor de z, supongamos que P 
0 

cumple est.o. As1 P y P 0 

rot.an a N
0 

en el P:'ismo sent.ido y ademas p.. P: par.a .alr;una m '::!, t. 

<J < t.. Ent.onces p • 

" 
Para j > 1 el miembro derecho no est.a en r =. ya qu.:.- est.as 

t.ransf"ormactones no t"ljan a z. Por t.ant.o J• 1 y ast P
1

, • P.• 

Surge ahora la pregunt.a rectproca. 

¿ Puedo un punt.o f"ijo de un eloment.o par-aboUco, so&r vt.trt.tce 

paraboUco ?. La l"&spuest.a os si. 

Lema 2.29.- Si r contiene traslaciones. no existP nincuna 

.sucesión de V n diferentes. V n E r . tal que c ... _., r Cfiníto> con 

distintos <c..,>. En particular. oxiste 

para toda V on r 

Constante C ) 0 tal qUf:!' 

C• 0 Ó le 1 i? e 
Demost..ración. Suponcamos que c ... _., r • con <c..,> dist.int.a...c;. 

Sea T• [ ~ i ] . A >O la cual genera a rw Cgrupo parabólico qua 

f"ija a ~w. Ent.onces 
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. . 
T n Yn T n • 

[

a +re>. 
n n n 

e 

Supongamos que e,.,"' o. Ent.onces pal"a cada n podemos escoge!' 

r.,. y sn t.al que 1 :S a~< t + >..Jcnl• t:: d~ < 1 + AlcnJ· Podemos 

suponer que e,, )0 < si e" <O, t.omamos -e,.. )0), 1 :S a~ < 1 + A.. le,., 1 

se reduce a O :S 11,., + r,.,r.:r,., ( o" donde o."• en). y t'n• a,., - 1, por- lo 

cual eKlst.e r n E Z t.al que cumple con la deslf:ualdad. Análogament.e 

podernos encont.l"ar s ... para 1 :5 d~ < t + A. le"' I · 

De las ult.imas desigualdades obt.enemos 

O :S a;..d~ - t < 2>-.Jc"'J + X.
2
c: y por t.ant.o 

fbnl• fa;_d~ - l/cr.1 < 2X. + >-.2 JcnJ < 2>.. + 2X.
2 lrl• para t..odo n >N. 

Por t.ant.o de las sucesiones a;... b; y d;, que hemos acot.ado 

podemos ext.raer subsucesiones convergont.es. Est.o es r::iert.o si cada 

subsuces16n convercent.e <V >, t.tene element.os dJst.tnt.os lo cual es 
p 

cier-t.o pues <e,..> son t.odos dlst.int.os. Lo ant.erior cont.i-ad.ice que r 

discret.o.• 

Le.... 2.30.- La Ecuación del Ctrculo Hi.perbolico con centro 

z
0 

• :x
0 

+ ll,•
0 

y rodio r es el circulo &uclidiano 

c ... : - "'u>
2 

+ Cy - y 0 cosh(r>>
2

• Cy
0
senh<r»2 

Demost.r>aclón. Primero demost.l'aremoa la slguiant.e fórmula 

coshCpcz.w>>• t + 2~w> 
El lado izquierdo da le. ecuacion es lnvariant.e bajo PSL<2,IR> 

demost.ramos q:ua ia part.e derecha. t.ambien lo 



=- 1 <acz"' + a1Jz +.,be'"· + bd' - <aGZW + ad'r' + hez + bd) J 2 = 
2 lntCzl {nt(\oo·> 

a fad<z-...,.> + bc("'1-z>J
2 = J..~:~d - br:Hz-,,·>l:?= !z - wl 2 

2lm<.z>lm<w> :llm<z)lm<w > ;!1111<.z>lmt\1·1 

probar la t ormula cuando z 

Aun mas: podemos ajust.i:.1• .:. t.raves de IJOA t.omot.o:-•~i..-t v sup1:.nP1' q1.1•· 

Z• i V \ol• l•I, l• )1. 

Se demost.ro ant.eriormant.e qu1=- ,·<1.11•1= h1<r.J. 1· )1. ""~'' ~ 1 

escribimos p por e><l.lr > s~ t.len-=-

~r + t?-.~ .;. ,.,r, + .,.- "'"r t• + 1/1• 1· 7 + 1 
cos:h<p>• ---2--- • ---2~--- • --,--· = ~ 

Por ot.r1:> lado. t + l!:.!..!J. 21' +.,,
1
<.l-r>

2 
-~ con 

~r ¿ ¿,. 
c.1ueda demost.rada la formula. 

Por ult.hno siguiendo con la demost.racion del Jam.:t. 

$ea e~ <z0 ,r->• <z ..: il-- 1 ,.·cz.z0 "l• 1•> ent.onc"".::. 

Cosh<p(z,...,>)a l + 2 J~,l:.J~~,:.,.., 
si y solo si 2}•}•

0
cosh<r>• 2)·)•

0 
+ { .. i¡;-x-

0
>2 + (~·-~·1-.)'z 

si y sok"» sl )'~(cosh2Crl-t >• e,- '"u">
2 + y 2

- 2~.'}•,/'."oRh< r l + ~·;,c.·osht r > 

si v solo sl <>•,)senh<r>)
2

• <' - ·'u>
2 + <}' - yuc1,sh<rn

2
.• 

TeorenrLa 2.31.- Sea r < PSL<2.~>. r discre>to. Seun ",.. -:- ih tul 

que "'o no es fljo baj1> r, N1.., eol polt~onu de Dírichlet p1lr•l r ~· 

F ..;: r poroboUco con punto Ji.jo p. entonces p e~ un t:ertü:e 

(:tt.'lr'"Obolico de .,:i<N
0

.> pur•~ alg-un i· ~ r. 
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OemO!ii:f.r•aclón. 

Sea p Hn punt.o fijo d¡.;. 11n ele111ent.1 • pa1,ahcili•:o. t:slsl.~ 

element.o V .:; PSL<2.!F) t.al •(Uo? V<'"'ª •n y VCw 0 >a i. 1::on w
0 

d~l 

pohg1lnO dt? r V saa r· - vrv-•. t?St."" nuevo grupo t.iene a N~ e V< N..,) 

p1'.:'ll"Ol11:J 11Ll1'11\.'tl 

f,paslaclonas. El objet.lvo .te la dP.most.pa..:lon es pt'oho;..1• que ll' es un 

'"'',,""" (. 

Si;-a T• [ ~ ~ ] • " >O. el genePador' do:- ru·. 

Las imar;enes d•"' i b.;sju r snu d.:o l~:s forma 
·" i + b <a t + b H-•:: l + d > 

\ ~ t >• ... + -2-' -
1
2. va que V <t , .. _:.___, 

1
'' • -"--2!::..-+ 

1
z-"--'-· 

,, •:: ... +, ... · .. , 1:: .. + • ... en 1 ... 

+ ~~ul-+'-"·1·p •... + -2~+ ·' . OondP r• <V . V, ..... >. 
•::... • ... c... ....... 1 

Ahora si e~• O ent.onces d ... • !: l < pues ad-be• l) de donde 

t.t:!'nemos: qua lm<V..,. <.ll>• l. 

Por- el lam .. -. 2.2(J el •::.-)n j11ot.•'.' <.lm<.V,._<l., u e-:;t.a acot.ado 

"iiUpP.t'iOrment.e. Oonot.amos por '""'1-. llll punf.<,J en rn) •1ue t.enga Pª"''·ª 

Las lmagenes de '"'1-: que est.an en L Cre1::t.a hor-tzont.al que µas.a 

por w) son .. w • '"' + m•. 1n 
"·"' y 

E Z. Los [H-blsect..oN~s 

ant.re wk y ws-,m son Uneas vert..lcal@s. Los 2 mas cercanos a w~. 

10ooc1,;.r-ran una hetruta ve.rt.lcal S. 

L.. Ver Hr;ua•a. 12. 
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Flgur-a 12. 

w s 

Ahor-a const.ruimos 2 t.rlanr;ulos como en la !'igura 13. 

Ficur-a 13. 

Lasz 2 r-eglones det.er-mJ.naJ..t.s por est.os t.r-ianr:ulosi dA>t.er-minan 

un c:onjunt.o compact.u M v poi• t.ant.o <n ,·) M> < •l.·. movlt'!>11Jo los 

ve-H.lct'!>s JnfP.r-lor-o;i.s hacia arriba. podemos suponer •tu ... M n \) • O. 
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Atu:11•a sl J.;,11ot.amos y '· -· 
"' i.-.-z 

los 

c..., r. L. ""'st.a en la banda det.arminad>Ot poi• ,.. '2' y _
2

• e puest.o •1ue 1~11 

t•ect.a v..-rt.ical pos· w Ulsect.a w,_ y ...-1 ot.1·•;1 ¡11J11t. 1 ~ P.11 e::,, L •. 

l..a ecuaclon de c..., est.a dada pa1· 

Cx
0 

- x >2 + C}'u - }' coshCr » 2
• <).• s.anh<rJ>'? 

donde pa p<'°""'¡ ,wJ y w• <..'-
0

·)•
0

>. 

La t.anganLe Je C~ w.,. est.a dada por 
' o dond+=

). v - ~ 0cosh<.:, 

Si Jm(wJ es suí"lcient.ement.E' sr-ande, la t.angant.e l.iandP. ...-t O. 

por lo cual puedo;- t.omat• L' 

ar-r-lba do:.- L'; el c::l!'culo Cv int.el'sect..:.. la rer¡jlon debajo dt:o L 

solament.t?- en los t.rlángulos que hem13S: desc1·it.o i.a. r.: ,-, l~ • O, VPt-

i"igura 14. 

Fir;ur-a 14. 
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Por t.ant.o V w E S que- est.e .:.rriba de cle-rt.a hnea L..·• <:.., 

cont.iene en int.erlor nlnr;un punt.o en ú. 

ASI pl1est.o que 

p<w.w¡.. > < P.'"''º' y ad~ma~ .:<.""·""'i > < ,_·,lw.w¡.. . .., >. m E :Z . Flnalment.e 

p<w.w¡.. >• p(w,Vl\.I, >> V \" ~ r. y,e Id. 

Est.o nos Jice 1¡u~ la franja supe1•lor d L.' en S, pert.enece a 

Nk el cual cont.lene c11 .,.. pero t:1)IW:t ,,, es la lnt.ersección de dos 

l .. 'id•:tS de N¡.._ ent.onces a:> es un VP.r-t.h::é pat•abolii::o.• 

Teor-eMA 2.-:12.- Sean <s .• s; 1 j• f,2 •.. > lt:>S lados de N
0 

~· 

T (s >• s' T r. Entonces 
' ' J 

J 

r• <T
1
.T2 .. .>. 

Demost.raclón. Se..i. 1:1• <T,. T
2 

••.• >. Se demost.rara que r e ~. 

l.,. lncluslon inversa es ol.Jvla. 

Sea V un element.o arbit.rarlo dB- r y saa V<N
0 

">• N•. Si unimos . 
punt.o de N

0 
a un punt.o de N con hnea rect.a L. Ent.onces 

L es compaet.o cruza un numero Clnit.o de poUgonos normales, 

Haciendo paqueilas desviaciones se puede suponer que L 

pasa por nlngun vert.ice. Sean N
0

, N•, ... ,N" • N los pollr;onos que 

ct•uzan L, de z
0 

a zt. y 

W\<N\>• Nut' t• O,t, .. ,n-t. 

w\ los element.os t.ales que 

Usamos tnducclon finit.a sobl'e La Tl'ansf'ormacion W n 

t.t"ansf'orma un clel"t.o lado s
0 

de N
0 

sobre •.; el cual es lado comun a 

N t. Ent.oncea .. .,, digamos \o/ la 

' 
t.r-ansformacl6n que manda •

1 
<lado de N,> sobre s;. el lado comun de 

son ladns ·~•)njugados de 
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t..1'ansro1•macton que los conjur;a es T- 1 W 
'o • 

t.ant.o W ..;; ~. 

' 
Supongamos que 

Po1• 

son lados conjugados d~ 1'11 , l.;r, t.1•ansl'o1•mac:::ton ,, 
conjucant..e es w-• \J~ 'W que llamaremos T.~_·Y se t.iRno;o \.J~. 

lnduccl6n W
1
.W

2 
... ,W.., E €1. y poi· consigulant..~ V• \./,. ... \-"" ~ -il.• 
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CAPITULO 3 



CAPITULO III. 

El mét~odo de bisect~o1"es. eJ cual hemos explicadi:> el 

captt.ulo ant.eriot". no es el mas adecuado pa1'"a 1.a const.NJclon dn 

polir;onos nor-males. En ést.e ~::aplt.ulo describh"ernos ot.1•0 ruét .. odn 

basado en los Circulos Isomét..l"icos. 

De aqui en adelant.e supondl"'emos que r cont.iene t.raslaciones. 

DeCtnlclón 3.t.- Sea T<z>• ~: : ~ • T E PSL(2,CJ?) con 1:;iit"U. 

Se def"lne el Circulo lsomet.rlco de T. denot.ado por" l(T) corno: 

l<T>• <z ,. IH ( I T'<z> 1 • t>. 

El Circulo lsomét..rlco es el lugar ~aomét.1-.fco de aquellos 

punt.oe que son t..l"ansf"or-mados por- T sin cambio en Ja JiCerencial d~ 

la longit..ud euclidiana. 

ObséJ">Vese que ICT)• <z e CH 1 1 cz + d f • 1>. 

Ahora dada T con e-o, t..enemos T-1 t.ambien con c;iieo. Asi si 

ICT> est.á def'lnido ent.onces ICT-1 > est.á dado poi" lcw -a I • 1. 

Propo•lclón 3.2.- Sea ICTn> cualquier suce.sión infinita de 

c:frculos í.sometricos y T" elementos de un crupo discreto r. 

entonces .sus radios tienden a cero. 

Demoat.roación. Como el radio de l(Tn) es t_,..fcnl y como r 

cont.tene t.roaslaciones, aplicamos el Lema 2.29 y obt.enemos que 

(en( > ~ Cya que en• 0), as1, como en es una sucesión tnf'1nU.a 

ent.onces en---. 
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Lema 3.3.- T tran.s/orrna HT> 19'1 ICT-1
) ~· adt?méJ.s trm1.sformr7 

Ext<I<T>> .sobre el Int<I<.T-1>> (dondr.:a Ext([CT).> es lu r:omponente no 

acotada t?n rH-ICT)). 

Dentost.ra1.::ton. Sea z t.al qut<t lcz + d 1 ~ l. Le. 

z E ICT) •-t E'°'t.<ICT)). Ent..onces 

fcT<z>-al• ¡cz+dl-'S t. est.c. es T<z> E I<T-'> 1..1 Int.Cl<T-tJ• 

Analogament.e, sl z es t.al que 

lc-z - al:S l. l.e. z E ICT-'> V lnt.<ICT., .>l 

erlt.onces 

lcT-'Cz) + dl•fcz - aj- 1
2::1. ast.o es T-'<z>.:; ICTJ '-· ExL<ICT)J• 

Sea r grupo real discret.o. Va que 1 cont..lene 

t.raslaclones. el est.ablUzador de roo. est..a generado por la 

t.raslaclon 

u" - [ ~ ~ ] . ~- >o 
Una Reglón Fundament.al par-a r'X' es cualquiot• banda vert.tcal 

Roo :{ < >e < {+"'-. 

Ahora para cada V e r-rro est.a t.lene un circulo .lsontét.rlca. 

Def'"lnict6n 3.4.- Se de'1ne l<3 Reglón FundaMOnt.al do Ford como 

{ n Ext.. I<V> 
v E r-rro } 

Est.o ea R conslst.e de la part.e de Roo que est.a en el ~x:t.e-rio1~ 

de cada uno de los clrculos lsomet.ricos. 

TeoreMa 3.5.- La r•lf(ón R dada •n la de,finici.:>n 3.4 ss una 

Demost.racton. 

Pr-i~ro: Sea z R y T ~ r. Si T E r-:t•, ent.onces: T t.rasladcll 
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z fuera de Roo y po1• t.ant.o fuera de R. Ahora si T ..: r-rrn ent.oncF.ts 

T<z> est.a en el lnt.erior de tcT- 1
) l.e. T<z> e R. Por t..ant.o R no 

cont.lene punt.os equivalent.es bajo r. 
Ser;undo: Probaremos que cada z E IH es equlvalent.e a un punt.o 

de R. 

Como hemos observado. los radios de los círculos isomet..ricos 

acot.ados. Ent.onces exist.e B > O t.al que Z• ·"'- + ly e R, sl 

Roo y y ~ e. 

Sea o e IH n cJ<R>. Ent.onces o ¡.1uede est.ar en un lado vert.lcal 

de Rw. Si nt."l, •=- est..á en alr;un ctrculo lsomet.rico c:ya que no puede 

est.at~ en el lnt.ertor de algUn circulo tsomét.rico>. El punt.o .;.i est.a 

numero f'lntt.o de circulos lsomét.rlcos, pues los radlos de los 

cu•culos: isomot.rlcos convergen a cero. 

Sea z
0 

e <H. Trasladamos z
0 

element.o de r. i.e. 

un punt..o z, Reo por algun 

Z
0

• X
0 

+ ly
0

, T<z
0
>• x, +ly

1 
donde y

0
• y

1 
y T E r. 

Si z .. ti' R. ent.onces z, E ICVOI> par-a alr;un VOi r. 

donde V°' 

donde 
Y, 

Ya• lc°'z' +V > Y, 

Sicuiendo. t.rasladamos z
2 

punt.o z
9 

E l&o y haciendo el 

nilamo procedlmlent.o t.enemos una sucesión "'" + iy" 

Y t.a1 qu~ >'o= Y, < yz= Y• < ...... 

Sl, para atcuna n, l-'zn•t ~ B ent.onces z -e R y concluimos 
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la prueba. Si no exlst.h~la sucesló1'l lnf'lnlt.a creclent.e de 

imágenes de z
0 

bajo r en el compact.o K • < z \ y
0

!:" ImCzl S B, 

~ ::: Re<z)S '° +k >. lo que cont.radlce que r sea dlscont.lnuo.• 

Ejemplo t: El Orupo Modular. 

El Orupo Modular rct> es el grupo de t.odas las mat.rices di? 

<2 x 2) de det.erminant.e t con ent..radas ent..eras. El est..abllizador de 

el r:rupo ctcllco generado por 

u -[ ~ ! ] 
Tomando Reo como la banda l"I < t/2, los ctr-culos lsomét.r-lcos 

mas gr-andes son de r-adlo l. Los ctrculos cuyos cent.ros son O,t,-l 

son los que lnt.ersect.an a Reo. Las lnt.ersecclones ent.re los ctrculos 

son ¡:,- e"i." 9
• -t/2 + 1""3/2 y -¡;.. e"v6 = t/2 + i,13/2. Ver f'igura t. 

Figura t. 

s, R s' . 

Obsiltrvese que los demas clrculos de radios :S: l/2 

int.er-sect.an la reglón R. Por t.ant.o 

R:< :-..·
2 

+ )•
2 > t. lxl < 1/2, }' > O>, es una 1~er:ton. f'undament.aJ 



par-a el gr-upo modular. 

R as:t definido ur1 pollgono de Dh•ichlet.. Paz.a ve1~ est~o 

t.omemos coino cent.ro a 2i. el cual no es un punt.o Cijo del element.o 

ehpt.h::o T. 

Es decir. un punt.o Cijo d~ un element.o elipt.tco T de rct > 

t.iene como part.e imaginarla 

donde :t es la t.raza de T. 

ya que J:tl < 2 y x e Z t.enemos que y :S 2/2lcl S t. 

Ahora 21 + t, 21 - l son hnagenes de 21~ poi· t.ant.o K• !: l/2 

son IH-bisect.ores. Tambien como T• [~ - ~) est.a en el grupo t.enemos 

que TC2D• t/2. Asl el IH-btsect.or perpendicular de 21 e l/2 el 

circulo unit.arto. Por t.ant.o el pollgono normal N cent.ro ZI 

est.á cont.entdo en R. Si R - N .- O, ent.onces R - Ñ 1IL O. Sea z .;;; R -Ñ 

y sea z' e Ñ equtvalent.e a z. Ent.onces z.- z•. Ahora z' ~ R. pero 

como z e R 1 podemos t.ener z'" e R ya que un element.o d~ r nunca 

t.ransf'orma un punt.o tnt.erlor sobr-e un punt.o f"ront.era. Los punt..os: 2 

y z• son dlst.lnt.os y equtval•nt.es y ambos est.an en una regjon 

t"undament.al. Est.o cont.radlce que R sea una reglan fundament.al ~· pof' 

t.ant.o N• R. 

Los lados de R son ª1. .s: conjugados por U y s2 .s~ conjug,a;dos 

poro T. Por t.ant.o U y T generan el Orupo Modular. T es ehpt.lca de 

orden 2 con punt.o f'ijo l. Los ciclos son <p.-P>. <t> y <ro>. La suma 

de los: c..ngulos en los v•rt.ices del primer ciclo es 2n/3. po1• t.ant.o ,o 

u1"1 pur.t.o f'ijo de un element.o eUpt-ico deo orden 3. El angulo sUmét 
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S4'";,a r<2J. eJ st¡bgrupo de Sl..t:t.Z> ·~un "'°nt.1·.'\1,~t~-: . ..- ,. ·l impc"tt'eS. 

b y 1:: pétJ•t;.!;. 

El asLahiUzadot• d11- c:c ••..:.: s;:-1u-1·.:1•k• 1,111' llz• l/) ~] l'•.•111 ... 111•')•~; R."I 

como ia banda {x 1 
lnt,ersect.an l..._ r&gion Rw. A~j~z - 1 f• t ,. B:I~/. • \ !-= f ~~.=t k 1~" 

rer;ion ar1-iba de est..os 1:l~cuJ()s. \'er- fi.;ura ;1. 

Figura 2. 

R 
s, 

8 A 

-1 o 

El ch•culo isomet.r-ico es 1 cz + d I • 1, donti•· 

impar. Sl e• 2. t.enemos los •::u•c:ulos A v B •111~· 11•. 11.r •·· r~ ... · t.:u 1 • R. 

Si e ~ 3. consideremos solamen.t.& Id} < c. Lot. círculo~ con d• -l 

eht.onces ios clrculos son t.ang•nt..es U"\t.ernamP.llt.e eu B y par-.., ot.1 .. os 
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Los lados s,. s' son conjugados µ01· u''; los 1 .. ldos " z' s' . ' 
conjugados por Y• [~ n f'o1• t.ant.n re~>· <1J2,Y>. Los ctcln!"i: 
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