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RESUMEN

En este trabajo se discute la importancia de los espectros de respuesta
en el disefiv de estructuras. Se presentan tres métodos para su calculo:
integracién paso-a-paso, trasformada de Fourier y teoria de vibraciones

casuales,

Se detalla la forma de obtener un modelo suelo-cimentacién-estructura
simplificado, compuesto por un oscilador de un grado de libertad con
cimentacién circular enterrada en un manto homogéneo. Ello 1dealiza a
una estructura con N grados de libertad con cimentaclén superficial, en
cajén, desplantada en un deptsito estratificado.

Se mencionan aspectos generales de la Interacclén dinamica suelo-
estructura, asi como sus principales efectos en la respuesta
estructural. Para considerar la interaccié4n se presentan dos métodos;
uno riguroso basado en la soluclién de las ecuaciones de equilibrio
dinamico de la estructura en presencia de la cimentacién, representada
por funciones de impedancia, y otro aproximado, en el que se hace uso
de periodos y amortiguamientos de la estructura llamados efectivos que
aproximan la condicién de interaccién con el suelo en una estructura
con base rigida. Se comparan espectros de respuesta calculados en dos
sitios tipicos del valle de México con ambos métodos, haélendo uso de

acelerogramas del sismo del 19 de septiembre de 1985.

Se calculan contornos de seudoaceleraciones espeétrales en la
superficlie de un estrato de suelo elastico homogéneo excitado por la
incidencia vertical de ondas de corte. El interés es estudiar los
efectos de diferentes configuraciones sitio-cimentacién-estructura en
la respuesta estructural, para escenarios con caracteristicas de

amplificacién dinamica similares al valle de México.



INTRODUCCION

La formacién geolégica del valle de México, constitulda por depésitos
aluviales y lacustres, en combinacién con la cercania relativa a la
zona de subduccién de la costa del Pacifico, propician condiciones de

alto riesgo sismico.

Al ocurrir un temblor, las ondas sismicas que llegan a la cuenca del
valle son sujetas a amplificacién y resonancia en los depésitos
arcillosos mas superficiales. Por ello, los efectos que provocan en las

obras civiles son considerables.

A pesar del largo historial en materia de sismicidad de la Ciudad de
México, la gran vulnerabilidad ante este tipo de fen6menos se
manifesté, en forma extraordinaria, durante los terremotos de
septiembre de 1885, que causaron muertes y dafios de magnitud sin
precedente. Segin el informe que presenté el Comité Metropelitano para
emergencias, mas de 5,000 edificios fueron dafiados o destruidos (SGOP,
1988).

Con el fin de mitigar los efectos de estos fenémenos naturales, el
Departamento del Distrito Federal modific6é el entonces Reglamento de
Construccién vigente desde 1976. Un punto al que se dedicé especial
cuidado fue el de espectros para disefio sismico que, para algunos
casos, se encontraban muy por debajo de 1lo observade en 1985
(CFE, 1988).

Ello ha obligado a realizar estudios sobre el comportamiento real de
estructuras ante solicitaciones sismicas. Hasta hace algunos afios las
normas de disefio estructural establecian, para todos sus anadlisis, el
considerar a la estructura apoyada sobre una base rigida. Sin embargo,
en diversos estudios se ha determinade que la respuesta de una
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estructura estd intimamente relaclonada con las caracteristicas del
suelo de desplante. Este problema conduce al anélisis de la interaccio6n
dinamica suelo-estructura. Se sabe que sus principales efectos son

modificaciones en el periodo y el amortiguamiento estructurales.

Las Normas Técnicas Complementarias para disefio por sismo del
Reglamento de Construcciones (1987) vigente contemplan, bajo varias
hipétesis simplificadoras, los efectos de la interaccién en el periodo
estructural. El interés de este trabajo es suministrar criterios
practicos que tomen en cuenta las variaclones del periodo y
amortiguamiento, considerando ademas, factores determinantes en el

fenémeno de lnteraccién.

Para lograr este objetivo, se hace uso de un modelo compuesto por una
estructura de un grado de 1libertad con cimentacién cilindrica de
seccién circular enterrada en un manto homogéneo de extensién lateral
infinita, que representa las condiciones de una estructura real con
cimentacién superficial en cajon. Las acciones dinadmicas del suelo en

la cimentacién se evaluan mediante funciones de impedancia.

Las ordenadas espectrales se estiman considerando periodos y
amortiguamientos efectivos, es decir, los perliodos y amortiguamientos
modificados por los efectos de interaccién. La estimacién se reallza

con base en algunos resultados de la teoria de vibraciones casuales.

Se presentan espectros de respuesta para diferentes condiciones de
interaccioén, calculados con los registros de 1la Secretaria de
Comunicaciones y Transportes (SCT) y Central de Abastos-Oficinas (CAO)
del sismo del 19 de septliembre de 1985.

Para estudiar los efectos de sitio en los espectros de respuesta en
sistemas suelo - cimentacién - estructura se plantean diferentes
caracteristicas del sistema para estructuras desplantadas en un manto

homogéneo.

En adici6n, en diagramas de contornos se presentan ordenadas
espectrales para diferentes condiciones de sitio y de interaccién; 1la
respuesta de sitio se calcula con un modelo unidimensional de
propagacién de ondas de corte excitado con un registro de terreno firme
(Ciudad Universitaria) del sismo del 18 de septiembre de 198S.



1. ESPECTROS DE RESPUESTA

El disefic sismico de estructuras hace uso de diferentes recursos; no
cabe duda que el espectro de respuesta constituye uno de los mas

valiosos.

El espectro de respuesta representa la respuesta estructural de
sistemas, con diferente periodo e igual amortiguamiento, sometidos a la
misma excitacién. En realidad se traduce en una grafica de las
aceleraciones maximas (velocidad o desplazamiento) en valor absoluto

obtenidas de un conjunto de osciladores de un grado de libertad.

La forma de obtener un espectro de respuesta consiste en excitar un
oscilador amortiguado, el cual experimenta una respuesta, en la que se
busca el maximo valor absoluto en el tiempo. El periodo del oscilador
en las abscisas y el valor obtenido en las ordenadas proporcionan un
punto del espectro de respuesta, el procedimiento se repite con nuevos
osciladores que poseen periodos de vibracién diferentes pero con
amortiguamiento y excitacién Iiguales. Notese que el espectro de
respuesta estard determinado por las condiciones de sitio, implicitas

en la excitacién, y por el periodo de la estructura.

Sin embargo, los espectros de respuesta son un medio para la obtencién
de un instrumento mas practico y de mayor difusién, conocido como
espectro de disefio, el cual es la envolvente de numerosos espectros de
respuesta, ya sea para diferentes sismos, o para el mismo registrado en
diferentes sitios. Generalmente se obtiene mediante un formato
probabilistico en el que se hacen intervenir, de manera muy simple,
costos y beneficios. Por ello, se dice que el espectro de disefio
proporciona la aceleracién correspondiente de una estructura de periodo

conocido ante cualquier sismo, este valor representa el coeficiente



sismico utlilizado en el céalculo de fuerzas sismicas en el disefio

estructural.

En las Normas Técnicas Complementarias para disefio por sismo del
Reglamento de Construcciones del D. F. (1987), en su seccién
correspondiente a espectros para disefio, presenta expresiones para
determinar el valor de la ordenada espectral de aceleracién a partir
del periodo de la estructura y del sitio. Sin embargo, los efectos del
suelo en la estructura se consideran en forma gruesa y su uso se hace
general para todas las estructuras ubicadas dentro de la misma zona

geotécnica.

Para fines practicos, puede considerarse que los espectros de respuesta
son el principal apoyo del disefio sismico. Existen diferentes métodos
para calcularlos, cada uno bajo clertas condiciones, que determinan su
grado de exactitud. En este trabajo se estudian tres de ellos, de los

cuales dos son rigurosos y el tercero de caricter probabllistico.

1.1 Descripcién de métodos para el cdlculo de espectros de respuesta

1.1.1. Integracidn en el tiempo paso-a-paso

Esta forma de proceder para el cédlculo de los espectros de respuesta,
hace uso del método de integracién paso-a-paso de las ecuaciones de
movimiento en el dominio del tiempo. En este trabajo se eligi6 el
método B de Newmark (Newmark, 19538) por su simplicidad y estabilidad

numérica en el analisis de osciladores lineales.

Consldérese la ecuacién de equilibrio dinadmico de un oscilador lineal
de un grado de libertad al tlempo i+1 (Apéndice A, ec A10).

. - 2 _
X288 x + 0 x =V, (1.1

De acuerdo con Newmark las relaciones de velocidad y desplazamiento al

tiempo i+1 son

X = Xt (1-8) At X, + B At X (1.2)

_ . _ 2 . 2 . .
X X % At o+ (172 - «) At X +a At X (1.3)
5



al sustitulr las expresiones 1.2 y 1.3 en la ecuacién 1.1 y reagrupar,

se obtlene

Y .+ 260 (x+ % A(1-8)) + 0%(x + x At + % At?(1/2-a))
R a— At L LB ! (1.4)
1ot 1+2¢&08 6t + 0 At?

Para a=(1/2)8 y B=1/2, la aceleracién es constante en cada paso de
integracién y el método es incondicionalmente estable en el calculo de
la respuesta libre no amortiguada de un oscilador lineal de un grado de
libertad (Clough y Penzien, 1975).

La expresién 1.4 permite conocer la historia de aceleraclones del
oscilador relativas a 1la base, en términos de su periodo y
amortiguamiento, y de valores de aceleracién, velocidad y
desplazamiento ya conocldos. El proceso de integracién debe continuar
hasta cubrir mas alld de la duracién de la excitacién para tomar en

cuenta la duracién de la vibraci6én libre.
Si retomamos la ecuacién de equilibrio dinamico, la aceleracién
absoluta se expresa como

x+y=02x+2€0x (1.5)

donde, para valores de amortiguamiento £ pequefios (tipicamente 5%), el

ultimo término del segundo miembro puede despreciarse obteniéndose
Sa= max, {] a® x(t)[} (1.8)
Sa representa la seudoaceleraci6tn, que es una aproximacién bastante

razonable de la aceleracién absoluta; maxt(-) es el operador para
tomar el maximo de la funclién {-} en el dominio del tiempo.

1.1.2 Trasformada de Fourier

La trasformada de Fourier es un instrumento que permite cuantificar el
contenido arménico de wuna serie en el dominio del tiempo. Las

relaciones principales son las sigulentes



G

Flw) = f £(t) et at (1.7)
3
1 ® lwt
£(8) = 51 I Flw) et dw (1.8)
o

Estas ecuaclones representan la trasformada y antitrasformada de
Fourier, respectivamente, donde f(t) es la funcién en el dominio del
tiempo y F(w) su espectro en el dominic de la frecuencia. Para el
presente estudio, f(t) es la excitacién (acelerograma) y se considera

que es un proceso arménico estacionario.

Al obtener el espectro de Fourier de la excitacién ¥(w), es necesario
realizar el producto con la funcién de trasferencia del oscilador para
obtener su respuesta ante la excitacién. Este proceso es conocido con
el nombre de convolucién y es propio de los sistemas lineales. Por otro
lado, si X(w) es el espectro de Fourier de los desplazamientos x(t),

las relaciones para velocidad y aceleracién son de la sigulente forma

lwt

F(x(t) ) = wXe ™= wX(w) (1.9)

lwt

F{x(t) ) = - u®Xe"*= -w%X(w) (1.10)

Tomando la trasformada de Fourier de ambos miembros de la ecuacién de
equilibrio dindmico de un oscilador (Apéndice A, ec A10) y haciendo uso
de las ecs 1.9 y 1.10 se obtiene

- 0? X(w) + 20w X(w) + 02 X(w) = -¥(w) (1.11)
de donde:
X(w) = [—2—'—‘——;] ¥(w) (1.12)
0" + 26w - w

Esta expresién representa el desplazamiento del oscilador relativo a la
base, con la excitacién en términos del espectro de Fourier de
aceleraciones. Bajo estas condiciones, el término [-] es la funcién de
trasferencia del oscilador. Si se multiplica por el factor 2 se
obtiene la trasferencia de aceleraciones como excitacién a

seudoaceleraciones como respuesta, es decir

-0° V(w)

22X(w) = —
0% + 208w - o

(1.13)



entonces el espectro de seudoaceleraciones se escribe como

Sa(Q,€) = max, ¥(w) 5 (1.14)
1+20 2 2
a n®

el argumento de la funcién maxt{-} representa la respuesta maxima del
oscilador ante la excitacién Y(w). En el tlempo se obtiene con la

sintesis de Fourier (ec 1.8).

Para la utilizacién de las ecs 1.7 y 1.8 se emplea la trasformada
rapida de Fourier FFT (Claerbout, 1976).

1.1.3 Teoria de Vibraciones Casuales

La teoria de vibraciones casuales (TVC) ofrece una alternativa répida y
eficiente para estimar la esperanza de las ampllitudes maximas en el
dominio del tiempo, correspondientes a un espectro de amplitudes de
Fourier. Una limitacién de esta teoria en slsmologia, es que sus
hipétesis consideran que las series de tiempo son procesos
estacionarios con amplio contenido espectral de frecuencias. A pesar de
ello, la utilizacién de sus resultados en acelerogramas reales ha sido
satisfactoria, en particular en registros cuyo espectro de Fourler es
de banda angosta (Relnoso et al, 1990). Otra limitacién proviene de la
necesidad de contar con un valor de la duracié6n de la fase intensa del

movimiento.

En la TVC, la expresién que relacliona el valor esperado de la amplitud
méxima E(xmx) de una serie de tiempo, con su raiz cuadridtica media
X , Se indica como
rcm
E(x } = £f(N)x (1.15)
n re

ax n

donde el factor pico f(N) se expresa asintéticamente como

£(N) = (21n )% r (1.16)
(21lnN)
7 es la constante de Euler e igual a 0.5772..... ¥ N es una medida del

namero de cruces por cero de la serie, determinada por



N=21‘Tr (1.17)

el factor 2 indica el maximo positivo y negativo de cada ciclo, la
duracién del temblor se respresenta por Tr. La frecuenclia predominante
del movimiento f se obtiene de

. 1 ln2 172
f = [T] (1.18)

o]

moym, indican el momento de orden cero y dos del espectro de potencla

|¥(w,0,€) |2 Los momentos m ., se definen mediante

fmax
1 k 2
mo= o o Ixwee|® (1.19)
o

fmax es la frecuencla maxima del espectro de excitacion.

Para estimar la rafz cuadratica media (xrcn), se hace uso del teorema

de Parseval, el cual puede expresarse como

mo 1/2
xrcm= [ r] (1.20)

rcm
donde Trmn es la duraciéon equivalente del movimiento del oscilador.

Al emplear estos resultados en la obtencién de espectros de respuesta,
es necesario recurrir nuevamente a la ecuacién de equilibrio dinamico
para un oscilador de un grado de libertad (Apéndice A, ec Al10).

k+2€0x+ 0 x=y(t) (1.21)

Tomando la trasformada de Fourier de la ec 1.21 como en el método
anterior, y tomando el médulo de las seudcaceleraciones en términos del

espectro de aceleraciones de excitacién V(w), se llega a

-1 -
| X(w,0,8) | = I Y(w)l (1.22)
14206 = - 2

2 1]

Sabemos que una buena estimacién de 1la seudoaceleracién, es su

esperanza, de tal forma que sl



Sa = 0° (max | x(t) | ) (1.23)
(Newmark y Rosenblueth, 1971), entonces,

Sa=0°E (x (1.24)

max ]
Finalmente, la obtencién de la duracién del temblor Tr, en la ec 1.17 y
la duracién equivalente del movimiento del oscilador Trcm de la ec 1.20

requieren del sigulente analisis:

Tr es la duraclén de la etapa intensa del temblor y(t), su estimacién
se reallza satisfactoriamente con la Intensidad de Arias (Arlas, 1969 y

Trifunac y Brady, 1975), la cual se expresa de la siguiente forma

T
2 n T n2
1, = ——g—J' y2(t) at (1.25)
o
donde la intensidad de Arias se indica como IA. g es la aceleracién de
la gravedad, TT es la duracién total de la sefial y §(t) es la serie de

tiempo de aceleraciones de la excitacién en la base del oscilador.

Si se considera que el tiempo comprendido entre el § y 895 % de la
energia, dada por IA, representa la duracién de la etapa intensa Tr,

por lo tanto, al normalizar la ec 1.28 respecto a IA se obtiene

T
T

2n $P(t) at (1.26)

F(t) =
IA g

o

En esta ecuacién F(TT) = 1. Determinando los valores correspondientes a
F(tx) =0.05 y F(tz) = 0.95, el valor de la etapa intensa se evalua
como

T =t -t (1.27)

La duracién del movimiento del oscilador es, generalmente, mayor a la
duracién de la excitacién. Para tomar en cuenta la duracién adicional
debida a la vibracién 1libre del oscilador, Boore y Joyner (1984)
péoponen la siguiente expresién empirica, donde intervienen la duracién

de la excitacién, el perliodo y el amortiguamiento del oscilador.

T 3
T =T+ —2 [-_J:____]

rem F oope Uph s

(1.28)
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siendo € la fraccién del amortiguamiento critico del oscilador, 'l‘o el
periodo natural del oscilador y r un factor de correccién que mide el

tiempo de decalmiento de su vibracién libre, expresado como

r = (1.29)7

1.2 Comparacién de espectros de respuesta

Con el método de la trasformada de Fourler se obtienen espectros de
respuesta con gran detalle y exactitud. Sin embargo, el proceso de
aplicar las trasformaciones antes y después de la convelucién hacen que
el método resulte poco atractivo por su lentitud. Por ello, la
elaboracién cuantiosa de espectros, como es el caso de este trabajo, se

traduce en numerosas horas de cémputo.

Los calculos obtenidos con el método B de Newmark no requieren de gran
memoria y el tiempo de ejecuclédn es, aproximadamente, ocho veces menor
que el de trasformada de Fourier. Sin embargo, no deja de influir en
las horas de cémputo; el método de TVC es en cambio muy practico. Su
tiempo de cémputo se encuentra considerablemente por debajo de los
métodos anteriores. Es aproximadamente veintlcuatro y tres veces menor
a los de trasformada de Fourier y B de Newmark, respectivamente, bajo
condiciones similares. Presenta como desventaja que su espectro de
respuesta es aproximado, pero su forma sigue a la de los espectros
calculados con métodos rigurosos. En adicién, es factible reducir atn
mas los tiempos de coémputo s! se reduce la frecuencia maxima de
integracion (ec 1.19) y se hace uso de la integracién gaussiana para el

calculo de los momentos de orden k (Abramowitz y Stegun, 1972).

Para visualizar la comparacién de espectros de respuesta, se eligieron
los acelerogramas registrados en la componente este-oeste para 1los
sitios de la Secretaria de Comunicaciones y Transportes (SCT) y Central
de Abastos-Oficinas (CAO) durante el sismo del 19 de septiembre de
1988. Estos sitios estdn ubicados en la zona de lago y se consideran
tipicos del Valle de México; han servido de referencia en una gran
cantidad de estudios. El sitio de CAO presenta caracteristicas de no
linealidad por ello su periodo fundamental no estA definido, pero se

11



sabe que varia entre 3 y 4 s; para SCT el periodo fundemental es 2 s.

Las figs 1a y 1b, muestran, para estos sitios, la comparacién de los
espectros de respuesta obtenldos con los métodos riguroso y aproximado.
La linea contlnua se refiere al método B de Newmark, mientras que la
discontinua presenta la TVC con duraciones (Tr) para SCT de 50 s y 140
para CAO. En estas figuras puede apreciarse como la TVC traza una curva
suave que sigue la forma del espectro riguroso. Por ello, el espectro
calculado con TVC es una aproximacién racional al obtenido con el
método de B de Newmark. En vista de la semejanza entre espectros y el
ahorro considerable en tiempos de céomputo, los espectros posteriores se

obtendran con base en la teoria de vibraclones casuales.
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2. INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA

Disefiar estructuras, con la suposicién de base rigida, es el criterio
que comunmente se adopta. Sin embargo, en México, el Iinterés por
conocer cuidl es el comportamiento real de las estructuras ante una
excitacién ha tomado fuerza desde la década pasada. En realidad el
suelo dista mucho de comportarse como una base firme ante un sismo. Su
caracter flexible provoca efectos inerciales y cinemiticos en las
estructuras, que se traducen en modificaciones de su comportamiento
dinamico. Este fenotmeno se conoce con el nombre de interacciédn dinamica

suelo—estructura.

El término interaccién dindmica suelo-estructura identifica de manera
genérica a los mecanismos que controlan la respuesta de un sistema
integral, en el que intervienen las acciones producidas por el suelo y
la estructura. Por ello se considera que el fenémeno de la interaccién
es producto principalmente del acoplamiento entre el suelo y la

cimentacién.

El objetivo del andlisis de la interacci6én dinamica consiste en
determinar el comportamiento sismico real de estructuras cuando las
condiciones del suelo influyen, como en el caso de los depésitos
blandos. Conocer el comportamiento de manera mas fidedigna 1lleva al
disefio de estructuras con mayor certidumbre y reditua en el obJjetivo de
cualquier obra civil: realizar construcciones que salvaguarden la vida
humana a bajo costo.

En las Normas Técnicas Complementarias para Disefio por Sismo del
Reglamento del Distrito Federal (1987) existe un apéndice concentrado
en el tratamiento de la interaccién suelo-estructura donde, mediante

expresiones semiempiricas, el periodo fundamental de vibracién de la
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estructura se 1ncrementa. Sin embargo, no considera aspectos
importantes como son: la profundidad de desplante de la cimentacién, la
flexibilidad del suelo, y la masa de la estructura, entre otros. Este
trabajo pretende determinar, de forma mis estricta, el periodo
modificado asi como el amortiguamiento, en estructuras con cimentaclién

superficial tipo caJjon.

El problema de la Interaccién dinamica suelo-estructura se compone de
la interaccién inercial y 1la interaccién cinemdtica. Los efectos
inerciales afectan directamente al comportamiento de la estructura;
aumentan el periodo fundamental de vibracién y modifican el
amortiguamiento. Estos fentmenos se provocan por el aumento de
flexibilidad que sufre la estructura al no encontrarse empotrada en su
base. En estas condicliones el amortiguamiento disminuye, sin embargo,
por efecto de los amortiguamientos material y geométrico del suelo, el
amortiguamlento global puede aumentar. La reduccién de la ductilidad es
una consecuencla més de la interaccién inercial y es funclén
decreciente del alargamiento del periodo por interaccién (Rosenblueth y
Reséndiz, 1988). En este. trabajo, el efecto de la ductilidad no se
considera debido a que son desconocidos sus efectos reales en la

respuesta estructural. Su estudio estd en proceso.

Por su parte, la interacclién cinematica se refiere al comportamiento de
la cimentacién, la cual por su geometria y rigidez filtra las altas
frecuencias de la excitacién. La cimentacién, al incorporarse en el
sistema, experimenta efectos de torsién y cabeceo, lo que origina,

generalmente, reduccién en su movimiento.

Para considerar los efectos de la interacci6én suelo-estructura es
necesario utilizar modelos, que evaluados en forma adecuada,
representen las condiclones reales de un sistema. El1 modelo utilizado
en este trabajo consiste en un oscilador de un grado de 1libertad
amortiguado, para el que se obtienen periodos y amortiguamientos,
llamados efectivos, en la condicién de interacciéon. El1 oscllador
idealiza a una estructura de varios grados de libertad en su modo
fundamental con cimentacién de tipo superficial en cajén. Dicha
cimentacién se hace equivalente con una de geometria circular y se
representa por resortes y amortiguadores, obtenidos a partir de

funciones de impedancia que reflejan la rigidez dinamica del conjunto
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suelo-cimentacién. El1 suelo se caracteriza como un manto homogéneo con
propiedades dinamicas equivalentes a las de un depésito estratificado

horizontalmente,

La forma de calcular los parametros del modelo se describe

detalladamente en este trabajo.

2.1 Cearacterizacién del suelo y la estructura

En el problema de la interaccién entre el suelo y la estructura, se
requiere de wun analisls culdadoso del comportamiento de ambos
elementos. Sin embargo, el realizar un estudio detallado necesita de
grandes recursos de coémputo. Afortunadamente, existen ideallzaciones
que permiten obtener excelentes resultados. En efecto, es posible
realizar una analogia entre una estructura con N grados de libertad en
traslacién horizontal, con cimentacién de dos grados de libertad, uno
en traslacién horizontal y el otro en rotaciéon, enterrada en un
depésito con M estratos horizontales, donde se desprecian las
irregularidades laterales, como se muestra en la fig 2, y un modelo
compuesto por un oscilador de un grado de libertad en su condicién de

base rigida y un s6lo estrato homogéneo (fig 3).

La equivalencia serd valida s6lo si el oscilador de un grado de
libertad responde ligual que la estructura de N grados en su modo
fundamental y el estrato equivalente refleja el comportamiento dinamico
del depésito estratificado. En conjunto, la estructura de varios grados
de 1libertad y el depbsito estratificado deben tener una respuesta
similar a la del oscilador de un grado de llibertad apoyado en un

depésito elastico homogéneo, ante la misma excitacioén.

2.1.1 Idealizacién del suelo

Las caracteristicas del suelo, asf como su estratigrafia, constituyen
una parte importante en el estudio de 1la interaccién dinamica
suelo-estructura. Las propledades mecénicas de un depbsito

estratificado pueden conocerse por medio de un modelo equivalente.
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Conslderando un depésito estratificade horizontalemente de extension
infinita, se pueden determinar las caracteristicas dinémicas mas
relevantes del suelo (periodo dominante de vibrar del sitlo y velocidad
media de propagacién del sitio), con el fin de obtener un s6lo estrato

equivalente.

La fig 2 muestra un depésito apoyado en una base rigida que representa
la roca basal. Esta compuesto por una serie de estratos, cada uno con
espesor h., veloclidad B-, relaclén de Polsson v . peso volumétrico Ty
amortiguamiento {_ . El estrato homogéneo equivalente aparece en la fig
3, se caracteriza por el periodo fundamental de vibrar T- Y Su espesor
H.. Se busca que estos valores sean los mismos que los de 1la
estratigrafia original, pues controlan la mayor parte de la respuesta
dinamica unidimensional. Existen ademas otras caracteristicas como 1la
relacién de Poisson, el peso volumétrico y el amortiguamiento que puden
obtenerse de los promedios pesados de los valores originales, siempre y
cuando su variacién no sea considerable. La velocidad efectiva B, es la
velocidad media de propagacién de ondas de corte en el estrato

equivalente y es funcién de Ts y Hs.

Con fines practicos puede aplicarse el método aproximado para la
obtencién de B y Ts equivalentes. Sin embargo, cuando la rigldez entre
estratos varia en gran medida es conveniente recurrir al uso de
técnicas rigurosas, con las que pueden determinarse los modos naturales
de vibrar mediante la aplicacién del método del elemento finito, y
resolviendo un problema de valores y vectores caracterisiticos (Lysmer
y Drake, 1972), o bien un problema de valores en la frontera (Aki y
Richards, 1880).

2.1.1.1 Periodo dominante y velocidad media del sitio

Si el tiempo que requiere una onda de corte, con velocidad de
propagacion B8, para recorrer verticalmente el depésito equivalente de
espesor Hs, es igual al necesario para que una onda se propague por los
estratos de espesor hn del depésito original con velocidades B-,

tenemos que
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H ¥ h
L= = (2.1)
8 m=1 B- e
por'tanto, la velocidad media de propagacién es igual a
Hl
B = m h_ (2.2)
I
a=1 B

Esta ecuaclién representa el promedio del inverso de las velocidades,
conocidas como lentitudes. Cuando el contraste de veloclidades no es muy
grande es posible obtener la velocidad media de propagacién del estrato
equivalente Integrando 1la grafica velocldad-espesor del estrato
original y dividir entre la profundidad del depésito.

B = - (2.3)

Las ecuaciones 2.2 y 2.3 son aplicables cuando la variacién de
velocidades entre los depositos y la roca basal es muy marcada, sin
embargo la diferencia de velocidades entre estratos no debe ser

significativa, tal es el caso del valle de México.

Una vez determinada la velocidad media de propagaclén del estrato
equivalente homogéneo, el periodo fundamental de vibracién TE se
calcula con buena aproximacién como

4 H

TB = B (2.4)

Los datos del perfil estratigriafico determlinan la aproximacién del
método.

2.1.2 Idealizacién de la estructura

El perlodo fundamental de vibracién, la altura, el amortiguamiento y la
masa son los cuatro parametros fundamentales que caracterizan a una
estructura real con N grados de libertad (fig 2). Para idealizarla como
un oscilador de un grado de libertad, en su condicién de base rigida
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(fig 3), es necesario partir del periodo y amortiguamiento en su modo
fundamental, ademids de considerar que el momento de volteo y el
cortante basal reales deben igualarse a los correspondientes del
sistema propuesto; esto determina que la respuesta del oscilador y la

estructura real, en su modo fundamental, sean las mismas.

Con estas simplificaciones se determinan los parametros que participan

(CIS, 1991). Estos se expresan de la siguiente forma

(zf LY 52
= —— (2.5)
zl "a zl
. M
K = 4n° — (2.6)
L] 2 N
T
e
M .
C = 4nt —= “e2.T)
e
T ,
-]
zf M N
H =_?-—°-— (2.8)
¢ 2N J
1 e

en estas expresiones, Z1 indica el modo fundamental de la estructura
real con base rigida, He es la matriz de masas que la componen, J es un
vector formado por unos, Te representa el periodo de la estructura y £
el amortiguamiento. H estd constituido por las alturas de cada
entrepiso, representadas como un vector. Los valores obtenidos de las
ecuaciones anterlores corresponden a la masa (Me), rigidez (Ke),
amortiguamiento (Ce), y altura (He) equivalentes del oscilador de un
grado de libertad.

Las expresiones que determinan la masa y altura equivalentes pueden
modificarse, si el proceso de andlisis sismico se realiza por medio del
método estatico, el cual no requiere del modo fundamental., Las

ecuaclones que expresan estos valores son las sigulentes

' M 9 v
Me = —TF_“—Q_—X— (2.9)
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X" M H
H = -T—°-——— (2.10)
X' M J
e
donde el vector que respresenta los desplazamientos que corresponden a
las fuerzas sismicas obtenidas por el analisls menclonado se representa

por X.

En este trabajo, se hard uso de estas ideallizaciones para representar

el sistema suelo-estructura real mediante un modelo simplificado.

2.2 Funciones de impedancia

El comportamiento de wuna cimentacién en el problema de interaccién
suelo-estructura estd controlado por las funciones de impedancia.
Conceptualmente, pueden definirse como la relacién entre la fuerza
aplicada y el desplazamlento para una cimentacién rigida, carente de
masa Yy excitada arménicamente. Suelen denominarse también como

rigideces dindmicas.

Las funciones de impedancia son cantidades complejas y dependen de la
frecuencia. La parte real representa la rigidez e inercia del suelo
idealizados como Tresortes. La parte Imaginaria se reflere al
amortiguamiento material, por comportamiento histerético, y al
geométrico, por Iirradiacién de ondas, e Indica los amortiguadores
idealizados del suelo.

Realizando una analogia con un sistema de un grado de libertad

(Apéndice A), donde para una excitacién arménica p(t) = Peu"t se tiene

en el estado estacionario una respuesta x(t) = Xeu"t, la ecuacién de

equilibrio dinamico en funcién de la frecuencia w, se escribe como

(K+ilwC-w2M)X=P (2.11)

donde la rigidez, amortigua.mientoA y masa se ldentifican por K, C y M
respectivamente. La rigidez dinamica (K) del sistema se representa con
la relacién fuerza (P) - desplazamiento (X) (Aviles y Pérez-Rocha,
1992), por ello

P

K(w)=—x—=(x-w2!4)+l.wc (2.12)
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que en términos de la rigidez estatica se escribe como

Kw) =K (k-Llwc) (2.13)

donde k =1 - wz/ws yc= 2(-_‘/«»0 son los coeflicientes de rigidez y de
amortlguamiento respectivamente, siendo o, la frecuencia natural y € el
amortiguamiento del oscilador. La rigidez dinamica en la ec 2.13, se
encuentra en términos de la rigidez estatica (K) efectada por un factor
dinamico que considera las caracteristicas de inercia y amortiguamiento

del sistema.

Por analogia con un sistema discreto de un grado de libertad, en
excitacién arménica, es posible expresar la rigidez dinémica en funcién
de la frecuencia de un sistema suelo-cimentacién (fig 4) de 1la

siguiente forma

B (w) =K°[k +an](1+L2§) (2.14)
n n n n n

donde = es el modo de vibracién de la cimentacién, K: es la rigidez
estéatica, 'n.l es la frecuencia normalizada y (1 + 1 2 &) es el factor
de normalizacién que aisla el amortiguamiento material en los

coeficientes de impedancia en términos del amortlguamiento del suelo &.

Para el estudio de 1la cimentaci6én, las impedancias que deben
considerarse de acuerdo con los modos de vibracién, son la de
traslacién horizontal Kh, la cual actia a lo largo de los ejes
principales de la base de la cimentacién por causa de las fuerzas que
actian en ella, la de rotacién Er, alrededor de los ejes mencionados,
ocasionada por momentos, y la de acoplamiento Khr que involucra la
interaccién entre el modo de rotacién y traslacién. Esta ultima es

aproximadamente proporcional al enterramiento de la cimentacién,
Desarrollando la ec 2.14 y separando la parte real de la imaginaria
tenemos

km(w)=K:[kn-ZCnnc.]+ K:(Lnnc‘+21.§kn] (2.15)

La fig § ilustra la ldealizacién de los resortes K. y amortliguadores
Cn equivalentes del suelo; con estas constantes la funcién de

impedancia se escribe de la siguiente forma
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K(w) =K (w) + Lo C(w) (2.186)
- = L]

Las ecuacliones que relacionan los coeficientes de impedancia con el
resorte y amortiguador que actuan en la cimentacién, de acuerdo con las
ecs 2.15 y 2.16 son

_ 0
K.—K.[k--ZCn.c‘] (2.17)

)
wC.—K.{-n.c.#zck.] (2.18)
Existen expresiones aproximadas para calcular las rigideces estaticas
para una cimentacién circular enterrada en un depésito homogéneo con
base rigida. En este trabajo se adoptaron las obtenidas por Kausel et
al (1978). Estas corresponden a los tres modos de vibracién de interés

y son las sigulentes

8GR 1 R
© = h[“_ ]

2 D 5 D
% 1 4 — — 1 4 —— — (2.19)
2-v 2 H 3 R 4 H
o 8GR 1 R D D
K = 1+ — L 1442 — 1+0.71 — (2.20)
r 3(1-v) 6 H R H
0 _ 0 2 D _
K_=K R [T -Fh- 0.03 ] (2.21)

Las rigideces estaticas para los modos de traslacién horizontal,

rotacién y acoplamiento corresponden a l(: , K:

. Yy K:r respectivamente.
G=p B2 es el médulo de rigidez del suelo en términos de la densidad
de masa p y la velocidad de propagacién de ondas de corte B8, D
representa la profundidad de enterramiento del cimiento, Rh y Rr son
radios de circulos equivalentes con superficle y momento de inercia

igual al de la cimentacién. Su cdlculo se realiza con las siguientes

relaciones A vz
R = [ _n_] (2.22)
1/4
R =[ 41 ] (2.23)
T n

A e I indican el érea y momento de inercia de la superficlie de la

cimentacién, respectivamente. Con los radios equivalentes es posible
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obtener la frecuencia normallzada, que se expresa como

w R
= —her (2.24)
B

nh,r

La frecuencia normalizada en traslacién horizontal serd la misma para

la acoplada.

Los coeficientes de rigidez y amortiguemiento pueden ser calculados en
forma practica gracias a expresiones desarrolladas por Kausel et al
(1978). Los coeficientes de los modos de interés se definen como:

l(h =1 (2.25)

1-0.2 'nr; si n, = 2.5
kr =4 0.5; si n = 2.5y v =1/3 (2.26)
1 -0.2 'nr; si 'nrt2.5yv20.45

km_ = kh (2.27)
0.65 € 7
' - 2’ sl nhs= nh/ns =1
c, = 1-(1—2()1)‘“l (2.28)
0.576; si nhs= 'nh/-r,'s > 1
0.5 ¢ n
P sim =m/n =1
1-(1-2¢)x P e
c = 2 P (2.29)
r 0.3 9
; 3 sin =9/n > 1
147 rp T p
r
€ = S (2.30)

'ns v 'np son sus frecuenclas fundamentales, adimensionales, en vibracién
transversal y vertical. Se obtienen de

n Rh

m o= " (2.31)
¢ 2H
8
a

np = 'ns T (2.32)

donde Hs es la profundidad del depésito. La relacién de velocidades de
ondas medias de propagacién de compresién (a) y cortante (B) esta
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determinada por

- [ )" (2.33)

LI
B 1-2v
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3. RESPUESTA DE SISTEMAS SUELO-CIMENTACION-ESTRUCTURA

Al considerar la interaccién de una estructura con el suelo, su periodo
fundamental de vibracién y su amortiguamiento se modifican. Son estas

variacliones, en esencia, el resultado de la interaccién dindmica.

Las Normas Técnlicas Complementarias para Disefio por Sismo del
Reglamento del D.F. (1987), muestran en su secclén A7 un procedimiento
para incluir la interacciédn suelo-estructura en el periodo fundamental
de vibracién del sistema. Por simplicidad, se ha buscado que la
determinacién del periodo efectivo, incrementado por efectos de
interaccién sea directa. Asi, su estimacién se realiza considerando el
perlodo 'l‘e evaluado con base rigida, asi como mediante el calculo de
los periodos correspondientes a movimientos de traslacién 'I'h y rotacién

Tr de la base considerando a la estructura perfectamente rigida.

La obtencién de los periodos en traslacién y rotacién, se realiza
mediante expresiones semiempiricas sencillas que involucran un elemento
elastico con rigidez conocida, la cual se determina de acuerdo con los
parametros caracteristicos del suelo y por los radios equivalentes de
la cimentacién. Esta forma de proceder para la evaluacién de las
rigideces es poco preclisa, ya que factores como la profundidad de
enterramiento de la cimentacién, que es determinante en la interaccién

suelo-estructura, no se considera en forma explicita.

Finalmente, por simplicidad, 1las Normas Técnicas Complementarias
sustituyen el periodo original por el periodo efectivo, en el espectro
de disefio correspondiente al mismo valor de amortiguamiento que 1la
condici6én sin interaccién. Asf se obtiene 1la seudoaceleracién
espectral. Sin embargo, el espectro de disefio que se emplea esta

determinado por valores que se basan en una serie de espectros de
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respuesta eléastlicos, calculados con osclladores de un grado de libertad

amortiguados y apoyados en base rigida.

En este trabajo se estudian dos métodos para tomar en cuenta la
interacci6tn suelo-estructura en el calculo de espectros de respuesta.
Los dos métodos resuelven la ecuacién de equilibrlio dinamico descrita
en el apéndice A. Podemos llamar a estos métodos como riguroso y
aproximado. Ambos métodos hacen uso de las funciones de impedancia
aproximadas (Capitulo II).

Con el método riguroso se calculé 1la respuesta de sistemas con
interacci6tn suelo-estructura y se observé que existe un aumento en el
periodo fundamental de vibracién (Te) y una modificacién en el
amortiguamiento estructural (€), de tal forma que los parametros
dinamicos modificados pueden Interpretarse como periodo (’Te) Yy

amortiguamiento (£) efectivos.

El método aproximado para evaluar el espectro de respuesta, consiste en
determinar a partir del perlodo y amortiguamiento del modo fundamental
de cierta estructura con base rigida, los valores correspondientes
efectivos, que representan ahora al modo fundamental de la estructura
en su condicién de base flexible.

Con ambos métodos puede obtenerse la funcién de trasferencia de un
oscilador de un grado de libertad, bajo las condiciones de interaccién.
La amplitud de la funcién de trasferencia se multiplica por el espectro
de amplitudes de Fourier de la excitacién y se hace uso de la teoria de

vibraciones casuales para el cAlculo de las ordenadas espectrales.

Para visualizar la diferencia que guardan estos métodos con respecto al
indicado por el Reglamento de Construcciones, en la fig 6a aparece un
espectro de respuesta sin interaccién suelo-estructura (sitio SCT),
donde se indica el periodo de cierta estructura (T°= 1.15 s) bajo
condicién de base rigida y su seudoaceleracién correspondiente
(Sa = 2.1 m/s?). En el mismo espectro se indica el periodo modificado
por interaccién aplicando el Reglamento a la misma estructura
("fe= 1.8 s) con su ordenada espectral (Sa = 7 m/sz). Puede observarse
que a pesar de la modificacién del periodo, la obtencién de la
aceleraclén se remite al mismo espectro de respuesta, de acuerdo con

las Normas para disefio por sismo.
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En los métodos discutidos, los parémetros de interaccion del sitio y
estructura, que se puntualizan posterliormente, determinan la forma del
espectro de respuesta con interaccién. La aceleracién espectral se
determina directamente a partir del perlodo de 1a estructura sin
interacci6tn. En la flig 6b se muestra el espectro con Interaccién
calculado rigurosamente. Se Indican el perlodo de la estructura con

base rigida (T°= 1.15 s) y su ordenada espectral (Sa = 6.5 ws?),

3.1 CAlculo Riguroso

La ecuacién matricial de equlilibrio dinamico para un oscilador de un

grado de libertad amortiguade y con interaccién, se expresa como
M X +C x +K x =-x(t)H (3.1)
8 B 8 8 8 s 0 [+]

Aqui, x_ es un vector de coordenadas compuesto por {xe.xc.¢c}T donde X,
es el desplazamiento de la estructura con respecto a la base, X, el
desplazamiento de la base de la cimentacién relativo al movimiento
horizontal de campo libre X, ¥ ¢c la rotacién de la cimentaclén; Hs
representa la matriz de masa, CB Y KB las correspondientes a las de
amort iguamiento y rigldez. Por su parte, el término independiente !(o es
un vector de carga expresado como

Me
M = M +M (3.2)
0 e ¢
M_(H +D}+M D/2
e e c

donde M., y He son la masa y la altura equivalentes del modo fundamental
de la estructura, respectivamente, y Mc la masa de la cimentacién.
Estas matrices se expresan de la siguiente forma
Me Me Me (Heﬂ)) :
M= M M +M M [H +D)+M D/2 (3.3)
8 e e c e e 20
M (H+D) M (H +D}+MD/2 M (H +D)°+J_

Ce o} 0
Cs =10 Ch Chr (3.4)
0 C C
rh r
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Ka o] o]
K. =10 Kh Khr (3.5)
0 K K
rh r

Jc es el momento de inercia de la masa de la cimentacién, C° y )(e son
el amortiguamiento y rigidez del oscilador sin interaccién (equivalente
a la estructura). Los subindices h, r ¥ hr 0 rh indican el modo de las

funciones de impedencia. Bajo una excitaclén armébnica, con dependencia
lwt

del tiempo dada por el factor e, la ec 3.1 puede expresarse como
[x+Lwc—w2u]x=-i‘(n (3.6)
[ [ ] 8 [} 0o 0

En el método riguroso se requiere resolver esta ecuaclén en la
frecuencia a fin de obtener funciones de trasferencia para cada periodo
del oscllador, La forma de resolver el sistema puede reallzarse con

procedimientos estandar de eliminacién gaussiana (Crandall, 1956).

La solucién del sistema proporciona los espectros de amplitudes del
desplazamiento relativo de 1a estructura Xe, del desplazamiento

relativo de la cimentacién Xe y de su rotacién OC.

El valor complejo de Xe se multiplica por el cuadrado de la frecuencia
de excitacion, obteniendo de esta forma la seudoaceleracién requerida
para construir la funcién de trasferencia de un oscilador con

interaccién suelo-estructura.

La fig 7 1lustra al oscilador real con base flexible, caracterizado con
el periodo y amortiguamiento fundamental del correspondiente con base

empotrada.

Para incluir la interaccién cinemidtica en este analisis, se requlere
que el segundo miembro de la ec 3.6 se modifique, sumando al término
independiente el término -Jo¢, que involucra el movimiento en la

vecindad de la cimentacién.

3.2 Cdlculo Aproximado

Es posible estimar los valores de periodo y amortiguamiento efectivos a

partir de las siguientes hipétesis: se desprecian la masa de la

27



cimentacién y su momento de inercla, asi como el modo acoplado en el
cadlculo de 1las funcliones de lmpédancia. Obtenidos los parémetros
efectivos, se emplean en el cdlculo de la respuesta para un oscilador
de un grado de libertad con base rigida. Comparando este método con el
riguroso, como se muestra mAs adelante, puede demostrarse que la

respuesta obtenida refleja las condiciones de interaccién.

Si se desprecla en las matrices de la ec 3.6 tales paradmetros (Avilés,

Pérez-Rocha y Aguilar, 1992), el sistema de ecuaciones se expresa como

K

00 cC o0 M M M (H +D) X
e e 2 e ° e e °
0 K O |+w|0 C 0 |-w M M M _(H +D) X
h h e [ e e 2 c
0 0 K 0 0 C M (H +D) M (H +D) M (H +D) [
T r e e e o e e c

M

Ty e

=-X M (3.7)
M (H +D)
e e

donde la frecuencia de excitacién se identifica por w; X, X, Qc y 3'(0
representan las amplitudes de Xo X s ¢c y 5&0. respectivamente. Al
dividir la ec 3.7 entre szB los dos primeros renglones, entre

sze(He-rD) el tercero y sumando se obtiene

W/ (14126 w/w ) - 1 -1 -1 X
L] e 2 2 e
-1 w/o (14128 ) -1 -1 X (=
2,2
-1 -1 w/w"(1+12¢ ) - 1] (H &
% | !
- — 1 (3.8)
W

en estas expresiones se ha tomado en cuenta que w?= KM y C = 26wM. Las
frecuencias we, wh y wr son las frecuencias fundamentales de la
estructura., La primera se refiere a la frecuencia fundamental de
vibracién y las dos Ultimas a la estructura infinitamente rigida ante
traslaci6én y rotacién en su base, respectivamente. Por su parte, £ es
el amortiguamlento histerético de la estructura y ch y §r son los
amortiguamientos viscosos del suelo en los modos de traslacién y

rotacién de la cimentacién., Las expresiones de los nuevos valores de
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estas frecuenclas y amortiguamientos se calculan mediante

K
w: = n (3.9)
M
[}
K
W = __L_2 (3.10)
T M (H+D)
L] L]
mch
&= K (3.11)
h
oC
g = 2xr (3.12)

donde I(h,](r,Ch y Cr son las rigldeces y amortiguamientos dinadmicos en

su modo correspondiente, es decir, las funciones de impedancia.

Conocidos estos parametros, al resolver el sistema de ecuaciones

(ec 3.8), la deformacitén de la estructura se expresa de la sigulente

forma
o? w? 1+ 2€" w1+ 26’ .
1+ 26 - — - — -— W = -k (3.13)
w w? 1+ L2¢ w1+ 2 e
e h h r r

en donde £' = & w/we.

Despreclando los términos de amortiguamiento de segundo orden la
ec 3.13 se representa como

2 o wa wz wz R . wz R wz -
o= K lm—S -5t ‘2[5 HEE)— v K- € ’—z]
© w ) (%)
e h r h r
(3.14)

Es posible determinar el periodo y amortiguamiento con interaccién
suelo-estructura, Iigualando la parte real e Imaginaria de Ila
seudoaceleracién en resonancia de este sistema con otro de remplazo,
donde su periodo y amortiguamiento representan a 1los efectivos. La
ecuacién del sistema de remplazo sometido a la misma excitacién 5&0 se

escribe como

o2 " o w 17
wc e= _xo 1- - + 2 E — (3.15)
Yo Y.
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donde &e es la frecuencla efectiva. Al igualar las partes reales de
estas ecuaciones para w = 50. se obtiene el periodo efectivo del
sistema considerando 1la interaccién suelo-estructura, el cual se

expresa de la sigulente forma

2 2 21172
T=[T +T wr] (3.18)
e e h r
donde
_ 2mn
T; == (3.17)
h
_2n
Tr— P) (3.18)

corresponden a los periodos naturales de vibracion bajo las condiciones

mencionadas.

La forma de obtener el periodo efectivo Te es lterativa. Como en un
principio son desconocidas las frecuencias wr y wh, la primera
aproximacién puede hacerse considerando las rigideces estaticas y
obteniendo un primer periodo efectivo, que posteriormente se utilizara
para evaluar las rigideces dinAmicas y obtener un nuevo periodo
efectivo. El procedimiento continGa suceslvamente hasta que los dos

miembros de la ec 3.16 sean similares.

Con el periodo efectivo, es posible obtener el amortiguamiento efectivo

correspondiente, con la siguiente expresién

T 7° T )? T )3
E =¢ £ +¢ h + ¢ r (3.19)
(] e [ .-i-.e ] h [ :I-,e T T

e

esta ecuacién resulta al igualar las partes imaginarias de las ecs 3.14

y 3.15 para v = ae.

Despreciar la influencia de los amortiguamientos de segundo orden
conlleva a errores en la ec 3.19 cuando el contraste de rigldez
relativa del suelo y la estructura (BBTB/HQ) es menor que cinco. Este
caso ocurre porque el intervalo de variacién del amortiguamiento del
suelo es mayor que el de la estructura. Por ello, para fines de disefio
puede adoptarse la ecuacién calibrada (Avilés, Pérez-Rocha y Aguilar,
1992)
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: T 3 C T 2 C T 2
E=¢ i P ul +— * (3.20)
T, 1+ zc: T, 1+ zc: T,

Esta ecuacién cubre la mayoria de los casos de interés practico.

La fig 8 tilustra al oscllador de remplazo con base empotrada y

caracterizado con periodo y amortiguamiento efectivos.

Por los efectos de la Interaccién el periodo y amortiguamiento de una
estructura se modifican. En la fig 9. se muestran funciones de
trasferencia de osciladores con y sin interaccién, donde se aprecian
mejor estos efectos. El eje de las abscisas estd normalizado con el
periodo de la estructura sin interaccién. El amortiguamiento efectivo
puede determinarse conociendo la seudoaceleracién maxima
correspondiente al periodo resonante de una funcién de trasferencia

con interaccién, mediante la expresién

E=—_9 (3.21)

3.3 Pardmetros de interaccién suelo-estructura

Es conveniente determinar las relaciones adimensionales del suelo, la
cimentacién y la estructura que resultan ser comunes en la practica,
con el fin de estudiar el mayor numero de casos posibles. Los

parémetros de interés son los sigulentes (CIS, 1991):
1. La relacién de masas de la cimentacién y la estructura, presenta

una variacién entre 0.1 y 0.3; su expresién se define como

. M
m= (3.22)

2. Relacién de momentos de inercia de masa entre la cimentacién y la
estructura, definida por
J

J=— (3.23)
M (H + D)
e £
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_ Y comprende valores menores que 0.1

3. La densidad relativa de la estructura y el suelo se expresa con la
ecuacién

. M
p= ______55____ (3.24)
p mR°H ’
8 e

cuyos valores varian entre 0.1 y 0.2.
4. La profundidad relativa del depdésito del suelo con respecto al

radio equivalente de la cimentacién se expresa como

. H
h L (3.25)
R

5. La relacién de desplante de la cimentacién se evalua como

d = (3.26)

6. La relacién de esbeltez se define similarmente por la expresién

H

g e

R

(3.27)

Como se observa, el tamafio de la estructura estd dado por el radio de
la cimentacién R, y por su importancia, se ha adoptado como parametro

de normalizacién.

3.4 Andlisis de espectros de respuesta con interaccién suelo~estructura

Los factores que determinan las condiciones de Iinteraccion (ecs
3.22 a 3.27) son una referencia apropiada para 1los analisis
paramétricos, pues permiten identificar las relaciones que controlan
principalmente los mecanismos de Interaccién de un sistema suelo-

cimentacién-estructura.

En el calculo riguroso de espectros de respuesta se utilizan todos los
coeficlentes mencionados. Los términos descritos por las ecs 3.22, 3.23

Y 3.24 no influyen de manera importante (Wolf, 1985, Veletsos, 1977).
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Para los fines de este trabajo se consideran los valores intermedios,

m=0.2
j=o0.08
p = 0.15

Por su parte, el espesor del estrato, la profundidad de desplante de la
cimentacién y la altura de la estructura son factores de principal
importancia en el problema de Iinteraccién, ademds del tamafio de la
estructura dado por el radlo R.

El parémetro fin es determinante en los efectos de sitio; fi' y d se
encuentran estrechamente relacionados con el alargamiento del periodo y

la modificacién del amortiguamiento.

Con el fin de estudiar la mayor parte de los casos reales, se

consideran en los ejemplos de este trabajo los siguientes valores,

ﬁn= 3,4 5 7y 10
Ee=1. 2, 3, 4y5
d=o0, 172, 1

Otros valores que influyen en forma importante en la respuesta de un
sistema con interaccién son los coeficientes de amortiguamiento del
suelo y la estructura, ¢ y &, respectivamente, cuyos valores adoptados

son del § % para ambos casos.

La intencién de estudiar los efectos de interaccién en estructuras
desplantadas en el valle de México sugiere tomar la relacién de Polsson
del suelo, v cercana a 1/2; para los cédlculos efectuados en este

trabajo se considera v = 0.49.

El céAlculo aproximado del periodo y amortiguamiento efectivos no
considera la masa ni el momento de inercia de la cimentacién, pero
debido a que estos parametros no son trascendentes, el espectro de
respuesta no presenta varlaciones importantes. En la fig 10 se muestran
con linea continua espectros calculados con el método riguroso para
diferentes relaciones relativas de masa. Los espectros con linea
discontinua se obtlenen a partir del método aproximado. Puede

concluirse que las diterencias entre ambos espectros son despreciables.

Con el fin de ilustrar los efectos que provoca la Interaccién dindmica

suelo-estructura, en las figs 11 y 12 se muestran con lineas
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discontinuas espectros de respuesta en los sitlos de SCT y CAQ para
estructuras con diferente radio de cimentacién. Los acelerogramas
utilizados son los componentes este-oceste de los registros del sismo
del 19 de septiembre de 1985; En el céalculo de las funclones de
impedancia, el espesor de los dep6sitos blandos se consideré de 40 m
para SCT y 63 para CAO, las velocidades medias de propagaciéon
corresponden a 80 y 72 m/s, respectivamente. Con linea continua aparece
el espectro de respuesta correspondiente a una estructura empotrada

rigidamente, es decir, sin interaccién.

En cada caso aparecen cinco espectros con interaccién, cada uno con
diferente relacién de esbeltez (He/R =1, 2, 3, 4, y 5).

Se ha mencionado que el periodo de la estructura se alarga por la
interacclién. Por ello, en las figuras citadas se aprecia un corrimiento
del espectro hacia la izquierda. Esto se debe a que al periodo inicial
le corresponde ahora la seudoaceleracién calculada para el periodo
efectivo, el cual es mayor que el original. A partir de las figs 11 y
12 pueden determinarse algunos criterios de comportamiento en espectros

con interaccién dinamica suelo-estructura.

1. El1 alargamiento del periodo de una estructura esta determinado
principalmente por tres factores: la profundidad de enterramlento,

el espesor del manto y la relacién de esbeltez.

Los efectos de la interaccién en el alargamiento del periodo se
acentlan cuando el espesor del estrato es pequefio comparado con el
radio de la cimentacién. Por su parte, la modificacién del periodo
crece inversamente con 1la profundidad de enterramiento de 1la
cimentaci6on, de tal forma que la condicién mas critica se presenta
cuando la estructura se encuentra sobre un depésito de poco espesor

y su cimentacién es muy superficial.

En estructuras con alta relacién de esbeltez y bajo las condiciones

anteriores, las respuestas espectrales son muy pequefias.

2. Al parecer, en estructuras cuya relacién de esbeltez es similar a la
unidad, los efectos de 1la interaccién son despreciables bajo
cualquiera de las condiciones estudiadas.

3. Los camblos en el amortiguamiento son variables. Sin embargo, es

posible apreciar que aumenta cuando la profundidad de enterramiento
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es pequefia; este efecto se acentia en estructuras altas. Por el
contrario, cuando la profundidad de enterramiento es mayor, el
amort iguamiento se conserva. No obstante, para algunos casos

disminuye.

4. Se observa que el espectro se ensancha mientras mayores son los
efectos de 1la Interacci6én. Inclusive, para algunos casos se
manifiesta una meseta en el plco del espectro, especialmente cuando
la relacién de esbeltez es mayor. Esto indica que el conjunto de

periodos estructurales mayormente afectados se incrementa.

5. En los espectros de respuesta, la aceleracién del terreno sélo puede
determinarse con el periodo de la estructura igual a cero en la
condicién sin interaccién. Las seudoaceleraciones que presentan los
espectros con interaccién para el periodo cero de la estructura
indican la ordenada correspondiente a una masa a cierta altura de la
cimentacién, conectada a ella con rigidez infinita; es decir, para
este periodo sélo se considera la flexibilidad de la cimentacién con

el suelo.

6. Los efectos provocados por la interaccién suelo-estructura afectan
fuertemente a estructuras con alta relacién de esbeltez y
cimentacién muy superficial, ubicadas sobre un manto delgado. Bajo

condiciones contrarias el efecto es casi despreciable.

7. El fenémeno de la Interaccién suelo-estructura provoca el aumento o
disminucién de la aceleracién espectral en funcién de la posicién
del periodo de vibracién fundamental de 1la estructura con base
rigida con respecto al perlodo caracteristico de la excitacién.

Calcular especiros de respuesta con interaccién suelo-estructura, en
forma rigurosa, muestra claramente los principales efectos. Sin
embargo, el tiempo de cémputo requerido se incrementa

considerablemente.

El cdélculo aproximado haciendo uso de 1los parametros dinamicos
efectlvos, es en cambio, muy préactico y el tiempo requerido para el
cdlculo de espectros de respuesta es considerablemente menor al que
requiere el método riguroso, que toma en cuenta explicitamente, 1la

presencia de la cimentacién en un manto elastico.
La comparacién entre los espectros calculados con los dos métodos
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aparece en las figs 13 y 14 para los sitlos en estudio. Las lineas
continuas indican espectros evaluados con el método riguroso y las
lineas discontinuas el método aproximado. E1 comportamiento entre
espectros es muy similar y las observaciones hechas prevalecen en los
espectros calculados con amortiguamientos y periodos efectivos. También
puede apreciarse que existen diferencias en las amplitudes. Estas
diferencias se atribuyen al amortiguamiento en los espectros calculados
por el método aproximado. Afortunadamente, en la mayoria de los casos,
las ordenadas espectrales sobreestiman a las obtenldas con el método

riguroso, lo que se traduce en errores por el lado de la seguridad.

Se concluye que debido al gran ahorrc en tiempo de cémputo, el empleo
de periodos y amortiguamientos efectivos puede ser de gran utilidad
para el calculo practico de espectros de respuesta que tomen en cuenta

los efectos de la interaccién en la estructura.
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4. EFECTOS DE SITIO EN SISTEMAS SUELO-CIMENTACION-ESTRUCTURA

El estudlio del fenémeno de la interacclén suelo-estructura conduce a un
problema integral, en el que numerosos factores influyen para el

anélisis.

Los factores que constituyen el escenario de la interaccién dinamica
son esencialmente los relaclonados con la geometria: la relacién de
esbeltez de la estructura, la profundidad de enterramiento de 1la
cimentacién y el espesor del depbésito blando del sitio en estudio.
Otros parémetros no menos Importantes son aquéllos relaclionados con los
materiales, en particular, 1la relacién de Poisson (v} y los
amortiguamientos de suelo () y estructura (£§). En adicién, la relacién
que controla realmente la intensidad de la interacclién, es 1a relacién

de rigideces entre la estructura y el suelo.

Poder determinar en forma sencilla y eficiente cuil es el espectro con
interaccién suelo-estructura correspondiente a un sitio cualquiera
seria, sin duda alguna, un instrumento muy valioso para el calculista.
El objetivo de este trabajo es contribuir en el desarrolloc de
herramientas para estos fines, en particular, aplicables al Valle de
México.

Es conocido que los perlodos fundamentales para sitios del wvalle,
alcanzan valores de hasta cinco segundos {(Reinoso y Lermo, 1991).
Similarmente, las estructuras presentan en su modo fundamental de
vibracién valores del mismo orden. En este trabajo, es de especial
interés destacar la importancia de la rigidez relativa entre el suelo y
la estructura en 1la interaccion dindmica. Esto sugiere realizar
andlisis paramétricos de los efectos de sitios sobre la interacecién,

en el intervalo de periodos de estructuras y sitios comprendido entre
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0 y 5 s, tomando en cuenta las principales caracteristicas dinmicas de
los depésitos lacustres del valle de México.

Este estudio es posible si se fijan los parémetros de relacién de
Poisson, densidad del suelo (y), y amortiguamientos del suelo y de la
estructura, mientras se varian raclonalmente las relaciones geométricas
HS/R. He/R y D/R. Para un conjunto de valores de estas relaciones y un
valor arbitrario del radio de la cimentacién (R), se determina la
profundidad del depésito (Hs). Se toma un valor para el perlodo del
sitio (T.) y se relaciona la velocidad media de propagacién (B)

expresada como

B = T (4.1)

Estos parametros y el amortiguamiento del suelo caracterizan al
dep6ésito. Calculando con elleos la funcién de trasferencia del sitio.
Con esta funcién, el espectro de amplitudes de la excitacién y un
periodo y amortiguamiento estructurales se estima el espectro de
respuesta aplicando 1los resultados de la teoria de vibraclones

casuales,

El procedimiento se hace para cada periodo de sitio. Por lo tanto,
pueden obtenerse diferentes espectros de respuesta bajo las mismas
condiciones de la estructura e igual espesor del dep6sito, para sitios

_con diferente periodo y sometidos a la misma excitacién.

En este trabajo la representacién gréafica de estos espectros se realiza
con lineas de isoseudoaceleracién, las cuales estan referidas a dos
ejes ortogonales correspondientes a los periodos del sitio y 1la
estructura. A estas isolineas se les ha denominado como contornos de

respuestas espectrales (CIS, 1992).

En resumen, el célculo de estos espectros requiere de una excitacién en
la base de los dep6sitos, de la funcién de trasferencia del sitio y de
la funci6én de trasferencia de la estructura en su condicién de
interaccién. Para el tratamiento de esta uUltima se empleara el método
de los periodos y amortiguamientos efectivos, por su rapidez y
confiabilidad.
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4.1 Fuente de excitacién

Los espectros de respuesta con interaccién suelo-estructura, calculados
en el capitulo anterlor para los sitios de SCT y CAO, utilizan en su
andlisis el acelerograma registrado &n ollu por las estaciones del
Instituto de Ingenieria, UNAM. Al suponer estratos con diferente
periodo natural y generalizar el calculo de espectros de respuesta con
interaccién, no se cuenta con la excitacién del sitio. No obstante, se
obtienen buenos resultados si el movimiento provocado por el sismo se
considera como el que ocurre en la roca basal, es decir, en el apoyo
sobre la que yace el depésito blando, y se modifica por las
caracteristicas de este ultimo haciendo el producto con su funcién de

trasferencia.

Es valido conslderar esta excitaci6én como la que se observa en la Zzona
de terreno firme. Para este estudio, se ha tomado el componente
este-oeste del registro de Ciudad Universitaria (CU) correspondiente al
sismo del 19 de septiembre de 1985 (Ms = 8.1).

4.2 Respuesta de sitio

El dep6ésito y la roca basal sobre la que se apoya se consideran como un
estrato eladstico homogéneo de espesor Hs Y un semiepacio,
respectivamente, cada uno caracterizado por su velocidad de propagacién
de ondas de corte (B8) y densidad de masa (p). Para obtener la funcién
de trasferencia se adopta como eje de las abscisas la frontera entre
los dos medios. La profundidad en el eje de las ordenadas z, es
positiva en direccién al semiespacio. Por ello, la superficle del
deposito esta en z = —Hs. La excitacién estd dada por la incidencila
vertical de onda de corte. Bajo estas condiciones la ecuacién de onda

Se eXpresa como

azv

1 2
322 62

2 (4.2)
at

donde v es el campo de desplazamiento en direccién perpendicular al
plano de la incidencia. SiI se acepta una dependencia del tiempo

araénica, dada por el factor eu"t, las soluciones a esta ecuacién son
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124 A eu‘az ) eu"t (4.3)

e-lxz(z-usl c eLkz(zm-)) e wt (a.2)

Donde v, ¥y v, son los desplazamlientos en el semiespaclo y el depéslto,
respectivamente. K‘= w/B1 y K2= w/ﬁz, son los numeros de onda

verticales para el semiespacio y el c}epéslto respectivamente.

Las condiciones de frontera son continuidad de esfuerzos Yy

desplazamientos en z = 0 y esfuerzos nulos en z = -H-; es decir

en z =0, vl=v2
T, =T
1 2
y en z = -H T =y aV=O (4.5)
s’ dz ’

La solucién para el depdsito se expresa como

2 v_ cos k_(z+H )
v.= ° LA et (4.8)
cos k. H+ L ¢ sen k H
2 s 2 s

donde ¢ = pZBE/plB1 es el contraste de impedancias entre el suelo y el

semlespacio o roca.

Para este estudio interesa conocer la solucién en la superficle
(z.=-H)
-
2v

v = 0 ot (4.7)

cos k2H8+ i ¢ sen kaﬂs

Es comin expresar el desplazamiento en términos del que habria en la
superficle del semiespacic en ausencia del estrato. La intencién es

anular el factor de superficie libre que es 2, asi, se escribe que

\4
v = ° em (4.8)

cos kaHs+ i ¢ sen kzﬂs

Finalmente, para el calculo de las ordenadas espectrales con teoria de
vibraciones casuales, se requiere el valor de la duracién del
movimiento en la superficle del estrato. Se ha encontrado mediante

calibraciones que ésta puede estimarse como
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T =T + ——=2 (4.9)

donde T_ representa la duracién de la fase intensa del movimlento de la
excitacién en la base del estrato (para el registro de CU se obtuvo
Tn= 40 s). El1 segundo término representa el aumento en 1la duracién
debida a la presencia del estrato (caracterizado por el periodo Ts y el
amortiguamiento ).

4.3 Resultados

La fig 15a muestra contornos de respuestas espectrales sin interaccién
dindmica. El1 perliodo de sitio TB se representa en el eje de las
ordenadas y el de la estructura '1‘e en las absclisas., Si se realiza un
corte por el eje de las ordenadas donde el perlodo de sitio es 2 s, se
observa el espectro de respuesta que se esperaria en ese lugar. Es una
buena aproximacién del espectro de SCT calculado con la excitacién
registrada in aitu para el nismo temblor (fig 15b). Haclendo una
seccién para obtener el espectro en un sitio de 3.5 s de periodo
fundamental, es posible sefialar similitudes al espectro observado con
el registro de CAO (fig 15c). Pese a las diferencias obtenidas el

modelo propuesto para estimar la respuesta estructural es adecuado.

En la fig 16a se muestran contornos de respuestas espectrales con
interaccién definidos por las relaclones He/R =8, DR=1/2 y
He/R= 4., Si se realiza el mismo procedimiento, pueden apreclarse
aproximaciones razonables con los espectros de respuesta observados en
SCT (fig 16b) y CAO (fig 16c), calculados con la excitacién registrada .

in oltu para el mismo temblor y las mismas condiciones de interaccién.

Lés figs 17 a 31 1ilustran contornos de respuestas espectrales que
cubren la mayor parte de casos reales para estructuras con cimentacién
superficial tipo cajén, enterradas en dep6sitos blandos tipicos del
valle de Méxlico.

Cada figura presenta una profundidad de enterramiento diferente,
determinada por la relacién D/R; asi como un espesor del estrato

particular evaluado por la expresién HB/R. Estos parametros son los
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mismos para estructuras con diferente relacién de esbeltez HQ/R.

Los contornos se calcularon para D/R = 0, 1/2 y 1; HE/R =12, 3, 4y
SyH./R=3, 4, 5, 7 y 10.

En 1la parte inferior derecha de estas figuras se muestran,
esquematicamente, las dimensiones relativas de las alturas de las
estructuras estudiadas y la profundidad del depésito en que se
encuentran, asi como el enterramiento de la climentacién. Bajo este
esquema se indican las realaclones HH/R y D/R correspondientes a la
figura.

Para relaciones de esbeltez pequefias (He/R =1, 2), se observan modos
superiores de vibracién de la estructura. El segundo modo de vibracién
se ldentifica claramente con lineas de acelefaciones que marcan una
pendiente aproximada de 3, en el plano 'I‘e- TB, que aumenta al

incrementarse la intensidad de la interaccién,

Cuando la profundidad del depésito es grande con respecto al radio de
la cimentaclén, los efectos de interaccién en los contornos de
respuestas espectrales se mantienen, ain modificando los parémetros de
esbeltez y profundidad de enterramiento; unicamente se aprecia la

atenuacién del segundo modo, al aumentar la relaclén de esbeltez.

Los efectos de la Interaccién son mas sensibles cuando el depésito es
poco profundo con respecto al radio de la cimentacién, y se acentdan
conforme disminuye la profundidad de enterramiento y aumenta la
relacién de esbeltez.

En contornos donde el efecto de interaccién es poco apreciable,
He/R = 1 principalemente, las amplitudes mayores se registran sobre una
linea de pendiente aproximada a uno en el plano Te- T-, que es donde
coinciden el periodo de sitio y de estructura. Esta pendlente crece
cuando aumenta la relacién de esbeltez y cuando disminuye el espesor
relativo del estrato, situacién donde el efecto de interaccién es

mayor.

En periodos de sitio y estructura mayores a cuatro segundos, no se
presentan grandes aceleraciones, ello se debe al contenido de

frecuencias de la excitacién.
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CONCLUSIONES

Se ha discutido la importancia de conocer el comportamiento real de las
estructuras, en particular, el analisis de la Interaccién dinamica
suelo-cimentacién-estructura. Para su estudio se utilizé un modelo
constituido por una estructura de un grado de libertad, con climentacién
circular enterrada en un depésito homogéneo. La idealizacién es valida,
pues se buscod que la respuesta fuera similar a la de una estructura de
N grados de 1libertad, con cimentacién superficial tipo cajén y

enterrada en un depésito estratificado.

Para conocer la contribuci6én de la cimentacién del modelo se calcularon
funciones de impedancia, que representan los resortes y amortiguadores

del suelo.

Se estudiaron dos métodes para evaluar el comportamiento de la
estructura cuando interactua con el suelo, uno de ellos de caracter
riguroso, que consiste en resolver un sistema de ecuaciones de
equilibrio dinamico entre el suelo y la estructura. Sin embargo, su

proceso es costoso.

El otro método surge de los resultados del método riguroso, pues se
aprecia que los efectos de interaccién se traducen en una modificacién
del periodo y el amortiguamiento de 1la estructura. Con el método
aproximado se obtienen estos parametros, 1llamados efectivos, y se
sustituyen en un sistema sin interaccién para obtener una respuesta

equivalente.

Los resultados entre ambos métodos han sido muy similares. Por tanto,
el método aproximado puede sustituir al método riguroso en la obtencién

de espectros de respuesta con errores despreciables.
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Los resultados obtenidos en espectros de respuesta a partir de
acelerogramas en sltlos tiplcos del valle de Méxlico, reflejan que el
uso de funciones de impedancias, en combinacién con el método
aproximado para la obtencién de periodos y amortiguamientos efectivos,
Yy el uso de 1la teoria de vibraclones casuales, es una buena
alternativa, eflciente y confiable en el célculo de ordenadas

espectrales con interaccién dinfimica suelo-estructura.

Con el fin de generalizar la obtencién de espectros de respuesta con
interaccién suelo-estructura para el valle de Méxlco, se emples el
procedimiento descrito, considerando como excitacién a un acelerograma
en terreno firme que se modificd por las caracteristicas de un estrato
caracterizado por su periodo dominante. De este anadlisis se obtuvieron
contornos que indican las seudoaceleraclion correspondientes a un sitio
Yy una estructura caracterizados por sus respectivos periodos. Las
secclones de estos contornos, para periodo de sitio constante, muestran
que los espectros de respuesta obtenldos con un estrato simple que
representa los efectos de sltio son comparables con los obtenidos

‘considerando excitaclones reales que ya contlenen estos efectos.

La aplicacién practica del perlodo y amortiguamiento efectivos esta
restringida a estructuras con cimentacién superficial, considerando
ademds que en este trabajo se anallza s6lo el comportamiento lineal del

oscilador.

El estudio del efecto de la ductilidad en la interaccién suelo-
estructura esta ain en proceso, sin embargo, en un futuro préximo al
conjuntar todos los efectos que intervienen en este fenémeno, sera
posible realizar modificaclones practicas al reglamento de
construcclones vigente y conocer en forma mas precisa el comportamiento

real de estructuras afectadas por la interaccién dinamica.
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APENDICE A

En la fig Al aparece un oscilador de un grado de libertad con
amortiguamiento, cuyo diagrama de cuerpo libre se ilustra en la fig A2

las fuerzas que intervienen se representan como:

Fi =m (X +¥) (A.1)
Fv=c x (A.2)
FR =k x (A.3)

La ec Al expresa la fuerza de inercla, que es proporcional a la
aceleracién X o y dependiente de la masa m. La ec A2 se refiere a la
fuerza de viscosidad que es proporcional a la velocidad x Yy cuya
linealidad est4 dada por la constante c del amortiguador. Finalmente,
la ec A3 corresponde a la fuerza restitutiva, que es proporcional al
desplazamiento que experimenta x, y que depende de la rigidez k del
resorte. La ecuacién de equilibrio dinamico del sistema queda

representada como

nx+cx+kx=-my (A.4)

dividiendo esta expresién entre m,

M c - K _ =
x+—mx+—mx- y (A.5)
si hacemos, % =2€0 (A.8B)
k _ g (A.7)
m

Q representa la frecuencia natural angular del oscilador y se relaciona

con la frecuencla natural f y el periodo natural de vibracién T , con
e
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las expresiones

Q
f:z—u (A.8)
_2n _ 1
= =t (A-9)
La ec A5 se rescribe como:
X+2€0x+ 0 x=-¥ (A.10)

la fraccién del amortiguamiento critico se representa por &€ y se define
como el cociente de c/cr, donde cr es el amortlguamiento critico, e
indica el estado donde no se presenta oscilacién en el slistema., Este

ocurre cuando ¢ = cr, es decir £ = 100 %, por lo tanto,

_C - __ S _ =

cr 2am (A.11)
se deduce que,

cr =2 (k m'? (A.12)

Para valores de § mayores al 100 % el sistema se encuentra en el caso
sobreamortiguado, y para valores menores sera subamortiguado, es decir

oscilatorio.

Fig A1. OSCILADOR DE UN GRADO DE LIBERTAD

Fv ] Fi
Fr

Fig 2A. DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE
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