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INTRODUCCIÓN 

En Ja tcor{a de anlllos conmutativos el concepto de dlmensl6n de 

Krull juega un papel muy Importante; ésto se debe principalmente a su 

estrecha relación con Ja geometría algebraica donde mide el tam.ino de 

las variedades algebriUcas en forma natural de manera que e11 casos 

especiales coincide con Jos conceptos usuales de dimensión. 

En 1967 Gabriel y Rcntschler (121 introducen la noción de 

desvlacl6n para un conjunto parcialmente ordenado. Cuando esta 

desviación se aplica a la retícula de los submódulos de un módulo dado 

se obtiene una gencrallzaclón de la dimensión de Krull para anlllos 

conmutativos: la referencia clásica de esta generalización es Ja 

mo~ograf{a de Gordon-Robson f4). 

Desde el punto de vista de teoria de anillos, la desviación de 

GabrJel-Rentschler es partlcularmcnle interesante pues por su caracter 

reticular es susceptible de dualfzaclón y ¡¡:enerallzaciones. El primero 

en incursionar en esta direccl6n es LemCIJlnJer 161 cuando en 1972 

Introduce el concepto de codesvlaclón para un conjunto parcialmente 

ordenado. Esta codesvlación se define como la desviación del conjunto 

ordenado el orden opuesto {la ret(cula dual). Cuando esta 

codesvlaclón es aplicada a la retícula de los submódulos de un módulo 

dado se obtiene· una duallzaclón de Ja dimensión de Krull, la dtmensldn 

dual de Krutl. 



La dimensión de Krull mide cuánto se. aparta el módulo ... n cuestión 

de ser artinlano y la dimensión dual de Krull mide cuánto se aparta 

éste de ser neteriano. Precisamos estas consideraciones: sea M un 

R-m6dulo fijo y sea a: un ordinal: la dimensión de Krull de M, denotada 

por KdM, está dada Inductivamente de la siguiente manera: 

lJ KdM "' -1 si M = O, 

11) KdM = a: sl KdM ~ a: y para toda cadena descendente 

de submódulos de M, existe un indice r tal que si n i:; r, •.·ntonces 

Kd(Mn/Mn•I) < a. 

Así es claro que KdM .. O si y sólo si M es un módulo artinlano. 

Naturalmente, la definición de la dimensión dual de Krull, denotada por 

dKdM, se obtiene considerando cadenas ascendentes de 

descll?ndentes; as( también resulta claro que dKdM = O si y sólo si M es 

un módulo neterlano. 

Más a\tn, los módulos con Kd son precisamente aquéllos que 

vuelven artinianos en la categoría cociente de R-mod con cierta 

subcategoría; por ejemplo, si A1 denota la clase de los R-m6dulos con 

· Kd menor que 1 (es decir de los módulos a~tlnlanos), entonces KdM = 1 

sl y sólo si M es artlniano en la categoría cociente R-m0 d/a
1
• 

Nuevamente, consideraciones análoga'i aplican a la dimenslin dual de 

Krull. 

Por otro lado. un módulo tiene longitud finita si y sólo si es 

simultáneamente artinlano y neterlano, es decir, si pertenece a ta 

clase A1~1 (141 es la clase de los RMm6dulos con dKd menor que 1, es 

decir, de los módulos neterlanos). Estos hechos motivan Ct estudio de 
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las relaciones entre la Kd y la dKd de un módulo. En este trabajo se 

Introduce un tercer concepto de dlmen!:lón, la dCmensfón de longitud 

flnfta, abreviado. por fld. tsto. mide cuánto se aparta el módulo en 

cuestión de tener longitud finita, de manera que un módulo es de 

longitud finita si y sólo si tiene rld nula. Olcho en otros términos 

tenemos que, si L1 denota a la clase de los R-m6dulos con fld menor que 

1, entonces L1 ... A1~1 . 

La dimensión de longitud finita también tiene sustento de!>de el 

punto de vista reticular. En 1985 Pouzet y Zaguia flll dan una 

generali::eaclón a la desviación de Gahriel-Rentschler Introduciendo el 

concepto de r-desvlactón. tsta mide cuánto se aparta un conjunto 

parcialmente ordenado dado de tener subconjuntos con un tipo de orden 

representado en un conjunto fijo r. SI r .., (u•), se obtiene Ja 

desviación; si r = {u), se obtiene la codesviaclón. Aplicada la 

(w•,w)-desvlaclón a la retícula de las submódulos de un módulo dado, 

obtiene la 'Id del módulo. 

El capitulo 1 expone los preliminares sobre conjuntos parcial-

mente ordenados. categorías de Serre y categorías cociente necesarios 

para el desarrollo de la tesis. En el capítulo 2 se exponen formalmente 

Jos conceptos de dimensión mencionados arriba y se presenta el modelo 

que se sigue Ja exposición de In dimensión de longitud finita. Se 

presenta tambh~n la r-desvlaclón de Pouzet~Zaguln. Algunos resultados 

obtenidos en esta tesis pueden ser obtenidos como consecuencia del 

trabajo de Pouzct-Zagula pero conservamos nuestras pruebas pues son más 

detalladas y más modulares. Destaca en este sentido el hecho de que 

para que un módulo tenga las tres dli:nenslones, es suficiente 9ue tenga 



cualquiera de ellas. Incluimos en el capitulo 2 la prueba del resultado 

general y en el capitulo 3 nuestra prueba particular. 

Para estudiar las relaciones entre estas tres dimensiones es 

necesario Introducir una nueva operación entre subcategorías de Serrc, 

la llamada operadón dos puntos. J::sto se lleva n cabo en la segunda 

seccl6n del capitulo 3, donde se estudian diversas relaciones en el 

caso finito. 

Una herramienta muy Importante para el estudio de la dlmensl·~n de 

Krul1 es el concepto de móduJo crítJco. Para la dimensión de lor:os,itud 

finita Introducimos el correspondiente concepto en la tercera sección 

del capitulo 3. Estos módulos críticos son precisamente los módulos que 

se vuelven simples en cierta categorla cociente de R-mod. Aquí se ve la 

profunda nnalo¡la que existe entre los m6dulos con fld y tos módulos de 

longitud finita. Introducimos la noción de serle de composl.clón fl­

crltlca y probamos que todo módulo con fld posee series de composición 

fl-crítlcas, lo cual es una propiedad de la fld no compartida ni por la 

dimensión de Krull ni por la dimcn~l6n dual de Krull. Además probamos 

un teorema del tipo de Jordan-Hlilder-Dedeklnd en cuanto al carac:ter 

invariante del número -de t~rmlnos con cociente c:r.-fl-cr(tico en las 

serles de compos!cl6n fl-crltlcas¡ este teorema nos permite definir la 

longUud fl-critlcA de los módulos con dimensl6n. de Krull. 

A lo largo de todo este trabajo R denota un anillo asociativo con 

unidad y R-mod In categoría de los R-m6dulos Izquierdos unitarios. Con 

N :s M denotamos que N es un R-subm6dulo lzq\.iierdo de M, mientras que 

M < N denota que N es un R-subm6dulo propio de M. 

Deseo expresar mi sincero agradecimiento al Dr. Francisco Raggl 



c.. no sólo por haberme dirigido en este trabajo de tesis, sino por su 

decisiva Influencia en mi carrera, asf como por sus pacientes y acer­

tadas Indicaciones. También deseo expresar mi profundo agradecimiento 

al Dr. José Rios M. por su Inagotable buena disposición, por su 

Invaluable ayuda y sus importantes sugerencias. Finalmente quiero 

manifestar mi agradecimiento a todos mis amigos y compa~eros que me 

ayudaron y apoyaron durante la realización de esta tesis. 

Noviembre, 1992. 



CAPITULO 1 

PRELIMINARES 

Este capftulo está dedlcildo a presentar algunos conceptos 

preliminares. No se pretende tratar los temns en forma exhaustiva, sino 

al contrario, se intenta exponer en form:i clara el mínimo de material 

necesario así como lntroouclr la notación y termlnologf" que se usan a 

lo largo de toda la tesis. 

· La sección 1.1 está dedicada a los conjuntos pardalmente 

orderuidos así como a las retículas. Nos interesan particularmente las 

condlclones de cadena en retkulas modulares. 

En la sección 1.2 presentamos las subcategorCas de Scrre, 

concepto fundamental en este trabajo. Este tipo de categorias nos 

permiten, en la s'ección 1.3, dar la definición de la categoría 

coclente, noción Introducida por Grothendiec:k en 1951. En estas dos 

secciones seguimos la exposición clásica de F'alth (31. 



l.J CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS Y RE:TÍCULA5. 

Ll..J. ~. Sea P un conjunto; una relación .s en P 

parcLal en P si es reflexiva, transitiva y antlslmélrlca, 

cumple con 

1) Si a E P, entonces a :5 a, 

ill Para a, b y e E 1,, a :s b y b :s c - a :s e, 

llO Para a y b e r, a :s b y b :s a - a "" b. 

un orden 

decir, si 

Una pareja (P,:s), donde :'5 es un orden par:clal en el conjunto P, 

es llamado un conjunta parcialmente ordenado (c.p.o. por brevedad). Se 

acostumbra referirse a P como .conjunto parcialmente ordenado cuando el 

orden parcial :s está dado Implícitamente. 

Para a y b E P, escribimos a < b si a s b pero a 3t b. 

Un c.p.o. es una cackna si la relación :5 en P es un orden total, 

es dttir, si cumple con 

lv) Si a y b E P, entonces a :s b ó b :s a. 

Sea P un c.p.o. y sean + :i& X !;;; P y a E P; entonces 

11 a es el ele-mento mayor de X si a E X y x :s a V x E X, 

2) a es un elemento nuixlmo de X si a E X y, para x E X, a :s x -+ x • a, 

:)) a es el elemento menor de X si a E X y a :s '!- V x E. X, 

4) a es un elemento mCnlmo de X si a e X y, para x E X, x :s a -+ X .. a, 

5) a es una cota superlor de X si x :s: a V x E X, 

6) a es una cota Ln/ertor de X si a :s x V x e X, 

7) a es la unlón, ó e 1 supremo de X. si es el elemento menr;>r del 

conjunto de las cotas !=Uperiores de X, · 



SJ a es la lntersecctó , ó el lnflmo de X, si es el elemento mayor del 

conjunto de las cotas 1 feriores de X. 

Observamos que elementos mayores, menores, uniones e lnter-

secciones no necesaria ente existen para todo subconjunto X de P, pero 

que cuando e)(Jsten, s n lmicos. Por el contrario, elemCntos máximos y 

mínimos pueden no ser únicos. En caso de existir, denotamos a la unión 

e intersección de X p >r 

vX e t\X, 

ó bien 

V X C ,/"\.X• 
XEX XEX 

respectivamente. En par lcular, si a y b E P, denotamos con 

avb = v{a, b} y aAb ... {a. b}, cuando existen. También denotamos con 

1 .,, vP y O .,, AP, cuand 1 ~xlsten. 

Un c.p.o. P es na retlcula si cualesquiera dos elementos a y b 

de P tienen unión e lnt sección, es decir, si para cualesquiera a y 

b e P. existen avb y aA • Una retícula P es completa si para todo 

4' ~ X ~ P, existen vX AX. 

SI P es una retfc 1la y Q ~ P, decimos que Q es una subretlcula de 

P si se cumple que a y E Q - avb y aAb e Q. 

1) Sea A un conjunto y ea P .. P(A), el conjunto potencia de A; decimos 

que,· para a y b E P. a :s b - a s; b. Este c. p.o. es una retícula 

completa pues si B s; P. vB = u b y AB = n b (de aquC los nombres de 

bEB bEB 



unlón e LnterseccL6n). 

2) Sea A un conjunto y sea P =- {o e ?"(AJ 1 O es finito} ordenado 

parcialmente con la inclusión como en el ejemplo I); P es una retícula 

pues, para a y b E P, avb "" aub y aAb = anb. Sin embargo P no es 

completa si A no es finito. 

3) Sea P -= N ; si a y b E P, decimos n .:s: b .- alb. Pes una retícula 

pues avb = (a,b), el máximo común divisor de a y b, y af\b "" (a,b), el 

mínimo común múltiplo de a y b. 

4) Si R es un anillo y M E R-mod. sea 

!f(M) = {N 1 N es R-submódulo de M} 

y, para N y L E .t(M), N s L ...,. N ~ L. !f(M) es una retícula pues 

S) Sea (r,.:s:J una retfcula. Invertimos el orden parcial de P. es decir 

dertrilmos, para a y b e P, a < b si b .:s: a; entonces (P,<) es una 

· retícula en donde unión e Intersección han sido Intercambiadas. ·Esta 

nueva retícula se llama la ret!cula opuesta a P y se denota por pºP, 

6) Sea P una ret(cula, a y b E P: el Lntervalo (a,b) "' 

{x E P 1 a :s x :s b} es una subreticula de P. 

La siguiente proposición, de fácil prueba, será utilizada más 

adelante. 

1.:!.cl PROPOSICIÓN. Sea P una retícula: entonces son equivalentes: 

a} P es completa. 

b) Para todo X ~ P, existe vX. 

e) Para todo X ~ P, existe AX. 



Más aún. en ese ca!";o 

VX ""' t{z E P 1 Z 2:. x V X E X} Y 

AX = v{z. E p 1 z !5 )( V X E x} . 

.L,Li ~· Sean P y Q c.p.o.; una runelón a.: P -t O es un mor-

flsmo de c.p.o. 6 una función crecfente si 

a :s b - a.(a) !!: a.(b) 

para todo a y b e P. 

Sean P y O reticulas; una runción a: P --> Q es un morflsme,, de re-

tcculas si 

a.{avbl • a(a)va.(b) y a.(aAb) os a.(a)Aa(b) 

para todo a y b E P. 

Un Lsomorflsmo de retículas es un morflsmo de retículas 

blyectlvo. 

Es fácil verificar la siguiente: 

~ PROPOSICJON. Si P y Q son retículas, entonces toda funclói:' 

creciente P -t Q es un morflsmo de retkul.is. 

SI P es una retícula, las operaciones v y./\ en P. son conmutativas 

y asociativas. Más aún, tenemos que, para a :s b en P, se cumple 

(CJ\b)va :s (cva)Ab 

para toda e e P. P recibe un nombre especial si se cumple la des-

iguald~d contraria. 



!.:.1.:.2 DEfINICJúN. Sea P una retícula. Decimos que P es modular :i;I 

(c"b)va = (cva)"b 

para cualesquiera a. b y e e P con a :s b, 

.L..L1 EJEMPLO. La reticula l:(MI de lo!i submódulos del R-m6dulo M 

!ejemplo 1.1.2.4) es una retfcula modular (de aquf el nombre de 

modular). 

L..l:.!! ~. Sea P una retícula; decimos que P es neteriana t resp. 

arUnfana) si toda cadena ascendente (rcsp. descendente) en P 

(resp. b1 ~ b2 :!: b;i <?: ••• ) 

se estaciona, es decir, existe un número natural r tal que a 1 = a1• 1 

(res¡). b1 ""' b 1•1J para toda l ~ r. 

Sea P una reUcula modular: dos intervalos 1 y J son símUar-:s si 

existen a y b E P tales que 1 "' (aAb,al y J • (b,avb) ó viceversa. Dos 

Intervalos l y J son proy~ctfvos si existen intervalos 

1 = 10 , 11, ... , In = J en P tales que IJ·I e 11 son similares para 

todol:sj:sn. 

(1) 

(2) 

Dos cadenas finitas en P 

a = ªo :s ª1 :s ª2 s ... :s ªn : b y 

a = b0 :s b 1 :s b2 :s ••• :s bm == b 

son equfvalentes si n = m y existe una permutación JI' de 0,2, .•. ,n) tal 

que los Intervalos f•1-1•ªiJ Y lbrrnH,brrml 

toda l ::s 1 .:s. n. 

proyectivos para 

Un refinamiento de una cadena como (11 es una cadena obtenida de 



{1) Introduciendo un número finito de términos nuevos. 

Un Intervalo la,b) en P es simple si contiene sólo a y b, es 

decir si (a,b] "" {a,b). 

Si a :s. b en P. una serte de composlclón para (a,bl es una cadena 

tal que el Intervalo (a1_1,a1) es simple para todo 1 :s. l :s. m. 

Finalmente, una retícula modular P con O y 1 es una retícula de 

longitud flnLta si existe una serie de composición para f0,11 = P. 

hL,2 ~- Un R-1nódulo M es artiniano lrcsp. neterlano, resp. de 

lonKltud finita) si la retícula :t(MJ de los R-submódulos de M 

artlnlana (resp. neteriana, resp. de longitud finita). 

L.L.lQ PROPOSICIÓN. Sean P una retícula modular: para a y b E P, los 

intervalos (a!l.b,a) y (b,avb) son isomorfos. 

Demostr.1clón: 

Sean f: (aAb,dl -+ (b,avb) dada por ílx) • xvb, y 

g: (b,avbl --+ (aAb,a) dada por g(y) = y/\.a. Es fácil probar que f y g 

son moñlsmos de retículas y que f y g son inversas una de la otra. 1 

1.L.ll ~. Dos Intervalos proyectivos en una retícula modular 

son Isomorfos. 

L.L,R PROPOSICJON. Sea P unn retícula. Entonces P es neterlana (resp. 

artinlai\o) si y sólo si todo subconJur:ito no vacío de P tiene. elemento 



máximo (resp. mlnimo}. 

Demostración: 

-> Sea 4i • A s;;; P y supongamos A Ot"> 'lene elementos máximos; sea a1 E A 

y como a 1 no es máximo existe a 2 G A tal que a 1 < a 2• Como a 2 tampoco 

es máximo. podemos continuar este proceso obteniendo una cadena en A 

a1 <az<a3< .•• <a,.< ••• 

ctue no se estaciona, lo cual es una contradicción. 

t-) Cla.ra. 

Los enunciados duales pueden ser demostrados considerando la 

retícula p"P. 1 

LLQ PROPO~JCJON. Sean P una retícula modular y a E P. Consideramos 

las dos subretículas de P dadas por p• = {x e P 1 x :s a} y 

P" • {x e: P 1 a :s x}. Entonces P es neterlana (resp. artinlana) ..... P" y 

P" lo son. 

Demostración: 

->Clara. 

~l Sea 

una cadena ascendente en P. Consideramos las cadenas ascendentes en P" 

y P" respectivamente 

b1va :s b 2va :s b3va :s •.•• 

Por hipótesis existen r y s e N tales. que brAa • br•i""ª ... br•z"ª = ... 



y b.va a b •• 1va ::ir h .. 2va =- .... Sellll n = mdx{r,s}, u .. b,l-.a "" bn•i"ª y 

v = bnva = bn•1va; obtenemos u :s bn :s bn•I :s v y por lo tanto bn•I = 

El enunciado dual puede ser demostrado considerando la retícula 

p''. 1 

L.J.J.! PROPOSICJÓN. SI P es una retícula neteriana (resp. artir.iana) 

entonces P tiene l (resp. 0). 

Demostra.cLón: 

Por la proposlcl6n l. l. IZ, P tiene un elemento máximo a. Sea 

x e P; como a :s Cl.YX, tenemos que a =- avx y por lo tanto x :s a, es 

decir, a es el elemento mayor de P. 

El enunciado dual se puede probar considerando la reticula 

opuesta pºP. 1 

~ ~· Sea P una retícula modular con O y l. Entonces P es 

de longitud finita - P es neterlana y artinlana. 

DemostracLdn: 

... J Sea 

una serie de composición para P, Como (a1_1,a11 es simple para cada 

1 :s 1 :s n. entonces es 'neterlana y artinlana para cada 1 :s l :s n; por 

la proposición J.l.13, también lo es P •.(O,lJ. 



-1 Si P es artlniana. eidste un a 1 E P mfnlmo con la propiedad de ser 

no cero. Por la misma razón 1~xlste un a 2 E P mlnimo tal que ·a1 < a 2. 

Continuando con este proceso obtenemos una cadena en P 

O =- ªº < ª1 < ªz < ••• < ªn < .... 

Como P es neterl_ana, existe m E N tal que ªm .. ªm•I = ªm•Z ., • ••• La 

construcción de la cadena Implica que am "" 1 y que los intervalos 

la1_1,a1) son simples para toda 1 !!i i s m, es decir, que ésta es una 

serle de c.:imposición para P. 1 

.!J..J.§. IEQREMA (Schreler). Sea P una retícula modular y sean a :s b en 

P. Entonces cualquier parej&. de cadenas finitas en P 

111 

(2) 

tienen rerinamlentos equlva lentes. 

Demostracfón: 

y j = 1,2, ..• ,n. Sean x = a1AbJ Y y = a 1•1,1 : entonces: 

X.VY = (a11\bJ)va1•1,J = (a1AbJ)VbJ-IV(a1_1AbJ) "' 

• ((a1AbJ)v(a1_1vb1))vb1_1 = (a1Ab1lvbJ-I • a1,1 

(pues a1_1Ab1 ::s a 1Ab1J. Tenemos también que: 

yAx = (a1Ab1JAa1•1,1 ,.. (a1Ab1}A(a1_1vb1_1)11.b1 = (a1-1v.b1_1)11.(a¡11.b11. 

Por lo tanto la1•1,1 ,a1,1J • ly,xvy) y (xl\y,x) • 

1,2, •.. ,m 

• [(a1_1vb1_1)A(a11\b1J,a11\b1J. Sean x• = b1Aa1 y y• "" b1•1,1; entonces, 

intercambiando y j, obtenemos (b1•1,1 ,b1,11 (y• ,x'vyºJ 

(xºAyº ,x' 1 ((a¡_1vb1•1JA(a1AbJ),a1"'bJJ. De aquí sl~uc que 

'º 



fa1_1,J•ªi,1J Y lbJ-l,l ,bJ,11 son proye<:th•os. Las cadenas (1) Y (2) 

tienen los refinamientos 

(4) a "" bo,1 ;S b1,1 .:s b2,1 .:s ••• .:s bn,1 .:S h1,2 :S ... !li bn,m = b. 

Como a 1 • bn.1 y bJ = <lm,J , (4) es un refinamiento de (l), (3) 

es un refinamiento de (2) y (3) y (4) son equivalentes. 1 

L.1:11 ~ (Jordan-Htllder-Dedeklnd). Sea P una retícula mt"dular y 

sean a ::s b en P. Entonces cualesquiera dos serles de composicii1•1 para 

(a,bl son equivalentes. 

En vista de este corolario, tenemos la siguiente: 

L.LJ.§. ~· SI P es una retícula de longitud finita, entonces la 

longltud de P está dada por: UPJ "' longitud de cualquier Serle de 

composición de P. 

LJ.J.2 OBSE;RVACJON. Los conceptos de unión e intersección pueden ser 

definidos cuando P no es ya un conjunto sino una clase. La mayoría de 

los resultados de esta seccl6n pueden ser aplicados en esa situación 

más general. En el capítulo 3 usamos estos hechos (por ejemplo el 

teorema 1.1.3.) en ese contexto. 



1.2 SUBCATEGORI AS DE SERRE. 

~ ~. Sea J una categoría: decimos que i4 es preadltlva si 

cada conjunto Hom.,CA,A') es un grupo abeliano y las funciones de 

composición 

HomíA' ,A")• Hom(A,A') -+ Hom(A,A"J 

son bllinealcs para cualcsquiern A, A•, A•• ~ Obj(A), es decir, 

f•(g1+g2J = Cf•g1)+Cí•g2J Y 

Cf,+fz)eg • (f1•g)+(f2ag), 

cuando están definidas. 

Si 4 y :El son categorías preadltivas, entonces un funtor T: A -+ 7J 

es adWvo si para cualesquiera A y A• E Obj(J), Ja función 

(o) ' Hom,,CA,A"J -i Hom11CTCAJ,T(A" J) 

Inducida por T es un morflsmo de grupos. 

Decimos que Ja categoría J es abellana si cumple las siguientes 

condicfones: 

Ad A es preadltlva. 

Az) Toda ~amllla finita de objetos de .A tiene un producto (y un 

coproducto). 

,.\3) Todo morfismo en J posee núcleo y conúcleo. 

A•) Todo morfismo a. en J tiene una factorizacló.n a ""' 7•/3 donde fJ es un 

comlcleo y f es un núcleo. 

SI J es una categoría .'\belfana y B es una subcate¡:or(a de A que 

abellana, decimos que :B es una subcategorla a~lCana de A si el 

funtor inclusión 
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es exacto. 

1) SI R es un anillo, R-mod es una categoría abeliana. 

2) La categoría :70ll6 de grupos de torsión es una subcatcgoría nbeliana 

de A, la categoria de los grupos abelianos. 

3) La categoria ~1 de los R-m6dulos Noetherlanos es una subcatc goria 

abellana de R-mod; más aün, ésta es una subcategoría plena (es decir, 

las funciones descritas en {.) son suprayectlvas, donde T es el funtor 

inclusión). 

LZ:.,;! ~· Sea .4 una categoría abeliana. Una subeategoría de 

Serre de .1 es una subcategoría no vacía plena !I de i4 tal que para cada 

sucesión exacta corta 

O --tL --+M ~N --+0 

en 111, se tiene que M E !I - L y N E Y'. Es decir, M e !I si y sólo si 

cada subobje:to de M y cada objeto cociente de M pertenecen a Y. 

Notamos que la Intersección arbitrarla de subcategorias de Scrre 

de .4 es una subcategoría de Serrc de A. 

1) Las slgul~tes clases son subcategorCas de serre de R-mod: 

a) N1 =- {M E R-mod M es net~rlano}, 

b} ~1 • {M E R-mod 1 M es artlnla~o} y 

" 



e) L1 .:. {M E R-mod 1 M tlenr. longitud finita}. 

2) Si F': .4 ~ :B es un funtor, entonces el núcleo de F es la subcatego-

ria plena K de .4 cuyos objetos son 

Obj(X) • {A E Obj( .. ) 1 rn.i-o}· 

SI F es exacto entonces 1< es una subcategoría de Serre de A cerrada por 

coproductos. 

3) Las siguientes son subcategorias de Serre de Z-mod: 

<t.) Clase de grupos de torsión. 

b) Clase de grupos finltamente generados. 

e) Clase de grupos finitos. 

d) Clase de p-grupos (p un número primo). 

1.:Z2 PROPOS!CJÓN, Si .4 es una catt"goría abcllana y Y es una subca­

tegoi-Ca de Serre de A, entonces Y es nbeliana. 

DemostracLón: 

Como Y es subcategoría plena, entonces es preadltlva. Para cada 

morfismo en Y, existen en .4 nUcleo y conúclco; como Y es subcategorla 

de Serre, éstos pertenecen a Y. De aquí se sigue que se cumplen los 

axiomas A1, Az, A3 y A•. 1 

.. 



1.3 CATEGOR[ AS COCIENTE. 

Consideramos una. categoría abellana A y una subcategoría de Serre 

(abreviado por s.c.S. de aqui en adelante) !:I de A. Denotamos a 

Hom,,(A,B) por ,.(A,D). Sean A y O E Obj(.I) fijos. 

SI A', A", B' y O" E Obj(AI, A" s;; A' s; A y B' ' B"' B. entonces 

el epimorflsmo canónico 

Pe' e": 0/B' -+ B/D" 

y el monomorflsmo canónico 

jA"A': A" -+A' 

definen un homomorfismo de grupos 

(l) 

dado" por 

Sea 1 la famllla de las parejas nrdenadas (A' ,B') tales que 

A' SO A, e• s; B, A/A' e !:I y B' E !:l. Definimos un orden parcial en 1 de 

la siguiente manera: 

<A· ,o•> :s <A",8") .... A' :;i A" y e• s; B". 

De esta forma 1 está• dlrl¡ldo por este orden parcial puesto que, 

como !:I es s,c.S., Al(A'nA") E !I y B'•B"' E :1 y así (A'nA.",B'+B") E 1 y 

es cota superior de (A' ,e~> y de (A",B">. 

Consideramos ahora la familia de grupos 

J • {.a(A',B/81
) 1 A/A'E !:I y B'E !:I}- La familia 1 y Jos homornorfismos 

(1) hacen de J un sistema dirigido pues para cada <A•,e•> e 1 t~nemos 



,4(A",B/B') e J, y, cada vez que (A',B') :s (A",B"), tenemos el 

homomorfismo ,.i(A' ,BID') ~ A(A",B/B") descrito en 11). 

L2J. ~. Sea .4 una categoria abeliana y Y una s.c.S. de .4. La 

categoria. cocfente .4/Y está definida de la siguiente manera: 

1l Obj(A/.i'J = Obj(.iJ. 

Z) Para A y 8 E Obj(.4/Y), Hom.a¡y(A,Dl • ~ J , donde el sistema diri­

gido J está descrito arriba. 

Si f': A' ,..... B/B' y f .. : A" ,..... B/B" son morflsmos en .i y (A' ,o•>, 

(A",B") e 1, decimos que f' a f" lmorJ!f) si existe (A+,e•> en 1 cota 

superior de <A• ,e•> y (A",B") tal que r• y f" Inducen el mismo morflsmo 

A+ -+ 9/8+, Es fácil ver que ésto define una relación de equivalencia 

Hom(,.). Sea G el conjunto de clases de equivalencia lrl bajo esta 

relación. Si f 1: A1 -+ B/01 con <A1,B1> e 1 0=-1 0 2), definimos una .suma 

en G por 

1r11+1r2 1 = 1r~+r;1. 
donde f~: A1nA2 -+ e1m,+B2> es inducido por f, Ci•l,2). Se puede Veri­

ficar que esta operación está bien definida y que (G,+) es un grupo 

abe llano. 

SI <A1,B1> l!i 1, la función 

Hom,;:(Al'B/81) -+ G 

r >-+ crJ 

es compatible con el sistema dirigido. Además tenemos un Isomorfismo 

Hom,f¡y(A,8).,. ~ Hom.,tA',B/B'} a G 

que denotaremos con p. 



En estos términos, si t E HomA¡y(A,B) y p(t)•lfl, decimos que t 

está representado por f. 

A continuación definimos Ja composición de morfismos en Al!/. Sean 

f'" E HomA/.!f(A,B) y g'" '< Hom.41ylB.C), representados por f y g, respecti­

vamente. Tenemos f: A• ---t BID' y g: B" -t C/C' con A/A•, B', B/B" y 

e• e Obj{.YI. Sea A" • r-l((B"f-8'1/B'l, entonces A/A" ·e Y y f Induce un 

A-morflsmo f': A"' -t (B"+B)/B'. Sea C"/C' => g(B"nB'l, entonces C" E !f y 

g Induce un A-morflsmo g': 8"/(B"nD') -+ C/C". Sea h la !ilgulente 

composlci6n: 

A"...!.:... (B"+B'l/B' a 8"/(B"nB')-!:.... CIC". 

Como AIA" y C" f. Y. h determina un elemento Unlci> 

h" e Hom,yy(A,C). Definimos g"'•í'" = h ... 

A cont.lnuación vemos la estrecha relación que existe ent.re las 

cateE.orías A y rlll!I • 

.U:Z ~- Sea T: A -> A/Y el funtor tal que T(A) = A para cual-

quier A E Obj(A) y que lleva f & Hom.ilA,BI en su límite Tf en 

llm Hom,dlA' ,B/B' ). A este funtor lo llamamos el funtor canónlco en la 
-+ 
categoría cociente. 

~ ~- Sea f E Hom.s(A,8), entonces 

a) Tf "" O ... lmf E Y. 

b) Tf es Inyectiva - kerf E Y. 

el Tf es suprayectlvo ... cokerf E .V. 
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Demastract6n: 

a) SI lmf E :/, entonces la Imagen de· r en Horn.c(A,0/lmf) es cero, por lo 

tanto f es cero en llm Hom..i(A' ,9/BJ, es decir, Tf • O. 
--> 

Recíprucament~. si Tf • O, entonces existen A• o¡; A y O' o¡; B tales 

que r Induce el morflsmo cero en A'--} BID'; por lo tanto 

f(A •) t; O' E Y. Por otro lado tenemos Ja sucesión exacta corta 

O --. f(A') --+ lmr --+ A/(A'•kerrl --+O 

y como A/(A'•kerr> es cociente de A/A' y A/A' E Y, entonces lmf E Y. 

b) SI Tf es mono e 1: kcrf 4 A es la Inclusión canónica, etUonceo.; 

f•I = O y por lo tanto O n. Tff•ll = Tf•TI, así que TI • O pues Tf es 

inyectivo; por el inciso a), kerf m !mi E Y'. 

Recíprocamente, sea O • f" e Hom,,1 :1CTC,TAJ, representado por 

r• e Hom,,CC' ,A/A•); reemplazando A' por A' •kcrf, podemos suponer que 

kerr· s; A' y así f Induce un monomorflsmo f": A/A' -+ B/rfA' ). Como 

f"' • O, lmf e fm(f"•f') no pertenecen a :1, por lo tanto Tfof"' ,• O: 

entonces Tf es inyectivo. 

e) La prueba es dual a la del inciso b). 1 

una sucesión exacta en A. Entonces 

O --+ TK ....!!,.. TA ~ TS ~ ~Q --f O 

es exacta en rl./Y, es decir T es un funtor exacto. Además Tf es una 

equivalencia en tll/Y ... k.erf e !/ y cokerf E Y. 

" 



Demostración: 

TI es inyectivo por la propos.iclón anterior. Sea k'"': TX -+ TA. un 

morflsmo tal que Tf•k" "' O. Tenemos que probar que existe un morflsmo 

g'": TX -+ TK tal que Tl•g'" • k'"'. Observamos que k" está representado 

por un morfismo k: X' A./A' con X/X". A' E :l. Consideramos el 

diagrama conmutativo 

o---.K___!___.A~D 

p 1 q 1 • 1 
O --+ K/KnA ~ Al/\' ~ B/fA.' 

donde p, q y r son canónicos. 

Como Tf•k" • O, entonces (f'okHX') E !:/;, sea X" • k•l(lml' ). 

Tenemos que X' /X", X/X" e :1 y k restringido a X" es la composición de 

g! X;, ~ K/KnA • e l'. Sea g"' la imagen de g ~n Hom.i1:1CX,Kl; entonces 

Tiog'" CI k'"'. 

La prueba de la parte correspondiente al coker es dual. 

SI Tf es una equivalencia, entonces kerf E Y y cokerf e !I por la 

proposición anterior. Supon,a:amos ahora que kerf E ~ y cokerf E !I y sean 

q: A --+ colmf, j: lmf --+ B y h: coimf --+ lmf 

los morflsmC?s canónicos. El morflsmo identidad colmf --t colmf 

pertenece a ,.ccolmf,A/l(K)), y su Imagen en .l/!f(Colmf,_Al es una Inversa 

de Tq. An•loaamente Tj es equivalencia y por lo tanto también lo es 

Tf • TJ.-Ib•Tq. 1 

" 



~ IE2BtMd· Sean A una categoría abellana, !I una s.c.S. de A y 

T: A ____., 1'/Y' el runtor canónico en la categoría cociente. Entonces A/Y' 

es una categoría abellana y T es un funtor exacto. 

DemostracLón: 

A/!I es preadltlva por la discusión previa al lema 1.3.1. Toda 

familia finita de objetos en J./!:/ tiene producto y coproducto en .Z/Y, 

por el lema 1.3.4. Por ese mismo lema T es un runtor exacto y por lo 

tanto aditivo. 

Sea r-: TA -+ TB un morflsmo en .Z/!I representado por 

r E Hom,.CA •,BID' 1 con A/A•. 8' E Y. Consideramos el diagrama con-

mutatlvo 

TA ~TB 

TIA'A l l TpBl'B' 

TA' ....!!..+ T(B/B' l 

donde '"'": A• -t A y p818°: e --+ B/B' son canónicos; como O = kerlA'A• 

A/A' = cokerlA'A , B' = kerpBJ'B' Y O = cokerp8J'B' son objetos en !I, por 

el lema 1.3.3 tenemos que TIA'A y TPe/8• son equivalencias en ti/Y. 

Entonces f"' tiene ker {coker) en A/Y si y sólo si Tf tiene ker (coked 

en A/!I, pero Tf los tiene por el lema J.2.3. ·Este mismo lema prueba 

Acl. 1 

U& J.EMA. Sea !/ una s.c.S. de A. Consideramos la sucesión exacta 

corta .en J/!/ 



O~M-!....+N-4P-+0 

Entonces existe una sucesión exacta corta 

r 1 r 2 O ~ M1 --+ N1 --+ P1 _.., O 

en A y equivalencias a:, (J Y 1' en '4/~ tales que el diagrama 

es conmutativo. 

Demostractcin: 

El morflsmo f t:s la imagen en el límite directo de un morflsmo 

r• E" AlM" ,N/N') donde M/M'. N' E Y'. Como Tf' es mono, por el lema 

· t.3.3, kerf ti :/, 

Consideramos los siguientes; q: M' -+ colmf" el can6nlco, 

M1 = colmf', N1 • NIN', f 1: M1 -1o N1 el inducido por f', P1 • cokerf1, 

¡r1: N1 -1o P1 el canónico, a = Tq•(Tl•rwf', f1 • TPNIN' y 1 el inducido 
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CAPITULO 2 

CONCEPTOS DE DIMENSIÓN 

Este capitulo está dedicado a presentar los conceptos de la 

dlmenslón en teorCa de anillos que U!iamos en el capCtulo 3. 

En la sección 2.1 presentamos la dlmenslón de Krult segt'.ln la 

exposición clásica de Gordon-Robson (4). Este es el modelo que seguimos 

en el capítulo 3 para introducir la dlmenslón de longttud /ln!ta. 

La sección 2.2 está dedicada a los módulos crCUcos, concepto 

fundamental para la dimenSl6n de Krull. Esta noción servirá para dar 

una. definición análoga para la dimensión de longitud finita en el' ter­

capitulo. El corolario z.z. 7 es de especial Importancia para el 

capítulo 3; seguimos la prueba de Lenagan (9). 

En la sección 2.3 presentamos los conceptos de desviación y 

codesvlaclón. La noción de desviación es Introducida por Gabriel y 

Rentschlcr (IZI en el contexto más general de conjuntos parcialmente 

ordenados: la apllcaci6n clásica en teoría de. anillos es la dlmensl6n 

de Krull lsecc. 2.IJ. Lemonnler l61 da una duallzacl6n de este 

concepto, introduciendo la codesvlaclón, que no es más que la 

desviación del conjunto parcialmente ordenado opuesto. Es esta manera 

la más natural de presentar la dimensión dual de KruU. La exposlct6n 
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que segulmos aquí es la de Chambless (2) y la original de Lemonnler. 

En 1985 Pouzct y Zagula l 111 introducen una generalización de la 

desviación de Gabrlel-Ri!!ntschler, la r-desvlacfón. Este concepto, al 

cual esta dedicada 13. sección 2.4, mide, con la ayuda de un ordln:il, 

cuánto se aparta un conjunto parch1lmente ordenado dado de la clase de 

!os conjuntos que no contienen ningón subconjunto con un tipo de orden 

representado en r. La exposición que seguimos aquí es la original de 

Pouzet-Zagula. 

2.1 DIMENSIÓN DE KRULL 

~ ·~. Sea M e R-mod; la dlmenstón de Krull de M, denotada 

por KdM, se define como sigue: 

lJ SI M ,,. O, 1'dM • -1; 

IJ) SI u es un ordinal y KdM f u, entonces KdM s::: u si no existe ninguna 

cadena infinita descendente 

M=M0 J:M1 ~M2 ~ ••• 

de submódulos de M tal que Kd(M11'M1•1) f a para 1=0,1,2, .•. 

Es posible que no exista ningún ordinal u con esa propiedad, en 

cuyo caso decimos que M no tiene dimensión de Krull. La dimensión de 

Krull del anillo R. es la del R-mód.ulo regular RR' si ésta existe. 

lJ KdM = .o .... M 
1
es artiniano. 
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3) Kd(Zpm) = O. 

4) Kd(Z(x1,x2, ... ,xnll "" n+l Ir/ n E N (Gordon-Robson (4), pag 60). 

~ ~- Sea M E R-mod y N .:s: M; entonces KdM • suP{KdN, Kd(M/N)}, 

si algún lado existe. 

Demostracl6n: 

Supongamos KdM "" a. Sea 

una cadena descendente en N. Consideramos la cadena descendente en M 

Mi!:.N=iN0 i!:.N1 i!:.N2 i!:..,, 

por lo tanto Kd(M/N) f o: y Y..d(N1/N1•1J f cr. para· toda 1 no pueden 

suceder, as( que KdN :s a.. Sea ahora 

WN = M0 /N i!:. M1/N i!:. Mz!N !!: ••• 

una cadena descendente en WN; como <M1/N)/<M,,,1NJ 111 M¡IM1•1 

entonces Kdt(M¡/Nl/(M¡ofllll) = Kd(M1Ati.1> f a: para toda 1 no puede 

suceder, asl que Kd(Ml,Nl :s ix. 

Hasta este momento tenemos que KdM z máx{KdN, Kd(WN>} par;J. 

cualquier módulo M y cualquier submódulo N de M. 

Para la deslaualdad contraria, sean as ... KdN y az = Kd(M/N)¡ 

usamos un argumento Inductivo sobre fj = mi\x{cx·,. «z}· 

1) SI /3 • o. tmtonccs «1 • O • Clz• es decir, N y M/N son Artlnlanos; 

por lo tanto M es Artfnlano y KdM = o. 

ll)SllJ>O,sca 
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una cadena de1>cendente en M. Consideramos las cadenas descendentes 

M/N • (M0+N)/N z: (M1+N)/N J: tM2+Nl/N z: ••• 

en M/N y N, respectivamente. 

Como HM,+Nl!Nl/uM,.1+Nl/NI tM1+N)/(M1• 1+N1, entonces 

Kd<tM1+N)/(M1• 1+N)) f «z para toda i puede suceder; por le> tanto 

existe n E N tal que J iJ I:'. n - KdllM1+N)/(M1 .. +N)) < «z· 
En forma similar. Kd((M1nNJ/CMa.1nN)) f a.1 para toda no puede 

suceder; por lo tanto existe m e N tal que l i: m ..... 

Kd{(M 1nN1/tMa. 1nN)) < 0:1• 

Sea r • miix{n.m }; entonces 1 l:. r ~ Kd((M 1+N)/(Mh1+N}) < a.2 y 

Kd((M1nNJ/(M1,.1nN)) < a.1• Consideramos la sucesión exacta corta 

O --t M1nN/M,,1f'IN--+ M1IM1.1 ~ M,+NfM1.1+N --+ O 

y observamos que los dos extremos tienen Kd menor que fJ si 1 l:. r. Por 

hipótesis de Inducción aplicada al módulo M1/M1•1 y al submódulo 

M1nN/M¡,,nN , tenemos que Kd(M1/M1•1J • 

máx{KdllM¡nNl/lM1,.1nN)), Kd((M 1+N)/0.11, 1+N))} < IJ. Resumiendo, tenemos 

qUe t z: r ..... KdlM1/M1,.1 ) < fJ, Por lo tanto a. :s fJ,. 1 

;¡.u ]l;QJ!fJlt,. 

KdR a suP{KdM 1 M es un R-m6dulo flnltamente ge~erado}, si algún lado 

existe. 
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Demostraclón: 

Kd(Rfn)) • KdR si ésta existe, por lo tanto KdM s KdR para todo M 

flnltamente generado. Pero R mismo es flnltamcnte generado y así se da 

la igualdad. 1 

~ ~· a) Toda Imagen homomorfa de un anillo R con Kd tiene Kd 

menor o igual a KdR~ 

b) La propiedad de tener Kd e:; Morita-inval"'fante. 

e) SI R es un anillo con Kd y P es un R-m6dulo proyectivo flnit..mente 

generado, entonces EndP es un anillo con Kd menor o Igual a KdR. 

Dcmostraclón: 

al Es consecuencia de la proposición 2.1.3. 

b) Una equivalencia de categorías preserva retículas de submódulos. 

e) Si S i: EndP, entonces existe un monomorfismo de .1!(S), la reticu!a de 

ideales Izquierdos de s. en :l(PJ, la retic~la de submódulos de P. da.do 

por 

1 1-t IP 

entonces KdS :s KdP s KdR. 1 

~ ~ (Gabriel), Todo R-m6dulo neterlano tiene Kd. 

Demostr.ctón: 

Suponaamos que el m6dUlll netcrlano M no tiene Kd. Sea 

Y • {N:sM 1 t.Í/N no tiene Kd}: como M es ncteriano y O lfi Y, podemos 

considerar M' • máx Y. Entonces M' es neterlano, no tiene Kd y todos· 



sus cocientes propios tlener. Kd. Pero como tos ractores propios de M" 

forman un conjuntO. podemos encontrar un ordinal a: tal que KdL < c:t para 

todo L cociente propio de M', Entonces KdM' ~ c:t, lo cual es una 

contradlccion. 1 

Recordemos que si un módulo M no contiene sumas directos 

lnrlnltas de submódulos, entonces existe una cota superior para el 

número de sumandos. En ese caso decimos que M tiene dlmenslón uniforme 

finita. 

~ PROPOSIC!ON: Si M tiene Kd entonces tiene dimensión unlrorme 

finita. 

Dembstractón: 

El resultado trivial si M = o, es decir, si KdM =. -1. 

Supongamos que M un módulo nulo con Kd pero que no tiene 

dimensión uniforme finita, y supongamos que KdM • a es mínima. Entonces 

M ;: U A1 con O :it A1 :s: M para toda i E N. Sea Mn .,. ll AznJ : conslde-

w ~ 

ramos la cadena descendente infinita 

Mo>M1>Mz> .•• 

en M. Cada cociente M11M1, 1 es una suma directa Infinita y 

KdlM1/M1• 1J ~ CL Por la minlmalldad de et, tenemos que Kd{M 1/M101 ) • a., 

Entonces, por la definición de Kd, se tiene que KdM > CE, lo cual es una 

contradicción. 1 



2.Z MÓDULOS CR/TICOS 

~ ~. Sea c:r. un ordinal y M E R-rnod; decimos que M es 

«-cr!Uco si Kd)J "" a. pero KdU• < a: para todo cociente propio M' de M. 

Decimos que M es crltlco si es a.-crltlco para algún ordinal <1. 

~ ~.' Un R-m6dulo M es 0-cr{tico si es simple. Todo módulo 

artlniano tiene submódulos 0-crítlco'l. Es una generallzacl6n de este 

hecho el siguiente 

~ IlQB.tMA, To.do módulo no nulo con Kd contiene un submódulo crí-

tic o. 

Demostración: 

SI M es crCtlco, entonces no hay nada que probar. SI 

critico y KdM • a., entonces existe O 111 M1 s M tal. que Kd(WM1} ::1 a. SI 

M1 es crítico, terminamoso si no, entonces existe O • M2 :s M1 tal que 

Kd(Mz1M1J "" Kd(M1) a a.. Continuando en esta forma obtenemos una cadena 

M • M0 z: M1 z: M2 z: ••• 

de submódulos de M tal que KdCM11M1•1) • a para i • 0,1,2, .... 

Como KdM = a:, esta cadena debe terminar: 
0

pero s6.lo puede terminar 

en un subm~ulo «-crCtlco de M. 1 

~ J.&Y!. SI un m6dulo M tiene una cadena descendente Infinita de 

subm6dulos 
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M • M0 > M1 > M2 > M3 > ••• 

y una cadena ascendente Infinita de submódulos 

o co A0 < A1 < A2 < A:i < ••• 

tal que, para cada 1 z: O, 

(1) 

entonces M no tiene Kd. 

Dl!mostracfdn: 

Sea O • Í A1,.P.,t 1• Demostramos que (1) se verifica en MIB. 

l•I 

M1M 1•1 S: A1+M1.p lo cual es una contradlccl6n. Por Jo tanto, sin 

p~rdJda de generalidad, podemos suponer que 8 ~ O, 

Como M tiene Kd, tiene dlmemlón uniíorme finita (teorema 2.1.7), 

asi que podemos escoger n tal que la dimensión uniforme de M0 sea 

mínima, Como, por (1), MnnAn•I ~ O, tenemos que Mn ::! (MnnAn•I} e Mn•I , 

y por lo tanto 

lo cual es una contradicción. 1 

~ EQB..E.Mb.. Sea M un módulo con Kd }'.. e un ordinal Hmlte tal qur 

existe una cadena ascendente Infinita {A;\ 1 ;\. < e} de submódulos de M 

tal que M .. U AA • Supongamos que para un ·ordinal fijo a, se cumple 

>« 
Kd(A"-) :5 a para todo A < c. Entonces Kd~f ::s a, 



Demostractólll 

Supon1amos que KdM +: a:; entonces existe una cadena 

M.,. Mo > M1_> M2 > M3 > ••• 

en M tal que Kd(M1/M-.i) 2: ot para toda i""O, l,Z, ••. Tenemos que M " M1, 

A.,_ f M1 para alguna A, y. sin ~rdlda de generalidad, A.1 ~ M1. Por lo 

tanto, con A0 = O, A1nMo $ Ao+M1• Supongamos entonces que para Q:1l::1n-1. 

se cumple que· M1nAl+I $ A1+M1w Si Yn ' A,.•Mn•J para cada J ~ l, 

entonces M,.•J-I s;; An+Yn.1 , asC que Mn•J-1 = (Mn•J-lt\An)+Mn•J' Por lo 

tanto (Mn•J-11'tn+Jl a (Mn•J-1n.A,.)/(Mn.f'Anl. Consideramos la cadena 

AnnMn > AnnMn•I > AnnMn•Z > "' 

en donde todas los cocientes tienen Kd ~ a:, lo cual contradice el que 

sin pc!rdlda de generalidad, que M,. $ An•Mn•I" Como Mn • Mnn( U Ai'.)• 

A<c 

existe una A > n tal que MnnAi'. ~ An•Mn•ti sin ~rdlda de ¡eneraHdad 

supangamos que Mwi""-n.1 ~ An+Mntl' Tenemos ent.onces que para toda n, la 

condición (l) del lema Z.Z.4 se cumple, lo cual es una contradiccl6n a · 

que KdM existe. Por lo .tanto KdM :l CL 1 

~ Q282J.a,BIQ. Sl un módulo tiene Kd y es suma di! submódulos que 

tienen Kd ::1 u., entonces KdM :s IL 

Demostración: 

cada módulo coclentC no nulo de M contiene un submódulo no nulo 

de Kd :s IL Por lo tanto podemos construir una cadena ascendente 
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{AA 1 A!!lr} de submódulos de M tal que M = Ar , para cada A, 

Kd(AA+11AA) $ a:, y para cada ordinal Hmite A, A'Jt. • u A~. SI KdM f et, 

•<~ 
sea e el menor ordinal tal que Kd(Ac> ~ et; el teorema 2.~.5 Implica que 

e no es límite. Entonces Kd(Acl • máx{Kd(Ac/A¡:.1),KdlAc.1>} :s et, lo 

. cual es una contradicción. 1 

1'U ~· Sean M un R·m6dulo con Kd y u un ordinal. Entonces M 

tiene un submódulo máximo con respecto a la propiedad de tener Kd menor 

6 Igual a"· 

2.J DESVIACIÓN Y CODESVIACIÓN 

t2.l ~- Sea (P,:s:J un c.p.o. La desvLac!ón de P, denotada por 

devP, está definida inductivamente de la siguiente manera: 

a) dcvP = -1 si :s es el orden discreto en P, es decir, si para 

cualesquiera a y b E P, se tiene que a • b. 

b) SI a es un ordinal, suponemos que Ja desviación ha sido definida 

cuando ésta es menor que ct. Decimos que devp • et si 

IJdevP~«,y 

11) Para toda suceslóri decreciente x1 ~ x2 ~ x3 :t. ••• 

en P, existe un número natural n tal que 



si 1 it. n. 

SI no existe nlngtln ordinal con esa propiedad, decimos que P no 

tiene desviación. 

Es consecuencia Inmediata de la definición anterior la siguiente 

~ PROPOSICIÓN. SI devP .. cr. y /3 < a, entonces existe una sucesión 

decreciente x 1 it. Xz !: x3 !: ••• en P tal que dev(x1•1,x1J z: (J para toda 

1 EN. 

~ ~. La codesvlaclón de P, denotada por codevP, está 

definida por codevP • dev(pºP). si ésta existe. 

~ ~. Sea M un módulo y sea .!{M} la retícula de submódulos de 

M (ejemplo 1.1.2.4). Entonces 

11 M es artlnlano ... KdM = O ..,. dev(.!t(M)l "" O. 

2) M es neterlano - codev(.!(MJ) "" O. 

3) En general, KdM = u •• dcvU!(M)J = a.. F:sto nos da la justificación 

para la siguiente 

~ ~· sea M un módulo y a. un ordinal: la dúnenslón dual de 

KruU de M, denotada por dKdM, est;i dada por dKdM • codev(%{M)), si 

ésta existe. 

¡¡.;w;~. 

1) dKdZ = o. 



2) dKdCZ,..> ~ l. 

Sea P un c.p.o.; consideramos los slgulent~ subconjuntos de p2: 

D(P) = { (e,e") e p2 1 e :s e• }• 

D_1(P) ,. { (e,~") E D(P) 1 e = e• }• 

D0(P) "" { Ce, e•) E DIPI 1 le,e') es Artlnlano } y, para ur, ordinal a, 

0 4 (Pl = { (e,e• J E D(P} 1 V {e'a:.x1z:x2i!: ... z:xnz: ••. z::e) S:: P. 3 r E N tal 

Observamos que 

que n z: r - Cxn•l•~nl E LJ D13(PI }· 

~<u 

También observamos que, como P es un conjunto, existe un ordinal 

( tal que O((P) = D¡;,1(p) ""' .... De esta forma dcvP .. a .... Da;CP) = D(P) 

y Cl es el menor ordinal con esa propiedad. 

~ l&MA· Sea P un c. p.o. y se:a (e' ,e") E OIPl\Du,1lPI; entonces 

existe e E [e' ,e"J, e' • e • e", tal que (e' ,e) • 0 4 , 1(PJ Y 

le,e"l « D4 CPJ. 

Demostración: 

Como (e' ,e.''.l 11! Da.,1CPJ, entonces existe una suces16n decreciente 

e" a:. x 1 il:. x 2 a:. ••• z: Xn 1:. ... z: eº 

en P tal que V n0, 3 n ~. n0 con (Xn•l•xnl ti. U O~(P), en particular 

13<a+I 

·cxn•t•Xnl tf. O«(PJ; por lo tanto existe una sucesl6n de índices 



n1 < nz < n.:1 < .•• tales que Cxn
1
+1,xn

1
1 f DaJPJ para toda f. Tomamos 

e"" xn1t así que (e• ,e) ti! Da..1CPJ y (e,e") ti! Da,(P). 1 

~ ~ (Lemonnler). Sea P un c.p.o. Entonces devP existe sl y 

s61o si codevP existe. 

Demostraclón: 

Sea codevP .. a.: probamos por rec:ursl6n tranSrinlta que devP 

también existe. 

Supongamos devP no existe: entonces existe un ordinal fJ tal que 

Da(P) "' DJJ.1CPJ #o D(PJ. Sea Cepe1' J E DCPJ\.I}p(P), por lo tanto, por el 

(e2,e1 '} f D13(P). Por el mismo lema existe e3 E le2,e1 • J tal que 

e2 < e 3 < e 1 • y (e2 ,e3 ) Y (e3 ,e1' l ti! DJJ(P). Continuando de esta forma 

obtenemos una sucesión creciente en P 

tal que len.en.al tt Dp(P). 

Por otro lado, como codevP • a:, existe una r e N tal que n ~ r _. 

codev(en,en•t) < a.. Por la hipótesis de Inducción, dev(en,en•ll existe 

si n ii!: r y por lo tanto (en,en•ll pertenece a alatln D¡.CPI; observamos 

que 'T :s 11 forzosamente, Jo cual contradice el que (en,en+i> tf Dp(P). 

La Implicación recíproca puede ser probada considerando Ja 

retícula P11
P. 1 

Es una generalización del teorema de Gabriel (teor. 2.1.6) el 

siguiente: 



~ COROLARCO. Todo c.p.o. net~rlano tiene desviación. 

Z.4 1-DESVIACIÓN 

Zd:.! ~- Sea r una familia de tipos de orden tal que 1(7} ~ 3 

para todo 7 E r y sea P un c.p.o. Definimos la i-desvlact6n de P, 

denotada por fdevP, Inductivamente de la sl¡ulente manera: 

(1) rdevP = O sl nlngU.n tipo 1' E r se sumerge en P, decir, si no 

existe ninguna función creciente f: 7 ___, P con 7 E r. 

(21 Sea a. un ordinal; suponemos que ha sido definida ta r-desviaclón de 

un c.p.o. cuando ésta es menor que ex. Decimos que fdevP = a. si 

al rdevP t a, 

b) para todo 7 E f y para toda función creciente f: 7 -f> P , 

existen a y b E 7 tales que a < b y fdcvlf(a),f(b)I < ex. 

SI no existe ningún ordinal con esta propiedad, decimos que P no 

tiene r-desviaci6n. 

Denotamos por 11 al tipo de orden de Ja cadena Q de los raelo-

na.les. Si P es un c.p.o., decimos que P es dlspersado si no existe 

ninguna. función creciente Q --t P, es decir, si P no tiene nlngun sub-

conjunto con tipo de orden °ll· 

SI p E P, denotamos por lp,.+) y por l+-,pl a {x._ E P 1 p :s X} y 

{x E P 1 x :s p}, respectivamente . 
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z...!,l l&MA· Sean p y Q dos c.p,o.. SI P tiene r-desvlación y Q se 

sumerge en P entoñces Q tiene también r-desvlacl6n y rdevQ :> rdevP. 

Demostración: 

Sea rdevP "' ci. Usamos un argumento Inductivo sobre a. 

il SI a = O, nlngun tipo de orden en r se sumerge en P. Por lo tanto 

ningun tipo de orden en r se puede sumergir en O y as{ rdevQ • O. 

iJl SI a > O, sean r e r y f: r --+ Q creciente; si g: Q -+ P ere-

ciente, entonces g•f: 7 --+ P es creciente y por lo tanto existen a y 

b E r tales qUc a < b y rdevl<g•f)(a),(g•f)(b)} < ci. Como 

l<g•fl(a),(g•fHbll es Isomorfo (bajo g-1) a lfla),f(bl), tenemos que 

rdevlrta),f(b)J < u y por lo tanto rdevO :s u. 1 

~ ~. Sea r una familia de tipos de orden tal que l(y) a: 3 

para todo 7 E r y sea P un c.p.o.. SI P es dispersado entonces P tiene 

r-desvlacl6n. El recíproco es cierto sl r contleñe un tipo de orden 

numerable. 

Demostración: 

SI para todo r ii& r y para toda función creciente f: 1' --+ P. exis-

ten a < b E '1 tales que {f(a),f(b)) tiene r-desvlacl6n, entonces, para 

ci "' sup {rdevlx,yl 1 x < y E P y rdevlx.y) existe}. se tiene que P 

tiene r-desvlaclón y rdevP :5. a+l. 

Por lo tanto podemos suponer que existe un 7 E r y una función 

creciente f: 7 ~ P tal que para toda a < b E 7, (f(a),f(b)l no tiene 

r-desvlaclón. Por el lemR anterior, lf(al,-*1 y {.-,f(b)) no tienen 
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r-desvlaclón. Como l(1J :r:; J, entonces existe un elemento de P. digamos 

X1/2 • tal que h-,X1nl y IX1n•-+J no tienen r-desvlaclón. 

Sean Pu4 = l+-,X1nJ y P:y4 .~ (x1n,-+f, Jgual que arrlbll., existen 

x 1,..4 e P1,14 Y x3,..,. E P:v-t tales que los subconjuntos (+-,x 1,..,.l y 

Continuando de esta manera construimos una cadena de tipo lJ en P. 

Para el rceíproco, suponemos que r tiene un tipo de orden 

numerable. Si P no es dispersado entonces tiene un.i cadena de Upo 71. 

Para demostrar que P no tiene r-desviación, por el lema anterlOr basta 

probar que Q no tiene r-dcsvlaclón. 

Supongamos que Q tiene r-dcsvlaclón y sea rdevC • «. Sea 7 E r 

tal que 1(7) :s tto· Como 7 :s lJ entonces a > O. Por lo. tanlo para toda 

ÍUOción creciente f: 1 .._, Q existen a ( b E f tilles que 

devff(a,r<bJJ < a.; por olro lado lJ :s fí(a).í(b)J y por lo tanto, por el 

lema anterior, tenemos rdevO < a:, Jo cual es una contradicción. 1 

~~· 

1) SI r • {c..•}. entonces rdevP IQ devP (prop.2.4 (llJ). 

2} Si r ., {c..}. entonces rdevP "" codevP. 



CAPITULO 3. 

DIMENSIÓN DE LONGITUD nN1TA. 

En este capítulo, el más Importante de este trabajo, Introducimos 

el concepto de la dlmensL6n de longltud ffntta para un R-m6dulo. 

En la sección 3.1 estudiamos las propiedades baslcas de: esta 

dimensión siguiendo e) modelo de Gordan-Rob!lon [41 expuesto en la 

sección 2.1 para lci dimensión de Krull. Asimismo· estudiamos las 

relaciones existentes entre esta dimensión. la de Krull y la dual de 

Krull, generalizando el teorema de Lemonnler (teor. 2.3.8). 

En la sección 3.2. damos una definición de subcategoria de Serre 

construCble e Introducimos una operación entre este tipo de subca-

tegorias. ltsto nos permite obtener más información sobre la categorla 

de módulos con dimensión de longitud finita dada, Con esta herramienta 

profundizamos en las relaciones entre las t;es dimensiones en et caso 

finito. 

En la seccl6n 3.3 damos la definición de módulo /1-cr!tlco y de 

serles de composLclón fl-crctLcas para un m6du1o con dimensión de 

longitud finita, probamos' que todo módulo con fld tiene serles de 

composición fl-crítlcas y damos un teorema de unicidad semejante al 

teorema de Jordan-HDlder-Dedeklnd, asf cOmo un resultado análogo al 
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teorema de la dimensión. 

J,1, PROPIEDADES Y· RELACIONE:S BASICAS. 

~ ~. Sea M E R-mod y a un ordinal. 

La dlmenstdn de longitud ffnfta de M, denotada por rldM, está 

definida de la siguiente manera: 

ll fldM ... -1 si M a O; 

2) SI u es un ordinal y fldM ~ a, entonces fldM .. « si 

l) No eoxlste ninguna cadena de submódulos 

O = M0 :s M1 :s M2 ::s ... 

en M tal que fldlM1/M 181 ) t a para toda 1, E N. 

11) No existe nln¡una cadena de submódulos 

M • u;, z: Mj 1: MZ i!: ••• 

en M tal que ftdlMjlMj.1> t a: para toda j E N. 

SI no existe ningún ordinal con esta propiedad, decimos que M no 

posee dimensión de longitud finita. 

La dimensión de Jon¡Jtud finita del anillo R es la corres-

pondlente del R-módulo regular RR' si ésta existe. 

Observamos que, para M E! R-mod, fldM • (c.i•,c.i)devU!{M)}. 

· U fldM = O ... M es de longitud finita. 

2) fldZ = l. 



~ TEOREMA. SI M e R-mod y NsM, entonces fldM ""' máx{fldN, fld(M/N)}. 

si algún lado existe. 

Demostra.cl6n: 

Supongamos que fldM a 7. Sean 

N=-Nóa:Njit:Niit: ••• 

cadenas en N; éstas son también cadenas en M y por lo tanto 

rtd(N1/N1_1) f '1 para toda 1 no puede suceder, Y fldfNj!Nj,1) ~ 1 para 

toda j no puede suceder; asf que fldN :s 7, Sean ahora · 

O • (Mo/Nl • (M1/NJ • (Mz"N) • ••• y 

M/N = (Mó/N) a: (Mj/N) it: (M2/Nl it: ••• 

cadenas en M/N, entonces fld((M1/N}/(M1_1/NJ) .., rld(M11M1_1J ~ 7 Para 

toda 1 no puede suceder, y fld((MjlN)/fMj, 1/N)) ""· rtd(Mj1Mj. 1J ~ '1 para 

toda j no puede suceder; asf que fld(MIN) :s 7. 

Tenemos hasta es'te momento que fldM a: má.x{fldN, fld(M/Nl} para 

cualquier módulo M y cualquier submódulo N de M. Recíprocamente, sean 

7 1 i:i fldN y 1 2 -"' fld(M/NJ; usamos un argumento Jdductlvo sobre a ""' 

máx{71, 12}- Sean 

O•Mo:s:M1:5M2:s ••• y 

M'a MQ z: Mi i!: Mi it: ••• 

cadenas en M. Consideramos las cadenas 

O "" (M0+NJ :s (M1+N) s (M2+NI ::s ••• y 



(M+Nl os CM¡)+N) 1; CMi+N) 1= (M2+N) i: ••• 

en M/N; entonces fld({M1+N)/{Ml-l+N)) t 7z para toda 1 no puede 

suceder, y fld{(Mj+N)/(Mj.1+N)) t '1:z para toda j no puede suceder; por 

lo tanto existe n cr N tal que 1 i!: n _,. rtd((M1+N)/(M1_1+N)) <
1 

12 Y 

fld((Mj+N)/(Mj.1+N)) < 7 2. También consideramos las cadenas 

o m CM,nNl s IM1nNl s IM,nNl s ••• y 

N = IM¡,r>Nl • !MlnNl • !Mif'Nl • .•• 

en N; entonces fld((M1nN)/(M1_1nN)) f 7 1 para todo 1 'no puede suceder, 

y fldlCMjnN)/(Mj.1nN)) t 1 1 para toda j no puede suceder; por lo tanto 

existe m E N tal que 1 1; m - fld((M1nN)/(M1_1nN)) < 7 1 Y 

fldl<MjnN)/(Mj.1nNJl < y1• 

Sea r = máx{n. m}: entonces l il: r _,. fld((M1+N)/(t.;l1• 1+Nll < 7 2 , 

fld((M1nN)/(M1_1nN)) < 7 1 , fld((Mi+N)/(Mj.¡+N) < '12 Y 

fld((MjnN)/(Mj.1nN)) < 71• Consideramos la sucesiones exactas cortas 

o -lo M1nN/u,_,nN -+ Mi/u,_, __. M,+N/M,_,+N ......¡, o y 

o __,. MjnN/u¡.,nN ......¡,. Mi/u¡., _,. Mj+N/M¡;,+N -+ o 

y observamos que, en ambos casos, los dos extremos tienen ftd menor que 

c5 si 1 z: r. Por hlpót~sts de lnduccl6n aplicada al módulo M1IM¡_1 y al 

submódulo M1nN/u
1
_

1
nN , 6 bien al módulo Mj/Mj.1 y al submódulo 

MjnN/Mj.,nN , tenemos que 

ftdlM1/M1_1J = max{fld((M1nNJ/(M1_1nN}), fld((M1+N}/(M1_1+N))} < iS Y 

fld(Mj/Mj.1) = máx{rtdUMjnN)/{Mj.1nN)), fld((M¡+NJl(Mj.1+N))} < a, si 

1 i:: r. 

Resumiendo, 1 ~ r - fldlM1/M1_1) < a y fld(Mj/Mj.1) < 6. Por lo 

tanto r ::s a. 1 



;!.!.! COROLARIO. 

fldR = sui{rtdM f M es un R-m6dulo flnitamente generado}. si algl)n lado 

existe. 

Demostración: 

fld(R1"1) • fldR si ésta. existe, por lo tanto fldM .:s fldR para 

tob.o módulo rtnltamentc generado M. Pero R mismo es finltamente 

generado y asi' se da ta Igualdad. 

;lJ.á ~. sup-{rtdE(Sl 1 S ~s R-módulo simple} "' 

supÍfldM 1 M es R-módulo finitamcnte cogenerado }• sl algün lado existe. 

Demostracldn: 

Si M es flnitamente cogenerado, existe un monomorflsmo 

M ,...._. n E(S1J donde 5 1 es un R-módulo simple .para toda l = 1,2, •.. ,n; 

la proposicl6n se sigue coma en el corolario anterior. 

Nótese que esta proposición también es cierta para Kd y para dKd, 

ll,..g :r&QB&.YA. a} Toda lma¡en homomorfa de un anillo R con fld tiene 

fld menor O Igual a fldR. 

bl La propiedad de un anillo de tener fld es Morita-invarlantc. 

· e) Si R es un anll1o con fld y P es un R-m6dulo flnltarnente generado 

proyectivo, entonces rtd(EndP) :s fldR. 



Demostracl6n: 

En forma análoga a la proposición 2.1.S. 1 

~ ~ Para M E R-mod son equivalentes: 

a) KdM existe. 

b) dKdM existe. 

e) fldM existe. 

Demostración: 

La nquivalencia entre al y b) es corolario Inmediato del teorema 

2.J,8 Probaremos b) - e) - a}. 

bl -. ch Supongamos dKdM = Q'. y KdM .. 13; sea T '"' máx.{ tx+/1, fJ+ot. }• 

usamoo:; un argumento Inductivo sobre ,.. 

il si ,. • O, M es neteriano y nrtiniano simultáneamente y por lo tanto 

es de longitud finita y asi" rtdM a o. 

llJ si 7 > O, sean 

OaM0 :sM1 :sM2:s ••• y 

M = Mó i?; Mj z: MZ ¡: ••• 

cadenas en M; como éstos son submódulos de M, entonces, para toda 1, 

Kd(M1/M1_1} :s /3, Kd(Mj/Mj .. 1) :s fJ, dKd(M1/MH) ::s a. y dKd(Mj/Mj.1) ::s a., 

pero podemos tomar una n E N tal que 1 2:. n -. dKd(M¡/M1_1} < ex y 

Kd(Mj/Mj_1 } < /J,: por lo tanto, si 1 i?: n, entonces se tiene que 

max{dKdCM11M1_1l+Kd(M11M1_1!,KdCM11M1_1)+dKd(M11M1_1 } < 7 Y 

'máx{dKdCMjlMj.1J+Kd(Mj/Mj.1),tcd(MjlMj.1J+dKd(Mj/Mj.1)} < l' De esta 

manera, por hipótesis de Inducción, para 1 i: n, se tiene que 



fld(Ml/Mj. 1) existen. Sea lJ un ordinal tal que 

fld(M1/M1_1) ~ 11 y rtd(Mj/Mj.11 ::S 11 para todo 1 z: n. Por lo tanto fldM 

existe y fldM ::S .,. 

e) - a): Sea fldM .. o:, usamos un argumento Inductivo sobre, a. 

il sl a: • O, M es de longitud finita y por lo 'tanto artJnlano, así que 

KdM •O. 

ll) si a. > O, sea 

una cadena en M; como fldM = a. Entonces existe n E N tal que 

1 ~ tt - fld(Mj/Mj_1J < a. Entonces, por hipótesis de inducción, 

Kd{Mj/Mj_1J existe si i z: n; como antes, 1J un ordinal tal que 

Kd!Mj/Mj_1J ::S lJ para todo i 1: n, por lo tanto Kd>.t :$ 71. 1 

;L1J! ~- Si una de las tres dimensiones de M existe t!Otonces 

máx{ KdM, dKdM } ::S fldM ::S máx{ KdM+dKdM,dKdM+KdM ). 

Demostración: 

Notamos r.n la prueba de Ja lmplicaci6n (b - el del teorema 

anterior que 11 :$ 7. 1 

3.Z. LAS CATEGOR! AS A« , Na: Y Lu· 

Par-a a: un or-dlnal, consideramos las slEtJientes subcategorías de 

Serre de la categorfa R-motJ: 



Aet ., {M E R-mod 1 KdM < «}. 
Ha ... {M E R-mod j dKdM < a:} y 

La: • {M E R-mod 1 fldM .< a:}-

Así por ejemplo, •o = H0 = L0 .. {o}. M E A1 ... M e~ artlnlano, 

M E 1-41 .,. M es neterlano y M E L1 - M es de longitud finita. 

Observamos que L1 = A1~1-

~ ~. Sea 'P una propiedad tal que 

P = {M E Obj(f:) J M satisface 'P} es una s.c.S. de 1: para toda categoría 

abellana G'. Decimos entonces que P es una subcategoria de Serre 

construíble, 6, en forma breve, una s.c.S.c. 

~ ~. •cr.· Ha. y La• para todo urdlnal a, son s.c.S.c. 

Aunque la dl'!flnlción de s.c.S.c, está dada para categorías 

abellanas en general, aquí estamos Interesados Principalmente en las 

s.c.S. de R-mod dadas en el ejemplo anterior. 

Además de las operaciones usuales de unión, V, e Intersección, 11., 

entre subcatcgorí~s de Serre, definimos otra operación, la operación 

dos puntos ( : J. 

~ ~. Sean U y T s.c.S.c., ~ una categoría abcllana y 

t/Ju: t;' --+ t:/u el funtor •Canónico en la categoría cociente; .entonces, 

·para Me 1:1 

M E (V:T) .,. \tufM) E T. 



~ ~. Aa.+I .,. (Aa,:A1), Ha.+1 ., {Ao:,:A1), La.+t • (La:L1), para 

cualquier ordinal «. 

~ JEQB.EM.d. SI U y T son s.c.S.c. entonces {U:T) también lo es. 

DemostracLdn: 

Sea 

0--+L_.M~N_.O 

una sucesión exacta corta en t:. SI L, N E (V:T), entonces c/luCLJ y 

i#'u(N) E T, pero ~u es exacto, así que la Gucesl6n 

es exacta; como T es de Scrrc, c/lu(M) E T y por lo tantq M E <U:T). 

Rcclprocamcntc, si M e: (U:T), entoncc5 9u(M) E T: como T es de , 

Scrre, c/lu(L) y ~u(N) E T, as{ que L y N E (U:T). 1 

U&. J.tMA. Sea {so:.}a:el una ramilla de s.c.S.c. de R-mod. Sean K1 las 

clases en R-mod definidas de la sl¡ulente manera: 

y, para 1 > l, 

K1 :a u Sa:, 

••• 

K1 • {M 1 3 O -+ L -+ M -t N -+ O suc. ex. con L y N ti K1~i}· 

Entonces ~J Sa:. .,. LJ K1• 

!di 



Demostracl6n: 

Sea U aUK1. Primero probamos que U es una s.c.S. Sea 

O~L-+M-+N-+0 

una sucesión exacta corta en R-mod. Supongamos-que M e U; entonces 

M E K1 para algutia l. usamos un argumento Inductivo sobre l. 

1) SI i .,. l, entonces M e LJ s. , así que M E 5 110 P8:ra alguna x0 E r; 

xor 
pero S

110 
es una s. c. S., entonces: L y N E S

110 
e; U. 

ji) SI i > 1, entonces existe una sucesión exacta corta 

O -to M' -+ M -+ M'' -+ O 

tal que M' y M!' E KH. Sean A y B el producto flbrado y la suma 

fibrada, respectivamente, en el diai¡rama conmutativo completado con C y 

o o o 

1 1 1 
o-) A -. u·~ e--+ o 

l l l 
0--+L---tM~N--+0 

l l l 
O --+ O --+ M" -. B --+ o 

l l l 
o o o 

Tenemos eqtonccs que M• y M" • K1_1 S: U, así que, por hip6tcsls 

. de lnduccl6n, A, 9, C y 0 E U, digamos A E Kn, 8 E Km, C ~ KP y O E Kq• 

Como Kr e; K. si r ::s: s, entonces A y O E Kz• donde z = máx{n. q}, B y 



C E K.., donde w • máx{m, p}; de esta manera l. E Ky.1 y N E Kw•I• y pór 

lotantol.yNEU. 

Supongamos ahora que L y N E V, digamos L E 5'11 y N E Km: como 

arriba, L y N E K,; donde z = máx{n. m} y por lo tanto M E, K~. 1 S:: V. 

A continuación probamos que ~rs• = V. ·c1aramente s. " K1 s:; V 

para todo x E r y por lo tanto ~rsJC s; V. Reclprocnmente, sea s una 

s.c.S. tal que Sic s; S para todo X E r y sea M li U,. digamos M E K 1. 

Usamos un areumento inductivo sobre i 

O SI i a J. entonces. M E K 1 .. U s. s; s. así que M E S. 

xer 

iiJ Si i > 1, entonces existe una sucesión exacta corta 

o-L-+M-j.N_.O 

tal que L y N E K1•1: por hipótesis de Inducción, L y N E 5, que es una 

s.c.S., entonces·M E S. Por el teorema 1.1.3 hemos probado que 

U • A Is 1 S es s.c.S. y s. i; S V x¡¡r} • V SJC. 1 l" xer 

Damos a continuación algunas ·propiedades bisicas de la operación 

~ ~· Sean U, T y S s.c,S.c. Entonces 

a) T S:: S - (U:T) ~ (U:S). 

b) UvT S:: (U:T). 

e) ((U,Tl:Sl • (U,(T>S)). 

d) (U:TAS). = (U:T)A(U:S) y (Ui\T:S} ,.. (U:S)A(T:S), 

e) (lJ:TvS) = (U:TJv(U:S). 



Demostracldru 

Para cualquier s.c.S. H en esta prueba, sea •w R-mod __. R-mod/H 

el funtor canónico en la categoría cociente. 

B.) Sea M e [U:T); como T S S, tf>uM e T - f>uM E S, ,esto es, 

ME (U:S). 

b) Sean K1 las clases definidas como en el lema :J.3.6 para UvJ. Si 

M e UvT, entonces M E K1 para alguna I; usamos un argumento Inductivo 

sobre l. 

1) SI 1 • 1, entonces M E OUT y por lo tnnto M e U 6 M E T. SI M E U, 

entonces 4i0M = O e T; si M e T, tf>uM = M E T. En ambos casos M E (U:Tl. 

iU SI l > 1, entonces existe una sucesión exacta corta 

0-tL-tM-tN-+0 

tal que L y N E K1_1; como L y N E U v T, por hipótesis de Inducción, L 

y N E (U:l), que es una s.c.S., así que M E (U:T). 

e) N6tese que 4i¡umM ""' O -. M e (U:T) ... tf>uM e T ..,. (~yºt/>ulM = O; De 

aqui tenemos que M e. (U:(T:S)) ... {~·•u>M e S ... 'tf's••T••u>M = O ... 

ME C!IHl:S). 

d) Para la primera afirmación, M e (U:TAS) ... itiuM E TAS - tf>uM e T y 

~uM e S ..... M e IU:T}A(U:SJ. Para la segunda afirmación, M e (U1'T:SJ ... 

t\J"yM E S ... f/>uM E S y ~M E S ... M e (tJ:S)l\(T:S). 

el Sean K1 y PJ las clases deílnldas como en el lema :J,3.6 para TvS y 

(U:l)v(U:S), rr.spectlvamente, y sea M e (ll:TvSJ; entonces f<uM E K1 para 

al¡una i. Usamos un argumento Inductivo sobre l. 

· iJ SI 1 =- l, entonces ~M E TuS. así que ~M E T ó ~uM E S, esto es, 

M 11i (ll:T} 6 M E (U:S) y por lo tanto M E (IJ:T}u(lJ:S) ' tv:t)v(U:S), 

ill SI 1 > 1, entonces existe una sucesión exacta corta 

.. 



O~•uL-+•uM;•uN~O 

tal que •uL y •uN E K1_1. Como L y N E (U:TVS), por hipótesis de 

Inducción tenemos que L y N E (U:T)v(U:S) que es una s.c.S., por lo 

tanto M E (U:T)v(U;S). 

R~lprocamente, sea M E (U:T)v(U:S), entonces M E PJ para alguna 

J. Usamos un argUmento Inductivo sobre J. 

l) Si j "" 1, entonces M E <u:Tlu(U:S) y por lo tanto M E (U:T) 6 

M F.. (U:S), esto es, •uM E T ó 4ttJM llli S; entonces ~M l'l TVS ' TVS, así 

que M E (U:JVS). 

ll) SI j > 1, entonces existe una sucesión exacta corta 

tal que L y N E PJ-1' Como L y N E (U:T)v(U:S), .por hipótesis de 

Inducción ienemos que L y N E <u:TvS), que es una s.c.S.; por lo tanto 

M e IU•TVS). 1 

Demostracfón: 

Sea S "" A1vflr Afirmamos que S '"" (A1:N1)1\(N1:A1). Sea 

fN1: R-mod -+ R-mod/N1 el funtor canónico en la Categorra cociente, 

Sea M fi (A1:frf1)1\(N1:A1l: como M E (A1:N1), ~1M es artinlano. Supon­

gamo; que M e A1Vli1; sea Y = {N .:s. M J N e A1vtt1}, entonces !I • + pues 

M E !l. Sea "1f
1
M' un elemerito mínimo de ~· tenemos que M' e A1vtt1, 

· M' .:s. M y si N .:s. M, entonces 

1) M'/N • N1 6 



Reemplnzamos M p.Jr Mº 

Sea l/IA
1
: R-mod ~ R-mod(•i el funtor· natural en Ja categoría 

cociente. Como M E (A1;H1), "1,.
1
M es neterlano~ sea 

:r = {N :s M 1 M/N .: A1vt11} entonces Y' • 4i Pl.Jes O E Y'. Sea l/IA
1
M' un 

elemento má.>Clmo de .¡,,_
1
Yº; tenemos que M/M' .: l.1vtl1, Mº :s: M y si 

Mº :s N :s. M, entonces 

2) NIM' E A1° 

Reemplazamos M por M'. 

De esta manera M tiene las siguientes propiedades: 

M tt A1vfl1, Y sJ N :s M, entonces 

1) M/N E N1 6 N E A1vH1 Y 

2) M/N E A¡vW¡ ó N e A¡• 

Sea ahora K :s. M el submódulo artlnlano máximo de M, el cual 

existe por el corolario 2.2. 7: entonces M/K no tiene submódulos artl-

nianos. Notamos que M/K • A1vtt1: de otra manera K E A1 y M/K E A1vtl1 

implicaría M E A1vtf1, Jo cual no es cierto. 

Reempla:za~os M por M.IK., y éste íaltimo tiene las mismas 

propiedades que M y, además· no tiene submódulos artlnianos. 

SI N < M entonces N tr A1 _,. M/N E A1vtl1 .,. N tr A1\lfl1 - M/N ti N1• 

Sea 

·una cadena ascendente en M. De lo a~terJor tenemos que MIN1 es 

neterlano y por Jo tanto la cadena 



. O 111 N1/N1 :s N2/N1 :s .... 

en M/N se estaciona, digamos N¡r1N1 = N110/N1 para todo k ;!; k0: entonces 

N11: ,,. N110 V k z: k0 y ésto implica que M e N1 S: A1vtll' lo cual es una 

contradicción. 

Recíprocamente, del teorema 3.3. 7 tenemos que A1vN1 i; (A1:N1) y 

A1vN1 s; (N1:A1); entonces A1vH1 S: (A1:N1)A(N1:A1) Y así hemos probado 

la afirmación. 

Finalmente, como L2 .. lL1:L1J, tenemos que 

l.z = (A1J\tl1:N, .... •,> ,. ta,:A,:tf,IA(N¡:A,:N,I • Az"(l¡:N,)/\(N,:A,lhtlz -

~SAHz .. ~(A1'Vfl1 )1\fiz y ésto completa Ja prueba. 1 

Demostracldn: 

Sea M G l•~11(A¡vtlJ), entonces M E A1~J para todo l+J a k. Sean, 

como en el lema 3.3.6, las clases 1,¡Kn definidas co~o sigue: 

l,JKI"" A1uflJ 

y, para n > 1, 

l,JKn = {MI 3 O -t L -+ M -+ N -t O suc. ex. con L y N E 1,JKn-i} 

de esta manera A1vHJ = U 1 •1~ y ésto sucede para toda pareja de 

sub Indices 1 y j tales que I+ j = k. 

Entonces Pct:rª todo l-t:J = k, 3 n,. E N tal que M E 1,,Kn,. y tomamos 

n,. mínima con esa propiedad. Sea m = Í t1r (nótese q.~c esta suma es 

finita y que m .~ k+I), Usamos un argumento lnductl~o sobre m • 

.. 



1) SI m = k+I, entonces nr = 1 V l+J e: k, as{ que M e l,JK1 .., A1!.MJ 

para todo J+j ,.. k; pero existe 10 tal quti M lli A10-A10_1 (1 0 > O), y sea 

Jo ""' k-10: tenemos M e (1 10_ 1~.Jo•l)-A 10_,. asf que M E r.10•1 y ésto 

implica que M E A10J\1410•1 Si; l•~k•I (A1AH1J. 

JI) Por claridad escribimos la hipótesis de Inducción: 

hJ•ll 

entonces N e l•~k(A1AHJ}. Supongamos, pues, que m > k+l. 

Existe r 0 tal que "ro > 1, entonces una sucesión exacta corta 

O -...L --+M -.N -..O 

L Y N E l.JKnr
0

_1 Ci0+J0 .. k); nótese que L y N E 1}<nr para todo 

i+ J .. k. Calculamos las correspondientes m • y m!' para L y N, 

respectivamente: 

m'"" r n,' :s·r n, + '"ro-1) <m, y 

l•J•k r•ro 

m" • r n,." :5 [ "r + '"ro-J) < m. 

l•Jork rSr0 

Como L y N también pertenecen a l•j.:'k (A1VH1>. la hipótesis de 

induccl6n aplica a L y N; tenemos entonces que· L :t N E l•j'::'ll (A1,.,.1J, 

que es una s.c.S. Por Jo tanto M e V lA11\.N1J. 
hJ•ktl 

Rl!Ciprocamente, sea M li l•~k•ICA 11'\N1J. Sean las clases "n 

definidas como en el lema 3.3.6 para V CA11\.NJ). Tenemos entonces 
l•Jmk•I 

·que M E Kn
0 

para alguna n0. Usamos un ar-aumento inductivo sobre n0. 
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ll Si no • 1, entonces M E K1 =- U {A111.t11l, así que existen 10 y j 0 
1•)..,k•I 

tales que M E A10Af1Jo e 10+j0 = k+l. Sean 1 y j arbitrarios tales que 

l+ j • k+l. Consideramos dos casos: si 1 z: t0 , entonces M, e A1 i: A1vtlJ; 

si l < 10 , entonces J z: j 0 y por lo tanto M '& ,.J i: A1vlllr En ambos 

casos M e A1vfi1 y ésto sucede para todo i+ j • k; entonces 

M E l•~k (A1vliJ). 

10 SI n0 > l. entonces existe una sucesión exacta corta 

O ~L ~M --+N __,o 

con L y N 6. Kn
0

_1• Como L y N E l•~k•I lA11\tt11, entonces, por hipótesis 

de lnduccl6n, L y N E A (A1vfl11, que es una s.c.S.; de aquf se sigue 
l•J•ll 

que M E h~k (A1vtll). 1 

~ .It.QB.EM!. Ln :Z A ll11vt11J, para todo n t! N. 
l•J•n 

Demostración: 

Usamos un argumento lnductlvo sobre n. 

ll SI n • 1, l 1 • llo""11AlA1""ol· 

1i) Sin> 1, Ln • (L1 :~_ 1l 2 (L1:1
.J:n-l(A1vtl1>l • 

lA1~1:l•~n-l(a_vtlJ)} = (A1\.J"::'n-l(A1vtl1)) /\ lN1\.~n-1lA1vtl11l • 

( 11~n-l(A1:&1-...Jll /\ <,.J"::'n-l(N1:A1vtl1)) cr. 

( 1•~n-l(A1+1v(A¡:N1 l.)) /\ ( 1 •~~-1UN1:A1Jvt11• 1 )) :1: 

·c,.~n-1(Ah1VA1vtl1)) /\ <,.~n-1<,.1vA1vtl1•1}) .. 

( A (A,.1VHJ)) /\ ( A IA1vtlM)) :Z A lArvtl.). 1 
I• J •n-1 I• J•n•I r•••n 

.. 



~ ~. '-n a11•lz'~: •• •l11:•n(l11:tt12:113: ... :tt111 ) •para toda 

- n EN. 

Demostracldn: 

Usamos un argumento Inductivo sobre n. 

1) SI n = l, L1 = (10:tt1)A{l1:tf0)1\(ti1:10 )Altf0:A1). 

11) SI n > 1, Ln. • (L1:'-n.1J a (A1/'Jt1:Ln-i> • 

.. (l1:l1•l2•':"':' •• 111•n·/ª11=fi1::: ... :ttl11)) /\ 

" lN1:1,•12/:.•tk•n-1lA1,:N,2: •.• :tl1"I) • 

"" \•l2•:':' .• 1k""-l{A1:A11:tf¡2: ... :tt,k)) /\ 

"(t1•l2•~·•'k'""_,<tt,:a,.:tt12: ... : .. 1k>J • 

,,. t1••z"~".' ••• 111•n(A11="12: ... :tl111>· 1 

3.3 SERIES DE COMPOSICIÓN FL-CR[TICAS. 

!1li ~· Sea a: .un ordinal y ME R-mod; decimos que Mes a.-fl­

crWco si M es simple en R·mod/La. , es decir, si 

l)fldM=a.y 

11) si N :s M, entonces fldN < 11. 6 fld(M/N) < u. 

U es fl-cr!tLco si es' «-rl-crítico para algün ordinal «. 



~ PROPOSICIÓN. SI M es a:-íl-crCllco y N :s M, entonces sucede una y 

sólo una de las sla;ulentes: 

1) N es a:-fl-critlco, 

ii) M/N es a:-fl-crCtlco. 

Demostracf6n: 

Supongamos fldN ,.. a:. Sea N' :l N; entonces N' :s M y por lo tanto 

fldN' < a: 6 fldlM/N') < a:. SI rtdN' < a:, terminamos;· si fld(M/N') < a:, 

entonces fld(N/N') < a. Así que N es a:-fl-crftlco. 

Supongamos fldN < a.. En esta sltuaclón, fld(M/N) "" «. Sea 

N' IN :s M/N, entonces N s N' :s M y por lo tanto fldN' < a: 6 

fld(M/N') < a:. SI fldN' < a:, entonces fld(N' /NI < a: ;y terminamos¡ si 

fld(M/N') < u, entonces, como IM/Nl/(N' /N) a MIN', tenemos que 

fldl lMtNlfcw /NJ) < a:, Así que M/N es a:-fl-crltlco. 1 

~ ~- Sea .M E R-mod. Una serle de cómposlcfón fl-cr!tlca 

para M es una cadena finita de subm6dulos de M 

M = M0 > M1 > ••• > Mn-I > Mn = O 

tal que M1/M1•1 es fl-critlco para toda l • 0,1,2 •••. ,n-1. 

~ ItQB.EMA. Sea M E R-mod; entonces M posee Kd sl y sólo si existe 

una serle de composición fl-critlca para M. 

· Demostractón: 

Sea fldM "' «. Usamos un argumento Inductivo sobre· a.. 

1) SI o: • O, M r:s un módulo de longitud finita; por lo tanto existe una 

.. 



serle de composición para u. es decir, una sucesión de submódulos de M 

tales que M1/M10 es simple V 1 = 0,1,2 ••.• ,n-lo entonces estos coclen-

tes son módulos 0-fl-crítfcos y por lo tanto la serle de . composición es 

una s.erlc de composición ~!-crítica. 

ilJ Si a > O, sea 4J: R-mod -+ R-mo_d/Lci el funtor canónico en la cate-

goria cociente. De esta manera 4J(M) tiene lon&ltud finita y por lo 

tanto existe una serle de composición para \t(MI 

y cada cociente \.HM 1 J/~(M1• 1 ) es simple (i "" 0,1,2, •• ,n-1); de esta 

manerll M/M0 E La• Mn e La y, para 1 ~ 0,1,2, ..• n-l, M1/M1tl es fl-

critico, 

Como fld(M/M0) < a y fld(Mnl < a:, por hipótesis de inducción, 

existen serles d~ composición fl-crítlcas para esos módulos, digamos 

MIM0 ..- N0/M0 > N1/M0 > NyM0 > ... > N_./M0 • M¡y'M0 

Mn ~ Lo > L1 > Lz > ... > L. ci O, 

respectivamente; entonces N 1/Ni.1 ai CN1/Mol/CN,.¡l"Mol y LILJ•I son fl-

críticos para todo J "" 0,1,2, •.. ,r-l y para todo • 0,1,2, ..• ,s-1. · 

Yuxtaponemos las cadenas obteniendo 

M • N0 > N1 > •.• > Nr • M0 > M1 > ••• > Mn 11 Lo > L1 > ••• > L. • O 

donde todos los cocientes de t~rmlnOs consecutivos son fl-criticos, es 

decir. ésta es una serle de composición fl-crítlca. 

Recíprocamente, suponaamos que la cadena 

M ,.,.. M0 > M1 > ••• > W...1 > M11 "" O 

es una serle de: composición fl-crltlca para M. En particular M1/M1tl 
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tiene fld para toda 1 ~ O. 

Procedemos por Inducción sobre n. 

i) SI n = l. entonces fldM .. fld(Mo'!-4 1). 

11) SI n > 1, observamos que la cadena en M1 

M1 > Mz > ••• > Mn-t ;. Mn .,,, O 

es una serle de composición rt-crítlca que tiene n-1 t~rmlnos. Por la 

hipótesis de inducción, fldM1 existe. 

Consideramos la sucesión exacta corta 

entonces, como Jos dos extremos tienen rld. el término central, M, 

tiene también fld. Por el teorema 3.1. 7. M tiene Kd. 1 

~ IEQB.fildA, Sea M E R-mod y sea fldM • a.. Entonces cualesquiera dos 

serles de comp?slción fl-crltlcas para M tienen el mismo nUmero de 

cocientes ci-fl-crítlcos. 

Demostración: 

Sea • : R-mod _.. R-mod/Lot el funtor canónico en la categoría 

cociente y sean 

(1) 

(2) 

M o M0 > M1 > M2 > ••• > Mn = O y 

Me: N0 > N1 > Nz > ••• > Nm,. O 

dos serles de composición fl-crítlcas para M. Consideramos las cadenas 

en ~(M) 

.(3) 

(4) 

ll!Ml ~ •CM0 l " •<M1l " •<M,l • •.. " •<M.l • ~(O) y 

fo(M) • •IN0 ) " •<N; l " •<N,l • •.• • •<Nml ~ •IOl 

En éstas, las contenciones estrictas corrqsponden a cocientes .. 



«-fl-crCtlcos de (1) y (Z) pues al pasar a la categoría cociente, toda 

m6dulo de fld < a. se vuelve nulo. Por lo tanto, despul!:s de quitar 

t6rmlnos Iguales, (31 y (4) son dos serles de composición de ~{M) que 

es un m6dulo de longitud finita; por el teorema de Jordan-H81der-

Oedeklnd, tienen el mismo nUmero de términos.· Entonces el nümero de 

t6rmlnos n-fl-crCtlcos en ( l) y (Z) es el mismo. 1 

El teorema anterior nos permite Introducir la siguiente: 

~ ~· Sea M E R-mod y supongamos que fldM '"' a. La longitud 

a-/1-crCtl.ca de M. denotada por la:(M), es el numero de cocientes a-n-

criticas en cualquier serie de composición rt-critlca de M. 

U,,:Z ~. Se~ M E R-mod y fldM • a; entonces existe una serle de 

composición fl-crCtlca para M con la,(M) términos. 

Demostracldn: 

Sea 

(1) 

una serle de composlcl6n para M. Sea Mlk un t6rmind de CU tal que 

Mll•r'Mk•••I tambl~n es a-rl-crítlco. Entonces Mr'M ..... 1 es «-fl-crftlco 

l¡;ualmente. De ~a manera podemos suprimir de (1) los t6rminos Ma•l• 

· M11, 2, .•. , Mt.• obteniendo una nueva serie de composición fl-crítlca 

para M. 

Despu6s de aplicar este procedimiento n-lcr.lM) veces obtenemos una 
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serle de composlcl6n f"l-crCtlca para M dond todos los cocientes son 

tt·fl-cr(llcos. Esta serie tiene longitud la.CM). 

J.J.B ~. Sean M E R·mod y N :1 M. Supon mos que a • fldM = fldN = 

rldlM/N). Entonces 

DemostracL6n: 

Consideramos 

N '"" N0 > N1 > ... > Nn-.t > n = O 

MtN "" Mo/N > M1/N > ... > Mm-I > Mm/N == o 

serles de composición rt-crftlcas para N y , respectivamente. Por el 

lema 3.3.7 •• podemos suponer que, la.IN) .. n y ta,IWNI - m. Observamos 

que 

M = M0 > M¡ > ... > Mm·l > M"' ... N -= N0 > 1 > ... > Nn-i > Nn • O 

es una serie de composlcl6n rJ-crltlca par M . que consta sólo de 

términos a:-fl-cr(tlcos. Como su longitud es n+m tenemos 

A part:ir de este teorema podemos obte er el siguiente resultado 

que es análogo al Teorema de la Dlmens16n. 

~ ~. Sean M e R-mod y N,K :s M. uponemos que a • fldM • 

fldN "" fldK - fld(K/KnN), ~tonces 

14 (K+NJ + le1(KnN) ""l«(Kl + la,(N). 



Demostracl6ru 

Consideramos las sucesiones exactas cortas 

O _. N -+ K+N -. (K+NJ/N -+ O 

O -t Kf\N --. K -. K/IKr.N) ¿ o 

de las cuales obtenemos, a través del Isomorfismo {K+N)/N fl: K/UCnN}, 

que luCK+Nl - lulNJ = lulKI - 1.,CKnNJ. 1 

.. 
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