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INTRODUCCION

En la teorfa de anillos ivos el pto de dl de
Krull juega un papel muy importante; ésto se= debe principalmente a su
estrecha relacién con la geometria algebraica donde mide el tamaho de
las variedades algebrdicas en forma natural de manera que en casos
especiales colncide con los conceptos usuales de dimensién.

En 1967 Gabriel y Rentschler [12] introducen {a nocién de
desvlacion para un conjunto  parcialmente ordenado. Cuanda esta
desviacién se aplica a la reticula de los submédulos de un médulo dado
se obtiene una generalizaclén de la dimensién de Kruil para anillos no
conmutativos; la referencia cldsica de esta generalizacion es la
mor;ngrarfa de Gordon-Robson [4).

Desde el punto de vista de teoria de anillos, la desviacién de
Gabriel-Rentschier es particularmente interesante pues por su caracter

reticular es de tizacién y generalizaci El primero

en incursionar en esta direcci6n es Lemqpnier {6] cuando en 1972

introduce el concepto de codesviacidn para un conjunto parcialmente

or . Esta ién se define como la desviacion del conjunto
ordenado con el orden opueste {la retfcula dual). Cuando esta

codesviacién es aplicada a la retfcula de los subméduios de un médulo

dado se obtiene’ una dua de la di tén de Krull, la dimenstdn

dual de Krull.



La dimensién de Krull mide cuanto se aparta el modulo un cuestién
de ser artiniano y la dimension dual de Krull mide cudnto se aparta

éste de ser neteriano. Prect estas ] sea M un

R-médulo fijo y sea « un ordinal; la dimensién de Krull de M, denotada

por KdM, estd dada induct] de la si manera:
D KdM = -t si M =0,
i) KdM = « si KdM § « y para toda cadena descendente
M=Myz M =M=...

de submédulos de M, existe un indice r tal que si n = r, untonces
Kd(M,/M,,} € a

As( es claro que KdM = 0 si y sélo sl M es un médulo artiniano.
Naturalmente, la definicion de la dimensién dual de Krull, denotada por

dKdM, se obtiene iderando es en vez de

descendentes; as{ también resulta claro que dKdM = O si y s6lo si M es
. un médulo neteriano.

M4s ain, las médulos con Kd son prcclsav‘ncmc aquétlos qu‘c se
vuelven artinianos en la categorfa cociente de R-mod con cierta
subcategorfa; por e¢jemplo, si A denota la clase de los R-médulos con
- Kd menor que | (es decir de los médulos av:(lnianns). entonces KdM = !

st y sélo si M es artiniano en la categoria cociente R'"Wd/‘l.

N a) aplican a la. dimensién dual de
Krull,

Por otro lado, un médulo tiene longitud finita si y sélo si es
simultdneamente artiniano y neteriano, es decir, si pertenece a la
clase AnN, (N, es la clase de los R-médulos con dKd menor que |, es

decir, de los médulos neterfanos). Estos hechos motivan &l estudio de
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las relaciones entre la Kd y la dKd de un médulo. En estc trabajo se

introduce un tercer de di la di de itud
flnita, atreviada por fld. Esta mide cudnto se aparta ¢l moédulo en
cuestién de tener longitud finita, de manera que un médulo es de
longitud finita si y solo sl tiene fld nula. Dicho en otros términos
tenemos que, si L, denota a la clase de los R-modulos con Mld menor gue
1, entonces L, = AjnN;.

La dimensién de longitud finita también tiene sustento deude el
punto de vista reticular. En {985 Pouzet y Zaguia [lIl dan una
generalizaclén a la desviacidn de Gabricl-Rentschler introduciendo el
concepto de [I'-desviacion. Esta mide cudnto se aparta un conjunto
parcialmente ordenado dado de tener subconjuntos con un tipo de orden
representade en un conjunto fijo T'. Si I' = {(w®}, se obtiene Ja
desviacién: si [ = (v}, se obtiene !a codesviacién. Aplicada la
. {uSw)-desviacién a la retfcula de los submédulos de un médulo.dado, se
obtiene la fid del médulo.

El capitulo | expone los preliminares sobre conjuntos parciai-
mente ordenados, categorias de Serre y categorfas cociente necesarios
para el desarrollo de la tesis. En el capitulo 2 se exponen formalmente

los de i0 dos arriba y se presenta ¢ modelo

{ de la di én de finita. Se

que se sigue en la P

presenta también la I-desviacién de Puuz:t-Za.gu!u. Algunos resultados

obtenidos en esta tesis pueden ser ob id como del

trabajo de Pouzet-Zaguia pero conservamos nuestras pruebas pues son mds

y mas es. Destaca en este sentido el hecho de que

para que un médulo tenga las tres dimensiones, -es suficiente gue tenga

v
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a de ellas.

en el capitulo 2 fa prueba del resultado
general y en el capftulo 3 nuestra prueba particular.

Para estudiar las relaciones entre estas tres dimensiones es
necesario introducir una nhueva operacién entre subcategorfas de Serre,
la {lamada operacién dos puntos. Esto se lleva n cabo en la segunda
secclén del capitulo 3, donde se estudian diversas relaciones en el
caso finito.

Una herramienta muy importante para el estudio de la dimensiin de
Krull es ¢l concepto de mddulo critico. Para la dimensién de longitud

finita introduci el corr e en la tercera seccién

del capitulo 3. Estos mdédulos criticos son precisamente los médulos que
se vuelven slmples en cierta categorfa cociente de R-mod. Aquf se ve la
profunda analogfa que existe entre los mdédulos con fld y los médulos de
l.ongl'tud flnita. Introducimos la nocién de serle de composicién fi-
eritica y probamos que todo inédulo con fid posee series de composicidon
fl-criticas, lo cual es una propiedad de la fid no compartida ni por la
dimensién de Krull ni por la dimensién dual de Krull. Ademdas probamos
un teorema del tlpo de Jordan-Hilder-Dedekind en cuanto al caracter
invariante del mimero de términos con cociente a-fl-critico en las
series de composicién fl-criticas; este teorema nos permite definir  la
tongltud fl-critlica de los médulos con dlm:nslbn_ de Krull.

A lo largo de todo este trabajo R denota un anilio asociativo con
unidad y R-mod la categorfa de los R-médulos izquierdos unitarios. Con
N s M denotamos que N es un R-submédulo izquierdo de M, mientras que
M < N denota que N es un R-submédulo proplo de M.

Deseo expresar mi sincero agradecimiento al Dr. Francisco Raggi

v



C., no sélo por haberme dirigido en este trabajo de tesis, sino por su
decisiva Influencia en mi carrera, asi como por sus pacientes y acer-
tadas indicaciones. También deseo expresar mi profundo agradecimiento
al Dr. José¢ Ries M. por su inagotable buena disposicion, por su
invaluable ayuda y sus Importantes sugerencias, Finalmente quiero
manifestar mi agradecimiento a todos mis amiges y compafieros que me

ayudaron y apoyaron durantc la realizacion de esta tesis.

Noviembre, 1992,



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este  capitulo estd dedicado ~ a presentar algunos conceptos
preliminares, No se prctend:‘ tratar los temas en forma exhaustiva, sino
al contrario, s¢ intenta exponer cn forma clara el minimo de material
necesario as( como introaucir la notacién y terminologia que se usan a
lo largo de toda la tesis.

“ La seccion 1.1 estd dedicada a los conjuntos parctalmente
ordenados as{ como a las reticulas. Nos interesan particularmente las
condliciones de cadena en retlculas modulares.

En la seccion 1.2 presentamos las subcategorlas de Serre,
concepto (undamental en este trabajo. Este tipo de categorias nes
permiten, en {a seccién L3, dar la definicién de Ja categoria

en 1957. En estas dos

|2 nocién por Gr

i la i6n clasica de Faith (3]



1.1 CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS Y RETICULAS.

1-l.] DEFINICION. Sea P un conjunte; una relacién < en P es un orden
parcial en P si es reflexiva, transitiva y antisimétrica, es decir, si
cumple con

i} Si a € P, entonces a = a,

ilParaa, byceP,asbybsceasec,
fiflParaaybeP,asbybsaea=hb,

Una pareja (P,s), donde = es un orden parcial en el conjunto P,
es llamade un conjunto parcialmente ordenado {c.p.o. por brevedad). Se
acostumbra referirse a P como conjunto parcialmente ordenado cuando el
orden parcial = estd dado implicitamente.

“Paraay b €P, escriblmos a < bsla s bperoas=b

Un c.p.o. es una cadena si la relacién s en P es un orden total,
es decir, si cumple con
iviSiaybeP, entoncesa S bé b =a,

Sea P un c.p.o. y Sean ¢ = X< Pya€P; entonces
1) a es ¢l elemento mayor de X siae X yx s aVyxeX,

2) a es un elemento médximo de X si a € Xy, para x € X, a S x =+ X = a,
3) aes el elementomenor de X slaeXyas xVx EAX.

4) a es un elemento minimo de X sia e Xy, para x ¢ X, X S a = X =3,
5) a es una cota supertor de X si x =a v x € X,

6) a es una cota Infertor de X si a s x Vv x ¢ X,

7) a es la unidn, 6 el supremo de X, sl es el elemento menor del

conjunto de las cotas superiores de X, -
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8) a es la interseccldy
conjunto de las cotas

Observamos que
secciones no necesariay

que cuando existen, si

minimos pueden no ser| uni

¢ interseccién de X pf

¢ bien

respectivamente. En par
avb = vqa, b}_yzmb-
1= vP y 0 = AP, cuand
Un c.p.o. P es |

" de P tienen unién e inte

b € P, existen avb y aa)

¢ = X § P, existen vX ¢

Sl P es una retici

P si se cumple que a y

1.2 EJEMPLOS.
1} Sea A un conjunto y

que,  para a y b € P,

completa pues sf B S P,

. O ¢l Infimo de X, si es el elemento mayor del

pferiores de X.

elementos mayores, menores, uniones ¢ inter-

nente existen para mdo‘subcon_junm X de P, pero

n Gnicos. Por el contrario, elementos maximos y

icos. En caso de existir, denotamos a la unién
hr
vX e AX,
WX & AN\ X,
xeX xexX

ticular, si a y b € P, denotamos con
(a. b}. cuando existen. También denotamos con
n existen.

a dos b

na retfcula si os ay
rseccién, es decir, si para cualesquiera a y

b. Una reticula P es‘ completa si para todo
AX

ita y Q £ P, decimos que Q es5 una subreticula de

b e Qum avb y aab ¢ Q.

sea P = P(A), el conjunto potencia de A; decimos

a = b es a & b Este c.p.o. es una retfcula
vB = U b y aAB = ﬂ b {de aqufl los nombres de
beB beB




unidn e interseccisnl,

2) Sea A un conjunte y sea P = {B e P} [ B es flnlm} ordenado

parcialmente con la inclusién como en el ejemplo 1); P es una reticula

pues, para a y b € P, avb = aub y anb = anb. Sin embargo P no es .

completa si A no es finito.

3) SeaP=N;siaybeP, dcimosa s b e alb. Pes una reticula

pues avb = {a,b), el miximo comin divisor de a y b, y aab = [a,bl, el

minimo comin multiplo de a y b.

4) Si R es un anillo y M € R-mod, sea

£ = {N | N es R-submodulo de M}

yopara Ny L € 2(M), N = L e+ N g L. £(M} es una reticuia pues

NAL = Nnal y NvL = N+L.

5) Sea (P,s) una reticula. Invertimos el orden parcial de P, es decir

definlmos, para a ¥y b € P, a « b sl b = a; entonces {P,«} es una
'reujcula en donde unién e interseccién han sldo intercambiadas. -Esta

nueva reticula se llama la reticula opuesta a P y se denota por PP,

6) Sea P wuna retfcula, a y b € P; el intervalo (a.b] =

{x ePlasxs b} es una subreticula de P. -

La siguiente proposicién, de facil prueba, sera utilizada mas

adelante.

1:1.3 PROPOSICION. Sea P una retfcula; entonces son equlivalentes:
al P es completa.
b) Para todo X € P, existe vX.

c) Para todo X S P, existe aX.



Mds ailn, en ese caso
vx-A{zEP[zthxeX}y

AX=v{zeP|zsxVxex}.

.14 DEFINICION. Sean P y Q c.p.o.; una funcién a: P — Q es un mor-
Sfismo de c.p.o. 6 una funcidn creciente si
a s b~ afa) = alb)
para todo a y b € P,
Sean P y Q reticulas; una funcién a: P — Q es un morfismo de re-

ticulas si

afavb) = alalva{b) y alaab) = afalaa(b}

para todo a y b € P.

Un isomorfismo de reticulas es un morfismo de reticulas

hlyel’:tlvu.
Es facil verificar la siguiente:

1.1.S PROPOSICION. Si P y Q son reticulas, entonces toda funclbq

creciente P —» Q es un morfismo de reticulas.

Si P es una retfcula, las operaciones v y A en P son conmutativas
y asociativas. Mids aun, tenemos que, para a = b en P, se cumple
(cablva s (cva)ad
para toda c € P. P recibe un nombre especial si se cumple la des-

igualdad contraria.



§.).6 DEFINICION. Sea P una ret(cula, Decimos que P es modular si

(cablva = {eva)ab
para cualesquiera a, b yc e P con a s b,
-
L.1.7 EJEMPLO. La reticula 2£(M) de los submodulos del R-médule M

{ejempio 1.1.2,4}) es una retfcula modular (de aquf el nombre de

modutar).
1.1.8 DEFINICION. Sea P una retfcula; decimos que P es neteriana iresp.
artiniana) si toda cadena e {resp. d: ) en P

ay % a, Ka;s ..,
(resp. b, = b, = b, = ...)
se estaclona, es decir, existe un nOmero natural r tal que a = ap;
(resp. b, = b,,,) para toda | = r.

Sea P una reticula modular; dos intervalos 1 y J son similares si
existen a y b € P tales que 1 = [aab,a] y J = {b,avb] & viceversa, Dos
intervalos | y J son proyectivos si exlsten intervalos
I =l Ijy «ooy Iy = J en P tales que Iy e 1y son similares para
todo ! 5 j = n.

Dos cadenas finitas en P
[$3] a=a;sSa Sa=.,sa, =by
(2) a=bysIb sb,s..5b,=b
son equivalentes si n = m y existe una permutacién n de {1,2,...,n} tal
que los Intervalos [a_;a)) "y [bpg,.y byl son proyectivos para
toda 1 | = n.

Un refinamiento de una cadena como (1) es una cadena obtenida de

6



{1) introduciendo un numero finito de términos nuevos.
Un intervalo l[a,b] en P es simple sl contiene sdlo a y b, es
decir si [a,b] = {a,b).
Si a = b en P, una serie de composicidn para [a,b] es una cadena
amaz<a <a;<...<a, =b
tal que el intervalo (a,.,,a;] es simple para todo 1 S i 5 m,
Finalmente, una reticula modular P con O y 1 es una reticula de

longitud flnita si existe una serie de composicién para [0,1] = P.

11,9 EJEMPLO. Un R-moédulo M es artiniano (resp. neteriano, resp. de
longitud finita) si la reticula £(M) de los R-submédules de M es

artiniana (resp. ncteriana, resp, de longitud finjta).

L1110 PROPOSICION. Sean P una reticula modular; para a y b € P, los

intervalos (aAb,a] y [b,avb] son isomorfos.

Demostracidn:
Sean f: laab,al — [b,avb] dada por f(x) = xvb, y
g: Ibavb]l —» {anb,a) dada por gly) = yaa. Es facil probar qus f y g

son morfismos de reticulas y que ' y g son inversas una de la otra. l

11.11 COROLARIO. Dos intervalos proyectivos en una reticula modular

son isomorfos.

1:1.12 PROPOSICION. Sea P una reticula. Entonces P es neterlana (resp.

artinlano) sl y s6lo si todo subconjunto no vacfo de P tlene, elemento

7



méximo (resp. minimo).

Demostracidn:
-+) Sea ¢ = A S P y supongamos A no tlene clementos maximos; sea 0; € A
y como a; no es Maximo existe a, & A tal que a, < a, Como a, tampoco
es mdximo, podemos continuar este proceso obteniendo una cadena en A

3, €A, € a3 <. <3, <.
que no se estaciona, lo cual es una contradiccién.
=) Clara.

Los enunciados duales pueden ser demostrados considerando IJa

reticula P}

.1:13 PROPOSICION. Sean P una reticula modular y a € P. Consideramos
las dos subret{cutas de P dadas por P* = {x € P | x = n} y

P = {x eP | as x}. Entonces P es neteriana (resp. artiniana) es P* y

P” lo son.
Demostracion:
as} Clara.
=) Sea
by = b, $by ...
una cadena d en P. C ‘amos las ad en P*

y P* respectivamente
biAa = boaa S byaa = ...y
bva % byva = byva = ...

Por_ hipotesis cxisten . r 'y s e'N tales. que baa = b, Aa = bar = oL



y bva = b va = b,va = ..., Sean n = mdx{r,s}, u = baa = by Aa y
v = byva = b, va; obtenemos u = b, s by, 5 v y por lo tanto by, =
byAv = by atboval = bovib aa) = bva = b, De esta forma tenemos
que b, = b, = b, = ... cs decir, P es neteriana.

El enunciado dual! puede ser demostrado considerando la reticula

[ LA |

1114 PROPOSICION. SI P es una retfcula neteriana (resp. artiriana)

entonces P tlene i (resp. O}

Demostracidn:

Por la proposicién 1.1.12, P tlene un elemento maximo a. Sea
X € P; como a X avx, tenemos que a = avx y por lo tanto X % a, es
decir, a es el elemento mayor de P.

El enunciado dual se puede probar considerando la reticula

opuesta P°°.  §§

LL1S COROLARIO. Sea P una reticula modular con 0 y 1. Entonces P es

de longitud finita es P es neteriana y artiniana.

Demostracidn:
) Sea
O0=az<a <ay<..<a, =1
una serie de composicién para P, Como la,_,,a,] es simple para cada’
1 = i = n, entonces es neteriana y artinlana para cada | s i = n; por

fa proposicién 1.1.13, también lo es P = [0,1].

q



+#=) Si{ P es artiniana, existe un a, € P minimo con Ja propiedad de ser
no cero. Por la misma razén existe un a, € P minimo tal que-a, < a,
Continuande con este proceso oblenemos una cadena en P

n

0=ag<a €a, <u. <a, €.,

Como P es neteriana, cxiste m € N tal que Bp F Ay T B = La

construceién de la cadena implica que a, = | y que los intervalos
{ai_.a)] son simples para toda 1 = i s m, es decir, que ésta es una

serie de compnsicién para P. ||

L.1.16 TEOREMA (Schreier). Sea P una ret{cula modular y sean a S b en
P. Entonces cualquier pareja de cadenas finitas en P

[€)] " a=agsa sa;s.. sa;=by

) a=mbysh sb,s.,=b =b

tienen refinamientos equivalentes,

Demostractén:
Sean a,; = {aablvby, y b), = (bpaadva,, para { = L2...m
¥y j = L2,...,n. Sean x = n,Ab, Yy ¥y =a,,;: entonces:
xvy = (aabjivay, ; = (aab)ivey via_Aby) =
= (lapabyivia, \vb))ivby, = (aab)lvby , = a,
(pues 2 Aby s all\b,). Tenemos también que:
yAx = (aabjlaay ;) = (aAbIALay vy JAby = (a,,vb) JA(aAby).
Por lo tanto la,, , .a,)] = ly,xvyl y [xAy.x] =
= [la_vby Jalaabanbl. Sean x* = bpaa, .y y' = by, entonces,
intercambiando |y J, obtenemos [by,, by} = ty xtvy'l |y

X’Ay' x*] = (a,_ v JAlaab)laisb)l.  De ‘aqui  se sllgucv que



laj g3yl ¥y Ibyy, 2by,] son proyectivos. Las cadenas (1) y (2)

tienen los refinamientos

3) a =385, A, S8, S .S, IS S, Sb y
{4} a=by Sb, Tbyy S . Sb, Sb S .8 b, = b
Como a, = b,; y by = a,, , (4) es un refinamiento de (1), (3)

es un refinamiento de {2) y (3} y (4) son equivalentes. l

1.1.17 GOROLARIO {Jordan-H8lder-Dedekind). Sea P una reticula modular y
sean a4 s b en P. Entonces cualesquiera dos series de composicin para

[a,b] son equivalentes.
En vista de este carolario, tenemos la siguiente:

L1.18 DEFINIGION. SI P es una retfcula de longitud finita, entonces la
longttud de P estd dada por: U{P) = longitud de cualquier serie de

curﬁpos(clbn de P.

L1.19 OBSERVACION. Los conceptos de unién e intersecclién .pueden ser
definldos cuando P 1o es ya un conjunto sino una clase. La mayoria de

en esa

los resultados de esta seccién pueden ser

mas general. En el capftulo 3 usamos estos hechos (por ejemplo el

teorema 1.1.3.) en ese contexto.



1.2 SUBCATEGORI AS DE SERRE.

L.2.1 DEFINICION, Sea «f una categoria: decimos que £ es preaditiva si
cada conjunto Hom;,(A.A') es un grupo abetiano y las funciones de
composicién
Hom(A®,A™) x Hom(A,A*) — Hom(A,A"}
son bilineales para cualesquiera A, A®, A" ¢ Obj(s), es decir,
Folg+g;) = {fog)+(fog,) ¥
(Fy4f3)og = (T),0g)+(Fyep),
cuando estdn definidas.
Si 4 y B son categorfas preaditivas, entonces un funtor T: & — B
es aditivo sl para cualesquiera A y A” € Obj{#), fa funcién
(e} . Homg(A,A*) — Homg(T(A)T(A" 3}
R lndl:clda por T es un morflsmo de grupos.
Decimos que la categorfa « es abetiana si cumple las slgul;ntes
condiciones:
A1} 4 es preaditiva.
Az) Toda {‘amllla finita de objetos de « tiene un producto (¥ un
coproducto).
A3) Todo morfismo en & posee niicieo y conuclico.
A4} Todo morfismo « en & tiene una factorizacién o = 7+8 donde 8 es un
condcleo ¥ 7 es un nicleo,
SI o es una categoria abeliana y B es una subcategor(a de & que

es abeliana, decimos que B es una subcategorfa abellana de 4 sl el

funtor inclusién



BC—D

es exacto.

1,2.2 EJEMPLOS.
1) Si R es un anillo, R-mod es una categorfa abeliana.

2} La categoria Jona de grupos de torsion es una subcategoria nbeliana
de 44, la categoria de los grupos abelianos.

3) La categoria ®; de los R-médulos Noetherianos es una subcatcgoria
abellana de R-mod; mas audn, ésta es una subcategoria plena (es decir,
las' funciones descritas en {s) son suprayectivas, donde T es el funtor

inclusién).

1.2.3 DEFINICION. Sea & una categor{a abeliana. Una subcategorfa de
Serre de 4 es una subcategorfa no vacfa plena ¥ de o tal que para cada
" sucesién exacta corta
. O ~»L —mM — N —0
en A, se tiecne que M € ¥ «=» L y N € ¥. Es decir, M € ¥ si y solo si

cada subobjeto de M y cada objeto cociente de M pertenecen a ¥.

Notamos que la Intersecclén arbitraria de subcategorias de Serre

de & es una subcategoria de Serre dc .

L2-4 EJEMPLOS.
1) Las siguientes clases son subcategorfas de Serre de R-mod:
T a) Ny = {u € R-mod .| M es neterlana},

b) A = {M € R-mod | M- es artiniano} y



) = {M € R-mod | M tiene longltud ﬂnlla}.
2) Si F: 4 — B es un funtor, entonces el nicleo de F es la subcatego-
ria plena K de & cuyos aobjetos son

Obj(X) = {A & objl) | ru,‘)-o}‘

Si F ¢s exacto entonces K es una subcategoria de Serre de # cerrada por
coproductos.
3) Las sigulentes son subcategorias de Serre de Z-mod:

a) Clase de grupos de torsién.

b) Clase de grupos finitamente generados,

¢) Clase de grupos f{initos.

d) Clase de p-grupos {p un numerc primon).

1.2.5 PROPQSICION, Si 4 es una categorfa abeliana y ¥ .es una subca-

legof‘fa de Serre de A, entonces ¥ es abeliana.

Demostracion:

Como ¥ es subcategoria plena, entonces es preaditiva. Para cada
morfismo en ¥, existen en o nicleo y conicico; como ¥ es subcategoria
de Serre, éstos pertenecen a ¥. De aqui se sigue que se cumplen los.

axiomas A1, Az, Az y As. |}




1.3 CATEGORI AS COCIENTE.

Consideramos una. categoria abell: A y uma fa de Serre
(abreviado por s.c.S5. de aqui en adelante) ¥ de 4 Denotamos a
Homg(A.B) por 4(A,B). Sean A y B € Obj(«) fijos.

Si A", A", B' y B” € Obj(d), A S A” S A yB' £ B" S B, entonces
el epimorfismo canénico '

Pg' g B/B° — B/B"
y el monomorfismo canénico
iaatt A" o A’
definen un homomorfismo de grupos
w (ignar Paan): 4(A*,B/B'} — {A".B/B")
dado’ por
I pgepguefoipm,r .

Sea 1 la familla de las parejas ordenadas <A*,B'D tales que
A' %S A, B" 5B, A/A’ ¢ ¥y B” € ¥. Definimos un orden parcial en | de
ta siguiente manera:

CA*.B'> 5 A"B™> w= A' 2 A" y B’ S B".

De esta forma | estd:.dirigldo por este orden parcial puesto que,
como ¥ es 5.c.5., A/(A*nA") € ¥ y B*'+B" € ¥ y asi CA'nA“B*+B"> € 1y
es cota superior de <A*,B*> y de <A",B"D. .

Consideramos ahora la familia de grupos

A= {,‘(A'.B/B') | A7/A’e # y B'e .7}. La familia I y los homomorfismos

(1) hacen de J un sistema dirigido pues para cada <A',B'> € I tenemos




4(A°B/B’) € 4, ¥, cada vez que <A’,B'> s <A",B"), tenemos el

homomorfismo 4{A’,B/B’) — 4(A".B/B") descrite en ().

1.3.1 DEFINICION. .Sea #d una categoria abeliana y ¥ una s.c.S. de 4. La
categorfa coclente 4/¥ esta definida de ta sigulente manera:

1) 0bjl«79) = Obj{a).

2) Para A y B e 0bj(4/¥), Homg, 9(A,B) = lln: J , donde e} sistema diri-

gido 1 estd descrito arriba.

Sif': A’ —» B/B' y {*": A" — B/B" son morfismos en J y <A*,8'D,
<A™, B"> € 1, decimos que ' & £ (mod¥) si existe CA*,B*> en I cota
superior de <A*,B'> y <A",B"> tal que f* y f” inducen el mismo morflsmo
A* — B/B*. Es fécil ver que ésto define una relacién de equlvalencia
en Hom(d). Sea G el conjunto de clases de equlvalencia [F] bajo esta

-‘relacién. Si f: A, — B/B; con <A,B> & I {I=1,2), definimos una suma
en G por s
[£,0+185) = {£74r2),
donde f}: AnA, — B/(B,+B;) es inducido por f| (i=1,2). Se puede veri-
ficar que esta operacién esta bien definida y que (G,+} es un grupo
abeliano,
st <A;,B,> & I, ta funcién
Hom{A,,B/B,) — G
f —if]
es compatible con el sistema dirigido. Ademas tenemos un isomorfismo
Homy/p(A,B) = EL“. Hom(A" ,B/B"} & G »

que denotaremos con p.



En estos términos, si t € Homg p(A.B} y plt)=lf], decimos que t
estd representadoc por f.

A continuacién definimos la composicién de morfismos en 4/¥. Sean
f* & Homg,9(A,B) y g~ &€ Homy,y(B.C), representados por { y g, respecti-
vamente. Tcnemos' € A" — B/B' y g: B" — C/C’ con A/A*, B', B/B" y
C' e Objl¥). Sea A" = [-M((B"+B')/B’), entonces A/A" ¢ ¥ y { Induce un
A-morfismo f*: A" — (B"+B)/B’, Sea C"/C* = g(B"nB"), entonces C" € ¥ y
g induce un 4-morfismo g*: B"/(B"nB’) — C/C”. Sea h la siguiente
composicion:

A" LU L1 77: LI B"/(B"nB*) -£5 c/C.

Como AZA" y C” & ¥. h determina un elemento vinlco
h & Homg/9(A,C). Definimos g*ef* = h=,

A continuacién vemos ia estrecha relacion que existe entre las

categorias & y A/9.

1.3.2 DEEINICION. Sea T: & — 4/¥ e funtor tal que T(A) = A para cual-
quier A € Obj(d) y que lieva T € Homyl(A,B) en su limite Tl en ’

Him HomgylA®,B/8B"). A cste funtor lo llamamos el funtor candnico en la
-—

categoria coclente.

L2.3 LEMA. Sea T « Homy(A,B), entonces
a) Tf = 0 ¢ imf ¢ ¥,
b) TI es Inyectiva e= kerf e &,

c} Tf es suprayectivc e cokerf € .



Demostracidén:
a} Si Imf € ¥, entonces la Imagen de' f en Homg(A,B/imf} es cero, por lo
tanto { ¢s cern en ll_rn’ Hom4(A®,B/B), es decir, TT = 0.

Reciprocamente, si Tl = 0, entonces existen A’ S A y B’ € B tales
que [ induce el morfismo cero en A* —» B/B'; por lo tanto
f(A*) & B* € ¥. Por otro lado tenemos la sucesién exacta corta

0 — fA*) —» imf — A/{A'+kerf) — O

y como A/{A'+kerf) es caciente de A/A’ y A/A’ € ¥, entonces imf ¢ ¥.
b) SI Tf es mono e i ker{ ¢ A es la inclusién canénica, efttonces
fei = O y por lo tanto O = T(fsi) = TfeTi, asf que Ti = O pues TI es
inyectivo; por el inciso a), kerf = imi & ¥.

Rec(procamente, sea 0 = f* € Homg /p(TC,TA), representado por
' e Homg(C’,A/A"}; reemplazando A' por A'+kerf, podemos suponer que
kerf & A’ y as( f induce un monomorfismo £": A/A’ — B/f{A’). Como
f~ # 0, imf e Im{f"ef") no pertenccen a ¥, por lo tanto Tfef" =0
em’onccs Tf es inyectivo.

¢} La prueba es dual a la del inciso b). J

1.3.9 LEMA. Sea
0 —sktlsatysnt,0 0
una sucesion exacta en A. Entonces
0 — T I, T, 78 T T0 S0
es exacta en &/¥, es declr T es un funtor exacto, ‘Adcmés Tl es una

equlvalencia en /¥ e kerf € ¥ y cokerf € ¥.



Demostracidn:

Ti es Inyectivo por la proposicién anterior. Sea k*: TX — TA un
morfismo tal que Tfek™ = 0. Tenemos que probar gue existe un morfismo
g TX — TK tal que Tieg® = k~. Observamos que k" esta representado
por un morfismo k: X* — A/A' con X/X*, A' € ¥. Conslderamos el

diagrama conmutativo

60—k —'5 a4 LB
vl 'al r

0 — KKnA 5 AZA" =5 /A’

donde p, q y r son canotnicos.

Como Tfek™ = O, entonces (f'ak)X') € ¥ sea X" = k-llimi’).
Tenemos que X°'/X", X/X" € ¥ y k restringido a X" es la composicién de
g2 X" — K/KPA® e i'. Sea g" la imagen de g en Homg,/9(X,K); entonces
Tieg™ = k~. .

La prueba de la parte correspondiente al coker es dual.

Si Tf es una equivalencia, entonces kerf & ¥ y cokerf € ¥ por la

pr anterfor. P ahora que kerf € ¥ y cokerf € ¥ y scan

q: A — colmf, j: imf — B y h: coimf — Imf
los morfismos canénlcos. El morfismo identidad coimf -— coimf

pertenece a glcolmf,AZHK)), y su imagen en 4 p{coimf,A) es una inversa

de Tq, Andl Tj es eq y por lo tanto también lo es

Tf = TjsTheTq. [



1.3.5 TEOREMA. Sean & una categorfa abeliana, ¥ una s.c.S. de 4 y
T: 4 — £/ cl funtor canénico en la categoria cociente. Entonces A/¥

es una categoria abeliana y T es un funtor exacto.

Demostracidn:

As¥ es preaditiva por la discusién previa al lema 1.3.1. Toda
familia linita de objetos en «/¥ tiene producto y coproducto en #/9,
por el lema 1.3.4. Por ese mismo lema T es un funtor exacto y por lo
tanto adl!h{a.

Sea f*: TA — TB un morfismo en /¥ representado por
f ¢ Homg(A®,B/B') con A/A°, B’ € ¥. Consideramos el diagrama con-

mutativo

™ 18
TIAn‘I lfpnlnn

T2 % 1(8/B")

donde iy A° — A Y pgpi B - B/B’ son candnicos; como O = Kerig,.
A/A’ = cokerly, . B* = kerpg,. ¥ O = cokerpg,y son objetos en ¥, por
el lema 13.3 tenemos que Tiy, ¥ Tpgp son equivalencias en /Y.
Entonces (* tiene ker {(coker) en &4/¥ si y sélo si T tiene ker (coker)
en 4/¥, pero TI los tiene por el lema 1.2.3.  Este mismo lema prueba

LR |

1.3.6 LEMA. Sea ¥ una s.c.S. de 4. Consideramos la sucesidn exacta

corta cn &/¢



0 —M LN 5P 5o
Entonces existe una sucesién exacta corta
M T2
0 —3» My — Ny — P, — 0
en o y equivalencias a, B y 7 en /% tales que el diagrama

o— M —» N £, P —a0

b b

0 — TM; ——ts TN, s TP, —— O

es conmutativo.

D‘emostracto‘n:
E} morfilsmo f ¢s la imagen en el limite directo de un merfismo
' e 4M ,N/N') donde M/M’, N* € ¥. Como Tf" es mono, por el lema
- 13,3, kerf € ¥,

C amos los q: M' — coimf® el candnico,

M, = coimf’, Ny = N/N°, f: M{ — N, el inducldo por f*, P, = cokerf,,
g Ny — Py el caninico, a = Tqs(They ™, B = Tpyy ¥ 7 el Inducido

por (Tg)e8. |
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. CAPITULOD 2

CONCEPTOS DE DIMENSION

Este capitulo esta dedicado a prcsenlar; los conceptos de la
dimensidn en teor(a de anillos que usamos en el capftulo 3.

En la seccién 2.} presentamos la dimensién de Krull segin la
exposicién clasica de Gordon-Robson [4). Este es el modelo que seguimos
en el capftulo 3 para introducir la dimensidn de longitud finita.

La seccion 2.2 estd dedicada a los mddulos critices, concepto

f para la di sién de Krull. Esta noclén servird para dar

una_definicién analoga para la dlmensién de longitud finita en el ‘ter-
cer capitulo. El corolario 2.2.7 es de especial importancia para el
capitulo J; seguimos la prueba de Lenagan [9).

'En ia secclén 2.3 pr jos de desviacidn y

codesviacién. La nocién de desviacién es introducida por Gabriet y
Rengschler [12] en el contexto mas general de conjuntos parcialmente
ordenad}os; fa apllcaclbnvcléslca eh teoria de. anillos es la dimensién
de Krull (secc.” 2.1). Lemonnier (6] da wuna dualizacién de este

intr la viacion, que no es mas que la

desviacién del conjunto parclalmente ordenado opuesto. Es esta manera

la mas natural de presentar la dimensidn dual de Krull. La exposlcién



que seguimos aqui e¢s la de Chambless {2) y la original de Lemonnier.

En 1985 Pouzet y Zaguia {11] introducen una generalizacién de la

d isn de Gabriel: hler, la T-desviacién. Este concepto, al
cual estd dedicada Ia seccién 2.4, mide, con Ja ayuda de un ordinal,
cuidnto se aparta un conjunto parcialmente ordenade dado de la clase de
tos conjuntos que no contiensn ningdn subconjunto con un tipe de orden
representads en . La exposicién que seguimos aqui es la original de

Pouzet-Zaguia.
2.1 DIMENSION DE KRULL

2.1.1'DEFINICION. Sea M € R-mod; la dimensidén de Krull de M, denotada
* por KdM, se define como sigue: .
n S‘l M = 0, KdM = -1;
i) Sl @ es un ordinal y KdM { a, entonces KdM = « si no existe ninguna
cadena infinita descendente
. M= Mgz2M =M, 2.
de submédulos de M tal que KdiM/M,,) § « para.l=0.l,2....
Es posible que no exista ningin ordinal « con esa propiecdad, en
cuyo caso decimos que M no tiene dimensién de Krull.- La dimensién de

Krull del anillo R, es5 la de|. R-médulo regutar RR' si ésta existe.

1) KdM ='0 e+ M es artiniano.
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2} KdZ = 1.
3} KdiZyw) = 0.

4) KA(Z(%y,Kp..0riX,1) = nel ¥ 0 € N (Gordon-Robson [4), pag 60).

2.1.3 TEOREMA. Sea M € R-mod y N = M; entonces KdM = sup{KdN‘ Kd(M/N)}.

si algin lado existe.

Demostracidn:
Supongamos KdM = «. Sea
NaNgz N &Ny = .
una cadena descendente en N. Consideramos la cadena descendente en M
MzN=Ny,zN =N, =,
por lo tanto Kd(M/N) § « y Kd{N/N,,) { « paru teda | no pueden
suceder, asi{ que KdN = a. Sea ahora
M/N = Mg/N = M/N = My/N =... i
una‘ cadena descendente en M/N; como (MIIN)/(M“'/N) = MM,
entonces Kd((MI/N’/(Mm/N]) = Kd(M/M, ) § « para toda i no puede
suceder, asi que Kd(M/N) = o.
Hasta este momento tenemos que KdM z méx{KdN. Kd(M/N)) para
cuaiquier médulo M y cualquier submédulo N de M.
Para la desigualdad contraria, sean a = KdN y «, = KdiM/N);
usamos un argumento inductivo sobre g8 = mAx{a',, az}.
i) Si B = O, entonces a; = 0 = a,, es decir, M y M/N son Artinlanos;
por lo tanto M es Artiniano y KdM = 0, )

1) 8i 8> 0, sea
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Mm Mg =M, 2 M, 2 ...

una cadena d en M. Consideramos las

M/N = (Mg*N)/N = (MsNI/N = (Mj+NI/N =...

N = MW = MnN = MinN = MpWN ...
en M/N y N, respectivamente.

Como “MI’NVN)/((MM,N)/N, s (M@*N)/(M,*N),  entonces
KA{(M+N)/ (M, (+ND) § @, para toda i no pucde suceder; por lo tanto
existe n e N tal que |i} 2 n =s KdUM#NIZ(M, +ND) < ag.

En forma similar, Kd((M;AN)/(M;,;nN)) { a; para toda i no puede
suceder; por lo tanto existe m & N tal que | = m =
KAl(M,ANIZ (M, ,AND) <y

Sear = mix{n.m}; entonces | = r we KA((M;+N)/(M,,;+N}) < «; ¥
Kd({MnN}/(M,,nN)} < a,. Consideramos la sucesién exacta corta

0 — Ml"N/MN,.,N — MM, — Ml*N/MM.N -0
y observamos que los dos extremos tienen Kd menor que 8 si i = r. Por

ipotesls de ducci al médulo MM, y al submédulo

MI"‘N/um,\N , tenemos que Kd(M;/M,,)) =

ma‘x{Kd(leNVlMMnN)). xduu.oN)/(u,,,oN))} < 8. Resumiendo, tenemos

que i = r = KdlMi/M,) < 8. Por lo tanto a s 8. |
2..4 TEOREMA.

KdR = sup{KdM | M es un R-médula finitamente generado}. si algin lad’o;

existe.
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Demostractén:
Kd(R!M) = KdR si ésta exlste, por io tanto KdM = KdR para todo M

finitamente generado. Pero R mismo es finitamente generado y asf{ se da

ta iguatdad. |

2:1.5 TEOREMA. a) Toda imagen homomorfa de un anilla R con Kd tiene Kd
menor o igual a KdR.

b} La propiedad de tencr Kd es Morita-invariante.

¢} SI R es un anillo con Kd y P es un R-médulo proyectivo finii.mente

generado, entonces EndP es un anillo con Kd menor o {gual a KdR.

Demostracitdn:

a) €s de la pr ion 2.1.3.
b) Una equivalencia de categorias preserva reticulas de submoédulos.
¢} Si S = EndP, entonces existe un monomorfismo de ¥(S), la reticula de
ideales lzquierdos de S, en £(P), la reticula de submédulos de P, dado
por

I +— P

entonces KdS = KdP = KdR. §
2.1.6 TEQREMA (Gabriel). Todo R-modulo neteriano tlene Kd.

Demostracién:
Supongamos que el médulo neterlano M no tiene Kd. Sea
¥ - {NSM ] M/N no tiene Kd}: como M es neteriano 'y O & ¥, podemos.

considerar M* = :_nax ¥. Entonces M' es neterfano, no tiene Kd y. todos’™
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sus cocientes propios tienen Kd. Pero como los factores propios de M*
forman un conjunto, podemos encontrar un ordinal « tal que KdL < « para
todo L cocicnte propio de M'. Entonces KdM' s o, lo cual es una

contradiccion.  J}

Recordemos que si un modulo M no contiene sumas directas
infinitas de submédulos, cntonces existe una cota superior para el
numere de sumandos. En ese caso decimos que M tiene dimensidn uniforme

Slnita.

2.1.7 PROPOSICION: Si M tiene Kd entonces tlene dimensién uniforme

finita,

Demostracidn:
El resultado es trivial si M = 0, es decir, si KdM = -l
Supongamos que M es un moédulo no nulo con Kd pero que no tiene

dimensién uniforme finita, y supongamos que KdM = & es minima. Entonces

= o
M2 ”A, con 0 # A, = M para toda i € N. Sea M, = UAsz : conside-
1= =l

ramos la cadena descendente infinita
Mg > My > M, > ...
en M. Cada cociente M;/M|,; es una suma directa lnﬂnlta‘ y
Kd(M;/M,,,) 5 « Por la minimalidad de a, tenemos que Kd(My/M,) = «.
Entonces, por la definicién de Kd, se tiene que KdM > «, lo cual es una

contradiccién.



2.2 MODULOS CRITICOS

2.2.] DEFINICION. Sea o un ordinal y M € R-mod; decimos que M es
a~critico sl KdM = a pero KdM® < o para todo cociente propio M’ de M.

Decimos que M es critico si es a-critico para algin ordinal a.

2.2.2 EJEMPLO.' Un R-médulo M es O-critico si es simple. Todo médulo
artiniano tiene submédulos O-criticos. Es una genecralizacién de este

hecho el siguiente

2:2.3 TEOREMA. Todo médulo no nulo con Kd contiene un submédulo cri-

tico.

Demostracidn:
Sl. M es crftico, entonces no hay nada que probar. Sl no es

critico y KdM = «, entonces existe O » M, < M tal que Kd(M/M;} = a. Si

M, es critico, ter si no, existe 0 » M, s M, tal que
Kd(M,/M,) = Kd{M,) = a. Continuando en esta forma obtenemos una cadena
M= M, zM =M = ...
de submédulos de M tal que Kd(M;/My,;} = a para | = 0,1,2,....
Como KdM = a, esta cadena debe terminar; .pero sdln puede terminar .

en un subm¢dulo a-critico de M. ]

224 LEMA. Si un médulo M tiene una cadena descendente Infinita de

submédulos

‘



M= Mg > My > My > My > .

y u;\a cadena e Infinita de
0= Ag <A €Ay <Ay<an

tal que, para cada | 2 0,

“w MinA, § AMy,

entonces M no tiene Kd,

Demostracidn:
®
Sea D = ZA,nMP Demostramos que (I} se verifica en M/B.
1=t
Supongamos que MpaA|,, & AM+B; como B £ A+M,. tenemcs que

MinA,, € A#M . lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, sin
pérdida de generalidad, podemas suponer que B = O,

Como M tiene Kd, tiene dimension uniforme finita (teorema 2.1.7),
asi que podemos escoger n tal que la dimensién uniforme de M, sea
minima, Como, por (1), M,nA,,, = O, tenemos que M, 2 (MnA ;) © M, .
¥ por lo tanto

dim.unif.{M;)) & +dim.unif.(M,,,} = tedim.unif.(M,) > dim.unif.(M,)

Io cual es una contradiccion. ||

2:25 TEOREMA. Sea M un médulo con Kd y ¢ un ordinal Ifmite tal que

existe una cadena ascendente Inlinita {A;‘ ] A < ¢} de submédulos de M

tal que M = UAA . Supongamos que para un ‘ordinal fijo &, se cumple -
A<e N
Kd{Ay) s « para todo A < €. Entonces KdM = a,
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Demostracidn:
Supongamos que KdM § a; entonces existe una cadena
Moa Mg > My > My > My >,
en M tal que Kd(M/M,,,) = « para toda i=0,1,2,... Tenemos que M $ My,
Ay § M; para alguna A, y, sin pérdida de generalidad, A, § M,. Por io
tanto, con Ag = 0, AnMy ¢ Aq+M,. Supongamos entonces que para Osisn-1,
se cumple que’ MinAy, § ApMy,. SI M, S A +M,, para cada | = I,
entonces My, S AeM,,, ., asl que My, = (M,,,,_‘r‘\l\,.)mn,,. Por lo
tanto My, /Mne)) 8 (My,y NA/ (M \AL). Consideramos la cadena
AL, > MM > A, >

en donde todus los coclentes tienen Kd = o, lo cual contradice el que
Kd{A,) = a. Entonces existe j = 1 tal que M, § A“ﬂl,‘,! . ¥ supongamos,

sin pérdida de generalidsd, que M, § Agshy,. Como M, = Mn({f A\)
Ace

existe una A > n tal que MyrAp $ A M, ;i sin pérdida de generalidad
supongamos que MnA . § ASM,,,. Tenemos entonces que para toda n, la
condicién {1) del lema 2.2.4 se cumple, lo cual es una contradiccién a °

que KdM existe. Por lo tanto KdM s'a.

2:2:6 CQROLARIO. Si un médulo tlene Kd y es suma dé submédulos que

tienen Kd = a, entonces KdM = a.
Demostracidn:

Cada médulo cociente no nulo de M contiene un. submédulo no nulo

de Kd s « Por lo tanto podemos construir una cadena ascendente
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{Ax | Asy} de submédulos de M tal que M = A, , para cada A,

KdlAx,17A5) S «, y para cada ordinal lfmite A, Ap = U As. Si KdM ¥ a,
a
sea € el menor ordinal tal que Kd(Ag) * «; el teorema 2.2'.5 implica que

€ no es limite. Entonces Kd(Ag) = mAx{Kd(A:’/Ac.,l.KdlAc.,)} s a, lo

. cual es una contradiccion, |
2:2.7 COROLARIO. Scan M un R-médulo con Kd y « un ordinal. Entonces M

tiene un submédulo maximo con respecto a la propiedad de tener Kd menor

6 igual a «.
2.3 DESVIACION Y CODESVIACION

2.3.1 DEFINICION. Sea {P,s) un c.p.o. La desviacidn de P, denotada por

devP, estd definida i i de la i manera:

a) devP = -l si s es el orden discreto en P, es decir, si para

cualesquiera a y b € P, se tiene que a § b,

b) SI a es un ordinal, que la desviacié ha sido definida
cuando ésta es menor que a. Decimos que devP = a si

i) devP f e, y

il) Para toda sucesién decreciente X, = X; = X3 % ...

en P, existe un nimero natural n tal que

devixy,,x]. < a

n



stizn
Si ne existe ningun ordinal con esa propledad, decimos que P no

tiene desviacién.

Es consecuencia inmediata de la definicién anterior i1a siguiente

2.3.2 PROPOSICION. Sl devP = x y B < a, existe una it
decreciente X, = x = x3 = ... en P tal que devlx,,.x,] = § para toda
teN

2.3.2 DEFINICION. La codesviacion de P, denotada por codevP, estd

definida por codevP = dev(P°P), si dsta existe.

2.2.4 EJEMPLOS. Sea M un médulo y sea #(M) la retfcula de submédulos de
M {ejemplo 1.1.2.4). Entonces

1) M es artinjano e KdM = O s dev(£(M)) = O.

2} M es neteriano e codevi2(M)} = 0.

3) En general, KAM = « ¢= devi2(M)} = a. Esto nos da la justificacién

para la sjguiente

2.3.5 DEFINICION, Sea M un médulo y « un ordinal; la dimensidn dual de
Kruil de M, denotada por dKdM, estd dada por dKdM = codev(¥(M)), si

ésta existe.

2.3.6 EJEMPLOS.
-
1) dKdZ = 0.



2) dKAZ ) = L. ~

Sea P un c.p.o.; consideramos los siguientes subconjuntos de P2;
o = {(eereprt|ese )
o,P = { (6’ € DIP) | € = e }.
Dy(P) = { (e,e’) € DIP) | le.c') es Artiniano } y, para un ordinal «,

Dy(P) = { (e,e’) € DIP} | ¥ {e"2x;zxz=...2x,%...2¢} € P, 3 r & N tal

que n = r = (x,.,..xvn) € U Dg(P} }
A<

Observamos que
‘D_,(P) S Do(P) € D}(P) € ... € DulP} & ...& P2
También observamos que, como P es un conjunto, existe un ordinal
G tal que Dg(P) = Dp, (P) = .... De esta forma devP = u’ s Dy (P) = D(P)

Yy « es el menor ordinal con esa propiedad.

2.3.7 LEMA. Sea P un c.p.o. y sea (e’,c”) &€ DIPNDg,(P); entonces
existe e € [e”,e"], ¢" = e = e, tal que {e’,0) € D“.I(Pl y .

{e,e"] ¢ Dg(P).

Demostractén:

Como (e’ ,e") ¢ Dg,, (P}, existe una decreciente

e"EX EXE .. EX B, 2E

en P tal que ¥ ng, 3 n 2 np con (Xp..X%,) € U Dg(P), en particular
Bearl ‘

(Xqe0%n) # Dg(P); por lo tanto existe una sucesién de (ndices
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n; € N < ny < ... tales que (xn‘,l,x,,l) ¢ Do(P} para toda {. Tomamos

e = X, asf que (e’,e) & Dy, (P) y (e,e") € Du(P). |

2,38 JEOREMA (Lemonnler). Sea P un c.p.o. Entonces devP existe si y

sélo si codevP existe.

Demostracidn:

Sea codevP = ; probamos por recursién transfinita que devP
tamblién existe.

Supongamos devP no existe; entonces existe un ordinal 8 tal que
Dg(P) = Dg,{P) # D(P). Sea (eye,') € DIPNDg(P), por lo tanto, por el
lema anterior existe e, € [e,e’l tal que ¢ <‘ez < e’ y leyey) y
(epe,") # Dg(P). Por el mismo iema existe e; € le,e"] tal que
e, < e € e y (eyey) ¥ (eqe)’) ¢ Dg(P). Continuando de csta forma
obtenemos una sucesién creclente en P

e <ep ey <. Ce < <t
tal que (ey,e,,,} ¢ DgiP).

Por otro lado, como codevP = a, existe una r e N tal que N E 5 o=
codevle,,e,,,] < & Por la hipétesiv de induccién, devle,ec,,,) existe
si n = r y por lo tanto (e,e,, ) pertenece a algin Dy(P); observamos
que 7 = B forzosamente, lo cual contradice el que (e ,&,, ) o DB(P).

La implicacién recfproca puede ser probada considerando la

retfcula P, |

Es una generalizacién del teorema de Gabriel (teor. 2.1.6) el
sigulente:
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2:.3:9 COROLARIQ. Todo c.p.o. neteriano tienc desviacién.
2.4 T-DESVIACION

2.4.1 DEFINICION. Sea " una familia de tipos de orden tal que #(y) =z 3
para todo 7 € T y sea P un c.p.o. Definimos la F-desviacién de P,
denotada por I'devP, inductivamente de la siguiente manera: '
(1) TdevP = O sl ningin tipo ¥ € I' se sumerge en P, es decir, si no
existe ninguna funcién creciente f: ¥ — P con 7 ¢ I,
(2) Sea o un ordinal; suponemos que ha sido definlda 1a [-desviacién de
un ¢.p.0. cuando ésta es menor que «. Decimos que I'devP = a si

a} [devP § o,

b) para todo 7 € [ y para toda funcién creciente f: 7 - P,

existen a y b € y tales que a < b y 'devif(a),f{b)] < a.

Si no existe nlpgun ordinal con esta propledad, decimos que P no

tiene [-desviacion.

Denotamos por 73 al tlpo de orden de la cadend Q de los raclo-
nales. 81 P es un c.p.o., declmos que P es dispersado si no existe
ninguna funcién creciente @ —» P, es decir, si P no tiene ningun sub-
conjunte con tipo de orden .

Si p € P, denotamos por [p.»] y por lepl a {xs Plps {t} y

{x €eP | x= p}. respectivamente.
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2.4.2 LEMA. Sean P y Q dos c.p.e.. Si P tlene I-desviacién y Q se

sumerge en P entonces Q tiene también I~desviacién y I'devQ = [devP.

Demostracién:

Sea I'devP = a. Usamos un argumento inductivo sobre a.
i) SI @ = 0, ningun tipo de orden en I' se sumerge en P. Por lo tanto
ningun tipo de orden en I se puede sumergir en Q y as{ FdevQ = 0.
iD st @« >0 sean y € T y 1 7 -3 Q creciente; si g Q — P cre-
cicnte, entonces gef: 3y -—— P es creciente y por lo tanto existen a y
b e 7 tales que a < b y I'devi{gef}a),{gef)(b)] < a. Como
{{gef)a),{gef)(b)] es isomorfo ({bajo g™} a (fla),f(b}}, tenemos que

Tdevifla),fib)] < « y por lo tanto [dev® s a,  J

2.4.3 TEOREMA. Sea I' una familia de tipos de orden tal que #{y) 2 3
para todo ¥y € ' y sea P un c.p.o.. Si P es dispersado entonces P tlene
r-desviacién, El reciproco es cierto si I contlene un tipo de orden

numerable.

Demostracidn:

Si para todo 7y € T y para toda funcién crecienté f: ¥ —3 P exis-
ten a < b € y tales que [f{a)f(b)] tiene T-desviacién, entonces, para
a = sup {l‘dcle,y] | x <y ePy devix,yl exlste}. se tiene que P
tiene I'-desviacién y FdevP = a+l,

Por lo tanto podemos suponer que existe un 7 € [ y una funcion
creciente f: ¥ -— P tal que para toda a < b & 7, [f{a),f{b)] no tiene

-desviacién. Por el tema anterior, if(a),s} y {«,f(b)] no tienen
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F-desviacién. Como #(y) z 3, entonces existe un elemento de P, digamos
X1z + tal que [&,%,,5) ¥ [%,,5.] no tienen I'-desviacién.

Sean P,y = leX 2] ¥ Py = %201 Igual que arriba, existen
Xy © Pl ¥ X3, € Py, tales que los subconjuntos le,x,,) ¥
(%091 de P, ¥ leXy.] ¥y [x3,43] de P,y -no tlenen I-desviaclén.
Continuando de esta manera construlmos una cadena de tipo n en P,

Para el recfproco, suponemos que [ tiene un tipo de orden
numerable. Si P no es dispersado entonces tiene una cadena de tipo 7.
Para demostrar que P no tiene I-desviacién, por el lema anterlor basta
probar que @ no tiene I-desviacién.

Supongamos que Q tiene I'-desviacién y sea I'devld = «. Sea v ¢ T
tal que #{3) = N,. Como 7 = 7 entonces « > O, Por lo. tanto para toda
funcién creciente f: 3 — Q existen a < b € y tales que
devif(a,f(b}] < a; por otro lado n = [f{a)f(b}] y por lo tanto, por el

lema anterior, tenemos I'dev@d < «, 1o cual es una contradiccisn. [ |

2.4.4 EIEMPLOS.
NSir= {0'}. entonces I'devP = devP (prop.2.4 (11]).

2}SilT = {u}. entonces devP = codevP.
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CAPITULO 3.
DIMENSION DE LONGITUD FINITA.

En este capitulo, ¢l mas importante de este trabajo, Introducimos

el de la di de 1 ttud finita para un R-médulo.

En la seccién 3.1 i fas propi basicas de esta
dimensién  siguiendo €] modelo de Gordon-Robson [4) expuesto en la
seccién 2.1 para la dimensién de Krull. Asimismo’ estudiamos las

relaciones existentes entrc esta dimensién, la de Krull y Ja dual de

Kruli, gener €l teorema de 1 {teor, 2.3.8).

En la seccién 3.2 damos una definicién de subcategoria de Sérre
construible e Introducimos una operacitn emrelzste tipo de subca-
tegorias. £sto nos permite obtener mds informaciébn sobre la categor({a

de d con de finita dada. Con esta herramienta

prof en las r

entre las tres dimensiones en el caso
finita. '

En la seccién 3.3 damos la definicién de moédulo fl-critlco y de
series de composicldén fl-criticas para un médulo con dimensién de
longitud flnita, probamos‘qu: todo moédulo con fld tiene series de

'ccmpusiclén fl-criticas y damos un teorema de unicidad semejante al

teorema de Jordan-Hdlder-Dedekind, asi como un resultado analogo al
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teorema de la dimensién.

3.1. PROPIEDADES Y- RELACIONE§ BASICAS.

3.1.1 DEFINICI6N. Sea M € R-mod y a un ordinal.

La dimensidn de tongltud finita de M, denotada por fIdM, estad
definida de la siguiente manera: ’
1 fidM = -1 si M = O;

2) 5i a es un ordinal y fldM § a, entonces fldM = « si

i} No existe cadena de
0 =My S M S M s ..

en M tal que f1d(M/M,.,) § « para toda i.e N.

il) No existe nil cadena de
M= M=M= My E
en M tal que fid(Mj/Mj,) § « para toda j € N.
Sl no existe ningin ordinal con esta propiedad, decimos que M no
posee dl‘menslén de longitud finita.
La dimensién de longitud finita de! anillo R es la Ccorres-
pondiente del R-médulo regular RR' si ésta existe.

Observamos que, para M € R-mod, {1dM = {w®,u}dev(£(M)}.

3.1.2 EJEMPLOS.
1) fidM = O ~=+ M 25 de longitud finita.

2) fldz = 1.



3) fld(Z,@) = i

3.1.3 TEOREMA. Si M € R-mod y NsM, entonces fldM = m:xx{ndN. rld(M/N)}.

si algin lado existe.

Demostracidn:
Supongamos que f1dM = 7. Sean
OaNysN, sN, S ...y
N=NyzN =N =...
cadenas en N; éstas son también cadenas en M y por lo tanto
fldN\/N, 3 { 7 para toda | no puede suceder, y FI(N}/N,,) { v para
toda j no puede suceder; asi que fldN = y. Sean ahora
0 = (Mg/N) = (M/N) = (Mp/N) = ... y
M/N = (Mg/N) = (M/N) = (M/N) = ...
cadenas en M/N, entonces fid((M{/NI/IM,,/N)) = fldiM(/M,,) ¢ 7 para
toda [ no pue&e suceder, y Tld((Mi/N)/(M;,,/N)) H'fld(Mj/M}.,) § 7 para
toda j no puede suceder; asi que fld(M/N) = 7.

Tenemos hasta este momento que fidM = méx{fIdN. l‘ld(M/N)} para

cualquier méduio M y Iqui bmédulo N de M. Recipr sean
7y = fldN y 7, = [Id(M/N}; usamos un argumento idductivo sobre & =
m&x{ﬁ. 72} Sean

Om Mg =My =Ms..y

M= My = M} = My = ...

en M. C amos las

0 = (Mg#N) = (M#N) = (Mp#N) =




(M#N] = (MgaN) = (M+N) = (M3eN) Z ...
en M/N; entonces fld({M+NI/IM,_;+N)) § 7, para toda | no puede
suceder, y fld((M3+N)/(M],|¢N)) * 72 para toda j no puede suceder; por
lo tanto existe n ¢ N ta) que | = n = FIA(MN)AIM_+ND) <' 72y
TIGU{M{+N)/(M] 1 +N)) < 7,. También consideramos las cadenas

0 = (MgnN) = (MAN} = (MAN) 5 ... y

N = (MgnN} = (M[nN) = (MpnN) = ...
en N; entonces [ld({M;nN)/(M, ;nN)) § 7, para todo | no puede suceder,
y rld((M:‘nN)/(M:‘,,nN)) f 7, para toda j no puede suceder; por lo tanto
existe m € N tal que § = m —~e flAMANI/IM AND) < 7, ¥
T1AUMIANI/(M] ,ANDY < 7.
Sea r = max{n, m}; entonces [ = r =e TIA(MNIZIM,_+N)) < 7, ,

1AL IMANI/ (M, _aND) < 7, , FIGUIM#NIZOM],(#N) € 9, ¥

F1d{IM{ANY/(M],;nN)) < 7. C amos la cortas

0 — MinN/M aN — /M, — MitN/M N S 0y
0 — MinN/M: aN — Mi/M;,, — MIPN/Mi N — 0
y observamos que, en ambos casos, [os dos extremos tienen fid menor que

& si i =z r. Por hipé de i al médulo M/M_, y al

submédulo M'nN/M._,nN , 6 blen al moédulo M{/M{,, y al submédulo

"I"‘N/M;.‘,\N + tenemos que

TdM/M,_) = mix{fldl(M,nN)/(M._,nN)). fld((MpN)/(Ml_,»N))} <3y

TId(M/M},,) = mﬁx{fld((M;nN)/(M;..nN)). fld((MiON)/(M;,,'N))} <3, si

izr :
Resumiendo, | 2 r = fldiM/M_) < 3 y T1d(M{/M],) < 8. Por lo

tanto 7 = 5. J§
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3.1.4 COROLARIQ,
fldR = sup{l’ldM { M es un R-médulo finitamente generadn}. si algin lado

existe.

Demostracién:
fIdRM) = fIdR si #sta existe, por lo tanto fldM = fIdR para
totdio mobdulo finitamente generado M. Pero R mismo es finitamente

generado y asi se da la lgualdad.

3.1.5 TEOREMA. SUp{rldE(S) | S us R-médulo simplet =
sup{fldM | M es R-mddulo finitamente cngen:rado}. si algin lado existe.
Demostracién:

Si M es finitamente cogenerado, existe un monomorfismo
n

M > nE(SI) donde S, es un R-modulo simple para toda i = 1,2,

la proposicién se sigue como en el corolario anterior.
Nétese que esta proposicidn también es cierta para Kd y para dKd,

m TEOREMA. a) Toda imagen homomorfa de un anillo R con fld tiene
f1d menor & igual a (1dR.

b) La propiedad de un anillo de tener fld es Morita~invariante.

e) SI R es un anillo con fld y P es un R-médulo finitamnente generado

proyectivo, entonces fid(EndP) s f1dR.



Demostracidn:

En forma andloga a la proposicién 2.1.5.

3.1.7 TEOREMA. Para M € R-mod son equivalentes:
a) KdM existe.
b) dKdM existe.

<) ridM existe,

Demostracion:
La equivalencia entre x;l ¥ b) es corolario inmediato del tenrema
2.3.8 Probaremos b) = c} =0 a}.
b) =+ c): Supongamos dKdM = « y KdM = 8; sea 7 = m&x{ asB, Brx }.
usamos un argumento Inductivo sobre 7.
i) si ¥y = 0, M es neteriano y artiniano simultdncamente y por lo tanto
es de longitud finita y asi fldM = D,
i) si ¥ > 0, sean
O =M, s M SMs ...y
M= My =M zMyz .

cadenas en M; como éstos son subméd de M, para toda |,

Kd(M/M ) 5 B, KdIMi/M;,)) s B, dKd(Mi/M,) = a y dKdMi/M},) = a,
pero podemos tomar una n € N tal que § =z n =s dKdIMj/M,) < ay
Kd(M{/M[_;} < 8: por lo tanto, sl | = n, entonces se tlene que
max{de(M,/M,.l)de(M./M,_,!.Kd(M,/M,_,)'de(M,/M,_) ) <Ty
'méx{de(Mi/Mi.,)oKd(Mi/M,',;).Kd(M;/M;.,)Ode(Mi/M;,.)} < ¥ . De esta

manera, por hipdtesis de Induccién, para I = n, se tiene que



fld(M/M,_ )y fldM{/M},;) existen. Sea n un ordinal tal que
fld(M,7M,_)) = n y fld(Mj/M,;) s m para todo | = n. Por lo tanto (ldM
existe y fIdM = 7,
¢) .—o a): Sea fldM = a, usamos un argumento inductivo schre_ «.
il si @ = 0, M es de longitud finita y por lo ‘tanto artiniano, asf que
KdM = 0.
i si @ > 0, sea

M= Mg = My =M = .,
una cadena en M; como fldM = a. Entonces existe n ¢ N tal que

I 2 N wme (IAM/M],) ¢ a E por de

KdiM{/M] ;) existe sl i = n; como antes, sea n un ordinal tal que

Kd{M{/M;_,) = n para todo i = n, por lo tanto KdM = 7. |}

31,8 COROLARIQ. Si una de las tres dimensiones de M existe cntonces
max{ KdM, dKdM } = f1dM 5 misx{| KaM+dKdM,dKdMsKaM .

Demostracidn:

Notamos en la prueba de la implicacién (b = c} del teorema

anterior que n s 7. ||

3.2, LAS CATEGORIAS Ay . Ny ¥ Ly

Para a« un ordinal, amos las gorfas de

Serre de la categorfa R-mod:
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Ag = {M ¢ R-mou | KaM < a},
By = {M ¢ R-mod | akaM < o}y
Ly = {M € R~mod | fldM < a}.
Asl por ejemplo, Ay = ¥ = L = (0}, MechA =M es' artiniano,
M € N, e+ M es neterfano y M & L, e+ M es de longitud flnita.

Observamos que L, = AN,

3.2.1 DEFINICION. Sea P una propledad tal que
P = {M e 0bj(E) ] M satisface 7’} es una s.¢.5. de B para toda categoria
abellana B, Decimos entonces que P e5 una subcategoria de Serre

construtble, 6, en forma breve, una s.c.5.c.

2.2.2 EJEMPLO. Ay, Ny ¥ Ly, para todo ordinal a, son s.c.S.c.

Aunque la definicién de s.c.S.c. estd dada para categorfas
abelianas en general, aqui estamos Interesados principalmente en las
s.6.S. de R-mod dadas en el ejemplo anterior.

Ademis de las operaciones usuales de unién, v, e interseccién, A,
entre subcategor{as de Serre, definimos otra operacién, la operacidn

dos puntos ( : ).

3,2.3 DEFINICION. Sean ¥ y T s.c.S.c., § una categoria abellana y
¢y & — t:/u el funtor .canénico en la categorfa cociente; .entonces,
-para M € €,

M € (U:T) e ¢y {M) € T.



3.2.4 EIEMPLOS. Mgy = (Agil), Ngyy = (Agthyl, Loy = (Lgil)), para

cualquier ordinal «,
3.2.5 JEOREMA. SI U y T son s.c.S.c. entonces {U:T) también lo es.

Demostracisn:
Sea
O wap L M —N —0
una sucesién exacta corta en G. S L, N € (U:T), entonces ¢y(L) y
#ulN) € T, pero ¢, cs cxacto, asi que la sucesion )
0 — @ylL) — @yIM) — (N} — ©

es exacia; como ¥ es de Serre, ¢,(M) € T y por lo tanto M € {U:¥

Recfprocamente, si M e (U:T), entonces ¢,{M) € T; como ¥ es de

Serre, ¢y(L} y 6y(N) € ¥, asi que L y N e (0:7).  §
2.2.6 LEMA. Sea {s,}“, una familia de s.c.S.c. de R-mod. Sean K, las
clases en R-mod definidas de la siguiente manera:

K, =U Se .

ael
¥, para l > 1,

K,-{M|30—vL-—rM-—vN——v05uc. ex. anyNEK._,}.‘

Entonces \/ Sy = Ky
© P U !
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Demostracidn:
@
Sea U -UKI. Primero probamos que U es una s.c.S. Sea
1=t .
0O—2L—oM—=N—>O0

una sucesién exacta corta en R-mod. Supongamos-que M € U; entonces

M € K, para alguna i. Usamos un argumento inductivo sobre i.

i) St i = |, entonces M € US, . asf que M € S, para alguna X, € T
xel .
pero S, es una s.c.S., entonces L y N € S, S U.

il Si i > 1, entonces existe una sucesidn exacta corta

O M MM —0
tal que M' y M" € K_,. Sean A y B el producto fibrado y la suma
fibrada, respectivamente, en el diagrama conmutativo completado con C y

D:
] o ¢}
0—1A - M-—C-—0

O~ L ——M-——>3N-—0

0w D —M'—B.—0

Tenemos entonces que M* y M” € K;, € U, asi que, por hipétesls
" de inducclén, A, B, Cy D e U, digamos A € Ky, B €Ky, CeK, yDe Ky

Como K, € K, sl r = 5, entonces A y D € K;, donde z = mix{n, q}. B ¥,



C €K, donde w = mﬁx{m. p}; de esta manera L € K,,, ¥ N € K,,,,, ¥ por
lo tanto 'L yNsesuU

Supongamos ahora que L y N € U, digamos L e K, y N € K;i como
arriba, L y N e K, donde 2z = max{n, m} y por lo tanto M € Kz S U

A continuacién probamos que xrsl = U. Claramente S, € K, S U
para todo x € T' y por lo tanto ;ﬁl‘s‘ & U. Recfprocamente, sea S una
s.c.S. tal que S, £ S para todo x € " y sea M &€ U._dlgamos M e K,
Usamos un argumento inductivo sobre i
i) S1 1 = 1, entonces M € K, = U $, 5SS, asf que M e S,

xel

ii) Si 1 > 1, entonces existe una sucesidn exacta corta
0O—2LaM—aN—oO

tal que L y N € K_;; por hipétesis de induccién, L Ay N € S, que es una

s.c.5., entonces'M € S. Por el teorema 1.1.3 hemos probado que

u=/\<(s]Sess.c.s.yS,:SVx:r}-;:rs,. [ |

Damos a cont algunas propiedades basicas de la operacién

3.2.7 TEOREMA. Sean U, ¥ y $ s.c.S.c. Entonces
a) TS S ws (UT) § (L:S),

b) T £ (u:T).

_€) ({U:T:S) = (H(T:5)).

d) (U:TAS) = (BTAUS] y (UAT:S) = (U:S)A(T:S),

e) {U:TvS) = (:TIv(U:S). .



Demostracidn: .
Para cualquier s.c.S. H en esta prueba, sea ¢y R-mod —— R'"‘Od/"
el funtor canénica en la categoria coclente. .
a) Sea M € (U:T); como TSS, $yM e T o= M € S, esto es,
M e (U:S).
b) Sean K, las clases definidas como en el lema 3.3.6 para UVT. Si
M € WT, entonces M & K| para alguna i; usamos un argumento fnductivo
sobre i, A
i) Sl § = ), entonces M ¢ WF ypor lo tanto Me U6 Me T. Si Me v,
entonces ¢M = 0 € T; siMe ¥, M = M € T. En ambos casos M ¢ (L:¥).
ii) St i > I, entonce=s existe una sucesién exacta corta
0O LaaMoaN—oO
tal que L y N € K_,; como L y N € U v T, por hipstesis de induccion, L
¥ N € (U:T), que es una s.c.S., as{ que M € (U:T),
c) Nitese que @M = 0 s M € (UT) o=+ $M € T e {grogIM = O De
aqui tenemos que M e (U:AT:S)) e {$yed M € S —-.'u,-o,-ou)u =0
M e ({u:T):s),
d) Para la primera afirmacion, M € (U:TAS) o= pyM € TAS e M & T y
$yM € 5 o+ M € [WETIA(U:S). Para la segunda afirmacién, M € (UAT:S) -
PuatM € S em M € S y M € S o= M € (USIAT:S).
e} Sean K| y Py las clases definidas como en el lema 3.3.6 para TvS y
{U:T)v(U:S), respectivamente, y sea M @ (U:TvS); entonces ¢yM & K, para
alguna {. Usamos un argumento inductivo sobre i. .;
*1) Sl § = 1, entonces ¢yM G.TUS, asf que gyM € T & M € S, esto es,
M e (:T} 6 M e (U:S) y por lo tanto M € (U:TIU(U:S) & (LETIVIL:S),

ii) Si 1 > 1, entonces existe una sucesién exacta corta
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OqouL-—yﬁuM-—’vduN — 0

tal que ¢yl y )N e K, ,. Como L y N e (U:TvS), por hipbtesis de
induccién tenemos que L y N € (U:TIv(U:S) que es una s.c.S., por lo
tanto M € (U:T)v(U:s). .

Recfprocamente, sea M ¢ (U:T)v(U:S), entonices M ¢ P, para alguna
J. Usamos un argumento inductivo sobre j. )
i) Si j = 1, entonces M € (U:Tlu(U:S) y por lo tanto M e (U:T) &
M & (U:S), csto es, ¢yM € T & $yM € S; entonces ¢uM & TUS £ TvS, asl
que M € (U:TvS).

i sij>y, existe una exacta corta

0O—-»L33SM—3N—O
tal que L y N € P, Como L y N e (U:TIV{L:S), .por hipotesis de
induccién tenemos que L y N e {:TvS), que es una s.c.S.; por lo tanto

Me s, |
3.2.8 TEQREMA. L; = AAIAVHN,)AN,.

Demostracidn:

Sea $ = AWVN,. Afirmamos que S = (A;:N,JA(N;:A,). Sea
¥y, Remod  — R'm'-’d/ﬂl el funtor canénico en la categorfa cuclull_te.
Sea M' & (A:MN)AN:AJ; como M e (A:M)), dyM cs artinlano. Supon-
gamns‘ que M ¢ MVHN;; sea ¥ = {N =M ] N g A‘vﬂ‘}. entonces ¥ » ¢ pues
M e ¥ Sea ¢yM" un elemento minimo de ¢,¥: tenemos que M’ « AN,
‘M* S My si'N S M, entonces :

DM/NeN o



2) N e AWty
Reempiazamos M par M*
Sea ¢i: R-mod —» R‘"“’d/}, el funtor’ natural en la categorfa
cociente. Como M € (A;N,), “"IM es neteriano; sea

¥ = {N =M ] M/N € A,vw,}. entonces ¥’ = ¢ pues 0 € ¥*. Sea wAlM' un

1 aximo de ¢, ¥": que M/M’ € AV, M* = M y s
M® = N s M, entonces
B M/N € Vi, &
2) N/M « A
Reemplazamos M por M’.
De esta manera M tiene las siguientes propicdades:
M« avh, y si N = M, entonces
DM/NeMN 6 NeAviN, ¥y
20M/N € AvN, 6 N e A
Sea ahora K = M el submoédulo artiniano méximo de M, el cual
existe por e! corolarlo 2.2.7; entonces M/K no tlene submoédulos arti-
nianos. Notamos que M/K ¢ AvN;: de otra manera K € Ay y M/K € AN,
implicarfa M € AvN,, lo cual no es cierto.
R:emplaurpos M por M/K, y éste oitimo tlene las mismas
propledades que M y, ademds no tiene submédulos artinianos.

SI N < M entonces N € &, = M/N e AjvH, = N ¢ AN, =~ M/N € N,

0. Ny = Ny 3Ny 5 ..,
‘una cadena ascendente en M. De lo anterior tenemos que  M/N; es

neteriano y por lo tanto la cadena



L0 = NNy S NN S
en M/N se estaclona, digamos Ny/N; = N, /N, para todo k = kpi entonces
N, = N'o V k = k, y ésto implica que M ¢ Ny € AVN,, lo cual es una
contradiccion, ‘

Reciprocamente, del teorema 3.3.7 tenemos que A,V'NI < (AN y
AN, S (N:A); entonces AVN, S (ArNJAIN:A) y asl hemos probado
la afirmacién.

Finalmente, como L, = (Ly:L), tenemos que
Ly = (RANGNARD = (AANIAINGAEN) = RACRENDAINGA AN, =

BASAN, = A AR VN AN, y ésto completa la prueba,

3.2,9 TEOREMA. v/ (AR = . /\‘(A|VNL) vikelN
s

Lo ) =ke

Demostracidn:

Sea M 6 A (A,vﬂ,], entonces M € AN, para todo i+] = k. Sean,
1)k

como cn el lema 3.3.6, las clases | K, definidas como sigue:
K AN
Y, para n >},
I._,K,‘={M| 304L>Ma>Ns0suc. ex.conLyNe K,k
=
de esta manera AN, = U"’K" y ésto sucede para toda pareja de

nm)

subfndices | y j tales que i+j = k.
Entonces para todo i+j = k, I n, € N tal que M € ,_,K,,r ¥y tomamos
n, minima con esa propiedad. Sea m = E n, (nétese que esta suma ‘es
gk

finita y que m z k+l). Usamos un Srgumentn lnductl;lo sobre m,
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D) Sl m = kel, entonces n, = 1 V Isj = k, asf que M e | K, = Aul)

para todo [+j = k; pero existe I, tal que M € l,o-llo_l (ig > 0), y sea

Jo = k-ig; tenemos M e (e )-Ajp- BST que M € Ny, y ésto
implica que M € A AN, ., & v (i

plica qf 16"t = Y
1) Por claridad riblmos la hij; is de

si N & /\.(l,vﬂ,l, N € ,Kn, para todo ivj = k y m* = ): n, < m,
1) =
Tojuk

entonces N € 1.}(.("’\"’)' Supongamos, pues, que m > Ii'l.
Existe ry tal que > 1, entonces una sucesién exacta corta
0 =L M —N —0
con Ly Ne |~JK"‘r°'l ligtjo = k)i nétese que L y N € | K, para todo

ivj = k. G las corr fentes m’ y m® para L y N,

respectivamente:

m' = Zn,' svz A * (nemth <m, ¥

Iejek r#eg

mv o Tars Tagstogei) <m.
tejak rery
Como L y N también pertenecen a lj\k(llw“'). ia. hlpétesis de
e
induccién aplica a L y N; tencmos entonces que' L y N € \/k(A,AN,).
. 1+ )=l
que es una s.c.S. Por lo tanto M e\ (AN}
1eJ=Rol
Reciprocamente, sea M & v. (AjAN)).  Sean las clases K,
e )wkel .

definidas como en el lema 3.3.6 para I\/Il (MANy). Tenemos entonces
o yxkol

‘que M € K"o para alguna n,. Usamos un srgumento inductivo sobre n,.

53



i) Slng = 1, entonces M.& K, = || (AN, asf que existen Iy y o
Loyakel

tales que M e l,ul\Nlo e lg+fy = k+l. Sean | y j arbltrarios tales que

i+] = k+l. Consideramos dos casos: si i = i entonces M € A S AN

v

si { < iy, entonces j =z jo y por lo tanto M e N) € AWN. En ambos

casos M € AN, y ésto sucede para todo i+j = k; entonces

Me A\ IgVN).

to)ak
il) Si ng > 1, entonces existe una sucesién exacta corta
0 —L -—M-—=N-—>0

conlL y Ne& K"n“‘ Como L.y N € v/ (AAN), entonces, por hipotesis

Te g kel

de induccién, L y N € A (AWH), que es una s.c.S.; de aqul se sigue
1) ek

ue M € A (AN, :

a ir)mk Rkl l

3,210 TEOREMA. L, 2 A (AwN)), para todo n « N,
[EYEY .

Demostracidn:

Usamos un argumento [nductivo sobre n.
1S =1, Ly 8 (Rvi ARG
Wsin>, 4 =, )2 (L"u.ﬁn.l("w’n -
(A,AN,:IS:“_I(A,\M,)) = u':hf:n-l(l‘wl” A (N,:hﬁn_lllwﬂl)) -
(n-ﬁn-l(l':l'm’n A (hﬁ"_,(l‘,:alvﬂ,)) =
(h{:“_l(lmv(l‘:ll,l.l) A (I.ﬁ;_‘((N,:ll)vﬂM)) 2

i (M vV A L (N VA VN ) =
|.?-| VBl A Itﬁn-l DO

CA WD A LA WD 2 A BN B
[ ETY 1o ymael ressn
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3.2.1) JEOREMA. L, = ‘/\ (l,‘:le:A,::.,.:N.k) + para toda
Vyohge setlyen
“nel.

Demostracidn:
Usamos un argumento inductivo sobre n.

1SEn =1, by = (gl AIR:NGIAIN: AGIA(NG:

o
HYSin> 1 L) = (el ) = (RaN:L, ) =

= (A My ) A

: ~ ¢ '

Ijslze e o oolgmn-1 4

AN ~ (R My il ) =

'||~|2~..‘o|,‘-n-| W2 L

= { ~ (Ag:A N, LN, D) A
RIS a Y

{ ~ (NGA ozl ) =

Lgolge s <eolyen-y T e
A (&, :N

etz earlymn W2

3.3 SERIES DE COMPOSICION FL-CRITICAS.

3.3.] DEFINICION. Sea a« un ordinal y M € R-mod; decimos qus M es a~fi-
critico si M es simple en R-mod/l_a . es decir, si

BfldM=ay
if) si N 3 M, entonces fldN < a 6 f1d(M/N) < o

M es srl-critico si es a-fl-critico para algun ordinal o.
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3.3.2 PROPOSICION. Si M es a-fl-critico y N = M, entonces sucede una y
s6lo una de las siguientes:
i) N es e~fi-critico,

i) M/N es x-fl-critico.

Demostracidn:

Supongamos fldN = a. Sea N = N; entonces N* 5 M y por lo tanto
f1dN' < « 6 fIdM/N®) < a. SI fldN°® < @, terminamos; s FId(M/N') < a,
entonces TId(N/N') < &, As{ que N es a-fl-critico.

Supongamos T1dN < a. En esta sitvacién, fld(M/N) = . Sea
N*/N s M/N, entonces N = N' s M y por lo tanto fldN® <a 6
rld(M}N') < a. Si fldN® < a, entonces fId(N'/N) < « y terminamos; sl
fld(M/N®} < w, entonces, como (M’N)/(N'/N) & M/N', tenemos que

fld((M/N)/(N-/N)) < a. As{ que M/N es a-fl-critica. ||

3.3.3 DEFINICISN. Sea M € R-mod. Una serie de composlcidn fl-critica
para M es una cadena finita de submédulos de M
M=Mg>M >..>M_ >M =0

tal que M{/M,,, es fl-critico para toda { = 0,1,2,....n-1.

3.3.4 TEOREMA. Sea M € R-mod; entonces M posece Kd sl y sélo si existe

una serie de composicién fl-critica para M,

- Demostracidn:
Sea fldM = «. Usamos un argumento inductivo sobre’a.

) Si @ = 0, M es un médulo de longitud finita; por lo tanto existe una
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serle de composicién para M, es decir, una sucesién de submédulos de M
M= Mg >M>My > My > M, =0
tales que M/M;,, es simple V | = 0,1,2,...,n-1; entonces estos cocicn-
tes son médulos O-fl-criticos y por lo tanto la serie de .composlcién es
una serie de composicién fl-critica.
ii) Si « > 0, sea ¢: R-mod — R'"‘°.d/|.u el funtor candnico en la cate-
goria cociente. De esta manera ¢(M) tiene longitud finita y por lo
tanto existe una serie de composicién para ¢(M)
HIMY = @(Mg) > @M, > ... > $IM,) > 8(M,) = 0

y cada coclente ${M)/$(M),) es simple (i = 0,1,2,..,n-1); de esta
manera MMy € Ly, M, € Lg ¥, para 1 = 0,1,2,...n-1, M/M;, es [l-
critico,

Como fld(M/Mg} < o« y fld{M,) < @, por hipétesis de Inducclén,
existen series dr': composiclén fl-criticas para esos médulos, digamos

M/Mg = No/Mg > Ny/Mg > Np/Mg 3.3 Np/Mg = Mo/Mg
. , .

- Mp=Llya>L,>L,>...>L, =0,
respectivamente; entonces Ny/Np, & ‘N'/M")/(NI.,/MQ) y L,IL]., son . fl-
criticos para todo | = 0,1,2,..,r-! y para todo j = 0,1,2,...,5-1. :

Y las b

M=Ng >N > >N =My > M > o >M =Ly >0, > >k, =0
donde todos los coclentes de términos consecutivos son fl-criticos, es
decir, ésta es upa serfe de composicién fl-critica.

Rec(pr que la cadena

Mo=My>My> o>y >M, =0

es una serle de composicién fl-critica para M. En particular Mg/M,,,
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tiene fld para toda { = 0,
Procedemos por induccién sobre n.
i) Sl n = 1, entonces fldM = fid(Mo/M,).
il) Sl n > I, observamos que la cadena en M,
My> My > o> My > M, =0
es una serle de composicién fi-critica que tlene n-1 términos. Por la
hipotesis de induccion, fldM, existe.
Consideramos la sucesién exacta corta
03 My 2 Mg » Mg/M; > 0 ;
entonces, como los dos extremos tienen fld, el término central, M,

tiene tamblén fld. Por ef teorema 3.1.7. M tienc Kd. []

3.3.5 TEQOREMA, Sea M € R-mod y sea fldM = a. Entonces cualesquicra dos
series de composicion fl-criticas para M tienen el mismo numero de

cocientes a-fl-criticos.

Demostracidn:
Sea ¢ : R-mod — R'“\“/L‘,l el funtor canénico en la categoria
cociente y sean
n . Mo Mg >M >M, > . >M, =0y
{2) M=Ny >N >Ny >... >N,=0

dos series de composicién fl-criticas para M. Consideramos las cadenas

en ¢{M)
3) M) = M) =GN = M) = ... = M) = 4(0) y
) SN = $iNy) = $IN;) = GIN,) = ... = N, ) = $(0)

En éstas, las contenciones estrictas corrgsponden a cocientes
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«-fl-criticos de (1) y (2} pues al pasar a la categorfa cocclente, todo
médulo de fld < a se vuelve nulo. Por lo tanto, después de quitar
términos Iguales, (3) y (4) son dos series de composicién de @(M} que
es un médulo de longitud finita; por el teorema de Jordan-Hblder-
Dedekind, tienen el mismo nimero de términos. Entonces el numero de

términos a-fl-criticos en (1) y (2} es el mismo. |

El teorema anterior nos permite introducir la slguienle:

2,3.6 DEFINIGION. Sea M € R-mod y supongamos que fldM = «. La longitud

a-fl-critica de M, denotada por ln (M), es el nimerc de cocientes a-fl-

criticos en serie de (l-critica de M.

237 LEMA. Sean M € R-mod y fidM = «; entonces existe una serie de

composicién fl-critica para M con 15(M} términos.

Demostracidn:

Sea
ai MaMy>M>..5M , >M =0
una serie de composiclén para M. Sea M, un términc de (1) tal que
MMy, es a-fl-critico y sea M,,, el siguiente término de (1) tal que
My, /My, también es a-fi-critico. Entonces M/M,,.,, s a-fl-critico
igualmente. De =sta manera podemos suprimir de {1) los términos Mg,
"Myez» .+ My,, obtenlendo una nueva serie de composicién fl-critica
para M. :

Después de aplicar este procedimiento n-lg{M) veces obtenemos una
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serle de composiclén fl-critica para M dond

a-fl-criticos. Esta serie tlene longitud 1o(M).

3.3.8 TEQREMA. Sean M € R-mod y N s M. Supon
fldiM/N). Entonces

LM} = 2(N) + L (MY

Demostracidn:
Consideramos
Nw Ng> Ny > 3Ny >
M/N = Mg/N > W/N > > Mg /N
serfes de composicién fl-criticas para N y M/L
lema 3.3.7., podemos suponer que‘ L) = n y
que

Mo=My > M > My > My, = NeNg > Y
es una serie de composicién fl-critica para
términos a—fl-criticos. Como su longitud es n+m

1M} = 1 IN) + 1, (M/N).

h

todos las cocientes son

pmos que a = fidM = {IdN =

>M /N = o
, respectivamente, Por el

to(M/N) = m. Observamos

) > e > N >Ny =0
M .que consta sélo de

tenemos

A partir de este teorema podemos obteter el siguiente resultado

que es andlogo al Teorema de la Dimensién.

3.3.9 COROLARID. Sean M € R-mod y NK = M. $

fldN = fIdK = fId(K/KnN}. Entonces
’ 1a{K4N) + Lo(KnN) = 1,(K) +

0

Suponemos que a = {ldM =

N,




Demostractdn:

Consideramos las i exactas cortas

O ~5 N = KeN = (K+NI/N — 0
O — KN —» K = K/IKrN) — 0

de las cuales obtenernos, a través del {somorfismo {K«NJ/N & K/(KnN},

Que Ig(K4N) = oIN) = L,(K) = Lo (KAN) i
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