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INTRODUCCION 

Esta tesis est.tá plar1ei..~dcl cornc• ricitas de e-la.se pat-a 1.irl Cl_.it:.s•:i ir1-icia1 

•de Algebra Super·ior y va dirigida a estudiantes de ingenier{a. 

La pr~sentación de la teoria se hace de manera formal ·1ncl~1yend~ 

demostraciones. Se sugiere al profesor antes de iniciar el curso dar a 

los estudiantes u11 br·eve comentario de qué sot1 las demostraciones, cómo 

se hacen y por· qué hay que hacerlas~ esto es con el fin de que el es-

t.udia.nt.e vaya adquiriendi:1 p1::ico a p1:11:::•:• la fi::11=ultad de abstra•=•=ión .. Si- el 

el profesor no desea ver las demost1~acianes puede ocupar únicamente los 

resultados de las notas para dar el curso, sin que ello afecte la cali-

F-n_ ~~S ._r11:it.as se da una intr-oducción f1;:.rrnal .a las ft.w1cí,•:1r1es:s st~s 

ope~aciones y ~ipos~ aplicando ésta teoría a la cardinalida~ _de con-

Contin~a con las estructuras básicas del álgebra ~ue son los grupos:s 

anillC•s y caropos:o y cit.: manera fc:1rmal introdt.ice los sistemas de los 

númer1;:,s n¡¡;d:.r . .ir·a~les~ enter·os:o t·acionales y c1:impl~:=j1.:is .. Esi;.os terílas l1:is 

puede considerar el profesor como optativos para su curso~ excepto el 

de los númer·os complejos. 

1-ineales:o bases y dirnerrsión se 

Agt·adez•=o l•'.Js 

correcta de este trabajo 

M. en c. Al•=Jar1dro Bravc1 

M. en c. Carlos Sii:zn•:ir·et 

M. er1 c .. Mar-:í.a 

M. en c. Mari1::i Pineda Rt.ielas. 

Mat. Rogelio Jiménez Fragoso .. 
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§ 1 • CONJUNTOS 

Di1·-:;?1ncs z:l.:nr.:,l1?rr:c:~1-;t.:.~·:· qu~1 L.tii ;:.01;jU11l:cJ. c~s un..::t coler::.c:1ón de: otJjet.01.:::.:1 y 

que los objetos sori los elementos del conJtJnto~ Se acost1Jmbra utilizar 

Cu¿i.ndo un elemento a pc~rtE~nc?~:.:c:2 éJ. conjunto ::~ i-::•-::;c:1··íbi~·(:-?mos~ .' 1 a e ?!1 11
, 

y se lGe 11 el e10mento a pertenece al conjur1to A11
n En caso cantr2rio 

:.5•::: f.:'~scr-:Lb.i.r·<~i n¿, e f..lu~ i:s deci1·~ a no es í-2le1rn:.:!nl:o dc~l .r:onjunto A~ Por-

0jt:.implo:: conside1··emos el conjunto de los núine1· .. os natu1-·ales lN''f ent.oncr:::r.-' 

cumplc-:n!! 

3 E -INi1 :._1 E' CN 

~r1 si;ecto, sabemos que ~ es Ltn nómero notLtral y 1~ue -l. no lo ~s~ 

Par·a definir un conjLtnto debemos establecer (tn criterio que nos 

p1;,:1··mJ. l:.¿1 decidii· c1.1ár1do un t-?l1=rnento clf':iíJq pt~rtE::nt.~cc-:: 1':11 conjunto, pa:-·r.¡ 

r:.1 1 lo hay dus ma11ei--as dt"0 h21ce1·-.lc;:: 

1. Listando todos los ale1nentos que r1e1~ter1~c:er1 al conJLtr1to [) 

Se~alclndo L1nJ característica cainún ·que po3can los el.emer1tos del conjunto~ 

!:'.::J. c.:cn.;:_¡¡ .. 1~ .• l.1 ,_L\>'•..!:~ t:'lE•i!lC:.'flt::OS SSOll lCJS nUmer··o::.::.. l.~ z,~ ~~::?;. 9 __ SE~1 1-~'.-:;ip1··t~~E:·~1t::.:1. 

comu {J.:•::;:;!,~~'.' 7:1 S'} Y:· c.l2i-3m~1 nt::? se obsi:.,:.!1··\·~-~- qut~ c::l nrjm~2i--c. 1 ps-~rtenece ,::-tJ 

cc!nju.ntc1~ mie:?ntr·e·(s c.¡1.12 E?l nl'.:tm1-~ro 2 no pc.·t-+.:G.'nf":C::0~; es;.tc-.i s-s:f 

f=.) E~s~tB. ·Fov·rnt::1 de t~t-:?p1·-r.::-sent:~\1- un conjun\:t..:! •-::..1:.-.. 12 l l,:;.\¡n,;.:1. ·Fot··mi-:\ t.abu.lar 

o por extensión. 



llama forrnri por ~ompr~11sión. 

EJEMPLOS: 

sión do expresa1~ al ccr1Junto 9~ 

2 .. -- E.1 conjunto M = {1'1·-1} podemo!;; r!otnLlr;~rJ.o_ -por c:ompr-en~~'t6n c:._omo E:i1. 

conjunto {;< / ;: 2 -~1 ;::;: o:f~ 

ci:i. cCJnjunto A ::::: C;< / ~: E CN y !< ,=::; t1} .. 

pi-¡~~nsiC.:.n E!S:-:1 ?'-J = {;:; E IN / .. ·, :-::: 5k pa1··¿, al9Ctn k E IN:~. 

-For·-ma t;:;\bular· E CF'rim.:.::1vc:'r-2:1., \lc-:r- . .:.:1nc1;, Dt.oño?, Invic~r-110}; miE•nt1-.::;:,s qui:::-

ld ·Fur"·m21. poi· c:ompr .. c·nsidn c!e E;:;·~:::.~, E.:=: Ct-::- I E~ t:!S E.'~ita(:J.ón r.JE'l ¿;\Fío}~ 

6~-· El conjunto ~x e~ I 1. S :: S 2} y el inter\1alo de n6mraros r·edlss 

Li::\bu.l. ,~ .. '.! · d1:- ; ·i.:.•p 1-E·'-St:.·i 1·i,:,:".11·· a tcclDs 



§ 2. SUBCONJUNTOS 

F'o1· ejr.•mpln:: r:=:1 conjunto r~ =::: {.a:, b~c::} e<:::. '~::t.tbceinju·tD ele] conJuntD 

.i:'.:: [..;:i :1 b, e, d~. r2} pues c¡?.c:fa 1211 .. :::-mento dr-.:: A (-?.S un c2iementu dG B. 

F'-3ra e:.:pt·t:=se.1·~ qut:~ P1 l..:::;; subconjunto cit-? E1 utj.l).zamos Ia nol:,-?.c:idn 

11 A e Ei 11 que Ee lf.>C-':I 11 {1 (·0S •:;ubc:c:njunto clE: B" C) "f:1 este..\ contenido en B",. 

Tambiérl decimos qu~ A no c~---subc6hj1Jnto cie E en casa de qub ~xista 

~•l menos un elernento ci8 A que ne pei-tenazc~ ~ B. Asi. por eJe111plo, el 

mento ·Fe A ~s tal qLJe ·Fe B~ U~amos la not~cicin·A ~ B par-a expr·esar 

c¡we A no es sub~on.Junto de B u qu8 A nc1 está cor11:~nido ~n B~ 

EJEMPLOS: 

J.,- Lt:Js ct:.tnjuntos lN ;/ ;z: cie los nc:tmc-r·c1s 1·1a!·:u1--{:=:1l~:: .. s y ;;..•nter·c;s cumplen l.::ls 

sigLti.entes a~l1-1nacion2s= 

también un númei-c_:;:, 1~::r·1t:.:.~t· .. c:J y, en E.11 sf':~t,;;¡undo c,.::\~::.o t1~nemc:i::.:, qut2 ln!.:¡ núme:~1·-os 

ent:e1-os neg¿1tivci·3 i·io pf:::r-·t~.E:nC?cE•r·1 c•.l con..iur·)tu ele-? ln::.; númr-::~!-c):::; n-:.i.tu.1--2lr:~'.~; .. 

82a A = {--2~3J ,, D 



,";.\S:f B {-2,3} y por consigl.1ier1te A = B~ 

DEF:INICION 2. 2 ·.: Dec'.Ltnt"J!S que dr.::i~:;. conjuntar;; =:on :i.¡;Juales si se contierH?n 

mutuam-17,;1nte, és dc:?C:it·", f'.) ~~ B si y sólD si A e B y.Be A~ 

Ya .que loS cc:njuntos ¡'.\ y Et dt?l ejemplo ,..._ s12 cpn-!,.:ic~n1.2n mut1.1ctmF:ntr::, 

~:ior1 t,gL1alc~= ~ 

Otra notación alternDtiva pa1~a subconjun~os es la siguiente: 

i i) "' 7' (·, 

que se leen 11 D contiene a A 11 y ''E no contiene a A'', -respectivamente~ 

Dada l.e1 ecuacj.iJn }·:+:!. =-o, do¡·1de ;-~ f:?S un ni::11nc;1 r·c:i rL::1türB·I~1 VE:'.•mo5 qu~= 

r10 tiene solución; es·to es, no e>tiste ningdn núniero riatu1~a1 x tal que 

;~+l :::.: o, pues: todc nC:tmer·o nE·,·t . .:ur·aJ. .~ es 1nayar quB cero, 

con~iguier1tra :~+1 n 

De la n1isma manera la ecuación 2 O no se ver·i·Fica para nir1g(~n 

Para e:{presar el !1echo que no existen ~lementos que satis~agan cier·-

tas p~-opiedaciE.~s st? usa ( 0 1 ~:::.i:mbCJlD 11 0 11 
:; (:!l cui.:il s~E.l lt?t.~ como 11 conju.ntci 

vacío 11
N 

For- J. o tantr1 

~}~ E [N I ~:+1 ::::; 0} ;:;:: 0 

<)} = "' 

Es dC?cir·:· cada conji..tnto 0scr-ito anter··ior··mc-=:-nt12 cE.11-r;!c:e c!ci elemc:::into!s~ 



de la de~inicitjn_de sub~onJunto. 

PROPOSICION 2 .. :9 .: Todo conjunto t:::.-s -.;:';Ltbcc·nJL1nto de s:C n;ismc:i;; ¡::_;5 decir"·~ 

A e A p~r~ todo ¿onjunto A.m 

Cuando t9dos los eleme~tos de un conjunto ·poseen· ld fnisma propiedad 

Así por ejemplo, en ~1 conjunto de los r1d1neros naturales ~~ todo clp

mento es mayor· que cero~ 

Lo ant~rior lo pod~mos esci~ibir· de la siguiente mansra: 

V x e ~-se cumple x ·>O 

y :::1r.:: lec:.1 ''p¿-\1·-i:\ todo núme1··0 natut·al :-~, se cumple qu<::.'1 '" 85 ma·yor i'::i ce1·ü 1'u 

De igu=:tl mane"rr:1 todo 1·)Ltmero r~c-?al 5citis'f::.::1cE: que:.:;· su t.:LtiJ.d1··.-:aclc:i es siE.1rn--

pre mayor o igual a cer·o; lo cual lo r·mpresentamos ulili~ando el si111bo-· 

le:- cli:::: un.i.v2r·:::;al:trJad Lif? la sigui•2ntc, rnc:.111erd 

Consideremos aho1~a la p1··oposic1ci11 2 

f..1;::1r·a tocio va:to1·· ele~ ,, mé:\yo1·- o "i.t.;..1u21.l i:.1 • ..::..~ pc:;;i-CJ pai-;:; c:!J rit':lmt:.1 t·c) n..::\tur·al 

'" ·::: 1 1 et p ¡- op o~s i e i ó ri ( J. ) 2 

2 
,; 1·1ci :::i-t~· 1.:umµ.i.t:!~1 y 

L~ ~iyuiente n1anera~ 

3 E IN totl que .·, 

y ~3E' lc:::-E? 11 :~;.:i:::~t.e ur1 n1~1mr;;.!1·-o n ... :itui·-aJ. ': pa~·.:.1 E.·l cui::il ;.;
2 

~-¡ 



-::~s1c::1"ib) !"t:..imcii~~ lo ·3iguiente:t 

~ }; E [R t.f;\ 1 qu1? }{
2

-1- :l .:;.-;: i) 

quc.i ::'50 1t:::1.:~ lino e~·:istc:~ :;;.: ·c:.:in lR tal que;! ~·• 2 ·1~1. ::·: 0 11 ~ 

cir, A e B y B 1 A. 

EJEMPLOS: 

4 .. -- Los númr2r·os ra.c::iohi:),lt::·S ~ ·Fonni..~n un subconjunto pr·opio" de lCJs nL1mE:-t·os 

reales ~' pues ~ e ~ y ~ ~ ~-

5.- Considcremo~ los canJt!ntos A= ·{a,b,c} y B ~ {a,b}~ El cor1Junto B 

es subconjunto propio de A ya que A ~ B y A 1 B. 

DEFINICION 2. 5 : LEt pCJtencic::; e.le l_\r\ con Junto f-1:1 F' ((.:¡), es E~l conjunto de 

todos los posibles subcor1Juntos del conJLtnto Ab 

EJEMPLO: 

F·!:::. :.:..,_ubcDnjunto dE: cUE1lqu:lE·1·· c:onJuntc::i .. 



§ 3. OPERACIONES CON CONJUNTOS 

J.D::l t-..':1 Ic2mentc.1;;; di::? ambos c::Dnjunt.D~;;. E:ri un s;cJlc~ c:ónjuntcJ {;::t, b.~ e,, el} y l lamt:\!"· 

1CJ Hl¿l un:i.Un de los conjuntos f1 y .E\ 11
,, EnttJílCí?~3;i la· unión de r~ y B {-28 el 

conjunto de c::.len1entos ql11?. pt?:1··tr3:!n0!::ci:1n y.E:i :::-:.c2e1 a] conjunto Pi o ¿\l r.:onjun-

l:.D El~ se t-E~pres-1enta utili;~i::\nc!o l':'.71 !3ímbDlo tJE~ un-Ión de conjuntos 11 U' 1 ccJmo 

,;.:1mbos conjuntos, esi:e e:ipr.:tr!2cc::·r¿, und ~~ola vr~z E•n el cDnjunta uni (Jn .. 

EJEMPLOS: 

1~-- La ·uniór1 de loa cor1juntos A C4,5} es el conjunto 

2 .. La unión de los conjuntos A {,::.\, b} ~/ B 

~~~+---+!~ 1~~1~~~-
-2 -J. o 2 

DEFINICION 3. :1 Ld ur1J.Lln de..• los conjuntcr~.; P1 y ti (::~::; t:.':1 conjunti::J 

p, u D "' [;: / 

DE· ].,:1 de·t-=J.nicóri t.~11i:E.·1··i(J1" dE": c:onJunt.os 13s ·Ft.;i.c:.Ll VC?r·i·Ficaf las ~;i··-

gLtic1nt~s propiedddes d~ la uriión de cor1juntos. 



PROPIEDADES s.·2 : 

:i.) 1-:; .::::: ¡~ u Ei:1 B e (.~ u El .. 

~i) A U B =BU A 

i:i·i) ((.)u E'.' u C (\ u (E! U C) ( ,:;·.sc:c: i .::~1·'.: i v ::. d.:...;,_.::J) •. 

iv' H e e, B e e ~ A u B e C~ 

De igual manera, dados dos conjuntos A y B c~al~squlera .~ormer11os un 

nuevo conjunto con les elemGntos comun0s a ambos. Este cohJun·to lo ll.a

n1aremos la intersecci6r1 de 0 y B~ y lo representaremos con 121 .símbolo de 

DEFINICION 9.9 La i.1Tl:.ei-··sr-2c::.ci1'.in de los conj1.1fftos P1 y B es el conjunto 

A n B = {X!. X E A y X e BJ. 

EJEMPLOS: 

4.- Dados les conjuntos A {1,2,3,6,8,10} y B 

pues los números 0 y ~ pertenecer1 a a1nbos conjuntos. 

~)w ·· Considt.;;1·-ernos los conjunt.os de ios nC:lme1·-n~::; natu1-.::\J.0:s y número{5 02 .. nte-

1·-os; en est¡::: C:C\SL) CN n 2 :;::: lN .. En gt=:ner·t:\1., o:;]. ;'.:i e B SC:t-J.A (-¡ Íl B ::.· r:L. 

tan1bién a par-·tir de la de~inición. 

PROPIEDADES 3.4: 

i) (..; n E1 e A;; r.:1 Íl B e B .. 

il) A n D = B n H (conmutativid0d). 

iiil ({'.¡ n B:· ne= 1; n m ne:· 

ti 



LEt~:i siguic.:;,intf2s leyes :::an ll<'-:i.11·1ac1.::._s 11 l_E:yes dJ.s-;t:.1··:i.butiV,.;\!S''' y mU('.:.ist1··,21n 

PROPOSICION 3. 5 : Dc::tt::lD~.> lo~:a cc,njuntos A~, B V C .~·H·bi \.~!"E1XiWS l..:~1~:;. 

dades siguie11t.es son cierta~: 

i) A u (B n Cl ~ (A u B) n IA u C). 

iil A n CB u Cl = CA n 81 u CA n Cl. 

DEMOSTRACION: 

Demostremos prime(o el inciso Ci). 

i~IUD.l-

El fjamos :{ -E A U (El 11 C/ .. Entonces :{ E P1 o :·: E (El n C), por de·~.ini-· 

ción de ~nicin de conjuntosu Si x ~ A tenemos que ~' e A u B y ., e A u C, 

pesr lo tEtnto }: E (A u B) n ({.) u C!-,, De ·ot:··ó m6do, s-i :{e B n C: se siguE· 

que>: E D y;~ E e!! y pot- 121 propie¡j¡::i.d :::u2 (:i) ;(E <A u 8) "/NE (Pi u C)~ 

asi que x e CA u B) n <A u C>~ Se sigue por la de~inición de SLlbconjur1to 

que CA U (8 n CIJ e [(A u Bl n (A u ClJ. 

~-~ Ci) que A e A u <B n C)N De otra manera, si~ e A~ se ~iene qLte 

tsnci6n se sigue que A u (B n C) <A u B) n CA u L>~ 

Dc:mo~~-;t.J·"E•mos: ,:1.hw1~E1 i::~l :i. ne i so ( i i J,, 

e B cJ ;.; E C) ~ '.:::.L ;: e B!, Li?J)(::Crno~; que• >~ E (-:1 í1 E>!i t~!ntonct~s poi l,;;:1 pi· .. o--



!:~an1bién ;.; E \Pi n 8) u <P1 n C) ~ LrJ ;.::,.ntet~:loi· mu12sti·,::_;_ LíL.tC' 

íA n (Bu C)J e [ (~ n 3) u ~A n C)J. 

E ¡:::¡ n e Y:· 

se tien_e_ qLle ~A () 8) -U U-~1 n C) e P! .. Anr.Alogamentc.._,;!1 A n _D e ~ y por lo t:::dTi:o 

A n Be B ü C lo c1.tal se sigue de l~ propiedad 3H2 (i), de igual· manera 

A n e e e y p~~ lo tanto A n e e B u e, por lo que <A n Bl u CA n Cl e 

B u c. As:í tenemos qus' [ rn n E<l u ((~ n Cl J e CA n rn u C) J y,, por c:c.n1:c'?.n

c:ión mutua A n (Bu. Cl ª <A n 8) u <A n Cl. 8 

\leamos ahor-a algunos ejr.:-mp1os c¡uc=."' :Llustt-err lo:.::¡ 1-.. esult~-\dos dE:o le:\ 

proposición-· anterior·" 

EJEMPLOS: 

6 .. -·- Sea A [2,4.,7,8}~ Entonces 

B n C =:= {2} ~· 

Asi, A u 18 n Cl 

F'ot c,1t1·-;.J. p1~1rt.e~ 

(¡'..:Ju El) n <t~ u C) == {1,2.~~!.,ll.~'.:i:16J- n c1,::~!,'.2::,i¡.!1~5 .. 7!1E-3} ::-.;: r1~2,::.~4,,5J-. 

F'or Jo +:anto~ !·::;_;.} c-:_:m;::-; ::::::: dc•cr1r1:.:;t. 1,, c:1·1 1c:1 pi·u¡.Jt..1:::::1L.tón ...;· .. .....J~ 

A u <B n CJ ~ (~u B) n <A u C>. 

qu.e 

!-\ n E< 

JO 



:igualdad A n <B u C> ({.) n B) u U.\ n C>,, 

Cu3ndo ter1cmos .un cor1junto arbit~ar-io rio v~cío pode1nos c1Jnsid~r0rlo 

1.:omo _lt::l tc:te:\J.iclad de t~l~\mentos de que clispi:::inc:m_o'.3:1 y r::u~~quiE7:>t~- subcc:njt)rrl:D 

tomado de esta tot.a.l id21d lD c:onsid0~1·-a1-t:--:-mos como un ~s1.tbéonjunto de 

12lementos de nuestro Ltniverso o totalidad~ Así por sj~mplc~ si ter1e-· 

mos al conjunto de nón1eros reales ~, podromos cof1siderar a ~ co1no el 

univet·"SO ch:::i elr~mr.-:-:-nt~s y dec:i1·~ que cuaJ.quj.e1·-· número t-c-;121 c.1 cu.:.--1;J.quiei

i rrtun-·v¡;do de nt::uner-q::¡ r·e,:¡lei.J. -perterH2c::n -:¿¡1 un:i. verqsc; lRu 

DEFINICION a. 6 : Se.;s, QJ un conjunto__ univc::11·-so y P~ un subconjunto de,_QJ. 

De~inimos el com~lemento de A cb1no el co~ju~t6 de todos las elementos 

del universo que no p8rtenecen al c:onJunto Au Lo donot~mos n1odi2nto ol 

~3.{!Tll:Jolo Ac que<.::~\[~· lF::i..'-2 11 CDmpJ.emt2nto di:::: n 11 
.. En -~¡frnboJ. í~:\ ten~;~mo~; 

EJEMPLOS: 

8~- Tomran1os como conjun·to univer·so d] c~njr.1nto V 

9.- Sea 2\hoth..:!:\ QJ ~:;: lN y sea r-1:;;:: {2,LJ·~,6~8J un subconjunto de~(]),. En este 

ca:-so f~c. == {1,.3,5,7,9,10~,11~12~ .. ~·},. 

Podemos decir de Jo anterior que eJ co1nplen~21·ito cie ur1 co11JLtr1to va·

¡·h:lt:?<. '.":Jegún el L!nivE-::1--so en cc:>n~.;icJe1--2\ciónn 

L.a complerr1entaci6ri de conjuntos tier1e las sig11lDntes pt·opled2des~ 

.tí 



PROPE:OA[>ES 3.? 

DEMOSTRACION: 

i) Poi·~ d2-Fir·1ici6n ele· é,intr..:-:1·~1_::;Qc:c:i.i~n de? c:onjUJ"rtci"::> "l:r:!nGinD'.5 

A Íl {..:¡e ::::: f.~-: 

EE obvio qL12 este conj1Jnto es vacio~r pues ningt~n 2lemento satisfAcc 

al nii~ma tiempo ser el2menta de A y 110 per··tcnec~~ a Au 

J.n ti::i.ntc.\ QJ e r; u r
4

lc De i:::·st.::.¡ manera!1 pc>t- c:ont(;~nción mutua !5e _ccinclLtYt::! 

iii) Dado ~n elemento x e A, 1·as propiedades (i) y <ii) anteriores in1-

es elemento de Ac, será elernento del com~lemento de Ac. Entonces· por 

es un E1lemE?nto dc~l comp1em1?.nto d1? Ac~ pei·-o ~:e ?'le :imp1.:i.c::i::\ qu.t:::· :-: E t:·1,. 

L.as siguientes propiedades son conocid2s con10 leyes de DeMorgan~ y 

1nu\2st1··¿¡n cómo t.1ctú{.~~ la complc2me1·1tEtc::i6n de c:ci1·1junt1:Js sob1·-t0 1.2. unirjn y la 

inte:.•1·-:::;ec:cidri .. 

j ) ( {', U D) e ~-:: (-)e íl [-:e" 



DEMOSTRACION: 

(.t:i f1c•.:;\ >: E (/-l u .li)c., FCJJ d(::..·1:inic:i6n d~::.· com¡-Jl(~ .. 1n.r.::nto sl°2 t:Lc::nC? qui:} 

;~ e (A U B> y, por lo t~nto ~ na es el21nentu de nir¡guno_ de los cor1jun-

tos •'i y B:o i....:::sl:o es z <i! P1 y " e B" F'r.:."!rc; ~1i ,·, g ?\ y " e B tE:nemo::; qUF:! 

" E Ac y ,·, E Be .. o !'::iE2'\, '' € t~c () Be y,, pcH- lo t'anto u; u E<) e e Ac () Be. 

" e A y }~ e D. De lo ¿1nt:e1·~icw SE• sigue::-: quEi ~·: e (1!!1 u Bl , por Jo qu12 ,, 

debe se1- e112mento el" (f', u B>c .. As:í t:eru~·Hno:.; que~ \A<7' n [le) e rn u B)c 

concluyendo por mutua cord:t.~nción qué {{~u D>.c .=.: Ac n Be .. 

ii) Elij2lmos un f2J.cmento ;.~ e (P1 0 Úi~ ... L~r...-l~ancG:::; :·-~ --J: ·<~in "f1) )' pDi·- lt) 

E=:to dernLt"st.1-tJ qUE! (r'::i () B)c S (-)e U Be., 1::":t1·1w1·-i:<. b:ien, por- 121 p~-o¡.J..i.edEtd de 

:i.ntersecc:ic:in de conjuntos ten~~·mos qLie A ()- B :- r.:,- 'y (-) n !3 e B, 

por- lo que al t.omi::11- io5 c:cJmplemE~ntc..is tendremos CJL1e Ac e <A 11 Ble y 

d1··emos que Ae U Be e (A ri B)c c:on 1.o que s12 c!E1mu1:.1s1i:r.:;1 l~:' cont1:Jnciü11 1nu-

tua y poi- lo t,!1nto~ la i9u1;.\ldr..,c1 dl.::: J.0:::1 conjunto'..:.: (f.4 () f\)c y {:¡e u Bc.,ra 

t¿-tdo que dice~ 

__ --un ·::.ubccirdu11LLJ B.1 t1J:nar r~omplc:omc~'nl:cJ'5 S(21··A Be un !:3UlJcc¡n--

j1Jnto de (-)e 11
;: l~str:-1 es!' f4 e B =-).Be e {:.fe,, 

Lo ant2v· i or st":.' !'E.!. gue c!c: ob=-:ei·~v<.:iJ- quf;· un ¡2!1::•men l:c ~-; que pE·1·teneci0:· a] 

subc::onjLtnto de: B. F·oi· 1o ti·1ntD:1 ~-~ e B -> >~ e f.!i!, 12!::: de-:ic:L1· 



EJEMPLOS: 

va1r1e11te, Ac = {b,c~_dJ· y Be = {b,1j} El compJ.e1ner1to del conjurito A u B 

= {a,c~e} es (A u B>c 

11~- De nuevo consideremos los conjuntos W, A y B como en el ejemplo 

anterior~ En estm caso A n B = ~a,e} y su complemer1to <A n B>c = Cb,c,dJ·~ 

Pcw ott"c3 12 uni6n rJt':; los c:omplementws de (.¡ y B es 

{b!iC:,d}, cumpl:i.él-1dosG la p1··op'.i.edad·~} ... 8 (:i.:i) .. 

DEFrNICION ::.. 9 La di·Fé~1·~1~11cia entr·"e los cOnjuntos A y D E~s ¡..2J. conjunto 

A - 8 = {M / M E A y x a 8}. 

Se sigue de la de~iniciór1 de di·Fer9r1ciG de conjt1ntos qu~ A 

EJEMPLOS: 

12~- La di~erencia de los conj1~r1tos A= ·Ca,b,c} y B = {a,c,e} es el con-

J un·Lo 1::; 

De igual modo 8 - A [G}, por lo que podemos decir q11e la di~erencia 

e11t1"2 conjunto:.~" nc:i ('.::''.~) cDnmu.t¿:.ti-;;::;~ r--··~ cic•c:ir Pi·~ D ~E ·- 1-1~ 

13.- Utilizando lno l~ve~ dlsti·ibLttiv~s y 12s ley0s de De111organ veri·Fi-

que1nos 1.:-l i.gualcli..i.d c!r::· l¿:1s ~::::i.c;,1u i.12nti::-:-s ,::;.;<p1··E:~~-ionE''=i.~ 

il A - 18 u Cl = (A - Bl n CA - Cl. 

iil A - 18 n Cl ~ \A B> u rn ··- C:). 

iii) ({-')-B) -·C~.::r':i·- (P,UC)~ 

l !J. 



SOLtJOJ:ON ~ 

.! ) Pi n rn u C)c 

A n <B" n Cc'i 

([.\ n Bel n (A n Ce> (As:;uc it.:it:-:i v :i dad) 

(A B) n éA - [:) . 
jj) ,o, -- <B n Cl A n ([:¡ n C'c 

"' 
A n (Be u Ce) 

(A n Bel u (A n Cel {LEY distr·ibutiva) 

(A E<) u u=: -· CJ. (F'u¡~ de.f=i ni e i ó ni 

i:i:i) (A - f<) -- [: (A Bl n ce 

\¡'.-) n Bel n ce. (f'o;-- de-finición) 

A n (flc n CeJ 

1·1 n <B u C)e 

¡:::, (B u Cl. 

Es convenir2nt:ci t~n L1c¿i.sio11~:.:-s i--c:0p1..,.12sr2ntar· l{::ls opc;:it-acione 1:::- G•nl:r·Q~ coi1-

junt•:1S m1-ac\i1::1rrtE~ dic'1gr2,n¡,"-;\S qus1 ri::.~c:ibt:?n el ncimbrt? dr:::· 11 Diar;Jr-ctm.!Js tiE: ~.'E~n11 11 ., 

E J conjunto universo QJ se 1·ep_1·-_E:?s1::intc1 m0cl i ante un f·ectáni;Jul o y 1 os 

subconjunto2 de~ QJ med.l.:\ntE' c:í1-culos .. 

QJ QJ QJ Q) 

CD ·e··\ _) 

A rice A - B 

J.::1 



Los si-gu:i.g.,11t~s ej~¡.:c:icios fion l lam,~.;tdos p1-c::iblk'n1c.t~:; c.ici c:ont(:~o y ~:3í·:~1 

luc ~. one.r 1 os,. 

EJEMPLOS: 

18 exáme~ de matemáticas" Si 10 ~lumnos cieber1 prese11ta1 8Spa~ol pero r10 

1natenláticas, se desea averiguar: 

a) ¿Cllántos; .;,1lumnos dt:.ibt~n p1-1~i·.::;t-~n·t dr J. Ci:S dos ml'.:\tet-ir..1s? 

[J) ¿cuc:\n1:os ¿) 1 umnos cj¡-~!:Jc?n p1·esf;:.1 r·1tar por· l.o menos Ltlld matf:r :i ~1? 

e) ¿cuántos 2lu1nnos no tiene11 que preser1tar ningL1na n1~teria? 

SOLUCJ:ON: 

subconjLtntOs. de V que t~stén f-=01--mados pot· los alumn<Js quE.1 deb011 p1-c:::s(::..)n--· 

QJ {~~ f " e~:i 211.umnc:i clf.·~ lD divi!:sidn} 

Mediante diagramas de Venn r·e~)t-esentémos los conJL1ntos ar·1teriores~ 

<u 

44-

lb 



El co11JL1nto E n M está fo~m~do __ pot- _los alumnos que presentan esp2-

y, 10 de Gllos será .su única materia pot· cpr~bar~ Por lo tanto~ los 10 

Lo E n M tendt·á 10 alLtfnnos~ 

E n M 

De::~ :igUEtl rn¿1n::=..1i--C\., cJr2 .l.:Js 18 alumno~;. qut:.i pr·c.:.1::~,t:'?r1L:e.11·.~i.n mc1t•:."-!méittj.c.¡::1s,_. 1.0 

;?:\lumnos r-e::~;ti::.\ntE:::::1 se.1 J·<~i1 .. 1 lD:::= qur.:: p1-e-::-~>L:.:'nl\·~n m¿1t~2m~it.ic:~\"3 pe¡·-o nu esp.:;í'..\CJl~ 

el conjuntD i'1 C:: l:en¡ji·-.:-A ontc:i11cE1 s 8 elr:..'m(O:}l'ito~:::.~ 



QJ 
16 

E M 

Pode1nos concluir lo siguira~te: 

al 10 alumnos deben pr-esentar ~mba~ ~ateri~s~ 

b) Los alumnos qtie presentarán al ~er1os una mate1-ia son dq!Jellos qLic 

pe1~teneccn al cor1Junto-E-o al cohjL¡nto M; es decir, aqtJellos que per-

tenecen al conJLtMto E u-MQ Pode~os decir ~ntonces que 28 aluinnos pre-

se~tat·én al menos una materia# 

e) Finalmente, los alumnos aue no d~bren presentar n¡r1guna n10teria son 

0s:;t¿'1 ·fo¡··tn!'J..dO po¡· /.j./J. r.•.J.UnlnCJ~3 "/:1 2.8 cff:? eJ. lt:ts p;· E~ser1ta1···'-~n C1l mr..:::ir;o~ Ltr1i::\ fl~C\··-

14.- SG ·tlen0 Ltn conJt.tnto V de obje·tos~ De es·tos obje·tos 90 tie11e la 

ningLtna de las tre5 proriedacies .. Ta11~bién 2(! d~ lo~ cbjotos tisnen sólo la 

J.os eotJjr?'l:os t.icin~·n 1e-:::· propic:.·c!tJ.d•:::-:; D :i' t.., '.:!'.i.f11t.1l i.:,_~1·1c~ctmt?ntc:. 

Lt) ¿Cuéntos de l C.iSi c;:bJE!t".1:J!S t.: i en¡-;::n l .;;"•.s.: pi-~•.JP i dclE1dr2S í-4 y e 1..::.;imtJ .l tán1.::::·E1rnt.:..•nte.1 ? 

b " ¿Cuént.os dE• !. CJ~=- C•bjF::•to;:;; t l 1~n!'.::?n J. D.~::i p r·op 1 t-:·c.Ja.dt.:>S p! El Slíl\U 1 te:\ r·i,.::::·~i.mc·.· nt r::-.''? 

e) lCLtántos d~ los 



~J) ¿cu~ntC}5 de lo~ 6~j~tos ti~n~ la pr·opieciad A~ 1~ prop_iedad B o ~mbas? 

c::-.l .:'.,Cu;t\ntos obJE·t1.)'.:":! t-ii::2nE··-v? 

SOLUCION: 

Mediar1te diagramas ele Venn ~epresent~moe la ~nt~rsección de los con

juntos A, By C~ non1b1~ar1do -cada-·subcnnJunto·,en que queda dividido V. 

Usemos letras minú~culas para denotar- la cantidad de elemen·tos qLt~ 

posee cada subconjunto antes 1ner1clonado~ Obser·ve1nos c¡ue los subconjuntos 

F~n que hemos dividi.do a1l conjun'l:.c; IJJ son c:onjunttJ';!; :::tJE>nc·~'·;·E·!~'t':J r::·!::.: .• t1C} 

p8seer1 elementos comunes¡, p~r lo tahto s1.1 inter·se~cL~jn ¡20 v~1:í~. D~ 

s~st,::i mC;¡ner·"¿:.,~ t?l 111~¡me1--o c.lt2 1::.:lr.-:.1rnent1:"5 qu{:;: po;::;c::0E· OJ c·s l.:;1. 'SUm{;;• e!•.;: la~.; c¿i11-·· 

tidades de elementos qus poseen cada subconjunto d~ Vu 

i9 



i) El conjunto universo oosee 

a + b ~- e 4· d ·~ e + f i· y + ¡, 

ii> ~fay.90 elen1entos que poseen la pr·opiedad A y se sigue del diagr·ama 

anterior que 

90 a + b + d • e. 

1..:e~.;; que 

- 100 b -+ e: .¡. t? -!· + ~ 

--:,:5 :::; d ·!·· + f. + IJ·· 

mer1·te son los qLJe pertenecen al c11r1juni:o A n G n C y se tier1e en·tonces 

que 

vi) <A u B u C)c t:is el conjunto dt:.1 .lDs 12l!:0mF2rrtos 1ur::-~ !1C J-JC.•::.'>een ninguna 

de las propiedades A, B o C~ Er1tonces, pcr los d~tos del eJer·cicio se 

tiene que 

h :zoft 

vii) A - CB-u C) es el conjLtnto de elemer1tos que poseen sola1r1eni:e la pro-



pi~dact A, por lo que 

l~\ ,:_;; ~~.l) " 

pr·opiedad B y, tendt-mrnos qu8 

e: ::::: 60~ 

ix) Análogamente, C - <A u 8) es el conJLtnto de ele1nentos que tieniEn la 

l·J,·~:s1t.:.: ... el momc=}n"\:o cor1CJCG:>mus J.r.:>s valot·1.2s de ,;:\~ e,,, e, g y h .. Los valci-·-

f""E:!:5 di.E: b, el y F pDclemc:is.; enco1·1t1 C:l.1--lqs ¡:10~- ~~!- ·_:t: . .ituc:i1.:~n di;--·ect.-E:t t:::n lc\!::i-

A continuación darnos una tabla con todos los valot·es de nuestras 

b ::o 

e = óO 

el 35 

e 5 

·f 5 

g 30 

h 20 

'.."21 



Con todos los datos obter>idos pade1nos conteEtar ~ las pt·egL1ntas MG¡J 

E·Jr3rcic io: 

a) A n C tiene 35 + 5 elementosª Entonces 40 elementos -poseen las prc

¡Jiedades A y C simultán0~mer1t2. 

e) (8 u C)c t_j_enE::.: '.:20 -1· =::o c.-1i:.::>men"i.:D!:-:t .. .r¡.o ¡::;l1.::.1mt:-11!:os nu pc.1SE!<-::1n 11i J.¡::-i pro-~ 

piGdad B 11i la propiedad C. 

d) A u B tiene 20 + 30 -~ 60 + 35 + 5 -~ 5 ~lementos. Ha)' 155 elernentos 

qu~ poseen 1~ propi2dad A, lcl propiedad B o arnb~s. 

e) Final1nente V tiene 2Ci + 30 -¡- 60 + 35 + 5 + ~ + 30 + 20 205 <:? 1 emen--

tos. 



§ 4. PAF<: ORDENADO 

S1Jpongamos que t~nemos cuatro h~bitaciones y deseamos hospedar· a 

t-1·-e~i vi·::itantE:!:~ .. NL1mer··emos J.as-) 1·1.:;\bitt.\t:i.onc:.•!::;. y lc:_1::;i. !·1uésped12s c:wn lo~¡ 

:sE·•Jundo 1:=·lr:;:;m1?Jnto un vi::-::.i !::anti:::~ r~lgurit~s d~:: l~-:\s p.::tri:::JjD.~3 qur:: podr?mos ·t':c:it-111,:.~! .. 

son:: 

( 1, ;s ! 

C2, 2) 

( ·•, 1) 

1-/i.:\b.it¿'.Ci 

Habit1::it:j 

Hab i tac~ i 

0n 

ón 

dn 

':2e 

·2 :c:.e 

·1 se 

le.· 2.s1gnc:t id \liSi tarltE:! -·· 
leo• a!~; i iJ nc.:1 ¿¡J. vi si t:ant12 2~ 

l e:~ a·signa al vi si t;ante 1 

Ob3eJ,-Vi2íTlfJS que 1C.\S pc:\l"GjE\S e~:!¡~) y C2!,3) son distintas~¡ pues li::I o¡··i·•M 

mer·a establece que la habitación 3 le es ~signada ~l visitante ndmet·o 2, 

:":\l visit.-!:\nt.e núm<:::1··0 :-s~ Es:, importante: i;;::i-ntc)rtCl'-?S el r.::r1-rJen L'n qui-: i..1.p.:.~r·c-:.ici=:•n 

J. o~:=. el l~ini:-:: nt us c9 n e:~:\ de. p ,-::t 1·· e ja .. 

DEFINICION 4, i : ;::i µdr· crdr...~nddo ·fCJt .. rn.::1c!o pot· ln-:~ c~lt?í~~enl,:.os ,;i. \ Ll es 

\a,b) ~ {(aJ~Ca~b}J~ Dit·e1nos que n es el pri1ner ~lemento y bel segLtr1du~ 

Si 0 ~ bl ld pat·e.ja or·denc\da (a., b! t.2ndt·r:~ dos r:?lr-::itnPnto·:.:: que :::;c:on {t.;t} 

-~{c:\}!,-t.-::i:,2}} :-::.. ({c., .. J,Ca}} = {{a}.1~ 

igtJales si y s6lo 51 a~ a y b = h·'n 



§ ...,. PPODUCTO CAPTESIANO Y fi:ELACIONES 

DEFrNrci:oN s. 1. : El pr'odut.:to c:=1t-ts1siano ciE· J.o~5 conjunto P.1 y E.í es el 

con.junto d~ parejas 01~denadas (a,b) doridc 2-e A y be Du Esto es 

A ~: ·B = {(a,b) / a e A y be B}u 

EJEMPLOS: 

lu-· El producto cartesiano de los conjuntos A= {1~2} y B = {a~b,c} e~ 

El ¡Jroducto carlesiano del con.Ju11to A = {l,2J· cor1sigo mismo es 

Obse1·vemos que en general A x B ~ B N A, p1_1es i:omo hernos viste' a11-· 

pareja ordsnada Cb,a) .. 

junto del pr .. t:iducto c:,=i.1·-te~3:i.?.no Pi i: B .. 

EJEMPLOS: 

tQs ~-elaciones~ 

Fl'.1 0:1 puE·s el conjunto vo.c:lo es subciJnjurrLo ..:.k::i cu¿iJ.quit-:1 ... conjuntoH 

F.
2 

L<1,~.)} .. 

/..:.¡ 



Para 2~pres2r que la_¡l~r-~já orciondda (a!.b) ·por·ter1ece a la 1~e12ción R 

se ocLlpa ta~bién la ~otación aRb, 12 cual se lee 11 a está relacionado con 

bajo la ¡·elación R 11
, y e~ equivalerite a 12 expresj6n (a 9 b) e Rª 

4.- De~i-nsnioE la 1~e1acidn R en ~ }'. m de la siguient1~ manera: 

R = {Cn,m) e~ x m / tn es múltiplo de n}. 

\:3, 3) ~· (3, 6) !! (3, C?) 

F'odemos ob!::-;ei--v&.r" qutS< EJStZt rr7:~1c:tc.i.Lin t~.E::nc: u.r·i-3 inf;_nj.d.:::~d d:~· c:L1~·.1 1n!.c:1ito!=: .. 

DEFINic:roN ~- s : -El dcwiinío d0 un2 1···E:.1 lts..cid1-1 F~: c·ntr·¿. (~r y B ,::;_,~> :::::1 cc¡1··1ju11-t:L1 

de~ todos los el emE?ntc:is e/E· Pi q1.tE·: ...:tp-::1r·e:::can t.?n f.! l p 1··· J.tnL:::-1.... J. UiJ:Jr de :."." . .l ~iuni::i 

pa~·c2ja 01--den2,,da de:' Fi'. .. 810.1 !·-pp:-0::.::::.·:nt.:. cL1ri 1.:.:~1. s:·1:m;Jolu ~ 1 rJom G.'. 11 q 1.tE· s:fj l.(:·1::? 

11 dómir~1i.¡::.J de G"'. 11 .. F'or· Íü ;::~1nto 

dorn F:: = [}; e (.) / .~·:F:y, pt:\r··a dl(;1ún y E D} .. 

EJEMPLOS: 

':SQ-·· El dt:Jmif1.io dE:.< 1;;:1 1·-E·1ac1.6n F: c!Etdd (~1·1 \-'21 •-?jl~mplo .!J,. 1:=s 

dom Ff'. 



.,::¡J Lt::·1 r·t::'ldr.:i.ón 0 tis1 ne· aJ cr.1nJ,_1r-.tci VdtC:lo CDfllt.J ;_:~.u. cJ¡;:):ninio.~ E:s df~cii··~ 

7~·~· El domin:i.o ele J.a t-E.1 l_ación A :< D!, donde Pr y B son cc:nju1-i-Los~ .i:u-bit1·-c1·--

r·ios, 05 ·¡~~.esto es dCJm (A ~< 81 1r.1~ 

DEFINIC:roN s. 4 : La imagG.1n ele un,:' r-elar.:: ~ 6n F~: Gntr-t:~ P-1 y Eí e·::~. G:1 conjL1nt:o 

de:¿ todos los eleml::=ntCJs de B que ¿ip¿·trezcan t:-n el ~sc:; .. gundo lugar de alguna 

par~t-::J.2\ cn·clene1ci€1 de- ~:~ S;,;: i-ep1·-est::ntc:-1 con E·l ~-:i'.mbolo 11 Irn l".\: 11 que se lEE· 

11
!¿1 jm.:.':\gen ele la r·elación F~ 11 Erd:once~::i. 

Irn i;:-::::: {y e D 

EJEMPLOS: 

9.- Dacf~ la siguiont8 r2lsción 

su imagen es In1 R 

Lu ri?ic;c].dn inve1··'.:"SE1 dt.:: G: e (:1 :< D :::; tlbtif?nt:.:-: Ln\::r3r-cd1Jl!)iancio r::..!l orden 

EJEMPLO: 

10~- L.a i11versa de la relilcici1·1 dada en el ejeniplo ~ es 

(::S .. ·::;:)~ (f.:_,,;::::;) (C'/ !' :-,:::) 



Dada 10 r·elación R 

dr:::notcl po~- Fi:-1 es; 

{(r,,m) / ne Pi;. me B} ::-u 1·-c•J.c,_ción ii'iVei·-::3a:, r:¡uF.i 0ir'.:' 

F:-• {ím,n) /DI E B,, n En y (n,m:> E"·''" 



13' 6. FUNCIONES 

lo sd.gui.(?nte:: 

j. i) Todo elemc.:-nto de P1 12stá t~F...'l!3cianddD •:.:CJn u1·¡0 ,. sc:iJ.amc-=nte u11 elr'2m<:::'n .. -

to dr.: Elº 

Pi=i1···a 1·-r2prese!nt21-- qL1c::· 11 ·f- es Función d~ Pi en B 11 51:;> eicup2\ 12 nott:.ic:ión 

siguiente~ 

El conjunto B r·ecibe el nombre de cadomir1io o contt-adcmir1io de la 

Nótese qu~ el conJ1Jnto A es el do111inio de la relación ~u 

E .. 1EMPLOS: 

1~- La relacicin R = [(x,y) e ~2 ¡ x2 +y2 

:·:2+y2 ;; 1 

2 y 

1} no ~s ~L.Lncicin. 

observando de 12 dltim3 igualdad que pat·a cada valor de ~ obtenemos dos 

valores de y; es·tos son 

(;,,, --/ 1-;cz ) 



y 

Ur.a.· r:.&~tO.- p-0,¡:.ó.1Gl~t ~,-(.- eje ·y 

cor La.rá.--.... n d~s·· ·Pu·~·l.~s ·--t-o. -gró.r i.ca. 

1 o/JtEnt:-:':lfTICiS y· ;:.~: ~ -;.'. 2 
;: pCJ" 

lo qut2 pi.:\1·-a cadc. valot" de ;~ 0Ql:end¡-~en1üs Ltn sulo V1~.lDr dE~ y,, 

y 

Ur10. recto. paró.lela. a.l. eje 

y cortará. solo punto ta gráfica. 



(·::?CUt'-.3.c.Lón j>:J ::-~· !YJ i1npl.tc:2 qu~ .. ~· v ::- ±;-; .. E-:ntoncE•:.3!, J.i.'t'..:: ~:;:.i9uii::-:nt12~~ pi::1r-(::'.'.•jE1~_; 

(1,U íL,-·li 

4.- La relacicir1 R = {(>(,y) e R~_/ x 

Decimo~ que y es imageri, bajo la ~unción ~, del e10nfento ,., sj 

(H,y) e 1-, lo cual. lo e~<pr·es(.~mos como y :::: f(¡.:) .. _ 

DEFINICION c;.2: La imagF..~n de una ·Func:ión ·f::A -> Ei es el conjunto dE~ 

~odos los elenientos de B que son in1agen de algún elemento de Aw Se Ll"ti-

Im ·F = {be B I b =~(a), p~ra alguna a e AJ. 

SE.? ac:o!::;turr1br·,:..;. t.Dmb.ién l lamc:ti·- .:a lZ:\ ima~Jeri el~:- ·f~!' i·angci de: ·F ·.,, tE:~nemos 

qur::· J.~1 l!Tl.J.QE·n de un,::, func1on ei_s u.ri subcun¡unt·::J d12l codCJmin:i.ci .. 

EJEMPLOS: 

'.::i~-- Dr:·tc:.·~·n1in,31· c;.J ·:icm:i.ni.o e im3.gr.::·n c!e l~t ·Furic:l6n ;-:(:;) 

;.3w1ución:: Como don1i nii.:..1 

de ·F es dom ·0 ~ ~-{2J·. 

F'¡:;i.r·a c!E·tf.?f~tnj_ n-7.i.1· 1 '.::'. j maetf::.•n c/•2 ~~ y ensGguida despe-

jamos .. ~n i:érrninos de 2r 



r...., :;;¡,: ,_(..., 

.'2'-=:.+::: .~: ;.; ( a-J.) 

2E\·1-3 
a--1 

Im F :·=: IR~·~{iJ., 

6.. DE:·tei·-min,:..i.t- el dominic1 y 1·angn c:iE~ l¿.1. ·Funr.:i t\n y ';;= ~-

SoJuc:i<'.in~ El rJominio dt:-.: ·f- 2~~ el cr:::inju.n~·:c; d;:·~· todc:i<.;~ lDs rit::tm('::.l!"OS r·0c:¡J.c:s 

4. ;::: }( 
z 

-(li: ;::; /.2 

:: E [--2,, 2'] 

entonc.:G·s:. tJum ·F 

a z 4-:.: z 

N 
2 

4-~-
z 

& ~ 
¡:,¡ ~ 

31. 



DEFINICION 6, 3 

il r-, = e, 

i j) .¡: ( ;{) 

:!.ij) El= D~ 

-2 

y 

y 

o 2 

Pr.::ir- J.o t.ztntn, y g 0on igual(2S si tienen.mismo don1i11ino, codominio 

DEFTNICION 6. •l. : 

in~~~~íl l!1\·~rsa !Je C bajo ~ COíllO el co11jur1to cie todos los ele111entos 

~·:E(.\ tc:1li:...::~' que~ ~-u im¿:1í;_.\'~n ·F(>~) e r:~ J.cJ dr:::r1otc:mo~. poi ¡:,:l S·J:1nbc!lCJ i::-
1

(C) 

11 imC.lt;JQn inVE'J"Si.~\ dF•.l c:onj1.1ntc1 C b:;.i.jC! -f'.'1 .,. po¡· 1CJ t'":1nto, 

EJEMPLO: 

7~- La fLJnción parte en·tera de [~J, se deFlne corno el mayot· 

entern menot· ü igLlal a >:. SLt dotninio es ~ y SLl iniagen ~s 2. 



La imar.JE.1 n inve¡.-·sa c:lel conju11tcj {-.t,2) es E'l conjr~1nto de:~ loe:=. nt~1me;-os 

r·eaJ.es cuy21 pari:,F~ en-1.:ei·-a. es. -1 o:~ .. P1si: _,;::-i{{---1:1 2}) :::: C-.!.:1 0) u c::,3)~ 

y 

f<x> txl 



§ 7, COMPOSICIOI~ DE FUMCIONES 

q~ D --4 C corno la nueva t-=unc·:Ldn 11 ·f: comput~:3td con c;J' 1 
_1 denoti:<.c!i.:\ pci1-~ 

EJEMPLOS: 

composición "-i= comput.::~~ti::.l c.c;n gn e!::; g 0 ·F(~~) ::::. g(·F(;;)) ::;:: 0<:2~~< 2+'1>'.) 

denotada por· ~og(x) = ~Cg(x))p En este caso leridremos quG ~og(x) = ~(g(xJl 
= +<3x3 ) = 3C3x3 ) 2+4(3x3 ). De lo anterio1· conclui1nos qu8 l~ composicidr1 de 

~unciones no es una operación conmtJtativa~ 

la ~unción identidad.es neu·tra 

bajo la co1r1posición. Lo anterior· se sigu,0 al obser·var que ,.,, 

3.- ~·ar·a las Funciones ~(}:) = ,, J.1:: ... ·función compDsic:.i.t~n t;¡o.f 

CC)mpc.i::;ició_n i:º'J ' 1 iJ cclmpue~-ta cori ·f! 1 .-=.·~· -i::(c::J(~·;J) ::= ·F(-·;.,; :-.:: :.--;:;
2 

:;.:: ::-~ 2 .. Dr: 

r1uevo tenemoE que g 0 ~ ~ Fog~ 

DEFINICION 7.z: El dominio d•.'::::· 1¿:1 ·fur1clC1t1 c:ompüsic:i.ón go·f es c=l cDnjunto 

dE:• 1 . .::i~¡ ;~ E dorn f~, talr::os que: F{:::) E dom rJ. E'..:.;t.D 1.:::-~~i 

{>~ E c:!C)H1 ·F ·F(x) E dom 9}~ 



EJEMPLOS: 

t::ncc1ntt"i:.\1- E•.1. i+x 

es 01 conjunto de los números reales distir1tJos d8 uno, dom g = ~-(1}~ 

Utili~ando la de~i!1jción de· dominio de composición de ~unclones 

t.r~n~mos 

dom (gofl ·;,. -:: e dom ·f / ·F (;.;)·.e dom g J 

e~-~ E [R-·-toJ / 
1:~ e IR-·{.t}} 

{ :~ ¡;ii! o 1:x. ;a:! 1 } * 
{;: ;;;.:! (l / ~·: E fR} 

fR-{0},, 

Es·table~canios ahora la regla de cor~espondcncia de ld ~Llnción compo-

sir:i6n (ga·F) .. 

F'or dE:·Finic:ión e-Je cc:.itnF10~si.t:i.6n se: L:ie.n8 q\..\E' ([J 0 ·F) (;.:) 

i+X 

X 

- 1+>< 
t---

x 

Si en este mum•:2i~1l.ci i11tr~:ntti.1·-amf.J~; ~:rít:L1rit1-,31- c. .. l dotn.inic de ld ·Funcl cin 

c.01· 1-E.lsprJndc~nc:i,:¡ sF_· oL·sr~.:1-\'ci '.J 1.Ji:"·· 1Jc;m 1_;¡o·f = lR y poi· Io t::~(ntc; pod(~?.ino<c:.; va.lu.:;""lr-

en ;{ = O, sr::gü1-1 c·J cJornirr:i.D .. ¡::.·r.:'1·-0 {g.;i·F) (0) no e:~;t.,:l c.!~··i::lnic.1o, put:2s .¡:(0) 

car·ece de sentidoª 



=ando la rle~inJ.ción 7.2~ 

::; ... - Sí:?i:"t ·F(>:.'i ::::: ~ y 1.;¡<~·~)- = :::. C21lcul21r 1,.;:J. dominio dG.1 cadE1 -funcidn 

Solución:: El c/orninio de .la -funcicin ;-.: const"-3. t!e lo;,:¡ V;?ilcwe~: >~, p211~¿¡ lo::; 

ct1al8s l+x es n1ayor o ioual a cero, esto es dom~= (-oo,1J" El do1ninio de 

:!a ·Ft.:,nc.ión c;J es eJ. conjunto de los r-ec:11es distintos de• 1!1 dom g = [R-·O.} .. 

Aho1·a bi2n ~ do1rr (ga~) { ~-~ E 'dom .¡:: / ·F !:O E clom gJ 

{ ;-: E (-oo,. .l J / .,r;::;;-' E fR-{ 1}} 

{ >~ E (-00:1 1J / ..¡--¡::;--' "' 1} 

{ ~: E «-oo;, 1 J " "' r)J 

1 si y sdlo si }: = O> 

F'or otro 1."1do,, dom «fog) {i-: E dom g / g (>:) € dom -f} 

·Lt E [R-·{1} / 
><+1 

E ( -oo~ 1 J} (j) 
x-1 

(..'.1nalizemos la e}:p1-·::?sión ::~ e (-00!1 iJ .. Esto equivi:\lE• e:1 t"e!..:;c>lve~- J.¿, dp

sigu.=ildad ::: ::f l .. 

Esto- es--, x+t. :S 
x-1 

St----~ - :J.::; .:.:1 
X-1 

~-
x-1 

x-1 

><-1 

x+:t-x+J. 

x-1 

2 

><-1 

J.:--1 

:$ o 

:$ o 

o 

1 • 

Entonces la G}:presidn ::: e (-oo~lJ se satis~ace cuando:< 



poi· la ecuaci4n (1) y el análisi~ antet·lor Len21nos 

dom (·fog) 
X+i 

x-1 
E ( -~oo, t J} 

; ~< E {'-00:, J.)} 

Obse~v~mos que _110 ha $~do ~ecesar·io estclblecer las reglas de corr~spon-

DEFINICION ?. 9: Un··.tnver·s.c.1 dere-·c:ho de-:.: ·F~A--> B es; un¿\ ·fL1nc:i.ón 

inverso de ~ y decim~s que ~ es invertib18" 

EJEMPLO: 

gC2n) ::;;[~].":'~ n, es 

tjec ir, __ go·f. _:=-:-- l .... z 

Por otra pat·te ·ForJ:Z--4 Z, (fog) <n:> '= f(<J(n)) ~ '"(~J) - =fil• 
c¡uG: t~s un nt::1me1---o distinto dEl 11, cuc\ndo n t:::::.; Ltn 11(1_m,;.:!r~D crit~~!VD :irnp.:tr" 

cho .. 



OEMOSTRACION: 

COROLARIO 7. 5: Si f::(-) --> B. 8-~; :i.nv(-::1 rt:i..bl~~~· i::~ntonce;:s:. su. inve1·-so 

c;1::B ----> A es único ... 



§ 8. FUNCIONES INYECTIVF1S, SUPRAYECTIVAS Y BIYECTIVAS 

cióri inversa resulta que ella _no res ~unc:ión, por eje111plo: 

E·J. C:Ui:.\l nó t"e¡:ir-r.::•sc1nta unr.:i. ·Ft.1ncicin pue.•s al E·lemr::·nto 1 E Ei le:.· ,:;::;;i~:)ni::1 dos 

EncC.1ntremo:-~ c:cJndic:iones que.• :'1C)~~ t]r:i.rantic:e-n cu,=:.trido i¿1 rc::Ieti::i6n in-

ve~sa ele una ·Fur1ci6n es tzrílbién una ·FL1nciónJ Para ello cou1e112emos co11 

las siguientes de~inicio~es. 

nec:esariamentt-:i p1-Rovienen del mismo elc~mento~ t...~s dr:.:cJ.1-:1 .s.1. ,·::i.
2 

Im ·F =~ B .. Esto f:.15!, s1 par-1:i todi:J- c•li?.ment.o· l:J e B e;.~ist\? un E·lr:::-mento 

a e A tal qLte b =~<a>~ 

jnyectiva y SLtµ1·ayectiva. 

EJEMPLOS: 

1. .. --· LE1 -i=unción -r~::lR --> [R de·F:Lnida por- ·F{>:) ,{2 
no es inyectiv2~ 

pur::s los c·l(?mr.-:::•ntci ~f y A
2 

= -1 son dis·ti11tos, sin 0mbargc SLts 

y ~(-1) = (-1) 2 ~ 1 sori igLtales~ 



2i:i. +1 
i 

2a 
i 

2a +1 
2 

2a 
2 

lrl~finición d~ fl 

(restando 1 a ambas ecuacione~) 

(n~ultiplicando ·por 
2 

ambas'i ét:Ll2~c :i.ones) 

los números enteros negativos np son imágen ije ningún núniero enter·ou 

PROPOSICION D. 4 Un21 -función (:;~; lnv1=1-tiblE? s;i y sólo si F~s !Jiyectiv~-i. .. 

DEMOSTRAC:ION: 

Suponga1nos primero que ~ es una ~uncidn biyectiva y de~inamos 1Jnci 

·func:í.ón g::B-> P1 de J.¿i ~;iguie.·nte m¿\nei-B!.~ 

Co1r10 ~ es su¡Jr2yectiva~ para cada ol~rne11to b e B existe_ LIG elemento de 

A tal qL1e b =~(a)~ ade1nás esta a es única pGes ~es también inyectivap 

~--eli=i.ci6r1 es una .función pues la iily~::.\cl.:.ividac:l dE• + c1sC:?gur-t~\ que::\ .::.\.1 eli=.:.>--

cicin g .. 

Tenerno:::. s.•ntonce~::- qL1c- p.~11··.€:':1 cu;-:;.lqLtioi- b e B, o (b) ::::: e1 y poi· lo t¡)¡·,t.o 

(foq) (b) ::= ·F(g (b) ;• 

r .. De~ iguE11 mé:~l!et-20. tr::-1-1•".:::.1 /lTO~~ qui:_: pe:ti··¿¡ cu¿~.J.qu.:Lei- ;:;\ E 10..1 ::;)j_ ·F (e)) ;~ Ll <::::ntc11-·· 

C1~'111i.:.1 ~1 "--..... i nvc.·~··cCJ de,: ·i:::-:·,_:ho 

plica que ~es invertibleu 

I 
A 

Mastraremos ol.lS con 

IA y l;J 

12·1 nut·va supo_--



r:::::imc ·~ ·.-::· I (a ) 
A 1 

g ('f(a
2
}) ::-~ (g.:.·F) (c:1

2
) I (a l 

A 2 

decir~ bes la ifhágen de g(b) e A bajo ·F y, a~f ~es supravectiva-a 

PROPosxcroN o.~: La composición ·dr::..· dci~~ ·Funcion::'s iny::?cLi.-..1 as es unt:i. 

DEMOSTRACION: 

cornposi--

21. 
2 

PROPosrcroN o.6·: La co1nposición de das ~Ltnc1on8s suprayectivas es Ltn¿1 

Función s1Jparyectiva~ 

DEMOSTRACION: 

Se . ..::-1n ·f=~A -->By g~El-> C ·f.:unr:ionc:::~::: s:up1-.::y·:.:.:c::1v·~1s .. L.:.1 +unción campo-

B tal qLte e= ·F(b) porque g es sup~2)1sr:tiv2. Poi-u t:a1nbJ.én para es·te 

·F ( ~:1) pue5°; 4: es 

L).) 



función biyectiv~u-. 

EJERCICIOS: 

1.- Demuestr~ que ~(X) ><+2 

>c-3 

~lt lEs ~nyectiva -1a siguler1te ~unci·ón? 

2.x-:i .. 

{ 

>< 

1/X • SÍ. 2 ~-::X. 

X < -1. 

si. ~i·-:S X < 2 

4 .. ~ Saan f: A -> B y g:: B -->- C +:une: iones tales quc.1 gof.: c::s 

inye..lctiva~ Demuestre:\ que necesa1MiE1mr::?nte ·F r:-?s inyect.i.v21~ 



§ ° CARDINALIDAD 

EJEMPLOS! 

1~- Los conjuntos A~ ·Ca,b,cJ y B 

c:JE~ E:le1T1E:.•ntc:>s pLtes I_c• ·Función ·F:: (: ~ :. ) es biys·c:t:ivau LB nCJti::tc.Lón 

anter·ior signi·Fica que ~ es función ciel conjunto A ~1 conjunto 8~ 

·f~-f.1:,2,3} ~ {a,b:,c}. y -F(1) = e·1, ·f(2) .-::o b, f{3) •.:.:., 

2 .. -- Puesto que la ·FL1nción ident~dE1d IA:?-) -~ r-1 er-> una_ biyecc::i.ón:, 

con~ir1na el. hect10 cibvio de- que A ti~r1e _el mismo nóm~ro d~ elementos 

3.- Algo menos obvio es q1Je los números r12tur2les te11gan 01 mismo 

riúmero de elementos que el co0Junto de los ndr11eros naturales pares~ 

L.~:~ -Función biycctiva quG :::!8JT1ue~:;t1·:t1 e!:;tu es F:;[N ~ F·' ciada por-

~(n) ~= 2n. y dondo P rep1·es~nt2 al conjunto (je los números natur~:Les 

·F:lN--> 2~ r<nJ ~ [ ~ ]· 

i:1 Ir1·y•t:_1 ct:i.,/:i.d.:::~c.I .. EliJ.:."1r110!:3 dos:, E·lementos n y m E:.ri [N distintos y, r~1.11Clli·-· 

zemas las sigL1ientes posibilidades: 

En este caso ,pL1esto qLte (-1)" es poeitivo por ser r1_par y, (·-l)m 



·~2~::. 1·1r.-o:·~:J_!Jtivc1 por· Si::U" rn_· imps.1·~ SE:: tiene -c¡u~ (-~1) r:-i [ ~ J !:0~.:: d:i!~tinL:c, c:i 

·l)rn[; ], ,J.o qür.-i Sig.rl"i·Fic~i q~.lE· ·i=(n) ;.1! ·F-(11¡) cuanr!n r·, 0%! rr~, 

b) 11 v m 5on pares distir1b:.:.-is ... 

2k y 

m 2t. por lo .1:<11nto f(nl"' (·-·Un[~ J U: ~ I·: y 

F \m) .. 

e) El c<11so n y m imp<11rms distintos es análogo al inciso Cbl. 

ii) Suprayectivida~u Dado' un elemento arbitrario z e Z mostremos que 

remos los casos poslbl0s~ 

a) z es ente1-o positivo. 

Ya que z es pasiti·vo, pode1n9s e~egir -~ n ji~ la ~crm~ n = 2z- el 

Hemo::i encr1nt1-ado . .::i..l í-:?lemE~nto n.1 n ::::: 2.z, qLte satis·F.f:tC:t:2 f! (n) 

b) z es un entero negativo~ 

Si z O se tiene qtJG -~~- El j_jamos 

aho1·d c1l elemento n c/!'=" le .. si(_:;,iuis-nte ·For-mo.:: n :.-:. -2~+1.., 

[ -z+ i ] 
.... (-z) .. 

o,, pc;i .. 

lo que tr!nemos qtH.~ [ -z+ i] "-Z., 

Er1 Qnibos cc:tSD (2.) y (b) hemos c.-ncont.rac!o pD.1-~a un e1em1;,::nt.D :;¡t-bítt-.;.i.···· 

p~·ayectiva y, por lo tanto biyec·tiva. 

L.r;;t runcidri ·F~[N ->- 2 asigne-; lo:::; i..~J.ernentos de IN con .lü~i- eletr.L:!n-

tos de 2 Gn el siguiente orden: 



un conjunte nD vacio 10t como G!l 11üme!·-o n¿'l.tui·-¿0.l n pai··¿¡ el CL\al e~·:ist!-? 

una .. y.:uncidn biyc:..1ctiv·a -f-=-:: In: -> A, cJi:?t~1ot.-::tndo le.'. c¿\r'Llir11:1l ic:!ad de {:':i me

di3nte 21 sifiibolo jAI y conviniendo ~n qL\e 10¡ = O~ A los Lor1juritos que 

r10 son ~l11ltos les llamat·emos in·Fini·tos~ 

~ardin~les d~ los c~r1junto~ A y p mediante una FL1nci6n entr0 A y B. 

iny2ctiva entonces !Al S ¡s¡. 
DEMOSTRACION: 

::;;.:: .. Ento11c::e;:i :lei'::;. p}.1~mE~nto!::, ·F(a.1 ).¡f;(Et2 J,~."!!-F(.:::lr,: :::ion dis-;t:ii1l.:.os r-:-::ntre 

si. DUF.~5 ·F c~s j_nyE·ct:i.va. Y.·1 pc¡1- lo tanto hüy n dr:: el los, por lo quc:.o1 B 

LEMA 9. 3 : 3·! p, y D :3cn cc1njuri-l.:·.o:.::-) ·i=inito::Js ')! -F~ 1~ -... B r:;.1!::; Urli:."t Ft..lnción 

-~::up1·¿:1vE··c:t:i.'. .. _.,~\ ·::..·ntonc·-::.:!=: jr':il ~ !BI~ 

DE:MOSTRACION: 

SttpCJfl~~.?if"ltf.JS qt...\!2 i;:r!j, 

L S i,j S ni~ Par·2 c~da i J., 2,1,, ",. ~ m y ca el D. bt e~; i ste un e 1 c--::-m12nt•.::l ;::·ii. c-:n 

(.'.i t:c·tl que ·0(21i.) Los rn 

.115 



lo cual contradite lo süpde~:to 



§ 10. RELACIONES DE EQUIVALENCIA 

sa·tis·Fac~ le siguiente: 

i) Para todo a·e A, la ]Jareja ordenada <2,.a> p2rten8cra 3 RM 

ii) Cada vez que la pa~eja order1ada (a~b) esté en R~ 0r1tor1c8s está 

t;::\mbié.'n la pt.:u··ej2 (tJ.,2) .. 

iii) Cada vez que las parejas ordenadas Ca~b) y Cb,c) estan en R, t2n1-

Las propiedades ahtes ~scritas se conocen como propiedades do 

t''E•f'.le~·:ividad, simetr·ia y t1·¿ins:ili•(idad~, 1-··e·-=;.pi;-:oc\:ivaroc~nte .. 

EJEMPLOS: 

1~- Si A es-un conjunto arbitrario~ ento11ces la relación 

R = {(a~a). / a e A} e A x A es una equivalencia. Se conoce co11 el 

nombre de la di~gonal de Ax A y~ debido a la -propiedad d~-re~lexivl

dad está contenida _en cualquier otra eq1Jivalencia de A x A. 

':.~ .. --Dado 10i ::..-,; {t:L.fb,c} y r.: e f.1 ~{ p, 9 F:·::::: {{a,t.\),,(E1~,b),(b!1c)} .. 

La rel~ción así deFir1ida no es Gquivalencia pues no cu1nple ninguna de 

las tres condiciones de la ·de·Finición 10~1 

siguiente manera~ 

Los números enteros n y nl ~or1nará11 la pareja or-de11ada (1·1,m) si existe 

algi.::tri númer-o c:~ntet"D ~-) para r:::?l c:ut::\1 SG CLlmpl::.1. q1J.C' n-m :.:::: l::s .. Li:.\ t-e12tc.::i.dn 

i;: set·i-.:~ t::·ntonce<.:i e'l siguiente co1·r_iunt~J 

Most1-emos que l;s. 1·el¿-tció1·1 F.~ t?'.~> unc..i, r~:·quiv¿iJ.c:nt.::ict~ 

.+7 



ii) Que la parej~ (n,m) p~1~·tene2ca a R ·implica qu~ exis·te Lln ndm~ro 

se 2 t¿\l que f1-m :~~ k1.:.;~ Mull:iJicando put- -·1 la iguE~ldad ant.e!·-.i.01-

obtenemos -(n-m) ~ --_(ks) !j m--n :~ k(-s)·'., pc:w lLJ quG" lr:) p.::H-eja (m,n) 

también pe;~te11e~0 i\ ~a r~l~ci60·R. 

iii) Finalmente, q~e las parejas Cn,1n) y <n1,r) estén en R signi~ica 

que hay enter-os s y t -t;ales qt.tE· n-fn = l~!::;. y m~r ki:." 

Surt1ando amba5 igualdades obtenemos que (n-m) + (íl1·-r) h:; ·:- kt ó 

r¡-.. 1- = k (s+t) !' poi·- 10· que lct pr.\r·ej¿1 (n~i 1-·) t·.,:;lmb:i.{·n p!::~f't.t?nE.ict:\ ..::1. F: .. 

Puesto que R -es re~le~:iva~ sirnétric~ y transitiva~ se sigue que es 

una equivalenc~a~ 

Una rel.:.1ción de 8quivalenc:_ii:l ~: e 1~ ~: r':1 dividc1 al conjunto A~, coff10 

ver01nas más ·adelante~- en subcor1.iur1tos ajenos ent1-e si. Cada subconjunto 

contiene a 19s elementqs l~ dm A para los cuales la pareja ordenada 

Ca,x) está en R, siendo a un elemeni:o de A. 

DEFINICION 10.2: 3ei:.\ R und c:?qui'-/.:.:\lenclc:\ en P~ :-: A y a un elemer.t1J de H .. 

La i.:las12 df? equiv·c1lE~nci2 clE· a müc!L1.Jo !~'.:1 d1..:.:-notc\da ~Ju1· ~·l simbcilo [a]R, 

es el conjunto ele:: 10::'3 ::1 E [-) pc.<.t".:..."t los CL\;:tlc•s;; li:t pcir-eja oi--denr::\d,;:. (;.::, ,~l) 

:i~ E Pi / .·:F:.a}; r't::C:Dt·-d¡;..¡·¡drJ qu::.· '·f~:E\ ::.;;.irJ1i.i·fic.~ que 1.:.1 

f.::quiv21lc::oncid de· -C.\ m6dulei !"'\'. como F.:'1 cc:inju.nto {:; E ,~~ / ;;F:i:-:1} u CCJinD t..:·l 

corl.junto {~ e A / aRx}~ pL~es corno R es equivaler1cia, es sirnét1rica y 



EJEMPLe>S: 

c¡UE· c::onE~iste de la:;:_¡ :sigt:tiE·1·1to p:::1f' L·,•j21s- .D1··d0.!n2dr:t!'._:::.·:: 

corijunto d~· todos 

cionado bajo R con el 1 es el 

gamente para 2 y 3 e A se tiene quo C2JR ~- {2} y· [jJR = {3}~ 

Observemos que el conjt~nto A ha sido dividido en ·tres subconju11tos 

1nutuamente ajenos; a saber, A ~ {1J u -{2Y·u {3}. 

5.- Como caso particular tome~os k = 2 en la relacid11 R d~l eje1npJo ~·~ 

Entonces la relación R qLtedar~ de la siguiente íl)anera: 

Calculemos las clases dG equivalencia módul~ R de los eleu1entos O 

y 1. 

l_a clase de equivalencia módLtlo R ·del eleniento O es COJR = {x e Z 

! ;.;F:ü} .. F'o~· dc:,1-=iniciein de F'.:1 la e>:p1esi6n };ft:O sJ.gni·í=.i.t.~i~1 qL»t:.:r t-~~{il..:1te 

a.lgC:tn 1-1úfli:?.::!1·-er s E~ Lal qut.:i ;..;-0 ::::: 2s ó ::: ::=: 2s; t:.:is dc:.1c:ir-.1 lDs nC1me1·-os 

2s} 

D~ 1f!c.l! .. 1~1· ·.:::. 1::'\!·i,~loi;_ia. calcuJ.¿;.,mos la clt.)~:,1-=.- dE\ s'qu:ival1?.ncta mddulo R del 

el c:mi::."!nto 1 M 

[1J 
R 

[5] 
R 

{y E 2 / y-·1 e;;.: 2!.::.- p2.1·-,::;., ¿:..,l{~IÚl·1 S E ~} 

vo1~i-r:ic:i..=i.v· que [•) :J 
R 

[2J 

'19 

R 
í>!J 

R 
:l J 

R 



El siguiente lema muestra que do~ clase~ de: eq.uival.~ncia.:_son igua-

les ó ajenas entre si. 

LEMA 10. 3 

de A. 

•i ) (a ] R = ( b] R Si y 

ii) [a]R ,.-., [b]R O si y 

DE:MOSTRACION: 

i l Supongamos que a está relacionado con b; ·esto .. s.e· .-=':x:presa _éomo aRb _ 

Sea X E [a]R, es dec:i.r, XRa. Por transitividad.•de-- R,--xRa y aRb implica 

que xRb, es decir, x E [b]R y, por lo tanto [a_JR e [bJR_ Análogamente 

x E [bJR implica que :<Rb. Puesto que aRb, ·por la simetri·a de R se 

cumplé que b está relacionado ccin a, es decir, bRa. Ahora bien, xRb y 

bRa implica que xRa, por lo que x e [aJ~-~Por m~tua contención tenemos 

que [a]R 

Tomemos ahora como hipótesis que [a]R =· [bJR. Por reflexividad· de 

R se cumple que a e (aJR; pero (aJR. = [bJR por lo que a _.e (bJ_R y, .. p6r 

lo tanto aRb. Hemos demostrado el inciso (i). 

ii) Supongamos primero que los elementos a y b no están relacionados 

bajo R. Demostremos que necesariamente debe ser [a]R n [b]R = 8; Si 

suponemos que [a]R n [b]R "' O, entonces existe al menos un elemento 

.x E [a]R Y x e [b]R; es decir. xRa y xRb. Por simetría y _tr_arisiti.Y.idad_ 

de R, aRx y xRb implica que aRb. Pero aRb es una 

"hipótesis, por lo que debe ser [a]R n (b]R =O. 

Ahora la hipótesis es que [a]R n (b]R o, y debemos rno#tf~l'.' que 

a no está relacionado bajo R con b, (a,b) e R. 

Observemos que no puede suceder que a esté relaciona·&(, b.;.jc) R con 
... -· .·'.-<.:: . .... < e 

b, pues aRb -+ b .E [a] R, y por reflexividad . b E (b] R. Lci afíterior im-

plica que b E [a]R ('l (b]R y [a]R n (b]R ;>< 0, de nuevo c;ontradiciendo 

so 



tal n tbl 
R R 

Así A/R·¿ <tal I a e A}~ 
R 

EJEMPLOS: 

R = 

eql~ i' val et1c: i i:1 

y 3. P•:w 

y C3F 
R 

• = 0 

0-. (a,.bl f;! R •• 

R.-



'3 11. PARTICIONES 

st.1bco11JLtntos de ·A, {A}a, a e I, donde I es un coi1jur1to de {ndices 

J. i i) A u (,, " 
°''';! O( 

Entonces-una partición del c1Jn.iunto A ~~s una ~a111ilia de subconjun-

tos no vacios ·de A~ mutuamer1te ajenos y cuya unión es Aª 

EJEMPLOS: 

1.- Para un conjLtnto arbitrario A existen al :nenas dos pa1·ticion0s; a 

s~aber:: 

i) La partición cuya ~amilia consta solamente del ·elemen·to A, qu8 es (A}; 

ii) La partición que consta de todos los subconjuntos de A que tienen 

Así, para el conjunto A = {1,2,3} las pat·ticj.an~s antes n1encion~ci~s 

"'0. 

c!E· c::l,::¡~~E .. s cJE: 1?qui•IEll8r1c:.i.c:\ ele:: P1 rnódu.lc! _R;1 P1/F' 



DEMOSTRAC10N: 

:L) E~:.i- wt:iv:i.o que p¿-:\1-a tDdo =.\E (4!, [n-JR ~. o~ pues pe.:.¡-- rc:-i=]E::::~vidc.:~d ele· r~, 

-~1 E[~~]~ 
R 

c::i1·-:1 t:u2li2squie1·-¿\ dos c:l.~~.;¡es de eqtJivc:clehci.::\ distint.r:-i.s Entt-e ~::{ -=;¡on 

ii:i_) Es cJ.,.;u·o qUí.;? uc~:JR e¡; Pues¡:.':¡ es el Ct:}njunto LlniVE•t'.°SD~ '.:l:L y E P1:1 
XEA 

~ntonces y e CyJR~ y pe~ las propiedades de 12 unión de conjuntos se 

l:r::-nc!t-é qut~ y e U ~>~Ja" F'cr·· la 
xEA 

doble-cantericlón A e Y UC::JR e r, 
XEA 

concluimos que 1-'i =U [>:JR ·• 
><EA 

A/R de l~s clases de.equivalencia de A mddulo R~ 

Veamos ahora, como dada una partición del 

ger1e1·ar una rolacidr1 de eqL1ivalencid er1 A. 

{{-) } 

conjunto A podemos 

d021 
0 

o<el 
conjuntci 10i y 

subcc)njL1rrto 

pat-tici611 F' de tal m,.21nE11·~....-;;1 qL1E· ,., E' y est.éri en AC{~ 

equivaleneia Qn A .. 

DEMOSTRA.C:ION: 

PE~l""tC:•ltC:.>C:E-~ ¿1 r::: " p 
dernut:?str::;.. que:: 1·"t.::.•J.¿:i_cidr1 



b y 

r y..,., E r t:21lc~s C/LlE' ·a,b E ,~)'Y Y. b,c: E 0n" ¡~·.ue"stu.que.12. :int.t:.•r·secc:i.6n·dE:.:.1 

!.:..;on A~ deberán ser iguales, pues en L(na pat~tición P los subconjuntos 

1nutua1nenta ajenos~ Por i·o tanto a,b,c e AY= A.,.,, lo c1Jal implica que 

Como R satis~ace 
p 

la reflexividad, símetria y trar1sitivadad es er1tor1ces~ una reláción de 

EJEMPLOS: 

es la diagoanl de A x -A, que es una equivalenci~~ 

.!.J . .,·- L.2. p<:-:r.~·t:J.cióri r.:• .!;:': f{l~:::}!, {3}J del mismCJ conJL1n°LrJ p¡ g121-1e!"·¿·¡ J.c-1 

a~irmaci~n 2, una equiy3Jencin ~r1 An 



§ 12. GRUPOS ANILLOS Y-CAMPOS 

E'n es1·L.,:· capitulo se·-d.1':.H~á -1::;·1 de-·l-:iT1icidri·-c1to:• ~p--\.tpD!r .::tr1.i.lJ.o y c:ampo'.1 

j_ Jus:,tando n1t'0cJ:l.:::1ntc.~ E~jf::mµlci=· c::at.li~i una dE'.~ las ·.de·Fi nj.c:i,onc:.:-s y s;.:i.n p1 o·F1.ln-

dizar en el estudio de .ellqs, pues se (eqURrir{a bastante tie1npo p~ra 

h;~\Ct::'r' ltl .. 

DEFIN:rcxoN J.2. 1.-: Un1?, op(:?.rac:ión binat·i.c;1 i..:·n un c:onju1d:o ntJ vac::to P1 t-:!S 

Esto· es, un¿~ -a·pt-:·ri:1c:ión binat·i-¿1 * ¿1!:~.igna a c:.:::tdi::t ¡:.1a1··¡~jt.-:t or-··dc-::nad2 de 

Elementos 'de A un ·ter~e1~ ele1nento de Aq *<a~b) : a*b, dor1de a y be A. 

El símbolo * lo podE.~·mos ci:tmbietv· pn1·· cuaJ.quir-~r· !:5:i:rnboJ.o conoc:i. do:1_ cr.:irno 

poi· ejemplo 11 + 11
, 11_11 ~ etc .. 

EJEMPLOS: 

1,, -- La sumE\ c!E~ númE:i··oG nt:ttLt1··.:::-.. lt.1s 11 + 1
' \:OS unr.:1 opci·-ac::idn bina1-:ii:.t en [N~ 

pues ~-<a,b) = a+ti e~~ 

dice que nn ~~s uria c1pe1 ación cerr·acia en ~-

3~ - Le.\ compDslr.:ión dF· F\..ti1c.ionL-:.:: 1.s dt.~ un conjunto (:;.·n s:i: mi<:.:-:.mo E·s una ope-

F°L\{~st<J que L.1nE1 opt=:-1··c1ción b:Lni.11·-i2~1 l:.al cumu 11:.i Llic, .. ~, ~-::,u ncJmbr·e~ ac:tt~t;.:, 

sob~-e dos c:lf2m1~ntos:1 le:•. E.·:-;¡:.1¡· .. 1::-:~::iit:in ~;·.*t~.~c r_.::.;;::;; r:::CJn·fl...i.~:_c::t pu;;.:~~::. ·3f~ put:-:d1.:-~ 1.::.o:~~~,J.--

cit::.11· .. a1 CDiHO ( i;t*b) :t:c o E\*: ( b*c) .. 



cíi·C:•'.:.::!'":~r1cic:.\ rJt:.• nümE1 i CJ!::i 

t s· - ~: :. ··~ ü ·- ·--.3 

o 

DEFINICION J.2. 2": Un.::1 opF.:·1-dC.:ión bina.1·"id 1:::.•n Pt es;; fi.s.ocii::1l-.iva ~::it (¿i-*b) *r.~ 

DEFINICION :12. 9 : _Un gnJpo i25 Uri CDnjunto no V·:\c: i.c:i G en ;.::,1 J. c:u¿.:i.l se /"1d 

ii) Para cada a e G exis·te un elgmento be G tal qtie ~*b = b*a = e~ 

1-ci propiedad Cii) se conoce cor110 la e~{ister1cia del i-nverso de a 

a y t1 de G, se dice que G es 11n grupo conmu·tativo~ 

EJEMPLOS: 

4 .. - El cor1jur1to de ~Ltnclor1es biy0ctivds de u11 conjunto A = Ca,b~c} en 

si mismo con la opGración binar·la composición de Fur1cion~s es un grL1po 

no conmut,:.=ttivo:i denotado COílJO 3 m El conjt¡n·to ~ 
9 

·FL111c:iories siguient~~s:: 

está inteorado po~- las 

.¡: , .¡: 
2 ) ,, ·F 

9 (
abc),f 
b a e 4 ) . 

(a b e ) b • f 6 c:~c)-

5f: .• 



EJERCICIO: 

no cGnmuten bajo la con1posic1cin. 

;:::;.,.- E:~J c:cinjunto de los númo:.~!·~o:::-::: c:int¡21-n~:: ~con J.,:¡ ur.ic·r-r.:tcidn binaric:i 11 + 11 

dd:i.c.Li.~n!, ~~-~s un g1·"Ltpo cc·~nrnutiZttivo clo1·ide O E 2 e~5 121. e11"2m1:.·.·nt.o e clt2l g¡-upo 

6.- El conj1.!nto G ~:1.1- .. 1} de n1.:.'lm1.:2r- 1.:.-,s 1·-ec1le:,r:. c:cJn J.a o;::::c~i··¿~.ción pr·oducti::J 

verso mLtltip~icativo de sí mismo~ 

TEOREMA 12. 4.: _Pi;\r2. C:.U;o\lquií:21· g¡-··upo (.; i::on CJ[!t:::·1-:::;ci.\:~n !.- L¡··, j-:<. 

i) E:l elemento e_ e G r.:~s Ctnico. 

ii) Vale la ley de cancelación; esto es~ a*x 

DEMOSTRACION: 

i) SLtpo~gamos que e:~iste 1Jtro ~lrameri·tc> e' e G neiJtro bajo l~ operaci.cin 

e~~i!:":t(~ t.1¡·1 r::lf:rn12nl:o b e G t¿1l qt..t\2 a:r.b 

( !J * <::\.) i<" ~-~ 

Cd~~inición d9 inverso) 

" ~ /··111 



i..r&:MA .-.2. r.. : .,-::: un 1]/""f..I.¡.:;{_¡ G c..::._·.,:J.:~'. ~!.i.c11it::;•J'1to !)DSi~E' J ttvt:-::·!""7.:lC;. u¡·1:1.r2::::i ;~¡,:~je, :l ..:.t 

c1p1::::1·-,:\C j_ Óri ·r- .. 

DEMOS"l'RACION; 

a*b = a*b~~ Aplic~ndo la ley de cancelacicin ob~enGmos b = b~~ de esta 

n1~11era ~J. inverso de a bajo la ope~2ci15n t es dnico .• 

DE: ahora en adr2la1·¡tEi' di-::-1-1DtE!!·-E~1 mc:!::: Ell 

i;;\SÍ a*a-1 =- C1-
1

;f(a_ :--:-~ i2 .. 

DEFIN:rcroN 12. 6 : Un ;.::ir1:i. l lo e~5 Ltn c::c~njuntr:.1 no -Vi:7tcic; ¡:¡ en· el cu¿il se hi~tn 

deflniclo do:.~, o¡Jercicir.:Jne5 bj,n,~·.11··:L¿ls ¿;,,s.Oci,::~tiv,-:.\f:5-:i 11,-am..:tdas sf..!.rn.a "+'' y pre·-

i) Hay un elemento C> e A tal que 2 +O e O+ a~ a· V a_e-A~ 

ii) Pa!~a ce:td¿' Q. e P1 e~<if:;te un c-:l1~1 m~~ntc:i (--¿¡) e A tr::·\J. qLIE! a + (--a) 

<-a) + a Ou 

ii.i) c-1 -:- b ~ b ·f- ¡;:¡ p.::i1·-c1 cual1?~1 ~:::-quir::·12 c~lcm•::::·nto~~ i::t ~ .. be P·1~ 

i v) 2. • < b-1-c) 

Los a}~iomas (j_)!-' (ii) y tiitl dj.c1~n simp1.í:?mer1t-· .• ~ q1H~ f..)~:~<.:: un ~.Ji·-u¡.Jw 

. .:::iUlti\/t:.1 conmutativtT y·-r:~1--a·}:n::1ma-· (iv)- !?:E~ c:onc.1ct.1 comc.i lt~y<:::·~ distr-ibutiv<;:i.s .. 

Purade o r10 sucQder 1~Lte el conJL!to A satis~aga los dos axiomas si-

gu:i.c2ntE~~'~ 

'·/) ¿:,· b -.~. b· 2.i pc:if"d c.uaJ.esquiera G?lemc~ntos -· ·!-' L1 E i'\n 

vi) E>~ist.e un E:lemE~r1to 1 E r~ t.;,;¡.l quE-:< :t·.::1 

.ji ce quG .. · A c:::·s u.n ¿1ni 1.lcJ cu11mutc:\tivo .::011 F~J.t-:rnr2n·~c.J L11-1i L;:11·-j_c1~ 



EJEMPLOS: 

y pi·-oc:luc:to no es un ~1nilln pu~:s í'!D s-~:.:·tt.l~:::.·Facc=: lo!:; a::iom-2,s (i) y (:i.:i.) .. 

Cf.,·-- El conjunto ciE.· lcJS; númei-ots r-.::\r_j_Dr1c\lt2~::. <O con .lE: suma y multiplica··· 

cicin de r1úrr1eros racinn2les es un ~nillu conmutativo cor1 GlGn1ent0 1Jr1i·-

tar·-j.Ou 

10 .. -· EJ. corduntc1 dt::i ]c1s números t·eale::: IR con l_.3 i.?.d_ición y /nulti_plica--

cidn habituales es un anillo corimutativo cor1 el2n1enttl Ltnitario. 

11~- E1 r.:onjunto de, 10!5 ente1··os módulo .rj.~1 dE:notado con -el símbolo 2 4 , 

con la adición y mul·tiplicaci6n mddulo 4 ~s el conjur1to de los simbo-

E'S \~] r-i~:==·iduo de .lr.:t d"i.vi:::.i.ón r:~nt.r:~r-a U\-::.\ :l+j E.~1-1t1--e 4; asf poi· .. t::•jc-::?mplc.J 

L.21 multip.!.it:;"J.ció1·1 rnciciuJ.c. -~. SE..' dt:..·-r:i11Q de-:; H1Dnc~t-a 1::\n.:.llcJga como i · j [",1 

ejemplo 2·3..::. 2 .. p1_11:oi:..~ :2·:~.: =<!':.:tiene- ~-~-::.·st·uuci- -,-:::.t-sei- ci:i.··1i.cJidD t<ntr·E, -'l .. 

Las tablas de multiplicación y adición módulo 4 qL1Gdar1 d2 12 J~ 

~I 
o 2 9 o < 2 3 

o o o o o o 2 3 

~' 
o < 3 < 2 3 o 
o 2 o 2 2 2 3 (1 < 
o 3 2 :;:- 3_ ª o 1- 2 



0bS8fv~lilPS ·tambiéM qL1G ti~ne 1.),, 

•:::,iri!ndo 2 ;r 0,, F.~~~.t·.J e!:::~ lug,::11- ¿;~ lr.'i ;;;i~~u:L1.-:rtt\~1 Lle+1n.¡.c i.ón .. 

DEFINICION 12.? : S'ea A un t=i.ni11o c:onrnut.CJti·,Jc:Ju EJ. c?lemE:nto a~ O e· P1 

se- lla1na divisor de cero si existe un elPmenlo b ~O e A t0l que a·b O 

De e~:}ti~ man(2ri::;. eJ elc'?me·nto 2 E 2 t?!3 un d:iviso;·'· de cef·o., .. 
Los conjuntos c.IE~ nútnE".:11···os ente1-o!:-;, 1··ac:lonales1 y t't.:-!.::r.lt~s no tienc~n 

divisor·es de ce1··0 pt1es si_ a·t> =O, entonces al. menes ·uno de los ·dos 

tisn~ que ser ce1~0; esto es, 2·b =O~ a= O ci b =O. 

DEFINICION 12.0-; Un anillo ¡:::Qi-lmut.3.tivo E~s·L.tn dominio ente1 ... o i~.i. no tic:-

Los conjuntos d8 nómeros ~nteros Z, 1~acionales G y r~eales ~ sor1 

to de cero tal que ~-~ = IT~ 

P1 pE~S.f;:\f de CJUE-! ~ c-=s un cJcirniniei ¡2ntc21·0!1 nc1 !::i;·?llt'2 la propic~c.12d (le 

Los conjuntos de los· nurne1···0!::..· 1·c.1c:ion~.les cD 71 ~-~:.:,:(1:::~~:. CR ~:: .. L Lir..•nGn c.·=>-

td propiedad!, peir· lC.J que clE1~·cmCJ!"..:i- li::-1 si(Jl...tit:::~r1tE~ clr::finicl.ón .. 

DEFINrcroN 12.P: Un dn:i.llo Pi -::1r.'? dice~· qLtc+.< .::.~!::; aniJ.lo c:on división sj, 

sus slemeriteis di'='_¡tj_nto~.::. t.11~-? C(~t-o -:=or·m.::-:•.i'"t un g1·-L1pc; b:::ljo .1-:). mult.ipl.i.ce:~c.iLin~ 



OEFrNICION i2·~:tó: __ Un_.c:i:4mpo es un· .::\ni lle 'conmLd:dtivo c:wn d.Lvi:.:;;ión .. 

PóclemoS" r·~jsumir l¿~s fje-Finíciones f:-'tnl::.e1···iores dic:ir~ndo que un campo 

e:.:; un e:tnillo corHnLttf.:;.tJvo con E.'1~mE1 nt~:.i u11:i,t:..:i1MitJ, un E·l ·cual :::ocio ~lt-:?HIE~nto 

61 



§ 13. NUMEROS NATURALES 

e·tck; podernos decir e11tor1ces qtJe el conjtJnto de los nómeros natural~s 

Los aprr::,ndimo';:; di-_:. unEt m2<n1='1-i::l. 111~1tur2\l ~ 

r:-:ri <:.:1 ciño clE 1899 L'l matenif.¡tico i.taJirJno (7i:i.us2ppr::.• Pf:.·,::i.no baséndose 

Postualdos de Peana: 

F'Ds..t.1_1.lado Iu 

F·1.:istu1.-:~dD V .. 

Ex_iste Lln elemento lla~ado 1 e~; 

Para. c..::, da eJ.emC?ntc:· ;0. e rN Q;~i~;te ! .. tn únir:CJ 1.:::l~mt2nto J J,,.7;\m,.:,;.-

"' do 5LtC8SOf- de 0, dsnot&dO CüffiD 2 ª .. 
e~to es 1 ~ a para 

C:UE11qui1?!' a E [N,, 

* * cntoncs!S son igu~los~ esto es, m = n ~ m ~ n. 

"" C E C, 

G:5 c:l mj.:::mCJ CN .. 

Con base 2n estos cinco postLtlodas de+ir1irémos las opEr2ci6ries bá--



., 
J. 1.) a·1-b ·::-.. (a+b:i*~ 

pied~des que cumpl~ l~ suma de nduieros Matur-~lesrt 

PROPIEDADES 13, 2 : 

0> La operación suma de nómeros naturalras 

para ridn1eros a,b,c e~ cualesqLJiera, se CLtmple t]Ue Ca·~b)+~ 

e) La sLtma de núnH2rcs naturwles es Ltlkl operat:ic.\(1 conmutativa~ Esto 

d) Cumple l~ loy cancelativa; esto es a+b ~ c•·b ~a e~ 

DEMOSTRACION: 

a.) Pc.11ff.:.i di."~mo<::-tt-;af· que m~•-r~ e lN ene/a vs·z qut~ m, n E CN i::ip 1 ic::21r0~·111os (:.'l post u--

l¿:lo;.:¡r.:._, v (princ.i.p.io c1F.0 induc:c;i.rJn) 1-t~~'E}pt.1 cto dr~! n~ 

pLtPS:i m·J-n rn+1 * rn e iN pul' ele-

finlción de sucesoi~~ 

Como sabemlls poi- el postLtJ.i::\do I y el :i.nc:isc) (i) dt:· la de-finit:Jón ds 

surnt-:1~ se V(~ri-fic:,:;·, V k E CN ~ k* E CN" f .. 1ot· lo que m-1·!<+1 e lN puE:•s m+k e JN, 

qL1e es Justam~nte lo que ~:u~ríamos de1nostrar" 



1r:i+b·-:.··!·:)-.., ¡::.1-::,r· i.r1c:i.so \ii) dEJ Ia dt?·f~.ntción dc:i s.;ur111.:1,, 

Po:·- c.1tra pEtrt.F.::, 1::1·+·(b+k)+J. = d.+C (.h+·k)-1·.l'.l ~-:; d·l·(b+k)* 

c.soc.ie?.t:i.va .. 

oEFINicroN 1s. ::i 'nei-inimos 1.::1 op1::q-:.::1c:i.ti_ri p;-oc!~1c:to •·•\""1 lN ch:::i sj_guien"\:(:;.: 

La operaciór) pr·oducto de números n~turales satis~ace las siguien-

l:es propiedade_s .. 

PROPIEDADES 19.4 : 

a) La multiplica~ión de números natLtrales ~s Ltna operación binaria~ 

b) Es asociaitiv.:::1:1 pues pai·a ct.1~1112:-~~qu.i(~t .. D. nC:1me1·-os t::t~b'.lc: e [N st:..• cumpJ.e 

qLte a· (b·c) = (~·b) ·c. 

e) Es una oper-ación conmut2tiva~ p1~8~ para c1Jalesquier2 números ~,be~ 

d) Curnple li"i lev ¡j¡:.;· canceJ¿:_~.c::!.ó11~ c:>-::"'1tc:• c-:o:~¡ ¿,· b = e· !~1 >+ E.~. = e 

i0H11b;:~s ope1·-ac:ic,r1es:1 adición y mult.iplic.::tción.1 E:!sté.\fl 1·-el:::1ciona.:!::;1s 

por las leyes distt·ibutivas 

!'.:\.e: :- iJ. e .. 

f) V a, b,. e E IN ~ a· ( b+c) ·3.. IJ + ¿¡.e .• 

DEMOSTRACION: 

.Demeist1·-f2rnos 1.::-i p1·-opied¿1c:I (e)!' l¿1s dc·méts p¡·-opit.::::di:.id~=.:::: qu;;::dan c.!t2 s~jei·-cic.i.ou 



... 
pu·::.~~:i D· (1:..)-i-l) :::~ 0t'b ·:;: ---?.·b ._¡- ¿.~ por Lii2·01níón 

.... 
u· tJ -:~ pcw 2· !.J + a· :l. ~ ¿1· b + deFin:\.c:tón ::1· l 

ii) _S1.JfJongemos- que ss 

dc::ist-? as:i qL_lG~ le-is c::::·~pt-~siones a· [b+(k+l) J y a·b + a· (/,:+J.) son iguE.1les,.• 

El principio de indL1cción de los nómeros 11aturales se ui:iliza 

i].t 
1 1 

1·2 2~· 

82 
1 

+ 
1 2 

1"2 2·9 9' 
Ss 1 

+ 
1 

+ 
1 9 -, 

i"2 2·9 9•4 ... 
S4 1 1 

+ 
1 4 

1"2 2·3 3· .. 4·~ "' 

Con b1"21SE' 21 le.is f'(?Sult¿,cfc's ant~.::·1-L1Jr-t:·s:; pod1··i'amDs corrclui1· lc.:i. J.r:::-y gi?.i-

i/(::!/'i~·.l p¿it·Zt cualquie1 .. nLtme·r·c;) ncJ.tur·-::\1 tlE· .l.E\ siguientL1 m.:;;..¡1i::.!r·a:: 

~11 
n+-1. 

ley. Par·a ~llo s~ hacs uso del princi¡Jio d~ inducci6r1 de les números 

natLt~ales de la sig¡_1iont0 n12nera~ 

qt.','2 su.~;t:itLt:ii e::.•n lc:t i_1:.:··. u1~:n 1:::1-A1. c-.l nümc:;1 ¡··0 r1 == 1 y v·':2i"'i·Fica1· quE.< SE.:.I ob~-

81 ::::· ~ 
2 

J -. 
i+J 

ti) SupCJí'l(2iJl(1S qui:~ 1.::1 11:.::'i Vi:;1,1E:~ r~Jdl"é.\ un t.:i(~J·~ti..J r¡¿:i.tu¡ ¿¡J. k,( 'y' den1c..1sLr·amos 

\,J,, 



S:lE1 obtiE•ne sum.;\ndolc .=• Sn E:l l.~i;~r·!n:i.nü c:ov·1···¡,0s;pondlí::.'i .. 1tc! pr:~i .. .t\ n+l, qui:.: t·:n 

E·~!:.1.tE: c::ascJ es 

11(1"\+2}+.l 

<n+1. > <n+2> 

(n+.lH<rrt-J.>+1l 

2 
t'l +2n+:1 

<n+.1 > <n+2> 

que1·-:Lamc¡s demr.:.1sti·-a1- w 

Cri+1H n+2i 

Sn + 
<n+J.Hn+2> 

2 
(1"'1+:1) 

<n+.i><n+2> 

<ri+t> 

<r1+2> 

n+1 Cn+.1Ht'i+2> 

qu~ 8S jdstam~nte lo qttl.:? 

cumple con el p1~incipio de i1,ducciór1 SE co11cluye.que dicho conjunto 85 

el de los ndmeros natur-2les~ D01nos 1nás eje111plos del principio de ir1ciuc-

c. i ón .. 

EJEMPLOS: 

1~- Dem~strar que 12 ~Lima Sn 

nat1Jrales es Sn = n<n+:l> 

2 

que ol roeult2do es 'lálido para n 1~ 

Supo11t~mo:::.; .::1hur2t quE.~ el t-i.:.~~sult:::-..dw €.~s v¿.\.lido p¿_'\~"ª un c:iG!r .. to ndtur·~::\1 

k; es decit" Sk = 1+24·3+.w.+k k<k+.l> 
--

2
-;i. y· .demost1·"E:\rnos qu.1.2 también es 

'1/ ,ü J. i cJo p ~~a k + 1 n 

Sk+1 = Sk + (k+l) ::::: k<l:+t> + (k hi) 
-2 

que es lo quería11ios demostrar~ 

2.- Demostrar qus la su11ia Sn 

Sn ...:-.: 

F'E1ra n ;;:~ l 3:1 ::;: l 2 

por lo que vale p~r2 n : iu 

k<k+1)+2<k+1) 
2 . __ -

n<n+.:1 > <2n+1> 

<k·H><k+7.) 

-2 

1 !I '¡' 
1<J.+1)( 2 - :1+1) 

6 

J.(2)(3) 

6 
1., 

;3upc1nE?mos qu1:0:· ~~E:· ct.iíllP 1 E·· p,;.\1·~21 e .LertrJ i:::~nt1:=1·-c:J k ;; SJ.: 
k<k+i) (2k+.l) 

6 



k<k+ 1) <2k+.u -¡- ( k +J.) 2 ~-= kCk+1H2k+O ·t- óik+u
2 

C.k+1Hk<2k+ t>+6<k+1>J 

6 

ck+1H2k 
2

+7k+6> 

6 

<k+.1.!!!"~-~~-~Z~+.m -"~ <k+J.>t<k+1>+1J[2f.k+H+tl 

6 

6 

En oste caso, para n :: 1 s~ tlene que la pr-oposición 21 ~ 2·1 ras 

Supongdmos ahor·a que la propo~ición se cumple par·a cierto nattJr¿~l 

ple para todo n E ~« 

Demostrar q11e 12 suma de los cubos ele los primmro~ r1Gmeros natL1rales 
a 

Sn ::::: L 0 -r::'9 r::ª 1- .. ~ .. ~r,n, es Sn :::- (k<~+:L>J 
3 

y Lu.;vJ ~~ 1. 

k,. Sk 

que se CLlmple para k~·1~ 

3 3 3 
(k<~+;t)J + -(¡.,~+l) ª---:-:;;; k--<~+1) + <k+.1>3----' 

z 

k 
3 

<k+1> S .._O<k+.t> 
3 

ck+:1) 
3 

( k 
3 

+B> 

8 

este momentu q~e el res11ltado 

firOS jaff1ás pocl1···t'1 st.:::1· igu.a.] 
<k+ü

3
c { k+J.>+tJ

9 
<k+.o 

9 
<k+2>ª 

E.•Spíl'·!··¿:lcJG CJ:.:.~ .:.tCUC:'i" cli-! J.2 lray gsr1eral. De lo ~nterior poden1os decir que 



EJERCICIOS: 

i) Dr-:JmUC:!<::3t.1··¿;1 qu.e l¿:, suma Sn = 1 3 +:::ª+3~··1·· .... ¡,·+·nª de lcis cubos de: lc:;:s pi·.i-·· 
2 

[
n<

2
n+1>) .• meros n ndr1ieros natL11·a1es es Sn = 

ii) Probar que V 11 E m, Sn 

ili) Prob~r que V n E m, Sn 

(~lj n-1.~~ 
2 

-1 · 2 + 2 · 3 +: 3 · 4 + .. ., ,,+ n · ( n+ 1) r1<n+i.><n+2> 

" 

v) Probar tjue V ·n ~ ~' Sn 

n<n+1.Hn+ 2Hn+9> .. 

vi) p¡--qb,,:.:.1~· que la. !!;;urn-;:;:, dr=~ lD:J cu.bi.:Js de t1···25 númt:!J"OS ri-~\tu~·a.le .. ~; consE·cu--

vii) Prob~r que V n E m, 

~l Probar que (l+x)n 

Sn 1 + :. + 
2 

2 2 
3 

2 

t·i·2+3+ ...... +n -.:. !..{2n+1) 2
., 

9 

--1.. 

·f. 2._ 
n 

2 

1 
2 -

" 2 



Uo.d conci::.Lrla como g;J. pt·incipio c/c::-1 .b\.t€.'f1 t:.lt"c!r::~n, '-/ r:.1 '.:::.ta 12s uquiv;:.:1lt:::nt:c, 

¿11 p¡··inc:ipio d8 -inducción .. 

DE:FIN.ICION .iS. 5·: (f'¡··inr.:lp.tó del bUEHl CH"der)) s.r. A (·.:::i~:; un ~¡:ubc:einjunto nt:.1 

vac!~ ~~ números .natur~l~s entonc~s A tiene un elemento qLle es mer1ot· 

que. ·to'cic)S >jo~ dem~1:5 eleHH?ntc;s e!~:.:· t-L 

PROPOSICION 19.6 

DEMOSTRACION: 

El pr·incipio de indLtcció11 implica el del ·buen arder1ª 

Supong2.:Cnos que t.; t::!::; un subcDnJLtf)tu no vac:{c de nú(ne1··os riflturalr2!?.i:1 '/ 

ic.\rJr:::imás que na poEH2e ni. ng(tn ele~mento mene.ti" quE.1 tocjo·s lo!.'3 demit;~ d~ ,'.:"1~ 

Con si ciet"C?fnOS a J c·c'Jnju.nt o -D d!2 los núme1·os nc\tUt"'..,S 1 E:•S menOt"E!S que to-

dos los-elementos-d~ A~ B = [be·~ I b <a V a E A}" 

B no es u11 sub~onJunto de A pues de lo con~rat·io, y poi- cie~inicló11 

d8 B, cada ~lemento be B seria ff!ér1or'.·qye sí n1ismo. Por lo tar1to B e Ac 

Ahora bien, teriemos qtle 

i.) E B .. En t:::.f:ec:to~ :i. ~ (-) pu12s de le cont1-·at· io r-1 1:;_~nL11·:í.a un E·lL"C.'trH:::.into~ 

el e ~, mer1or quo todos los demcis de A. 

ii) Supongamos que be B; esto eG, b < a Y~ e Au EntoriceE b+l e B~ Eri 

r~lf?fJlf'·nt'.1 r..:!1:· (.¡ 1;1c:nci: que tc_idos; J.o:::_ c:i'::'.'m~i.~ d·2:' __ C:!1 \.:.::~r:--/:...!·::.::G i.c:.i.~1ndo :.i:t ;::;upe-· 

::.:-.. tc~1~·1¡ qu12 i'.-1 ili:J tic1nE1 i_tn e1.E?tnf.!!1t11 n1c1no1·N c1ue toc1c!!:3 l1':'!::".· dc::1 mft~3~ De e·:::¡.t~:i. 

m . .;inei·-::! b+l E B= 

tiene qt.t~ 8 = ~; ¡Jer·n corr10 D e ~e se si91Je qu0 Ac ~ ~ y por lo tanto 



PROPOS:CCIION' J..41. ? 

inducci.611 .. 

DEMOSTRACION; 

Supong¿tnios que M es ur1 subconjunto d~ ~ 1~~0 satis·Fac~ 1 e ~! y _si ri ~ M 

i:-::ntonccs m-+·l E M .. 

Suponiendo el pr·incipio del bueri orden denios~raremos que·M = [Nu 

PQra ello cosiderenios el ~ar11µle1nGnto de M, M~, con respecto a~~ Si Me 

t?s 1·lo VE:1c:1:0~ por <:?1 p1~inc:i.p:l.o clel. t1Llen 01·~r.JE:n pl1sef? lJn el1:mento ·m:1:n:imo 

m~ .. Luegc!I c:cinlo m --~J. 

de:! i:..DdrJ-S:.i- t-:=-1 los; por consiguierrl:t"?. m~ :-·1 e M .. PerLJ también por íd.p6teSis 

el elemento Cm,-1)-~1 e M, es decir~ me M~ lo cual no es posible pues 

m~ E Mcu D6 r::i;;Jt¿:;. ·riian"ert:1 t·,f no püe"_de si~r d_isti_nto d_t~l _va.cío:, y i::\SÍ M = [N~m 

/(l 



9 14" NUMEROS ENTEROS 

lN ::::: CO, l,2:;3, ..... } de-Finamos 121 r·e].;3c:i.ón s:;i9Lt.l10nt¡:::· E:n lN;~[N:: 

tnane1~a C~,blRCc,d) si y.sólo si a~·d = b·ic·. 

equi-

v2lencia e~ ~x~. 

DEMOSTRACION: 

b+a ptJ1- la p1-opic--?dad conmutati-·· 

'/B. dL~ la adic::ión er1 U~ .. 

ii) Simét1··ici:!\. (;0:1,l:l)f{'.(C::,d) :i.mpllcEi qur~-::: E1+d :::.~ b+c .. Dt2 nuev:_; r:ior li? 

CDnmutatividc~\d cic.? ]¡;;,. i:.1d:ic:i1-'..in ti::~nt.·mrJs que· c:-1··1.-:i =~~ d+,:;i!i -1.u cL\;:1.l Jm~):!.:i.c,:: 

iii) T1 .. ·arr:..:)it·ivc:1 .. :3upo1·¡1.Jamc:1s qu\~· (d,LJF:(c:.~d/ 

e~·., b) r: (e,, dJ ~ .:\-HJ b-i·c, 

cf+1-::- .. 

esto sra cU1Tipl~ si v sólo si a+·F+{d-~c) = b·J·o~·(c+d)l par lo que la ley 

Esta 1~e12cicir1 ~ de ~qLtivalencia induce una pürti!:ión de [N}:[N~ q1Ja 

es JL1sta1nente el sistema d~ clases dQ equjvalE!ncia de ~>:m módulo R~ 

7J 
'-



F'.,, °'1>~lN/r;: 1-í~cibir~=1 c::.il nc:imhr•:? fi¡~ ;:::Gi"1Jur1to di:.::.' .l.os 11L11nr2rr.Js. c.::·r1tr2ro·=:>., c!F.:·nr::i--

Fepr·f~f..1f211ternc~.s. cada clc:'iSE~ d1:'? G·qu:i.v¿1lf.:·nci.::t c.:on un símbolo ·féciJ. ele 

L~ clase de eqLtivalencia 

sentémosla co11 O~ 

[ í (l ~o) J 
R 

La clase de eqL1ivaler1ci0 [(J,0)JR 

seritémosla con Íu 

La clase de equivalencia CCn,Ol.JR 

represen1:émosla cor1 flu 

Las clases de eqt~iva!enci~ an·teriDre~ recibi1-án el nombre de núme-

De igual modo las cl~1S8s d0 eqL1ivalenci~: 

[(0~1)] . R 

[(0.~n)]R , .1 ~ r~· ·¡ 1 ·, •• i-:· ) 

DEFINICION i•S.. 3 1Jc·Flninios J~ operaci6n ,)cJición en 2 de la siguien-

cca-1·c~b+cl)J ,, . R 



1-io d1,.·¡..:.•·:.;-:n·-

DEMOSTH.ACION: 

ParJ 1nostrar que la suma está bier1 ci~·Finid~ debemos ver 1~ue 

C<.:-i.!llJ)JR + [(c,d)JR;;::: C(.::1~:.b~):IR + C<c:~:,:!:')]R, 

Ya que (a,b)ft:(a:1,b=') ~ p.+b:' :.-:-~~+a·~ y <c!,d)F.'.(c=':1d') ~ c·J·ó~::::: d+c:·;1 

cada clase de equivalencid, escribirem,Js <a~b) + (c,d) (¿~··l·c., b-1-d) en 

[ (a+c. IJ·>-dl J • . R 

i:i.i) Cadi:!! n(tm~1··0 1.=.-nt1·t .. o tic::nE' un i1'"1vr;;¡·,_;;c .. c1di!::.:ivc·~ 

iv~ Es ur1a oper·ación con1nut~tivs. 

DEMOSTRACION; 

i) To1nemDs los r·;~p1··•;2:::ie:nt..::l.1·itr3!s de cll:;l.~ieS dc-o:i r:..\quiv¿1.ler·1c:i. . .:J. (L~_. b), (e;, d) y 



put:•:::.~ ( ,::1, U l ·i· (O~¡ O) (;;~+O;i b-H)) b)" 

t.<::1nl:(-;: (b:,2"l) c.:is t~l qL\E? (¿1,b)+(b,;:;1) = \E1+b,b-i·¿'.t"I :::;. (d-1-b:,ü·:··b.i ~ F'c4 1-o t~slt.:' 

t-::?lE.~~mento -est¿1-·1"elac:foni::rdo co1Y' (0;101 ba.Jc:i R pur:.:''=' a··1-b+O :;; i:<.+!:H·1). DE: 1-:·!::i-"ti:\ 

mr.1nc::~1-a:1 puesto CJL\E.1 (21··1·b!fE1-l·b)F:<O,O)~. >;JE: t.i1-::·nt? qut~ (b:,a) es invei·-so e:•.di--· 

ti vo de U:.'.'·b) .. 

iv) La c:onmutat:i.\-'idc.~d E:.•n 2 ~5e !:3.i.gur.:: <3 p.:,¡·-ti1· c..!¡::- lt:., ~.:onmutE1tivid.:::1cl E·n CN.a 

DEFINICION :1"'--~º: De·fin.l.mos ld opt?t'·ac.ión procluc.:i:.o ;:;.:n J2 de.' 1.D siguien-

te manera: [(,!1,b)JR·[(c,,d)Jn = f~(;:1i:+bd.ad+bc:iJn" 

AFIRMAcroN--14.?: El pr-nc1uctc1 E:n ~ est& bien de-finidu:, i=.1 =:. dE~c:it-~ no 

dcpc:.1 1·idt:.\ del 1 i:2pr-t=~::;t'0ntant:.""?. t~J.egido pa1··a c:e.tda cld·se de ~·quiva.lenci.-~ .. 

DEMOSTRACION: 

Tomemos lo~;;} elemc,ntc1s <a:1 b) y (¿_~=· .1 b:') ,, (e·' d) y (r.::o :' d" ! de un2t mism:3. 

(c.~, d)R:(c:' :•d" >" 

F'rimeran1erit~ [(3~b)JR·[Cc~d>JR = [(3c+bd,ad-tbc)JR y ·ta111bién 

[ ( ;:1 :- :• !::J' ) J R · [ (e :o '.! d :• ) J R ::-.:: C ( :::i. :- e" +l:J, d :• ~! ,:;. :' d' -i-1:-J '' e~ ) :.1 R ~ 

F'.::1r-c-.:.-\ qur:? las c:la!:-;es t.::!r.~ equiv2.lE~nc:i.d e;1nte1·i.01·-i::.·~= SE1 2in i9tJi:.. . .lr.?s deben 

1: ac+bd, ,:::i.cl+bc:) Fl: ( ;;:·1" e~ +b :· J., !' ;::\ .. c.1:· ·+ \.J :o e, ) ~ 

F'uF:sto qu0 C21.;1b)F'.(1:t,!rb,) ~-;;e tienc-:.i qut::.· d-1-i.:J:' :::: b+a." y (c!,cJ)F::Cc:o~,rJ 1 ) 



L.D. opE·r·c¡c:i.ón pr·ocir~tc:·tci t,iF!tl(:_• 1;_1'-~ ::~.-r.pu.l.t:1 r1{:.{..::;s; ¡:..si·'np:i.i:::~ddd•:.~~~;. 

PROPIEDADES 14. o "L.i:1. _r;>p~r¿¡r:;:i:cLn p1·"CJdLtc::to f;;<j'} 2 !?.ati::H".:EIC:E)!! 

i) Es Ltn~ 6r1 bir1ar·ia~ 

~l~ Es una operác~ón asociativa~ 

ii.i.) 82,t:is·F¿~ce la ley ·dj.st.t"ibutiv¿\ et· (t:,1+c) :::;; .::\·-b -i· ;:·:l·c: ~,. (l.J+c~) ·~ 

b·c:i + c·a:, do11de a~,b,c sc.Jn 11úiil€?ros ~nte1··os .. 

iv) Existe un ele1n0nto h~L1t~o para la multiplica!:icir1, ~l 1 

E 2~1 pues <"l:iO~- <a:1b) ~:: (J.~ei.:1-o·b:1:l.·b+O·¿\) :=.:: (i::t,b),, 

v) Es tJna operilción conmutati~a. 



~ 15. NUl'lERDS RPiCIONALES 

D¡:e ,::1horE1 sn adelante::::· t~1 l cernjunto de riLi1nt?1··os ~ntero~:; si:::!r·c-\ 1·-epre'!;;;1;:;:n·-

tado por el conJunto Z 

lo co1no Ltn conjunto de clases de equival~nci~. 

Comenzenios de·Finiendo la sigt:~iente relación en·tre Zi<(Z-{(l}), dscJa 

perr (;~l,b)¡:;~(c!(d) ~:ii n·d :::.:; b·c. 

AFIRMAClON 15.:1: LE1 ¡··elacit·n Ft'. r:ls-i-==irr:i.da :"::\lltE1 t·"i01··m1~·nt.2 ES unE1 ¡··eli::•.ción 

e.le E:qui-..1 alenc:i¿.1,, 

DEMOSTRACION; 

i) Re~lexividad. Ca,b>R<a,b) pues ~·b = a·L . 

. ii) Simet1·-fa .. (a~,b)fi:(c,1 d) tmplic¿~ (c~d)~:<a,b) ... En c:·f-~:;:cto.: pot" 1-::\ c:nn···· 

mutr::1tividad dL~l p1··oc.iuctc; ele entE:~t-os i,.:.;r.;;~ ·!.:.·J.ene que .a.·.::!:--;-; b·c e::-::; lo mismo 

que.! e· b :::: el· i-2'" 

~c·1!,b)Ft'(c~-f)4 L'.:n ,z;:·FE~c:ttJ,- {¡:.1:il:J)F:~~,d) &>} i3.·d ~~~ b·c y (c::1 d)l=\{~::-,·F) => c:::·F ~;:: 

d·e .. ?'thc::.1·M,::~ b~.·~~n:, tt:nc::-mo!:5 lo si.gu:i.l?nte: 

·~'.\. el b. e: 

d" (c·-r::) :;::; (b·c) ·1·~ 

(a· ·F) ·<'e 

a· ·F 

<Hip1Stesis) 

(i~iL;:l. t:i.pl-:ic¿\l'Jdo poi·- ·:;!} 

( P~S',f.)C i 21 n do) 

<Bus-'cituyend...-J) 

J.o C:\fl(~C?t~itJtM :impl:i.ca qu1.:2 (Et, b)F:(e!,·F) d;"?JJlCJSt~-¿:1ndo as:!: qUC'! r~: C':3 u1-1a ¡-o·-·· 

lacidn de eqLtivalencia •• 



y a los elemeQtos de es~a cla~e de ~quivalencia -J.iJs ll.3mat·e1nos 0raccio-

(1~2), que se representa por~, es~= [(1,~)JR C(l!t_:.:)~ (2!,lJ.), (3~1 6) .. ,. .. }. 

Si convenimos en. represent~r- tambi~n a los ele1n0ntos de cada cla-

de eqLJivalencia en ~orina 

de la pareja ordenada Cl,2) ser~ ahora rspresent¿tda conio 

y demostrar que.han ~iclc bien ·de·finidas dic~1as op01~aciories~ 

DEFINICION :1!>. 2 De·Finirnos J,.;::¡ ope¡-acidr1 :;:.Ullli~ n+rt en <Q c!c· li:\ ~iguiente 

DEMOSTRACION: 

J.CJ {\"¡;i.:::_:mCJ Cjl..\l-::' b:',~j:'D.C! l· b,cJ:'bc. :::: lJc:\a~d:' + bdb,C::~M f='1 CJt" h.i.¡:::16"l:L'.:''_::;}i5 t.c;-:•í181Tl!J~~ 

7-,-



PROPIEDADES :15. 4 -: L.::t sun·i¿¡ i?rl ~ tic:: .. ~ne J.~:lG ~-sic;..Juientes pr .. opierJadi.~:s~ 

i> Es una operación asociativa; 

ii) Es una oper~ción tonmutetiva; es decitM, ~~~ 

iii) La clase de equivalénci~- del ele111ento ~e~ netit·ra b~jo 12 ddiciónu 

. a. o a.n+ob an _ _ a. a.n . ·- . 
En ~-:!f:ecto~ b·1·;;- == ~-~.:: b;;;- pero las cl_i::,se by b;;'-son 1guarL~S· pu1::::·s 

L_.5 5.lguienli~ t:1pet·E1C:iÓn que dc•·fin:i.!"f:0íl!D5 E.-!~1 <Q G·:::~ r.=_1 J. ;::¡···oduct.:CJH 

DEFINICION J!:i.-5; Dt::..·-finifnos l,~. Cif.JL'l'",'~-\Cidn pr··oc!ucto o (';1UltilplicD.c:tón 11
•

11 

en ~ de la siguier1te mar1era~ ~-~ <"e 
b-d" 

lr::.·nc i ,;;\,. 

DEMOSTRACION: 

~ )' ~ elementos ele Ltna 1nis1na clase de eqLlivalencia" En-

D(~bemos most¡";:;t1· 

7Ei 



Por hipdte~is t0n~nios que 

{ 
¿j. b'' b. E.1. ~ 

'/ 
e· cF d· e 

mu1tj.pl.i.1:¿:;nclcr mit:~ml.Jt"C1 ,:;i niir-:::tnbi"t.J erbtf~ner"r)US, :=.t·b,·c:·d 1 ~-=: l.J·¿~~·-d·c,!1 que.~ 

pov· Ja r:cinmul:E1ttv·ic.l~:1d dr::·l pr-oduc::to r:-2!"1 2 c:.ilJtenemos c;>1 1·-f::s1_1It:i:\do dr:.~seE1c/o,. 8 

PRorsrcroN 15.? 

n.:.1dos .. 

:i.ii) El inv~21-~~1:) de~ lir::"\jCJ lc.-1 mult:.:i.pl.li:ac.lón (~::~ c:-:il ~:!lem!;·nt;J ~ put--:::1 

a. b a.. b 
¡;·;;:-:::: ~que e:-; equ:tval~-:inte C:\1 elt-::~mE·ntn riF·u+:.1· .. c) de.? l..:..i. ri-iultiµ"!. i.1.:.¿\t.:i6n .. 

iv) Se veri~ica la propiedad distributiva de la mtAltipllca!:i(jn respGc·to 



§ 16 .. NUMERDS COMPLEJOS 

ne) ti1::"n~n '.:~ic1Iucj.6n en el conjunto d1.;: los núm~1-os 1·"(2i::\lt.-=:s,, Ecit.e nu€:~vc.i 

cu11.Junlo cieb·1.::i. se1·- una c:..1 N!:ensidn e.le -lws númi;:·rvr.Js rt:i-.:tles., e.·1 cual c:1:Jr•!:1e1·-·-

va1·-i...=t l ~:xG oper-.::tc: iones y t:'st 1·uc::tu1-a. ·cic:: lR,, 

C:cimenzemos dr=-Fi1··riendo Ltil númr2t·o compJ.ejc:i c:.cimo u.ri~:1 Pr:~t·'·ejc-i. ord0nt~·d1':?. 

(a~b) d2 nOnieros r0al~sM El tor1Jwnto de lds ndmsros co1npleJos se1~~ de-

notario pnr el símbolo C; así tendrett1os e0·tor1c~s qu0 

El conjúntc) de lo E, nLHoer··oi.s ri.:~a 1 !?S lo _podemot;; i de..•nt i rica1 .. c:on ·un 

subconjunto de _los números c1~1npléjos niedian·te la ~unción inyectiva 

i::IR--:)- <C dc·finida por :i. (:-~) == (>:~OJ .. 

PodGmD~; decir·- quG ccn E•s¡(~.a f-unci.dri iny<:2c:\:1.v~:1 1'1c::?mos sum121·r;;ido d. los 

r::::-.::.1E?S 1=11 r::.-1 conjuntD cjr;} 1.0._;3 11(trnr.::1t·:.:1:.:, t:i.'.Jmr-lc;;,.jc::·í; t::.·s dr2cir·., ~e <C~ 

De::; 2\hot-~1 en .:1c.ielantE· corivF.-ng2t111os c·n qut? los <.;sr1nbolo!5 ;.'. y (::·~!;O);. 

,, E fR,r 1··epr·t.-:!SiE!ntE:ln al nltmt::r-~o 1·-eal :~ .. 

quemas que restringidas al cor)junto de los n~meros r·eales actdan d~ 

ic;i1..1.:::d. manera que las opE.~rac:iones us1 .. 1alE~S de suma y p.1~odL1ctD en [R .. 

DEFINICION 16. t : Lc1 suma de dos nc.'wa=r·-n::; comp lf~jo:~1 (d!1 L!) y (e, d) se 

de·Firir2 de la sigl.tiente manerv.: (¿,~b)~!-(c.:_.d) =; (i:.1·1-b .. c:+cD .. 



EJEMPLOS: 

1~- E~ectuar ta su1na de loe nóme1ros c:omplejos (1,6) y (3,2)~ 

Solución: <t,éj)+(:::;,~1 2) ::c:: (:J.·i·:::,6+~) ::::: (i/.:1 8)., 

SnlucítJn: <1,5)·· (2,ü) = (J.·'.:"?·-:=.:·(¡:· 1·0+5·2) :::: (2:1 :1.(l) ~ 

Estas oper·aciones de su1n2 y producto de ridmdros com~lej~s cu~ndo 

SE' ¡--G:3tr·ir·1gf:::-.n a nl!m~·ros de .. J.;;:\ +.:ca¡~ma. (}{ ... O>·, donde ;-{ E CR:i se i:¡··an!::i·Forman 

~-'·'n J.as opc:~1·,::iciones de sLtma y p¡··oductc de:· nú.rnc1·u(..6 r·~¿;1lt.?s. En e-fecto, 

para x,y e ~ se tiene 

{;.:,O)+(y~O) (;.~+y'.' 0·!·0) (::+y:iO> 

(>:, (l). (\.':,0) i·~. y" 

PROPIEDADES .16. a : La Opf;::.1·ación ~'3-UíJl;'~\ ele nt:!iTIL'?J'"OS CCJmpJ.i~;jo~·.:¡ tic::nr:::• la::.-;. 

siguientes proµledad~s: 

E (c:..~1 b) +(e, el)]+ (e:, ·F) (D., b) ·!-[ (e, d) + (e q ·F) J -

{a, b) ·l·· (•">,,O j \ 2.·l·Ü :1 b..¡··0) 

D.1 



Ca-·a,b-b) = <0,0) ,, 

rnoPIEDADES 16. 4 : L:.::-. C•p(;:,·1·r3Ci ón pr·oducto cJ¡;:;. n(11r1t:·~'t··oi;_; c:c;impIE:jos 

las:; aiguiente:s pi··opiE.,dadt:-TS;: 

i) E~ ur1a operación asociativa; es decir·, 

.Li) Es una opG:t"dC:i6n conmutatiy~t; ~E drcc:ir~ (¡:J .. , b) · (t:!1 d) :.:;:; {e:, d) · <i::t, b) .. -

iii) 1:::1 elemc:·r1!:0 ~1, (1) G!:S neutr·o bajo ·1e;1 multipl:i.caci_cin .. En eif(:c:to, 

(a, bJ • ( l 10) Ca·1-b·O,a·1J+b·i) 

En cualqL1:i.C!1· n(1mc:\" o complr.-.:jD ·~-~ ::~ (a., b! :· c:-1 11ómt;;1·0 . .:.:1 ;·-c'i.:ibt:-.· ;.,:.::1 nom

b1·e de par·te re2l y 0 la parte im~ginaria d~ ~~ se 1~epres~nt~n con los 

símbol1:is a;:..-: Re(z) y .Lr =: Im<.z>!r ¡·L:::osp!?ctiv.:..i.mt:=:·nt,~·~ Lo~::: 11ümt.~1··os dr2 le; ·for·-

ma <O,b)~ iJElR, 5t:::· 11ctmE;ri nltmer·o:..~, imar;.iinr.;-.¡"ios pu1 ... c1:s .. 

C.:l nü1ne1 .. ·o (t.):• 1 ) J UG;<gi:\ un papi:e 1 impor· t. E\ ni:: e en 2] f!:"!S,Í::.UdiD cko 1 CJ::-3 nlt-

mr~1--CJs comp1ejei~;'.i se hi::\ Ci!doptadci 121 r_~t!f1V¡:.~¡-~i:: i dn dG! 1·· E.1p 1·· í:-::::.:¡.12 n-L: a t· 1 o con J. C;\ 

(i),, .1)' 

Una pt·c1p:i.i::::-!dé:id n1uy impo1···t.:.1r .. 1tc..i i:lcl r10n;1~:r··u i d1::~!· :i.vacJ,~ ,;;¡ p.11-ti1- c!E1 l,.:.j 

de·Finicicin d~ rnuJtiplicaci6n 85 la sigui0r·1t2: 

<o;! 1) · < c1 :i ! \ (- .l ~Jo) -- -·· 1 '.l dr:.:c..li J.., 



c.inno:·\.d~~is., <'..11 pr·:tncip:i.Of, pCJ1·· E.•j{:-implcJ, l<.:l ecu1::tc:i.ór·1 ;:.:
2 +:1. ~~ ü t.it.:.'nr;;~ por ~:~u--

}.¡1c::i.1.:!nt::1s i=:\ los r·1L1mE1t""c.is ccjmpJ.t;-}jcJ•,s. .i / ·-:i" /JUc.•-:::) (±.i\ 2 +~. -1-·;-1 .;.:.. (i ., 

fJt1·"'r,;\ tn;~11e1···a. de::· :·-ept .. r2sent,·:.:t1·· q un númc.~1-0 compI!::-:jo (;:1~ b) (·25 ut:LJ.i:..~c~n-

do la u11idad ir11agi11~rla i de ld siguient~ mar1er~= 

a+.ib 

(¿¡~10)+(0, 1) · {h'.10'1 

(¿¡,, t)) ·r-(0:, b) 

(¿¡!lb) !I 

es decir, obtene~os una iguµld~~- al ~epresentar al nóm~r-b co~pl~jo 

Ll2ma1--emos t-epr·e:::H·?ntacidn E.1 n i~ot·ma binómica .de· u.n n_Ltme1·-o comp1cjD 

opc:-;i·-dciones de:: suma y p1··cduc:to se r,:;;oaJ.i-:.:.¿11·1 en 1~~·1 ffl,J!l•"21-,~:1. u·:S1 .. 1E•.l do:.:.· bine.-~ 

mios: u 

EJEMPLOS: 

Solur:idn:: (31·5i)·l·\:.+::.-1) 

~1.,·· ::.::Fc:.•c:tu.::-:i1- l<::t multii:::ili.c,-;:1ci.tin dL:.:.: J.os núr.1~:;.'r-CJs com¡-:il¡;.::jos 5-l-j y 2+1.¡.j_ .. 

SoJ.uc.it)ri:: ( 1.:i·! i) · (2+ 4 J·i) ::.-~ ~-'5·:: + !:J·lJ.J_ 1- L· -1~ .t.· J.!. i ~~= .1. O··i-;_~(l i +:-~l ··!·.q 1 2 ~~.-

l(i-··4+22i = ,~.+225.~ (ft'.C~CUE•f·-¡_:J¡;-: C/UE: i 2 --:r.) 



INVERSO MULTIPLICATIVO DE UN COMPLEJO 

De la. mu.ltiplic~3.c:í.6n dE? ccunplüjc:.is i:E:n!2HH~J':=o-· qu~: í.;~_.,b) ·\;:,y) 

o 

Resolviendo las ecuaciones simultáneas a1·1teriqr2s obter1dr2mos quQ 

a. 
2 2 

a. +b 

y 
-b 
2 2 

a. +b 

Va que Ca,b) es no.cero, la expresión a 2 +62 -es mayor que ce~o; por 

lo que x e y no se indeterminan~ 

La pat·eja ordsnada [ 2° 2~1 ;b 2) r·t:.1cibc e] nc:)fJ1l:wc:::· cJE invt=.11-r'-!o 1m .. tl-
o. -1-b <:l. +b 

tiplicativo del númei-o Ca~bl y se representa como <a,b>-1
; de esta ma-· 

a. -b 
. b' . 1 _, . '·. [-'°-) t.-;:;_~ - / • \,.;:\,¡ ·:_i'i - (,-;:,,, W/' • .. 2• b2"· -2 b2 ___ :_:;:: 

. - • - ..:t. + -a.- + 

Definimos la divisióri de los r1dmeros complejos z }! ~1, con w ~ O~ 

como 
!o,I 

.EJEMPLOS: 

_, 
z. 'tJ 

;::¡ .. -- E·Fc~c:t.uat 1.::1 sigUi(:~ntt.:~ divi:::.;.í1jn e;::,. 4 ) -- (3, ~j). 



-:.?u 
2 2 

3 .¡.~ 

-.10 
·I~ 

9 +5 

+ ~)· 
2 2 

3 +5 [
26 2 ] a.¡:ig.¡ " 

t~ ... ··· EFt-::.•t:'\:.1..1.:.11· 'J.E\ t:l.i.visit:in 

Su1.ut:"i.()n:; 

< 1. " o ) . ( ü ~¡ 1 ) -.L :~:: ( 1 " o) 

l 

d~ 6sta.m2r1e1·a ter1enios 1 
l 

( 2'~2' ;' 2) = (L,<)) · (0,.···1) 
o +.L o +1 

NUMERO COMPLEJO CONJUGADO 

De-Finimos eJ. r:onjug .. -.:i.dr_; el¡;:. (2;1b-)~, c:cn110 ~2:·~b) 

., {a., b> 

ca,-b> 

F'ar--a 11úm2t·os ccimplr:::;jc1s :::,~,: c.:ua.l(:;:·sqt.t:il.:'0r:::t tt:0i1t:.1rnos 

-(0,, 1) "' 

el cunjugado dE.: ull.:.i StJfílEt es la ~:5-Umd ele los cc1rijc1g1.:1dos:, .. 



:-: • 'J): 

¡::;iJ conj 1~:92.do df:: • . .11·1 pt··oduc: l:: D t:-'.~l t~·l produc l:r.i d12 lo·:::; cDrlj 1_1gadDsi" 

el co11ju~Ji:.·~cJo d~· un ce.ir: j, E;lfltc.:: (-::.'S él C(Jc.1 s:int.t:::.· dr.:::- 1c:i:-:::. c::c.nj ugc;do::.-; ~ 

NORMA DE UN NUMERO COMPLEJO 

D~i-:;i.nimos el módulo de un nc:tm2f-c_¡ i:omplr.::::jc::i :: :::: ·'.3, tJ} c,:Jmo (~l 1·iúmc:iro 

y es igual a la distancia que t1ay desde ml origen hast0 el ~unto <a~b)K 

/ co..b> 

rui::.:1.ndt) r·c:E":::.t1··i¡;¡;¡J.nt1Js F::ll modulo .:::1 un númc·f'D 1-·t~d.l (E\:-0) :1 es-l..:.1~: se c:on-

2 

b2 J ::::.:. Jz/
2

; E~~:i deci1·:1 un nüme1··0 ccmplej¡:¡ multiplicddc:i put· !3Ll 



NUMERO COMPLEJO DE MODULO UNITAfUO 

Decimos qút~ un nümero c.:omplejo z == (a~ b} tir.:~rle :n6du1c:J unit1:::i.t· i.o en 

vidirlo entre su módulo, para qum maMera el riLll::~Vo númf~/':D 
¡z 1 

tenga móduló 1 .. 

1"1 
¡ (~)2 .¡- (~)2 

¡z 1 J" 1 

--~ 

-1. 
J"' 1 

Ot~a 1naner~. de dividir dos riúmeros C(JlllPl~Jos eG 1ntJltiplicar- y cii 

vidir poi- ·el conjugado del d~nominador·u 

EJEMPLOS: 

So.1.ur.:ión: 

5 --1./.f. 
17 - 1"°71 ~ 

3+.2j 
-·1-1-<] i 

\3+:~J.). (-1.-4:L) 

d.ivlsi.(jn 

-3-12 i -·-.2i --Bi 2 

Solución: J1ul·tiplicamos y dividin1os_par el co1·1JtJg2da d~ 3-5i y obtenemos 

87 



R:AIZ CUADRADA DE UN NUMERO COMPLEJO 

{ :·t 2 2 a ( 1l ·-y 

.2J~\1 b (2) 

Lu i::uTlt:.•rM:lor signif!ic:a qu!'.2 lE1 ecua¡;itirY / 21+ib ~~; ;-<+iy se cumple 9:i 

v sólD si (;.~+iyj 2 
-:::-!. a-+ilJ .. F'ero dos· "nLtmeros .c9mplejos- i~¡uales deb121n te-ff 

ne1'" el mi:=1mo mr..idt.tlo~ E:.'S decir;, j21+ibj ~ 1 <>:+iy) 2 J; que ~s 1:=q1Jivalent.f2 a 

( >:2-y2) 2+1'.f.}:2y2 

(i-.2+y2) 2 

2 2 
.... +y (3) 

La ec:r.}.aci611 C3) junto CDn lr.:i ec:u;ación (1) :im¡~1lj.c2~n que 

2 

2 
y 

.r-;~2 

-a+-Y a-+b 

w b w (4) 

•• " ( 23) 

L.cis ec:ur::1ciont~s {4) y (5) son consecLtenc:i¿t de la ec:u.a._c ion ( 1);: 1~:~-3-



] 

Par·a el c:asr.:i a 

re...; les .. 

O lt\ ~".;;·ti::: cu.:.:.·1c.!1M21d.:::1 d:.::- -:::t c-:s ±1.//+ que. sDn núme1-~c¡s 

imaginarios puros. 

F'odemos dc-¡1·· una c:::.;pr·ezión !J~:i¡-1ei·'dl pn1··a li:.:i ,.·aíz c1.iadr<:1da de a+:i.b 

J. . b /-a+/ a2 .+t.2 + 1-- ·-. 

1 bl ' 

l ,, i u o y o .. 

DS) 
.,.. - - - -----



EJEMPLOS: 

±(( t+~ + t/-1+;2 )· 

Er1 este caso -a.= y b 

± ( J.··<-~i); 

•.::.e~ c!E·C i 1 , 1 os núme1-os:; ;·r·-1-i y l-2i y -~1-~2i sc~n la r·aic~~s Ct!2dr~das rle 

2 

CJUE::! -t=r::: ±.L~:::: ±'.2í:i pue:.-= (±'.:::i> 2 = 4i 2 
:;:;.. ~-.t.¡ . ., 

La t.::·cu2tci611 Qt"0ner·i.:1l de s;.c-:igundD ~)ri.;•.clt:1 p.,;:
2

+B>:-i-C C'..Jrt coe·F1cier-1tG:·s i::om-

--B±I B 2 
-4(:¡[' 

~~'.{; 

sione~:i de lr:! -fo1··1nt:t -v'-~:i .1 donde a E:'!:3 un 1·-E·;;:\.l piJS:-itivl.J .. 

~q __ --



E.J'E.MPLoS: 

f.:..iuscadas .. 

SolLtción: En esta caso A 

n"::::'tnOS 

2 -t-3 i ±-¡::¡-' 
2 

<2+::::1) ±i 
2 

1 :1 B 

-1 ±.YJ. ·-4 ( 1 ) ( l.) 

-l±ii/3' 

asi que las soltJcior·.~~ son x 

l+i sor1 las soluciones 



FORMA TRIGONOMETRICA DE UN NUMERO COMPLEJO 

cosrJ> 

r·-senr:t> b; "' • " •••• ( J.) 

dnr1dc·? :- ~ j::: ¡ 

tner1to de z, ·Y se repre~enta con el símbolo a1 gC~)~ 

a+ib ter1dremos qLt12 

m1nG;1r· l¿-1 diFicu] t¿:1cJ e::-n lt.1 c:Ic.?cci(rn c!r.:::J a1-1)Uffr·~:?J")t-::• dr:::· ;: dE.•·7inin·11::i!::. t'•J. v;·~t·-

l 01·- pi·- :i ne i p .. :11 c!c:·J. t::ti--qt.t1nent.0 de::- :::: ~ cu1110 :;;;quel .:11-·JLt:nc:;intu clr,,.: :-.~ in.,::\yCJr r_::L!E.' 



---rr y iffi·~!1t::Jl 1:¡ .1.Cju,::-¡J i.:Ji.lt:? n:; ~~-¡e• 1-·i_,,p1··e::;1:.::rrL¿. ceir1 c·.l S:,.
0 fflLt:.rlei (-11·-¡J ( 

El \'2líJf" pt"inc:ip¿;\J. di=~l ,:,_\1···gumF!nto clr.::: :;::_ '3lo~ 1.:i·Jl!:!...11.a ;::;-1 pE'if··t:i¡·· dF.::' 1.::1. 

ecuaciór1 tan$ = ~ de 12 siguiEnt~ n1ane1-·a! 

<,;:.1ente 

y se to111a ~=a si a ~~O, )' ~ =-a-rr si ;'}. < (J,, [::n E.'l CE·lSi:O de:.• CfL!t::.' 

b 
a, O~ él ángulo ~gudo a se determina pc1r la ec1.1al:i6n 

-C( si !~\ o '/ <P n-~ sii e. 

EJEMPLOS: 

b SE.' c.,:11c;ula por tanól: "='~ 2¡:-, _ t·:orn2ndo 

t.1· igonom~t t" ir: as ti::::-n(:.':lmo:::; c¡uE:- Ct ~~· <=t;··ct¿¡n * :e~: O" 64~::5 1·-,.:::1ci:, f.>ci;- lw t¡ue 

rp ,.~ O~ ó435·-·rr 

e (Jrnc: '::.·.;. [cc.1~; ~-· .. :-~: .. t./.980} 

9 
-~ -·- - -- - -- -



+ 1 . 
fl .y7'·" 

qut:::' d 
b 

O:¡ C.:~J.culamos EJ ScllL.tc.ión:: El 

,:"' 1· t;Jttmí~nt n 

SD1t.tc.Lón:: El mci:dulc.i dE.~ z E:s j z j ~ / (-l }·2+ 12 Corno !2 = 1. 
<;:\ -··T o 

e J. E:-,1-~1ume11to de z s~ calcula de ~a _expresión tana ~ -· (!:'.) a 1; por· 

n 

Solución: El módulo de z ea jzj .;. y b 

¡::.ii.J! l.o qu•.:..~' ;21 ~\1·-~3um(:;~nto cl2 .__ es pur=:ti tE.1n (-~)· ::::: -··oo~ 

1·1:..·pr·r.:.1 !?;;•.?nt21 entonces como :: 

2-·IJi" 

lo qu~ ~ se calcula a p~r·tir d~ la expr·esi6r1 tana 

1 .. 1.071. 1-ad que equive:-ilE·! a 6~5°2b" 5 .. Ei' ~y r.p ::::' --a .:::: ·-J,, 1.(171 1··¿lcJ .. Po~ lo 

tanto ;: 

-l2CJ·[cos(-·63°=:6:.5 .. 8:',)+i·..:;en(--b~::
0

26·'5.,E3~ .. )J mc~;jido el éngulo 



MUL TIPLICACION DE NU~1EROS COMPLEJOS EN FORMA TRIGONDt1ETRICA 

D~doe los h6meros con1p1e1cis 

i- • S · COS (<./rhp) ;- i. ¡.- • s ·Sien (rp;!·tp) 

* r. s ( cos (r/YHp) -l··i sén (r:/>-<J·tp)) 

EJEMPLOS: 

19 .. - E-Fr.=:c:tLtr~\r J.a multiplic2.c:.iL'.1n en ·Form,':'\ (:¡.··iqonom~~;t.i-·ic.c. d1.;.":: los núme-· 

ros_; y_ w; __ s¡~ndo z = 1 y w = 1~-i. 
Soluc::í.6n: F·r imi:::ro i··r~1 p)· r~'._=;c.1 n·i.:1.:1n1c·s en ;-=c;r·11¡a tr-J.gonomt .. ~·ti·ica_ ·lo~:::., n(lmet,..o!::. 

;.:::: y ~·J~ En este casq z. =_ J.· (cosO+i.~.;cnO) y I»' :-.:.; ilL· (cc1si+isen.;y.-J M Por lr.i 

tanto ::::·v\1=.·1·~·[coS¡t(H-~)+isc1 n((i+~)J :~; -12· (co~::;f--~-iser·1~) :=:: ~-..,~: que es lrJ 

que se 2spet·nba pLies 1 .. 

2-0q· E-fé?c·r.:u<Jt J.a. rnu.~\::ip}.i.c:-:ic:ión d·~· les i·1úm: ... :•1··c.:is 

.L • ;:5 · [ co::;) (~+(i .. ó4.35) + i sr~n (;+o .. 64~35) J ~ 

* Recordar las ldenLi.dades 
L r i. gonorn4 t. r i.co.s 

cos<A+D> coa A • cosD - senA ·seria 

sen<A+B> = senA·cosD + senn ·cosA 

e;;;;-_______ 



l l' 

RE<pre-e0:3'nlo.c1.. ón g-aomté- l r l. ca. 

del produclo d.:. dos números 

complejos dados .;;.n forrna. 

l r l. 901"'1ornt? l r i.. ca.. 

EXPONENCIACION DE UN NUMERO COMPLEJO EN FORMA TRIGONOMETRICA-

2 ·-., ..... z ~11 veces) .. 

En caso de qu~ z esté 1-epressntado en su ~orm~ trigonomé~ri~a 

AFIRMACION 16. 5 Pat·a curnlquiG~ ndmero natural n, y z 

DEMOSTRACION: 

Dernostraremos la a~irn12ci6r1 utilizando inducción 01~t21nátic2. 

¡·· • (~::c1:::;.tp-1·i'.:;;1:..~r1tp) teni:::.i-

mos qLlC· ~.: 
1 

· [C:D'G ~ l · <j;J+.iseri i: 1 ·tp) J 



justE1mt~ntE Jo que. qu01-"iamD\~> demc:.st.r·;:.\i--~ 11 

EJEMPLOS! 

Soluci6n; Prim~i·o 1·:ep1~esenta111os· a z en ~orina trigonomótric~ como 

,!f§'~ (cos;f+i';:'.efJ~) a 

Aht:!i·-r . .:i. b:iE}í'l!1 ::-:·'- (-y'f8) 
4 

· _[ CtJ5 ( 4 ." i) ·l·i ~~(?n (l.!. - ~)] 

18
2

· (cosn+isenn> 

22.- Elevar z ~ --2~4i al ~~tponente 5. 

~;; .-:::: 1'2U·Ecos(-.2 .. 0:;4.)+isen(-2 .. 034)J; por lc:i qUE:.1' c: 5 C?s-~ d2 e:cuc·i-do ~\ :;_;_,. 

puede uno auxiliar de tablas trigononiótricas o de 1Jna c~lculadora para 

c-?1-:contrE1r los Vt:.-\ln1-~es de seno·}'' c::oseno. de l;J r-~~.p1·2::;:i ón /1(:.':\. ::
5 

ElfJv.::i1- z ::..; i al e>:pünent.F-> 2., 

Solución: En í=orn¡a t:rioonométr·-:tca z. ~;Q rep1--r-0~¡: 1~~nta c::cmu :\. · <cc·s~+j_::.¡'-i!f'r~) .. 

F'or lo tanto tr.:;;'n<:::>mo=:- que z
2 

::::: 1.
2

• [cr.:1;5 t'.2·~)+j.~,en(2·~) J ~::! l · (cosrr+:tsc:.~nrr) 

'º J.· (-:1.·H)· Í) ·--l ~ Entoncr~s t-::.:nemos quo i 2 
_-;;; --.1 ,1 r¡:;}sult.ado q111!:i ·;,,:i e':!-

3 al exponerite ~. 

2 3
2

• [c::os<2·0)·f-

+:i5en(2·t))] '.:"~,2. ( :!. -1-t) i) 3
2 

:::: if,, Es cli?.·t:ii-1 J.,:." e:·:ponenci-Elcl 15n complE~ja 

* RGf\.~ro.s-= al producto ele dos núme-ros complejos represento.dos en forma 

Lri.gonomélri.ca. merici.ona.do dos p6.-gino..s atráS'. 



DIVJSION DE NUMEROS COMPLEJOS EN FOfi:MA TFUGONOMETF~ICA 

lo tanto!1 

-1 

" 

cn:sifr~i ~s·~'3rlr./J 
c:osq, i ;3en,P 

~- cos:rp--;i, Efc1 nt/;> 

,.- cos2 c;t>+ict::in 2 .p 

DEd::inamo5 iZiho!-a c:.:·1 cocic:~nt:r::- dt~ ;:: c:.•rit1·· 1.:? H , pc:11·¿1 vJ ~ o.~ como 

tr·p 1111 tr1mr.:1 J.a -r-o!-mi:-<. ~
L>.r 

EJEMPLOS: 

Solución~: 2-2i 

-1 
';" :.:.·t·",l 

{2 <~j,). ( 1;-j, 1-.1 

26u- E~ectO~ el 1:ociente ~u 
1 

-18· 
7 ~ 

le: C\:~·Irn + i ~'..'e n;f.rr) 

Solución~ 1 = l· (cosO+isehO) e?:!.::-_- 1· <cos~-1-.tsE·n~) .. i=·or lo t21nto 
~::. ..::. 

l·Ccos(-~)+iGen(-~)J 
..::. ..::. 

~ l · (0--:i) .:;: ··-i .. 

* 2 2 Recuérde·ee la i.denl i. dad t rL9onomél rlca cos A+sen A 1, y además 

que COSCA) =· COS(-A)' y -serr(A) ::: S&l"l(-A). 



RAIZ N-ESIMADE UN NUMERO COMPLEJO 

tE.1 nd1·~,~\ CJUE1 sn• [CD!.S(f1<p)+i58n(n(pJ] ~:-;; ¡~· (cC>S</J+i:;:,en<P:.l~ 

Par·s qt1e dos números tomplejos s0an -igualss~ sus módulos tien~n que 

st:11·· i~~1uctJ.F.:::.::. '/ lr.J:::--i at· .. i;Jumi:::nto::; di·F:J.erar1 '-2ntr·c :::;:i. c:}f1 un m(1J. tiplo rE:ni:1::1··0 

d0 2n; por lo tar1to, wn 

n 

r:·~ .. e:.-::.::.t¿-1 llk"H1e~1- i:°;1 s ~- Yr y .p ~ 4'--r·~;kn!I y pt::r .lo +.:..:-:..nt.:.o~ w '=:,e E'~;pr·c:.1 sa c:omci 

~·Ceo::¡ (cf,+2n··krr) -: :Lst::•n (efJ-J·::~:-:!.-:n;. J 
n 

\\! 
n-1 

R· Ecos ('Í:.J +.isen \'Í:.) J; 
n n 

~- Ccos(<P+2rr)+:Lscn{</>+2rr; J~ 
fj í1 

EJEMPLOS: 

1.:-:~- rJec: i i·, p a 1-- r:i 1 • ..,i 

Dr= 1 o {:1nt:E:!f- i of· t:end1-·érnt:is e¡ u E· i.v 

\Tom.c..1ndo k (1! 

(Jcm~:inc!o f.:: 1) 

fl- [ cos:. ( O+~kTT) + i ~e:?n (t)..;·::krr ~ ] " 
-.~· .. 



Obsérv~se 

fi~ Cca!E ( 2~)-+.ist~n (::::~) J 
,_, <• 

N ·• 
i 

a 
fi· ( .l+Oi) L 

La interpretaci~n geométrica de !as t·aices ~úbicas de la unidad~ y 

en general las raíces n-és·imas de la Ltnidad~ es de que so11 los vértices 

·-· -._. !' r·oíces c:(i.bi.r;:21E de· la unidad son los vér·ticss de 

un triángulo e11uiláterc1 ir1scrito en .la circun~erencia unit2ri2ª 

:'.3c;lucidn:: :: :-~ 

y· 

Las 1•0.\.c.e.s cúbLcos cl.3 ta. 
unidad son los vél"ti.ces d<€!o 

un lri.~ngulo ~qui.latero ins
crito en La clrcunferencia 

uni..lar-i.o.. 

·5~ repreef~r1ta en ~or··rna trigonométrica como 



" W
0 

__ ~ -fi. f ;~O~i (~) -1- ;j: ':ff:0r·¡ (~) J 

S~lucicin: z = --1 equivale ~ ·- 1 ··(c:osrr+isE·nrr) F, F'or lei tanto!/ 1a:;; ~-z.,:i'.·-

c:t:~;;~. cua.dr-ad2.s dEI z == ·--1 son 1/'J 

dc:.1 k eni:~-e O .. V tenclt-émos que 

2 

v._1
0 

·== fl· [CClS'.) (;~ +iSf-311 (;) J 

~- Ccos (~rr) +ist:~n (ªÍz) J 

2 

yf·[(Hi·iJ 

2a 

= YI'·CO-·l·nJ -···J. ~ 

fi'.E:'C:üt .. tlemqs: qut: c·::1ntc.:~r-:lc11-mc~1 nt1t:• C:C.\lCLll•::\HltJS l.;:\ raí;..,: CU<::1d1~.::1da dt~ un 

nltm~ro real neg::.1.ti'/CJ C:C)fnO:, y=-;_; = ±i ~-.::¡-;;i, si2ndo a O~ 

Scllución: Ln rcprc~nt~ción t~iganométt-ica de Z es -

entre 0,1,~,3,4 ubte11dr·1§mos cinco r·aíces cúbicas de z~ Esta~ sor1: 

H o 

w .. 

fl· [e os ( ::.~:n) -; .. i-:.::e1-1 ( 
1 

;rr) J .. 

fl· [cos(:l.~rr)+.isen< 1 ~rrj J .. 

5 'º 'º ifr· [c:W:".i\i~n)·i--i=~2n(~~n) J .. 

fl ~ [CDS <i~n)' + .i. ~.=.en<?;) IT Ju 

De nut::=-vo;t uti l ].zanc!o una ct.:Llculadora podernos conoc:r-?t- lc)S valc11·-(:?.s 

e:.·:actos; de VJi.. ~· i = O,t,2,~5:14u 

·1 



§ 17,, ESPACIOS VECTORIALES 

plc1ncJ c.::;¡r-te::;;._it;:tr¡o rR 2 
:-.:: fR ~: IR .. LrJSi elt7:mc•ntc:i~1 c!t;_ .CR2 ~::c1n p,:\¡~r:?_iij:::: OJ"ch .. :n.:::1di:1~ 

de-:: rilililE·i·-ris r·(:-::-.{:.t1r:;:s,, l¿::¡::~ c::ui::•.J.1:s J..-1s p·c:1dE:mLJ~., 1--c:pri:.1 sG.:·r-1tar c.:omo punto::: (~~n 

cd f.J 1 ano 

b ............ 9 (o..b> 

La ~~Ulil-::i de dos i:-2lc•m8ntc:s de IR
2 

y l~-l multipl_ic¿;1ci_ón. ele urL r-F~,:::il A 

por una pareJa ordenad~· son d2das de l~ siguiente manera: 

i) LE1 surnet de .l,~1s p,;J1-r2jas <a:- b) 

ot-dc-riatic1 (t:l+t::, b+d)" 

i i) El pt .. oducto de un nl1m121·1:i r·c:a.l A p1~J1- un<::1 p,:.'.r·c~jr.:. t-:J;-~den¿¡da (¡;_,, b) s·.:~·1··é 

A<.01,,b) =- (i,o:,,Ab),, 

L.l.¿1mr!md!3 v12cto1-r.::i~ .ci. 1-:: .. s pr;.i.r·í-3-ji-...1'.:?i c.rr·dE:n2,d-~).;:3 dt-::· lR
2 

\t tS'!:Jc.3J..:.:11··es a lo:..=.i 

origen O = (0,,0) al pLtr1to 1r1dicado, entonces podemos deci~- qu~ la ~cii-

t:ión de vec·tores A 

5eo1nétr·ic¿1mi.:-:?ntt:..• J.¿¡ mu"!.ti.pl:i.ca.cidn dt::: \.l.n i:~·~-:;c.::tJ¿¡¡· poi·- u1·1 Vt-2-ctoi· 

cons:l~-::;tt:· r::.:n ¿ .. umE•ntE11 cij·::-~r;1:Ln:..t:i.1 la lc:.·..-·1g.~tu!.1 '/ c..::\1I1bi,:~i- la cíi1··.::•r::cidn di2 



3(f. 2) 

El vector C1,9) Lri..

pli.ca. su to.mO.Pío al ser 

mLllli.pli..co.do por el esca
lar A = 3. 

mz = co,11 y~ •IR. 

PO.l'a. O<Í\<1, el 
vector ·A di.srni.nuy& 

&n l ama.f\'o. 

x, y, ~ raspectivaments; esto es 

Par·a. A>< o el vec·to1' 

AA cambia su di."r ecci..6n 

en:_sE>.!"'t'tí.d'o. conLra.Y>ló o. 
:l o..'dí. ~·ecc- i. 6~ -_doe.· ·~. 

r.::·odelilD!.-3 Vf7:..<!'. de le:·, t::J\.:.!·Fir .. ,ición de aclíc.:ión de vec:tor-e!S y multip1:i.r:;;:tc:idn 

vi,. X+Y :;;; Y·i-7 .. (La ~Ltm~ d12 vectores es conmuta~:iva) 

\llSr=ut: ro c¡rJi t. i vo) 

\)4. F·,-:::i.ra caci.:i. vectot~ .··· l·lc:.y t.1n VE·ctr~Ji· 

.. .... (Invet·so c.u::Utivo) 

1)5 .. 1 ;;-
" ; l E IR .. 

\/1~i" ( 2.b! " -- i;;\ " 
t1X) ,, :~¡ 

' 
lo "" IR. 

'-J7" (a+b) }f e.>:+L1X 
" i:.\ ~· l7 E IR .. 

\/8., a í X+Y) a>;-\·E1i~ ;;';\:1 b • !R. 



la siguisritc cie+lr1jrión. 

campo K consiste de un corijunto \', Ltn can1po p· y cíos ope1~aciones 

def~tnidr..:\s c•n A.~ 1.lamad2s sum:-.1 dF.· :;.~Jc~mr~·ntn:~~ dE: f.'1 y muJ"l:iplic-':::\ción de un 

so tierie que x+y e _V, y par·a ~E J~q ~0 e V. Aci01nás satis~ace l.as ocho 

p 1·op J. i::.•dac/f"f.~s mertc: i ona ci¿·;.'~ ~1n-l f.:r- ;;_o ¡·-rnc .. nt.t:?., 

En oc,::;siorH::s 11f.JS f't:.1 ·F1:~1··i.mó~. ::.\l sspaciCJ vec:lc:.r1~ial V s.abr·e c:l campo ~::." 

EJEMPLOS: 

(;-~1~ 1'2 9 ,. .. ~,¡:.;ti) con 

do~~ element.cis de IR''\ (;.: 1 ,:~ 2 ~~""!'>~t')) Y (y
1

:1Y
2

:; ..... ,y
11

> E.'s 

(;-;:t. '.i ;-;2~1 " " " , ;.~n) + ( YJ. :i Y 2, " - u !' y n) 

p ::..', 1·t i cul ai-- ., 

(;.;i-1-y.1~1 ;:2+y2~ ~ ·"" ::n·:-yn) ~· 

2 [R ;·111,., v:mos 

.... Un,:\ m2i.i:r iz cc•r1 i.:CJE··Ficic2nl::f2s r·e.:.\JE•:::: :::¡ r:on1ple:~jos <:0Si un ~;;1·¡··culu 



a 
H 

a 
'12 ja,j 

21 
21 

a 
22 

2 
2j 

... " . . . . . . . . . . . 

a a 
mi m2 

donde cada ~len1er·1to a. es un número real o ccimpleJo. Reconocemos en 
CJ 

u.na matr·iz sus 1-ern~lones y sus co1umn.::ts; pcn~ •'2Jt?mplo el n2ng1.6.n i 

La suma de n1atrices A y BE ~mxn-se 

donclt::• <A+B)i.( Ai.j y I\j se.in los t::leml?ntos en l¿\ poi:::iJ.c:it.in ij dE• lo.s 

[ 
.,.,..,., 

A+B ~;"";" - ~~· 

5+0 
:'· '4 ] [ ::; 7 J " 
• .,._! :1 5 8 

El prtJduct.o de un c::iscal¿u- e poi· li~l H1i;:d:~·iz A SE~ r.Je·Fine coma 

¡.:_ ({.'¡) 
ij 

[ 
-. ~ ] )' -~.1 'º'·"·-.=11_,, e ----~ ~ -·- =~~~· ~ 2, su prodL1cto 2A es: 

2{', = ;: [ j L' l ·= [ '.:: r l ) :; ( .'/) ] [ :. d ] " 
:: J :: c:;J .:: <::- > r, 11 

Con las dc::·f.Lniciui·1¡:~~-:; antcr·io¡·-e:..:s dE.· sum;;¡ di:::- mE,!:r·ic:E1 ~~ v mult.iplic..ac:.ión 



3~- El espacio vectot~inl de las 

EI conjunto F<S;lR) St?r¿~, ~?.1 .conjunto dt: lE1s ·1=unciont?~? f-:S ~-4 [R~, t::0nt.onC:c::":::> 

FCS~ (R) 

La Sltma de dos ~unciones~ y g E.FCS,~) la dc~ir1in1us co1nw 

(·F··i-g) (s) ::~ ·f(s)+g(s) Y. la multiplic¿1c.:ilin de un PSCE:"tlCH'" e poi·- J.E1 ·Función 

i- es (ci":) (s) ·"~ e (-f-(s)) .. 

l/e1··i·F:Lquemc.Js qLte 1 . .;J.~;;. c:tind:i.cíe,;n·~:=:~ t .. :::< MM .. :•~J ~::=,t:.• c:uf11plE•n pr:.:..r·o qu.E~ t::l 

conjunto F<S:1 ~) sea urt espacio vectorialq 

Comí::t -F <s) y g {s) son nLt1ner·os 1-e.»':\les;, su sumct i:;:s cc;nmutat iva; es 

d<'::!ci1·- -f(-:.;;) +g <s> :::.~ g (~;;~)-t··.P.(s)., Poi- lo tard:.r.:) <-f;+g) (s) ::::. (g-1--r.) i:s:i -

Canto- la igualdad anterior se cumpl~ p~ra toda s e S y don1 (~·~q). 

dom (g+~) ~ (dom ~= O dom g) se sigL1e que las ~tJr1ciones ~+g y 

g·+··f scJn igL1;:tJ.es!1 c/p 2cue1-do a J..:;'1, dt-::i7ínj_cidn b .. :=:~ F'cn- lo t:::u1tD J.i. .. ~ 

sufr1a de ~L1nciones ms conmm1Jta1:iv~ en ol conJLlnto FCS,~)u 

[·F(~.s)+¡¿¡ (s) J·i·h\s) 

[·F+f:J] (s)+fl(s). 

·F { ~;;;) + C i.J ( ~:;;) -;-f1 ( s l J ..:..: 

~Pues 1E1 ::;unr,::, c•n IR es as:Dciativa) 



V4" Par·~ cada ·FLtnci6r1 ~ E FCS,~) y de ~acuerdo_ 0 la d~·Fir1ición d0 

niul·tiplicacidn de L1n·0scalar por uria ~unción Lendre1r1ps que la 

·'.-=unción <-l·f) E" .. "S te:<l q'u¡:;i~ 

·F(:::;)+(·-·l-f-) (=:.)··l··f:(s) :::~ ·F(s)-·t-:(~1) - Q, p.:;;-.1··¿¡ todos E S .. 

1?.:i:; cJec:it-, [F+(--·f·) J (s) ;.;:.~O:::~ ··fo(s-)) \f s E S .. Como .la!:.> -funci1JnE·S 

·F+(--·F) y ·Fo ti~-?nen mi~¡mu dominio y mi.s,112 t·egl¿;¡ de co1·-rE.1Spondran

ci~J se slg1.te que so1, iguales~ P0r· lo tar1to C-1~) e -f es el 

inverso aditivo d8 ~-

(:l-f) (s) "' 1 ií-(s)) ~ -f(s). 

V6. Par·a números reales ~,b y la ~Ltnción ·f e FCS,~) ter1emos que: 

(ab) (f-(s)) ::::: é.l (b·F(s)) pu1-::!-s eJ. pt-ndur:.to r2s cDnniut:ativu r:.~n rR .. F·et·c.i, 

y ~Cb~> son igual2s~ 

\)/,. F'..::1t .. .::1 un n1~tmt-::!1·0 ¡·-1;=.~1:.:il. .?:•. ~.' cu:..1.1.c-:~SLlU.it:!:··,-::1 Funr.:ion12:::..; -~:: y ';.! e F([-1;.lR) se 

i;4.[·F (s) ·1·9 (~~;) J 

e .:\·f) \s•) ·1· <..::·.u) ('..=.) 

[ ~d. f) -1·· ( ,:;¡ ;~¡) J ( !~:) ' 

pot· lo qut:.~ l.:i.~·~. 1-L:nciün1~2::::. i:.1(";7·-t·t;J;' '/ i:\·f+~71~1 =:.;on igu.:.1lF.!~·.::. por !:enei· 

mismo cJc)rniniLl ~~; 

i(l7 



pot· la que el conJLtr1to FCS,~) sDtie~ace las ocho-propiedades de 

espacio vGctorial~ FCS,~> es llamado ~1 espa¿io vectot·i~l de 

las ~uncior1es de S en ~. 

Un polinomio de grac!o n con cu0~icient2s complejos es Ltna expresión de 

-~ i::\ a +c.;, ;.:+:=1 ;-:
2 + ~ ~ .. +a ;.~h ~ 

o J. 2 n · 
c:lond<i:• n c~s un 

~a xn son los tér·minos del polinomio ~ Si 
· ro 

pol:Lncrntio p(}-~) ::::: a 
2 

p(!·:> se llama el polinoniio n~low 

l.:(~·~-o,.inc:• con r.:oef-=iciente disti11to d1.:} C:(:..!l"""D q·1..1.f2 Z:ipr:..r1;::i-;'.'..c:a c::n 1c.t 1··c:~¡::ir·c::,;¿_·1r0n·f;::i.··-

:3.Lmbclo 

gr(pl qLie se lee '1 gt·ado del polinon1ia p 11 y, conver1in1os en que~] 

pollr101nio nulo teng2 grad!J -oo~ 

P:si: peii i2jernplo i:.21. pc:Jliriomit~ p(;.:)::::: 5~; 3 +2>;2+:;·-<-~ (:.ir-_1 r1c gi·~;i.dc• :::;;, ¡:.ue~:::. 

t~1-mino (•;-:
2 

tj_C:1 f"lE:' CUE.·-f 1.L -~E.'rltE• CE·.'!-CJ .. 



·i.t_:11,~ que:." i.:·1~ (;.:) =::: e (a·.0 +i::"_i-:-{+·i~t2 ;: 2 -1··~ u .. - 1·a.
1 
... :/') =::: r.:.a0 +t.~c'.1. ·: ···t:::c:i

2 

2 1··~ ~··+e:.:.\ ·~i ~ 

Con J.::tS ciL'·f:Lriic::l:_Dni::S ;,:.\ni:2r-l.t:JJ·r~1 s Gr; +-::::1.c:fl. r:o_mp1·c1b2.r qí.iE!_lq1~ pc:i.linu--

sobr·e sí mismo; es decit· los nd1neros reales ~ son un espacio vecto1·ial 

6 .. - Cnn:si.c!e¡··emos aho1···a los c.:;;1mpos rJ~ los rlLtrnC?ros 1·-eE<le~-. IR y los rit::lfíll:?t·os 

compJ.1~jos cr: .. 

El conjunto de los ndmeros complejos ~btis~~ce l~s 6~ho p1·opieda-

¡:ampo r·sal ~? es 1jecir·J el cor1j11ntp de los .nOmaros complejo~ C es tJn 

e-espacio v~ctorial y Lil1~~-espacio vectorialn 



§ 18 .. SUBESPACIOS VECTORIALES 

DEFINICION .'10~ -1 un 

F'tJt.~sto quE' lo~~ els..:me::~nti:Js dr:~ cu¿1.iquie1·· ~~-ubconjunto de.:) \' sa~·:i~-~::c:..c::::.1 n 

l~t'::J prc.1piedaclr.~s:j ~!1,. V:Z:1 V5~ Vb, V7 y V8 de t.~spi::Lc.ic.:\ vr:--.¡ctcwi.:.\l., ~:;-::_iJu i:-fr·-

bemas veri~icar lo sigu.ient2 para que W sea subespa~io ,,ector·ial de V: 

1~ x+y e W cada vez que }: e W e y e Wn 

f;Ol VE•<:tor CC-?l"O· de \/ pe1··tenec0 ci !JJ. 

4~ El inv~rso adj.tivo d~ cada e1en!ento de W 

El s:iguietTI:::-? i:E:orem:: .. , mut::-~str·a que -r;.0jdlo es n':'C0.:'s¿11· 3.•:1 campr·ub,:11·· t:1 _ ... 

d:2 J.as c:Lu::-1t:1··0 condiciones anl.:et·ior!~~s p,;:ir2. qut:? .l~! sea un sub1-:!sp2.cio 

vcc:t 01·· i -3.1 cJr::~ V. 

\:01v:E~:::j,1 IÁ; i:.:-s un :.=it.•.!:1~~!<.::,pc."i(::it:i .:!!:::. \) ::..;j_ v sdlr:J sJ sc.:\l":i!5i'=c:ic:r-:'.: !o 5i1.;¡u11~nt:E~:; 

.i.) Ó E l1J. 

DEMOSTRACION: 

3upLJ1-1gamo~~:; que~ l•J t=:::i un s1_1fJe::..:pDC::i.CJ ci(~ V .. E:'.r1toncet..=: !,.,J ,_2 1:, t~J.mbiér·¡ r.i.n 

c1spaL.jo vc::.1cto1··.!.a.:1 l.1.!jo Jd .. · ;.:•¡;e1-::.:tc1•..J1·1i:2'.-:.::. di:::Fj.n.i.t:.!:·-t:.-:. '.":!fl 1
-/; pu1- le:. t,.nto:, 

:::::cin 0 E 1)n 



Güp~o-ht)airi~~;· -aFic.~_f-i,

tr· ,::·tr qL!E9 l:.J mt:::rstt·at- que:.' 

el inver!:G.o .:::tr.:ii'!:j,.vo 

'1; ;; 

EJEMPLOS: 

.tu·- En Ell 8spr.::cio VE2!Cta1 .... j_Bl lf<2 el t:'~Ltbc:onjuni:o dG> 1o~; núme1-"C1s realE~s CR 

~or·a)a ur·1 subespacio veclcl1~ial" En este ceso~ los elenientos de 0<2 serán 

En e·Fecto, el conjunto ~ lo sigui•~nt:c:: 

il El vector O ~ (0,0) de ~2 está ta~bién Gn ~, pues su segur1da coor

denada es c:e-1···0~ 

J. :l i )_--Pat·e:t .. 

( 1'<>',, !)) E l•J. 

Por lo t~nto, el cor1junto de lo~ núnie~as r·eales ~ es un sL1b~~poci¡~ 

VE.'ct.01·:!.al de 0<2
, .::::I cuEt'l J.CJ pociEmos v·isual :i.;::,"::<.t" c: 1:imCJ r:..1 1 t:.>J 1_·:\ -j2 lE:ts. ~:tJ~;;_¡ --

IR 

2~- El conj11nt(~ W de las ~uncion~s coriLiriuas de~ en ~ es un subes-

pacio del corijunta de ~uncionss d~ [R err ~w Esto es, 

11. :!. 



·FLtncicin contj.r1ua; po~ lo que fo e W~ 

ch:'? -funcionE:•S continuas una .PLtnc::lón continua.~ __ cp .. tE: ·f+g ~ V.J.-.. 

.í.ii) F'a1··t-:1 un e·;:;;i:aJ.a.r a e IR y una ·F\.\nc:~ón C:C1ntinu1:t ·fe W r:;e t.if?ne qLl(~ 

VG:ctorcial. de F([R,,IR). 

2 
>< -1 

¡;;-¡-· 

Ejemplos de ··Fur1ciones impffir·es son e g(x)_; ;-:ª; >< 

íxT" 

pat·} 

y l;J2 

l_o siguiente que vc2~-c-;!rr10'E~ e~·:::; -;::omo c:1·-r::f:11 nuE?VD!~i subespacios v0cto1·ia--

les a partir de los¡ ya e>:is·Ler1·tes. 

sui.:::t:.~spetc: ios 

de V :1 es=. de nLt~~vo un s:uL>espac. :i. o ele V .. 

DEMOSTRACION: 

P.lemento!::. son ~:>Ubt::~Sp;:':l.c icls de' 1 
¡ 

St:-?a 8 un2~ -Fan1ili.¿~ ele subc·<:::.pE•C.ios cJ1~.:_i \l.,Dt:-?11ot1::!rno~; c::o1·¡ 1.::1 let~-a VJ i:.1. Ja 



f_os; ~·?li~~11i::::·ntci:;; }!. 2 _'/·e t~J· ps~i ténr:.:.•C1::'n ¿:t c::.~d.:::;; __ ~~ubi:~~~p.::.c:io on -s:, poi·- 1.o 

Conside1·-emos a.hor·c¡ la L!n:í.dn df2 des su/.Jr?!:.:1pacio3 1:711··J.:.i.i.tr-qriCJ13:1L•.J v (AJ:':, 

del mistrio espacio vecto1~ial Ve 

r..:·01·· p121·-tenec:e.r el v<.."?cto1-- cet-c:-J~, 0:, i.?I .:.tmbo!::; :;ubl::'sp¿tcj.o'!::'- s.;e tir2ne que 

5 e W u l0~. De ig1Ja.l manera, para un VRctor A e W U W, se tiene qt.te 

:-: E V.J ó .. e t1J:•,. LL1t::i;Jo, pEL1-a un escalr::'\1-- r..1 E 8X e W ó ax e W, pues 

c_imt..ios snrt ~:ubc:::-sp:·.1c:iós Y:· poi·· J.cJ· t21ntei ~,;.: e t1J u t1J~ ~.Pero cundo tpnemns 

do~- Vf2ct-.ores >~ e--'>,. E t~.1 u t1r' puede !:?i-L1cc.-==ciet- que? !-: E l1J E· y e W, ~ por· lo 

c¡L.1.:· nw pocJr~rn1Js asegu1··a1- que >~+y -e W 6 ;.;+y E ~~J, .. Dr2 ·10 ;.;;nte.,1--ior· VE~mo;:; 

(~1.12 la unión de _dos subei~ciclos v~ctor r10 neces~riamente as Ltn 

ri2les ~s Ltn SLlbsspacio si v scilo si uno de los SLlbesp2cios está ca~-

-:~r::r:ido t.:.:¡·, t--1 c..JL1 1~:~ 

Di::~rnos aho1·-.::·1 lr.:i '.::;i1Ju:Lr~~1·¡tc-2 clr:::·f~11i.cidr• quc1 ni_J'.:.~~ ::.•i::.:1--\~.t;-·t\ p.:.11-a c~·-eat- un 

subespaciu a p¿4.rt.i.1··· L!t:--.· vn ra:\:rH::.·~··.> i":in.ltu de ~~=-;.uÍ.Ji?'::::.pt:.\c·tc.J;;:i VE!Ctci¡·-ic.tl1~s cJE' 

'- 1 '~::.J.n nr~c:E'Sid,,::;,cl qLt.r:~ u1·1u t-:.'~::t,:·~ cor1tr:;·1·1:LrJc:i i::.•ri 1;··!_ i.;-,·1~1·r~' 



subc:onjunt.tlS no 

l :• 2!, ....... , n},. 

DEMOS:TRACION: 

!·~.t,.y1 E W1 y ~·: 2 ,y2 -.e: l.\12 tales qLtc~· >: =~·~·::1+>~ 2 ~ y ;::: y.1+~2 , por le) que 

>:+>" == (;.:J.-r-;.; 2 )+~yJ.+y.2 )- == (;.:J.+y~)~1·C< 2+y2 ) E_ tlJ.t+!1J2:1 pué::.·r·x:t+y
1 

e W.t 'l 

x
2
+y

2 
e-W2 ya qLte ambos son·subespacios~ Para· un o5calar a e K se tie

ne que ª'' :::::: a ( }:1.+}'.2) ~ .. ~ a}:i h::u·:2 ,€· t.i.J.t .. HV2 .. TerH?mos. entonces que -~J1i-W2 es 

COROLARIO . .18._<S : Ld suma d1:: cuaJ.c¡t .. tier Í1(1mt."1rO ·fi.ri.ito ck;- SLtbE..;<SpE~r.::iDS-1 ¡je 

E;~íste i:.trc1 tj.po de--:.\ SU1Il-:::1. r:Jc2 subespacit.iS de 1J qu•:-.:> F.?S irnpCJrti:.1ntc:.:·, poi-

DEFINICION 10.? : Un ¡~::;;pr~\CiO v~-::.·C:tr:JJ·" i..:1i \ 1 ~::-;~:; lE1 ~iL!Jil,3 t::!:lr-r::ct:2t de ".SU::: 

i i) V t<Jt+tlJ2; t.:::s deci 1·-, pa.r·a todo c~lE•mentD v E \l e~~isten elem~nto:J 

Cu::?tndo \/ ~s la ~.uma direct¿¡, de los st..d:.H:::?spacior;; L\!1 y l.1)2~ lo denot.:.":\·-



EJEMPLOS: 

ltfa :::;: { (:.:, ()) ;·- ;-:- € [R} 

lC'Js cL1njunt.cis !;J = {-f::rR -.. IR / T 

vectorial de las_ ·F~hciones do ~ ~n ~-

La .~unción ·Fo es tal que. es ~unción par e impar A la ve2 y, es la 

Pc.~rB. cualqui-er· ·función h;;CR _____,. ~ tenemos ·que la -Función T de-,=.i.n.i.de;•. 

por ·F<::) = _iCh(;~)+J1(--;:) J C-!5 p,':.':.,1·- y la ·funcitJn g, g (:-~) 

imparQ Además 11 = ·F~-g, pu0s 

(·F+g) <:·:) = f (;:) +g (;:) ~[hí::) 1-h(·-:.:) ]+~[h(::)-h(-.,:)] 
2 2 

·~ [~h í ;:) .,.~h (·-o.:) J +[~h ( ;.: ) ·-~h (-;.:) J 
z 2 2 2 

c:.h\:-:)-!-~h<::) J+r::.t·i<--~-:) .. :.1-1<->:) J 
2 2 2 2 

h (;:), 

~[hCxl-h(-x)J as 
2 

que dom ( ·F+g) ~ ciom -r~ n dom <~J =--- dcim h n c!Dm ti =· r.:lnm [1,, Es c!F2c i 1·· :1 ( ·F+g) 

y ¡-, tienE.)n miSiJID dor;1irliD v 10.i.sH1C.' 1···1::::·gl¿ ele~ crJ1··r·L:1~:.pc1nd~~~rrcia~ poi lo que 

++u ::::: h .. Podemos .::tlior·a 1.:.IF!C l1 que· c::ualqu:lf~t -~-~tnc.:il'.iri h~IR --> CR s~~ e;-:p1·::::sa 

como 1E: sum..::"t dl'0 Ltf'l¿.\_ r::unción p¿•.1· >' u.r1;:;. ·i~u.r:c::i.cJri imp::1:·-. :=·01·- lo tanto., 



§ 19. COMBINACIONES LIMEALES 

Cri L·l <;::..•J E111p l \~J .l 8 .. .i'.J- V J. tnDS qu.E· c:!.l2't lqu i (.0!•" pav·t=:·.~j¿; ·'01··· den21dt! ( -0~!1 \J) e lR
2 

de los vecto~·es ( 1 11 ü) y <O~ 1 j ~ 

OEFIN:rctoN :19. J. : SE•i::\ \/ un E·spac:i.o \.1ecto1··ira1 y S un sLtbconjuffl:CJ no va-· 

c::Lo r.!F.:' \!º Decimos qu•:! un ·11:.:c.·\:.c:i· :·: e \·' •2".·S unz:1, crJmbinE1Cii5n J. ine:al de~\ i::le·-· 

núrnei··o -finito 

E l< t.;,;.,J.t?S C.!Uf:? " 

EJEMPLOS: 

(ó~'.:;~) ·i-(---~-~~·····::::::i" 

de E::olemE·ntos :-: •1 
1' 

E S 

:::~-- EI r:ic•linCi;T!.ICt ';2~· 4 ·-·;·. 9 ··-2.:-J-·~.i iD:.;; ·c.1mb:i.i·1c\C:it)¡·¡ Ii:·i 1:3!;::\1 clr2 los polinomios 

/9P z ( >:) +;vp o (" ) +óp 4 (") , 

4~- La matri:::: A 



E.i .. [ . o ] r.~2 [ o • 
J r:::s [ o o ] (¡ J. ~.:::1 +·.~::r:::2+ SEr. ., o o o o 

.,, 
o 

pur.::·~:, 

C4,8l poi~ tene0 segundo elemento ·distinto de c8ro. 

Un r-·esultado .Lmpor·tanti~ r:-:•5 que f;;_¡l cD1~1junto d1·~~ c:r.:in1bir1ac.:i_c)¡-,1:.~~-::. l.i.nc:·a--

TEOREMA i9. 2 : Sí S t.:.1 ·.= un s 1-tbc:onjun_tq_ no VE1cí1:; de l:ln s~:.;o,pac~iei vec\:01··:i¿:\J 

V.1 el conjunto ~·J de 

subconjunto de cu~lq1Jier subespacio de V que conte0ga a A~ 

DEMOSTRACXON; 

Primero demos·traremos que W es !Jn subespacio de V= Cerno 5 es no vacío, 

conjunto de:! vecl.:01· .. e~-:;.,, (.'1!101·-a bic-::•nq S.iJ. ,, c.:- \1 ~:.on !..::·lemF·ni..:o<;;::, de i•,I., t:>>'.i~sten 

escc1l e:tt e:~ el E·lt.:mc::ni:c: e;-; :.---: e Ct::i. ;.: +a :-: +·~~ .. +a Y, ; 
· 1122 nn 

+~uu+((:,3 );' 
ro 

Sea 2ho:--;.?1 v . .r~ ¡_¡¡-¡ '.::iubE·SpEtCio Cl.l.:';\lqu:i.!·2(".:·"i (j¿. \) qur:.• 1:c•r!t:(.f:f'iga a ~) y :: l.\rl 

.-::: e :::_::, "!·e ~~ +,, .. ~ ·,-
1 l 2 2 et!.::\., e: 1Jn ~.::: 

:!.7 

,'_:; E S y 1:
1 

.. c
2

:1 .. ~ ~ !tCLE 



el (C:inc.·rit D trario de W, __ que w ~ w~; e~ decir. t~ ~s 01 nier1ar Sllbespacio 

,. i ¿~¡ l E?S ÜL' \_·1 c.~s un subE·~ipac:l.c::. e.le:· 'v' 

l::ÍE':C: i ,. (jUt:0 !~J t::!S 1 iJ. j nt.f?t-s;ecc j, ón dF; 

1~:oni.:iE~n5.'n d ::3:: r:-sto es!, l~J -;.-:: nv..1:0 ,. 
W"'S V 

S S W' 

y pc1r· l E1 p1--opied2.ci :::;;,. 't ( l ) pQc:fF2'fflDE:1 

:;.e: de.y;:_¡ los ~:it~!bE•Sp2,C los t•J' df.::.\ ',) que=.• 

le llatna el ·subes0acio rj~n~rado por _los ele1nentos cie S y se denota por 

EJEMPLO! 

todos sus elem~nlus i ~ Í.~12!'""",ri 

[".:~·::: :: : : oº~~ 
El conJLtnto S d~ las matrices dra nxn 



s [ ~.~.:::.~]} 
o o ... 

¡·· i a 1 cJf2 01nXn .. 

riEFINICI6N 1P. 4 : Un SL\bCCJnjunl:o ,-:;¡ dr2 LlrJ !:Jsp;:e¡1.:io \/t'~C.tor·i1?."11 v.~ se dice 

EJEMPLOS:. 

7 ,, ·- El t~spc-íc;io v_ecto1·i.c\J. lR2 put=-cle !:.;e1·· gen2rado por el conjunto de vec·-

tor-es {{1!10)~,(0!'l.)} .. E5.to es:; L.\{(1,0~:.(0,1)}) ::~ lR2
• 

8., - D:;\dD c--?l c:or1j Ltnto 8 

tar geo1nétricamente como la recta :~ = y en el plano cartesiano~ 

y 

L<S> 

<J..J.) 

7 .. ·-· LJ ~·s¡:1.:::1c1CJ -.,.-ector .. j.¿..;_J ER2 so gE?ne1·a también cCJn el conjunto de vec--

t oi-e:3 e (J., 2;. ~ -- 1. ~ :·: '; .}'" 

los vecton::-s <J.,-:-::) 

(d,b) ;:;:: ao.:b \1,,'.:"2) + b-za. (-1~3). 

"' 



§ 20 DEPENDEJ\iC¡A E INDEPENDENCIA LINEAL 

l-_l"-e:~~, 1..~.lE~1 mE-~ntc:)S.~ { { 1:12~, (--1 ~.::;;) ~1 (O!~::.:;)};: puf~s cuD.lqu.i.ei-- pat·E.:j¿t rJ1-dr:::in.~1dt:1. 

(~,b) e ~2 
se 8}:pr-esa cor110 combinación line~1· d~ estos vec·tor·es en la 

siguisnte ·Fot·f11~: 

Podemos ·preguntar por- qué estos dos conjuntos que tienen distinta 

nc:~mero de elE·mento~::¡ g8rn=t·an 2, un mismo espB.cio VE·c:toi-ial .. 

La reEpuesta es sencilla 8i observ~mos ·que el vecto1~ <0~5) es co1n·-

1 Cl,2)+1<-1~3). De es·ta rnanera~ cual.quier -~ombinación llf1eal de lu~ 

¿¡ :~ +c:1 >~ +=~,,+2 ;·~ OM 
1.i 22 nn 

EJEMPLOS: 

1 y E~n ·~::: --.1 no todD::.~ c:E.1 1-!J, l·:alc::~:::: qUE• 

mente ciependiente, µ1~ras pa1·~ cLtalquier ~scalat· a e !-~, ~O = 5. 



l o:~¡ 1~~ s> r: ,;:i 1 ,._.;;·-e::: ¿: 
1 

J. (;.?-··í.)·i·'' 2 -·~ 
"' \;, _¿·t 

1 . • "" ·· 1 nr.c ··,, t. C] 

O!:ic..;~·1·-vesE:! dc:.1 J.(::!. 1:IC!-finición 2r:1 .. J qur-? lJfl t=onj1-.111tu d;: vec:tDr··es ele v~ 

};i.~' i ;~'!·1,:~:1"'·· .. ,,n :18!::; comb.i.nacidn Ji.11E!al de 1o~~ \/C~c:t.or1.~::is rr2s"l::Jntc~s .. 

Er1 e~ecto, podemos sLtponer sin ~érdida de Qer10ralidacl c1u0 2
1 
~ O~ 

Entonces, de la conibinación lir1eal a :-~ +a ;.: + ...... -1 .. a ::.-~ 
11 22 nn 

O obtenernor~ 

quiz ~~ a- 1 (--a ;-: -.::.1 ?{ ·- .... .,,.:._~ ~·~) 
:;:i 1 2 2 3 3 n ,.., 

combinaciór1 lirieal L!eJ. 

J. os \/E.1 ct.ore:-~s .. 

DEFINICION 20. 2 : Un SL\iJt:Wnjuntq 5 dc:.1 ltrl" eSpacio VeC-/.:ot·i¿_fl ;1 qui;: í"¡Cl t.:!S 

E· . .1;·; 1 +a2 >~ 2+ .. ~~+c\n;:n ~ 1_.1, r.::·!::::. lr;:t s:1.JltJ1.:i.ón ·i~~~'Lvi.:.-11 

EJEMPLOS. 

4 .. -- E1 ct:1njur;l:c! dr.:' v•.-::;::t:D; 

L2. ii;1u,:.::i.J.d~·:tcl (~) impl.tc::c.~ ¿·. 

52 
1 

0,1 pci- J.o 

(:-2) ' 

:::: ·') 

·2 



En c~-f¡:;_;c:to., .Sup1:>no~;~mo·~:. que·· t...::·~]. c~i;)n.Junto E~s:· 1 in\2aJ.mente d1.~p(-:::i1d:i.~_:::·iit~~~·'.i 

dr..cc:i¡ :r ·,::;·;is~t:t:.;. <.·1 "S l< y ~:r ;.t!. t);1 tt..~1 que? ;,;·1:: :~ 0 D~ Como ,:;.¡ e~;. d.i.Gt:i.r1·!:c.1 ·~Jr;-;~ 

ct:?l""t'.'J:1 e;.~iste s;u inver~::;c mul-·1:.-ipJ ic:at.l_vtJ ,,.,_-i. E;::: y 

·..::V 

1::.•n conl:1·-f"'Jdlccii:Jn a quE: :: rz: ü F'ur: 1c1 ·t;::1ní·.:c) ;3 :=o.lCJ pU\'?dr;.;. Vd1er· ct:.1 1~0 .. 

TEOREMA 20. 9 : Sei::i V un 1:.?spacio vectcJt-i-ai y se;·;;1 S1 s; 32 S V~ Si 81 t2s 



§ 21" BASE Y DIMEMSIOM 

conjunto 

r:1e_1ric!il':?nto (r:Jemplu 20 .. iJ)" Un CCJi1JuritCJ. qtJe po~i€::EJ e.:-stE\S dos c:a1·Hr.,\c:te1··:ts-

1:icas es de grar1 inrportanc~a er1 la teoría de esµacios vectciriales, poi· 

lo qtJe se les dar·á ur1 r1c1n1br·e eri la siguient8 dd~lrició1·l. 

DEFINtcroN 21.1 : Un~:i. bd;;iG fJ pr.'.'it··.a un t::.:sp21ciCJ vectrw i.<::\1 \';• 2':5 un subc:on··-

EJEMPLOS: 

lRn es t? , '" ( 1 :• <)' ;1 o) ;i [~2 

{0,:!.~ .... ,0), ...... !l f.!n ~~ ((l,0,, .... ,l),, EstEl basE\ es C:IJf)Cic::i.dc:':. cc1mo la ba:SE

cariónic¿:i. r.Jr:;1 [Rn .. 

El '~:.1.gt.t.lc.:i·1;_¡.: .. : L1~~u1·r.::m¡..i. n1u9s:,t.r:::" q1-1e cu.:..:·iJqu:i.t:~t· F.:•1E:n1e1·ito v E V puedF~ se1·· 

l :e 



Ti;::OREMA ¿J.. 2 

pui:::tlc.~ 

~~isler1 escalat·es a ,a , .. ·~~a E K ds. tal manera 
1 2 " 

DE:MOSTRACION: 

do como combinación i~eal d~ eleni~ntos de ~- Supongamos n~iora que y 2~ 

anterior-es es base de V- debemos obset·var lo sigu.ionte: 

b" +b ;: ·!·. 
1 1 2 2 

r:::lr:::..\mentc >~e V pLtede ser ~:-~-'.pre~s::.a.do clr::.· 1n.:::1rit~r·-.;:¡ (tr1lca t:o1rio ccJmbinD.ción li··-

nm~l de J.os elementos de ~q 

de;. como Ctjin/J.i.rii::tc:i.ón l:i..1·1eal c!L? r-Dli:::..'tnt:·nt.Dss ele (5 (":::·n l:;\. !.:i.i.guiE,ntc~ ·f::r_ir·n1;J;: 

o ;::.:; t);.~ +•.~l:: -~ ., 
• 2 

cici vcr::tc.,1· .~¿;.J. V \ '~:·::?~'. 

pr~ric:I .i. i?nt E:-! •• 



DEMOSTRACION: 

;z·' Tomr.!mCJ-s J. r.:i. 

s1guiE:111i::e· ·i.:Dmbina.c:i.t'1n J. if1e;:.\J. igt.t,::\li:-1ndol,::.~ ;:t O 

O, pue~ de lo co11tr-~ric podernos despojar_a x de 

la siguiente n1ar1era 

lc.1 cu.i:~l impl j.c~:.l que: ~: pe1·~tf~·1nr2ce al :subesr;ac:io gene:.~1-·r..\dD poi- :·: 1 .~ ~·: 2 , " .... !I >:n 

Po~ lo tanto e = O; 

N~ ~= ~n =O, pLtes las elementos 

d1entes, se ti~ne qu2 Su [X} es llr1ealm0nte indi2µendient2 .• 

R'.ec:cJrc.it~mos- dE-!1 ejemp l tJ: '.;2.q ... 1 qUE· ]:9s tl'·es vectui-~s cli!• lR
2 

( 1 ~1 2)" (0,c 5) 

fR2 
puede SE!r .. genei.·,::i.c!o con subccJnjuni;o_s p1·-opios q\1e pos•.=1.:1r: do~::. c~.(~·m~·n-

toS, se _:::.;.L:tgiere que:.1 c:uc1-lquie1··· subco1~1jL1nto· Lle IR
2 cOn l:¡··e~:.;~ o mós=, elemt:::.·n--· 

s0 anuncia en el siguierite teoremcl~ 

st:...:. de V~ Entoncc~s cu;.11.qu:!.e; ::.~ubc:o1!junto cio:.:...1 V c.Dn m.-::i·::.i i.le n i::-~·l.E.'HJF.1 nt:c>::.3 (~-::..; 



[>EMOSTRAC:ION: 

posr0E:> ri 1..~lem12ntus:, debF- !:;e1·· 1rJ .~ .1~¡: .PUt::>E df.? lo cont.r·0.rio lr:.Js• t?lc:·mentc-,s. 

igual razonatniento se tisne qL1e r1 S m, po1· lo q1Je las dos desigualdades 

a11terio~es impl~can que n .= In. -As·i~ tod2s las bases del espacio vecto-

el nürnero de elen18r1tos que posea cualquier base 1j~ V. lJtilizaremos el 

FuE:?sto que todas las lJ21.ses dt:· \) pos&2r-:1·1 c~l mi<.:::mo r11.::tmE·1·~0 dt2 1.~·Jo::-::rnr:-1·:-· 

EJEMPLOS: 

f::; .. i1:-i•::; ''f.!\1--~·r•···r--·-: :.:~: .. nr~r,ii.1.):::· 1::.• 
1 

. '.• .1.: 0c.·i· t"ili~·.n IJnF...\. iJi'.\'.'.)('!;_ dF::· E·S.f.::f.0 esp.:;:c :i. CJ~ 

7 u·- La cl.i.m:;:.nsidn dE·l c;:o~~.¡:::acic.1 de· .lo:s pc.•1.lnumio::i Ju g1· .. ¡;.\dü n, fPr. ([R), e~=; 

8 .. ·- El conjurii:.D di:::- po.l i noinici~::. d1.? c:u,::1!q1._1.i¡::!· t.Jr·c..¡dc• con co,-::::·r:ictc:1riteE:; r·et::i.·· 

2 " , :-: ~ >' :1 .. u .. :i ;: :i .. ,, " .• que es un 



lR
2 tiene c:ar-rJinal:i.dad inf-.L1·1tD., ffl:i.e.ntr··ai;;~ qL\f0? cu,:c1.lqi.t:i.er /J¿'t~-:.e su.yz.4.. pc:.sec::.1 

sdlamente dos elsm~ntos. 

DEFINICION 21. 7: U1-1 cc11·1,.iL1ntu r:lc ve:.·ct.t.:Jt"r~;,s de:: ~/'.1 {v
1
'fv

2
'f .. ~ .. ~vr1 se llamé:\ 

al conjur1to ~ualquie1- otro e121ner1to de V, el conjunto así ~or1118do es 

line~l1nentG depencii8nte .. 

1·-i:=s linealmPntc:,: ind1.~pc?nt!ient:r:r~.:.::r y vici=ver-s;:.r3;1 un conjunto má~-:imo c/12 vec~·-

tares lineal~ent~ i~dcpendientes debe_ ser base~ 

TEOREMA 2.t. o : Sea V ut1 f2sp2.c:i.o vectoi·· ia.l y :-;3C?i:1 {v 'fv ., .. ~ .. ,\'}un cDn--
.t 2· · n 

junto máximo de voctor0s linc2lnl2ntc indG¡Js11dientes dru V~ Entonces 

DEMOSTRACION! 

E' J. ~::11:¡::o>1·1 '..: ;.:¡;;;:; V "V ~ " • " ,, \.' 
i · 2· · r1 

'·
1 p¿:_¡-:~: que;_ í:oris l :L t:uy.~:·_n una b:,:¡~;:.e dc2 :::,:;5:itl-:' 

F'ar·a. c:u,:~}.c¡1._t:i.c~1 ;· t~le:?mr·_•¡,lt.:.i VJ E\.! s:r:..~ 'Ltt::ne qui:· e.·l c:unju1··r·l:•.:. {v.l,,~ .. ~!1vn~1·1J 

1 i nea 1 oH:..::>JT\.. !.:? ~':·:i~;L, .. 'n 'ªn:' ¿:¡, 

no tDdoc: ::::1 r L.1 .. laJ.t:::s; q1...tc:.1 :-:11 v1 +~ .. , ·l .. a
1

,\/n-t·:::\l•J =-~ U~ 



¡~ v ... 

1 ir1~·c.~lmGnte ~-~-ndep:i:?.11dien.:te de un t?s¡.p¿ic] o \/ei.::tCJrj al V pÜf?d~? c:?:~tende1··se a 

COLORALIO 21.9: Sea V ún esp.aciCJ de dimen~;:i.dn n y sc--ia vJ.!lv 2 ~~ .. " .,vr~' 

con r<n, ~ectores linealmente jnde~enciiP11tcs de \Jr Entonces existen 

vecto1.-es vr+i .. ,. ..... 4 vn en V tales, que 1:v
1 

.. ~ ~ .. ~ ,, v r+J. •1" ~ .. , v,..,} c~s bc1sí:? ch? v .. 

DEMOSTRACION: 

lo tanto no es conjunto má~1in10 de· vectores linealnier:t~ ind~penciler1t~s~ 

Continuemos mste procaso hasta obt2n0r ~vectores lineal1nente inde-

p~~ndj.entes {\··.l, ~ ~ .. ,\.:n}; r:::l teci1~12ma 21 .. 4 Ci(:;egtti-·a qu:;E.• nrJ p1;:¡cJemos h::.1.ll.:.~.1·· 

!•'"n~i ·~~orm.:.;\ ui·1 conjunto má~:ii:io ele \ 1 12c:to1··cs li.1·1'.:::.::~.J.m.c. .. ~•ntc: Lr·1(Jl5:pt::n-

Asegura que conociando une base ~ de V cor~ n elemsntos y un subcor1jun-

tí.::i S de V 1 inr::ialmentE: indepr.::onc!:i.c=_1 ntci~, pciderr:D~:i cr-:::::c:<nt1··i::.ti~ un ~:;ubc:c;njuntr.J 

elt.::mentos~ Sea S = ['¡/
1

., ~ .. "~·ym;. Uíl subcunjL~11l:u dr.:~1 \·
1 li.nc-;,?.linc::·ntc.:: tncJ1~p1:-2n--



EJEMPLO: 

3 ,., \~ y· . .. 

subconJLtnto S1 de~ con 5--4 ~ 1 ~lemento, de tal 111ane~a·que 81 u S ge-

elemento de ~y veri~ic~r que no pertGnece ~~- súbespaci~ ge~eradado 

conjunto m~~in10 d~3 

Elij¿'tmos prime1·-arnente dl el~m~rrt.o 1 e~- y e}:presémoslo- como cr.::imbi-· 

nr?rt:ión 1 ineal dr:: los element.os cl0:1 8 

:::;; a1vJ.+Ct2V2+¿\9V3+f''J4V4, p¿1j·'"C¡ E IR 

:si_tstituyi::.1ndo l¿-t'::~ vi.:' J. = :l!1 2,3~.i.1 tG..,ndt'{?/llots 

= a \2-·-;.:) +c;1 <:7;+;i
2 )+a (5+;-i-·;-:

3
) + . .::\ (!·:

2 +;.:
4

) 
~ 2 3 4 

( .rJt 2 -at >f) + ( ª2 ::;;~1·,:.~2 :-;2) + ( ªs'.j-r-¿1:::.;·: ·-ª·a ::--:3) -!- ( C;\ ~:2+c14 ,.:' 



:::;((1)····3(f))·:~:~:coJ '"·'~ 1, .lu cual ~.o·~::. un¿1 r:oritr¿¡dicc:.i.6n .. 

F·or· J.1::J tc:tnl:o~, es itnpr.J's.ible- ei<pr-e~~>2,r e;1l 1:;.;lE::•1n12ntü como con1~ir1ación 

('.-2i:..; cc•njunto mó.>~imi.:.i de Vi~ctores lint~-:-:tlrt1HntE1 .:!.nclc-::ipendit:.:-nte~;· de V,pot- 1(:i 

qLtG constituye u~Ja b~sem 

4 

sep~r·adamente, podemos e11contrar- q1Jo tocioD ellos r10 perten~cen al sLtb-

esp,-acio generado pov· r.--::il c~onjLtnto S .. F)or lo t.ant.o, cUr..\lquier s_ubconjunto 

el conjunto S y 10. base t:.:1rión:i.c:2\ ~.1 y los co_e·F:Lcient:es ai qLte e>:prf:/;3an 

~ cada pol!1-101nio de grado CLtatro como combi1·iaci¡Sn liriea] d~ los 0lem~~-

tos de li:~ ha!58 S U ~3.t .. 

F'<;:;.1--a 1~1 basE.1 /3J.:::.:: C.t~·v 1 ~1·v2 :,·V 9 ,,v4 } y el pol:i.nc.irnio d>~ 4 +b::3 +c:-:2 -:,d-'!·r.' 

en~,(~), debemos tomar los cos~icientes de 12 sigui2nt0 1n~nera: 

~(3a+5b-3c-~e>~ a 
2 . 2 

·H·a+c :r -::13 

Para la base: (ix2 ~ ~;-: 2 ."v1 :iv2 ~;'13 :,v4 :J y t:::·i poli.nomif.J ~::-; 4 +í:1;: 3 -1·c:-: 2 ··i··d~·~ i"~.._, 



~ ( 7b+:~'.¡j·l··r:i) 

a =b+~C3a-3c+2d~-e)~ 
" 7 

.,. 

en (p4([R), debL::·meis; tomar ltis .-:1:Jc:·Ficir:-.:.,nt:es d0 L:.:1 '.:;:,tr;Juit-:?ni:t:.' {fl21ne1·a;: 

a 
" 

-·b-d, 

a-i:+~(7b+:::d+E.·)" 
g 

~(7i:-1-1-2d+0:) 
" 

:t.:::: 1 

-, -,, ,::; 

·• c::--i ( ?b·i-:~~ d+e) 



§ 22 TRANSFORMACIOl,JES LINEALES 

quier~ olen1~ntüs ~~ y e V y e e K se tiene 

T (!·:) + T (y):' 

:i. i l T (c;:l 

EJEMPLOS~ 

--Ms.: 

... · .. ·.·•· ... _-.·.·_._· ... -- .... _-._y·._ .•.. : .. ·.·_, ___ x··.·Y' X 

~· - <x.-y> 
- - - - -

Est~ ~unción es L1na t:rans-Fo1·mación l'insal~ pues paFa vectores cu2-

f.
,X) 

• 2 

" " < 



<- ~: ., i"t ) ,, 
1 2 {y.1!' "'2' 

rnatt·i:;:: A , la 
n~m 

(wal se- representa como 

cidl que se 1::..1 nc:uent.ra en 1a inte1·sE·cci6n d1:"'2l i-ósimo renglón ~y j-ésim<-.;! 

colL1n11·¡a~ Así, para la r11a·triz 

[ i a o 6 

J [ ··~·· 
-i 

f] - ·o 
t~i .. -i e 2 

"' 
'.::">U c·;··ans:.puesta es p/ ~ 

o o o o 
o 
2 

l i n1aa 1 .. 

4~- St1pongamos qL1e ~1 vector x =(x,y)- e ~2 -~ir~ un ~ngulo e C111edido en 

y 

<x,y> 

'.::i1 r·ent·essntamos c:cJrno <>~=',y·') a.I vec:tn1· (J:l 1 acio y 1· ::-..:: ~ el 

Record~ndo las ideni:id~cies trigonon1étricas 



pDcif"lílfD~S !'L':'C·~::.cr··:i.bJ.!' d ;.:·-~y CCJil10 

[ cose ·:SE:.·n$ ] sec·n8 CG'E:J8 

[;:]" La Lr an:=·i:ormi.:tl.::ión 

mientras que TC>:) +. TCy) = (5x+2)+(5y+2) 

repr·escntanio~ con el -sin1bolo trCA) 1 conio ln ~urna de todos J.os elun1en-

~ ~ ~]· su tra~a es 

..... (t¡) :::.:. l 4" ;.; + 4 :1.0~ 

se tiene lo ~igui0nta: 

+ (b t··b 1-,, ~ ,.+Ll 
.11 22 nn 

dl tf· (e!'\:• e • ,::\ ·+e: • ;:;¡ ··J· ~ ~ " ·1-c: • a 
l.1. 22 nn 

e (d +a. -r .. 
:11. 22 

e· ti·- i'.P1J .. 



ción linr::.:al~ 

Ov ((~i{iom<:t Va) t.e:nemi;_,¡s qu:..= T<iS"v) 

T(Uv+O'v) ~~= T((iv)+T(Üv), pue:s T.~s. lirH~<..::..).~ D1~ nuevo por ~~1 ,:~~·~:i.om¿~ '-)9 

tenc·mos que T({)v) '.:;'.: T\Üv) + i)...,~ püe.,;3 T(fiv) E l.1J; eSt.o i=~1;3.-r(Üv)~l· Üv 

tuan de igual maner·a sobre los elemer1tos de la base ~~ esto es~ si 

DE:MOSTRACION! 

Dadr~ un vec-l:D<' ve V_exis·teri escalar·es únicos tales 

n 
que v E ai.Ni.., pLtes (S C-'.;IS b,;:·1se-: de 'v'~ L. .. :.•. J.in•:::ali.d.::J.d de Ti y T2 imµl.ic-.-::ti·: 

i.=1 

Ti { v) :;~ Ti (E _a~;\) 
---,-·t-=.i -- ----

De esta manera, Tu 

{(1,0), ((l,1)} 

[ 

5+0 

5-0 

a·o 

Tz. 8 

dE:: IR
2 

l:enemos 

n 

T2 (D "'e'\) 
i.=1. 

T2 (v) .. 

vector (5, f3) e IR
2 

qw2 T [ : J 

5 [~J +8 HJ [ ~: J. 



i3 \/ +.::l V -i·,. ~ .. +~:.;1 V !' 
1 1 2·2 n n 

c.r. 1T(v1 )+2t2!(~/2 _)+ ..... ·+ani(vn) .• quE.1 ¡:•cii-- 1ineo.J..ieJ.::,d Llr::: T e~~.;Cu i:.~::j igLta:L ct 

Tlv). 

E:·J. 1·1t~1c:.-J.c·o de T:, qu(~· J.o dt?not..:::mos como f\l(TJ :i c:cHnó el conjunto c:li2 vec:-

·tares ve V tales tj0e TCv) = ~~ Y la iinag~n de T~ denotada con10 i1113g(T), 

cornD el conJL1r1tó· d~ v~ctores w e W qL1e provengan bajo T ~~ 2lgG~ 

EJEMPLOS: 

Iv(v) = v.-tiene como 11úcleo sdlan1ent0 ~l v~c·to1~ O y co1no imagen a todo 

V. Así NCT) = {5J· e i1nag(T) =V. 

9.- L.a t1·-a11s·i:c:.1rmF-1cl6n '!iriettl c:ei··n:- To::V---> t•.f:, dc:·flnidi:'.1 corno To(vi =.:.O 

para todo v e V tiene coíl10 riócleo ~ tuda el ~~spaciw vect~>t ial V y corno 

im~gen solo al vector 5 de W~ Es·to es, N<To) =V v i1nauíTo> {6J. 

(x-y,2z) tiene como r·1~1cleo a todoE los ''ectorc~s en ~3 de ld forma 

.... yl" 



¡_JcJ.cic·~-:: Vf;:,c:t.oi·i;::tlf)~;, 'J '/ .VJ c:·1Ti:".onc:1:-:•s 

i) N<T> es un .~ubraspacio de V" 

i i) im2·1g CT) e?!'::·~ un s:.ubt:.~Gp¿1c:ii:1. ele [.l;n 

OEMOSTRACION: 

T ice-:) 

T<>:)+T(y) 0+0 

T(;.;='):::;: }i y T<y"') :~ './ .. ~1.tE·gr.1,1 >:+y~~: T(j~'')·~-T(:t··~) ;;.;_ T(;.¡~·1-:y~.1:1 pc1· lo quE· 

>:+y e imag<T>~ De ig11al modo para Q e•~ ~1 x e V se tienQ ~!~!?a;· 

DtT<~·~=-) =~ TC0t!·~'), por ]o a!< tamb:ién pe1·"tenece a im<0g(T),. Fi_ni::tlmE·nte!I üw 

p~·cJvJene aJ. menos rJ;;::. Ov,. De todt:>· lo anterior CDnclufmos qu.e im.-.:tg \T) 

es un subespacio vectorial de l~N• 

DEFINICION 22. 5 

lo sigu:f.f..::rrLc:. 

i) /\lul i tJ"'~d dE.i T ·;::; v (T) :::: d:i.m hl ('T'),, 

EJEMPLOS: 

12.- El nócleo de 1~ tr·ar1s·l~or·1naci6n :lir:e2l deJ f:jernplo 1 2s NCT> {5}, 

imag(T) ;:;:: lR 2 tienr::• clilfrE•riSi()ll dD5i dS¡~ p{T) ;;:_; dim im;.:1g(T) 2 .. 

.:\ . ..:_·_.'~ 



E1 ¡·1l·:i1~.]'<.;D de: 1:.:\ i:i t\n;::,-¡::ci n,.:.i.c.Lí:.111 J.·1.n!2 •. :i.~ dt.::.t í·?j(:.~1•1p.1~.:; 

es urio~ por lo que vCT) dim l\l(T) ~ 1 

L.a in1agen d2 T es ~l eje ~: cuc t L!:~.(n1:~·n-:-~¡iór. .. ;~1r10:< pu¡- lo que 

p\T) 

14~·-· L_ó t1-,::1nsfoi'~mc;1clón line.al T::fPa(lR) --). lP2(lR) d€"-2fi1·1id::.i. Cr.Jff!D 

y es claro que tiene dimensión 1n Asi v~l') ~ dim ~!(T) 1. 

La itnagen· de ·T sor1 todo~ los polir1Gmios tjG la 

por le tanto imag\Tl 

clim irnag(.T) - --·· 

TEOREMA·22.6 :.Sea T::V-> t'-J. un.:t ·l'.ri<.~ns·for·tn,73.c;ión l.i.ni::.,aJ.,, Si dim V-;::.: n 

~s ~inita, er1tonc~s dim V~ p(Tl~-~cr>. 

DEMOSTRACION: 

SL1pongc.1mc1s qu=-~ -::;: 1 :,;.; 2 ,n~ .. ,~-;.k} E\;;~ base p.::·~1··¿;\ N(T),. dondE· !< 11.. El c:oi·-o--

asegure qLte e~isten vectores 

base_ de .imaiJ (T) ... 

Para cualquiei- vectot- '-'E'·./!, pot- Sií:.~r (? b<~\se cie ~), E:fti.~~t.en e:."?~::;c:aJa--

1·-es Ctnicos 2.1 , .... ~, é:i.k,¿\+1 ~ "~u~.:.\..., E J< t,::\.lE•s que v :::..: ~ ¡)L~\.~ 
i.::::t 

Po~ la linealidad T ~cn~mo~ qL12 TCv~ E '" T i::L) 

i. =.t 

1 pDr- J.:-j t,.::into 

n 

E 2\. ·T < :\.) :- pu!~~; 

t =k+.t 



::T ( .~:k+1-) ~I T ( .>:k.+2) :• :' T < :t ) }· 
r• 

Tumand..:.J un2:\ combin<::\cicin li1·1E~r.il clE· F!l i.os: :L~JuctJ. ~.~1 \.1cc:tc:11·· l cu: .. 1 ::.·::...:. 

calares bk+~~··.~•bn e J( 
·,., 

T obtc"n1.::mos T ( E b "·) 
i.=.k.!:1 \. 

tene::mos::, quE:. E bi. T (;:t.) 
\..=k+i 

(i,, 

de: 

Lo r:"tr1tt::•f"iOt" imPl ic1;:i, qt11::.· r.:•1 vet.to:~· E b ·~{ p0r~tt·.:·nE:,.1 cr:::i !3.1 nL1cleCJ dE.• T~ 
i.=ki1l 

n k 
esto ~r;:. E b~~\ == ~ c.i.~\ p2!·-¿1 t;:.·:::H.:al~~xc:;!!:'.i únicos cJ.,c2 ~ ~ N ":• , __ k 

i.=k+:i \.=1 

E 1: .. Pasando r.:.1 1 t·ér·mino de lado i~:quietNdo haci,:;. el ludo rlerechll en la 
k n 

i1:;iu.:d.dad ante1·".iC:Jr obtr?nernos quei f~·~·i.;.:i.-::=~~~l ;;=·O.e 

Con10 lo.ante1~io1· e~·una combir1ación lineal :igualada~ O de lo~ v0c-

demLtE:~strt~l que ros v1;::octo1·-E;.1S T(}¡k+1'.:i''""'~r<.;~n) ~~;qn linee.lmentG.1 íncJepenn-

EJERCICIO 1: 

Cnmpi·-uébe":~>E· q1.t1::, e1·t l.nr.· 1·~j'".~':n~:J I~::i'.::: l.1. 

COROLARIO 22. 7 : ::JE·:7.'•. T~ '·) ~ l•J unc1 !::tNc..1·1::5·f-::Dr''mEt(.:idn l inei:1.l 12nt.¡·;2 r:!spac ios; 

de V~ los vector·bs 

L i'. ::T •: :· 1 J ., T ( ,:.
2

) :• " ~ .. ~ T ( :n)}) :--::: F? < T) w f!!I 



d:::·'t ~:-·SF'Ztt.::io VE:.1r::to1· 1.::11 

'·) p(Jci~mws 1.:•11ccnti--i·~¡:- t..ln conji.\nt.ü 9enerc1dü1- del 1--,:.!ngc: d·::: ic.t t.r n.n!::1i-=01·111r::i.--

c..iC)n line-;i:.11 T. Ftf:•lir.:e,nrJ;::..1 sin1¡.:iJ.1~;<u1e11i~e 1~:1 t.1---.::tns·f'.ur111dr.:iL11·: -r w lct tJ~Jsr:.·· fJ'.::' t/,. 

EJEMPLOS: 

{'f ( 1 !I o, 0),. T (0, 1:; (¡) ~ T (0~. º~ 1)} ;:;:: { ( l _1 0), (··-·1, (l)" ((i!l 2)} ~ 

f\lotómCJS que: L:-Stt:- C:C11·1ju1·1tn t;,ít?1·1et"üdo1- E·~ 1, i (1QaJ.mer1tc- dt=~penc.l.i.!:~·ntc~, 

clP Fl'(T) E•s: CT(J,0),T(ü,:i.)} :.:; {.(J.:rl,0),(:i.!:--1.~3)} .. 

Puesto q1Je los vectores (1~:l,Ol 

e·FE.·C: t.c:i r:¡Uf':" i .. 



!:rEunos de }.,::\ !::.:.:Í.gt.t:i~,rd:r::.; ·ma.i"1é1-.. 2.--lt=.1 rr1-~-i::t1~.i.-;:; ~1Soci,~d..::i Ct T cnr1 1·-,;::¡~~~p0r:·~:.(:.' 
y 

b21s€...:;.s. (3 \.,. Y:· y··la 1·'!?prc;:~~:entd1:··érnó~~ ;:.'ómo C-.CJ
11 

.. 

i) C;.dcull--:l.mos TCvt) par-~ c¿:.d.:t vr:~c;::twr V'\. e _f1:1 r~':'::-spciti:¡ndo r;1]. orden .. 

i:[) T(vi.) lo I?:-~pre5c1mos t:Ofitd c:wmbJ.1idCidn lj.r1(2aJ. clE• J.CJs -...../ecto1-~e5 ch:."'? 

l :$ i ~ 11 .. 

y 
iii) Fo1·marDDS hi nl<C\Ü"i;:: [T]/3 poniéndo Ern 1¿1 crúumna i todo!s los esc0.-

la.1'"s·:::; c.lJ.' c:i.
2

:i Q ~ ":i c'i.m' y ~s:to para _ct.-~da i. ;;::: 1:,2~ ..... :in .. 
y 

r-;r.;;i'. tenemos que [TJ/3 = 

[ 
e 

H 
e 

21 
e 

Li 
e 
IH 

l y e 
12 

e 
22 

e 
L2 

e 
n2 

[r] f3 ................ ·-· 
e 

1rn 
e 

2m 
c. e 

nrn Ltn 

EJEMPLO: 

.1.7,- Sea TdR
9 

-> IR
2 

dE··fi1üd<' como r[ ~] =.[~·J. La fcr·áns·f'o1·"1C1UC:i15n 

~ = {(J.!1 0!ó()) .. (1)~i:1 ü).1 {0,0,1)} y y:::: {(1~0). (()~1_) ., 

[ ~ l 
[ ~ J -

~[ ~ 

Q[ ~ 

Luego, la matri~ 

+ ~[ o 

] + _t_[ o 

] + d ~ J 
y [ i o 

[T] {3 es ,~, o ] " o 



{' 

T(·f'.) -:-~ ·f c..::1:~cu:!.:11nos [r]~ d1::: li.:'1 si.i;J' ... lic:n-1::..c~ m1:1nerr::·,: 

CDn<:.:idE:l"'Eimos -~r.)s_: conJitntcis (3::::: {}~ 4 2--~;:1 ::::~+~-í?~ 5+;~->• 3 :1 !;
2 -+·>: 4

:; v 

r ,, cJ ,, 

te .. 

Tl2~-;:) :;:;: --:l = --1·:1, +O·>: ·I· 0·;.: 2 + ()•;.~ª~ 

0·1 + 2·~·: + 

y 

[T](3 

y 
f-)ho¡·-c1 vG?.·1::"11T1D!5 como [T)f'? actLtC: pe igUf\1 man1:2r:::1 que T., 

Coi:ic::n:::t:::mc::.::2 df.::·;::i1-,j.i=~ndci ... pa.rC\ .;- e '·J:, el vector rJe cr.ir.:rr-d0nad:;:~s dt·7~ •. 

c:or1 1·i.:.:.:-·~::.p0~1 L:i::u ,';;¡ lr.::i. b.:::1S'i~ 01·-dE:'nada (1:~ que. clenott .. 1r-E:n1r . .:i~:. como [ :l ](?~ 

[ 
"" 1 

l [ J (3 

,) 

2 cionclc-:;< E " ~·· C\.>:i. .. 

" 
l. ;;;;J_ 

n 



dF.:i)L~Ói:.'1S:- dL'.::' 

EJERC.ICIO 2: 

EJERCICIO a: 

Sea· l/ _un espacio \/ectDria1 y (i ==- {;{i:' F:-
2

,., ~- .. -;. l·'.nJ una be:.\s.:;e cwdenacl.:1 dt:..::

t_)., DemLtestriri ·qLle par·c.1 ccH.:la Vt:'t:tor ;-~~ _e (?. ::;e tif.?n~ ::iu~~ _[}:i.J(J == E\:~ 

cioride et e~·~1 vector con len eJ i-é~·imo lugar y O e11 ca3o_~or1trario~ 

EJERCICIO . 4: 

vector columna el de nx1, deoiuestr~ que 

la i-ésima columna· de A, la cual 12 repres1~ni:ar·0ntos con10 Ai, es igual 

V 

PROPos.rc.roN 22.0: Se;:.l T::'..,'---). !~) dil·::.1 L1·E:i.n'-~;Fcir-mro-i;c:i.6r1 J.i.n2:E,:L / ['i]~ ':.:iu 

t"Gspec:t:i.v¿¡ff!E.lntr~ .. Entonc:fD!.J 0¿1_¡-~·! r._::;d=:i \,.~,r::·'.-::::· 

DEMOSTRACION: 

Cotno o es r.1as1;2 dí-2 v.~ E:.!:-~istr~f~. escalD.!''2~~; ún"ic:o~-; <:?.1.~ 2.2.1 ,. 

n 

[E ª'- T í '\; J y 
L:.J. 

n 

E i\[T<;\)]y" 
l.=.1 

.'. ty. ~·· 



r 
'''"""''•.die>. ce T. [T](.·<'' " •:.;:·, 

Vfr·1·: t.Cii 

'l:c--:nemc..1s quE~ .f'.:/j ::: {\·P- ... 
J 

F'er~:< también 

pU(.¿.1 !~,i. (:'.;lj :..~;; [>:j~.~ {VE?!"" t?jC?t"Cico 3) .. 

Ocupando la -lineal.id~.cf ·de la -fúnc-irjn nvcctcn· de.• coa1···d~nacia!i; 11 (ejr.::;r 

n n . 
cicio 2) y lo anterior ti::-?'n::.:~r~1os.-qL1e E.:.~. [T_(x."> J -~-::- ¡; ¿\_At. 

, .. L=·t t. - .t. 'Y t.=1 

n n 

1:. A. [;'J:J (J 
t.=1 

A. [I: º\'\] (3 
1,.=;t 

EJEMPLO: 

J,9.,~ Sea TdP9(-cR,~.-~:'.~~~~:-.-<LF!J. ~.~.-f.¡T1'ida pa·r--T~,;~ +a:>:+a·;.:2+.::i. 1: 9
) 

O .L 2 3 
:..·."'; a:t.+..:-¡2, ~ 

CP2 <lR> r·f::.•specti\.·'amerite s_e tienF1 lo _slt;iui::.?nte::-

T ( 1. ) T ( i 1 o ;.; + (l 
2 + o J·:ª) o + o :;.;, 

2 o 1 + O.· + (J 
2 

" 

T ( :O T ( (l .1 -+· l. + o X 
2 + o ,, r:ªJ + o X 

2 .t. l .,. o ,., +· o 2 
" 

T (,,2) T ( i) l !) + l 
2 

+ (I · ,/') n + 1 
2 - o J. + o ;.: + 1 >~ 

2 .. " 
,. 

T <::ª) T ( (l 1. + '.) 
" + () ;-~ 

2 ¡. l. xª) o + o N 
2 

(; 1 + ü " + (l 
2 

" 

f-1hor·¿1 bicn!l pa1·;~1 !::é..1.1. ¡:}olinDflliCI 5 .. ¡~3;.~·1·4~{ 3 su vec:toi- fJe coo1 ... r:ic::·nE.i.d.: . .-l'.::: 

COI") 



L:_[;_:..¿;C;_, 

[

o 
ü 

ü 

o 
o 

o 
o 



l
a a a a 

1.1 .1.2 .1 J 1.1"'1 

a. a. .. d,. o. "n" a 

.. ~~ .. b .. ~~ .. ~ .... " .. ~ ! "" ~ ~" .. "~~ 
a a.t. 2 ~ " ., a .. .. .. a. 

t. .1 L J t.n 
.................... ",,"u."'"" .. " .. " .. 11 .. 

a a.""ªª ...... a 
m1 m2: mJ mn 

dcinclc:~ c.::ld~ t=:lt' .. ~mcnto i:I., t~ec:ibe el noml.J¡·e· de :i. :1 jN-és>.imci r.:w{::;-=iciente:1 ,, 

LJ 

Rf~·cernocemos_ en_ f:=Ui::~J.quie1 .. m¿"tt.r-i~ 1··17?nglont-::os "r' c:olumnc;.,s comu 

ck:;1cimo~~ que el 

a. 
<n 

a. a a. 
z '- 22 2n 

a.. 
L < ª· L Z C\ n 

a a a 
m< m2 mn 

COLUMNAS DE 1JNA MATRIZ 

a. 
22 

o 
m2 

RENOLONES DE UNA MATRIZ 

i:!J.:.:2tnr.::i1·1tD t~ 
LJ 



Cuando l.:.i mE1t:1·j,~ Pi tl121·;t::.• m 1· E·r:iglortE.•s y n .coJ.umne.s~ dc~cimos que~ ~\ 

tiE1nc:: tam,;.1.P;ci mxn ">' lo i--1~prr.:1st;~nt.::tmas com6 f'1mxr1N 

EJEMPLO: 

1.- La rn~triz A = [41 09 2.] es una matriz de 2 renglor·i0s ~' ~ colu111nas, 

que B es un vector coltJmrlau 

y une. r..:olumna .. 

a J¿\ lílé:ill·"ÍZ. (.:.¡ CC.lffiD ~;nxn .. 

mc~d21 pa1·· to des los c.:.-1 emt::-nto::-::. l.~ 2 :; " " u ~I f1" 

[ " " ] i2 J. n 

ª2 ,_ 2 . • • a. 

~ ...... ~~"""' ..... :~"! 
a a. .•• 

nJ. n2 n.. 
Diagonal princlp~l d6 A 

J.Ll7 



CLASES ESPECIALES DE MATRICES 

.Tn [;. ~ •. ;;; .;]. 
o o ... ·1 

DEFIN:rcroN 23. ~ : Un2. ff1e.tr·i~ e:-n li3. que todos sds có<:::-·fict2nt2;;::i son c1.:::1··c>fo 

:.?n c2;:::.o qLt:~ t<:ng,3 tarn:S)ño mxn~ 

DEFINICION 29. 6 :, Una mat1··i2 cu1:1d1·"(:1d::.~. 25 tr:: .• JfiCJU.lB.J" 1~>upe1-iCJi'"" si todo:; 

11:1 ma\:1·-i:: co1·1 cc.:1-os poi·- enci.m,::\ dt:::' "/.,.:.. di:::.,_f~or.e,1 pt·inc:ip:.::i.J. 

EJEMPLO: 

p, [~]·' o o ú [~] 

DEFINICION 23. ? Una 1natriz cu~drac[~ •5e lla1na rnatriz diagonal si es 



EJEMPLO: 

J:a [~ o ~]' (19 
ú o 1. 

ALGEBRA DE MATRICES 

F'Dr conve.~riiqinc:i21 !"-t201·-í:isc2nt1:~mc1s u l·~·. ma·1:.:.i-i:: (-; c:willtJ (-) 

eEta notación· de·fin~mos la suma y producto_ de 01atr-ic2s. 

DEFINicroN 23. e : Dos mr-:i.t1-iccs ¡'.:.¡ ::;:: (¿.1'- j) y B ::;:: (bi. j) son igud.les si 

tienen el mismo tarna~o y ele1n2nto 2 elemento soi1 lgLJales. 

EJEMPLO: 

[~ ~ J '/ D :son .t:l ~ b 
22 22 

DEFINICION 23. 9 n .. La. 

suma de A y B es la malr·iz A·~B = (F.1 .. +b . > ele:~ m ~'. i-1 CÍ!:.-tc.k: pcn· 
\. J L J 

r ,, a l· ~·:_, ' " l 11 t 1 12 12 .tn .1r. 

?-\·H:~ (2\ .• +b.) 
a + lJ a -!··b .:1 f.[) 

d ~: M ,>U~~ 
22 22 

~ .. ~:' .. ~~ CJ lJ 

d ·-!-b ¿¡ ·H.:. 61 ·rb 
mi mi m2 l'rl2 mn mn 



E.1EMPLO: 

/,, _ .. La sumt...1. dí:.? 1D::::3 mat;··ic:f:is:¡. A [: : : ] y B ~ [: -~ : ] .1 a m.at r_:i. ;: 

[

>+4 

4+0 [ 

'5 g 4]. 
12 5 4 

Qbs21·vc·mo~.; d1..:: J..::\ d 1:.:•-Fin:i.cir)n de sum~'::I. c.!G mat: ... ir::r..·~S-. qur.:;; no et:3 pt.•'.:::>iblE:) 

st1mar matrices de dl~erente t3ma~o. 

EJEMPLO: 

°'. - [)¿,d¿s l ¿:ir;· 11,.;,t 1- i. ;,; 1'i '~ [~ =] y B 
o -2 

su suma pt¡es la prim~ra matri~ es d~ y la segunda de 2~3-

PROPIEDADES 2.9. P f'¿¡J·M2, rna·c.tMiC:P-S' f'¡~ E: '/ C dE:J. m:i.::"'.:Hlí.J "é;,.:_:imaPÍO ;:;e:: CLtlilp.lC? lC..! 

siguientr2:: 

i ) t:i+B =~ B+A 

i :i. ;_) o~rA -~ _(:)+_q_ ,~ r--1 

DE:FINICION 2!1. iú : S j (:¡ 

c:·A (e:.~· . .) 
'J 

1.50 



EJEMPLOS: 

... ,, f2.l, ;:,~~sr.::,:=:1l1:::i.r e :::: ~iJ ,-_,,·,r 

-2·[~ l !S 

[ ~ -: :1 y 8 [-~ : -:] • 
-2 a ~J «=> -1 5 

Sol uc: i 6 n:: ~-A-1·2B 

[

-1 1? 

-? 5 

12 -t:i 

-1 ... ] 9 .• 

!S 

. [ ~ -s :] 
-2 s !S 

14 

ó 

-2 

La muJ.·tiplicacióf1 de un esc~lar ~o¡· una inátt·iz sa·tis~ace la -ley 

cu a 1 t~squ i et· ¿:i, A Y ... B de 1 mi ~:»rno tamd.Mo" 

·l·Ein • 1.Jn ~ 

F'o1-· 1;;1 not.c:..c:i.dn di?l pi·-(Jductu L::.?'.:;'íc:i:.i.l ¿ .. ¡-- de e:\ 

men·Le con10 producto punto de a y b~ 

EJEMPLO: 

11 ~ -- El pi··odur:to 1;s-,~:¿\J a1· D pt·cduc:to puntc1 df.J los vi:;·c:to~·e~:~; ~:-. 

131 

~~J" -2 

-10] 
12 
:10 



. .:.6 .. 

~lótes2 qtJe el producto ~sc~lar de cios vectores a y b es un ndtnero 

i .i. ! a· (b+r.:) a·b -1 2·c (~21 p;ociuc::t"cJ t-2SC:Etli:ar cii.stt·iLv .... 1yc~, ¡~t li.:1 ··.;::um,_i d1;.~ 

El producto escalar de ,,ectQres r10 ~s 2soci~tivo en la mLiltiplica-

DEFYNZCroN 2s. 12 : .El producto c.j¡:;.. ia~, fil.::?l"l".l'·ic:es:, ~1rnxn ¡1 Bnxr e:::~ .li::t mt:tt1-1::~ 

Cmxr ~ AB~xr cLLYO ij ... -ésimo ~01r1ponente es el producto escal2r· del 

r-onglón de A .y la j-ésin12 columna de B: esto ras~ (-i • BJ .. 

' 
tarmmos el producto de A y B cornP AB. 

ai.n J -

EJEMPLOS: 

[
b1jl 
~'2 j ::= ª· b 
,, L1 • .lJ 

bnJ 

2: ª<kbkj" 

k=1 

-J• .::;\, 0 b + "n n 

L2 2j 
.,_ "'· . b . 

Ln nJ 



Swl.uci 6ri:: 1-'iB "' ,' ,[~,~· , : ,. 

" 1 
~] , [! ; ~] [~: 

e: A 82 
12 1 

A . B3 -··· 

"" a 

Soluci,ón:: BA 

pues 

e 
12 

e: 
33 

e B 
1i 1 

B • f..12 
1 

u 4 2) 

( 1 1 (i.) 

·A' (:[ 

( 1 2 4.) 

que par·a multiplic¿1r· 

·HJ·-
:[;] 1'2 + 4·2 

m 1 ·•J. + J l. 

4 

·- 4) m 1.. j + 

[~] 1. 4 + 2·3 

dus mEi.t;-lc~ . .::;~:;;., 

+ 

... 

2~2 

i)· 

14 

23 

20 

2·0 

·J 4· l 

·,,·.6] ii 

l5 

2·ó :::: 2!5 ~' 

14, 

...... ~ 

.:] " 
'"' 

+ ., . i -- !5:, 

l. 4~ 

,-·11jm(:}t"C\ c!t:.' CC!lUr.1-· 



í.i! P1(B+C) (di!.3tr·J.but:í.vidad d::::· lt':~ '..~,.Uii-1:~1 :::;uL?r-1.::- el p1··c1duct:r."J)" 

El CDnJuntrJ de m.:ttr1c1=;!~> ¡·¡u ti>;-?fit:~_; J.d pr-CJpj.t::.·d.:::1c! de s¡e1·· L\n c:onju1·1to 

~;>J n tl.iVi!::::or-es cJe CF:.·:-ci;: es.:¡. lo E!i.:_;!' dr.:1ciD c:l r..:·r·-oduc:to t.l~; ill.'.:1t1· .ices ;~¡· B .~-~ o 

¡-,c.:r podt~n1us a!:si:.-?9u1·-¿:11- que i':1lCJ1.tn¿:,, t.J¡;~ lr.1s n1Dl"..ric:es !:~E>.':.:<. idén-tic.:-:1rnent<~· cr..:.if·c1. 

ObsE-:1-·-lE<mus J . ..::t~~ ~;..iguit?llt:E!S lfli:.1.t.t·ict;;~s 

Otr·o ejc:·mplo de mat1·-iccs di~-::e1··1-:::·nt¡::-_•s dt'2 ce::i·c¡ '¡' c.:uyí:1 ¡_:.,·uduc:tu ;--:·:::. ig .. tt:.•l 

DPERACDNES ELEMENTALES EN RENGLONES DE UNA MATRIZ 

DEFINICION 29. 14 La'.:.i si~JUienl:E•S Lipef·"'i:"\Cione-.::si sobt·r~:i los r-f;,•r1glonE.'~5 dE· 

L:· Mul'L.'..¡ ... JJL.:~1¡-- u divic!i.1· un 1·c·1·1~~¡J.ór: poi" un n1..:tmE!r-1:::• djstinl:.o (:!1,:;;. C(2l oR 

i.i) SumE1t Ltn mt~t11·.: i.(1.iei (!t.~\ u.11 i---t::ng].ó1·1 ~t otr .. c .. 



i) /'"'li. <e) 

lii) F'\;j!t rc::-:ipr1~·senta. ' 1 .Intf~rc:~::imbi:_1r-:r p1..-:.:·1·~mutc;1i·· de 11J1;J<.~i.r- lci~:: 1·-t-::.'nglunoi::; L.1j 1
' .. 

DEFJ:NICioN 29«f5 : .Decimos que;: lc:i.r5 mc·1t1-i.ce~s í-'i y D :son ~1 quJ.v,::i.lc~nl:es:, y ltJ 

EJEMPLO: 

14~-·Las 1na·trlces A 

rengJ.one::·s de A: 

y SLtrnat ~1 resul·tado 

[~ ~ -=] . 
2 2 6 

P2a, 1'pt2r·mutar ID·:: t•en91ones 

[ : : ~] ~' r:;. 
o 3 -1 



~ gu '.E.·:,'.:..'." ;::c1;rr 

Ai!i \ 1) [: : -~] [~ ~ ~] 
r:• 3 -1 

Lt·icc~s '30íl distirrtD.s~ {~1rriba del ~i:lmboJ.o dr2 equ:i.v::¡J.~ncia 11
"'

11 sE• indica 

la operación elemental qwe se ~tili~óu 

MATRICES ESCALONADAS 

cumple lo siguiente= 

i) Todos los renglones que·-c.onstE>ri de pu¡·-0'.!:1 c1.'.:-H·~os <:::e:;; ecuentran en J.¿¡ 

ii) El primer elemento d:L~·tir1to de cero de cualqL1i0r rer1gl6n, em~J02ando 

EJEMPLOS~ 

15.- Las siguientes 1natrices están en ~orrna escalonada~ 

[~~] 

16.- Las siguientes niatrices no est~n en ~orrna escalonada 



[l o 
o 

2 

o 

o 

DEFTNICION. 29. 17 : UrJi::-.. m2.t:. r i z 

ros en los demá~ lu~ares. 

EJEMPLO; 

J [~· ... o o .. o o --.2 2 J 
-O~]!__~ 

2 

2 

o 

~ l 
J_a di~erenci~ entre las ~armas esc~lonada y escalonada reducid2 es 

EJEMPLO: 



At" í-4) 

[~ 
4 -:] M2 (~J [1 4 2] (-12 1 ( '--4) 

H 
o 14] Ma (.:±.; 

,; 3 o- -- :1 -3 -3 
,, .. 

2 -i·l -2 ? -J.4-· 2 o -54 

[~ 
o 14] As1(-1.4l [f o 

~] 1 -9 Ia .• 
o 1 Aai <3> o 

RANGO DE U~IA MATRI z 

\:e?:.:: como eJer.JE!nt.ws dE:· J.0·5 uspiticios vE1ctoriE\lE\S IRl."'l o lRm;. 1·espG:~cti'1ament.e,, 

EJEMPLO: 

1.'7"-·· Dada Ja mcd:t-iz f.\ax4 "' [: : -: -:] , podemaG c:onsic!1er-,.\1- ''' cous r·emJln··-

ncs A1 = (1 2 4 0), A2 

elementos del espacio vecto1·ial lR9 ~ 



DEF'INICION 23 . .10: Dt:·.'·fiil.l!liOS 0~J r;;:1rigo t:lt-:.' un?. !lii;.if:.1-~t;-'. t.umo 1~.t d1me:.:r;c;"i.1.in 

del espdcio .vE.1 ctwri.<:.~"I 9enc·1 ¡;:ido pot" los r-r.0n9].u111~~·::.:: ele 0).i dc:nci:f:1mc~; rf21 

EJEMPLOS: 

[
0

1 o r
0

_1] 
tiene rango ~~ pue~ sus 

o o 1 

rE·nglone!:; fnr~ni.~1n un c:or·,jur!"l:o d'::J tr·t~s \ 1 ecto1-e!.°:.' d•2 IR3 J. ir1E1 :::i.lrnt:-~nte inc:li::?.--

tor distinto de ce1 o, el cu21 °~ linealmente independientd~ 

DEMOSTRACION: 

:!.::;·::) 



~:intci~. d~ -cíc··¡-o ~~n _l-i::\ reirrn;~; r-.:·s ... ::i:::.1lCJn¿;¡i·J,:1 r:ie dl~::hil. !íl2.!.:~··i:·: 

EJEMPLOS: 

23.- Encor1trár ol rango de l~ matri~ A 

eJemsntales er1 renglones 

1'-"13(-LJ.) 

[~ : ~] 
o -1.1 -6 

f"/2 ( 1/6) 

[~ ....,. -:Lt. 

4 (~23 ( 11) 

[~ 
4 2] 7/6 

"4t/6 o 

La dl·ti~a matriz obter11da_ tien8 ~-ango-_~;· pues en su form2 2stalon2d2 

2~~- .. -- Cc1cul~:11·· el 

SoliJcicin: Llevando la matriz A 8 su ~ot·ma 2scalonad2 tend~anlos 

[: .~ ~] [~ _; -~] 
o -1.4 -:J.2 

L2\ m:::.\t1-iz r:::1:0 -t-:í.E.·nc..' J·'".;;1ngo ::-:::.~1 pue~; ti1.;:nr::.~ do!::: ¡·-c-::ng.i.c:ric"'s di~::t:tntos de 



INVERSA DE UNA MATRIZ 

DEMOS'/'RACION: -------

e, conc:lul111os qtJ(~ 

tada con l~ matriz identidad de 111 ~ m, co1no la matriz <AJI> de m x Cn·~1n) 

q1.1e se obt:i.~-2ne .. "21 agregar 121 mat1-i~ Im al lado dr:::n::..:-cho di.;:.:: h .. 

F'e:1re:i calcular 1.a inve1·-sa de un,':.\ ¡r;.::.¡l:1 l'.~! pr-oc:i:::demo<::'.; ::..;.12rJún lo·-::; si(Jt.tien--· 

LL.::i:S inc:~sos~ 

i) Escribir la nia·triz aLtmentada íAjI>~ 

ma escalonada la rnatrl~ au1nentada. 

l,_\ 1:1'-"'tr· L::: ::.c.lr.:.·nticic_•.tJ~ -\;,-~ntonces ~:¡-1. r-:::3 1Et 

EJEMPLOS! 

25"·- Enccrnt1·211· ., <0.i t?)·:i.ste, la m,o,t1·j ;·'. i.nvc0t·s2. cl12 (.1 º' [~: -~]. 



[~ 

[~ 

[~ o 

~·..::. ciec ir· 
.-1 

f··l 

'", e J • ., t · · 1· ,, [' ·•] ...::~=>~ -· a .cu.1 . .:::<T .... C:\ m¿.¡. ·.r~iz 2nve1-sa ce r-·J :;;;: 
2 0 

M 

t.E•nf21TICJS 

({-'¡ 1 J) 

1/2 J. 
i/4 -:1/0 

o 

P1.i2 <-··2) 

[~ 4 1 -e 

M2 (-.t) 
o 

:Aa2(.!:.) 
9 

e Í/Í!]~.1(20 n 

-3/20 

1/4 -<~O J 
P121 (··-·:[ ! 



27~- CQlcul~ la ir1versa de l~ matriz A 

Sol1~clór1: Aplican1os op2~aciones ~lemen·tales rar1 renglones a la 1nat~iz 

'{~ 
o 1 

1 

1 o 

n 
~\J.2 (--::':) 

[~ 
o 2 H 

<) 

~] 
?).19 ( ·-~-::;) 

1?.turn5!ntar.ia U~\1 j I) l l o 1 i -!5 1 

!5 i " o o !5 o 

o 2 

1 

i o 

H: 1 -!5 -'9" 
o o ·.:10 -6 

qui~::::·t·do de J¿~ barr_ca vet-·.tic:al !I por- lci que en ¡;;;:s.tG ca.so 1; no t.iE:ne :tr1VE·1,.~¡..:~ ... 

PROPIEDADES 2n.2a F'aY-2\ mat1·-:i.r:1-.:-:·s A y B dt.::? n ,, 1··1 invt:;o1 .. tibles se tiene:.1 

EJEMPLOS: 

[

-1 

l/!5 

3/'5 

1-/.to -~~~oJ y 
-7/.10 -3/20 [

_: 2 -:] " 

9 -:5 -2 

.Li:;-:i ·' 

[ 

1 2 º] :1 o -1 u 

-1 2 

Cada una de las 1na-

respectivamente. 



A12(-·3) 

[
409 _: ~~.1.~ o 

26 10 ·º [
: -1~ -~1-~ ~ ~] 
o 26 10 o o J. 

.·[~:~i~f;;¡}:'. ~~ ·~]· 
> o~·~,~~:-·-~~}'._)}/ ; 6~ ~:-~ ~~:. 

:t'' 

(:1/.-ü} 

r...:> 

. ~.· J :ó 
41/20 

[-~ -; -:] [~:,, 1/ 1 o 
3 -!S -2 3/!:i -7/:il."l 

i,.·2 ] 
-1/20 

-3/20 [ 
-~ -9/2 -9~4 ] 

-26/5 39/10 41/20 

por· lo que pcJdemos cib~>E~1·v,;tr·· qur.i st2 c.:u1npJ.F.::· li?. igualda.d (;'.-":,fl)-
1 



MATRICES ELEMENTALES 

EJEMPLOS:: 

[º~ º.,· º~] ~ ¿ és tJnm niatriz el21ncnt~l, pues se obtiene ~ 

[

.l o·º] O 1 ·O 

~º-' 

p, - {3) 
1. 2 ~ 

[~ : ~] F;:., 

lar los renglones uno y t~~s. de la m~tri2 Identidad Ia, nbt0np1r105 E~ 

la [~ : ~] F· . " [~ : :J ¡::,, 

de uni::i. opet .. i:\t:ión t::.1 lemr~::ntal a 1::·:1 mc.it¡··iz idr.:•ntici1~1d p.::i.ta poc11=:1·· 1.leG,¡211· a ell21 .. 

plj_r_31~ poi·· ~:~; (=l Sl~l.:-Jur1C!i.~.1 1 i:C.•1:uJ (1¡·1 dt~: I3,1 o:;;t1J es~ 

:16~ 



[~. o ~1 
o o , 

¡ .¡ ( :- ' 
z 

[~ o ~~J 
o o , 

represer1ta a 1~ 11iatriz 

qLte s0 obtiene a partir de la matriz ider1tidad d~ In, sumár1do e veces el 

i-ésj.1110 rer1gl6n al j··-~~imo 

In 
P.1 {ci 

i.j E .. (e) .. 
LJ 

Ei. {e) repre!'.~.,;enta ~:\ lr::i. Mn.t:ri:.:.'. L;i.l12rnentdl. qu¡ .. ;_1 ::~e c1!Ji:.i.t:.1 r1i:~ .... pai-¡:.:i¡ ce:~ l¿\ 

matri= identidad In, IIltJltiplicando el i--éGifllLl :·englórr poi- un riúme~·o e 

1\ (ci 
Ir1 E\_ ( '~:) . 

n1atriz ldentidad In1 pe1~rnutar1clc los renglones i y j 

tan cc1mo E (::".)" F 
:12 . 1.:J 

11~-6 



EJEMPLO! 

34,,- sea A 

111ental apropi~da: 

i.i.) f'!t1ltíplic:2\!'' el p1-·imE·1'· ri:.~nglón dE: {\ pL·i-

i i :i.) Pr:.~1··inut:a1·· lO!.':j 1··en1.Jloni:::.1!..; ;~ y .:~ di·::• An 

[~ 
o 

~][: 
3 2 

:~] [2~ " ,z 

-2:]' i) E (5) -A .... !5 2 10. 1!5 
2 

o i ~z ··a 

[_~ 
o ;J [: 3 2 -i] [~ 

a. 2 

~~J. i i) E 
"' 

\ --3~ -!'¡ i 2 ·,;3 2 3 

o -· ':~~~- :-c-9 -~e . i -

i i i) r:.·. • ¡:.'·, 
23 

ffl.:':lt: r· i e r::!5 e J. C:!lfli::_,11"!: a.]. f;?:':i" 

i.i) Ei.J(~i)·t.::\..1(-L\) In 

iii) E ·E 
1.J l. J 



Paro. la rila.ti~ i. z elemenla.l Su i. nve 1' s a. es 

E .. ic) 
' J 

E 
i. j 

E .. (-·e) 
LJ 

l_n id83 de encontr·a1~· 1~ inversa -de una matriz el~mrantal es que podo-

ds, u ni.?\ mat ¡·- i:: .. 

.EJEMPLOS: 

-·· ~ 1~ ~ - ~ se obtiene al permuta~ los -.·.· .. ~,·. - L,,, íl'·~t ¡· i· .-._ A" [oL
2 

4

0 
~2] 

la tnE1t.1·iz A [~ ~ ~]· Este es 

p, 
F' 

23 [~ : ~] 
E ·A 

29 

PLAesto que l~ inve1~sa de l~ matriz elen1ental E23 es ella niisma, 

E
23

-.t ~::: E
29

, multiplicandc: ;.;. la i.zquiet·dB. i:\mbo~-:i. 1~:1.cJCJ:.::: de· ld igualdad 

E 
29 



36., ·-· l 1l1~·di¿-tntc:: c::¡JEt ;·.-.. c:iof1t:;:s;~ 1..::::J.i?!nt::-?nti"-:tl•.?~:5 E·n J·-t-::n1;_¡.lc:ir-:E?E.:> .1. leva.r ,"":;·1 su Fot·m¿i C:}s-

p, 

>\ -1 
H 

i:ist:r.:.i t-:..·s; posJ.bJ.1:?, 

[1 -3] [' º] [ 1 º] [' 9 J o 1 o -1 - -2 1. .2 !:j: 

[1 -3] [' º] [ 1 º] o 1 o -i -2 i [_,, 9]. 
2 -1 

Jó"7 



::. .. ·;.:u1 c.i¿11idL:i qu lE·1·1 t~!:;:. l.ct .in\1 c.~r-sa dr.:::· Uf1 prDdL\ctc1 d .. ? ma."!:!' ·Lec~~; t.12n::-:~mns 

1·2 l 1-::::mt·nt i:-11. L'S .. 

~.:::7 .. - Meci:ii::tnte <Jp0r.2:1c:ic.1nE~!:::. e.i.(·:rnG?nt¿·lJ.c::s ~2·n 1··12n<,;JlDnes llevar a su fc.r-ind c:~s·

c:;;:\lo112C0. ;-~2duc:idd!1 si. i::-.·~:tcr E~~:.: pos:Lb1E· .. <?.- li.:t rnat.1·iz f.l -.::Í:: :]" 
l~ 9 7 

Sr~IL1cicin: 

[: : =] M < 1/2.> 
1 

o 3 ? 

[~ 
o -i/2.] 11< ,:.;.¡,;;;,, 

7/0 
!12 . . 

o . 1 [~ 
o 

o 

A < - a> 
~-;;? [~ -: -~] 

A· .<2ü r: o: 
23 

1 
. o ;"() 

~.~2] A 
.31 

(:1/2) 

1-'i <-en 

G 
.. ª] "' -e -7 

.~~ - "\ 
-1.-1 -21 

;~~=r 
M (8/59) 

a 
" !59..-:"B 

.. 

tanto, podemos escribir- ur1 produc·to do m2trices eJ.e1nentalos: 

M < -1./B) 
2 

E (:!:..)·E {:!.)·E (~)·E (21)·E (·fJ.)·E (:!..)·E \-t.1)·E (--·3)·E (:_)·A Ja .. 
a1 o n2 e s !'59 23 21 2 a ts :1.2 .t 2 

l '70 



t:. 
31 o 

-? 
;--i 

·n2 n ~23 21 
- < l • 1==..1.c (--~.i 

2 - (-) 13 

[: : ~] [: : -: l [: : j] [: .~ :J [: o :J [: -¡ :J ¡_: : :J [-: : :J ~ : :J 

G:i E'. ·E 
m m-1 

38.- E~:pr~sar a la rnatriz A 

(-\ <1> 
12 

t21·1emCJs 

[ 22 
·-as -a] -1 _., -22 .H, 

1.1.0 :....ús 42 -16 

entonc:t;.is 

[-~ 
1

: -=] cc-rno p1·-oc!1_1ctei .de m2-t1··ict-:.\s 
3 5 -o 

A <-a> 
19 

17' 

--~~ --~-] ' A2a <2> 

-94 -2 

-~-----

el c:::imen-· 



A [-~ o ~J r~ o ~J r~ o ~J r~ ~~ -:J .. 
o o 1 a o :t o -2 1 o o u 

12 pcde1nos s~:pre~ar· como un pr·oducto de matr-ices 81.ementalHs y t1na matr ·-

tt·i~ngul~r· superio~u 11és ~ijn, es µosilJlc ~~;presarlB como productc de un2 

poi·· une:¡ m2t.1··i~.:: tri.J.nr,:Jular sup21·~Lo:·-~ 

EJEMPLOS: 

[~ -·~ :] ~ .... ,.... CJJ/110 p1··ociucto de- mc:-it:···.Lcef5 t1·:i¿.;n··-
'5 2 e 

guJ.a1·- ~:;up~t-:i.ot· r0 inf~c·:!t.iDr- .. 

Solución:: 1''1ediCo\nl:.e opet·acionE:-!S f::?lf.:.1mental€?'2- llE1 V1~HlOS d le.:.;. ffi6tl:riz f'.:') i;:.1. la r:or·-· 

[: -: :] !~! C-9) 
12 

A <-!S> 
19 

[~ -1: -·:] 
o -10 -27 

P1 <-10_..;ia> 
2a 

[

001 _,: _,:] 

o -.l9!S 

i3 

u. 

Lo ani:et·:i.01·· lo pedemc:is e;-:pr·E~sar como pi--oduc·11·. 1~} de: m:::1tr·ice:.:• el.-.::,.'mt:)nt-::112~:; 

E' (-:!:!)·E \-5) ·E i-al ·/-)"' U. 
23 1.9 19 J.2 

Si multiplicamos a 12 izqujerde de la igualü~d antoriot· por la inversa 

c!e c:ad2 mc:ti::r-:.:.~:'. :·.~·.1.c-::int:~1·it.Eil ten(~ffl(.):~ que· 

(.'.¡ E •:a/·E (e:.;)·E (-~)·U 
J.2 .i!l 29 19 



[
: .. 7] ¡· º º] [,_ () º] r. º <• ] ¡· .. 7] .'} -i V 3 O ú 0 ll..J 1_1 fl -t3 -.12 

-Jo - 1-35 
!5 20 UÓ.1 9 .1 0 -.1 U (J -

J 3 J3 

[
• º º] r· .. 7] 
3 1 o lº -.13 -12 ' 

.to -1a5 
!5 :1 r::> o -

13 13 



§ 24. DETERMINANTES 

DEFIN1c10N 24. J. : Ui·ia pp1-·mutac1dn 

-f=unción b:i)-'E·ctiva dt::l conju¡·itc.• cJ'=.? fr:c!ict:..'S {1~:~,.,,, .. _,n:·· r.:~n s{ mismo. 

nE?l""a In:::: {l:i2~ ...... ,n3~ 

Pot· ejemplo,, pL.u·a s·l conjunte A 

conjunto de .[ndj_Cf.:..lS -I3 == r1.1 2.1 3J 1=.!fl !:'J.Í mismo '/ t·ep·rE•SE•ntnrl ·;~eis ~:e~··mt\"ti;\···· 

cion~s de-·los elementos d~ A: 

DEFINICION 24. 2 Sr2 tlicE· que oc:u1··re Ltn.:.-t invei·-sit)r·i r:::-n un¡;,;, per·rnutaC:idn de 

Encont.: 1·emos el nL1m21··c:r ck::o i nve1·si ones E·ri ca el a un¿,1 de las SE! :í. s permute'.-· 

c:i.ones e.Je S3~ 

lnversi611 pL!~S ~ 



t .. 

l. y 

Hay ~ invmrsiones pues ~ 1" 

de i11versiones qL1e posee es Llíl enter·o par; y ~e dice 1~ue la p~r-mutaci6n 

.ii) F'ermut:ación impc.u·, 

:l i i) F'i::.:ir·rnutación in1p .. :::¡r !' 

iv) F'c:ir·mut.::tci{5n p~.i.r·:· 

ficient&s en los re~J.~s o coa1pl2joE de~lninios el deter1ninar1te de A como 

~~ también corno jAI; G~Lo ~s 



jAJ 

Ob::;t:r--..1t21:10-:.-:, qut~ ' 1 clet': ¿~si"gna un· 1~,i::1mt·~·1···0 ¡.2n. él C:dl11PD !< ..::1 Ltn.a mr.:1t:1· iz cuE:t-

EJEMPLOS: 

Li::t 1natt .. iz ident:i.c:lad eje:~ 2~{.:-2.~ I2:r tient=:· tlr2te1··minante 1 .. En 1:.='i-ecto, 

dct Iz l. 1 ... o.<) 

~~- La matriz cero de 2x2 ti8ne determina11te O. 

terniiMarite de la siguien·te manera: 

e\ 
ii 

det ~) a 
2J. 

a 
91 

d é.i a 
q._ 22~_a3 = 

EJEMPLO: 

a .,::; 
12 '-" 

a a i?t 22 29 

<3.92 
i3. 

99 

.::t a 2 
_i1. 23 ___ gz_ -

ID a 1 c.t2 . 29 
H c\33 92 

a ~~) ""E.\ 
-J.2-21-o-a3 

Iª •" . ·'.12 a 

dcte1·m i narr!:.·: de i~ •e l ~ ~~ : l · 

,, 1 2J. -·29 
+· 3 a J.3 

9J. 99 

~Joluci ón: rJet f~ 1: ~ ~ ; 1 .. > 1-~ : 1 ( ·-3) . , l .. , ·!· 5. ·¡ 1 o 1 
a 9 a -a 

l '3 21 ª221 
'·' a 

91 92 

:-·2. a a 
ia 22 a1 



al prorJuc.:t:o signe; 11
··J.." cuando la ·Flecha itpunt:e hc\ci2.i r::1t".idjoy y ~icino 11

·-··
11 

i."\ • 8 • ¿¡ 
.12_ 23 3i 

O. • ¡;;\ - B - a ' 2t 'd - C:l • ¿i • C\ 
31 22 1s a2 2n .u 39 21 .12. 

i :i.) Escribir r-:1 y muJ.tipl i.t:..::11·~ lo~; ·el 12ms·nto~~ cort.-8spondi~.:-.intes según J.a .. ¡-:j_-

s l gno .. + •· 

+ d • C1 'fJ 
12 23 31 

~~' '.·•· .. '"rn ""
1 

!:;• 2 -·2a 

~ \ 2 33 

s t9r10 



.EJli:MPLO: 

ant:E.1 ;-- :i. ot··mon!:.·c.!,, 

Solución:: F'rimef- mt.~tCJdo 

<.'2·1)·9) + (-~S·4·3) .;~ (5· l · <-:::::J) -· c::·0·::'.5) -

36 - 15 - 0 ~ 24 + 

Segundo método:: 

;; -::.'·0·9 ·i- (-,:::·~-~~··::.) -! 

s i.gr10 "+ 

--3·0·:.0i ·-· (-.~;;· 1.·9) -- (·.-::::.·4·2) 

si..gno "-" 

·-5.1. .::..i1. :::: On 



+ c.. 2t a. 
12 23 31 

a .~, a 
13 22 91 

cJ ,;;\ 2"t 
11 23 32 

(: 2 :J 
(~ 2 :) 

(: 2 :) 

(~ ~ :) 
(~ 2 :J 
G 2 :J 

F'c::r- \(i i. nv .. 

~:'2.lr í ,.., i nv" ;: 

!mp~<.I· (.:[ inv~) 

pondG·fl .::.1 ¡:.1f:.·rmu.ta.:.:ion2s pd1·i:.~s!1 ·y lo!;; qLtt:.::· 1::i.enen s:lsino 1 '·~ .. '' co1· .. r·esnu1·lcfer1 i::<. 

TEh'i~lINO F'ERMUTAC!O~! ASOCIADA F'(~F? I D;~D 

F'¿1r· (i) :i.n'/~) 

-· Et r'1 
12 2.1 

¡:·urJc;:mos P.!.SCf"ibi!.- r_::.!ntonCE~3 el dC·:!°LL~J·"lllil"íf.tnte cit::-'! U/li:l ffldtl·":i.?;: r'.'.l cJE• 2~~2 

c:omo si(JUE•: 

dwrld~ ~ signi~ic~ la s~tma d~ todas las pern1ut~ciGr¡cs de los ~lenieni:os 
O'E3 

2 

dc.:::1 conjLtnto f1!,L~} que Cl!-::.wc:.ii'.tf"I €tl p¡·:i.mr~~t" .i.n(l.i.c;.:~· (-:!l ::.,~·:.:<i;:_¡unrJo, i.,O'<i.>} 



C>.L c .. ..:.\~.C! (.ÍC:' Uf);"~\ ~¡·1,.;\t.l J.::. 1·~! d1.:::.i . .,.:.,:- .. ' ":;U di.:: .. :t1·1n:Í.i].:).r:tt:~ Eil0 :_.-;; L.i 

De la observado antet·iorn1ent8 pode1nos da1" la de~inición par2 21 caso 

de \Jna matriz A de n x n~ 

DEFINICION 24." 6 El de·terminante de la matriz A 

número r·eal dct A 

i:.t C:t 
1. 1 1.2 

a 
Zi 

a 
Zn 

a a .. ,..,, -ª· -
n1. n2 nn 

oeS 
2 

é(o)·a ·a 
:1.0'U.> 20'(2) 

es el 

•¿\ 
nO'<n> 

donde e(a) = ±1 según sea el ~aso si a es permutación r1at- o impat-, Sn es 

el cor¡Jur1to de 10s perniutaciones de los elementos del canjur1to {1,2,u~~~r·¡} 

on s{ mism<~ qut; asocian 21 prime~ fnc!icc ~1 ~egundo~ 
\.O'<t.> 

11 '/ '::u:::, 1-1. 
CJ 

'-.!l-J.l 

clf? P1.. M '.3c:: clE:r1C<n1 i. na i. j ·-·é:_;; t mc.1 1nc::í·1oi- de· Pi .. 
'J 

EJEMPLOS: 

D~da la rnatri= A= ~ ~ [-2' 0
:1 =7] c:.::1:lcula.¡· 1 os rílE.'f)1..H' e.~.; M 

19 



M 

i"J 
. .13 

/'I 
2i 

l'i 
99 

22 

r: ... · ~" .. ··.1.1 
~ 

[ 3 "'] < 1 7 .• 

[: : :J 

DEFINICION 2.1.a: F'a1·~,:;;¡ uni1 mi.J.t1·iz. ;:..! d~:! n :: n, r:::l ij·-· 1.:·simo co·Facl:or d1"::" i'-l, 

EJEMPLO: 

B~- Para 12 111atriz A 

Solución:: 

A 
H 

(-·.!) • 1'112 1+2 1 1 

+\42 ·- J.8) 

-(24 - 0) ~ -24; 



1 M 1 "' 

pecto al p1~imer rcngl6n de A. 

EJEMPLOS: 

Sc.JJ.uci6n:: Des.::1r·1·-cil1::.indcJ t.':·l clE.~t¿:;¡··m1n,~r·¡LE.· dE• (:.1 poi· c:o·i=dc:tor~f~S cDn 1~e:~;pecto 

2,l pri111e1· ¡·-c:.•ncJ15n obtEn(;::mos.; 

l
o 

:l+.1 
1-(-1) : 

-13 - 6 + 35 - 15 = -4u Po~ lo tclnto det A 

18? 



dct ¡:\ 1 . ( -- l.) i +• 12 , 1 . ,¡- . ,, • ¡ -1 ) <+21 º '. I 
3"7 / !5 7 

' ' 1+31 o 21 -- "-'. ( .,, t _) 
s a 

-29; por~ l~ tanto det A 

DUservemcJ::;¡ quo 21 c::E:1lc1...tl¿\1·- e:r. dt:lt.ermin¿1nte de· 1.tna, mc:1.ti--:i2 d0.i 11. >: 4 

r:.Ll"1in~ci~:> que calc:ula1·- .q dr?'\:(:;;:~:m:i.n.::·11tE:!::. dE: 

iJCf1¡;:1-an 60 df::tr?i·-minL\nl::e~ di;::.: ·"") ;.: :: ... :::_:,C;'l" íi:::. :nuy ¿¡tJcti··i .. i dCJ Lt::cJ·;,rJ~.30 /1¿_1_c:¡.:..:r-lo, 

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 

Pt-opiedad 1 Si cuülqr...tier- 1-1::::!n9J.6i-1 u c.:c¡J.umnEt e.Je r~i c1 !.-5- CE·~-u, ,.·.:n·::·.:.Jnc::?!::.i 

EJEMPLOS; 

[~ ~ ~1 es~1 multiplicando de etcuE:.1rdo 
,, a 

a 12 -figu1·-a di-2 i::~s:.t1-L7•.l 1r:-.i:: 

L·0·3 + 4·1)·5 ~- O·l.-2 - 5·0·2 - 4·(1·~ - 1·.l·O := 0. 

1.33 



cl<et /.\ 

r:rl ican· por úna c'ónstetnt~ e, el c!oterml.r:ahte:; también se: mt.lltipl.i.ci'!:: pc}r c .. 

EJEMPLOS: 

13.- La matriz A [9'~ 4: ·~)J ~ ~ tien~ detern1lr1ante ciet A 54 .. ~Ji wultipl ict:\·-

G :; ;J cuyo determinRntR es do~ D ~ 108 

14u- Si la misma matriz A la m1Jl~iplican1os tod~ rar ~ 

trGs colLtn1nas (o los tres r·ranglon8s) d2 A loe mL1ltiplican1cs ceda Ltr10 de 

:.?A [~ ,: 1~] es 
d 10 2 

detCB> ~ 2·12-2 ·l· 8·Jb-6 + i·lO·(l -- 6·1~-0 -- 4·8·2 2·10·1b == 48 + 768 + 

o - o -- 6~ - 320 112::~:'. 

colL1a1r12~ de A ~· B, en1.c111ces clet C =~ det A ~ d~t B. 

EGt.o mismo r·esult¿\1..lci v.::¡lt=.1 te..1nb.!.ér1 p<.:1.! ~;:1 t'c.·ngJ.ont2!.::., 

r.n .. :¡ 



EJEMPLOS: 

[~ 1 2 J -1 3 y 
2 i 

B [~ =~] 
.;. 1 

di·PlC1··c:ri. ~::;ri.ldrnt~-'\·1ts: c-;1·; !d 

u 
1-1·2 

-J.T9 

2-1 :] u : ~] 
:'::,egundc1 c:Dlumna de A y le:1 !::"!egundc\ c:olum111~\ d<-2 Bu 

TC?nE!fl)ClS e1·1to1·1cr:·?'.:.:. que d1-2t (-; ::::: :1.2, d~t B = -·1b y del:. e ·- ·- 11·:1 r¡ur:..::: es lu 

n1is1110 qLte 1Z + .(-16) = de·t A + de't B~ 

;:;-,~:.1 qu1·1c.io 1·1::::ns;J.ón y e 

det e dr~t A -~· det:B ~ 

matriz A~ entonces el determinantG camb.ia el~ signou 

EJEMPLOS: 

v dr:0 la mat1·, .... ~ .. 

15 ·-det {1 .. 

Propiedad 5 Si A ti~r1e dc>s 1·englo11es o i:Gl.umr1as iQt_¿l~s, entonces 



C:JJLMPL.OSI': 

[
1 4 2] 
("J 3 .1 

1 ... 2 

-· .• ..:.:: + !j • J. • :l ¡ ü ... 1 . :::~· 1 • ~";. '? • .::¡ .• ,... 

19.- La matriz A 
[

9 ci "'J 2 ..... 

1 o o 
c;i:f..lcu J.c~ 

EJEMPLOS: 

[

1 9 "'] 2 ci 1 

4 .12 ? 

F.~S ta J 

la primera columna; e~to es, A
2 

qL<E> det A ""' o. 

[

1 o 2] 
9 !:> ? 

4 o o 

c.onjunto ele vc:·c!::.01·~~::.1 ·~v:1..=' v
2

!, 

vBc:t.orl:'.:\1 ·:·:c.•n 1).(1t:::,:~1J1nL:•r¡t!;: d:::!!p(.2/:,lii.:::r:t:.\:o.·~;:.~ !:>c.,1 1.c: c¿ti-:·1".r::. 

¡,:;:;. .. ;; 



Propied¿\d 7· Si un 1nt~1Jt:Lplc tJc: un ;··;::n1;;1t~·f1 {c.:u1unin:.:..) 'íJ(~ r-~l ;5e ~3Urné.l ;~:l. ot.t-c:J 

Propiedad 8 1::J cl~tt.;.r-min.;;;·(r1~t-::1 r.:!í:?. un,-:i 111dtrj.:~ cu2drc\di::..i A dr:· 1·¡ >: ri lo podemos 

co 1 un1n.-:l :~J~.~ '"l. 

F.JEMPLO: 

[~ : -:] ~ dG:·s-:;ar·r-ol li.'.'1nc/0Jo 
4 2 -2 

poi- me:.1 no1···ps E~n el. scl;¡Undo t-englór·1 '." t1_-.,:·1-r.:r:!1-2\ CD.i.umnr_t:1 ¡·-C?spectivamt.•nt(:::o~ 

2 ( -· :i. i 2+1 12 -1 1 ..,. 3 ( ·· 1 ) 2+211 -1 1 
2 -2 . 4 -2 

¿;¡ (.'.¡ .¡. r.l ¡'.-'¡ 
22 22 23 29 

+ 1 ( -·· 1 ) 2+911 21 
4 2 

4 + 6 ·\- 6 

Dcs.,:tr-i···ol landc} a.hui-<~ c:on 1··r::spC0cto a la tf2rc<?1~2. columna de~ Pi CJbtf:Znemos;, 

det f', 

1 t37 



B + ·:-'.1 + ? J.{;., 

Propoedad 9 F'a1··:::1 una m.::;;t.riz di::1gnnr?t.l .• l.:.l"·ia.rn.Jul¿!¡·- in-f--i.=·1-i.or- c:.i f:1··i1:ing1.tlar-

stJp8rior su determir1Gr11:e ras el pr11ducto d8 los ele111e11tos d~ la di2gonal 

pri.nc.:í,pal,. y le. co1"r·ec1pont.fa~ s:~:L.;;_1nc1 "+''~ 

EJEMPLO: 

..::.._; . ., C1::tlcu.l21- el d'2::te1·-mintint2 CÍ(:? lc.t~s s;.iCJL~ientr:S mc:¡t1··ic:es:: 

SDlu..::i ón:: CaJ.c1_1landc:,¡ los detr:::r-mintln\:.0'.:~ c.:or·1·-r::.>spc.Jncl:i.c~ntc}·;;~ ·1::.E:nf.'tnCJs c!t.1c-.' 

I~: -~l = 1·3·1 + 1-1·4·0) + 0·0·2 - 0·3·2 - O·~·l 
1. 3· 1 

det E< ,~ ¡-: ~ ~1 
5 ,, 9 

(-1·7·3) + 2·9·0 -~ 0·0·5 -- 5·7·1) (-1·0·q) -·· 2·t)·::; 

--j. 7· 3 --21 ~ 

det Ia ¡~: ~¡ 1 . • 1 . 1 + o. (l • (> .¡. o. o. o -· o. l. o -- o. o. _,, t). o. j_ 

:i. • .l · i 1. 

El detern1inar1·te en cada ca~o es el producto de los elementos de 1~ 

diagon~l principal. 



e :i.ón d~ detél'"·rni ndn!:es de c:tJ.i::tlqu i.t~'' tE1m¿iLo~ 

EJEMPLOS: 

Sc:.luci6ri:: E·f·ectui::.ndu 1-C:l llnic¿;·, opr.::1-"e:tc.i.ón F:l81r1~::.:ntE¡] permitida petl"c:.t la p1--Dpit:; 

1 4 3 o 

1 (i 1 
2 1 4 6 

1 o 3 " o 1 6 2 

¡;23 (4-) 

--7· o 1 

o o 
o 1 

1 4 3 

·-7. o 1 2/7 

o o 9/7 

o o o 

-6~? 1 
11/7 

-35..-'7 j 

.. 
o -7 

o -4 

o i 

a· o 1 '2/?. -6/.7 

()/? ·~ 1/7 

-..;.-;.,,...? 2°Ú/? 

3 o 
-2 6 

o " 6 2 

:j< .. 3 

--7. o 1 2/7 

o ~ .. o 
o 6 

.. /¡( Faclori.zar -7 -=-n el sa.gundo renglón, propi..edad 2. 

o 
-<V? ,, 

!·!emos obten.i.dc un-::'.i. m:::·1-t1 .. :i..;: ti···idnguJ.::(1·· supi:o:,1·-.toi .. equiv¿tJ.enti::::.1 C\ .1¿1 mi:1i.:r·iz 

01-ig.i.n.:11 A, pe.Ji· lo qur:.~ su cit::•!:et"·ír1in¿1ntc r10 sic:: tl1::1 r.;¡J.tc·r·.:.tdo y i.2s c:::~J. pi-Dducto 

Soluc:L ón; 

.'"·· . -, (" "l -¡ • § .... 35) ;-: --, . . . - 7 7 . 
!J·O" 

[ ' 2 

_: 
-2 

o 
7 

1 

n _,, 

~] -1 
_,, 

3 -!> 

-2 -2 
.,, 



-1 -!5 ... ; 

7 a -9 ...¡. 

1 -2 -2 

-5 -1 ? -9 

o -i -5 6 

·; 3 -9 4 

a 1 -2 -2 3 

-a -1 2 2 -3 

.l -2 ~ 

2 o -:1. -5 6 

4. 7 9 -Y 4 

3 1 -2 -2 3 

t)OOOO 

Como obt1-\\'imns un ¡ c~ni;11ón ccn pui·-c:J:..::. c1:.:.1 ros E.•l dr-::·t1~1·-m:i.ni::c.ritE.:1 de A EIS 

cero, propiedad 1~ 

::;:•,s, ·- CaJculr~\r' el d<:2t1·-min.~·:ntt? t::iE· J.¿1 1n.-2.tf':i.z 

1+;: 
i 

" 

{:¡ 
" 

i+>< 

-i 

r

Hx »< ;· .• 

... ~-. ~- ~- . 
········· .. 

o 

" 2 

1 +~·! 
2 

, .. :l 
2 

ú 

" 3 

:.; 
3 

""}·;.: 

"a 
o 

" 

" n 

ú 

o 

l·· -·~ 

ú o 

+X 
n " 2 

X 
n 

o o 
o o 

o o 



~) 
o 
2 

3 

C~lcule el deter·rnin~nte d8 A 

¡'.'¡ 
3 !5 2 i!I 

-1 " .. 
1 ,, .;; 

2 .. " 

A (.:.7) 
24 

(-2) 

o 
o 

o 
o 

" "' 
-1 a _,, 

-1 

~ o :....92_ :...2Ci 

A (-al 
14 

[~ _: ~ =] 
2 1 9 ci 

3 2 4 a 

!5 2 

o -1 " .. 
o _,, 

-1 2 

o -7 -:i·L 2 

!5 2 

a .. 
o 1- 9/0 

ó -n2 ___ -.-26 

* Fo.ct.ori.zo.ndo -16 en ·el tercer renglón_._ prop.i.eda~ _ 2. 

Pi (-~) 
2'1 

o 
o 
o 

P: (nz) 
:14 

··16 

TRANSPUESTA DE L!NA M?ÚP.IZ 

!5 2 

-1 " .. 
o -1.;; -10 

-7 -H 2 

a !5 2 

o -1 a .. 
o o < 9/B 

o o o 10 

:USO,, 

DEFXNICION 24.10: [ 10+:ínirric1:5 la t.1·e:l.1·:s:puc0st._-, f:1·::? ttn.:::i 111...:).l::r-.L:.~ (-) dr~· n i< rn, 

bie.i.ndo lCJ<..':l t·c:ngl1_._1f'IE~G pcil c:olt_1111r1¿,-.,;~;~ 



JZJE:MPLOS:: 

Solucicin: En estd caso I 
3 

il (1C1B)l = Bl·Al. 

ii) (IO¡l)l A. 

DEMOSTRACION: 

[' 
el 2l 

12 in 

~\ "' L:t 

Se~n A 
21 22 2n 

ó\ .::t a 
mi m2 rnn 

ciE· 

i) El ij-·é~imo elen1ento de AB, 

m ... r1 

[ 1 .ºJ 4 .~ 

2 1 

J.:-:4, 

l 
3,, 

b b b 
1 1 12 1m 

b b b 
22 

fi 
21 2m 

)' 

!:.~ b n2 
~. ,.,, hm 

es 

2 º\k. bkj; 
k:::i 

y E~l :tj·-ésimo E:·lemento clt":.1 l<::i. t1·anspuE.•st~1 ck:· f~B:i U-)[;)~(' s·~~ 

dE? n m. 



[ b b . 
J.1. 2l 

({.'.'¡[\) ~·. 
LJ 

[

2 .. 
Ji 

a 
b ] ..~.j2 

nL ;, 

li\. 
Jn 

ii) Es obvio Gl 1~esLtl·tsdo, pL1es 

l dj·k. bk\. 

k';• 

(J.! 

1 • a 
nt Jn 

U~ . . J t 
LJ 

A 
'J 

:i..i.1) Lc:i dt:::mostración !.'3e ht:tJ ~1 utilJ.::i::1ndD inc!uccJ.dn m¿1t.t~m.ót:lc,0J ~::.:.obr·e '::~J ta~ 

Com(~n::C'"t:··emo~; L:o1·1 L!l c:..1sD 11 ·~~ .2. p¿~r·::-1 1...1ni21 m.::ttr·.~;.:: 

'" ] 12 

i;•.22 



1 

E•H 

.t\ 
1 21 

--~, ::.\ . a 
J.1. 22 

clet (-) t cfc;t p,,, 

Consijeremoa las 1nat1-ices 

Calculamos !Aj: desarr·oilE:ihdt:) por c:o·1i:;~ictclVC:.~s S:'n ej primet· r·eng1.dn y 

JB! - -Ef -!··a Ei 
i1. :U 1.2 2! 

Hav c¡\.tF.~ mo~.tr-;::1t* que A
1
k ::::: Bk.t pa1··2 k 

a B 
11""1 ni. 

1 , '.2 ;• .... ~ .~ n. F'E·ro 

(--l)k+i.INJ...:J.l~1 donde MJ.k es s-;-1 1/<~é·simo menoi·-



¿,¡ 1~1 é\ 
2í 91 ni 

a a 
92 

,!'., 
22 ro2 

""" ... ""'-" .. "'"" .. "' .... _ .......... "" ..... 

i"LI 
¿~2~k·-i 

"'~. k_+ i 

.t:.i 

la i!1dL1cci6n y la demostracjón~a 

EJEMPLO: 

[~ 
3 

~] [: "' ~] [::-
29 ª~] "' 2 23 ¡3 _; 

9 ,,2--

s.· k: ... :1. ªn;k-.t 

,3 H~-
37 24] (f_'if,IJ' 23 =~e ,;-
99 

l
2i> 97 

23 23 

3P 3.S:. 

::J = U"1B) t .. 
46 



PROJIOSICION 24-. 12 dE.'i.: t~ • dr2t El .. 11 

EJEMPLO!: 

[
: :] y B 
o -2 !'> 

Para las matri~~s A 

Ca.lcu.lr:.lmc.Ji:..:: A· B 

·-1 :¿::•3 (16) (·-8) det A· det 

ADJUNTA DE UNA MATRIZ 

DEFINIC i. Ó n 24. i!l Sf2a (") un;;..l. mat~·:i.;: de ri •• n y D l;=r mc1l:r·i.:: de:: sus cc.i·F='t.t:..:i..:o-· 

c!or1U8 {-\ 
i.j 

!=! 

{~¡dj ¡-¡ 

[ u 
1-) 

21 

'.2¡ 
n< 

f\ 
12 

,:; 
22 

~~ 
n2 

1 1 

.l 2 

r

A 

P.-· 

,:; 
ln 

,, l ln 

A 
2n 

L\ 
'·nxn 



EJEMPL.ú-

(-'¡ 
1. 

{--1 )-·1+~!1 
H 

1~) (--1) <+aM 
13 13 

¡.; (-1) 2 ... 211 
22 22 

A (-·1) 3 +<M 
31 31 

{\ (-1) 3 ... 3M 
33 33 

1: !j "' 

1~~ :1 

"' l-=:1 
1~ ~ 1 

-- 1: ~J 

18 .. 

6 .. 

13. 

(} .. 

184 

[ ~ ~ ~J 
-1. 2 .¡. 

;I 
12 

~· 2L 

{~ 
23 

A 
92 

<-:::l )i.~2M 
12 

Por le q~e-·B, l~ matflz de co·factor·es d0 ~1 es 

E1 
[

10 _,, 

-6 .19 
o _,, 

Iº "I . -:1 4 

[

10 

-3 

o 

-6 

rn 
-o 

-(3) 

-~]. 
10 

34·.- F'¿wa una matr·c;,_ {\de ;:,,2,, 1": = [-~ _:] ,;u 1iir.tl:1·i:: ¿,cljunl:.c>. •2s; 

adj p, co [=: =:] ,, le> cu,?.J. ;;,º' cu.np1···uceh2\ rcr11· c.,dculc.;;;: d:i.;··.,,ctoi= .. 

lo~ co~actores de ur1 renglón ~1ul·tiplic2~os poi· los C{J8·Ficl~ntes c!2 cual-

a. fi. ·!- t:\ r:·, 
\.J.. Ji \.2 J2 

, + E:t ¡:'1 
\.n _1n 

f) <~;i i. ;e j, 



DEMOSTRACION! 

a .::l 2\ 
1 i 12 in 

ª2 1 
i:\ 

22 
i:-it 

2n 

e-· i.-ési.mo r.;:.ngl6r1 de- U 

~ .J-4si.m_o renglón d<E- _D 

a a a nJ. n2 nn 

P1Jesto qLte D tiene dos r8nglones ig1J2le~ su det~rminante ~s c~rcJ~ ¡Jor 

lo L:a,nto!, c=.:1 di:~s211"t"oll13mos dl:::t B con r~f?~~pt~}cto ¿,l J·-··é~.iíTtO renglón t:r::.~·nc)mos! 

EJEMPLO! 

34-.- Consider:~n1os !2 1natri2 A [ ~ : ~], -l ...,¡. 2 

Los co+actor0s de A del prin1er r~nglon son: 

Í~l 
11 

í -- 1 ) 1 +1 / i\1 1 

!\" = ( -- .l ) 1+3 / 1\,, 1 ,,. 

Sabemos que det A 

. . ' 1+1 12 g 1 < -1} 4 2 ::::: --8 

1+21 n 
2
31 ~-l.) 

-1 

(--.!.JJ.+3¡ o 21 
-i 4 

·;;\ Pt 
12 12 

e:~ A 
13 13 

1 ( --·~3) 3(·---3) + :~; ('°'.'.-''• 

S.i. i.o~; CC;·Fac.:to1· r..:.·~ dL·.!. r-.:.11 :imei-- ¡··,7.::n1Jlón d:-:: (.:.1 le~!::· muit:lplicamtJ::; p:CJ["' lt.i':::i 



21 f! 
·(.'.¡ 

22 12 
-~ ' .... , '. ·~l 

Si mi.i.-lt:lplicamws ~Ji.::.ir· jeJ•5 -:...:c:i:::fici::.-r1l..:.F·C: ds:l "!:t·.-.!l"Ci;}I~ J"~:·no.líJri i::::.·t1d1·:::~mo:~·~ 

. . ~ 
~;1 91 ... 1íJ. 

El l:: .. mc1 Dnt21···101· r·:c_,s;, pG:1·m5.t!::::> cdlc:ul<J1 ld :f.nv·L:t""Sd dE· un.::t 1nat1 J.:; ut-.ili:.:::eti 

ciei pi::tl"i:.1. F?llc:i su 1112!:1··.i.::.• ,-::;.::!juntr::i., 

TEOREMA 24.15 Sí A es t.(r12 m2tri~ inver·tiblQ, entonces 

(.'¡-1 

DEMOSTRACION: 

Realizando el producto de A po~ Adj A tenemos 

Pr • Aclj ¡0¡ 

((..) · Psdj [2. '''· l1 i.2 

~- j. 

i?. ¿\ 
H i2 

,':;t a 
22 2< .. .. 

c;\i.i ª· '" 
'"" 

a a .... n2 

Ji 

.~ . 

r

i'·i. ] 

. , " a. J. '.2 
ll"l .. 

f-'1, 
J" 

.;_\ A 
1n H 

a A 
2n 12 

a. 

a 

LO 

n 
A 

ir, 

a. A. 
li Ji 

p, 
21 

~) 
22 

r-, 
2n 

Aj< 

nj2 

{~ 
Jn 

A 
ni 

A 
n2 

{:'¡ 
nn 

a. {-)_ 
Ln ;n 

~ j y es det A Ei 



hSJ. det {"'i • T t'\ ~ 

Esto a su vez imp_lica ~tJe 

\1 a.s~· _1_. -· Ac!j p, 
d9t A 

EJEMPLÚS: 

Suluc:iÓn~ 

r-i-J. •• 

r'..i 
11 

(-J.)1+'1r\,I 

A,2 (:-i )1+
2

11'112 I 
.~ 21 l ·- :l J 

2
+1 j M21 J 

i\2 <--1 >2+2 JM22l 

{-.':¡dj {..':¡ 

~-·Pic.!j {': 
d.a-l A 

36 .. - Calcul,:._.¡¡· la ir1vt:::·!·:;::~:\ dE' l.:.\ m¿iti-iz 1C1 

!:.~U mc:=ttr-:L~~ 2.dju1·1t,.::'t· 

~JoJ.uc:cóno E;. dccts•nni.n"iTU.o dE• (" "''° I~ _: -~ 1 

I 
" 

[ .. "]" 5 e 

+Jsl +8~ 

-1sJ -·S:: 

-- 131 --3; 

+J4J ·- +4. 

[ 

9 -ll1 - :1.7 ----17 

-!5 4 ... 

J.7 :1';' 

[291 26 -0·9] utilizando paro ello 

64, y los co·Facto1~es dG A 



1.-··J :; 1+1. 

11\, 1 1-I "' 31 .i.:·· :-, ,, -4 o 

,-, 
12 

(-'¡ 
rn 

--· l (.¡ ~ 

A 
21 

P1 (--1) 
22 

(¡ 
23 

A (-1. ) ,,. 

¡•; 32 

í-\ 
99 

( -1 ) 3+31 f'\s I +16. 

r-ic/j A 

[" 4 
64 64 

[ 12 12] p,-• 
-

1
--· AcU A 

1 
-1~· 

6 2- -10 
- 6 2 

del A 64 64 64 64 
-16 16 !6 

-!6 16 16 

64 6.J 64 

c2lcul2do la inversa de Lt11a 111atri2 sir1 saber si ~s o 11'~ invet-·tible. 



DEMOSTRACJC1N: --------

E ·E 
m rn-1 

tiíJn~ ~ su ve~ determin~nte no c~ro se concluye q~e detCR> ~O. Esto equi-· 

oscalon~da r-~dLtcida se concluye qu? R.= I. 

El t.c·oi-c::imc:' .:.tr1tc11-icjJ junto ccin 121 tE:c:.:1··:t¿1 de:~ E'~.p..::1c:iD:~ vi·.2cl:o1·-ii:.tles n.::.i;;::i. 

e.Jan c~-1.:-.~-,.:1. .::(lL01 r1,.:..L.i.v:i:1 f.:2C¡LilV,':3.lc1nte q J,:-i. pt-i.rílr2i-·,~¡~ pi..11-.:::1 s,-:t!Jl"':'l- cu¿¡ndo Ltnd m2.-

triz cuad~ac1a 2E lrivertil~le~ 

COROLARIO 24.17 : Un¿j mDl.::!"-iZ i::u.o.:tdr-acJ¿-.. Pi di:-~) n · .. : n e:·:i invr.:;;t-t:..!.ble 1':,j. y s6lo sj 

DEMOSTRACION: ~~ j_ p ( (.¡} ?! 

esto a ~u ve~ ir11plica qLtE det(A) o 

¡:;o¡- lt::r CJUG~ nei 1:~¡~1-·· :i 

EJEMPLO : 



[~ ~ -~] ' :·.: 
3 6 -5 

'" [3 "] ., 2 - 1 . [_: ~ -~1 :• D 
1. 1n -2 

·'-'· . .-'·-· 



OEFINLC:ION 25 . . J 

;_.r 

-· 2 . ...:.,-'. 

EJEMPLOS: 

:•y 

; ~~. SISTEMA DE ECUACIONES LIN~ALES 

i L) 

i t) 

'-"'.2 

,.2 

[ ,·1 ·J· "2 

. .:; y.,_;_¡ _,_<.l!l'~·.•S .,i ·:·;
2

;, 

+ 

C'· 
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