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INTRODUCCION

Esta haesis

Az Al asbhea

sda Somo el 'para un CUFED inicial

clirigida a e 111\=1>'*r“|1|='r“1c\-

La prasentacidn de la

e maresra d Fornalinsl uyerdo
demostracionez. Se susiers .xl profesor anbes de indcise el cursocdar a

log estudiarbes wn breve ocomenbtario ce g

Shraciohas, Sono

@y por. qud hay gus ha

zsto 22 oon el Fin de aupE el es-
tudiarte vava adauiriends poco a pooo la Faoulbad e abstra:‘iénn.Si.al
2l praofesor f laz denosbraciones puzde ocupar  gnicamsnts los

resultados . de cara dar 2l ourso, Simoaue ello afecte la cali-

dad de la teord

adec ieae Lok ooz i de

fur'u_l- -r‘ne:, S'J-w

dlﬂmlldad e

» aplicando dsha L ron—

a1

Cary = astrusburas bazicas del dlasbra-aue son 1oz aruipos,

&
anillos vy campos: v de mamera formal 1n+|Ddu =1 1n= sistenss da los

numeros - feburales, enbteros, racionales y Lomplen Estos temnas: los

puads conzidaerar sl profezor comne ophabivios para sU CWrsn

Sohe Los ndneros oonplejos.

Firmalmambe 1z

Linzalaz;: bazas v dimehsxﬁ

Estos son:ﬁmatri:

M. & C. Alejandre Bravo M

M. em C. Carlos Sianoret Poillén.

M. am 2. Maria de Lourdss Palaﬁidngéblla

M. am C. Maris Fireda Ruslas.

Mat. Rogslic Jiménaes Fragoso.



& 1. CONJUNTOS

que los obj

Iatras maylsculas A8, 0, W' paratrepras ntar cohjuhtd% o letras mi-

[= S = DU i [:)&\l“::«f“c»:p!"

'rﬂ.‘.arj a 1os elenert

Cuando. un elemsntn a pertensrca dl conjunto d escribiremos “a e AY,

e al conjunto AY. En caso contrario

YvooEe

e " el elemento a pertern

a

escribird "a e AV, es decir, & o es

amanto del conjurto A For

eiemplor consideremos el copjunto de los ntmeros natuwrales N, entonces

=<

lag  propeosiciones sigoignts ‘cumple

N,

E=n

facto, sabemos gue es un ntmera. notural. viogque 1o no lole

Fara definir un conjunto debemos establecer un criterio gue nos
pernilla decidir cudndo un elemento-dadq pertenece - al conjunta,  para

elle hay dos maneras d

hacerlo:

tando todos los glementos gue.p @7 noal o conjunto o

2falando una caracteriatica Comin gue pe

son los numera
Como 4 Py oy, Slaramente se observa gue el ndmero 1 partenece al

conjunto, misnbras gue el ndmera 00 poeriened

A esta Forma de representar un conjunte se la llama forms tabular

o por extensidn.

sean los elementos del conjunto.



pmar, <095 ogu

e}

VOmEnor e For mas e

e Gy

Llama Forma por I T O

EJEMPLOS:

Ims-dias de 1a semanas Entonc

1.~ Ses S el Conjunto d

Vigrne

5 = {Domingo, Lunes, Martes, Miércoles, Sabadold .y

8 = {d / des dia de 1 hanaioson 1 abular vy . porcomprean-

sidn de espresar al conjunto 9.

.

-~ Bl conjunrto ™M

conjunto 0 x-1

L EL cbnthr;'to_ A

@l conjunto A = {x /v e N vy < 5.

namerps paturales que

~ma talb

For LS w11 TR

son mdltipos de §

pransidn es,

Con co Bl

Forma tabular E = {Frimavera, Verane, Otefo, Inviernol: misntra

la Forma pov comprension de E ez, E e /@ my tacion del afol.
b conjunto v e R 7/ 1 € % £ 2 y 21 intervalo de ndmeros real

F1.27 son las Fform

los nameros reales mayorss ¢ igu




5 2. SUBCONJUNTOS

dos dos caniuy

[STRL AT

alensnlbo. de A s un @erto. de - B

eonjunto A= Tagb, ol subeoriuto
pues cada @lenento de A es wun.elemento da E.
a expresar gue 8 subconiunto de R utiliramos
e B gus se e UA B oo A estd ocon
Asi pues. @ < Bosily io%oe h dmplicate B
sTambi@n decinos que A-notes subedi junto de Bodn eEst Tde Hue existal
al menos uan elenento de A gue no pertenezoaa B ejemplo, a1 ]
conjunto A = no-.es subeonjunto de A el eles
} manto F e f s tal qmé o B Usames la nobacidn A &£ B EHPFE
| » ’ . Lo :
E . CuE A no ee shconjunto. de B oo gus & no es contenido en B
| !
|
; EJEMPLOS:
1o Los con s N v Z de’ los ndn ra ks Y las
guientes L Mmac i ones
i
iY N = 2 i
- i
i
En efecte, en al primas S0 Gabemos. o imazre natural @s
también un ndmero entero v, gn el segundo o tenemos que 1os nameros
b enteros negativos no pe enscen al conjunto nimeros naturales,
.
Saa & = v o= v e R / x
En este < B pues los ndmeros o=
;



2

la ecuwacion 2]

I

" uRlyd g < [<IK}

wacién M

G,

DEFINICION . 2. 2

C mutuamentEy éé =] ﬁi.y Balo Si’ﬁ'c B
. e : : '
Ya que Tos conjuntos & v B eiemplo Z
BON igﬁalé
Dtré ﬁotacidn alternativa para suboconjuntos
if B> A
1Y E % A
que se lesn "B contiens QYH“ VB TRG Cantiene A
V'Dada'la‘ecqaﬁiﬁn WL HooRsun s ndm
) no biens salucidnyr niﬁgan it
W oxEl o= 0 pues  to ®oooes  m
consiguiente wel O
Dw la misma mans ia mouacien w0 O one se
al, ya e todn
Fara expresar ol heché [w ] sten eleme
tas propiedades se us @l wimbdlo "OY, el
vacia'.
' For lo hanto
-

conjuntos son Gguales si se contierien

viE < A

contienen mutcanente,

<

=

siguiente:s

 regpectivamente.

s natiural, BEMos que

meEr o natwral tal gue

]
ayar-: que  Cero,. Yy | por

verifica para nin

2L e

ME Y

ntos gue satisfagan cier-

e les como "conjunto

de elementos:



‘Todo cenjunto:

= ﬁ‘péréftbdm_éahjuﬁﬁnré;.

Cuandd -todos los elenentos de-un conjuntb pes

uwtilizamos el mbholo de i

fAsi por ejemplo,

noeloconiunto de-los nimeros naturs

mErto MAYOR gue: cero,

- lo podemos

ribie de Faosiguiente

oA AR s & N,5

lee "para todo nimero natural x, se cumple gue  x

avtodo Nnimero real satis S0

De iguxl mans

lo cual ilo

prE mayor ooigual a-cero Wi

le de universalidad de la.sigu

vV woe R (= O}

se lee "para todo adamereo

Cons emns ahora la prop

conjunto de los nimeros naturale

de « mayor o i

gual @ 2, pero par

" s 2
o Lo la proposicidn (L)

1 we Falsa. QdERGs

te wun numero nabuar

para el

amos @l mbolao de

METIE Az

siguient

3 e N tal gue e

B . 2
Lural w a el cual ¥

0o n

€U rme

versalidad VY para @ DEESAr

nmero n

srkone

268 mayr &

cuadrado

I

[EuNsiia)

guia partiv

@i la. misma propisdacd

i@

simbo-

cural

bi¢ndolo de




propieds

la wouacion o

mingﬂﬁfnumerm"~

Iy miguiant

S . " )
e R tal gue skl = 0

quier

lee "po existe x'en R tal que

DEFINICION 2.

Decimos que un menjunto. A =5 sthsonjunto propic del

2y subconjuwibo de By,

subzonjunto de A es de-

cir, A< By B &£ A

EJEMPLOS!

~ Bl ¢onjunto N de los ndmec

conjunto 2. deleg nimeros enk e @ B NG

~ Los nimeros racionales @ Forman un subconjunto) propio-de los nimeros

real R, pues @ < Ry R &£ @

sideremos los conjuntos fa, k. El conjunto B

subconjunto propic de A va qgle A > B v & & B

DEFINIGION 2.5 & |

vopotencid

cdeun conjunto &y P A), es el conjunto de

todos los posibles suboonjuntos del conjunto Al

EJEMPLO:

= {1,2). Entences (A = {0,013, {22, 41,233.

gue 21 conjunto vacio pertensoce a PO, © € FIA), puss ©

s auboconjunte de cualguier conjunto.



§‘3; OFERACIONES CON CONJUNTOS

Daoos los conjuntos &0 LY podemos ¢

o,k oy llam

1o conjuntd’

s wlemgnt de ambos. conjunt

lo"la unidn de los conjurtos A y B, Entonces,. la anidn de ALy B es el

conjunte de elemeptos que pertens va sea al conjunto & o &l conjun=

ando el

to By ose representa ubili mbmlo derunion de conjuntos MUY comp

A ounidoncBYL R ) de gue tin’elenento

A U R que se

& una sola ver en el conjunto unidi..

ambos conjuntos: este apars

EJEMPLOS:

L= La unidn de los conjuntos A= v B = conjunto
f U .

Z.~ La unidn de- los donjunt = vo B o= by, d) es el conjunto

ABOUE = fa,byn.dd,

reales, la unidn de

Zo- En los ndmeros

simplemante (~i,0) U {1,2).

] | == I
1 I%]
-2 1 2

el conjunto

DEFINICION 3.1 : La unidn de los conjuntos & v B

AU R = xS e don e B

4

conjuntose s Fac

vaerificar las

2 definicdn anteriar

De

guientss propiedades de la unidn de conjunios.




PROPIEDADES - 3.'2

YA S AU E, Boa Ul

LAVCRA UORTs R UIA T lERAn Eatk

it AU EY UL Y

vy B E Ty Boo B alAUE ci,

De dgual. maner v B odralegsquiera formemos. un

£

nievo. conjunte cono los

‘ambosy Este. cohjorto 1o Lla—

marenss la ioterseccidn . de &y By o antaremps. con 2l simbolo de

igudente definicisn.

interseccidn de conjunlos "N, Asi Le

DEFINICION 3.3 : La interseccisn de los conjuntas. A v Bes el condunto

voe By n.e Bl.

A ALB = iy

EJEMPLAOS:

Lenemos gue

4.~ Dados-los conjurntos & =

VOB Loy B o

BB =

pues los Nimeros 2y O3 pértanﬁcem a anbios conjunto

v

S.- Consideremos los conjuntos de los nimevns

rosy en este caso N M Z = N, En geners

THwTTLE INTErsECE L AN de Tmoniunt e

Las giguwisntes @rapisdad

tambrien a partir de la definicidn.

PROPIEDADES 3. 4

Y &danBFaoa; ANEB <« B.

Cividad) .




Yievas

& ibutivas" vy muestran

S COmD- & dras gnitn o sobre une inter de conjuntos. vy viceversa.

PROPOSICION 3. % : [ 50 log conjuntos Ay By © igaale

dadés'siguiaﬁtes SOn ai@rtéé;
D AUEAD S BUB A BUD.
P A A FEUD = A ARLU (AT

DEMOSTRACGION:

“Demastremos

ﬂmaﬁ wie AU E R CJ}‘EﬂtBﬁ

weh o we (B A D), por defini-

cidn de dnidn dE;conjuntgsu.Siﬂx .0 tenpnos que X éwﬁaugm ¥ e A -Gy

CUETUTEY A AU BN DE atrs

g
L@

que e B y Wigi Dy vy porcla prapieﬂaﬁ {i)‘u e n UEY Y x €A U D)
asi gue x'e (A U'B) na(AU £y Sesigue porla definiciﬁn de subcanjunto

gue [A U (B M CY1 « LA U B n (Aw DY,

Tomemos ahorFa . (AU R M (A U . Por la definicidn de. interseccidn
y o unidn de conjuntos tenemos gue x & (A U B v xo= (A U D es decir,
(& & o x e B y (1 ef ox e bi. 8w or do propiedsad

T.d livue o e AU (BN LY. Ve obtra s Liens gue

n D) Hemos  de-

tonces Woe B Doy,

mostrade ahors gue DA O E M B0 D] < AL BN Yy por matus con-

igue gue 6 U (B n ) = (5 U B n (Aw ).

ano s ahora i 0

Ly entonces por la pro-



A B WU Y1 &L

ahorea bien, yae gue Ao B e By ofn, Tlie (f‘g;‘ gordaspropiedad

se Lienad;gue

¢

AW B SR UCI6 cual se

BN o e Ry pEe 1o tant

CARYUA LA B) AL Andlogamente,

o

(i, videidual  maner

ANCcRUC por 1o que (AN B U (AN D)

B U L. Asi.tenemos gue (A M EX U (A aieclfn (BU DI y, por cont

cisn mutla AN (BUCH = (A A5 UBAC.g

Veanos ahora algunos sjemplc

proposicidns anterior.

EJEMPLOS!
G Sea A= 0L, R

For otra parte:
(A U BY Mmoo (% w D)
For lo tanto,

AU B N C) o= AU

10

e

™

oo L

g mmoam gay
TR, 35, 62

Wy B Gy, B,

=34

resultados de la

Ertonhc

sempla anterior. Tenemos ahora

By por id tanto



(B U = (AN B U (An0,

i cmnjuntm arbitrario no

Cuando tenemos

io padmmo cmﬁridﬁrarlm

coine la Lmhalld d de slementos de gue  disponemss, -y Fualqulor-%uhuwnwunkm

tomado de esta totalidad lo condélderarencs como un'ﬁub:mnjuntm de

wlementos de nuestro universto o tota 11Jad" Az ipor 'jtnp.m,'

mos al conjunto- de ndmeros FealeE‘Ry pmdnmab Lonaldﬂrar @ “R camno el

universo. de elementos vy decde que»cualqui

intervalo: de ndmeras ales pertenecen: uni verso - Re- 270 :

DEFINICION 3.6 : Sea U wun. niunto wrivers & un o subtonionto de U, .

DeFinimos el complemento deé Acomd el lconjunto de todos los elementos

del universe gue-no peFtenecan al condunte A Lo denotamos m_Jlnmk =3

- .
holo &7 gre soo le

= '!\C‘S

EJEMPLOS!

U

.~ Tomemos como conjunto universao al

Jjunto

&

,

A= {3, 4,46,9F un suboonjunto de U, En este

hora U= Ny

A% = {1,3,5,7.9,10, 11,13, .3,

0 s decir de lo anterior gue el complemsnio de un conid a
Fodemos d le 1o Lerior que el conplepsnto d focaniunto va

ia aegln ] univarso en cmrqld VdCLOHn

"de'cuﬁjuntrﬁ propiedades.

La complementa




PROPEDADES: 3.7

131 a% = A,

DEMOSTRACION:

Lenemo

~ € 4
Aoy e A,

abvio que este conjunto es . vacio, pues mingdn elementn sakisface

miame. biempo

BNEcEr & S

Y

kg Cde, Ay N pertd

nento e

1i) Ea. obvia gue 4 U nS < U, cualquier el la pro-

piedad (i) anterior ténemos gue ra gue =

el casn, W €A O HraEA melica7x3efﬁ [}
Lo tante U o A U ﬂc.'De yopor contencidnomutua s sercancluye

gue A UVAf_;'Uuu? R ,Lh{

iii) " Dade tn elemento % < &, -kas propiedades~(i)’y,(ii) anteriores im—
rivevo tenemnog, que o€ (A 0 -, pues 81 % ne

. R .
plican que ¥ & A5 pero
g elemento de A, serd elemento del complemento de A . Entonces por

definicidn de subconjunto se tiens gue A < (A7) .

~Cy €

Tomsmos - elemente x e (A7) 7. 2 da nuevo guse

o o <
pa un elemento del complemsnto: de BopeEro w & f

c,
Entonces (A < Ay por metoun oon

Las siguientes propiedades son conocicdas comd leves de DebMorgan, v

cionde conjuntos sobre la unidn oy la

muEstran cdmo actda la complements

@i on.

dea

PROPOSICION 3.8 : sforgan)

Fara cualesqguisra conjuntos A v B valen las siguient propiedades:

0 = a% n EBS,




B Ay u & Be Delo
debe ser ﬁlementm”dﬂ 4

concluyendo. por

Jjunto de A

universo y oo

6 UTEY v, por o b

Ay B Testn BE,0n

& B : . N
AT ytaTa bcg o sea,

Andalogamente, xle #

Elijamos-un elengnto-wre

veecoldn de conduntos

por o gue al tomar 1o

‘ < =
dremos que A° U S < A n B con lo

yvoper lo tanpto, 1a

En la demostracidn

tado gque dices

= un

Sy

Lo ant

subconjurnto de B. Por

por definlcidn de subooniurto

‘e a® a ES oy, por
T . i B
0BT implican que s

(R U‘EX§‘pmr

mutua contencidn: gue. (A UER

aue (A N B

v Sy A

igualdad de
utilizd en @l inciso (Li) un »
orndunte de &, al tomar complamentos

(=
Ac kB =28 <

gLE

tampoco pueds

menio se Liens gue

Al dE nifgune - de log conjun—

e Fobenemos . que

AU S e nt A BSL

popor 1o gue

e quie ®

< uE S

cle

ST . . e
s complaensntos tendremos gque A < (A N By

< e o : : :
BT < (A n B, tomando la unidn de las doz expresiones anteriores obhen-

contencidn e

c

<
U E .y

<

un stiboon-

v que pertenec

Ao, pueEs M oes



EJEMPLOS:

Calg Do ydy ey

[agasiy

complemanto

AU RS

cump liéndose

NUEVE EOR

bl

De

anterior. En este caso A 0B

For obra parte, la unidn dé los complementos de 6y B es

g,

b,

L cumpligndose. 1a propiedad:
DEFINICION a:e 1 La" diferdncia entré. los

A~ B o= Lk /fx e Ny Hoe Bl

aconjunt

Se sigue de la definicidin de diFersnsi

EJEMPLOS:

12.- La diferencia de conjuntas A = {a.b,ck vy

Junto & - B o= {Bi, pu

@l anico

De igual medo B - A = {ed; por

entrea conjuntos no es @ Ao B
Uhilizando las

guenos la igualdad

iy A~ (BU D = A - BN A~ O
iy A - (BN D) o= (8 - BY U LA - C)5
iii)y (A - B ~ 2 =48 - (Bu ),

v - los

;o por lostanto 6% n-pt

junto U

cbnjumtaﬁ Ay E

sz

E

emento de A gue

lo que podemos decir

cile

I, d¥

[

A,
no

e

I
0

aseoel

subconjuntos de

tagelk yosu conplemento (A N )€

del cormjunto A4 U B

(A uE°

ideremns  los conjuntes U, Ay B ocomo en =1 sjemplo

EER = PR e M

o jurto

la

2S

el can-

Tenece a L

difarencia




SHOLUGION

c

il Focs (T D) sem ey ERAUTD

= & n (e N %

= AN BN N AR RS

= (A~ Bi BV

B A < (E A D) E A N BN

<

= é AR U;Cc): . o . -i(LéQHde bﬁMqréam)

e A ES U BA Sy S ey distributivas

= e =B U A = Gy, U (par-aetinicién)

i) A-B -C= (=B AT U T tPor deeiniciem
S = A r{’gc')‘ Vn;tfj L ’ L e (Far &eﬁ;-ziciam

= AN E 0 5

(Asociatividad)

N TR ot B : gy da
B (B LS, . (For definicidn)

wh Nupl

Es conveniente en o siones representar las aper Centre cone

juntos mediante diagramas gue reciben sl nombre de "Diagramas de Venn'.
< :

El conjunto universo U se representa mediante un rectdngulo v los

subconjuntos e U mediante circulos.

‘somb

igulentesidiagramas - Ta paris

dn entre conjuntos gue se indica- abajio de cada




siguisnte probleémas da conte

de Venn para

uso detbas oper

i

lpcionarlos.

EJEMPLOS!

s Eneungrupo sde- 44 alunnos, 20 deber presentar endmen de espafiol vy

el peroong

18 exdmen de matemsl as. 51107 alunnos deben presentar a

matemidticas, @& desga averiguat:

a) Aluantos alumnes deber o ritalk. Tas dos mat

) LCuAntmﬁkaIUMnga deben presentar por 1o menos una materia?

luwmnos noetisnen gue presentarninguna materia?

o) LCuantos.

SSOLUCGION:

Tomemnas como’ conjunto universo a los 44 alamnog

subconjuntds’ de U gue sstén formados paor los aluonos. gue debenpre

ctivamente. Asi. tendrenos gue

altemiticasn, re

tar swamen de espafol.y

U = {uw 7/ wes alumno de la

E = ix 7/ » es alunno. que. de

amer de mad

Moo= {w S w ssoalumng

Mediante agramnas de VYenn




condunt

dEa L umne s

M S abonos GueT 00 A1lnRos pr

2 el oonjunto

Bl Motizmne

Fol, poreolocgue

1] et 0.,

o

Vombnjunts E N M estd. formado por

Fol v imatematicas. Sabenos gue en total

Ve 10 de ellos se u, tnicamateria

alumnos:

stantés prasentardn fanto. as

to E N M tendrd 1O aldmnos,

18 alumnnos gue

De igual mansra,

. fror

e

de wllos, como yva DEMIS, [P

alumnos restant seran oz gue pr

el conjunto M -~ E Lendra

17

gque-prasentan g

20 xlumnos presentardn espa

At matemdt

i

no

por-aprobar.” Porclo Tanto, los 10

guiiy Los

espafals

Bol-como matematicas. 'y @l.conijun-



FPodemes concluir lo

a) 14 alumnos: deben presentar ambas matériss.

bl Los alumnos que presahﬁmrén‘alzmenms“uhafméteria S aquwllmg L

pertenecen alrzonivnto Eio al conjunto My es decir, aquellos gue per—:

priae

ecen-alsconiunto E UL

demos gue 26 alum

a2l menos una materida.

) Finalmente, les alumnos que No debe

aguiellos gue peErtenscen al. conjunto (A VES. FPuesto gue &) universo

Formado por 49 alunng

vy 2B de ellos pressntardn al menos una mas

e sigus gue el otmero de alumnios Que 0o [ES

dban ninguns

ria es 44 - 26 = 1&. Doncluimos Jemplo 1

1d.~ SBe tilerns wun njunto U de objetos. De

propiedad &3 1

jetos S puseen

ninguna de las tras prapd tienen sdla 1=

propi C. 10 de

polad A, 60 mdlo la propiedad By

los objetes tiensn 1 aE =

nrop s @il LAneam

S dessa

et e ?

@) LCudntos

nropigdades 4 y O simylia

by &Cudntos de los obi propisdades

c) LCudntos de los ni“la prooie




diagrama

juntos &, By O, nombes

la interse

Usemps letras mindsculas

posee cada subconjunto antes

en gue hemos dividido al conju

poseen elementos comunes v

asta manera, el ndmero de slesentos que po

tidades de =len

ntos quE o

v porlo i

para danbt;kwla»cantidad de &

‘mencionado. Dbservenos que los

] W_ﬁon conjuntos ajenos

Mt s dnters

e U es la

U

da subconjunto de U,

.,,_

ementos gue
subronjuntos
OGS, P10

Dex




EQNE T En cribir 1o

ged enbes

y El-conjunto

fotg o+

ii) Hay .90 slementos gue. poseen la propiedad @y se sigue del diagrama
anterior. gue
PO =.a b kod 4e,

$11) Los elenentos gue poseen o la prapledad B oson 1000 v, tiene enton-

ivy El conjunto © pos oo o gue

L Ll Ane

vIlos elepentos gue tres propl

tigne o

coniunt

mante son los gue pertens

gue .

s e lementos que no

vi) (A uw B U es 2l condunto de 220 NINgUna

de las propiedades A, B o C. Entonce Jercicio s

per los datos del

tiene gue

mentos que poseen solamente la pro-

vii) A = {(BU D) es él conjunto de e

i)



piedad fAy0pef Lol gue

wididd B AU C) repregenta g los @1

propiedad. &y,

andremnos que

&
o]

ix) Andlogaments, T ~ (4 O B) s @l conjunto. de elemsntos gue btienen la

propiedad © y ninguna otra. Tendrenns. entonces que

10 elamentos en 21l foRjunta B oy qu

ila propiedad B como la propiedad C.. Por lo tamnto

el momanto conouenos los valors @ A, Gy &, g v h. Los valo-

noonthrarlos por b d

res de b, d vy podemos @

mouaciones anteriores.

A continuacidn damos wuna b con todos los valores de neaeshra

letras 5, b, €, wew 5 b

b o= JEQ

ho= 20




siguients

20

Con todos los datos obtenidos

Jjercicio:

al A N T tiense 25 + S elensnbc
piledades A Yy C simeltidneamnente.

ko, TE

B) A M E tiena 30

pirepliedades A vy B

<

o) (B U )T tiene 20 -+

40 @lesmenbos

piedad B ni

d) AU R tiene 20 + [0 -+ &0 4+

que posaen la propi Fe 1 propiedad B o ambas.

@) Finalmente W tiems 20 -+

tos.

@lema

no

P

enteos. Hay

mareran

ntos

135

5. Entonces 4Q‘Elament©s,pogean las pro-

ni la pro-

alenentos

205 elemen-—



& 4. PAR DRDENADOD

Suponganos. gque tenemos cuatro’ habitacione

edea. conlos

bres vi itarione

namer 0 i v amiE

Formemos parejas eliglends comnn pely

Al

mento wn vi Al gLin:

a. al wvisitant e

Habi 2 al Visitante 2,
(3, 1) Habitacidn 4. se

al wvisitante L.

Observemos gue-las [

son distintas, pues la ori-

s ntmera 2,

mera establevs gue la habitacidn Iz es agignada al visitant

-

mientras gue la & le es asignada

drices gue la

al wvisi fte ndmero T,

importante entonces el orden B gque aparecen

N« zlemzntos en (RN

aly. b we

@l primer elemento v b el segundo.

Si oa = b, la pareia ordenade (&a,b) tendrada dos elensnbtos que

ndra un solo

denada (a,a)

&

For Qitimo dirsmos gue do

y o {a’,bh') son

iguales i v sdlo s & = a° v b = L',




5 5. PRODUCTO CARTESIANG Y RELACIONES R

DEFINICION 5, ¢ Bl prodacto cartesiane de log conjunto b v B

conjunto de pa Cay by v dem

El products wartesianc de A ¥ B se

EJEMPLOS!

Lo E1l producto cartesiano. de los conjuntos A = {] v B o= {a,b,olk o we

An B o=

Re—- EL igo mismo o5

(SRS R G A

También se . deno

COmo

Observemns que &n general & x B = B w A,

iament

ardanadl

teriormente, la pare a - la, by no

pareja ordeénada (b, a).

TN entee i

Ay B oes un suboons

DEFINICION 5. 2 : lLia vel

dunto el producho car siano A x
EJEMPLOS!:

tomar las sigulien—

aligul

ey
i

g, puss el conjunte vacio es suliconjunto de

¥ cﬁnjumton




la relocidn K

eradsa

Fara sxipregar gue s Laspai

s nnupa: tambien la notacidn alb, la cual sionado con

rado la relacidn BY, 0y tay by e R.

Lguiente . mans

Formads por

cidn estd

chearvar

Foremo

DEFINIGION 5.8 - Bl ‘dominio de une relacidn B oentre & v B

(o]

Frfuniio

de todos los slementos e orimEr lu de alguna

a ordensda ds R

pare et

Lo Ydom R oue

de RY, Por o tanto

"ekamind

s 6N/

bt
#

dom

EJEMPLOS!

acidn & dada an el

e Bl dominio de la »

dom Ro= {1,




crRed iy,

Goola relacion @ bigne al Condurlo. vacia come vmirioy e

iy @ =0

T EL

o dela - relacidn. Aox B, donde v B oson- coniun

rigs, ®s0Ay esto Bs dom (A x B) = 4.

DEFINICION 5.4 La imagen de una relacidn fentre & vy B ex el conjunto

todos loé elemethE de B gue aparezcan &n 21 rgunrdo lugar de slguna

jarordenada de R8s repre simbolo-"In B gue se lee

En

"la dimagen de la relaci

Im R fy e Bs

EJEMPLOS:

Imo(A o By =B

I
=)

g.- En la relacidn

imagen

F.— Dada la siguionte relacidn

a1,

rcambiando @l orden

s rwlacion asi

SEd Wn RdDConjunto de 5o &

EJEMPLO:

10.- La inversa de la en @l edizmplo 4




CHer i TN RN ]

arian o

Loy st cle

To pods

NS @M

8 UE S S

la relacidn I

Timamd /inie
JEPI R ‘
denota por-fR (=1

s 1 . -~ ; =
KT o= {{m,n) 7/ mae By n <=0y (nym? & Ri




DEFINICION o.1 & iJita

lo siguiente:
i) dam R=

elemento de B,

1i) Todo elemento

Lo de B

s e o
FrETE

rapre

et
!

=5

oy

El . conjunto. B recibe

Funcicén.

Nétese gque @l conjunto. A ss el dominio

EJEMPLOS:
1.~ La. relacidn R
En

dremns

la

observando de

valores de

Vi

serntar

Frar g

A7 es deciry todo e2lemente de H

dez A

QuE

& 6. FUNCIDNES

ST ey 0k
ELall i sl

e uina

[agseln

aleplr

std relacionadoe

ur e Leme e

acionado oon U Y solamnente

"Foes Funcidn de Alen BY ge occupa la notac
B 6 e w

el nombre de codominio o contradominio de

lTa relacidn .
2 2 2 - ~ PR
= L,y e R/ wi+yT = 17 ho es Ffuncidn.
T . 2 2 :
valor ‘de » en la ecuacidn o204y = 1 ten—

efecto, despejando el

tltima




i b g wm

2.~ La relacidn R = grnta wra funcidn. En

) é'RZK

' o 2 e 2
la ecuagidn xThy o= 1 iobtenemos y o= 1-wTr por

cto, o

pejando.y ¢

lo gue para cade valer de i obltendirémos un solo valor de . v.

B

Una recta p‘q.r-';xl.el.‘; al ejé
¥y cortdrd en un-solo punto la grdfica

2



o L Y ong la
ccuacisn |x] = 71 Entonces

¢

P L

i ey

B

er gensral  GLoeo Ty Go-x) e R opara todo ndmero real

o La relacidn & e RT/oam vioes llamada la funcidn  identi--

dad v se dwnutarmediante el simbolo I R — R,

iento x s

Decimos que v ‘es imagein, bajo la Ffuncisn £, del ol
(Hy¥) € F,-lo:cqal 1o BHPresamos. como v, = £ .

LG FrAT— B oes el conjuntio de

DEFINICION ‘6.2t L'a “imagen de una. Fun

todos leos elementos de B due son imagen. de algin- elemsnto de A, Be at

ol oF" g

tiza el simboloc "Im FY, gue

rangoe de F v tenemos

umbra también 1llamar a

Se ac

gque La imagen de uns fupcion es wn o subconjunto del sdominio.

EJEMPLOS:
He~ De “minar el domii a fTuncidn +« =

a1 clomirdio

Bolucidny Como la

Foes dom £ o=

@y oy ensegulde despe-




TR 1, asi gue

zherminar el cjm/nihim y o rango de la Funcidn v o=

Lo de F

nunt

Solucidn £l domi

R T . . :
guig 4-nT 20 Estn as

dom

L2083,

2rminar la i

s 2 e

AL

oen términos de &




S

x

chiz

DEFINICION o3 i Do Flireg

wrn.omismo domining, codominio

For 1o tanto, ¥y g son igual

morde e i

L NAMNGE

Doy ooun subconjunto.d

DEFINICION .4

borversa de U bado ¥ comg @l conjunto de todos los glemsntos

wimbalo F090

imagaen F0) € 0. 1o denotamos por

del conjunto O

EJEMPLO:

e e, Tk}

7.~ La Funcidn parte sote

o igual a #. Bu dominio es




i

parte entéras ag O

1conjunto {122 es el conjunto de los. nome

rales -l o RuoAsd

oYU e T




& 7., COMPOSICION DE FUNCIONES

DEFINICION 7.1 LMimos. Lo oo

LCAON e

FER o> B

i

Cocono la nuevas fundidn U f compue tada por

geFifi — O gue asigna lemento” de
EJEMPLOS:
e 3

1.~ Fara las funciones #,g:R — R, . la funcidn

1"

composicidn "F compuestaoon gt oes

geFixy =

Fodemos también hablar.de lafuncion conposicitn "g compueEsts

denotada qurFQQ(H)'~’F(g(x)),'En'e5te,ca5m Lendremos. gue Feg {x) = F{gixd)

Y. De lo anterior concluimog gue la composicidgn de

Funciones nges una oper

LV E

D ha Funcion. ident Cgile . para tada FURCLGR TFIA ——H

se cumple gue FaIA tla funeidn identidad es nedtra

[N =T

bajo lﬁvcompDSiciém. Lo ant 2 sigue al observar gue IA(H3 =

.- Fara

CFuncidn composicidn gef

YE L Compues =

s Furncidn

composicid

MUAENV O

DEFINICION 7.2 : Bl dominio

1a el conjunto

de las x e dom 7, tales gue F{ixd

dom (gef) = {x &

o
g

£ 5 Fny e domogls




EJEMPLOS:

X . } - 143

= oot ran, &1 diomi i T e g (=
L i Y

x

1-x"

el conjunio de los namerus -

Solucidn: El dominio de la Funclidn +

Je- el dominio de la funcidn. g

Loe. de cero, dom oF

es. el coniunto de los numetros r @s- distintics da wuno, dom g = [R-{

decompne

tilizando . la de cidsn: de +
tenemos

Fl)eg dom. gl

clem (go-r;) -=

* Fii =1, Vrz = E"]

pondoncia de la funcidn conpo~

Establescamos ahora la regls de cord

cidre (gefdy

=L F sy

idn

For definicidn de comn

de la Ffuncidn

851 en e

composicidn donos &N

(gef) (1) = De la regla de

correspondancia se = R v poe 1o btanto p

cEfFini do,

an K = Q, segln {gef) () no =

de sentido.




importante galoula

nclorsla o ded T2
.- Bea Fix) = 143 vy

compoesicidn. (gef) iy {Ffeg) raapes

Soluzidn: El dominio dela funcidn £ cone

cuales 1+x s mavor: o iguala

la funcion g e el conjunto

Ahora bien , dom lgef) = {n
R
{3

sgivy solo el =

SV tex o=k

For otro lado, dom (feg) =

N . P P ®+1:
Analizemas la ewprasidn oy

. 1
sigualdad 21 < 1.
- H-1 -

- R+L LI
Esto-es f—*—’: =Tl sil vy

s L
10N ——-
bt

Entonces la ewpres

cuando .o 6 (oo, 1

mera,

@l

x=1

de los reales distintes de 1, dom g =

coominioide

—.cTalacular s

Lvamente,

Ky [rEra

e dom £/ i) e dam g
& {=to, L1/ x| € R~413 3
e {—eoy 30 A T R ST

5 %
& (=00, 137 o2 0F

e dom g Sigln) =

‘e (o, 1l cEsto eguivale a resolver

e R—-{1k /

dom F3

e {0, 1A ke (1D
H~1 N

J&

-l 3 b E
s 2T s
X=1
x+1 2 <.
-t X—-1
R+l—-X+L < (:)
H~1 )
2
— %0
x-1

sabkisface cuando x 01, @S

loe

composiciin (geFf ukili-

. dominia: de cada funcidn

(~w, 1. El domninic de

R-{LF.

de—



el odominih dela Funeien cinpo

Dontd nwenos caloula

por la sgdacidn (L) oyoel andlisis antErior Len

X+L -
codom  (Fegd e R84 7 = = (e, L33

k]

i establec

Ohservemos. gue. rfo ha sideo las reglas de correspon-

dencia. de las-Ffunciones gef v {feg para encont su o dominios respecit

DEFINICION 7.3 : WUn inverse deirdcha de Fid —;ﬁ B oes una FUncion

identidad

I . Esto e

grB —a A gue sabtis

SFATE

ern A, Dedgual modo,! g. 2s . inver

Fogy = I_

I Llamea

i

iy =g apgley. ohe o Fy

“inverse derechole izgu

inverso de Fry decimos gl £oes invertible.
EJEMPLO:
&.— De huevo el simbolo [xl representa la parke entera de s Bean - las-

Funciones Fi2 — 2y 12 — 2 définidas por F(n) = 2n'y gln) = Eﬂ

. ) : -~ ~y 7 . . 21
respectivamente. Entonces geti@ — 2 v (got) (r) = gi{2n) ;E7-~'rn es
. N - - ¥

Z

For otra parte‘ch;Z—f4‘2i (fog)(n} = Flg(ny) F[Eﬂ] EEﬂu

QLR @88 un nimero diatihtd de n, cuando noes un mareo entero impar.

Fue

Tiane

o nue (Fog) {n) = E[EJ 2 mopara todo ndmers enk 2o dimpar,

gque Foyg 1Zn

En este caso ¢ @5 inverso izgui

., pero no es inverso dere-—

cho.



> B ierwe in

TEOREMA 7. o gaBE —— A e

iLEman

invertible.
DEMOSTRACION:

For definicidn d

iy’FOGz

tanto .

e, ontonces su

COROLARIG 7.5 : Si f1A — B ms v

il 2 A es NiCo.m




§ 8. FUNCIONES INYEDfIVAS, SURRAYECTIVAS Y BIYECTIVAS

En ooasmiones cuando her amos-su ralas

oE wnn L cFunelidn F oy cans dor
cidn inversa resulta. gue ella no ss Funcidn, por-ejenploy

& la relacien Bos 00y 10, (B3 & a0 B, donde & = {a, b} y.

Bo= {1,237 su relacidn inve el conjunto L{liar, (Ihr3 < B ox @A,

NG Fepresentaunag Funcidn pues al elemento il e Bole &

las siguwisntes definiciones.

DEFINICION 8:1.::Una “FUpZidh Fi¥A — va sl para o cual--

guier. p

vode s elementos di bisface gue Fla) =

F(az>. Equivélentementeg'si dos imd

g . smn iguales Fla = Fay,

necesariamente provienen del mismo elesmento, 85 decic, &

1

DEFINICION 8.2 : Una Funcian Fid —- B se llama Guprayective si
Im F = R, Esto es, si pare todoe slemsrnto b & ediste un elemento
a e A tal que b o= fF{al

DEFINICION 8.3: Una FUrcidn Fréa —

faxt

es a la VEZ

inyectiva v suprayechiva.

EJEMPLOS!

Lo ba Funcicn FiR —— R de

inida por F

pues los elemernto n = 1 oy x_ o= ~1 son di

2

imagense F(1) = (1Y% = 1 vy Fi-1) .= (-1}




e

b

imagmneg

igues cde la-

TRasrll
2

arido L eCuac ion

SAmultiplicando por ~——2—,amba5 Btuaciones)

- s

Saeoba -Funcﬁf:’gdn FeZ i Z Cdada o j{:(i) =i

ne s Tsuprayectiva, pue

<

&

los nimeros. enteros negativos. no son indgen de’ ningdn mdme e Co,

PROPOSICION 8.4 : Upa funcidn

DEMOSTRACION:

Supongamos primero guel Foes. una funcidn biyectivea y defi

6 gl — A de la

iguierte maner

Comn £ ews suprayectivas para cadi eldmento b € B existe un elemento de

A tal gue b = Fla)y ademas esta a es dnica pues F es también dnyectiva.

oepFinimos la relacidn gl — A comn gl = 8 para cada b

relacidgn &s una funcidn puss 1a inve de F asegura

mento b e B le agignaremas uno v osdlo

e je ola rela—

cpueEr alouiar b e K,
(Fod () = F{g (b)) = Ftay=- D Foi- = EB

Fao De igual mansra EmOE QU para oualoud

g ()

v o lgefi fal = g titlary = i)

=33 Cho de Fo Domg g oww in o)
que F tible. Entonc el supon T

es dnvertible,

gque

1

Alorae supongamos gque + @ L Sk lnverso

3

gulh — 5

goF = .1 . Aueva supo-




EREE ’(:‘Etli ~
s = tgefy m1> = ogitlai) = tgefytay = 1 (a
quer F es. ir_gye(:tiva.ﬁ
Fara cualguier “h e B tenemnos b ID(L)k,?—' (-Fc;g) (by = Figihiyy
decir, b -es la imdgen de gl <.~ b.‘an‘;F Vo aRD F es supravectiva.g
PROPOSICION 8.5 : La composicidn de Funsio tAne
ancidn inyectiva.
DI;:MOSTRACION:
Bean 1A —— B y gyB —— 0 Funciones Ay EnT wos elamentos
n, €. A fal es‘q'ue ’,(gof;"(‘al)’ w2t (goﬁ}r(h;é}. ion DL cc‘:mpc')'sri--

citn de funcioness se tisng qku' ;g(-F(é\xJ). == :.;)(-Fx’azl) Yoo Somo.goes  Fune

G inyectiva dehs s ,-F(at), jotEl s manera por

b F o

LEnE. gis

Funcisn inyec ,iva" oA La igualdad a, = a,

implics que geof s “Func

o
0

i RRY 7=

PROPOSICION 0.6 : l.a composicisén de dos Funcion suprayactivas ¢

Ffuncidn . suparyvec

DEMOSTRACION:

Sean Fif —— By giE — O Funciones COmpEo-

SUEra civeis, La fumcidin

iste un elensnto b e

@ lemento o

= A

sicidn es got

tambiéan para eshe

B otal qgue o Fiby porgue g oes

elemsnto b € B existe un slemsnto e A tal que b = Fla) pues ¥ es

Ahora kien, de lo ante g ihy =

Yoy, @ al gue o=

(gof) laly ee decir, nof



goRoLARIo 0. 7 ¢ Lo comprsicién de dos. Funcion [ROTA

Funeicn biy

EJERCICIOS:

as biyectiva.

1u= D;;fnu;‘:\;%'!: Qe

-

Z.-rdEsinyect valla sigulente funcidn?

c2x—1; sl x < -1
i (S kw2

LEs biyectiva-la wneinn., .

() y 00) ——-> [y +o0), F () =[] valor abzoluto de w.

4o Baan FrA — By

gEE-—m D funcipnes Calés gue gof &
-

inyectiva. Demt.testra\jquérl&ceaarimmente Foes dnyectiva.s

e gof

Hean Fif — By gl — O funciones tal

Liva

suprayectiva. Demuestra gue necesariaments sUprays




&. 2. CARDIMALIDAD .

scimoes, que dos conjuntos Gy B otiensn la misma cantidad de cele-

mentos S517 e@yiste alguna Funcidan bivestive Fi16 — L.

EJEMPLOS!

1o~ Lo Sy

conjuntos A tignen L& misma cantidad

1 .2°3
ab e,

de slementos pues la- funcidn %x[ ]‘es bivestiva. La notacidn

anterior significa que.¥ es funcidn del conjurto A al

L 2 T — fas b, o oy FOLe = Ay (R by OF

o
W)

o ogue la funcicn ddentidad IA:Q,——A Amsuns . biyecoldng

'sme ndmero -de . elementos

=1 hecho obvio de gue A tienerellw

guiE A

3

Curales

.~ Algo menos obvio es gue los nomeros tengarr @l mismo

nmeEro de slementos que el conjunto de los nameros naturales pares.

La funcidrn bivectiva gue demnves i dada pior

F{n)y = 2n, 'y donde P orepred a al conjurbo de los ndmesros nabturales

PRIES .

amant

G Los foniunt N v 2 ti

convencernos de 2110 demostrenos gue la

Funcidn @s una

hivyvesccidn:

FEN —— 2, Find =

iy Inyectividad. enantos

zemons las

iguient

o ogue (—1) es posifive por Sen 0 par. yv.

v anali-



At ive  por

&

m .“m' 2 e M
(=13 7 ]ﬁfio quEsignifi

2y noyv m sam paqu dig Luﬂ

=y

e gue F(m) =

distintos ‘es ansdloge ol irnciso (b .

MEAr

&) El casa.ny mi

pr To b

kil

cEe s anyenltd

ii) Suprayect vidad. Dado wn elens drpitrario = € 2 mostremos gue

@i unglemento nie Node tallmanera gue woem F0 . Deé rikEve

Femos Tos casos posibl

a) zoes-entelfo positdivo.

Ya que g tivo, podemos elegir .a r

cual es.positivo, por ser proddtcto de positivos, v,

noasi elegido es

fal gue f(m)y = -_{—-1:)'“[ '2-’ ] = ir‘\'-—l)?;[, i: ]o= Lzl o= =

Hemos encontrado al aleme

meo o= 2z oque saktisface FOm) =.

un entero. ne

ative.

i =2 4 0 se tisne que

wbants estsd mn N. ElD jamos

erté Formaz nos -Zuel

ahora al elemento node Lo sigud
\ " : n ~2z4tp —2%+s 4
Tendremos ancra que F(n) = (_1)7[ = ] ("1) =T 1=

= (=)

. =2Z+4
~or dando que (~1)

-1, pueav~2:+i ws o dmpar oy que i Fe Oy R T

1
1o gue tenemos que [ —z ] =z,

En ambos caso (@) v (b} hemos encontrade para urn elemento arbitr

rio = € 2 un elemento noa N tal mangra gue @ = Fin). Asiy T

prayvectiva v, porlo tanto bhivectiva.

Lea Ffuncidn FiN — 2 asigns los & los elemen=

tos. de Z en-el orden:

i



- . Y
Dy e i3
n
Lmonmoovasi o

CHUE W onjun

bivecocidn F: —_—

DEFINICION 9.1 : Definimos o

al o e de

e

un cornjuntce ne vacioo O como @londmne

7opatar

nonarasel

una funcion bivectiva £l o = A, dien Ta cardipali
- B n : B

e 21 simbolo ]A| yoconviniends en gue |®] = 0. A los conjuritos gue

on Finitos les llamaremos  infinitos.

tos vy F1f — B e una Ffuncidn

LEMA .2 : 3i A v B son conjuntes Fini

inysctiva esntonc

fnl < {e]-

DEMOSTRACION:

A NG ST tisne n el nhos entre

4

(. Entonces =it os F (s gon distintos antre

51 PuUEes Toes

ellosy por

LEMA 9.3

yoFa s B oRs una funcidn

AP ayes

DEMOSTRACION:

Suponganos que B = o, Foom Ib v b aeswsl ¥ con bbb el i®i,
. gt

i o= 2 i sniste un elemen

P i, = m
&)

m
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" & 10. RELACIONES DE EQUIVALENCIA -

Quivalencia

DEFINICION d0.41 D Ung’ relacion’ K < @ wiA se Llama “de

jeienter”

i) Fara todo are A; la pareja ordenadsa (ay&) perhten

oue. la pareja ordenada (a,0) esté an R

ii) Cadawv

tamib

la pavreja.- (b, a).

i1} Cada vez gue las parejas orden s {a, By (o estan en Ry
¢ , : ST :

estd la pareja fa,c).

o
5]

Las propiedades antes escritas se conocen come propiedades:

r@FlExividad,‘simétria Y tnﬁn'

ibividad, respechivamente.

EJEMPLOS:

1.m‘8iuﬁ»Es1unrchjuntDsarbitkarip,nantomcaﬁ‘\

Ro= {ta,a) / a & Ak c A+ Ales una equivalencia. S conoce con el
rombee derlaediagmnalrde Al ALY debido a,15—propiedad-défke¥lexivi~

clad sgtd. contenida ern cualguier. obtra equivalencia de A HoA.

2.~ Dado A = 4

{lasary ta, by, tbye) T

la relacidn asi definida nd‘es,equivalenci@ pues nooocumple ninguna . de

las tres condiciones de la definicidm 10.1.

w2 dela

= EFe-Dedorun mamsEro R io ke Nordetinamos clarelacidn

guiente maners: .

Los ndmerocs enteros n oy m Fformardn la s denada (n,m) si existe

algun mamero entero s para =1 cual se gue n-m- = ks, La relacidn

R gerd entonces =21 siguiente conjunto

cual memo=

Tin,my €@ 2 w &2/ =

iste s & & para

Mostremos gue la relacidn B oes una sguivelencisa.

ga
~1




todo o n e @ Laopare

A e R

1Y 00e. L& pareda. (M pe

Redlmplica quea exl L nimer

e Z tal que e

- Molbilicardo poro-1t la dgusldad anterior

G3men

ks

obtenemos —(n-m) = - W Ror loogue la pare

(m, o)

tambign pertensce o la relacion .

iid) Finalmente, gque-las parejas (nymd) oy qn,r) estén en B signi

T =

we hay entereos sy © tales gue
8 ¥ d

s ohitEnem

Sumande ambas igualdad

(s+l), por.logue:. L parada (ngr) BrE . o R

Fuesto gque C

QLR e

una equivalencie

Una relacidon de equivalencia F.< A x A& divide al conjunto A, como

versnos mas radelantes - wnsubconjuntos ajencs ‘entre 5. Cada subconjunto

contisne a. l los cuales la pareja ordenada

'H'derﬁ ma

{apn) estd en 'R, siendo a un elemento de A

DEFINICION '10..2.: Sea F.una eguivalencis en & 1. A v a un slenento de A

La clase de sguivalencia de a midulo R, denotada

pey simboalo Tal .
R

es el conjunto de los

rara las

la poreda ordenada (o, a0

std en K.

ica oue la

sienado con oa

eguivalencia de & mddulo R como el corjunto Ix

0 Cono el

coarjunto ke & 7

fa DRES COomo T oES SOuiva

simétrica v




EJEMPLOS!

consishe de- b

ase de

aguivaler

glengntos de 8

@l 1

3

cionado.bajo R

The para 2y 3 & 6 se tiens

Ohservemos que

ajenosy &

iUt uamente

S, Comd caso particular tomem

Erntonces la relacion Roguedar

{(n;m) e Z.u

alculemos lag

La clase de eguivalencia moddlolR del

/o xROZ L For o definicion de R, la
algln ndm e Z tal gue x-0
i 0 ha I iy

PSR EET Y
glemanto 1.

[11 = {y &« 2 7

viRid. o= {y &

iy e & 7/ y = 2t

R

tales gue @Rl ¢ 1Rx. Come

X

el conjunto A

by Ao

clases de esguivalencid modulo R

weguivalencia K< A 1w A

elenento . e Ales el coniunty d

 &1ementb ral

CEE

Ml smoy 'qde‘[l]n~%

e LR
: R/

‘e el do

arnbe ‘manera

elemento’ 0 es Lo1 o= v e

aghe existe

enpresion

los oameros

53 es5 decir,

&

log enteros pare

e Z nara el cual w0 = 2

o
G =

woode caquivalencia mddulo - Rodel

para algin s € 23 =

49



El sigui=snts lema muestra que dos clases de.equivalencia:son-igua-.

les ¢ ajenas entre s4..°

LEMA 10. 3 : Lo siguient

ii) [é]k'n [bl,

DEMOSTRACION:

i) Supongamos que. a estéa relacionado con b;

Sea x « [a]_, es decir,; xRa. Por tran51t1v1dad de R,kkRa ¥ aRb 1mp11ca

gue xRb, es decir, x = [b] , per lo tanto [d] C [b] Anélogamente

X = {b] 1mp11ca que xRb ‘Pueste que aRb por la 51metr1a de R S

cumplé que’b esta relacionado con a es d201r pRai'Ahora blen,,xRb v

bRa implica gue xRa, por lo que X & (aJ For mUtua cbnpenciénrtehemos

que [a] L= [b]
Tomemos'dhora como hlpéte51s que [a] [b] Por reflex1v1dad de
- R se cumpl= que a e [aJ i .pero [a] [b]R por lo que a: t [b] y,xpor

lo tanto aRb Hemos demostrado el 1nLlSO (1)
ii) Supongamos primero que los elementos a y.- b no estén relaclonados
‘bajo R. Demostremos quu necesarlamente debe ser {a] (o] [b] = G Si

suponemos  que [a]R M [b]R ® O, entonces existe al menos un elemento‘i

R [a] X & [b] pi &8 decir, xRa y xRb. Por:simetria y i
de R, aRx v xRb lmpllua gue aRb. Pero aRb es una contradicc;q‘
" hipétesis, por lo gque debe ser [aJR [a [b]R = O,

1

Ahora la hipétesis es que [al, N [b], = a" v dep‘emds‘ nostra

a no esté relaplonado bajo" R con b (a, b) K- R

b, pues aRb a3 b,e [aJ ;Y por reflexlvidad b < [b]

plica qus b = {a] Ny [b]R y [a] m [b] xo




la hipotesis, Azt fal. " (E]
5 TERETE TR R

= @ e (aib) E Rig




5 11, PARTICIONES

DEFINICION 11. 1 : LI

de By AOTay

i) Fara o 203 se b

i) A B, Y e el
- RS AR

iiiy A= el

Entahce5~uha particion del conijantn A we una Familia de

tos no vacios - de: A, mutuanente. ajgsnos y cuva union es A,

EJEMPLO

al tmend

1. Para.uan conjunto arbitraric A exis dos pariie

hers

i) La particidhycuya‘?amilia consta solamente del elemento A, que as {AT

nan

ii) La pakticiﬁn uie a e todos los-subconjuntos de A gue b

Praoass A

ure z=olo elensnto, gues ez {{a

Azi, para 21 conjunto A

iomes s antes menclonad

SET AT

:milia de sub-

conjuntos de @[,

AFIRMACION ¢ : Dada un

de A midulo Ky Ca EBE UNa

eqguivalenci




&

DEMOSTRACION:

g W

vio gue paratodo’ ael A, EaﬂRH# O pugs por reflexivd

L

i) Ellléma 16, AHEGUEa qum‘ﬁala_ﬁ wando (ayh) & F,oas. die

SO

ciry rhalesguiera dos clases de Bg shintas entre

mukuamente ajenas.

puEs A es el conjurto universoyr iy e A,

iid) Ees claro.

y e Ey}ng'y~pok~1a5 propiedades de la upidn.de conjuntos

tendra gquey & UJLxIW Forla doble wontencion’® < Uxd, v ULxd ea
pER ¥ sen’ . R L CxeA o xeAl .

s

R-EC

concluimos gue A =)L
L SxEA

amte segira gue | dada ana re

valencia-en Ay podemos ganerar una parlicidn de ¢ tomando

AR de 1as rses deequivalencis de A mbdulo B

Veamns ahora, comd dada wna  pacticidn . del conjunto o6 podemes

gensrar uwna relacidn de sguivalencia

5 A v

del coniun

NOE

el

la relacidn Rp < A w A de la siguiante manes:

[SIPRYS]

=iy R wunssubiconiunto Aa
P o

particidn F de tal mangra gus &y

unz - orelacidn o

AFIRMAGION 2 : Lo ralacisn RP asi deFinids

lencia an .

DEMOSTRACION:
Sea a € &. For Fona g B @

para yoper lo tarto, de acuerdo a

la p

@s. refl




Fa i 2y op wr indice 2 e T

o
& vy o= %Gu Como éﬂ.lm.m' @ yhb ';ﬁéh‘ep“Rp Qu@fbfy'afﬁ
'R s l& par o lae hah M

For wWitime,

¥ yon e It

las conijutos A v h? okl e T I e eT Ay

A deberdn ser dguales, pues ehouna’particién FLlos subconjiuntos son

An,llu ﬂuai‘implina‘QUE

s transitiva. Como R, satisface

mutu amént a

jEnos.. For To tanto a, b, < A

la pareja (d,c) e np.y, Ta relacitn e

i

la reflexsividad,. simetria y transitiv v en entonces, undg relacidn. de

suivalendia en A. g

T o
T &

P IR N S S

T, 10,02

acuetrdo con laant

es la diagbahl,uﬁ

lencia,

G, = Lz Fo= 01 22,435 del mismno conjurn

oA genera la

la cual

relaciion Ro= {0l 1y, (1,20, (2, 1),

afirmacidn. 2y ung eguivalencio &n Al




§ 12. BRUFOS ANILLOS Y- CAMPOS

zapituim zatd

defintedantd

sk Tio oy Campony”

tando median Jemplos

una de las definicion e

e Llenpo para

er el estudio de &11c Jpues se regu

Macerlo.

Una  op

DEFINICION. 121" racidnobinaria én uno

winas Furcion del AuA e Ay ReAHA ——s

Esto™es, ‘ura op #nada’ de

acidorn inaria ¥ igria a cada parejs or

elementos de A un tercsr elemento e A, %0, 0B =0 akb, donde ay b e A

El simbolo ¥ lo podemos cambiar porcualguie mbolo conocido,  Tomng

porejemplo, Nty s et b

EJEMPLOS:

1.- L& suma de otmeros nabturales "+

una operacion binaria en N,

‘e N,

pues +l(a,bh) =

ern N, pues —{a, by =

dice gue r

una  oper

T e composicidn Funcion

de un conjunto S0 S5 mismo 8% una ope-

o,

racion hinariza, pu al conpo dos - Funodaness nemos obra Furncldn.,

Fuesto que una

G bimaria, b

it

SOme)

scabra dos

[atwist

o
o




i 2 ches

frtime

binaria

b)) *eo=

DEFINICION 42.2 @ Lifa

aeociativa si

a*(hia)‘p

"nas e slementos. a, b, o

Fila operacdi i Binafia s las pupresionss ( ¥

DrEsTAn

th¥c) son igualesi elimi

DEFINICION 12.9 ::Un grupcies un cdniumnho no cual sa ha

definido une apefaciin-biraris asociativa

date un elemento e & tal gue eka =

i1 Para cada a € 6 exwiste un el

manto boe Gotal gue

La propiedad (i) se cono

e coms e exd

inverso de a

jio la operacion ¥o Cusndo a¥ls squiiera dos. slement

a2y b.ode Gy se dice gue 5 s un grups conmutative

EJEMPLOS: |, .o - AR,

o

de wncoonjunto A o= fagb,

4.- EL o byiveo

sPjunto de funcion

si @ismo con la operacidn binaria composicidn de Funciones s un grupo

ivao, denotado como Sau El conjunto 8

o LOrmy

Funciornes siguian

F s a b o £ ca b e . . a' b o P a. b ¢
P abc]yz"[acb ! ! bac)'«t'[bc'a)'




EJERCYICION

meEnto Bede

o g

FrLaing

e

Logs gtomnentios

noconmuten haijio la composicitn.

[T}

lTa operFacidn. binar

onjunto de clos nimeros eote

mmuthativo donde O e’ 2 e @1

slemento & del grupo

ungrupo i

ihern & 'e & thene a-{(~z) cond sw invar

aditivo.

b~ BEIl conjunto cle ales con la oparacidn producto
Yt esuny gridpo conmutativos [ 3 da elen iree

verso multiplicativo de i mismo.

grupo i3

Fara cualguid

TEOREMA 12. 4

lo siguientes

i3 El: elemento e &€.6 dnico.

iiY Vale la ley de cancelacidng esto ss, akd = amy,implica‘qu@ WSy

DEMOSTRACION:

i} Bupengamos gue.- eniste obro e apsracion

= akxn’

= g

1 mlemnento

ii) Dada la jgualdad a¥x P&Era

que akb = Far lo gue tendrznos

Ioodrvar

inicidén de inve

neutro ba




LEMA 2285t un grlps G

AT ¥

o
DEMOSTRACION:

Ll

RIS e &

EYSEN

=@y Com dos tgusl dad

racion o

¥, Aplicando lal

21 inverso de & baldo-ola

A5

& en:

es un corjunte Noo.v

&l CL{E(l =t

asstma V! Y e

b Bod v M

definidodos operac!

cducto e ysabisfaoce . adends  lus s 3 Aaniomsss

i) Hayun el e A

emento. O e d tal que a0 =

ii) Pa

a cada 4. e 8 existe unselemnt I que a + (-a) =

(—a) + a = 0.

£l i

1iiY a + b = b o+ & para cuale

el emen-

=oach 4+ oaroy (bt ra = bea b -

ivy) a-

bh wv.o e A,

Los axiomas (i)

mEribe - gque S

un i

bt ivas.

aditivo conmat

Liva yw (i

n

Fuede o no sucedsr gue el conjuto A ¢ aga.los dos axiomas si-

para cualesquiara elementos

para todo & € f.

Existe un elemento 1 & A Ltal gue l-a = g1

i3

ves dos Gltimo

tamizien s

ao de gus A sabi

itativo con nento writaric

o

A s un anilic

2




EJEMPLOS:

&

turales N ocon

- El gonjunto de los nomerds

Q con la swma vy nalt

5 25 LN tivo con

240

Cde nimeros

taria.

10, Bl conjunts de los nimeros real ‘con la adicicn yoemaltiplicas

cidn habituale o unita

es wunoanille conmutativo con gla

Clocondants decdlos entero

modulo’ 4, denotado contel simbolo 24,

ion mddulo 4 =s

con la adicidn y multiplic conjunte de los simbo-—

los €0, 1,2

comg 143 =

donde

»odonde & adicidn médulio 4 dedir

Eoes. el r np1§

la divisidn mrtera de i+§ snbre 4;

pues dividido entre 4.

La mull anadlog

Ay

FdlaeT

dry michalo 4

guisrnte mansra:

Ils T 5 =
7| & T




vy

“on

aiende

wmutati

. DEFINICION. 12.7 : ‘S&a A ur anillo oo 5L UEL elemen BTN

Tlisma divisorde cero sioewiste un elemenlo b2 O e A t =

De a maners el elemento T e Z w5 un divisor de cer

Los conjurnkos de nimeros enteros, racisonal Yaes no tiensn
divigore dee 2wl e b L Lal. menoiEiuno de losodos
tisne gue ser =0 6 b=

Los conjuntos di nimeros-enterps Z, racionales QFy reales R son
piemplos. de domifios enteros. De. igual  manera,
dominio enterq, puse: hemos visto. que exis

twio tal gue

.

A ar de-qgue 2 es fatu] ansE la propiedad cde

wlenentos CEFO. TORBEN WR grupn NIy
- G, pues en 2 no- existen todos SO muitip IVOS.

Los conjuntos: de  los ndmeros Lignesn es—

ta propiedad, por lo gue daremos

es anillo con daivisidn si

DEFINICION 42.9 : Un

sus @lementos un grups baje la mulbiplicacidn.

0



campaes Uy anillc‘:¢nmu

‘-ﬁddemos. definiciongs anteriores diciendo gus un campo

un anillo sommutative conelenento unitarios en el cial todo élemento

distinto de-cero tiens inverso multiplicativo en el misme rijunto.

&l



5 13. NUMEROS NATURALES -

conjunto de los nimed iy 2 ; oo onlmsr 0s

coantar

aprendim sde.nifNc

dhuloes,

e oo

dngs de ohjistos

&l

Eto.y podemos decir entone

nrendines  de ans mane

Giuseppe

En el afo de 1899 @l

an las propiedades ma nimeros naturales o

[

reflejan,

iz postulados

i i edad

FPostualdos ,de' ,#eand:‘

ey

wlado 1. Existe un 2lementollanads 1 e N;

Fostulado Il.: Para cada elemento @ & N eprizste un dnics

do suoEsonr ay denotadoe como

R
& & para

IIT. EVY mnmaro 1 ono

e nadie.  est

[n}

lguier a « IN.

Fogetulado V. D1 dos

entone
Fostulado Y.

cump 1 a

que o e

Con base 2n 2stos cinco |.TlCl§5t'.J.lC«l;x

i 4=

sfFinirdamos

opsraciines ba-




B
&

o

@ N

CmigUidente O mas

Utilirzando Ins cinco postulaedos: rpEo-

Pie s CLUNE .'L_r_n 1

PROPIEDADES 13,2 :

YeRMems wns operacidn Binarias

aY La operacidn: suma. de R

@Sy para apb & Ny atbh e N

tiva. Es" decir,

Lon. &

lima’ de ndmeros naturales es

pEra nimeros &by, & N cualesquiera,  se:cunple gue (3+8)+c = ad (b

) La suma - de ndmeros naturales es ung operacidn conmutativa. Esto

vs o da b e NG akln o= ahEay

@m,  para fualEsquisra niuner

DooE kb epia W

o) Cumple la ley cancelativas
DEMOSTRACION:

Tara demostrar gue meen e N oocada vez gue mynoe Nodplicaremnss @l postu-

specto de n.

lado v (principio de induccidnd

T
kn = omb o= om e IN por dee

i) La propiedad es cie

Finicidn de sucesor.

Oiijr 0 mgpamms

Como sabemos por el postulado-I v el:-dinciso (1) de la definicién de

. T D . : : '
SLUMA,  SE Ve Vit elN ok aN, por lo que mitk+tl € N puss m+hk & Ny

ramosg  dEnostrar.

gue es Jusbamente lo gue

A ENT

demnostrar gue (arhyac = at+(bh+c) 1o haramnos por s

acto & o,

« . .
W Qe e

i) favhi4l o= ad {b+rl) pues farblrl o= lasdb) oy avibel) =




[ [ migidn

zs dgualt s

Buponganos gue’ (s

Lid

Byl ¥ e 1)

eopor incise (i1 de G e suwnE

i ¥

For otra parte, ad (o)l

v dndos,

g Ve sume, de Ura . ope

azociativa,

lLos intisoslc)’y dy cgquedan

DEFINICION 13,

“Defining I& 1a aiguien

mansral

La operacion

Led prdpiédadﬁ

PROPIEDADES. 13. 4

a) La:multiplicacidn.de nimeros naturales

EooUng aperacidn binaria.

by Es asociaitiva, pues. para cuslescgule

noimeros a,b.o e N

cump e

rue a-

[i}
2

o) Es una CIOTHTLY iva, pues @oguiera numeras. &, b

v

s cumpt

)y Cumple la ley de canc

fmbas operacione

adicidn v

estan relacionadas
por las leyes distributivas
@) Vo a,b,c e N o (athi-c = a-c + b-c.

£ ¥ a,b;c €N » a-(h+tc) = PR

DEMOSTRACION:

Demostiremncs Ta propliedad (e@)y “las demas propiedad quedan e




[REYE

e R
asbhoyopor otira o

Lo Buponganoss gl set vari el

1. Enefecta, decat (bEks”

ab+ask +oa.

1= a0 M1 s as (k) boa

A ThE (kLS TS ASTH

o . o " o
Ly oaebys koo b s mt o # e KO+ @ demostrans

For-otra parte, ach & a- (i

_a5(H+15 son iguales. g

dose asi gue las expresiones a-Ch+(b+1) T v &b

utiliza

o

o de dnducciénide los nimeros naturales s

El princip]

il ode o

ampliamente en 1a demost sicignes generaled dEducidas a

partir de propoEiciones p

'ti:uTar por glemplo, obsgrvemos gue

Cor base a los resultados antericres podriamos coOncluir la iey ge—

para cualguier namero natUral de la siguiente mansra

it
2

& todp  ndmere natural n ne e Bno=

‘es -demostrar quEs vardadara

principis de induccidn de los ndmeros

naturales de la siguiente mansras

gue vale para el primer natudral n o= L) e8sto es, hay

i} Be demuses

gue sustituwiy en Ia 1

general el plmero n = 1 vy verificar gus s ob—

104

tiene el resultado de 240 En b, 81 0= = = S
' 2 1+t

para un wierto natuwral v cemoshramos

ii) SBuporemos gue

ol




"

et

(1)
n+1y+s”

el ue e Bred

L,
1 1
LE CAHSs0 es = “
AN ELI+L) M+ N+25

' - IR o ot

CFors 1o kanto, ) Seed = 8n T Ty A e 22

¢ - Y . (Rt n+2): - N+ (eI O+ 2)

. 2 2 .
NOMF2Z2) +4 noH2Zn+a {n+1) N+ R,
£ E = Justament Lo e

{N+1)(nN+2) {NFL ) (N+2) (nhd(n+2) n+2) R .

querianos demostrar.

Frgg

Eo que el '_”c:v:.rr‘x,jl.x, N oe  gue lay general

cumple con el prino riunto es

coidn. secconocluve que dicho oo

sl de los ndmervos naturales, Demos més ejemnlos del principio de induc—

SN,

EJEMPLOS:

imeros n oalmero

d(1+13 i .,
— =1, por lo

= 1 e tieng que

wvilido para n

gue 2l resultado 1

sl

ahura gque el oy

Suponemss 4

does valido para wn cierto pator

. i - T keckrdy e o
ki es decir Sk = 1+2 Wik = T Y demostramos: que tanlzién es

lido pra k+1,

Kl D21, KR 1) Ehv 2D

kik+t)

ke =

= Gk

LR

3

que 25 1o queriamos demostrars

-

-2 2 .
2. Demestrar gus la suma Sn o= LTRRTLES L LanT delos cuadrados de los

NN+1 3 (2+4)

primeros n nbmeros naturale

G . .
) ; = y2 5 LA+ =441 22> @
Fara n o= 1 Bpowm Tyt v p =Ly

©

poe loogue vals pa

kek+1) (Zk+1)
@i

DUPpONEnDS  Que cuampe e o entern




ek ry2krad

: Shewgss =
P : L s
(s ® Jedlew 1e2kmad o U dckrnd tha1itheak+ ¥+ Gth+ 11
© o, e 5 < B G
theradzk 4Pt thererk+2x2k+0) e+ 2K+ D+ L 2¢+ 15411 -~
& < P53 ek
iames dem F :
- d cue para bodo ontmeeo naltu ORE cumple ESRed ot
‘ _— A ot
. En estz caso, para nos 0 se tiene gue le proposicidn 27z 241 o5
verdadera. :
Fuponganos ahoraeoque & pr sicionm
s [
ks m odecir, 20 2
natural

e
b1,

v demostreme

e e

S

cumpEzle . nay
oue 2 < ok

@1

oW ke Ny tiwneg gue
4 duecir s la proposisicn s “iime
4o FPor medio del pirin der ~Ipducoidr dem “enos la Ffalsedad del
resultado promiesto.
. Damostrar que li suma de los cubos de los prim@ros mlmeros natur
. 3 .
— A, .. a i fetkerty
S 2T e L w R, B8 3 = (—————] u
=
: - a paara)
El resultade es erte para n = DLt w4 1 v [—1——] = 1.
LR ONEmos cumple para un natural k, Bko= =
3 . 8
(k+1) " . SN -
el BEVIE oS gue - se cumpla para kel
3 g : 3 .- | E
- oy - .3 Reke+1) : Ko (kewt) i3 =
Bk = Dkoci 3o [———] 4 4 kothert) tk+1)y
2 <.
.z
El E) a3 3 3
e T ek+1) +Bck+1) k+1) (kT +@)
5 3 B
Fodenos o ; pute monentd que @l resultado gue obbtuvi-
3 3 ) 3
- ; " e+t L LI+4) . th+1y (k+2) i o .
mos jamés  podrd s 1 = = = & . quE es 1o
Ja len neral. Delo ant
2 ley gern

decic gus




EJERCICIOS:

Sined i

N a
= 1 P 2
Coe ;

. nirEl)
on e e |
: L2 :

1i) Probar gue ¥ on s Ny 8n = 1?2

iV Demusstra of

mer

nnnmeros na

. PR B T T )
R Sl —_—
S 2

. L
Piiy Frobargue V. e N, &n

iv) Frobar. gue Von e[N Sn;

Vi Frobar que -V nie N, Gn s

NEATLHN+ Z2KN+8)
o

[ ack w4

Vi) Frobar gue 1a suma de

Ltivos @5 divisible por .

vii) Frobar gue V e N,

Ay YV oheN, J
i) Frobar gque ALY S R n = N ’

) Frobar gue Asd™ w lere Vopnoe N 21 % w1,




'PROPOSICION  19: &

Supongamos: que A&

adends gue no posees ningdn elemsnto menor g

bl erne

sioidn . gue & o

mansr

tiene

Adine v

corjunte die 1

capo @l principioldel bue

e lamzn

Eif@‘incipio dé‘.hducE

DEMOSTRACION:

unsubconiunte. no. va

L

todos 1os

Considercmos Al foniurto B ode Tos.nimeros naturales

os slenentos de A E = fh e N/ B Jal Vv oa e A,

o ono ConTrario, 'y

es un subconjunto:die Ao pues de 1o

misma. Moy

‘h et Brseria menorigue

a elemsnto

Shora emos gue

biem. t

e B. En & Ario. O fervds

ol eld pues de o contr

1 € N, menotr gue todos los demds ds A

sitbooniunt o n

anto

de nimeros faturale

CiPrincipio del Si o
natirales entonces. & tiene un ele que . BS me

i6h implica el del buen ordsn,

SN

demas

mEneres que ho-

pordefinicidn

o tanto B &

<

ii) Supdngamoﬁ que b e E;‘estc'esy bbi'a V. a e A, Entonce ‘b+l e Be En
eeto, sl bl & |, bl 2 érp a.aiédﬁa a € A Fero come b B, G
que bl € oa, vy opor In‘tanto 3. =R € A rrtono
nto de S openor gue tudmﬁ ;Qz ciem Ly

elemante gue todos lo

LiFT METEn”

e H.
Fuesto gue princinin i

gue B o= Ny pers gue A = N
O an contradiccidan &omanara & on

clermi

un elemento e

[lety

it

e A -

ngucoidn

He

v por-lo tanto

:

ssarianenta



pROposIaroN 13.% @ £l principio del. buen ;di"deall‘x Sim chen
Cindugeion, o ‘ = i E :

DEMOSTRACIONI

Supuﬁ@ mOE - gue Moes cun o suboondunto de lN :.qu e 1. e M

entonces:imtl & M.

el principio del buer orden demostraremos gue M= N.

Fara ello cosideremos el complemento de b iy Eoh respecto. & N B M

25 NO VACIO, por el pring

io del huen orden posers un e@lémentn minimo

. buego, como mt il mTy,

mEc e mt

: = P T )
Ao Moo pues m’ ws el minimo

de’ todes ellos) por consiguliente m’ ~1 & M. Parg tambign por hipdtesis

=31 PmeE My lo clal ng es posible pues
e M. manera M7 no pugde ser d nto del vacio, yoa

M= N

-



~

2

o

MeTLl

Derfinamos un nuevo. mimgEro

te manerd: O e N es ogue 0o+ &

Con el conjunto de los ndmn

WLV ESE M deFinamos. Ta rel

parejas. ordenadas Ca, Bl

a-d

oy donde P e

Mansra (8, ) Ric,ds

AFIRMAGION.14.1 ¢ La relacidén R a

valencis an NxN.

 DEMOSTRACGION:

el

i1 Reflexiva. (a, DR{d, 0 puss at

Ta adicisn en N,

(mp )R {c, o) dmplie

conmutatividad doe la adicidn t

f,dYRCa, b,
1iiy Trans =

Mo

Sumando las espre

getn se cunple

N

de

clez

cancelacidn

ta relacidn K de eguivalencia

Justam

14, NUMERDS

ENTEROS

giguiente én

di mdmeros

nida

= nbal P
cues a+d = D

Bl

Gt o

di

[

oy (

el
T E

tyFea

induce wra parti

dle

quivalernoi

ey ca NN,

i

vna relacidn

bera (oteld) g por

NN &

relacionadas bajo Rosil

cle

eV o

dn de NxN,

NN méculo

igudon-

ampLisdd con el cera,.

@i

la propiedad conmutati-

e




DEFINICION i14.2 @
di: . niimero
FLOINERIN R

vefey poe

Reprs

11 por

sentémosla con Q.

sentdnusla con-1.

La

repraesentémesla ton

" o : -+
ros enteros positivos 2.

De igual modo la
E(Cui)]n = L0, 1),

(0,201 = Y3,
r ;

LOO YT, = L0, m . ilomkid

LY,

FOE reEda

Lmimos Ia

DEFINICION (4.3 :

te maneraz i‘.‘\'a_‘t/)]R

Comp o N ahor

asede eglival @Rcias LR oY

[ib,e)l
R

gue  la suma

La clase de eglivalencia Dol G ]R

o
R

sAcia farteridr

an

e iy

AAG, 0, (1,140, 42,28

Tl 0, (2,13, (3,0 pna

Here AT Fresmbres

ncis de NN mddaio

Log nuneros enteros, - deno-

cor ui csimbolo FRcil ode

F e PR R O S R B N 0 i Lt o W IR TN

ibirdn el onombre da.ntme-

nombre de nbmeros enbe-

adicion en & de la siguien—

en definnda.



AFIRMACION 14.4

e “
DEMOSTRACION:
ns i c log alemsiios (&, By \ A7 de una
e T

E;IJ.F(m"HJ I
y oo, Re,d* ).

F*‘ara mostrar que= la suma estd bien. definida. debenos ver gue

Fla I d e dY 3= Cat ety 1 e Ddet L at .
v LR R - M R R
psho. ae,. t(a”+cgb+cr>:fn = Al |¢ b 4d“‘[ .
Ya quej_(a_.lj.)?l‘-?:(é’,.h") =, ,z\v‘rl:;_’, b-i";—\'“ N (r:.,d)F:(c" E RN«

.'c:r 5 c;L)Lmrwmcw vt @bt e’ e

sumando las expr

lones ant

Lusge entonces “{atc+h? +d* YR (o

L‘)"rd),, Apc:r: Lo gue. (ver lsma

de T e I'..IR son igualas,

demostrando :15;1 m_u_ lu adlciur\ @ 2 [ -nida‘uu

r;tm(..~ elegido para

Fuesto. gue la SUMA 810 Z no: dcp me tal repre

oy b)) en

. f3)

‘ci'r ibirémons

da clase de eq\.\ivalemc;im

Iugar de E(a,vb)]R + I

AFIRMACION 14. 5 : La_ opEracion suns en &£ iguient [T eEg

[«

i

Fackdrn asociabiva s

iy Esiste un gleamento meultro para la adi

Cada ntumero- ent e imves

ivi

urig
DEMOSTRACION:

i) Tomesmos los Gy )y (o, e oy

{2y T

CHy Lok F )

madef

P ol

[RR=%4




i) Ew obvio gue aclicidn

Wra en 1

Caty lad 3

2euival fa, by, @

1y Rela) ks

L. Pero e

rado mon’ 0,07 haljo R a0 o= akbed,  De e

e oous (b, a) es Lnver

tivo de (a b)..

iv) La c:gr a partir de conmstakividad en N g

‘nroducto en 2 de la siguien-

DEFINIGION 14.6 v Defininns la operacid

te maneras [(acbh) JR- Lo, d) JR = (‘&\1:4-1:&:!5. ad-+bo

AFIRMACION 14,7 : E1°

~pducto” e

bisn devinido, Ta no

a

antde del representants elegido para.cads clase de @quivalencia.s

DEMOSTRACION:

=R B €S~ BV O ge uns misma

Tomemns los elementos  (a,b) v

=

ectivamente. Entoncos

de soguivalencia, re

(o, R, d™)

imeramente Ll ) ‘,IR" Llc,d) .Tl = ¥

P a*y ™33 - 0(c™,cd® )] = L{a"g’+h’ d - R
! R ! R

ra gue las clases quivalancia dehen

ralacionsdos bajo R osus reapr

factbd, adrbe) R s rb™d”

Fuesto gue (a,biRa b)) se tiens gue atih’

y (Cat (e, db)

implica que ord?




g e clad

Lo lenies

producto tie

La opEracld

opera

S & drrard s,

CHaE

Ly Es unasoperacitniasociativa.

iidy Batisface la ley Wistributiva a (bt =
bra + o-a, donde Ay by ot son nlneros enteros,
ivy Existe un elensnto. néutro para-la sultiplicacion, el 1 = [(1,/0 1,

s, b

€ 2y puas Cl,0) = la, b)) = (L gk, Deeis EQ

v) Es una operacién conmitativa.




Aopartirodel condunto.d 1L

SN

o comniunte gue 1ol lan

Fd

un’ domi

@nter.

Lrepresens

hore sn adelante el conjunto: de nineros enteros

tado por el cordjunto @ = {....=2,~1, Lads wewdy @n lugar de consid

1o como. unsconjunte de cla de agquivaienciac

@ relacion entre 2x{(2-103), dada

Comenzemos. definisnds la sighien

SR, )

AFIRMACION .15, 17: &an

iorpente . 2s ung e

de egu alencia.
DEMOSTRACION:

) puesyaﬁb‘w as b

1) Reflexividado (a,b)Ray,

Y Bimetria. (ay B Ric, ) daplica (6o Ria, bl Enefecto, por.la con--

Loy mismo

tividad del producto de enteros se biene que a-

gue Colo= U &

gt (@t Ffa, d) oy (o,

s ¥R la, £

b v

e, Ahora b

accd = b-o ' (Hipdte

ande povy

(Bzociardo)

,
&
n
o
't
it}

niw)

i)

L ancie)

e

lo anterior dmplica que (a, b)) R (e, F)

lacidn de equivalencia.gy




RomGdalo NUmEF o1

Zx{2-L03Y /R, Clo llamare-

Mz

A5 porcejemplE, 1a.cla

e . R s
(1.3 QU se represanta por =

8i- convenimos . en representar tambien & i elemsntos de cada ola-

s& de eguivalencia

equivalencia. en forma de Fracgion’

de la pareja ordenada. (1,2) serd a. representada como

Bl

guiente pa “Hetinty lope

y dempstrar gue han sido bisndefinid

DPEFINICION 15.2 : Definimos. la opeiracidn 1o siguisnts

PROPOSICION -15.3 : La wpe@racidn

o depends de los ¢

DEMOSTRACION:
e - . . y N a’ < e’ 5 -~ R
Ll M 7 = 11 - =1 - i - T e ul = in St ClLase
Momemos elemnsentos 5 373 de una nisma clase

tival

noia, re

a dobom

encia anterior T oquees

Y. Por hipdte

VTS

= lade derscho

[RIRI=I=wh




Caumalen

ne guientes propiedadesy:

0" < o .
=z —frm Y e s & cual es
i (b_d)"vr_pa' cx.LLFalL‘:

ménl‘.us’
ii) Es una operacidm conmut

i Larclase de reqx_ai\.'a\l-é«m:'i o del e

. . a6 T dhrob an 5
Er @ferbo, . oi—. = S0 2w 2 e RS
Thon bn N )

prados Ya que a-bro= L-an.

reprasartantes

- i —a
paracion. sumnases-el-elenento o Pues

.

<

=

m

o

"

z

i

=

b

a]

o
!

|x]

i

i

il

i3

a =—a. - .ab+(-ab) 5 va
L "

b b b b .

jus he @l

La siguients operacidn gue

iniremos snQ es 2]l orodacto.

“oan

DEFINICION - 15. 5 : Defindmos

en @ de la siguient

PROPOSICION 15.6 : La Dparachon produecto. semn @ inddea,

o e sentantes ole

idos de cada olase de

< < . . s s o
FIR zlaenentos de una misme clase de equivalencia. En-

nor definicidn de R tenemos que. @-bhY = hex" y o-d’ = d-

oy a*c a’ tct
Dobemos mostrar gue —— =

P o lo cual se logra comprobarcdo gque




ar

R =R R W h )

iguals

"fpdte

a mienbro obtenemos a-h™ o

multiplicande mi

por la commubtatividad del produc

PROPSICION 15. 7 !

cidn produsto en Q tisne

piedades:

i6n

wna opera

iy Elvelemento neutro. para la muliilplicacion

y pertensca’ a la misma da reguivalenci
nados.

[x1=

la propie

" - < s
e 1o sumag eald' Ty €~G+F = .

e

v & obrbenemos

mulbiplicacidn s ol

erguivalente al elemerto neutro de

@

[‘SS_); = ;_*[3_;;]

n .
T ERrdue

ol

altreria &

por estar

.
ementio  —,
a

(=2




5 16"~NUMERDS‘COMPLEJDS

conjunto desTos nimdras comg

S gl

2
[t =T T BN HNE R

nen solu el monjunto de los ndmaro LB TUEVO

I cual cear

conjunto debia ser ana snzidn de los nameros

vara las operaciones

Y oestruntura de R.

@ o orden

Comenzemos defimiendo wh ndmero Compleio come wrs n

{a, b)) de naneros BV sonjunto de los. ndmaros o

notado por

simboln € asi tendremos zpbonces gue

car - conTun

El conjunto de  los- nlneros r\al&s;lm,podemoﬁ ident i

subconiunte de. los nimeros: compl g mediante la FUncién inyectiva

i:R — € definida por iix) =.{x,0)."

themos sumergido a los

Fodemos decir que

w R« €.

e 2} conjurto

TV E NG AN S

De ahora en adelar

n-oal ntmero real w.

x e Ry vreapr

SR G

290 mamos cahora pR=iaY e €, y.overi{fi-

ales actdan de

gquemns que restringidas al conjunto de leos ntame

igual manera gue las operaciones usuales de suma v producto en R.

(a, ) v (o,d) se

DEFINICION 16.1 : L& suma de dos nameros comple

define de la siguliente manera: (a,bh)+(c, ) = {arb,c+d).




EJEMPLOS: |

* 1o~ EFfectuar Ta suma de los ndmeiros compleja5 €1jm) v

- o Bolucidn: (L&) (T, Y o=

) 22D

B
Efectuar la multiplicacidn de las: mameros VOAZ O .
Solucidn: (1,5 (2,08 = (- SO DS =
Estas operaciones. de suma.y producto de ndmeros comp Joe cuande
se rostringen a ndmeros. de FormzEs (G 0 donde #e Ry Tse T bransForman
an las operaciones de suma vy producto del nm reales. En efecto,
para w,y € Rose tisne
Gy D)k {y O = (ki O we (fely , 0 = iy
(st O = £5, 00 = (e vy e Oy e D30 w= (x-y“D) S
PROPIEDADES 16.3 : La operacidn sum de namercs compleios tiere las
siguientes iedad
1 e suma alrg
- F) = (a, L) (@, Fr T

" 11) La sume

Cay b+ Coy e

i)y El elemento

la sdicidn.

{ag {0, D) =

= {adkii .,




S bajo la opera

e e tdene

[a, k) - e, ) T te, (R =IRT= D IEIR AN T

decir, fla,bi-fo,d) = {ocyd) ~Layghhy

una operdcidn conmutativas;. &

elemsnto (1, 0) ez neutro Bajorla mulbipli acidgn. En efecto,

decir,

=21 pome

namara - cenpleio

Eroouwalouid

los

bre de parte re y b la pavte imaginsvia de o3

simbolos & = Relz) vy o= Im{z), respectivament

ma (O, b)Y, H e R, Ilaman ndmeros lpaginar los pur

1 dmero (9, 1) Juega un papel  dmpor

egtudio die los nd-

Zte @n

aptarlo con la

ian de repr

meros complejos; =se ha adoptado la conve

letra 4 v llamarlo unidad imaginari esto @5, J [ESINN I
Una pro muy Lo i ivada &

inicidn de mulbiplioacion es




coms ias men

s eduacion

o ncipiog -
. . L L 8 - H. ‘\2 4 PR g
a nameros o foy vy pltes (REY TR w el ]
mane arEsentar s @ 0N rime @ il idan—

do la unidad imaging dode lasig

atiby =

G, OV (D, ]

(IR RD I SR b SRS R AR wE o B )

SOy (0,

s decir, obtenemos .una igualdad. al representsar al™ nime

fay, by =mn la Forma &+ios

Llamaremos representacidn en forna hindmica deans nlmero conplejo

at+bi. Conesta fleve rept

la, bl a la erpresion. s

operaciones de sumasy producto se realil T oen La man@ra wEl

mios.

EJEMPLOS:

complaios dados en Farna bindmic

wna de los ndmne

Solumid

1044221 = . Recue




INVERSO MULTIFLICATIVO DE UN COMPLEJO

bl LT amEs

kf.::ﬂ,y)_::,dé,ﬂtal mansra gue (aghy e (kyyr o= (1,00

Sidn de comp

Do la multipli

= 10 s por loogue debe sor

L b R V- |
a iy i

b vra

e

nteviores. abiandramos

it
<
i

Ya ngue {a.b) es . no csro, @upresiin & +h a5 mayor us oerog por

lo que % &8 y no s@ indeterminan.’

-
a+b2) r‘a;ltxe el

romul-

La pareja ordenadsa [az_bb

tiplicativo del nimero (a,b) v se repre Como

tenenos gue

. N . -1
(o by s (agh =

idnde

divi oy om, con oW #Q,

Come

EJEMPLOS:

fectuar la siguiente divisidn




Solueio

s Lenemos

" 0
(1L, 0Y -0 1 = o) [O_z_::_

‘z‘“‘z‘] SR CLTAY a1y e e, e
O +1 :. - N

—i. De esta manera el-inverso multiplicative de 2 es

=i% = (1) = 1.

NUMERD -COMPLEJD CONJUGADD

= (A, ). La harra
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MULTIFLICACION DE NUMEROS COMFLEJOS EM FORMA TRIGONDMETRICA .
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“DIVISIDN DE -NUMEROE COMFLEJOS EN FORMA TRIGONDMETRICA
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5 '17, ESFACIOS. VECTORIALES:
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“Wotambisn

de s sumalde elenentos
de rsuma de elementos v

Fries

» gue - los eleanentos de cualguier suboon,

las propiedades VI, V2, V3, Ve, U7y V8 de espacic vector

der. Ve

bemos ve pacio

e sube

icar- 1o sigu

para cue W e
1. Wby e W ocada vez gue € W e y W,

Z.oan € W ocada vezr que doe oy are K.

cor cero: de VYV peErten

invarso aditivo de cada siements de LB rECE

comprokh

SR T,

ra gle sdlo

Guie tEoremns  mu

az cuatro condicion anktaericres para gque ¥ sga un subespagio

vectorial de V.

Y E}“A

ial y W oun subzonjunto

TEOREMA 10. 2 :

v zdlo sl satisface lo siguisntes

I clez Y
W.
1) oy & e W a W, .
i1y ax e e W
DEMOSTRACION: o R S . -
E:upémgei\mrm.:. que W subespacio de

veehord SRFERET AL LG

ol K un vector G° en
W tal gue Tk 3w x todo n e W, F = 5 ooon 0 e Y,

For lo ogus, iguol voomtmando

v de x abhbe

il

cumple el




SUEE TR

ENS qué 1

4
i

EJEMPLOS!

o= Encal espacio vecterial (K iel subconjunto de los wmerss reales R
R o L : . S e 2
Fforma wn subespacico veotorials oy los elementos de R

parelias’ ordenatas-cuva squnida o s Cero.

En @éfecto, el conjunto R s Siguiente:

1) Bl vector O = {0,0) d@‘Rz pstd tambidnien Ry pues su

gunda coor-

denadaes cero.

1,@3.é W, s& gue ey

o

= (amiﬁa0> =

PrireFara e =aln o0) e Wy s e R

2 e W
2

nomeros reales R esowun

Far lo tanto, =l conjunto de lo

. ’ 2 e sl
vactorial de RY, «1 cual lo podemos visu: Mo

W de da R en R e un subes—

Corn i

io del comnjunto de Funcioneps

W o= {f R — R/F ge continua




IfgUuLET

cualguier- UnéE

e suma

nuas

cle ipnes’ continuasg una funcldn con
LELY Fara unescalar a e R Y ouna [=IRIES

la funcidn (af).es contitea, por -l gue Fa o WiES UR subespacio

Plama Funcidn

Ejemplos d@

Ejemplos. de “Ffunclones inpares son s gilx) =

FACLY verificar gue los subconjumbos W

par:

arios vectoriales de FIR.R .

a0 Y sonc subes

v oWz =

[

I siguiente gue veremos @ muevns subespacios vectoria-

les a partir de

PROPOSICION: 18. 3 ctial i

de VvV, es de nuevo un

DEMOSTRACION:

Entenderemos como fanilia a wh Cenjunto cuyos

elenentos son subes

a 6 una Familia cde sube

o

TR AwIE)

interseccidn de todos lc @] St
ce a bodos los AT E et 1




e 8 ooy Lo

JEIREc) Yo

ML O

iy e WL De

vectorial: de V. g

Consideremos ahora la union de. dos sube

del mismo espacio vect ial M.

For pertenecer el vector cerwo, 0, a ambos subespacios iene gue

ERe gue

T e Wu W, De igual manera, para un v

e Wd oxoe WL Luego, para un escalar oe

Yo Jpar ot

nto

ambos son

e U,

Wy 'par o lo

o v STy e WU WY puede slceder Cque

QuE D pedemns. asegur st gue sy e Wod sy e H'*;.' D lo anterior vemo:

rianente es un

que la wunidn dedos sube

subsspacio ves

@rneemos @l R ' 2 para elementos X,y € W w W

tensmos oue H.y = W, pus Lanto,

maneara conjurnto Mou W conuiod DD NG

pos veoho-

pacio. b la wumion doe

subesp

sl Wwno de

(queE Nos para Qrear un

riales de

e un Finito de Dacion veo

d e wine 1yl

-

T

wma . de 1o cios By

i,

inimos la

DEFINICION 18, 4 :

por Si+Sez, conjunto

Sz del sespecio Ve ogue se axpr

Lmite o

BarB2 = hy / e @2). l.a suma de cualoguier mdmero




iBeonjunths no Yacd

o CcommeBiFS2-4, 0, |+ 8

TEOREMA 18.5 : $i: kit vy

subess

loe de N

DEMOSI TRACION:

& Witz Para vectares sy e Witz e

,.9,2' ‘e Wz tales qu

£4
i

w{y Ry )R G
2)}{/‘ yy.zA; {3

Vy‘ﬁ) ity ) e Warblz o pugsy

Hu Y, eWa ya.que. ambog son-subespaciosy Far

zn-glementos

WoEY E WLy
177 ¥

LAY

= y1r1~»{/2‘; por o ue.

COROLARIO 18..6 ! La.guma de cualguier nimers #initd de subsspacios

YoesunT sUbespETin de V. g

Exigte obtro tipo de suma

lo gque la daremos en

DEFINICION 18.7 : LIn & porial v

lo siguients:

sitbespacios Wi v Wz ¢

1) Wa e = {0k,

i) oV om Webblzy es decir, para todo elesento v @ Voevisten

we by w & Wz tales que v = w 4w .
1 2 1z

e osumna dire

L

Cun escalar e e ko oge £

Ve Wiz, Tensmos entonces que Werlz es

Yogue o es dmportante,

a2lementos

[=f=]

eoto que Wiy Waoson subsspacios, el vector D e Wiy T e Wz, por 106

Cuands V ss la suma directa de los subespacios Wt oy Wz, lo denota-

mos con el simbolo Vo= Woba.




EJEMPLOS:

nece- & anbosssuh

iy Cualoguwier pareja anta como suma iz

ordenada i,y & R

ot

Iy =

siparaias Q_t‘défnad

B Wy L0,y

O,y & Witz Poro 1o qus R® = Wiels,

.~ For.oel ejemplo Tide

e losconjuntos W=
5= parj’}- o WL e R =y R Y :',impar;)«gon' subsspacios. del sspacio

toria]

Ve

c de R En R

La Funcidn Foops tal gle es Funcidn par aimpar a la vei v, es la

Grica ol esta propisda. Forcloctanbho Womc W= {Fe) mo A0,
Fara-cuatyuier Funcidn-hi R —— "Retenemos que  la funcion § deFinids

por Fix) = %Eh(:: Al -]

volE Funmitn g, gl = %[Zh(::)-—h(—:-:)] =33

impary Ademds o=

"Yl
o
-~
%
i
“H
~
a
-
bl
ll
Ni®
~
=

By 140 R () — (=53
2

PR o) LR G0 =2 (3
2 . 2 2

B ‘J«-[:%h (=502 ---%m “50) 3

s

P dedimcidnTt de Ty g srT tiene  que domF

dEm TRy dEm T dom P,

que dom (Fgl) o= dom F N odom g o= dom hon odom b= oddom b Esodecir,  (Fegl

y botienen misno dominio v misma regla de o por lo

Fg o= b Fodemos shora decir gue cualguisr Tuncidgn iR — R se sipresa

coma la suma de wuna Ffuncion pae vy uns

For lo tanto,

FIR,R>

suma directa de log

FUR, R = W,




& 19. COMBINACIONES LIMEALES -

CLBWA vimos que o

e

soritacoms la

B 1) RGO (D E Ui due

dicha representac

FEmr ntar cono (&,

cor-ay b < R

Ala representacion anteriar conote como -combinacidn 11n

de los vectores (1,00 v (0,1,

DEFINICION 1.1 : Ses Vo un espanio vectorlidal v 8§ an suboconjunto . no va—

miw de V.o Decimes gue un vector e Voes una combinacidn lineal de sle-

un namero Finito de

de 5,

meard 5
W calares A w e a il & s Moo ¥

il

EJEMPLOS!

l.-‘ El vector

vectores (&, 2) y

. PRE

e (=i o= LG A e

(=1) (2,3 =

2. El polinomd del

coninto B o= {1,

/?[:\Z () -+ypa (s ~l~¢5p“ ().

1

5o g Lineal de

Ay~ La matriz A = [ :] es comkyl s




(1,400

(1,00 %R (4, 0) = Cdimhis

'y

(4,8) por teper seguadoslementd digtintos

Tinea-

Un resultado Importante &s que 21 cornjurto

les de -

cbomuato o vacio

TEOREMA 1.2 : §i 8 &g un subconjunto no vac L @ ERAL

cmbinasion

penusts-de -V

subconjunto de cualquier subsspaci

DEMOSTRACION:

Frimero demostraremos . qu

ubgspacio de VY. Como 3

al menos 0 e W, puo

combinacid

carnjunto de vector

Ho&. vy 50N

veckoras xip

Ipoub_yeweln @n K
R m

For Lo gu BUME by =

MANET T4, Pala whn

FHAEVO. W&
epacalar o, el ele

combinacidn 1ir

Sea ahora W wun sub Vogue cont

alemsnto

la Forma z =




I B I (T

‘hne

mesrer b

SLLE  vECEo™

gque la int Famllia de sube

ae Voas un o sub

k'v’ opmr la prqpiedau‘ T A0y podenns

SpAc

i es Voogquie

idnode btodos los subespacios W°

e anterior

DEFINICION 19,3 : Al subespacio W desorita en el teo]

oo por. los elenentos: de & v se denota por

LY.
" EJEMPLO; .
Lol la diagbnal principal de wnd matriz cuadrada A 'de mun estd Formada
por todos sus elemenltos Ay
T
a =
. Una matriz cuadrada se S

Laneusntr

@Bl

El conjunto (e 4]




DEFINICION 49,4 ¢ Un subrconjunto 5 dé un gspacio vectorial Vi se dice

s generador ‘de-V

EJEMPLOS:

o= Ele

T : L. 2 o i o
pacio vectorial RY puede ser gensrado por &1 conjunto de vec-

tores £01,00, (0,1 3.

&.- Dado 2l conjunto 8 = {1,170, < RO, el subsepacio generado . por 8 e

LS .= {all, 1)/ a e R¥ Este subespadico veoio

ial 10 podemocs repres
tar geometricamente come la recha @0 = y - en el plano cartesiano.

Voa
i LSy

1,12

2 .. . .
R” s genera también con el corjunto de vec—

combinacidn lineal des

dor de wnm

cic vectorial no

1w

(=12



5 20. DEFEMDENCIA

1ovimog gue

[

anjunto de wvector

S IR
o2
panaean al R

Egte misno - espacio vectorial o

geﬁ(rar.cDﬂIUﬂ cqnjumtu le
. tres elemantaﬁ,,{kiﬂEJF(“iﬂy SO B pues EuaiquiéFigarejﬂ'Qrd@ﬁac
) g s 2 cone combinacidn tineal d&;eatoé,vectmres an -ia
: » Formas » 7
O SN E - SR Y- T
dende Ble R Gl
Puﬁcmoa’preguﬂfar‘p@ﬁ_qdéia@té%xdoé‘céﬁjg%toﬁ que . tienen distinta
,ﬁm@fg dghal@mghto$ géheran£a‘un.migmb @éﬁat~J‘VE£tDFialu
'LavrafpuEEta e  dbsé§Qamm51qQé él-vec?gr () e
. inacidn linéai

Ve OrE
164, 23+1 (-1

mane s

)

- e Ay ey ¢ e G i e = P2
vechores (1,33, (=437 v {0, D partensce = [RT.
DEFINICION 20.1 : Un subfonjunto 8 de un e Lo ovechori
meEnte dependiente i existe 4n lmero Finito de vectores FpaHpw e M
@ri 5oy ralares Ay n ey SRR Honoolhodos cero, tales que

»
A rha s b, raon o= 0.
2 n N
© EJEMPLOS!

Lo El conjuinta {1

] Il
existen sscalares a, = 1y

2. Cualguisr subconjuntao

5 ocle VW

gue contenga

al vector O

es lineal-—
mente dependiente, puss pa

dguier




iricidn 20, b ogue un enmin

~
o

s Vinealmente depeadisnte

sms combinacidn Lineal  de los

En efecto, podeéenos
Entonces, de la combinacion Tineal &

-y .
guesn s = (=& N _—8 H ~aa e @ M)
£ 1 2 3 n

los vectores.

srial g ogue no e

DEFINICION 20.2 : Un subcornianto % dd dn Ssparia vec

indepnendiente.

Timmalmante dependiar dice gue

pww e d Fogs linsal-
"

i subcorjunto de vector

Entanc

ducion s da combinacidn Linsal

mente indepandisente

Hoba o, L& s = 0y @s caan beivial eowm oo L,
1 2 2 Lo ! 1

EJEMPLOS .

4.~ El linealmonte

arrjurslice e w

s PUDS para o

i, = lo sigulaent

gy a1, T
’ 2

La igus

tenpmos (ue SBa

1




m el

& -dapend

Satn SRR e

2 Oy balogue ax bin

som ik Epl i

- = ‘_'-'-\-
L
&
faoome
en contradicodian & gue = 0, a zolo pusds valer cero.
TEOREMA : 20.3 ! B&a V-un espacic vector ¥ < V. 51 54
lirglméntea’d ﬂ'ersi:lie:n‘(;e,, entonces. Sz tambiér
.
COROLARIO -20.4 : Sea M. un espacic vectorial
sz lingalmante indépendiento, entonces




§ 21. BASE Y DIMENSION

L@

vaito arteriormEhte U igue el conjtunte - de

e

e (f:e.jemr.-lu 20,40 . 1j|.xf1'tr3:_5‘(:ft_le*

ticas es de gran. importancia en .la teocria de espacios vectorials

cidn.

Lowun nombres e al enola siguwients de

lo gue se les. dar

wn suboone-

DEFINICION 21.1 v Una bas
Junto eV o linealans

EJEMPLOS:
.- Una -base para el wacio, @,
(ver definicidn 19.3).

= Una base para el pacic. v sarial R es e L, 0, PREDIN B, =

(O s vnan@ gumin &= (O, 0., 1), Esta base es conocida como - -la ba

A n
candgnica e R .

n. - v .
0 Formar wna base parsa el espaceilo o

T El zonjunto

Pnw{R) .

rial de los polinomios de gradeo n ds

jemplo. los

. 2
¥ son ambos, bases de R

slematnto ¥ & V puedr sar

Leurena ma2stea que

los smeantos de

@rbresado de ma come coembiing

la hase 3, v cua P

e s ba




[RIVIRR=A R Al

ouedo coines combin

ﬁbﬁ a3

RIS PR

QUE Y Toa s Ra . W

1722

'DEMOSTRAGION:

ra cada vecltor ye Y,

Suponganos gus 3 es una base pa Enkance

Lenemas gue v e LB, pues L3y o= N Ppr’luvt'htb@ iy bued@

do como cembinacion Tinsal deo: ‘eméhtqéfﬂ@ 3. Buponganos  afiors fquey e

DR

wnta: como yo=E ngh‘y bambhién como .y =

un+b.x para esca;qke; BBy s e v B

PR

i

gunda iglaldad de la primsra tenemos. gue’ O

~bn)xns Como 3 &s Vinealments ihdepemdi@nﬁe
n SRR D PRI R S

o5 por 1o dlhe

=0 e ey 6
n

tnica.

iera hemos. demostrado gue lacrepresentacidn de v .es

Fara . demestrar-gue Un suhcanianto @ ode’V_ gue posea-las propigdades

arteriores es base de V-odebemos obhssrvar lo siguiente:

1) f#oes un subconjunto generador de VY, hipdtesis cualguier

neErs drioa wonme combinacidn i

elemnento x € V puede ser supr

neal de los elensntos de (3.

ealmente independient O pusde ser

siguisnt

il o

Ly

Ny

e independiont

S oun subconjunto lingaslmenhe

v 1 @lenapto de Mogue “tensce al subespas
& ronces el conjunto U vy es lingalmente inds-




DEMOSTRACION! '

Tomemos La

a0

ario podemps o despejar,

de

cumpe 4 e =0, pues de-lmicmmh

fa siguiente mansra

S e TR

@ oA W
1 47 2.2 non

locual imglica gue ¥ pertenece all gubespacio generado por AT
. T . . ) . n

For 1o

i cob la hipdtes

en conbra CYoeomnea = oA, =

indepen—

ww e F oA Oy inlles los elonentos

w
o
&
b

chore

ardenos dél ciemplo 20

Lsonslingalmerihiss d [STREEN]

gy

2 o : . ‘ -
R™ puede ser generado - -con subconjuntos propl

elaman-

B}

T

i . ; o . ; 2
o8, Lse sugiere: gques duadguier subconiunto de R con tre

Los necesariamente ss Linsalmente dependiente.

B ooy

e heoho

el siguisnte

2O EME .

anuncia

TEOREMA 21.4 Kooy v ﬂu”uyvh} W Das-

se de V, Ertonces cualg

limnzalmen

depandi

'nten.

de un @

El siguiente

v

pacio vectorial poseen @1




rrelementos; debe

ventos

2%, v e podr

e’ serianclineslimernte dependi an eer hase de Vo Da.

igual razonamignto EnE s oque S por e

e

riores implican guein lag

rial ¥

1 mismo ndmero de slenentos. g

@l conc

pho muy Lmpor-

El toerema precedente da lugssr par

tante de dimensidn de un espacic. vectorials
! i

£l

DEFINICION 21,6 : Dafinimc pacio vectorial V, como

pases de Voo Ut ilizaremos

tos que posea Gualgud

21 ndmero de elean

simbolo dim Y U se I on de V.

Wy ndmer o oe

Futesto gue todas las [ER A

tos, la dimensidn de V =

EJEMPLOS:

e DLEESE TS we

- . n
He bLa dimensidn de R

Tu- La dimegnsidn d 1o e los polinomios de grado n, Pr(R), es

Cman una b

fitl, puaes los slsmentos

e

grado con

B~ El conjunto de polinomios

F 2 n .
amartus L, mT  wew e g ee Wy JUE @5 un

PR,

canerakn por




conjunto maxrima de

taiane

el pamere

ﬂe~mardinalidad‘thintan /U priEen

elementns,

ElmE Wl s 1lama

Im=nte inde

al conjunto cualguier otreo elesnento de Yy &)

linealmente dependirnte.

conjunto mdxing de vecoiio-

conjunto. mdtino de ved-

Linealmente i

liriedlments

o vectorial v sed {v41v yn..,vn} L oo

TEOREMA 21.0 :8ea V un espa 2

indepondient de Ve Entonces

@l e

SIHE

QueE e

ial.

elamsibo w e Y

e ue el

IV e wan Vs WY
1 "

s @ 4R &
"o

opule

Bi & tANE

VRCTOrES Vo ew sV, &N
1 n

tesy

por




TmeEmos b

vooanjunto

Tifealmente independiante de un pacio vel ial YV pue ¢ &
una base de
Bea YV oun espacio de dimensidn n.oy sea VoV n e Vi
L : 3 . . E s N
Plingalmente dndepsndisites de V. Entonces
vectores Vo g L v e e nv Xres base de V.
Cres” S . B . 4 Toort o r+ar ey -
DEMOSTRACION:
Fuesto gue. ¢4 urtan Oy . Vv ond . Buead

lo tanto no es conjunto méximo de vectores lines

Elijamos un elemanto Vini € Vode tal.manera qgue -C.\:l_,...,vr,v Toooes 1i--

di

nealmente independient Poeible de acue

Cortinuenos este proceso hasts obterner nivectores "linealmente inde-

pendientes {4

s .,-.,\-'n};. el teorema 21.4 asegura gus no podemos

A neeps V. Entonc

ol

novectores lineg

almant

Tinsalmes

IV e v 3 Forma un conjunto s maxiao
" :

1
Vo m

cle:

inaliz

2UTIUnNClarsmes S AL an.

Disioimuiy BERE Y

gura gue conociando wng bas corr noelemsntos v oun suibooniun—

encentrar wn phoonjunts

te 8 de V. linealments independiente

1 € B3 de tal manera gue 5 U 51 es

3

TEOREMA 21.10 @ Sea & un

elementos. Sea & = -’;\,f‘.,u WY T G junlo
diente que conter

mEr., Entono




3 ue cont

EJEMPLO; ... s

corrinr Fyodonde \'1‘ I

Cunccondunte  lineaimentesindependl del espacin

leiente

vl e los br,:»l;rzcnni o 4 cen cose en R, Pa(R).

de: Pa(R) .

Lo guesson cuatro vectno tuyen. una bas

y. conociendn la hase ¢ demos tomar un

subconiunto S1ide. 3 con = 1 elemento, de tall manera que S U 5 ge-

nere’ a PR} .

Para-encontrar tal subconjunto 81 de By debemos escoger cualguiar

elemento de fy verificar que no perteneceval panmio generadado

por Sy LB De-asta panera el conjunto-5e u conjuito méximg. .«

W

-7tun-"es Limgalmente dindependiantie v, por 1o tanto, una-base de PeiR).

al elemento 1l .e:B v enpresémoslo: como combi-

Elijamps primeramente

naeicn lineal o de los elementos de 8

calares: a
. 1

b= oa v ke v o e, para alpunos es e
1 AV TV g Ee R He f RS ®

et ituyends Las A tendremos

= 1.

Las ecuaciones = iores implican que:




tingal de Ei@"\ r.Lu

conjunto mas

imo: de

gue constituye dns base.

Conti rn.landm ccm

paradamente,

t==spac:1u e neradn por

I

e Boeon unoselo.elenerto

podemns e

Zilos no partendgdén al sub-

srosubconiunto

. base g PR3

A continuacién rju.ng,

sFRrmaroa partir

cansnica 3.0y ]cy- c.x

cmn_jt.mtc: ’3 v. la base

a wads pDLLHDm o degr adu cuatro ’_c:mm combil ns

s de la ha

Fara la base

Il
.Q .

gn P4 (R}, debemos tomar

ara Tah

=) ptutnumlu ant b

Pu (R) . debemos toma

1. -
= ;(ﬁa*—-‘ib—.’_\c-ke) B

Fara l& base‘ 32

P4 (R), debemos Lomsr




Fara. la base B =
ar Psi{R), debemos tomar

& = —pedge

A (7hyzd
3 S




§ 22 TRANSFORMACIOMNES LINEALES

DEFINICION- 2201

Una funcidn TV —s

quiera

ementos ¥, voeV yvoo @k se i
i TlmHydo=m Tx) o+ . Tiyy,

1Y TERY = ET 0.

EJEMPLOS ¢

Lo Las Funeisn TOdewd = Iu,-yY es llamada re-

Flexidn sobre

Esta funcidn es una btragnsFormacidn: J."ineal:,,pues para vectoras cua-

5 : 2 —
lesqulera en R Moo=

Ve yoe= .(‘ylﬂ';:z,)_gie:f,tierxg

Ry ey ) S ) Ly oy

=L o
: 1

—oprmyeccion

s mes A Bina

= La Func

T:R* — R dad

wringonal sobre-sl e

¢ X )
1.2

o e a¥




Lranspuesta de e matris Ao 1a
B ST . $ [ B LN

[}

nlianoo

.t — : i T
A, sz obtisne a partie s des a0int

cepresenta T ale @)

b e o )
sato 28 (4 1= AL domde el indice i

N E g
cial gue se gncuentra gn ta interseccidn dal i~ Jrésima

molumra. i paracla matniz’

targus la a cada

Fs
matriz. A lattasigna suw mabkriz FOrmacion

; a un dngulo @ (medido en

vector %

4.~ Buporgamas gus ‘sl
T reloi.

a - de

an sentido contrario: a las manecill

girrados o radianes)

X,V

o N ) T 2 2
G orepresentamos como (X7 7 al vector girado vy o= X +y. el

idn, tendremos

médulo . de X, el cual no cambia con ia rot
Vom SERa

lata) .

ricas

Recordands las identidadess trigonomé

nla8) = saEnec o

8 — mena-sand vy

cos{at8) = o




Ay :l Vanos s

Formacion T Lin

llamada la rotacidn.en .

=

Su- ba fungion TR —> ®

lin

pues parax,y € R

Lo gy T (ahy ) &

mientras que To)otn T lyd =

Ty +T 0w,

& traza de Ay cla cuwal la

iz A de noxon

representancs. con.ek iginbolo

tos dia - la s diage

e (D INE R SRR S AT SRR - S

11 22 nn
i 4 e}
a la matriz A = )a 50 oy
12 ? <4

La funcidrn Lrazs L {3 s Maen =5 R es una branstormacidn linsal

& mal v o Hode mo oy opara un sstalar ¢ e R ocualpguisra

s@ blene lo sigudar
i) ke CA+E) = (a b ) b fa kb dewa o o fla bk d=m (a ks ke, Wta )
22 22 11 22
ol e e, wth ) R (A L (B
2 nn

i4) tr{cAry = coa Soca_ el toea =
EES 22 nn




DA oma

'1,1, feal. D

CiAWioma Vel fenemos

TADVIAT (V) o Sumando @1 inverso’ adi

ouer Ow .= T{Ov}, que es Tu que queriamnos d

sté completanerte deté

Una - transformacidn lineal

hace a los vecto

tomen los misnos

Sminada por 1o

TEOGREMA: 22,2 : Hea Y Ui &y

SURSNEEMOS que

tuan de - igual’ manar

Ta. 63

DEMOSTRACION:. -

Dado un. vector

LN :
CUE V=R M,

TiR? — R?

B T 0,40, 1Y) de

S+0 13

5-8 -8

T1a T2:V s W son dos fransformaciones. lineales. gue. ac-—

a base 31 -esto es,

) para ?:mcj}a i

_8)‘ e Rz,‘quE

i

= = Sl For ootra parte

3-8 24




1 2

Tw ¥a T
HE R

dgual a

DEFINICION 22.3 :“Fara una transformacisn lins TeM — W definimos

Teo ds T, gue lo denotamos. como NIT), comd el con,

wr r~

Ltores v eV tales que TOy) & 00 Y la dlmagen de T, denota

como: el conjur etores wie W gl DIV ETIgEn

mlemanto de Vi 'ﬁéﬁ in‘ag(T"i = ofwe W /W o= Tivi pars algin v

EJEMPLOS:

-

B.~ La transformacian Timeal ddentidad ;.V:V —_— My oderinidal como.

al

Itv)o= v-tiene como nislew

V. Ass NOTY) = {0k g imag (T = V.

~macion lineal cero, ToiV derinida coane Tolvs

v oe Vo obiene gomo nbclec.a

imagen solo . al wvector O de W,

-1 Bl mdclieg dE lal

2
=0 &% hado R™.

Dmac i inida como T ix, v, nd =

Liao~ ka trans

los vector

Coms dig la forma

=r de T oes

PECTY = i, yaem? Foso=m oy, 2= G, La

e como - imay

Voyo

mter e ven—-

Ty como imagen a todo

£



TEOREMA 22,4 .
okl it

verctor i

1Y NATY e5 un
iiy imag(T) e

DEMOSTRACION:

1) 8Bean wyy € NITH -y o e K. Entonces Ty = Tiu)+Ty) = 030 = 0, vy

wr NOTY. Adema

Tiaw) = . ofiu) = ab:= T, Togiae My Ty o

1o gl un sibsspacio de V.-

hemos - que T(D) =

S Entor

TEx™) =0y Ty =yl viuegn, wry

tienes

mado-para o e By Whary

aT (™ » = Tlas™ Yy, por To.ax tambign pertensce a imag Ty,

proviene al menos ds Ov. De todo 1o erior Ceoncludmns oo
es un subespacio vectorial de W.og
ermacidn lineal TeV — W deFinim

DEFINICION 225

lo siguiantes:

der T o= ow Ty = dhim BMOTY. el i

iy Nulicad

range de 1)

1) Rango = gig imag (7).

EJEMPLOS:
1Z.- Bl niclen de la 13 i i MITY = N

viT) = dim N{T) = 0, Lueguo,

=)

53 0m dosy asi,oe{T) = dim imag(T) = 2.

. - 2 . X
imag (TY = R tiene dimer




ST

1, e f neFermacidn. lingal Ti:PaiRY — P2(R) defini:
- a : 2 o :
i HO)emla chacnta xw E comno T mrucleo al,

1

Linpmios dela Forma pix) = 040 31

8

CHOTY B ip e PR S P i) ma

yoes clare gue Tiene dimémnsicn 1. Asi »iT) = dim NT)

La imagen de. T son todos ios pelinomios de la forms

iy

por do-tanto dmag (Tr = P2(Ry, gue ticene .

dim imag (T = F.

TEOREMA™ 22, 65 Sea, TiV —— W una-d ransfor dn o lineal.

dllTx Ve P(T%!v‘('r';.

=33 Finifag‘ pritons

DEMOS TRACION:

&

2

SUPORYaMDS GUE T wBow e e ;vik

¥oes base para NATY, . donde

Lo

1.9 segure gqus axisten. we bt S ;
7o asegure g isten. v AVERE RS

3 = {'::1; Howwa o g MR e ,‘f.h} Forman una base de V.,

rtisnde de esto demogtraremos guae IT0 Y, Tix
base. de imag (Tl e e s

Fara cualguier vector v & VY, por ser
-3

res Anicos CIEEERET swvesd & I
"

k” k44

Faor la linealidad T tenemos que T

T{x.Y = O para 1 £ i = bk va gue perh

N
hal

\
krt k+2

Lo

rijunta

Ceim BT

-

=1

O NGy o Lo

ORI

AN
a_ e
“o

«

idim WV

de

po-

n

fimenslon




A e T

R 2 S

Moat e
indepsndie

Tomands una. combinacion. 110

T zd]

Sonn A
_'L=k+1_

n
21 oovechor Z‘bﬁ% pertenece

Lo anteridr fimplica gue
SeF o hEl s i=k+1

phec lgtque podemos. edpr cidme lineal de

i

Fasando el términ

igualdadanterior,

.thﬁnemosjqua

Comosd oranterior

(o E

% wee sy i

n

DeTesta

ne

icient

demtestra gue Ios vettores T

Ya gque la base de NIT) posge plamentos v la

se concluye fue piTyreiTr = b (n-k) = o= dim Vo

EJERCICIO 1:

Compruébess s en

COROLARIO 22.7 : Dea TiV —s W una hrans

vestoris

vango de Tg
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Yoopodem

L oeardjunto

Cieandn

[RERYTEIeTS

cion linsal 7,

EJEMPLOS:

LS Dade la transformaeion. 1in

del ejemplo 11 v te base £ =

Jwiito geherador del” rango de T ss

ST L 0,00 TAD, 1, ) T

BmOs i

e coniuntn

pero el subcondunto {01, 03 (O

16, = Dada la- transforman idn

TITIRR L R’ "Jc%ﬁ.nicla miar T (s, v =

: PR 2 R
(Y gy W 00Ty de RY, un conjunto gensrador

dei RATY @z {T(1,0),T(0,17% =

Fuesto que los vectores 3 e~

. N 3 .
pendientes en R TForman

=1 rango

subespacio ko (1,1, vy

e

=ta rltima

como ba des NMoouna bas

Jurtons da

or denadas  de

iguales.




la
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i

asi tenemos gue [T]

EJEMPLO:

17, Sea TR — R? des

RIS

T

nEo 0RO 00K

T s
TONemos

LL\E‘QD;:’

ERpresanos - Ccong combirasian. Tir

CONHIE

Jas

i o esto s

‘E.. ¥ a c:'.L

SRnE T

jo

m*

DM prayeso

:
L:
L:

O RS

o r

T T G N
11 izwz -

W

im

p

Calonlamos: T~(v13, para ‘cata

Gardd

a3~

[+

j=1"!

ifida. como
it

FIE PR ®R> Y. [R‘z-,

b

cirtogong]

i buscaremos macalar

i m :
=P AW e PR
’ vivd

(0,0, 1130 3

by

S A

MoK
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sabres
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?a(@)‘rﬁsmemtiv

ta

Coml. Com

Y s R vodo

cidn lineal de los elementos de’ la base p.

sgliovector de. coordena

# la basegrordenada B gus denotaremos coms [ i
Fara ¥ « V, coma f#.es base de Y,

R - S M o I

1 2.2

de ¥ como =21 Veckor o calumns

natidn Lineal anh

a
=3
D
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i

fam




EJERCICIO "2

S unespacda s CdimEnslon. o, denuestre gue la fun

L

.
e
i
in}
@

oiriac i on

= A T e - . ) -
eV — R dada por. T = E e SRNE Trans

EJERCICIO-

una ba oF dernada de

un. @spacio. vectorial

W Demues

fré'qué,péréiLgda véétérr iene qug_[mjﬁ,=’@ﬁ

=0 Gontrario..

cconcloen

EJERQICIO 41

Dada~tna mgt que

la-i~gsima columna de A, la cusl:la igual

a1 producto de & por

>
[T]B it
2oy oy ode Vv

Tal — 1

PROPOSICION 22.8 :

matriz & T corn respecto a

respepotivamnente.

ronl, = M €

DEMOSTRACION:

Domo 3 as hass de V

i
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VAP e el

f. o podemnns. obs

e dEnddast de T (60 ar v o, e B,
; i . L

. EO el

ro es. [T(:f:j;”]? r"H

:rp_taMh

(var ejercica 3.

Deupands lalipealidad sde l& Fundidn. "vector coordenadas

L} : n N
Ta {fe
. L 1
t=atl

Ty

SO ue

[z =

SRaraslas bases 51 : G g 1o en tde Pa{R) v

TP2(RYL tivament

T = T+ 0 ¢

TxT) ded e ey N

Doy e,

TAO L Dy O

-

1

T~

~—
[

La matris asociada & 1las Ry ¥ oes en

Ahora bien, para ol p su vector de coordena

won

5
3
o
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cloride

pertenscs al  camnpo

v odecimos gue 21 48l

v

interssccidn del

plementa g
AR ¥ ]

corintenos: en cu

§f
b

& 23 MATRICES

P
¥

2t S22 i 2)

few owieln ",n‘hnn{“ll #owwin oaou A
QL2 v AT e

5 Ga ol L)

W Ve W e W e s e R s e

a e - UL

mi m2 m)

recibe el nombre de

riz renglones y column

a’; <, o
L ia B O 58 o)

o a
mi m2; mn

a ) P a
-ma m2 "y

(2]

un erraeglo

i ComQ

1

VLT




Cemresn bl A UNa Ciatr b L

AN TR 7 B A% S ST

Cuando Yo maty iz

tiene famafio msn v lo

EJEMPLO:;

ol . t8.2 :
A - (AN s ung materi meEng lor W
. 4 01

Como A2x3.

por Lo que Lamafio @x3 oy 1a represents

alonne. . Decian

2.~ La .matriz URA TG

gue . B es un vector columna.

- Lin minero real o

solnE Ty Tumna.

DEFINICION. 23.2 : Dcinc oue lam

igual al rdmero de

de renglones ss

a la matriz A como fnxn.

-4

SO -

DEFINICION 23.3 : al de wea n

R

a por todes los

a

3

: @
ni na.

de ;A_




CLASES ESFECIALES DE MATRICES

1w o

DEFINICION 23 4 il matsiz

[]u}

wunos - ensla rEpre

DEFINICION 23.5 : Una matriz en la gus.

Ilama matriz nula o mab

an caso gue. tenga-tamado mxn.

Decimos

S U de sus o

DEFINICION ‘23, ¢ : Una matriz cuads

Ttos gus se encuentren por

log elems

Firiimos ung Cone

rmocero. Deodgual mansra d

iz con ceros por encima de  la

Ta ma

EJEMPLO:

2 o o
Fur-o\a-l[_, E!:TI.\FO

o o o [ . ]

DEFINICTON 23.7 : Uns matriz coade Tiama ma




EJEMPLO:

Has son maked = diagonales:

oy ? 00 D
Looe o 5 300
o0 1 0], Qs = AR
0. 050
O 0
DN o . clot
Foconveniencialrepr a1l A A= -
ta notacion definamos la sums 'y producto:
DEFINICION 23.8 ¢ Dog matric “ <atj) Y L) oogon dguales si
tienen el mismo tamaso v eléemsnto a slemento son iguales,
EJEMPLO:
b. Las me fal = bzzu

dos mat ss e mo oW on. ka

DEFINICION 23.9% &
o dada por

]
=

suma de A y B es la matrizAtR = {a




Zymoba mumes de las matr

EJEMPLO:

eDadas dasoomatris A0s

sUsuma pues la primera matr

ma de matric

L.a

PROPIEDADES 23. % : Faia

iguiente:

i) A+R = BR4 (zommLt

idy AR HC = AR
iii) O+4

DEFINICION 23.10 : 5i 4

lar, entances

~1

4

las siguient

SR

'-l 1 ne podeno

rgunca s de

tamafo




EJEMPLOS: : . S

10

tris satisface  ladlay

de uni2scalar par unam

wamaEy Tes p € LATRY = A4y para matyic

DEFINICION 23. 11 .3 Defirmimos el oo

A4
azf. .’

a o= RO ER VL [ T P o 71 (T
M Bs

s conoce Frecusnt

a9
i
i
o

e duae

For la notacion del

mente como producto punid de a vy Do

EJEMPLO:
) 1

tiv~ El producto escalar o peoducto punto de los vechor = z ¥
2



e R e’

Notese gue el producto escalar de dos Ve & Un ndmero

ares @ v b

@lenantos,

real, a'b e Ry v que a v b deben tengr @l mizmo

El productosscalar de

bea foornmutat ividad).

i bty e de

1 producto escalar  d la

calar de vecht

moh oy b son nduneros

ac(bogcr no

wscalar AFa veckorss. o

DEFINICION: 23.12 1 El producto lag m fimxn y B
Cmxer =" BBmyer - CUy o, 140 imo components 25 el producto escalar del
rengldn de A v ly i-gsing columna- de By cij = fﬁxt'E'J..

Laramos el producte de & v B o comp AR

2ol

En forma. de vecktores b

P e R Elj
z'j ,
coom o (a A e a Yo P e p T - TURR = FY
1y % i2 iwn " 17 1) in n}
iinj
n
yoan Forpa de sumstoria es oo Ea' ST
! i ik kj
k=1

EJEMPLOS:




skl el onro

s

3

- 2ot 1 ahora Ha.

B ) 1oz alTei w2 s esiaw e
Swlucion: BA = s -2 sllo: 92t = | 4. 23 ‘dofy
G2 alfs o 1o 28 is
£ *
pues . o =cF AT = {103 A4 o=l ] gl
14 1
1
E -+ B
g o= B AT = (1R A la e A 2T e = i
12 1 . . )
R
[ = E Sl 4 =T
a3

Mot el producto de nat:

anteriores. ouestran gue AR = BA

que para multiplicar dozs as cealuim
i de la prime iy AL
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Y Lew

PROPOSICION 20043 -1 F

iyt

e sobre @l

El conjunto de o

s fivi

res de cero;

demos asegUrar: gue alge

siguientes malbri

z] yE —«{:_ﬂ st bales gue tOR =[: z][_f] = I:Z] Y

ferentes de ce

matimiz

Qtro sjemplo

CErD &5

DEFINICION 23.14 :

siguient

una matriz son llamadas "opsracior

il o dividir un

ii) Duman wp miadhd

chaEon




w15} S0 g X

guiente notacidme

Y oMelay, rap entan iy i
=,

: 11y Al representa "Mulbtipiiows
- ) d'c-:—-_‘la‘ ma
15 @ Recimos. gul Y BOM egutival o v 1o
amos como AT B, K B partic de A porodn] ndmero
Finito de operaciones elementales
EJEMPLO:
: : e e 1
. id.=Las matrices. A = o a s1pdy 2’
. 1 =20 G
. obtiens sfectuandd lag siguientes op
reng loned de A
f13 (1), "multiplicar el renglan de & per 1 @l resultado
egundo rengldrn” ner

¢ fea, . "permutar 1

cernglones 2

1 4 2
2 F4 S
0. -3 =

LTz

Lo an

S @HPIrEsar  Codnn  na s




DM

4y 2 Fea e tal 2
o 3 -1 o~ 2.2 &
2 =z 2 0 3 -1

izamos el sinbolo de igualc

qQuE o Uk Pt pues ma-
Lrices son distintas, frriba del simbaleo egquivalencia """ se indica

o elemental Gue Ea'utili;ﬁu

MATRICES ESCALONADAS

DEFINIQION 23.1¢3:8& dide quesunsa

Aalonada s

cumple 1o

iguisnter

i) Todos log. renglongs gque’ consten di. pur

acuentran

tri:;

Ta. ma

o

e inferior de

i) El primer alemento distintd de o - orenglen, empezando

de izguierds a derecha, debe ser L.

renglon

consecutivos cie 1

im & la d

innmediato inferior g

inmediato sup

EJEMPLOS: - L e e e T e e el S L D e
15, - Las siguienteds matrices estdan en Fornd g@stalonsdas

o onN
Clw 0 O
e
Ligdel

. _J° ,
et

-0 C 0lm
o.6fm &




1 a2 o :
- E) )
LA T T R ) “ - .
N O glii2 ol
O o4 -3 Q : e o
. > B B = RO < SA R~ RS
[ R - T

DEFINICION 23.17 :.Una matris et

gL Forma lLonada iy adem

romolumna gus eon

et primer 1 de un

noles demds Lugarss.

,
a
b4
i)

EJEMPLO:

17, Las matrices. astan an forma

: (o]
O
o-
Q.
) o
o]
E 1

l.a diferencia entra

calbnata reducida es

que, abajo vy arriba del

Cualouier mati-lz

enuivalents atra-matris en forma

lormada o

meddiantes

operaciones elenantales en

renglornes,

EJEMPLO:

- Llavar @ su Forna o wascalonads reducide,  segln ses po




A el n-

<4,

o a i Ma(—=
s

- W

cpodemos expresar. por . medic  de

AYTRRLL Ca™M,

&L

Iones o coluninas 1as podemos conside

F : =y n m .
ver como elemsritos de los espacios vertor R o R resoechivamnanto.

EJEMPLO:
o 120 i .
‘Dada la matry 0 5 -1 =3[, ‘podencs considerar a renglo-
8. '
nes A1 = (1 2.4 0), Az = {05 ~1/=5), = A 85 7 whtos | del

; Ry T
0 vectorial TR,

,
Hil
h
ety
-

N of o, 2 g 4 [
AN = ol A% = (s, AT = ey -3 podemos censiderar Como
<+ a ?




el e

DEFINICION 23, 18 : ngo- da un

del espacio vecbor i aedir por Clos v en

i

rangosde: Adcone e an (@

EJEMPLOS!;

P ’ L . ” T )
E0v-leomatriv -identidad del T fTa. = lo 4.0
- : 0.0

ranglongs

1 0 -G

- #= {36 3 tiene rangn 2 porgueclos.orenglones 1oy

o TeT Y

Linente dind

spnoientes,

unzanjunte mdino. de. vector

Plhamente un veco—

s

comeo 1o ST ERMmO

3T EHATGR W

TEQREMA 23. 19 : !

Ay B oson eguivalentes,

Farnga de una malb

VB rango

DEMOSTRACIODN:

marl al

858N

GuE las aperasioness

nglor

ey o




marEa, el rargo dew

i

lorada: o

i en la Forma

EJEMPLOS:
=CEncogrtrar ol rango de la omatrdis & o=
Solurion Llevemons - la mat A 2 su Forma
elemzntal an renglongs
174 2] tdal=4) fao w2 M2 are) [t
A= o .oew g L o e a7l o fos
4 B2 ; . 0 ~11 =G RS TS ¥ 'Y

La ma makriziobkeni

AT

tignetreés renglon

el rango de lag ma

-~

iTevando. la matyiz &

1 <4 2 1 “& 2 1 4

R 9 s o o =7 e . A . [« I
8184 O Cad iz | e S

AT rango B, poes tigno

caerag.. Como A Y AT, LTenemnosogue

4

2] Aeatil-

G
-

de cero. Comd A

2

e

tos

<3N

2

W= rEniA !

E G

P

pues Ent Bu

STV E

o]

¢

AT ran(d)

[

ran (&t

de

L orad




INVERSA DE-UNA MATRIZ

e &

cmomn o las dnve

QUeT A ms I

PROBOSICION' 230 247: 531 la malriz A de n w n tiensz inve
inverss s Gnica.

DEMOSTRACION:

“Suppnganns gue B oy

A

= Doy M = DA s b, Dome (B

la inversa de A es andoa,
ST

vna mati- Fimimeo

Ia-matriz auwmen—

DEFINICION . 23. 22 : Fara

Lada con la matriz ddentidad de m . ® m, como la mabriz (Q]I) de mow o (retmd

guie s obltiene: al agregsr Ta matiriz Io al lado derecho de &,

Fara calocular iainversa . de una nabr demos

Biguien—

il

iy Escribir & mal aumenk;

i) Reducir medi

sSU Far

anle opera

ng lones ha

ma sscalonada la matriz aun

e e

iz anmentada.

Fos & ia

EJEMPLOS!
1 4 2
2. - Encontrar. si matris inversa A= o g -1

4.2 <




Jucidn:

ENT

senhemnas

‘—1/20 n
=3,20

0.0k

izguierds

-1 1./40
pE declr A7 = (15 1710 -1r20
B/G =210 =8/20

D&, Calocalar la matriz inver

Selwcidrm Evectuando oy

t

memos

-1,
A12 (- 2 (=1
e 14 10 + 1 a 1 e 1
G . - _ N
2 o o 1 -8 -2 4 Y 1/4 =18 g
1 © C 1,2
[= 2P 1/94 -1-08 |7




vl (4

. o a2
N 174 =18

-0
A =N

e renglones

o2 B« B a ]
e -3.1.0G
1

ste momento’hemos obtenido un. renglén de puros ceros al lado

macls pors looquecenta
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17 0 4 1.0 1 11 1
i 4 01
2
>y 1+4 . T . S . .
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|2 -4+ o
s matria
3 2 -1
Solacion: El i n A L e a4y 10 ol
2 -4 O ’

SHONs




a mat A e
. 1z a2
Adi 8 E G20

16 46 s |

y la inversa de A S e tanto "

-1

£l eiguisnte Leo der muacha importanci hamos

leculado la inver saber-si




TEORIEMA 24. 16 @ Lir

DEMOSTRACION:

primery. o A

Twmentel

v oGomostoda matrin

hipdhonsi

tiens & su ver determinante no c&ro-s@,éénr’uye gue’ det(R) =20, Ezto eqgui

L& en Forimas

CErosiey coms g

& que R noe tenga renglongs e pures

alonada reducida ﬁe‘ccncluy&‘quv

wardo

2 - AN

D e Hemos  BENpre

QA omopraducto de mabiic

dnmviertiblel g

Bles v por lo tanto &

ctariales nos

crrema anberior . Junliooon. La

cuando  wra ma-

ol alternaltiva, eqguivalonie & la primers,
dan 1 1het { ) jwitvalan a1 I3 ? .

tris cuaderas

y o silo si

SiE muadradas. A de noxon

COROLARIO 24. 17

Com

e Jlornes de A

JEAE

impliica gque delb{A) = O

los rastant

aooue no serie dnvertibl

grmilnar cudles




culandn

-l Oy

oy

1 rivartd




SISTEMS DE ECUACIOMES LIMEALER

LU e

DEFINICION 25 .p: 40

Vg haind

fapa

EJEMPLOS:




[EIT Ty

Y .
G LU
21 2 -
L ko o, e . b < b

L IE




ohin

phar a oan

5] ’
1 ES R
= =N R 2.
N ; o
™ ™

EJEMPLOS!

e mE b ielel elos

i3 o 5
< -8 = 114 .
-2 <




D1 4 =3l e =

FRR

lones

EJEMPLO:

e dando




i s di

Eart

-
=

inalmmn




|6
(s

e
LN

‘M

[
NG

53

2 -4 oo !‘=“.1(1/2> 4. -2
fa) o= 1 2 -1}z Tim 15002
[+« - s=5{ = 4 -3

e

EXR 24 i

fERE

[N ey
2

"




& =3 ia o

ol

[

-1 (3

1]

o
)
(e
-
SR
5
SN
«

(3;-91(—.'2&» 10 of1ss- 20

P fo L ve war 28

SRy o ol ~rss2e
3z . ; B

ALY

[F118




COROGLARIO 25,5 ¢

S Ll

niiae

3 Oramery

(L7081

s

i
¢
i
1
t
f

T

SR HWES

clacty




IR TwERT: s

i eta

G

el
1 1 1
R P g he
4.5 1o i .
Some . geth & 0, L A inver -
s de A la

=5 15 4|
EE-ET T AT N
14 =1 -3

v Tac Lgualdady




104
462
za»

= )
LR T - BN

| SRR

~e53

103

@

[24].

v-l .
14

(i

-,B
T1

[




derindde

=]
o

Taz2

‘22

wim i aeh WAy




log elemenbos

EJEMPLOS:

sLver

gioga

mant

delearm

[ ;)l" i

chiama

oo
[afw

3.
z,
5




RISEnIRRN

o uinma e

deta

gual mane

Al ot amos  H




& Niw

~-15
moEsha b 2 Lo BEilasnan - I
s 10

Solucidn: La




Dol

D

D mees

E
A

(31

N

nan

Mt




v o 1
Vo0 ©
“a .

[TEIER IS

Lo e

¥ opor Ie

ol o

Tueddn

1.

tie abvia

columng o=

Yogue co

G T

con A s R

intinad




B

[aER=E

apic, . B

comer b
o A

R

@ntonces

Ve que b
© 4 A

LI

tendrenos o

s

CluE

Ly

¢ olamen

di o

L miatiy i

SRR

D?n

TR

. ™
cim R

i

. 2
it e RY en R

2




s

Pé Bzl

1 i 4 ;
s 4o 2 3 Liene yango 2, por 1o
3 4 5

1a matriz twe del sist

ngo (LA} = Wi
[T @ i b

et ada




[N

&

Asi . la solucidn

teoma

i e en
17, Rea

Ll

RH

RS

corstl Ly

81
=2

taea

cie




prEr g L e

5: E
( :
- = T

5 53
@1 Wos T g LN s
T . s B

coms La

Observenos gu

resulta

FCIDEIL

e v e e



n!ﬁ

IS

. e

I

B e ¥ 0T e BT & v

DEMOSTRACION:




EJEMPLO!

paEle - Resolve

En ¢ o ornng ol

¢

oL signific

moeE

para generar =l ocoenjunto szoludidn ded

Dichos vectores o

Une selucidn particalar al

L

arro B

TEOREMA 25.10 :
incdgrnitas posee al menos una soluc]

DEMOSTRACION:

Lo gu la. m

Vgt it inspEnet § i

gy

e




Som mulidaﬁfL\).
A

EJEMPLO:

19 - R

ined

E T

bt

B =l T RNy e T

Madiant

e R SRS REE

1.0 15 o
o 1 -2s5)"

wivalent

Deapsjando BoYoH U




Mg 1 o

s

Entoncaes.

vorangoify o=

EJEMPLOS:

L, BSta gonera

o

por lag
n
= a1 )

1
N - oot 2 ; .
LHmnas Q0 A o)y A = gy
o




Tarmal L

Fara

e

YRR




;3;9?(—15) o olid1-90 S : .

) o of1aesat ] i
(=113 o g =134
31

s e d

Ceme no bisne

Leras

Iprimero vy sgoando-  de

a la. derecha

moE e i

3]

gar sobre

Tedo

ot Import

tencie de solucl me e

313
o
o

“a o

— | ok

. ., . . C . PR vt : o 1 2
Fero b e LIIAT, =33 S0 10 r

Boe LOLRT L AT, Te

. P 1
yosmodim Ul AT, A

EOULY

rargo (A = rango (6







"BIBLIOGRAFIA

STANLEY

T ALLGERRA LINEAL
.' [SENE B

LIMNESL
TEMAN S
HALL TNTERNAL

—-
on
L.

o
.
i

TEORLA
Ja W

EDTTORIAL LIMUSA.

Lie VARIABLES AL TOAL
.oV

e GRS ML

2 i) Y RELAL
11 2 RANGEL
1 Op D AMLIT
15, -



	Portada
	Contenido
	Introducción
	1. Conjuntos
	2. Subconjuntos
	3. Operaciones con Conjuntos
	4. Par Ordenado
	5. Producto Cartesiano y Relaciones
	6. Funciones
	7. Composición de Funciones
	8. Funciones Inyectivas, Suprayectivas y Biyectivas
	9. Cardinalidad
	10. Relaciones de Equivalencia
	11. Particiones
	12. Grupos Anillos y Campos
	13. Números Naturales
	14. Númereos Enteros
	15. Números Racionales
	16. Números Complejos
	17. Espacios Vectoriales
	18. Subespacios Vectoriales
	19. Combinaciones Lineales
	20. Dependencia e Independencia Lineal
	21. Base y Dimensión
	22. Transformaciones Lineales
	23. Matrices
	24. Determinantes
	25. Sistemas de Ecuaciones Lineales
	Bibliografía



