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INTRODUCCION 

Sea sn la n-esfera. Un n-nudo esférico (o, simplemente, un 
n-nudo) es una pareja (sn•2 ,gSn) con g un encaje. su exterior es 

la cerradura del complemento en s 0
•

2 de una vecindad tubular de 
gsn. Dos n-nudos son equivalentes si existe un homeomorfismo del 

medio ambiente que manda uno en el otro. 

Un espacio topológico que se asocia a todo nudo esférico 
(sn•2 ,gSn) es su exterior E. Un problema sobre el que se ha 

trabajado es el de establecer si un espacio Y es el exterior de 

un nudo o, más ambiciosamente, determinar el número de nudos que 
tienen a Y como su exterior. 

Gluck [Gl], Lashof y Shaneson [La-S] y Browder [B] demostraron 

que existen a lo más dos n-nudos esféricos no equivalentes con el 

mismo exterior; posteriormente, Capell y Shaneson [Ca-S] y Gordon 
[G-3] construyeron ejemplos de ello. En 1989 Gordon y Luecke 

[G-L] demostraron que si dos 1-nudos tienen el mismo exterior son 

equivalentes. 

Los n-nudos discoidales suaves son parejas ([)n•2 ,g[)11
) con g un 

encaje propio tal que la subvariedad g[)n corta transversalmente a 
8[)n•2 en 8g[)n. Dos n-nudos discoidales son equivalentes si existe 

un difeomorfismo del medio ambiente que manda uno en el 
otro. Trabajaremos en la categoria DIFF. 

El indice de indeterminación de una (n+2)-variedad Y es el número 

de n-nudos 
difeomorfo a 

discoidales 

Y. sumners 
no 

y 

equivalentes 
Hitt [H-S-1] 

que tienen 
encontraron 

exterior 
primero 

condiciones sobre nudos discoidales que aseguran que su indice de 

indeterminación es menor o igual que 2, posteriormente [H-S-2] 
encontraron ejemplos de nudos discoidales tales que su indice de 
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indeterminación de su exterior es mayor o igual que 6; después 
[H-S-3] demostraron que dado ke~ y n~5 existe Y (n+2)-variedad con 
indice de indeterminación mayor o igual que k. En sus trabajos 
plantearon, entre otras,la pregunta: 
de indeterminación sea infinito? 

¿Existe Y tal que su indice 

González Acuña [GA-2] y Plotnick contestaron afirmativamente a 
esta conjetura en trabajos independientes. González Acuña probó 

que si Y=Exin, con n~2, y E es el exterior de un nudo toroidal, 

entonces el indice de indeterminación de Y es infinito. Cabe 
mencionar que este problema geométrico tiene una "traducción" 
algebraica, a saber, el de encontrar elementos del grupo 

fundamental de Y que no sean equivalentes (en el sentido que se 

define más abajo). 

En ese trabajo, González Acuña planteó las siguientes conjeturas: 

conjetura I. El grupo de un nudo no trivial en S3 tiene una 

infinidad de matadores algebraicamente no equivalentes. 

Un matador de un grupo G es un elemento cuya cerradura normal es 
todo G. Dos matadores son algebraicamente no equivalentes si no 

hay un automorfismo de G que mande a uno de ellos en el otro (o 
en su inverso). Tsau [T] mostró la existencia de un nudo satélite 

con la propiedad de que existe un matador de su grupo que no es 

meridiano o, equivalentemente que no es imagen del meridiano bajo 

ningun automorfismo. Relacionada con la existencia de tales 
elementos está la asi llamada propiedad P: un nudo K en s 3 tiene 

la propiedad P si, de toda cirugía no trivial a lo largo de K, se 

obtiene una 3-variedad que no es simplemente conexa. Si 1 y m son 
elementos de IT1(S3 -K) que corresponden a una longitud y un 

meridiano en una vecindad tubular de K, la propiedad P se traduce 
como: K tiene la propiedad P si y sólo si su grupo nunca 0 se 

trivializa al agregar la relación m=lª, a=O. Es decir, ml-a nunca 

es matador de G si a=O. 

La importancia crucial de la propiedad P es que si algun nudo no 
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trivial no tiene la propiedad P entonces la conjetura de Poincaré 
es falsa, ya que, por [G-L], S3 nunca se obtiene por cirugia no 

trivial en un nudo no trivial. 

La propiedad P también implica que los nudos están determinados 
por sus complementos (esto último demostrado, como ya dijimos, 

por Gordon y Luecke). Se conjetura (Bing-Martin, González Acuña, 
Simon) que todo nudo no trivial tiene la propiedad P; hasta el 
momento se sabe que el nudo trivial no tiene la propiedad P y se 

sabe que todos los nudos con menos de once cruces tiene la 

propiedad P, salvo quizá 10a2 y 1087 [GA-1]. 

casson [A-M] probó que si Ak'' (l)~O (la segunda derivada evaluada 
en 1 del polinomio de Alexander simetrizado) entonces k tiene la 
propiedad P. Culler, Gordon, Shalen, Luecke [CGLS] probaron que si 

existe un homeomorfismo periódico de S3 que deje invariante a k 

entonces k tiene la propiedad P. 

Conjetura II. Si E es el exterior de un nudo no trivial en S3 
y 

n~2 entonces E x In tiene indice de indeterminación infinito. 

En este trabajo demostraremos los siguientes teoremas: 

A. La conjetura I es cierta para nudos toroidales e hiperbólicos 

de rango 2. 
B. si n>2 la conjetura II es cierta para los mismos tipos de 

nudos y si n=2 la conjetura es cierta para nudos simples de 

género de Heegaard 2. 
c. Si n>2, la conjetura I para· K implica la conjetura II para su 

exterior. Si n=2 este teorema es cierto pero en categoria TOP. 
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I 

En esta sección veremos bajo qué condiciones un grupo de 

rango 2 tiene una infinidad de matadores no equivalentes. 

DEFINICION. sea G un grupo. Decimos que geG es matador de G si 

G/<g> ~ 1. La definición anterior equivale a decir que al agregar 

la relación g=1 en una presentación de G, éste resulta el grupo 
trivial. 

DEFINICION. Sea X un espacio arco-conectable. 

sea c: (0, 1]----+ X con c(O) c(1) = * 
Entonces ces matador de X si (c] es matador de IT

1
(X,*). 

DEFINICION. Sean G un grupo y a
1

, a
2 

e G. Decimos que a
1 

y a
2 

son 

algebraicamente equivalentes (a
1 

rv a
2

) si existe <f>:G-'t G 
automorfismo tal que 

Obsérvese que si a rv b y a es matador entonces b lo es. 

PROPOSICION 1.1 Sea G un grupo de rango 2 con G/G'~ Z, con G'el 

subgrupo conmutador de G. Sean a y c generadores de G tales que 

aG' genera a G/G' y ceG'. Entonces V ne Z ac" es matador de G. 

DEHOSTRACION. Sea G = (a,c: r
1
,r

2
, ••• ). 

Sea H = (a,c: r
1
,r

2
, ••• , ac"=1) 

Probaremos que H es trivial. 

Si abelianizamos H resulta el grupo trivial; es decir, H es 
perfecto. 

Como ac"=1 entonces a=c-"e H; es decir, H está generado por un 

sólo elemento. Entonces H es ciclico. 
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Pero el que H sea perfecto y cíclico implica que H es trivial. o 

Necesitamos ahora establecer si esta infinidad de matadores de G 

de la forma acn son algebraicamente no equivalentes. Para ello, 

en lugar de trabajar en G, lo haremos en SL(2,C) donde existen 

criterios para mostrar si efectivamente los matadores son no 

equivalentes. 

DEFINICION1 . Una representacion es un homomorfismo 

p:G-----'> SL(2,C). 

Decimos que p es reducible si 3 W subespacio vectorial propio no 
trivial de.C2 tal que 

p(g) (W)s; W VgeG 

Si p no es reducible decimos que es irreducible; es decir, los 

únicos espacios invariantes de p son o y c 2
• 

Además, si el homomorf ismó es inyectivo decimos que la 

representación es fiel. 

p,p':G-----'> SL(2,C) son equivalentes si existe XeSL(2,C) tal que 

VgeG. 

TEOREMA 1.2 (Culler-Shalen [C-S]) Sea p:G-----'>SL(2,C) una 

representación con imagen no abeliana. Entonces son equivalentes: 

a) p es reducible; 

b) p es equivalente a una representación de matrices triangulares 

superiores; 

c) tr(p(g)) 2 VgeG' 

DEFINICION. Un grupo G es metabeliano si su subgrupo conmutador 

G' es abeliano. 

Observación: i) Si G es grupo de un 1-nudo no trivial, G no es 

siguientes deí'lnlcloncs dan usualmente CL(n,C>. Sólo 

veremos el caso que nos atañe. 
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metabeliano. 

ii) El grupo de matrices triangulares superiores es 
metabeliano; es decir, T es metabeliano, con 

T ={(~ ~)e SL(2,C)} 

LEMA 1.3 Sea G el grupo de un 1-nudo no trivial y p:G~SL(2,C) 

representación fiel. Entonces p es irreducible. 

DEMOSTRACION. Supongamos que p es reducible. Por el teorema 1.2pG 

es equivalente a una representación de matrices triangulares 
superiores, entonces pG es metabeliano. Pero p es fiel y G no es 
metabeliano. V e 

PROPOSICION 1.5 Sea 
condiciones de la 
irreducible p:G~ 
infinito. Entonces 

números complejos. 

G un grupo 

proposición 

SL(2 ,C) tal 

{tr (AC") }n"'O 

de 

1. 

que 

es 

rango 2 que satisface las 

Sea p una representación 
p(a)=A y p(c)=C, c de orden 
una colección infinita de 

DEMOSTRACION. Sea p' una representación equivalente a p tal que 

P' (c)=(~ e={º s~ il. "' ± 1 
i\. SJ. i\. ± 1 

Sea p'(a)=(~ ~)=A' 

Como p y p'son equivalentes, tr(AC") tr(A'C'~) 

caso i) il. 'f. ± 1 

Nótese que i\. no es raiz de la unidad ya que e, y por lo tanto C', 

es de orden infinito. 

A'C'" =(~ ~) (~" O -n) = (ª;>.~ 
i\. ci\. 

bil.-"J dil.-n 

y tr(A'C'")=ail."+dil.-". Como i\. no es raiz de la unidad la 

proposición es cierta si a~O y d=O ; o bien a=O y d~O. 

Supongamos a;i<O y drO y que la colección {ail."+dil.-"}n"=o es finita e 

igual a {kt, •.. ,kr} k1ec. Entonces >." es raiz de ax+dx-1=k1 

para alguna 1. Como tenemos r ecuaciones de segundo grado existen 
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a lo sumo 2r raíces. Así, p.m}m;oo es finito lo cual es imposible 

porque A no es raiz de la unidad. 
Por otro lado, si suponemos a=d=O y p'' es una representación 

equivalente a p' obtenida de conjugar con 

X = ( ~ ~ -1) donde x2=b -t; entonces 

P''(a)=(º -1 ~)=A" y P" (c)=(~ 

El grupo H generado. por A'' y C'' es tal que H/H' "' 7l2e7l4 y por 
lo tanto no es imagen homomorfa de G ya que G/G' "' 7l. Luego, el 

caso a=d=O no se presenta. 
Demostraremos a la vez los casos b) y c). 

caso b) A = e 1 

A'C'"=(~ 

y tr(A'C'") = a + d + en. 
Caso c) A = e = -1 

A'C'"=(~ ~) (-1)"(~ 
tr(A'C'") = (-1)" [a+ d +en). 

~)=(~ an+b) 
cn+d 

n1)=c-1>"(ª* * ) en+d 

Supongamos en ambos casos e=O. Entonces A' y C' resultan matrices 

triangulares superiores y p es reducible (ver teorema 1. 2) lo 

cual contradice la hipótesis. Luego, e"'O y {tr(A'C'") }n<:o es un 

conjunto infinito. 

En conclusión, bajo las hipótesis de la proposición, {tr(AC") }n"'O 

es una colección infinita de números complejos. o 
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II 

Vamos ahora a demostrar que si K es un nudo toroidal o 

hiperbólico cuyo grupo G es de rango 2, G tiene un número 
infinito de matadores algebraicamente no equivalentes. 

Conviene aqui detenernos a hacer un breve resumen de lo que está 
establecido en términos de clasificación de nudos. 

Thurston con su teorema de uniformización demostró que hay 3 

familias ajenas de nudos: 
a) Nudos toroidales: son aquéllos no triviales contenidos en un 

toro no anudado en s 3• 

b) Nudos hiperbólicos: son aquellos cuyo complemento acepta una 
estructura hiperbólica completa de volumen finito. 

c) Nudos satélites: son aquellos cuyo exterior tiene un toro 
incompresible y no fronterizo. 

Todo 1-nudo no trivial pertenece a exactamente una de estas tres 

clases. 

Un nudo que no es satélite se llama también un nudo simple. 

DEFINICION Un nudo no trivial K tiene un ttrnel si existe un arco 

a con anK=aa tal que s 3-N(Kua) es un cubo con dos asas. 

DEFINICION. Sea p:R3 ------)R la 

p(x1,x2,X3)=X3. si Kc R3 es un nudo, 

proyección definida por 

xe K es un maximo local si 
existe V, vecindad de x en K, tal que p(y)~p(x) Vye v. 

DEFINICION Un nudo no trivial K de s 3 (=R3u{"'}) tiene 2 puentes 

si es equivalente a un nudo en R3 con exactamente dos· máximos 

locales. 
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Estamos trabajando con nudos cuyos grupos tienen rango 2. Norwood 

[N] y González Acuña-Short[GA-S] demostraron que estos nudos son 

primos. Se sabe que la familia de nudos de rango 2 contiene a la 

familia de nudos de una sola relación, que a su vez contiene a la 

familia de nudos de 1 túnel, que a su vez contiene a la familia 

de nudos de 2 puentes. Es decir; si llamamos 

tenemos 

2P a los de 2 puentes 

1T a los de un túnel 

1REL a los de una relación 

R2 a los de rango 2 

P a los primos 

2Pji=1Tc1RELcR2cP 

Se conjetura que 1T 1REL R2. 

Schubert demostró que los nudos de 2 puentes son simples y que 

existe una correspondencia biunivoca entre los nudos de dos 

puentes y los espacios lentes via la construcción de la doble 

cubierta ramificada sobre el nudo. Además, los nudos de 1T que no 

son de 2P contiene a ciertos satélites de nudos toroidales (p,q). 

Los satélites de 1T están clasificados por Eudave [E] y 

Morimoto y Sakuma [Mo-S]. 

PROPOSICION 2.1.sea G el grupo de un nudo simple K, G de rango 2. 

Entonces existen en G una infinidad de matadores algebraicamente 

inequivalente. 

DEHOSTRACION. Por el teorema de uniformización de Thurston lo 

haremos para cada uno de los posibles casos. 

a) K nudo toroidal. (Este resultado fue obtenido de forma 

diferente por González Acuña [GA-2]). 

Si G es grupo de un nudo toroidal (p,q), G tiene una presentación 

de la forma G = (x, y: xP=yq>. 

Sea (x, y: xP=yq, xP=l) "' ilp * ilq. Este es un grupo fuchsiano; es 

decir, isomorfo a un subgrupo discreto de PSL ( 2, IR) , asi que 
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en PSL(2 ,IC) que, como existe un monomorfismo de 

H2 
( 7lp*7lq, 7l) =O, se levanta a un monomorfismo p:7lp*7lq~ SL(2,IC) 

(González Acuña-Montesinos [GA-M]) se tienen los homomorfismos 

G--» 7lp * 7lq~ SL(2,IC). 

Como 7lp * 7lq no es metabeliano (es decir, su subgrupo conmutador 

no es abeliano), por el teorema 1.2, pes irreducible. 

Para poder usar las proposiciones anteriores necesitamos ceG' con 

c de orden infinito. Por Lyndon y Schupp [L-S] los ünicos 

elementos de orden finito en 7lp * 7lq son los que están en 7lp o 7lq 

(y sus conjugados). Pero we7lp-{l} o we7lq-{1} "'Wi!(7lp * 7lq)'. De 

aqui que ningün elemento de orden finito, salvo el trivial, está 

en el conmutador; es decir, existen aeG y ceG' que satisfacen las 

hipótesis de las proposiciones del capitulo 1. Por la 

proposición 1.2, {trACn}n"=o es una colección infinita de nümeros 

complejos. 

Por Schreier [Schr] si G es grupo de nudo toroidal (p,q)' 
out(G) 

tiene a 

7l2; es decir, cada elemento de la 

lo más un equivalente algebraico. 

colección {trACn}n"=o 

Por lo tanto, una 

infinidad de elementos de la colección A, AC, AC2
, ••• son 

algebraicamente no equivalentes. 

b) K nudo hiperbólico. 

Por la proposición 1.1, si G es el grupo de K, G de rango 2, 

a y c generadores de G con aG' generador de G/G' 7l y ceG' 

entonces acn es matador de G V ne7l. 

Además, por la proposición 1.2, 

irreducible y A=p(a) y C=p(c) 

si p es una representación 

entonces {tr (ACn) }n"=o es una 

colección infinita de nümeros complejos. Por ser K hiperbólico 

siempre existe una representación fiel y discreta (Thurston) y 

fiel implica irreducible. 

Por otro lado, 

y corno p es 

si G es grupo 

fiel Jout 

sólo un nümero finito de 

algebraicarnente equivalentes 

de K hiperbólico 

pGI«•. Entonces 

la colección A, 
a ACn en pG. Luego, 

JOut GJ<co (Mostow) 

para cada ne7l 

AC, AC2, .•. son 

una infinidad de 

términos de la colección son algebraicarnente no equivalentes en 

G. o 

10 



La demostración para nudos simples del teorema anterior no puede 

hacerse para nudos satélites, ya que, para casi todo nudo 

satélite si G es su grupo, ¡out GI = ., (Sakuma [S]). sin 

embargo, para ciertos satélites se puede extender el resultado de 
la manera siguiente: 

Sea kcTcS 3
, donde T es un toro sólido desanudado en s 3 y k es un 

nudo contenido en IntT (a esta pareja J=(S1
x ID

2 ,k) se le llama 

patrón¡. (Ver Gordon [G-2]). 

Sea c un nudo no trivial en s 3
• Sea 

homeomorfismo fiel (es decir, f(S 1
x{l}) es 

nulhomóloga) . 

f:S 1
x!D

2 ---tN(c) un 

una curva en BN ( c) 

Entonces J(c) = f (k) es un satelite de c; se dice también que c 

es compañero de J(c). 

Trabajaremos con un caso especial de satélites. Llamaremos patrón 

bueno a un patrón J=(S1 x!D2 ,k) que satisfaga además que 
1 2 

II1 (S x!D -k~ = l 
<i*IT1 (S xBID )> 

con i: S 1
xBID

2 
-- 5

1
xlD

2 inclusión; es decir, 

ITt (5 3-k~- = l 
<j * ( { l}xBID )> 

con j:{l}xBID
2
-- 5 3-k inclusión. 

Nótese que si J es un patrón bueno k es homotópico al ánima de 

5
1
xlD

2 en 5
1

>:1D
2

• 

TEOREMA 2. 2. Sea J = (S 1 
>: ID

2
, k) un patrón bueno. Si el grupo del 

nudo (5
3

, c) tiene una infinidad de matadores entonces J(c) tiene 

una infinidad de matadores 

DEMOSTRACIDN. Por el teorema de Van KamRen 

II
1

(5
3 

- J(c)) =A *
2

B 
~ 

con 

A = II
1 

( s 3 
- f(S 1 

x ID
2
)), el g~upo 

2

de c; 
B = rr

1 
e f cs1 

x !D 2 
- k) ¡ ~ rr

1 
e s x ID - k) ; 

y ~2 = rr (f(acs1 
x 1D

2
)) ¡ 

Todo matador de A es matador d~ II
1

(53 
- J(c)). En efecto, si a es 
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matador de A, entonces 

ITt (S3 
- J(c)) 

<et> 

Como k es hornotópica en S 1x ID2 al ánima de S 1x ID2
, este último 

grupo es trivial. 

Queremos demostrar que en si en E(c) hay una infinidad 
de matadores algebraicamente no equivalente, en E(J(c)) también 
los hay. 

Antes de proseguir, haremos unos comentarios: 

a) Por los resultados de K. Johansson (J], Jaco-Shalen y P. 

Scott, como E(k) 
Haken admite una 

el exterior de un nudo, es una variedad de 

familia máxima de toros incompresibles no 

paralelos que parten a E(k) en 11 3-pedazos" de dos posibles tipos: 

hiperbólicos o de seifert. (Ver (GA-W]) 
b) Todo autornorf ismo de un espacio 
decir, IT

2 
(E)=O, corno es el caso del 

realiza por una equivalencia hornotópica. 

K(IT,l.) (o asférico¡ 

exterior de un nudo) 

es 

se 

Lema 2.3. Sean m y m' curvas simples cerradas en E(c). Supongamos 
que m' no es periférico; es decir, no es hornotópica a ninguna 

curva simple cerrada en BE(c). Si rn ~ m' en E(J(c)), entonces 

rn,.,,, m' en E(c). 

DEHOSTRACION. Como m ..... m' en IT
1
E(J(c)), existe 

f: E(J(c)) ------+ E(J(c)) 
equivalencia homotópica tal que f (m) =rn' ± 1 

• Por Johansson, 
sabemosque existe una familia máxima de toros incompresibles no 

paralelos, que incluye a BE(c), que es invariante bajo f y tal 

que flE<c> es horneomorfismo sobre su imagen. 
Hay dos posibles casos: 

i) f(E(c))= E(c); o 

ii) f(E(c)) " E(c) = 0 

Supongamos que f(E(c)) 
E(J(c)); asi que existe 

que Hl 51x{O} es fm y 

"E(c)) = 0, esto implica que 
una homotopia H: S1 

x I ------+ 

HÍ51x{l} es rn'±
1 

Podernos 
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H-
1

(BE(c) v f(BE(c))) es una 1-subvariedad cerrada¿ de S 1 x I; 

más aún, usando la incompresibilidad de BE(c) v f(BE(c)) podemos 

suponer que ninguna de las componentes de ¿ es frontera de un 
disco. 

Sea s la componente de ¿ tal que la componente de (S
1 

x I) - s 

que contiene a 5 1 
x {1} no intersecta a ¿_ Entonces H(s) e BE(c) 

Y Hls en BE(c) es homotópica a m'±1 en E(c), lo cual contradice 

que m' no es periférico. Luego f(E(c)) n E(c)) = 0 y debe tenerse 

que f(E(c)) = E(c). Luego m,.,., m' en E(c). 

COROLARIO 2. 4. Sea J un patrón bueno. Supongamos que m1, m
2

, 

son matadores no equivalentes en E(c) y que m1 no es periférico 

para i>l., entonces m
1

, m
2

, son matadores no equivalentes en 

E(J(c)). 

COROLARIO 2.5. Si E(c) tiene una infinidad de matadores no 

equivalentes y J es patrón bueno, entonces E(J(c)) tiene una 

infinidad de matadores no equivalentes. 

Sea k un nudo compuesto; es decir, k = k1 # k
2 

••• # kr. Entonces 

por Fo>: [f" ], k = J(k1) para toda i, donde 

J = (51 x [)2, kl#. • .#k1-lk1+1# ... #kr) 
Nótese que J es tal que su orden es 1 (es decir, 

k
1 
# • •• #k1_

1 
#k1•1# ... #kr es una curva en 5

1 
x ID

2 que corta a un 

disco meridiano una sola vez); por lo tanto es homotópica al 

ánima de 5
1 

x ID
2 

y el patrón es bueno. Asi tenemos el siguiente 

COROLARIO 2.6. Sea k = k 1# ... #kr un nudo compuesto. si uno de los 

factores de k tiene una infinidad de matadores no equivalentes, 

entonces k tiene una infinidad de matadores no equivalentes. 

Nótese que, por la construcción de giro de Artin, la familia de 

grupos de 1-nudos está contenida propiamente en la familia de 

grupos de 2-nudos, que a su vez está contenida propiamente en la 

familia de 3-nudos. Esta última familia es igual a la familia de 

n-nudos con n;,;4. 
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Sabemos (Fox (F]) que en la familia de grupos de 2-nudos hay 
nudos no triviales cuyo grupo G es tal que G' es finito. Por lo 
tanto,si n>1, la conjetura I no es válida para grupos de n-nudos. 

Hay también 

G={t,a:at=a2
} 

ejemplos 
con G' 

de grupos 

infinito y 

de 
tales 

2-nudos (por ejemplo, 

que todo matador es 
algebraicamente equivalente a un meridiano o, lo que igual, tal 

que dos matadores cualesquiera de G son algebraicament_e 
equivalentes. 

14 



III 

Hasta ahora hemos trabajado con nudos esféricos; es momento de 

pasar a los nudos discoidales. vamos a trabajar con parejas 

suaves (ITJ 0 +2, gITJº) con g: [)0 -----? [)0 +2 encaje propio (es deci.r, 

a (gITJ0
) =aITJº+2n a (gITJº)). El exterior de un nudo discoidal es 

&'(K) = [)0 +2 - int(N(g1D 0
)). 

DEFINICION. Si Y es una (n+2)-variedad definimos ~(Y) el indice 

de indeterminacion de Y como el número de nudos discoidales 

no equivalentes cuyo exterior es difeomorfo a Y. 

En este capitulo estableceremos ~(Y) para Y = E(K) x I 0 con n~2 y 

K un nudo toroidal o hiperbólico con grupo de rango 2. 

Empezaremos por ver cómo se construye una 5-variedad 

diferenciable compacta que tenga como grupo fundamental un grupo 

con una presentación dada de n generadores y n relacionadores. 

Desarrollaremos el caso que nos interesa¡ es decir, 2 generadores 

y 2 relacionadores. 

Sea G = (x 1 ,x
2

: r 1 ,r 2). Pegamos a lll
5 dos 1-asas (en general, el 

número de asas es el número de generadores) de manera tal que 
ws = s;l X ID4 q s;l X ID4 

(donde '1 significa suma conexa a lo largo de la frontera). 

TI1(Ws)=<x1,x2: > 
aws = 5 1 x 5 3 # 5 1 ~ s;J 

Además itt: TI1 ( aw5
) -----?IT (W) es isomorfismo; es decir, 

~1 (BWS) = (X1,x2: ) 

Pegamos ahora dos 2-discos ID: y para 1,2 tenemos 

<f¡ 
1 

: 8[): -----?8W5 encajes con imágenes ajenas y tal que <f¡ 
1 

1 BIDT 

representa la clase de conjugación de r 
1 

• (Nótese que estos 

encajes de s;
1 en una 4-variedad no pueden anudarse). 

Extendemos ahora rf¡
1 

a un encaje 
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rfi 
1 

( 8[) ~ ) x [)3 
-) aw5

• 

Pegarnos ahora a W5 dos 2-asas por rfi
1 

y rf¡
2

• En la unión ajena 

[)2 X [)3 + [)2 X [)3 + [)5 
1 2 

identificarnos 

x e a([)~) x [)
3 e [)~ x [)3 con rfi 

1 
(x) e aw5c W5 

obteniendo asi una 5-variedad diferenciable Ns. 

Debido a que cada extensión rf¡1 puede escogerse de dos maneras 
distintas, hay cuatro 5-variedades que resultan de esta 

construcción, todas con grupo fundamental presentado por 

<x
1
,x

2
:r

1
,r

2
). Frecuentemente, 

variedades son difeornorfas. 

corno veremos, estas cuatro 

Corno i•:8Ns-) N5 es isomorfismo y II
1

(8N5 )=<x
1
,x

2
:r

1
,r

2
) hemos 

obtenido la variedad buscada. 

La construcción que considerarnos primero es en el caso particular 

en que G = <x
1
,x

2
:x1 ,x

2
) y entonces Ns es difeornorfa a [)s. 

TEOREH A 3. 1 Sean N~ las cuatro 5-variedades asociadas a 

<x
1
,x

2
:x

1
,x

2
). Entonces N~ es difeornorfa a [)5 y 8N~ es difeornorfa 

a S4 para i=l,2,3,4. 

DEHOSTRACION. Sea M una rosa de dos pétalos (uno por cada 

generador); McR5
• Tornemos una vecindad regular de M en R3

• 

Sea Xo = .M x I 2 
x I 5

-
3 e R3 x I 5

-
3 e R5

, con R3 
x I 2 incluido 

canónicamente en Rs. 
Para cada uno de los pétalos hay sólo dos posibilidades de marco, 

ya que rr, (SO(n)) : ~ 2 si n>l. 
Haremos la construcción asa por asa; 

asa 

es decir, pensaremos que el 

Entonces para A1 hay dos grupo es <x
1 
:x

1
) para el 

elecciones de marco. Veremos que con ambas elecciones obtenernos 
[)5. 

Sea Át el asa At con uno de los posibles marcos y sea Át' la 

misma asa con el otro marco. 
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Sea B:Á1 ----+Á1' tal que si ze ID2 ={z 1 lzl:s 1} y te [O, l.] 

e ( z, t) = ( e 2m t, t) 
entonces B(z,O)=(z,O) y B(z,l)=(z,l). 

Extendemos e al 3-cubo con asas contenido en IR3 y luogo lo 

incluimos en Xo. 

Hemos construido asl un difeomorfismo de Xo en Xo qua haca 

equivalentes a los dos marcos. 

Continuando la construcción del teorema anterior, obtonamos 

cuatro s-variedades difeomorfas a llJ
5

• Además, 8N~ es difaomorfa a 

S 4 (Milnor [M].). o 

Nótese que la construcción nos garantiza esto, sin tanor qua 

hacer uso de la conjetura de Poincaré. Gracias a ello, al toaroma 

queda demostrado en categorla DIFF y no sólo en TOP (la conjetura 

de Poincaré en dimensión cuatro fue demostrada por Fraadman on 

categorla TOP) • 

Afirmamos que si E3 es el exterior de un nudo hiparb6lico o 

toroidal de género de Heegaard 2 (y, por tanto, de una relación), 

E3 
x I 2 es el exterior de una infinidad de nudos discoidaloa 

suaves (ID5
, lll3

) si su presentación geométrica os AC-oquivalonto a 

(x1 ,x2 :x1 ,x
2

) ~ 1. 

DEFINICION. Sea <x1 , x 2 : r 1 , r 
2

) una presentación de un grupo G. 

Considerense las siguientes transformaciones 

a) <x1,x2:r1,r2> <x1 ,x2 :r i I ,r 2'> con r 
1

' conjugado do r7
1

• 

b) <x1,x2:r1,r2> <xi , x 2 : r 2 , r i > 

c) <x1,x2:r1,r2> <x 1f :F r 1 ·F >2 (X ,x :r
1
,r

1
r

2
> 

d) a la presentación original añádase un generador y y una 

relación yw-1 con w una palabra en x
1
.x2 . 

e) la transformación inversa de d) 

Decimos que dos presentaciones de G son AC-equlvalenteo si unc:i 

sucesión finita de transformaciones del tipo a) a e) lleva una 

presentación en la otra. A las transforoacioni;s si; les llam<s 
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jugadas de Andrevs-curtis. 

Se conjetura que cualquier presentación del grupo trivial es 
AC-equivalente a (x

1
,x2 :x

1
,x2>. 

Nótese que si G es el grupo de un nudo hiperbólico o toroidal de 

género de Heegaard 2 y le agregarnos la relación cx=1, con a 
matador del grupo, tenernos una presentación del grupo trivial. Si 

la conjetura anterior fuera cierta, estaria terminada la 
demostración. 

Sea K un nudo simple de género de Heegaard 2 y sea E3 = E (K) . 

Entonces E3 = H3u ID2xI, donde H3 es un 3-cubo con dos asas; y 

H3 
('\ ID 2 

X I = (8H3
) (\ (8ID2

) X I. 

Sea G el grupo de K; G tiene una presentación geométrica de la 
forma (x

1
,x

2
:r

1
). 

Afirmamos que E3 x I 2 es el exterior de una infinidad de nudos 
discoidales suaves ([)5

, ID3
) siempre que ciertas presentaciones 

(que veremos más adelante) sean AC-equivalentes a (x ,x :x ,x >· 
IT

1 
(E3 )=(x

1
,x2 :r

1
>; con cada x 1 representada por un l~zo

2

qu! l! da 
una vuelta a la i-ésima asa. 

;~t::::s r~~~;:exntI~~:<=~~ x~: r ~~~va central de H
3

n [)
2
xI. 

Existe f:H3 ---> H3 difeomorfisrno tal que f(x2) es un lazo que 

representa a un elemento de IT1(E3
) '· (Las curvas que necesitarnos 

son f(x
1

) y f(x
2
). 

La existencia de f está garantizada por los siguientes hechos: 

a) Existe un autornorfisrno \{J: rr 
1 

(H3
, *) ----4IT 

1 
(H3

, *) tal que 

i#(\{J([x2 ]))e IT
1 

(E3
)', donde i:H3 ---> E3 es la inclusión. 

b) Cualquier autornorfisrno de IT
1 

(H3
, *) es representable por un 

difeornorfisrno de H3 en H3 [Gr). 

De aqui que podamos tornar lazos a y c en H3
, basados en *, tales 

que: 
i) a y c representan generadores de IT

1
(H3

); 

ii) ce rr
1 

(E3
)' (o, equivalentemente, [c] representa a [O]eH

1 
(E3

)) 
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rr
1 

(E3xI2
) tiene entonces una presentación geométrica <a,c:w). 

Regresando a la construcción, tomamos r 
2

=acn y pegamos a E3xI2 

una 2-asa a lo largo de f/J:S 1 ---+ a(E3 xI2
) que representa a acn, 

obteniendo una variedad diferenciable N5 con grupo fundamental G: 
<a,c:w, acn> 

Usando los resultados de Rapaport [R], como acn es elemento 

primitivo del grupo libre en a y c, <a,c:w,ac~ es AC-equivalente 
a <a,c:a,c). Con esto queda demostrado el siguiente: 

TEOREMA 3. 2 sea E3 el exterior de un nudo simple de género de 
Heegard 2. Entonces E3xin, n>= 2 es exterior de una infinidad de 
nudos discoidales suaves (ID3•n ,ID"). 

Observación: Si tomamos n>2, podemos debilitar la hipótesis y 
pedir que los nudos sean de rango 2, ya que para n>=5, la 

conjetura de Poincaré es cierta en categoría DIFF. 

Dicho de otra manera, si n>2, entonces la conjetura I de González 

Acuña para K implica la conjetura II de González Acuña para E(K). 

Observación: Nótese que si consideramos las fronteras de los 

nudos discoidales (ID5
, llJ

3
) tenemos 2-nudos esféricos (S 4

, 5 2
). Lo 

que hemos demostrado implica que si G es el grupo de un 1-nudo 

simple de género de Heegaard 2, existen una infinidad de 
(S 4 ,S 2

) no equivalentes cuyo grupo es G. (Podemos garantizar la 

no equivalencia de estos 2-nudos por haber pegado los nudos 

discoidales a lo largo de matadores no equivalentes.) 
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IV 

Veremos ahora para cuáles nudos de menos de diez cruces es válido 
el teorema 3. 2. Hay 84 de estos nudos. De ellos, 50 son nudos 
racionales; es decir, son aquéllos cuya descripción en la notación 

de Conway [Co] no tiene comas ni puntos. Estos nudos tienen 2 

puentes, género de Heegaard 2 y rango 2 (tabla I). 

Por González Acuña-short [GA-S] y Boileau sabemos que los nudos 

de Montesinos cuya descripción en la notación de Conway es de la 

forma 2,r
1
,r

2 
con r

1 
y r 2 racionales, tienen 3 puentes, género de 

Heegaard 2 y rango 2. Hay 17 de estos nudos (tabla II). 

Quedan fuera de estas tablas 1 7 nudos. Sabemos que todos ellos 
tienen 3 puentes. De quince de ellos sabemos que tienen género de 

Heegaard 3, y del resto no sabemos cuál es su género de Heegaard. 
Cabe aclarar que esta "indecisión" se debe a que los criterios 

conocidos para determinar el género de Heegaard no son 

concluyentes para estos nudos. Por razones análogas, tampoco está 
resuelto el problema del rango de estos nudos. 

Así, como género de Heegard 2 implica que el nudo es fuertemente 
invertible (Osborne (O]) y 817, 932 y 933 no son invertibles, no 

tienen género de Heegard 2¡ no conocemos el rango de su grupo. 

Por otro lado, tenemos que si E es el exterior del nudo K y E la 

cubierta universal abeliana de E entonces 
Ht(E) t:t Ht(E) 

Adem;is, si B2 es la doble cubierta ramificada 
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2 

Ht (1':) -t~ Ht (1':) ----+ H1 (B2) ----+ O 

t-1~ /t+l 
" HI (1':) 

y H1 (B2) es el conúcleo de t 2-1. 

Entonces, 

Ht(B2)"' ~~~~~). 

Ahora bien, H1(B2) no ciclico implica que E
2 

~ [t, t- 1
], lo cual 

implica que el rango del grupo es mayor que 2 (y como estamos en 
nudos de menos de diez cruces el rango no puede ser mayor que 3). 

Asi, 810, 93s, 937, 940, 941, 946, 947, 94s y 949 tienen rango 3. 

De 816, 817, 929, 932, 933 y 938 sabemos además que son no 

doblemente primos (NDP); es decir, que poseen una esfera de 

conway. son aquéllos que empiezan con un punto en la notación de 

Conway. Scharlemann [Sch] demostró que un nudo es NDP si y sólo 
si su número de túnel es 2: y, para nudos de menos de 11 cruces, 
el número de túnel es igual a género de Heegaard menos 1. 
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