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INTRODUCCION.
TRES ENFOQUES DE LA PROBABILIDAD

Introduccidn.

La Teoria de la Probabilidad es una herramienta muy importante para las ciencias
empiricas como la fisica, la economia, la ingenieria, la biologia; ademds juega un papel
especinl en una multitud de situaciones de la vida cotidiana. En general, se puede
decir que el objeto de 1a probabilidad es la apreciacién numérica de las oportunidades:
provee una herramienta para apoyar la toma de decisiones en condiciones de incer-
tidumbre. Debido a la amplitud de aplicaciones de la probabilidad, las interpretaciones
comunes no han sido suficientes para resolver diversos problemas, que surgen cuando
un individuo tiene que tomar una decisién. El cédmo asignar un valor numérico a un
clemento tan complejo como es la opartunidad se puede resolver de distintas formas,
dependiendo del punto de vista en que uno se ubique; como en el siguiente problema,
por ejemplo. Un inversionista desea distribuir su capital entre n instrumentos de inver-
sidn que dan rendimientos aleatorios. Considérese la forma de resolver este problema
desde dos puntos de vista: el de un estadistico y el de un jugador. El estadistico se
preocuparé por la frecuencia con la que un rendimiento ha caido en ciertos intervalos
a lo largo del tiempo. De manera general, el estadistico compruecba que para algunos
eventes cuya realizacién se debe al azar, existe una proporcidn casi constante entre el
ntimero de observaciones en que cl evento se realiza y el niimero total de observaciones,
Desde este punto de vista, la probabilidad se considera como una caracteristica global
de un conjunto de realizaciones, y no una caracteristica individual. El estadistico sélo
puede calcular la probabilidad de un evento después de una experiencia, e incluso, des-
pués de una larga serie de pruebas y observaciones. Es asi que para el estadistico, la
probabilidad de un evento es una especie de constante fisica relativa a cierta categoria
de fendmenos colectivos. Asi, observando el comportamiento histérico de los rendimien-
tos, el estadistico llega a establecer, mediante un razonamiento inductivo, cudl es la
distribucién de probabilidad de los rendimientos.

Desde el punto de vista de un jugador, resulta mds importante incorporar sus propias
expectativas basadas ¢n su conocimiento del mercado financiero que observar ¢l com-
portamiento histérico. De manera general, un jugador declara, antes de que se realice
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el evento, cudles son las propiedades que él le atribuye. Es suficiente que el jugador
conozca bien cudles son las condiciones del “juego”, para definir las probabilidades sin
tener necesidad de realizar la experiencia. Para el jugador la probabilidad se obticne
a priori. Asi, el jugador estard interesado en disefiar una estrategia de inversién de
acuerdo a la forma en que é] cree que sus expectativas se realizardn en el mercado.

La definicién de probabilidad ha dado lugar a interminables discusiones. Sin em-
bargo, el cdlculo de probabilidades se ha desarrollado constantemente. La causa de
esto se aclara si se distinguen los elementos que conforman las ciencias: un esquema
de Ia realidad, por una parte, y un sistema de correspondencia entre los elementos
de cste esquemn y los elementos correspondientes a la realidad. La mayoria de las
dificultades radican cn la eleceién y determinacion de esta correspondencia. Las difi-
cultades propias del esquema , por el contrario, van siendo superadas por el desarrollo
de la ciencia. Esencialmente se han propuesto tres correspondencias distintas: fre-
cuentista, Iogica y subjetiva, y hay bisicamente un esquema, resumido en los axjomas
de Kolmogorov. Sin embargo, tal esquema introduce una estructura matematica muy
fuerte y sofisticada basindose completamente en el andlisis matemdtico y la Teoria de
la medida. Sobre ese sistema de axiomas se encuentra soportado todo el edificio de la
teorin, universalmente aceptada por los matemdticos, los cuales sélo difieren en torno a
su interpretacién concreta, Es importante haberse asegurado que se puede axiomatizar
completamente y sin discusion posible, toda la teoria matematica de las probabilidades,
pero también es necesario reconocer que si uno se coloca de esta manera en el medio
de incertidumbres filoséficas, dicha teorin matemdtica no sdlo se aleja de las aplica-
ciones, sino que asume un aspecto extrafio y queda privada de la fuerza de invencién y
de la facilidad de comprensién que suscita ln interpretacién concreta de los problemas
matemiticos que surgen.

Los axiomas de Kolmeogorov son los siguientes: Sea £ una coleccion de objetos
o, B,7,... lamados eventos elementales y sea F una o—dlgebra de conjuntos de .

Entonces, a cada A € F se le asocia un nimera real positivo P(A) de tal manera que:
i. P()=1.
ii. Si {Aj}ieN C F tal que A; NA; = 0 Vi #£ j, entonces P(UR, 4;) =
282, P(A).
Sin embargo, una deficiencia importante de tal eonjunto de axiomas es la fuerte
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restriccion provecada por el requerimiento de la o—aditividad. Esta restriccién no
permite definir la probabilidad para todos los eventos. A pesar de esto, el cdlculo de
probabilidades se ha seguido desarrollando a partir de tales axiomnas, puesto que en las
aplicaciones concretas de la teoria de la probabilidad uno no esté intercsado en caleular
probabilidades sino para ciertos tipos de eventos. Sin embargo, desde una perspectiva
filosdfica. no existe una razén légica que otorge diferentes status a los eventos.

Breve reseiia histdrica.

La teoria moderna de la probabilidad surgié como consecuencia de ciertos problemas
planteados por jugadores a matemdticos, y se confiné especialmente al cilculo de pro-
babilidades asociados a la ocurrencia de resultados especificos en juegos de nzar, como
obtener una tercia o un pékar al jugar con una baraja. Este tipo de problemas fucron
resueltos por matemdticos italianos (Cardano, Pacioli, Tartaglia), aunque no de forma
sistematica; fue hasta el siglo XV'IT con Pascal (1622-1662) y Fermat (1601-1655) que
se dieron los primeros métodos generales para resolver tales problemas, De este modo
se establecié un intercambio fructfero entre los juegos de azar y las matemdticas. Por
otra parte, el primer libro publicado de probabilidad fue ¢l de Huygens en 1657, De
Ratiocintis in ludo aleae.

Como puede observarse, el origen de la probabilidad fue totalmente pragmitico, liga-
do a la medicidn de la incertidumbre asociada a la ocurrencia de fenémenos concretos.
La probabilidad era una guin para tomar una decisién. Los primeros conceptos desarro-
Nlados fueron los de esperanza, evento (ocurrencia de un fendmeno) y espacio muestral

(todos los posibles resultados de un experimento).

Laplace publicé en 1812 el libro Théorie Analytique des Probabilités en ¢l que se
resume todo el conocimiento en dicha materia hasta ese afio. Laplace y Dayes traba-
jaron con lo que se conoce “el enfoque cldsico”: bajo supuestos de simetria, cada evento
clemental tiene In misma probabilidad, asi que la probabilidad de un evento A se define
como 1Al

P(4) = i
es decir, es la razén entre el niimero de eventos que favorecen la ocurrencia de A y
la totalidad de los eventos. De este modo, la probabilidad de cada evento simple es

P({w}) = -,]; Vw € £, donde n = [©]. Sin embargo, una de las objeciones de esta
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definicidn de probabilidad se que se cae en un circulo vicioso en la definicién, puesto
que en la definicidn misma de Ia probabilidad se supone que se sabe lo que son dos
probabilidades iguales.

El enfoque frecuentista.

En este punto de vista, un fenémeno aleatorio se define como un fenémene que,
observado bajo un determinado conjunto de condiciones, no siempre produce el mismo
resultado, sin embargo, eada uno de sus posibles resitltados es conocido y se presenta con
cierta regularidad, en el sentido de que la frecuencia tiende a un valor limite a medida
que se aumenta el nimero de observaciones. La probabilidad entonces se interpreta
como ese hipotético valor limite. Esto implica que los fenémenos aleatorios que pueden
ser estudiados con este enfoque son nicamente aquellos que son repetibles , al menos
conceptualmente, un nimero infinito de veces, bajo las mismas condiciones.

La concepeidn empirica o frecuentista de la probabilidad fue formulada por John
Venn en 1886 y después por Reichenbach en 1949 y por Von Misses en 1957 ({12]). Sin
embargo, Bernoulli fue posiblemente el primero en resaltar la importancia de consi-
derar y hocer ver la relacion entre la probabilidad de un evento y la frecuencia de su
realizacién. Se puede probar que si —‘S’f es la proporcién de ocurrencias en una sucesién

de n ensayos Bernoulli con probabilidad de éxito p, entonces se cumple que Ve > 0
P(l% —p| € €) — 1 cuando n — co.

Este resultado establece una relacién matemitica entre la frecuencia de ocurrencia

de un evento y su probabilidad p. En un lenguaje informal se ticne que

w Sn

=P

“ i,

El limite aparece entre comillas porque no se refiere al limite usual del andlisis
matemdtico; mds bien tiene la siguiente interpretacidén: para cada € > 0 no necesaria-
mente es posible encontrar un valor N tal que |5,f —~ p| < €, con seguridad para toda
n 2 N. Lo tnico que puede decirse es que es verosimil que 5"'-“ dificra de p a lo
miis por ¢ tomando n suficientemente grande. La palabra verosimil involuera a su vez
ideas de probabilidad, asf que el intento de una definicién de limite utilizando e! limite

matemadtico resulta cireular, y por lo tanto no es satisfactoria.
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El enfoque légico.

Esta interpretacidn sosticne que las afirmaciones de probabilidad no son empiricas.
La probabilidad es un objeto indefinible que se incluye en argumentos y juicios que
no tienen una relacién directa con entidades empiricas o fisicas. La probabilidad re-
presenta una relacidn 1égica entre una proposicion S y un cuerpo de conocimientos E
que representan evidencia. De esta manera la probabilidad no depende de los hechos y
de sus propiedades reales, sino exclusivamente de las proposiciénes que las describen.
En este caso sdlo hay un nimero real p que puede ser llamado la probabilidad de §
relativa o £, Sin embargo, en este enfoque no ha sido propuesto ningin procedimiento
operacional satisfactorio para medir el valor de p.

Tal visién fue formulada explicitamente por John M. Keynes (A treatise on proba-
bility, 1921), y cs defendida por Carnap y Harold Jeffrey entre otros. Carnap sugirié
denotar como teorin de probabilidad) al prablema de la inferencin inductiva, a la na-
turaleza de la demostracién cientifica , a la credibilidad de proposiciones a partir de
una evidencia cmpirica y en general a métodos de razonamiento con base en datos

empiricos, dirigidos a conclusiones de experiencias futuras. Por otra parte, la teoria de

la probabilidads sc relaciona con el estudio de eventos repetitivas que parecen tener la
propiedad de que su frecuencia relativa de ocurrencia en un gran niimero de ensayos
tiene un valor limite estable.

El enfoque subjetivo.

El enfoque subjetive considera a la probabilidad como una medida del grudo de
creencia que tiene un sujeto conereto en un momento dado ¥ con un conjunto de in-
formacién espeeifico, acerca de la ocurrencia de un evento. Precisamente csta es la
caracteristica por la que este enfoque es llamado subjetivo: la probabilidad es con-
siderada una funcién de dos argumentos: P(A|B) donde A es el evento que se estd
considernndo, y B describe el conjunto de condiciones o el conjunto de informacién

bajo la que un sujeto particular considera la ocurrencia de 4.

Por este motivo, no hay sélo una forma de asignar una distribucién de probabilidad
para un conjunto de eventos. Cualquier grado de creencia se acepta en cualquicr evento
siempre y cuando sea permisible esta asignacion, de acuerdo a ciertos criterios Hamados

de coherencia. Se verad que lo tnico que puede decir la teoria en relacién a una asignaciéon
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especifica, es si tal es o no es coherente. En caso de que ésta no lo sea, In teorin garantiza
que ésta puede modificarse para que resulte coherente, pero no especifica cémo debe
llevarse a cabo tal modificacidn.

El enfoque subjetivo es mas general que los enfoques mencionados anteriormente, en
el sentido de que es posible asignar probabilidades no sélo basadas en el conocimiento
de la frecuencia de realizacién de un evento, o en supuestos de simetria. Sin embargo,
tales asignaciones no provienen de propiedades objetivas de los fendmenos, sino de
consideraciones subjetivas del sujeto que realiza la asignacién.

Este enfoque no es nuevo, ya que fue compartido por Bernoulli y Laplace, aunque
de forma intuitiva e informal. Pero desde principios del siglo XX comenzd a tener un
fuerte desarrollo debido n los trabajos de F. P. Ramsey y Bruno de Finetti en 1926 y
de J. L. Savage en 1954.

Dentro de la corriente subjetiva, Bruno de Finetti (1906-1981) ocupa un lugar pre-
ponderante, debido principalmente a que fue el primer subjetivista que expone su
teoria en forma sistemdtica, y por haber introducido en 1931 el concepto de intercam-
biabilidad: una sucesién finita o numerable de variables aleatorias cs intercambiable
si para k 2 1, la distribucién de} vector (Xj,, Xj;,. .., Xi,) no depende de los indices
i1,12,...,1} sino sélo de k. En cierto sentido, las varinbles intercambiables generalizan
el concepto de variabies aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

En el capitulo 1 de este trabnjo se cstablecerdn las nociones bisicas de probabili-
dad desde el punto de vistn subjetivo, resnltando las diferencias con el tratarniento
axjomitico de Kolmogorov, Se introducird una representacion lineal para los eventos,
que serd fundamental en este enfoque,

En el siguiente capitulo sc introducird el concepto de “previsidn” que coincide en
ciertos casos con la definicién usual de esperanzs; sin embargo, en este tratamiento
_se considera como un concepto primario, sobre el cual se define probabilidad, y no
viceversa, Se introducen en el mismo capitulo los criterios que definen una previsidn
coherente y se demuestra el resultado fundamental que establece que siempre es posible
extender una probabilidad coherente definida sobre una clase de eventos £ o otra clase
cualquicra £' que contenga a £. Este resultado le da mucha importancia al enfoque de
De Finetti, ya que no existe un resultado similar en otros enfoques. Por otra parte, se

estudin a grandes rasgos lns implicaciones que tiene el suponer sélo aditividad finita al
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construir las funciones de distribucién.

El capitulo 3 trata la probabilidad condicional y se comenta la nocién de dependencia
e independencia estocdstica. Ligada a esta discusién, se introduce en el capitulo 4 la
nocién de intercambiabilidad y se establece cuil es la relacién de este concepto con el
problema del razonamiento inductivo.



CAPITULO I
CONCEPTOS BASICOS DEL ENFOQUE SUBJETIVO

1.1 El concepto de fendmeno aleatorio.

En el enfoque subjetivo de la probabilidad, la propiednd mas importante que carac-
teriza a todos los fendmenos que estudia la probabilidad es la incertidumbre que se
manifiesta en un observador, en relacién a tal o cual fenémeno. La incertidumbre no
es una caracteristica exclusiva del objeto, sino también del sujeto que lo estudia. Los
fendmenos aleatorios son incicrtos en el sentido de que se desconoce cual de todos
los posibles resultados ocurrird. De esta forma, la corriente subjetiva considera que
tados los fendmenos que son inciertos son fenémenos aleatorios. Es frecuente encontrar
proposiciones ldgicas, variables cuantitativas y cualitativas o acontecimientos que son
inciertos en relacién a un sujeto, pero que no lo son en el sentido objetivo. Por ejemplo,
1a veracidad de la proposicién: “la ecuacién 72 — 2z 41 = 0 tiene como tnica solucidn
real z = 1" es incierta para algunas personas pero objetivamente verdadera. De la
misma manera, €l resultado de las tltimas elecciones en Estados Unidos es incierto
para muchos, pero se trata de un hecho consumado que tuvo un resultado preciso. Aun
en la verificacién de verdades tautoldgicas, como en el caso de la determinacidn de el
digito un billén en la expansién decimal de , uno puede encontrarse en un estado de
incertidumbre,

En resumen, ¢l enfoque subjetivo define un fendmeno aleatorio como un fendimeno
sobre el que un sujeto particular tiene incertidumbre. Un evento es una afirmacién
acerca de un fendmeno, y un evento aleatorio E se define como una proposicion
relative o los posibles resultados de un fendmeno aleatorio, la cual vinicamente puede
calificarse de falsa o verdadera.

Si © representa el conjunto de posibles resultados del fenémenco en consideracién,
entonces un evento E tiene asaciado un subconjunto Eq formado por todes aquellos
resultados que hacen verdadero a E. Este conjunto tiene a su vez asociada una funcién
indicadora, que se denotard con la misma letra E, y que permite identificar verdadero
con 1 y falso con 0.

Es importante resaltar que  da lugar a una coleccién de subconjuntos £. En el

tratamicento matematico de la teorin de la probabilidad, generalmente uno estd intere-
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sado en asignar probabilidades sobre una clase restringida F de subconjuntos de Q,
con la propiedad de ser una o—dlgebra. Sin embargo, para €] enfoque subjetivo, tal

restriccién no tiene fundamento 13gico, sino exclusivamente practico y cémodo. Por
esta razén, en este enfoque, el campo sobre el cual es posible definir probabilidades
puede ser cualquicr clase £ de subconjuntos de 2, sin importar que tal clase sea o no

una ¢ —dlgebra, Esto tendri consecuencias importantes cuando se consideren funciones
de distribucion.

1.2 Cantidades aleatorias.

Con frecuencia acurre que los fenémencs aleatorios tienen naturaleza numérica, e

incluso en ocasiones los resultados pueden ser codificados con mimeros. Considérense

los siguientes ejemplos:

Al lanzar una moneda, el resultado de obtener dguila puede representarse con
el niimero 0 y el resultado de obtener sol con el niimero 1.

Sea X el afio de la muerte de Friederich Gauss. E! valor verdadero de X es
1855; en 1834, la fecha de su muerte era un valor desconocido para todos, y
cualquier afio a partir de cse era posible para X. Después de su muerte, el valor
sigue siendo desconocido para algunas personas, y por €50 para €sas personas,
es una cantidad aleatoria. Eventos relacionados con X pueden ser:

E) : Gauss murié en un afio par.
E9 : Gauss murid antes de 1900.
Ej3 : Gauss murié ¢l mismo afio que murié Chopin.

Sca X =_tipo de cambio délar por marco aleman el dia 13 de octubre de 1991,
Algunos eventos que podrian ser de interés son:

E, : X €(0,3.5)

E;: X=0

E3: X =0.234

En este ejemplo es importante observar que el evento Ej, desde el punto de

vista 16gico, es imposible. Sin embargo, cn la esfera de lo 1égicamente posi-
ble en la prdctica uno agrega un margen que no se define ficilmente, de lo
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que es personalmente posible, asique un sujeto que sea ignorante sobre lo que
pudiera ser un tipo de cambio puede considerar tal evento como posible, aunque
légicamente es imposible. Esto es as{ porque la ldgica no siempre es suficiente
para separar con claridad lo que estd determinado (es verdadero o falso) de lo
que no, como en ¢l caso del evento Ej.

iv. Sea X el verdadero valor del pardmetro o2 de una distribucién normal con
media g = 3.

En todos los cosos anteriores, se dice que X es una cantidad aleatoria, esto es, un
resultado numérico ligado a un fendmeno aleatorio. En la teoria subjetiva se utiliza el
nombre de cantidad aleatoria en lugar del de variable alcatoria, para hacer notar que
X sélo puede tomar un valor, el cual es desconocido. El nombre de variable aleatoria,
para De Finetti, provicne de una consideracidn estadistica: X puede tomar cualquier
valor en un conjunto dado en cada repeticién de un experimento. Para seguir con la
exposicién de la tcorin sc adoptard la nomenclatura de De Finetti. El conjunto de
posibles valores de X se denotard por J(X), y se dird que X es acotada si J(.X') es un
conjunto acotado.

Una cantidad aleatoria da lugar a una coleccién de eventos. Si X es una cantidad
aleatoria que puede tomar valores en I(X), entonces todos los cventos de la forma
E,4 = {X € A} pueden ser de interés para describir a X.

Una cantidad aleatoria se llama discreta si puede representarse como una combi-
nacién lineal a lo mds numerable de funciones indicadoras de eventos. Se le Hamard
simple cuando la representacién pueda hacerse con un niimero finito de eventos. Sea
X una cantidad aleatoria discreta y Er = {X =z}. Entonces X = =2, z;Er;. Esta
combinacién lineal puede pensarse como una ganancia aleatoria asociada a un cierto
juego de azar, donde se gana z) si ocurre Ey,, 79 si ocurre Eg,, ¥ asi sucesivamente.

Cada evento E da lugar, por medio de su funcidn indicadora, a una cantidad aleatoria
simple. Debido a esta relacién, se puede operar con cada E ya sea como proposicion,
como conjunte o cemo nimero, ¥ para tal fin se extenderdn las operaciones entre
proposiciones a las operaciones aritméticas mediante los siguientes operadores:
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Definicién 1.2.1

Sean z,y € {0,1}". Se definen las operaciones bmanas, mnxlmo (V). mimmo (l\). ¥ ln
operacién complemento (~) de la siguiente manera: -

zVy= maz{z, v}

z Ay =min{z,y}
f=~zsl—a

Entonces, si A y B son dos eventos, se tienen las siguientes relaciones considerando
los eventos como conjunto, come proposicidn y como nimero, respectivamente:
i. ANB=AAB=AB
i, A=A=1-4
iit. AUB=AVB=A+B -~ AB
Como puede observarse, las operaciones aritméticas ~ y A son equivalentes a las
operaciones 16gicas de negacidén y conjuncién. Sin embargo, en general, la suma légica
de dos eventos no corresponde a la suma aritmética de sus funciones indicadoras; la
relacidn vilide es

(suma légica) = 1 A suma aritmética,

o en términos de eventos,

E\VEyV...VEg=1A(E1+ Ea+...+ Epn).

La suma aritmética de los eventos Ey, ..., E, puede interpretarse como una cantidad
aleatoria ¥y = L1 E; que expresa el niimero de éxitos que ocurren entre los n eventos,
La cantidad aleatoria l::‘ representa la frecuencia de realizaciones de los n eventos y
serd una contidad aleatoria importante que sc utilizard més adclante.

1.3 Aseveraciones y particiones,

Un evento aleatorio E, comeo proposicion logica, sélo puede ser falso o verdadero,
Pero cste evento, en relacidn a un sujeto particular (que en adelante se denotard por 2)
puede recibir tres connotaciones: cierto, imposible o posible. Si Z tiene certeza en la
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veracidad de E, se dice que E es scguro (para Z); si Z tiene certeza en la falsedad de E,
se dice que el evento es imposible (para Z), y en el caso de que Z tiene incertidumbre
sobre el valor de verdad de E, se dice que E es posible (para Z).

Para establecer formalmente la nocién de posibilidad de un evento, es necesario
diferenciar por una parte, el contenido de la proposicidn, y por otra, la afirmacién
que hace Z respecto al contenido de la proposicién, Por ejemplo, en la afirmacidn “es
seguro que maifiana lloverd”, si E es el evento “mafiana llovera”, entonces la afirmacion
toma la forma “para Z, E es verdadero®, la cual es una aseveracion sobre E. Las
aseveraciones sobre un evento E se denotardn con el simbolo & E, significando con esto
que E es cierta para alguien. No se hard mucho uso de ésta notacién posteriormente,
porque se hard clara en el contexto; aqui solo se utilizard para remarcar la diferencia.

Las siguientes expresiones son consideradas aseveraciones:

1. Si A y B son dos eventos aleatorios (para Z), entonces la afirmacidn de que A
implica B es la aseveracion de que siempre que ocurra A, ocurrird B. Como A y
B son aleatorios, la implicacién en realidad es una hipétesis para Z. Para deno-
tar esta aseveracion se utilizard el simbolo A C B. Obsérvese que la afirmacién
A implica B pucde escribirse también como A < B, ya que la desigualdad sélo
es falsa si 1 €0, es decir,si A =1y B = 0. Si ademids B € A, se obtendrd la
aseverancién de que A es equivalente a B.

2. Dos eventos A yB son incompatibles si se asevera que cs imposible (para Z)
que ambos ocurran, esto ¢s: - AB. En general, dada una coleceién arbitraria
de eventos {E;}ies, los eventos son incompatibles si lo son dos a dos.

3. Dos cventos A y B son exhaustivos si se asevera que es imposible que no ocurra
ninguno de los dos. En sinbolos: F A+ B 2 1. Una coleccién de eventos es
exhaustiva si  Tiey E; 2 1.

4. Una particidn es la aseveracién de que una familia de eventos {Ej}ier es ex-
haustiva ¢ incompatible, esto es - Tiey Ei = 1.

1.4 Dependencia 16gica entre eventos.

Las particiones tienen una importancia fundamental en la teorin de probabilidad,
porque a partir de cllas se puede establecer cudl es la dependencia ldgica entre eventos,
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esto es, las relaciones de implicacidn que existen entre una clase de eventos. Aqui se

considerardn sélo familins finitas de eventos.

Dada cualquier coleccion finita de eventos {E;}], siempre es posible construir una

particién de la siguiente forma:

. Si los eventos son incompatibles, pero no exhaustivos, se agrega el evento
Ey=1-%0,E;.
. Si los eventos no son incompatibles, se escribe a ]la suma como

(B +B\)Ex+ En)...(En+ En) =Y ELEL...El =1

Si se desarrolla el preducto, se tendrin 2" factores de la forma IE:]E,’-2 e E,fn, donde
El
¢l

representa a E,‘J. o 2 su complemento. Cada uno de tales factores, que son nuevos

eventos, se denotard por C; y reciben el nombre de constituyentes. Puede ser que

algunos de tales constituyentes sean imposibles asi que quizds algunos de los constitu-

yentes se descarten. Si sc eliminan los constituyentes imposibles, quedardn en general

s < 2" constituyentes que forman una particién. Lu particién obtenida, {C;}_, recibe
el nombre de particidn generada por {E;}.

Ejemplo:

Si se lanzan dos dados, donde uno es rojo y el otro azul, y se consideran los
eventos:

Ej :la suma de las carcas es par.
Ej :el resultado del dado azul es 2.
Ej :el resultado del dado rojo es un nimero impar,

Nétese que el evento Ej esta determinado si se conoce el resultado de E) y Ey,
de este modo E3 eslégicamente dependiente de E2 y E}. Los constituyentes son:
Cy = {'71521_5‘3- Co =.I.771.E21-:3, Cy = ElégEm Cy = E\EsE3, Cs = E\EyE,
Cg = E\EqE3, C7 = E|EqFE;, Cy = E|E9E4. El tinico constituyente imposible
en este caso es Cy.

Sean E), E3, E3 eventos exhaustivos y compatibles. Estos dan lugar a 7 cons-
tituyentes: C) = E1EqE3,Cq = E]EQE;,C;; = E1E'2E3'C4 = E]EQE-‘;;,Cs =
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E-l.E-'QE:;.Ce = E-'ngE-g,C-, = E1E3Ey.

iii. Supéngase que se realiza un examen a un grupo de n individuos. Sea Ej el
evento de que el i—ésimo candidato apruebe el examen. La particién generada
por los E; tiene 2" constituyentes, cada uno de Jos cuales representa el evento de
que un subconjunto de candidatos pase el examen. Esto es equivalente a afirmar
que los E; son légicamente independientes. La cantidad aleatoria Y = ©7.) E;
cuenta el nimero de candidatos aprobados, y puede tomar cualquier valor en
el conjunto I(¥Y) = {0,1,...,n}.

Los cjemplos anteriores dan lugar a la siguiente

Definicidn 1.4.1
n eventos son Iégicamente independientes si dan lugar a 2" constituyentes.
Obsérvese que de esta definicidn se concluye que existe dependencia 1égica entre
eventos cuando hay una relacidn de implicacidén entre algunos de ellos. ’
Inversamente, si se ticnen n eventos El,..., En, y algin constituyente es imposible,
eso significa que los eventos son l6gicamente dependientes.
Ahora se considerard la dependencia 18gica entre un evento E y un conjunto de
eventos {£;}. Sea C1 + Ca + ...+ Cs =1 la paorticion generada por {E;}. Entonces el
" evento E puede escribirse como:

E=EC +ECy+...+ ECy

Cada término EC; satisface una de las tres relaciones:

i. EC; = C; (C; cstd contenido en E),
ii. EC; =0 (C; cst4 contenido en E), o bien,
iii. 0C EC;CC;

Si todos los C; son del primer tipo, E es seguro, ya que Ia ocurrencia de algin
constituyente es segura; si todos los Cj son del segundo tipo, E es imposible, y si los
C; son del tercer tipo, entonces E es posible, Esto es, si los constituyentes del tipo (iii)
no existen, significa que E estd completamente determinade por los Cj, y por lo tanto,
E es légicamente dependiente de los E;.

- 14 -



Si todos los constituyentes son del tercer tipo, significa que In ocurrencia de uno de
ellos puede o no implicar a E, por lo que E permanece incierto y por lo tanto E es
independiente de los E;.

Por iltimo, en el caso de que existan algunos términos del tipo (iii) pero no todos, el
evento E estd determinado si ocurre un constituyente del tipo (i) o (i), y no si ocurre

uno del tipo (iii). En este caso se dice que E es Idgicamente semindependiente,

Obsérvese que un cvento es l8gicamente dependiente de los E;si £ se puede expresar

como una suma de los constituyentes, ya que no existirdn constituyentes del tipo (iii).

Sean E' = YjesCi y E" = T C; donde I es el conjunto de todos los indices de
los constituyentes de los tipos (i} y (iii), y J es el conjunto de todos los indices de
los constituyentes del primer y tercer tipos. Es claro, de lo dicho anteriormente que
E' ¢ EC E". El conjunto E' representa cl evento maximal contenido en E y E" es el
evento minimal que contiene a E. Estos dos conjuntos seran importantes mas adelante,
cuando se introduzca la probabilidad y los criterios de coherencia.

También puede establecerse la dependencia e independencia 16gica de cantidades
aleatorins mediante la siguiente

Definicidn 1.4.2

Sean X}y,...,Xn cantidades aleatorias. Se dice X7,..., Xy son l6gicamente indepen-
dientes si el conjunto de posibles valores del vector (X71,...,X;) (que se denotard por
A) es el producto cartesiano de los conjuntos I(X;) de puntos posibles para X;.

La dependencia 1égica de una cantidad aleatorin X de otras tiene el significado de
dependencia funcional.

Ejemplo:

i. Supdngase que un individuo queda descrito por las siguientes cantidades: su
peso (X)), su edad (Y') y su altura (Z). El conjunto de posibles valores A del
vector (X,Y, Z) no corresponde al producto cartesiano I(X)I(Y)I(Z), ya que
un recién nacido, por ejemplo, no puede pesar 40kg. Los cantidades alcatorias
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no son, entonces, ldgicamente independientes.

Tres monedas distinguibles se lanzan n veces. Sea X; = niimero de soles en la
i-dsima moneda, Es claro que el vector (X, X3, X3) tiene sus puntos posibles
en {0,1,...,n}3, por lo que las X; son légicamente independientes.

1.5 Representacién en forma lineal,

Sea. ¥ una coleccidn de cantidades alcatorias acotadas, y sca
L= {X =u1X] +ugXo + -+ + ugXp|X; € X,u; € R"}

el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de cantidades aleatorins en X.
Este conjunto es ¢l espacio vectorial constituido por las transformaciones lineales de X
en RR.

Por otra parte, ¢l conjunto de posibles puntos de un subconjunto {Xj,,...,Xj,}
de A’ puede pensarse como un subconjunto del espacio vectorial R, al que en este
contexto se le lama dmbito lineal y se le denota por A, Se sabe que £ y AX
son cspacios isomorfos, y podria pensarse a ambos espacios como superpuestos en R”,
Sin embargo, tal superposicién no es til ya que se verd mis adelante que sélo las
nociones afines (es decir, las propiedades no de un espacio vectorial, sino la de un
espacio afin, que es como un espacio vectorial trasladado y que no contiene al cero)
tendrdn significado. Sin embarge, tal superposicién serd itil en el caso de eventos.
En este caso se obtiene una representacion comin para R" y £ . Si Ey, Eg,...,En
son eventos, a los constituyentes generados por éstos se les pone en correspondencia
los vectores unitarios de la base candnica {ey,...,ex}; cada punto eon coordenndas
(z1,22,...,@n),zi = 0,1, representa un constituyente, y estos a su vez son el conjunto
de puntos posibles para €. Cada constituyente es un vértice de un hipercubo en R".
Las cantidades aleatorias X € £ tienen a lo mids s posibles valores distintos, donde
s es ¢l niimero de constituyentes; pucde ser que X tome en mds de un punto posible
el mismo valor, esto ccurre cuando los constituyentes que dan un mismo valor ¢ 2 X
estin sobre cl plane ez = c.

Ejemplo:

La cantidad aleatoria Y que representa el mimero de éxitos (es decir, el mimero de
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;
eventos E; que ocurren) estd en £, tomando los coeficientes z; como 1. En este caso, si
todos los vétices del hipercubo son posibles, entonces el conjunto I(Y') estd distribuido
sobre los n + 1 hiperplanos ¥ = 0,1,2,...,n de acuerdo a los coeficientes binomiales
(1, (’l‘), ('2‘), 1) ya que (2) es ¢l nimero de posibles formas en que pueden darse k&
sucesos de n eventos.o

La sumn.):c.':c,' es una funcién tanto de la cantidad aleatoria X € £ (i.e. de sus
componentes ¢;), como de los puntos del dmbito lineal (i.e. de sus coordenadas z;).

Es convenicnte considerar combinaciones lineales afines, i.e. combinaciones X =
¥ ¢;z; mis una constante adicional, up, suponiendo siempre la existencia de una can-
tidad aleatoria X que toma el valor 1 con certeza,

Bajo esta representacién lineal de los eventos como vectores, tiene sentido hablar de
In dependencia lineal entre eventos, en el sentido algebraico usual,

La dependencia lineal es un caso especial de la dependencia légica, en el sentido de
que si z = ¥ u;T;, conociendo log valores z;, se tiene determinado el valor de z; por esta
razén, la dependencia lineal es una condicién mads restrictiva que la dependencia 16gica.
Por ejemplo, la negacién E depende linealmente de E, ya que E =1 — E. La suma de
dos eventos A + B depende linealmente de A, de By de AB: AVB=A4+ B~ AB.

La independencia lincal se corrobora simplemente calculando el determinante de la
matriz que se forma con los coeficientes de las combinaciones lineales que existan entre
las cantidades aleatorias.

Ejemplo:

Supongase que A, B, C, D, F, G son participantes en una competencia, y que otros seis
individuos eligen de cntre los participantes sus tres favoritos para ganar. (Se ofrece
un premio a la persona que tenga un ganador entre sus favoritos). Supéngase que
también se conoce las elecciones, que son: C, D,G para el primer individuo; B,C,G
para el segundo; A, D, F pora el tercero; B, F, G para el cuarto; 4,C, D para el quinto;
D, F, G para cl sexto. Supdngase que un séptimo individuo Z participa en las apuestas,

y su eleccién es 4, B, C. En este cnso, se ticne el siguiente sistema de eenaciones:
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1 = +. D TG
E|, = C '+ D i@
Ey = TN LG
E3 = A - D P
Ey = B . : TG
Ey = A + C.+ D £
Ey = E D G
E = A+ B + C

De este sistema se obtiene Ia relacién

2E| —Ey+ Ey—3E4 —5E;+ 6E4+ TE=3A+B+C+D+E+F+G)=3

de lo cual 1
E= ?(3—2E1 + Ey — E3 +3E4 + 5E5 — 5E¢)

La importancia de la dependencia lineal en AL se reflejard cuando se consideren
en la siguiente seccidn n puntos posibles @1,69,...,Qn, ¥ las combinaciones lincales
Th10iQi=Pe€ AL convexas, ya que se puede pensar que cada g; representa unn
masa asociada a @y, y P serd cntonces el baricentro de los puntos Q;. Entonces,el
casco convexo de los puntos {Q),...,@n} contiene todos los baricentros. Este conjunto
jugard un papel fundamental en la teorfa subjetiva de la probabilidad, porque a partir
de este conjunto se establecerd el concepto de esperanza ( o como se le llama en la
teoria subjetiva, previsién) de una cantidad aleatoria.

El casco convexo variard dependiendo del conjunto de puntos posibles, o bien, de
los constituyentes que lo integran. Por ejemplo, sean Ej, Eg, Ej eventos. a estos
corresponden 8 constituyentes. Si todos son posibles, entonces A = {C,...,Cs} y el
casco convexo es ¢l cubo completo. Por otra parte, si los eventos forman una particién,
entonces A = {{0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)} y el casco convexo es un simplex con vértices
el e2 ¥ €3.

Los constituyentes no pueden representarse en el espacio £ porque cada constituyente
cs un producto de eventos que puede no ser linealmente dependiente del conjunto de
eventos, Si fuera necesario estudiar en £ alguno de tales constituyentes, entonces seria
necesario agregar a AL una dimensién o Ins necesarias para tal o tales constituyentes,

y por lo tanto también cambiard el casco convexo. La conclusidn importante de esto
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es que todo puede representarse linealmente si se toma el nimero suficiente de dimen-
siones.. Por ejemplo, AL puede ser R3, y si las cantidades aleatorias estan relacionadas

por la ecuacién X2 + Y2 4 22 = r?, entonces el espacio de alternativas serd una esfera

de radio r. A veces, seri necesario incluir la relacién X2 + Y2 4 22 como una variable

mds, en cuyo caso se pensard que AL es RY, con los puntos (z,y, 7,r2).

Ejemplo:

o

Sea Y el niimero de personas que pasarin un examen determinado. Entonces
Y = E;{ + ...+ By donde E; es el evento “e! i~ésimo candidato pase el exa-
men”. ¥ puede tomar los valores 0,1,2,...,n sSlamente si los eventos E; son
légicamente independientes. Esto significa que el conjunto de todos aquellos que
pasan el examen puede ser cualquiera de los 27 subconjuntos de candidatos.

(continuacidn). Un cjemplo donde los r +1 valores son posibles para Y a pesar
de que los eventos no son légicamente independientes es el siguiente. Si Ej es
el evento “Ia persona que tuvo ¢l lugar i—ésimo de una competencia alcanzé
un puntaje p”. Es posible que cada competidor ocupe un lugar i, o bien, que
no ocurra ninguno, o bien, algunos; si éste es el caso, entonces los primeros i
son éxitos y los otros son fracasos. No hay independencia logica ya que si E; es
cierto, son cicrtos los precedentes, y si es falso, los siguientes son falsos.
Supéngase que habra elecciones en Estados Unidos y que las cantidades alcato-
rins X, Y, 2 representan, respectivamente, el ntimero de votos o favor, en contra
y abstenciones para el candidato George Bush, con X +Y + Z = n En este
caso, las cantidades aleatorias son linealmente (y por lo tanto légicamente)
dependientes.
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CAPITULO I
PREVISION

2.1 Introduccién.

Una vez determinadas las relaciones légicas entre los eventos, el siguiente paso es
asignar probabilidades, que desde ¢l punto de vista bajo consideracién, corresponde
a up ingrediente extraldgico y subjetivo, es decir, depende exclusivamente del juicio
particular de un sujeto que acta coherentemente, esto es, que no estd dispuesto a
sufrir las consecuencias de una mala decisién,

A continuacién se definird, en términos de dos criterios operativos equivalentes, el
concepto de previsidn. La prevision puede considerarse como esperanza, pero definida
dircctamente como una cantidad primitiva, mds que en términos de una distribucidn
de probabilidad preestablecida. Desde el punto de vista subjetive no hay distincién
entre probabilidad y esperanza: la. probabilidad de un evento E es la previsién de su
funcién indicadora.

El dominio de definicidn de la previsién serd cualquier conjunto o clase X de canti-
dades aleatorias (y en particular eventos). Asi, la previsidn puede pensarse como una
funcién lineal y aditiva P : ¥ — R ( en particular, si X consta de eventos se le denota
por £ y entonces P ¢ £ — R e3 una funcién de probabilidad). Un punto importante es
que, en el caso de una probabilidad, no hay restriccién sobre el dominio £ de la funcién,
pudiendo tener la estructura y el tamaifio conveniente para cada aplicacidn.

Primero se definird en términos generales el concepto de previsién para una clase
de cantidades alestorias ncotadas., Se dardn dos criterios operacionales equivalentes,
lo que se demostrard por medio de un argumento geométrico. A continuacién se par-
ticulariza ol caso de una clase finita de eventos parn definir probabilidad obteniendo
¢} esquemn cliisico de probubilidad. Posteriormente se considerarn clases infinitas de
eventos y cantidades aleatorias con un niimero numerable de posibles valores, eliminan-
do la restriccidn de acotamiento. Después se considerard el concepto de distribucién
para tratar ¢} caso mds general de cantidades aleatorias. Aqui se verdn cudles son las
diferencins conceptuales con la definicién usual.

En esta parte también se considera el siguiente problemna, que resulta bisico en
cualquier enfoque de la teoria de la probabilidad. Dada una familin X de cantidades
aleatorins sobrela que ya se ha definido una funcién de previsidn P, jes posible extender
1a funcién P coherentemente a un conjunto Ay mayor que X'? Si tal cxtensidn existe,
;bajo que condiciones estd univocamente determinada?

2.2 Fuentes subjetivas de la previsién.

En términos intuitivos, la prevision P(X) de una cantidad aleatorin X eorrvesponde
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al precio “justo” que un sujeto Z asigna por la obtencién de una ganancia aleatoria X.
Tal precio ticne ciertas propiedades que lo hacen “justo™: el precio no puede ser menor
al valor mds pequefio que pucde tomar X, ni mayor que el valor mas grande de X, esto
es,
infX £ P(X)<supX

Por otra parte, cuando se supone indiferencia entre los siguicntes esquemas:
1. Pagar un precio P(X) por una ganancia incierta X y un precio P(Y) por una

ganancia incierta Y, y
2, pagar un precio P(X + Y') por la ganancia incierta X 4+ Y,
uno estd suponiendo implicitamente que P(X)+ P(Y') = P(X +V). Esta suposicién de
linealidad, implicita en el hecho de considerar equivalentes dos riesgos distintos, supone
una actitud de rigidez al enfrentar el riesgo. Esta nocién no es realista desde el punto
de vista econdmico: si un sujeto compra un bien A a un precio P(.4) y un bien B a un
precio P(B), puede no estar dispusto a comprar ambos bienes al precio P(A) + P(B),
porque la utilidad asociada a un bien puede reducirse con la adquisicién del otro bien,
como cn ¢l caso de bienes sustitutos, por ejemplo. Sin embargo, si se introduce la escala
de utilidad, tal rigidez desaparecerd. Este desarrollo alternative no se seguird aqui; sélo
se supondra que la funcién P es una funcidn lineal.

El precio podria asignarse arbitrariamente, pero si se desea actuar con cuidado para
que tal asignacién no lleve a consecuencias indeseables, es conveniente basar la asig-
nacidn en criterios coherentes, esto es, criterios que impidan asignaciones que lleven a
resultados indeseables. Las propiedades mencionadas anteriormente son necesarias para
que una asignacién sea cohcrente. Laidea fundamental de los eriterios de coherencin es
castigar proporcionalmente a la diferencia X — P(X), esto es, la diferencia que puede
haber entre el valor que toma la ganancia aleatoria X y el valor P{X) asignado por Z.
Pareciera que la intencidn del criterio de coherencia fuera obligar a Z a “adivina” el
valor de X'; sin embargo, quedars claro més adelante que no se trata de esto, porque
una prediccién obligaria a clegir a P(XX) como un valor posible de X, y una previsién
no necesariamente es uno de tales valores posibles.

2.3 Criterios de coherencia.

Sea A’ un conjunto arbitrario de cantidades aleatorias acotadas.

ler. criterio,

Sea {X1,X2,...,Xn} C . Un conjunto de previsiones {Z1,£2,...,2n} es coherente
si no existe combinacién lineal
n

Y =3 o X; - 2)

i=1
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de tal forma que supY < 0 ( esto implica que infY no puede ser positive, ya que
sup{(~Y) == —inf Y serfa negativo).

En términos intuitivos, el primer criterio permite a Z asignar cantidades ciertas
{Z1,%2,+-+,Zn} a las ganancias inciertas {X7,X9,...,Xn} de ta! forma que una vez
hecha la asignacién, Z cstard dispuesto a aceptar cualquier apuesta o combinacién de
apuestas de monto ¥ = Tl ¢;(X; ~ %;), y tal apuesta no resultard siempre en una
pérdida (i.e. no serd pérdida para todo posible valor de Xj).

Se han hecho diversas criticas a este esquema de coherencia. Otras posturas sefialan
que un criterio de coherencia razonable deberia excluir a todas las apuestas en las
que no se gana, csto es, aquellas en donde supY < 0 (o equivalentemente, aceptar
sélo las apuestas con supY > 0). Esta posicién se conoce como coherencia estricta.
Sin embargo, con esta posicién, ciertos problemas no tendrian solucién, como el que
se verd a continuacién. En este problema se hablard de probabilidad a la "mancra”
cldsien, aunque no es posible, en ese enfoque, decir que el extraer un natural at azar
constituye un experimento aleatorio con eventos equiprobables. Sin embargo, cn el
enfoque subjetivo se desea incluir este tipo de problemas que ¢l modelo cldsico no
incluye.

Ejemplo:

Sen X una ganancia aleatoria con valores en el conjunto (—1,-%,—:‘;,...} (ie. X
representa una pérdida). Por ejemplo, puede ser la pérdida asociada al siguiente juego:
se extrae un cntero positivo al azar: si sale el 1, pierdo 1, si sale 2, pierdo %, y asi
sucesivamente. §Cudl serd una previsién coherente para este problema? Una asignacién
coherente, segiin el criterio de De Finetti, cs aquél valor de # tal que sup{c(X ~ )} 2
0 VeeR.

Si ¢ = 0, entonces sup{c(X — %)} = csup{X — #}. Puecsto que sup{X —z} = —Z, se
tiene que supY 20 <= —ecZ 20 <= ¥<0.

Por otra parte, si ¢ < 0, entonces sup{c(X — z)} = cinf{X — 2} = —c(1+ F), ya
que el infimo de X — ¥ es —1 — &. Por lo tanto, la condicién se cumple en este caso si
2> -1

De lo anterior, una asignacién Z es coherente de acuerdo 2l criterio de De Finetti si
Z € [—1,0]. Esto significa que para que el juego le sea justo a Z, se le debe pagar una
cantidad en el intervalo [0, 1], que compense la pérdida segurn que puecde tener. Con
cilculos similares, bajo el supuesto de coherencia estricta, las asignaciones echerentes
son aquellas que estan contenidas en el intervalo (0,1). Por otro lado, sin embargo,
obsérvese que P(X 2 -;';) = 1, esto es, la pérdida con probabilidad 1 es tan pequeiia
como se quiera. De este modo, la iinica asignacidn "coherente” {no en el sentido de
De Finctti, sino en ¢l sentido de "razonable”) es X = 0, ya que implica que ¢l jugador
siempre gana, lo cudl no es coherente bajo el supuesto de coherencia estricta. Este
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problema, bajo tal supuesto, no tendria solucién. o

El criterio de coherencia de De Finetti es lo mds débil posible para garantizar que
en cualquier problema siempre existird una asignacion coherente; dicho de una manera
mads formal, dada una clase arbitraria de cantidades aleatorias acotadas sicmpre exista
una previsién coherente.

Otras equivalencias inmediatas del primer criterio son las siguientes: un conjunto
{Z1,T9,...,Zn} es cohcrente si se cumple cunlquiera de las siguientes condiciones:

1. Aley,ez,--.4cn) € R™ tal que sup{LL; c;(X; — )} < 0;

2. Y(c1,€2--.,€n) € R®, Ay >0 tal que sup{T; ci(X; — F;)} < —;
3. V(er,ea...,6n),sup{Ti c{X; —3)} 2> 0;

4. V(en, ea...,en),inf {0 ci(X; — %)} €0 £ sup{Th i X5 — )}

Otra equivalencia, no tan directa, se establece en el siguicnte:

Teorema 2.3.1
Una asignacidén de previsiones es cohierente si y sélo si eada relacién lineal

n
E ciX; > ¢ con certeza,
i=1

se satisface por las respectivas previsiones:
n
2 ciE; 2 e
i=1

Ademiis, si la asignacidn s coherente, entonces i) ¢ X = ¢ con certeza implica que
Thicii=c g -

Demostracién, :
=) Supdngase que {F,%2,...,%n} es coherente, que ¢;X; = ¢ con certeza y que
T ¢;Z; < c. Entonces, como inf{3¢;X;} > ¢, se tiene

inf V =inf{3 ;X — ST eiE) = inf{ Y Xy} - Y eE >0
lo cual contradice que la asignacién sea coherente,

<=) Ahora supéngasc que se cumnple la condicién, y que la asignacién no es coherente,
Entonces 3(c1y...ycp) tal que inf{T ei(X; ~ £;)} > 0. Como inf{¥c¢i(X; — #;)} =
inf {3 c;X;} — T ¢iZy, entonces inf{5 ¢; X;} > T eiF;. Sea c tal que inf{T¢; X} > ¢ >
© T ik entonces
Zc,u\’; > € con certeza,
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pero L ¢;%; < ¢, lo cual contradice el supuesto inicial.

Por dltimo, supéngase que {Z;} constituye una asignacién coherente y que © ¢;X; = ¢
¥y que 3°¢iZ; > c. Entonces Y = ¢ —~ T¢;F; < 0, lo que contradice que la asignacién
sea coherente. De manera similar, si £ ¢;Z; < ¢, se tendria que ¥ > 0, que también
contradice el supuesto de coherencia. Por lo tanto, ¥ ¢;z; =e. |

20. criterio.

Sea {X[,X32,...,Xn} C X. Un conjunto de previsiones {Z,Zg,...,Zn} es coherente
si no existen valores z} tales que

L*= z":(X,- —::,?)2

sea menor que h - e - o -

para cualquier punto posible (X, Xa,...,Xn), es decir, con certeza.

Equivalencia de los criteri

Para demostrar que ambos criterios son equivalentes, se considerard la siguiente
interpretacién geométrica, Cualquier previsién en ¢l dmbito lincal AL correspondiente
a n contidades aleatorins X, X9,...,Xy consiste en un punto P = (Z1, Z9,...,Zn).

Con el primer criterio, una condicidn necesaria y suficiente para que una asignacién
sea coherente es que cada relacion lincal entre las cantidades aleatorias:

n
E ¢;X;=¢ (2 c) con certeza
=1

debe satisfacerse por las respectivas previsiones:
n
E cigi=c (2¢)
i=1

Este resultado interpretado geométricamente implica que un punto P es una pre-
visién coherente si y sélo si no cxiste ningiin hiperplano que lo separe del conjunto
de puntos posibles (esta propiedad caracteriza el casco convexo de un conjunto: ver
apéndice). Para el segundo criterio, el punto P es un punto tal que la distancia de éla
cunlquier punto posible en A" es minima. De ambas caracterizaciones, el conjunto de
previsiones cohercutes, que se denotard con P, resulta ser el casco convexo del conjunto
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de puntos posiblésj esto fi?,"ef%bn ji{htg de édﬁibinadonés lineales 2£~=1 piz;; donde cada
2; es un posible valor de X; y Eg___.i;:,- =1,p;>0.

Ejemplo:
Supongase un concurso con n participantes en donde se quiere medir la popularidad de
un sujeto A, Sean

a. X = votos a favor de A
b. Y = votos en contra de A
Ce Z = abstenciones

d. U=X-Y
e. V =X/Y

Dcbido a la lincalidad de P, se debe cumplir, para las respectivas previsiones de
X,Y,2,U quez+j+Z=n, @ =2—i. Estoesasi porque el conjunto de puntos
posibles para (X,Y, Z) — respectivamente (X,Y,U)— es el conjunto {(z,y, z)|z +y +
z=n, =z,9,z € N} — respectivamente {(z,y,u)lz+y <n, u=z-y, z,y€
N}-— cuyo casco convexo es el conjunto {(z,y,z)|z + y + z = n} — respectivamente
{(z,y,u)lz +y < n,u = z — y}—. Sin embargo, la previsién de V no necesariamente
coincide con %, ya que el conjunto de puntos posibles para (X,Y, V)es un paraboloide
hiperbélico, y el casco convexo de este conjunto contiene mds puntos que los que se
encuentran sobre el paraboloide. o

El ejemplo anterior ilustra cémo las previsiones coherentes preservan la dependencia
lineal, y de hecho esta es la Gnica situacién en que necesarinmente se preserva por ser
P aditiva. En otro caso esto puede no ocurrir porque el baricentro de masas de unan
superficie no necesariamente pertencce a la. superficie.

El concepto de coherencia puede extenderse a toda la clase de cantidades alcatorias
acotadas, en términos de cualquiera de los criterios; aqui se hard la extensién con
respecto al primer eriterio.

Definicidn 2.9.1
Una funcidn P : A’ — R es una previsidn coherente sobre X', si para cualquier subcon-
junto { Xy, Xip,.. ., X5, ) de X y V(es, e2,...,6n) € R%,n € N, la ganancia

Y= kz":le{P(x,'k) - Xik}

es tal que infY £0.
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En particular, si X es una familia dc eventos, a la funcién P se le llama funcidn de
probabilidad.

El problema que se tratard shora consiste en asegurar la existencia de una previsién
en cualquier clase de cantidades aleatorias acotadas. Se necesitara la siguiente

Definicién 2.5.2

Sca A un conjunto de cantidades aleatorias y P una prevision sobre ésta. Si existe una
prevision P! sobre X’ D X tal que P(X) = P(X) VX € X, entonces se dice que P’
es una extensién de P a A7,

Lema 2.9.1

Una funcién de previsién coherente P, definida sobre un conjunto arbitrario dado de
cantidades aleatorins X' puede extenderse, preservando coherencia, a cualquier otra
cantidad aleatoria Xj.

Demostracidn.
Sean aj,a3,...,a; € R, b,b2,...,bm € R arbitrarios y scan X1,X2,...,X; € &,
Y1,Yz2,.. .Y € X arbitrarios, entonces

k m
inf{Xo+ Z:laj(xj - P(X;))} < sup{Xp — Zl b(Y; — P(Yj))}
i= i=

en donde el inf y el sup son tomados sobre todos los posibles valores de las X; y ¥j
respectivamente. En efecto, supéngase que '

k m .
inf{Xp+ 2 a;(X; - P(X;))} > sup{Xo— 3 b;(¥; — P(¥;)}
j=1 j=1
entonces, tomando la diferencia, se tendria
k m
inf{}:l aj(Xj — P(X;)) + 21 bj(¥; — P(Y;))} > 0
i= i=
pero esto no es posible ya que P es una prevision coherente, Se definen
k
2= sup{inf{Xg + ¥ a;(X; — P(X;))}Ik € Njay,09,...a1 € R; X}, Xa,... X3 € X}
j=1
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i m
=" =inf{sup{Xg — 3 bj(¥j — P(¥;)}m € Niby, by, ... bn € R; ¥}, Y3,... Vi € X}
i=1
Por la desigualdad anterior se tiene que 2’ < 2", Se asigna entonces a X cualquier
valor P(Xg) entrez’ y z”. Estaextension de P resulta ser una esignacién coherente. En

efecto, supéngase que no lo es; entonces existen X1, X2,...Xn € X y ¢g,¢1,...cn € R
con ¢p # 0 tales que

n
inf{co(Xo - P(Xo)) + 3 ci(X; — P(X;0} >0
j=1
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que ¢y = *1. Si ¢g =1 se tienc

P(Xp) < inf{Xp + i ci{(X; — P(X;5)} < z
i=1 Y

Si cg = —1 se ticne

POXG) > —inf (3 ei(; = PU;)) — X}
. 2z

n

= sup{Xp— Z:| cj(X; — P(X;)} 2 z
i=
Lo cual contradice el que P{Xp) se eligié en el intervalo [/, "] ']

Teorema 2.3.2
Sea A una familia arbitraria de cantidades aleatorias acotadas, entonces existe una
previsidn coherente sobre A,

Demostracidn.

Para probar este resultado se introducird un erden pareial sobre cierto conjunto. se
mostrard entonces que el conjunto es inductivamente ordenado y se aplicari el lema de
Zorn.

Sea A'una coleccidn arbitrarin de cantidades aleatorins acotadas 3 sea
N ={P;: X; - R| P; es una previsién coherente y Xj C X'}
E! conjunto NV es no vacio, pues para cualquier familia &; con un sélo elemento X se
puede definir una prevision coherente P{X}, a saber cualquier valor P(X) que satisfaga

Sinf X € P(X) <supX.
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Se define la siguiente relacién sobre M P; < Pj = A; C Aj y Pj es una extensién
de P;. Esta relacidn es un orden parcial sobre A pues la relacién € es un orden parcial
en la clase de conjuntos y la relacidn de extensién también constituye un orden parcial,
Ahora se demostrard que con cste orden parcial V' es un conjunto inductivamente
ordenado.

Sea Hp una cadena en V. Lo que hay que demostrar es que esta cndena estd acotada

superiormente. Sea
= U Aa
Xa€Ho

y sca P* :— R definida del siguiente modo: si X € X*, entonces existe al menos una
a tal que X € X,; se define entonces P*(X) = P,(X). Para ver que P* estd bien
definida, supéngase que X € X y X € A5. Como Hj es una cadena, resulta que Py es
una extensién de Py o viceverss, asi que en cualquicra de los dos casos Py = Py sobre
Ao N A, por lo que P*(X) tiene un tnico valor. Por otra parte P* es coherente. En
efecto, para cualquier conjunto finito X' = {X}, X9,...,Xn} C X'* existe una previsién
coherente P = max{P;|X’ N & # 0} y P*(X;) = P(X;) VX; € A'. Por lo tanto,
P* € N y cs cluro que P*, por la forma que se definid, es una cota superior de la
cadena.

Por el lema de Zorn, A tiene un elemento maximal! P. Ahora se demostrard que el
dominio de P que se denotard por Dp tiene que ser X'. Supéngase que no es asi, es
decir existe Xg € X — Dp. Pero el lema demuestra que existe P! : DpU {Xg} — R que
es una extensidn coherente de P. Asf que P' € N y esto contradice la maximalidad de
P. Por lo tanto, no puede existir Xg y Dp =X, 1

Siguiendo el método utilizado para demostrar el resultado anterior, se puede de-
mostrar el siguiente

Teorema 2.3.3
Sea Ap una clase arbitraria sobre la que estd definida una previsién coherente Py y sea
A 5 Ap Entonces Py puede extenderse coherentemente a .

Si en los resultados anteriores se agrega la restriccién de que las cantidades aleatorias
sean eventos, se obtiene el siguiente

Teorama 2.3.4 Teorera fundamental de la probabilidad (subjetiva).

Dada una clase arbitraria de cventos £ y unn probabilidad definida sobre esa clese,
siempre es posible extender cohrentemente las probabilidades a una clase mayor £ que
contenga a €. En particular, Dadas las probabilidades P(E;) (i = 1,...,n) de un
nimero finito de eventos, la probabilidad de un evento adicional E satisface una de las
siguientes afirmaciones;
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a. Estd determinada completamente por los E; si E depende linealmente de ellos,
[}

b, Puede ser asignado coherentemente cualquier valor en un intervalo cerrado
"

Los resultados anteriores marcan una diferencia fundamental con el desarrollo axio-
mético de Kolmogorov. Las probabilidades coherentes no sufren de las restricciones
que afectan el establecimiento de una medida del probabilidad como, por ejemplo, la
imposibilidad de definir una medida de probabilidad sin itomos (es decir, que todos
los puntos tengan probabilidad cero) sobre el conjunto potencia de un conjunto infinito
no numerable (un resultado obtenido por S. Ulam). Esta caracteristica del enfoque
subjetivo de De Finetti da fuerza a su punto de vista.

2.4 Probabilidades de eventos (Caso finite).

Las propiedades de las probabilidades de eventos son simplemente casos particulares
de las propiedades de las previsiones de cantidades aleatorias. Se establecerdin las
propiedades y se ilustrard su significado en la representacién que se ha introducido. Se
demostrardan los resultados para el caso de una coleccién finita de eventos.

Obsérvese que si E es un evento y P(E) es una previsién coherente de E, se debe
tener inf E < P(E) <supF,asique 0 < P(E) <1

Teoremn 2.4.1 (probabilidad total)
En una clase finita exhaustiva de eventos incompatibles, la suma de las probabilidades
debe ser igual a 1.

Demostracidn.
Sea {E;}2.; la clase de eventos incompatibles y sean {p;}7, el conjunto de probabili-
dades coherentes evaluadas por un individuo Z.

Sean 51, 52,...Sn € Ry consideremos la cantidad aleatoria Y = £ Si( E; — p;)-
Los posibles valores de Y™ son de la forma

n
Y;=8;-> pSi i=1l...,n,
i=1

donde cada Yjrepresenta la ganacia que sc obtendria si ocurre el evento Ej.

Si se consideran las Sj como desconacidas, se obtiene el sistema de ceuaciones:
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Y1 =(1=p1)St—psS2—
Yy =— py Sy + (1:— p2)S2
Yn =—p151— p252-

que tiene como discriminante

l-pr —pP2 ... —Pn :
-, 1-— —p: Sl cd :
A = det fn :m N o =1=(p1+p2+...+pn)

-1 P2 ... (1—pn)
Si A # 0, las apuestas Sy, pueden fijarse de tal forma que las V;, tengan valores

arbitrarios, en particular, todas negativas, lo cual resultaria en que la asignacién seria
incoherente. Por lo tanto, se debe tener que A = 0, esto es,

n+p2t...+pa=1

Teorema 2.4.2 {caso de eventos incompatibles).
Si se tiene una coleccidn finita de eventos incompatibles, la probabilidad de la suma de
los eventos es igual a la suma de las probabilidades.

Demostracién.
Esto cs consecuencia directa de la linealidad de la previsién. []

Teorema 2.4.3 (eventos complementarios).
Las probabilidades de eventos complementarios deben ser a su vez complementarias,

Demostracidon. | . _ _
Se puede escribir 1 = E -+ E y como P(1) = P(E + E) = P(E) + P(E), sc obtiene cl
resultado. | |

Las afirmaciones anteriores dicen cémo debe evaluar Z sus probabilidades en el ca-
so de eventos incompatibles y excluyentes; estas afirmaciones imponen necesariamente
condiciones de coherencia. Si a estas afirmaciones se agrega la restriccién de no ne-
gatividad, se demostrard a continuacién que las afirmaciones serdn tnmbién suficientes
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pora la coherencia, es decir, cualquier asignacién que las snhsfagn serda coherente, sin
importar cudl sea. Es decir, se tiene el siguiente

Teorema 2.4.4
Un conjunto de probabilidades P(E;) = p; son coherentes si y sélosi -, p; =1y
piz20 i=1,2,...,n

Demostracidn.

Sélo es necesario demostrar la suficiencia ya que los resultados anteriores muestran la
necesidad. Sea {E;}}; una coleccién de eventos tales que P(E;)=p; > 0y Sl p; =
1. Supéngase ahora que tal asignacién cs incoherente. Entonces es posible forzar a Z
a apostar con una pérdida segura, es decir existen valores ¢; de tal forma que

n
X =) ciEi—pi) <0 con certeza,
i-1

esto es

z cE; < Z cip; con certeza.
i=1
Esto implica ¢; < T cipy Vi, Pcm si ¢ = max;{c;} entonces ¢; < ¢ Vi, asi que

Teipi £ c¢T.pi = ¢, lo cual es una contradiccién. s

Con los resultados obtenidos hasta cste punto, se ha reconstruido, desde el punto de
vista subjetivo, el enfoque clisico de la probabilidad.

Teorema 2.4.5 {cnso de eventos compatibles).
La probabilidad de la suma de los eventos debe ser menor o igunl a la suma de las
probabilidades.

Demostracion. : B

Sca E = E\VE)V...VEy, entonces E = 1A(Ey+Eg+...4+-En) £ E1+Eg+...+Ey,
¥ por lo tanto, P(E) < P(E() + P(E2) + ... + P(Ep). ' ]

En términos de constituyentes, si C = E}Eyp... Ep, entonces E = €, y P(E) =
1 — P(C). Si sc desarrolla C en preductos de los Ej;, se obtiene que

E=EE,‘—EE,‘E,‘-{-EE,‘EJ'Ek—...:i:E)Ez...En
i ij ijk
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y por lo tanto se tiene el sigufente resultado:

Teorema 2.4.6
La probabilidad de la suma de los eventos es

P(E)= ZP(E;) - ZP(E;EJ-) + gP(E;EjEk) —-...+ P(E1Ep...En).
i ij ij

2.4.1 Representaciones en forma lineal.

A continuacidén se introducird la representacién por medio de los espacios Ay L.
Para facilitar la exposicién, se considerard el espacio de dimensién 3; los ejemplos en
dimensiones superiores son andlogos.

Sean E), Ej, Ej eventos. Los constituyentes que forman el conjunto de puntos posi-
bles pueden ser como puntos @; de R3 = 4L

Qg =(0,0,0); @ = (1,0,0); Q2 =(0,1,0); @3 = (0,0,1)
Qo =(1,1,1)Q =(0,1,1%Q5 = (1,0,1); Q5 = (1,1,0)

Los mismos puntos, pero considerados como puntes o vectores de Lson:

0,E),Ey,E3
Ey+ Ey+ E3, By + E3, E\+ E3, E1 + Eg

Un punto (z, 3, z) € A% puede ser pensndo como un punto previsién, tal que P(E]) =
z, P(E9) = y, P(E3) = z, esto es, (z, y,z) representa una previsién para {E), Eg, E3)
y también se puede expresar como un baricentro de los puntos posibles @; con pesos
o masas apropiadas ¢;. Este mismo punto en L, representa una cantidad aleatoria
X = uE) + vE; + wEj3 con coeficientes (u,v,w). Como P(X) = uz + vy + wz, P(X)
puede interpretarse como el producto interior de los vectores duales Pe Ay X € L.
Bajo este esquema, se considerardn los siguientes casos:

2.4,1.1 El caso de particiones.

Si los E; forman una particién, hay tres constituyentes: Q1 =(1,0,0),Q2=(0,1,0)
y Q3 = (0,0,1); las previsiones admisibles P = (z, y, 2) pertenecen a la regidn triangular
z4+y+z =1,z,y,z 2 0. Como baricentros de los puntos Q;, P = q1Q) + q2Q9 + 93Q3
con g1 = I,92 = ¥,43 = 2.

-39 -



2.4.1.2 El enso de incompatibilidad.

Si los E; son incompatibles, pero no exhaustivos, hay 4 constituyentes: los @; ante-
riores y Q4 = (0,0, 0). El casco convexo de los posibles valores serd ahora el tetraedro
con vértices @1, @o,Q3,Q4, ya que ahora se tiene la relacion z +y+ =z < 1. Una
previsién admisible se puede expresar como un baricentro de los puntos @; en for-
ma tinica con pesos gy = 2,99 = ¥,q3 = 2,49 = 1 — z — y — = {esto 1ltimo porque
Q4 =1=E| - Ey = L3).

2.4.1.3 El caso del producto,

Sean Ej, E9 légicamente independientes y sca E3 = E1E9. Los constituyentes son
ahorn @ = (0,0,0),Q; = (0,1,0),Q2 = (1,0,0),Q = (1,1,1). Los primeros tres
puntos cstdn en el plano z = 0, y los ltimos tres en el plano z + y — 1 = z. El casco
convexo de este conjunto de vértices estd dado por el tetraedro z 2 0,z 2 r+y—1,z2 <
x,z < y. Estas son las restricciones bajo las cunles uno puede elcgir arbitrariamente las
probabilidades de dos eventos 1égicamente independientes y su producto. Expresando
una prevision admisible como un baricentr de los @, se tiene una expresién Gnica con
lospesos gqg=1~x—y+z,qy=2—z,q=y—zq =2

2.4.1.4 El caso de exhaustividad.

Supdngase que los tres eventos son exhaustivos pero compatibles; entonces se tienen
7 constituyentes:

Q1 =(1,0,0),Q2 = (0,1,0), Q3 = (0,0,1),Q5 = (1,1,0),
Q5 =(1,0,1),@} = (0,1,1),Q5 =(1,1,1)

El casco convexc Pes el cubo menos el tetracdro definido por el vértice (0,0,0) y
los tres adyacentes, es decir, Pes la parte del cubo con 0 £ z,y,z £ 1 que satisfacen
la condicién = + y 4+ z 2 1. Cada uno de sus puntos P puede ser expresado en una
infinidad de forinas, como un baricentro de puntos @ (a menos que el punto P coincida
con un vértice, o pertenczea a un arco, o a una cara).

En los casos precedentes, P se obtuvo como un baricentro de los puntos posibles 2
con pesos ¢ univocamente determinados, salvo cn el caso de exhaustividad. La unicidad
de la representacién es un caso exeepcional que sucede cuando y sdlo cuando los @ son
(afinmente) linealmente independientes — en los casos anteriores, se tienen 3 puntos no
colineales 0 4 puntos no coplanares— o cuando son (como eventos) expresables como
una combinacién de los eventos dados, es decir, cuando los Q pertenecian a £,
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2.5 Probabilidades de eventos (caso infinito).

Lo que se ha dicho hasta aqui se refiere a una coleccién finita de eventos. Sea
ahora {E;};es una particidn infinita de 2. ;Cémo se asignan probabilidades coherentes
a los eventos E;? En los enfoques usuales es en este punto donde se introduce el
axioma de aditividad numerable, porque ya no tiene sentido calcular la probabilidad
de los eventos sino agregados de ellos. Por ejemplo, en el experimento de lanzar una
moneda un namero infinito de veces, ya no interesa el resultado de una sucesidn
de lanzamientos especifica, sino de una coleccién de sucesiones que satisfagan alguna
propiedad particular, como la de todas las sucesiones que en los primeros n lanzamientos
sean soles. Para estudiar este tipo de fendmenos, se introduce el esquema propuesto por
Kolmogorov, cn donde la medidad de probabilidad necesita ser o-aditiva, y los eventos
que pueden ser medidos con tal probabilidad tienen que pertenecer a una o-slgebra.

Para los subjetivistas, el supuesto de o-aditividad es muy restrictivo, en el sentido
que, sin una justificacién 1égica, reduce a una clase ~—que bien puede ser tuy grande—
los conjuntos que pueden medirse: no es posible extender siempre una medida o-aditiva
al conjunto potencia de 2. A costa de tal restriccidn, es posible ganar en elegancia y
simplicidad en los cdlculos y unicidad. Por otra parte, surgen problemas, como la
imposibilidad de tener, en una particién infinita numerable, eventos equiprobables: si
fuera posible, entonces tendria que existir un ntimero p tal que 2, p= 1.

Bajo el supuesto de aditividad finita, tales objeciones desaparccen, a cambio de una
maayor complicacién analitica, Ya no es necesario restringir los eventos medibles a una
o-dlgebra: pucde definirse una previsién coherente sobre cualquier clase de eventos
(como se demostrd anteriormente); es posible que cada evento tenga probabilidad 0
y sin embargo, cualquier unién infinita puede tener probabilidad positiva: esto es,
cualquier evento posible puede tener probabilidad 0.

Una medida de probabilidad finita aditiva satisface la siguiente propiedad: si {En}
s una sucesién de conjuntos ajenos dos a dos de Q, y si B C Q es tal que UR, E; C E,
entonces

[\gH]

P(E;) < P(E),

1
yaque UL E; CEy Y, P(E;) = P(UL|) £ P(E) para toda m € N,
i=1 i=l

i=1
Otras propiedades que se cumplen parn este tipo de medidas (que también se llaman
cargas) son las mismas que se cumplen para las medidas o-aditivas en lo que se refiere

a colecciones finitas de conjuntos.

Una consecuencin de la aditividad finita es que si {Pu} es una sucesidn de previsiones
coherentes sobre una familia £ de eventos, y si £ € € es ] subconjunto de los elemento
de & parn los cuales Ia sucesién converge a un valor P, entonces P es coherente en
£0. Esto se debe a que las condiciones de colierencia estdn expresadas por medio de
ecuaciones (o desigualdades) lineales que involucran un niunero finito de términos, y
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éstas se preservan al pasar al limite. En el caso de una sucesidn de probabilidades {Pn}
o-aditivas, la probabilidad limite, cuando existe, no nccesariamente es o-aditiva.

En las sccciones restantes se verdn las consecuencias del supuesto de aditividad finita
en el proceso de asignar previsiones a cantidades aleatorias.

2.5.1 Previsiones de eantidndes aleatorias de rango numerable.

Sea X una cantidad aleatoria con rango numerable {z4lh € N} = I(X), y los
eventos E = {X = z,} para los que se tiene asignada una probabilidad p, = P(Ey).
Necesariamente se tiene que Iy p, < 1. Sea p* = 1—~1), p. El problema es determinar
la prevision de X a partir de las previsiones p,.

Para cualquier intervalo o conjunto I que contenga un niimero finito de puntos =y,

puede decirse que
PXel)= Z Phs
{hlzpel}

pero si'T contiene una infinidad de tales puntos, sélo puede decirse que

Y m<PXeDs 3 pmptpt
{hlzpel} {h|zp€l}

La primera desigualdad es consecuencia de la aditividad finita, y la segunda se obtiene
del siguiente modo:

P(XeD=1-PX €I =Y py+p" ~P(X € I)
h

= 3> m+ 2 m+pt-PXel)
{hlepel<} {hlza€l}

< Y m+r

{hzpel}

- En el contexto de la aditividad finita, surgen probabilidades adherentes a los puntos
de acumulacién de las zj,. Estas probabilidades son las masas que se pierden en puntos
distintos a los puntos posibles.

Definicidn 2.5.1.1
Sca x un punto de acumulacién de I(X). Una probabilidad sdherente a x es cualquiera
de los limites g7 = lim—g Pz —e < X < 2) o g} =lim g Plz < X <z +¢).

Para denotar en forma gendrica a una probabilidad adherente se utilizard ln notacién
Qe
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Lemna 2.5.1.1
Sca .Ad el conjunto de puntos con probabilidades adherentes positivas. Entonces Ad es
a lo mds numerable,

Demostracidn,

Sea Ay = {r € Ad|qz > 1}. An puede contener sélo un nimero finito de puntos. En
efecto, supéngase que Ay, contiene m puntos distintos con m > n, entonces se pueden
encontrar intervalos ajenos By = (by,¢1), B2 = (b2,¢2),...,Bm = (bm, ¢) tales que
P(By) > ;‘; Vim, pero entonces

P(UBm) = P(Bm) > % >1
m m

lo cual es una contradiccién. Finalmente Ad = U, N 4n, asf que el resultado queda
probado. 1

Lema 2.5.1.2
.- §i qr es una probabilidad adherente a z, entonces gz <t p*.

Demostracidn.
Se considerard el enso g = g7 5 el otro caso es similar. Como P(z —e < X < z) £
E{h|zpetz—c,z)} Ph + P*, basta demostrar que

phn — 0 cuandoe— 0.
{hlzp&(z =)}
Como laserie 3°f2 | py, es convergente, para toda § > O existe N € Ntal que 32y py <
6, asi que tomando
< "
e< =A¢f;‘fﬂ<N{d(1h- o)}
sc ticne

0
s 3 pr<é
{hirpe(z—e,2)} h=N

Teoremn 2.5.1.1
Si q1,42,. ..son probabilidades adherentes a los puntos yj,¥9,. .., entonces

2asp.
i
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Demostracidn.

Nuevamente se considera el caso de probabilidades adherentes gz. El caso general
se puede tratar de manera similar. Sean € N y sea ¢ > 0 tal que los intervalos
{(vi ~ &, ¥3)li = 1,2,...,n} sean ajenos. Como

n n
PGSy Plyi~e<X<mw)< 3 Ph+p"
i=1 i=1 {zaeUmi—ei)}

nuevamente basta con demostrar que la suma del lado derecho tiende a 0 cuando ¢
tiende a 0. Como en la demostracion del caso anterior, dada § > 0, si

€ S MINKEN 2y tpii=1,2,...,n14(Th, ¥i)}
entonces Tfape(ui—cun)) Ph < & "

Ejemplo:

Considérese la cantidad aleatoria que representa una eleccién al azar de un mimero
racional en el intervalo [0, 1], y asociando ala probabilidad de cada intervalo su longitud.
En este caso, pr = P(X = 1) =0 Vr € Q, as{ que p* = 1. Por otra parte las pro-
babilidades adherentes son los limites cuando e » 0 de Pzx—e < X < z) = e (o el
otro caso), por lo que también valen 0. Este ejemplo muestra que el conocimiento de
la distribucién ahn en este caso puede no dar ninguna informacién para las cantidades
aleatorias, como sc verd mds adelante con mayor precisién. o

Ahara se probard que si p* = 0 (i.e. si £ py = 1, como pasa si se cumple la aditividad
numerable), se debe tener el resultado P(X) = T2, ppz), como en el caso finito; sin
embargo, fucra de este cnso especial, sélo puede decirse que

o0 o0
2 pzp+ptx' S P(X) < Y puoy +p°2",
h=1 h=1

donde x’ cs ¢l minimo de los puntos de acumulacién de I(X) y 2" es ¢l méximo de log
puntos de acumulacién de I(X), los cuales satisfacen la relacién:

~oo <infX <z 1" < supX < 0.

Entonces, bajo este caso, P{X) resulta estar univocamente determinada si y sélo si
z' = 2", esto es, si las z; tienen un tinico punto de acumulacién, y por lo tanto un

limite al cual ellas convergen.

Teorema 2.5,1.2
Si Tf2 pa =1 - p*, entonces

OO o
"Z puap +p°c S P(X) £ 30 ppap + "
=1 A=l

- 87 -



Demostracidn.” : Lok PREEA
Sea e.> 0. Como la serie 52 ) pp cs convcrgente, mste N(c) N tn.l que

Eph<e

h>N

Ademis se puede tomar N de tal forma que N — oo cunndo ¢—08Sise escnbe aX .
como la suma X} + Xy + X3, donde
x {X si X =z5 con h< N;
1=
0 en otro caso.
X2={X s:X—-zhconh>Ny(:n:;,<:—eo::h>z:"+e),
0 en otro caso.
X3={X siX=zpconh2Nyzd —eLzp <24+ ¢
en otro caso.

entonces se sigue quesie - 0,N - o0y

n—1 00
P(X\)= 3 puzs — 3 ph=h
h=1 h=1

Por otra parte, como hay un niimero finito de puntos de X menores que z! — ¢,
asi como un némero finito de puntos de X mayores que z" + ¢, entonces X3 toma
tinicamente un mimero finito de valores distintos de 0, V1 U21ee e Vs as{ que P(X3) =

Tyipj SsupX Tp; < sup X Then Py £ esup X, y lo mismo pnm el otro lado; por lo
tanto

e(inf X) £ P(X9) € e(supX)
De este modo P{X3) — 0 cuando ¢ — 0.

Parn X3 se requieren varios casos.

Cuso 1. Supdngnse que ¢/ —e < 0 < 2" +¢. Entonces como P(X3) < (2 +€)P(X3 €
[z' ~ e,z" + €]) € (2" + €)(6 + p*), donde § s una cantidad que depende de ¢ y que
ticnde a 0 cuando ¢ — 0. Ahora, como z' — € < 0 entonces

P(“.\'g) =-P(X3) < ~(z' —)P(Xae [z — 2" +¢
S —(' - )6+ ")
i por lo tanto P(X3) 2 (2’ — €)(6 + p*); de las dos desigualdades se obtiene, haciendo
tender € 2 0, que
='p" £ P(Xg) £ 2"

Caso 2. Supdngase que 0 < z' ~ . Se obtiene una cota superior para P{X3) como en

cl cuso anterior. Porotro lado, como 42| py, es convergente y como en el complemento
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= ded = [zh= E,'a:"‘-'l-‘e] hay's :

—(1 —f)(l—ZPJ) s
N wv

= - -) = 3 p3)
h=k+1:

2 (1'1 - ‘)I’.v

“obteniéndose asf el mismo resultado que en el caso 1.

Caso 3. Supdnguse que z" + ¢ < 0. La cota inferior es como en el caso 1 y como
(" + €)(p* + 731) < (2" + €)p*, siguiendo un razonamiento similar al caso 2 se llega
nuevamente al resultado del caso 1.

De lo anterior, como X = X] 4+ X2 4 X3, se obtienc el resultado deseado. []

2.5.2 Cuso no numernble: Funciones de distribucion.

En teorfa de la probabilidad, una funcién de distribucidn es una funcisn F: R - R
tal que:

i F es no decreciente,
ii. F{-00) = limg|_oo F(z) =0y F(+oc0) = limz oo F(z)=1,y
iii, F es continua por la derecha y existe F(z—).

F tiene una discontinuidad en z si F(z+) — F(z~) > 0. Por ser F' una funcién
no decreciente, tiene a lo mds un niimero numerable de puntos de discontinuidad, ya
que si = y 2’ son dos puntos de salto tales que z < z' y si para y € R, Iy denota al
intervalo (F(y—), F(y+)), como existe un punto z* tal que ¢ < z* < z/, entonces por
la monotonia de F sc ticne que los intervalos Iz y I+ son disjuntos. A cada uno de
estos intervalos disjuntos se les puede asociar un racional, y por lo tanto la coleccién
de estos intervalos disjuntos cs numerable.

Una funcidn de distribucién puede tener las siguientes interpretaciones:

1. F(z) pucde pensarse como una distribucién de masa sobre los reales (con masa
total de tamaiio 1). F(z) es la masa a la izquierda del punto z, 1 — F(z) es la masa a
In derecha de z; ol incremento F(z") — F(z') es la masa en el intervalo (2/,2"). Una
masa pj, concentrada en un punto ry, corresponde a una discontinuidad de F en zp, y
pi = Flxp+) — F(x),—) es cl tamaiio del salto. En este mismo contexto, una funcién
de distribucién puede dar lugar a una medida g-aditiva positiva sobre los intervalos,
stp. haciendo pp(I) = F(b) — F(a), para cunlquier intervalo I = (a,5]. pap(I) en este
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contexto puede interpretarse como la medida de Lebesgue del conjunto imdgen de I
sobre el cje y.

2. F también da lugar al concepto de integral, a través de pp. Se define

er(f) = [ faF = [ faup,

donde [ fdpur es la integral de Lebesgue con respecto a up.

La aplicacién de las funciones de distribucién a la teoria de la probabilidad, toma la
forma siguicnte: parn cualquier cantidad aleatoria X, uno pucde definir una distribucién
de probabilidad sobre X asignando a la distribucién la interpretacién F(z) = P(X <
z). Entonces, P{X € I) = pp(I) y ¢r(f} = P(f(X)) para los conjuntos I y las
funciones f para los que la notacién es aplicable. De esta manera F' determina las
probabilidades P(X € I} para todo I elemento de una familia F la cual constituye
una o-dlgebra de conjuntos scbre R que conticne a los Borelianos (que es ya una clase
bastante extensa de conjuntos que puede ser suficiente en las aplicaciones). Es decir,
F determina toda la distribucién de X en F.

En el caso considerado aqui, en donde la previsién P no necesariamente es o-aditiva,
también se puede definir una funcién F(z) = P(X £ z) a la que se seguird llamando
funcién de distribueién de X, aunque ahora F sélo tiene las siguientes propiedades:

i F es no decreciente,
ii. F(—o0)=0y F(+o0) <1,y
iii. F(z+) y F(z~) existen.

Dentro de este contexto, la integral [ fDF sc define como la integral de Riemann-
Sticltjes de f con respecto a F, esto es, se define la integral de una funcién escalonada
(constante por intervalos) ¥ = 3222, ¢;E; como f~dF = 92, ¢ipp(E;). Para unn
funcién f acotada que pueda aproximarse por arriba y por abajo por medio de funciones
escalonadas 7" y 4/, se definen los nimeros:

. b
w(f)= [ fdF = aFY,
#Ff) ./u (-.'(z)sfs(li}))we{a.bl){[' T

P L _ . / b u

HD = [IF = o fivectam U 74D

como las integrales inferior y superior de f (estas son integrales del tipo de Riemman-
Sticltjes ya que pp es sélo aditiva finita). Ambas integrales siempre existen ya que f
cs acotada por hipdtesis. Si ambas integrales coinciden, o f se le llama S-integrable
¥ al niimero comiin se le denota por [ fdF. Se puede considerar una funcional o p
del conjunto de funciones f que son S-integrables a R, generada por F. El siguiente
teorema resume la relacion entre lns funciones de distribucidn y las previsiones:
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Tecoremn 2.5.2.1‘ L :
Sea 7 una funcién acotada y- X una cantidad aleatoria acotada. Los valores admisibles
para P(y(X')) son aquellos que satisfacen la desigualdad

¢F() < P({X) S oF(7)-
En patticnlar; si ¥ es' F~integrable, se ticne que

P(IU0) = pp(n) = [1(@)dF(z)

Dermnostracion.

== Sen'ss= T e;Ji una funcién escalonada tal que s(z) 2 9(z) Vz. Por definicién,
P(s(X)) = TeiPUI{XY) = Teinp(Ii(X)) = p(s), lo cual es vilido Vs > . Entonces

P((X)) < jnl{er(s)} = wH(7)-

Anx'\lt;.:gx\mcntc,
P((X)) 2 7g¥(¢r(t)) =r(7)-

En particular, si 97(7) = ¢}(7) = v #(7), se tiene que

P(X)) = w7 = [ 1(=)dF(z)

en donde la integral es una integral del tipo Riemman-Stieltjes. ]

Obsérvese que el resultado anterior implica que P(X) = [zdF(z), y estd determi-
nada en forma vinica.

Para ¢l caso de mis de una cantidad aleatorin, las integrales se tomardn sobre rec-
tingulos para 2, sobre cubos para 3, ete. En general, como las integrales siempre se
refieren a la medida de Jordan, se tomaran hiperplanos de dimensién n para n canti-
dades aleatorias, y se tendrd que

P(o(X1, Xgveoo X)) = [ 2zt 7200 20)dF(e1,22, 1 20)

siempre que v sea F—integrable.

Parn analizar las diferencias que existen entre el enfoque subjetivo y los que se basan
en los axiomas de Kolmogorov, se introduce la siguiente nomenelatura. Al supuesto de
aditividad numerable se le llamard posicién fucrte, y al supuesto de aditivida, finita se
le llamard posicién débil.
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2.5,2.1 La posicién fuerte.

Esta posicién afirma que los conjuntos I y funciones f para los que es posible evaluar
en forma dnica una medida de probabilidad P son los importantes; fuera de éstos, nada
tiene sentido.

Existe una correspondencia uno a uno entre las medidas de probabilidad y las fun-
ciones de distribueidn del espacio (R, B(R)), donde B(R)) es la o-dlgebra de Borel. Por
esta razén una funcién de distribucién tiene asociada una cantidad aleatoria X, en
el sentido de que P(X € I) = pp(l}y P(f(X)) = ¢p(X) (sicmpre que I y f sean
F—-medible en el sentido de Lebesgue-Sticltjes).

A partir de una medida definida sobre los intervalos, es posible extender en forma
tnica esta medida a una clase mucho mds amplia de conjuntos, pero tal cxtensién no
siempre es posible a todos los subconjuntos de . Este problema es importante cn el
sentido de que se puede caleular la probabilidad de eventos en cierto sentido “simples”
y calcular la probabilidad de eventos un poco “mds complejos™ pero no serd posible si
son “demasiado complejos™. ’

Por otro lade, una vez conocida la funcidn de distribucién se tiene completamente
determinada la cantidad aleatoria X, pues su rango I(X') corresponde al conjunto de
puntos z tales que Ve, F(z +€) — F(x —¢) > 0, es decir, al conjunto de puntos en donde
F es estrictamente creciente. A este conjunto de puntos se le denotard con D y se le
llamarid el soporte distribucional de X o bien, el soporte de la distribucién F.

2.5.2.2 La posicion débil.

Sea G una clase dada de funciones f {que puede incluir a los eventos a través de sus
funcmnes indicadoras); a la funcional ¢ p definida sobre G se le denotard por Fg. Para
enda funcion g que no perteneza a la clase dada, sxcmpre serd posible encontrar cotas de
ln forma Fi’ (7)y F(- (9) (es decir, las integrales superiores e inferiores). En particular,
serd de mtcrcs cousnderar G = R (las funciones que son Jordan-medibles y con Fp la
integral de Riemman o Riemman-Stieltjes); ¢ = B (las funciones Lebesgue-mediblesel
¥ con Fp la integral de Lebesgue); y G = C (el conjunto de todas las funciones acotadas,
o bicn, el conjunto potencia de ).

Con esta notacidn, la posicion fuerte significa que dada una cantidad aleatoria X, se
clige automiticanente una Fg. La posicion débil establece que dada una X ,Fp puede
elegirse (esto es, puede clegirse una medida jp para cada conjunto E de §2 y una fun-
cional @ para cada funcidn acotada)o bien, restringirse a alguna Fg parcial, eligiendo
frecuentemente a § = R. Esto es, cada pieza de conocimicnto parcinl corresponde al
conocimiento de Fy(v) restringida a algin subconjunto de las funciones 4. De cste
modo, siempre es posible definir una medida para todo subconjunte de 2, aunque ésta
medida no es tniea, Por otra parte, dada la medida de Jordan, puede cxtendcrse a
toda la clase de conjuntos, aunque tampoco tal extensién es tnica.
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Debido a esta falta de unicidad, una funcién de distribucién ya no representa el
conocimiento completo para una cantidad aleatoria, sdlo es un conocimiento parcial.
Esto se manifiesta en que los puntos de salto de la distribucién ya no corresponden
a una acumulacidén de masa en esos puntos, ni que el soporte légico corresponda al
soporte de la distribucidn.

Ejemplo:

Si X es una cantidad aleatoria con posibles puntos {zg — LJn € N}, y todos son
equiprobables, entonces F(z) tiene un salto de 1 en r = zq, como si X = zg con
certeza. Esto es porque F(z) = 0si ¢ < zg y F(z) =1 si x 2 z¢: a la izquierda de
cualquier punto z < zg sélo hay un nimero finito de valores (y por ser equiprobables,
todos ticnen probabilidad 0), pero a la izquierda de zg y por lo tanto, de cualquier
punto que esté a la derecha de zg, estdn todos los puntos posibles, y por lo tanto, se
tiene probabilidad de 1. o

El soporte distribucional estd contenido en la cerradura del soporte logico, ya que
si z € D, entonces Ve > 0,F(x + ¢) — F(z — ¢) > 0. Entonces, cada vecindad V, de
z ticne probabilidad positiva y per lo tanto cada vecindad contiene puntos posibles.
Por lo tanto, Ve > 0,V N I(X) # 0. De este resultado, se concluye que inf I(X) <
inf D < supD < sup I(X). De este modo, se hace evidente la débil relacién que existe
entre los dos soportes. Si se tiene la distribucién, sélo puede decirse que cada punto
del soporte distribucional es o un punto posible, o estd arbitrariamente cerca de puntos
posibles; ademis de ésto, los puntos posibles con probabilidad total 0 podrian existir en
cunlquier parte y aun llenar la recta. Por otro Indo, dado el soporte ldgico, la funcidn
de distribucién puede ser cualquiera, siempre que sea constante sobre los intervalos que
no contienen ningiin punto posible.

Un caso especial de conocimiento parcial de la distribucién completa es el que se
refiere a los intervalos: en otras palabras, aquel dado por F{x)¥z. A esto se le conace
como conocimiento de la distribucion a través de Ia funcion de distribuecidn. Este
conocimiento parcinl es equivalente al conocimiento de pp(y) para toda funcién ¥
continua. Esto cs, las funciones continuas son las \inicas funciones que son F-integrables
para cualquier F y, conversamente, el conocimiento de ¢ p(+) para toda ¥ continua es
suficiente para determinar (salvo en los puntos de discontinuidad) a F(z)Vz.

En restimen, F(z) sigue siendo importante y una herramienta estindar en la teoria
de la probabilidad, pero no por su caricter determinativo, ni por un estatus privilegia-
do en el marco légico, sino porque permite visualizar gecométrica y analiticamente el
comportamiento de X. Sin embargo, como se ha dicho anteriormente, F(z) ya no rep-
resentari conocimiento completo, ni lo que cra fuera de R. Fuera de éste émbito, sélo
se tienen las cotas [p;(-y),p';(-y)]; esto da los limites para la evaluacién de P(y(X))
compatible con ¢l conocimiento de F en el sentido distribucional. Por otra parte, el
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abandono del supuesto de aditividad numerable implica que un salto en z ya no co-
rresponda a una concentracién de probabilidad en el punto z (esto es porque aparecen
probabilidades adherentes) y tampoco el punto necesariamente pertenece al conjunto
de puntos posibles de X, Tampoco es cierto ya que F(X) deba variar entre 0 y 1; sdlo
se requiere que 0 < F(—o0) € F(400) <1 (a tal distribucién sc le llama impropia).

2.6 Convergencia de cantidades aleatorias.

A continuacién se enunciardn algunas definiciones y resultados que se utilizardn mds
adelante relativas a convergencia de cantidades aleatorins, observando las diferencias
que puede haber con respecto al enfoque fuerte.

Definicidn 2.6.1
Se dice que Fy — F si Fy(z) — F(z) para todo z que sea punto de contuidad de F (o
bien, la convergencia de Fy,(y) a F(7) para tada funcién v continua y acotada.

Una formulacién equivalente (que no se demastrara aqui) establece que F, — F si
y s6lo si Ve > 03V € N tal que Vn 2 N,

Flz—€¢)— 0L Fp(z) < F(z+€)+8 VzreR.

Definicidn 2.6.2
Sea {X} una sucesién de cantidades alcatorias,
i Se dice que {Xp} converge débilmente ( o converge en probabilidad) o una

cantidnd aleatoria X y se denota por X, —+ X siVe >0y 8 > 03N € N tal
queVn> N, P(lXp~X|>e¢) <.

if. Se dice que {.Yn} converge en medin cuadritica a una cantidad aleatoria X y se
denotapor Xy —— XsiVe >0 3N eNtalqueVn 2 N, P([Xn—-X]%)<e
iii. Se dice que {X,} converge fuertemente ( o converge casi seguramente) a una

cantidad aleatoria X' y se denota por X, 24 X siVe >0,
K
P( U (l‘\’n+m - X[ pd 5}) -0
m=1
cuando n — o0 y donde /U es arbitraria,

En la formulacidn fuerte, la definicidn establece que la condicién se cumple para
N =0,
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Teoremn 2.6.1 {Desigunldad de Teliebyshev), : TR A
Si X es una cantidad aleatoria y P(X2) existe cntonces " odo, miimero positivo'c, -
sc ticne que £ : EE N

P(|xs>c)< P‘X’

Demostracidn. ;
p(xz) —l_/ x2dF(t)

',r> 22dF(e
”> ()

>e? '
2 /IzIZCdF(t) 7
=APX] 26} o e e

Teorema 2.6.2 E :
Sea {Xn} una sucesidn de cantidades aleatorias. Xp 2 X = Xn =, x

Demastracidn,

Scan € > 0 y 8 > 0. Por hipétesis, IN¢ € N tal que Vn > ¥ P([::,, ~X)?) < 6e%. Sea

N = N,. Por la desigualdad de Tchebyshev,

P(Xn - X19)
2

2
P(|Xn—X|2 € < <Zp<o

Teorema 2.6.3
Xy =2 X=F,oF.

Demostracidn.

Senn ¢ y 6 numeros positivos arbitrarios y sea N tal que P(|Xp—X|2¢) <0 W2 N
Supdéngase que | X, — X| < e y que X > z. Entonces —¢ < X — X < Xn — 2, por lo
que Xy > 2 ~ €. Entonces [|Xy — X| < ] A[X > 2] = [X5 > 2 ~ €] 0 bien,

Xn<z~ S[IXn=-X|{2e]V[X<2]S[|Xn—X|2€]+[X <2},

- 45 -



yaque AV B < A+ B, Si P es una previsién coherente, respeta las relaciones lineales
y por lo tanto,
Fuz~¢)—0< F(z) Va2 N,

ya que por hipétesis P(|Xn —X| > €) <8 Vn > N. Si ahora se considera | Xn—X| < ¢
y Xn > r+¢, entonces X > x, y con un razonamicnto similar a la desigualdad anterior
se obtiene que

F(z)< Fa(z +€})+6 Yn>=N

uniendo las dos desigualdades y tomando n — oo se obtiene el resultado. [

Corolario 2.6.1
Xp > X=F—F

Bajo la formulacidn fucrte, se sabe que si una sucesién de cantidades aleatorins {Xn}
conforma una sucesién de Cauchy, entonces se puede asegurar la existencia de una
cantidad aleatoria X tal que X, — X en algin sentido. Sin el supuesto de aditividad
numerable, y sin la referencia a un espacio medible, no es posible definir X mediante el
paso al limite. Con el fin de poder habler de X, ¢s necesario que ésta sen una cantidad
bien definida. La afirmacién concerniente a la convergencia sélo tiene sentido, si para
tal X fuera posible demostrar que la evaluacién particular de probabilidad para las Xy,
y X son tales que implican que X;; — X en algin sentido probabilistico.

Sin embargo, la convergencin segin Cauchy si determina una funcién de distribucién
limite para la sucesién de funciones de distribucién {F},} de las cantidades aleatorias
Xy. La demostracion es idéntica a In demostracién de que la convergencia en probabili-
dad implica la convergencia en distribucién, que en palabras informales, dice que si X
¥ Xm son dos variables “cercanas”, entonces sus respectivas funciones de distribucién
son también “cercanas”.
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CAPITULO III
PROBABILIDAD CONDICIONAL

3.1 Introduccidn.

 El papel de la probabilidad condicional es fundamental en el enfoque subjetivo en
el sentido de que todas las probabilidades consideradas son condicionales al estado de
informacidn del sujeto que realiza la asignacion,

En ciertas ocasiones es necesario combinar previsiones que son relativas a diferentes
estados de informacidn, y en tales casos se escribe P(E|H) para la probabilidad del
evento E condicional sobre el evento H, entendiendo por esta la probabilidad que Z
atribuye a E si, adicional a su estado inicial de informacién, el sabe que el evento H
es cierto.

Las definiciones de previsidn y probabilidad condicional se basan en los eriterios
dados en el capitulo anterior, pero con la suposicidn adicional de que cualquier apuesta
o castigo pactado quedard sin efecto si H no ocurre; si H ocurre, se llevard a cabo la
apuesta y la ganancia dependerd del resultado de E. Obsérvese que la prababilidad
condlicional no depende directamente del evento E, sino de los eventos EH, EH y H.
Es posible entonces pensar en un evento condicional E|H con tres posibles valores de
verdad:

1. verdadero si E y H son verdaderos.

2. falso si H es verdadero y E es falso, y

3. vacio si H es falso.
3.2 Previsidn y probabilidad condicional.

ler. criterio.
Sea .V una cantidad alentoria y H un evento posible. La prevision del evento condi-
cional X|H se define como un niimero P(X |H) tal que no cxiste c € R tal que

st\x_p{Hc(.\' ~ P(X[H))} <0.
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20. criterio
Dada una eantidad aleatoria X y un evento posible H, se dice que P(X[H) es
colierente si no existe z* tal que
' L= H(X —z*)?
sea uniformemente menor que

L==H(X - P{X|H))}.

En ambos casos si X es un evento, la previsién condicional recibe el nombre de
probabilidad condicional.

Teovema 3.2.1 (probabilidades compuestas.
Unn condicién necesaria y suficiente para que una evaluacién sca coherente es que se
satisfagan las relaciones

P(EH) = P(H)P(E|H)
0< P(E|H) L1

Demostracidn,
Supéngase que z,y,z denotan las probabilidades asignadas a P(E|H), P(H),(PEH)
respectivamente. En base al primer criterio, la ganacia
Y = H(E —2)+co(H —y)+c3( EH - 2)
tiene como posibles valores:
Yi=c(l —z)+eal ~y)+e3(l—z)
=c1x +co(l —y) — c32

1

’
-
2

%

vy = —Cy —€3F

para los valores EH,E‘H, H, respectivamente,

l-r 1=y 1=z
det!{ —z 1-y -z |=zy~z

0 -y -z

Si el determinante
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eleg 'cl, cg.c;g de’ tal forma que todas las ¥; sean negativas, lo
que lmpllcarm fnltn de cohcrencm Por lo tanto,

no es .0, se pued

P(E|\H)P(H) = P(EH).

|
El evento condicional E|H da lugar al evento condicional H|E; como EH = HE, se
obtiene, por coherencia,

P(EH) = P(E|H)P(H) = P(H|E)P(E)

lo que implica que

P(H|E)

P(E|H) = P(E)—p

(si P(H) #0).
Observando la ecuacién anterior, puede observarse que la probabilidad condicional es
unn funcién de probabilidad que forma parte del conjunto Pde previsiones coherentes,

3.3 Verosimilitud.

A partir de In 1ltima ecu:icién en la seccién anterior, es posible eseribir P(E|H) =
kP(EYP(H|E}), donde k = P(II En muchas ocasiones es conveniente hablar simple-
mente en términos de proporcionalidad (sobre todo desde el punto de vista bayesiano).
Asi, se dice que la probabilidad final P(E|H) es proporcional a la probabilidad ini-
cial P(E) multiplieada por la verosimilitud P(H|E) (como funcién de E). El término
verosimilitud se interpreta en ¢l sentido de que un valor mayor o menor de P(H|E)
corresponde al hecho de que el conocimiento de la ocurrencia de E pucde hacer a H
mas o menos probable.

Lo anterior permite comprender cdmo es posible pasar de las probabilidades inicinles
a las finales a través de estados intermedios, bajo la hipdtesis de que sc obtienen piezas
adicionales de informacién Hy,...,H,. Esto es:

P(E|H)= P(E|H,...Hy) = kP(EYP(H\|E)P(Hy|EH,)...P(Hu|EH,... H,) (8)
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3.4 ' Propiedad conglomerativa. .

Sen H = (H), Ha,... Hn) una particién finita y sean P(E|H;) las probabilidades
condicionales de un evento arbitrario E a cada uno de los componentes de la particidn.
Como EHy + EHy +---+ EHy, = E'y P(EH;) = P(H;)P(E|Hj), se tiene que

P(E) = z";l P(H;)P(E|H;)
J:

y ademds,

min{P(E|H;)} < P(E) < mex{ P(E|H;)).

A esta propiedad de la probabilidad condicional se le llama propiedad conglomera-
tiva. )

3.5 Dependencia e independencia estocdstica.

La probabilidad P(E|H) pucde ser igual a P(E), o mayor, o menor. Esto significa
que el conocimiento de que H es cierto o no altera la evaluacidn de probabilidad para
E, o ln incrementa o la disminuye. En el primer caso, se dice que el evento E es es-
tocdsticamente independiente de H en los otros casos se dice que E es estocisticamente
dependiente de H. Esta propiedad es simétrica, y por lo tanto se puede hablar de que

E y H son estocasticamente independientes o dependientes, segiin el caso.

Para una coleceidn finita de eventos {E), Eo,..., E;} se dice que los eventos son

estocdsticamente independientes si se satisface la condicidn:
P(EyEyy ... E; )= P(Ey)P(E},)- - P(E;,)
para cualquicr conjunto de indices {i1,i9,...,i1} C {1,2,...,n}

El significado de la independencia estocdstica no ticne un soporte objetivo sobre el
cual sostencrse; es una propiedad supuesta en base a la intuicién, y por csta razén,
es consideradn por De Finctti como una propiedad completamente subjetiva, ya que
depende de la eleccién particular de la evaluacién de probabilided de un sujeto par-
ticular, Es mds correcto hablar de que un conjunto de eventos es estocdsticamente
independiente con respecto a la evaluacion P dada.

Entre los factores que llevan a un individuo a juzgar si los eventos son o no es-

tocdsticnmente independientes, se encuentran los siguientes:
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1. Cuando la ocurrencia de un evento cambia las circunstancias que rodean a In ocur-
rencia del otro evento. a este caso se le llama dependencia estocdstica en sentido directo,
y ¢s aqui donde'se encuentra la mayoria de los ejemplos de dependencia estocdstica,
como extracciones de una urna sin reemplazo, fenémenos de contagio, descomposturas
de miquinas en serie, cte.

2. Cuando la ocurrencia de un evento no tiene influencia directa sobre la odurrencia
de otro, pero hay circunstancias que influyen simultineamente a los eventos. Por
cjemplo, considerando la posibilidad de que dos barcos se hundan en el mismo mar y el
mismo dia, uno podrfa pensar que las probabilidades estdn influenciadas en la misma
forma por circunstancias comunes, como el estado del mar, ctc. A este tipo de relacién
se le llama dependencia estocdstica en sentido indirecto.

3. Otra forma de dependencia, quiza la mids interesante, es cuando se evalua la
probabilidad de un evento en términos de frecuencia observadas de eventos mds o menos
similores. Los eventos observados proveen de experiencia que es capaz de modificar las
evalunciones de probabilidad basadas en frecuencias. En este caso, se dice que hay
dependencia estocistica a través de un incremento en la informacién. Este caso da
origen al coneepto de intercambiabilidad, como se verd posteriormente, y es en este
caso donde se ha intentado dar justificaciones objetivas, sin poder lograrlo. Un ejemplo
de este caso podria ser el de extracciones con reemplazo de una urna cuya composicién es
desconocida: las probabilidades de sacar bolas blancas en extracciones sucesivas estdn
interrelncionadas porque nuevas extracciones dan mads informacidn sobre el contenido

de la urna, a través de las frecuencias.

En el capitulo siguiente se estudinrd este punto con mds detalle.
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CAPITULO IV
INTERCAMBIABILIDAD

4.1 Introduccidn.

El concepto de intercambiabilidad fue introducido por De Finetti en 1930, y se en-
cuentra estrechamente relacionado con el problema del razonamiento inductivo, es decir,
el problema que surge cuando se obtienen resultados generales de observaciones partic-
ulares; y ala justificacién, desde este punto de vista, de la evaluacién de probabilidades
a partir de frecuencias observadas. Para justificar ¢l punto de vista frecuentista desde
la posicidn subjetiva, De Finetti propone separar la justificacién en dos fases y explicar
sus fundamentos subjetivos. La primern fase establece cudles son las relaciones entre
las evaluaciones de probabilidad y 1a previsién de frecuencias futuras, y la segunda fuse
establece cud! es ln relacidn entre la observacién de frecuencias pasadas y la previsién
de frecuencias futuras; en esta fase introduce la nocién de eventos intercambiables y
demuestra que en este caso es posible asignar cohrentemente la frecuencia relativa de
ocurrencias de eventos como probabilidad. Esta fase estd a su vez intimamente rela-
cionada con el problemn del razonamiento inductivo.

4.2 El problema de la Induceidn.

Segiin ol punto de vista subjetivo, ¢l problema de la induccién estd resuclto: todo
se reduce & considerar probabilidades condicionales, y principalmente, a la nocién de
dependencia estocdstica a través de un incremento en la informacién.

El razonamiento inductivo, como objeto de la teoria de la probabilidad, en términos
generales, tiene las tres formas signientes:

1. Si ln ocurrencia de varios eventos similares es de la misma forma, uno espera
que otros cventos similares ocurran en la misma forma, como si hubiera una lcy que
gobernara ¢l fendmeno,

2, Si un evento ocurre con cierta frecuencia, uno espera que en realizaciones futuras
del mismo fendmeno se comporte en funcién de esa frecuencia. Este es el caso tipico

de In inferencia cstadistica.

3. Del conocimiento de la conducta de algin evento en una coleccién o sucesién de
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easos mis o menos similares en cl pasado, frecuentemente se esta motivado a renlizar
algun tipo de pronéstico para el futuro. Este es ¢l caso mds general de razonamiento
inductivo,

No existe una separacién clara entre estas tres posibles formas. Particularmente la

segunda formn resulta ser Gtil en la aplicaciones porque puede modeclarse en términos
matemiticos.

En términos de la segunda forma, el problema de la induccién se puede plantear dela
siguiente manera. Si E es un evento, y en virtud de haber observado, o haber obtenido
la informacién de que un complejo A de eventos ocurrid, ;qué se puede decir del evento
E?7 Objetivamente, no se pucde decir nada, porque nada justifica hacer una prediccién
sobre un evento future, a menos que se suponga que existe una ley invariable que
determine completamente su comportamiento. Sin embargo, en el esquema subjetivo
de probabilidad, pueden establecerse las restricciones establecidas por la coherencia al
calcular su probabilidad {que en ningin sentido es objetiva).

Supéngase que P(E) cs la probabilidad evaluada por la informacién que aporta A.
Si Hy rcpresenta la informacidn inicial con la que cuenta un individuo, y PY(E) =
P{E|Hyp), entonces P(E) = P(E|HgA) que es igual a la informacién original mis la
dada por A. Esto implica que

PYUEVPYAIE)

PEY = — %5 -

Sobre esto se basa ¢l rozonamiento inductive: se cambia la evaluacién de P a través
del conocimicnto de A, Este esquema es aplicable a cada aplicacién del razonamiento
inductive. Sin embargo, los problemas de cardcter estadistico tienen caracteristicas
especinles, como es el easo en que la informacidn disponible consiste de un determinado
munero de eventos andlogos (como lanzamientos de monedas, etc.), lo que permite a
uno hacer ciertos supuestos de simetria en las evaluaciones de probabilidad. La analogia
de los eventos conduce a que Ins conclusiones sélo dependan (8l menos principalmente),
de cudntos eventos andlogos ocurren, y no de cudiles son los que ocurren. La analogia
de los eventos puede establecerse en distintas formas, caracterizdndolos por ejemplo en

su independencia, en las condiciones en las que se realiza el experimento, ete.

En ¢l caso de independencia, el problema de induccion no existe, en el sentido de
que es iimposible aprender de la experiencia. Si no se supone independencig, ln eleccién

5
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més simple que se tiene es continuar considerando que el orden de la ocurrencia de los
eventos es irrelevante. Este caso corresponde a intercambiabilidad.

4.3 Justificacién del punto de vista frecuentista.

La relacién entre la evaluacién de probabilidades y 1a previsidn de frecuencias futuras,
estit dada por el siguiente

Teorema 4.3.1
Scan Ej, Eg,. .., En eventos, con probabilidades py, po,. .., py respectivamente. Siw; =
P(Y = i) donde Y es la cantidad aleatoria que denota el niimero de ocurrencias de los
eventos E;, se tiene que

n n ) '
>opi= ) iw;
i=1 ]

Demostracidn.

Un caso de la ocurrencia de h eventos es la siguiente:
E\Ey+--Ef(1 = Epg)(1 =~ Epgo)---(1— En) =
E\Ep+-En - ;Ex "'EhEh+1'+§El " EpgiBatj— ok Broo-En
El evento (Y = £) cs la suma de (;:) productos de eventos del tipo anterior. En esta
suma, los términos con k factores aparecen sélo una vez, los términos con h+1 factores

aparecerin h + 1 veces, y en general, los términos con h + k factores aparecen (’ltk)
veces, 51 5{") denota la suma de términos con r factores, entonces

(Y = h) =t - (h;: 1) shl 4 (" N 2) o) _ g (:) i)

Aplicando P de ambos lados de la ecuacién se obtiene que
n n
wy = P(Y =h)= 3 (-1 (')P(*:(") =3 (-1t ()s
r=h h r=h h
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“donde . : )
Sy = Z P(EflEiz"'Eir)'
. {itiiai.ir} .

En i)ntticular obsérvese que el coeficiente de S, k =2,3,..;,nen lars‘ té
‘es SLJ( )( l)k—J j =1,2,... ,k. Sumando se obtiene Sj 21'F= 'j(—l)"

v .;’ k_j : -
E,’( Y () Z‘ D

k=11
(7 =Dik=5)

-k Z.( )( 1)(1:—1)_.-

=k z:( —1)k=f

= k(1 —1)*!
=0
De esta mancra, el tinico término que sobrevive en la suma es So = T pi. ']

S5i se dividen ambos lados de la ecuacién del tecorema por n, se obtiene la relacién
7 = f, donde § es la media aritmética de los p; y f cs la prevision de la cantidad
aleatoria %—, es decir, de la {recuencia.

En cicrtos casos, la ccuacién p = f puede simplificarse. Si la frecuencia es conocida,
el segundo miembro simplemente es ese valor. En este caso se tiene una indicacién
gruesa del orden de magnitud del promedio de las probabilidades, las cuales tendrin
que njustarse (disminuyendo algunos términos y aumentando otros) de tal forma que su
promedio coincida con la frecuencia. Otro caso consiste en suponer que los n eventos son
equprobables; en este caso, ¢l lado izquierdo de la ecuacién sélo involucra el valor comiin
de las probabilidades. Si ambos casos se dan simultineamente, la tinica evaluacién
admisible esti dada por la frecuencia §}. Cuando ninguno de los dos lados de la ecuacién
se conocen, ambos términos dcpendcn de un juicio de probabilidad. Sin embargo, es
posible estimar la frecuencia vin la observacién de frecuencias de la ocurrencia de los
eventos en el pasado. Pero jcudndo es posible tal estimacién? Esto es posible como se
verit en el caso de eventos intereambinbles, Es iposible demostrar cl principio segin
vl cudl la probabilidad deberia ser cercana o la frecuencin observada. Este principio
solo puede ser justificado en casos particulares, debido a las earacteriticas logiens del
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enfuque subjetivo: siendo la probabilidad una evaluacidn subjetiva, no hay nada que
obligue a elegir laley de probabilidad de un fenémeno cercana a su frecuencia, todo lo
que puede mostrarse es que tal evaluacién resulta coherente cuando se satisfacen ciertas
propiedndeS‘.

4.4 Intercambiabilidad.

Definicidn 4:4.1
. Una coleccién finita o numerable {E], E9,...} de eventos se llama intercambiable si
_para‘toda & € N y parn cada conjunto de k indices diferentes ji,jo, ..., jk, se tiene
que: .
o pi=P(EjEj ... E;) = P(E\Ey...Ey)

En otras palabras, las probabilidades de & eventos intercambiables no dependen del
orden de los eventos, sino del niimero de términos.

Ejemplo:

i. Un agricultor estd cultivando una variedad de manzanas que son resistentes a
la mosca de la fruta. Tiene un lote de 50 semillas. Sea Ej el evento de que la
semilln i serd atacada por la mosca de la fruta. El agricultor estd interesado
en asignar probabilidades para los eventos Ej, y en particular, la previsién
de la cantidad aleatoria X =mimero de plantas atacadas. Ya que no ticne
informacidn particular para cada semilla, sus probabilidades deben satisfacer

P(E))= P(E)) i=23,...,50
Ademds,
P(EE;) = P(E\Ey) Vi#]j

Asi, su probabilidad de que eunlesquicra A plantas especificas sean atacadas es
In misma para cunlesquiera otras k, y en particular, son iguales.
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Los eventos estocdsticamente independientes y equiprobables son intercarnbia-

bles, pero no viceversa.

-

Supdngase que una urng contiene un nimero fijo N de bolas, de las cuales
A son negras y el resto son blancas. Si se seleccionan n bolas (n € N) de
Ia urna aleatoriamente, una por una y sin reemplazo, y se denota por A; el
evento de que la j~ésima bola extraida sea negra, Entonces, para K > 1 y
paral £ <ipg <...<i{p < n,

Ao MM =1). . (M—-k+1)
P(JD]A':‘)‘ MV -1V =k +1)

iv. Los siguientes son también ejemplos de eventos intercambiables: H; es el evento
de obtener un sol en ¢l i—ésimo lanzamiento de una moneda (no necesariamente
regular); D;: es el cvento de que el i—dsimo nifio ¢n una cierta escueln morird
antes de los 40. o

Debido a que la intercambiabilidad establece varias igualdades entre las probabilida-
des, slo se necesita asignar n probabilidades para obtener las probabilidades de todas
las combinaciones de un conjunto de n eventos intercambiables.

Definicidn 4.4.2

Se denota con pp. In probabilidad de que ocurran cvalesquiera k eventos, esto es,
P =P(Ey Eyy ... Ey) k=12,...,n
Cualquier probabilidad relacionada n los E; puede expresarse en términos de las pg.
Por ejemplo: P(E3Eg) = P(Ey) — P(EaEg) = p| — pa, o bien,
P(E| ErE3Eg) = P(E1E7E3) — P(E| ErEsEqg)
= P(E\Ey) - P(E\E7Eg) — P(E\EgErp) + P(E\E7EgEy)
=pz —2p3+ Py

Una definicién que generaliza la nocidn de intercambiabilidad o cantidades aleatorias

os la siguiente:



Definicion 4.4.3

Una sucesién finita o infinita numerable X1, X3,. .. de cantidades aleatorias es intercam-
biable si para cualquier ¥ 2 1 y para toda coleccidn de indices 1 €8} <ig < ... < f},
la distribucion del vector (Xj;, Xi,,...,Xj,) no depende de los indices, sino sélo de k.

Qbsérvese que para las cantidades aleatorias intercambiables X}, X5,... los eventos
E; = {X;j € z} son intercambiables para cada nimero real z, asi como los eventos
E}={X;eI} (ICR)

Une puede tratar el estudio de eventos intercambiables como un caso especial del
estudio de cantidades aleatorias intercambiables, a través de las funciones indicadoras;
en este ¢nso, s¢ denotard m; = P{X1X5--- X;).

El siguiente tecorema serd de utilidad para dar una caracterizacién de una coleccién
finita de cventos intercambiables. Como antes, a-la ocurrencin de un evento se le
llamara éxito y a la no ocurrencia se le llamara fracaso.

Teoremn 4.4.1
Sean Ey, Ey, ..., E; eventos intercambiables. Sea F la ocurrencia de cualquier sucesién

particular de éxitos y fracasos en la cual se ticnen r fracasos y h éxitos. Entonces
r

PE) = 3 (7)o

j=0

Demostracidn.
La demostracién se hard por induccién sobre r, el nimero de fracasos. Si r = 0,
P(Fy =30 (D(-1Vpisj = b1 = Pue

Ahora supéngase que el resultado es cierto para r < y y se probard que también
debe ser cierto parar = y. Sea £y, uno de los y eventos que no ocurre en F, y sea G el
evento de h dxitos y y—-1 fracasos, Entonces Fy = GEy, v ademtis G = GEn+ GEp =
F + GE,; por lo tanto

y=lr .

PUF) = P(G) - P(GEn) = 3 (] )Wy
J=0
y=b s .

-, (y ; 1)("1)"Ph+j+l




yen general se

de donde se concluye que el resultado tambxen es cxertu pam r
cumple para toda r & N, L

Como un corolario del resultado anterior, se tiene el:

_Tecorema 4.4.2

Si Ey, Ea,..., En son eventos intercambiables, y p; = P(Ey -+ Eg);
Y}, Ia suma de k términos de la sucesién, k = 1,...,n. Entonces -

P(Y.=h)= (:) P (L ; h)( ~1Yppi;

j=o

1

Demostracidn.

Tomando en el resultado anterior # = n y observando que hay (ﬁ) formas de obtener
h éxitos y k — h =r fracasos en k realizaciones, se obtiene el resultado. ]

Otra posible caracterizacidn surge del siguiente razonamiento. Supdngase que se sabe
que en una sucesién de n eventos ocurren precisamente h. Si se piensa a los eventos
como bolas de una urna, en donde hay h bolas blancas y n — h bolas negras, y se
scleccionan muestras de tamaiio r sin reemplazo, entonces se tiene que la probabilidad
condicional de obtener r bolas blaneas (éxitos) dado que hay & de bolas balncas, estd
dada por ’

h
PENEs- - Exliy) = M) o B (A=) (o r )

(’r’) nn-1)(n-2)+(n—-r+1)

pura = 1,2,...h  Si, por otra parte, la variable ¥} denota el nimero de bolas
blancas (éxitos) que se obtienen en un total de & extracciones, entonces s claro que
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Yi|Hp ~ Hip{n, h, k). Si se desconoce el niimero de eventos favorables (o, en términos
de la analogia, el nimero de bolas blancas en la urna), y se denota por la cantidad
aleatoria Yy a tal niimero, entonces, por el teorema de probabilidad total,

n
pr=P(E\By---E)= 3, P(E1Eg---ErlYu=h)P(Ypo=h)
h=0

O py o
- L re=m

POE=1)= 3 @%‘):LP(Y =n

El resultado anterior muestra que los procesos intercambiables que terminan en n
pasos se representan como mezclas de procesos hipergeométricos, es decir, las probabili-

dadles P(Y; = y) tienen la forma P(Yy = y) = T} _gcpP(Yn = h) con Tep = 1,64 2 0.

Sucesiones infinitns de eventos intercambiables.
Ahora se considerard la situacién para sucesiones infinitas (procesos) de eventos

intereambiables.

Un cjemplo de procesos intercambinbles son los que se obticnen por mezclas de
pracesos tipo Bernoulli; es decir, tales que

(OB L LA n-h
wf] _/0 (h)ﬂ(l—ﬂ) dF(8),

n e P
donde “’S. ) denota 1n probabilidad de obtener & éxitos en n ensayos. Se puede pro-
bar que los procesos intercambiables se pueden obtener siempre en forma de procesos
Bernoulli. Lo demostracién se hace mediante un paso al limite, considerando un proceso

intereambiable finito. Primero se demostraran algunos resultados previos.

Teoremn +4.4.3
Sea {V;} una sucesion de cantidades nleatorias intercambiables con varianza finita y

comim o2 y sean ¥y, y 13, los promedios de I y & de las .X; (los promedios pueden tener
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o no tener términos en comiin). Entonces Ve,§ > 03N € N tal quesi A,k 2 N,

P(lYpy —Y3| > 6) <e

Demostracién.

Sean m; = P(Xp,s Xpy..., Xg;) parai = 1,2,... y sea pt = P(X‘?). Como o2 =
Var(Xy) = P((X; — m1)%) = P(X2) — m?, entonces P(X}) =o?+m} =p VieN.
Por otra parte, del cdlculo de P((Yi — 17,)?) se sigue el resultado: sea r el niimero de
términos en comun de los promedios Y}, y Yi. Entonces

P((Vi = i)Y = P(¥E — 2ViY, + Y)
=1 < Y 2 k. . b
= ZEP((JE:} X)) - EP((JE X‘,-)(JE:I X))
1 LY
+ h—zp((JE:lAzj) )
- kp + k(k - 1)mg " hy <+ h(h — D)mg

[X] h2
rp + 2(hk - rYmgy

—( )
- hk
_hu4h(k—Vmg +kp 4 k(h —1)mg —2ru + (hk ~r)ms

hk
_plh+k=2r) 4 (W(k = 1) + k(h — 1) — 2hk + 2r)mg
- hk

h4+k—-2
= (= ma)(“ =

< (3 + Pl = my)
"

Por lo tanto, la sucesidn {¥;} converge en media cuadrdtica segiin Cauchy. Delo

anterior, se sigue que la sucesidén {F,} tiende a una funcidn de distribucién limite F.

Corolario 4.4.1
La sucesién {F;} de funciones de distribucién con Fyu(z) = P(Yy £ z) tiende a una

distribucién limite Fg(8) cuando n — co.
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Demostracidn.

La demostracién es similar a la demostracién que se dié al teorema de que Ia conver-

gencia débil implica la convergencia en distribucién, tomando en lugarde Xp y X a

Xn ¥y Xm respectivamente. 8
La distribucidn de las ¥}, k = 1,2,...,n, condicional a la ocurrencia de h éxitos

en los primeros n ensayos, es, como ya se vié, una distribucién Hip(n,h,k). Para

continuar se requiere el siguiente

Lema §.4.1
Sco X ~ Hip(N,k,n), y sea p = limy_ o0 7’5 Entonces si N — oo,
Hip(N, k,n) — Bin(n, p)

Demostracidn.

siz<hkyn—z< N =k, entonces
G (G
P(X = 2) =505
)
s KN = AN —n)ln! -
TNk =) (n—2)(N —k=(n -zl -
! k(k — 1)(k =2) -

= (:)N(N—l)(N—Q)“'(N'("—1))

(k= 4 1)(N = RN =k = 1)(N = k= 2) e
-(N k= (n-—:)+l) :

k:

. ‘—(n-;c)-l-l)'

[ e - (&) a - or-tare)
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Entonces, si se toman h y n de tal forma que cuando n — oo,;’;- — 8 < oo, se
tiene que la distribucidén condicional de Y} dado ¥, = h es Bin(k,6). En particular,
si k =1, se obtienc un cvento con distribucién Bin(1,0) = Ber(8) y por lo tanto
P(Ej|lYa=h)=4.

Sea O la cantidad aleatoria que tiene por funcidn de distribucién a la funcién F. ©
intuitivamente representa la proporcién de eventos ciertos en una sucesién infinita de
eventos intercambiables; de lo anterior se debe tener que © € [0,1]. En lo que sigue
se dentard como O = lim )—;"' la convergencia en distribucién de Ia sucesidn {Yp}. Para

obtener la distribucién de las Y}, se aplica el teorema de Bayes del siguiente modo:
1
P(Yy =) = [ P(Yi|© = 6)dFo(6)
k 1
= (1 — g)k—Vv
(y) [) 99(1 — 8)*~VdFg(6)

Resurniendo, el resultado anterior queda expresado en el siguiente teorema, conocido
como el

T 4.4.4 (T der acion de De Finetti.)
Sen {E,) una sucesién de eventos intercambiables, y sea © = lim X,? Entonces

1
P = PV = k)= [ 6*dFo(0) = P(O*),

y si ¥ es el nimero de éxitos en una subsucesién de tamaiio k de {En},
Pt =) = (F) Pova - o)1)

El resultado anterior establece cudl es la distribucién de la frecuencin en el caso de
una sucesion infinita de eventos intercambiables.

Inter Linbilidad Vel 1

Abhora supdngase que en los primeros k ensayos de la sucesion se han observado
I éxitos. (Cuil es ln probabilidad de los eventos Ep,, E49.... dada la informacién

¥}, = h? Para responder n esta pregunta , se demostrard que la situacidén no se modifica

- 63 -



esencinluicnte respecto al caso general observando que una sucesion de eventos {En}
- es intercambiable si y sélo si cualquier subsuccﬁlon {En,} es intercambiable dado un
evento G.

Teorema 4.4.5
Sen'Yy, el niimero de éxitos en los primeros k eventos de una sucesién {E,} de eventos

intercambiables. Entonces la subsucesion {Eg41,Eg42,--.} es intercambiable dado
Y =h

Demostiracidn.

Sea F = (¥} = h} y G cualquier evento que afirma que una subsucesién de eventos
{Ep+12 Br49,...} tiene W' éxitos. Por el teorema de Bayes, P(G|F) = PPF‘E" . Eb
evento F'G considera una sucesion con h + h' éxitos y k ~ h fracasos, asi que

k+h') (L—-h)
P(FG) = —iy v
o= (3 13) 2 (7 ") e-phemss

Esta probabilidad no depende de cuiiles son los eventos particulares que constituyen o
G, ¥ lo mismo se dice de P(F), asi que P(G|F) sélo depende de &'. [ ]
Faltn demostrar que si {E,} es una sucesidn de eventos tal que Vk, la sucesidn

{Et+1, Ett2,...} es intercambinble dado Y = h, entonces toda la sucesidn es inter-
cambiable.

‘Teoremn 4.4,6

Si {C;}L) denota una particién, ¥ si {En} cs una sucesién de eventos intercambiables
" dndo Cy“para’eada ky entonces los eventos {En} son intercambiables.

D:mostrucmn

Poar el tcorcma de; Bnyes.

n
P(EJlEn : Eln) = Z P(Ej Ejy -+ Ejp1Ce) = 1 PusP(Cy):
k=1
"Eutonces P(Ej, Ej, +++ Ej,) solo depende de n y no de los indices §1, 2,4y jn. [ ]
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De los resultados anteriores, es posible responder a la pregunta inicial a través del
siguiente ‘

Teorema
Si {£n]} es una sucesién de eventos intercambiables, ¥} es el nimero de éxitos en las
primeras k observaciones, y © = limp.oo l;", entonces

" 6h(1 — O)F—hdFp(8)

15 6"(1 — 0)k="dFe(6)’
il. Sea p!. el equivalente de pr dado Y; = h. Entonces

Pt = P(Et1Bis2++ EpyrlVi = h) = P(OF |V = h)

Pl =h) =

iii. Si Y » ¢s ¢l nimero de éxitos en Epyy,- ..y Eiqr, entonces
P(Yer=ylYp=h)= (;)P(evu —OYV|Y; =h)

El inciso (i) del teorema anterior establece que
dF(8|Y}, = h) = KdF(8)8h(1 — g)k—*,

en donde dF(9) es la distribucién inicial de © y la funcién de verosimilitud de ¥; dado
que © = 6 tiene la forma v(8) = K6*(1 - g)f=h,

A continuacién se dardn los detalles de un caso simple muy especial: se supondrd que
I distribucidn inicial de @ es uniforme (dF(#) = 1(0 < # < 1), Esta es la version cldsica
de Bayes-Laplace, que corresponde & la idea de que no se tiene ningiin conocimiento
sobre @, Bajo este caso, la funcidin de verosimilitud es creciente de [0,%), aleanza
su miximo cuando 8§ = if—, y después decrece de (i'—,l}. Pucde demostrarse que la
distribucién posterior de ©, cuando &, h crecen, es asintdticamemte una N (8, ‘L(_I,:ﬂ),
donde § = i‘— De esta forma, la prevision de la cantidad aleatoria © corresponde a la
frecuencia observada, y esto demuestra el resultado buscado.

Teorema 44,7

Si h y k se toman suficientemente grandes de tal forma que ln proporeién § = i'— se
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mantenga constante, y si se supone una distribucién inicial para © uniforme, entonces

la distribucién posterior de O es asintéticamente normal con pardmetros § y ﬂli—'—g)-

Demostracisn,

Sea o2 = 210 yz= "; Entonces

w(8) = K6"(1 - 9)F=h = [k (1 — o)1 Bp¥
= K[§°(1 - 6)!-9)F
= K[(zo + 8)°(1 — z0 ~ )1 ¥
_ TGy _ _TO 1By
= K0+ ) - 22
Obteniendo logaritmos , y después desarrollando el logaritmo en su serie de Taylor
alrededor del 1, se tiene que

v( ) ,og[(1+__)ko(] zo )k(l—a)]

Io_r](
= kblog(1 - -.-) + k(l - a)zogu - ii_‘-’-;)

2
=k - 12 egk 9+ o1y
PR B2 2200=0) | -ty

16 " 2(1-8)%%
= -3 @+1-0)+ 0k

Este 1iltimo vaolor converge asintéticamente a —%19, por lo que v(6) se aproxima a

un valor proporcional a et ']

4.5 Interpretacién de la Intercambiabilidad.

Hasta aqui se ha cstablecido la nocién general de intercambiabilidad estocdstica, y
se lin obtenido el teorema de representacion de De Finetti, que afirma que una sucesién
infinita de cventos intercambiables puede earacterizarse como una combinacién lineal
de las distribuciones de independencia y equiprobabilidad. Para hacer claro lo anterior
considérese el siguiente ejemplo.  Se tiene una urna con N bolas blancas y negras

en proporciones desconocidas. Se hacen extracciones de la urna reemplazando la bola
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después de que es extraida, La proporcidn de bolas blancas en la urna puede tener varios
posibles valores p; € {0, 7{,, 7%, .+.,1}, alos cuales se les dan ciertas probabilidades p;.
Estas extracciones son eventos intercambiables, y la probabilidad de un resultado dado

s N+1 N+l
P(E)= ; P(E|pi}P(p;) = ; piPi(E)

Entonces, los eventos intercambiables corresponden a aquellos que se conocen ordi-
nariamente como ‘“eventos independientes y con probabilidad constante pero descono-
cida p°. Por otro lado, la distribucién Fy(8) representa la probabilidad de que la
“probabilidad desconocida” p sen mis pequeiia que 6. De esta mancra, a través de los
eventos interenmbiables, uno evita suponer que mas alld de la distribucién de proba-
bilidad correspondiente a un juicio, exista una distribucién desconocida y objetiva, y
que las diferentes hipdtesis acerca de esta distribucién desconocida puedan constituir

eventos cuya probabilidad uno puede considerar.
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CONCLUSIONES.

Desde un punto de vista matematico, las diferencias bisicas entre el enfoque de De
Finetti y el enfoque usual de la probabilidad, consiste en los siguientes puntos:

1, Se rechaza la idea de interpretar a los eventos como conjuntos en forma
sistemdtica; los eventos pueden ser considerados proposiciones o con-
juntos o nimeros, ¥ no es necesario que constituyan una o-dlgebra. No
necesariamente todo evento estd compuesto de eventos elementales.

2. Se rechaza la idea de que exista una Gnica funcién P definida sobre la
clase de eventos bajo consideracién. En su lugar, De Finetti caracter-
iza todas las P que son adimisibles; éstas constituyen una clase P de
previsiones coherentes que resulta ser una clase cerrada (en el sentiodo
topolégico), asi que cualquier P adherente a P pertenece a la clase, lo
cual no se satisface en el enfoque de Kolmogorov.

3. Se rechaza la o—aditividad por ser demasiado restrictiva, sin tener
necesidad de serlo, sobre la asignacién de probabilidades.

N Se rechaza la transformacién del teorema de probabilidad total en una
definicidn de probabilidad condicional.

La nocién de intercambiabilidad ha sido y sigue siendo ampliamente estudiada,
aunque desde el esquema de o—aditividad. Bajo tal esquema, resulta mucho mds
claro entender los resultados, ya que en ese caso es posible garantizar la existencia de
una variable aleatoria O, tal que P(© € [0,1]) = 1 y tal que E(Gk) =p Vk>1
Esto provicne del hiecho de que cn este caso, la convergencia en media cuadrética segin
Cauchy si garantiza la existencia de una dnica O, y no exclusivamente la convergencia
en distribucién. Ademds, es posible demostrar el tcorema de representacidn medainte
un teorema debido a Hausdorfl y que reduce el teorema a un problema de momentos.

En usta tesis solo se utilizé intercambiabilidad para justifiear el punto de vista fre-
cuentista desde un punto de vista subjetivo; por tal motivo, no se desarrollé con mayor
amplitud ¢l caso de cantidades aleatorias intercambiables en general. Por otra parte,
tampoco se desarrolld una teoria de probabilidad condicional sin el supuesto de que el
evento condicionante tuviera probabilidad 0, cosa que es posible en cl enfoque de De
Finetti debido a los puntos 3 y 4 mencionados al principio de estas conclusiones.
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