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Introducción. 

En el presente trabajo se exponen las. ideas'ge·~~~al1'is que .plantea 
.,:,· ,_,.;-._·. 

Fox para una Teoria de Revestimientos (Overl.iyin~~) i,"';'n si'.i articulo 

SHAPE THEORY AND COVERING SPACES. La Tesis. d~nsf~t¡¿¡::~~:cl¡~ostrar 
cierto número de proposiciones, no todas, que ';l~ ;unicamente 

enuncia en dicho artículo. Existen ciertos Teoremas que 

relacionan a los espacios cubrientes de un espacio Y con las 

representaciones del grupo fundamental n(Y) en cierto grupo de 

permutaciones, pero hay muchas restricciones que debe cumplir Y, 

como conexidad, conexidad local por trayectorias y semilocal 

1-conexidad. Lo que Fox hace en su articulo es modificar los 

conceptos de espacio cubriente y grupo fundamental por los 

conceptos de revestimiento y tropo fundamental, y obtiene un 

teorema que relaciona a los revestimientos de un espacio 

metrizable conexo Y, prescindiendo de propiedades locales, con las 

representaciones del tropo fundamental ~(Y,y0 ) en cierto grupo de 

permutaciones. También se modifica la noción de Tipo de homotopia 

de un espacio por el de forma de un espacio. 
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CAPITULO 1. 

REVESTIMIENTOS 

1.0 PRELIMINARES. 

(l. 0.1) Definición. Una función continua e:X-)Y es 

proyección cubriente si para cada y e Y existe uri abierto U de Y 

tal que e-1 (U) es unión de abiertos V11. de X,~, ajenos dos a dos, y 

para cada 11., e¡v11. es homeomorfismo de V11. sobre U. 

Si c:X-)Y es una proyección cubriente, Y es llamado espacio base 

de la proyección cubriente y X espacio cubriente de Y. 

Si U cumple con las condiciones establecidas en la definición de 

proyección cubriente, diremos que U está bien cubierto por e, y 

que cada V11. es una hoja de U. Nótese que si U es conexo (conexo 

por trayectorias) entonces cada hoja de U es una componente 

(componente por trayectorias) de e-1 (U). Si 'U es una cubierta 

abierta de Y cuyos elementos están bien cubiertos por e y 

1f = { V11.: V11. es hoja de alguna U e 'U~ entonces diremos que 1f 

cubre bien a 'U o que 'U está bien cubierta por lf. Obsérvese que si 

U' i:; U, U' abierto de Y, y además U está bien cubierto por e, 

entonces U' está bien cubierto por e, y que e-1 (U') n V°' es una 

hoja de U'. Entonces, si 1f cubre bien a 'U, cualquier refinamiento 

abierto 'U' de 'U induce un refinamiento abierto lf' de 1f que cubre 

bien a 'U'. Nótese que si e:X-->Y es proyección cubriente entonces 

e es suprayectiva y abierta, además e-1 (y) es un subespacio 



Dem: 

A ~ 0, pues y ,e A. 

y' bien cubierto por e. 

Entonces U i;; A, y A es abierto. Si y' e Y-A, y U es un entorno 

abierto de y' bien cubierto por e, por un razonamiento idéntico al 

anterior se sigue que U ~ Y-A. Entonces A e Y-A son abiertos de Y. 

Como Y es conexo y A es no vacio, se tiene que A= Y. • 

Por el teorema anterior, si Y es conexo y e:X~Y es proyección 

cubriente, se define el grado de e como Ue-1 Cyl. y e Y. 

También el teorema anterior nos permite variar los indices a de 

las hojas de cualquier U abierto de Y bien cubierto por e sobre un 

mismo conjunto I(d). Si l(d) es finito se dice que e tiene un 

número finito de hojas, o que e es de grado finito. 

(1.0.3) ~· (a) Si e:X~Y es proyección cubriente entonces 

para cada subespacio C no vacío de Y, eje- 1 (C):e- 1 (C)~C es 

proyección cubriente. 

(b) Si Y es localmente conexo y e:X~Y es una función continua 

entonces e es proyección cubriente si y sólo si para cada 

componente C de Y la función e 1 e-1 (C): e-1 (C)--'>C es proyección 

cubriente. Además si e es proyección cubriente entonces para 
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cualquier componente C' de X, eje• :C'.~e(C') es proyección 

cubriente 

Dem: 

(a) DadO y e c .. : existe.: un··~.entó"r~d .. ~:;~~-~:Y ~~-- y·::·b·1e~: '.-C~blerto 
. ·. :;·_: ·<.-'"· ·<· .:.~::~];;...'.·:";_ ":'. ··\;:-;~?'.~·: . ···,J\:_,. ',".· •,;;r ·-_·,,. :·-•,':, 

por e, v =iB ¡,:¿ · ··~~·· :su11'.;;~el1~j'ril,~ ·~iii~~1:?'; ~~< VJ 'Ori c. Si 

::·r~~'.,~, ~};;f d[_:,~f n ~,;~i~~~1ii~t{~~J:f,;~~'f Jt':: 
~ . . . ·:-..!' 

unión ajena de abieÍ'tps 

(eje-1 (ClljU = ejU :U ~V 
- et a; a. - que 

B" C ='V, continua e 

inyectiva por serlo e!A« ( e¡u« = (elA«JIU« ). Veremos que e¡u« es 

abierta. Sea G un abierto de U 
<t 

Entonces existe un abierto H de 

A« tal que G = H " U« . Como es abierto en A« , H es abierto en X. 

esta 

última igualdad es cierta porque ejA« es inyectiva. Luego 

(e¡u«J (G) = CelAoc) (H) " V , y como (el A«) (H) es abierto en B, es 

abierto en Y. Por lo tanto (ejA«)(H) "V es un abierto de V. Hemos 

probado que V está bien cubierto por e¡e-1 (C). 

(b) 

~) Se sigue de (a). 

~) Supongamos que e¡e-1 (C) es proyección cubriente para cada 

componente e de y. Sean y E e y u un entorno abierto de y en e 

bien cubierto por e¡e-1 (C). Como Y es localmente conexo, Ces 

abierto en Y. Por ello U es abierto en Y, y además U está bien 

cubierto por c. Por lo tanto e es proyección cubriente. 

Supongamos ahora que c:X~Y es proyección cubriente, y que C' es 

una componente de X. Primero se muestra que e(C' ) es componente de 
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Y. Como e(C') 

en 

cubierto de y~ eri Y: 

intérsecta a C' en 

entonces V s; C', 

e(V) =U s; e(C' ). 

concluye 

cada punto de e(C') tiene un 

y contenido en e(C' ), y 

ajena a C'. Entonces ~V: 

e¡c•. Por lo tanto e!C' 

En virtud de lo anterior con 

proyecciones cubrientes e:X~Y donde Y esconexo. 

Un espacio topológico X es localmente metrizable si cada elemento 

de X tiene un entorno metrizable. 

El siguiente resultado será utilizado posteriormente. 

(1.0.4) Teorema. Si X es un espacio topológico paracompacto, T
2 

y 

localmente metrizable, entonces X es metrizable. 

Dem: 

Sea 'U ~ U
1 
~ 1 e I una cubierta abierta de X localmente finita con 

cada U
1 

metrlzable. Como U
1 

es metrizable, es paracompacto, 

entonces la cubierta de entornos de radio !, respecto a cualquier 
n 

métrica que induzca su topologia, tiene un refinamiento abierto 
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7L 
1;n 

V 
n 

dcicalménte:o'.. ,fÍhifo;, 

U.~ :8
1

.· 
0

. ,.·.··1,'.E !}. 'Ca~a 
•, ' .· . ·-· 

x e X, sea N: un en.tcirno.'al:>Íerto . . . - ... - .·:, . -., --- - --.,. ·-

de 'U que inter~ectan a N s~n u 
. . ~.1 

cada J E ~l •... ,k}, existe un 

N intersectando un número 
n, lj 

correspondientes. Entonces íl ~ Nn, l.J 

a un número finito de elementos de 

X E u¡ para alguna 1 E I. Existe entonces 

X E l\,n i;; A" u¡. Se concluye que V= u·~vn: n.E IN} es una base 

~-localmente finita para X que por supuesto es T
3

• Por lo tanto X 

es metrizable. • 

(1.0.5) Definición. Sean X un conjunto y G un grupo. G actúa 

sobre X si existe una función de G x X en X, que denotaremos por 

(g,x) ~ g.x tal que 

(i) 1.x = x para cada x E X donde es el elemento neutro de G, 

(ii) g. (h.x) = (gh).x para cada x e X , g,h e G. 

Si además X es un espacio topológico y las funciones e definidas 
g 

por x ~ g.x son continuas entonces X es un G-espacio. 

(1.0.6) Definición. Si X es un G-espaclo entonces la acción de G 

sobre X es propiamente discontinua si para cada x e X existe un 

entorno abierto V de x con g.V n g' .V= 0 si g ~ g'. g,g' e G. 

El siguiente teorema está demostrado en Kosnlowskl, capítulo 17. 
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C l. o. 7) Teorema. Si X es un G-espacio y la acción de G sobre X es 

prophmente discontinua .entonces la función cociente p:X·---? X/G 

es una proyección cubrlente. • 

1.1 DEFINICIONES. 

Es fácil ver que si Y es conexo. entonces una,. ·función continua 

e: X--.+Y es proyección cubriente si y· sólo . si existen cubiertas 
,~·~170:. _. '- c,--C- ' 

abiertas fi = ~Ai,aJi e l,a. e l(dL. y;, 1ª.,.·= ~B 1 U e:rde/ X e Y 

0 si 

a.*~. a.,~ e I(d), 

(ii)V 1 e l, a. e l(d) 

Es decir, fi cubre bien a ª y cada A
1

, a. es una hoja de 8
1 

y 

d = n I(d) es el grado de e. 

(1. 1. 1) Definición. Sean X e Y espacios topológicos, supongamos 

que Y es conexo. Una función continua e:X---+Y es un revestimiento 

(Overlaying, según Fox) si existen cubiertas abiertas 

Íi = ~\.a.~1 e I,a. e I(d)' ª ~8 1 ~ 1 e 1 de X e Y respectivamente 

tales que satisfacen ( i) y además cumplen la condición 

(ii') V l,J e l, a.,~ e l(d). Si A1,a. íl AJ.~* 0 , 

entonces eiA1 ,a. íl AJ.~'\,a. íl AJ.~---+B1 íl BJ es un homeomorfismo. 

En tal caso diremos que "/in fi cubre bien" a ª n ª· 

(1.1.2) Lema. Sea e:X--.+Y una función continua. e es un 

revestimiento si y sólo si e es proyección cubriente y se cumple 

[•) para 1, J e 1, B 
1 

íl B J * 0 implica que cada A 
1. a. 
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intersecta. a, un único· AJ,/3 ·.• 
·,:,,,. •._:; 

Dem: . ·. ... :~ •;i\/ 

~l Supongamos·;~ue e--;~~-:~e~Jttf~ieili:oYsiC-en,,lá condición Cll'l 

1 = J y;~~~/3 : .s:'..o~ti~ii~'i~;:;;~ndi\:¡¿n cúj{que• debe cumplirse 
<".;·,;;; ,~':::'"i'· ", '.;-.''' 

para. qu~/ e '~ea' proyecció¡}. 6~b-ri~iit~.· A~~i'.á_;h~~.·~ti~ V,erifi car que 

se cumpi.e · é~J ...• SupOngamos•·1,i'e _·•r, .t,~;le.~:;~~~BWn ~-J "'·"·.Es claro 

con /3 .. /3' • sea · ~,i ~·;~.~~~~.:fl -~ J, ~· Como 

es eiA 
1. a. homeomorfism-~ :•~-~~~.re: B1 íl BJ existe 

x e A1,a.ílAJ,/3 tal que e(xl ;;;eJx'J';¡j~'aqui se sigue que elA1,a. 

no es inyectiva ! . Entonces Ai'/a.'·intersecta a un único AJ,/3 

<=l Si se cumplen (i), (il) y·(•), y se tiene \,a. íl AJ,/3 "0 hay 

que probar que es un 

homeomorflsmo. Supongamos lo contrario. Como e es inyectiva, 

continua y abierta, existirá tal que 

y~ e(A1,a. íl AJ,/3). Sea x e A1,a. tal que e(x) y. Por (i) sabemos 

que existe AJ,/3' tal que x e AJ,/3' 

.. 0 Pero entonces A 
1,0: 

contradice a la 

con (3 .,. (3' • Se cumple que 

no intersecta a un único 

condición (.). Entonces 

A1,a. íl AJ,/3' 

AJ,/3' lo cual 

eiA1,a. íl AJ,(3 es homeomorflsmo sobre B1 íl B
1

. Se cumple (il'). y 

se concluye que e es revestimiento. • 

1.2 PROPIEDADES TOPOLOGICAS. 

(1.2.1) Teorema. Sea e:X~Y una proyección cubriente. Entonces X 

es T 
1 

si y sólo si Y es T 1. 
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Dem: 

y fi de .x, 
hoja de !B1 

ª1 
de Y. Para cada y e 

concluye que Y es T
1 

.. ¡ Supongamos ahora que 

es cerrado discreto de X. 

tanto ~x~ es cerrado 

(1.2.2) Teorema. Sea e:X--?Y una proyección cubriente. Si Y es 

regular (o T
2

) entonces X es regulár (o T
2
). 

Dem: Sea fi cubierta abierta de X que cubre bien a g cubierta 

abierta de Y. Supongamos que Y es regular. Sean x e X y U un 

entorno abierto de x. Consideremos A e A 
1,CX. -

tal que x e A . 
t , ex 

Sea V= Un A
1

,ex , V es un entorno abierto de x. Como eiAt,ex es un 

homeomorfismo sobre B
1

, e(V) es un entorno abierto de e(x). Sea W 

un entorno abierto de e(x) tal que W ~ e(V). Sea L e-1 (W) n A 
t, ex 

L es un entorno abierto de x. Si x' e [, 

e(x') e e([) ~ e(Ll ~ W ~ e(V). Entonces e(x') e e(V). Pero e!A
1

,ex 

es homeomorfismo, entonces x' e V. Asi pues, L es un entorno 

abierto de x, y [ ~ V ~ U. Por lo tanto X es regular. Ahora, si Y 

es T
2 

, sean x, x' dos elementos distintos de X. Si e(x) * e(x' ), 

sean U, V entornos abiertos de e(x) y e(x') respectivamente, los 

cuales son ajenos. e- 1(U) y e-1(V) son entornos abiertos ajenos de 

x y x'. Si e(x) = e(x') e B
1

, x y x' están en hojas distintas de 
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": -.··, 

B
1

, las cuales son entórnos. abier:tos ajenos de x, x:. Entonces X es 

T2. • 

( 1. 2. 3) Teorema. Sea e: X~Y un . revestillliento; Entonces Y es 

regular (o T
2

) si y sólo si-X es regular (o T2 )~ 

Dem: 

q) Todo revestimiento es proyección cubriente. 

<o) Sean A , y cubiertas abi~r:tas de X e. Y respectivamente _tales 

que A " A cubre bien a y f"\ J:!. Supongamos que X es regular.'.'· Sean e 

un cerrado de Y, y e Y-C, y B
1 

e Y tal que y e B
1

• J:l
1

-:C:·. -es un 

entorno abierto de y. Consideremos e -l (B -Ci n)A- donde 
1 l, ex 

e-1 (8 -CJ íl A es. un entorno 
1 1,<X 

abierto de x. Como X es regular, existe U un abierto que contiene 

a x tal que Ü S e-1 CB -C) íl A . e(U) es un entorno abierto de y. 
l l, ex 

Se afirma que e(UJ S B
1
-C . Primero veremos que e(U) S B

1
• De lo 

contrario, existirá y' e ~(B1 ) íl BJ íl eruJ para alguna je I. Pero 

entonces B
1 

íl BJ* 0. Sea ~ e I(d) el único indice tal que 

A1 ,o: íl AJ.~* 0. Si x' e AJ.~ íl e-
1

(y' ), x' <l U pues U S A1 ,o: y 

x' ,¡: A Sea L un entorno abierto de x' tal que 
1 • o: 

L s ex - OJ ("\ A 
J.~ 

e(Ll es un entorno abierto de y'' y 

0 * e(U) " e(L) s B 
1 

("\ B. Sea y'' 
J 

e e(U) f"\ e(L). Como 

e!A1 ,o: íl AJ.~ es homeomorfismo sobre B 
1 f"\ BJ, existe 

x" e A
1

,o: íl AJ.~ tal que e(x" l =y". Pero entonces x" e L f"\ U 

! . Asi pues, e(UJ S B
1

• Pasamos ahora a probar que e(U) f"\ C = 0. 

Sea y' e e(UJ, por nuestra justificación anterior, y' e B
1

• Sea 

x' e O, pues de lo contrario existiria un 

entorno abierto V' de x' tal que V' S A
1

, o: y V' f"\ U = 0 • Pero 
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e(V' l 

que 

y 

regular. 

Si X es T
2

. Consideremos 

B
1 

,BJ e !l. tales que y e B
1
·, 

entornos abiertos ajenos de y, y'. 

, x' e AJ,{3 tales 

Sean U y V entornos ajenos de x y x' resp~·ctivaménte, con U i;; A 
1 • oc 

e(U) y e(V) son entor.nos abiertos de y,y' 

respectivamente y son ajenos porque eJA
1

,oc íl AJ,~ es homeomorfismo 

sobre B
1 

n BJ. Por lo tanto Y es T2. • 

(1.2.4) Teorema. Sean Y un espacio conexo y e:X---)Y una proyección 

cubriente. Entonces X es 2° contable si y sólo si Y es 2° contable 

y e tiene grado contable. 

Dem: 

~) Supongamos que X es 2°contable. Sea X una base contable para la 

topologia de X. Sean a. !l. cubiertas abiertas de X e Y 

respectivamente tales que a cubre bien a !l.. Fijemos l e I. Para 

cada oc e I(d) se elige Loc e X, con Loc i;; A
1

,oc 

entonces ll(L) >: ll(I(d) ). Asi pues, el grado de e es contable. 

Obtenemos !/' = ~e(L):L e X~, una cubierta abierta contable de Y. 

Dados y e Y y U un entorno abierto de y en Y. Supongamos que 

Sea V = U n B
1

• Se considera oc E I (d). Sea 

10 



x eA· 
1. tt 

de x. 

y e e(L) s; 

contable para la 

contable. 

<o) Supongamos ahora que Y es 2° contable y que 'el grado de e es 

contable. Sea 9' una base contable para la topo logia de Y. Sea 

§ = ~S e Y': S s; B
1 

para alguna 1 e I ~- § es también base para la 

topologia de Y. Digamos que § ~SA~A e A' donde A es contable. El 

refinamiento abierto § de ft induce un refinamiento abierto 

~ ~LA,tt: A e A, tt e I(d)~ contable de A y k cubre bien a§. Sean 

x e X y U un entorno abierto de x en X. Sean A, tt tales que 

X e LA,tt • V = LA,tt n u es un entorno abierto de X y e(V) lo es 

de e(x). Existe Sµ e § tal que e(x) e Sµ s; e(V) s; SA. ComoelLA,tt 

es un homeomorfismo existe una hoja Lµ,/3 de Sµcontenida en V, 

entonces x e Lµ,/3 s; U. Se concluye que k es una base contable para 

la topologia de X, y entonces X es 2° contable. • 

De la demostración anterior se tiene para una proyección cubriente 

e:X~Y y cubiertas A y ft tales que A cubre bien a ft que A es una 

base de X si y sólo si ft es una base de Y; y en caso de no serlo 

existen ft' refinamiento abierto de ft y A' refinamiento abierto de 

A tales que A' cubre bien a ft' , ft' es base de Y y A' es base de X. 

(1.2.5) Corolario. Si e:X~Y es revestimiento con Y conexo, 

entonces X puede ser encajado en el cubo de Hilbert si y sólo si Y 

puede ser encajado en el cubo de Hilbert y el grado de e es 

contable. 
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Dem: X puede enéajarse en, el C::ubo .d~ Hilbert si y sólo. si X es T
3 

y 2° ~contable ib ;;~a.A e¿~i""i" ·~~;bº~I::.T~b:re~:s :1: 2: r ;1. 2~3 y 

i; 2. 4 a: qu~ v 2~ c:ciiü~í~;WBt~~1:·g~~~&;·'c1~;.,, ~~e contable: • 
::r: ':}··e·: <J;-p·-· -·-.-.,,.-,,~,. :.:;.~~;:,' i-> ~--- .. :-, -.•, .. ::~·~ 

':,;;~, _- .. -~ ;:\.·~· -.. ,, __ - .·,_,,,, -

·~\; ~·.:'._,::.:::· ::·;:;~·;. ;-1~~{ :.:<,_;¡-•. -~jj':.: :-'-- ~'. J 

( 1. 2. 6 J Teorema. Se.a ~: X~Y ,{l~,,:,i!f>r~~i;C:i0ión;,,;:u:t;t1eiite ;'!'sU:~onga:mos 

que Y es conexo. Ento~c~~~~~ '.;'~'s ~~~~~~i:~~·'j~::,j,J~i ~; ~~io si Y es 

compacto y T
2 

y el grado de e es Í.tnfto.'': 

Dem: 

,,.¡ Supongamos que X es compacto y T
2

• Y es T1 porque X es T1 

(Teorema 1.2.1), además Y es compacto por ser imagen continua de 

un compacto. Sean A y !! cubiertas abiertas de X e Y 

respectivamente tales que A cubre bien a !! Sea yeY y supongamos 

que y e B
1 

e]:!. e-1 (y) es cerrado, y por lo tanto compacto. Además 

e-1(y) es discreto. Por lo tanto e es de grado finito. Ahora, sean 

y,y' e Y tales que y "' y'. Supongamos que y e 8
1 

y' e BJ. Se 

tiene que e-1(y) n e-1(y') = 0. Además e-1Cyl v e-1 (y' J es finito. 

Para cada x e e-1 (y) v e-1(y') elegimos un entorno abierto Ux de x 

de tal manera que u n u. 
X X 

l2l si X *X'. Ahora, si 

X E A n e-1 (y). sea V = A n u Si x' E A J,f3 n e-l(y') • sea 
'·ª a 1,a X 

w13 = AJ./3 n u •. Obsérvese que V (\ vf3 = " si a "'(3, wa " w13 
= l2l si 

a 

a ,. f3. y V a n Wf3 = l2l V a,{3. Sean L íl ~e(Va) :a e I (d) ~. 

s íl ~e(WIX):a E I(d) ~- Si ex is te y'. tal que 

y'. E L f\ S i;; B " BJ sea x' • E e-l (y''). x'' E A íl AJ ,(3 1 1,a 

para alguna a y alguna (3. Pero e-1 (Ll " A i;; V y 
1,a IX 

e-1 (S) 
f\ AJ ,(3 i;; wf3. Se sigue que x'' E V IX f\ Wf3! Por lo tanto 

L " S = 0. y,y' eran arbitrar los. Entonces Y es T Y como imagen 
2 
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conÚnÚa de compactos 

<=) Supongamos ahora: que Y 

cubierta· abierta 

un refinamiento,. 

V y,o: 

y' e WY 

abierta 

-{Vy1 ;Q'. : 

Para,-

familia 

finita de 'U. Se concluye que X es compacto. • 

(1.2.7) Teorema. Sea e':x~Y una proyección cubriente y supongamos 

que Y es metrizable. Entonces X es metrizable. 

Dem: 

Primero probaremos que X es paracompacto. Sea !7 una cubierta 

abierta de X. Sean /1 = -{A 1 ,o:~teI,o:eI[d), .!l.= -{B 1 ~teI cubiertas 

abiertas de X e Y respectivamente tales que /1 cubre bien a .!l. y .!l. 

es localmente finita. Para cada 1 e r, aeI(d), sea 

y sea 'U un 
1. o: 

refinamiento abierto localmente finito de -{elH) : H e !7 1 ,a~ que a 

su vez es una cubierta abierta de Consideramos 

localmente finito de !7 
1,a 

'U ~· V es un refinamiento abierto 
1,0:: 1,a 

Sea 1< = U -{V 
1

, a: : 1 e I, a e I ( d) ~. 1< 

es un refinamiento abierto de !7. Sean x e X y U un entorno abierto 

de e(x) tal que U intersecta únicamente a los elementos 

13 



B
11

, ••• '.B 1 ~·· -.-de 

X e íl i\;,<XJ 
v1·····vn,de 

elementos de 

íl {VJ : 

número finito de 

refinamiento abierto 

paracompacto. Además, X paracompacto, 

implica X metrizable (Teorema (1.0.3)). • 

l. 3 UN TEOREMA IMPORTANTE. 

Sean 'U y V cubiertas abiertas de Y. V es un refinamiento 

baricéntrico de 'U si para cada Y e Y el conjunto 

VY = U {V e V: y e V} está contenido en algún elemento de 'U. 

(1.3.1) ~. Si Y es paracompacto y T
2
entonces cada cubierta 

abierta de Y tiene un refinamiento baricéntrico. • 

(1.3.2) Teorema. Sea e:X~Y una proyección cubriente. Supongamos 

que Y es conexo y metrizable. Entonces e es revestimiento si 

(a) Y es localmente conexo 

ó 

(b) e es de grado finito. 

Dem: 

(a) Sean A y ª cubiertas abiertas de X e Y tales que A cubre bien 

a ª· Sea Q un refinamiento abierto de ª tal que cada elemento de Q 

es conexo y tal que G
1 

(\ GJ "'- IZl implica G1 u GJ i;; Bk para alguna 



k e I. Sea E el refinamiento de a lnducido,'por g;' Se ,sabe que E 

cubre bien a Q. Para que El"IE, cubra:'/~ieri ~'?g,~ '~ii.~tii:' con que se 
. .-_;_.·e -~>.- ---·- - --: :· . . :..:__, .. :· '"° 

cumpla (•). Sean G1 ,GJ e Q tales, q~~ 9,[i,"}<fJ'~''21•· existci B~~ tal 

que G
1 

v GJ s; Bk. Sean 'ahora .,F 1)~, :~~:~.ff¡~:).Fj.:~. ;:d~e~;, que 
,;, '· ·:>:; .·. ····". '.:,. ~-~-·- -,:.~·. 

Fl•"' n FJ./3 "'IZl Y .,~,". ·'L, •'"'''" 
F1 ,o: n FJ,/3' "' 0. ExiSte 7, '.\~~·f~E~~)¡;hr;;~ s; P~~º ent~~ces 
FJ,/3'FJ,/3' s; Ak, 7 

f3 "'/3', como FJ,/3 

es homeomorfismo 

(por la con~>ii'ctad,~'cteflo;;' elemehtos de G). 
"~ ~~'~: ?:;,~,,- . _, : ·.-· -

n FJ,/3' 0. 0~~:~?;'[te~cldá que e!Ak, 7 :Ak, 7-lBk 

1 • Por i~ft~~td'.o /3 "'. /3' , y se cumple ( •) . 
~-:.::. ' 

concluye que E " E cubre bien ,.'i g,•,'fl·Q, y e ·es revestimiento. 

Si 

no 

Se 

(b) De nuevo sean /1 y R cubl¿rt.~s ~bie~tas de X e Y tales que h. 

cubre bien a ª-· Si .Y e Bl s; Y, definimos 

e-l(y) X'°X' ~· Se considera el abierto e= !min~d(x,x') x,x'e 
y 4 

x e e-1 (y)l"IA ~ La familia 
1. <X 

Vy, I = íl ~c(Vcy(x)l"IA 1 ,o:J : 

Y.= ~vy, I: yeB 1 eR~ es un refinamiento abierto de ª e induce un 

refinamiento abierto E de /1 tal que E cubre bien a 11· Consideremos 

ahora vy, l. vy •• J e Y. tales que vy, l n vy •• J "' IZl Supongamos que 

y que Fy,l,o: íl Fy, ,J,/3' * 0, con /3 * /3' 

Sin pérdida de generalidad 

X e Fy' ,J,/3 n e-
1
(y') 

supongamos que e ~ e , . 
y y 

x' e F, ' íl e-1
(y') 

y • J,/3 

íl Fy, ,J,/3' r e F 
y, l ,O: 

d(x,x' J :S d(x,w) + d(w,r) + d(r,x' J 

< e ' + 2c + e ' y y y 

:S 4c , = min~d(x1 ,x2
J X

1 
,X

2
E e-1(y) 

XI >1'X2~· y 

Por lo tanto E " E cubre bien a Y. " y. • 
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- ._ .,co'.' _=··-'.·-

1. 4 UN EJEMPLO. 

i:ás la forma 

~ = { (x , sec x + c J : .:.~ < x < ~}; además ele las rectas x 

X=~· 
'_:.· ... ,. ·-

Se puede considerar este sistema de ecuaciones diferenciales'como 

las ecuaciones del movimiento de una particula; t-- representa el 

tiempo y (x,y) son las coordenadas de la particula en el instante 

t. La particula se desplaza sobre una sola de las curvas 

integrales. El que se mueva sobre una curva u otra depende de la 

posición inicial. Se define . :IR x X:->X de la siguiente manera: 

Para t E IR y (x,y) un punto de X , t. (x,y) será la posición en el 

instante t de la particula que estaba en el punto (x,y) en el 

instante O. La operación asi definida resulta ser una acción de IR 

sobre X. Es decir, 

O.(x,y) = (x,y) , y 

(s + t). (x,y) = s. (t. (x,y)) 

En realidad la que nos interesa es la acción del subgrupo aditivo 

7l de IR sobre X. 

Se prueba que la acción de 7l sobre X es propiamente discontinua. 

Dado un punto cualquiera P (x,y) E X, Sea e la única curva 

integral que pasa por P. Si X E (-~.~) sean el y 

integrales próximas, una por cada lado de C (si 

C dos curvas 
2 

x E {-~. ~~ se 

considera sólo una) . Sea T
0 

una curva suficientemente regular que 

16 



pase por p y sea ortogonal a todas_ las curvas integrales entre el 

y c
2

. Para cada número real ,;t, ._Pongamos_ Tt' = L T0. _Sea , U un 

entorno abierto de P aco-tad~_:po-~ T ,-

- . ~~ ~ ;·~ 

Los sucesivos "traslados''. do{_ u_>> 

' -.·" '· . ( ;·~~-
:J~V 

son aJ~11os;ciº'3, a 'd?s.r ' ' 

Sea X ~'X/z; ~;, p~ueba q~e ~ llclei'de Hau~do~ff.iSeari p = c:--!!",o), 
' ' _, - _,_ - -'- ' - •: ·-- ' '- ' - '-- ' .. _ - :_ - 2 

Q = Ci,oJ. Se~~ef~ que [PJ \, JQJ' no; pos~;,ri -elltC>riiC>s ,disj~ntC>s. 
·Para e'.iÍ.o bo~sideremos entor~os ~e r_adio -~_ •• ·el~ P y.q, '_coJ}; e o. 

Si · fa ' curva in-tegral e es e-~- ~cx:~~cx'+ ~) i ;~ ~~-c~i;iJb 
·supongamos que (x' ,O) e c. Se ccmsidera':' 0:--,¡¡-z-:· con· :·o.:·.¿- C. Si 

no es de Hausdorff. Entonces n::X--?X, la función cociente, no 

puede ser revestimiento, aunque es proyección cubriente. • 

1.5 PLANES. 

Sean Y un espacio conexo, e:X->Y una proyección cubrlente de d 

hojas y fi g cubiertas abiertas de X e Y respectl vamente tales 

que cubre bien a -ª· Para cada i E I, 

e-1 (B
1

) = ~Al,a: a e I(d)~. con I(d) el conjunto de indices 

cuyos elementos son permutados por el grupo simétrico :1:d. Si 

B
1 

íl BJ ~ 0, podemos asociar a cada y e 8
1 

íl BJ la permutación 

a 
w

1
,/Yl = C. .. 13 ... l 

donde a y (3 varían sobre los pares de indices para los cuales 

\,a íl AJ,{3 tiene un elemento de e-
1

(y). Por supuesto w
1
,JCyl es 

un elemento del grupo simétrico :1:d. La colección de funciones 

w
1
,J'B

1 
íl BJ--?Ed es un objeto al cual llamaremos el plan de la 
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Esté plan tiene 

y e Y. 

Observación. A n A cubre bien a H n H si y sólo si cada upa de las 

Si H es cualquier cubierta abierta de un espacio Y conexo, una 

(w
1

, J definida si 

ª1 n BJ ~ 0) es un plan (basado en Hl si satisface las condiciones 

(¡'¡3) y (¡'¡º). 

(1.5.1) Teorema (de existencia). Si Hes una cubierta abierta de Y 

conexo y ~wl,J~ es un plan basado en~, existe entonces una única 

proyección cubriente (salvo equivalencias) e:X----)Y y una cubierta 

abierta A de X, que cubre bien a H. cuyo plan es ~wl,J~· 

Dem: Para cada i e I, a: e I (d), sean A
1

, a: un espacio topológico 

homeomorfo a B
1 

Y e un homeomorfismo 
1. a: 

18 

de A 
1,a: 

sobre B. 
1 

Se 



define una 

puntos 

transgresión existe 

Definimos para 

i e 1, cr. 

Y que ~wl,Jt es el plan 

que para cada i e I, 

A1 • cr. es abierto y \ • cr. íl A1 • f3 

Entonces e[x] e B1 Si [x] e AJ,{3 

y sea 

~bien a !!., 

se prueba 

I (d) t• donde cada 

Sea [x] e e-1 (B
1 
l. 

Como 

existe cr. e l(d) tal que w
1
,J(e(x))(cr.) = (3. Sea 

x' e A 
1,cr. tal 

[x] = [x' l e A 
1,cr. 

que e(x) = e(x'). Entonces X' :::: X, y 

U A 1,cr. 

Por otra parte, si [x] e \,cr. con x e A1,cr. , e[x] e B1 , entonces 

Asi pues, Ahora se 

prueba que \ • « íl A1 • f3 "' 121 implica cr. 

con x e A 
1,cr. se sigue que existe x' e A

1
,{3 con x ~ x'. Es decir, 

- . 
e(x) = e(x') y w (e(x')) (cr.) 

1,1 

e-1(81) =U ~A1,cr. : cr. e l(d) t y A 

(3. Por 

l,C< n \,13 

(Ql ), « = (3. 

= 121 si cr. "' f3 

Como 

se 

concluye que cada A es abierto. Ahora se verifica que 
l,C< 

e\A :A ---)8 
1,cx i,cx. 1 

es homeomorfismo 

[x] , [x' ] e A con [x] "' [x' l y x 
l,C< 

para cada 

x' e A l,« - -

cr.. Sean 

Se sigue que 

x"'x', y por lo tanto e[x]e(x),.,e(x')=e[x'], esto último 
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porque ;¡¡ es homeomorÚ~m~S~o~~~i;~; :EntOnces ~.:.IA. 1 •.:·.cx.~'.. ~s 1-1. · · 
l;CX . · • · · ' ' <.'" · '•!:1 : "" , 

' .. ,'". '.•"'"·' '·''''.' 

:: .. :ºº'.'':, p:::::,¡;if :!~;~tjf~17#~:¡::~ .. :~J,1~U~':;~: 
sobre B1 Por fo t~nt~'' ~fQÜGr~ ·¡bien ·,;_~ ~f•y_~~~:. ~~ ~r'°~~.cción 

cubriente. Por. const~~c~.i~~l1}W1i~L:~s Jl pYan'~~.~ {~ciJ?,~ci~Jpof A· 

y f!. Si e' :X'~Y;•es;(otr;'a proyección cubriente 'y: Í!\ es una 

cubierta 

por A' y 

abiar.ta •cie ~y.ta1(c¡~e}w1,J ~ es el 'plan:.d~>e'. inducido 

f!, en~onc:es f":X~x· definida' por f:X~x·: f(x) ,;,x' si 

x e A , x' e A' y e(xJ ·';= e' (x'. l, es un hómeomorfismo tal que 
l, o: 1 , ex 

e' f = e. • 

(1.5.2) Teorema. Si Y es metrizable y e:X~Y es una proyección 

cubriente entonces X es metrizable Si e es revestimiento 

entonces existen métricas para X e Y ·para . las· ·Ciuares· e es una 

isometria local.a 

(1.5.3) Lema. Si !! = {B 1 ~ es una cubierta abierta localmente 

finita de Y subespacio de Q metrizable, entonces se puede extender 

cada 8
1 

a un abierto V
1 

en Q de tal forma que Y n V
1 

= 8
1 

, y que 

el nervio de Y= {V1 ~ de V= U V
1 

sea idéntico al nervio de !2. 

Dem: Si B
1 

e!!, sea V
1 

= {q e Q: p(q,8
1

) < p(q,Y-B 1 J~ , donde p 

es la métrica de Q. Primero se verifica que cada V
1 

es abierto. 

Sea q e V
1

• Se considera e= ~(p(q,Y-8 1 ) - p(q,8
1
)). Si pe v,,Cql 

, p(p,q) <e implica 2p(p,q) < p(q,Y-8
1

) - p(q,8
1
). Entonces 

p(p,8
1

) s p(p,q) + p(q,8
1

) < p(q,Y-8
1

) - p(p,q) s p(p,Y-B
1

) • 

Por lo tanto V
1 

es abierto. En seguida se prueba que Y íl V
1 

= 8
1

• 

8
1 
~ Y y B

1 
~ V

1 
implican B

1 
~Y íl V

1
• Por otra parte, q e Y íl V

1 
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, entonces q e 

por lo tanto 

= a· . 'I 

: j 

qen~v1J 

para j = 

Entonces 

que 

pen~B1J 

íl {VIJ : j 

(1.5.4) Teorema 

metrizable, y e:X~Y 

Q 

e puede ser 

extendida a una revestimiento :f:U~V , donde V es un apropiado 

entorno de Y en Q Y U es un superespacio apropiado de X. 

Dem: Es directa utilizando el lema (1.5.3) y el teorema (1.5.1) . 

• 

(1.5.5) Ejemplo. Sean F = {0,l,!,!,!, ... ~. C = I x O UF x [O,!], 
2 3 4 o 2 

C
1 

x 1 U F x [~, 1], Y = C
0 

U C
1

• Sea X el espacio cociente de 

e X IN X 0 LJ C X IN X o 1 
1 al hacer las identificaciones 

c;.~,m, 1) - ((~.~.m+l,1-i) para m e IN', i e {0,1~. 

(y,~, 1, O) - (y,~· l, l) para Y e F-{ 1 ~. y (y,~,m,OJ - (y,~,m, 1) para 

y e F - ~2...,!~. 
m-1 m 

Sea e:X----)Y:e[x,y,m,i] = (x,y). e es una 

proyección cubriente. Si e fuese un revestimiento, sea Q = I x l. 

Por el teorema (1.5.4) existiría una extensión f:U----)V de e, para 

un entorno abierto V de Y en I x I y un superespacio U de X. Como 
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~o~ x .r es compacto en r x r, ·existiría w = '¡o;sl x r s v~' w 

contraible implicarla ej~~1 'iwJ:e-1Cwr: ¡.¡ seria Yrivi~1 ! Por lo 

tanto.e no es revestimiento. 
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CAPITULO 2. 

FORMAS. 

2.1 RETRACTOS ABSOLUTOS DE ENTORNOS. 

(2.1.ll Definición. Una categoria r; consta de una clase OB(r;) de 

objetos y de un conjunto de morfismos hom(X,Yl p;;.rá cada par de 

objetos X,Y de r; de tal manera que 

(i) Si fe hom(X,Yl y ge hom(Y,Zl 

gf e hom(X,Zl llamado composición de 

(iil Para cada X e OB(r;) existe 

fe hom(X,Yl , fl 
X 

f , y si g e hom 

Ciiil 

h(gf) 

Si fe hom(X,YJ g e hom(Y,Z) 

(hg)f. 

y h e hcim(Z, W), 

(2.1.2) Definición. Una dirección s en u~ conjunto A es un 

preorden s en A que además cumple con lo siguiente: Dados 11.,11.' e A 

existe 11." e A tal que 11. s 11." y 11.' s 11.". En tal caso (A, s) es un 

conjunto dirigido, y si no hay confusión posible, diremos 

simplemente que A es un _conjunto dirigido. 

(2. 1. 3) Definición. Sea r; una categoría arbitraria. Un sistema 

inverso en r; consiste en un conjunto dirigido A, llamado conjunto 

de indices, un objeto XII. de r; para cada 11. e A y un morfismo 

P11.11.• :X11.•----"X11. de r; para cada par 11. s 11.', de tal forma que 

P11.11. = lxll. y 11. s 11.' s 11." implica P11.11.•Pl\.•I\." = pi\.;\.•,. 
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entornos de X si existe un entorno U de Y en X tal _ qu'e _Y es 

retracto de U. 

Cualquier retracto de X es un retracto de entornos de X, pero lo 

inverso no es válido. Por ejemplo, Sn es un retracto de entornos 

y no es un retracto de IBn+l es la n + esfera 

unitaria en ~n+l y Sn es su frontera). 

Denotaremos con µ a la clase de los espacios metrizables. 

(2.1.6) Definición. Un espacio metrizable Y es un retracto 

absoluto (retracto absoluto de entornos para espacios metrizables) 

y se abrevia Y e AR(µ) (Y e ANR(µJJ, si cada vez que Y es 

sumergido como cerrado de un espacio metrizable, la imagen de Y 

es retracto (retracto de entornos) del espacio en el cual Y fue 

sumergido. 
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(2. l. 7) Definición. Un espacio topólógico Y es un extensor para el 
,. r - - -- -~, \.' "~ '".~·- ' ' ' 

par (X,Al si cada fundón 'conti~i.la. f!A~Y tiene uria extensión 
-.-,. •º-- . -:~~i -· 

continua 'f:x....;:_,,v.'.v·e~ .:éi.¿~fen~ó~·d.e~ntorn~s par'a. CX,Al si para 
:-·:.~.·:.-.;·~:¿·f j' ,,··,;/>,-_ ,, '. ( 

cada función contlnua'f:'..A.~Y "eiÚste·, uri" é~Í:.orno 

extensión continua. Úuc*<~e ~~·· ~c; ?L 
»< <:·· ~-~~::~~~;¡'.--é_:~,~~·:{: ·.. . . 

(2.1.8) Definición; Un ~sp~bi'o~ Y ,es 

espacios metrizables ·. 
,'" ... · 

(extensor absoluto de ent~r~bs '•par~ e'spacicis 

de Y en X y una 

se ------
abrevia Y e AE(µ) CY e ANECJ>r~ ~'l::e~;'i,\Üe~f~~~.<>!'.'.~tce~tensor de 

entornos) para cada par (X,A), donde x'éP..y Aes~~ ~e~;adod~X. 

Nótese que Y e µ e Y e AE(µ) 

(Y e ANR(µ)). 

(2.1. 9) Teorema. (Teorema de inmersión de 

Kuratowski-Wojdyslawski). Para cada espacio metrizable Y existe un 

espacio vectorial normado L y un encaje h:Y-->L tal que h(Y) es 

un cerrado de su envoltura convexa K. 

Dem: 

Sea d una métrica acotada para Y. Sea L el espacio de todas las 

funciones continuas acotadas con 

11 f 11 sup { lfCy) 1 : y e Y~. Para cada y e Y consideramos la 

función continua acotada fy:Y~ dada por fy(x) = d(x,y). Sea 

h:Y-->L dada por h(y) = fy . Claramente 

1 lhCyl) - h(y2ll 1 = sup{ ld(y,yl) - d(y,y2JI 
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Además, para Y = y
1

, 

isometria. Sea ahora 

probará que K - h(Y) 

puntos y
0

, ••• ,yn e Y 

tales que g 

tal que 2o < 

probará que V s; 

1 jf - h(y1ll 1 ~ º• 
que f = h(y), 

seguirla que 

g(y) = r:=O \h(yl) (y) = r:=O \d(y,yl 

jjf - g¡j ~ jf(yJ - g(yll = g(y) ~o que 

fe K - h(YJ, y como f era arbitraria, V s; K - h(Y). • 

(2.1.10) ~· Sea X un espacio metrizable y A un cerrado de X. 

Existe una cubierta abierta localmente finita 'U = iU;>..:?.. e A~ de 

X - A tal que para cada a e A y cada entorno V de a en X existe un 

entorno W de a en X con la propiedad de que U?.. A W * 0 implica 

Dem: 

Supongamos que A es no vacio, se considera para cada x e X - A el 

e entorno V de x en X - A, donde e = -
2

1d(x,A) > O. Como X - A es 
X X X 

metrizable, y por ello paracompacto, la cubierta abierta 

iVx: x e X - A~ de X - A tiene un refinamiento abierto localmente 

finito 'U= iU;>..: ?.. e A~. Sean a e A, V un entorno de a en X y e > O 
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lo suficientemente pequeño para 

V. Entonces se define W como 

w " ui\. ,,. __ 0 

X E 

(2.1.11) Teorema. 

subconjunto convexo 

para espacios métricos. 

Dem: 

Sean X un espacio metrizable y A un cerrado de X. Sea f:A~K una 

función continua. Sea 'U = ~Ui\.: i\. e A} una cubierta abierta y 

localmente finita de X - A que satisface las condiciones del lema 

anterior. Consideremos una partición de la unidad 

~rf>i\.:X - A~ I}·i\. e A subordinada a 'U. Para cada i\. e A se elige 

xi\. e Ui\. y ai\. e A tales que d(xi\.,ai\.l ~ 2d(xi\.,A). Entonces se define 

g:X~K como sigue: 

g(x) 
{ 

f(x), 

í i\. E 

si x e A 

si x e X-A. 

Por la finitud local de 'U cada punto x e X-A tiene un entorno para 

el cual la suma [ <f¡i\.(x)f(ai\.) se reduce a una suma finita. En 

consecuencia, g está bien definida y es continua en X-A. Falta 

probar que g es continua en cualquier punto arbitrario a
0 

de A. 

Sea U un entorno convexo de g(a
0

) = f(a
0

) en K. Sea e > O tal que 
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si a e A 

el 

se 

g(x) = l 
entonces,x 

Consecuencia de los 

metrizable puede encajarse como 

metrizables. 

2.2 ESPECTROS, MUTACIONES Y FORMAS. 

(2.2.1) Definición. Un espectro y= ~U.u} es un sistema inverso de 

retractos absolutos de entornos para espacios métricos U dirigidos 

por la inclusión u:U
1 

S U
2

• 

Aquí se prescinde de los subíndices para que el trabajo sea menos 

engorroso. 

(2.2.2) Definición. Una mutación f:Y~>Y es una colección de 

funciones continuas f:U~V tal que 

(1) Cada V e y es el codominio de al menos una f e [ 

(2) Si f:U~V e [ y u:U
1 

s U e y, v:V s V
1 

e Y , entonces 

vfu:U1~V1 e f. 
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(3) Si 

que fu 

c2.2;3J 

escribe 

fu 

de f y g. 

La mutación 

g:!J.~!J.. 

La composición 

mutación. 

!J. tal 

(2.2.4) Definición. Dos espectros !J. y Y. ·son homotópicos, y se 

escribe !J.~Y. , si 

(5) Existen mutaciones f:!J.~Y. y g:!J.~Y. tales que g~ ~ l! y ~g ~· 

Por (2.1.9) y (2.1.11), cualquier espacio métrizable X puede ser 

enea 1ado como un cerrado en al menos un retracto absoluto 

de entornos para espacios métrizables P. Cada entorno abierto U 

de X en P es un retracto absoluto de entornos para espacios 

métrizables, y la colección de tales entornos es el 

espectro de entornos !J.(X,P). A continuación se probará que salvo 

homotopía, !J.(X,Pl depende sólo de X, sin importar cuál espacio es 

P ni el encaje de X en P. 

Si !J. ~UA~ es un espectro de entornos abiertos de X en P tal que 
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para cada U e !J(X,PJ existe ·u?. e;!J .conU;>. s; U erit'~¡{c~s diremos que·· 
. ,: -L-'-

!J es ~ en !J(X, P), y se''cul!'pkque lJ "' !J(X, PJ. 

(2.2.5) Definición. 

( i J X = X s; P, Y ,;, ,¡:s; Q; 

(li) P,Q e ANR, 

(iii) f:X--?Y una función ciontfou~. 

Una mutación f.:!J(X,P)..,....,-?Y.(Y,Q) , :donde .!J(X,P) y yCY,Q) son .los 
·o.:,·:_ 

espectros de entornos de X en/ ~- de Y;~n f ;~~p~6ú.Jáme~te, es 

una extensión de f si existe'·;uri~::exteiisióri::Ocol.ürlua f' ;IJ~ • 

donde u e !JCX,PJ, de la ftlnC:7~n;~i,.~Uitcj{Y~;~,1a inclusión) 

tal que 

f = ~f' IU' :u·~v·· 
·'~--D: ··•·:;¡'· 

u· e'~c~J~·i NI ~'.-ycY,QJ, u· s=u, f' cu· Js;v· ~
'.,;.~~~:¿,.~~ .. ,,.;~_·, 

En tal caso decimos que 'f.'. es':uriá:· extensión de f determinada por 

f', y está constituida 'por las' ,,;~~tri~ciones expandidas" de f'. 

(2.2.6) Teorema. "Siempre existen las extensiones". Si 

Cil X= X s; P, Y= Y s; Q, 

(li) P,Q e ANR, 

(iii) f:X--?Y una función continua, 

entonces existe una extensión f.:!J.(X,P)--?Y.(Y,Q) de f. 

Dem: Supongamos que se cumplen (i), (ii), (iii), y que j:Y~ es 

la inclusión. Se tle~e que jf:X~ es una función continua de X 

cerrado de P metrizable en Q e ANR. Entonces existe f':U--?Q una 

extensión continua de f, con U un entorno abierto de X en P. f' 

determina una mutación f.:!J.(X,P)--?Y.(Y,Q) que es por definición 

extensión de f. Esto concluye la demostración. • 
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Dem: 

Por la 

r
1 

r• ¡u• :U'-)V', u• su.y r• cu~-¡ s v· 

g1 g_• ¡v· :V'-)W'. V' s; V y_g' (V') s; w·. 

Hay que probar que 

(a) U' s; f'- 1
(V), 

Cbl &/
1 

= Cgfl' IU', 

(c) (gf)' (U' l S W'. 

se 

&/1 e S!:• 

Y.. - W' e J:l. 

tendrá 

(a) es directo, pues f' (U') s; V' s; V. La primera contención es 

consecuencia de la definición de extensión y la segunda de que g 

está determinada por g'. Por lo tanto U' s; f'- 1 (VJ. 

(b) Si u e U', g 1f
1 

(u) = g
1 
(f' (u)) = g' (f' (u)) = (gf)' (u). Por lo 

tanto g
1
f

1 
= (gfl' ¡u• . 

(c) (gf)' (U')= g' (f' (U')) s; g' (V') s; w·. 

Entonces gf. es una extensión de gf determinada por (gf)'. • 
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(2.2.8) Teorema. Si 

Cil X=' X¡; P, Y=' Y s Q, 

(11) P,Q e ANR, 

(iii) f,g:X->Y son furiciónes continuas y. homotópicas, (iv) f..g 

son extensiones de f y g, 

entonces f. "' g. 

Dem: 

una 

. ·.¡· 

Supongamos f. determinada ~~r .cf'..:l]i~··;;~ d~terml!ladapor 
Sean fi e f., g

1 
e.g,.jf;º.'~1 :0:~y. y .:~~~/:Hix x l:..:...¿Y 
:,_ ,',\,) ·-~=;,;;_,:=•._-;C:C::~~-c_- ·:~':',.:•• , _ __ :o:.: '~:~>'C: ·;_~~.:::-: ,";'.' 

homotopia .tal ;i(<iue: ll~.7:/• <'~ /ir1 ,~:&:> ·sea 
-- :::::~:'.___~-e:··_-:_"';.-=--::__ 

L = cu x <o>J U ex x ll ü·(ü0·'~ <1.>¡: L e~· un·~~rrado'cte u x I. o o~ 

Definimos k:L~V ási: 

{

f' (u) si t = O 
k:L->V:k(u,t) = g' (u) si t = 1 

H(u,t) si u e X, te l 

k es continua de L cerrado de U x l en V e ANR. Entonces existe 
o 

k:S->V una extensión de k, con S entorno abierto de L en U
0 

x l. 

Por la compacidad de I existe un entorno abierto U de X en P tal 

que U x I s S. Esto porque para cada x e X, x fijo existe 

u(x,t) X v(x,t) un entorno abierto básico de (x,t) en s. La 

familia ~V(x,tl' te I~ es una cubierta abierta de I y tiene una 

subcubierta finita ~V(x,til'''''V(x,tn)~· Consideremos 

ux = n ~u(x,t1)' i = 1, ... ,n~. luego ux XI s s. Finalmente 

U = U ~Ux: x e X~ es tal que X x S U x I S S Sea 

H' = klU x I:U x 1->V. U es el igualador homotópico de f
1 

.y g
1

, 

pues u s uº. • 

(2.2.9) Teorema. Si 

Cil X = X¡; P, Y = Y s Q, 
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(li) P,Q e ANR;'"CiÚJX;Y tienen el mismo tlpoc.de homotopia, 

entonces !l "' y. 

Dem: Sean f:X~Y. g:Y~X continuas.' tales; que gf es 

homotópica a lx y fg es homotópica. a 1 • Consideremos f.,g 
y·" 

extensiones de· f y g determinadas por .f' :U----iQ, y g' :V~P 

respectivamente. Sabemos. que ¡;¡f: es extensión de gf. y (la familia 

de todas las inclusiones) es una extensión de \ determinada. por 

lP. Por el teorema anterior gf "' y. Analogamente f¡;¡ "' y. Por lo 

tanto !l y. • 

(2.2.10) Definición. Dos espacios metrizables X, X tienen la 

misma forma si !l(X,P) "'y_(Y,Q). En tal caso secescdbe .Sh .. X =Sh Y. 

·.·-;-,. -.,;,..-·,--: 

(2.2.lll Teorema. Retractos absolutos dé,.eritorricis (para espacios 
---- .,.,.._! --,-., 

metrizables) tienen la misma forma si<·y .. :.sólo si. pertenecen al 

mismo tipo de homotopia. 

Dem: Sean X, Y e ANR(µ). 

*) Supongamos Sh X= Sh Y. Sean !l =~X. lx~' Y= ~Y. ly~· Entonces 

!l "' y_. Consideramos f.:!J~Y:. g:Y.~!l tales que ¡;¡f: _ y y f.g _ y. 

Sean f e f. y g e g. Se probará que gf _ lx y fg _ ly. Veamos, se 

tiene que f:X~Y y g:Y~X. Como ¡;¡f: _y, existe U e !J, l:U~X 

tal que gfi _ lxi. Como el único ANR de !l es X y el único morfismo 

de !l es \• se tiene que i = 1. y U = X. Entonces gfl 1 1 , 
X ""' X X 

gf lx. Analogamente fg _ ly . 

.,,¡ Si X, Y tienen el mismo tipo de homotopía, por el teorema 

(2.3.9), !J(X,P) "'Y.CY,Q). Por lo tanto Sh X= Sh Y. • 
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Espacios metrizables tienen .la Jl'lism~· fÓrma··si :pertériecen ;al mismó 

tipo de homotopia (teorema (2.3:9) Í :cP~r lÓ t¡;_nto uí-.°<i forma es la 
:. ,--··:-.;_- :---~. 

unión de uno o más tipos de 

2.3 TROPOS. 

(2. 3. 1) Definición. Un Tropo es un sistema. inverso .r ·de grupos r y 

homomorfismos 0 . 

Prescindimos aqui también de los subindices, ~o~~'lo 'h:ace FÓ~. 

Pero observamos que para r
1

, r
2 

e r existen.·T
0

,_.. o1 :r0~r1 , 

º2'ro~r2 e!::· 

(2.3.2) Definición. Un morfismo de tropos '!!.'!::~~es Una colección 

de homomorfismos ~:r~a tal que 

(1) Cada 11. e~ es el codominio de al menos una~ e'!!.• 

~=r~a e'!!.• 

o~a:r 1~11. 1 e'!!. • 

(2) Si entonces 

(3) Si ~.~· :r~a e~ , existe 0 :r1~r e r tal que~· ~· 0 • 

(2.3.3) Definición. Dos morfismos de tropos ce=E~~ 

equivalentes, y se escribe ce - ~ si 

(4) Cuando entonces existe 

(2.3.4) Definición. Dos tropos r 11. son equivalentes , se escribe 

r a , si 
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(5) Existen morfism6s de tropos 2'~~~ y~:~~~ tales que ~'P._! 

y "'~ _ 2_ , dondé ! , 5 son los. morfismos identidad .de r y ~ 

respectivamente. 

2.4 EL TROPO FUNDAMENTAL. 

(2.4.1) Definición. Un grupo. junto. con un tropo 

rudimentario. 

: ,.·" . ':· 

tropos ~:~~I:d , donde I:d se considera. un Jropo.rudim<mtario. 

(2.4.3) Definición. Si !J. es un espectro de entornos abiertos 

conexos de un espacio X conexo por trayectorias cofinal en !J.(X,Pl 

y x
0 

es un punto de X la colección de grupos fundamentales y 

homomorfismos {n(U,x0 J,i.~, donde los morfismos de enlace son de 

tropo fundamental .!'.u(X,x
0

) de X . 

Si Y:.. es otro espectro de entornos conexos abiertos de X cof inal 

en P, .!'.u(X,x0) es equivalente a .!'.u• (X,x
0
), razón por la cual 

Salvo equivalencia, .!'.(X,x
0

) depende sólo de X, no de P, no de x
0

, 

ni de la forma de encajar a X en P. Justifico lo anterior. En 

primer lugar se prueba que si X se encaja de la misma manera en el 
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----·; 

_. ~- - -· ,_,.; ·:., -

mismo espaéio ) <=:'.'AN~;(¡IJ': 'el· trd¡iOC'é ¿~d~~ent~l."• no/;dependé . del 

P='• '-•• ''.i;!;)~t~f :~t~~";[l:',lcx~;;íJ:'e~" ~,"~~\ ii~y.{,.;;. 
;un' n.cu. ~º··l. ·.:. ;ii.·c· u .• ·. -~.·1:)· ... ; r.··u· ·[·h .. :·.·.·.·· .. ·1· .. • .i.··~.¡f.'.:··.·_.[l1~.:;~tll.~ .. ]1··.····.:.•.;.·.J:~1~ . ~q.:~~-.·d·i.~ª·'·· ·.· ::'~ 2~ e ú; . · ··. ::: ·· · · · · ·· ;"t:l'. ·iti.( :·;; '.;:: Y 

gu:ncu.x1 l~ncu,x0 l;ft.[hl ~;;c;&~~,f~-~}.~~~ :{i~i~6~bril'.snio: Las 

familias ~rJ y ~g)d;,terrriirian de ~~:néra 1~~~f~)·~~:.trfismos de 

tropos ie:n(X,x )--)n(X,x) y l/J::~cx:x :l~n(X,x) cuyas 
- o - 1 -- . 1 - o 

composiciones son equivalentes a la identidad en !(X,x
0

J y 

!(X,x
1 

J. Por lo tanto, !CX,x
0

) y !(X,x
1

) son equivalentes. En 

segundo lugar, supongamos' X encajado como cerrado en dos espacios 

P,Q e ANR(µ). Sea f el homeomorfismo natural de la copia de X en P 

a la copia de X en Q. Se probará que !!CX,x
0

) - !(X,f(x
1
)). Sean 

f:!,!(X,Pl~.YCY,Q) y .C 1 :.Y(Y,Q)~!,!(X,P) extensiones de f y f- 1 

respectivamente. Se cumple f-1f ;..~ lu. y __ fC 1 
- lv. Se definen 

f•'!(X,x0 l~!(X,f(x0 Jl y f; 1 :!(X,fCx()ll~!(X,x0 J nuevamente de 

la manera obvia. f. y f; 1 hacén '"equivalentes a !!CX,x
0

) y 

!(X,f(x
1
J). 
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CAPITULO 3 

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA DE REVESTIMIENTOS. 

(3.1) Definición. Un espacio topológico Y es semilocalmente 

1-conexo si cada punto y e Y tiene _un entorno U tal que si 

i:U~Y es la inclusión, entonces i.:rr(U,y)~rr(Y,y) es trivial. 

La demostración del sig~iente t~~rema pue'Cfe verse-en Spanier. 

(3.2) Teorema. Sea e: (X,x0 )~(Y,y0) ·una proyección cubriente y 

sea Z un espacio conexo y localmente conexo por trayectorias. Una 

función tiene un levantamiento 

Dos proyecciones cubrientes 

e': (X' ,x~)~(Y,y0 ) son equivalentes si existe un homeomorfismo 

h:X~X' tal que e= e'h y además e.rr(X,_x
0

) =e' .rr(X' ,x~). 

(3.3) Teorema. Sea Y un espacio conexo, metrizable, localmente 

conexo por trayectorias y semilocalmente 1-conexo. Existe una 

correspondencia biunivoca entre los espacios cubrientes conexos 

por trayectorias (X,x
0

) de (Y,y
0

> de d hojas y los subgrupos de 

indice d de rr(Y,y
0

), salvo equivalencias de espacios cubrientes de 

(Y,yol • 
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Si d es un cardinal mayor que O,' sea'· D =j (,;. , ;d ~- '. L es el grupo 

depermutaciones de D. Cualquier ho~i~~ffi;í~() ¡de ~'.CY ;y~) ~n L es 

llamado representación de trC~. ~~j l;. Tii1c';~~a;'.it~~t~s~'At;i6ión ~ de 

:::::::::~::'.. ,:: ,:::~;·;~~~:~[i:f if f i;:t~::::: :::: 
cada oc e D existe [w] e n(Y,):'¡jl,~;;t,'.'"J::,,q\!'7'.;"t [w) (1) = oc. 

,··1~·0• __ ',"i> : -:.-¿';',,·- :~~~: __ _ 
,;· .. ,;- ·: :::,{1.:_·~. 

(3.4) !&!!@. Sea e:X~Y UIJ~~JJ'.;.~>/'~~ft.~ri cubri.ente con Y conexo, 

localmente conexo por trayefüo7:s~~~;~emilocalmente 1-conexo. Si 

'11 es una cubierta abierta (c:ieéJ·J'.:".'.:uyo;. : elementos son conexos y 

además la inclusión i el{ «:iJ'« :en. \J.·· induce el homomorfismo 
:··-~;;.-:' --~'_;{ 

i.:n(U,y)--m(Y,y) triviál ?;ira,,cada,u.e U,'y e U, entonces 'U está 

bien cubierta por e. 

Dem: Consideremos y e U e 'U. Por el teorema (3.3) exist~ para cada 

xoc e e-1 (y) un levantamiento foc:U~X de la inclusión i:U~Y con 

foc(y) = xoc. La familia ~foc(U)~ cubre bien a U. • 

(3.5) !&!!@. Sea Y un espacio metrizable, conexo, localmente conexo 

por trayectorias y semilocalmente 1-conexo. Existe una 

correspondencia biuni voca entre las representaciones transitivas 

de n(Y,y
0

) en L (salvo automorfismos internos de Úl y los 

espacios cubrientes conexos por trayectorias (X,x
0

) de (Y,y
0

) de d 

hojas (salvo equivalencias de espacios cubrientes de (Y,y
0
)). 

Dem: Dada una representación transitiva 

consideremos H~ = ~ [w] e rr(Y,y
0

): ~ [w] (1) = 1~. H~ es subgrupo 
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ESTA TESIS 
SALm IV Ui \il:. 

!w'l e [w]H'I' de indice d de p~es si y sólo si 

Ho/J. Entonces 

se tiene entonces que rp y o/J difieren por un automorf ismo interno 

de L, y para nuestros fines serán consideradas como la misma 

representación. Entonces se tiene una función inyectiva que asocia 

a cada representación transitiva rp de rr(Y,y
0

J en L el subgrupo H"' 

de rr(Y,y
0

J de indice d. Por otra parte, si H es un subgrupo de 

índice d de rr(Y,y
0
), utilizando el teorema (3.2), existe una 

proyección cubriente con X conexo por 

trayectorias y e.Crr(X,x
1

) =H. Se define rp :rr(Y,y ¡~\ como 
e º LA 

sigue: rp
0 

[w] (cx) = f3 si el levantamiento de w que inicia en x°' 

termina en x
13

• rp
0 

es una representación transitiva y ¡¡'I'• H. 

Entonces la correspondencia rp ------? H'I' es biyectiva entre las 

representaciones transitivas de rr(Y,y
0

) en L y los subgrupos de 

indice d de rr(Y,y
0

), y en virtud del teorema (3.2), hay también 

una correspondencia biyectiva entre las representaciones 

transitivas de rr(Y,y
0

J en L y los espacios cubrientes conexos por 

trayectorias de d hojas de rr(Y,y
0

). • 
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(3. 6) Teorema (Teorema furidamen.tai. de lii.; te~ri~'~e: l~,; espacios 
.'·'<'} .. '.;<',<·;: 

cubrientes). Sea Y un espacio ;~~ne;co;~"' l.6~ii.1~~ri1:;)0 conexo por 

trayectorias y semlloéalmentc/ {\oÍl~x6.~f' t~i.-fife ;:'enf~Jl'ó~:. Una 

::::::':~:":º~.:':';:~ .:::::j,J::.~Gf $i~$~~~~t;,~~1:: 
automorfismos internos de L y équi:v;,.¡¡,;,c:r:..;:;r0:<l.;r~: ":~I>ac~os .· 

'~'.\'¡;, .;;.:j;j ~:· -. ; --,-_. 
cubrientes de (Y,y

0
)). ·.~ _·'.'.);.' ,"."o',.;-' '~li~~ ~~¡ ;-::--.-. ~~~r~ :- -.-li ;}~ _·:{~~'.~~ ;A~ TI:~:,~ 

:'1(<'' -
:,:r::."::" -:;f< ·::·A;-.-- -::~:· · _-: 

Dem: Dada una representación arbitrarjÍ.~-~~;:,,.:w,y~')J2í.¡·se' define: 

una relación _ entre los elementcis.dec,D,como.>.sigÜe:· o::;.; /3csL 

existe [w] e rr(Y,y
0

) tal que rp [w] (o:) = ·/3. La relación _ es de 

equivalencia y determina una partición ~D~1 , ••• ,D~k~ de D. Sea L 
1 

el grupo de permutaciones de los elementos de 

i E ~1,. .. ,k~. determina 

D 
~I 

que 

para cada 

es una 

representación transitiva para cada i. Para cada rp
1 

hay asociado 

por el lema (3.3) un único espacio cubriente e 1 :C\,x 1 )~(Y,y0 J 

conexo por trayectorias de u (D ) 
~l 

hojas. Definimos X como 

X = LJ xi y e:X~Y dada por e(x) = ª1 (x) si X E xi. e es una 

función continua y de hecho es una proyección cubriente, 

pues por el lema (3.4) existe una cubierta abierta 'U bien cubierta 

por cada e
1 

y por lo tanto 'U está bien cubierta por e. Supongamos 

que sea entonces es única 

salvo automorfismos y equivalencias porque asi es componente a 

componente. • 

(3.7) (Teorema fundamental de la teoria de 
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Dem: y 

encajado como 

convexo. 

conexo 1 localmente conexo y semilocalmente 

1-conexo. Sea 2:~(Y,y0)~L una representación. Considérese 

cualquier cp:rr(V,y )~t' e cp. Por el teorema (3.6) existe sa.lvo o l....i. -

equivalencias una única proyección cubriente e
0

: (U,x
0
)--)(V,y

0
) 

asociada a cp. Por (l. 3. 2) e
0 

es revestimiento. Aplicando ahora 

(l. o. 3) se tiene es proyección 

cubriente, y de hecho revestimiento. Escribiendo e 
2 

X = e~ 1 (Y) se tiene que e
2 

es el revestimiento asociado a 2· 

Veremos que e
2 

está bien definido. Si hacemos otra elección 

cp' :rr(V' ,yo)--)L e 2 existen rr(V",y
0
), i., i' •e ~(Y,y0 ) tales 

que cpi.=cpi'. De ahi se sigue que 

e
0 

¡ e~1 (U" J: (e~1 (U" J ,x
0
)--)(U", y

0
) Y 

e
0

¡e'- 1 cu"):(e
0

- 1 (U")x')~(U"y) son equivalentes y por lo o o o 1 o 'o 

tanto e
2 

y e
2

, son equivalentes. Por lo tanto la correspondencia 

cp ~e está bien definida. De manera similar se prueba que es 
- 2 

uno a uno. Por otra parte, 

revestimiento, por el teorema de extensión e puede extenderse a un 

revestimiento f: (U,x0)~(V0 ,y0 ) con V
0 

abierto conexo de Q. 
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' .,;, 

donde V es abierto conexo contenido en V'_ deternifna-_ de_ mane,ra 

natural una _representación tal' :que e- es 

equivalente a e~. • 
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