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En el presente trabajo se exponen la‘s: ldeas:

Fox para una Teoria de Revestimientos. (overl
SHAPE THEORY AND COVERING SPACES. La Tesis

cierto numero de proposiclones, no toaas,a

enuncia en dicho articulo. Existen ci'err(f.r(;;u:iTeyc:)':remaks que
relacionan a los espacios cubrientes de un espacio.Y cbn las
representaciones del grupo fundamental n(Y) en cierto grupo de
permutaciones, pero hay muchas restricclones que debe cumplir Y,
como conexidad, conexidad local por trayectorias y semilocal
i-conexidad. Lo que Fox hace en su articulo es modlficar los
conceptos de espacio cubriente y grupo fundamental por los
conceptos de revestimiento y tropo fundamental, y obtiene un
teorema que relaciona a los revestimientos de un espacio
metrizable conexo Y, prescindiendo de propiedades locales, con las
representaciones del tropo fundamental E(Y,yo) en cierto grupo de
permutaciones. También se modifica la nocidén de Tipo de homotopia

de un espaclio por el de forma de un espacio.
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CAPITULO 1.

REVESTIMIENTOS
1.0 PRELIMINARES,
(1.0.1) Definicién.  Una - funcion ’"ﬂ,‘c'ohrtyi'n‘t;\é\ e k=Y es

proyeccién - cubriente si para cada "y e"Y:tv:xis_r e un abierto Ude Y

tal que e '(U) ‘es unién de abiertos Vé de’ ajenos dos a dos; 'y

para cada «, e[Va es. homeomorfismo de V* sobre U.

S1 e:X—-Y es una proyeccién cubriente, Y es llamado espacioc base
de la proyecclon cubriente y X espacio cubriente de Y.

Si U cumple con las condiciones establecidas en la definicién de

proyeccién cubriente, diremos que U estd bien cubierto por e, y

que cada v es una hoja de U. Nétese que si U es conexo (conexo
por trayectorias) entonces cada hoja de U es una componente

Yy). Si U es una cublerta

(componente por trayectorias) de e~
ablerta de Y cuyos elementos estan bien cubiertos por e y
vV = {VOL: v% es hoja de alguna U € 'U} entonces diremos que V

cubre bien a U o que U estd bien cubierta por V. Obsérvese que si

U' ¢ U, U abierto de Y, y ademds U esta bien cubierte por e,
entonces U’ esta bien cubierto por e, y que e tU') A v® es una
hoja de U'. Entonces, si V¥V cubre bien a U, cualquier refinamiento
abierto U' de U induce un refinamiento abier;to V' de V que cubre
bien a U'. Nétese que si e:X—Y es proyeccién cubriente entonces

e es suprayectiva y ablerta, ademas e_l(y) es un subespacio



s1ementos

'A¢m, puesyeA Siy,e'

’

y blen cublerto por e. =
Entonces US A, ¥y A es abierto. St y € Y A y U'es un entorno}rﬁ
abierto de y’ bien cubierto por: e, ‘por:un razonamlento 1dent1co al -

anterior se sigue que U S Y-A. Entonces A e Y-A son ablertos de-Y.

Como Y es conexo y A es no vacio, se tiene que A = Y. =

Por el teorema anterior, si Y es conexo y e:X—Y es proyecclén
cubriente, se define el grado de e como f#e l(y), y e Y.

También el teorema anterior nos permite variar los indices « de
las hojas de cualquier U ablerto de Y bien cubierto por e sobre un
mismo conjunto I(d). Si I{(d) es finito se dice que e tiene un

nimero finito de hojas, o que e es de grado finito.

(1.0.3) Teorema. (a) Si e:X—Y es proyeccién cubriente entonces
para cada subespacio C no vacio de Y, e(e“‘(c):e“(c)——ac es
proyeccién cubriente.

(b) Si1 Y es localmente conexo y e:¥—Y es una funcidén continua
entonces e es proyeccién cubriente si y sélo si para cada
componente C de Y 1la funcién ele(C):e (C)—C es proyeccién

cubriente. Ademds si e es proyeccitén cubriente entonces para




'é‘(C")‘ es .‘ériovyieccriy‘én‘”

i P o
CefeT (€ 7H(V).

unién ‘ajena de a‘b,:ie:

R .
le]le(CNU, = e[Ua:Uu—VWV

é(Ua) =elA, n etcy) = e(Am)‘ l"\'C =/B'A C'= V; L cént;.inua e
inyectiva por serlo e[A“‘( e|Um = (;]Aajlué }. Veremos que e|Ua es
abierta. Sea G un abierto de Ua . Entonces existe un abierto H de
An: tal que G = H n Ua . Como es abierto en Aa , H es abierto en X.
(e[Ua)(G) = (elAa)(H AUy = (e]Aa)(H) n (e|Am) w,) , esta
Gltima igualdad es cierta porque e]Aa es 1inyectiva. Luego
(e[Uu)(G) = (e{Aa)(H) AV , y como (e|Aa)(H) es abierto en B, es
abierto en Y. Por lo tanto (e]AaJ(H) n V es un ablierto de V. Hemos
probado que V esta bien cubierto por e|e_1(C).

(b)

%) Se sigue de (a).

«)} Supongamos que e]e_l(C) es proyeccién cubriente para cada
componente C de Y. Sean y € C y U un entorno abierto de y en C
bien cubierto por e[e_x(C). Como Y es localmente conexo, C es
abjerto en Y. Por ello U es abierto en Y, y ademds U estd bien
cublerto por e. Por lo tanto e es proyeccién cubriente.

Supongamos ahora que e:X—»Y es proyeccién cubriente, y que C' es

una componente de X. Primero se muestra que e(C’) es componente de



:1nl‘:$°-';ry‘,‘§éctav aiC’-en un’ abi‘er‘tp-

’enﬁonces vec pueé‘

e(V) = U s e(C’). Entonces .

En virtud de lo anterior  £ra§§femf

proyecciones cubrientes e:X—Y-donde Y‘escoﬁeko}

Un espaclio topolégico X es localmente metrizable si cada elemento
de X tiene un entorno metrizable.

El siguiente resultado sera utilizado posteriormente.

(1.0.4) Teorema. Si X es un espacio topolégico paracompacto, T2 y

localmente metrizable, entonces X es metrizable.

Dem:

Sea U = {Ulh e 1 un2 cublierta ablerta de X localmente finita con

cada Ul metrizable. Como Ul es metrizable, es paracompacto,

1

entonces la cublerta de entornos de radio o respecto a cualquier

métrica que induzca su topologia, tiene un refinamiento abierto



x €B SANU. Se concluye que ¥V = U {thi ﬁ €,N}4es,uhé:base

o-localmente finita para X que por supuesto es Ta} Por lo- tanto X

es metrizable. =

{(1.0.5) Deflﬂicién. Sean X un conjunto y G un grupo.” G actua
sobre X sl existe una funcién de G x X en X, que denotaremos por
(g.x) —> g.x tal que

(1) 1.x = x para cada x € X donde 1 es el elemento neutro de G,

(1i) g.(h.x) = (gh).x para cada x € X , g,h € G.

Si ademas X es un espacio topolégico y las funciones eq definidas

por x —— g.X son continuas entonces X es un G-espacio.

(1.0.6) Definicién. Si X es un G-espacio entonces la accién de G

sobre X es propiamente discontinua si para cada x € X existe un -

entorno ablerto Vde xcong.Vng'.V=2slg=g'. gg €G.

El sigulente teorema estd demostrado en Kosniowski, capitulo 17.



(1.0.7) Teorema. Si X es un G espacio y la accién de G sobre X:es.
propiamente discontinua entonces la funcién cociente p X —-——) X/G

es ‘una: proyeccion cubrlente. ‘"

~1.1 DEFINICIONES.

Es facil ver que si Y es conexo‘”'enfonces:(ma'fuhé:iéhi qghtinua,

e:¥—Y es proyeccién cubriente si v

ablertas A = {Ax,ah el,a e T(d)
respectivamente tales que

(1) viel UYA k-,

«#B8, «,f e I(d),
(11)V 1 €I, a €:1(d) 'eIA, ol Al ‘g~ B, es. homeomorfismo.

Es declr, A cubre bien'a B y cada Al « €5 una hoja de B‘ Y

d = # I(d) es el grado de e.

(1.1.1) Definlicién. Sean X e Y espacios topolégicos, supongamos
que Y es conexo. Una funcién continua e:X—Y es un revestimiento
(Overlaying, segin Fox} si existen cubiertas abiertas
A= {Ax,ah € I, € I{(d)’ B

tales que satisfacen (i) y ademds cumplen la condicién

= {B‘}l e 1 de X e Y respectivamente

(i’) v i1,3el, «,B e I(d). Si A"mnl\“'r3 * ,

entonces e|A na —B, N B, es un homeomorfismo.
1,0 1 )

A A
18N e Nty g
En tal caso diremos que "A n A cubre bien" a B n B.

(1.1.2) Lema. Sea e:X—Y wuna funcién continua. e es un

revestimiento si y sélo si e es proyeccidn cubriente y se cumple

-
*) para 1,) € I, B‘ n BJ # @ implica que cada Ai'a



. Es :élarb

VQUe ‘cada Ai"& ‘intersecta:a  un intersecte: a" A_| 1
L con . e Bt -sea "Comé
existe

e'Ax,a n Aj'é ‘es hdmerq;mdy
X € Ax.oz n AJ.B tal que e(x) :
no es inyectiva !. Entonces A
«) Si se cumplen (1), (il) Vy'(b"').iy se:-tiene Ax,a n AJ,[3 + @ , hay
que probar que elAl,“ n AJ'B:A““ n AJ.B_)BI n BJ es un
homeomorfismo. Supongamos lo contrario. Como e es inyectiva,
continua y ablierta, existira y € Bl n BJ tal que

y € e(A‘.a n AJ.B)' Sea x € Al,a tal que e(x) = y. Por (i) sabemos

que existe A_| g tal que x € AJ g’ con B # B'. Se cumple que

A"anAJ'B, # @ . Pero entonces Al,oc no intersecta a un uUnico

AJ g’ lo cual contradice a la condicién (™). Entonces
,

ele,(x n AJ.B es homeomorfismo sobre B BJ. Se cumple (ii'), vy

se concluye que e es revestimiento. =

1.2 PROPIEDADES TOPOLOGICAS.

(1.2.1) Tcorema. Sea e:X——Y una proyeccién cubriente. Entonces X

es T1 sl y sélo s1 Y es T1‘



Dem:

cubiertas -able

=) Supongam/osiciu X

yviA de Xta e ue A

B, de Y, A {x}es ap
de Y. Para’ cada ye'Y se
concluye que Y es '1‘1 .

«) Supongamos ahora que Y .es:T

es cerrado discreto de X. f{x}

tanto {x} es cerrado en X. Se co cl

(1.2.2) Teorema. Sea e:X——Y una 'proyéccic‘m "cubriente. ‘st Y es
regular (o Tz) entonces X es regular (o Tz)q : L
Dem: Sea A cublerta ablerta de X que cubre bien a B cubierta

ablerta de Y. Supongamos que Y es regular. Sean x € X y U un
entorno abierto de x. Consideremos Ax,a € A tal que x € Ax o
Sea V= U n Ax,a + V es un entorno abierto de x. Como e]Aha es un
homeomorfismo sobre B‘, e(V) es un entorno abierto de e(x). Sea W
un entorno abierto de e(x) tal que W € e{(V). Sea L = e W) n Ax,a
L es un entorno ablerto de x. Si  x* eL,
e(x') € e(L) € e(L) € W < e(V). Entonces e(x') € e(V). Pero e)Aha
es homeomorfismo, entonces x' € V. Asi pues, L es un entorno
abierto de x, y L € V &€ U. Por lo tanto X es regular. Ahora, si Y
es 'I‘2 , sean x, X’ dos elementos distintos de X. Si e(x) = e(x’),
sean U, V entornos abiertos de e(x) y e(x') respectivamente, los

cuales son ajenos. et y e (V) son entornos abiertos ajenos de

Xy %X, 81 e(x) = e(x') € B‘, X y %' estdn en hojas distintas de



; Entonces X es.

.- B, las_.cuales.son.entornos abiertos

T.. m
2

(1.2. 3) Teorema. Sea‘ e: X——)Y u 'Entonces. Y''es

,regular (o T ) siy sélo si X es.regular (o T )

Dem:

). Todo revest:.miento es proyeccién cubriente

«) Sean A , B cubiertas abiertas de X e Y respectivamen'

que A n A cubre blen a B [a} B Supongamos que X'es regular:

un cerrado de Y, er—C yB € B tal que yeB “es’ un
entorno ablierto de y. Consideremos e (B —C)n lond

(B ~C) n'A: ;' es ‘un entorno

eA.Seaxee"'(y)nA e

1,0 -

abierto de x. Como X es regular, existe U un abierto que contiene

1,a”

a x tal que U € e'l(B‘—C) n Al o e(U) es un entorno abierto de y.
Se afirma que e(U) & B‘—C . Primero veremos que e(U) & Bx‘ De 1lo
contrario, existira y’' e 6(81) n BJ n e(U) para alguna j € I. Pero

entonces anBJ:t ®@. Sea B e I(d) el dnico indice tal que

, =l s ’ T
Al'mnAJ'Btta. Si x eAj'ﬁne (y'), x' ¢ U pues UgAl.a y
x' € Al o« Sea L un entorno abierto de x’' tal que
LeE (X~-U)n AJ g e(L) es un entorno abierto de y', vy
o # e(U) nelL) s Bl n BJ. Sea y'' € e(U) n e(L). Como
e‘Ax,(x n AJ:B es homeomorf ismo sobre B n BJ, existe
x'' e A‘ o N AJ B tal que e(x'’) = y'’'. Pero entonces x'' e L nU
, ,

{ . Asi pues, e(U) & B‘. Pasamos ahora a probar que e(U) n C = @,

Sea y' € e(U), por nuestra Jjustificacién anterior, y' € B‘. Sea

x' € e"l(y') n Al o x' € U, pues de lo contrario existiria un

entorno ablerto V' de x' tal que V' g Ax « Y V' nU =@ . Pero



= (Bn'C)n
y.€ e(.U)‘ G
' regula;'. o
Si‘ X es Tz‘ Conside;-emo; ‘dqs
B,,B € B tales que y ¢ Bx' y
entornos abiertos ajenos de‘y." &»’

, X' €A tales que e(x) = vy, e(x")

5.8

Sean U y V entornos ajenos de X'y x?

respectivamente, con U € AL
E . ’

, VSA e(U) y e(V) ‘son éritéf'néé" ablertos de y,y’

5,8

respectivamente y son ajenos porque e]Al « N AJ 8 es homeomorf ismo
, y

sabre Bl n B). Por lo tanto 'Y es Ta. =

(1.2.4) Teorema. Sean Y un espaclo conexo y e:X—Y una proyeccién
cubriente. Entonces X es 2° contable si y sélo si Y es 2° contable

y e tiene grado contable.

Dem:

=») Supongamos que X es 2°contable. Sea £ una base contable para la
topologia de X. Sean A, B cubiertas ablertas de X e Y
respectivamente tales que A cubre bien a B. Fijemos t € I. Para
cada o € I(d) se elige L_ € £, con L_ < A .L =L, sia=a,

o (-3 1, a (] [9

entonces #(L) = #(I(d)). Asi pues, el grado de e es contable.
Obtenemos ¥ = {e(L):L ¢ 2}. una cubierta abierta contable de Y.

Dados vy € Y y U un entorno abierto de y en Y. Supongamos que

y € B . Sea V=Un Bl. Se considera o e I(d). Sea

10



de x:
y éie(ﬁi §Je(ii
vcoﬁfabié iﬁéré‘ la:‘topéiééial d
contable. ‘
&) Supongamos ahora que Y es Zd’cbnta51 _ que ‘el grado dére:es o
contable. Sea ¥ una base contable pé;aria gopologia Ae Y. Sea
S = {S e ¥: S & Bl para alguna 1| € I}. § es también base para la
topologia de Y. Digamos que S = {SA}A < p» donde A es contable. El -
refinamiento abierto § de B Induce un refinamiento abierto
L = 4LA,a: Ae A ae I(d)} contable de A y L cubre bien a S. Sean
x € X y U un entorno abierto de x en X. Sean A, « tales que
X € LA,m , V= Lh,u N U es un entorno abierto de x y e(V) lo es

de e(x). Existe S‘1 e S tal que e(x) e s“ c elV) €S Comoe|1_>\'oc

A

es un homeomorfismo existe una hoja de S“contenida en V,

Lus

entonces x € L € U. Se concluye que L es una base contable para

u.B
la topologia de X, y entonces X es 2° contable. =

De la demostracién anterior se tiene para una proyeccién cubriente
e:X—Y y cubiertas A y B tales que A cubre bien a B que A es una
base de X sl y s6lo si B es una base de Y; y en caso de no serlo

existen B’ refinamlento abierto de B y A' refinamiento abierto de

A tales que A’ cubre bien a B', B' es base de Y y A’ es base de X.

(1.2.5) Corolario. Si e:X—Y es revestimiento con Y conexo,
entonces X puede ser encajado en el cubo de Hilbert si y soélo si Y
puede ser encajado en el cubo de Hilbert y el gradec de e es

contable.

11



que Y es conexo. Entorce

compacto 'y T2 y el grraci& aeg

Dem:

») Supongamos que X es compactc;) y ’i‘z. Y ‘es ,Ti borque X es T1
(Teorema 1.2.1), ademds Y es compacto por ser imagen continua de
un compacte. Sean A y B cublertas abiertas de X e Y
respectivamente tales que A cubre bien a B Sea ye€Y y supongamos
que Yy € B: € B. e—l(y) es cerrado, y por lo tanto compacto. Ademas
e_l(y) es discreto. Por lo tanto e es de grado finito. Ahora, sean
y,y' € Y tales que y # y’'. Supongamos que y € B‘ , Yy € BJ. Se
tiene que e '(y) ne*(y’) = @. Ademds e '(y) u e '(y') es finito.
Para cada x € e '(y) u e '(y') elegimos un entorno abierto U, de x
de tal manera due Ux n Ux, =@ si x # x'. Ahora, si

1

- - . -l s
xeAl'ane (y), sea Va~Al_anUx. Si x EAJ'Bne (y'), sea

=02 si a # 8, wanw =@ si

wB = AJ.B n Ux. Obsérvese que Va nyv 5

B

« * B, y v, n WB =2 Ve«fB. Sean L = {e(va):a e I(d)},

S =0 {e(wa):a € 1(d)}. Si existe y*’ tal que
v ) =l v

y EI_,r\SSBlr'«BJ , sea x'' €e (y''). b3 eAl'anAJ’B

para alguna « Yy alguna B. Pero e L) A‘ o < Va y

el (s) n AgS wB. Se sigue que x'' €V n WB! Por lo tanto

LAnS =g y,y eran arbitrarios. Entonces Y es Tz' Y como imagen

12



continua de compactos es” compacta, Y:es:compacto
:) Supongamos ahora que Y es

finito n X-es T porque Y es T

finita de U;>Seiconcluye due X'es compacto. m

(1.2.7) Teorema. Sea e:X——Y una proyeccién cubriente y ‘supongamos

que Y es metrizable. Entonces X es metrizable.

Dem:

Primero probaremos que X es paracompacto. Sea ¥ una cubierta

ablerta de X. Sean A = {Al,a}lEI,REI(d)' B ={B }  cubiertas

ablertas de X e Y respectivamente tales que A cubre bien a By B

es localmente finita. Para cada 1 €1, a e I(d), sea

g =4{G nA : Ge®, A €A, GnA #o}. y sea U un
1, 1,0 1,0 1,a 1,0

refinamiento abierto localmente finito de {e(H) : H € ?l a} que a

su vez es una cubierta ablierta de Bx' Consideramos
v = {e—l(U) nA :UeU bV es un refinamiento abierto
1,0 (1 1,0
localmente finito de § . Sea X = U {V i1 el, ae I{A)}. K
1,0 f,a

es un refinamiento abierto de ¥. Sean x € X y U un entorno abierto

de e(x) tal que U Iintersecta unicamente a los elementos

13




n {VJ :

numero - finito de elementos

refinamiento ablerto localmehte “finitto
paracompacto. Ademas, X paracompacto,nv,'l'2 Yyl

implica X metrizable (Teorema (1.0.3)).'m
1.3 UN TEOREMA IMPORTANTE.

Sean U y V cublertas ablertas de Y. ¥V es un refinamiento
baricéntrico de Uu si para cada yey el conjunto

Vy =U{Vv e V: y € V} esta contenido en algun elemento de U.

(1.3.1) Teorema. Si Y es paracompacto y Taentonces cada cublerta
abierta de Y tiene un refinamiento baricéntrico. =

(1.3.2) Teorema. Sea e:X—>Y una proyeccién cubriente. Supongamos
que Y es conexo y metrizable. Entonces e es revestimiento si

(a) Y es localmente conexo

]

{(b) e es de grado finito.

Dem:
(a) Sean A y B cubiertas abiertas de X e Y tales que A cubre bien .
a B. Sea G un refinamiento abierto de B tal que cada elemento de G

es conexo y tal que Gx n GJ # @ implica Gx v} G‘| < Bk para alguna

14



k-e I. Sea F el refinamiento de A 1nduc1

cubre ‘bien'.a G. Para que FnF cubra
cump'la f(") Sean G.Gy e

qﬁe~ G UG SB Sean

1 o ﬂ Fj B y
Pl FJ,B bl
" " Y S -
Frefe ShAy

S i
8= B, como FJ'B(\F

es  homeomorf ismo

tas de X e Y tales que. A

(b) De nueve sean A’y B éubing St

cubre bien a B. ¥ iy rs"Bl S:Y - definimos

cy= i-min{d(x,x') 1 X, X'€ e’l(yy ,x==x }.“‘VSe crornsiderar ei abierto

= . -1
v, = n{elve tana ) s x e e (y)na b La  familia
V= {Vy ' yEBleB_}- es un refinamiento ablerto de B e induce un

refinamiento abierto F de A tal que E cubre bien a A. Consideremos

ahora Vy'l. Vy’,_| € V tales que Vy" n Vy, .3 * @ . Supongamos dque
F F, * @ ue F F, # @, con + B’
v 05y 58 yoaue Fy e Yy g8 ! BB

Sin pérdida de generalidad supongamos que cy = cy,. Sean
iy , X eF, o' ey) .

x € F
vy,

v..ene

weF rer,‘_anF

y.l.anFy'.J.B ! vy 5B
dix,x’) = d(x,w} + d(w,r) + d(r,x’)}

<eg, +2¢ + ¢,
y 4 y
-1
s = : € e pOX_ EX_b. !
4e . min{d(xl,xz) X%, y) 5 % 2}

Por lo tanto F n E cubre biena ¥y n V. =
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Se puede considerar este sistema de écﬁacioﬁés difere Ciales'coﬁb

las ecuaciones del movimiento de una pébtiéuié}'ﬁgrepreséﬂt; el
tiempo y (x,y) son las coordenadas de la particula en‘el‘instante
t. La particula se desplaza sobre una sola de las curvas
integrales. El que se mueva sobre una curva u otra depende de la
posicién inicial. Se define .:R x X:—X de la siguiente manera:
Para t e R y (x,y) un punto de X , t.{x,y) sera la posicién en el
instante t de la particula que estaba en el punto (x,y) en el
instante 0. La operacidn asi definida resulta ser una accién de R
sobre X. Es decir,
0.(x,y) = (x,¥) , ¥y
(s + t}).(x,y) = s.(t.(x,y))

En realidad la que nos interesa es la accién del subgrupo aditivo
Z de R sobre X.

Se prueba que la accidén de Z sobre X es propiamente discontinua.
Dado un punto cualquiera P = (x,y) € X, Sea C la unica curva
integral que pasa por P. Si x € (-g,g) sean Cl y C2 dos curvas
integrales préximas, una por cada lado de C (si x € {—g,g} se

considera sélo una) . Sea To una curva suficientemente regular que

16



pase pbr P y sea ortogonal a todas 'lasv curvas 1ntegr'aléys‘ er;!:re CIJ

y C,. Para cada m’xim’eroA real ‘ Péhé'amqs' 'If;

‘entorno abierto de P,‘aco‘fad po

‘consideremos entorno

‘curva®’ integral ™ C7 es € i

“"Supongamos “que (x',0) e C. “s¢ “considera. o €z

c, = -6+ 1), 10,1 +C)IeVIPl] :"c,[,Q]";‘ Por lo. tanto X

no -es- de Hausdorff. Entonces m:X—-X, la’ funcién ‘cociente; no

puede ser revestimiento, aunque es proyeccién cubriente. m
1.5 PLANES.

Sean Y un espacio conexo, e:X—Y una proyeccién cubriente de d

hojas y A ., B cublertas ablertas de X e Y respectivamente tales

que A cubre bien a B. Para cada iel,
-1 _ .
e (Bl) = U{Al,a : @ e I(d)}, con I(d) el conjunto de indices
cuyos elementos son permutados por el grupo simétrico Zd. Si
B‘ n BJ # @, podemos asociar a cada y € B‘ 1] BJ la permutacién
) = (...%..0)
w0 B

donde o y B varian sobre los pares de indices para los cuales

(y) es

. -1
Al,oc n AJ.B tiene un elemento de e (y). Por supuesto mx“|

un elemento del grupo simétrico Zd. La coleccidn de funciones

w, J:Bl n BJ——)Zd es un objeto al cual llamaremos el plan de la

17



ducids por Ay B. Este plan tiene

Observacién. A n A cubre bien a B n B.sl y sélo si -cada’una de las
- funciones w :B, N B ~—Z es constante.
1,371 ] d
Si B es cualquier cubierta abierta de un espacio Y conexo, una
coleccién de funciones wl'J:Bl N B—%, (wl“‘ definida si

B n BJ # ®) es un plan (basado en B) si satisface las condiciones

(rza) y (90).

(1.5.1) Teorema (de existencia). Si B es una cubierta abierta de Y
conexo y {wl J} es un plan basado en B, existe entonces una tUnica
proyeccién cubriente (salvo equivalencias) e:X—Y y una cublierta

abierta A de X, que cubre bien a B, cuyo plan es {ml J}.

Dem: Para cada i € I, « € I(d), sean Ax o UB espacio topolégico

~ -
homeomorfo a Bx y e un homeomorfismo de Ax « sobre Bl. Se
s

1,0

18



y. .. sea

Definimos para:- i

A=A iiled ‘e 1(d) ficard.que. A cubre bBien a B,
Vv ?rirﬁéro se prueba
‘que para cada i e I, e (B‘ mgI (d)}, donde cada

; _ R ": : -1
Al‘a es ablerto vy Al,o‘. n AX.B =g gl A B Sea [x) € e (Bl).
Entonces elx] € B. 51 [x] e AJ g e(x) e B n B_" Como
w, J(;(x)) [ Zd , existe « € I(d) tal que w, J(e(x))(a) = 3. Sea
x' € A‘ « tal que e(x) = e(x'). Entonces x' ® X, y
—_ ’ -1
[x] = [x'] e Ax,a . Se sigue que e (Bx) <V Ax.oc .
Por otra parte, si [x] e I\l o Con X € A1 o elx] e Bl , entonces

-1
U Ax,oc € B, . Asi pues, e (B) = U {Al,oc : « € 1(d)}. Anhora se

prueba que A # @ implica a = . Si [x] e Ax o N A

1.anAx,13 LB

con X € A‘ o S¢ sigue que existe x’ € A‘ con x # x’. Es decir,
,

B
;(x) = ;(x') y W x(;(x'))(u) = 3. Por (01)' a = 8. Como

e_i(Bl)=U{Aha:aeI(d)} y Ax,oan ® si a=fB , se

-
concluye que cada Al o« ©S abierto. Ahora se verifica que
e‘A‘ a:Ax a——')Bx es homeomorf ismo para cada o. Sean
, ’
(x} , [x'] e A‘ o Con [x] = [x'] v x, x' € Al o Se sigue que

x = X', y por lo tanto e[x] e(x) # e(x') = e[x'], esto ultimo
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porque;]:&l’a esho 'eomi d
Es senci llo jbbrobz%\r que
porque e es ]ébiélr‘t
sobre Bl . Por lo tant
cubriente. Pof céx;st

y B. Si ¢’ X'——)Y

cubierta abler Ia

(1.5.2) Teorema. Si Y es metrizable y e: X—>Y es una proyeccion

cubriente entonces X es metrlzable Si,'e e§ revestimiento

entonces existen métricas para X e’ Yffpar S e "es una

isometria local.m

(1.5.3) Lema. Si B = {Bl} es una cublerta abierta localmente
finita de Y subespacio de Q met‘rizable, ‘entonces se puede extendex:
cada B‘ a un abierto V en Q de tal forma que Y n V = B‘ , Y que
el nervio de V {V bdev=U V, sea idéntico al nervio de B .
Dem: St B, € B, sea V = {a eqQ: p(q,Bl) < p(q,Y—Bl)} , donde p
es la métrica de Q. Primero se verifica que cada Vl es ablerto.
Sea q € V‘. Se considera € = %(p(q,Y-Bl) - p(q,Bi)). Si pe Vc(q)
, p{p,q) < € implica 2p(p,q) < p(q,Y—Bl) - p(q,B‘). Entonces
p(p.Bl) = p(p,q) + p(q,B‘) < p(q.Y—Bl) - plp,q) = p(p,Y—Bl)

Por lo tanto V‘ es abierto. En seguida se prueba que Y N Vl = Bl.

!5’l SYy Bl < V| implican Bl sYn V‘. Por otra parte, q € Y Vl

20



(1.5.4) Teorema (de  eéxtensi ubconjunto - de

metrizable, y e: X—5Y e's”,;un” . mie p ,ntonces e puede ser

extendida a una revestimiento f:U-féV",' donde V es un apropiado

entorno de Y en Q Y U es un‘superespacio apropiado de X.

Dem: Es directa utilizando el lema (1.5.3) y el teorema (1.5.1) .

= 111 = 1
(1.5.5) Ejemplo. Sean F = {0,1,2,3,4,...}, C,=1Ix0 UF x [0,2],
C1 =1 x1UF x [%,1]. Y = C0 8] C1 Sea X el espacio coclente de
C,xNx0 U C, xNx1 al hacer las identificaciones
(m,z,m i) ~ ((— —,m+1 1-1) para m e N, ie{0,1},

(y, ,1,0) ~ (y. ,1,1) para y € F-{1}, vy (y, =, m,0) ~ (y, 3 m, 1) para
yeF - {m_l - Sea e:X——Y:elx,y,m, 1] = (x,y). e es una
proyeccién cubriente. Si e fuese un revestimiento, sea Q = I x I.

Por el teorema (1.5.4) existiria una extensién f:U——V de e, para

un entorno ablerto V de Y en I x I y un superespacio U de X. Como
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0} x'I es compacto’ en

contré@blelimpli¢érf

e?estimignto;
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_CAPITULO 2.

FORMAS.

‘2.1 RETRACTOS ABSOLUTOS DE ENTORNOS.

(2.1.1) Definicién. Una categoria € consta de una ciasg‘OB(E’) de

objetos y de un conjunto de morfismos hom,(X,fY.i ca'::'ié; par.'de"'

objetos X,Y de € de tal manera que

{i) Si f € hom(X,Y) y g e hom(Y,Z) existe

gf & hom(X,Z) llamado composicién de f.y g,

£ & hom(X,Y) , f1_=f , y si g e hom Y, X)) -
(111) Si £ e hom(X,Y) . g e hom(Y,2) .y 'h e hom(Z,W),

h(gf) = (hg)f.

(2.1.2) Definicién. Una direccién = en un conjuntc A es un
preorden = en A que ademas cumple con lo siguiente: Dados A,A" € A
existe A" € A tal que A 5 A" y A’ = A", En tal cas.o (A,=) es un
conjunte dirigido, y si no hay confusién posible, diremos

simplemente que A es un conjunto dirigido.

(2.1.3) Definicién. Sea € una categoria arbitraria. Un sistema
inverso en 6 consiste en un conjunto dirigido A, llamado conjunto
de indices, un objeto XA de € para cada A € A y un morfismo

: X -——)XA de 6 para cada par A s A', de tal forma que

Paar i 8%

Py = IXA y A=A’ = A" implica Pau P = Paasss
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un' subespacio

un“retracto de

(2.1.5) 7 Definicién: - Un"“subespacio -Y

entornbs ae x'si existe uhieﬁibrpo U de(Y;engX~;a1¥quéiY€¢s'n

retracto de U.

Cualquier retracto de X es un retracto de entornos de X, pero lo

inverso no es valido. Por ejemplo, $" es un retracto de entornos

n+1 n+1

de B Yy no es un retracto de B ks

(B es la n + 1 esfera

n+1

unitaria en R y 5" es su frontera).

Denotaremos con g a la clase de los espacios metrizables.

(2.1.6) Definicién. Un espacio metrizable Y es un retracto

absoluto (retracto absoluto de entornos para espacios metrizables)

y se abrevia Y € AR(p) (Y € ANR(u)), si cada vez que Y es
sumergido como cerrado de un espacio metrizable, la imagen de Y
es retracto (retracto de entornos) del espacio en el cual Y fue

sumergido.
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‘es un extensor para ‘el

Y tiéne'uﬁgihxtensién

para (X,A) si-para

(2.1.8) Definicién:

Un

espacios metrizables -

(extensor absoluto de entornos
abrevia Y € AE(n). (Y €.ANE())
entornos) para cada par (x A
Notese que Yep e Ye AE(uf

(Y € ANR(pn)).

(2.1.9) Teorema. (Teorema de inmersién de
Kuratowski-Wojdyslawski). Para cada espacio metrizable Y existe un
espaclo vectorlal normado L y un encaje h:Y—L tal que h(Y) es

un cerrado de su envoltura convexa K.

Dem:
Sea d una métrica acotada para Y. Sea L el espacio de todas las
funciones continuas acotadas f:Y—R, con

It £l

funcién continua acotada fy:Y—-aR dada por fy(x) = d(x,y). Sea

sup {|[f(y)| : y € Y}. Para cada y € Y consideramos la

h:Y——L dada por h(y) = fy . Claramente

[inty)) = nly )| = sup{|dly.y ) - dly.y )| : v e Y} = dly,y,).
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Ademas, para . y = ylf;

[Iply)) - b(yz))l = d(,";iyz)"'

puntos yo....
tales que g =
tal que 28 <
probara que )
[1£ - hy )] = 8,

que f = h(y), )
dly,y,) = |[nty) = hiy,)|

seguiria que

gly) = I}, Ahly)y) = I} Adly,y

[ - gll = |£iy) - gly)| = gly) =58

: Se ““concluye - que

f e K - h(Y), y como f era arbitraria, V<K = h(Y), =

(2.1.10) Lema. Sea X un espacio metrizable y A un cerrado de X.
Existe una cubierta abierta localmente finita U = {UA:A € A} de
X - A tal que para cada a € A y cada entorno V de a en X existe un

entorno W de a en X con la propiedad de que U, n W # @ implica

A
u < V.

A

Dem:

Supongamos que A es no vacio, se considera para cada x € X - A el
€ entorno Vx de X en X - A, donde e = %d(x,A) > 0. Como X - A es
metrizable, y por ello paracompacto, la cubierta abilerta
{Vx: ®x € X - A} de X - A tiene un refinamiento abierto localmente

finito U = {UA: A€ I\}. Sean a € A, Vun entorno de aen Xy € >0
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lo suficlentemente pequefio para.que ;Vé‘(é}) en X est

V.. Entonces'se define W como el g éntorno. d

{2.1.11). Teorema. (Teéféma

subconjunto convexo K 'de‘u

para espacios métricos.

Dem:
Sean X un espacio metrizable y A un cerrado de X. Sea {f:A—X una
funcién continua. Sea U = {UA: A € A} una cublerta ablerta vy
localmente finlta de X - A que satlsface las condiciones del lema
anterior. Consideremos una particion de la unidad
{:ﬁA:X - A — X}A ¢ p Subordinada a U. Para cada A € A se elige
Xy € Uh y a,

g:X—K como sigue:

e A tales que d(xx.ahl = Zd(xk,A). Entonces se define

£{x}, sl X € A
glx) =

¢, (x)f(a,), si x € X-A.
ZAEA A A

Por la finitud local de U cada punto x &€ X-A tiene un entorno para
el cual la suma Z¢A(x)f(a7\) se reduce a una suma finita. En
consecuencia, g estd bien definlda y es continua en X-A. Falta
probar que g es continua en cualquier punte arbitrario a, de A.

Sea U un entorno convexo de g(ao) = f(ao) en K. Sea € > 0 tal que
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entonée$éX'e U, €V En

d(ao‘aA)Qé qfad X.

ey <.

.Consecuencia de - los Ateoremas,‘ant

metrizable puede encajarse como un cérradd'e ‘un’ANR" para: espacios”

metrizables.

2.2 ESPECTROS, MUTACIONES Y FORMAS.

{2.2.1) Definicién. Un espectro U = {U,u} es un sistema inverso de
retractos absolutos de entornos para espacios métricos U dirigidos

por la inclusién u:U1 < U2.

Aqui se prescinde de los subindices para que el trabajo sea menos

engorroso.

(2.2.2) Definicién. Una mutacién f:U—V es una coleccién de
funciones continuas f:U—V tal que

(1) Cada V € V es el codominio de al menos una f €

(2) Si f:U—V ef y u:U1 cUel, v:iVv g V1 € V , entonces

viu:U —V_ e £f.
1 1 -
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u:U—U.

La composicién de mutaciones se def

mutacién.

(2.2.4) Definicioén. Dos espectros U y\_{son homotépicos, y se
escribe U=V , si

(5) Existen mutaciones f:U—V y g:U—V tales que gf = u y fg = v.

Por (2.1.9) y (2.1.11), cualquier espaclio métrizable X puede ser
encajado como un cerrado - en al menos un retracto absoluto
de entérnos para espacios métrizables P. Cada entorno abierto U
de X en P es un retracto absoluto de entornos para espaclos
métrizables, y la coleccion de tales entornos es el

espectro de entornos U(X,P). A continuacién se probara que salvo

homotopia, U(X,P) depende sd6lo de X, sin importar cudl espacio es

P ni el encaje de X en P.

Si U= {UA} es un espectro de entornos abiertos de X en P tal que

29



para cada U € U(X,P) .existe U

U es cofinal en U(X,P)

(2.2.5) Definicis
(1X=XsP, Y=V

(11) P,Q € ANR,

donde U & U(X,P), de 1a’

tal que

f', y estd constitulda ::po',; éﬁ?i}:ciones expandidas" de f’.
(2.2.6) Teorema. "Siempre existen las extensiories". Si

(1) X=XsP, Y=Ycaq,

(i1) P,Q € ANR,

(111} f:X——Y una funcién continua,

entonces existe una extensién £:U(X,P)—V(Y,Q) def.

Dem: Supengamos dque se cumplen (i), (ii), (1ii), y que j:Y—Q es
la inclusién. Se tiene que Jjf:¥%-—>Q es una funcidén continua de X
cerrado de P metrizable en Q € ANR. Entonces existe f’:U——Q una
extensién continua de f, con U un entorno abierto de X en P. f°’
determina una mutacién £:U(X,P)-—¥({Y,Q) que es por definicién

extensién de f. Esto concluye la demostracioén. m
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(2.2.7) . Teorem: ex ensl:jéép":

(111) £iX—0Y g
(v} £iusisy
determinadas por

Entonces gf esi‘un

Dem:

entonces fl':U’:;i ‘EA"‘M.{’W' e W.

Por la" 'definicié de" e tendra

f

L= E Ui, U s Uy P U sV

g, =& |Viv—W, v cv ‘y_'g" R W
Hay que probar que o

(@ v s £,

(b) gf, = (gf)’|U",

(c) (gf)'(U') s W,

(a) es directo, pues f'(U') € V' § V., La primera contencién es
consecuencia de la definicién de extensién y la segunda de que g
esta determinada por g'. Por lo tanto U' € f£' (V).

(b) S1i ueU, gxfl(u) = gl(f’ (u)) =g’ (£ (u)) = (gf)’' (u). Por lo
tanto g f, = (gf)’ U

(c) (gf)'(U') =g (£7(U)) sg' (V') s W,

Entonces gf es una extensién de gf determinada por (gf)'. m
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(2.2:8) Teoréma st

(1) X

"st Y—YSQ,,

'(11) P, Qe ANR

(1i1) f,g: X—)Y son funciones continuas y homotépicas, -(iv)" .8

son extensiones de f y g,

entonces f = g.

Dem: - Supongamos £- detérmina’d

g’ U-——)Q Sean f ef

una homotopia

L = (U, x {01 U x x 1)
Definimos k:L— sV asii = &% s
£ (u) si t

k:L—V:k(u,t) = {g'(u) si t 1
H(u,t) siueX, tel

nu
[=]

k es continua de L cerrado de Uo x I en V € ANR. Entonces existe
K:S—V una extensién de k, con S entorno abierto de L en U0 x I.
Por la compacidad de I existe un entorno abierto U de X en P tal
que U x I §S. Esto porque para cada x € X, x fijo existe
U v un entorno ablerto basico de (x,t) en S. La

(x,t) * (x,t)
familia '{V(x Ly t € I} es una cubierta abierta de I y tiene una

subcgbierta finita {v(x,tl)' . 'v(x,tn)}' Consideremos
U =n ‘{U(x £’ i=1,...,n} luego U x1Icss. Finalmente
=U{Ux:xex} es tal que XxIgsUxIcgcs Sea

H = E|U x I:U x I—3V. U es el igualador homotépico de f1 DA :A

pues U & Uo' | ]

(2.2.9) Teorema. Si

(1) X=XsP, Y=Ys5q,
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(11)7P,Q e “ANR >ie‘n‘en' ‘el mls;mp tipode hiémofopia,

entonces:U & V.. "

Dem: . Sean f:rxy——-‘)\', gV:Y—'>XV éonzin as
homotéplca a 1x y fg es homotopica ’a
extensiones de f y g determinadas por f’ -
respectivamente. Sabemos, que gf es extensién de gf u (la familia
de todas las inclusiones) es una extension de 1 determinada porv
1P. Por el teorema anterior gf = gf Analogamente fg = v. Por lo
tanto U= V. = :

(2.2.10) Definicién. Dos espaciosrmetrizables y

misma forma sl U(X,P) = _\L(Y,Q) En tal caso'se esc'ibe Sh X —Sh Y.

(2.2.11) Teorema. Retractos’ absolutos de

metrizables) tienen la misma forma b y si/"pertenecen al

mismo tipo de homotopia,.

Dem: Sean X, Y € ANR(u).
=) Supongamos Sh X = Sh Y. Sean U = {X, 1x}’, v =y, ly}. Entonces
U = V. Consideramos f:U—V, g:V—U tales que gf _u y fg _ v
Sean f € £ y g € g. Se probard que gf lx y fg _ 1y. Veamos, se
tiene que f:X——Y y g:Y—>X. Como gf _ u, existe U e U, 1:U—X
tal que gfi 1xi. Como el unico ANR de U es X y el Unico morfismo
de U es 1x, se tlene que 1 = lx y U = X. Entonces gflx . lxlx,

gf lx. Analogamente fg ly.
«) S1 X, Y tienen el mismo tipo de homotopia, por el teorema

(2.3.9), U(X,P) =~ ¥(Y,Q). Por lo tanto Sh X =Sh Y. =
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homomorf ismos 7.

Prescindimos aqui también de los Asubindiyées,:

Pero observamos que para 1'1. l‘z e_I: éxisten'r

3'2:1"0——>l"2 erl.

(2.3.2) Definicién. Un morfismo de tropos ¢:[——4 es pha éoléccién

de homomorfismos ¢:T——A tal que

(1) Cada A € A es el codominio de al menos una ¢ € ¢,

(2) Si p:'—b € o, 3’:1"1-—>l" er, 6:A—>A1 € A, entonces
6g¢>a':l"1——)A1 € ¢,

(3) Si ¢,9":"—A € p , existe 7:[‘1———)1" e [ tal que o7

]
‘s
?

(2.3.3) Definicién. Dos morfismos de tropos ¢:I—A , Y:I'—A son
equivalentes, y se escribe ¢ ¢y si
(4} Cuando @:I'—A€g y:r-—A ey, entonces existe

W:FI—)F € I tal que ¢7 = Y7 .

(2.3.4) Definicién. Dos tropos r ., A son equivalentes , se escribe

N S
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(5) Existen morfismos de troposg:f_—-)é y_np_é——;[‘_ taies Tque’ Yo L 2
"y g0 & , donde 3, & son los morfismos identidad de [ y A

" respectivamente.

2.4 EL TROPO. FUNDAMENTAL.

(2.4.1) Definicién.:

rudimentario.

grupo

simétrico Zd

tropos E:E—#—;Ed",, - a;un trop Arudim’gnta"rio.

(2.4.3) Definicién. Si U es un espectro de entornos abiertos
conexos de un espacio X conexo por trayectorias cofinal en U(X,P)
y %, es un punto de X , la coleccién de grupos fundamentales y

homomorfismos {m(U,x),i,}, donde los morfismos de enlace son de
la forma 1,:n(U,xo)———)n(Ul,x0), con 1:U-—->U1 la inclusién,es un

tropo fundamental 1_ru(X,x0) de X .

Si U’ es otro espectro de entornos conexos abiertos de X cofinal

en P, EU(X,XO) es equivalente a Ty (X,xo), razén por la cual

escribiremos E(X.xo) en lugar de L:U(X.xo).

Salvo equivalencia, E(X,xo) depende sélo de X, no de P, no de Xg»
ni de la forma de encajar a X en P. Justifico lo anterior. En

primer lugar se prueba que si X se encaja de la misma manera en el
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familias «{f } y {g } determin g ral orfismos de

tropos @:Etx.xo)-——@(x.xl) Lyl (,Xv;xi)%‘—)y_(xr;'xo) ‘cuyas
composiciones . son equivalentes ai la »ic’l“ent‘:klda;i» en E(X,xo) y
T_!(X,Xl). Por lo tanto, E(X,xo) y E(X.xl) son equivalentes. En
segundo lugar, supongamos'X encajado como cerrado en dos espaclos
P,Q € ANR(u). Sea f el homeomorfismo natural de la copia de X en P
a la copia de X en Q. Se probara que E(X,io) ~ ‘E(X,f(xl)). Sean
£:UX, P)—o¥(Y,Q) y £ 1:¥(Y,Q)=—U(X,P) ‘extensiones de £ y £}

respectivamente. Se cumple £-1£ 3;;'1 'vy;_t_‘g—17~ 1v Se definen

farm(Xix )—om(X, £ (x)) ¥ £} ~1t(X f(x ))———m(x %) nuevamente de

-1

la manera obvia. f, y ‘f, ~rhwcér'r~ equivalentes a mX,x) vy

r_r(x,f(xl)).
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CAPITULO 3
TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA DE REVESTIMIENTOS.
(3.1) Definicién. Un espacio topoldégico Y es gsemilocalmente

l1-conexo si cada punto y-€ Y .tiene un_ entorno U tal que si

1:U——Y es la 1nc1usién,'en£pnces ;i,:ri(U,y)—-e)n(Y,y) es trivial.

La demostracién del sig\;leqtg teorema’ puede ‘Qe'rsé" en’ Spanier.

(3.2) Teorema. Sea e:(X,xo)'—;—e(yY,')";,)f.'uﬁav pi‘oyeccién cubriente .y
sea Z un espacio conexo y localmeynte conexo por trayectorias. Una
funcién continua f: (Z,zo)——zgY,yo) tiene un levantamiento

f: (Ziz))—(X,x,) sl y s6lo si f,m(Z,2)) S e,n(X,x ). =

Dos proyeccliones cubrientes e: (X,xo)——>(Y, yo) ,
e':(X',x('))———)(Y,yo) son equivalentes si existe un homeomorfismo

h:X——X' tal que e = e’'h y ademas e,n(X,_xo) = e’ (X’ ,x;).

(3.3) Teorema. Sea Y un espaclo conexo, metrizable, localhente
conexo por trayectorias y semilocalmente 1-conexo. Existe una
correspondencia biunivoca entre los espacios cubrientes conexos
por trayectorias (X,xo) de (Y,yo) de d hojas y los subgrupos de
indice d de n(Y,yo), salvo equivalencias de espacios cubrientes de

(Y.yo) -
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liamado representacién.de n(
n(Y,yO) en Zd es transitiv
{w) e n(Y,yo) tal que ¢ [wl

representacién ¢ de n(Y,y

cada « € D existe [w] ‘e w(Y!

(3.4) Lema. Sea e:Xé%)Y un;

localmente conexo por ' trayect
U es una cublerta abiéf a
ademds la inclusién 1’"‘dé
Le:mlU,y)——n(Y,y) trivia{l,p_r

bien cublerta por e.
Dem: Consideremos y € U € U. Por el teorema (3.3) ‘ekiste para cada .
X, € e-l(y) un levantamiento fa:U———>X de la inclﬁsién 1:‘U——>Y con

£,y) = %, . La familla {f (U)} cubre bien a U. =

(3.5) Lema. Sea Y un espaclo metrizable, conexo, localmente conexo

por trayectorias y semilocalmente i-conexo. Existe una
correspondencia biunivoca entre las representaciones transitivas
de n(Y,yo) en L (salvo automorfismos internos de Zd) y los
espacios cubrientes conexos por trayectorias (X,xo) de (Y.yo) de d

hojas (salvo equlvalencias de espaclos cubrientes de (Y,yo)).

Dem: Dada una representacién transitiva ¢:n(Y,y°)—9):d

consideremos HY = {iv] € n(Y,yo): e [wl (1) = 1}. ¥ es subgrupo
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ESTA TESIS MO DEBE
COSALR - DE LA %BUMEIZ&,
y

si sélo si

. Entonces

o bl (a)
de donde ¢ (W) (&) = i
se tliene entonces que ¢ y ¥ difieren pox; un’ automorfismo internco
de L, y'para nuestros fines seran consideradas como la misma
representacién. Entonces se tiene una funcién inyectiva que asocla
a cada representaclién transitiva ¢ de n(Y.yo) en L el subgrupo H?
de n(Y,yo) de indice d. Por otra parte, si H es un subgrupo de
indice d de n(Y.yo), utilizando el teorema (3.2), existe una
proyeccién  cubriente e: (X,x1 )—-)(Y,yo) con X conexo  por
trayectorias y e,(n(X,xl) = H. Se define <pe:rr(Y,yo)——>Zd como
sigue: fpc {w]l (¢} = B si el levantamiento de w que inicia en Xo
termina en xB. ¢, es una representacién transitiva vy ¥ = n.
Entonces 1l1la correspondencia q:————>H‘p es biyectiva entre las
representaciones transitivas de n(Y,yo) en L y los subgrupos de
indice d de n(Y,yo). y en virtud del teorema (3.2), hay también
una correspondencia biyectiva entre las representaciones

transitivas de n(Y,yo) en L y los espacios cubrientes conexos por

trayectorias de d hojas de n(Y,yo). n
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(3.6) Teorema ‘(Téor,er:na _fundémenta‘l d

cubrientes).  Sea Y un'

“trayectorias 'y ‘semilocalmen

correspondencia biunivoca entr
(f,y,) de d hojas y las réﬁreééntacioqe
automorfismos internos' de L ,yb

cubrientes de (Y,yo) ).

Dem: Dada una representacién ax;bit{xfax‘fia

una relacién _ entre los elémentos

existe [w] e m(Y,y ) tal que ¢ (W] (&) =B."La relacién _“es ‘de
equivalencia y determina una particién {Dm....,Dm‘} de D. Sea Ll :

el grupo de permutaciones de los elementos de D_n vpara cada

1
1 ed1,...,k} ¢ determina 'px:"(y'yo)_—{dl que es una
representacién transitiva para cada i. Para cada ?, hay asociado
por el lema (373) un Unico espacio cubriente ex:(Xl,x‘)—)(Y,yo)
conexo por trayectorias de (Dnl) hojas. Definimos X como
X = U )(l y e:X—Y dada por e(x) = e‘(x) sl x € Xl. e es una
funcién continua y de hecho es una proyeccién cubriente,
pues por el lema (3.4) existe una cubierta abierta U bien cubierta
por cada e, Yy por lo tanto U esta bien cubierta por e. Supongamos

, sea entonces X, = X e:(X.xo)—)(Y,yo) es unlca

que leDn 1

1

salvo automorfismos y equivalencias porque asi es componente a

componente. =

(3.7) Teorema (Teorema fundamental de la teoria de
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sAinternos”

_Dem:’ Sea Y metrizable:

encajado- como cerrado ‘de’ Q.

'c_orive'xo. Qvy cualquier'a;ﬁierfé : ‘qgé cbntehga a Y es
conexo, localmente <conexo ;'Jor;; trayectorias yr'r semilocalmente
l-conexo. Sea g:E(Y.yO)———>Zi una representacién. Considérese
cualquier qp:n(V,yo)———{d € ¢. Por el teorema (3.6) existe salvo
equivalencias una unica proyeccién cubriente eO:(U.xo)—-)(V,yo)
asociada a ¢. Por (1.3.2) e, es revestimiento. Aplicando ahora

(1.0.3) se tiene que eole:(Y]:e:(Y)——)Y es proyeccién

cubriente, y de hecho revestimiento. Escribiendc € = e°|e;1(Y) y

X = e;l(Y) se tiene que €, es el revestimienta asociado a ¢.

Veremos que e(p esta bien definido. Si hacemos otra eleccién

cp':n(v’,yo)——>):d € ¢ , existen n(V",yo), 1g, 17, € E(Y.yo) tales

que pl, = i’ , . De ahi se sigue que
I T "

e le, (U"): (e " (U"),x )——(U",y ) y

R S (P " ’

eoieo (8} ).(e0 (u ),xo)—a(U ,yo) son equivalentes y por lo

tanto e(p y ew, son equivalentes. Por lo tanto la correspondencia

'] —%ewesté bien definida. De manera similar se prueba que es

uno a uno. Por otra parte, si e:(X,xo)———>(Y.y°) es un
revestimiento, por el teorema de extensidén e puede extenderse a un

revestimiento f:(U,xo)—e(Vo,yol con Vo abierto conexo de Q.
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natural = una representacién Q:E(Y,yo)———ezd %

equivalente a ew. ]
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