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INTRODUCCION

Determinar la ecuacién de un lugar qeométricol, as{
como, inversamente, determinar el lugar geométrico de una
ecuacién, es el principio fundamental de la geometria
analitica.

Mds aldn, el estudio del "Locus" o lugar geométrico ha
jugado, como veremos, un papel fundamental en la historia de
las matemiticas.

El problema de demostrar la existencia del objeto
geométrico aparece en la geometria griega como fundamento de
ésta. "Euclides utilizé construcciones en el sentido de los
tgoremas de existencia, para demostrar que algunas entidades
existen realmente."? Esto es, por medio de la construccién
se muestra y se demuestra su existencia, aunque las
construcciones en la geometria griega se restringen a
agquellas que solo pueden hacerse en una forma admisible con
regla y compas.>

Ahora Dbien, la posibilidad de definir al lugar

geométrico a partir de establecer una correspondencia entre

1 Entendemos por lugar geométrico al conjunto de puntos en
el plano que satisfacen una o mids condiciones geométricas
adas.
H. Eves; Estudio e trias, vol. I; p. 182.
3 Ver Eves; Ibid., p. 180.



curvas y ecuaciones’ con dos variables de tal forma que para
cada curva hay una determinada ecuacién Y que a cada una de
esas ecuaciones le corresponda una curva, es un método
notablemente poderoso para resolver problemas de la
geometria. Esto es, una vez que aparece la geometria
analitica como nuevo método para abordar problemas de la
geometria griega, el alcance de este métodoc se revela como
extraordinario,

Veamos con un ejemplo como es gue "...la geometria
analitica resulta ser un método notablemente fértil, tanto
para resolver problemas cono para descubrir nuevos
resultados en la qeometria."4 Asf, una vez gue se plantea
una correspondencia entre una curva y una ecuacidén, se trata
en el fondo de una correspondencia entre el 4lgebra y 1la
geometria que hace posible que resultados algebraicos
conduzcan a resultades geométricos nuevos,

"Consideremos la proposicién: las medianas de un

tri&ngulo concurren en un punto que trisecta a cada
una de ellas.

La demostracién gque se da en la mayor parte de los

textos elementales de geometr{a plana es la

siguiente:
g A

-
o

4 Eves; 1bid,, vol. II; p. 2.



Sea G.el punto de interseccién de las medianas BE y
CF del tridngulo ABC y sean M y N los puntos medios
de BG y CG, respectivamente. Tricense FE, MN, FM y
EN.

FE es paralela a BC e igual a su mitad, ya que FE
es el segmento de recta que une los puntos mediocs de
un triédngulo. En forma andloga, MN es paralelo a
BC e igual a su mitad, por lc tanto, FEHNM es un
paralelogramo.

Asi, MG=GE, NG=GF, i.e., BE y CF se cortan en un
punto G que estd a dos tercios de la distancia de
uno u otro de los vértices B y C al punto medio del
lado opuesto.

Esto es,

BE=BM+MG+CE
=3GE
ya que, M es el punto medio de.BG, luego BM=MG=GE;
andlogamente
CF=3GF.

Y como esto se cumple para una pareja de medianas
del tridngulo ABC, se concluye gue las tres medianas
concurren en un punto que trisecta a cada una de
ellas. "5

Como puede observarse, la demostracién anterior

requiere de cierta inventiva y de una gran habilidad que

S Eves; Ibid., vol. II; p. .




solo se consigue con la practica. En contraste con
anterior
"Establezcamos nuevamente la proposicién en
términos del método de la geometrfa analitica.
Sean A=(aj,ap), B=(b;,by) y C=(c,,cz) los vértices
de cualguier tri&ngule, con A, B ¥y C puntos del

plano.

Sea: G={g;,93) el punto del plano donde se
intersectan las medianas.

Ahora, habr& que recordar que la razén en la que un
punto P divide a un segmento de recta P;Pp esta dada

por

]

r="R

-

I

_°
o

donde P={(x,Y¥y), Pj1=(X1,Y1) Y P2=(X2,Y2) son puntos
del plano; de donde se deduce gue las coordenadas
del punto que corta a un segmento en una razén dada

(x.frx,_’ x+rYz) cen -1
i+ C Irr

seran

Asi, las coordenadas de D, el punto medio de BC y

por donde pasa la mediana AD seran

lo



(b,fc. , bz +Cz)
A A

luege, G trisecta a AD, asi las coordenadas de G son
(C],rb,tCI , Qat bsza.)
’ 3 3

Esto muestra que 6 es un punto que trisecta a las

tres medianas del tri&ngulo".®

Aunque este ejemplo hace resaltar la eficacia del
método analitico, es evidente y bien sabido que existe una
larga tradicién en la gecmetria plana; en la medida en 1la
que es en la geometrfa griega en donde esta Gltima no
solamente inicia, sino gque encuentra una de sus expresiones
m&s acabadas, el presente trabajo intenta mostrar algunos
aspectos detallados de la relacién entre el origen de la
geometria analitica y el pensamiento matemitico griego y que
en nuestra opinién, resultan claves para entender este
origen,

6 Eves; Ibid., vol. II; p. 6.



I. LA GEOMETRIA GRIEGA CCMO ANTECEDENTE DE LA GEOMETRIA

ANALITICA

La geometria griega. Breve historia.

"De todas las manifestaciones del genio griego ninguna
es mads impresionante y aln admirable gue aquella que se
revela en la historia de las matem&ticas griegas.wl

En el siglo VII a.c, (alrededor del 660 a.c.) inicia la
tradicién matemdtica griega con Tales de Milete. A el se
deben los teocremas de que un circulo es bisectado por
cualquier di&metro, de que los &ngulos opuestos a los lados
iguales en un tri&ngulo isésceles son iguales y de gque un
4ngulo inscrito en un semicirculo es recte, Pitdgoras y sus
discipulos, entre 1los afios 550 Yy 450 a.c. contribuyeron
decisivamente a fundamentar tanto a una teoria de ntmeros
como a la geometria, en este periodo desarrollaron los temas
que aparecen en los libros I, II, IV, VI, de Los Elementos
de Euclides., En el siglo V aparecen los llamados "tres
problemas cladsjicos", es decir, la cuadratura del circulo, 1la
duplicacién del cubo y la trisecciédn de cualquier &ngulo. La

solucién de estos tres problemas implicd en gran medida el

1 Heath, T.; A History of Greek Mathematics, Vol. I; p. 1.




desarrollo de conceptos y técnicas fundamentales para la
geometria griega; tales como el descubrimiento de curvas
mecdnicas, es decir, curvas construidas a partir de
instrumentos mecanicos sin la restriccién de gue 1la
econstruccién sea solo con el uso de regla y compis, como la
cuadratriz, la conchoide, la cisoide y otras, asi como el
estudio de las propiedades de las cbnicas, entre otros.

En- el siglo IV Eudoxo descubre la teoria de
proporciones como se expone en el libro V de Los Elementos y
propene los fundamentos del método de exhausién para medir
dreas y volumenes. Menecmo desarrolla las secciones cdnicas
y sus propiedades fundamentales; Teteto generaliza la teoria
de irracionales; se trabaja sistemiticamente la teoria de la
esfera y al final de este siglo Euclides escribe los 13
libros de Los Elementos, fijande con elle una manera de
hacer matemi&ticas que tendrd vigencia durante un periodo de
més de 2000 anos.

En el sigle IlX haciendo un uso novedeoso de la teoria
de exhausién, Arguimedes, (para muchos, el mas grande
matematico griego) encuentra el d&rea de un segmento de
pardbola, de un segmento de espiral; la superficie y el
volumen de una esfera y de un segmento de esfera; el volumen
de cualquier segmento de 1los sélidos de revolucién de
segundo grado; los centros de gravedad de un semicirculo, de
un segmento parabdliceo, de cualquier segmento de un
paraboloide de revolucién, y de cualquiera de una esfera o

de un esferoide; y una aproximacién muy exacta de pi (II),



entre otros resultados. Hacia el final del siglo Apolonioc de
Pérgamo completa la teoria geométrica de las cénicas vy
plantea problemas relatives a lugares geométricos. con
Apolonioc puede decirse que concluye el periodo de 1la

historia en el que se desarrollan los conceptos de la

matematica qrieqa.2

Distineién entre Aritmética y Geomatria en Los Elementos da

Euclides.

Al definir uno de los principios fundamentales de la
geometria analitica como la relacién reciproca entre 1la
geometria y el &lgebra, lo que se hace es usar libremente
las operaciones aritméticas para interpretar y resolver
problemas geométricos. Esto es, el aceptar la posibilidad de
hacer operaciones aritméticas con objetos (magnitudes)
geométricos -como se vers en detalle mas adelante- nos
permite establecer un nexo entre 1la geometria y la
aritmética.

En contraste con esto, para los driegos la 'geometria
es la ciencia de la magnitud y la aritmética es la ciencia
del nimero. ...estas son ciencias separadas Yy no
subordinadas, requiriendo definiciones y teoremas

por
5eparado."3

2 ver Heath, T.; Ihid,, pp. 2 ¥ 3.

Jones, Ch.; Las paradojas de 2enén y 1los primeros
fundamentos de las matemAticas, en Mathesis Vol. III, No. 1;
pP. 11.



Los - conceptos de la geometria se refieren a - las
magn;tudes’continuas, mientras que la aritmética trabaja con
los hﬁmeros enteros, Mas aun, para los griegos, numero y
magnitud se distinguen por su divisibilidad. como la
magnitud es continua, esta es infinitamente divisible. E}
nimeroc es divisible, pero finitamente, ya que cuando se
llega a la unidad el proceso de divisibilidad se detiene,
pues la unidad era considerada como el origen de los
nimeros, es decir, siendo el nGmero una coleccién de
unidades, y al no ser lo misme la unidad gue el conjunto de
unidades, el proceso de dividir concluye necesariamente. Si
la unidad fuera divisible, sus partes serian divisibles y
asi al infinito, donde entonces la unidad serla continua y
no discreta y por le tanto esto harfa al numero continuo e
indistinguible de la magnitud,

A pesar de que esta concepcién no permite las
fracciones, los griegos desarrollaron toda una teorfa de las
relaciones entre los nhiumeros, a sabe}, a las razones y
proporciones,

La restriccién al uso da fracciones sefiala claramente
la imposibilidad de relacionar a 1la geometria con la

aritmética (mucho menos con el 61gebra).4 Asf la longitud,

el &rea y el volumen po pueden ser pensados como nadmeros
asignados a una configuracién dada; son conceptos
geométricos.

4 Ver, Jones Ch.; Ibid.; pp. 8 Y 9.



- Los problemas geométricos griegos exigen la
constxvuccidén de lineas rectas o curvas, areas, volumenes, al
margen de cualquier formula algebraica y para su solucién se
consideran mas bien razones entre lineas que longitudes., Por
ejemplo la cuadratura del circulo, pide la construcclén de
un cuadrade Yy no la determinacién de un ndmere (en

particular I1).3

Aportaciones de 1a geometria griega a la geomatria

analitica.

Es importante sepalar aqui, que hay algunos aspectos de
la matemitica griega gue resultan fundamentales para e}l
desarrollo de la geometria analitica, estos son: la teoria
de proporciones, la aplicacién de &reas y la idea de lugar
geométrico junto con el estudic de las cénicas, asi como el

descubrimiento de 1las curvas mecdnicas las cuales seran

fundamentales para la solucién de "los <tres problemas

clasicos",

La teoria de proporciones fue la herramienta b&sica en
la matemitica griega tal y como el 4lgebra lo es en la
nuestra. Los aspectos bAsicos de esta teoria se encuentran
en los libros Vv y VI de Los Elementos, donde ésta se

desarrolla con relacién a la geometria y en el libro VII con

5 Ver, Boyer; The History of Analvtic Geometry, pp. 7 ¥y 8.

10
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relacidén a la aritmética, esto de acuerdo con la separacién
entre ambos temas de la cual ya hemos hablado.®

Esta tecria de proporciones se construye a partir de lo
siguiente.

La definicién fundamental del libro V es la definicié6n
5 que afirma los siguiente:

"Se dice gue las magnitudes estdn en la misma
razén, la primera a la sequnda conmo la tercera a la
cuarta, si cualesquiera multiplos iguales del
primero y el ‘tercero son juntos, mayores que,
iguales que, o menores gue cualesguiera niltiplos
iguales. del segundo y el cuarto tomados en el orden
correspondiente".”

Esta definicién para su mejor comprensién puede

interpretarse como sigue:
ma>nk  implica mec>nd
ma=nb implica mec=nd
ma<nhb implica me<nd.

Hay que seflalar que esta interpretacisén no traduce
fielmente el pensamiento matemdtico de los griegos, para
quienes esta definicién se refiere estrictamente a una
comparacién que se hace con magnitudes geométricas, donde no

caba, como ya vimes, el uso de consideraciones aritméticas.

6 c¢tr. Jones c¢h., La influencia de Aristoteles en el
fundamento de Los_ Elementos de Fuclides, en Mathesis,
yol.III No.4, pp. 377-78.

Euclides, The Elements, Vol.2, p. 114.



Coma se verd, es precisamente Sla interpretacién
aritmética de las relaciones entre magnitudes geométricas,
una interpretacién radicalmente distinta a 1la de 1los
matemdticos griegos, la que conducirid al desarrollo de la
geometria analitica.

Congruentemente con la separacién entre la geometria y
la aritmética, Euclides da una definicién de
proporcionalidad relativa a los nimeros, gue aparece en la
definicién 20 del libro VII qua dice:

Los nimeros son proporcionales cuando el primero

es el mismo miltiplo, o la misma parte, o las mismas
partes, del segunde come el tercero es del cuarto".8

Con relacién a la teoria de aplicacién de &reas, ésta
aparece desarrcllada en los libros I y II de Los Elementos,
bdsicamente se trata de una teoria en la cual los problemas
se refieren a figuras lguales en 4reas, un ejemplc de 1o
anterior es el problema de la cuadratura del cfirculo. Como
veremos mis adelante la aplicacidén de Areas resulta
relevante en el desarrollo de la geometria analitica, ya que
es posible resolver este tipo de problemas interpretéindolos
algebraicamente.

Con respecto al estudio de las cénicas, es el trabajo
de Apolonio, como ya se dijo, el que completa y sistematiza
el estudio de las mismaz. Es a partir de éste que podria

pensarse que la diferencia entre la geometria moderna y la

8 Fuclides, Ibid., p. 278,

12
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geometria antigua es m&s de método y de modo: de notacidn,

gue de contenido.

Apolonioc desarrolla de un modo muy general el estudio
de las seccliones c¢énicas, a través de seccionar (con un
plano) un cono circular oblicuo. Los nombres de elipse,
paribola e hipérbola son dados por Apolonic al introducir un
cambio significativo en 1la manera de su tratamiento.
Arquimedes define la propiedad de las cénicas en términos de
la teorfia euclidiana de proporciones; por ejemplo, 1la
pardbola tiene la propiedad de que las abscisas medidas a lo
‘largo del eje desde el vértice, son unas a otras como los
cuadrados de las ordenadas correspondientes. Apolonio en
cambio, hace uso de la idea y del lenguaje de la teoria de
aplicacién de 4reas; asi, la propiedad nominal bésica de la
parébola puede describirse por el heche de que el recténgule
formado con el parametro Yy cualquier abscisa, es igual al
cuadrado sobre la ordenada correspondiente a esa abscisa, si
la pardbola tiene a su vértice como el origen y a su eje
como linea de abscisas.

Los de elipse e hipérbola se refieren al hecho de que
en estas dos curvas los cuadrados sobre una ordenada son
menores gue, o exceden respectivamente el rectingulo formado
por la abscisa correspondiente y el pardmetro, si las curvas
tienen al vértice en el origen y al eje mayor o al eje
transverso como linea de las abscisas.

La expresién de las propiedades de las cénicas en

términos de la teoria de aplicacién de 4reas resulta



entcnces, compatible con el élgebra. éimbélica y con 'ia

14"

asociacién de curvas y ecuaciones en la geometria-analitica.’

Como veremos en el capitule IV, hay -una relacién’”

directa entre las proposiciones del tratado de las cénicas
de Apolonico y las expresiones algebraicas de estas curvas

desarrolladas por Descarcas.9

clasificacién de curvas en la geometria griega.

Los antiguos gedmetras griegos clasificaron a las
curvas en tres grupos, el primero de ellos incluye a 1los
Plugares planos'", que son UGnicamente la linea recta y el
circulo. El seqgundo grupo, el de los '"lugares s6lidos", esta
formado peor las coénicas; el nombre deriva de seccionar un
s6lido, a saber el cono. El tercer grupo incluye a 1las
curvas generadas a partir de la interseccién de diversas
lineas en movimiento, estas curvas llamadas mecéanicas,
reciben el nombre de "lugares lineales", Algunas de ellas
son la cuadratriz, la espiral, la ciscide y la concheide,
Estas curvas junto con las cénicas sirvieron para resolver
"los tres problemas clésicos". Mas adelante veremos que
Descartes eliminars la distincién entre todo tipo de curvas,
Yy a diferencia de lo que hacen los griegos, propondrs un
tratamiente general de ellas, también veremos el papel tan
importante que juegan las curvas necdnicas, para la solucién

a les tres problemas.

9 cfr., Boyer, 1bid., pp. 23-5.



II. ANTECEDENTES INMEDIATOS DE LA GECMETRIA ANALITICA.

giglos XV y XvI, el 4lgebra come una metdfora de la

geomatria. viéte el poeta.

Hacia fines del siglo XV aparecen dos libros: el libro
de Nicolds Chuquet (+ cerca 1500) Triparticiédn en la ciencia
de 1los numeros de 1484, aungue no fue publicado hasta el
ciglo XIX y el libro de Luca Pacioli (1445-1514) Summa de
arithmetica, geometria, proportioniet proportionalita,
publicado en Venecia en 1494, Estos dos libros podrian ser
considerados, en la medida en la que anticipan lineas
futuras del desarrollo de las matemdticas, come una marca
divisoria razonablemente clara entre las matemdticas
medievales y las matemdticas moderpas.!

partes sustanciales de la Triparticidén aparecen en 1520
y en 1538 en el libro Arismetique de Etienne de la Roche. El
aspecto m&s importante de la Triparticién consiste en la
tendencia hacia un &lgebra simbbdlica que permitié a los

matemiticos ir mis alld de la visualizacién geométrica y el

1 ver Boyer, Ibid., p. 54; Ball, W.W.R; A_shore Account of
the History Q{ ug hematics, pp. 205-08; Collette J.P.,
Historia de las mateméticas I, pp. 260=62.

15..
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uso de potencias. mayores que laybbﬁbiCa: :Eﬁi Cﬁuéuég~ s§

encuentran expresiones como

R?.42.p.41.p.2 . p.1.
gue seria equivalente a
ax2+ax+ax+1.2

La Summa de arithmetica continta la tendencia hacia el
simbolismo algebraico; m&s aun, inicia un movimiento que
culminard en la geometria cartesiana, a p&rcir delrincento
de resolver problemas geométricos algebraicamente,

Bajo esta perspectiva, el desarreollo de las
operaciones, la notacién y los conceptos en la aritmética y
al &lgebra, ser&n la marca distintiva de las matemiticas del
siglo XVI,J donde destacard como una de las figuras méas
importantes de este siglo Francois Viéte (1540-1603).

La contribucién de este Gltimo a la historia de 1la
geometria analitica es fundamental; las principales obras de
Viéte son In artem analyticam isagoge, Tours 1591; el
supplementum geometriae, y una coleccién de problemas
geométricos, Tours, 1593; Yy el De numerosa potestatum
rosolutione, Paris 1600, In artem contiene dos apéndices;
Loaistice Speciosa que trata de la suma y la multiplicacién
de cantldades algebraicas y de las potencias, hasta 1la
sexta, de un binemio; y el Zetetjca acerca de la solucidn de
ecuaciones. Su 1libro De aequationum rocognitione et

emenpatione fue publicado péstumamente en 1615.4

2 ver Boyer, Ibid., p. 55; Collette, Ibid., p. 261.
Ver Boyer, Ibid., pp. 56-7.
Ver Ball, Ibjd., p. 230.



La importancia de la contribucidn de Vviéte se debe mas
que a su contribucién en la notacién algebraica, al avance
en las ideas en este campo. Esto es, con &l se pasa de un
dlgebra preocupada por ecuaciones numéricas particulares
como "Cubus p.6 rebus aequalis 20" es decir, x3+6x=20 al
estudio de las propiedades de ecuaciones de la forma "A
cub.-B planum in A aequatur B planoc in 2" es decir, x3-
b2x=b?z, (AJ-BZA=BZZ). Asi, al usar vVocales para designar
las cantidades desconocidas y cohnsonantes para las
conocidas, Viéte hace posible distinguir tres tipos de
magnitudes algebraicas, a saber: numeros, parametros y
variables; junto con esto, su prédctica de usar letras como
coeficientes en los términos de wuna ecuacidén permite
construir una teoria general de las ecuaciones, esto es,
estudiar por ejemplo, la ecuacidn cubica en vez de upa
ecuacién cubica.

viéte esta consciente de la importancia de lo anterior,
al distinguir a la Jogjstica pumeresa de la Jlogistica
speciosa; esta Gltima trata de las 'especies" o de las
"formas de las cosas" a diferencia de la primera que solo
hace c4lculos numéricos. Al hablar de especies Viéte se
acerca a la idea de una variable algebraica, en particular
esto permitiria expresar relaciones entre elementos
geométricos inconmensurables, inexpresables en términos de
nimeros enteros. De hecho sus vocales Yy sus consonantes se
refieren generalmente a magnitudes geonétricas,

convirtiendolo en un autor que aplica sistemidticamente el

1?7



dlgebra para la solucién de problemas geométricos. Esto nos
podria llevar a pensar en una geometria analitica, pero al
limitarse al estudic de ecuaciones con una sola incégnita,
Viéte no estd en condiciones de construirla como la haré
Descartes. Ciertamente, la geometria analitica, como se verd
no es solo una combinacién de dlgebra y geometria.5

Un aspecto importante del trabajo de Viéte es la

aplicacién novedosa del simbolisme literal a los problemas
gepmétricos, seguida de un método mecdnicoc de cdlculo. Esto
es, la traduccién de un problema del campo de la geometrifa
al campo del &lgebra.

“Esto prepard el camino para la manipulacién libre
y la simplificacién de las expresiones algebraicas
relevantes de acuerdo a reglas algorftmicas. Donde
el problema geométrico estaba determinado, el
resultado de la simplificacién era invariablemente
una ecuacién algebraica irreducible en una
incégnita, las raices de la cual dan las magnltudes
posibles de las lineas originales desconocidas®.®

Veames un ejemplo de lo anterior,

"...dada el &rea de un recténguleo y la raz2én de sus
lados, encontrar los lados del rectdngulo. viéte
toma el A4rea como B planum (Bz) Yy la razén de los
lades como S a R (S/R}). Sea el lado mayor A.

Entonces S es a R como A es a (R veces A)/S, por lo

: Ver Boyer, Ibid,, pp. 59-61.
Boyer, Ikid., p. 62.
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tanto el lado menor serid (R veces A)/S. Come B
planum .es igual (R veces A al cuadrado)/$s
multiplicando por S, se obtiene la ecuacién final
veces A al cuadrado igual a 5 veces B. Da esta forma

la construccién geométrica de A es facilmente

indicada."?

Hay que hacer notar que si bien esta aproximacién
algebraica clertamente posibilita la construccidn geométrica
de las raices de las ecuaciones planteadas por un problema
geométrico, no se propone resolver el problema bisico de la
geometrfa analitica, es decir, el problerma de los lugares
geométricos, la solucién de este problema tal come lo hace
Descartes, requerird de algo m&s que una aplicacién del
algebra a la geometria, necesita de una geometria
coordenada.

En 1593 en el supplementum geonetriae Viéte apunta que
la representacién geométrica de las ralces de una ecuacién
cGbica o bicuadrdtica irreductible es equivalente a la
triseceiédn del d&ngulo o 1la duplicacién del cubo. Para
resolver estos problemas propone una extensién de los
postulados Euclidianes que permita la construcciédn de curvas
mecanicas ( conchoide, cisoide etc.).

El trabajo de Descartes, al ser basicamente un intento

para extender la sistematizacién algebraica a curvas de

7 cfr., Boyer, Ibid,, nota 15, p. 62; La idea basica se
explica a partir del siguiente razonamiento. Sea A gl lado
mayor, sea e]2 lado menor; luego A/X=5/R asi{ B“=RA“/S por
lo tanto SB“= .



grado superior, también propone liberalizar los. postulades
Euclidianos y se ve obligado a encontrar nuevas: curvas para
poder efectuar las construcciones requeridas, siendo esto lo
que lo conduce a la geometria analitica.®

Con respecto a Viéte, Descartes afirma en una carta
enviada a Mersenne en 1637 "...comienzo las reglas de mi
Algebra con lo que Viéte escribié al final de su libro, De
emendatione aequationum...Asi, empiezo donde el termina."?

Hacia fines del siglo XVI se profundiza la tendencla a
una mayor simbolizacién del 4lgebra, asi como a 1la
construccion de soluciones geométricas para problemas de la
aritmética y del &lgebra; junto con esto hay que apuntar un
renovado interés por las obras de Apolonio, como lo
ejemplificardn los intentos de restituir distintas partes de
sus tratados perdidos, lo que sefala un resurgimiente
notable de la geometrfa que se extender& hasta principies

del siglo XvII.:O
Fermat y Descartes.

Tradicionalmente se ha considerado al sigle XVII como
el siglo en el gque aparecen los principios de la geometria
analitica. La invencién de esta nueva rama de las
matemdticas se debe fundamentalmente a Pierre de Fermat
{1601-1665) Yy a Rene Descartes (1596-1650), quienes
8 ver, Boyer, lbid., p. 64.

Descartes R, The Geometry, nota 18, p. 10.
Ver, Boyer, Ibid., pp. 66-71.
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independientemente uno del otre llegan a ‘resultados que
permitirdn el desarrollo de ésta.

"...la geometria analitica elemental -como se
ensefia hoy- cubre dusualmente cuatro temas
principales en el plano cartesiano: la derivacién
de formulas de puntos, lineas, 4&ngules y Areas
junto con la aplicaciétn de estas a problemas y
teoremas; la graficacién de curvas; la deducecién
de ecuaciones de lugares geométricos; y el estudio
de las propledades de curvas, especialmente de
ecuaciones lineales y cuadraticas. De estos temas
Descartes hizo énfasis en el tercero y consideré
brevemente algunos aspectos del Gltime; Fermat
enfatizé el Gltimo y resolvié algunos problemas
relacionados con el tercero. El segundc tema no se
desarrollé sino hasta principios del siglo XVIII y
el primer tema hasta el fin de éste.wil
En el caso de Faermat tenemos la particularidad de que

égste publicd en raras ocasiones sus descubrimientos, cuando
lo hacia, aparecfan como apéndices a escritos de otros
autores. En la medida en la que realizaba su trabajo para
entretenerse (hay que recordar gque era abogado), sus
resultados maAs bellos aparecen en los mArgenes de diversos
libros. Mantuvo correspondencia con numerosos cientificos de
su época y tuvo una gran reputacion como matematico. Después
de su muerte se publican sus principales escritos en 1679

1 Boyer, ibkid., p. 102.
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bajo el titulo de Varia opera mathematica cuarentaidcs afios
después de la publicacién de La geometria de Descartes, *2
Para esta é&poca los desarrollos en este campo habian ya
superado los resultades de Fermat y la publicacién de ellos
fue bisicamente de interés histérico. Por lo anterior
resulta dificil determinar la extensidén de su influencia
para el avance de la geometria analitica.l3
La Gnica obra de Fermat sobre geometria analitica es Aq
locos planos et sdlidos isagoge, una obra breve gue trata de
la linea, el circulo y las secciones cénicas, Esta obra
comienza con lo que para Boyer constituye una formulacién
clara del principio fundamental de la geometrfia analitica,
asi como la introduccién de la idea de variable algebraica:
"'Siempre que en una ecuacién final se nan encontrado
dos cantidades desconocidas, tenemos un locus (lugar
geométrico), y el punto extremo de una de estas
cantidades describe una linea recta o una linea
curva, »14
Esto permite a Fermat hacer un procedimiento inverso

con relacion al tratamiento que habian hecho los griegos de

12 yer, J.p. collette, Ibid., vol. II, p. 22,
1: Ver, Boyer, Ibid., p. 82.
Boyer, Ibid., p. 75; J.P. Collette, Ibid,, p. 23.
Esta af%rmacion de FeFmat deba interpretarse como sigue:
5 ¢

A 3 S
En este caso las A juegan el papel de "abscisas', y para
cada 'ordenada" se construye el segmento correspondiente en
&ngulo recto con la linea {recta) de las abscisas, donde los
extremos {libres} describen al lugayr geométrico.
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algunos problemas de lugar geométrico, con el cual la curva
era primero, luego se le afadian algunas lineas que cumplian
el papel de 'ejes coordenados", para al final dar una
descripcidn verbal (retérica) de las propledades geométricas
de la curva. E1l procedimiento de Fermat empieza con una
ecuacién algebraica utilizando la terminologia de Viéte,
para demostrar que puede ser pensada como un lugar
geométrico -una curva~ con respecto a un "sistema
coordenado” .

Antes de Fermat y Descartes no se consideraba el hecho
de que en general, una ecuacién algebralca con dos
incégnitas determina una curva geométrica Unica.

"El reconocimiento de este principio, junte con su

use como un procedimiento algoritmico formalizado,
¢onstituyd la contribucién decisiva de estos dos
hombres ., #1$

Para ilustrar le anterior daremos el siguiente ejemplo:

"Fermat empieza con una ecuacién lineal: D in A

aequatur B in E eqguivalente a dx=by, donde d y b son

constantes dadas.

15 poyer, Ibid., p. 7.



De la proposicién B es a D como A es a E, se puede
ver gue el lugar geométrico del punto en cuestidn

(punto I en la figura) es la linea NI.n16

Esto es, partiendo de una recta NZM donde N es fijo,
toma NZ como la cantidad desconocida A y el segmento 2I
aplicado sobre la recta con un &ngulo N2I, como igual a la
otra cantidad desconocida E. Cuando DA=BE donde D y B son
constantes, el punto I describird un 1lugar geométrico
representado por la semirrecta N1, 17

Sefialamos agul, simplemente, que Fermat extiende seste
método al estudio de las cénicas.

En el caso de Descartes, sus iqeas en torno de la
geometria analitica, se desarrollan en direccién de dar un
significado geométrico a la solucién de ecuaciones
algebraicas. La construccién geométrica de las raices de
ecuaciones determinadas, fue una de las preocupaciones
principales de Viéte y Descartes, por lo dem&s, este Ultimo
retoma explicitamente este propésitoc. Asi, se plantea
b&sicamente -la construccién de problemas en geometria a
través de la solucién algebraica de ecuaciones. Aunque el
procedimiento era predominantemente algebraico, el
significado es puramente geométrico.

"La intencién de Descartes era la de Viéte y la de

los ge6metras de la antigiedad clédsica; el método

era esencialmente nuevo en tanto que hace uso de la

lg Boyer, Ibid., p. 76.
17 cfr. 3.P. collette, Ibid., p. 25.
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representacién gréafica de ecuaciones

indeterminadas." 8

El trabajo matemdtico de Descartes aparece en La
geometria, publicado en 1637 como un apéndice del conocide
Discurso del método.

La obra esté dividida en tres libros; los primeros dos
tratan de la geometria analitica y el tercero incluye un
andlisls del &lgebra de la é&poca, hay que sefalar que el
&dlgebra que aparece en la obra es ya simbélica.
Pricticamente, la uUnica diferencia del 4&lgebra que usa
Descartes con la actual es el simbolo de igualdad (usa el
simbolo por =),

El primer libro comienza con una explicacién de los
principios de la geometrifa analitica y contiene la discusién
del "problema de Pappus"; fue en el Intento de resclverlo
gue Descartes (como veremes) descubre las bases de ésta.

Asimismo, en el 1libro dos resuelve (comc también
veremos) el problema de Pappus a partir del método analitico
por &1 propuesto y ofrece una reclasificacién de curvas. En
este libro es de interés el tratamiento gque da a las
tangentes a curvas.

En el 1libro tres propone la solucién grafica de
ecuaciones mayores que el segundo grado, en particular las
ciibicas y las culdrticas. Este libro es el mds sistemdtico,

“"...pero no es gecmetrfa analitica en el sentido

estricto del término, es un curso elemental en la

18 poyer, Ibid., p. 83.
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teoria de ecuaciones, escrito en un lenguaje y una
notacién casi idéntica con la de los libros de texto
modernos, #19

En el capitulo siguiente abordaremos con mas detalle el

método matemidtico cartesiano.

19 poyer, Ibid., p. 96.



III. LA GEOMETRIA DE DESCARTES. OPERACIONES ARITMETICAS, DE
LA GEOMETRIA AL ALGEBRA.

El proyecto geométrico de Descartes,

Para Descartes,

“Todo problema de la geometria puede ser facilmente
reducide a términos tales que el conocimiento de las
longitudes de ciertas lineas rectas es suficiente
para su construccién.n!

Este es, propeone imaginar a la linea recta como un
objeto susceptible de ser manipulado en términcs de su
magnitud.

Asi, es posible hacer operaciones aritméticas; sumar,
restar, multiplicar, dividir y extraer raices con la linea
recta sin trasgredir el concepto geométrico; ya gue pensar a
la linea recta como un naimero, permite entonces hacer un uso
libre de las operaciones aritméticas, obteniendo nuevas
lineas rectas. Es decir, si se hacen operaclones con las

1ineas lo que se obtiene son nuevas lineas y no otra cosa.?

1 Descartes, Ibid,, p. 2.
Ver Descartes, 1bid., p. 2-3.
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Para hacer lo anterior propone asignarle una letra a
cada linea gue pueda ser trazada.

", ..para sumar las lineas BD y GH, llamo a una a y

a la otra b y escribe a+b. Entonces a=-b indicara que
b se sustrae de a; ab que a esta multiplicada por b}
a/b que a esta dividido por b; aa ¢ a? que a esta
multiplicada por si misma; a’ gque éste daltime
resultado estd multiplicado por é, Yy asi
indefinidamente."?

Similarmente esto se haria para la extraccién de raices
ya sean cuadradas, cObicas etc., por ejemplo, si se quiere
extraer la rafz cuadrada de la suma de dos lineas designadas
por a y b se escribe a+b. 4

En esta perspectiva resulta claro ver el sentido

geométrico de sumar BD y GH, Vya que si tenemos

& R a .4
segmentos de recta, se puede entonces hacer
D
o G H

agsi, si BD=a y GH=b se tiene que BH sera a+b. Andlogamente
para la sustraceién.

Ahora bien, en el caso de la multiplicacién, divisién y
extracciébn de raices, la aplicacidén de éste principio
implica, como se ver&, un uso y una concepcién distintos a

los de la tradicién geométrica griega.

3 pescartes, Ibid., p. 5.
4 ver Descartes, 1Ib ; p. 5.
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Multiplicacién, divisiéﬁ Y raices. Proposiciones en

Euclides, operaciones en Descartes.

El sentido geométrico que Descartes dio a la
multiplicacién, divisién y extraccién de ralices cuadradas
conforma, ciertamente, un nuevo punto de vista con relacién
a la geometria griega.

En el caso de la multiplicacién, Descartes iguala este
concepto al problema de habiende tomade

*.,..una lfnea a la cual 1llamare unidad para
relacionarla tan cercamente como sea posible a los
nameros, ¥y la cual en general puede ser escogida
arbitrariamente, y habiendo dado otras dos lineas,
encontrar una cuarta linea que serd a una de las
1ineas dadas, como la otra a la unidad."3

Esto es, considerando la siguiente figura

5 Descartes, Ibjid., p. 2.



Descartes afirma que si AB se toma como unidad y se gquiere
multiplicar BD por BC entonces BE=BD BC, con DE paralela a
Ac.S

Cabe aclarar que no demuestra’ esta afirmacién (ni,}as
siguientes); veamos la siguiente demostracién: )
Proposicién 1. (EBuclides, libro VI, prop. 12)

"Dadas tres lineas rectas, encontrar una cqagéa

proporcional,

Sean A, B, C, las tresrrineas dadas, enc&nceé, sa
requlere encontrar una cuarta proporcional a A; B, ¥
c.

Sean DE, DF dos 1lineas rectas tales que formen
cualquier &ngulc EDF; sea DG igual a A, GE igual a B
y DH igual a €; dnanse G y H; trdcese EF paralela a
GH. (I.31).

Como GH es paralela a EF, que es uno de los lados
del tridngulo DEF, por 1lo tanto DG es a GE como DH
es a HF, (VI.2}. Esto es, A es a B como C es a HF.

3 Ver Descartes, Ibid,, p.

5.
Descartes deja las demostraciones al lector. Ver
Descartes, Ibid., libro I passim.
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Por lo tante se encontrd la cuarta proporcional-HF
a las lineas rectas dadas A, B, y C, Q.E.D."8
Proposicién 2.
Sean AB, BD y BC tres lineas dadas,.con AB=1. Entonces
BD BC=BE con DE paralela a CA.

Demostracién:

(<] A D

Por la proposicién 1. tenemos que
BA/AD=BC/CE pero,
AD=BD-BA y
CE=BE-BC entonces
BA/(BD-BA)=BC/ (BE-BC) asfi,
BA (BE=-BC) =BC (BD=-BA) pero,
BA=1 entonces,
BE~BC=(BC) (BD) ~BC luego,
BE=(BC) (BD) .

Notemos que esta demostracién y por lo tanto la
afirmacién de Descartes acerca de la multiplicacién
parecerfan posibles sélo a partir de la proposicién de
Euclides interpretada de una manera distipnta. Esto es, la

8 Euclides, Ibigd., vol.2, p. 215.




a2

proposicién euclidiana es sacada de su contexto original, y
al ser reinterpretada en términos del principic original de
Descartes (sustituir a las rectas por sus longitudes vy
asignarles letras) permite pensar a la multiplicacién de dos
magnitudes geométricas como una nueva nagnitud (otra recta)
en vez de un &rea, como concebian los griegos, es decir,
para el pensamiento geométrico griego, hablar de (BC)(BD) es
interpretado como el &rea del recténgulo de lados BC y BD,
asi como (AB) (AB) serd el &rea de un cuadrado de lado AB, de
tal manera que la proposicidén de Descartes constituye una
forma radicalmente distinta de concebir lo geométrico.

Al dar Descartes una herramienta distinta para la
interpretacién de lo geométrico, esto es, al concebir a la
linea recta en términos de su longitud vy no en términos de
magnitud comc es el caso en los griegos, le gue se obtiene
es el poder interpretar a la mnultiplicacién de dos o més
lineas rectas como una linea recta mds, a diferencia de los
griegos que interpretarfan ésta, si fuera el caso, como el
d4rea o volumen que conforman estas lineas; m&s atn, para
Descartes expresiones como 52, aJ, etc., significan sélo

lineas, de tal manera gue pueden ser usados como términos

algebraices.?

En el caso de la divisién, dice:

9 ver pescartes, Ibid., p. 5.



"si se requlere dxvidir BE- por BD, se unen E y D'y

DE,‘ent:onces BC es el

resulcado de la d).visibn."m.,f

Como puede verse claramente, Descartes considera a 1la
divisién de dos lineas rectas como la operacién inversa de
la multiplicacién, donde ésta tiene el sentido geométrico
antes descrito. Con esto, al dividir dos lineas rectas lo
que se obtiene es una nueva linea recta que puedae ser
expresada como la longitud de ella, a diferencia de lo que
sucede, de nueva cuenta, en la geometria griega, donde esto
es pensado como una comparacién entre rectas en términos de
razones y proporciones.

Ahora, para el caso de la extraccién de rafz cuadrada,
Descartes aplicara su principio basico a la propesicién
euclidiana:

Proposicién 3. (Euclides, libro VI, prop. 13)
“"pDadas dos 1lineas rectas encontrar una media

proporcional.

10 Descartes, Ibid., p. 5.
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Sean AB, BC las dos lineas rectas dadas; entonces
se requiere encontrar una media proporcional a AB,
BC.

Sean estas lineas rectas colocadas en una linea
recta y describase el semicirculo ADC sobre AC;
trdcese BD perpendicular a AC y dnase AD y DC.

Como el &ngulo ADC es un 4ngulo inscrito en un
semicirculo , es recto. ([III-31} Y como en el
tridngulo recténgule ADC, DB se trazd en 4&ngulo
recto a ,la base, por lo tanto DB es la media
proporcional entre los segnmentos de la base AB y BC,
(VI-8 porisma)

Por lo tanto se ha encontrado la media proporcional

DB a las lineas rectas dadas AB y BC. Q.E.D."11

Ahora bien, considerando la siguiente figura,

11 pyciides, Ibid., vol. 2, p. 216.
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F [2) K H

Descartes afirma gue:

"si se quiere la rafz cuadrada de GH, afado a lo
largo de la misma linea recta FG que es la unidad, y
divido a FH en dos partes iguales en K, con centre
en K trazo el semicircule F1lH, y dibujo una
perpendicular por G hasta I, entonces Gl es la rafz
requerida."12
Veamos la siguiente demostraciaén:

Proposicién 4.
Basdndonos en la figura anterior, tenemcs que
FG/GI=GI/GH (1)

asi{, haciendo usoc del principio de Descartes podemos

escribir (1) como sigue

(FG) (GH)=(GI) (GI) pero,
FG=1 entonces,
GH=G12 por le tanto,
¢I1=JGH' .

Puede verse, de nueve, como la identificacién que hace
de las magnitudes geométricas con los numeros le permite, en

este caso, hablar de la rafz de una magnitud en general.

12 pescartes, Ibid., p. 5.



Comparese esto con los conhceptos griegos de media
proporcional de dos magnitudes o el de conmensurabilidad en
cuadrade, esto es, por ejemplo, con la imposibilidad de
hablar de \rg' como ndmero, Yy si con la posibilidad, en
cambio, de concebirlo geométricamente como el lado de un
cuadrado de area 5, al cual siempre es posible construlr.13

Hasta aqui, 1o que ha hecho Descartes es proponer, a
partir de su principio, las bases de lo que serd su método
geométrico. Es decir, propone a estas operaciones como
principios fundamentales para resolver problemas de 1la
geometria, en particular, como veremos, al "problema de
Pappus'.

Con esto, pasa a mnostrar como es que un problema
geométrico puede ser entendido como un problema algebraico.
Para lo cual Descartes dice:

"si, entonces gueremos resolver cualquier problenma,

debe considerarse en principio como ya resuelto y
deben darse nombres a todas las lineas gue parezcan
necesarias para su construccién, tanto a las gue son
desconocidas como a las gue se conocen. Entonces,

sin hacer distincién entre las lineas conocidas y

13 Ver 2Zsabd, Arpad; The Beginnipngs of Greek Geometry, parte
1, pp. 33-99; Euclides II-14, Construir un cuadrado igual a
una figura rectilinea dada. (Euclides, Ibjd., vol.l p. 409).
Esta proposicién es equivalente a la VI-13. En este caso
resulta evidente que puede tomarse como figura rectilinea
dada a un rectdngulo de lados 1 y 5, por lo tanto de area 5;
el cuadrado construido igual en 4rea a este recténgulo
tendrd area 5, con lo cual se habra construido una magnitud
geométrica gue podrfa ser identificada con y5', pero que en
realidad para los griegos sélo tiene sentido comoc el lado de
un cuadrado de &rea 5.
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desconocidas unc debe descifrar la dificultad de tal

manera gque muestre mis naturalmente el modo en que

ellas dependen mutuamente, hasta gque sea posible

expresar a una misma cantidad de dos formas: esto se

nombra una ecuacion, pues los términos de una de

estas dos expresiones son iguales a los de la

otra,nld

Una vez planteado esto, se limita a explicar, grosso

modo, como habria que relacionar las lineas desconocidas con
las lineas conocidas (siendo para Descartes "las lineas",
cantidades). Esto es, habrd que relacionarlas de tal forma
que las desconocidas puedan quedar determinadas por aquellas
que son conocidas, o si el problema resulta ser més
complicado gque algin otro problema (supongdmoslo resuelto
antes) y el cual esta inmplicito en nuestro problema,
entonces habrd que deterninar las lineas (cantidades)
desconocidas en términes de las lineas (cantidades) del
problema que nos resulta familiar, Obteniendo asi, tantas
ecuaciones como lineas desconocidas involucre el problema.
Habiendo hecho esto, lo que resta es resolver Ilas
ecuaciones, esto es, el problema geométrico se ha reducido a
un problema algebraico.

Antes de continuar con Descartes, cabe agui hacer hotar
que este mnéLodo propuesto por Descartes coincide en 1lo
esencial con la definicién que da Pappus en el libro 7 de La

Coleccidn. Dice Pappus:

14 Descartes, Ibjd,, pp. 6-9.
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“El ap&lisis toma lo que se busca como si estuviera
admitido y pasa de ello a través de sus
consecuencias sucesivas a algo gue se admite como
resultado de la sintesis": pues en el anilisis
asumimos a lo gque se busca como si ya estuviera
resuelto, y nos preguntanos qué es agquello de 1o que
ésto resulta, y de nuevo cuél es la causa
antecedente de ésto udltime, y asf sucesivamente,
hasta que retrayendo asi nuestros pasos llegamos a
algo ya conocido o que pertenece a la clase de los
primeros principios; a tal pétodo lo llamamos
anélisis, siendo una solucidén hacia atras, w15

Sin embarge, es precisamente la incorporacién de 1o

algebraico a la solucién analitica de un problema geométrico
junte con, como se verd, un sistema coordenade lo que
permite pensar a la proposicién de Descartes como el método
de la geometria analitica en términos en los que la pensamos
hoy en dia.l16

Retomando a Descartes, éste concluye como sigue:

“Asi, todas las cantidades desconocidas pueden ser

expresadas en términos de una sola cantidad, siempre

15 Pappus citado por Heath, Ibjid., vol. II, p. 400, * por
sintesis hay que entender el proceso inverso. "...tomamos
como ya resuelto agquello a lo que se llega al final del
andlisis Y. arreglando en su orden natural, como
consecuencias lo que anptes eran antecedentes, Yy
conectandolos sucesivamente uncs con otros, finalmente
llegamos a la construccién de los que se buscaba, y a esto
}g llamamos sintesis. Pappus, Ibid.,, p. <400.

Ya Viéte aplica 1la palabra analisis a su 4lgebra
geométrica. A la que consideraba como una nueva forma de
anilisis matemitico. Ver Boyer, Ibid., p. 65.
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que el problema pueda ser construldo por medio de
lineas rectas y circulos, o por las secciones
cénicas, o inclusec por algunas otras curvas de grado
no mayor que de tercero o cuarto."l?

con respecto a la meheidn a 'otras curvas" en la cita
anterior, hablaremos mis adelante.

Descartes no se detiene a dar mAs explicacién al
respectc, mejor dicho, no da ningtin ejemplo para mostrar la
eficacia de su método; propone el lector que sea &1 el que
lo haga. Daremos un ejemplco de comno puede hacerse esto:
Proposicién 5. (Euclides, libro II, prop. 11)

"Dividir una linea recta dada de tal forma gue el

rectdngulo contenido por el todo (la linea dada) y
uno de los segmentos (obtenidos} sea igual al

cuadrado en el segmento restante.

F o
A B 3
e/

c R

Sea AB la linea dada; se requiere dividir AB de tal

forma gue el rectdngulo contenlde por el todo y unho

17 pescartes, lbid., p. 10.
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de los segmentos sea igual al cuadrado del segmento
restante.

Sea ABDC el cuadrado descrito en AB; (I.46) sea AC
bisectada en el punto E, y unase BE; sea CA
prolongada hasta F, y sea EF igual a BE. Sea el
cuadrado FH descrito en AF, y sea GCH prolongada
hasta K.

Digo que AB ha sido cortada en H, haciendo que el
recténgulo contenido por AB,BH sea igual al cuadrado
contenido en AH.

Como AC ha sido bisectada en E, y FA se le afadis,
el rectédngulo contenido por CF,FA junto con el
cuadrado en AE es igual al cuadrado en EF. (II.6)

Pero EF es jgual a EB; por lo tanto el rectédngulo
CF,FA junto con el cuadrade en AE es igual al
cuadrade en EB.

Pero los cuadrados BA y AE son lguales al cuadrade
en EB, ya que el dngulo en A es recto. ([I.47)

Por 1lo tanto el rectdngulo CF,FA Jjunto con el
cuadrado en AE es igual a los cuadrados en BA y AE.

Sea el cuadrado en AE substrafde de cada uno; por
lo tanto el rectdngulo CF,FA que resultd es igual al
cuadrado en AB.

El rectdngulo CF,FA es FK, pero AF es igual a FG; y
el cuadrado AB es igual a AD; por lo tanto FK es

igual Ab.
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Sea AK substraido de cada uno; por lo tanto FH es
igual a HD. ¥ HD es el recténgulc AB,BH; por AS
igual a BD; y FH es el cuadrade AH; por lo tahto el
rectédngulo contenido por AB,BH es igual al cuadrado
en HA.

Por lo tanto la linea dada AB ha sido cortada en H
haciendo el rectingulo contenido por AB,BH igual al
cuadrade en HA. Q.D.Ev18
Ahora bien, procedamos a resolver este problema por

medio del método que propone Descartes.
Proposicién 6.

Supongames el problema resuelto. i.e.

F “““‘]6
A .8

€ ”//”/

c [

El rectdngulc contenido en AB,BH es igual al cuadrado
en AH. Esto es,
AB. BH=ANZ
ya que para Descartes esta expresién tiene sentido.
Ahera,
Sea AB=a (conocida)

AH=x (desconocida)
18 puciides, Ibid., vol. 1, p. 402.




HB=a-x - (se puede determinar)
asi ‘como, AB BH=aH? entonces

a(a-x)=x?

x2+ax-al=0,

obteniendo asi, una ecuacién cuadritica. Reseolviendo ésta,
tenemos gque:
x=(-a a{5)/2 ast,
a3 -1z 19

En otras palabras el problema se reduce a, dado el
segmento AB, dividirlo en un punte H, de tal forma que
AB HB=AH2, donde, una vez obtenida la raiz de la ecuacién lo
que resta es construirla, ya que, como se vera, para
Descartes la construccién de ésta, es necesaria para poder
concluir la solucién del problema.

Ahora, lo que Descartes se propone es mostrar como se
encuentran geométricamente, o, como se construyen las raices
o raiz de una ecuacién cuadratica, esto es, como ya se
menciond, una vez que 21 problema geométrico es reducido a
un problema algebraico y por lo tanto a la solucién de
ecuaciones cuadrdticas, lo que falta es encontrar las raices
o raiz de la ecuacién en términos geométrices, es decir,
construirlas.

dice:

Propesicién 7.

".,.si{ tengo zl=az+b?,

19 s.p.g. se tomé la raiz positiva, ya gue, como se vera mis
adelante, cuando hay dos raices Descartes toma siempre 1la
positiva,
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AN

[ H

construyo un tridngulc rectdngulc NML, donde el lado
LM es igual a b, la raliz cuadrada de la cantidad
conocida bz, y el otro lado LN, igual a a/2, i.e.,
fgual a la otra cantidad conocida gue est4
multiplicande a z, gque sSe supone la iinea
desconocida.

Ahora, prolongo MN la base® de este triadngulo
recténgulo hasta O, de tal forma que HO sea igual a
NL; toda la linea OM es 2, la linea requerida. Y
ésta se expresa de la siguiente forma:

z=as2+\(1/4) al+be 020

Demostracién:
Tenemos que LM=b,
LN=ays2,
OMez,
pero, OM=ON+NM,
y por construccién ON=a/2

nM=J/NLZ+Lu?

20 Descartes,_Ibhid., p. 13. * pescartes dice base MN, ya que
as{ era nombrada comunmente en la época, la hipotenusa. Cfr.
Descartes, nota 22, p. 13.




44

asi, ntt=\71/4)a2vb2 |

por lo tanto, zma/z+v7i);;;§;ﬁz‘.

Veamos que esto se cumple algebfaicamente, es decir,

si tenemos z2-az+b2=0, entonces,
z=(at v‘;{;;n;; 172,
tomando a z con signo positivo tenemos que:
zeas24174)alb2.
Por otro parte, comparando de nueve a Descartes con
Buclides encontranmos que:
Proposicidén 8, (Euclides, libro IlI, preop. 36)

"Si un punto es tomado fuera de un circuloc y a
partir de el dos lineas rectas caen sobre el
circulo, y si una de ellas corta al circulo y al
otra lo toca, el rectidngulo contenido por el tode de
la linea recta que 1o corta y la linea recta
interceptada afuera por &1 (circule), entre el punto
y la circunferencia convexa, seri igual al cuadrado

sobre la tangente.

G
D
Sea D un punte tomado fuera del circulo ABC, y de D
sean las dos rectas DCA y DB gue caen en el circulo
ABC; sea DCA la que corta al circulo ABC y sea DB la

que lo toca.



Digo que el rectdngulo contenido por AD y. DC es
igual al cuadrado en DB.

DCA © pasa por le centre o no pasa por el centro.
Primero dejemos gue pase por le centro, y sea F el
centro del circule ABC; Unase FB; por le tanto el
&ngulo FBD es recto. (III.13}

¥ como AC ha sido bisectada en F y €D es afadido a
ella, el rectangulo ADP,DC junto con el cuadrado en
FC es igual al cuadrado en FD., [II.6])

Pero FC es igual a FB; por lo tanto el recténgulo
en AD,DC junte con el cuadrado FB es igual al
cuadrado FD. Y los cuadrado en FB,BD son iguales al
cuadrado en FD. {I.47] Por lo tanto el rectdngulo
AD,DC junto con el cuadrado en FB es igual a les
cuadrade en FB,BD.

Sea el cuadrado en FB sustraido de cada uno; por lo
tanto el rectangulo AD,DC que resta es igual al

cuadrado en la tangente DB.

Ahora, sea DCA que no pase por el centro del

circulo ABC; sea E el centro y de E tré&cese EF
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perpendicular a AC; nnansq EB, EC, ED. Entonces el
vangulo EBD es recto., [III.18] Y come la linea recta
EF que pasa por el centro corta a la linea recta AC
que no pasa por el centro en Adnguleo recto, y también
la bisecta; (III.3) por lo tanto AF es igual a Fc,

Ahora, como la linea recta ha sido bisectada en el
punte F, y se la andadid CD, el rectingulo contenide
por AD,DC junto con el cuadrado en FC es igual al
cuadrado en FD. [I1.6)

Afddase el cuadrado FE a cada uno; por lo tanto el
rectdngulo AD,DC junto con los cuadrades en CF, FE
es igual a los cuadrados en FD, FE. Pero el cuadrado
en EC es igual a los cuadrados en CF, FE, por el
dngulo recto EFC; (1.47)] y el cuadrado en ED es
igual a los cuadrados en DF, FE; por lo tanto el
rectdnguleo AD,DC junto con el cuadrado en EC es
igual al cuadrado en en ED. ¥ EC es lgual a EB; por
lo tanto el rectdngulo en AD, DC junto con el
cuadrado en EB es igual al cuadrado en ED. Pero los
cuadrados en EB, BD son iguales al cuadrado en ED,
por el é&ngulo recto EBD} [I.47) por lo tanto el
rectingulo AD,DC junto con el cuadrado en EB es
igual a los cuadrades en EB, BD.

Sustraer el cuadrado en EB de cada uno; por lo tanto
el rectidngulo en AD, DC que resta, es igual al

cuadrado en DB. Q.E.D.#21

21 Euclides, Ibid., vol. 2, pp. 73-4.
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Ahora bien,
Proposicién 9.

Por la proposicién 8 y la'figﬁré gue Descartes propone

tenemos que:

OM: PH=LM2 ,

dando los mismos valores que Descartes da a estas lineas,

tenemos ehtonces gue:l

LM=b
y =i, OM=2z
come PM=0OM=0P
donde, OP=20N=2LN=a
entonces, PM=z-a
y asi, z(z-a)sb?
z?=az+p?
donde, z=a/2+¢??7;;;§:;}1=ou.

Descartes continda con el sigulente ejemplo:
“Pero si tengo y?=-ay+b?, donde y es la cantidad de
la cual se desea el valor, construyo el mismo

tridngulo recténgulo NLM, y sobre la bhase MN trazo
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NP igual a NL y el resto PM el la. raiz deseada. Asi/

y=-ay2+Ji1/4)a2 402,

y de la misma manera, si tengo x4=-ax2+b2, ﬁmrsera

tenemos que:

x? y tendremos que:

/ -_m_“—_-“_mui
xagtasz+ 1/ 4)aZtb?,
Yy asi para otros casos.

Finalmente, si tenenos 22=az-b2, hago NL igual a
a/2 y LM igual a b como antes; entonces en lugar de
unir los puntes M y H, trazo MQR paralela a LN y con
centre en N describo el clrculo‘ a través de L
cortando MQR en los puntos Q@ y R; entonces 2z, la

linea buscada es MQ o MR.

N

7

B z
3 o~ P

-

Para este caso puede. ser expresada de dos formas:
z=as2+ f(1/4) 8262

y znay2-Jii741a2-b2"

Y si el circulo descrito en N y pasando por L ni

corta ni toca la linea MQR, la ecuacidén no tiene
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rafz, entonces decimos gue la construccién del
problema es meoslble."zz

Demostraremes estos dos dltimes casos.

Por una parte tenemos que 2Z=mazep?,

luego, NM2=NL2+LM2, pero NM=a/2+z

LM=b
Y NL=a/2 entonces,
(as2+z)2=ras2)?+p? o asg

z=-as2+ (1/4)a2+b?

Por otra parte, como ya vimos, la proposicidn 9 implica

que OM PM=LM2, pero oM=a+z
PM=z
LM=b por lo tanto,
(a+z2)z=b? as{,
22a-az+b?.

Ahora tenemos que 22=az-b2, hay que demostrar gue
z=a/2t J?;;;;;E:ZET
Supongamos MQ=2z. Tracemos una recta desde N hasta
intersectar MQR en O (paralela a LM). O es el punto medio de
QR (por construccién), luego MQ=0M=0Q, y
OM=a/2
NQ=HNL=a/2
NO=LM=b,
asi como 002=Ng2-No? entonces,
OQ=¢QI7:7;3:;3ﬁ asi,
MQma/2-[T1/4)a2-b2 .

22 Descartes, Ibjd., pp.l4-7.




Ahora, si z=MR, andlogamente tenemnos gue MR=0OM+OR, asf
comc OR=0Q (0 punto medio) entonces;
MR=as2+[(1/4)a%-b2.
Demostrandoc asi gue QM o RM seran las raices buscadas.
Ahora, para el caso en gue la recta que corta al
circule no pasa por el centro, la propesicién 8 nos dice

que: MRe MQ=LM2, supongamos MR=2z, MQ serd a-z y LMs=sp

entonces,
z(a-z)=b2 por lo tanto
z22az-b?,
o si, QR=z, MR=a-z, asi
z(a—z)=b2
-zzaaz-bz.

Por 1lo gque f&cilmente podemos observar gque si el
circulo no coca,23 ni corta a la linea MQR la ecuacién
z?2az-b? no tiene raices, mas aun, ni siguiera se puede
plantear la ecuacidén bajo estes términos, asi pues, 1la
construccién es imposible,

con esto, Descartes termina de mostrar la herramienta
necesaria por medio de la cual dard solucién, a lo que nes
parece, el problema central de su Gecometria; resolver con su
método el 'problema de Pappus*.

Concluye como sigue:

"Estas mismas rafces pueden ser encontradas por

muchos otros métodos, he dado este muy simple para

23 gy el caso en gue tan solo la toca, el problema se reduce
al anterior i.e. prop. 8.
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mostrar qgue es posible construir cualquier problema
de la geometria ordinaria haciendo no mas que los
poce gue he explicado..."“

En este punto es importante hacer notar que existe en
la geometrfa de Descartes la necesidad de construir las
raices de las ecuaclones en términos de la geometria griega,
esto es, como segmentos de linea recta; esto implica, una
diferencia conceptual radical con la concepcidn
contempordnea, en donde la construccién de la rafz implica a
sistemas numéricos como los reales o los complejos y todo el

armazén tedrico que los sustenta.

24 pescartes, Ibid., p.17.



IV. EL PROBLEMA DE PAPPUS.
El probklema.

Para Descartes la valia de su.método se manifiesta por
entero en la solucidén que encuentra al problema planteado
por Pappus, problema que segun dice éste, ni Euclides, ni
Apolonio, ni nadie méds, (ni el mismo Pappus) habia podide
resolver.

Este problema se refiere al '"lugar geométrico', mismo
que explica citando a Pappus.

"Ese lugar de tres o cuatro lineas, a propésito del

cual Apolonio se jacta y alaba por sus agragados,

aunque debiera estar reconocido al primero que 1lo

traté, es el siguiente: Si dadas las posiciones de

tres rectas se trazan desde un mnismo punto otras
tres rectas que formen con ellas 4ngulos dados, Yy se

da la relaci6on entre el recténgulo formado por dos

de estas trazadas, al cuadrado de la tercera; el

punto se encontraria sobre un lugar sélido, dado en

posicién, es decir sobre una de las tres cénicas. S§i

es respecto a cuatro rectas dadas, que se trazan

otras cuatro formande 4ngulos dados, ¥y se da la
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relacién del rectingulo de dos de las distanclas al
de las otras dos, el punto se encontrars igualmente
sobre una seccidén cdnica., Si las rectas son
solamente dos, estd establecido gque el 1lugar es
plano; pero si hay mis de cuatro, el lugar del punto
no es ya de esos conocidos; es de esos que se llaman
simplemente lineas (sin saber de antemano sobre su
naturaleza o sus propiedades) y no se ha hecho la
sintesis de ninguna de estas lineas ni demostrado su
aplicacién a esos lugares; ni ain respecto a la que
parece la primera y la mas indicada. He agui como se
proponen esos lugares: si de un punto se trazan a
cinco rectas dadas, otras rectas que forman &ngulos
dados, y se da la relacién entra el paralelepipedo
rectidngulo formado por tres de las distancias y el
paralelepipedo rectingulo por las otras dos y por
otra medida dada, el punto se encontrari sobre una
cierta linea.

Si fueran m&s de seis rectas, ya no puede decirse
que se da la relacién entre un objeto comprendido
por cuatro rectas y otro formado por las otras, pues
no hay nada gque esté formado por mas de tres
dimensiones... 5in embargo, pocc tiempo antes de
nosotros se ha acordado la libertad de hablar asi,
sin designar, empero, nada gue no sea inteligible,
diciendo: 110 comprendido por tales rectas con

respecto al cuadrado de tal recta, o lo comprendido
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por tales otras. Y es f&cil, por mnedio. de las
relaciones compuestas, enunciar y demostrar en
general las posiciones antes citadas y las que
siguen. He aqu{ como:

S1i de un punto se trazan sobre rectas dadas, otras
rectas que formen &ngulos dados y se da la relacién
compuesta de una de las trazadas a otra de ellas; la
de un segundo par, la de un tercero, en fin la de la
Gltima a otra dada, si hay en total siete rectas; o
bien la de las dos ultimas, si hay ocho, el punto se
encontrard sobre una linea dada.

Puede decirse 1o mismo, cualguiera que sea el
ntimero de rectas, par o inmpar; pero como lo he
dicho, para cualquiera de esos lugares que siguen al
correspondiente a cuatro rectas, no hay una sintesis
ya hecha que permita conocer ta 1inea",!

El pasaje anterior nos plantea la necesidad de aclarar
dos puntos para una mejor comprensién de este problema, a
saber: gué se entiende por lugar geométrico (locus) en el
pansamiento griego, y por otra parte, revisar el origen y el
contexto de este problema con respecto a las cénicas de
Apolonio.

La concepcidn griega de jugar gométrico o de teoremas
de_lugar se conoce sélo a partir de los escritos de Proclo,
de Pappus Yy de Eutocio. Refiriéndose a la proposicién I1=-35

de Los Elementos, Proclo dice:

1 pascartes, Ihid., pp. 18-~22.



",..1lamo a estos teoremas, teoremas de lugar, en
los cuales se encuentra que existe la mnisma
propiedad sobre la totalidad de algin lugar, y llamo
un lugar a la posicidén de una linea o superficie
generada por una y la misma propledad. Pues de los
teoremas de lugar, algunos se construyen sobre
lineas y otros sobre superficies. Y, como algunas
lineas sen planas y otras soélidas =-son planas
aquellas que se conciben simplemente en un plano y
solidas aquellas cuyo origen se revela a partir de
la secciétn de una figura sélida, como la hélice
cilindrica y las lineas cénicas- digo, mas aan que
de los teoremas de lugar sobre lineas, algunos
generan un lugar plano y otres un lugar sé&lidon, ?
Esta clasificacién de los lugares geométricos en planos
y sé6lidos, coincide basicamente con las clasificaciones de
Eutocio y de Pappus. Este ultimo agregard los lugares
lineales. Con esto tenemes de nueve la clasificacién de
curvas de la cual ya hemos hablado.
Por otro lado, es en la proposicién 54 del libro III de
Las cénicas de Apolonio a partir de la cual se puede ver el
origen del problema de Pappus (como el mismo dice)3; veamos:
Proposicién 10. (Apolonio, libro 1II, prop. $4)
"Si dos tangentes a la seccién de un cono o a 1la

circunferencia de un circule se cortan y por los

2 ¢itado por Heath, Ibid., vol.I, p. 329.
Ver, Descartes, Ibid., p. 17,
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puntos de contacto se trazan paralelas a las
tangentes, y Se trazan lineas rectas que cortan  a
las paralelas, desde los puntos de contacto a un
mismo punto sobre la linea de la seccién, entonces
el recténgule formade por las lineas rectas ceortadas
por el cuadrade sobre la linea recta que une a los
puntos de contacto tiene una razén compuesta de la
razén que el segmento interior de la linea que une
al punto donde se encuentran las tangentas y el
punto medio de la linea recta que une a los puntos
de ceontacto, tiene en cuadrado con el residuo, y de
la razén gque tiene el rectangulo contenido por las
tangentes con la cuarta parte del cuadrado sobre la

linea recta gue une a los puntos de contacto.

Sea ABC la seccién de un cono o la circunferencia
de un circulo y sean las tangentes AD y CD; Gnase AC
y biséctese en E y Unase DBE; tréicense AF desde A
paralela a CD y CG desde C paralela a AD; sea H
algin punto de 1la seccién, unanse AH y CH vy

prolénguense hasta G y F respectivamente.
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Digo que: ]
rect,AF,CG:c.AC comp.? c.EB:ic.BD,rect.AD,DC

cuatro veces c.AC o rect.AE,EC.

Trécese desde H paralela a AC, KHOXL, y desde B,
MBN paralela a AC; entonces es evidente que MN es

tangente. [A.II-29,5,6] y como

AE=EC
tanbidn MB=BN
y Ko=oL
y OH=0X [A.II-7)
Y. KH=XL

y como MB y MA son tangentes y KHL fue trazada

p&ralela a MB,

C.AM:ic . MB:i:c.AKirect.XK,KH {A.III~16]
o C.AM:irect.MB,BN::c.AK:rect.LH,HK
y rect.NC,AM:c.AM: irect.LC,AK:C.AK;

(E.VI-2,V-18]
por lo tanto es igual a

rect .NC,AM:rect.MB,BN::rect.LC,AKirect.LH, HK
pero

rect.L¢,AK:rect.LH,HK comp. LC:LH,AK:HK
o rect.LC,AK:rect,.LH,HK comp. FA:AC,GC:CA
lo cual es lo mismo que

rect.GC,FA:c,.CA.

Por lo tanto

4 por comp. entiéndase composicién de razones; ver E.VI.23.
Esto es equivalente a la "multiplicacién” de razones.
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' rect.NC,AM:r ec: cc FA'c cA

pet6¢§6m§ﬁdo a ectangulo ND; DM como media.

iPor lo tanto
recr. Gc, FAic.CA’ _comp,
7 rect NC,AM:rect,ND,DM, rect, ND DMirect MB; BN
pero
rect.NC,AM:rect.ND,DM: :c.EB:c.BD,
Yy rect.ND,DM:rect.NB,BM: :rect.CD,DAtrect.CE,EA,
por lo tanto
rect.GC,FA:¢c.CA comp.
c.BE:c.BD, rect.CD,DA:rect.CE;EA, "3 7
Resulta aevidente gque es necesario explicar en detalle

la demostracién anterior, veamos:

e

Sea ABC la seccidn de un cono o la circunferencia de un

circulo y AD, CD tangentes, unase AC y bisectese en E, thnase

5 aApolonio de Pérgamo, Conics, en Great Books. Encyclopaedia
Britanica., vol. 11, pp. 793-6.
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DBE y tr&cese AF paralela a CD, y CG paralela a AD, témese
uh punto H sobre la seccién y (nase AHG 'y CHF.'

P.D. FA-GC:AC%::EB? (CD-DA):BD2(CE-EA) i.e.

(FA- GC) /AC?=EB2 (CD+DA) /BDZ (CE« EA) . /-

Tracese KHOXL paralela a AC, y MBN parglela a Ac (MN es
tangente) A
como AE=EC, MB=BN, KO=0OL, (A, II-7,9) y KH=XL, 'y como MB y
MA son tangentes y KHL es paralela a MB engqpfgg;:i e

AM2 74B2=AK? / XK+ KH ' S : A III-16]
° AM2/ (MB+BN)=AK2/ (LH»HK)
y  (NC.AM)/AMZ=(LCtAK) /AK? (E. VI-2, v-18q)
por lo tanto B

(NC+AM) / (MB+ BN) = (LC- AK) / {LH: HK) S ay
ya que, tenemos qgue E

AM2=AK? (MB. BN) / (LH: HK)
vy AMZ=AKZ(NC.AM)/ (LCAK)
as{,

AKZ(MBvaN)/(LM-HK)=AK2(NCtAM)/(LC-A}()
por lo tanto

{LC+AK)/(LH:HK)=(NC*AM) / (MB* BN) ,
pero

(LC* AK) / (LH<HK) = (FA-GC) /CA? (2)
entonces por (1) y (2), tenemos gue

(NC*AM) / (MB+BN}=(CGFA) /CA2 (3)
pero tomando al rectdhgulo ND,DM como media proporcional
entre lo que serfan el rectingulo HNC,AM y el racténgulo

MB,BN; esto es,



(Nc-AM)/(ND-DM)=(ND‘DM)/(MB} BN)
y componiendo, tenemos que
(NC: AM) / (MB< BN) = (NCs AM) (ND* DM)/ {ND+DM) (MB+ BN} (4)
luege, por (3) y (4) tenemos que
(GC~FA)/AC2=(NC'AM)(ND'DM)/(ND'DM)(MB-BN),
pero componiendo
NC/CD=EB/BD con AM/DM=EB/BD
as{ como
ND/NB=CD/CE con DM/BM=DA/EA
tenemos res;eccivamence gue
(NC +AM) 7 (ND +DM) =EB2 /BD?
Yy (NDs DM) / (NB+BM) =(CD.DA) / (CE+s EA)
por lo tanto
(GCeFA) /ACZ=EB2 (CD*DA) /BD? (CE-EA) »
Es claro que este teorema nos conduce a pensar en una
seccién cénica o en un circulo como un lugar geométrico con

respecto a tres lineas rectas, esto es, éstas tienen la
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propledad de ser los lugares de los puntos cuya distancia a-

tres lineas rectas dadas, son tales gue el cuadrado de uUna
de las distanclas estd en una razén constante con el
ractingulo contenido por las otras dos distancias.

Esta misma idea puede usarse para determinar la
propiedad que distingue a las co6nicas y al circuloc como el

lugar geométrico referido a cuatro lineas rectas dadas.®

6 Una construccién detallada de ésto puede verse en Apolenio
Ibid., Apéndice pp. 759-804.
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Ahora nos resulta claro ver que el problema planteado
por Pappus (y desde luego por Descartes) es simplemente una

generalizacién reciproca de lo anterior.

S8olucién de Descartes al "“problema de Pappus'.

cono ya se menciond, es en los libros I y II de La
Geometria donde aparece el "problema de Pappus". Lo que
ahora nos ocupa es mostrar la solucién analitica que
Descartes ofrece a éste, asi como, desarrollar los detalles
que deja fuera de su demostraciédn. Para esto, lo citaremos
extensamente, escribiendo entre paréntesis y con it&licas la
explicacisdn al texto original.

Es en el libro I donde Descartes plantea la solucién al
problema =-en el caso de gue sean tres O cuatro lineas rectas
dadas~ desde una perspectiva algebraica, esto es, haciendo
uso de su método (operaciones aritméticas con segmentos de
linea recta). Dejemos que él nos diga como:

"He descublerto que si la cuestién es propuesta
para selo tres, cuatro o cinco lineas, el punto
reguerido puede ser encontrado por geometria
elemental, esto es, usando solo regla y compds, y
aplicando los principlos que ya he explicadc..."7

Descartes continda como sigue, proponiendo la siguiente

figura:

7 Descartes, Ibid., p. 25.



F

Sean AB, AD, EF, GH,... cualquier numerc de lineas
rectas dadas en posicién, y sea C el punto gque se
requiere encontrar, del cual las lineas rectas CB,
¢b, CF, CH,... puedan ser trazadas formando los
&dngulos CBA, CDA, CFE, CHG,... respectivamente coh
las lineoas dadas, y de tal forma gque el producto de
algunas de estas sea igual al producto del resto, o
por lo menos que estos dos productos estén en una
razén dada; esta condicién no hace mas diffcil el
problema.

Primero supongo el problema resuelto, y como tantas
lineas confunden, consideraré a una de las lineas
dadas junto con otra de las trazadas (como por
ejemple AB y CB) como las principales, con respecto
a las cuales trataré de referir a todas las deméis.
Ll&mese al segmento de linea AB, el cual esta entre
los puntos A y B, x y llémese a BC y. Proldénguense
las otras lfneas hasta enhcontrarse con estas dos,

prolongadas también, sl es necesario. (siempre que
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ninguna sea paralela a las 1lineas principales)
Entonces, en la figura se puede ver gque las lineas
dadas cortan a AB en los puntos A, E, G y cortan a
BC en los puntos R, §, T.

Ahora, como todos los &ngulos del triAngulo ARB son
conocidos, la proporcién gue hay entre los lados AB
Yy BR esta dada.

(¥Ya que como AB y AD fueran dadas en poslcidén, entonces
conocemos el &ngulo DAB, asi el &ngulo BAR=180°-DAB, luego,
el &dngulo CBA fue dado, entonces el d&ngulo ABR=180°~CBA y
por io tanto el dngulo ARB=180°~(8BAR+ABR} . Esta
Jjustirficacion esta dada en términos modernos, pero satisface
la proposicién 32 del libro I de "“Los Elementos® .8 Ahora,
conocidos los &angulos del tri&ngulo, la razén entre los
senos de los dngulos opuestos es conocida,)

5i tenemos que AB:BR=z:b, y como AB=x, tenemos

antonces que:
RB=bx/z;

(esto es, AB/BR=z/b, entonces BR=bx/z, notemos que esto
solo es posible a partir de definir las operaciones
aritméticas para segmentos de linea.)

Y Ya gue B estd entre C ¥y R, tenemos entonces que:
CR=y+bx/z,
porque sl R estd entre C y B , CR serd igual a

ybx/z, y sl C estd entre B y R, CR serd -y+bx/z.

8 ver Euclides, Ibid., vol.l p. 316,
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(Esto es, ya que .CR=CB+BR,

CR=CB-BR, si R esta entre: c:,y By por ﬁl}ti;r‘z\o ch=BR-CE, si ¢
esté entre B y A.'Notemosv dé "n‘u.qva el -uso dé las operaciones
aritméticas.} : ’

Ahora, los tres é&ngulos del triédngulo DRC, son

conocidos, y por lo tanto la proporcién gque hay
entre los lados CR ¥y CD.

(Como al &ngulo CDA esta dado, el &ngulo DRC=ARB, asi
el 4&ngulo RCD puede conocerse. Asi como también, la
proporcién entre los lados. Justificacién antes dada, Ver
supra.)

Llamemos a esta razdén 2:c, ¥y como CR=sy+bx/z,

tenemos que:

CO=(cy/z)+(cbx/zz) .

(Esto es, CR/CD=z/c, asl CDacCR/z pero CRuy+bx/z
entonces, CD=c(y+bx/2Z) /2=({cy/Z)~ (ebxsz?) ; notemos que
Descartes denota por zz a 22, asi como zzz por 23, atec.)

Después, como las lineas AB, AD y EF estdn dadas en

posicién, la distancia de A a E es conocida. Ssi

llamamos a esta distancia k&, entonces EB es igual a

k+x, pero ésta serd Kk-x si el punto B estd entre E ¥y

A: y serd -Kk+x, s8i E estd entre A y B,

{ya que, EB=AE+AB, sl A esté entre E y B;

EB=AE=AB, si B est& entra Ay E;
£B=~AL+AB, si E est& entre A y B. Donde
bascartes toma siempre el primer caso para los fines de su

demostracidn.)
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Ahora; los &ngulos del triangulo ESB son conocidos,
la proporcién entre BE y BS es conocida. (ver supra)»
y si la llamamos z:d, entonces tenemos gue
BS=¢dk+dx) /2
y CS=(2y+dk+dx) /2,
6 . cs=(zy-dk-dx)/z, si el.punto §:
esta entre B y C; ; : )
- SR ..CS=(~zy+dk+dx) /2, 81 -+C 'estér."".
entre B y S,
(Esto es, como BE/BS=z/d luego BS=dBE/z, pero BE=k+x
entonces, BS=d(k+x)/z=(dk+dx)/2; y como
CS=CB+BS, si B est4 entre C y S;
CS=BS~BC, 81 C estd entre B y §;
CS=BC=-BS, si S esté& entre B y C;
entonces,
CS=y+(dk+dx) /z=(zy+dk+dx) /2 {CB=y} .
) A través de la obra de Descartes unho observa que el
sentido de los segmentos: esto es, como se conoce ahora:
AB=-BA, auan no as relevante para éste, el toma
indiscriminadamente el sentide de los segmentos.)
Los &ngulos del tridngulo FSC son conocidos y en
consecuencia la proporcién de €5 a CF, llamémosla
z:e. Por lo tanto, CF serd (ezy+dek+dex)/zz.
(Bl &ngulo CFS estaé dado, asi el &ngulo FSC=ESB, por lo
tanto el angulo SCF se conoce, ver supra; y como CS/CF=z/e
entonces,

CF=eCS/z



66

pero CS=(yz+dk+dx) /z
asf CF={eyz+edk+edx)/zz.)
Témbién AG al que llamaremos 1 esti dada, y BG serd
l-x y a causa del tridngulo BGT la proporcién de BG
a BT es coneccida, llamemesla 2:f, asl
BT serd (fl-fx)/z
y CT=(zy+f1l-fx)/2.
En-el tridngulo TCH la proporcidén de CT a CH esté4
dada, llamemosla z:g, asi
CH=(gzy+fge-£gx)/z."°
(De esto ultimo tenemos que, AB y GH dadas en posicién,
luego AG=l. Por otro lado,
BG=AG-AB, si B est& entre A y G;
BG=AB+AG, si A est4 entre B y G;
BG=AB-AG, 5i G asta entre A y B;
asi BGal=x.
Ahora, los &angulos del tridngulo 8GT y los del tridngulo
TCH estan dados, i.e,, el A&angulo CBA est& dado, asi
conocemos el &ngulo GBT; AB y GH dadas en posicidén, entonces
se conoce el é&ngulo TGB y por tanto el éangulo BTG.
Andlogamente para el tridngulo TCH tenemos que el adngulo CHT
esté& dado, entonces el &ngulo HTC=BTG por lo tantc conocemos
el &ngulo HCT. Asi conocemos la proporcién entre los lados
(ver supra). Esto es, BG/BT=z/F y CT/CH=z/9; luego
BT'=f8G/z, pero BG=l-x entonces,
BT=(fl~fx})/z.

2 Descartes,_ lbid., pp. 25-30.



- Por otro lado.tenemos gque:
CT=BC+BT, si B_esta entre C 'y T;
CP=BT~BC, sl C est& entre B y T;

CT=BC-BT, si T esté entre C y B;

asi ‘ CTay+(fl1-fx) /2= (y2+L1+LXx} /2 (BC=y) .
Y como CH=gCT/z
entonces, CH=(gyz+gfl-gfx)/2%.)

Una vez que Descartes plantea lo anterior, esto es,
determina a las lineas CB, CD, CF y CH en términos de x y de
¥, continGa con la demostracién del problema hasta el libro

I1I como sigue:

consideremos de nuevo las cuatro lineas dadas, AB,
AD, EF y GH, Yy dejemos que el lugar geométrico
generado por el punto ¢, sea agquel que satisface
que, si las cuatro lineas €CB, €D, CF y CH son
trazadas a través de &1 haclendo anguloes dados con
las lineas dadas, el producto de CB'y CF es igual al
producto de CD y CH. Esto es equivalente a decir que

siz

CB=y,
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CD=(czy+cbx) /22,

CF=(ezy+dek+dex)/zz
y CH=(gzy+fgl-fgx)/zz ,
la ecuacién esta dada como sigue:

yy = (iale ~awKat)y (e s £Cg 2 =beg 2)hy + bCpglx s bep gxx
€222 - 09ee

Suponiendo ez mayor que c¢g; de otra nanera 1los
signos mds y menos tendrian que ser todos cambiados.
(Esto es, ya que, como se supone CB CF=CD CH entonces,

sustituyendo tenemos que:
Yidzysaek tctex) /2t = ((cay thex )i 2= Nig2y tigL-pgx)jes)
caayff-delcygz;(fuyéz S a2y bex)giy g~ £ox)
asi
y2o Lofq 02 ~dekat Yt (hey2 ~cle 2% efg Sxyrbify Ix - OCAIX®
ca’-cya*
Ahora, sl ez»>cg, entonces ez3-cqzz>o, i.e. es positivo, su

ralz cuadrada es real. £Esto permitird a Descartes no
enfrentarse con raices negativas.)

Sl y es cero ¢ menor que cero en esta ecuacién, y
puesto que el punto C estd dentro del &angulo DAG, se
tendrd gue suponer que C estd dentro de uno de los
siguientes angulos: en el &ngulo DAE, & en el &ngulo
EAR 6 en =21 &ngulo RAG, y los signos deberé&n ser
cambiados para llegar a este resultado. Y si para
cada una de estas cuatro posiciones y es igual a
cerc, el problema serd imposible de resolver,

(Esto es, de la ecuacién antes obtenida tendriamos para

el caso de que y=o en cualquier posiciédn gque:
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belglx -bafyx® L, bopgfx =g Xt eptenas
623—095" X=£'

Lo gue no nos permite hablar de una ecuaciétn de dos
variables, esto es, plantear la solucidén del problema
geométrico en términos algebraicos, donde habria que dar
solucidn a una ecuaciédn de segundo grado con dos variables,
Ahora, en el caso de y<0 el cambio de signos resulta
evidente.)

Supongamos la solucidén posible, y para abreviar el
ey dy 2 - cle ~2%

trabajo escribames 2m en lugar de =Es =g bagé
22 - 2 -
2n/% en lugar de S EHAITT oo
/ 9 e -cge®
y asi tenemos entonces que% ¢ bes P - bCFgR -beg2
Yy =2my - 4074 €23 “cgEs
donde la rafz sera: __,_,—'-_.»4——-——-———:7—:"?_;_27
Jmm- zmnx # A2 ¢ bcpg fx - DAOX
Y=ot~ DX FN\ = e Ted-cye
2

(Esto es, caman?io solo la rafiz positiva tenemos que:
<9=/2(m”-’£)4 UM =25 ) s dipcsgdn - bcpy x‘)/e-z’—cgaa)/z
asf, —”'M'—T_-—mﬂ
o 22 # bepg ¥ —befIx
y=m-2¥ ﬁ\fm -ZnX 4 0% * __Elt-;—:-@‘ge’g‘

De nuevo, para abreviar hagamos

!

= -‘@T‘@ZZ igual a o,
y nt _ pretd igual a p/m;
2% c27-c9g

ya que todas estas cantidades son conocidas podemos
llamarlas como se guiera.

Entonces tenemos que:

Y=Em=nx/z+ [m2+ox+px2/m .
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Esto nos da la longitud de la linea BC, dejando a
AB o x indeterminada. Ya que el problema esta
propuesto para tres o cuatro lineas, es obvio que
siempre se puede tener tales términos, a pesar de
que algunos de estes términes sean nules y los
signos + y - puedan ser variados, w10
Hasta agqui lo gue ha hecho Descartes es obtener BC en

términos algebraicos; lo que procede es la construccién

geométrica de BC.

"

Después de esto, Trazo KI igual y paralela a AB, de
tal forma que corte a BC en la segmento BK igual a
m, ya que la expresién para BC contiene +m; si esta
fuera -m, habria gque trazar IK del otro lado de AB,
mientras que si m fuera cero, no se traza IK.
Después trazo IL de tal forma que IK:KL::z:n, es
decir, como IK=x, KL es igual a nx/z.

(Esto es, IK/KL=z/n entonces, KL=IKn/z=nx/z.)

10 Descartes, Ibid., pp. 60-4.



De. la misma manefa conozco la razén de KL a‘IL,‘que
puedo llamar n:a,‘asi si KL .es iqual a nax/z, IL serd
igual a ax/z.

(Esto es, KL/IL=n/a entonces, IL=KLa/n=ax/z.)

Tomo el punto K entre L y € ya que la ecuacién
contiene =-nx/z; si este fuera =+nx/z, tendria que
tomar a L entre K y €, y si nhx/z fuera cero, no
trazaria IL.

Hecho esto, la linea LC queda determinada per los

términos que restan de la ecuacién, esto es,

LC= J;Z;A'-p,\‘_z—m .

(Veamos, en la figura, BC=BL+LC, pero BL=BK=-KL; BK=nm y

KL=nx/z entonces BL=m-nx/z,

asi,

BC=m~nx/z+LC,

comparande con la ecuacidn,

Bc=m-nx/znfm2+ox ox2/m),

LC tendri que ser \/m2+ox—px2/m .}

1)

Es claro que si LC fuera cero, el punto C estaria
sobre la linea recta IL, y si éste fuera un cuadrado
perfecto, es decir, si m? y pxz/m fueran ambos + y
o2 fuera igual a 4pm, o si m?® y 2%, o ox y px2/m,
fueran cero, entonces el punto C, estari sobre otra
linea recta, la cual, su posicién puede ser tan
facilmente determinada como en el casoc de IL.

{Esto es, por casos:
si m?

entonces,

y pxz/m tienen igual signo (+), ¥y 02=4pm;
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LC=Jm2+2 pm +px2/m),

=Jtmeyiprmin)2’,

=n+{(p/m}} St

asi, Bc=m-nx/z+|{p/m)x+m32m+( p/m =nfz)x
i.e. BC=2BR+(Jp/m\ -n/z)AB. g
si m?mox=0 entonces,

Le={px2 /ml,

~asi, BC=m+nx/z+{p/m'x

=m+({p/mt-ns/z)x

i.e. BC=B&+{( [p/ml =n/z)AB.

i1ii) si ox=px2/m=a entonces,

Lc=\1m2 ’
asi, BCsm-nx/2+m=2m+nx/2

BC=28K+(n/z) AB.
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En cada caso la ecuacién es lineal, asi pues, seréd la

ecuaciédn de una recta. Mas adelante hablaremos de

identificacién que hace Descartes,

representacién geométrica.)

Si ninguno de estos casos ocurre, el punte C
siempre estd en una de las tres secciones cénicas, ©
en un circulo cuyo didmetro estari sobre la iinea
IL, y con 1la 1linea LC aplicada en orden a su
didmetro (esto es, LC es una ordenada con relacidn a
su difimetroj, o por lo contrario, LC paralela al
di&metro e IL aplicada en orden (en este caso IL es
la ordenadaj. En particular, si el término px2/m es

caro, la seccidn cénica es una parébola;(si px?  m=0,

la

entre ecuacionas y su



tenemos gue: LC=Jm2+ox‘asl, 5C=m-nx/z+dm2+ax‘.) si

astd precedido por un signo positivo, es una
hipérbola; y finalmente, si estd precedido por un
signo negativo, es una elipse. Un casc excepcional

ocurre cuando a

m es igual a p22 y el tridngulo ILC
es rectdngule, en cuyo caso tenemos un circulo, en
vez de una elipse."11

Analizaremos con algin detalle y refiriéndonos a las

fuentes explicitas de Descartes, el caso de la parasbola.

Este contintda como sigue:

"si 1la seccién cénica es una pardbola, su lado
recto {latus rectum) es igual a oz/a, Yy su eje
siempre yace sobre la linea IL.

Para encontrar el vértice N, hagamos IN igual a
amz/oz, tal que el punto I este siempre entre L y N

2

sl m* es positiva y ox positiva; y L esté entre I ¥y

N si m? es negativa y ox es positiva. Pero es
2

imposible que m pueda ser negativo cuando 1los

términos estdn ordenades como antes. Finalmente, si

ml

es igual a cero, los puntos N e I deben
coincldir. Es f&cil determinar esta pardbola, con el
primer problema del libro de Apolcnio."12
Veamos la siguiente demostracidén. Apolonio define a la
paré&bola como sigue:

"proposicién 11, libro I.

11 pescartes, Ibid,, pp. 64-7.
Descartes, Ibid., p. 68.



$i un cono es cortado por un plano a. través de su
eje, y cortado también por otro planc que corta la
base del conc en una linea recta perpendicular a la
base del tridngulo axial, y si mds aun, el diametro
de la secciédn es paralelo a un lado del tri&ngulo
axial, entonces cualquier linea recta dibujada de la
seccién del cono a su didmetro paralela a la seccién
comfin del plano cortante y de la baée del cono, serd
igual en cuadrado al rectingulo contenido por 1la
linea recta cortada por ella sobre el di&metro que
empieza en el vértice de la seccién y por otra linea
recta que tiene la razén a la linea recta entre el
dngulo del cono y el vértice de la seccién, como la
del cuadrado scbre la base del triangulo axial al
recténgulo contenido por los dos lados sobrantes del

tridngulo, Sea esta seccidn llamada una parébola.

Sea el punto A el vértice de un cono y su base el
circulo BC., Coértese el cono con un plano a través de
su eje, y sea esta seccidn el tridngulo ABC [A.1.3].

Cértese de nuevo al cono con un plane que corte su
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base‘en la ilnea recta DE perpendicular a la linea
fecta~5c;'y sea esta seccién en la superficie del
cono la liﬁea DFE, sea el di&metro de esta secciédn
FG.. [A.I.7, Yy def.4] paralelo al lado AC del
tridngulo axial. Tricese la linea recta FH desde el
punto F perpendicular a la linea recta FG, de tal
forma que
c.BC:rect.BA,AC::FH:FA,

Témese al azar el punto K de la seccién, a través
de K tricese la linea recta KL paralela a la linea
recta DE.

Digo que

c.KL=rect.HF,FL,

Tracese a través de L la linea recta MN paralela a
la linea resta BC. Y come la linea recta DE es
paralela a la linea recta KL, tenemos que el plane
formado por KL y MN es paralelec al planc formado por
BC y DE (E.XI.15), esto es, a la base del cono. Por
lo tanto el plano formado por KL y MN es un circulo
cuyc dismetro es MN [A.I-4). KL es perpendicular a

MN, ya que DE es perpendicular a BC [E.XI.1l0] por lo

tanto

rect.ML,LN=c.KL (E.III.31; VI.8, porisma}
y como ¢.BCirect.BA,AC: tHF: FA
y c.BCirect.BA,ACcomp.BC:CA,BCiBA [E.VI.23)

por lo tanto

HF: FAcomp.BC:CA,BC:BA
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pero BC:CA: :MN:NA::MLILF - Sk L AIE.VINEY

vy BC:BA: MN:NA::LM:MF::NL:FA

(E.VI.2),

por 1o tanto

HF: FAcomp, ML LF, NL

pero recc.ML,LN:réb:.ﬁf,fAcomp M LF,LNEFA'
[E.VI.23)

por lo tanto

HF:FA: rec

(E.V.11}

por lo tanto

rect.ML,LN=rect.HF,FL [E.V.9)
pero rect.ML,LN=c,.KL
por lo tanto también

c.KL=HF,FL.

Sea esta seccién llamada una parébola, y sea HF 1la
linea recta a la cual las lineas recta dibujadas en
orden al dismetro FG, estidn aplicadas en cuadrado, y
se llama también el lado recto."l3

Veamos ahora, una explicacién detallada de la

demostracién de esta proposicién.

13 Apolonio de Pérgamo, cConjcs, libro I, en Great Books,
Encyclopaedia Britanica, Vol. 11, pp. 615-16,
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Dada la siguiente figura:

supongamos que BCZ:(BA)(AC)::FH:FAf #.e.,
BC2/ (BA) (AC)=FH/FA, s

hay que demostrar gue: )
KL2= (FH) (FL) .

Tenemos que, EEIR : :
(ML)(LH)BKyz, Sov  [EJIIIN3L; VILE, porisma)

esto es, como MNK es un circulo, trdcese MK y KN, luego el

dngulo MKN es recto, asi, KL es la medla proporcional entre

ML y LN, l.e., ML/KL=KL/LN, por lo tanto (ML)(LN)=KL2.

Ahora, tenemos que,

BC/CA=MN/NA=ML/LF (1) [E.V.4)

asf como también,

BC/BA=MN/MA=LM/MF=NL/FA. (2) [E.VI.2}
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componlendol4 {E.VI.23}" eétés~ dos igualdades (€1, ::(2))
tenemos que e R ‘ ;
Bcz/(CA)(eA)=M&2/tNA)(MAl-(ML)(NL))(LF)(FA)
por lo tanto . ) ‘ ‘
HF/FA=(ML)(NL)/(LF)(FA).
Ahora, sabemos que, L i e
" HF/FA=(HF) (FL)/ (LF) (FA) C[EIVI.1)

esto es, tomando a FL como altura comin, por lo tanto '
(ML) (LN) / (LF) (FA}=(HF} (FL) / {LF) (FA) tE.v.ll]

por lo tanto

(ML) (LN) = (HF) (FL) (E.Vv.9]

pero (ML) (LN)=KL?
por lo tanto KL2=(HF) (FL) .

Para una mayor claridad, segin una interpretacién
contemporénea, esta igualdad puede interpretarse como la
ecuacién canénica de la pardbola, esto es, KL serfa la
ordenada, FL la abscisa y HF el pardmetro, as{ la igualdad
anterior puede escribirse como la siguiente ecuaciodn:

y?=px.

Ahora, retomando la demostracién a la proposicién de

Descartes tenemos que, de la figura:

14 ver supra, nota 4, p. 57.



_y por. la proposicién anterior, 1la ecliacién de larparébola
seré:

Le?=LiNp, (1)
con p el lado recto,
Asi, tenemos que, por un lado

LN=IL+IN,

sea IN=Z y como IL=ax/z, entonces

LN=ax/z+2.
Por otro lado, de la ecuacién

y=m-nx/z*{57:;;7
donde Lc=Vm2*0x2
tenemos gue LC=y-m+nx/z,

por lo tanto, sustituyendo en (1)
(y-m+nx/z)°=(ax/z+2) p,
pero también, (y=m+nx/z)%=m2+ox,
por lo tanto axp/z+2p=n+ox,
igualando término a término, tenemos enFonces que
ap/z=o Y zp=n?,
de donde

p=oz/a Yy Z=am2/oz.



Por lo tanto el lado recto IN seré amz/oz.15

Es deecir, la ecuacién cartesiana es eguivalente a la
ecuacién obtenida desde la perspectiva de Apolonio; lo que
muestra la certeza de la afirmacién de Descartes.

De manera similar, éste propone construir al circulo, a
la hipérbola o a la elipse para comprobar que leos distintes
casos de la ecuacién los representan.

Lo anterior, es, para Descartes, suficiente para
afirmar lo siguiente:

“Puesto que todas las ecuaciones de un grado no

mayor que el segundo se incluyen en la discusién que
ha sido dada, no solo se resuelve completamente el
problema de los antiguos relative a tres o cuatro
lineas, si no también la totalidad del problema de
lo gue ellos llaman 'a composicién de lugares
sélidos..., pues la solucién de cualgquiera de estos
problemas de lugar no es mAs que la de encontrar un
punto para cuya completa determinacién falta una
condicién, siendo las otras condiciones tales que
todos los puntos de una sola linea la satisfagan....
En cada caso puede obtenerse una ecuacién que
contenga a des cantidades desconocidas y enteramente
andloga a aquellas que se han encontradoc antes.

...He mostrado, més ain que lo que he llamado 1la

primera clase (se ver&d mas adelante) de curvas no

contiene a otras ademds de el circulo, la parabola,

15 ver Descartes, Ibid., p. 68, nota 112,
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la hipérbola .y la e;lpse.\E;;o es lo’gue me propuse
probar."16 ' . : T ‘

Hay que’hacer notér gque en el pasaje anterior aparecen
las siguientes "ideas:

I, BEs posible definir un lugar geométrico a partir de
una ecuacién. (Utilizando para tode fin pr&ctico lo gue son
unos ejes coordenados)

II. Toda ecuacién de segundo grado tiene como lugar
geométrico una seccién cénica o un circulo.

Aungue estas no estin demostradas desde una perspectiva
contemporénea, es claro que para Descartes su validez

general noc puede ser puesta en duda.1?
B8olucién analitica contampordnea del problema.

Es interesante intentar 1la solucién del problema
planteado por Pappus desde la perspectiva de la geometria
analitica contemporénea {por decirlo asi, se trata de cerrar
un circulo) teniendo siempre en cuenta que el origen es el
planteamiente gue acaba de hacerse. En lo que sigue se hace
uso de resultados diversos de la geometrfa analftica tal

como pueden encontrarse en cualquier libro de texto actual.

16 pescartes, Ibid. pp. 79-80.

Newton ofrece una solucién estrictamente geométrica muy
notable al problema del lugar geométrice de tres o cuatro
lineas. Esta solucién aparece como el corolario II del lema

XIX del libro I, seccién V de los Principjos matemdticos de
la fllosoffa patural. p. 226-27.
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Se resuelve en primer lugar el caso partﬁcular en que sea
tienen tres lineas rectas dadas.

"{ L -3

Sean

Ly= Ayx+B1y+G=0

La= Ax+Boy+G=0

L3= A3x+Bay+G=0
tres rectas dadas y sea P=(x;,Y;) un punto del plano que
satisface que d(P,L3)2 = d(P,L;)d(P,L3y)donde d(P,L) es la
distancia de un punto P del plano a una recta L; y es lqual

™ )= 1A%, + By, 40/

PL
d ¢ VATE

Hay que demostrar que el lugar geométrico de los puntos
que satisfacen lo anterior es una cénica, esto es, gue (1)
es una ecuacién cuadrdtica.
Demostracioén:
Sabemos que e
d(P’ l—l) = }A,xu»gd, #Cal
VA

- hardeyres!

AP L) T
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y d(p L) /ﬂs.___\7=;L——XM3 +Cal
#d;s |

luego, sustituyendo en (1), tenemos que

/ﬁ«x, ¢ ngu@//z: (/ﬂg}. 1@z yirdel ) [ 1Ak Ba¥rCo !

VArer)? VAF et VAL

Ahora, sin perdlda de generalidad tomaremos el caso en que

todos y cada uno de los valores absolutos sea positivo, esto

es: 2 ¢ )

{/74)(1f5(ﬁ4+54 J . 1ARaXxg+ 3:&”{2)(/’31\«?‘33)’ﬁ 3
PR (47 OF N A4 35

Hagamos r=A12+812 y sz=(A22vB22)(A32w532) y desarrollando
obtenemos que:
(SA12-rAsAy)x12+(5A1B1~TAyB3-rBoA7) X Y1+ (SB1-rByBalyy 2+
(25ALC) -rA3Cy-rAsC3) X1 +(25B1C1~rB3Ca=-rByC3) y1+5C -rC3Ca=0
asi, igualando el coeficiente de xlz con A, el coeficiente
en x%3y) con B, el coeficlente en ylz con C, los de xXj Yy Y1
con D y E respectivamente e igualando sClz—rC;,Cz con F
obtenemos la siguiente ecuacién:

AR 24+BR1y1+Cy 1 24DR +EY 1 +F=0
la que &8 una ecuacién cuadrética. Q.E.D.

Una vez hecho esto, podemos - observar que la
generalizacién del problema de Pappus para el caso en gue
estén dadas 2n o 2n+1 lineas rectas se traduce en encontrar
el lugar geométrico de los puntos que satisfagan 1la
condicién de gque el producto de las distancias de uno de
estos puntos a n de las rectas dadas es igual o proporcional
al producto de este punto a las n o n+l rectas restantes.

Suponiendo los resultados de la geometria analitica, 1la



solucidén de este problema quedard reducideo a encontrar la
ecuacién de gradec n o n+l, segin sea el caso, que representa
a tal lugar. Esto tiene sentlido desde una visién actual pues
estas ecuaciones tienen una representacién geom&trica en el
planc, siendo ésto pesible a partir del gran hallazgo de
Descartes.

Veamos ahora una solucién del caso general:

Sean Lj,L3,...,Lop ( © Lj,L3,...,L3n+1) rectas dadas;
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gea P .un punto del plano. El lugar geométrico de los puntos

P que satisfacen que

TdL ) =TdP L) @ o
(1)
es la grafica de una ecuacién de grado n o n+l1 segtn sea el
caso.
Demostracién:
Sean Lj;= Ax +By +C=0,
Ly= Ax +By +Cp=0,
L= Aﬁ +5y +Cy=0
Lan= Ag +By +Cpp=0
Sea Pa(x,y), asi:

RIECANE 14 xt Doy 8¢/
' VHFfBFj

dep, L ]=lﬁz_n_)‘_+_‘52£ﬁ‘l_“£’
» I VAL 153,
aheora, sustituyendo en (1} tenenos que:
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T /Aémagyfql = Ir //')J)(T.Bi)(”c.f/ em £y

e —— e :
N VAT 8

luego, S.P.G., tomando solo valores positivos e igualando

todo a cero tenemos que

TT(Ars 2yrce) = TR Qiyeci) =0

N VAR ()
y como el grado de un producto de polinomios distintos de
cero es igual a 1la suma de los grados de sus factoresls,
tenemos entonces gque (2) serd la diferencia de dos
polinomios de grado n o n+l segin sea el caso; asi, (2) serd
una ecuacién de grade n o n+l. Siendo ésto lo gue se gueria

demostrar.

18 Albert; Algebra Superior; p. 164, Teorema 2.



V. CLASIFICACION DE CURVAS.

La propuesta de Descartes.

A pesar de gque Descartes generaliza el problema de
Pappus antes de resolverlo, esta solucién resultard clave noc
solo para Jjustificar una posible generalizacién del
problema, es decir, para n lineas dadas, si no que también
lo es por que el mnétodo implicito en é&sta, permite
clasificar a las curvas de una manera genaeral; esto es, la
interpretacién algebraica de los lugares geométricos
posiblilita su clasificacién en términos de ecuaciones, sin
distincién en la manera de su construccién.

Asl, para Descartes el problema en realidad tendrad que
ser planteade como sigue:

"Teniendo tres, cuatro o wmds lineas dadas en
posicién, se requiere primero encontrar un punto a
partir del cual puedan ser trazadas otras tantas
lineas, cada una de ellas haciendo un &ngulo dado
con unha de las lineas dadas, de tal modo que el
rectingulo formado por dos de estas lineas este en
una razén dada con el cuadrado de la tercera, si no

hay mds que tres; o con el rectdngulo de las otras
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dos, si hay «cuatro; © gque el paralelepipedo

construido sobre tres esté en una razén dada con el

paraleleplipedo construide sobre las otras dos y

cualquiera de las dadas, si hay cinco; o el

paralelepipedo de las otras tres, si hay sels; o, si

hay siete, que el producto obtenido de multiplicar

cuatro de ellas juntas estén en una razédn dada con

el producto de las otras tres restantes; o si hay

ochg, que el producto de cuatro de ellas esté en una

razén dada con el producto de las cuatro gue resten.

Asi, la cuestién admite la extensién a cualquier

nimero de lineas."l

Hay que hacer notar aqui que no hay ningin problema en
dar un sentide geométrico al producto de »n 1lineas.
Contrastando con este, Pappus reconoce que en el caso de
sels lineas habrfa una curva determinada sl para cada punto
sobre ella el sélido contenido por las distancias a tres de
las lineas es proporcional al sélido contenido por las
distahcias a las otras tres; sin embargo, no considera a los
casos que involucran mAs de seis 1lfineas, pues en el
pensamiento geométrico griego, no tiene ningdn sentide
concebir cosas fuera de la tercera dimensisn.?
Los griegos conciben como gecmétrico a los puntos, a

las lineas, a las superficies y a los volimenes, Asf{, la

clasificacién de las curvas quedard determinado de acuerdo

1 pegcartes, Ibid,, p. 22.
Ver Boyer, lbid., pp. 37-8.
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con su modo de constfuccién; a saber, las ‘curvas planas
(recta y circunferencia); 1las curvas sodlidas (cénicas); y
las curvas lineales ({mecanicas); misma clasificacién antes
mencionada. As{, para Descartes, en tanto gue

".,.para comprender en conjuntc todas las curvas

que estdn en la naturaleza, Yy distinguirlas por
orden en ciertos géneros, no conozco nada mejor que
decir gue todos 1los puntos de las qﬁe pueden
designarse geométricas, es decir, que admiten cierta
medida tienen necesariamente alguna relacién con
todos los puntos de una linea recta que puede ser
expresada, la misma para todos los puntos."3

Las curvas podrdn clasificarse de la siguiente forma:

I. Del "primerc y mids simple género"; todas aguellas
cuya ecuacién no involucre términos mayores que el
rectdngulo de dos cantidades desconocidas (términos en xy) o
el cuadrado de una (términos en Az) Estas son el circulo,
la pardbola, la hipérbola y al elipse.

ITI. Del %“segundo género”; todas '‘aguellas que en la
ecuacién contengan uno o mis términes de grades tres o
cuatro. (términos en x?, y¥, x7y, xy?, x2y2, %3, v, ...)

III. Deal "“tercer género'; todas aqguellas en gue 1la
ecuacién es de quinto o sexto grade.

“...y asi para las otras hasta el infinito."4

J pescartes, Ibid., p. 48.
Ccfr. Descartes, IQ; «s B, 49.
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Esta clasificacién, modifica radicalmente la
clasificacién hecha por los griegos. Ya gue hace a un lado
los métodos de construceidn, para privilegiar la
satisfaccién de clertas propiedades expresadas
algebraicamente en funcién de relaciones entre lineas dadas,
que Jjuegan el papel de lo que hoy dia son 1los ejes
coordenados.

M&s ann, para Descartes no hay razédn para excluir a
ningan tipo de curvas en el estudio de la geometria, en
funcidén de que la ‘"exactitud en el razonamiento', es la
misma independientemente de los medios utilizados para su
construccién. A pesar de esto, todavia excluird del estudio
de las curvas a aquellas que involucran dos movimientos
separados que no admiten una determinaciédn exacta, como la
cuadratriz y la espiral; aunque admite a la cisoide y a 1la
conchoide, las cuales son, también, generadas a partir de

movimientos e intersecciones de rectas.®

Generacién de curvas mecénicas a la manera de Descartes.

Veamos con un ejemplo dado per el propio Descartes la

manera en la que explica lo anterior:®

5 Ver Descartes, Jbid., pp. 40-4.
Notemos que la figura propuesta por Descartes es
baAsicamente un *"instrumento mec&nico".
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Supohgamos la curva EC deserita por la interseceidn
de la regla GL y la pieza CNKL, cuyo lado KN estéd
prolongado indefinidamente hacia C, y de tal forma
que moviendo KN sobre el mismo plano, con KL siempre
coincidiendo con alguna parte de la linea BA
{prolongada en ambas direcciones) y haciendo mover
la regla GL circularmente alrededor del punte G, por
estar ella vinculada de tal forma gue pasa slempre
por el punto L.

Ahora, elijo una lfnea recta como AB para
referir a sus diversos puntos todos los de la linea
curva EC; y en AB elijo un punto, como A, para
empezar por €&l el célculo. Digo que elijo éste o
aguella porque soy libre de tomarlos como gquiera;
pues aungue haya muchas maneras de eleccién para
hacer la ecuacién méds corta y mas fdcll, siempre,
cualquiera sea la manera como se les tome, puede
hacerse que la linea aparezca de un mismo género,

como es facil de demostrar.
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Después de esto, tomando un punto cualquiera de la
curva, come C, sobre el cual suponge gque el
instrumento que sirve para describirla (EC) esté
aplicado, trazo por este punto C la 1linea CB
paralela a GA Yy puesto que CB y BA son dos
cantidades indeterminadas Y desconocldas, las
designo a una y y a la otra Xx. Pero para encontrar
la relacién de ambas, considerc también 1las
cantidades conocidas que determinan el trazo de esa
linea curva; tales como GA=a; KL=b y HL paralela a
GA que denomino c. Luego digo: LN es a LK & c a b,
como CB o sea y, e€s a BK, que es por consiguiente
by/c; y BL es bysc-b; y AL es Xx+by/c-b. Ademas CB
es a LB 6 ¥y es a by/c=b, como GA es a LA 6 a es a
x+by/c-b. De manera que multiplicando la segunda por
la tercera (l.e, GA por LB} se obtiene aby/c-ab, que
el igual a xy+byy/c-by, que resulta multiplicando la
primera por la Gltima (i.e. CB por AL);7 y asi la
ecuacién que se debers encontrar es

yy=cy-cxy/b+ay-ac,
por medio de la cual se sabe gue la linea EC es de
primer género; pues, en efecto, no es otra gue una

hipérbola."8
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Usando el mismo instrumento e intersectands a la regla

con distintas figuras, Descartes hace notar

; Se tiene gue CB/LB=GA/AL, asf CB AL=GA LB.
Descartes, Ibid., pp. 51=5.
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posibilidad de construir distintas curvas, por eijemplo, si
la interseccién es con un circulo: se describird entonces la

conchoide. ?

Los tres problemas clésicos, su relacién con 1las curvas

mecénicas.

En los parrafos anteriores puede verse como el método
desarrollado por Descartes, conduce tantoc a una nueva
concepcién del significado de lugar geométrico, -definido
ahora analiticamente=- como a una reclasificacidén de las
curvas. Esto dltimo implica un abandono de 1la vieja
clasificacién griega, en la cual, como ya se vio, ésta
depende de los métodos usados para su construccison, al
extremo de gque las curvas llamadas mecdnicas nunca son del
todo consideradas como parte de la geometria. En el caso de
Descartes, la distinclén entre cualquier tipo de curva (y
lugar geométrico) desaparece, lo gue permite tratar
analiticamente cualquier curva, en particular las
mecanicas.lo

En la historia de la geometria griega estas curvas
aparecen ligadas de un modo especial a "los tres problemas
cléasicos", por lo que resulta conveniente, para apreciar 1la

fuerza del método cartesiano, ver més de cerca el tema.

9 ver Descartes, S,

S

]

10 Descartes menciona expllcitamente a la conchoide y a 1a
cisoide, curvas mecénicas, como susceptibles del tratamiento
que propone. ver Descartes,
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Los tres problemas clasicos fueron durante tres siglos
‘uno de.los hilos conductores de los matemécicos griegos, La
geometria griega fue influenciada decisivamente por las
investigaciones especializadas que se originaron en los
intentos para darles solucién.1li

La tradicién en la selucién de estos problemas se
remonta, por lo menos en el caso de la duplicacién del cube
Y la cuadratura del circulo, hasta mediados del sigleo V a.c.
con Hipocrates de Chios, de quien se dice que reduce el
primero de estos problemas a encontrar dos medias
proporcionales entre dos lineas rectas dadas en proporcién
continua, esto es, dadas A y B se requiere encontrar dos
medias proporcionales x y y tales gque Aix=x:y=y:B; por
composicién de razones uno tiene entonces que
(A:x)3=(Aix) (X:y) (y:B), esto es, A3:x?=A:B. As{ x ser4d el
lado del cubo en la razén dada (A:B) al cubo dado (a’).lz

Sin embarge hay qgue tener clare que esta reduccidn no
equivale a la solucién reguerida de la gonstrucciédn
geométrica de dichas medias proporcionales.

El problema de la triseccidén del 4&ngulo aparecer& en
fecha posterior.13

En la medida en que los métodos técnices de 1la
geometria avanzaron considerablemente durante el siglo IV
11 Ver Heath, Ibid., p. 218.
12 Es evidente que para esta é&poca hay un desarrollo

considerable de la teoria de proporciones. En la Proposicién
33 porisma, del libro XI de Lps Elementos, puede encontrarse
una prueba general para el caso de sélidos.

13 Ver Knorr, Wilbur; e cient a [} t
Problems, cap. 2 pp. 15-48 passim.
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a.c. (en la academia de Platén), los problemas de 1la
duplicacién del cubo y la triseccién del é&ngule fuerqn
resueltos de muy diversas formas. En particular mediante el
uso de curvas especiales generadas a través del
secclonamiento de sé&lidos {(como las cénicas) o a partir de
la concepcién geométrica de movimientos mec&nices. Asi,
Arquitas, EudoxXo y Menecmo dan solucién a la duplicacién del
cubo Yy Dinostrato concibe a la cuadratriz para la soluecién
de la triseccién del &ngulo, misma curva que puede ser usada
para la cuadratura del circulo. 14 -
"Si cualguier perfodo de la geometria griega puede
ser llamado la edad dorada del interés en los tres
problemas clisicos, este serfa la ultima parte del
siglo III a,c.. Pues estos problemas forman el
motivo wunificador principal en los fragmentos
supervivientes del trabajo de una serie de gebmetras
de este tilempo: Eratostenes, MNicénedes, Hipias,
Diocles, Dionisodere, Parsaeae y Z2enhcdoro. Sin duda,
esta impresién es en gran medida un efecto de 1la
preservacién selectiva de evidencia, pues las
fuentes principales son las compilaciones sobre la
duplicacién del cubo y otros problemas hechas por
Eutocio y Pappus. Cabe entonces, muy poca duda de

que el conocimiento mostrado en estos fragmentos se

14 Ver Knorr, Ibid., pp. 49-50 y 86. Un estudio detallado de
las distintas soluclones a estos problemas puede encontrarse
en Heath, Ikid,, vol. I, cap. VII Yy en Knorr, op. cit.
capitulos 3, 5, 6,

94



extendié a otros campos de la geometria y la ciencia
matemdtica, y en algunas instancias lo que se puede
vislumbrar en esta direccién es razonablemente
bueno, En particular, podemos detectar esfuerzos
serios en 1la aplicacién de la geometria a campos
come la astronomia, la geograffa, la &ptica y la
mec&nica, y un interés correspondiente en el uso de
los métodos mecidnices en la geometria. Dicho esto,
adn podemos admitir a los tres problemas como el
sello de este periodo. Eratostenes y Diocles dieron
soluciones a la duplicacién del cubo, Nicémedes
estudio los tres problemas; Yy los métodos
geométricos caracteristicos de este periodo
encontraron sus aplicaciones representativas en las
construcciones de estos probklemas."15
A continuacién, y en funcién de la importancia que para
la geometria griega tienen la solucién de estos problenmas,
analizaremos con detalle la solucién a la duplicacidén del
cubo propuesta por Diocles utilizando la cisoide, as{ como,
la de la triseccién del 4nqulo por medioc de la conchoide de
Nicémedes. También daremos en cada caso la solucién
analitica de estos dos problemas; mnmisma gque solo tiene
sentido a partir del pensamiento geométrico de Descartes,
Demostracién geométrica y analitica de la duplicacién del

cubo,

15 Knorr, Ibid. p. 210.
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Supongamos gue AB, DC son dismetros de un circulo
haciendo un &ngulo recto entre ellos. Tomemos E y F
dos puntos en los cuadrantes BD Y BC
respectivamente, de tal forma que los arceos BE y BF
sean iguales.

Tracemos EG y FH perpendiculares a DC. Unase CE y
sea P el punto de interseccién de CE y FH.

La cisoide serd el 1lugar geométrico de todos los
puntos P correspondientes a diferentes posiciones de
E en el cuadrante BD y de F a igual distancia de B
en al cuadrante BC.

Si P es cualquiera de los puntos encontrados por
medio de 1la construccién anterior, se requiere
probar que FH y HC son dos medias proporcionales en
proporcién continua entre DH y HP o que

DH:HF:sHF:HC: ;HC:HP.
{DH/HF=HF/HC=HC/HP)
Ahora, es claro que EG=FH (por construccién) vy

DG=HC, asi que
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CG:GE: :DH: HF,
{CG/GE=DH/HF)
Y ya que FH es una media proporcional de DH y HC
[E.VI.13) tenemos gque
DH:HF: tHF:CH,
(DH/HF=HF/CH)
pero por triidngulos semejantes
CG:GE::CH:HP,
(CG/GE=CH/HP)
se sigue entonces que
OH:HF: :HF:CH: iCH:HP,
(DH/HF=HF/CH=CH/HP}
o FH, HC son las dos medias proporcionales entre DH
y HP."16
Dadas estas dos medias proporcionales basta retomar a

Hipocrates de Chios para tener la solucidn completa.

Veamos ahora la solucién analitica.

41 }_

»
o |7
ol P e

16 Heath, Ibid. pp. 264-6,



Trécese un circulo de didmetro 1; llamemos O uno de los
puntos extremos del didmetro; trécese una recta

perpendicular al di&metro que pase por el otre punto
extremo, llamemos a esta recta l; trécense cualquier nimero
de rectas que pasen por O e intersecten a 1l; en cada-una de
estas rectas dibujese desde O el segmento de recta
determinado por los puntes de interseccién del circule y 1

con cada una de estas rectas.
El lugar geométrico de los puntos asi determinados es
la cisoide.
La ecuacién de ésta curva se obtiene como sigue:
Tomemos como ejes X Yy Y a las rectas perpendiecular y
paralela a 1 gue pasan por O respectivamente. TOmese una de
las rectas restantes gue pase por O ¥ llamemos M al punto
que determina a la cisoide y B al punto de intersecciétn de
esta recta con el circulo. Tracense las rectas paralelas a 1
que pasen por M y B, y llamemos M’ y B’ a los puntos de
interseccién de estas rectas con ¥ respectivamente.
Ahora, de la figura podemos observar que:
OB’ /BB'=0M* /MM’ (1) [E.VI.12]
sean OM/=x y MM’/=y, asi, como el dismetro es 1 tenemos que
OB’=l-x, (i{B’1{=0M’)
Por otro lado, tenemos due,
OB’/BB’=BB’ JOM* [E.VI.13)
asf, BB'= x({1-x) ,
sustituyendo valores en (1), tenemos entences que,

1-x/ x(i-%) =x/y
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esto es, - V2 (1=x}2/x2=% (1=x)
luego, y2axyaxd, .
por lo tanto la ecuacién de la cisoide antes descrita queda
come sigue:
(x2+y?)x=y?,
la cual tiene una cispide en 0 y 1 seri asintota.

Ahora, para resolver el problema de la duplicacién del
cubo haremos lo siguiente:

Escribamos la ecuaciédn de la cisoide como sigue,

(y/%)3=y/(1-x),
trdcese la recta y=ax; como x=1 es la ecuacién de 1,
entonces a serd la longitud del segmento que queda
determinado por la interseccién de y=sax con 1 y X. Ahora,
any/x
entonces, y/(l-x}=a3.
que serd la ecuacidn de la recta gue pasa por y=0, x=1 y por
el punteo de interseccién de la cisoide con la recta ax, esta
recta intersectara a Y en a°,

Llamemos x al lado del cubo a duplicar, asf{ el volumen
de é&ste serd x7; 1llamemos y al lado del cubo duplicado
entonces, su volumen gque descrito por y3.

Asi, lo que queremos es:

yI=2x3
esto as, y/x=QJ31,
es decir, construir el segmento de longitud ?Ij.
Tricese sobre Y desde 0, un segmento de longitud 2; a

partir del punto extremo de este segmento [(0,2)) tracese la
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recta que pase por y=0, x=1 ( i.e. (1,0)),:; ahora, desde el
punto de interseccién de esta recta con la cisoide tré&cese
1a recta que pase por O e intersécte a 1.

Por lo tanto, la interseccidén de esta ultima recta con
1 y el eje X, determinarédn al segmento de. longitud 3 2,17
Lo gque, en efecto, resuelve totalmente el problema

planteado.

Demostracidn geométrica y analitiea de la triseceidn de un

4ngulo.

Nicémedes (aprox. sigle II a.c.) inventa una curva
llamada conchoide con el fin de dar solucién al problema de
la triseccién del &angulo. Construyé esta curva por medio de

un instrumente mecénico, que puede ser descrito como sigue:

4

AERTTS=——,

™,
AB es una regla con una ranura paralela a su largo;
Nicémedes llama a AB regla (xaYw¥).
FE otra regla (fija) en &ngulo recto con AB, con un

pivote fijo en un punto C; Nicoédmedes llama a C polo (doMd) .

17 cfr., Klein, Felix; Famous Problems of Elementary
Geometry, pp. 44-5.



PC una tercera regla {P punto extremo) con una ranura
paralela a su largo, la cual entra en C.

D un pivote fijo en PC, (punto entre P y C) en 1linea
recta con la ranura de PC; D puede moverse por la ranura de
AB; Nicémedes llama a la 1longitud constante entre P y D
distancia (@uoTpa).

Ahora, si la regla PC se nueve de tal forma gue el
pivote D recorre el largo de la ranura de AB, el punto P de
la regla Pc, describir&d a la curva llamada concheide.

La propiedad fundamental de esta curva es que, 8i
cualguier recta es trazada desde C a la curva (come PC), la
longitud intersectada (PD) en esta recta entre la curva y AB
es constante.

Veamos ahora, la solucién de la triseccién de cualquier

angulo dado, por medio de la conchoide.

my

Sea ABC cualquier angulo dado, tracese AC perpendicular
a BC. Completar el paralelogramo ACBF y prolongese el lado
FA.

Sea B el polo; AC la regla y sea la distancla igual a
2AB.
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Llarr;emos E, a el punto de interseccidén de la concholde
y la recta FA; uUnase BE y sea D el punto de interseccién de
AC con BE. Ahora, biséctese DE en G, Gnase AG. Entonces
DG=GE=AG=AB
por lo tanto ABG= AGB,

pero AGB=2 AEG

b4 AEG= EBC {FE y BC paralelas)
luego ABC= EBC+ ABG

asi, ABC= EBC+2 EBC

por lo tanto ABC=3 EBC

es decir, EBC=(1/3) ABC.18

Veamos la solucién analfitica a este problema.
- o
]

Sea O un punto fijo, a una distancia a de una linea
recta fija D. Si trazamos cualquier nlmero de rectas a

través de O y sobre cado una de estas rectas dibujamos

18 Cfr., Heath, Ibid,, vol. I, pp. 235-6, 238-9. La
conchoide que describe el instrumento aqui mencionado era
llamada la "primera" conchojde, Pappus hace mencién de la
nociédn de por lo menos cuatro tipos distintos de esta curva;
llaméndolas “primera", "segunda'", ‘"tercera" y ‘'cuarta"
concholde. Se sabe que la *“primera" era conocida por los
griegos, de las otras tres no se tiene certeza, sin embargo,
la naturaleza de éstas depende de variar la condicién de que
la distapncia sea mayor, menor o igual a la longitud del
segmento CD, Para una mayor claridad de lo anterior, ver
Heath, Ibid., p. 240.
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apartir de su interseccién con D en ambas direcciones un
segmento de longitud b.

El lugar geométrico de puntos asfi determinados es 1la
conchoide.

Da acuerde a que si b es mayor © menor que &, el
origen es un nudo & un punto conjugado; para b=a es una
cispide.

Ahora, tomando como ejes X y Y las rectas perpendicular
y paralela a D que pasan por O respectivamente, la ecuacién
de la conchoide se determina como sigue:

Sea O el origen; OB la recta que satisface que OM=MB
donde M es el punto de interseccién de esta recta con D.

Llamemos a B el punto {x,y). De la figura podemos observar

que,

x~a/x=b/OB (Ob=a, OM=b) [E.VI.12]
entonces, OB=bx/(x-a)
asi como, 0B= xZ+y2 {E.I.47]
entonces, x2+y2 =bx/(x-a)

por lo tanto  (x2+y2) (x-a)-blxe=0
ser8 la ecuacidén de la concheide, siendo de cuarto grado,
con un doble punte en el crigen y compuesta de dos ramas gue
tienen como asintota comin a la recta x=a (D).

La sclucién a la triseccién del &ngulo se obtiene como
sigue:

Sea BOY el &ngulo a trisectar. Trédcese el circulo con
centro en M y radio OM=b. Sea A el punte de interseccién de

este circule con la conchoide, Unase OA; entonces,
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ADY=(1/3) BOY*19

Veamos una demostracién de lo anterior.

Prolongese OA hasta intersectar D; llamemos M/ 'a este

punto. Unase

MA y prolongese hasta intersectar con' Y;

llamemos a este punto 0'.

Ahora,
entonces,
Ahora,
Y
asi,
luege,
es decir,
y como
aentonces,

por lo tanto,

OM=MA

OAM= BOA= M'AQ',

OM’M= AOY L o
MA=AM' (por construccién)
O'MM? = AOY

OM/M+ O/MM’= M'AD? [E.I.32)]
2 AOY= BOA '

BOY= BOA+ AOY
BOY=3 AOY

AQY=(1/3) BOY.

Lo gue concluye la construccidn buscada.

19 cfr., Klein, Ibjid., pp. 45=7.
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CONCLUSIONES

Nos parece que este trabajo puestra de un modo
efectivo, a partir del estudio detallado de aspectos tales
como el analisis del sentido de las operaciones aritméticas
en la geometrfa, la clasificacién de curvas, la redefinicién
de conceptos matemdticos, etc., la cercania y la lejania
simulténeas de la manera de pensar de Descartes con respecto
al pensamiento matemitico griego.

ES a partir de ésto que, entonces, se entiende mejor en
que medida la geometria analitica es el resultado de pensar
de una manera distinta los problemas geométricos de 1a
tradicidn griega; en que medida la geometria analitica puede
pensarse como la interseccién entre el 4&lgebra y la
geometria,

En la medida en la que este trabajo fue
desarrollandose, la conveniencia de ir al pensamiento
original y a la consideracién del detalle como la via més
adecuada para la comprensién de la manera en la que surgen
nuevas 1deas se torné evideente. Esto mismo es 1lo que
posibilita, desde nuestra perspectiva, una concepclén

radicalmente distinta de la geometria analitica a partir de
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entender el lugar que ocupa el pensamiento matemdtico griego
en las ideas de Descartes.

Desde un punto de vista nas personal, puedo concluir
gue el trabajo me proporciond una concepcién distinta de las
matemdticas y lo matemdtico, y la conviccién de gue este no

es sino el principio de un trabajo por hacer.
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