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PRESENTACION

La observacién de que una gran cantidad de fen6menos en 1la
naturaleza presentan caracteristicas de irregqularidad,aleatoreidad
y desorden, no es nueva, de hecho estamos rodeados de ellos. La
forma de las nubes, wontafias, reléampagos, &rboles, la rugosidad de
los materiales, la turbulencia en los fluidos, etc. Son estas
caracteristicas las que hacen diffcil su descripcién.

En el presente trabajo nos ocuparemos de un tipo especial de
sistemas con estas caracteristicas, los materiales no cristalinos.

En el capitulo I, se discute el modelo matemitico (geometria
fractal) usado para describir la estructura de estos materiales.

En el capitulo II, se revisa la dispersién de rayos-X de bajo
dngulo, la cual es una de las técnicas experimentales utilizadas
para la determinacién de la dimensién fractal.

En el capitulo I1II, estudiaremos distintos modelos propuestos
para generar estructuras fractales ( DLA, RLA, BALISTICO, ETC. ).

En el capitulo IV, Discutiremos como se puede reunir lo visto
en los primeros capitules, para la caracterizacidén de la
estructura de materiales no cristalinos, Se mostrarin ejemplos de
simulacién de estructuras, y el cdlculo de la dimensién fractal
mediante un algoritmo de computacién.

En el capitulo V, se presentan la conclusiones obtenidas a
partir de los resultados de las simulaciones. Se discuten posibles
perspectivas.



GEOMETRIA FRACTAL': & QUE ES, PARA QUE SIRVE ?

Antes de abordar lo que son los fractales, examinemos lo que
no es un fractal, Tomemos una forma geométrica y examinémosla en
creciente detalle, es decir, tomemos porciones cada vez mas
pequefias alrededor de un punto P y permitamos que cada punto sea
dilatado, hasta algtn tamafio preestablecido. Si nuestra forma
pert a lag tria estandar (euclideana), entonces, sabemos
que en cada dilatacién se "alisar&", hasta que se vuelva

localmente lineal. En este sentido uno puede decir que una curva
es atrafda bajo dilataciones hacia una linea, que una superficie
‘es atraida bajo dilataciones hacia un plano, etc.

AGn cuando la geometria estandar y el célculo han probado ser
extraordinariamente efectivos en las ciencias ( no existe una
pregunta en la que la naturaleza falle a ser "localmente lineal")
algunas . de las formas en la naturaleza son tan variadas que hasta
hace algunos afios eran llamadas "geométrjicamente cabéticas". Esto
es quizd el porque muchas de las inquietudes més viejas del
hombre, como las concernientes a la forma de las montafias, nubes o
&rboles no habia dado lugar a una clencia comparable en
efectividad con la fisica de los fen6menos "suaves".

Se puede hablar de una sequnda c¢lase de caos que se dié a
conocer aentre 1895-1925, cuando los matem&ticos interesados en la
naturaleza reconocieron el hecho de que la rugosidad de una forma
geométrica podria no desaparecer cuando la examinacién se hace mas
detallada, sino, variar infinitamente.

—— e
1 FRACTAL : ADJETIVO, DEL LATIN FRACTUS, INTERAROMPIDO, IRRECULAR,



A pesar de gue la geometria estandar era tan poderosa, las
formas construidas no podian ser reducidas localmente a 1lineas
rectas. Fueron llamadas "Monstruos" o "Patolégicas".

(e}

i

FIG 1. EJENPLOS DE OBJETOS GEOMETRICOS PATOLOGICOS:

Ante este hecho sorprendente surge la pregunta :

¢Existe un "campo" intermedic de caos geométricamente "organizado"
u "ordenado" entre el orden geométrico lineal y el caos
geomftrico?. La respuesta a esta pregunta la da Mandelbrot en 1975
en su libro :



"Les Objects Fractals : Forme,Hasard et Dimension "[1].

Creando un lenguaje geométrico, en el gque incorpora como
"caracteres" varios de los monstruos matem&ticos, llamado
“"Geometria Fractal de la Naturaleza y el Caos". un lenguaje que ha
probado su valor por sus usos.

En un sentido amplio, los fractales matem&ticos y naturales
son formas cuya rugosidad y fragmentacién no tiende a desaparecer,
ni a fluctuwar, sino, gue permanece esencialmente inalterada cuando
se examinan en forma cada vez mis refinada.

Claramente el estudio de orden en el caos geométrico no
hubiera dado origen a una materia de estudio especializada, ni
seria indispensable un término para denotarlo, si no se hubieran
‘realizado las siguientes observaciones :

1) Diversos patrones de rugosidad en la naturaleza (ruido,
turbulencia, caracteristicas geogr&ficas etc.) son geométricamente
escalados.

2} La herramienta matemitica apropiada para abordar el
escalamiento en la naturaleza es sugerida por algunos de los
viejos monstruos.

En el presente trabajo estamos interesados en el estudlo de
materiales amorfos y en los modelos surgidos para enfrentar este
problema, tales como el crecimiento fractal y los agregados
fractales. .



CapituLo |

GEOMETRIA FRACTAL.

1.1 INTRODUCCION.

La Geometria Fractal es un concepto que se origina al
estudiar sistemas aparentemente desordenados, donde el desorden es
considerado como una caracteristica intrinseca mas que
perturbativa del sistema, son los sistemas fuertemente
desordenados laos de interés; diremos gque un sistema es fuertemente
desordenade =i el desorden persiste aln cuando uno observe el
sistema a escalas cada vez mis pequefias o cada vez mas grandes.

El punto importante de la geometria fractal, es la repeticiédn
del desorden en todas las escalas de longitud, es decir, que los
sistemas fractales son invariantes ante dilataciones.

N6tese gque los sistemas ordenados también son invariantes
bajo dilataciones, pero =son simult&neamente invariantes bajo
traslaciones, lo que no ocurre con los sistemas fractales.

Los sistemas fractales nos ensefian lo. que sucede cuando la
simetrfa de traslacién se pierde, pero, la simetria de dilatacién
se conserva.

En su ensayo original Mandelbrot([2] definié un Fractal como
un conjunto cuya dimensién de Hausdorff (concepto que definiremos
mis adelante) es estrictamente mayor gue su dimensién topoldgica.
Una definicién alterna de Fractal est4 basada en una lista ce
propiedades caracteristicas de los fractales:



Un Fractal tienasa estructura fina, i.e., detalle en escalas
arbitrariamente pequefias.

Un Fractal es demasiado irregular para ser descrito en
lenguaje geométrico tradicional, tanto local como globalmente.

Un Fractal Posee alguna forma de autosimilitud aproximada o
estadistica.

Usualmente la "Dimensién Fractal® (detfinida de algn modo) es
mis grande que su dimension topolégica.

En muchos casos de interés un fractal puede definirse de una
manera muy simple, guizi recursiva.

Para caracterizar a 1los sistemas fractales es necesario
definir ciertos conceptos tales como, Dimensién Fractal, Dimensién
espectral, autosimilitud, Fractales de  masa, Fractales de
Superficie.

Aqui estamos interesados en la caracterizacién del
crecimiento de estructuras mediante procesos aleatorios, tales
como polimeros, agregados cololdales, superficles rugosas, geles,
materiales porosos. AsSL como en la dispersién de Rayos-X de
Bajo-Angulo gue es una de las técnicas experimentales para
caracterizar este tipo de materiales desordenados y aleatorios.



1.2 AUTOSINILITUD k4 AUTOAFINIDAD.

La Propiedad de Autosimilitud o escalamiento es uno de los
puntos centrales de la geometria Fractal, esta propiedad se
encuentra muy ligada con nuestra nocién intuitiva de dimensién.

Un objeto normalmente considerado c¢omo unidimensional, un
segmento de recta por ejenplo, pesee  una propiedad de
escalamiento. Puede ser dividido en N partes idénticas cada una de
las cuales estarid escalada por un radio r = 1/N del objeto
completo. En forma similar, un objeto bidimensional, digamos una
regién cuadrada en el plano, puede ser dividida en N partes
autosimilares cada una de las cuales es escalada por un factor de
r = Vv N. Un objeto tridimensional como un cubo sé&lido puede ser
dividido en N pequefios cubos cada uno de los cuales estars
escalado en un radio de r = V N .

En general un objeto autosimilar D-dimensional puede ser
dividido en N pequefias copias de si mismo cada una de las cuales
estard escalada por un factor r, donde r = 1/ N o N = 1/x°.

Del mismo moZo, dado un objeto de N partes: escaladas del
objeto completo por un radio r, podemos definir su dimensién de
similaridad como:

Ln(N)

= W {r.2.1)

Como puede notarse esta dimensién no necesariamente es
entera.



De lo antericr podemos definir:

Sistema Autosimilar:
Sistema en el que cada parte es una reduccién geométrica
lineal del todo con la mnisma razén de reduccién en
cualguier direccién.

Sistema Autoafin :
Sistema en el que cada parte es una reduccidén geométrica
lineal del todo con diferentes razones de reduccién en
direcciones diferentes.

Simtiaridad

Objeto
Origlant

Alinldad

Simllaridad

Objate
Orlginsl

Afinidad

FIG. 2. OBIETOS AFINES Y AUTOSINILARTS.



El concepto de autosimilaridad no es nuevo en Fisica, se ha
estudiade en relacién con las propiedades criticas de 1las
transiciones de fase, sin embargo en ese contexto la
autosililaridad se considera como una peculiaridad de 1a
competencia entre orden y desorden, a una temperatura particular
para las transiciones de fase en equilibrio. Ahora se sabe que
esta propiedad es comn en fendémenos en equllibrio y fuera del
equilibrio.

AUTOSINILARIDAD ¥ LEYES DE POTENCIA.

La mayorfa de los métodos en fisica est&n basados en
funclones analfticas, tales que en cada punto se puede definir una
sola linea tangente asi como sus derivadas de orden mayor. En
geometria euclidiana uno usa objetos idealizados (lineas, planos,
esferas etc.) para hacer una descripcién de la naturaleza desde el
punto de vista de las estructuras "suaves" y desviaciones de &stas
formas son consideradas como Iimperfecciones. Sin embargo es f&cil
ver que los &rboles, nubes, reldmpagos, montafias no poseen estas
propiedades de suavidad y podriamos concluir que las
irregularidades son la norma mis que la excepcisdn.

Consideremos un ejempleo: la forma de un rel&mpago, Los
métodos geométrices tradicionales no pueden describir tal
estructura, es claro gque no se pueden definir tangentes o
derivadas y que si amplificamos un pequefio detalle del patrén se
obgervard similar a una porcisn m&s grande de la imagen. &sta es
una manifestacién de la autosimilitud.

De lo anterior podemos concluir gue la Autosimilaridad no es
compatible con la analiticidad, ya que ésta requiere gue a una
pequefia escala una curva debe suavizarse hasta aproximarse a una
linea tangente y la autosimilaridad implica que a escalas cada vez
mis pequefias lag nuevas estructuras aparezcan con la misma
complejidad de la estructura completa.



Entonces, ¢ Cudl es tipo de funciones que estan asociadas con
la autosimilaridad ?

Consideremos la funcién de correlacién para el nGmero de
ocupacién n(r) :

T(r) = < (ro) n(rn+ r) > 2.2
Esta funci6n define cuantos puntos ocupados se pueden hallar
a una distancia r (escalar por simplicidad ) de un punto ocupado
en }a posicién r,. El promedio se refiexre a todas la posibles
elecciones de r,. Para fractales aleatorios unc puede promediar
sobre todas las posibles realizaciones del patrén entero.
Integrando la ec. ({1.2.2) obtenemos una relacién entre el
volumen promedio y la escala de longitud ( R ). Para un fractal
homégenec de dimensién D, se tiene:
N N(xr) = I dr < n(ro) n(:b+ r) >= R° (r.2.3
Ahora consideremos las restricciones impuestas sobre 1la
funcién I'(R) [ o N{r} ] por la propiedad de autosimilaridad, ésta
implica que las propiedades fisicas del sistema deben tener la
misma estructura bajo dilataciones o contracciones de la escala de
longitud. Es decir, que la transformacién de escala dada por :
R » R’ = bR (1.2.4)
da origen al mismo tipo de funcién de correlacién.

Lo anterior nos lleva a la siguiente relacién funcional:

N(R’) = N(bR) = A(b)N(R) (1.2,5

10



donde A es un prefactor que no depende de R, pero puede depender
de b. ’

Como deseamos gue la ec. {1.2.5) se satisfaga para cualquier
valor de b, las funciones permitidas son simples leyes de potencia

NR) =R" , A(D) =B 2.6
donde el exponente D puede tomar cualquier valor.

La mayoria de los conceptos examinados hasta ahora no hacen
necesario el uso de la interpretacifn geométrica de las leyes de
potencia en términos de fractales, sin embargo, en problemas gque
tienen que ver con crecimiento irreversible, }a interpretacién
geométrica puede proveer una imagen intuitiva mucho mejor del
fenbmeno Y en ese sentido es Gtil.

1.3 DINENSION FRACTAL.

La Dimensién Fractal es probablemente la caracteristica mas
importantes de los sistemas fractales.

Existe una amplia variedad de definiciones para | la
Dimensién-Fractal, la m&s importante es 1la definicién de
Hausdorf£{3), que tiene la ventaja de poder aplicarse a cualguier
conjunto y mateméticamente conveniente, esta basada en medidas
relativamente f&cil de manipular, pero en muchos casos es dificil

de calcular o estimar por métodos computacionales.

Supongamos que F es un subconjunto de R" y 8 es un ntGmero
no-negativo. Para cualquier & > 0 se define:

RS (F) = inf { Z ]\ls| t { §} es una &-cubjerta de F }

11



y tomando el 1lim cuando & = 0

RB(F) = lim Ry (F)5 tr.a.n
5+0 .
Se define M® como la medida de Hausdorff s-dimensional de F.

La ‘medida de Hausdorff generaliza las ideas familiares de
longitud,area,volumen etc.

Como se vié en 1la secciébn anterior las propiedades de
escélaﬂiento para la longitud, &rea y volumen (la longitud de una
curva se multiplica por A, el &rea de una regién plana se
multiplica por a%? etc.) se conservan con la definicién de
_Hanssdortt y para un fractal se escala por un factor aB,

/.:::)—»
~—~~—

)

Lengtnud

Formalmente la Dimensién de Hausdorff, din“ , se define como:

d;nurﬂlnt{szks(r)-0}-sup{srzxg(l?)--}

12



DEFINICION ALTERMATIVA DE DIMENSION.

La mayoria de 1las definiciones de Dimensién se basan en 1la
jdea de " Medicién a 1la escala § ", para cada & medimos un
conjunto, ignorando las irreqularidades de tamafio menor que 5§, y
cbservamos como se comporta é&ésta medicién cuando & -+ 0.

Por ejemplo, si F es una curva plana, entonces, nuestra
medicién, M, (F) podria ser el nGmero de pasos requeridos por un
comp&s con aberdura § para atravesar F. La dimensién de F se
detexmina por la ley de potencia (si existe) si se cumple que
cuando 3 » 0, M es de la forma :

M, (F) - cs™ . a.3.2)

para algunas constantes c,s. Decimos que F tiene dimensién 8 y ¢
representa la longitud s-dimensional de F.

Tomando logaritmos tenemos

log M (F) & log c ~ & log 3 (r.3.3
despejando s :
Lim log M, (F)
8= lin S e o5 5 | (r.a.3)

Bsta formulacién es Gtil para propésitos computacionales o
experimentales, ya que se puede calcularse como la pendiente de
una gr&tica log-log sobre un rango de 5.

Natural te para fené reales s8lo podemos trabajar con
un rango finito para 3, La teoria y el experimento divergen antes
de alcanzar una escala atSmica.

13



Una de las definiciones de dimensién fractal mi&s usada es la
Dimensién de Corielacién,ya que es muy accesible experimentalmente
para determinar la dimensén de correlacién, uno cuenta cuintos
puntos estin a una distancia menor que alguna distancia dada r,
cuando r varia uno obtiene C(r) definida como la cuenta total
dividida entre el cuadradoe del nGmero de puntos.

La dimension de correlacién se define :

- log C(x
- Dz lim;?—gT;—g—E;— (1a.a

La dimensién de correlacién Dz pertenece a una familia
Anfinita de dimensiones Dq definidas por :

K
leg Z Py
D= lim
r+0 (q-1) log r

e ) (1.3.5)

donde la suma es sobre todas las celdas de tamafio lineal r en
las gue ha sido dividido el espacic y p, es la frecuencia relativa
o probabilidad con la que los puntes del fractal caen dentro de la
celda k. Para q = 0, se obtiene la dimensién de celda y para q = 2
‘la dimensién de correlacién.

1.4 FRACTALES DE MASA Y DE SUPERFICIE.

Los Fractales de masa son estructuras para las que la masa

l(_”(r) dentro de una superficie espférica de radio r y con su

centro dentro del fractal de masa esta dado por :

M (r) «x° .
nARS

14



La dimensién fractal, D, (llamada tambien Dimensi6én de Masa)
de un fractal de masa puede determinarse mediante el proceso
discutido en la seccisn anterior. La dimensisén de masa es aGtil
para parametrizar el “empaquetamiento® de polvos, porgue
frecuentemente las partfculas primarias forman agregados con una
densidad de empaquetamiento, p ,suponiendo que estos agregados
tienen radios gqgue son r veces m&s grandes que las particulas
primarias, y que se forman agregados de agregados con valores
similares de p, r, despues de varias "generaciones" se tiene un
proceso de escalamiento, al gque se puede aplicar la geometria
fractal.

La dimensi6én de masa puede aplicarse a materiales crecidos
mediante agregacién por difusién-limitada (DLA), esto se discutiri
‘con mayer detalle en el capitule III.

Un fractal de superficie es una regién cuya dimensién
fractal-de-masa es D __= 3, esta embebido en un espacio
euclideano de dimensién d = 3 y esta rodeado por una superficie

fractal con dimensisén fractal-de-superficie iqual a D,

Los fractales pueden ser aleatorios o no-aleatorios. Casi
todos 1los fractales reales son aleatorios, sin embargo, los
fractales no-aleatorios, que se representan por medio de una serie
de aproximantes, en la gque el aproxXimante de orden n se construye
a partir del aproximante anterior usando las reqlas gque definen al
fractal, son de gran utilidad en la discusién de las propiedades
de los fractales. .

15



1.8 PROPIEDADES FISICAS ASOCEADAS COM FRACTALES.

Aunque el desorden, frecuentemente complica el andlisis e
interpretacién de algGn fendmeno. El hecho de que un sistema sea
desordenado permite el uso de conceptos y técnicas que debido al
alto grade de desorden simplifican considerablemente este andlisis.

La Geometria Fractal da una medida cuantitativa del desorden,
asf que permite la caracterizacién de sistemas aleatorios tales
como polimeros, agregados coloidales, superficies rugosas,
materiales porosos, incluyendo el anflisis e interpretacién de los
datos de dispersién de bajo-&nguloc para sistemas desordenados.

Una caracteristica importante de los sistemas fractales es
que nuchas de sus propiedades pueden describirse por cantidades
que son proporcionales a una potencia de otra cantidad, esta
relacién es llamada una ley de potencia.

En el presente trabajo estudiaremos la dispersién de Rayos-X
de Bajo-Angulo, gue se usa para caracterizar el crecimiento de
estructuras mediante procesos aleatorios dentro de un sistema,
tales procesos pueden ser polimerizacién, agregacién. coloidal,
separacién de fases etc. El concepto de geometria fractal es la
llave en el andlisis e interpretacidn de las curvas de dispersidn.

16



1.6 : MODELOS FRACTALES Y ESTRUCTURA DE MATERIALES.

La geometria fractal es un concepto para describir objetos
- aleatorios o desordenados, Los mnateriales desordenados no
presentan simetria traslacional ni rotaciomal, asi que la
clasificacién cristalografica convencional no puede usarse.

Sin embargo estos materiales frecuentemente presentan
simetria ailatacional lo que significa que se fven"
geométricamente autosimilares bajo transformaciones de escala,
taies como la amplificacién de un microscopio.

La mayoria ‘de los procesos cinéticos de crecimientce producen
objetos con propiedades fractales autosimilares.

Para ver la importacia de los procesos de crecimiento,
consideremos un ejemplo : La generacién de vidrios mediante el
proceso de sol-gel[3).

Tipicamente uno inicia con un silicato soluble tal como el
Tatraetilortosilicato [si(oczﬂs)‘, TEOS) Yy polimeriza en una
solucién de alcohol por la adicién de agua. La ‘polimerizacién
inicial es un proceso de crecimiento quimice que puede llevarnos a
una variedad de estructuras, desde polimeros altamente ramificados
hasta particulas compactas coloidales, en las fdltimas etapas de
crecimiento, la gelacién puede tener lugar ya sea por ramificacién
quimica continuada (D) o por agregacién fisica de particulas
coloidales primarias (E). Generandosé un wmaterial aélido por
secado y sinterizado®. Los materiales generados por caminos
distintos pueden tener propiedades dristicamente diferentes aunque
sean quimjicamente iguales,

SINTERIZADO CONS1STE En POR s PARTE ADHERIR s ‘GRANOS Y
oue LOS CRANOS peguefios SE AN PARA FORMAR CRANOS MAS CRANDES

17



Los modelos fractales ayudan a recohocer las diferencias en
la estructura para procesos de crecimiento fisico y quimico que
ocurren en las fases precursoras.

(Y]

A

(2]
AGGREGATION (E}

snocn, - @ AYING N

. .
>< " <
© &
. ﬁ ORDERING (P} B

PACKING

FIC 4. ESTRUCTURAS FRACTALES.
ESTRUCTURAS FRACTALES.

La dimensién fractal puede definirse como el exponente gue
relaciona la masa, M, de un cbjeto con su tamafio, R,

M« R® { 1.6.1)

La ecuacién ( 1.¢.1) se aplica claramente a objetos.
euclideanos normales tales cot¢o puntos,discos,esferas para los que
el exponente D es igual a 1,2,3 respectivamente, gue concuerda con
la nocién convencional de dimensionalidad. Sin embargo, para
objetos fractales el exponente en 1la ecuacién ( 1.6t ) no
necesariamente es un nfimero. entero.
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En un espacio embebido en 2-dimensiones, el exponente D se
determina de una grdafica log-log del tamafio contra la masa, usando
la ecuacién ( 1.6.1 ). Se llaman Fractales de masa a aquellos
objetos cuya &rea superficial es proporcicnal a su masa. Aungue
los fractales da masa y superficie parecen drasticamente
diferentes, comparten una caracteristica esencial de los objetos
fractales, la Autosimilaridad.

La Autosimilaridad o simetria de dilatacié6n significa que los
objetos se ven iguales bajo transformaciones de éscala,
matem&ticamente asta caracteristica de autosimilitud se representa
mediante la ecuacién ( 1.6.1 ) para los fractales de nas&, Y por
la siguliente ecuacién para los fractales de superficie :

SelRD'

Donde S es el &rea superficial y Ds es la dimensién del fractal de
superficie. Nétese que para un objeto ordinario Ds = 2, que es
consistente con nuestra nocién comin de gue una superficie suave
es bidimensional. Sin embargo para superficies fractales puede
no-entero y provee una medida cuantitativa de la rugosidad.

La caracterizacién microscédpica directa de fractales de masa
y superficie es extremadamente diffcil, afortunadamente, 1las
dificultades de la medicién directa se eliminan a través del uso
de técnicas de dlspersién. )

En el siquiente capituloe discutiremos 1la técnica de

dispersién de bajo &ngulo que es esencial en el estudio de
sistemas fractales.
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CapriTiLo .

DISPERSION DE RAYOS-X DE BAJO ANGULO.
saxs.’

11.1 ORIGEN Y CARACTERISTICAS DE SAXS.

En un experimento de dispersién se hace incidir radiacién
lsobx:e una muestra, La intensidad del haz dispersado, depende de la
estructura de la muestra asi como del &ngulo de dispersién. La
figura (2.1) muestra esquematicamente un sistema de dispersién.

. Detactor
3
e
12,3 Co!lmonn \
1 /\2 e o Al
| ! [aa L. L i d.IOrl
M diepers
@I T
Fuents - Muestra
de Rayos-X .
Fig 2.1

SISTEMA DE DISPERSION DE RAYOS-X DE PAJO-ANGULO.

asusz SHALL-ANGLE X-RAY SCATTERING, DISPERSION DE RAYOS-X DE BAJO-ANCULO.
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Midiendo la intensidad del haz dispersado a una serie de
&ngulos, es posible obtener informacién acerca de la estructura de
la muestra.

El estudio de la dispersién de Rayos~X de Bajo-Angulo fué
introducido cuando se gquisieron detectar grandes espaciamientos o
estructuras en la red, del orden de decenas o centenas de
distancias interatémicas. ’

Estas estructuras se hallan en algunos minerales y en moléculas
complejas, también en polimeros y protefnas. Uno podria considerar
usar longitudes de onda maAs grandes para obtener &ngulos de
difraccién grandes, para un espaciamiento de red dado, pero
generalmente esto no es posible ya gque las longitudes de onda
largas gon absorbidas en una gran extensién de materia 'y se
complica no solo el aparato de difraccibén necesario, sino, que
ademfs - disminuye considerablemente 1la intensidad del haz
difractado, i.e. se tiene una brecha en el espectro de radiacién
atil en un rango de = 2A hasta el ultravioleta lejano.

Si una muestra posee una estructura no periodica o si su red
ha side suficientemente perturbada, los patrones de difraccién no
se limitan a manchas o lineas sinoc que contienen regionea mis o
menos extendidas de dispersién.

Examinaremos esgquemiticamente el origen de esta dispersién a
&ngulos pequefios.

Es bien conocido que el patrén de difraccidén de una muestra
puede ser descrito en terminos de un espacio reciproco o de
Fourier. Sea p(r) la densidad electrénica del cuerpo difractor en
un punto definido per el vector r, entonces S(q), el transformado
de p(r) en el punto definido por q en espacio reciproco est& dado
por :

s(q) = I p{r) exp(-igr) dr 2.1.1)
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La teoria de dispersién de Rayos-X se basa en el hecho de
8{(q) representa la amplitud de la radiaciédn dispersada.
donde q se define como @ = (2nMfA)(S-So), A es la longitud de onda,
S es un vector unitario en la direccitn del haz dispersado, Sc es
un vector unitario en la direccidn del haz incidente.
lal = (4m/A} Sen(o/2) es la magnitud de g, y 6 es el angulo de
dispersibn.

La ecuaciétn (2.1.1) puede interpretarse como sigue :

La intensidad dispersada observada para condiciones
corfespondientes a clerto valor de q es igual al cuadrado del
valor de S(q); donde S(q) es la componente correspondiente a g en
el desarrollo de p{r) en una serie de Fourier. Para valores
_pequefios de q ( dngulos muy pequefios ), los términos en p(r) que
controlan principalmente la magnitud de S(gq) son aquellos que
muestran una periodicidad x = 2m/q, una periodicidad grande con
respecto a la magnitud de la onda de los Rayos-X.

La dispersién a Sngulos muy pequefios ( <2 ) da la informacién
acerca de la estructura de la wmateria en una escala que es grande
comparada con la longitud de onda de los Rayos-X. El estudio de 1la
dispereidn central ofrece un método para obtener dimensiones de la
particula, Este método es aplicable s&élo para particulas cuyos
tamafios se encuentran dentro de ciertos limites.

Si D es demasiado grande la dispersién est& limitada a
&ngulos tan pequefios que son inaccesibles experimentalmente, si D
es demasiado pequ‘aﬁo, del orden de varias longitudes de onda, la
dispersién es demasiado débil para ser observada.

Las condiciones anteriores pueden precisarse para mostrar los
factores de los que depend exact t la dispersién de
bajo-&ngulo.
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11.2 TEORIA ELEMENTAL DE DISPERSION DE BAJO-ANGULD,

La Teoria de la dispersién de rayos x, fue desarrollada por
Guinter(14}, Aqui s&lo resumiremos algunos de sus resultados que
son de interés para nuestro andlisis desde el punto de vista de la
geometria fractal.

Considere una muestra compuesta de particulas esféricas de
radio R, poco compacta (con efpacios vacios entre particulas) y
con distancias completamente aleatorias de centro a centro. El
poder de dispersién dentro de una partfcula se supone constante a

&ngulos pequefios.

La amplitud dispersada por una particula [14]) esta dada por:

s = J 4n2rp [ senglu:! ] dr = N®(kR) 2.2.1}

donde: p es la densidad electrénica de la particula;
k = 2n8/a 6 es el &ngulo de dispersién;
N es el nGmero de electrones por particula esférica.

La cantidad #( kR ) es la funcién de forma esférica', expresada por
la relacién :

#(kR) =-—3—3- [ Sen{kR) - kRCos (kR) ] (2.2.2)
(kR)

La intensidad dispersada por esta particula es s® Yy la
intensidaa total de M particulas es:

I = MN*8(kR) (2.2.3

STA FumCION SE OBTIEME bE LA HIPOTESIS e E L08 DISPERSORES 50N
ESFERICOS.
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Esta expresién supone que la dispersi6on miltiple, la refraccién
maltiple y la interferencia entre particulas son despreciables.s

Una mejor aproximacién para 1la intensidad dispersada de
eaferas unjiformes es:

I = MN°#%(u) [ 1+ p{ s(Sen 2u) - 60(zu)} ] (2.2. 41
20
donde : u = kR = 2n8R/A

! 0 < P < 1 es un parimetro que representa la compacticidad
del empaquetamiento.
Si P = 0, la ec. 12,2.4) se convierte en la ec, (2.2.3)
Las ekpresiones pueden usarse para la determinacién del
" tamafio de. particula por el método de andlisis de picos, midiendo
las posiciones de uno o m&s de estos miximos de dAifracecidn a
&ngulos pequefios.

IL3 ANALISIS DE LA DISPERSION DE RAYOS-X DE BAJO-ANGULD

Los materiales que consisten de particulas . agregades, con
espaciamientos entre ellos muestran dispersién de bajo-angulo. La
‘digpersién es continua y de la forma de la curva de dispersisén
es posible calcular el di&metre de particula, tamafio del
agregado - etc.

Tlpica-ento: una curva de dispersién de bajo-&ngulo puede
dividirse en tres regiones, ( ver fig. 2.2 ) :

5:- GEMNERAL (=1 ACEPTADO QuE Los oS FRINEROS EFECTOS nNO SE
OBSERVAN EXPER IMENTALMENTE, AUNQUE HAN SIDO REPORTADOS casos EN
LoS Qe SE OBSERVA DISPERSION WALTIPLE CuANDO SE UTILIZAK MUESTRAS
CRUESAS, TARIZS LA INTERFERENCIA ENTRE PARTICULAS PUEDE

OBSERVARSE EM CIIRTOS CASOS.
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Guinier

Fractal

Pendlents = x

fog Hq}

. Porod

Pendlento ~ -4

log q

fig 2.2

Grafica ( Ideal ) donde se aprecian las regiones en las que
se puede dividir una curva de dispersién de rayos-x de bajo
&ngulo, que son la regién de Guinier, Fractal y de Porod.

. Este hecho, es de suma importancia en la reéinterpretaci6n
desde el punto de vista fractal, debido a las siguientes
observaciones :

Los parametros r, tamafio de dispersor; R, tamafio de
agregado; D, dimensidn fractal; estan dados por A/a; 14, Y | x|

. Estos parametros se pueden obtener a partir de la
dependencia de la intensidad de dispersién respecto del vector de
dispersién, en cada regiénm.

El valor de |x| proporciona el elemento principal

de un método de clasificacién ( semicuantitativa ) de los sistemas
de interés.
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" La siguiente tabla muestra la forma en gque depende la
intensidad de dispersién I(q) respecto del vector de dispersién q,
ademés de establecer los limites de validez para cada regién.

Regién . Limites de validez I(q)
Guinier q < 1/R Constante
Fractal 1/R << g << 1/r q=-D
Porod q >> 1/r q-4
' q 3 vector de dispersién. r : Tamafio de dispersor.
R : Tamafio de Agregado. D : Dimensién Fractal.

_Tabla 1 Tipo de intensidad de dispersién de acuerdo a su regidn
de validez.

II.4 USO DE DISPERSION PARA DETERMINAR DIMENSION FRACTAL
La Dimensién Fractal se puede determinar mediante técnicas

experimentales como la dispersidn de Rayos-X de bajo &ngulo.

En la dispersién por fractales, es importante distinguir
entre fractales de masa y fractales de superficie.

En un espacio de (d) dimensiones euclideanas, la masa (M) de
un fractal de masa con diidmetro 1 y Dimensién fractal De estd dada
pox[10] :

M= Hbln' (2.4.1}

donde Mo es una constante y Ds = d.
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Si el fractal es una superficie conectada, 1 = bw = 3. La densidaad
de un fractal de masa es proporcional a 1™=73,

Un fractal de superficie tiene una densidad normal, pero,
est& rodeado por una superficie fractal, con dimensiédn Ds. Los
valores significativos de Ds estan en el intervalo 2 = Ds = 3; Una
estructura con diametro 1 rodeado por una superficie fractal tiene
una &rea superficial (A) dada por :

A= 2™ a2
donde Ac es una constante.

Debido a que existen diferencias entre las propiedades de
dispersién de los fractales de masa y los fractales de superficie,
se deben utilizar ecuaciones diferentes para calcular las
dimensiones Ds y Ds a partir de los datos de dispersién.

Un principio importante en el andlisis de la dispersién de
Rayos—X de una estructura que tiene tamafio caracteristico (1) es
que la dispersién solo depende del producto ql, donde :

q = 4A 'sen(e/2) : @

A es la longitud de onda.

La mayoria de la informaciSn obtenible de mediciones de
dispersién se encuentra a dngulos para los que se cumple[16]

0.1 = gl z.5.0
para angulos mis pequefios de 7 grados, Sen(6/2) puede aproximarse
por 8/2; Asi que para &ngulos pequefios

q 8 12.4.5)
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Debido a que la dispersién depende de ql, existe una relacién
inversa entre el tamafio de los dispersores y los valores de g a
los que se obsgerva dispersién. En otras palabras, la dispersién
debida a estructuras grandes se mide a q pedquefias y para
estructuras mis pequefias se deben usar q grandes.

La cantidad ql da la escala para decidir cuando un valor para
q puede ser considerado grande o pequefio.

Como la mayoria de 1los fractales de masa que han sido
astu.diados con técnicas de dispersién son agregados de pequefias
unidades, discutiremos algunas de las propiedades de la dispersién
de este tipo de agregados.

i Por simplicidad supondremos gue esos dispersores son
idénticos,rigidos y esféricamente simétricos. Asi que la
intensidad I(qg) de un agregado orientado aleatoriamente, de N
dispersores idénticos,rigidos y esféricamente simétricos con
difmetro a, promediada sobre todas las orientaciones del agregado,
esta dada por :

I(q) = NIc({qa)S{qa) 12.4.6)

Io(ga) es la intensidad dispersada por un dispersor;

S(ga) = 1 + 4(N/V)S rzg(r)Sen(qr)/(qr) dr , V es el volumen de la
muestra dispersora, 1 es la distancia mis grande entre los centros
de cualquier par de dispersores, g(r) es la funcién de
correlacién.

La cantidad 4(N/V)r’g(r) es igqual a 1la probabilidad,
promediada sobre todas las orientaciones del agregado Yy scbre
todos los dispersores en el agregado, de que la distancia desde el
centro de un dispersor al centro de otro dispersor tdénga un valor
en el intervalo entre r y r+dr.
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La ecuacién (z.¢.6) muestra que la intensidad dispersada I(q)
del agregado puede calcularse de las intensidades Io(ga) de los N
dispersores gue componen el agregado.

La informacién acerca de las distintas caracteristicas de la
esructura se obtiene de diferentes intervalos de g¢g. La
localizacién de los dispersores dentro del agregado determina la
forma de S(q). El1 diametro puede ser evaluado o estimado de 1los
datos para los cuales ql ~» 1. Las propiedades fractales del
agregado se estudian mejor cuando 1 << g}, pero ga << 1. donde 1
es el tamafio del agregado y a es el didmetro de un dispersor.

La ecuacidén (2.4.s}) da la intensidad dispersada por un agregado,
esta expresién puede usarse en muestras gue consisten de bmuchos
agregados, que son identicos y dispersan independientemente, asi
que la intensidad medida de n agregados es N veces la intensidad
dada por la ec. (2.4.6).

DISPERSION POR FRACTALES DE HASA.

Para un agregado fractal de masa orientado aleatoriamente de
dispersores  esfericamente simétricos de radio ‘a, donde los
dispersores esféricos se suponen rigidos, la distancia entre el
centro de 2 esferas no puede ser menor que a, Una esfera de radio

a alreded de un tro dispersor no puede contener mi&s de un
dispersor.

Da a esta

La dispersién[10) en este caso, es proporcional a q~
forma de dependencia de g se le llama ley de potencia. Este hecho
es el gque nos permite utilizar conceptog de geometrfa fractal
porque una de las caracteristicas asociadas con la autosimilaridad
es que las funciones adecuadas para describir esta propiedad son
las leyes de potencia, como se discutié en el capitulo I (sec.

I.2).
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La caracteristica principal de la dispersién de un fractal de
masa es gque 3

I(q) « g

cuando gl >> 1 pero ga << 1.

Una prueba conveniente de ver si la intensidad dispersada
sigue una ley de potencia es graficar el logaritmo de I(q) como
funcién del logaritmo de g, ya que cuando la intensidad es una ley
de potencia, la grafica da una linea recta. Mas aln, la. pendiente
de esta linea es igual al exponente de la ley de potencia, que
representa la dimensién fractal de la nmuestra.

DISPERSION POR FRACTALES DE SUPERFICLE.

Las superficies usualmente exhiben propiedades fractales sélo
en escalas de longitud apreciablemente mAs pequefias gque los
diametros de los agregados, fractales de masa, discutidoes en 1la
seccién anterior. Segfin Texeira, la dispersién por fractales de
superficie puede describirse por el uso de 1la funcién Io(ga)
definida como la jntensidad debida a un so)o dispersor.

I{q) =NIo(ga) (2.4.7)

donde N es el nfimero de fractales de superficie en la muestra
dispersora. a veces la muestra entera puede ceonsiderarse como un
solo fractal de superficie, asi que N = 1,

Cuando las superficies fractales se describen en escalas de
longitud mucho m&s grande que el di&metro de atomos individuales,
es conveniente usar 1la aproximacién de dos ftases. En esta
aproximacién la muestra dispersora se supone consistente de 2
fases, cada una de las cuales tiene densidad constante, 1la
Intensidad Io(qa) puede escribirse como (14):
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Sen(gqr ar

Cig (2.4.8)

Ja(ga) = 4n1u625(1—c)v I rago(r)
donde I. es la intensidad dispersada por electrén, para Rayos-X.
e es la fraccién del volumen ocupado por una de las fases.

4 es la diferencia de densidad electronica.
gy(r) es la funcién de correlacién para los dispersores.
V es el volumen ocupado por los dispersores.

Para gqga >> 1, Io(ga) da una dispersién de ley de potencia
. caracteristica de la estructura a r-pequefia del dispersor.

La discusién anterior pretende resaltar el uso de una téchica
experimental ( SAXS ) para el estudic de sistemas aleatorios y no
cristalinos { en cierto rango de escalas ) para los cuales la
geometria fractal proporcina un marco adecuado para su descripcién
y el entendimiento de algunas de sus propiedades microsctSpicas y
su relacién con su comportamiento macroscépico.

En el siguiente capitulo se describen algunos modelos
tebSricos que describen estructuras que pueden clasificarse como
sistemas fractales, ya que presentan caracteristicas tales como
egcalamiento geométrico, aleatoreidad, "desorden" propias de los
objetos fractales. )

31



CapituLo Il

MODELOS DE CRECIMIENTO.

.1 INTRODUCCION.

, Con excepcién de los cristales simples, los
materiales son, en algin modo, desordenados. Pese a este hecho se
sabe poco acerca de la estructura de los materiales desordenados o
de la relacién entre su estructura y los procesos de fabricacién.

casi ‘todes

Aqui estamos interesados en los materiales cuya
estructura es el resultado de un proceso de crecimiento aleatorio
dentro de un sistema de silica,

agregados,

tales como, geles, coloides,

atc.

Existen distintos modelos para caracterizar estas estructuras

aleatorias; Se estudian los llamados Modelos de Crecimiento
cinético {5]. ( figura 3.1 ). -
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Figura 3.1 Modelos de Crecimiento Cinético




Los modelos de crecimiento cinético describen los procesos de
polimerizacién y agregacién que ocurren fuera del equilibrio en
sistemas quimicos, estos modelos se utilizan cuando las uniones
entre las especies en crecimiento son f‘uex:tes e irreversibles, son
adecuados para la silica ya gue el enlace Si-0-Si es muy fuerte y
no se disocia, excepto bajo condiciones muy especiales.

Los modelos cin&éticos mostrados en 1la fig (3.1) se
diferencian por dos suposiciones basicas :

1) El transporte de masa.
2) El modo de acrecentacién del agregado.

El transporte de masa se refiere al proceso por el cual se
aproximan las moléculas reaccionantes., Si . el ¢transporte es
browniano el procesco se llama Difusién-Limitada. Si el transporte
no juega ningdn papel, es decir, que todos los sitios posibles
pueden ser centros de crecimiento el proceso se llama
Reaccién-Limitada. Existe un caso intermedio en el cual el
crecimiento se dé cuando los clusters se acercan unos a otros
siguiendo trayectorias lineales, este proceso se llama
Agregacién-Balistica.

Otra manera de diferenciar los modelos cinéticos es por el
proceso de crecimiento.

1) Crecimiento por adicién de pequefias unidades a los grandes

clusterss, denominado crecimiento Monémero-Cluster.

2) Crecimiento por unién de clusters de todos 1los
tamafios, denominado Cluster-Cluster.

CLUSTER : (OEL INGLES} AGRECADO, UNION OE PMAS PARTICULAS.
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11I1.2 HODELOS DE CRECINIENTO CINETICO.

ACREGACION POR DIFUSION-LINITADA.

En el modelo de Witten-Sander [12] se inicia con una
particula "sembrada" en el centro de la red. Una segunda particula
es agregada en algfin lugar alejado del origen, esta particula
viaja aleatoriamente hasta visitar un sitio adyacente a la
"semilla®”, cuando esto sucede la particula viajera se vuelve parte
del Icluster. Luego otra particula es introducida en un punto
aleatorio alejado y viaja hasta unirse al cluster, repitiéndose
este proceso para formar un gran cluster. Si la particula viajera
toca las fronteras de la red en su caminata aleatoria es removida
Yy se introduce otra ( fig. 3.2 ).

Particuta
——Dercartada

Limite da Ia
Reglon Permiilds
para particulse.

Caminats
Parlioulas Aln|::Il-

del Agr

8itlo
Desocupedo

tigura 3.2 Modelo ( DLA } Para una red cuadrada bidimen-
sional’. El cuadro negro representa la semilla original, los cua-
dros sombreados ( diagonales ), sitios gque han sido ocupados por
el procesoc de crecimiento.

: 75 LLANA RED B PORQUE SOLO EXISTEN CUATRO
DIRECCIONES DE NOYINIENTO PARA LA PARTICULA (MORTE, SUR, ESTE,
OESTE).
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La siguiente fiqura, es una simulacién del proceso DILA,
obtenida mediante el algoritmo implementado en el presente
trabajo, ( el diagrama de flujo, se puede consultar en el apéndice
I).
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El modele de Agregacién de Clusters por Difusién-Limitada
{DLAC) es una extensién directa del modelo de Witten-Sanders, en
este modelo los mondmeros se distribuyen aleatoriamente sobre
sitios en la red y todas las particulas ejecutan caminatas
aleatorias. Cuando los monémeros ocupan sitios vecinos se realiza
una unién y el cluster formado se mueve como una unidad ( figura

3.3)

figura 3.3 Modelo { DLCA ) para una red cuadrada bidimen-
sional, los cuadrados negros representan la distribucién original

de gitios de crecimiento.
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La figura siguiente es una simulaci6én del proceso DLCA obte-
nida mediante el algoritmo implementado en este trabajo. ( el dia-
grama de flujo puede consultarse en el apéndice I ).
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AGREGACION BALISTICA.

EL crecimiento Balistico ocurre cuando el camino libre medio
del monSmero es grande comparado con el tamafio del cluster, el
transporte de los monémeros se caracteriza por trayectorias
lineales, que dan como resultado estructuras mas compactas que el
caso de Difusién-Limitada.

En este modelo se inicia con una semilla en el centro de la
red, una segunda particula es agregada, lejos de la semilla, la
parﬁlcula viaja en linea recta hacia el cluster y cuando lo toca
es agregada a él. Nuevamente se genera una particula lejos del
cluster y se le hace viajar en linea recta hasta unirse al
~agregado. Se repite este proceso para formar un gran cluster ( fig
3.4 ).

TTT1,2,8,4 Trayecilorias
Aectilinsas

Limite de ia
Replon Parmitids
para particulse.

Partioutss
dal Agragada

. figura 3.4 Modelo ( BALISTICO )} para una red cuadrada bi-
dimensional, se observan las trayectorias rectilfineas.
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estructura

A continuacién se presenta un ejemplo .de  una

de

tipica obtenida mediante el proceso de crecimiento balistico,

a acuerdo al algoritmo implementado en este trabajo.

Tl Al
A BRI L
¥, ok
....nm-v m-.m .n.mu.-
7 A B

.

ok 1,80 £n
sreay Dt

had
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CRECINIENTO POR REACCION-LIMITADA.

El crecimiento por Reaccién-Limitada describe los procesos

cinéticos en los que existe una barrera a la formacién de
enlaces. el efecto de tal barrera es reducir la probabilidad de
rastancamiento' (raz6n de condensacién) asi que se requieren

numerosos contactos antes de formar un enlace.

El crecimiento por Reaccién-Limitada puede simularse por una
extensién del modelo de Difusién-Limitada en el que se necesitan
varios contactos antes de que ocurra un evento de crecimiento.

Al igual gue los otros modelos este proceso puede ocurrir pdr
reacciones monémero-cluster o cluster-cluster. El crecimiento por
monémero~cluster es llamado Modelo de Eden, Es el modelo mas
simple para el crecimiento de un cluster de particulas, aqui se
Agregan particulas una cada vez, aleatoriamente, en sitios
adyacentes a sitios ocupados. Este proceso produce clustars
relativamente compactos ( fig 3.5 ).
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La siguiente figura es una simulacién del proceso RLCA obte-
nida mediante el algoritmo implementade en este trabajo ( el dia-
grama de flujo puede consultarse en el apéndice I).
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CapiTuLo V.

DISCUSION Y RESULTADOS.

Los conceptos estudiados en el primer capfitulo, Estructura
Fractal, autosimilitud, dimensién fractal, etc. Se pueden usar
para caracterizar estructuras no cristalinas, en particular las
obtenidas mediante el siguiente proceso :

La agregacién de unidades idénticas, cada una obedeciendo 1la
‘misma dindmica para formar una gran estructura, y de la cual nos
preguntamos si podemos predecir algo acerca de sus propiedades
macroscépicas cuande ha crecide a un tamafic muy grande cemparado
con los constituyentes individuales.

Una de las razones por las gque este tipo de estructuras no
puede estudiarse con técnicas convencionales (cristalografia) es
debido al alto grado de desorden gque presentan. Aqui es donde
entra la descripcién en términos de conceptos de geometrfa fractal

Se puede hacer una clasificacién en terminos de fractales de
masa, fractales de superficies, hallar 1la dimensién fractal,
etc, utillizando las técnicas estudiadas en el capitulo II.

A partir de los modelos de crecimiento estudiados en el
capitule IIXI, se implementaron algoritmos de computacién y se
realizaron simulaciones de distintas estructuras a las gque se
calculo la dimensién fractal mediante un programa de computadora,
usando las técnicas de contec de celdas, y de disco discutidas en
el capitulo II. { mas adelante se presentan ejemplos ).
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Una forma experimental de obtener esta informacién (tipo de
fractal,dimensién Fractal,etc.) es mediante la dispersién de
rayos—-% de bajo &ngulo, ya que bisicamente todos 1los fractales
muestran una dependencia potencial entre la intensidad dispersada
(I), ¥ el momento transferido (K).

I(K) = K¥

donde :
K = 4m”" seno, 8 = ingulo de dispersién.

Notesé que para una K, fija, uno prueba escalas de longitud
de orden K.

X se llama el exponente de Porod. Al dominio donde es vadlido
la ley de potencia se le denomina regién de Porod de la curva de
dispersién.

La interpretacisn del exponente X, depende del origen de la
dispersién [11].

Para los fractales de masa (por ej. estructuras polimexricas)

el exponente es simplemente D, la dimensién que relaciona el
tamafio R del objeto con su masa M,
M= RP

Para dispersién por objetos tridimensionales con superficies

fractales,
X = 6-Ds

donde Ds es la dimensién fractal de la superficie (2=Dss3).
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Para materiales fractalmente porosos:
X = 7=7

donde 7 es el exponente que describe la distribucién P(r) de los
poros de radio r,

P(r} = x’¥

‘" Los experimentos de dispersién son indispensables para el
estudic de estructura y 1las funciones de correlacién. La
informacién resultante puede relacionarse a longitudes
_caracteristicas de los sistemas estudiados, tales como la longitud
de correlacién cerca de los puntos criticos, radios de giro de las
macromoléculas, etc.

Ahora se presentardn estructuras tipicas obtenidas por
simulacién y a las cuales se les calculo la dimensién fractal
mediante un programa de computadora.

Las simulaciones se realizaron en dos atapas :

La pr:lmex.;a donde se realizaron mediciones sobre objetos
para los cuales se conoce anfliticamente la dimensién fractal.
para convencernos de que el programa estaba trabajando bien.

La segunda para estructuras fractales simuladas. ademis
de que se nos proporciono una fotografia experimental de una es-
tructura fractal ( rompimiento dieléctrico ) que digitalizamos y
procesamoa conh el programa.
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Las estructuras mostradas en la figura 4.1 son las utilizadas

simulacién.

FRACTALZ

FRACTAL4

FRACTALL

FRACTAL3

en la primera etapa de la

Figura 4.1
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SIERPINS

La Tabla I muestra los resultados obtenidos al comparar los

valores para la dimensién fractal.

se observa una concordancia

aceptable entre ambos métodos ( anilitico y nGmerico ).

NGmero de Dimensién Fractal
Nombre Particulas
Tebrica Ndmerica
Fractall 15000 1.66 1.64
Fractal2 16000 1.64 1.69
Fractal3 40000 1.88 1.89
Fractal4 37000 1.87 1.86
Sierpins 5000 1.58 1.55

Tabla I. Comparaclén entre resultados tedricos y
nGmericos de la dimensién fractal.
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Las siguientes imagenes corresponden a las simulaciones de
estructuras fractales, obtenidas por los métodos discutidos en el
capituloe III, utilizando el programa implementado en este trabajo.

Figura 4.2
DLA.FGI. Estructura obtenida mediante el proceso DLA,
el namero de particulas es n = 10000.
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La siguientes graficas muestra la dependencia de 1la masaB del
agregado respecto de la escala de medicisn., y la determinacién de
la dimensién fractal a partir de la gr&fica log-log; Para ambos
métodos usados.

Los metodos usados fuercon

RECUBRIMIENTO POR CELDAS.

En este método se elige una escala, en nuestro caso
utilizamos unidades de acuerdo con la resolucién de la pantalla de
computadora ( dada en pixels ), para este caso fueron 2, 4, 8, 186,
32, ‘64, 128 pixels ( “Tamafio de celda" ); para cada escala ( fija
) sBe forma una malla cuadriculada ( cada unidad de la malla se
denomina celda ) gque se scobrepone a la imagen y se cuenta el
ntmero de celdas gque se intersectan con el fractal, este nGmero se
almacena. Se cambia de escala, y se repite todo el proceso.

Con los datos obtenidos se forma una grafica de escalas
{ "Tamafio de celda") contra namero de celdas y una gréafica log-log
de estos mismos datos. Estas se muestran en la parte superior de
cada p&gina.

RECUBRIMIENTO POR DISCOS.

Este método consiste en contar el nimero de particulas gque se
encuentran a una distancia menor o igual que un cierto radio fijo,
a partir de un punto ( ocupado por otra particula ) y variar el
radio para ver el comportamiento de la masa contra el radio para
un fractal.

La escala nuevamente esta basada en la resolucién de 1la
pantalla ( asi se tienen radios de 2, 4, B,...128 pixels ). Las
graficas correspondientes se muestran en la parte inferiox; de cada
pégina.
a8

AQur SE usA EL TERAINO KASA cono EL, WUMERD be PARTICULAS POR
UNIDAD DE AREA.
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Figura 4.4
BALIS.FGI Estructura obtenida mediante el proceso de
agregacién balistica. el nfimero de particulas es n = S0000.
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Foto 1
ARBOL1. INO Foto experimental de un rompimiento

dieléctrico, donde se obtiene una estructura fractal.
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Figura 4.5
ARBOL1. INC Digitalizacién de 1la foto 1, a la que
se calculo la dimensién fractal mediante el programa implementado.
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La siguientes grificas muestra la dependencia de la masa® del
agregado respecto de la escala de medici6én. y la determinacién de
la dimensién fractal a partir de la gr&fica log-log; Para ambos
métodos usados.

Los metodos usados fueron @

RECUBRIMIENTO POR CELDAS.

En este método se elige una escala, en nuestro caso
utilizamos unidades de acuerds con la resolucién de la pantalla de
computadora ( dada en pixels ), para este caso fueron 2, 4, 8, 16,
32,'64, 128 pixels ( "Tamafio de celda"™ ); para cada escala ( fija
} se forma una malla cuadriculada ( cada unidad de la malla se
dencomina celda ) que se sobrepone a la imagen y se cuenta el
nimero de celdas gue se intersectan con el fractal, este nlmero se
almacena. Se cambia de escala, y se repite todo el proceso.

Con los dataos obtenidos se forma una gradfica de escalas
{ "Pamafio de celda') contra namero de celdas y una grafica log-log
de estos mismos datos. Estas se muestran en la parte superior de
cada pagina.

RECUBRIMIENTO FOR DISCOS.

Este método conslste en contar el nGmero de particulas que se
encuentran a una distancia menor o igual que un cierto radio fijo,
a partir de un punto ( ocupado por otra particula ) y variar el
radio para ver el comportamiento de la masa contra el radic para
un fractal.

La escala nuevamente esta basada en la resolucién de 1la

pantalla ( asi se tienen radios de 2, 4, 8,...128 pixels ). Las
graficas correspondientes se muestran en la parte inferior de cada
pagina.

8

AQul SE UsA EL TERMINO MASA COXO EL NURERO DE PARTICULAS POR

UNIDAD DE AREA.
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La siguientes gri&ficas muestra la dependencia de la masa® del
agregado respecto de la escala de medicién. y la determinacién de
la dimensisén fractal a partir de la grafica log- 1oq, Para amhos
métodos usados.

Los metodos usados fueron :

RECUBRIMIENTC POR CELDAS.

En este método se elige una escala, en nuestro caso
utilizamos unidades de acuerdo con la resclucién de la pantalla de
computadora ( dada en pixeis ), para este caso fueron 2, 4, 8, 16,
32,‘64, 128 pixels { "Tamafio de celda" ); para cada escala { fija
) se forma una malla cuadriculada ( cada unidad de la malla se
denomina celda ) que se sobrepone a la imagen y se cuenta el
‘nOGmero de celdas que se intersectan con el fractal, este nimero se
almacena. Se cambia de escala, y se repite todo el proceso.

con los datos obtenidos se forma una grifica de escalas
( "Tamafio de celda") contra nGmero de celdas y una grafica log-log
de estos mismos datos. Estas se muestran en la parte superior de
cada péagina.

RECUBRIMIENTO POR DISCOS.

Este método consiste en contar el nimero de particulas que se
encuentran a una distancia menor o igual que un cierte radic fijo,
a partir de un punto ( ocupado por otra particula ) y variar el
radio para ver el comportamiento de 1a masa contra el radio para
un fractal,

La escala nuevamente esta basada en la resolucidn de 1la
pantalla ( asi se tienen radios de 2, 4, 8,...128 pixels ). Las
graficas correspondientes se muestran en la parte inferior de cada
pPAgina.

8
AQUI SE UsSa EL TERKING MASA CoNOo EL ‘NUNERO DE PARTICULAS POR

UMIDAD DE AREA,
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La siguiente tabla resume los resultados obtenidos a partir
de las simulaciones realizadas por computadora.

Modelo Nimeroc de Dimensién
Nombre Particulas Fractal

Celda Disco

Nieves Difusién 10000 1.62 1.81
Limitada

RLAL1 Reaccién 6500 1.53 1.65
Limitada

Nieve3 Agregacién 50000 1.91 1.95
Balistica

Arboll Experimental 50000 1.76 1.80

TABLA II.

RESULTADOS OBTENIDOS MEDIANTE FL. PROCRAMA IMPLEMENTADO.

Se observa que para cada método el modelo de Difusién
Limitada da el valor m&s alto para la dimensién fractal 1lo que
estd de acuerdo con datos reportados en 1la literatura
Schaefer(1l], para los otros modelos también se observa esta
concordancia.

La diferencia entre ambos modelos (en los valores nGmericos)
puede explicarse a que estrictamente hablando la definicién de
dimensién obtenida a partir de el concepto de recubrimiento por
celda es diferente de la definicién de recubrimiento por disceo.

Sin embargo, lo anterior no debe considerarse una falla en la
descripcisén geSmetrica fractal, sino un indicio de que no basta un
s0lo nmero ( la dimensi6én fractal ) para describir este tipo de
estructuras, siendo este hecho hasta cierto punto natural ya que
debido al elemento de aleatoreidad podrian existir objetos
fractales similares ( visualmente ) con distintas dimensiones
fractales.
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Da hecho existen estudios (3] en los gue se habla de
asignar un nGmero infinito de dimensiones a un sistema fractal
dande origen a los llamados multifractales, sistemas que caen
fuera del alcance de este trabajo.

Para la imagen "Arboll.ino" se obtuvieron valores para la
dimensién fractal ( 1.72,1.80) gque son sinilares a los reportados
( 1.75 ).

A partir de los resultados obtenidos se concluye que los
algoritmos implementados son utiles en el calculo teérico de la
dimensién fractal de estructuras con escalamiento geométrico y que
esta informacién es de utilidad en el modelaje, andlisis,
descripci6n, ‘de sistemas no cristalinos, particularmente los
,obtenidos de acuerdo a los modelos estudiados en el capitulo III.

En el siguiente capitulo se presentan las conclusicnes

obtenidas en el presente trabajo y se discuten posibles
perspectivas en el desarrollo futuro de este tema.
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CapiTuLo V.

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS,

‘Después de lo expuesto en los capitulos anteriores se puede
concluir que :

Los Cc pt de G tria Fractal, Dimensional Fractal,

Autosimilitud, Fractal de Masa, Fractal de Superficie, etc.
proporxcionan una herramienta teérica para estudiar fenbmenos

altamente desordenados y aleatorios, como la polimerizacién, los
agregados coloidales, que dan origen a materiales con estructura
no cristalina.

La interpretacién en términos de geometria fractal provee
algunas ventajas practicas, como :

Cuantificacisén del grado de desorden relativo entre sistemas
similares { por ejemplo reacciones quimicas con pequefias
variaciones en las concentraciones ).

Clasificacién de los sistemas en fractales de masa, fractales
de superficie dependiendo de la relacién entre la masa (M) y su
Tamafio {( R ), mediante la asociacién de la dimensién fractal, ya
discutida.

Cuantificacién de propiedades que tradicionalmente han sido
consideradas como descriptivas y subjetivas como :
Rugosidad.
Porosidad.
Grade de compacticidad.
etc.
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Es importante seflalar que la dimensién fractal no es
auficiente para describir el amplio range de comportamiento de un
sistema dado, al igual gque un solo exponente critico no es
suficiente para describir la naturaleza de un punto critico.

A partir de experimentos de dispersién de Rayos—-X de
Bajo-Angulo se puede estudiar la estructura de materjiales no
cristalinos y clasificarlos en fractales de masa, fractales de
superficie, &8i 1la intensidad dispersada obedece una 1ley de
potencia y dependiendo del valor del exponente de dicha ley.

La reinterpretacién del exponente de la ley de potencia (
obtenida a partir de SAXS ) en té&rminos de conceptos geométricos
{ fractales ) es la parte esencial en el nuevo ansdlisis propuesto,
.ya que es lo gue da pie a la cuantificacidn de ciertas propiedades
mintrinsecas” a este tipo de sistemas, ( desorden, aleatoreidad,
falta de simetria traslaclonal, etc ) reflejadas en propiedades
tales como rugosidad, porosidad, autosimilaridad, que son
observables macroscopicamente.

La informacién contenida en la ley de potencia gque describe
la curva de dispersién se puede relacionar con logitudes
caracteristicas del sistema estudiado comoc : tamafio de particula,
tamafio del agregado, radio de giro de macromoléculas.

El presente trabajo se limito al estudio de modelos ( genera-
cién de estructuras fractales ) puramente geométricos en los que

la dGnica caracteristica fisica que se conservo fue :

El modo de transporte de las particulas, debide al movimiento
browniano.

lag estructuras obtenidas ( mediante simulacién ) son
visualnqnte cercanas a las reportadas experimentalmente.
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Se implementaron algoritmos ( en turbo pascal 5.5 ) para los
distintos meodelos de agregaqién y crecimiento fractal, a partir de
los cuales se realizaron simulaciones de estructuras fractales,
para una red bidimensional cuadrada, también se realizaron
programas para calcular la dimensién fractal para este tipo de
sistemas, utilizando el método de recubrimiento con celdas y el de
recubrimiento con discos; habiendo obtenido resultados coherentes
con la geometria fractal.

La importancia del estudio de estos modelos es que
proporcionan una base para relacionar conceptos ( fractales )
geométricos con leyes e interpretaciones fisicas.

Esperamos que este trabajo pueda servir como principic en el
estudio de cuestiones que han quedado abiertas.:

Correlacidn entre modos de generacidn y propiedades
macroscépicas de materjales no cristalinos.

Cdlculo teérico de curvas de dispersién para estructuras
obtenidas por simulacién.

Cilculo. teérico de 1la dimensién fractal de estructuras
aleatorias.

Estudio de nuevos modelos tedSricos de generacisén de objetos
fractales.

Establecer relacliones entre leyes fisicas Yy ' conceptos
geométricos.
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APENDICE
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MODELOS DE CRECIMIENTO CINETICO.

DIAGRANA DE FLUJO.
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FRACTALES.

DIAGRANA DE FLUJO.
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