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OBJETIVOS GENERALES 

El procea .. lento de datos hoy en dla. a Mdlda que las empresas 

•• de•arrollan, tiende a aer •uy largo y tardado, ya que las 

actlvldades que se realizan dentro del plan de trabajo tienden a 
aultlpllcarse. y su relacl6n con otrae tiende. a ••r menor cada vez. Por 

tal motlvo, la empresas bwlcan nuevas t6cnlcas de proceaaalento que 

puedan aer utlllzadas con las herrulenta• ya existentes dentro de su 

-lo. 

tm . de estos probl-.i lrecuent.-nte e• •l de analizar 

actlvldadH repl'ff8fttada• por -lo de •rirlcam, - .. toman en 

cuenta caracterlatlca• i.1.. ca.o la dlncc16n al tllljo, l•• 

cap9Cldade•, orden. etc. • lo cual hace reprementabl .. lu aCtlvldadea, 

... 19610 .,.,... srllflcaa, •l- tubl6n .,.,... -trlcn, que tenleNlo -· 

Yarlabl•• y ... Y poca relacl6n entre ellas, arrojan la caracterl•tlca 

. prlnclpal de una •lrlz dl-na : la -yorla de loa coaflcl_t .. de 

l•• lneeuaclone• 6 el-.toa de la -trlz eon 1..,.1.. a cero, que 

.. t-tl.,_te, u- ... trat..i ... to - -lal. 
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Uno de los objetivos que persigue esta investigación es el 

diferenciar el· uso de Htodos para •a trices dispersas a co•paraci6n de 

los de las aatrlces densas. 

Lo anterior conduce a la necesidad de. i•pleaentar una estructura 

capaz de realizar un procesaaiento sl•llar al utilizado en Prograaaci6n 

Lineal con las aatrlces densas, que proporcione las aisaas ventajas al 

hacer cilculos con -trices dispersas, pero con una caracterlatlca ús 

de la cual se pueda toaar ventaja. Una caracterlstlca prl110rdial de la 

-trices dispersas, coao ya se aencion6 1 consiste en que la aayorla de 

sus eleaentos son iguales a cero, de aodo que si se procesara coao 

aatrlz densa convencional. habrla que desperdiciar la aeaoria que 

ocuparan tales datos. Aal, por W1 lado se incurre en la necc!tsldad de 

ú• memoria de la lndl•pen•able, y por otro, se incurre en un 

proce-lento innecesario, es decir, que •e realizan operaciones donde 

no • requieren ( en los elttMnto• iguales a cero ) . 

De eata fortlll, habiendo analizado W1& -trlz dlapersa con 

proceso• para -trlz densa, se obtienen re•ultado• lpale•, pero con 

do• desventaja• consecuentes: aayor gasto de me110rla y -yor tlellpO de 

proceSo. 

El objetivo principal del uso de tflcnicaa para u.trie•• 

dl•per-•, y de la lnvestlgaclón, es que tratando de obtener loa ai8iao• 
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resultados, se logrará un ahorro de memoria ocasionado por el 

aprovechamiento de la caracteristlca de dlspersldad en las matrices, 

por •edio de un algoritmo con procedimientos slmllares a los utilizados 

para •atrlces densas, pero con una lmplementac16n que permita el manejo 

de aatrlces dispersas. 

El siguiente de los objetivos surge cuando, ya habiendo 

lapleaentado el algoritmo para matrices dispersas, se pueda 

sualnlstrarle al método sl•plex una solución inicial factible que esté 

próxima a la solución óptima bajo ciertas condiciones. Esto se logra 

toaando del plantea":iento de Programación Lineal (P.L. ), una sub-matriz 

cuadrada la cual pueda ser resuelta por algún método para slste•as de 

ecuaciones lineales. El resultado se le sualnlstra al método de P. L. 

para que· la búsqueda de la solución 6ptlma sea ~o trate de ser ) •é.s 

rápida dependiendo de la estructura del problema. 

En suaa, todos los objetivos son encaminados al uso de aatrices 

dispersas en la progra•ación lineal por aedio de técnicas para el 

trataalento de la dlsperslón. 
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1 N T R o D u e e 1 o N. 

Una gran variedad de actividades de la vida cotidiana pueden ser 

representadas par medio de matrices. En 6stas, se to•an en cuenta las 

caracter1stlcas de la actividad, y llevándolas a un plano expertaental 

( aná.llsls del •odelo matemático ), se puede llegar a una solución 

óptlaa real, sin necesidad de arrtezgar -yores presupuestos, tlellJ>O, 

ni aatertal hu.ano. Por ejemplo, cuando una eapresa busca lapleaentar 

un nuevo &late•• de aprovechaalento de aaterla prl-. Si se decidiera 

t.Pleantarlo sln una previa 1nvest1gac16n, se¡uraaente tendr1a que 

experlaentar con algunoa slsteaas hasta encontrar el 1teJor. Eato 

lapllcarla un gasto de aaterla prlaa en el transcurso de su b11squeda. 

Con un llOdelo aateaátlco se busca experimentar en un plano flctlclo, y 

el resultado obtenido ser6. o estaré. próxhto de ser el óptlao y no se 

habr• necesitado ús que una buena representación del proble- a 

analtzar. 

Coa<uuaente la aatrlz que describe alguna actividad se co•pone de 

un arreglo regular de números que describen dicha actividad. Ahora 

bien. cuando dentro de e~ta actividad hay un diverso nClllero de 

sub-actividades que, en su conjunto, llegan, o tratan de llegar, a un 
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fin buscado bajo planes de trabajo, algunas veces, dichas 

sub-actividades no tlenen ninguna relación con alguna otra de ellas. 

Cuando lo anterior es frecuente, dado que la actlvldad que se 

desarrolla es deaasiado compleja, su planteamiento en una matriz no es 

particular. Especlficamente se trata de las matrices llamadas 

"Dispersas 6 Huecas", éstas son reconocidas por la caracteristlca de 

tener la mayoria de sus elementos iguales a cero. His especifico, el 

"7" es el número de elementos diferentes de cero en la matriz, entonces 

para que esta sea dispersa se debe cumplir la siguiente caracteristlca: 

n • n 

7 « 

2 

lo que significa que ese nllmero "7" debe de ser "aucho aenor" de la 

mitad de mllleros contenidos ( ceros o no ) en dicha matriz. 

El interés en las aatrlces dispersas es el poder explotar sus 

caracteristlcas. 

Hablando co•putaclonalaente, se puede ahorrar aeaorla, y algunas 

veces, procedi•ientos. 

Hablando en téralnos funcionales, auchos de los proble11as que se 

8 



presentan en la práctica tienen su planteamiento en este tlpo de 

matrices. 

En términos de proceso matemático, es posible asumir que se 

pueden mantener implici tos los elementos iguales a cero 

correspondientes a la matriz. de modo que los coeficientes que se 

registran se les conoce como " entradas " y se refieren a los elementos 

que pueden ser manejables expllcitamente dentro de los cálculos, 

Para el mayor aprovechamiento de las aatrlces dispersas, es 

necesario relacionar tres ingredientes fundamentales : La Matriz, El 

Algoritmo y La Computadora. 

La Matriz bien definida para su proceso, basado en la 

l•plementaci6n de un algoritmo en una co•putadora, puede llevar a un 

caalno el cual ahorre tleapo y aemorla en procesa•lento de datos, lo 

cual corresponde a la f'lnalldad que se tiene al usar dlstlntaaente los 

a6tod.os para aatrlces dlpersas. 

se hace notar que al el significado benéfico de dispersión en una 

utrlz no se convierte en reducción de costos, se puede asegurar el 

hecho de que un probleaa que no es factible de deter•lnar su solución 

(dadas sus dlaensiones), ahora puede ser resuelto. Se habla 

especlflca•ente de los problemas que pueden tener decenas 6 centenas de 
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ecuaciones. 

Para la resolución de ciertos tipos de problemas que se plantean 

con matrices dispersas se utiliza una herramienta de la Investigación 

de Operaciones conocida como ., Programación Lineal ". Especificamente 

el " Héotodo Simplcx " y el método auxiliar de éste conocido como " Dos 

Fases ", que se basan en el pivoteo sobre elementos seleccionados, para 

encontrar asl, los valores óptimos de una función objetivo, la cual 

maximizará ó se miniaizará según las especificaciones del problema. 

A este método se le suma la poslbilldad de poder lnlciallzarlo 

mediante el swnlnistro de una solución factible dada por alguno de dos 

tipos de mótodos utilizados para resolver sistemas ecuaciones 

simultáneas Método Directo y Método Iterativo La solución 

suministrada por el procedimiento anterior, debe de ser una solución 

que se encuentra justa.ente en la orilla del conjunto de soluciones 

f"actibles determinado por el problema, por lo que al método simplex 

tlnlcaaente le f"altará buscar la solución óptima en los puntos 

adyacentes a esta solución. Esto se debe a una de tas caracterlstlcas 

prlnclpales del 111.étodo Slmplex : " la solución óptima se encuentra en 

ta orilla ( especlf"lcamente en una esquina ) del conjunto de soluciones 

f"actibles " 

En general, la problemática que se presenta sugiere el uso de la 

Programación Lineal con métodos auxiliares para resolver problemas cuyo 
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planteamiento matemático origina una matriz dispersa. Se plantea la 

alterr:iatlva de poder ahorrar memoria en ciUculos de dicha naturaleza 

mediante el uso de Coordenadas en la matriz, lo que permite almacenar 

dnicamente los elementos que serán procesados, es decir, los elementos 

dif"erentes de cero. 

Se analizará. la importancia de la Programación Lineal, sus 

métodos 11uie importantes y la búsqueda de la solución al probleaa de 

Maximizaci6n 6 Mini•izaci6n para alguna actividad restringida por 

caracteristlcas propias del problema. Se tratarán las matrices 

dispersas desde su representación gráf"ica, su interpretación, sus 

ventajas y su uso, al igual que su comparación con respecto a las 

matrices densas. 

Se parte del supuesto de que los métodos de Prograaación Lineal 

(los analizados en la presente investigación) suelen ser homogéneos en 

su aplicación. Es decir, no importando el tipo de matriz que este 

involucrada, el •6todo es realizado de igual forma. 

Ahora bien, en el caso especif"ico de una matriz dispersa, se 

·cuenta con un grado de pureza el cual es evaluado de acuerdo al n<imero 

de elementos dUerentes de cero en la matriz y a las dimensiones de 

ésta. Por oJemplo, el grado de pureza indica que los números iguales a 

cero en una matriz densa debe de ser mayor del 50 X (Esto se refiere 
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precisamente al término relativo << visto con anterioridad). 

De acuerdo a lo anterior. un . m6todo de Programación Lineal con 

caracteristicas de dipersldad. originarla un ahorro de memoria, y 

posiblemente, mayor rapidez en la obtención de resultados. 

Por último, una sub-matriz cuadrada to•ada del planteuiento 

original, debe ser resuelta por alguno de dos aétodos usados para 

resolver sisteaas de ecuaciones siaultáneas Método Directo 

(Gauss-Jordan) y Método Iterativo (Kaczaarz). Los resultados obtenidos 

deben ser suministrados al método de Progratnaci6n Lineal, y analizar su 

co11portaalento, tanto el proceso convencional, como el proceso de 

inicial izaclón. 

Co110 se puede observar, el 11arco teórico en que •e de•arrolla el 

presente trabajo se encuentra estrechaaente relacionado con la• 

11aterias abarcadas a lo largo de la carrera de Matea•tlcas Aplicadas y 

Coaputación, siendo algwia de ellas la Investlgación de Operaclonee, la 

Teorla de Gr•flcas, la Prograaación Avanzada , el Algebra Lineal , la 

Optlalzación y la Coaputac16n , que son analizados en dicha carrera, 

juegan un papel auy iaportante en el desarrollo de la presente 

investlsación. 

Los teaas antes mecionados serAn f•cllaente identificados dentro 

de su propio contexto y se refiere blbliogré.flcaaente al final de esta 

investigación. 
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CAPITll.O PRI~ 

. EL PROBLEMA GENERAL DE LA PROGIWIACIOH LINEAL 



CAPITULO PRIMERO 

EL PROBLDIA GENERAL DE LA PROGRAHACION LINEAL • 

t. 1 DEsrcuALDADES Lnruu::s. 

Dentro del contexto del Algebra Lineal, se da una atención 

especial lo que respecta a matrices. Estas se componen de un conjunto 

de renglones, y cada uno de estos representa una ecuación, una 

1necuac16n o parte de ella, En esta sección se dirigirá la atención a 

las " inecuaciones '" .ejor conocidas coao " desigualdades ". Estas 

describen la sltuac16n de alguna actividad con respecto a algún ll•lte, 

· el cual es !apuesto por el ltedlo ublente, por capacidades 6 por 

conveniencias y convenciones. 

La parte principal de este capt tulo está encaalnada a la 

lntroduccl6n algebraica y a la coaprens16n, en t6ralnos geoa6trlcos, de 

las desigualdades llneales. Una desigualdad, divide espacios 

n-dlHnslonales en dos sub-espacios. uno donde la destsualdad es 

satisfecha y otra donde no lo es ( sub-espacios ). Esta caracteristtca1 
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dentro del planteamiento del problema llneal, representa una 

restricción donde los valores f'actlbles a la solución únicamente se 

podrán encontrar en el sub-espacio donde la restricción si es 

satlsf'echa. Esto sucede para cada una de las restricciones. 

Además, existen otros Upas de restricciones, que son 

fundamentales en la Prograaacion Lineal. y éstas deben de cuaplir con 

la no-negatividad de las variables Involucradas. De esta foraa. los 

valores que puedan toaar las variables involucradas estAn restringidos 

por dos caracterlstlcas: cum.pllr con las desigualdades del problema y 

que sleapre sean valores aayores o iguale~ a cero. En tltrainos 

s:eométricos se tienen n subespaclos ais, deurcados par los lialtes 

derechos de los ejes coordenados ( t1nlcaaente la parte positiva de los 

subespaclos). 

A la reglón de intersección de los subespaclo• generados, se le 

conoce con el noabre de conjunto f'actlble 6 reglón de factibllldad. De 

aodo que este conjunto factible est• coapuesto por una faallla de 

soluciones factibles que satisfacen slaultaneaMnte todas y cada una de 

las desigualdades lineales. 

Con lo anterior es Cácll visualizar que un slsteaa de la fonaa 

11 Ali:. • b", con "11" desigualdades y "n" lncógnl tas, describen la 

intersección de '"•" diferentes planos deacrltos por las 
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desigualdades ). En un caso particular, cuando el número de 

deslguBldades es lgual al número de lnc6gnltas 1 la 1nterseccl6n de 

estos planos se encuentra en un punto el cual la solución es 

Asi, un sisteaa de "11" desigualdades describe la lntersecc16n de 

"•" subespaclos. Si a éstas lnt.ersecciones se le BUiian .. n" subespacios 

mis que describen las condiciones de no-negatividad de las variables, 

en consecuencia, la intersección del total de subespacios será más 

reducida. 

La parte esencial de conocer el Algebra de desigualdades 

lineales no ea el identificar cual es el conjunto de todos los puntos 

factibles, sino el encontrar aquel punto que proporcione aaxiaizacl6n 6 

ainl•izaci6n de una cierta " Funci6n de Costos ", " Función de 

Utilidades " 6 " Función Objetivo ", En suaa, el probleaa de la P. L. 

es encontrar el punto de intersección de subespacios que pertenezca al 

conjunto factible y que adeaé.s ainialce o aaxlaice el costo de la 

actividad representada. 

Se puede lntulr que el punto 6ptlao corresponde a un vector donde 

alguna 6 todas las variables involucradas encuentran su coeficiente 

6 valor correspondiente a dicho punto, y que adeúa este punto 
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corresponda a una esquina del conjunto factible. Lo anterior es 

garanÜzado geo11étrica11ente, porque las lineas que dan la función de 

costos son aovidas de lugar en lugar hasta que se lntersecta al 

conjunto factible en su punto mliximo 6 m.1ni1110 seg\lll sea el caso. Asl el 

priaer contacto ( en caso de a1ni•lzac16n ) debe ocurrir a lo largo de 

su frontera inferior, 6 el últlao contacto en el caso de aaxiaizac16n, 

a lo largo de su frontera superior. 

Se puede dar el caso que la linea de la función objetivo que 

optlalce el proble•a no solaaente toque una esquina coao antes se 

11enclon6, slno que puede pertenecer a toda una orilla correspondiente a 

dos puntos adyacentes. cuando esto sucede se dice que el probleaa es de 

solución aO.ltlple, .es decir, cualquiera de los puntos pertenecientes a 

dicha orilla dar6.n la aisaa soluc16n 6ptiaa al probleaa. 

Un aspecto laportante resulta cuando se llene Wl probleaa de 

a1nia1zaci6n y éste no cuenta con frontera superior ( no eati acotado 

en la parte superior ). Sl se deseara aaxia~zai- el probleaa podrla no 

tener aoluc16n, por el aotlvo de que el conjunto factible podrla irse 

tan alto ( al no exlstlr llaite superior ) y la solucl6n a aaxlalzar 

costo serla lnflnlto 6 indeteralnado. 

Otra caracterlstlca que se puede presentar es cuando los 

subespacios generados por las desigualdades del probleaa no se 
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intereectan. En este caso el problema tampoco tlene solución por ser su 

conjunto de factlbllidad vacio, es decir, que nlng11n punto 

perteneciente al subespacio de una restrlccl6n satisface 

slaul taneaaente a alguna otra. 

De esta for•a se puede categorlzar todo problema de prograaac16n 

lineal por su estructura : qu~ el conjWltO factible sea vaclo, que la 

fWlci6n de costos quede lllaitada 6 lndeteralnada en el conjunto 

factible, que exista un ónlco valor para el prograaa lineal 6 que 

exista un ndaero lnflnito de soluciones. 

Indud8ble9ente el caalno ais f•cll para resolver este tipo de 

probl-• consiste en c .. blar las desigualdades a " igualdades " 

introduciendo variables de holaura ( reatrlcclonea con· Mnor o laual 

6 var~ablea euperCluaa o artlClclales (restrlcclone• con aayor o 

igual). Por ejeaplo, se llene una restrlcc16n 

entonces 

donde· v 2 O • 

v•7x+3Y-S 

6 

7x+3y-v•S 

17 

7x + 3y k 5, 



Esta última ecuación, de igual foraa, debe cumplir con las 

restricciones de no-negatividad para "x" y para "y", y co•o "w" debe 

de ser positivo, entonces la nueva restricción es villda. 

En "La Hetodologia de Dantzig", en el siguiente capitulo, se 

explicari con detalle este Upo de conversión de desigualdades a 

igualdades. 

Esta caracterlatlca de tener todas las deslgualdadea coltO 

igualdades seri auy i11p<>rtante, ya que el Htodo de progrmc16n lineal 

que se utl UzarA ( Htodo Slaplex ) , las usari coao tales para iniciar 

sus procedialento. 

Hay que hacer notar que las variables que suraan de dichas 

converslonea se suaarin a las restrlcclonea de no-negatividad, de tal 

foraa que estas variable•. auxiliares tampoco podr6n aer neptivaa ( Ver 

te-2.1 ), 

1. 2 llEsc:RJPCI09 m::L PlloGIWIA Lt-.:AL • 

Para llegar aás a fondo al planteaalento del proble-. hay que 

·tener una visión clara de lo que es ia estructura del proble- lineal, 
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y no hay mejor camino para describirlo que en Corma vectorial y 

matricial. 

Se escribe un problema de programación lineal de la siguiente 

f"orma: 

A rr, :s 6 ~ b 

donde A es una matriz de ( 11 • n ) , y cada uno de sus "•" renglones 

describen una desigualdad. 

La matriz "A" y el vector "b" son dados por las restricciones. 

Por eJe•plo, la restricción 7x + 3y ~ 5 !aplicarla que A • [ 7 , 3 J 

La Cunci6n de costos será tub16n lineal y estará dada de la 

siguiente Coru : 

Cx•crr.+cc+ 
1 1 2 2 

En resumen, un programa lineal es aquel que opti•tza ( ya sea 

aaxlaizar ó -•lni•izar ) un problema planteado de la for•a algulente: 
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donde 

F.O. z Q ex 

sujeto a 

Ax:s6~b 

" ~ o 

Z es la función objetivo 

z ~ O son condiciones de no-negatividad 

X es el vector de actividades 

es el vector de costos unl tarlos 

b es el vector de recursos 

A es la matriz de coeflclentes tecnol6glcos 

Una caracteristlca del problema surge cuando al tener "n" 

1nc6gnltas y "•" desigualdades se genera el vector soluc16n de 

actividades de dlaensl6n "•'' ( por existir solo "•" subespaclos ) , 

donde se reglstará la soluc16n, es decir, un vector tal que, 

X.,. ( a:t,a:2, ••• ' a:. 

( estos aspectos se analizarán más a fondo en el teaa 2.1 ). 

Este vector tendri que ser factible, por ·lo tanto debe satisfacer 

las "•" desigualdades. y adeaás deberá cU11pllr con las condtclones de 
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no-negatividad. 

El problema ahora es encontrar un vector " X " factible que 

minimice 6 maximice C según sea el caso ) la Cunci6n objetivo, de tal 

forma que el vector sea 6pt1mo y cumpla con todas las restricciones. 

Geométricamente, las condiciones de no negatividad restringen la 

solución al cuadrante positivo para todas las variables. Por ejeaplo, 

sl existen dos variables entonces sus soluciones estar6.n en un cuarto 

del plano, si son tres, en'tonces sus solu~iones estarAn en un octavo 

del espacio, etc. Generalizando, un vector tiene una oportunidad en 2n, 

siendo "n" el nWllero de variables, de ser no-negativo. 

Las otras "•" restricciones producen "•" aubespacios ús, y los 

vectores factibles son aquellos que cuaplen con las "• + n" 

restricciones generadas. En otras palabras, el conjunto de vectores 

factibles est6.n incluidos ·en la lnterseccl6n de los " a + n 

subespacioa existentes, y cuyo conjunto factible podrla ser, coao ya se 

aencion6, ll•itado, illaltado 6 vacio. 

Ahora bien, la función de costos " ex " trae al probleaa un 

conjunto de familias de soluciones. Por ejeaplo, un alembro de dicha 

fullla es uno que pasa a través del origen, esta es la solución 
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correspondiente a '' ex ... o 11 y sl el vector "X" satisface esta 

ecuación y las restricciones, entonces la Cunci6n objetivo tendria el 

valor de " cero 11 

Los otros planos " CX = k ", donde k es una constante positiva, 

dan todas las de•ás posibles soluciones. De este modo, con el valor de 

la función objetivo, 11barre'; el conjunto de soluciones factibles 

incluidas en la 1tersecci6n de los " n + m " subespacios, para 

deter•lnar el punto que optimice la función objetivo (solución 6ptlma). 

El propósito principal es precisamente deteralnar el vector X 

que sea 6ptlao, Este propósito se podrla lograr .encontrando todas la 

esquinas del conjunto factible y calcular sus costos, y aquel que 

proporcione un valor ús atractivo ser' el 6ptiao. 

En la prl.\ctlca, el procedi•iento anterior es te6rlca•ente 

l•po&lble; pueden existir alles de esquinas, y no se podrlan calcular 

todos sus valores correspondientes. Para eso, se usará el H6todo 

Slaplex que fuft desarrollado por el Dr. George Dantzig ( Década de los 

40's). Su metodologia se tratará en el slgulente capitulo. 

A contlnuacl6n se presentan los conceptos mis !•portantes dentro 

de la descrlpc16n y desarrollo del problema lineal. 
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l, 3 CoNCD>CJONES BASICAS DE PRoGRAKACJON LINEAL. 

Uno de los aspectos más importantes es el de tener bien 

establecido que una solución factible es aquel vector columna que 

satisface todas las restricclqnes del planteamiento, incluyendo las de 

no-negatividad. Esta solución factible puede ser básica, cuando esta no 

contiene má.s de "m" componentes positivas. A su vez, esta solución 

f'actlble básica puede ser no-degenerada cuando precisamente "•'' 

componentes del vector son positivos o iguales a cero, o de igual forma 

puede ser degenerada al existir menos de "m" componentes posl tlvos en 

el vector. 

Todas las soluciones que son factibles pertenecen a un conjunto 

hoaog6neo llaaado " reglón de f'act1b111dad " la cual contiene todas las 

•oluclones ( 6 vectores ) que cumplen con todas las restricciones. Un 

concepto tapartante a tener en consideración es el siguiente: 

Toaando en cuenta que se tiene una reglón de factibilidad, y que 6sta 

contiene a todas las soluciones f'actlbles posibles, entonces cualquier 

punto dentro de esta reslón podrá alcanzar cualquier otro punto 

( taablén dentro de la reglón ) en llnea recta sin necesidad de salir 

de eata, es decir que la reglón de factlbllidad es un conjunto convexo. 
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. Asi, ya deflnldo lo que es un conjunto convexo de soluciones 

factibles. se asume que la función objetivo de un programa lineal 

encuentra su solución óptima en un punto extremo ( 6 en la frontera ) 

de su conjunto convexo generado. 

Ahora bien, se supone la existencia de un conjunto K E "'m"' de 

columnas de la matriz que sean linealmente independientes tal que, 

donde a
1 

son vectores coluana de A, 

a:
1 
~o ( 6ptlao ) 1•1 •••• ,k :S m, 

y 

entonces el punto de solución 6ptiaa será. 

x• • e x
1

, x
2

, ••• , x1r.' o, o, ... , o l 

y seré. taabién un punto extre•o del conjunto de soluciones factibles, 

Un aspecto de la programación lineal que es laportante, es el 

hecho de tener un punto extre•o C vector de longitud ºn" ) del conjunto 

de las soluciones factibles, 

X • C .:
1

, cc
2

, 
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donde "n" es el n~ero de 1nc6gni tas, de modo que las columnas de A son 

asoc1adas a cada coaponente de X que sea posi Uvo y dichas colwnnas 

serán linealmente lndepend1entes, con un máximo de "m" componentes de X 

positivas y las restantes será.n ceros. 

En otras palabras, si e~ número de lncognl tas en el problema es 

de "n", el cual es aayor que el número de restricciones "m" ( sln 

contar las de no-negatividad ), entonces los puntos extremos que 

pertenezcan al conjunto factible estaré.n compuestos de "m" componentes 

aayores que cero ( dado por las reslrlcclones ) y " n - m " componentes 

iguales a cero. 

Por las caracterlstlcas de los probleaas de prograaacl6n Uneal 

expuestas hasta el •o•ento, se pueden obtener los siguientes axloaas: 

> Una soluc16n factible bé.sica corresponde a un punto extre•o del 

conjunto convexo de soluciones factibles. 

> Cada punto extreao del conjunto de soluciones factibles tiene 

asociados "•" vectores Unealaente lndependlentes de la aatrlz. Lo que 

lapllca que cualquier coabln'ac16n lineal no-negat1va de "•" vectores 

llnealaente lndependlentes de A, seria algún punto especifico en la 

frontera de la reglón factible. 
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> Exlstti un punto en la frontera del conjunto convexo, que qulzA. 

no es· óliico, donde la función objetivo obtiene su valor óptlao. 

> Existe un número lnflnlto de puntos en la frontera, uno de los 

cuales seré. la solución del problema. 

El proceso para determinar la solución 6ptlaa, con los 

conoclalentos adqulrldos hasta el momento, conslstirla en realizar 

punto por punto una evaluación explicita del valor de la función 

objetivo. Se puede intuir que se necesitará. de mucho tle•po y trabajo 

antes de encontrar dlcha solución. La labor de probar punto por punto 

hasta encontrar el aejor resultado, puede llevar hasta dlas debldo a 

que el conjunto de soluciones factibles se le puede considerar 

lnf"inlta. Sabiendo que exlsten "n" actividades (lncógnltas) y "•" 

restricciones, el nW.ero total de coabinaciones en la cual ae buscarla 

la soluc~ón estarla dado por la expresión 

[:) . n 1 

• 1 Cn-•l 

lo cual, para cualquier n y a, serla un núaero extreaada.ente grande de 

puntos para evaluar. 

El procedlalento anterior suele ser extenuante, pero es efectivo 
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e l•portante para poder entender la representacl6n de la programación 

Uneal en el plano geo•étrico. 

Con las herruientas anteriores se puede hacer ya un análisis del 

co•portulento de un étodo de progra.11aci6n lineal que resulta ser más 

co•pllcado, pero ús r•pldo y eflclente: este es " El H6todo Sl11plex ". 
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CAPITl.l.O SEGlN)Q 

PllOGJWIACION LINEAL ( HETOOO SIHPLEX ) Y HAlRICES DISPE!ISAS 



CAPITULO SEGUNDO 

PROGRAMACION LINEAL ( HETODO SIMPLEX ) Y HAIBICES DISPEJISAS , 

2. 1 Hnooot.ocu DE Durz1G • 

Co•o se lftenclon6 en el capitulo anterior, el principal proble .. . 
en pros:raaacl6n 1 lneal es calcular o encontrar un vector X que 

optlalce la función objetivo, y esto podla ser loarado encontrando 

todas las esquinas del conjunto factible, y calculando sus valorea 

correspondientes a la funcl6n objetivo, poder ~ncontrar el punto 6 

esquina que optlalzara la func16n. De igual f'oru se 99nclon6 que es.te 

trabajo podrla aer proporclonalente lapoalble, ya que el nlDlero de 

esquinas en el conjunto son deaasladas collO para poder analizar cada 

una de ellas. 

Para resolver este probleaa, el Dr. Georae Dantzl1 1de6 un a6todo 

que peralte analizar los puntos sin necesidad de calcular todos loa 

valores correspondientes, y que lleva con toda aegurldad, a la solucl6n 

6ptlaa del probleaa. Este Mtodo es conocido COllO M6todo Slaplex, 

Geoll6trlca11ente el afitodo alaplex se coapone de do• fases: la 
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rase I simplemente localiza una orilla del conjunto factible, y la fase 

II, cOnslderada la parte central del mbtodo, donde se va de e~qulna a 

esquina a lo largo de las orillas del conjunto factlble. En otras 

palabras, en una esquina cualquiera, hay •n" orillas de las cuales de 

debe escoger alguna para seglr e 1 camlno. 

Algunos conduclr6.n a la x• 6ptlu, y otros a un caaino gradual 

hacla este. Dantzlg escoge la orilla que garantiza el uyor lncre11ento 

de la función Objetivo en la eleccl6n de la siguiente esquina u orilla. 

A.si, la nueva orilla seleccionada conduclri a una nueva esquina con un 

v~lor de la func16n objetivo a6.s conveniente. 

Se puede tener la segurldad de que este Mtodo no tlene 

poslbllldad de regresar a un valor que eapeore la solucl6n que se tenga 

en ese aoaento. 

El mbtodo terWiina cuando una esquina en particular ha aldo 

alcanzada, y toda• •u• orillas adyacente• correspondientes son caainos 

erróneos 6 caainos que eapeoran la solución del proble-, entonce• . 
dicha esquina se considerarla 6ptlaa. Por lo tanto el vector X actual, 

corresponderla a la emqulna 6ptlaa, el resultado de la func16n habr6 

sldo lMejorable y el Mtodo se detendri. 

Aparenteaente, el Mtodo ea sencillo, pero lo• problemas reales 
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comie!lzan cuando se intenta analizar el algoritmo algebraico del 

método. 

Para la interpretac16n del método, se sabe que una esquina es un 

punto de intersecc16n de "n" planos diferentes, cada uno dado por una 

incógnita perteneciente al problema, y que el conjunto factible de un 

probleaa de programación lineal es determinado por la 1ntersecc16n de 

los subespacios de "m" desigualdades generadas por x :s 6 it: b y "n" 

desigualdades ús, generadas por la no-negatividad. 

Si el conjunto factible fuera vaclo, entonces es claro que no 

existir1a ninguna intersección de subespaclos y en consecuencia ninguna 

esquina serla generada. Precisamente, esta es la tarea de la rase I; 

encontrar una esquina que pertenezca al conjunto factible o determinar 

su existencia. 

Por ejeaplo, una posible solución seria escoger para el vector X 

valores ( x1-0, x2-0, .•• ,Xn""º ) , de tal forma que el punto solución 

correspondiente serla el origen. Este punto de intersección es una 

esquina, y sl satisface las "•" restrlcclones del probleaa, la fase I 

ter•lna. 

Ya deter•lnada una esquina ractlble se tendrá que hacer una 

elección entre las "n" diferentes orillas generadas por los " n + • " 
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subespacios, de tal forma que la solución se mejore. Esa es la tarea de 

la fase II : decidir el nuevo camino. 

Para poder llevar a cabo la fase 1I se hace un replanteamiento 

del problema original, es decir, que las "•" restricciones del 

planteamiento son transformadas a igualdades mediante las siguientes 

reglas. 

l) las desigualdades de la forma Ax ~ b pueden convertirse en 

·igualdad restandole un vector Y llamado de holgura y swnandole un 

vector V llamado superfluo o artificial, de tal forma que estos 

vectores tengan "11'' componentes no-negativos. 

U.) las desigualdades de la forma Ax :s b pueden convertirse en 

igualdad aedlante la su.a de un vector Y llaaado de holgura, este 

vector contiene "•" coeponentes no-negativos. 

Asl, la matriz A de dl11enslon "• x n" se a•plia te11poralmente, a 

una de diaensión "• x (n + 11)" y taablén se ajusta el vector X de 

di•ensl6n "n" a uno de dlaensl6n "n+•". Lo anterior surge de la 

inclusión de los vectores que convierten a las desigualdades en 

igualdades. 51 existen "•" desigualdades, entonces "•" vectores ús 

serin lncluldos, y por la tanto, "•" variables ús entran al probleaa. 
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Hay que hacer notar que estas variables que surgen de convertir a 

igualdades las desigualdades son conocidas como "variables auxiliares" 

y las variables originales son las "variables reales'". 

El vector de costos necesita también ser extendido temporalmente, 

por lo que se le suman "•" componentes aé.s iguales a cero, lo que 

iaplica que la función de · costos serfl la alama para el nuevo 

planteuiento. El aétodo siaplex no distingue ninguna clase se 

variables nl de vectores, por lo que el aétodo no sufrirá cambios. 

De esta foraa, con las aod.lflcaclones ya hechas, el aétodo 

alaplex puede coaenzar con la rase II. Hay que recordar que la rase 1 

encontró una orilla del conjunto factible. donde se intresectaban las 

'' a + n " subeapaclos, de tal· for11a que esa orilla es un punto, donde 

" n - ~ " coaponentes del nuevo vector X serán seguraMnte cero. 

Aqui se intuye que esas "n-a" componentes del vector X son las 

"variables libres" y las "•" coaponentes restantes son las "variables 

blslcas ", entonces convlrtlendo esas variables libres en cero, las 

"a" ecuaciones de Ax • b deteralnarin las "•" variables bislcas, lo 

cual corresponderla a la definlcl6n de \11\8 soluc16n factible b6.slca, 

es decir, exact~nte "a" coaponentes del vector X son posltlvos, 

entonces pertenece al conjunto factible, 
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Pero aún se continúa con la duda de cuil caalno seguir para 

mejor~r la solución. Para aclarar esta interrogante, lo expuesto con 

anterioridad lleva a que, teniendo "•" co•ponentes de X positivas y 

"n-111" iguales a cero, se busca m.overse a lo largo de una orilla hacia 

una esquina adyacente que mejore la solución. 

Se comenzará con el hecho d!' que, teniendo una esquina factible 

se desea aejorar la función objetivo, de aodo que se buscar• una 

esquina adyacente a esta que CUllpla con los requisitos de opti•izaci6n. 

Al encantar esa esquina ( o vector X de longitud "•" ) significa que de. 

"•" variables b•sicas, " a-1 " coaponentes lo seguirin siendo. Esto 

quiere decir que al encontrar una nueva esquina se tendrá. que incluir 

en las variables básicas a aquella variable Ubre que ocaslon6 el aejor 

resultado, Adeús, una de las varlabies bislcas se convertirá. en · 

variable libre, ya que sólo pueden exlstlr "•" variables bislcas. As1, 

el nuevo vector X es encontrado y estará. coapuesto por la nueva 

variable, y las " a - 1 " variables bisicas que ya se tenian. Todos sus 

coeficientes peraa.necerUl positivos. 

En este 11<>aento, el probleaa real ea deteralnar cual variable 

saldr• de la base y cual entrará.. 

En térainos aatriciales se tiene que la aatrlz A se puede dlvidlr 

en dos subaatrlces, de tal íoraa que A(a,n) • ( B(a,a) N(a,n-a) ), 
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donde A(a,n) es la matrlz del problema con "m" restrlcclones y "n" 

variables. B(m,a) es la submatrlz cuadrada de A que contiene los 

vectores base ( variables bAslcas ) y N(m, n-m) es la submatrlz de A que 

no pertenece a la base C variables Ubres ). 

El vector X también se divide en dos partes 

X(B) " O y X(Nl = O 

donde : X(B) representa los e omponentes del vector X que son 

co•ponentes básicos de longitud "m", X(N) representa los componentes 

del vector X que son variables libres, de longitud "n-m". 

De igual foraa sucede con la Cunc16n objetivo, 

ex• ( C(B),C(N) ·)X 

pero coltO 

entonces 

por ser 

ex • C(B) X(B) + C(N)X(N) 

ex = C(B)X(B) 

X(N) •O. 

De lo anterior se supone que 

X!Bl = b 

es una solución b6.11lca factible y corresponde a un punto extrellO de la 

reglón de factlbllldad. Sl este punto extremo no es 6ptl11<> se deber• 
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mover a un P';lfltO extremo cercano que mejore la solucl6n existente. 

Como se menclon6 anteriormente hay que caablar un componente de 

X(B) por uno de X(N). En otras palabras, hay que quitar un vector 

columna de la matriz B y reemplazarlo por un vector colwma de la 

matriz N , que mejore el resultado de la función objetivo. 

Para realizar lo anterior se supone que una coaponente de N ( o 

variable llbre ) va a entrar a la base y seré. "a(r)" donde a(r) es el 

r-eslma colW1na de la matriz A y ve.ctor colwma taab16n de la subllatrlz 

N , y que la variable que saldré. de la base B ( aatrlz ) será. aquel 

cuyo cociente 

donde a(r) > O 

XCB) es el vector X actual de solución. 

k • 1, ••• ,a, 

sea el aenor de todas las "•" posibles operacionea. 

Asl, la variable "r-l!siaa" entraré. a la base y la variable "k" 
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aaldrA de la base. 

Este proceso ideado por Dantzlg garantiza el cambio de un vector 

columna de B por uno de N, dando co•o resultado, una aejor solución y 

el caabio pertinente de los valores de las variables base. 

Ahora sólo queda lndlcar la foraa de realizar una buena elecc16n 

de la coluana "r". o dicho en otras palabras, cual colwma "'a(r) 11 de la 

subaatriz N de A, entraré. a la base 6 a la 111atrlz B. 

Si con cada caablo del vector X se logra un lncreaento, lo aejor 

serla que con cada iteración se buscara el aayor lncreaento posible. 

Esto se lograr• al ae elige la coluana a(r), perteneciendo a H, con el 

componente ús negativo correspondiente a la variable "r" en la funcl6n 

objetivo. Asl, consecutiva.ente, el -6todo terainarA el proceso cuando 

todos loa coaponentes en la función objetivo, que pertenezcan a las 

col\mhas de N, sean uyores que cero. Eato iapllcarla que, hablando 

alcanzado una esquina, nlnauna de las esquinas adyacentes a esta 

•Jorarlan el valor de la funcl6n objetivo. 

ObMrvaclonem: Sl el n'1Mro de restricciones es M:nor al nt.\mero 

de variables, entonce• no todas las variables incluidas en el probleu 

van a ser bi.sicas, y si el na.tero de variables es Mnor que el n~ro 
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de restricciones, entonces todas las variables incluidas en el probleaa 

serán' bá.sicas, incluyendo algunas variables auxillares. 

El método si•plex, en la prict1ca, suele ser ús sencillo que en 

la teoria, por tal 11<>t ivo se aencionarán los pasos coa\lnaente seguidos 

por el étodo para plantear y solucionar un proble-. Se propone el 

siguiente eJe•plo para describir ale claraaente los pasos. 

El probleaa es Maxl•lzar Z • 100x + 200y + 400z 

a.a 

-ZX-y+ 4z so 

x+ Zy+ 3z S480 

No-negatividad ---> x, y, z k o 

PASO l. 

Cuando se llene un probleaa de P. L. lo pri11ero que •e debe de 

hacer es expresar la función objetivo de la siguiente foraa 

z •ex 
• z • toox + 200y + 400z 

deberi reescribirse como 

Z-cX•O 

• Z -IOOx - 200y - 400z • O 
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PASO 2. 

ApUcando las reglas l.) e U) tranformar todas las desigualdades 

a igualdades. De este paso surglr'n las nuevas variables de holgura y 

las variables superfluas : 

Max Z - lOOx - ZOOy - 400z= O 

a.a 

Zx - y+ 4z + xl =o 
x+ 2y+ 3z +yl - 480· 

X ' y, z , xt,yl a: o 

Es l11J>Orlante to•ar en cuenta que el núaero de variables 

awclllares que entran al progra•a es igual al nÚllero de desigualdades 

existentes, de tal foraa que, la prl11era base B que se foraará, ser6. 

creada por •tcbam varlabl••· slendo todas las variables reales libres 

(iguales a cero) . al cOMnzar el Mtodo. Esto lapllca que el prlaer 

punto a examinar dentro del conjunto factible ser6. el punto extreao de 

la regló~ factible con las coordenadas dadas por el vector "b" de 

recursos en las variables auxiliares. 

PASO 3. 

Construir una tabla con los coeflclentes del prograaa lineal coao 

se aueatra a contlnuacl6n: 
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Var. Orig. 

z X y z 

> Fun. ObJ.- 1 -100 -200 -400 

1 xl 
o -2 -1 4 

yl o 1 2 3 

var. 
---> 

básicas 

Var. Awc. 

xl yl 

o o 

1 o 

o 1 

o 

o 

480 

vector 
<-X(B) de 

recursos 

De tal aodo que el punto del cual coaenzaré. el aétodo serA de la 

esquina dada por las cordenadas 

X•O,y•O,z•O 

que tendré. un vector de solución lnlc1al 

X • ( x-o, yaa, z-o, xl-0, y1•480 l 

PASO 4. 

Seleccionar al vector que entrar• a la base con el coeficiente 

aá.s negativo de la runcl6n objetivo. Si es que no existe ningím núalero 

negativo en los coeficientes entonces el vector de la base en la tabla 

serA la 6ptiao. Si existe un empate entre n<meros negativos, 

selecclonese arbltraria•nte cualquiera de ellos. 

En el ejeaplo se tienen los valores de los coeficientes de la 
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función objetivo como sigue ( -100, -200, -400 ) • por lo tanto el 

tercer coaponente es el más negativo ( -400 ) y el vector r 3 

correspondiente a la variable "z" que se convertirá en variable 

básica. 

PASO 5. 

Ya seleccionado el vector 6 la variable que entrará a l~ base, 

seleccione la variable de salida 111.ediante el cociente 

sugerido anterior•ente, En caso de exista un e11pate entre cocientes. 

aplique las pruebas lexicográficas incluidas en el Anexo A. En el caso 

de que todos los elementos del vector coluana a(r) sean iguales a cero, 

se tendrá el caso de una •oluc16n no acotada. 

En el eJe•plo, el vector coluana que entra a la base es ( 4 • 3 ) 

y el vector coluana base es C O, 480 ) , Se reallzan los cocientes y se 

elige el resultado menor. 

k•I k•Z 

Hin ( O / 4 ) , ( 480 / 3 ) ) • ( O, 160 ) ,. k•Z , 

40 



por lo que la variable correspondiente a k • 2 en la base es la 

variable auxiliar ''yt .. que se convierte en libre. 

Obaervac16n : El valor de la base para k•l es igual a cero. Sl se 

escogiera este valor por ser menor, el probleaa tenderla a hacer un 

caaino auy largo para llegar a una solución debido a que el cero no 

afectarla en las operaciones a la funcl6n objetivo, y no habria c-bios 

que indicarán alguna aejora de resultados. El siguiente valor •enor es 

160 correspondiente a k .. 2. 

PASO 6. 

La inclusión de una nueva variable a la base y la salida de otra 

origina una coordenada C r,k ) la cual será el pivote que, por •e4io· 

de operaciones aatriciales, la coluana "r" se convertir• en vector 

Wlitarlo, es decir, tendrá el valor de uno en el elemento k-6si•o y 

todos los deús elementos en la coluana seré ceros. Luego de ter•lnar 

con las operaciones matriciales regresar al paso 4. 

En el ejeaplo se tiene que, después de hacer las operaciones 

aatriclales, la tabla se observa como sigue: 

z X y z x1 y1 

1 33.3 66. 6 o o 133.3 64,00 o 

1 x: 

o -3.3 -3.6 o 1 -1.33 
-640 1 

o 0.3 0.6 1 o 0.33 160 

L, p lvote 
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Este ejemplo fué escogido especialmente para analizar su 

resul~ado. 

En primera instancia sale de la base la variable "yl" y entra la 

variable "z" e tercera columna ). Oespues de realizar las operaciones 

el valor de "xl" es negativo ( en el vector de recursos ) y los 

coeficientes de la función objetivo son todos positivos ( 33. 3, 66. 6, 

O, 133.3 ), y coao ninguno de ellos es negativo perteneciente a las 

variables libres en esta iteración, ninguna variable puede entrar a la 

base ( por ser todos posl ti vos ) • y en este caso el •étodo teraina. Por 

otro lado, la variable "xl" es negativa ( -640 ), por este motivo el 

problema no llene aolucl6n ( no se cu.ple la no-negatividad ). 

En este caso, el problema termina sin solución, con un valor de 

Z "" 64, 000 y con las variables x • y "" O y z = 160, pero con el 

inconveniente de que xl no cU11ple con la caracterlstlca de 

no-negatividad. 

En el caso de que xt fuera positivo y algún coeficiente de la 

1'unc16n objetivo perteneciente a las variables Ubres fuera negativo, 

se continuarla con el paso 4, y asl sucesiv..ente. 

El método slmplex es auy usual cuando las desigualdades del 

probleaa son todas Mnorea o lsual•• a alguna capacidad. Pero cuando 
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existe alguna desigualdad mayor o igual este método no es conveniente. 

Es decir, que el método slmplex no podrla operar. Para superar este 

problema realizan algunas modificaciones al método. Dichas 

aodif1cac1ones son hechas en el método de Doble Faae. Este método 

utU12;a prácticamente el mismo camino que el slmplex, únicamente que 

este método dedica la primera fase para eliminar las variables 

superfluas que generan las desigualdades de mayor o igual dentro del 

planteamiento. 

Con anterioridad se mencionó que con la existencia do una 

restrlccl6n de este tipo, se deseará convertirla en igualdad, mediante 

la sustracción de una variable de holgura y la adición de una variable 

superflua a la vez. Este proceso genera un vector de variables 

superfluas el cual hay que mlnlmizar C hacerlo cero ) en la primera 

fase del método. Especlficaraente, el aétodo resuelve, en primera 

lnstari.cla, la primera fase, donde el problema es minimizar las 

variables suprefluas W(l) con L = 1 • . • ( número de restricciones con 

aayor o igual), que estará sujeto al mi sao planteamiento que en el 

slmplex. 

Para explicar esta fase se utilizará el ejemplo siguiente: 

El problema es Hini•izar Z .. -3x + Sy 

s.a 

X "4 

y "6 

3x + Zy "18 

X y "o 
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El planteaalento de la primera fase queda como sigue: 

( Primera Fa11e ) 

Mlnlalzar Wa3x+2y - zl ~ 18 

e.a. 

X + Xl = 0 

y +yl =480 

3x + 2y - z1 + wl = 18 

X t y t x1 , yl, zl. wl ir! O 

La reetrlcc16n donde existe variable W(l) deber ser restada a la 

función W. Esta función W deber ser evaluada en lugar de la función 

objetivo ( Z ) con los mismos procedimientos del método slmplex. En 

esto conelstlré. la primera fase del aétodo de las dos fases. 

La tabla entonces coaenzará coao sigue: 

w X y xi yl zl va lor de W 

l -3 -2 o o l -18 (_J 

XI o l o 1 o o 4 

yl o o l o l o 6 

wt o 3 2 o o -1 18 

Aqul se realiza el alsllO proceso que en el slaplex. y se trata de 

llegar a que el valor de la función W sea igual a cero. si sucede. se 



. . 
procede a la fase dos, pero si W es dlCerente de cero lmpllca que el 

problftma no tiene •oluc16n . 

Despues de hacer las operaciones, la tabla queda como sigue: 

w X y xi yl zl 

1 o o o o o o 

X o 1 o 1 o o 4 

yl -.5 o o 1.5 1 0.5 3 

y .5 o 1 -1. 5 o -0.5 3 

El Valor de W es cero, por lo tanto se sigue con la f'a•e II 

tomando la tabla enterior e ignorando la coluana W y se sustituye la 

función W por la runc16n objetivo Z, quedando la tabla co•o sigue: 

z X y xi yl zl 

1 -3 5 o o o o 

X o 1 o 1 o o 4 

yl o o o l. 5 1 .5 3 

y o o 1 -1.5 o -.5 3 

La segunda fase consiste en hacer unitarias todas coluanas 

correspondientes a las variables incluidas en la base por aedlo de 

operaciones ele•entales. En este caso ( x, y1, y ) son las variables 

Melcas, de las cuales "'x" y "y" no tienen colwanas unitarias. El 
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siguiente paso consiste en que después de haber hecho unitarias las 

colUJnnas de las variables bé.sicas, si existen elementos negativos en 

los· co•ponentes de la función objetivo se procede a realizar el método 

simplex tal y como fu6 expuesto. 

La tabla óptima queda como sigue: 

z X y xl yl zl 

1 o o 10.s o 2.5 -3 

X o 1 o 1 o o 4 

yl o o o 1. 5 1 o.s 3 

y o o 1 -1. 5 o -o.s 3 

Aai, el valor 6ptlao al problema de Mlnl•izar Z es 3, con X(B) • 

( x , yl , y ) • ( 4, 3, 3) y con X(N) • ( xl, zl, wl ) ~ ( o, O, O). 

De este aodo, el método sl•plex es realizado con la existencia de 

restricciones con signo de desigualdad aayor 6 igual. Este proceso. 

aunque es un poco •is laborioso, es igual de eficiente que el •étodo 

slaplex. 

En conclusión, el Htodo sl•plex y el de dos fases han tenido un 

papel auy iaportante dentro del an1Uisis de actividades. Pero su uso ha 

eapezado a tener dificultad por el hecho de que las e•presas se 
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desarrollan y las actividades que la componen se multiplican, de tal 

forma· que el amUlsls de todas estas actividades en un s6lo proyecto se 

vuelve muy complicado. Por este hecho, los probleaas de grandes 

dimensiones que pueden ser analizados con el método slaplex se welven 

tardados, complejos y cuentan con un gran desperdlclo de aeaoria 

(lmpleaentado en un programa de c6mputo) al alaacenar todos los datos 

que describen 6 representan dichas actividades. 

Para este problema se analizará una nueva forma de utilizar el 

método slmplex para grandes magnl tudes, la incursión de las técnica• de 

trat-lento de -trice• dl•per-• ser& una nueva alternativa para el 

proceso y el manejo de datos. 

2. z· HAmICES DISPERSAS, 

Con anterioridad se habla aenClonado que una aatrlz dispersa ea 

aquella que contiene auchos de sus coeficientes lsualea a cero. El 

inter6s que se tiene en el uso de estas matrices es preclslllll!tnte la 

ayuda que brinda para registrar sus datos y la rapidez para 

procesarlos. 

En la actualldad existen auchas eapreCJas. grandes que en una sola 
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operación deben de determinar cómo se debe trabajar ó distribuir los 

recursos para obtener los mayores resultados sin necesidad de 

sobrepasar las capacidades existentes. Para esto las diversas 

actividades que se deben tomar en cuenta son incluidas dentro de una 

aatrlz. Al realizar lo anterior surge la caracterlstica de que muchas 

de las actividades no tengan ninguna relación con muchas otras, esta 

situación se representa en una 11atriz co•o un cero. Lo importante de 

esta caracterlstlca, es que se puede tomar mucha ventaja si existen 

auchos ceros en la aatriz, debido a que estos pueden ser guardados 

lapllcit~aente. 

Para entender ais esta estructura de matrices se presenta a 

contlnuaclón un ejeaplo: 

se tiene un probleaa de la foraa Ax ""' b con aizS ( igualdades) y 

n•S ( variables ) , descrita por las siguientes ecuaciones, 

x3 - 3 

xl + 2x6 - 13 

xl + x2 a 3 

x2 - xS • -6 

X4 - 2x5 + x7 - 1 

- x3 + x6 - 3 

- xS + x7 - 2 

- 2x4 + xB • o 

48 



Su matriz asociada es la Siguiente: 

VARIABLES 

2 3 4 5 6 7 8 

N 1 o o 1 o o o o o 
o. 2 1 o o o o 2 o o 

3 1 1 o o o o o o 
E 4 o 1 o o o o o -1 
e 5 o o o 1 -2 o 1 o 
u 6 o o -1 o o 1 o o 
A 7 o o o o -1 o 1 o 

8 o o o -2 o o o 1 

Aqul, por eJe•plo, la ecuación 6 no tiene ninguna relación con 

las variables 1, 2, 4, 5, 7 y 8. 

Visto ús f'uncionalmente, éste sisteaa Wllcaaente contiene 16 

coeficientes diferentes de c~ro, pero se necesitarla tener 64 

localidades registradas. Solamente una cuarta parte de la aatrlz 

co•pleta es necesaria, es decir, que Wllc~nte loe ele•ntos 

diferentes de cero pueden explicar las caracterlstlcas de la aatrlz 

(todos los deús son ceros laplici t111tente ) , esto haCe pensar que es 

irrelevante el registrar los coeflclentes iguales a cero. Adeais, al 

registrar la aatriz entera se asuae una gran deaventaja: cuando ae 

lleva a cabo el proceso de esta aatriz, lnnecesarl-.ente se opera sobre 

los ele1tentos "ceroa", dado que esté to-do• en cuenta, y en 

consecuencia, . se genera un -yor tleapo de proceso, Junto con el 1a11to 

in6t11 de meaorla. 

Otro tlpo de procesa.lento de datos auxiliar que se pudiera 

tener, serla par •edlo de la laple .. ntación del proble- en una 
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g~·~flca, donde cada par "'ecuaci6n-inc6gnita•. 

vértiCe y cada coeficiente con una linea. 

La teoria de grAficas en este sentido, 

es asociado con un 

Juega un papel auy 

iaportante dentro de la representación de proble-s y la repreaentac16n 

de las -trices dispersas. 

En el plano de las aatrices dispersas para representar probleaa•, 

se coalenza asumiendo que la f'oraa de proceso de la .. trlz no seri 

coapleta. Es decir, que los coeflclentes iguales a cero ser6n toaadoa 

lapllcltaaente. Asl, 11olaaente se guardar• el valor nua6rlco de lo• 

coeflc~entes dlferentea de cero del slate-. De lau&l for .. 11e deberi 

guardar el n<mero de ecuac16n y el no.ero de 1nc6gnlta correspondiente 

al coeflclente. Asl, el n\Dero de operaciones que realice el al1orlt.a 

11eri proporcional al n6-ero de coeficlente11 dlferentea de cero en el 

aisteaa. 

A contlnuac16n se enunciari la l•portancla de poder:- plantear una 

aatrlz dispersa cOltO una grAflca dlrl1lda 6 dlgriflca. 

Se considera que las aatrlces dispersas y la teorla de ariflcaa 

son dos teaas que estAn estrechaaente ralaclonados. El hecho de que una 

aatrlz pueda ser repreaentada por wia ¡riflca, 1lplflca que loe 

resultados en teorla de 1riflcas pueden ser utlllzados para obtener 
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resultados en -trices dispersas. 

Aai, coao la teoria de gráficas es aplicada frecuentemente en 

todo tipo de lndustrla, en la economia, en planeacl6n, en los flujos de 

control, etc., en consecuencia, las matrices dispersas se aplican de 

l&ual foru. Sl•pleaente se usará, en este caso, la teoria de gré.flcas 

como herra11lenta para vlsuallzar cóao se coaportan las matrices 

dleperaas en relación a una gré.flca, para lo cual es necesario agregar 

algunos conceptos blislcos de teoria de gráficas, 

Una arUlca dlrlglda 6 dlgr,flca en uit conjunto de nodos unidos 

por arcos. Asi, para una matriz cuadrada dada , un nodo es asoclado con 

cada reo.alón, y al a(L,¡) es un coeflclente diferente de cero en la. 

-t.riz, entonce• hay un arco que va del nodo "l" al nodo "#" en 1r•r1ca 

dirialda ( loa arcos aon dibujados co.a flechas apuntando de "L" a 

"i" ). Por eJe11Plo, 11e tiene la slgulente aatrlz con su reapectlva 

gr6Clca: 

Grillca A 

1 
z 
3 
4 

z 3 4 

· Ratrlz 1 

La linea que sale del nodo t al nodo 2 en la gré.fica, corre•ponde 

al ele1tento a(l, 2) de la aatrlz. 
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Una operación fundamental para resolver sistemas de ecuaciones 

con utrices involucra la swaa de mtíltiplos de un renglón a otro, para 

hacer todos los ele•entos inferiores a la diagonal prlnclpal de la 

columna lgUales a cero ( método de Gauss ) . Hay que considerar aqu1 que 

su.ar un múltiplo de la primera fila a la cuarta ( en la matriz 1 ) , 

crea una nueva posición dentro de la matriz. Ese ele11ento es el a(4,2). 

La teoria de gráficas ayuda a visualizar el cambio de 

·coeficientes y la eliainac16n que tiene lugar. Por ejemplo, se tiene 

una grAflca G 1 y se llega a la gráfica Gy eliminando el nodo "y" y 

BWlando un nuevo arco (de x a z ) en lugar de una entre los nodos (x, y) 

y (y, z) que pertenecen a la gráfica G. 

Para seguir ús de cerca este proceso, se utilizaré. la gr6flca A 

anterior. Conalderando que se suu un súltlplo de la priaera fila a la 

cuarta C en la aatriz 1 ) , se borra la relación existente entre el nodo 

1 y el nodo 4, •lentras que se genera una nueva poslcl6n dentro de la 

aatrlz. Ese ele.en to es el a(4, 2), es decir que los nodos 2 y 4 que no 

estaban relaclonadoa ya lo est6n. El resultado de esta operac16n cuenta 

con representación en la dlgráftca siguiente: 
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Como se puede ver, el arco (4 1 2) ha sido sumado. Observe que esta 

es pr~clsamente la disr•rica correspondiente a una subaatriz cuadrada 

que resulta de la eliminación del coeficiente (4, t), La aatriz 

correspondiente a la gráfica anterior se observa a continuación: 

2 3 4 

1 1 
2 1 
3 1 
4 ~i 

cuando las matrices son relatlvaaente "pequeftas" esta foraa de 

usar la teoria de gráficas para reducir las aatrlces es efectiva, sin 

eabargo, cuando las gr6flcas son "grand.es" y su reducción representa 

•uchos probleaa.s 1 la f'oraa a6.s conveniente de procesar los datos ea por 

lt8dlo de aod.elos y bknicas de aatrlces dlapersas. Con su uso se puede 

lograr un ahorro coaputaclonal considerable y en el aeJor de los casos, 

la reducción de tieapos de procesos. 

En el siguiente teaa se anal1zar6 una estructura en particular 

(la Mjor en este caso) utilizada para registrar la lnfor-ci6n de la• 

ar•rtcas y las -trices, y que adeús peralte el aanejo a6.s sencillo de 

datos. 

~ An'llilJI Estructyral ~ ~ l!1.H!!!ull 

Poslbleaente uno de los aspectos ús laportantea que se debe de 
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tener en cuenta para ut1.11zar matrices dispersas en algún algoritmo es 

el fácil acceao y unejo de los datos. Para lograr esto, es 

indispensable que la estructura que se utilice pueda ser manejable 

dentro del lenguaje de programación que se desee utilizar, y que las 

operaciones elementales que se requieren puedan ser llevadas a cabo 

satisfact6r lamente. 

En este sentido, es indispensable mencionar la importancia que 

tiene la estructura de datos utilizada para registrar una matriz. Si 

una 11atrlz dispersa se almacena co110 una matriz densa, las localidades 

de •emoria que se utllizaré.n serán n x n, lo cual por ejemplo, si se 

tiene una matriz de dimensión n=6ÓO, entonces so requerirán 360,000 

locall~ades para los coeficientes de la matriz, y lo má.s alarmante es 

que sólo los coeficientes diferentes de cero serán necesarios, alentras 

que los que son iguales a cero soluente ocuparé.n espacio en memoria y 

consualrári más tleapo de proceso. Sin eabargo,_ si se utilizara una 

estrt.tctura que solamente registrara los coeficientes no-ceros, por 

ejeaplo 251 de 360,000, el ahorro de aemorla serla considerable 

(cualquier nímero de coeficientes no-cero inferior a 360. 000 generarla 

un ahorro de me•oria en este caso), al igual que el tie•po de proceso, 

el cual serla correspondiente al núaero de coeficientes no-ceros en la 

aatrlz e coeficientes registrados ). 

Para lnlclar la búsqueda de la .ejor estructura. es !•portante 

notar la · diferencia entre estructuras está.tlcas y estructuras 

d1náJa:1cas. 
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Las eatructuraa eatátlca• simplemente son declaradas desde un 

principio. Por eJe•plo cuando se define una matriz de "• x n", se estA 

reservando espacio en me11oria para "m x n" ele•entos. Aqui. no se tiene 

la seguridad de que siempre se utilicen estos ••m x n" espacios en 

memoria. Simplemente se da este rango como un máximo de memoria 

utilizable, lo que no implica que se utilizaré. toda. Si se necesitara 

més memoria de la reservada se tendria que volver a redefinir la 

memoria desdo un principio para adaptarla a las necesidades. 

El motivo por el cual las estructuras está.ticas no son 11Ules 

para el presente trabajo es Porque, al necesitar un ..-r••lo en el cual 

los nWneros pueden ser directamente guardados y accesados 1 no se podrta 

determinar la long! tud de dicho arreglo y la memoria estarla expuesta a 

ser o bien desperdiciada o necesitada. Ahora si se utilizara un arreglo 

bl-dimensional, tr 1-diaenslonal 6 •ul tidl•ensional podr1a resultar 

de•asiado grande para la memoria, . incluso la capacidad de 

almacenamiento podr1a ser rebasada y no se podrtan uneJar todos los 

datos a la vez. Esto representa una desventa.Ja •uy grande. 

Es fácll reconocer que para los objetivos perseguidos, las 

estructuras estáticas no ayudarán para un buen desarrollo de la 

tnvesttgac16n dado que se desperdiciarla aucha 11e•oria e lo cual ea 

antagónico para los objetivos propuestos ) • En este caso la -tnactw-a 

dln&.lca es ajustada para aco•odar cada nuevo eleaento_a insertar en el 

11•1te de la •e•orla reservada ( hasta ese •o•ento ) cada vez que se 
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sollclte. Es declr, que para utilizar esta estructura no hay que 

reserVar espacios en •e•oria al principio de un progr .. a. En lugar de 

esto, solaaente cuando exista la necesidad de insertar un nuevo 

elemento al conjunto de datos, sl•ple11ente se reserva un nuevo espacio 

en aeaoria y se anexa en ese lugar. Esto serviré. para que se utilice 

llnlcuente la •e•oria necesaria para almacenar los datos. 

De esta foraa, las llstas dlnámlcas Juegan un papel muy 

!•portante dentro del proceso de matrices dispersas. En el siguiente 

cap! tulo se analizará más a cOndo este Upo de estructura. 

Para comenzar a describir la estructura para aatrlces dispersas, 

se considera primero el uso de un vector de "longitud llena", es decir, 

que no hay espacio en ese vector que no esté ocupado. En 61 se 

regiatrarú todos loa coeficientes no-ceros de la aatrlz. Con lo 

anterior, 'el tiempo de proceso de la aatrlz estará dependiendo de tres 

caracterlstlcas: 

- El Grado de dlspersidad que se tenga 

- El nWtero de Operaciones a ser reallzadas 

- Las Caractertstlcas del Hardware y del Software que se utiliza. 

Una de las f"or11as aás convenientes de representar una •atrlz 
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dispersa. es coao Una Usta de elementos, donde cada uno de ellos será 

a su vez, un conjunto trlple compuesto por ( a(l,J), L, l l. donde 

a(t,¡) es el valor del coeflclente, "L" es el número de restricci6n y 

"#" es el nWaero de variable en la restrlcc16n "L". De tal forma que se 

tenga una Usta de reales con dos enteros, de longitud igual al n(lmero 

de datos. 

Por ejeaplo, 

1 
2 
3 
4 
5 

2 3 5 

1 o 
2. o 
o 1 
o 1 
5 o 

o -1 o 
o o o 
o o o 
o o o 
o 1 -2 

tendria la slgulente representacl6n: 

ele•ntos 

rens16n 

col...na 

valor 

2 

4 

-1 

3 

2 

2 

4 

3 

2 

1 

5 

4 

2 

6 

5 

5 

7 8 

5 5 

4 5 

-2 

de tal roraa que toda la inforaaci6n necesaria estA. incluida dentro de 

la tabla, y asi una aatriz dispersa queda convertida en una e•tructura 

de lleta. 
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El uso de matrices dipersas requiere frecuentemente de una buena 

estructura de datos. La estructura m.ás adecuada es la de listas de 

ele11entos. donde un elemento seria por ejemplo un componente triple 

(tabla anterior). De igual lorma es importante poder realizar 

operaciones con esas lletas. tal como sumar un elemento al linal de la 

lista, borrar un elemento al final de la Usta, insertar o borrar un 

elemnto que se encuentra en el centro de la lista, encontrar la 

posición de deterainado elemeJ?tO o encontrar el siguiente elemento de 

cualquiera de ellos. Esto obllga a que la selección de cierto esquema o 

estructura debe per•itlr, por lo menos las operaciones anteriores. 

Lo aás recoaendable es usar ll•ta• llaacla• llnealea, que son un 

conjunto de elementos ligados unos con otros y siguiendo un orden. Asi 

cada elemento, contiene, ademé.e de los. datos indispensables para 

diatlngulr el eleaento, un apuntador el cual indica dónde el algulente 

elemento es localizado. La tabla anterior coao lista ligada se presenta 

a continuación: 

elementos 2 3 4 5 6 7 8 

renglón 1 2 3 4 5 5 5 

columna 4 2 2 1 4 5 

valor -1 2 5 -2 

slguJente 2 3 4 5 6 7 8 NULL 

Tabla 1 
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donde. como se puede observar. el priaer eleaento apunta al segundo. 

éste al tercero y as1 euceslvaaente. El úl tlao ele•ento no apunta a 

ninguno, asl que la terminación de la lista está. representada por el 

elemento NULL. Es necesario mencionar que debe existir un apuntador 

extra que indique dónde se puede encontrar al prl•er eleaento. De esta 

forma, se puede tener acceso a todos los eleaentos de la lista, no 

impartando el lugar donde se encuentren. Hás adelante se tratará con 

llá.s detalle esta caracteristica. 

Las operaciones fundamentales aenclonadas anterioraente pueden 

ser realizadas con esta estructura, Por ejeaplo, si se desea insertar 

un ele•ento 7 a la lista de la tabla 1, entre los núaeros 2 y 1 

correspondientes a los ele8entos 3 y 4, se hace lo siguiente: 

El elemento nuevo que contiene el valor 7 serA apuntado por el 

elemento 3, de tal f'on1a que el nuevo ele11ento serA el eleaento 4 y loa 

deús eJe.entos no caabian su contenido. Por 0.1 ttao, el nuevo eleaento 

apuntarA al elemento al cual apuntaba el ele11ento 3 C ea decir al 

elemento 4 ) • de tal foraa que no quede nlngW\ ele•ntos sin apuntar y 

•ln •er apuntado. 

Loa pasos fundaaentales para realizar la lnsercl6n y ellalnaclón 

de eleaentos serAn explicados llá.s aapllaaente en el slplente capitulo. 
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. En resumen, se considera una matriz dispersa A. El n\1mero de 

eleeentos no-ceros corresponde a una proporción •iniaa cuando se 

co•para con el número de ceros. Estos no-ceros son dispersos en toda la 

matriz, deter•inando asl su estructura. Después, surgen los esqueaaa 

que ayudan al tratamiento de dichas matrices. Los ele•entos no-cero son 

alucenados en la aeaorla de la co•putadora en alg\ln orden establecido 

usando una foraa coapacta ( lleta ), Se utiliza un lleta ligada. Se 

considera taab16n la inforaaci6n de la porción a la que pertenece el 

coeficiente (l.,j.) respecto a la aatriz, donde L es el renglón y ¡ ea la 

coluana, adeais se registra la dirección del siguiente ele•ento. El 

orden es laportante porque involucra la rapidez con que alg'Can eleaento 

se va a localizar. ya sea por filas o por coluanas. Hay que tener un 

apuntador al priaer elemento para poder tener acceso a todos y cada uno 

de los datos que se encuentren el la lista, de tal foru que •e puedan 

consultar tanto valores, renglones 6 coluanas desde el priaer elemento. 

Asl, la esencia de un lleta ligada es que existe un apuntador al priMr 

ele•nto y a cada ele•ento es asociado un apuntador el cual puede 

distinguir el siguiente elemento 6 el eleaento NULL si es que se trata 

del 6ltlao elemento de la lista. Esta lista puede ser barrlda 6 

accesada desde el pr1aer eleaento a trav6s de la• lle•• 

correspondientes a los deúa ele•r:itos hasta encontrar el eleMnto 

deseado 6 el t6railno de la lleta ( NUJ.J.. ) • 

Esta estructura tlene requerlalentos alnl11<>s de alucenulento y 

a la vez ea auy conveniente para reallzar operaciones tales COllO •ua&, 
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ellainaci6n. per•utaci6n y transposición de elementos, solución de 

sisteaas de ecuaciones lineales por métodos iterativos y métodos 

directos (que serán cubiertos en el siguiente capitulo). La principal 

propiedad de esta estructura es que los valores de los elementos son 

ligados por filas (ligados por renglones). tomando ventaja de las 

coordenadas de los coeficientes en la aatrlz. 

Ilota: Cuando se usa una lleta ligada es laportante entender que 

el orden de los ele•entos no es deteralnado por la locallzacl6n fislca 

de los eleaentos, sino por los apuntadores de cada elemento. 

2. 3 CARACTERJSTJCAS DE ALcoltJTik>S PARA DISPERSIDAD. 

Al tratar de resolver un probleaa de la vida real propio de 

prosraaaclón lineal. priaero se busca un llOdelo aateútlco, se aplica y 

lueso se resuelve el probleaa. 

Ala:unos de estos proble .. s presentan sran dlflcultad porque 

contienen mucha inforaa.c Ión que se debe al .. cenar en una coaputadora. 

Supongase que se tlene un probleaa con 1. 500 variables y 750 

ecuaciones, tal serla el caso de una red Cerrovlarla, donde las 

variables serian los orlsenes, destinos, tleapos de recorrido, cantidad 
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de gente, etc., y las ecuaciones serian los requerimientos propios de 

los trenes, los dias de viajes, mantenimiento, horarios de corridas, 

etc., De tal .forma que la matriz A tendria l' 125, 000 coeficientes en 

total, muchos de ellos ceros, que se tendrian que almacenar. Muchas 

computadoras aún no tienen la capacidad de almacenar cierta cantidad de 

datos, mucho menos poder procesarla. 

Para esto, utilizando técnicas para el tratamiento de matrices 

dispersas, se busca el aprovechamiento máximo de la estructura del 

método simplex, que permita la solución a problemas lineales grandes. 

Para lograr esto se enunciarán dos caracteristlcas importantes acerca 

de la programación de algoritmos y estructuras. 

1) Una caracteristica principal es la relación que existe entre 

el algoritmo y su flujo de información necesario, Si este flujo no es 

apropiado para el algoritmo, este no procesará ni arrojará nlngQn 

resultado. Es decir, hay que tomar ventaja de las herramientas con las 

cuales se trabajan (algorltaos) conociendo perfectamente sus propias 

l irni tac iones. 

u) Siempre existe un nuevo algorit•o para un nuevo probleaa. Es 

decir que ese nuevo algoritmo contiene las caracteristlcas de un 

algoritmo antecesor (obsoleto), y además contiene los nuevos cambios de 

adecuación al nuevo problema. 
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Estas especificaciones son aplicables cuando las di111enslones de 

los problemas son muy grandes y ya no es posible resolverlos con los 

algoritmos utilizados. En estos momentos se considera que el flujo de 

información no corresponde a las herramientas utilizadas. por lo que es 

necesario mejorar los algorl tmos para hacer que correspondan con su 

medio. De esta forma se busca mejorar el algoritmo, de modo que se 

contengan las mismas caracterlsticas que el anterior, y ademas las 

nuevas especificaciones de adaptación a su medio. De esta forma los 

algoritmos van acordes con su flujo de información o medio ambiente, y 

los resultados obtenidos son más confiables y precisos. 

Los algoritmos deben de corresponder, de igual forma, a la 

estructura del manejo de datos; especificamente, utilizando las listas 

ligadas para matrices dispersas, existen relativas libertades para 

poder maniobrar con el algoritmo de tal foraa que los requerl•lentos de 

la estructura sean satisfechos. As1. por ejemplo, una -triz dispersa 

sólo debe de ser vista como números diferentes de cero. porque son los 

únicos que van a ser procesados. Entonces el algori tao toaaria ventaja 

del conocimiento de los lugares especificas de los coeficientes 

no-ceros. Por lo tanto, gracias al algoritmo, el nómero de operaciones 

realizadas por la computadora durante la ejecución del prograaa seri 

proporcional al nWnero de eleme_ntos no-ceros existentes en la matriz. 

Lo anterior seria mucho más práctico que guardar todos los 

elementos e incluyendo los ceros si la menioria lo permite ) de la 
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matriz y entonces saltar los valores convenientes con una lnstruccl6n 

IF. lt;> que ocasionarla un tiempo de proceso mayor y un desperdicio de 

memoria, Por el contrario. conociendo los valores necesarios y sus 

posiciones, únicamente se realizan las operaciones necesarias en los 

lugares ya especiflcos. 

Otra caracterlstica muy importante de un buen algoritao para 

matrices dispersas, es que al haberse generado resultados interaedios 

durante el proceso, algunos de esos resultados arrojan elementos 

iguales a cero ( los cuales no interesan ), El algor1t110 debe de ser 

capaz de mantener la dispersldad de la matriz registrando los eleaentos 

no-ceros generados y no registrando los elementos iguales a ceros, es 

decir, que el algoritmo ocl:Jpara la meaorla suficiente para los 

caer !cientes no-ceros sin tener ningún desperdicio de memoria 

( Flll-in ). A esta caracteristlca se le conoce como pre•ervacl6n de 

dlmpenldad de la matriz. 

En el siguiente capitulo se analizaré. estas caracterlstlcae en 

algoritmos para resolver sistemas de ecuaciones. 
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CAPITU..O TERCERO 

ESIBUC'llJRA DINAMICA PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA Ax • b 



CAPITULO TERCERO 

ESTilUCT\Jl\A DINAMlCA PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA Ax = b • 

3. 1 llfl"RODUCClOll 

Este capitulo estarA enfocado a la comprensl6n de la 16glca de 

las lletas ligadas dlné.mlcas en relac16n con algoritmos encaminados a 

la reallzac16n de operaciones tales como lnserc16n 6 ellmlnac16n de 

eleaentos, tanto al prlnclplo y en medio, como al final de la lista, al 

igual de c6ao crear una de ellas. 

El lenguaje en que estará.n desarrollados los algoritmos serA en 

lenguaje C, dado que éste presenta gran facilidad y flexlbU ldad para 

el uso de este tipo de listas, apuntadores, operadores y manejo de 

aeaorla. Se anallzará.n todos y cada uno de los algoritmos de acuerdo a 

las necesidades y caracterlstlcas de un buen algoritmo. 

De igual forma, el anUlsls de técnicas para la soluc16n a un 

problema planteado como AX • b es pr1aord1al ya que su plantea•lento 
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geométrico debe corresponder al aná.Usis matemAtico. 

Se comenzaré. con la caracterlstica que tiene el método simplex 

que será. el método que se implementaré. en el siguie.nte capitulo ) de 

in1cial1zar sus 1terac1ones con una soluc16n lniclal, donde todas sus 

variables bAsicas son iguales a cero, y sus variables auxUlares son 

iguales al coeficiente correspond1ente en el vector de recursos, de tal 

forma que su punto 1nic1al siempre será el origen. 

Por tal motivo se plantea la alternativa de sum.1n1strar una 

solución factible inicial dada por una sub-matriz de A, la cual 

contenga variables bás1cas ya soluc1onadas; esto iaplicaria, por la 

teorla· del slmplex ( visto en el capitulo primero ), que esa solución 

pertenecerla a una orilla del conjunto factible de soluciones, de modo 

que el método ún1camente tendrá que buscar el las esquinas ti orillas 

adyacentes para localizar la esquina 6ptlma. Esto, hablando en t6rainos 

práctlcos, podria ahorrar tiempo ya que las iteraciones que el 116todo 

simple>C tendrla que realizar serian aenos que cuando se lnlclallzara 

con el origen. 

Para esto, se analizarán dos aétodos para dar solución a slste•a 

de ecuaciones de los cuales se swain1strar• dicha soluc16n f'actlble 

básica resultante. Uno de ellos será un método directo y otro ser• 

lterat1vo. Se enunciarán sus caracterlstlcas, ventajas y desventajas. 
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Estos métodos estarán implementados para poder ser manejados con la 

eStructura de listas ligadas, y de igual forma, se analizarán en 

términos de dispcrsidad. 

Por último se harén algunas observaciones respecto al uso de los 

•étodos mencionados, a las implementaciones de algoritmos y a la 

estructuración total con el método simplex. 

3. 2 EsrRucnM4 DllllMICA • 

Se han mencionado hasta el aoaento tres conceptos iaportantes en 

los cuales se fundamenta el desarrollo de la l111ple•entacl6n de las 

matrices dispersas: 

- Al•acenar \lnlcuente los ele•entos diferentes de cero. 

- Realizar operaciones Wllcuente en el los eleaentos diferentes 

de cero. 

- Preservar la dlspersldad en el proceso. 

La estructura dlnbica es por auchas razones la ús conveniente 

en el uso de aatrlces dispersas, ya que con esta peralte que se lleve a 

cabo cualquiera de las tres caracteristlcas aenclonadas con 

anterioridad. 
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Especif'lcamente, s6lo se registrarán los coeficientes no-ceros. y 

puesto que no se registran ceros, las operaciones tlnicaaente se 

realizarán sobre los números registrados. Y con la facilidad de poder 

insertar 6 remover elemento de la lleta, se puede hablar de una 

preservación de dispersidad. 

Se cumplen las tres caracterisUcas, y adeaé.s toda la aeaorla de 

la que se dispone se ocupará, de aodo que no hay desperdicio de 

memoria. Por esas razones se puede afinaar que la estructura dinAalca 

es la 116.s adecuada para este Upo de procesos. Cabe recordar que la 

estructura diné.aica surge de la necesidad de tener flexibilidad. en el 

manejo de datos, de tal forma que la memoria de la que se disponga seré. 

acorde a las deaandas. Es decir, se deseaba crear una estructura que se 

expandiera de •odo que la aeaoria flstca sieapre estuviera llena 6 

coapleta. 

Para lograr lo anterior, la aeaorla dlnhlca es expandida cuando 

se necesita durante el tiempo de ejecución del pros:rm, de tal f'oraa 

que esta no se reserva en un princlplo. Este Upo de eatructura ea auy 

flexible ya que. durante el Ueapo de ejecución se podr• disponer de 

aeaoria cada vez que ae sollclte. 

Lo di ni.aleo de la estructura peral te expander 6 contraer tal coao 

se vaya necesitando. Para esto, el uso de operaciones, tale• coao el 

anexar, ellainar y reacoaodar elemento dentro de una lista resulta aer 

ficll, ripido y eficiente. 
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Antes de ejemp11f1car estas operaciones hay que tener en cuenta . 

que cada elemento en la lista ligada contiene un apuntador al slgu1ente 

elemento ( Ver Cap. 2. ), y que el último elemento apunta a un marcador 

6 final de lista llamado NUU.. 

A continuación se realizarán esquemé.ticamente las operaciones 

bé.sicas utllizadas en las listas ligadas. 

Se considera la siguiente llsta: 

Cadena 1 

Para sumar eleaentos a la mitad de la lista, primero se puede 

pei:tsar que se deben reacoaoclar todos los eleaentos slgulentes a la 

poslc16n donde se quiere insertar para no perder el orden. Sin eabargo, 

para BUiiar en una lista llgada, siaplemente se localiza el eleaento a 

insertar al final de la lista y se reacoaodan los apuntadores de los 

eleaentos directaaente afectados de acuerdo al orden que se requiera. 

Por ejeaplo, se desea &Wlar un eleaento B despues de A en la 

Cadena 1. Esqueaé.ticaaente, se acoaoda hasta el final de la lista el 
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elemento B y simplemente se ajusta el apuntador de A para que apunte al 

eleaento B, y por último, el apuntador de B se debe dirlglr al 

siguiente elemento de A, es decir a c. Este proceso se ve como sigue: 

Ahora bien, borrar un elemento resultaria ser una actividad un 

tanto laboriosa ya que se generarlan auchos aovlalentos por la raz6n de 

que, después de borrar el eleaento no se desearla tener un espaclo 

vacio a la mitad de la lista, de aodo .que se recorrerlan todos· loa 

contenidos de los demé.s elementos. Esto no sucede con las lleta 

ligadas, ya que para borrar un eleaento slapleaente ae sobrepasa. Es 

decir, el apuntador que lo seria.la ya no se dirigiré. a el, sino que 

apuntaré. al elemento siguiente del que va a ser borrado, y asl ae 

elimina con efectlvldad este elemento. 

Por ejeaplo se tiene la siguiente lista 

y se desea borrar el eleaento B. Prlaero el apuntador de A apuntar• a 

C, de tal foraa que a B no se pueda tener acceso, es decir, este 
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elemento queda aislado. De este modo este elemento ha sido eliminado de 

la Usta. y la cadena se verla co•o sigue: 

En conclusión, el único movi•iento de datos necesario para 

realizar las operaciones anteriores será. el movimiento de apuntadores; 

los elementos peraanecen siempre en su localidad original. 

El papel que juegan los apuntadores es importantisl110, ya que 

éstos. siendo el direcctonrudcnto especifico de la memoria, son la 

esencia alsaa del alojaatento de la •e•oria dlná11lca. El lenguaje C 

tiene la caracterlstlca de que se pueden •anejar apuntadores, de t&;l 

f"oru que, para su declaración, se incluye a la variable un asterisco 

(•), esto hace entender que la variable definida con un asterisco 

previo· es un apuntador a datos. 

En este caso se def'lnirá una estructura que contendrá. los datos 

necesarios C090 ya se habla discutido ) para aanejar 11atrlces 

dispersas. Estos datos son: valor del coeficiente, número de renglón, 

nímero de coluana y un apuntador al siguiente ele11ento. La declaración 

de esta estructura ser& la siguiente: 

etruct llsta_llgada 

float valor; 

lnt renglón; 
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lnt colu.na; 

struct llsta_llgada •stgulente; 
. }; 

Lleta 1 

Se define la estructura "11sta_l1gada", "slgulente" es un 

apuntador que coritlene la dlreccl6n de una estructura de llsta_llgada 

. (este apuntador contendrá la direccl6n del slgulente elemento). Hay que 

hacer notar que en esta estructura no se Podrá desplegar su contenido 

con los comandos de lmpresi6n " prlntf " 6 realizar operaciones 

ari tmétlcas directamente sobre ellos. 

Por otro lado, la lista 1 únicamente declara una estructura. Sl 

se desearan tener "n" elementos de estos se tendrlan que predeclarar 

"n" variables iguales C ae11.orla estlllca ), Para eUalnar este 

probleaa, ya que no se desea usar arreglos, se define una variable que 

apunte ~ una estructura y que permita ligar 6 apuntar, Junto con el 

apuntador interno de cada elemento, al registro contiguo. Este cupo es 

un apW'ltador a una estructura de tipo llsta_llgada llamado ENLACE. La 

lleta quedarle coao slgue: 

struct lista_llgada { 

f'loat valor; 

lnt renglón; 

lnt columna; 

struct llst.a_llgada •siguiente; 

); 

typedef struct llsta_llgada ELEMENTO; 
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typedeC ELEMENTO 'ENLACE: 

ENLACE e: 

Llela 2 

Para hacer mAs manejable la estructura se def1n16 una nueva 

variable ELEMENTO que es de Upo estructura llsta_l1gada y ENLACE es un 

apuntador a esta estructura, y "e" es un apuntador de tipo ENLACE, o 

sea que apunta a una estructura ELEMENTO, y en consecuencia esta 

variable puede apuntar a cualquier elemento de la lleta con la 

estructura l 1eta_l lgada. 

En resimen, en lugar de arreglos se llene un conjunto de 

dlr-.:clonew en ae•orla donde se encuentran guardados los eleaentos. El 

apuntador '"e", puede dar la d1reccl6n d8 cualquier elemento de la 

llsta. El apuntador que contiene cada eleaento contiene la dlreccl6n 

del slgulente elemento. De aodo que sl se deseara obtener el valor del 

caapo "valor" de al,8\ln ele11ento, slaple-.ente se opera desde el 

apwitador "e" a la estrUctura para obtener el valor, es decir que la 

expresión "c->valor" tiene el contenido dei ca.pe> valor del ele11ento al 

c;ual esta apuntando "e". Sl se desea referirse al eleMnto alplente 

del que se esta apuntado, se utilizar• el apuntador interno de cada 

ele.ento para ref'erlrse a la dlreccl6n del algulente. Esta operacl6n se 

reallza con la expresl6n "c->alguiente->valor•, donde '"e" contiene, en 

priMra instancla, el valor del campo '"slgulente'" el cual es la 

dirección del slgulente eleaento, de este se extrae el contenido del 

campo '"valor". Este aspecto se explicari detalladaaente ús adelante. 
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Ya definida una estructura, muy relacionada con esta se encuentra 

el ma~ejo de memoria. Hay que hacer notar que en la deflnic16n de la 

lista, en ningún momento se reservó espacio en memoria, esto indica que 

cada vez que se requiera sedefinirA espacio aedlante la 1nstrucci6n 

-lloc( ), Esta función reserva espacio en memoria para al•acenar el 

nuevo ELEMENTO, La instrucción se invocarla como sigue : 

-uoc(slzeof(ELEllENTO)) 

lo cual reserva el espacio en 11emoria del ta•afto de El..EMENTO, este 

espacio es alojado a la cabeza del área destinada para trabajo en la 

•e•orla RAM. 

Otra operación que se puede realizar es la ell•lnaci6n de 

elementos ( que rué explicada anterlor11ente ). Se habla mencionado que 

slmple11ente se aobrepasa el apuntador por el eleaento que eataba 

apuntando. De aqul surge un probleaa, el elemento sobrepasado estA 

ocupando un espacio en Maorla de un ele11ento que ya no ee utilizar• 

ús. es decir que el espacio que ocupa dicho ele11ento aobrepasado no 

se puede utilizar. Para resolver este probleaa se tendrla que liberar 

dicho espacio en aeaorla para poder utllizarlo despu6s. 

Para realizar lo anterior slaplemente se debe apuntar al ele.ento 

que se desea liberar ( el cual ya fue sobrepasado ) y se debe utilizar 

la instrucción f'r-(). Por eJe•plo, sl el elemento que esta apuntado 
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por ''e" se desea liberar simplemente se ocupa la función de la 

siguiente forma: 

free(c) 

e i11118diatamente se podrá disponer de la memoria liberada. 

Advertencia i Es muy !•portante no perder las direcciones de los 

eleaentos ya que no hay f'orma de recuperarlos. Sleapre será 

reco11endable tener un apuntador "privado" el cual contenga la dirección 

del prlaer ele.ento, y cuando se necesite dicha dirección, simplemente 

se iguale un apuntador "auxlllar" a este. 

Ya cieflnlda la estructura y las operaciones bislcas, surge el 

problema de c6ao accesar a la lnforaacl6n de la lista únlcaaente con 

loa apuntadores, ya que no hay otra f'oraa de accesar. Para esto, 

habiendo un apuntador "e". el cual contiene la dirección del eleaento 

que se desea observar, se utiliza un operador " -> " que en lenaua.Je C 

sirve para "apuntar a un caapo de una variable"; en este caso la 

variable es una estructura. La expresl6n " e -> valor " es equivalente 

B " (•e). valor ", De esta f'oraa, "e -> Valor" contiene el valor del 

cupo "valor" del eleaento que se esta apuntando, y "e -> slgulente" 

contiene la dlreccl6n del siguiente eleaiento la cual es asignada al 

apuntador, de tal f'oraa que "e" estará. apuntando al siguiente ele.ento 
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del especificado. En otras palabras, el apuntador "c" contiene la 

dirección de la estructura actual y " c->valor " es el valor guardado 

en el campo ""valor". 

Sl "c" apunta a un elemento y se desea saber lo que contiene el 

campo "valor" del siguiente eleaento, se deben usar los apuntadores que 

se definieron en la estructura para cada elemento, de modo que 

'"c->siguiente->valor" obtiene ef contenido del caapo "valor" del 

elemento "siguiente" del que se esta apuntando, pasando por el 

contenido del c89po "siguiente" del eleaento apuntado ( que contiene la 

dirección del siguiente elemento ) . Es decir, que se refiere al 

contenido del ca•po ""valor" del ele•ento apuntado por "siguiente" en el 

eleaento apuntado por "c". 

Ahora, si se tiene una lista larga de ele•entos y se desea 

obtener el no•bre del cuarto eleaento, se tendri que usar la expre•i6n 

"c->sigulente->slgulente->siguiente->valor". Coao se puede ob•ervar 

este tlpo de busqueda parece ser no auy prictica, especial11emte 111 •e 

desea estar buscando frecuenteaente eleaentos en una lleta arande. 

Una foraa auy ficil para solucionar esto es tener un apuntador 

que se aueva a lo largo de todos los eleaentos, exaalnando aus 

contenidos hasta encontrar el buscado. Por ejeaplo, la slgulente rutina 

realiza la lectura de una lista coapleta ya creada y la 1apresl6n de •U 

contenido. 
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imp_llsta(cc) 

ENLACE ce; 

whlle(cc 1~ NULL) 

prlntC(" valor = 'Xf" rcngl6n = r.d. columna = Y.d". 

cc->valor, ec->renglon, ce-> columna}; 

cc.,,.cc->slgulenteo 

Lista. 3 

Como se puede observar la variable "ce .. apunta a un elemento y se 

le extrae la lnformact6n para imprimirla. despu~s ese mlsrno apuntador 

"ce" se iguala a si mlstao pero lncrenientado al siguiente elemento. Esta 

operación se realiza hasta que "ce" apunte al final de la lista NULL. 

El apuntador º'ce" contiene. en un prlnclplo, la dlrecclón del primer 

eleJlento y en lo sucesivo. va apuntando a todos y cada uno de los 

elementos de la lista. 

Los procedimientos anteriores se realizan únicamente cuando la 

lista ya ha sido creada. A contlnuaclón se explicará el procedimiento 

para crear y ligar el primer elemento de una llsta. El procedlmlento 

"co&lenza" describe el procedimiento a seguir. 

ENLACE comtenza(valor, renglon, columna) 

float valor: 

lnt renglon. colwana; 

cabeza = (ENLACEJ-.lloc(stzeof(El..EMENTO))~ 
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cabeza -> valor = valor; 

cabeza -> renglon = renglon; 

cabeza -> columna = columna; 

íin=cabeza; 

íin -> siguiente = NULL¡ 

return(cabeza) ¡ 

Lleta 4 

Los paréraetros swninistrados a la función son los datos 

requeridos de cada elemento ( tratados en el capitulo anterior ). Para 

comenzar con esta función, se genera un espacio en memoria para el 

nuevo elemento con la función malloc() y su requerimiento de espacio. 

Al principio de esta instrucción aparece (ENLACE), esto quiere decir 

que se están utilizando la dirección de el espacio en .e90r1a y no 

directamente el valor de alguna variable. Luego hay que tener definidos 

como globales los apuntadores de tipo ENLACE que son cabeza ( que 

apuntar al principio de la lista ) y fin ( que apuntará a el 11ltlmo 

elemento de la misma ). Se asignan los valores desde el apuntador 

"cabeza" para almacenarlos, luego se iguala "fin" con "cabeza" por ser 

el primer elemento ( estas dos variables estarán apuntando a la misma 

dirección ) y luego "fin" apuntará al fin de lista NULL. Se regresará 

como resultado de la función la dirección donde se alojan los datos 

del primer elemento ( o sea, del único ) , 

El procedimiento para continuar insertando elementos en una lista 

ya creada es parecido al de la lista 4, pero con el único cambio de que 
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el nuevo elemento generado será apuntado por un predecesor. Este nuevo 

eleaento apuntará. al fln de la lista NUU... 

Las operaciones se real lzarilin coao sigue: 

fln -> siguiente = (~LACE)•alloc(slzeof(ELEHENTO)); 

f'ln .. fin ->siguiente¡ 

fin -> valor = valor: 

f'ln -> renglon = renglon: 

f'ln -> coluana = coluana;: 

fin -> siguiente = NULL: 

return(cabeza): 

En un prlnclplo se genera un nuevo espacio en me.orla, donde se 

aloJar4 el nuevo elemento, desde el caapo .. siguiente" del elemento 

apUntado por '"f'ln" de lista. En otras palabras, se genera un nuevo 

elemento llgado al final de la lista. El apuntador "fin"" se recorre al 

elemento final ( el creado ) y ahi asignan los valores pasados por los 

paraaetros. Este elemento apuntará. a mu. ( al final de la lista ). Por 

áltlllO, el valor que regresa la f'unc16n es la dlrecclón de donde se 

encuentra el primer eleeento. 

llJrA : Es llUY importante recalcar que. suponiendo que "cabeza" 

sea el apuntador a la cabeza de la lista. y que ningún otro 

apmtador contiene la aisaa direccl6n0 sl se realizaran 
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operaciones directamente con ese apuntador " cabeza", la 

dirección del principio de lista corre peligro de perderse y 

no se podrá recuperar. Lo aé.s conveniente es tener la 

dirección en un apuntador que no se use, y cada vez que se 

necesite, igualar otro apuntador con este para obtener la 

dirección y poder realizar las operaciones desde el principio 

de la lista. 

Los anteriores procedimientos únlca11ente se ocupan cuando no 

existe la lista y se desea crear. Si se deseara anexar un nuevo 

eleaento en una lista ya creada, únicamente el apuntador del eleaento 

anterior, es dlrlgido al elemento que se va a incertar, luego el campo 

"siguiente" del elemento nuevo se direcciona al elemento posterior. El 

procedi•lento se presenta a contlnuac16n: 

Suaar(anterlor, nuevo) 

EJiLACE anterior, nuevo; 

ENLACE awclliar; 

auxiliar = anterior -> siguiente; 

anterior -> siguiente = nuevo; 

nuevo -> siguiente = auxiliar; 

Ll•ta 5 

Este procedlmlento ya se habla visto esquemáticamente con 

anterioridad. Los pará.-etros de la función corresponden a dos 
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apuntadores: el apuntador "nuevo" contiene la dlreccl6n del elemento 

que ya ha sido creado y sola•ente se desea insertar en la lista después 

del apuntado por "anterior". El apuntador "auxlllar" apunta hacla el 

eleaento siguiente del apuntado por "anterior". De tal forma que el 

ele•ento apuntado por "anterior" apuntará ahora al nuevo elemento, y 

este contendri la dirección del apuntado por ª auxt llar ª. 

Para borrar un elemento tlene aayor Cacilldad. Unicaaente, como 

ya •e Hnclon6, ae aebrepa11a el apuntador del elemento previo al que se 

qulere ellalnar, · dlr1gl6ndolo al eleaento que apunta el que va a ser 

borrado. Posterioraente se libera la aeaorla de dicho eleaento para 

poder ser utlllzada después. El procedi•lento quedarla de la siguiente 

roraa: 

el l•lna (ce, valor) 

E.JfLACE ce; 

íloat valor; 

EWLACE borrar, auxiliar; 

auxlllar-cc; 

whlle(auxlllar->•lauiente->valor t • valor 

: : auxll lar f • NUU.) 

auxiliar-auxillar->slgulente; 

lf(auxlllar •• NULL l 

elae 

prlntr(• No existe ese elemento •>; 

borrar-auxlllar->slgulente; 

auxlllar->algulente-auxtllar->slgulnte->slgulente: 

free(borrarl: 

Ll•ta 6 
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El apuntador "ce" contiene la d1recc16n del prl11er eleaento de 

la l~sta, º'borrar" apuntari al elemento a ser borrado y "valor" 

contiene el valor buscado. El apuntador "auxUiar" se iguala a "ce• 

para barrer desde el principio de la lista hasta encontrar el elemento, 

que su siguiente contenga, en el campo "valor", el valor buscado. Est~ 

será el elemento que va a ser borrado a aenos que se encuentre MJU.. 

primera.ente. Si encuentra el elemento este será apuntado por "borrar", 

se ajustarán los apuntadores y se libera la aeaoria del ele11ento al 

cual ea apuntado por "borrar". 

Todas las necesidades que puedan surgir dentro del uso de lletas 

Ugadas pueden ser resueltos deduciendolos de los procediaientoa 

expuestos con an~erloridad, dado que estos son priaordlales para llevar 

a cabo el buen funcion .. lento de lletas ll&adas. 

Estos tipos de procedlaientos serán priaordlalea en ·el 

trat-iento de los algorit•os utilizados en las t6cnicas para la 

solución de probleaas As. • b. Se lapleaentari y se analizar• •u 

coaportulento en algorl taos para solucionar sisteaas de ecuaciones 

lineales, tanto directa coao iteratlvaaente, en el siguiente teaa. 

3. 3 TECIICAS PARA u Sowciow DE SISTDIAS DE EcuAc1om:s LillEALES. 

Se habla aenclonado que el aétodo slaplex lnlclallza sus 

iteraciones donde todas sus variables reales son iguales a cero, es 
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decir, comenzará desde el origen. También que una solución factible 

básica es aquella que contiene estrictamente "m" componentes positivas, 

donde "m" es el número de restricciones, y que la intersecc16n de los 

"n+m11 subespacios generados por el problema, forman un conjunto convexo 

donde la función objetivo alcanzaba su valor 6pt1mo y que serla un 

punto extremo de este, 

Ahora, si existia un conjunto de "k" columnas de la matriz A, 

dado que "k :S m", que fueran llnealaente independientes, es decir, que 

la matriz A se pueda dividir en dos submatrlces 

A(k, a) j A(n-k, 11) X¿ a b 

donde X¿ ~ O, con L • 1 , . . m 

b = ( b 1, b 2, • • b•l 

entonces el punto 

X -= ( x
1

, x
2

, , , • , XJt• O, O, ••• , O ) 

es un punto extremo del conjunto de soluciones factibles. 

Las caracteristicas anteriores hacen suponer que sl se desprende 

de la aatrlz A, k • a coluanas, se tendrla una sut.atrlz de dl11ensl6n 

"• x a" y se deteralnara su soluc16n por aedlo de alguna tftcnlca para 
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sistemas de ecuaciones lineales, esta solución, por lo anterior, se 

considerarla como un punto extremo del conjunto de soluciones 

factibles, y como el punto 6ptimo de la función objetivo se encuentra 

justamente en una esquina de dicho conjunto de soluciones, 

suministrando el punto factible encontrado por un método auxiliar, las 

iteraciones del método simplex podrian reducirse considerablemente, ya 

que únicamente el método buscarla en las esquina vecinas a ese punto 

para encontrar el punto óptimo. Más adelante, en el punto 3. 4, se 

analizarán las caracteristicas de esta solución factible suministrada, 

con respecto al método simplex y sus consecuencias. 

Por el momento, el objetivo será. introducir las técnicas para 

encontrar la solución al sistema de ecuaci6nes dado por la sub-matriz 

de A de dimensión "• x m", para luego l•pleaentarlos en el manejo con 

listas dinámicas. 

Una de las técnicas que se analizarán será la T6cnlca Directa que 

esta basada en la El1•1nac16n de Gaua•. Otra U1cnica ser• la T6cnlca 

Iterativa que esta basada en los métodos de Gen~ac16n por Fil- ( Row 

- Generation ) • 

Para poder encontrar una solución efectiva de un sisteaa de 

ecuaciones que generan dispersldad por aetodoa directos, se deben 
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CWlpllr tres aspectos importantes: 

- Adaptar un método númerico de un caso denso a un caso disperso. 

- Mantener la dlspersldad en el sisteu 

- Realizar una e:flclente lmplementac16n de un proceso de bósqueda 

de soluc16n. 

Se tiene el proble•a Ax. • b, donde A es una •atrlz dispersa 

cuadrada no singular de ''• x m" y b es un vector coapleto. 

Los métodos directos están basados en la ell•lnaclón de Causa: 

las ecuaciones 6 los coeflclentes de un slsteaa son •odlflcados en 

pasos sucesivos hasta que la soluc16n es encontrada. 

El aétodo de el1•1nac16n gausslana se basa en la ut1llzacl6n 

directa de los eleHntos de la dlqonal usados coao pivotes en el orden 

en que van apareciendo. La caracteristlca que deben cuapllr e11 que 

nlnauno de loa el-ntoa de la dlqonal principal debe d• wr cero. 

Este aétodo conSlste en "•" pasos. El prop6slto del lc.-6sl.o paeo 

es ellalnar todos los eleaentos no-cero de la aatriz que se encuentren 

bajo la diagonal. prlnclpal en la lc.-éslaa colwma. ~ el priHr paso loa 

ele•entos no-cero de la coluana t de A, es decir A1, son ellalnadoa por 
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substracción de un mO.ltlplo de la fila 1, elemento por elemento. El 

elemento a(1, 1) pert9nece a la flla ( fila 1 ) que va a ser substraida 

de las otras filas y el primer elemento de la colunma que va a ser 

eliminada e columna 1 ) y se le llama pivote asumiendo que es diferente 

de cero. 

Antes de la ellainac16n, la fila 1 es normalizada dividiendo 

todos sus elementos no-ceros entre el pivote. La matriz resultante A2 

estaré. formada por los elementos a(L, 1) •O con L > ~ , y con a(t, 1)•1. 

Para el segundo paso el elemento a(2,2) es seleccionado para ser el 

pivote. De igual aodo, so asuae que es· diferente de cero, La fl la 2 es 

nor•allzada y todos los elementos bajo la diagonal principal que son 

no-ceros de la segunda columna son ell•inados substruyendoles un 

aO.ltiplo conveniente de la segunda f"lla y~ noraalizada. Hay que hacer 

notar que siendo el eleaento a(2, l) • O, los eleaentos de la columna 1 

no seré.n alterados. Asl la aatriz A3 es obtenida con a(t, 1)-0 para L >> 

1, a(t,2)-0 para L > 2, y a(l,1) .,. a(2,2) • 1, lo que es slallar a ir 

generando una aatrlz triangular superior con diagonal unltarla. 

Generalizando, al principio del la k-slaa lterac16n se tendria 

una aatrlz Al< con ceros en sus prlaeras k-1 coluana bajo su diagonal 

principal y unos el los k-1 prl•eros eleaentos de la diagonal. 

Para ejeapllflcar lo anterior se supone una aatrlz de 5 X 5 en la 

iteración a realizar k • 4, la utrlz A5 quedaria collO siaue: 
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1 
2 
3 
4 
5 

2 
X 

1 

3 
X 

X 

l 

4 
X 

X 

X 

" X 

5 

~ 1 
En el k-eslao paso a(k,k) es seleccionado para ser pivote. La 

rua le es normalizada y los elementos de la columna k bajo la diagonal 

son eliminados por la substrac16n de un múltiplo conveniente de la fila 

nor-Uzada a las f'llas las cuales tienen no-ceros en la columna k bajo 

la diagonal. 

Este proceso contlnO.a hasta el final del m-éslao paso donde la 

.. trlz AK•l es generada, la cual contiene solaaente ceros bajo la 

diagonal principal -y unos en la diagonal. Es decir, se obtiene una 

aatrlz triangular superior con sus ele•entos de la diagonal iguales a 

uno. 

El a6todo de Ellmlnacl6n por columam de Gaua•-.Jorcllin es al•llar 

a la el1•1nac16n aauaalana por coluana, la diferencia radica en que al 

prlnclplo de la k-6alaa lterac16n la aatrlz Ak tiene ceros en sus 

colwmas de la a la k-1 tanto arriba como abajo de la diagonal. Para 

representar la dif'erencia se utilizar• el •lsao ejemplo de n•S y k•4, 

pero ahora habiendo realizado el Mtod.o Gauss-Jordin. 

2 3 4 5 

1 X 

~ 1 
2 X 
3 X 
4 X 
5 X 
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De modo que el Jc-6simo paso consiste en la ellainaci6n de los 

no-ce.ros de la colwana Je tanto arriba co•o abajo de la diagonal. 

Primero la fila Je es noraallzada dlvidlendo todos sus elementos por el 

coeficiente de la diagonal. Entonces un aúl tiplo conveniente de la fila 

Je es substraida de todas aquellas filas la cuales tienen un ele•ento 

no-cero en la coluana Je tanda arriba co•o abajo de la diagonal. La 

matriz A''•1 es obtenida, con ceros en sus k colwmas iniciales y unos 

en la diagonal hasta la coluana Je. Este proceso es teralnado hasta el 

final del paso 11, donde la identidad Alf•t • 1 es obtenida, donde 1 es 

la aatrlz unltarla. 

Para deteralnar loe valores de las ralees de las ecuaciones 

\lnlcHente al principio del proceso se auaenta a la aatrlz A el vector 

de recursos "'b", de aodo que las operaciones taablén afectan a este 

vector, pero de ninguna aanera alguno de los coaponentes de este vector 

podr• forur parte de la diagonal. Es decir, este vector a6lo •eri 

afectado por el proceso del étodo, y no deteralnari· nln,a6n caablo 

sobre la aatrlz. De aodo que cuando la aatrlz es lgual a la -trlz 

unitaria se ha encontrado entonces la aoluci6n al slate- de 

ecuaciones, dlstlngulendo esos valores en el vector "b" que ae a~nt6 

al prlnclplo del proceso despues de haber alelo afectado por la• • 

lteraclones. Asl, la aatrlz auaentada final tiene la alplente 

aparlencla: 

1 
2 
3 
4 
5 
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Coao se puede observar este método ( Gauss-Jordan ) utiliza todos 

los coeficientes de' la matriz pero W\lcamente utiliza los componentes 

que son diferentes de cero para determinar la nueva matriz en cada 

paso. de 11.odo que es flci 1 reconocer que se realizan cé.lculos de rnAs. 

De hecho. los eleaentos iguales a cero no existen en la matriz, es 

decir ae encuentran laplicl tos. 

El listado que reallza este aétodo se presenta en una f'oru auy 

sencllla, dado que sigue la estructura del algorl tao de Gau••-Jordan 

tal y coao se presenta; y adeús ae presenta taab16n en forma 

estructurada para utilizar en su totalidad llaaadas a procedlalentoa 

qua rigen el desarrollo del étodo. 

Se presenta la rutina que lleva a cabo el •~todo Junto con au 

desarrollo y exp11cac16n. 

GaussJordan(llsta, llaite) 

2 EHLACE llsta; 

3 1nt llalte; 

4 lnt arreglar,pr-lnclpal; 
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5 prlnclpal•1; 

6 whlle Cprlnclpal <• ll•lte) { 

7 no_soluclon•' s•; 

e whlle( no_soluclon - 's') 

9 hazunoprincipal (lista, principal, principal)¡ 

10 lf"(no_soluclon-' s• ) 

11 buscaderecha( lista, principal, principal)¡ 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

arreglar-O¡ 

whlle (arreglar <• ll•i te) { 

if" Carregliir - principal) 1++¡ 

if" (arreglar > 11•1 te) break; 

hazunocoluana( lista, prlnclpal, arreglar, 

prlnclpal) ¡ 

arreglar++¡ 

principal++¡ 

Para comenzar con el procedlalento, ae •uainlstra el apuntador al 

priaer eleaento de la lista y se proporciona un lialte e linea i ) . 

Este Haite es el que le indica al ltétodo cuantas variables se desean 

calcular. Si por ejeaplo se tiene una aatriz ·.de 5 x .t y •e de••• 

obtener las ralees e 6 s"oluciones ) de. cuatro variables, hay que 

calcular las ralees de la sub--trlz de .t x .t. 

La variable "principal" representa el nÚltero de iteraciones, y 

en consecuencia, el renglón en turno que se va a noraallzar. El Mtodo 

iterar• hasta que "principal" sea igual al Ualte establecido C linea 

6 ). 
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Realizando la primera iteración, la variable ºno_solución" se 

hace ,verdadera ( linea 7 ) para que se ejecute la bl1squeda del nuevo 

pivote ( linea 8 ) en la posición ( 1 , 1 ). Esto lo realiza la función 

0 HazUnoPrincipal( lista, principal, principal)" ( linea 9 ), donde los 

dos íil timos parámetros representan el renglón y la columna donde estará. 

el pivote. En el caso que de que no exista coef"iciente en el lugar 

indicado el procedi•iento hace a "no_solución" • 's', de tal .foraa que 

se l la•ará al procedimiento "BuecaDerecha( lista, principal, principal)" 

(llneas to y 11) que buscará un elemento a la derecha sobre el •is•o 

renglón especificado por el segundo parámentro de la lista. El Htodo 

que emplea este procediaiento es el algoritao de Hall, que buscari un 

elemento a la derecha de la posición requerida (Ver Anexo C ). Si 

encuentra un elemento, entonces permutará la coluana donde encuentre 

ele•ento con la columna especU'icada por el tercer parútetro de la 

función ( es decir, en la coluana donde no se encontró coeficiente ) , 

de tal forma que el pivote en ( l , t ) ya existirá . Si no se llegaran 

a encontrar elementos a la derecha, implicarla que el renglón no tiene 

eleaentos y por lo tanto el sistema no tiene solución). Esto puede 

concluirse dlr,ctaaente, ya que se considera la existencia de una 

ecuación que es dependiente a algwla otra, por lo tanto la -triz ya no 

es cuadrada y es singular, Se repite el procedl•iento "HasUnoPrlnctpal" 

( linea 9 ) , y coao ya hay pivote en la poslc16n requerida, hace a la 

variable "no_soluclon" • 'n' ( esta asignación se realiza dentro de 

esta función. Ver Anexo B ) de. tal foraa que se sale del ciclo con un 

pivote ( linea 12 ) . Si desde el principio existiera eleaento en (1, 1) 

ai•ple11ente se hace "no_soluclón"•' n' y saldrla del ciclo con un 

pivote. 
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El siguiente procedimiento será hacer ceros los elementos 

no-ceros de la colwima donde se encuentra el pivote. Esto lo realiza el 

procedlnaiento " HazUnoColumna(llsta, prlnclpal, arreglar, principal)" 

(linea 17), donde el segundo y el cuarto parámetro lndlca la 

local1zaci6n del pivote como renglon-columna respectivamente, y el 

tercer parámetro representa el renglón que se modificará, 

La variable "arreglar" marca et número de renglón que se esti 

modificando ( linea i3 ) • Aqui sl el renglón a modificar es igual al 

renglón principal ( el noraallzado ) se salta al slgulente renglón 

(linea 15), y sl "arreglar" es mayor que el lhaite ( linea 16 ), el 

procedimiento de hacer cero las columnas, termina y el llétodo 

continuará con el siguiente pivote ( lineas 21 y 22 ) • 

Asi que cuando la variable "principal" sea igual a la variable 

"ll•lte" ( linea 6 y 23 ), el llétodo ter•lnaré con la solucl6n al 

slsteaa de ecuac16nes especificado en el vector "b" de recursos. 

Los procedl•lentos y funciones "HazUnoPrinclpal", 11BuscaDerecha11 

y "HazUnoColuana" eatA.n lncluldos en el Anexo 8 1 pero es recoMndable 

anallzarlos hasta despu6s de haber repasado el teaa 4. t "La Estructura 

Interna de Representación" tratado el en siguiente capitulo. 
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~ I6im1a Iterativa 

Al lgual que los •étodos directos, los lteratlvos encuentran el 

vector soluc16n ·a del sistema Aa = b, donde A es una matriz dispersa 

cuadrada de .. • x • " y b es el vector de recursos, 

En este Upo de a6todos, un vector lnlclal a arbitrarlo es 

noraalmente usado para lnlclar los procedlmlentos. Este vector z es 

aejorado gradualaente hasta que un pro•edlo suf'lclente de aproxlaac16n 

es obtenido. 

En este caso se anallzarli un aétodo de "utlllzacl6n de renglones" 

que es un procedlalento lteratlvo. el cual, sln hacer algún caablo en 

la aatrlz original A, usa sus renglones, sola11ente uno a la vez. Estos 

étodos son !•portantes y han dellOstrado su efectlvldad en probleaas 

con aatrlces grandes las cuales no contienen ninguna estructura 

detectable adeús del al to grado de dlspersldad. 

El proble•a Ax • b conduclria a un probleaa de la !oraa 

dond.8 l. E 1 ( conjunto de las 1 !llas en el slsteaa ) 

I• 1,2, ... • 
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'L y z pertenecen a el •-dimensional espacio Euclidiano R" 

y < º•o > se entiende como el producto inerte de vectores. 

Cuando se tiene la creencia de que los datos representados por 

las ecuaciones son inexactos, ,. hay corrupción de aodelos ", 

discretizaclones, etc., estos a6todos son usados para buscar un punto 

que pertenezca a una vecindad especificada por todos loa espacios 

definidos por las ecuaciones del problema. 

Especlflcaaente, el probleaa es encontrar un vector z E R" tal 

que: 

b-a ~ Az :1 b+a 

donde a es la tolerancia requerida, siendo este probleaa de intervalo 

!apuesto. 

El aedlo aablente con el cual estos probleaas son tratado• es 

dlsttnguldo por una coablnaclón de propiedades: 

- Dbtenslones grandes. 

- Dlspersldad. 

- Carencia de estructura. 

En un aedlo coao este, se sugiere el uso de los a6todos de 

.. utlllzacl6n de ren¡lones" porque sus propiedades peralten retener la 
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dispersldad, resiste la dimensión de cualquier problema y toma ventaja 

de la dlspersldad sin relacionarla con ninguna estructura en 

particular. 

El método iterativo contiene las siguientes propiedades: 

- Ningtln ca•blo es hecho en la matriz original. 

- Ninguna operación es realizada directaaente sobre la matriz, 

- En una sola lteraclón es requerido solaaente un renglón de la 

aatrlz. 

- El algoritmo presenta pocas necesidades arltaétlcas. 

Notacione• para el al1or1 teo : 

La secuencia de indices 6 renglones utlllzados ser6 { Llr. } para 

11.aO ••• • • Esto lndlca cual es la renglón de la aatriz A que ser• 

utilizado. Asi, de la iteración k a la 1r.+1 se uaa el Llc-fl'al.o renglón. 

El control de la utlllzac16n de renglones seri caml clcllco, es decir, 

que con I • { 1, 2, , .. ,• }, 

si LE • l para cada 11. a: O y existe un entero e tal que para todo 11. a: O, 

L es un subconjunto de { Lk+I' L1r.+z'.,., L11:+c ), el control ea caai 

cicllco cuando e • a. 

Por ejeaplo, al se est• en la 1 terac16n 5 ( 11: • s ) y existen 10 

ecuaciones ( 1 • 10 ), el renglón que se utilizar• ser• el 6ltl90 del 

conjunto 
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es decir, que el renglón 5 será· el utilizado, 

El a6todo a utilizar será. el de Kacmarz y se lnlclallzarA, como 

ya se aenclon6, con un vector arbitrarlo •lo>. 

La operación a realizarse en cada lteracl6n será. la siguiente: 

aOr.•lJ• sUr.) + ---------

donde aCk•U seri la nueva aproxlaaclón a la aoluc16n 6ptlaa. 

aCk) es la soluc16n calculada por la 1 terac16n anterior. 

b¿. es el valor del coeflclente de recursos "b" correspondiente 
k 

a la restrlcc16n L-il'slaa en la 1terac16n 11. 

•¿ es el rengl6n L-6sl110 de la utrlz A en la lterac16n k. 
k 

ln\erpret.acl6n• 

·Dada una solución •<11> y un espacio B deteralnado por la Lk-6alaa 
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ecuación, K(k•U cae en una linea perpendicular a través de Klk) al 

plano H. Y asi sucesivamente hasta aproximarse al punto 6ptlmo. Ver 

siguilnte gré.fica. 

tt. 

MpTA : A este 116todo se le puede anexar tolerancias de 

convergencia, al igual que lial tes de i teraclones, debido a que exl ten 

proble .. s cuando, estando en un punto ac1r.> no exista alguna linea 

perpendicular que cruce el plano H generado por la actual restricción, 

de tal for- que en lugar de aproxiaarse a la solución, 6sta se aleje 6 

se untenga sin aproxi-ci6n. En este caso, el Mtodo auy diflcllaente 

converaer•. Por tal aotivo, para no iterar sin solución, este mfttodo 

cuenta con dos criterios de paro y convergencia : cuando el error en el 
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vector s ya es lo suflclente•ente pequet\o y cumpla con el •lnlmo de 

convergencia, y otro crlterlo es el n'Cm~ro de lteraclones. Si la 

convergencla es de•aslado lenta 6 no se obtiene ninguna aejora en la 

soluc16n, el número de iteraciones aáxhaa se cumple y el aétodo parar6. 

sin haber convergido. 

Este c6dlgo resulta eer no tan comprenelble coao lo es el de 

Gauss-Jordan, dado que se realizan tanto productos lnnertes, cilculos 

de normas de vectores y suaa de vectores. Este c6dlgo no se rige por 

llamadas de funciones, asi que todo lo que involucra el aétodo estaré. 

incluido en el slgulente listado: 

Kaczaarz( lleta, varcalcular, ll•ite) 

Z ENLACE llsta: 

3 lnt varcalcular, lial te; 

" 5 ENLACE llstauxl; 

6 float valor, total, error-O, errante; 

7 float producto, noraa, tolerancia; 

8 lnt utlllzando, 1,num_lter, lteraclones¡ 

9 scanf("Xf" ,& tolerancia); 

10 scanf("Xd." ,& lteraclones); 

11 ror(l•l; 1<-varcalcular¡ 1++) scanf("Xf" ,&x[1)); 

12 errante-O; 

13 for(nWl_ltermO¡ma_lter <• lteraclones ;nua_lter++) 

14 llstauxl•llsta; 
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15 

16 

l7 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

productocnorma=O; 

utlllzando=(nUn1_lter Yo varcalcular); 

lf( utilizando cis O ) utlllzando=varcalcular¡ 

whUeCllstauxl->renglon ! 1:1 utilizando 

l ls tawdisl lstauxl->slgulente; 

whlleCllstauxl->columna < limite ) { 

producto += Cllstauxl->valor) • 

x[llstauxl->columnal; 

norma +• (listauxl->valor) • (llstauxl:..>valor); 

Ustauxl ... llstauxl->slgulente; 

whlle(llstauxl->colWUla }• 2000) 

l lstauxl•l ls tauxl->slgulente; 

total • ( (llstauxl->valor-producto)/norma)¡ 

Ustawcl • lista; 

whlle(llstauxl->renglon fe: utilizando 

llstauxl • llstauxl->slgulente; 

whUeCllstauxl->colwana < 11•1te) { 

x(ltstauxl->coluana) +• total • (Ustauxt->valor); 

error+•total • C l lstawcl->valor) •total• 

(llstauxl->valor); 

llstauxl • llstauxl->slgulente; 

lf ( (error - errante) < tolerancia ) break¡ 

errante-rror; 

Los prleros datos que debe conocer el algoritmo son: 

tJ la tolerancia de aproxlaac16n del vector solución, 

u> el nÚltero aixl11<> de 1 te raciones a reallzarce y 
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uo el vector arbitrarlo de longitud igual al n'llllero de 

varla,,lea a. soluclon11r. 

Cabe hacer la aclarac16n d& que el tleapo que tarde el Mtodo en 

encontrar la solucl6n estará en func16n del número de lteracionea 6 del 

intervalo de convergancia que se proparclonen. 

El mm.ero de variables a solucionar eati dado por el aegund.o. 

par4aetro de la función "k:aczaa.rz" ( linea 1 ). El 116todo lterar4 el 

núaero de veces que se espeelflc6 •ed.lante la variable "'lteraclones" 

(lineas 10 y 13) y lo prt11ero que hace ee igualar "ll•ta&Wc" con 

"lleta" ( linea 14 l. ya que esta contiene el apuntador al prlMr 

ele.ente y se necesltari "barrer" la lista cada vez que ae necealte un 

renglón dlf'erente sln perder la dtrecc16n del prla.er eleaento. 

Laa siguientes lnatrucclones ( lineas 16 y 17 ) llevan el control 

caal clcllco que se necesita para ut111zar loa rena;lone11. 

utlllzendo•(nua_lter X varcalcular); 

lf( uUllzando - o ) utlllzando...,arcalcular: 

La variable "utUlzando., es la que contendr' el nWMro de renal6n 

que se usarA en cada 1 teraclón, y eat• 1e obtendr' deteralnando el 
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reaanente ( 6 a6dulo ) del número de 1 terac16n con respecto al número 

de variables a calcular, y sl este valor es cero, "ut111zando " tomarla 

el valor del n'Uaero de variables utilizadas ( linea 17 ) ( parte del 

control clcllco). Para aclarar este punto se propone el ejemplo 

utUtzado en teoria. 51 se está en la iteración num_ltcr 5 y el 

n<i.ero de variables a calcular es varcalcular • 10, el renglón a 

utUlzar será: 

utlllzando • S X 10 • S 

lo que lapllca que se utilizará. la ecuación núaero S. Ahora, sl 

nua_lter • 30 y varcalcular "" 10 entonces 

utlllzando • 30 " 10 • O 

y co.a if( uUllzando -= O ) es verdadero, entonces utlllzando • 10, 

por lo que aqut se uarA la ecuación na.ero to. 

Ya deter11lnado el rengl6n a utlllzar se dlrlge al apuntador 

"llstauxt" hasta el prlaer ele9e11to de dlcbo renglón ( 11neas 18 y 19}, 

esto peralttr• calcular el producto inerte del renglón utilizado con el 

vector de soluc16n actual S(k) generando ast un escalar llaaado 

"producto• ( !lneas 21 y 22 J. De Igual forma, aqul ., t1t1 calculari ta 
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norma de la ecuación que se estA utilizando ( linea 23 ), guardando su 

resul.tado en el escalar ''norma". Estos dos valores serán calculado• 

11nlca11ente con las variables que puedan ser utilizadas, la variable 

"limite" demarcará. hasta cual variable &e debe tomar en cuenta para 

calcular estos escalares C linea 20 ). As1, únicamente falta conocer el 

valor del componente b del renglón que se utiliza. Para esto el •ls•o 

apuntador "listauxl" se dlrlglrá hasta un lugar donde la colWIIla tenga 

el valor de 2000 ( llneas 26 y 27 ). Aclarando, existe una estructura 

que guarda la lleta internaaente y el valor de la coluana de todos loa 

elementos del vector "b" de la lista será sle•pre 2000 e para aayor 

detalle consultar "La Estructura Interna de Representación", cap1 tul o 

siguiente ). As1, se •anda el apuntador hasta la coluana con valor 2000 

y se obtiene el valor de "b" con la expresión " ltat.aual->valor " 

(linea 28). 

Ya teniendo todos loa datos necesarlo11 para la evaluación se 

puede realizar ya la operación 

(llstauxl->valor) - producto 

total • ---------------
noraa 

( linea 28 ), luego se welve a dlrlglr el apuntador al primer eleaento 

del rena:l6n utilizado e lineas 29, 30 y 31 ) para proceder • 

aultiplicar el escalar "total" por todos sus elementos ( linea 33 ) , y 
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el vector resultante es la aedlda de variación en que 1ntervlno dlcho 

renglón para acercarse a la solucl6n. De aodo que esta varlacl6n se la 

suaa al vector actual xClcJ para generar asi el vector XCk•U C linea 

33 ). 

Estas operaciones se realizan de acuerdo a la elección del 

renglón que se uti 11zar6., y con cada uno de los renglones se apoyaré 

cada vez que sea utllizado para aproxlaar la solución arbitrarla a la 

soluclón real. 

Con cada iteriacl6n se genera una varlac16n del vector solucl6n, 

este caablo se coapara con el caabio anterior y sl la dlCerencla 

elevada al cuadrado es ús pequet\a que la tolerancia que se habla 

18PUB•to ( llnea• 34, 35 y 38 ) con la variable "tolerancia" 1 el Mtodo 

termina, al no lo ea, se sigue iterando hasta cU11pl1r, ya sea con el 

n~ro de lteraclonea 6 con la tolerancia peral tlda. 

Aparentemente suele ser COllpllcado su an.lllsls, pero con la 

prictlca este 96todo se vuelve auy claro, prictlco y manejable. 

3,, -ACICSS. 

El Mtodo Gauaa-.Jordan presenta problema• cuando no encuentra 

elemento en la diaconal principal. Esto representa tma desventaja para 
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este método, ya que, como la flnalldad prlnclpal es manejar matrices 

dlspersas no se podril asegurar la exlstencla de alg(m eleaento en los 

lugares especiflcos. Para esto el algorltao de Hall ( Anexo e ) ayudar• 

en la búsqueda de un eleaento; tray6ndolo de la poslclón donde lo 

encuentre ( sobre el mlsao renglón ), sln alte~ar la estructura actual 

de la aatrlz. La única condición es que ese coeficiente pertenezca al 

alsao renglón. Asl, con la ayuda de este algorltao, el 116todo de 

Gauss-Jordan resulta ser ús eflclente ya que cuando no existe pivote 

se llaaa al algorltao de Hall y se resuelve el probleaa. Este aétodo de 

Hall ea tan fuerte que al no llega a encontrar un ele11ento a la derecha 

sobre el alsao renglón, con toda seguridad se puede afiraar que el 

slsteaa no tlene solucl6n. 

Por otro lado, el aétodo de hczaarz es aucho alis efectivo en el 

aspecto de estructura de aatrlces. Unlcaaente babr'- que dar una 

11olucl6n arbitrarla y la soluc16n ser6. encontrada dependiendo de la 

tolerancia de error 6 en el nllmero de iteraciones que se le d6. 

Es auy iaportante hacer notar que este Mtodo preaenta probleaa~ 

de convergencia cuando la solución inicial arbl trarla ea lejana a la 

•oluci6n 6ptlaa. Esto ocasiona que los lncreaentoa de la solucl6n 

lnlclal hacla la soluc16n real. sean auy pequeftos 6 que tiendan a 

alejarse. F.n este caso, probablemente el Mtodo no converger6 6 la 

solución no podr• ser alcanzada a •nos que se realice un gran n'l1Mro 

de iteraciones. 



Estos dos •étodos ser6.n usados para &Ulllnlstrarle una soluc16n 

inicial al aétodo si•plex. Cada uno de estos aétodos presentan las 

siguientes caracter1st1cas en relaci6n al Simplex : 

- El •étodo de Gauss por el hecho de que reallza operaciones 

en toda la matriz de acuerdo a los pivotes utilizados, 

resulta ser ús compatible al relacionarlo con el a6todo 

slaplex, dado que los dos presentan el alsmo proceso de 

ell•lnacl6n. En. otras palabras, los dos 116todos trabajan 

ho•ogeneaaente con ell•lnac16n gausslana, de modo que 

resultan ser coapatlbles. 

- Por el contarlo, el a6todo de Kaczaarz resulta ser ais 

co•pllcado al unificar sus procedlalentos con los del Mtodo 

siaplex. El prlaer probleaa que se presenta es que, al no 

reaUzar ningán ca11blo en la aatrlz A, los <mtcos datos que 

se obtienen al. teralnar el proceso lteratlvo, son el vector 

"b" que serla l&ual a la soluc16n alcanzada por el Mtodo, 

una utrlz A intacta y una utrlz A' 1-lnarla que se 

coapone de ·colwmas unltarlas correspondlentes a las 

variables resueltas por el Mtodo. Esto puede no resultar 

probleU.tlco cuando la dl11ensl6n de la sub-utrlz 

soluclonada tlene el alllltO valor que el número de variables 

totales, es decir, cuando la base puede contener a todas las 

variables reales. 
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El probleaa co•lenza cuando el mlaero de restricciones es 

aenor que el n1laero de variables, es declr, la base no puede 

contener a todas las variables reales. El Mtodo de Kaczaarz 

no es ho•oseneo con respecto al 116todo si•plex ya que, al 

alguna restricción contiene por eje•plo 6 variables, de la 

cuales este aétod.o encuentra la solución de única•ente 4 

(por tener 4 restricciones) 1 existen dos variables que no 

estén definidas ( variables 5 y 6 ) . Hasta este punto se 

sabe que existe una sub-aatriz unitaria, una sub-•atriz de 

las variables S y 6 ( que no es posible deter•inar cual ha 

sido su caablo después del proceso, dado que no se toaaron 

en cuenta. ) y un vector "b11 correspondiente a la solución 

de las cuatro variables de la sub-aatriz. El probleaa 

principia cuando se intenta suailnistrarle los datos 

obtenidos al método si•plex. En este caso, pueden exi•tir 

dos cuinos : 

1) la inforaac16n es aalentendlda debido a que lo• 

coeficientes correspondientes a las variables 5 y 6 no •e 

conocen. En este punto cualquier valor alterar• el 

planteaaiento de la aatriz y la aoluci6n ya no 

corresponderla al probleaa original. 

Para visualizar esta probleútica se representan los datos 

obtenidos por el 116todo de Kaczaarz y tos coeficientes 

desconocidos en el proceso: 
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1 
z 
3 
4 

z 3 4 5 6 

? 
? 
? 
? 

'2) en este caso simplemente habrá que tomar las variables 

resueltas como gula para el Htodo s1•plex, es decir, que el 

método coaenzaré haciendo las coluanas unltarlas 

correspondientes a las variables resueltas, de tal for•a que 

la aatrlz no altera su estructura. 

Este procedlalento no es muy conveniente ya que al tiempo 

que tarde en lnlclallzar se le st111ará. el que tarde en hac;:er 

las colwanas unltarlas y adeús el que tarde para encontrar 

la soluc16n 6ptlma, en este caso serla •as conveniente 

realizar el a6todo sin 1nlc1allzac16n, ya que Unlcaaente 

realizar• el proceso de encontrar coluana y hacerla 

unltarla. Es r•cn observar que se ahorra la •l tad del 

proceso de esta roraa. 

En conclus16n, cuando se tenga el caso de que el nWtero de 

restrlcc16nes sea •enor que el m1mero de. varlables 1 no utlllzar el 

aétodo de 1n1clal1zaci6n de Kaczmarz. Este problema no sucede con el 

llétodo Gauss-Jordan porque este, aunque no estén involucradas las 

variables S y 6 en la sub-aatrlz que se va a analizar, estas si suCren 

los caabios convenientes ocasionado por el pivoteo, de aodo que el 

probleaa no se al lera. 
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Para visualizar mis claramente el flujo y proceso interno de los 

datos de la lleta dlná.mlca en los m6tod.os anteriores y en el m6todo 

sl•plex, se 8.nalizari la estructura interna de representación dentro 

del proceso en el siguiente capitulo, además de la fusión de los dos 

útodos anteriormente cubiertos, sus consecuencias y apllcaclones. 
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CAPITU..O CUARTO 

IMPLEHENTACION DEL HETODO SIMPLEX Y SUS APLICACIONES 



CAPITULO CUARTO 

IHPLEHENTACIDN DEL HETODD SIHPLEK Y SUS APLICACIONES. 

4, 1 LA EsrRuctual IRTERllA DE REPRESDITACIC.. 

~ lntroducclón 

En esta sección se hará referencia a la .foraa en que una lista 

ligada es almacenada en aeaorla y poder asi dlstlngulr los co•ponentes 

del probleaa .de prograaac16n Uneal que representa, es decir, sus 

renglones. sus coluan8.s, el vector "b" de recursos, la función 

objetivo, la función W ( en caso de utlltzar·el ú.todo de Doble Fase), 

las variables reales, las variables auxiliares, la base y loa deaás 

eleaentos utilizados para porder oPerar el Htodo sl•plex y el de la 

doble fase. 

Un aspecto auy laportante dentro del a6todo slaplex, corresponde 

al uso de la base, ya que esta indicará cuales variables son las que se 

encuentran dentro de la solución y en que orden aparcerán. Un mal 

aanejo de esta podrta ocasionar •alas interpretaciones dé los datos. 
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La estructura de la base es exactamente igual a la de la llsta 

ligada, \lnicamente que esta contendrá una estructura con los siguientes 

campos: renglón, columna, columnal, y un apuntador al siguiente. Cada 

uno de estos campos resultan ser muy importantes para cada método 

debido a que en cada uno de ellos, si hay un cambio de pivote cambio 

de variable base ) o un intercambio de columnas ( cambio en el orden de 

las variables base ). en esta lista base se verá reflejado, El campo 

"renglón" indicará. el renglón al cual pertenece la solución de la 

variable de acuerdo al problema. El campo "columna" indicaré. las 

variables que en un principio formaban parte de la base, Es muy 

importante mantener este campo intacto, ya que las operaciones que se 

realicen con la ayuda de la base, se rigen por el orden que contenga 

este campo. Al campo "columna\" se le puede llamar ''reflejo de los 

procedimientos", ya que este comienza con los mismos valores del campo 

"columna" y se va modificando de acuerdo a los cálculos y los métodos 

que se van utilizando. Hasta el final del proceso. este campo es el que 

contendré. la solución bá.slca óptl•a generada por todos los cambios. Por 

eJeaplo, sl se realizó un intercambio ( la columna 4 por la 1 ) por la 

razón de que no existla pivote en esa posición ( columna 1 ), la base 

pasaré. de ser 

Ca•po 1 
Cupo 2 
Cupo 3 

renglon ) 
coluana ) 
coluanal ) 

( 1, 1, 1 ) -> ( 2, 2, 2 ) -> 3, 3, 3 ) .. 

Lista Base 

a la nueva base despues del cambio que seré. 
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( 1, 1, 4 J -> ( 2, 2, 2 J -> ( 3, 3, 3 J 
L.lsta Base 

"· 2, 3 
Vars. Base 

Esto quiere decir que antes del lntercaablo las variables 1, 2 y 

3 perteneclan a la base, y después, la base se fora6 de las variables 

4, 2 y 3. El orden es importante ya que definirá cual es el valor que 

corresponde a las variables en la base. Estos valores foraan parte del 

vector "b" resultante ( coao ya se aenc1on6, este orden lo aantlene el 

campo "reglón" ). De aodo que los dos prlaeros caapos : "renglón" y 

"columna". son tomados como un control de la lista. 

Más adelante se seguirá haciendo aenclón del coaportamlento de la 

base de acuerdo a los aétodos y procedlalentos seguidos, 

!:.U ~ ~ Bestrlcclones 

Ahora se fijaré. la atención en la_ foraa en que la lleta se lr• 

registrando en la aeaorla, Se irán creando los eleMntos y se realizar• 

una distinción en cada uno de ellos. 

Se llegó a la conclusión de que los ca.apee incluidos en cada 

elemento de la lleta contendria cuatro ca•pos; 

valor coeficiente ) 

2 renglón 1 de reatricc16n 
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3 coluema • de variable en la restr1ccl6n 

4 s1gu1ente apuntador al slgÜlente elemento 

Se comenzaré. accesando restrlccl6n por restrlcclón, de tal forma 

que todos los elementos de la prl11era restrlcclón tienen el valor del 

campo "renglón" = , 1, la segunda restrlccl6n "renglon"=Z y asi 

suceslvam.ente. 

Con cada e~e•ento qUe se accesa se sUllllnlstran dos datos: el 

valor del coef1clente C cupo "valor" ) y el número de variable al cual 

corresponde C campo "colwnna"). Dado qUe el valor del renglón ya se 

conoce por el número de restricción, este ya no se accesa. El número 

mh:iao de variables reales que se puede utilizar es de hasta 999. Es 

decir, el nW.ero •'Xlmo de una coluana, para la lectura de 

restrlcc1ones, seré. de 999. 

Ter•lnando de accesar las variables con sus coeficientes se 

tendré. que especificar qUe tipo de restricción es, sl es = (igualdad), 

:1 e menor o igual ) 6 ~ (mayor o igual ) . Cada uno de estos signos trae 

consigo una consecuencia sobre la restrlcclón. Esas consecuencias seré.n 

explicadas en ·el te•a " Tipos de Restricciones". 

Luego se propoclona el valor correpondlente al lado derecho de la 
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restricción, es decir, el componente del vector "b11 correspondiente a 

la reptricc16n. De este 11nlcaaente se pedirA su valor, ya que el número 

de renglón ya se .conoce, adem.As se le asignaré. un valor de coluana 

igual a 2000. Este será el valor· más alto que pueda toaar una coluana, 

y cuando esto suceda, se podrá tener la plena seguridad de que éste es 

un elemento del vector "b". 

~ !.l.l!2.!! !!.!! Restricciones 

Se mencionó anteriormente que existen tres tipos de 

restricciones: • , :s y 1:, donde cada una de ellas causar.in un efecto 

diferente sobre las desigualdades. 

Ta•blén hay que recordar que al el núaero de restricciones del 

proble•a es 11, y entonces solo • variables terminarán en la base, de 

tal f'orma que con cada restricción se suaa una nueva posición para la 

base. 

El caabio que se origina en la desigualdi.d con la existencia de 

cualquiera de los signos • , :s y 1:, esta estrecha11ente relacionado con 

la conversión de una desigualdad en igualdad en el lt6todo sl•plex. 

El signo de igualdad ( • ) es el Wlico que no causa ningdn Upo 
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de cambios en la restricción. Si se accesa la restricción como igualdad 

la restricción quedará. tal y como fué accesada. La base, si al'ln no ha 

sido creada comienza con el primer elemento asignando los siguientes 

valores: 

renglón • número de restrlcc16n 

columna • 999 + número de restricción 

columnal = 999 + n'Wnero de restricción 

Pero si la base ya se creó, únicamente se suma un nuevo elemento 

con las caracter1st1cas anteriores. 

Por otro lado, hay que recordar que el método slmplex comienza 

sus iteraciones con las variables auxtliares dentro de la base, por tal 

J10t1Vo se le asignarán a los campos '"columna" y "colwnna1" del nuevo 

ele•ento de la base el valor de 999+nWaero de restricción. Cabe aclarar 

que el rango de colU11nas de las variables auxiliares comienza desde 

1000. 

El signo de menor 6 igual ( :s ) causará un cambio en la 

restricción, ya que, recordando el procedimiento para convertir una 

desigualdad a igualdad ( Cap. 2 ) , cuando la desigualdad es aenor 6 

igual se BUiia una variable de holgura, de tal forma que a la 
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restricción accesada se le suaa una nueva variable con el coeficiente 

igual.ª 1, el renglón· igual al número de restricción y el valor de la 

columna igual a (999 número de restriccl6n). Esto se debe a que 

esta variable es auxlllar y se debe de dlstlngulr de las reales. Estas 

variables auxlUares tendré.n como rango de variación en su campo 

"columna11 de 1000 hasta 1999. Este rango esté. co•partldo con las 

variables superfluas generadas por el signo de mayor o igual. En el 

·caso de menor o igual se le sumaré. un nuevo ele•ento a la base con las 

siguientes caracteristlcas: 

renglón = número de restricción 

colU1111a = 999 + nWlero de restriccl6n 

colwmal a 999 + n11Mero de restricción 

El signo de mayor 6 igual ( ~ ) causará. taabién un cambio en la 

restricción, ya que se resta una variable de holgura y se le suma una 

variable superflua (Ver Cap. Segundo) a la desigualdad para convertirla 

en igualdad, de tal forma que a la restricción accesada se le resta una 

nueva variable con el coeficiente igual a -1, el renglón igual al 

ntlln.ero de restricción y el valor de la coluana i~ual a (999 + número de 

restricción) y se le swaa otra variable con el coeficiente igual a 1, 

el renglón igual al número de restrlcci6n y el valor de la coluana 

igual al de var la ble restada. 

Aqul se le sumará. un nuevo elemento a la base con las siguientes 

caracterlstlcas: 

ll5 



renglón • nWnero de restrlcclón 

columna .., 999 + número de restrlcc16n 

columnal a 999 + número de restrlcc16n 

Mlis adelante se realizará. un ejemplo para hacer más claros estos 

cublos. 

Hay que aclarar que el rango de las coluana para variables reales 

es de 1 a 999, el rango para las colUllllas de las variables awclUares 

es de 1000 a 1999 y la colwana del vector "b" será 2000. Como se puede 

observar, los rangos son ~xcluelvos, de tal forma que cualquier 

variable queda ldentlflcada dentro de su rango. De lgual forma, a cada 

re•tr1ccl6n l• correapond• una variable aU.lllar. Se puede lntulr que 

esta estructura es apta para resolver proble•as con hasta 999 

lncognltas y con hasta 999 restrlcclones. 

Ya teniendo alaacenadas las restrlcclones y generada la base, hay 

que accesar la función objetivo. 

Prl•ero se especlflcará el tlpo de proble•a ( Haxlalzac16n 6 

M1nl•lzacl6n ) . Se recolilenda que sl todas las restrlcclones del 
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proble•a son aenor 6 igual ( s ) se utl llce la aaxl•lzac16n. 

La estructura para la runc16n objetivo seri la alama que se uso 

para las restricciones. Se accesarlln los coeficientes y sus respectivas 

coluanas. Las caraceristicas especiales que tendr6. aerin: 

- El valor del eleaento "b~ sert. igual a cero con su coluana• 

2000. 

- El valor que tomar• el ca•po "renglón" de los coeficientes será. 

sleapre cero C o ) , ya que los renglones· de las restrlcclones coalenzan 

en uno. 

En el caso de Mlnlalzacl6n, se generar• un nuevo renglón con 

valor -1 donde se contendrin loa valorea de la runc16n V a alnlalzar en 

la prlaera fase del a6todo Dos Fases, ·que se tratar• en el slgulente 

te-. 

De esta roraa ya se llene co•pleto y listo para ser procesado el 

planteaalento de prograaacl6n lineal con aatrlces dispersas coao llsta 

dlnhlca. 

A contlnuac16n se propone un eJeaplo de apllcac16n para se¡¡ulr el 

proceso de lectura y registro ( visto te6rlcaaente ) de un probleaa de 

prograaac16n lineal. 
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Se presentará. un planteamiento y su forma de representación 

interna utllizando los conceptos anteriores. 

Probl911a: 

Hin Z = Sxl + 7x2 + x3 + 3x4 + SxS 

s. a 

7xl 

xl 

- 4x3 

+ 7x4 
"34 

s 23 

2x2 - 9x5 = 18 

si. "o 

Repreaentac16n Int.erna : 

7[1, ll 

[2, 1] 

2[3,2] 

-4[1,3] 

•7[2,4] 

-9[3,5] 

5[0, 1] +7[0,2) +1[0,3) +3(0,4] •5(0,5] 

-[l, 1000] 

donde por ejemplo el elemento 7[2,4) slgnlflca: 

coeflclente • 7 

restr1cc16n = 2 

variable :a 4 

= 34 

+[2, 1001] = 23 

m 18 

- o 

Como existen solaaente 3 restrlcclones, solo habrá. tres elementos 

en la base, los cUales serin 
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( 1, 1, 1000 ) -> ( 2, 2, 1001 ) -> ( 3, 3, 1002 ) 

lo que implica que ( 1000, 1001, 1002 ) corresponden a la base lnlclal 

que estará sujeta a modlflcaclones. 

4, 2 SIMPLEX ; MlXIMIZACIOlf, HtlflMIZACJOlf E IMPLDIDCTACIOll • 

Ya deflnada la estructura interna, se puede realizar un ané.llsls 

Dlet6dlco del Slmplex con respecto a la estructura, apllcando todas sus 

caracterlstlcas y casos. Se implementará, de igual forma, el uso del 

swnlnlstro de soluciones factlbles visto en el capitulo anterior. La 

apllcacl6n de la teorla vtsta en el capitulo segundo seré. fundamental 

para este tema. Se comenzarA con el aná.llsls de problemas del Upo 

Maximizar, sus for11as de lnlclallzac16n y espectos l•portantes. Después 

se analizará el problema del tipo Hlnlmlzacl6n con las alsaas 

caracteristlcas, y habiendo obtenido los elementos y caracter1stlcas 

del método, se realizaré. una lmple11entacl6n total de todos esos 

aspectos que complementan el aétodo slmplex. 

4. 2. t Problemas ~ Maxlmlzac16n 

El aétod.o slaplex, cuando se trata de aaxlalzac16n, suele ser 

ús sencillo de analizar dado que todas las restrlcc16nes son de tipo 
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aenor o igual. En el caso de que se tratare\ de alnlalzar un 

planteamiento con eStas caracterletlcas, el punto ainimo corresponderi.a 

al origen porque todas las variables reales tendrian el mi.nlmo valor 

factible dentro del conjunto convexo en dicho punto. 

La f'oraa de tratar un problema de maximizaci6n con la 

caracterlstlca especificada ( todas las restricciones :s ) serA la 

slgulente: 

Alaorltllo: 

Pa9o O) Se invierten los signos de los elementos de la 

f'unc16n objetivo negativos. 

Pa9o 1) Por aedlo del procedlmlento "MasNegatlvo(llsta, O)" 

( linea 2 slgulente lleta ) se localiza el elemento mAs negativo en el 

renglón cero, es decir, en la función objetivo ( recordar que la 

función objetivo está alaacenada en el renglón cero 

procedlalento "aas_negatlvo00 en el Anexo B ) . 

Paso 2) 51 no hay ds negativos teralnar 

( Ver 

linea 3 

slgulente listado). Sl existen aás negativos. se llaaa al procedialento 

.. NuevoPlvote(llsta, base, colwma)" ( 11.nea 4 ) donde se realizaré. la 

busqueda de la variable a salir de la base. El tercer parametro lndlca 

la coluana en donde seri realizada la bó.squeda del pivote. En caso de 

exlstlr un e•pate. el procedlalento contiene las reglas lexicosr•flcas 

incluidas, de tal foraa que se realiza la elección habiendo o no eapate 
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( para ús inforaacl6n referirse al Anexo B ). Este proc:edl•lento 

detect.a cuando la solución es "no acotada" ( cuando todos los elementos 

de la columna a(r) de N son menores de c:ero. Ver cap.2 l. de tal foraa 

que cuando un contador interno de ele•entos aenores que cero es igual 

al núaero de restr1cclones, el método se detiene anunciando la 

solución no acotada e lineas s. 6, 7 y 8 ) . 

Pa•o 3) La base se actualiza de acuerdo a la Ella k elegida 

para salir y a la columna r eleglda para entrar ( linea 9 ) . En la 

base, el elemento con el cupo "renglón" que sea igual al renglón 

escogido, su valor en "colwnnal" será caablado al valor de la colUllna 

elegida. Por otro lado, se nor•allza el renglón dlvldlendolo entre el 

valor correspondiente al cruce de la colwma r y la Ella k C el cruce 

de estos dos valores corresponderá al nuevo pivote ). Este paso se 

realiza en el procedl•lento "HazUnoPrlnclpalC lleta, renglón, coluana )" 

lncluldo en el Anexo B ( linea 10 ). 

Paao 4) Ya teniendo el renglón norullzado, se procede a 

hacer la colwma correspondiente al pivote igual a cero, con excepción 

del ele•ento correspondiente a la fUa k. Este paso· es realizado por el 

procedl•lento "HazUnoColuana( Lleta, Renglon, Renglon_Arreglar, 

Columna )" ( Llneas 12-16. Ver Anexo B ), Hecho esto, regresar al paso 

l. 

Este proceso se realiza hasta que no existan eleaentos negativo• 

en el renglón cero ( en la función objetivo ). A contlnuaclón se 
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presenta el listado que realiza los cuatro pasos anteriores. 

Ll•lado Método Slmplea ( llaxl•lzac16n Sencilla ) 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

whlle(l) { 

•asnegatlvo(llsta, O); 

lf (aasnegatlvos == 'n') break: 

nuevoplvote(llsta, b!lse, colwana); 

lf(negatlvos •• restrlcclones) 

prlntf(" Sol. No Acotada llt "); 

break; 

9 ca11blabase(base, renglon, colU1111a); 

10 hazunoprlnclpal (lista, renglon, colu.na): 

11 rena:lon_arreglar=O: 

12 whlle(renglon_arreglar <llOI restrlcclones) 

13 lf(renglon_arreglar -=• nuev.oplvotes 1++: 

14. hazunocolumna( lista, renglon, renglon_arreglar, colU1111a); 

15 renglon_arreglar++; 

16 

17 

ColtO se púede observar, este procedl•lento se detendr.6. cuando la 

variable "HaaNegatlvos" sea igual a 'n' (llnea 3). 

Acontlnuac16n se presenta el caso de lnlclallzar el Mtodo 

alaplex, cuando el probleaa es de aaxlalzac16n. 
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IllICIALIZM:Illl1 ea... -laluc16n ( Cla••-.Jordan ) 1 

Ahora se supone que se desea lnlclallzar este llétod.o con una 

soluc16n factible generada por el Htodo Gauss-Jordan Mttodo 

directo ) . El proble•a no se hace aayor, ya que aabos Htodos 

aantlenen una estrecha relación porque sus procesos se basan en la 

ellmlnac16n gausslana, asl que pr6.ctlcaaente se puede hablar de un 

als•o a6todo. El procedlalento a realizar antes del aétodo slaplex serA 

el slgulente: 

Alcorlt.o: 

Paao a) Prlaero se realiza la siguiente operación: 

Dhtens16n • aln { • variables, 1 restrlcclones >, 

el valor que contenga "Dlaensl6n" seré. la dlaens16n de la aalrlz 

cuadrada que resolveri el Htodo de Gauss-Jordan. Asl, llaaando al 

procedlalento "Gauss(llsta, Dhtenslón)" ( revisado en el capitulo 

anterior ), se tendré. co11<> resultado una sub-aatriz de A de Upo 

unitaria y un vector "b" de soluciones. En ea~e punto se pueden dar 

tres casos: 

t)Diaensi6n .. 1 variables. - En este caso, la parte 

resuelta de A es co•pleta de izquiera a derecha. El 
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Mtodo de inlciallzaci6n no toca las restricciones 

aayores a "diaensión". A la base se le caablarian los 

pri.eros "dl.enslón" elementos por los nllaeroa 

corresponcllentes a las variables reaueltaa ( ahora 

~alcas ). Por eJeaplo: 

base anterior 

base actual 

1 

0.67 
1 0.67 

3 " 2 

1000; 1001, 1002 

1, 2, 1002 

u) Dl.enal6n • • restrlcclone11. - En ea te caso, la parte . 

resuelta de A ea coapleta de arriba hacia abajo, pero 

con la caracteriatlca de que, las variable• de 

(d1-n•16n + 1) en adelante, no •on re•uelta• dentro 

del alsteaa. 6nlca.Mnte son alterada• por loa cilculo• 

hecho• a au reapectlvo renglón. La base ae caabla 

completa ya que la dl-nal6n •• taual al n<mero de 

reatrlcclone•. Por ejeaplo: 

base anterior 
baae actual 

1.67 1 0.67 
1 0.67 0.67 

1000, 1001 
1, 2 

no Restrlcclones • • variables. - En este caso la submatrlz 
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es la proplli. aatrlz A. de tal forma que aqui se 

solucionan todas las variables y se toman en cuenta 

todas ·las restricciones. La base se comporta igual que 

en el caso anterior. 

En el Mtod.o slaplex con llétodo directo no !aporta cual sea 

el ca~~ en que se &Wllnlstre la lista ya resuelta. Hay que observar que 

el planteaalento del probleaa no es caablado por el proceso · de 

lnlclal1zac16n. 

Es laportante hacer notar que sl algdn ele.ente en el vector 

"b" de 11oluclone11 lnlclales ea negativo, l11pllcarla que la soluc16n no 

es factible. En este caso, hay que· lntercublar la variable 

correapondlente al rena:l6n del valor •b" donde •• encuentre el neptlvo 

por alguna variable que no pertenezca a la base, En el caso de ya no 

exlatlr aas variable•, se puede decir que la sut.atrlz no tiene 

aoluc16n. y lo conveniente es este caso nrla no lnlclallzar el a6tod.o 

•l11Plex •. 

El proceao de cublo de solución no-factible ( en caso de 

existir ) lo realiza el siguiente listado: 

factible•' n': J•l: 

2 while(factlble I • • s') 

3 factible•• s' ; 
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4 

5 

6 

7 

8 

cc•Usta; 

whlle(cc )• NULL) 

lf (cc->colW1Da == 2000 && cc->valor < o) ( 

Cactlble•'n'; break:¡ 

9 cc•cc->slgulente; 

10 

11 lf( (dl•enslon + j) > •l 

12 prlntf(" No hay ais coluanas para pivotar "'); 

13 break; 

14 

15 1f(factlble - 'n') { 

16 renglon•cc->renglon; 

17 hazunoprlnclpal (lista, renglon, dl•enslon+ J); 

18 ren_aod•O: 

19 vhUe(ren_aod <• restrlcclones) { 

20 lf(ren_90d - cc->renglon) ren_aod++; 

21 lf(ren_~ > reslrlcclones) break¡ 

22 hazunocolWIJ\a(llsta, renglon, ren_llOd,dlunslon+J); 

23 ren_llOd++¡ 

24 

25 

26 cublabase(base, ren.glon, dh1enslon+ J++); 

27 

El contador "J" contiene el n\l.Mro de ele•ntos encontrados 

en el vector "b" que sean negattvoa ( llneas 1 y 26 ). Sl encuentra 

alauno, registra el n6Mro de renglón ( linea 16 ) y aueve el pivote 

hacla la derecha basta encontrar un no-cero, noraallza la Clla con el 

nuevo pivote linea 17 ) y lue10 vuelve unltarla la colu.na 

correspondiente ( lineas 19-2.4 ). Este procedlalento ( aovlalento de 
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pivote ) es aucho ú• sencillo que el lntercublo de coluanas. La base 

se va. actualizando con cada caabio que suceda ( linea 26 ) , El proceso 

ter•lnará cuando el vector "b" ya sea factible ( lineas 5-10 ) 6 cuando 

ya no encuen~ra variable para pivotear ( lineas 11 , 12 y 13 ). Si esto 

sucede. es reco11endable usar el étod.o sl•plex sin inlclallzac16n. es 

decir. no inicializar el aétodo. 

Paao b) Este paso consiste en incorporar la función objetivo 

al planteaaiento resultante de la iniclallzacl6n y hacer que los 

vectores coluana correspondientes a las variables incluidas en la base 

sean unltarlos. Este proceso se realiza mediante la lectura progresiva 

de la base. Para lograr esto, se ocupa . el ais90 procedialento 

"HazUnoColuana" ocupado en el método de Gauss-Jordan. 

El proceso ea el •lgulente: lee uno por uno loa eleaentoa 

de la base y 11e ocupan sus cupos "rena:lon~ y "coluanat" para 

deter11inar la posición del pivote, y luego se llaaa al procediaiento 

"HazUnoColuana(llsta, ren¡lon, coluanat )" para volver las coluanaa 

correspondiente• a unltarlas. 

Paao e) Realizar M6todo Sl•plex con la lleta actual. 

De esta foraa ter•lna el llétodo Slaplex inlclalizado con el 

lt6todo de Gauss-.Jordan. 
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INICIALIZACION: Caoo llazl•lzacl6n ( ICa.,....-z ) 1 

51 se buscara lnlclallzar el •étodo siaplex con el método de 

Kaczmarz ( metodo iterativo ), el probleaa se puede coapllcar debido a 

que este y el método slmplex presentan heterogeneidad de procesos. El 

procedimiento que se podrla seguir serla que cada uno se desarrollara 

independientemente. y luego por aedlo de procedlalentos. unificar los 

resultados de uno, y los procedimientos de otro. 

El proceso del método de Kaczmarz es iterativo, por lo que no 

afecta el contenido de la lista. Utilizando esta ventaja, se desarrolla 

este método en foru independiente del slaplex, y ya obtenidos los 

resul lados, se conocerá el vector soluc16n "b" y ademá.s, se tendrá., 

coao ya se dijo, la lleta original y la existencia de una aatrlz 

unitaria luglnarla generada por las variables resueltas por este 

aétodo. Con estos tres tipos de datos, se procede a aodlficar la lleta 

de acuerdo a las necesidades del slaplex y a los datos con que se 

cuenta. 

El procedimiento inicial a seguir antes del simplex será. el 

siguiente: 

Pa•o a) Priaero se realiza la siguiente operación: 
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Dimensión .,. min { 1 variables , 1 restricciones }, 

el valor que contenga "Dimensión" será. el número de variables que 

resolverá. el método de Kaczmarz. Asi, llamando al procedimiento 

"Kacz11arz(lista, D1mensi6n. Dimensi6n+1 ) .. ( revisado en el capitulo 

anterior ) , se tendrá. como resultado un vector "b" de soluciones de 

longitud .. dimensión". En este punto también se dan tres casos: 

I> Dimensión = 1 variables. - Este caso se encontrará. la 

solución correspondiente a las "dimensi6n" variables 

con respecto a los ''dimensión" primeros renglones. El 

método simplex se encargará. de analizar el total de 

restricciones. Lo importante es que el sistema no se 

altere. La base tendrá el mismo cambio que en el caso 

u con inicial izaci6n Gauss-Jordan. 

n> Diaensi6n = • restricciones. - En este caso, se 

encontrará la solución de las priaeras " di11enai6n" 

variables, que corresponden a la base coapleta. La 

restantes ••rl•blH no tendrAn solución no 

pertenecerán a la base ) • Este caso puede ser benéfico 

o per Judicial. ya que, si las variables que optiaizan 

la función objetivo se encuentran en la base, nO 

existirá probleaa posterior. Pero si hay una variable 
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que no estando en la base, lo debe de estar para 

opti•lzar la función, coHnzarh los probleaas. Para 

ver cU.raiaente cual seria el probleaa se analiza el 

siguiente proble•a: 

1 2 3 2 
2 1 4 2 

Se observa que d111ensl6n • 2 asi que resolviendo por 

Kacz-rz se obtiene que: 

xl "'0.67 y x2 • 0.67 

Esta soluc16n es factible. Pero, que relación existe 

entre este el resultado y la aatriz anterior ?, 

1lnicamente que es solución de dos de sus variables. 

Pero, que pa- con la tercera variable al se quisiera 

representar el nuevo aisteaa de la siguiente roraa ? : 

¡ 1 ? 
? 

0.67 
0.67 

No hay ror-. de dete.-.inar (por este Htodo) que 

valores pertenecen a los coeflclentea que H 
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desconocen, asi que el proble111a estarla incompleto. Hay 

que recordar que el método de Gauss-Jordan reallza esta 

operación paso a paso y al final, contiene todos sus 

coeficientes aodlflcados correspondientes al problema. 

Por este motivo es recomendable no usar este método 

cuando se encuentre en este caso. 

ni) Restricclones = variables . - En este caso lasoluc16n 

a las "n" variables es encontrada. La base es co•pleta 

porque contiene "•" ele11entos cor:respondientes a sus 

restricciones y contendré. a todas las variables reales. 

Paao b) Este paso consiste en preparar la lista de acuerdo a 

los datos que se obtuvieron del Htodo anterior ( sleapre y cuando no 

se haya estado en el caso 11 ). La preparación COlllenza con el borrado 

de los eleMntos de los renglones l al "dimensión", es decir, que se 

encuentren en el rango (l •. dlltensl6n] y anexando a cada uno de ellos •u 

correspondiente pivote de acuerdo a los elementos de la base. Los 

renalones que no se encuentren en el rango establecido por di.en•i6n •e 

dejan intactos de tal Coraa que el probleu no se altere. Los 

coaponentes del vector "b" son sustituldos por los resultados 

alcanzados por el a6todo. Los valores de "b" que no pertenezcan al 

rango, tublén se dejan intactos, al igual que toda la función 

objetivo. 
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Pa•o e) Realizar Método Slmplex con la llsta actual. De esta 

forma termina el método Slmplex inlclallzado con el a6todo de Kaczmarz, 

~ Probleaas ~ H1nlaizac16n 

Los probleaa de aini11izacl6n suelen ser alis coapllcados por que 

las desigualdades incluidas en el j:>lanteaaiento continen signos tanto :s 

co•o 1::, Pero por otro lado, resulta ser ft\cl 1 de explicar, ya que loa 

procedimientos y operaciones son los misaos que se utilizan en el 

probleaa de aaxialzación. La problellé.tica radica en que hay que 

resolver prevla•ente la aini•ización de las variables superflua• 

foraadas por las restricciones de 1::, para luego aplicar el Mtodo 

slaplex. 

Para resolver este Upo de· proble .. • ea necesario tenerlo 

planteado en f'oraa de igualdades, recordando que para las ecuaciones 

que contienen signo de 1: se le reata una variable de holgura y se le 

auaa una variable superflua. Estas dos variables tubi6n debe de aer 

aayores 6 iguales a cero. El Htod.o utlllzado para resolver este tipo 

de proble .. a se le conoce collO aAtod.o de las Dos Fases. Este realiza en 

su prlaera fase la alniaizaci6n de una función auxillar W, que estarA 

foraada por los coeficientes de aquellas restricciones que contienen 

variables superfluas. Esta fase I se resolveri con el procedlaiento del 

sl•plex. es decir, que se realizarán operaciones hasta que ya no 

existan negativos en la función W. 
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Por ejemplo: 

H1n Z a 4x + :ly + 7z 

s. a 

X + 2z "23 

y - z :s 12 

X y • z "o 

la func16n W estarla coapuesta por: 

W •X + 2z W-x-2z11:10 

la tabla de la prl•era fase quedaría coao sigue: 

w X y z wl yl 

Funclon W -> 1 -1 -2 1 -23 

1 wl 1 2 -1 23 
yl 1 -1 1 12 

Var Super-> 

De ltOdo que, realizando las al-• operaciones del slaplex, sl la 

func16n W > O laplica que no hay solucl6n, y al V • O se pasa a la fase 

dos ( Ver Capitulo Segundo ) , que se COM:nzarla con la al- tabla pero 

con la func16n objetivo en lugar de la funcl6n W. 

Los pasos a aegulr son los. slplentes: 

Pr1-ra r ... ( Para vlsuallzar claraMnte los pasos, referirse al 
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listado correspondlente mé.s adelante ) i 

Paso O) Se crea el renglón -1 correspondiente a la función W 

y se le agregan los valores de los coeílclentes correspondientes a la 

restricción i!!, Se dispone la función objetivo para que no la altere el 

proceso de primera fase e linea 9). 

Pallo 1) Se realiza el m1sao procedimiento que en el •étodo 

slaplex. Si al ya no existir elementos negativos en la función W, todos 

ellos son ceros, entonces seguir con el paso 2. Si no son ceros ó son 

positivos implica que el problema no t.lene solución (linea 18). 

Pallo 2) Se eli•ina la restricción con renglón igual a -1. Y 

teraina la priaera fase e linea i9). 

Paao 3) Se prepara la función objetivo para ser procesada 

(linea 24). 

Paao 4) En este paso las coluanas correspondientes a las 

variables incluidas en la base debarin de hacerse unltarlas, esto es 

debido a que la función objetivo no sufrió caabios y esta se tiene que 

actualizar a las deaandas de la base actual Clineas 21-32). 
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Paao S) Va actualizada· la función objetivo se procede 

únicaiiente a determinar la existencia de coeficientes negativos en esta 

(lineas 34 y 35). Este corresponde al primer paso del método simplex. 

En otras palabras, cuando se llega a este punto única11ente se realiza 

el mlttodo simplex. 

Con esto el método de dos fases termina. 

Acontlnuación se presenta el listado que realiza los pasos 

anteriores: 

Li•t.ado Método Simples C Mlnlalzaclón Sencilla 

1• PRIMERA FASE •1 

whlle (1) { ( PASO 1 ) 

2 aasnegatlvo(llsta, -1 ); 

3 lf C•asnegatlvos - 'n') break: 

4 nuevopivote(llsta, base, coluana); 

S ca•blabase(base, renglon, colW1I1a): 

6 hazunoprinclpal (lista, renglon, columna); 

7 ren_•oda-1: 

8 1i1hile(ren_.ad <a restrlcclones) { 

9 lf(ren_ltOd ..,..,. O) ren_llOd++; 

10 lf(ren_llOd - nuevoplvotes ) ren_•od++; 

11 lf(ren_-od > restrlcclones) break; 

1Z hazunocoluana(llsta, renglon, ren_mod, columna); 

13 ren_aod++; 

14 

15 

16 ccallsta; ( PASO 2 ) 

17 whlle(cc->renglon t = -1 && cc->colwma I • 2000) 
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cc•cc->sigulente; 

18 1C(cc->valor I• O) pr1ntf(" Problema Sln Solución 111 "); 

19 borrareatricCion(llsta, -1): 

20 

21 

bbabase¡ 

do { 

SEGUNDA FASE 

22 renglon1•bb->reng10n; 

23 col\1111\8.t•bb->coluanal; 

24 Cor(ren_9od-O¡ ¡ ren_•od++) 

25 lC C ren_llOd - renglont ) ren_ltOd++: 

26 !C( ren_llOd > restr1cc1onee ) break; 

( PASOS 3 y 4 ) 

27 hazunocolwma( lleta, renglonl, ren_mod, columna!); 

28 

29 bl>-bb->slgulente; 

30 renglont•bb->renglon; 

31 1C(bb->renglon > restrlcclones ) break; 

32 > w1iue e bb 1 - taJU. >: 
33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

aasneaat1voa•' a•; 
whlle ( umeptlvos t• •n• ) 

aasnegatlvo(llsta, O); 

lf (uane•atlvoa - 'n') 

prlntf(" Teralna la Segunda Fase"): 

break¡ 

40 nuevoplvote(llata,base,columia): 

41 cublabase(base, renglon, coluana); 

'2 hazunoprlnclpal(llsta, renglon, coluana): 

43 ren_w::d-0: 

H whlle(I) { 

45 lf(ren_aod •• nuevoptvotea ) ren_aod++: 

46 lC(ren_-.od > restrlcclones) break: 

( PASO 5 ) 

47 haZW\ocoluana( lista, renglon, ren_llOd, coluana): 
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48 

49 

so 

ren_.00++; 

La variable "base" contiene la dlrecc16n del prl11er elemento de 

la base, "bb" es un apuntador a la base. La variable "lista" contiene 

la dlrecc16n del prlaer elemento de la lista, "ce" es un apuntador a la 

lista. La f"uncl6n W lnternaaente se alaacena en la flla -1. En general 

el proceso que lleva este listado es una coaposlc16n de rutinas que 

ut.Ulz6 el método Slaplex y el útodo de Gaues-Jordin que ya fueron 

explicados. 

La 1nlclallzac16n con el Htodo de Gauss-Jordan para probleaas de 

mlnl•lzacl6n tiene la •lsaa estructura que utlllzada en el proceso de 

aaxl•lzac16n. De lg\18.l aodo sucede con la lnlclallzacl6n utlllzanclo el 

método de Kaczaarz. Los casos en los que se puede lncurrlr en 

..Xlalzaclón son •lallares e igual.ente v•lldos para probleaas de 

alnlalzacl6n. 

Los alsaos probleaas sobre las dlferenclas de procedlalentoa 

entre el aétodo Slaplex y el a6todo de Kacz-rz son aaualdos. Es 

recoaendable que en la prá.ctlca se tengan blen deflnldos loe casos en 

que se presentan los slste .. s, de tal foraa que no se trabaje 

lmltl laente, nl se pierda tleapo en el an6.llsls del slsteaa. 
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La 1•pleaentaci6n realizada anteriormente se puede ya considerar 

coapleta, ya que los casos que pueden existir dentro del método simplex 

han sido abordados. 

Conclualon.. Prellalnares: Ya se demostró que la estructura 

dinúica de listas es •uy flexible para cuapllr con las caracteristlcas 

especiales que debe tener un algorltao. El ahorro de me•orla fu6 

llevado a cabo registrando úniCaaente los eleaentos diferentes de cero, 

y en consecuencia Wiicaaente se reallzarin operaciones en dichos 

ndlteros. El ahorro en este caso rué doble: De •e110ria y de Proceso. 

Asi, el Wilco aspecto que falta por abordar es la conveniencia de la 

inicialización externa. Es decir, el objetl~o ea de•ostrar que tan 

conveniente es la inic1allzaci6n antes del ueo del método siaplex, si 

es que realmente ayuda al proceso estandar del 116todo1 deter•inar si es 

posible realizar menos lteraclones para llegar a la esquina 6ptl- de 

la reglón de factlbllldad. 

Para realizar esta prueba se analizarán y COllJ>ararán los procesos 

realizados por el étodo estandar del si•plex y el étodo slaplex con 

lnlclallzaci6n externa, se anallzar6. taabi"n al resultado al que se 

llega al igual que el ntlaero de iteraciones utilizados por cada uno de 

los 116todos. 

4. 3 APLu:Ac1ons. 

Para llevar a la pr6.ctlca toda la teoria de la lnvestlgacl6n, se 

anallzar6. un probleaa real desde su planteulento hasta su soluc16n, 
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utilizando todos los conceptos expuestos en el presente trabajo. 

Plante-lento ; En la actualidad existen un gran m111ero de 

empresas con grandes dimensiones que, dentro de si aisaas, aanejan una 

gran cantidad de actividades, de las cuales pocas est•n relaCionadaa. 

La ónica caracterlstica que se tiene es que todas ellas trabajan para 

un fin en co•1ln: obtención de utilidades, ya sean econó•icas, 

politlcas, pslqulcaa, biológicas, etc. Tal es el caso de Petróleo• 

llezlcano• que cuenta con una infinidad de actividades dentro de toda la 

RepObUca Mexicana. Huchas de sus actl vidadea son realizadas en las 

plantas refinadoras de petróleo crudo (Salaaanca, 5allna Cruz, 

Cadereyta, Tu la y la reciente•ente desaparecida Azcapotzalco ) . En 

estas refiner~as se lleva a cabo una actividad auy laportante 

(especlflcaaente la planta refinera de salina Cruz).· Esta actividad ee 

el trat .. tento del crudo y la obtenc16n de gasolinas de todo tipo 

(Aaarga, Tratada, Dulce, Catalltlca, Ma_gna Sin, Nova y Reforaada ). En 

esta planta se cuenta con la caracterlatlca de que no existen 

resultados lnterlledioa; sólo se tienen entradas y se obtendr' una 

salida. Especiflcaaente, las entradas a la planta de reflnera de Salina 

Cruz son: el petróleo crudo y el LPG ( Combust61eo ) , y las salldaa aon 

el m1aero de barriles necesarios para cubrir óptlaaaente, tanto los 

requeriaientos de la eapresa coltO los requerl•lentos econ6alcos de 

aaxiaizac16n de utilidades. Este objetivo se logra encontrando el punto 

donde la dlferencla entre la co•pra y la venta sea aayor a favor de la 

venta. 
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Los precios de compra son los siguientes: 

LPG ( Coabustoleo ) 25 Dlls / barril 

Crudo 14 Dlls I barril 

Los precios de Venta son los siguientes: 

Gasolina Aaarga 

Gasolina Aaa.rga Tratada 

Gasolina Aaarga Dulce 

Gasolina Marga Nova 

Gasolina Aaarga Magna Sin 

Gasolina Aaarga Refor•ada 

Gasolina Marga Catalitlca 

Emipeclllcaclonem : 

18 Dlls / barril 

ZO Dlla / barr11 

20 Dlls / barril 

23 Dlls / barr11 

26 Dlls / barr11 

28 Dlls / barril 

28 Dlls / barril 

Dentro del proceso en la planta se tienen que cumplir con un grb 

ndaero de restrlcclones. las cuales se ven conforudas por los 

requerl•lentoa, las capacidades, la dlsponlbllldad, etc. En este caso 

se cuenta con sels tipos de restrlcclones: 

1) De Balances: Este tipo de reatrlciones son las que 

del1aitan la dlstrlbuci6n de un dueto hacla otros adyacentes. Es decir, 

el flujo que corra de un dueto a otros seri sieapre el alsllO. 

2) De Rendlalentos: Este Upo de restricciones dellaitan el 
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grado de pureza en que se debe persistir en un flujo al pasar por una 

torre· de destllación. 

3) De Recursos: Este Upo de restrieci6nes deli•ltan la• 

unidades de flujo per•itldas en un dueto antes de ser procesada en 

alguna torre, ya sea de destilación. hidrodesulfuradora. co•binadoras 

de azufre 6 refor•adora. 

4) De Indices de Octano : Este tipo de restricciones 

aantlenen el lndlce de octano en las gasolinas Nova y Magna Sin sobre 

un nivel preesteblecido. 

5) De PVR (Presión de Vapor): Este tipo de restriecionee 

aantienen la presión de vapor en los duetos de gasolinas Magna Sin y 

Nova sobre niveles ya preestablecidos. 

6) De TEL ( PlollO ): Este tipo de restricciones son las que 

indican en que cantidad se le coabinar• plollO a los duetos que 

conforaarán la gasolina Nova para que no se rebase un· llaite ya 

preestablecido. 

Ya enunciados los tlpos de restriclones y las caracteristicas de 

coapra-venta, ser• •as sencillo visualizar el probleaa desde un punto 

de vista de Gr,fico, es decir, con el diagra•a de la planta de 

refinación ( Ver gr6.fica A aá.s adelante ). 
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Como se puede observar la entrada prlnclpal que tlcne la planta 

es del sumlnlstro de Crudo la cual empleza a ser refinado. Al flnal del 

proceso se obtendrá la gasollna Amarga, la Tratada, la Dulce, la 

Reformada, la Catallzada, la Magna Sln y la Nova. Cada vez que un dueto 

entra a una torre de refinación el grado de pureza del fluldo decrece 

en un porcentaje espec1flco en cada torre. Estos cambios son definidos 

. en las restr1cci6nes de rendimiento, 

1.0 --> ~> 0.45 

se observa que de los duetos pr1nc1pales se desprenden otros. es 

decir, que los duetos principales son adyacentes a sus dlvlslones. Esta 

actividad esta representada en las restricciones de balance. 

30 
.------> 

100 70 
-----~~---> 

Ahora bien, antes de ser procesado un fluido en una torre debe 

cerciorarse que sus unidades sean menores o iguales a la capacidad de 

la torre. Estas caracteristicas estan representadas en las 

restricciones de recursos. 

En la gráfica se puede observar que las gasolinas que mis son 
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tratadas son la Nova y la Magna Sln, estas dos contienen una cierta 

cantidad de octano y ademá.s necesitan determinada presl6n en los 

duetos. De Igual forma la gasollna Nova requiere de una cierta cantidad 

de plomo. Los indices de presión de vapar está.n especlflcados en la 

gráfica, al Igual que los indices de plomo para la gasollna Nova. Estas 

caracteristlcas están especificadas en las restrlcclones de Indices de 

octano, de presl6n de vapor y de TEL ( Indice de plomo ) • 

Este Upo de problema suele ser muy co11pllcado de resolver con 

métodos propios de Teorla de Gráficas, en este caso se busca reallzar 

un planteamiento matemático, de tal forma que el problema no se 

complique. 

Para lograr el planteaalento, se nUJteraron los duetos de la 

gráfica A, de tal for•a que los que son adyacentes contienen m\meros 

consecutivos (dichos números serán las variables que los 

Identificarán ) • 

Por eje11plo, para wia restricción de rendlaiento: 

1~V1 11 
~~-> >~~-

45:1 

su representación aatellátlca seria: 
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Xu • 0,45 Xlo 

para una restr1cc16n de balance: 

5 

~~-4~~>~: 
su representación •ate•itlca serla co•o sigue: 

Xt•Xs+X6 

para restricciones de recursos: 

X2 :s 165,000 

para restricciones de indices de octano, aplicando restricciones de 

balance, se observa ( en la Gr6.f. A ) que para la gasolina Nova es de 92 

y que esta corresponde a la variable ut. L.os duetos o variables 

adyacentes a tu, con su respectivo grado de octanaje, son 26( 91 ), 

36( 60 ), 49( 50 ), 58( 85 ), 67( 90 ), 76( 95 ), as( 80 ), H( 85 ), 

103( 90 ) y na( 95 ), de tal foraa que la representación uteútica 

que de•cribe esta actividad queda coao sigue: 

9ZXut :s 91X26 + 60X36 + SOXH + 85Xse + 90X67 + 

95"76 + SOXes + SSXH + 90Xl03 + 95Xnz 

Las restrtcclones de presión de vapor y los de indice de ploltO, 
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se conforman de igual modo que los de indlce de octano. 

De esta f'orma el planteamiento de las restricciones del probleaa 

queda cubierto, únlca•ente habri que dell•itar la función objetivo. 

Se habla 11encionado que la función obJetlvo del probleQ 

conslstla en •axi•lzar las utllldades de toda la planta. Esta utllldad 

consiste en obtener el aixlmo beneflclo de las ventas con respecto a 

las coapras. Este beneficio esta dado por el núaero de barriles de 

Crudo y de LPG que se adquieran C sus precios unltarlos fueron dados 

con anterlorldad ) y el n'1aero ú.xlmo de barrlle• de sasollna ( de 

cualquier tlpo ) que se obtengan del proceso. Aqul se esta suponiendo 

que todos los barriles de gasolina que se producen se venden, de tal 

foraa que, "dados los precios de Venta de barrlles de gasollna de todos 

sus tipos, se busca encontrar un nlvel de produccl6n de aasollnaa de 

tal foro que la utilidad en dolares ae aaxlalce. 

El planteaalento aateaitlco de la func16n objetivo ser6 el 

slgulente: 

llu:. Utllldad • Precios de Ventas - Precios de COetoa 

• llu:. Ut.llldad • Distribución de Gasolinas - Precios de Costos 
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Recordando los precios de compra y observando su respectivo 

m1mero de dueto 6 de variable, se iorma el planteamiento matemático de 

compra: 

Crudo ( dueto = 1 precio 14 Dlls / barrll 

LPG ( dueto = 110 precio 25 Dlls / barril 

Compra = l4X1 + 25Xuo 

Recordando los precios de ventas de gasollna y observando su 

respectivo dueto 6 variable, se conforma el planteamiento matemático de 

venta: 

G. 

G. 

G. 

G. 

G. 

G. 

G. 

Allarga ( dueto= 32 precio 18 Dlls / barrll 

Tratada ( dueto • 115 precio 20 Dlls / barrll 

Dulce dueto = 116 precia 20 Dlls / barril 

Nova ( dueto • 113 precio 23 Dlls / barrll 

Magna Sln ( dueto • 114 precio 26 Dlls / barril 

Reforaada ( dueto• 109 precio 28 Dlls / barril 

Catalitica ( dueto a 123 precio 28 Dlls / barril 

•> Venta • l8X32 + 2oxus + 20XtH + 23XU3 + 

26XtH + 28Xt09 + 28Xt23 

Ya habiendo obtenido las representaciones para compra y para 

venta, se conformaré. co11pletamente la f"unc16n objetivo. 

La f'unc16n objetivo : 
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llax. Utilidad = Precios de Ventas - Precios de Costos 

queda de la slgulente forma: 

Kaz. Utilidad = 18X32 + 20Xus + 20Xu6 + 23X113 + 26X1a + 

28X109 + 28X123 - [ 14X1 + 25Xuo ] 

De esta forma ya está definido el proble•a en términos de un 

planteamiento mate•átlco, de aodo· que el slgulente paso será ut111zar 

la Invest1gac16n de Operaciones, que mediante la Progruac16n Lineal 

( Método Simplex ), se podré. dar soluc16n al problema. 

Planteaaiento del Probl- llat-'llco 1 

El planteamiento del problell8. en for•a •atellitica el cual se 

analizará por el aétodo sl•plex se presenta acontlnuacl6n: 

...... Utilidad • 18X32 + 2ox11s + 20XU6 + 23XU3 + 26Xu• + 

28X109 + 2BX123 - 14X1 - 2SX110 

s. a 

De Balance 

1) X1 = X2 + X12 

2) X4 • Xs + X7 

3) X6 .,. X3 + Xs 

4) Xu 111 X1s + Xn 
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S) Xl6 • Xt3 + Xts 

6) X22 • X1 + X• + Xl7 + XH 

7) X23 •X• + Xu + X1v + X21 

8) X22 • X32 + X33 + X12 + XH 

9) x .. = X&3 + X&s 

10) Xz& • X'Z't + X211 + x .. + X:io + X:n 

11) X•• • Xn + Xss + X6• + X73 + X02 + XH + Xs.oo 

12) X3& • X:rr + X38 + X39 + X&a + Xtt 

13) X&7 • Xso + Xst + Xs2 + l(s3 + Xs• 

141 X66 • Xsv + Xoo + X6t + X62 + X63 

IS) X•s • x .. + X69 + X7o + X'it + Xn 

16) X1• • XT7 + X7a + X79 + Xoo + Xat 

17) Xo3 - x .. + X01 + Xoo + x .. + Xoo 

18) X•• - x .. + x .. + X97 + X9B + X99 

19) X101 • Xtot + Xtos + X too + Xt07 + Xtoa 

20) xuo • Xtu + xua 
21) Xt09 • Xu1 + Xue + Xuv + Xtao + X1a1 + Xt22 

22) X11& • X36 + X49 + Xso + X67 + X7• + Xos + XH + Xt03 + 

X26 + Xu2 
23) XU3 • X35 + X38 + X39 + X&a + X•t + XH + Xst + Xsz + 

Xs3 + Xst + X57 + Xoo + X61 + x .. + X63 + x .. + 

X•• + X10 + X7t + X7• + X75 + .X7a + X79 + x .. + 

Xo1 + XH + X01 + Xoo +X.. + Xoo + Xn + x .. + 

X97 + x .. + x .. + x102 + xas + x .. + x .. + X30 + 

X3l + X tos + Xt06 + Xt07 + X toe + Xt 11 

24) X:rr • X35 + X36 + Xus 
25) Xso • XH + XH + Xl16 

26) XS9 • Xs1 + x .. + X111 

27) X60 • X66 + X67 + Xua 
28) X77 • X1s + X16 + X111 

29) X86 • XH + Xas + Xt20 

30) X95 • Xt:t + XH + X1a1 

31) Xto& • X1oa + Xto:t + X122 

32) XZ1 • Xas + X26 + Xt23 
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De rend.l•lento : 

33) X> .. o.1sx2 

34) X• .. 0.10Xa 

35) X• • 0.03X2 

36) X10 - 0.48X'2 

37) Xe i= O.SOX6 

38) XII • 0.45Xto 

39) XI> • 0.15Xu 

40) XH • 0.10Xta 

41) Xl9 • 0.03Xta 

42) X:zo • 0.48Xta 

43) X1e • 0.80Xl6 

44) X21 • 0.45Xao 

45) X2• • 0.59Xa3 

46) X34 • X33 

47) xu • 0.98Xt2 

48) X•s • 0.98XH 

49) Xsa • 0. 92XSS 

50) X•s • 0.89XM 

SI) Xn • o. 86X73 

52) XB3 • 0.9sXea 

53) Xoz • 0.89Xtt 

54) XtDI • 0.86Xsoo 

De R-•: 

55) X2 :s 165,000 

56) X• " 30,000 

57) XIO " 70,000 

58) X1a :s 175,000 

59) X16 " 30,000 

60) X20 " 75,000 

61) X23 " 45,000 
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62) 

63) 

64) 

65) 

66) 

67) 

68) 

X33 s 50,000 

X42 s 30,000 

x .. s 36, 000 

Xso + X6& + X73 s 20,000 

Xe2 + X9l + Xtoo :!!i 30,000 

De Indices de Octano : 

92X111 :!!i 60X36 + soxu + SSXse 

BSX91 + 90Xto3· + 91X26 

83X113 :!!i 60X35 + 68X38 + 66Xl9 

53Xs1 + S6Xs2 + 58Xs3 

90XcH + 92X62 + 93X63 

97X7t + 98X12 + 95X7s 

103Xe1 + SOXet + 83XB7 

85X93 + 88X96 + 90X97 

+ 90X67 + 95X76 + SOXes 

+ 9SX112 

+ 68Xto + 70Xu + SOXte 

+ 60Xs& + 85Xs7 + 88X60 

+ 90X66 + 93X69 + 95X70 

+ 98X7e + 100X79 + 102Xeo + 

+ esxea + B7X89 + 88X90 + 

+ 92Xn + 93X99 + 90X102 + 

93Xtos + 95Xt06 + 97Xt07 + 98Xtos + 91Xzs + 93Xa + 

95X29 + 96X30 + 97X31 + 95X111 

De Prec16n de Vapor : 

69) 27XtH :s 18. 52X36 + 11. tBXu + 18. 52Xsa + 18. 52X67 + 18, 52X'76 + 

18. 52Xes + 18. 52XH + 18. 52Xto3 + 18. 52X26 + 715. S4Xu.2 

70) 27Xl13 s 18. 52X3S + 18. 52X38 + 18. 52X39 + 18. 52Xw + 18. 52X•• + 

11.18X40 + 11.18Xst + 11.ISXsa + ll.18XS3 + ll.18XS4 + 

18. 52X57 + 18. 52X60 + 18. 52X6t + 18. 52X62 + 18. 52X63 + 

18. 52X66 + 18. 52X69 + 18. S2X10 + 18. 52X71 + 18. S2X1a + 

18. 52X75 + 18.52X7B + 18.SZXn + 18.52Xeo + IB.52Xe1 + 

18.52XH + 18.52XB7 + 18,52Xoe + 18,52XB9 + 18.52XPO + 

18.52X93 + 18.52X96 + ui. 5zx97 + 18.52X98 + 18.52X99 + 

18. S2Xs.02+ 18.52Xs.os+ 18.52Xl06 + 18. 52Xs.07+ 18.52Xs.oa+ 

18. 52X25 + 1B.52X2a + !8,52X29 + 1B.52X30 + 18.52X3l + 

715.45X111 
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De Indice de PlOllO 

71) X113 :s O, SX38 + X3si + 1. SXto + 2Xu + O. SXst + Xs2 + 

t. 5Xs3 + 2Xs• + O. SX&a + X6t + t. SX62 + 2X63 + 

o:SX69 + X10 + 1. SX7t + 2X72 + O. SX1a + "79 + 

t.sxeo + 2Xet + O.SXB7 + Xsa + t.SXBSI + 2X90 + 

O. SX96 + XSl7 + 1. SXsia + ZX9SI + O. SX1os + Xt06 + 

1. 5Xt07 + 2Xtoe + O, SX2e + X29 + t. SX:JO + 2X3t 

eo.entarlo• 1 

Coao se puede observar existen 71 restricciones, y coao el no.ero 

mayor de duCtos n'lllterados es de 123, !aplica que la aatrlz que ae foraa 

de este planteaalento contendr4. 8733 localidades, de modo que si ae 

deseara realizar el examen con aeaorla est6tlca se desperdlctarla 

deaaslado espacio, por· el contarlo, con aeaoria dtnhlca, 1lnlc&Mnte ae 

cuenta con 430 eleaentos diferentes de cero, lo cual corresponde 

aproxt•ada11ente a una veinteava parte del total de eleaentos en la 

•atrlz. En este caso, es •uy rec09endable el uao de las técnicas para 

el tratamiento de -trtces ·dtapersas con aeaoria dtnUlca. La 

recoaendac16n anterior se reaftraa alln llis al la necesidad del exa.en 

es el procesaaiento de una gran cantidad de datos staultaneaaente. Ea 

decir, todo el conjunto de datos describen una actividad la cual se 

optlaizará, de tal forma que no interesa" tener resul lados parciales. 

En términos de ahorro de aemoria. sl se reservaran las 8733 
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localidades de punto flotante ( float ) que necesita una matriz densa 

se requerirla 34932 bytes para registrarla, haciendo menci6n de que 

para un float se reserva 4 bytes en memoria. 

Ahora bien, recordando la estructura de una lista ligada para 

registrar los elementos no-ceros, se tenla un elemento "float" ( punto 

flotante ), dos elementos "lnt'.' ( enteros ) y un apuntador al siguiente 

ele•ento. Para el int se reserva espacio en memoria de 2 byte, para el 

float se reservan 4 bytes y para el apuntador se reservan 2 bytes en 

ae1tOria. Asi, un elemento de la lista ligada contiene en total 10 

bytes. En este problema existen 430 elementos, de tal forma que la 

aeaoria que se utlllzarA en un principio con lletas llgadas para 

representar una •atrlz dispersa, será de únicamente 4300 bytes, que 

coaparada coa 34932 bytes resulta haber un considerable ahorro de 

•eaorla e aproxlaadaaente 30000 bytes ) en este probleaa. 

El proble•a que se analiza es considerado de diaensi6n grande, su 

representacl6n en aatrlz numhrica se tendrla que realizar en varias 

hojas. A aodo de visualizar el probleaa coao aatriz densa, se presenta 

el problella en foraa de puntos en la gráfica B, donde cada punto 

representa la exlstencla de un elemento no-cero en la aatriz. En esta 

gráfica se puede ver a(m mfls ampllaaante el desperdicio de •eaoria que 

ocasiona, para un probleaa como este, el uso de la aemorla est•tlca. 

Incluso se puede asegurar que, para problemas •ucho ais grandes que 

este, la aeaoria destinada para trabajo ( aprox. 500 lcB dependiendo de 

152 



Grafica B 

k 
F.OJS.J'ETtVO 

?&&66666666SSSSSSSSSS44444444443333333333222222222¿1111tlltll 
é98?654321898?6S4321898?6S4321898?654321898?654321898?65~321898?6S4321 

• 

1 
2 
3 . 
s 
6 
7 . . 
1e 
1 
2 
3 . 
s 
6 
7 . . 

,_e 
1 
2 
3 . 
s 
6 
7 . 
• ,e 
1 
2 
3 . 
s 
6 
7 . . 
•e 
1 
2 
3 . 
s 
6 
7 . . 
se 
1 
2 
3 . 
s 
6 
7 . . 
&e 
1 
2 
3 . 
s 
6 
7 

• . 
e 

1 
2 
3 . 
s 
6 
7 . 
• oe 
1 
2 
3 . 
s 
6 
7 . . .. . 
2 
3 . 
s 
6 
7 . . 
1ee . 
2 
> . 
s 
o 
? . . 
1 1. 
1 
2 
3 . 
5 
6 
? . . 
120 . 
2 
> 



los programas recidentes del DOS ) en una computadora con 640 

klloBytes, serla rebasada y el probleaa no se pudiera solucionar. Si se 

pensara en matrices dispersas con memoria dinhica y una buena 

estructura de datos, dicho proble11a si podrla ser procesado. 

Reaoluci6n del Probl._ i 

El tratamiento del probleaa, los algoritmos y las estructuras 

fueron realizadas en una aaquina IBH PC/XT con 640 KB de memoria RAM, 

aicroprocesador lntel 8088, sln ca-procesador aateútlco. Estas 

caracteristicas corresponden a una computadora personal de pequel\as 

dl111ensi6nes. Dadas las caracterlsticas de la computadora en que será 

realizada la prueba, el siguiente paso será dar solución al probleaa 

con las herraaientas que han sido ajustadas. 

Al realizar las operaciones convenientes, los resultados del 

H6todo Siaplex sin Iniclallzaci6n Externa se auestran a contlnuaci6n : 

ResuJ t&dos 1 

Costos 

Xt • 34,000 b 
Xuo• 1,721b 

Ventas 

X32 = 43, 700 b 
Xtov • 38. 273. 43 b 
Xu> • 114, 204. 33 b 
Xut • 80, 224. 43 b 
Xus • 27, 169 b 
Xuei • 16, 782. 23 b 
Xt23 IS 14, 223. 43 b 

Z • 3' 045, 584. 65 Dlls 
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La tabla anterior indica que la mayor ganancia al suministrar 

34,000 barriles de Crudo y 1,721 barriles de LPG se alcanza cuando se 

distribuye la producción de gasolinas de la slgulente forma: 

43, 700 barr Ues de gasolina Amarga 

38, 273 barriles de gasolina Reformada 

114,204 barriles de gasolina Nova 

801 224 barr U8s de gasolina Magna Sln 

27 1 170 barriles de gasolina Tratada 

161 782 barriles de gasolina Dulce 

14,223 barriles de gasolina Catalltlca 

obtlendo una ut.llidad 6pti1a& de 

Dlls. I 3' 045, 584. 65 

El objetivo del anállsls del probleaa no es precis .. ente darle 

solucl6n, sino coaparar los resultados con los obtenidos por medio de 

loa Mtodos de lnlclallzaclón y ob•ervar cual es su convenlencla 6 

lnconveniencla. 

Al lnlclallzar el probleu con los métodos de Gauss-Jordan y de 

Kaczaarz, se obtuvieron los resultados de las prlaeras 71 variables, en 

las cuales solaaente se encuentran X1 y X32 en la función objetivo, de 

tal roraa que el a6todo slaplex ser.l indispensable en la soluclón del 

probleaa. Este, tratará de encontrar los valores restantes de la 

func16n objetivo, y adecuar los valores ya existentes. 
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Las iteraciones realizadas por el método simplex sin 

inlciallzaci6n fueron 75 ( Ver slgulente Tabla l. acomparacl6n de las 

que realizó lniclallzado que fueron 48. Aqul se puede marcar la 

conveniencia de la utlllzaci6n del método slmplex sin inlclallzar 

cuando el número de variables exceda en mayor grado al número de 

restrlcclonos, ya que, aunque el núaero de l teraclones realizadas con 

lnlclallzac16n f'ué aenor. a este se le suaará el proceso de encontrar 

la solución a un slste•a de ecuaciones de grado 71 lo que arroja un 

tiempo mayor de proceso, y adelds que no existe aucha dlferencla entre 

el núaero de lteraclones realizadas. Es decir, que la lnlciallzac16n 

será conveniente cuando el núaero de variables a inlclallzar en el 

problema sea, 6 se aproxime. al número total de variables involucradas. 

INIC!ALIZACION 

Gauss-Jordan 1 Kacz .. rz 1 SillPLDI 1 
Interaclones Iteraciones I te rae lo nea 
Gauss-.Jordan Kaczaarz 

71 923 75 

Variables Resueltas Aproxlaacl6n Vare. Resueltas 

Xt X32 0.001 F.O. 

I teraclones Vars. Resuelt. 
Slaplex 

48 Xt X>2 

Total Iter. Total Iter. Total lter. 

No Opera Estruc 
119 Ver reas 75 

4.2 
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Sobre el método de Kaczmarz se puede decir que es muy práctico 

cuando no se encuentra ninguna estructura en la matriz. En este caso 

fué muy práctico en la inicialización, pero no en el proceso simplex, 

esto es debido a los motivos que se mencionaron el tema 4. 2 ( el nWnero 

de variables es mayor que el número de restricciones). En este caso, el 

116todo simplex inicializado con Gauss-Jordan fué realizado 

satisfactoriamente, llegando al mismo resultado que el obtenido sin 

haber inicializado el 11.étodo. 

4, 4 08sERYACJOllES , 

Como se puede observar, dependiendo la estructura del problema 

será conveniente inicia U zar 6 no el método si•plex, pero el resultado 

de la optlmizaci6n tendrá que ser el mismo.' 

En general, st se cuenta con un problema el cual contiene 

aproxl•adamente 'igual nWaero de variables y de restricciones la 

convenlencla de usar la inlclal1zac16n es mucha, ya que se puede 

ahorrar proceso encontrando la solución de casi todas las variables en 

este paso y luego con el étod.o si•plex terainar la bllsqueda de la 

solución de las variables restantes. En este caso es conveniente porque 

la lnlciallzaci6n se encargó de dar solucl6n a casi todo el probleaa, 

lo cual no sucede cuando el número de variables es •ucho aayor al 

n61tero de reutrlcclones ( probleaa solucionado ) , en este caso la 

solución es alcanzada, pero lo que realiza la lniciallzac16n es 
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aproximar en menor grado a la solución. ya que el núaero de variables 

que s'e solucionan 6 que se toman en cuenta son mucho aenor que las 

variables involucradas en el proceso. 

La solución alcanzada por el aétodo simplex y la solución 

alcanzada con inlclallzaclón externa es la •leaa, lo laportante en este 

caso es determinar perfectamente. las llaltaclones que se tengan, y 

prlnclpalmente, la estructura del probleaa. Al respecto, en este 

problema, sl se hubiera buscado una solución rápida ( por falta de 

tiempo ) • dada la estructura del proble•a, se hubiera optado por 

utlllzar el slaplex sin 1nlclal1zac16n externa. Sl una llaltante no 

hubiese sldo el tiempo, sino la estructura del probleaa, la 

lnlclallzac16n con Gauss-Jordan no hubiera tenido contratleapos, pero 

para lnlclallzar con el aétod.o de Kaczaarz existlria contratleapos, ya 

que la estructura propia del probleaa es del tipo dos ( Ver teaa 4. Z ) 

que corresponde a mayor nWaero de variables que de restricci6nes, por 

lo cual no puede ser llevada a cabo la unificac16n de los resultados 

con el método staplex, Lo !•portante en este sentido es saber 

distinguir el tipo de probleaa para deteralnar que caalno ea el ús 

apropiado, y conociendo esto, las Umitantes de Ueapo 6 de estructura 

podrán ser sobre llevadas directamente sin aayor probleaa. 

Por último, el grado de pureza de la aatriz del probleaa fu6 de 

aproxlaadamente un veinteavo, de tal forma que las operaciones 
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6nicamente ee realizaron en un veinteava parte de la aatriz (elementos 

regisi:.rados diferentes de cero) dando coao resultado, el ahorro de una 

grtm cantidad de aemorla. Por otro lado, el tieapo de proceso se 

encuentra estrechamente relacionado con el n~ro de eleaentos no-ceros 

en la aatriz. 

Un aspecto i•portante que _se debe de to•ar en cuenta en el 

proceso es el tieapo de la busqueda secuencial de los eleaentos. La 

busqueda secuencial de los elementos esta taabién en función del nllllero 

de elementos no-ceros en la matriz ( recordando que se utilizan listas 

ligadas ) , y una busqueda es realizada pasando por los elementos de la 

aatriz hasta encontrar un elemento especlflco. Por eje•plo, en una 

matriz dispersa de grandes dlaenslones no existen contratle•poa. ya que 

el n<mero de ele•entos no-ceros es proporclonalaente pequel\o. Lo 

anterior no sucede cuando la aatrlz contiene la aayor parte de sua 

coeficientes diferentes de cero, en este caso, el proceso tender• a ser 

uyor por el tieapo de busqueda secuencial. 
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

El objetivo prlnclpal de este trabajo fué: el encontrar una 

estructura que peraltlera alaaCenar una aatrlz dispersa generada por un 

probleaa con muchas variables y poca re:lac16n entre ellas, de tal forma 

que el gasto de aeaorta fuera estrictamente de el necesario, lo cual 

fué: llevado a cabo satlsfactorla11.ente con el uso de listas d1nlull1cas, 

Por ejeaplo, en el probleaa solucionado, el requerimiento de:memorla se 

redujo aproxlaadamente en una veinteava parte del total necesitado, lo 

cual resulta ser bastante satlsfactorlo. 

Se aenclon6 que una caracterisllca muy especial que deblllll de 

tener los algorltaos para este tipo de probleaas de d1spers16n, era el 

aa.ntener la dlsperstdad en la -trlz. Esta caracterlatlca lapide que, 

•lentras es reallzado el proceso, se genere espacio en aeaorla 

reservado para n6aeros que no se utlllzarán (na.eros iguales a cero). 

lo que hace que la estructura del probleaa sea siempre co•pleta. Esta 

caracter1st.ica fu6 una de las aá.s l•portantes en esta 1nveetlgac16n. 

El poder realizar operaciones en la lista, tales co•o 1nserc16n, 

ell•lnac16n y creac16n de ele•mtos, peralt16 la obtención de una •ayor 
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Clex1bllldad en el manejo de datos, pr1nclpalaente en la preservación 

de dl~persldad. el f"ácll acceso a loe datos, l•pleaentaclón del a6todo 

slaplex y de· los métodos tanto directo como iterativo para solucionar 

slsteaas de ecuaciones. 

cabe aenclonar . la l•portancla que tuvo el lenguaje en que se 

desarrollaron los Mtodos e i•pleaentaclones ( lenguaje C ), ya que 

este peralt16 la facilidad de aanejo de todas las estructuras y 

operaciones necesarias. Un lenguaje con estas caracteristicas ea 

fundaaenteal para todo tipa de proyectos, ya que sl en un prlnclplo, el 

lenguaje no hubiese peral.t:ldo realizar las operaciones fundaaentale11 1 

el Cln perseguido, por lo »enoe en esta 1nvestlgac16n, no hubiera sido 

alcanzado. 

Por otro lado, la relación del aétodo staplex para grandes 

dl•enslones c:on las aatr1ces dispersas fu6 el pWlto funduen.tal de 

partida para la obtención de un a6todo al•plex: estructurado con 11ataa 

dinhlcas capaz de analizar •ucha ú.s lnCoraac16n que el .. todo 

convencional, esto es debido al ahorro de 11e1tarla ocasionado por el 

aprovecbaaiento de la d1spersldad de la aatriz del probleaa. 

Cabe hacer la aclarac16n de que estas adaptaciones sirven de 

igual foraa para solucionar probleaas "pequeftos" con aatricea denaaa. 

El 1nc:onvenlente resulta ser, que el Ueapo de proceso que se reallce 
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para solucionar el problema será mayor, y estará en función del nWnero 

de coeí1clentes no-ceros en la aatrlz. En estos casos se tendria que 

pagar el precio de usar lletas ligadas. En otras palabras, mayores 

b6squedas lmpllcan mayor tlernpo de proceso. 

Por 'Últl•o, el aspecto deteralnante en el uso de ln1clallzac16n 

en el aétodo slaplex, no rué tan solo una nueva alternativa de uso del 

116tod.o, aino que taab16n representa W\a Coraa de expllcacl6n parcial de 

este. Es decir, el la solución suministrada pertenece a una orilla del 

conjunto factible del probleaa, el llétodo siaplex 6nicaaente buscará en 

las esquinas adyacentes para encontrar la esquina 6ptlaa. Esto f'aciU ta 

aucho aás la Interpretación geoa~trica ~el alttod.o. 

La necesidad de algdn Mtod.o auxiliar es Cundaaental para 

cualquier procedialento. Se sabe que loa a6tod.os obedecen a un 

deterainado esque11a, el cual ha sido coapleaentado con el paso del 

tiempo. En este ca•o, por eJeaplo el Mtodo de Gauss-Jordan con una 

l•pleaentac16n del algorlt90 de Hall asegurará la existencia de un 

pivote 6 la singularidad de la -triz, o que por productos lnnertes de 

vectores con referencia a un hlperplan~ H asegure la convergencia del 

aifttod.o de Kaczaarz, o que con las reglas lexicogrAficas se determine la 

variable que saldrá de la base sin riesgo a ciclar indefinidlllM!nte 

dentro del aétodo slaplex. En el caso de esta 1nvestlgaci6n, el uso de 

una lnlciallzaci6n servirá co11<> ayuda 6 explicación parcial del Mtodo 

aiaplex. 
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Para tener una visión general de la lnvestlgaci6n, todos los 

temas. que la complementan, foraaron parte de una estructura que fu6 

encaminada a la solución de probleaas de progaaaci6n lineal con 

matrices dispersas. Desde luego que el concepto de aatricea dispersas 

es tomado desde el punto de vista de que no existen los ceros. 

El anli.lisis se llevó con fluidez coaenzando desde el concepto de 

desigualdades lineales, coao se representan en el cupo geoa6tr1co, la 

reglón ractlble del probleaa, la 1nterpretac16n griflca ( que es 

lndlspensable para la mejor vlsuallzacl6n del proble-), la relac16n 

existente entre la aetodologla del aétodo elmplex y la geoaetrla, la 

descripción, el uso y el trataalento de la utrices dlper11as, la 

búsqueda de estructuras accesibles, la adecuación de algorltaos, las 

estructuras dlnhicas, las U1cnlcas alternas de solución de atste-s de 

ecuaciones, la representación de datos de lleta, los probleaas de 

1aple•ntacl6n y la apllcac16n. Todos estos teaas y conceptos fueron 

abordados y co•pleaentados unos con otros para obtener el reaultado de 

la lnveatigac16n. 

Es fé.cll observar que tanto los objetivos y anillsls propuestos 6 

expuestos en un prlnclplo fueron llevados a cabo. En auaa, la 

optlalzac16n de ae.oria y de proceso fuft logrado con el uso de listas 

dlnáalcas. La optlalzac16n del probleaa analizado f'u6 llevada a cabo 

con la 1aplementacl6n de la lnvestlgac16n realizada en el Mtodo 

slaplex. 
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La llmltante más marcada de la lnvestlgaclón rué la obtención de 

los datos del problema a analizar, ya que la Cuente de donde ae habla 

programado obtener dicha lnf'ormaclón negó au partlclpac16n. El probleaa 

de la planta ref"lnera de Sallna Cruz. analizado en el últlao capitulo, 

rué f"acllltado por el Dr .. Antonio Montalvo, Superintendente Gerencial 

de Transformación Induetrial en Petroleoa Mexicanos. 

La recomendación principal 'de la lnvestlgaclón está encaalnada 

hacia la dlf"erencia de caracteres de loa aétodos dlrectoa y los ~todos 

iterativos. El caso de que el número de variables sea mayor que el 

nWftero de restricciones ocasiona una pérdida visual del probleaa cuando 

se intenta la lniciallzación iterativa, por el •otlvo de que algunas 

variables no son toaadas en cuenta. 

De los aétodos iterativos se puede aprovechar el hecho de que la 

. aatriz no es alterada por transiciones y de ahl tras una 1nveet1gac16n, 

poder encontrar compatlbllldad con el método simplex. Este podrla ser 

un aná.Usls auy interesante que podrla ser desarrollado en lt6todos 

nÚllerlcos. 

Otro aspecto de los aétodos iterativos es su convergencia. El 

aétodo no convergerá cuando la solución real del método se encuentre 

muy alejada de la solución lnlclal. En este caso se pueden recoaendar 

dos caminos a seguir para asegurar la convergencia: Utilizar una 

163 



tolerancia de convergencia igual o cercano a cero y un limite de 

1 teraciones muy grande, 6 utilizar un método directo. Se recomienda 

también que el mlmero de iteraciones que se proponga como limite para 

converger sea proporcional a la dimensión de la matriz. Es decir, para 

una buena convergencia utlllzar N x 13 iteraciones, donde N es la 

dimensión de la •atrlz cuadrada. 

Ob•ervac16n Final 

Para f'inallzar, al igual que el proble•a analizado, existen miles 

de probleaas en l~ vida cotidiana que pueden ser solucionados por •edio 

de este tipo de étodos, y a medida que las e•presas se desarrollen, se 

requerir' de un mayor nUaero de herruientas •ateútlcas más potentes y 

especificas que ayuden a resolver los problemas que con el tiempo se 

presenten. en este caso el. probleaa ru~; el proceso global de una gran 

cantidad de datos en un probleaa de prograaación lineal. 
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ANEXOS 



AME X O A ~ LEXICOGRAEICAS. 

S1 al estar iterando con el abtodo slmplex sucede el caso de que 

hay un empate en la dec1sl6n de cual colwana entrará a la base, aqui 

arbltrarlamente se elige una de ellas y con esto no se causaré. nlngán 

tipo de problema consecutlvo. Pero cuando se tiene un empate en la 

dec1s16n de cual variable saldré. de la base, entonces no se puede 

romper el e•pate arbitrariamente porque se podria ocasionar un clclaje, 

que después de varias lterac1ones, llevará al mismo punto en el cual se 

realizó la decls16n. Este problema se debe a lo degenerado de las 

soluciones factibles bé.slcas. 

La forma de evl tar este tipo de probleus es usar las lla.adas 

reglas lexlcogré.Clcas, que pueden asegUrar que la elecc16n de la 

variable de salida es la correcta. 

Los pasos a segulr son los slglllentes: 

Pa.o 1 : Sl exlste un empate entre las variables que van a 

sallr, construyase un subconjunto de las variables empatadas que 

pertenezcan a la base. 

Paao 2 : Hacer la co•paraci6n de cual variable e11J>&tada 

aparece registrada en el priaer co•ponente de la base. 51 existe eaa 
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variable se borra del subconjunto. 

Paao 3 : Si solamente existe en el subconjunto una variable, 

esa es la variable que saldrá de la base. Si existen dos o más, regrese 

al paso 2 y co•parar pero ahora con el segundo componente de la base, y 

asl sucesivamente. 

E.JllllPlo Se dice que 18. base está. co•puesta por las siguientes 

variables: 

B • x5, x6, x7 

y que hay un eapate entre las variables xS y x6. 

Paso 1 

8(1) • xS, x6 

Paso 2 : La pr1Mr componente de la base es xS, y C090 al 

existe dentro del subconjunto, se eltalna x5 del subconjunto 8(1). 

Paso 3 : 

8(1) • x6 

Co11<> ya es el Wlco eleaento del subconjunto, la variable x6 es 

la que sale de la base. 

El ltstado del Mtodo se presenta en el anexo . 
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ANEXO B PRQCED!H!ENIOS ~ ~ Y GAUSS-JORDAN ~ 

En este Anexo se presentan los procedlalentos y funciones aé.11 

!•portantes en la real1zac16n de los a6todos Sl•plex y Gauss-Jordan. 

B. 1. Coorco DIL Al.coRITm DE Hw.. • 

A esta rutina se le sualnlstra un apuntador al primer elemento de 

la lista, un apuntador al prlaer eleaento de la base y las coordenada• 

del lugar donde se desea tener un coeflclente no-cero. El prl11er paso 

es buscar un eleaento a la derecha de la coluana especlflcada •obre el 

alsao renglón ( lineas 2 y 4 ). 51 se encuentra uno, 11e actualiza la 

base caablando la variable de la coluana que se encontró por la 

variable de la coluana donde no exlstia pivote e lineas 7-13 ), de tal 

foraa que los valores que quedan en la base son las variables que 

tendrán solucl6n en el Mtodo de Gauss-jordan. Luego lntercaabla las 

coluanas y teralna la Cunc16n. Hay que hacer notar que cada ll~a de 

este proceso solamente realiza una busqued.a de eleaento, realiza laa 

operaciones pertinentes y ter•lna. 

El código del método es el siguiente: 
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BuscaDerecha (lleta, bases. ren, col) 

ENLACE lista¡ 

BASE bases¡ 

lnt ren, col; 

ENLACE ce, ccc, nuevo, apuntando; 

BASE bbb, bb: 

lnt colaux, colut, cólu2, renglol, rengloZ, auxl¡ 

float awcvalor; 

char caablocc, camblocc.c; 

1 cc•Usta; 

2. whUe(cc->renglon l ren ) ccs::cc->slgulente; 

3 do ( 

4. lf(cc->colwnna > col ) { 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

zz 
23 

24 

25 

26 

lf( cc->renglon == ren && cc->colu.mna }a 2000 ) { 

colauxacc->coluana; 

bbbsbbmbases¡ 

whlle(bb->coluana 1 = col ) bbs:.bb->slgul~mte; 

whlle(bbb->col\Ullla 1.• colaux 

bbb-bbb->slgulente; 

auxti=:bb->coluanal; 

bb->coluanal•bbb->coluanal: 

bbb->coluanats::auxt; 

ccc=cc•llsta;: 

whlle(IJ ( 

wbUeCr;:c->colu.na 1 • col) 

lf(cc - NULL) break; 

cc-cc->slgulente; 

whlle(ccc->colUllR& I • colaux ) { 

lf(ccc - M.D.J..) break; 

ccc-ccc->slgulente; 

lf(cc-NULL I& ccc-NUl..L) break; 

colut•cc->columaa; 

renglol-cc->renglon; 
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27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

co1U2=ccc->coluana; 

renglo2111ccc->renglon: 

lf(ccc••NUU..) renglo2""5000; 

tf(cc-NULL) renglol•SOOO; 

lf( renglol - renglo2) { 

auxvalor•cc->valor; 

cc->valor=ccc->valor; 

ccc->valorcauxvalor; 

caablocc•caabloccc•' s'; 

Jf( renglot > rengloZ , , renglol - O && 

renglo2 > O l { 

apuntando•llsta; 

lf(apuntando J • ccc) 

whlle(apuntando->slgulente f• ccc) 

apuntando•apuntando->slgulente; 

nuevo•CENLACE)aalloc(slzeof(El.DIEMTO)); 

nuevo->valor•ccc->valor; 

nuevo->renglon•ccc->renglon; 

nuevo->coluana=col; 

nuevo->stgulente-ccc->slgulente; 

lC(apuntando 1 • ccc) 

apuntando->slgulente-nuevo; 

else c•Usta-nuevo; 

apuntando•ccc; 

free(apuntando); 

ccc-nuevo->slgulente; 

cqblocc••n•; 

lf'( renglol < ren,slo2 : : renglo2 •• O && 

renglol > O) { 

apuntando-lleta; 

whlle(apuntando->algulente I • ce) 

apuntando•apuntando->slguiente; 

nuevo•(aft..ACE)aalloc (stzeoC(EUJfEHTO)): 

nuevo->valor•cc->valor; 
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63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

nuevo-!>renglon=cc->renglon: 

nuevo->columna=colaW<; 

nucvo->slgulente=cc->sigulente; 

apuntando->slguientc=nuevo; 

apun tando=cc; 

free (apuntando lt 

cci:znuevo->elgulente; 

cambloccc='n'; 

lf.(cambloccc==' s' ) ccc•ccc->slgulente; 

if(camblocca•' s') cc .. cc->slgulente¡ 

cambloccc•caablocc•' n'; 

lf( renglol I= ren ) { noderechaa'n' ¡ break¡ } 

break; 

80 ccccc->slgulente¡ 

81 } whlle(cc->colwnna '"'col , , ce 1~ MJLL ); 

82 

Este procedimiento contiene d~s apuntadores "ce" y "ceo" los 

cuales apuntan1n respectlvaaente a la colU11J1a donde no se encontró 

pivote y a la columna donde si se encontró sobre el alsao rengl6n 

(lineas 15-23). Luego se procede a lntercaablar las collllll\BB apuntadas 

por "ce" y .. ccc" pudiendo suceder alguno de los 3 casos slgulentes por 

ser dlspersa la aatrlz: 

l) cuando los coeflclentes a lntercaablar corresponden al •lsao 

renglón, Aqui slaple11ente se lnterca11blan los contenidos los cupos 

Ulneas 31-36 ), 
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11) Cuando el renglón correspondiente al coeficiente de la colUlllla del 

lado · izquierdo es mayor que el renglón del coeficiente del lado 

derecho. En este caso se genera un nuevo elemento en la columna 

izquierda con el renglón igual al del elemento de la columna derecha y 

termina con la eliminación de este tUtlmo ( lineas 37-55 ). 

111) Cuando el renglón correspondiente al coeficiente de la columna del 

lado izquierdo es menor que el renglón del coeficiente del lado 

derecho. En este caso se genera un nuevo elemento en la colwnna derecha 

con el renglón igual al del elemento de la columna izquierda y termina 

con la eliminación de este último ( lineas 56-71 ) , 

Este procedimiento teriainará bajo alguno de estos dos casos : que 

no encuentre elemento a la derecha del renglón especificado ( llnea 77) 

6 que ya no encuentre elementos en las coluanas especificadas· para 

seguir intercambiando ( linea 24 ), 

8. 2. CoDICO PARA HACER CoLUNlfAS UWITARIAS , 

Este procediaiento, dado un pivote y un nímero de renglón de la 

aatriz, hace la coluana correspondiente al pivote unitaria. Es decir, 

vuelve la columna de elementos ceros con excepción del eleaento pivo~e 

que será igual a uno. Este procedlaiento necesita un apuntador al 

pri1ter elemento de la lleta ( dado por el prlaer paraaetro ) , las 
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coordenadas del elemento pivote ( dadas por el segundo y cuarto 

parúetros ) y el nÚltero de renglón que se va a mod.1f1car ( dado por el 

tercer paré.lletro ) . 

Prl11ero se encuentra el pivote ( lineas t0, 11, 18 y 19 ) , el este 

es cero el procedlalento termina ( llnea 2Z ), s1 no es cero sigue con 

el proceso hasta que opera en ·todos los e le•entos del rengl6n indicado 

por el tercer paré.aetro. 

El listado del procedi'Dliento se presenta a contlnuacl6n : 

HazUnoColuana (lista, ren, reruaod, col) 

2 ENLACE lista: 

3 

" 
1nt ren, renaod,col; 

5 ENLACE llstal, 11sta2, teap, awclncer, awcc; 

6 float valor, elellk, ele•1, pivote!; 

7 lnt 11nea,columna,colwmlc,coluan1; 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

H 

15 

16 

17 

char cublok•' a', camblol•' a'; 

llsta2•llstal•llsta; 

whlle(llstal->ren,glon 1 • ren ) 

llsta1•11sta1->algulente; 

whlle(llsta2.->rena;lon t.,. renaod 

llsta2•11sta2->slgulente; 

vbUe( UstaZ->collWlll I • col l 

1f(llsta2->col\mna > col ) break; 

llsta2•llsta2->slgulente; 

18 whlle(llstal->coluana I• col) 

19 11stat•llsta1->slgulente; 

20 lf( llstaZ->coltdlRa > col ) plvotel~; 
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21 else plvotel• llata2->valor; 

22 1f( pivote! I• O l { 

23 llsta2=-llstatssllsta¡: 

24 whlleCllstat->renglon I • ren 

25 llstat•llstat->slgulente; 

26 whlle(llsta2->renglon l• remtod 

27 llsta2=llsta2->slgulente; 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

whlle(llstat->renglon - ren , , llsta2->renglon == 

renaod) { 

coluank•llstal->columna: 

coluanlssllsta2->Columna; 

elellk=llstat->valor: 

eleal•.llsta2->valor; 

lf(coluank I• coluanl) 

lf (coluank > coluanl J 
elellk-=O; 

caablok='s' i 

llata2->valor • eleal: 

lf (columnl > coluank) 

teap-llsta2; 

Usta2•11sta¡: 

lf ( teap 1 • lista 

whlle(llsta2->slgulente I• teap) 

llsta2•11sta2->slgulente: 

awclncer•(EJiLACE)aalloc(slzeof(ELEMEJfTO) ); 

auxlncer->valor • (-plvotel )•eleak; 

auxlncer->renglon • renaod; 

auxlncer->colu.na • coluank; 

lf(teap I • lista) 

llstaZ->slgulente • auxlncer; 

auxlncer->slgulente • teap: 

lf(teap •• llsta) llsta2•auxlncer: 

lr!te11P I • lleta) 

llsta2•11sta2->slgulente; 

173 



57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

el se llsta2->valor • eleml-plvotel •elelftk: 

lf' ( Usta2->Yalor - O ) 

lf (Usta2->coluana•• 2000) break; 

te•pªllsta_2¡ 

llsta2•11sta; 

lf ( teap """" Usta2) 

c•c->slgulente; 

llsta=llsta->slgulente; 

free(llsta2); 

else { 

whlle( Usta2->slgulente l • temp) 

llsta2•1 lsta2->slgulente; 

11sta2->slgulente•llsta2->elgulente->slgulente: 

free ( te•p); 

lf'(caablok la 'e') llstat•llstat->slgulente: 

lf(c-blol 1 a • a') 11s~a2•11sta2->slgulente: 

caablok•caablol•' a'; 

Una vez que se localiza el pivote diferente de cero se proé:ede a 

localizar los renglones que operar6n durante el procedl.alento ( lineas 

24.-27 ). "llstal" buscari el prlaer eleaento del renglón noraaUzado 

(prlnclpal) y "llataZ" buacari. el prl.er ele.ente del rena:l6n a 

aodlflcar ( secundarlo ) ( tercer paraaetro del procedl•lento ). 

Para aodlflcar el renglón secundarlo con reepecto al prtnclpal 1 

por ser la aalrlz dlsperaa, pueden suceder irea ca•os : 
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l) cuando los coeficientes de aabos renglones corresponden la alsaa 

columiia. Aqul slapleaente el valor del elemento del renglón a •odlficar 

toma el valor de él alsmo disalnuldo por el producto del pivote y el 

valor del elemento del rengl6n principal ( linea 57 ) . 

ll) Cuando la coluana correspondiente al coeflclente del renglón que se 

va a aodlflcar es aayor que la coluana del coeflciente del renglón 

principal. En este caso se g'!nera un nuevo ele•ento igual al 

correspondiente del renglón principal, localizado en el renglón a 

modificar en la coluana igual al del eleaento del rengl6n principal 

(lineas 40-56). 

ll I) Cuando la columna correspondiente al coeficiente del renglón 

principal es aayor que la coluana. del coeficiente correspondiente al 

renglón a Ílodlficar. En este caso no se hace ningdn aovialento ya que 

se toaa iaplicitaaente el eleHnto del principal igual a cero y no le 

causa caablos al rengl6n a llOdlficar ( lineas 35-39 ) . 

Un aspecto auy iaportante de este procediaiento es que cuando ae 

crea un e leaento igual a cero este ea borrado de la ll•ta 

lnaedlataaente, esta caracterlstlca aantlene la dlspersldad en la lista 

( llneas ss-66 J. 

Este procedlalento teralnar6. sl no existe pivote 6 cuando ya no 

existan eleaentos en ninguno de los dos renglones que operan en el 

procedialento ( linea 28 ) . 
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B. 3. C.ODtGO DE NOIUlll.l'ZAClON DE RDfGLONES • 

Este procedi111lento únicamente realiza la dlvls16n c:le los 

elementos del renglón especlflcado por el segundo parámetro, entre el 

valor del coeflclente pivote especlf1cado por el renglón y la columna 

de loB parámetros del procedimiento. De 1gual :forma se le suministra un 

apuntador al priaer elemento de la Usta para realizar las operaciones 

pertinentes. 

Este procedimiento realiza al prlnclpio una busqueda del elemento 

pivote ( lineas 2 y 3 ), s1 no lo encuentra hace la variable global 

"no_soluelon" = 's, ( lineas 10-13 ) y termina el procedimiento. St lo 

encuentra hace "no_soluclon" .,. 'n' ( lineas S-9 ) y continua con el 

proceso. 

El Ustado se presenta a contlnuac16n t 

HazUnoPrinclpal Cltsta, renglon, coluana) 

ENLACE lista; 

lnt renslon. coluana; 

float aux,a,uxl; 

ENLACE arreglo, apunta¡ 

arreglo•Usta; 

2 whlle(arreglo->renglon f = renglon 

3 arreglo-arreglo->slgulente; 

4. whlle(arreglo->renglon =-=- renglon ) { 

S lf (arreglo->colwnna ==- coluama) 

6 no_soluclon•' n' ¡ 
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7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

aux=arreglo->valor: 

break; 

lf Carreglo->colwma > colwana) 

no_soluclon=' s•; 

break; 

arreglo=arreglo->s lgu lente; 

16 lf(no_soluclon s:u::1 'n') { 

17 arreglo•llsta¡ 

18 whUe(arreglo->renglon I • ren.glon) 

19 arreglo•arreglo->slgulente; 

20 whlle(arreglo->renglon •• renglon ) 

21 arreglo->valor • arreglo->valor / aux; 

22 arreglo • arreglo->slgulente; 

23 

24 

25 

Cuando el procedl•lento encuentra el pivote sl•pleaente dlvlde 

todos los elementos del renglón entre el valor que contiene el elelll!lnto 

pl vote e lineas 20-22 ) . 

El proce<li•lento ter•lna cuando ya no se encuentran e leaentoa en 

el renglón ( linea 20 ) . 

B. 4. CooJGO PARA ~ EL El.Dmrro HAs NEGATIVO DI lM RDlct.Oll, 

Esta func16n Wllca.ente encuentra el valor ús negativo del 
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renglón especif"icado por el segundo parimetro ( lineas 3-11 ) • Si no 

encuentra negativos hace a la variable "masnegatlvos"=ºn' ( linea 1 . 

Esta variable permanece igual ). Pero si encuentra alguno, asigna el 

valor de su colwnna a la variable "masnegacolumna" que es una variable 

slobal linea 6 ). El valor de "actual" comienza valiendo cero y sl 

existe algún ele•ento menor que el asigna dicho valor a este ( linea 

7 ). 

La función termina hasta que se termine de revisar el renglón 

especificado. 

MasMegativo (lista; renglon) 

ENLACE lista: 

int renglon; 

f"loat actual•O. O; 

1 aa.snegativos•'n'; 

2 whlle(lista->renglon 1 = renglon) lista=lista->siguiente; 

3 . while(llsta->renglon a:• renglon) 

4 if( lista->columna 1 = 2000) 

5 i.f (llsta->valor < actual) 

6 11asnegat1vosa• s•; 

7 actual•Usta->valor; 

8 aaSnegacolumna=lista->coluana; 

9 

10 llstaaUsta->siguiente;: 

11 

12 
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8. 4. CoolGO PARA ENCONTRAR NUEVO PIVOTE , 

Este procedlmlento es 11.uy laportante, ya que deter•lnará cual 

variable saldrá de la base. Hay que recordar que una elección 

inadecuada de esta variable podrla ciclar indeflnidaente el aétod.o, 

hasta llegar al mismo lugar de donde se habla partido, de aodo que el 

problema se degeneraria. 

Para evitar este probleaa se apllcarlin las pruebas 

lexicograficas, ( incluidas en este listado ) que por 118d1o de 

comparaciones 116.s profundas, se deterainará cual variable saldri de la 

base ( Ver Anexo A). 

Este procedimiento, con el valor de la coluana sualnlstrado por 

el t'lltlmo parámetro ( que es la variable qu~ entrarla a la base ), seri 

la columna donde se buscaré la elección ús apropiada que deter•lnaré. 

la variable que ha de salir de la base, ya sea por la elección directa 

( dividiendo los elementos del vector de la coluana seleccionada para 

entrar y el vector actual de recursos para determinar el menor ) 6 por 

la consulta a las reglas lexicográficas si es que existe e•pate. El 

apuntador al primer eleaento ~ la base es suministrado para realizar 

las comparaciones pertinentes en caso de que exista eapate, y las 

pruebas lexicogréflcas puedan llevarse acabo. ( Para •ayor 1nforaacl6n 
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acerca de estas pruebas ver Anexo A ) . 

El listado se presenta. acontlnuación: 

NuevoPlvote (lleta, base, columna) 

ENLACE llsta: 

BASE base; 

lnt coluana; 

Dn.ACE ccc: 

BASE bbb: 

f'loat auxiliar, dlvlsion, elegido, previovalor, actual valor; 

int iguales, prevtovalorren, actualvalorren; 

char ya•" n' ; 

ccc•Usta; 

3 lgualesanegatlvos=O; 

4 whlle( ccc->renglon I • O ) { 

5 lf( ccc->coluana - coluana ) { 

6 actual valor11;1ccc->valor; 

7 lf(actu~lvalor < O) 

8 negativos++: 

9 lf(actualvalor > O) 

10 actualvalorren•ccc->renglon; 

11 while( ccc->coluana 1 sz 2000) ccc•ccc->sigulente; 

12 dlvlalon•ccc->valor/actualvalor; 

13 lf (ya •• 'n' l { 

14, elegldowdlvlslon: 

15 nuevoplvotes•ccc->renglon; 

16 ya•' s'; 

17 

18 else .lf( dlvlslon <elegido && divlslon I• O ) { 

19 elegldosdlvlston; 

20 nuevopl votesuccc->renglon; 

21 
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22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

else lf (dlvlslon ""ª elegido) 

bbbabase; 

lguales=-1; 

whlle(lguales I• O) 

lf(prevlovalorren si:= bbb->renglon ) { 

nuevoplvotes=actualvalorren: 

lguales=O; 

lf (actualvalorren - bbb->renglon ) ( 

nuevoplvotes~revlovalorren¡ 

lgualeS~,; 

lf (iguales••!) bbb-bbb->slgulente: 

prevlovalor=actualvalor; 

prevlovalorren•actualvalorren; 

ccc•ccc->slgulente; 

Este procedl•1ento busca eleaento en la coluana espec1f'lca para 

cada renglón ( linea 5 ). Sl encuentra dicho coeficiente, este puede 

caer en cualquiera de los dos casos siguientes: 

a) Cuando el valor del coeflclente es •enor que cero. Aqul 

simplemente se lncre•enta la variable "negativos" en uno ( lineas 7 y 

B ),de tal forma que, fuera de este procedlalento, sl el valor de 

"negativo" es igual al mlmero de renglones. entonces el probleaa es 

degenerado. 
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b) Cuando el valor del coeficiente es mayor que cero. Aqul. se 

busca el valor de "b" correspondiente ( 11.nea 11 y se real lza la 

división pertinente ( linea 12 ). La variable "ya" indica cuando un 

pivote ya ha sido elegido en primera instancia y el cual podrá irse 

mejorando. El valor de la d1visl6n se almacena en la variable 

•elegido., para poder realizar luego las comparaciones ( lineas 13-17 ). 

Al repetir el procedimiento y encontrar otro elemento sobre la columna 

en otro renglón se realiza el mlsmo procedlmiento. Como "ya" ,,. 's' 

entonces se realiza la comparación de "elegldo" con "dlvlslon" 

(producto de la búsqueda anterlor ). En la comparacl6n puede suceder 

alguno de dos casos sigulentes: 

u "divislon" < "elegido". Aqui "elegido" toma el valor de 

"dl.VlBlon" ( lineas 18-21 ) • 

II> "dlvision" "elegido", Se realizan las pruebas 

lexlcográ.f'icas. Se busca el primer elemento de la base ( linea 23 ) y 

se comparan los renglones de las variables e•patadas. Con cada ciclo se 

recorre un elemento en la base y se vuelve a comparar hasta cwnpllr con 

las reglas ( lineas 22-26) ( ver anexo A ) . 

El valor del renglón elegido quedar• almacenado en la variable 

"nuevoplvotes" ( lineas 15,20,27 y 31 ), 

El procedimiento termina cuando ya no existen r~nglones que 

analizar e linea 9 ) . 
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AME X O e 

Cuando una •atrlz A de n x n tlene algunos de sus eleaentos 

iguales a cero en su diagonal, hay que realizar algunos pasos previos 

de intercambios de filas o col"l;lllla& de tal Coraa que la diagonal 

resulte Ubre de ceros. El conjunto de no-ceros obtenido es llaudo 

transversal. Hay que tener cuidado con laa aatrlcea, ya que una 

diagonal completa lapllca una aatrlz no-singular, pero una aatrlz 

singular puede tener taabtlm diagonal coapleta. 

Cuando una aatrlz no puede ser permutada para que la dl~onal 

completa resulte se dice que es una -trlz almbóllcamente •lnaular. Sl 

el 1uixl110 nW.ero posible de ele11entoa en la tran•versal es k < n, 

entonces k es el rango slabóllco y n-k es la nulidad •1ab6llca. 

El algorltao de Hall ( 1956 ) requiere de •n• pasos: el prop6alto 

de la k-éslma 1 teraclón es colocar un ele•nto no-cero en el ele•nto 

Jc-éslmo de la diagonal. Despues de que Je 1 teraclonea han •ldo 

realizadas la diagonal contiene no-ceros en sus k lnlclales poalclonea. 

Entonces en la Jc+l-éslaa lteraclón se pueden tener alguno de loa trea 

casos siguientes: 
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1) a(k+t,k+l) diferente de cero ... 1terac16n k+l terminada. 

2) Un no-cero puede ser encontrado a la derecha de la 

colUllfla k+t sobre el •lsmo renglón. En este caso. intercambiando 

colwmas se traera ese elemento hasta la columna k+l ( en la diagonal). 

La sub-•atriz cuadrada foraada por las filas y columnas de 

la uno a la k no se aodlfica por los lntercaabios y los elementos de la 

diagonal permanecen igual. 

3) Cuando no se encuentran eleaentos no-ceros a la derecha, 

se forma un reglstro para posiciones visitadas, y se utilizará de la 

siguiente forma: se registra la primera posición que es k+l, y luego: 

Paao t ) Se busca un ele11ento no-cero en el lado izquierdo de la 

coluana actual. Si se encontró en la colUllJla "I" entonces se busca la 

poaic16n Cf. f) a lo largo de la columna. Se registra "f". Sl no se 

encontró elemento a la izquierda, el a6todo ter•lna y la -trlz ea 

singular. 

Paao 2 ) Se busca un eleaento no-cero a la derecha de la k-6slaa· 

posición en el •is11.o renglón "f". Sl encuentra un eleaento ( colwma 

"v" ) • entonces se registra · "'w" y teralna la busqueda. En otras 

palabras. este proceso teralna cuando un elemento registrado se 

encuentra en el rango de colwmas C k+l ... n ), Sl no se encuentra 
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elemento a la derecha en (k+t . • . n) entonces pasar al paso 1 sin 

cambiar el registro. En estos aomentos el registro esta for-do por 

(k+t 1 f, w ). El siguiente paso será : 

el renglón k+l se convierte en renglón f 

el renglón f se convlerte en renglón v 
el renglón w se convierte en renglón k+l, 

éste proceso traerá un renglón a la posición k+t que contenga un 

eleaento a la derecha de la coluana k+l, de tal foraa que, teniendo 

esta matriz, se analiza nuevamente con los casos 1) 1 2) y 3) y se 

realizan las indlcaclones convenientes. 

Este a6todo es auy sencillo y auy pr6ctlco para traer eleaentos a 

la diagonal principal, si es que existe. A continuación se realiza un 

ejeaplo para ver el coaportamiento del a6todo. 

Sea la siguiente aatriz de 5 x 5 : 

z 3 4 5 

X X 
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Para la poalcl6n (1, 1) al exlste el pivote ( caso 1 ), se 

continua con el eleaento (2, 2) que ta.ablén existe ( caso 1 ) , luego el 

el~11ento (3, 3) que no exlste y no tlene elementos a la derecha ( no ea 

caso 1 nl caso 2 ) , Este corresponde al caso 3, Se encuentra un 

eleaento en la coluana t, por lo que el registro va co•o slgue (3 , 1). 

Por la colwma 1 se encuentra el ele•ento U, 1) y se busca a la derecha 

de la coluana 3 del renglón 1 y se encuentra un ele11ento en la coluana 

5 y se registra . COao 5 > k:-3, ter•lna el proceso, y se realiza el 

a.n6.llsl• con el registro • ( 3, 1, 5, 3). 

El caablo de renglones se real lza de la slgulente aanera ; 

el renglón 3 se convlerte en renglón t 

el renglón 1 se convierte en renglón 5 

el renglón 5 se convl~rte en rengl6n 3, 

de tal roraa que la aatrlz queda coao ~l1JU9: 

2 3 4 5 

ic X : 1 

y el caso al que pertenece esta utrlz para k • 3 ea el caao 2 doncle 

encuentra un eleaento a la derecha de la columna 3, e lntercublando 

las col\lllllas S y 3 la utrlz resulta coltO alaue: 
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2 5 4 3 

asl el eleaento (3, 3) ya existe, y de igual f"oraa se continua hasta el 

paso 5. 

Oba.rYaclone• • 

Sl se lnteractíaa 6ste algorltao con la ellalnaclón gauaalana 

resulta ser un 116todo aucho ús ripldo y eficiente, ya que •lentras la 

el1alnac16n gausslana barre la aatrlz de lzqulerda a derecha, es decir, 

que todos los eleaentoa existentes •e lrin registrando a la derecha de 

la dlqonal, el Mtodo de Hall 6nlc..ente recurrir• a loa ca•o• 1, 2 y 

te6r1c&.ente, nunca recurrir• al caso 3. 

El listado .correspondiente a eate a6todo est6. incluido en el 

anexo 8, bajo el nombre de "BuacaDerecha". 
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