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Objetivo

El objetivo de este trabajo es hacer un andlisis critico sobre la dltima parte
del primer libro impreso de la matemitica en el Nuevo Mundo, el cual trata
sobre el Arte Mayor, es decir, el Algebra.



Prélogo

La problematica que existe en la conformacidn de la historia de la ciencia
en México, y en particular de la matemitica, se centra en las siguientes dos
causas:

a) Carencia de las fuentes originales,

b) Insuficiente preparacién profesional en el estudio de la historia de la
ciencia y en particular de una historia de la matemitica.

Sobre el primer punto hay que decir, que muchos son los factores que
han contribuido a la casi total desaparicién de las fuentes originales en
nuestro pais, mermaido el acervo, no sélo de las ciencias sino, en todas las
ramas culturales de la nacién. Estos aspectos no los discutiremos aqui ya
que es una problem:itica archiconocida.

Actualmente para hacer una historia critica en México, se tiene que acu-
dir a instituciones del extranjero, donde ahora radica parte de este acervo
cultural. Este s, el caso del primer libro de la matemdtica, que fue impreso
en nuestro pals, en ¢l afio de 1556 por Juan Pablos Bressano, cuyo titulo es:
“Sumario compéndiofo delas quéntas de plata y oro § en los reynés
del Piru fon neceffarias a los mercdderes:y lodo genero de tratanies. Cé
algunas reglas tocanles a la Arithmetica”. “Fecho por Juan Diez freyle”.

Por otro lado, conceptualizar una historia de la matematica, sin ser pro-
fesional en esta disciplina, conduce por lo general a miiltiples y equivocadas
interpretaciones; es asi, que para realizar una historia critica de la ciencia
y en especial de la matemditica, se debe hacer dentro de una parafrasis jui-
ciosa, teniendo siempre presente, el horizonte histérico de las obras. Por
tanto, para llevar a cabo esto, hay que tomar en cuenta, por lo menos,
dos parimetros: tener formacidn profesional en la matemdtica y de igual
manera en la historia de la misma.

Quiero expresar mi gratitud a todos aquellos que por su estimulo y ayuda
hicieron posible la culminacidn de este trabajo. En especial a mis amigos:
Mat. David Herndndez Percz, al M. en C. Jaime Feliciano Herndndez e
Irma Rodriguez Arteaga, asf como a Isaac Miranda Z., Alfonso Estrada G.,
Victor M. Perez C., Felipe Chavez C. y Daniel Escalante G.fcompaiieros
de espeluznantes aventuras,
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Advertencia

Sabemos de las discrepancias sobre la utilizacidn del lenguaje algébrico,
que sustituye a la demostracién geométrica; estamos concientes que hay
una pérdida en la sensibilidad de contemplar geométricamente todos los
problemas que se presentan en este trabajo, pero el lenguaje geométrico
desbordaria el niimero de paginas de esta tesis.

Aunque también hay que decir que el estudio acucioso de los proble-
mas en lenguaje algébrico y su transformacién al geométrico no es nada
complicado, ejeraplo de esto son las proposiciones 4,5 y 6 del libro Il de los
Elementos de Euclides y los problemas (3.1 y G.2, que se encuentran dentro
de estas mismas paginas.



Indice

1 Introduccién

2 Ficha Bibliogrdfica del Libro
Contenidodel Libro . . ... ... ... . o0 .,

3 El Arte Mayor
BESIS & . . i e e e e e e e e e e e e e e e e

4 Matemaditica Babilonica y Egipcia
Primer Perfodo . . .. ... ... .. ...
Segundo Perfodo . . . .. .. .. .. L o0 o
Egipcios . . . ... .. ... .. . e
Conclusién L o

©

Etapa Alejandrina »
Euclides . . ...........
Conclusién . ... ........ W
Héron ............ PR
Conclusion . . .. ...... e
Excursus [, .. .........
Nimeros Figurados . . . .. ... . .
Gnomo. . . ... ... ...t
Tripletas Pitagéricas . . . . . . T O
Aplicacién de Areas . .. .. ... .0 G

6 Etapa Diofantina
Diofanto . . .. ... .. R N
Conclusion . . ... ......%" Vel




vi Indice

7 Matemitica Arabe (I) ;
AlLKhuwdrizmi . ... ... ... 0L T S S )
Conclusién . . ... .......... e G

8 Matemitica Arabe (II)
Abi-Kamil ... ..... NI
Al-Karaji
Al-Kayyami . ... .... ...
Ha-Nasi . ............ oo
Conclusién . . . .. .o, .. i
Epitome . . ... ... ..z i
Excursus I ; .
Bibliografia . sy
ColoféSn . . ... .... PR R ST e




Capitulo 1

Introducciéon

Antes de dar a conocer todo lo referente a “El Sumario Compendioso...”,
recordaremos brevemente la situacién politica y social por la que atravesd
la Nueva Espaiia en el siglo XV, asi como el papel que jugd la imprenta
en el Nuevo Continente.

En 1519, Hernan Cortés entra a la Ciudad de Tenochtitlan; consuman-
dose dos afios después la conquista, siendo ésta acompafiada de la des-
truccién de las culturas que alli existian. El gobierno mondrquico espaiiol
nombra, a Antonio de Mendoza como el primer virrey de la Nueva Espaiia,
asume su cargo en el afio de 1535 y por mds de una década se hace cargo de
los asuntos de la colonia, siendo habilmente asesorado por el primer obispo
de México (y principal destructor de la cultura precolombina), Juan de Zu-
marraga. De este par de autoridades, surge posiblemente la idea de traer
una imprenta al nuevo mundo [1].

La historia de la imprenta en la Nueva Espaiia, es muy confusa, pero
lo que de cierto se conoce es: en el afio de 1539, Juan Cronberger hombre
de negocios e impresor aleman, radicado en Sevilla, firma un contrato con
Juan Pablos Bressano, natural de la ciudad de Brescia, Italia, por el cual se
compromete a venir a la Cd. de México con una impresora y con la firma
de la “Casa de Juan Cronberger "{1][4]{5].

Por otro lado en una bibliografia Mexicana del siglo X VI [2] se encuentra
una lista de todos los posibles libros impresos en este siglo, el primero de los
cuales se seiiala con el titulo; “Escala Espiritual para llegar al cielo de San
Juan Climaco”(véase también [3]) editado en 1537, de dicho ejemplar no se
ha encontrado referencia alguna,; el siguiente es: “Breve y mds compendiosa
doclrina christiana en lengua mezicana y castellana, que contiene las cosas
mds necesarias de nucsira sancla fe catholica, para aprovechamienlo destos
indios nalurales y salvacidn de sus dnimas ”, (del cual si hay referencias),
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2 Introduccion

imprimiéndose en el afio de 1539, consideridndolo como el primer libro im-
preso en México. En base a lo anterior podemos decir que la fecha en que
llegd la imprenta a la Cd. de México y con esto a toda América fue a fi-
nales de 1539 o principios de 1540, siendo su primer impresor Juan Pablos
Bressano, (1a fecha se toma, en base al libro del que se tiene referencia).

Los escasos datos bibliogrificos [2] indican que en el afio de 1556, cinco
fueron los libros publicados, entre estos se encuentra el “Sumario Compen-
dioso...”. En lo que resta del siglo no se volvié a imprimir libros relativos
a la matemdtica a excepcion de un manual naval, titulado: “Instruccién
Nautica” realizado por Diego Garcia de Palacio [1]{2] el cual fue publicado
en el afio de 1587.

La imprenta desde sus inicios, estuvo subsidiada por la iniciativa pri-
vada, como ya se vio, y fue introducida en la Nueva Espafia como un instru-
mento evangelizador razén por la cual, la mayoria de los libros tratan sobre
asuntos religiosos [6]. Aunado a lo auterior, Juan Pablos, hace referencia,
que la imprenta era un “mal negocio” {1}, jpor qué?. Revisando los hechos
se puede atribuir esto a tres factores: primero, un gran porcentaje de los
espaiioles que llegaron a México no sabian leer; segundo, era mds barato
copiar que hnprimir; tercero el papel escaseaba por acd [6]. Entonces, jpor
qué, un libro referente a la matemadtica?. De acuerdo al contenido de este
libro se puede suponer que era necesaria una guia que tuviera tablas en las
cuales se podia consultar sin mucho esfuerzo, ¢l cambio de una moneda a
otra, el impuesto a pagar por algiin trabajo, etc., cabe hacer notar, que es
una época donde el circulante es oro y plata (por su cantidad),! asi como
el comercio en general, esta en su mejor momento. Pero lo que es mds
remarcable en este libro no queda hasta aqui, ya que, como veremos en la
iltima parte del texto se encuentran problemas referentes a la aritmética y
al dlgebra planteados a partir de problemas recales.

VEn el afio de 1543 se descubire la primera mina de plata en Santa Fé del Nuevo Reino
de Granada hoy Zacatecas, también hay que recordar que se estd hablando del oro de
los tesoros dos por los istadores {7)[8).
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4 ‘ Introduccion

Reglasodinarias.
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Capitulo 2

Ficha Bibliografica del
Libro '

Titulo

Sumario cémpéndiofo delas quéntasi|de plata y oro § en los reynds
del Piru fon neccffarias al{los mercideres:y todo genero de tratantes. C6
algunas||reglas tocantes a la Afithmetica.||Fecho por Juan Diez freyle||.

El libro aparece citado en una lista de publicaciones del siglo XVI con
el niimero 25, [1] [2]; constando de CIII hojas numeradas excluyendo la
portada. El tamaiio es dado en cuartos de folio, con las tablas en letra
romana. El colofén aparece en el revés de la dltima hoja y el titulo en la
portada al pie de un escudo de armas (véase pagina 3).

Signaturas

a — n, de ocho hojas cada una excepto n que tiene sélo siete.
Errores

De foliacién: VI por VII y falta LXXXI. De signatura: ninguno.
Ejemplares!

Biblioteca Huntington

Biblioteca Nacional de Madrid

Biblioteca del Museo Britdnico
Reclamos

No tiene.

Vuelta a la portada, dedicatoria al virrey D. Luis de Velasco que dice:
Al Hlustrissimo Sevor Don Luys de Velasco Visorrey y gouernador dla
nueva Espiie. Juan diez freyle:que perpetua felicidad le dessea. apareciendo

UTienen ademés copia (del ej lar que se a en Espaiia), la Uni idad de

Micligan y la coleccién particular de D. E. Smith [9)].

5



6 Ficha Bibliogréfica del Libro

también ahi el Privilegio? (permiso de impresién), por ocho afos, fechado
el 15 de abril de 1556, terminando a la mitad del frente de la otra foja.
Sigue inmediatamente el prélogo al lector. En la vuelta de esta segunda
foja se encuentra el principio de la obra: “En el nombre de Dios y de su
sacralfsima Madre, Sefiora nuesira. Amén”.

Posteriormente, se presenta una advertencia: Ya que baftantemente
tengo puefio por donde fin §azer quenta fe pueda faber el valor de qualquier
varra o lejo de plata o oro por diferente ley y pefo que tenga y el valor delos
ynlerefes que fe a coftumbran a dar por qualguier plata o oro Yafta treynia
por cienlo.y affimifino el valor de qualefquir pefos de plata corriente com-
prados de enfayado® razonando el ynteres de ocho a veyle por ciento junla-
mente con todo lo necefario dela nueva Efpaia cé las reducfones de pefost
ducados y coronas,de aqui adelante pondre algunas reglas delas necefarias en
los reynos del Peru juntamente con algunas quiftiones para curiofos enlre
las quales van algunas del arte mayor refervadas al algebra:las cuales conlo
demas fino fuere tal como conviene recebidla voluntad y fea caritativamente
cmendado de lafalta que tuviere. A continuacién los problemas referentes a
las Reglas Ordinarias.

Sigue la introduccién a los problemas de aritmética, que el autor lama
“quistiones”, entre las cuales van algunas del “arle mayor”8, reservadas al
dlgebra y que ocupan de la foja xcj a la ciij fte., tras ésta, el colofén:

“Fin de la obra |4 honrra y glovia de nuestro seiior Jesu||Christo y de
la bendita y gloriosa virgen sanla Maria su madre||y seitora nuestra. Aqui
se acaba el presente tratado Jutitulado Sullmario compendioso de cuenias
de plata y ore necessarias enl|los reynos del Piru. El cual fue impresso
en la muy)|grande ynsigne y muy leal ciudad de Mezico en||casa de Juan
Pablos Bressano: con licencia delllmuy Jllustrissimo sefior Don Luys de
Velllasco, Visorrey y gouernador desta Nucua ||esparia. E assi mismo con
ticencia del muy||Jllustre y reuerendissimo. S. don. fray||Alonso de Mon-
tufar arcobispo de||mezico: por quanto fue visto y eza||minado, y se hallo
ser prouecho||so imprimirse. Acabose de|limprimir: a veynte y nuel|ue dias

2Este se encuentra en ¢l cuarto tomo de Mercedes del Archivo General, fol. 329, y
ducido en Investigaci Bibliograficas, apéndice 1, pp.135-136 [2].

3Dcspués de que el minero produda plata pura en su hacienda mediante la destilacién
det mercurio contenido en la amalgama, la llevaba a la casa de afinacién u oficina de
ensaye, donde se analizaba su grado de pureza y se fundfa en barras o lingotes de unos
130 marcos cada uno,

“Unidad mas comiin en la contabilidad Real Hacienda de la nueva Espaiia, que equi-
valia a ocho reales cada uno con un valor de 34 maravedis. El peso valia entonces, 272
maravedis,

$Este término es usado en el siglo XVI aproximadamente 11 afios antes de que apa-
reciera El Susnario..., [14] (ver Cardano) y proviene del latin ars maogna, (&lgebra) asig-
nando entoiices, el calificativo de ars minor a lo que aliora conocemos como la aritmética.




Sumario Compendioso... . 7

del mes de||Mayo. Afio del naljcimiento de nuestro|| Sefior Jesul| Christol|de
.1556\|afios.|| ™

Termina el libro con la foja ciiij, que contiene la tabla: La vuelta es
blanca.

Respecto al autor, Juan Diez, no se ha encontrado dato biogradfico; sin
embargo, existen dos teorias que hablan sobre su persona:

La primera se refiere a relacionarlo como un comerciante radicado pri-
mero en Perd, trasladdndose posteriormente a México, donde imprime su
libro. Esta teoriano es aceptada debido a que el autor presenta conocimien-
tos tales, que es dificil asociarlo a un mercader. Ademas esta la palabra
“freyle” que indica una connotacién religiosa, aunque hay quien opina que
es apeilido.

La segunda teoria sugerida por Smith [15] sefiala que vino a México
con Hernan Cortés como capelldn por la similitud en el apellido “Diez”. A
partir de este dato se hizo un analisis de la informacién que se encuentra en
Historia Verdadera de la Conguisia de la Nueva Espaiia,” por Bernal Diaz
del Castillo [16], y por el grabado que se localiza al principio de las Reglas
Ordinarias el cual representa el desembarco y posesién de territorio (véase
pag. 4) se llega a la conclusion, que ademds de la similitud con el apellido,
las fechas y el grabado nos llevan a afirmar que el presbitero Juan Diez es
el autor del Sumario Compendioso.... lcazbalceta (2] argumenta que este
capelldn fallece 25 afios antes de la impresién del libro. Esto iltimo es
falso, ya que seguramente Icazbalceta estd confundido con un Juan Diez
que “muere en poder de los indios”8. Ademds se tiene otra referencia que
se localiza después de la dedicatoria y en la que el mismo autor dice: Por
qudnto Jud diez fryle estate presente enesta ciudad de Mezico me a fepo
relacié §l co ci @ cu y dado trabajo y indusiria a cépuesio un libro de quélas
de plata y oro cd algunas reglas t’uera del ordinario: locantes al arismetica:
el gl es de muba ulilidad y pueho pa en los reynos del Piru a causa d'las
mubas variedades § enel ay en las leyes de plata y oro y olras cosas § alla le
usa lasgles todas estan enel dicho libro muy copiosaméle puestas.[15). Esto
1iltimo nos indica que el autor esta presente al momento de la impresién de
su trabajo.

Contenido del Libro

“El Sumario Compendioso...” se encuentra formado por tres partes. La

primera se ocupa del uso de algoritmos; que el autor denomina Reglas Ordi-
narias utilizadas para resolver problemas cotidianos como eran: el cambio

SEn el colofin podemos notar el proceso para obtener la licencia de impresién de un
libre, ésta consistia en pasar por revisién del virrey, para luego pasar por el clero {17).

TVéase pp. 68, 86, 577, 589 y 500.

8Véase p. 590 de la relacién de Bernal Dinz del Castillo.



8 Ficha Bibliogréfica del Libro

de moneda, el iinpuesto a pagar por algin trabajo, etc. [12]. Dicha parte
presenta las siguientes secciones:

-“Como hacer plata corriente en ensayada”.

Esto es, que tanto por ciento habfa que pagar por pasar la plata en “bruto”
a “trabajada”; dependiendo esto, de la cantidad de plata. La regla que da
Juan Diez se puede [dcilmente identificar como la actual “regla de tres”
la cual se usa implicitamente para resolver los problemas de las secciones
posteriores.

-“Hacer de pesos ducados y de ducados pesos”

- Reducir pesos a maravedis® sin mulliplicar”.

Aqui se nota el uso del “tomin”'® como paso intermedio para realizar la
conversidn. Dentro de esta misia seccion se encuentra lo siguiente: “Tantos
pesos cuanlas coronas son sin hacerlo por maravedis”, dicho cambio de
monedas se explica s6lo usando ejemplos, sin dar una regla general como
en los anteriores apartacos.

-“Guiso de memoria”

Esta es una regla que se refiere a la cantidad de pesos que se deben de dar
por un maravedi; se sugiere aprender de memoria, por el uso tan cotidiano.

-“Guiso para saber lo que sc debe de quinto'! de culguicr plata corriente
u oro que se fuera a quiniar.”

-“Regla para cobrar de su majestad por el quinto”

La segunda parte'? (fol. xcvij) del libro trata problemas relativos a la
aritmética (arte menor) denominados quistiones. Comienza dando la defi-
nicién de niimero cuadrado y ciibico'®, siguiendo con algunos problemas:
como obtener un niimero cnadrado a partir de un niimero dado,'4 genera-
lizando esto hasta la cuarta guistion donde encontramos una tabla que nos

®Palabra que surge de la dinastfa Moorish para dar nombre a la primera moneda
acuiiada durante su mandato. En estas tablas 56 imaravedis equivalen a un tomfn.

190ctava parte de un peso y sindninio de un real, es también un terdo de Dracma. El
nombre viene del drabe que quiere decir une ocfava parte.

11E] guinto era el impuesto que correspondfa a una quinta parte sobre lo recaudado

de plata producida por los mineros no r idos por la Real Hacienda. El diezmo era
el impuesto de una décima parte sobre la plata producida por los mineros reconocidos
como tales por la Real Hacienda. Ademas de la cot de estos inp: segin eracl

caso se cobraba el uno por ciento que se deslinaba para pagar salarios de los empleados
y otros gastos de administracién de Ja Real Caja, lugar de recaudacién de impuestos
sucursal de la Real Hacienda,

12En esta parte nos podemos dar cuenta de la influencia que tenfa Juan Dicz de la
matemadtica griega y 4rabe, ya que, hiabla de temas que ficilinente se pueden identifi-
car como; las tripletas pitagdricas, el misino teorema de Pitdgoras, aplicacién de dreas
yel concepto de gnomo el cusl es importantisimo para poder resolver, por métodos

icos, una ion de lo grado (véase excursus l).

”A partir de estas definici se ra un
canceptos que usard mds adelante,

14 Aquf Juan Dfez esti hablando del concepto de gnomo (véase excursus I).

lid es decir, define
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seiiala los niimeros congruenfes y su respectivo nimero cuadrado congruo
y una regla para obtenerlos. Dicha regla consiste en ajustar,!® quitando
o agregando algunas unidades a un niimero dado para poder obtener un
nimero cuadrado. Cuando esto sucede se sefiala al nimero dado como
congruente y su cuadrado mds préximo congruo.

A finales de esta parte, se da una regla para encontrar dos ntimeros
cuadrados que al sumarlos se produce otro niimero cuadrado.'®

En la tercera y ultima parte encontramos diez problemas (quistiones)
que se refieren al arte mayor (dlgebra); que traducidos en notacién actual
serfan los siguientes:

z?— 158 =z (i)
z? 4z = 1260 (i1)
4z% = 9000 (iii)

%2 =80 ‘ (iv)
1z(3z) =48 (v)

x? 4 2522 = 1664 (vi)
z(4z)(16z) = 1728 (vii)
z(1iz)(4z) = 162 (viii)
64z° = 32768 (iz)
g =125 (z)

Todos los problemas tienen una solucién muy ingeniosa, pero los dos
primeros, nos llamaron la atencidn, ya que la solucién que plantea Juan
Diez (que si bien esti dada en una forma retérica), nos llevan a una cons-
truccién geométrica, alternativa a las encontradas en los Babilonios, Egip-
cios, Griegos y Arabes. Confirmaremos lo anterior, haciendo un breve es-
.bozo histérico de los métodos de solucidn de ecuaciones de segundo grado,
después de analizar los resultados dados por Juan Diez.

15y decir, aplicacién de dreas.
16Teorema de Pitdgoras, usando lo que se denomina “Las tripletas pitagéricas™.
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reftavel 15,7 -quedn 4,7+ queeslarays oel propaio.

€ Scegunda quiftion,
& 8 vno que e Aetaen vn nauto £ pregunta almaeftrequeesio
que ba 32 oar ve fleteel maeftre vize que nele bavelleuar mas §
sios otros boluiendo el paffaferoa replicar quantoferiaclinseltre
refponde que banve fer tantos pefos que multiplicados po2fi g a-
yuntandolos alo produto el remanente fera,1260.0¢emando quan-
to ocmanda el macftre.

@ Regla.
& ®igo que el flete fea vna cofa ve pa. 1a mitad ca media cofs qua
dislacnfibaze —-vesenfoaruntalos.1260.basé1260,¥ vngr
torays vclos quales menos medfo vela coft ¢s elnuiicro vemdda
dooclfleteireduce, 1260,y %-a quartos fon *3* lararsee.71,me
dios refta el medio vela cofa que es medio quc&anpo,m‘édﬁoa que
fon.35.56 y tantocelo qocindda ocl flete: Prueua multiplica. 35,
o fiDazéi225,agunta los cd,35, fon,1260,] ¢8 Kumerp 8madado

@ ¢rceroquiftion.
€ TWno vende cabaasnofte las quefon mas oe quellego vn merchi
tey le pequnea quantas abra el vendedo? refponde fon tantas quie
tilas multiplcays e fiy lo produto quadruplays ¢l vitino peodusi
dofera.90000,bemandoquantas cabzs tenia,



Capitulo 3

El Arte Mayor

No creo gue wno pucda siempre descar-
tar el retorno o ideas antiguas con sdlo
decir “ese es un salto hacia atrds”.

Carlos Graef Fernandez

Notables. Quistiones.!
YQuiftiones del arte mayor tocantes al algebra.
§Primera quififon.

YDa me un numero quadrado que reflado del, 15, y % quede fu propia
rayz.

YRegla.

§Digo que el numero fea un cofa® demediala es media cofa multiplicala
en fi baze L de zenfo® ajustale a 15 y 2 haze 16, cuya rayz quadrada y
mas el medio dela cofa es rayz del numero demadado. Prueba: quadra rayz
quadrada de, 16, y mas el medio d’la cofa § es: §iro y medio faze 20 y -}
gue es el numero quadrado demandado refia del, 15, y % quedan, 4, y & que
es la rayz del propio.

1vudta fol. ¢

2 Cosa que la identificamos por: r

3 Zenso probiene del Latin census, que en notacién matemitica actual es; z2
4 Completa el cuadrado

11
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Este problema se traduce como la ecuacion: 22 ~ 152 = z 8 y la solucién
algebraica como geométrica es la siguiente:
Sea z la cosa
z
———
Figura 1.

Cuando habla Juan Diez de demediar la cosa en si, quiere decir tomar la
mitad del coeficiente de z, y como éste es 1 entonces tenemos J,-

3z 4
—_—
Figura 2.

Al cuadrarlo tenemos 1 (definicién de niimero cuadrado fol. zcwij).

e

e
-

Figura 3.

Ajustarle (es decir, sumarle) 153, asi tenemos: 153 + 1. Este paso se puede
facilmente identificar como el de completar el cuadrado.

-

Figura 4.

Extraemos rajz cuadrada y sumamos la “otra” mitad de la cosa, esto nos
produce: 4+ 1 = 41, que es el niimero buscado.

SLa ralz negativa (r = —3%) se ignora
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—

Figura 5.

La prueba es como sigue: primero cuadramos 16, es decir, construimos
un cuadrado de drea 16 pero, esto es muy importante, este cuadrado consta
de 16 cuadritos (Fig. 6). Ahora si le agregamos el medio de la cosa como
nos lo indican, en verdad estamos agregando un gnomo para no afectar
el cuadrado, este gnomo consta de 4 cuartos y medio. Tenemos asi un
cuadrado de drea 204, si le restamos 15%l nos queda sélo un cuadrado de
drea 4%, que en la figura se observa como el gnomo mis }.

— f ——

1

[ - —

Figura 6.

Como podemos darnos cuenta la prueba es sélo un juego de adreas par-
tidas en “cuadritos”.

Este problema lo podemos resolver por técnicas geométricas realizadas
por al-khuwarizmi y abi-Kamil. observemos que la ecuacidn a resolver es
de la forma z? = Pz + g para cuandoz > S conp=1lyg= 15% (véase
pag. 113). La solucién geométrica se expresa como en la figura 39.
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D= ;

Figura 39.
Algebraicamente se tiene:
BC-EC+GE =CG
=z = p)+ (30 = (= - {p)’
r-(x—p) =q¢ (¢=2*~pz)
sustituyendo tenemos 153 + 1 = 16 = (z — 1p)? este resultado es el drea

del cuadrado CH ruyo Iado valdria 4, pero falta agregar £ que es 1 asi
. _.encontramos que r = 41 2» que es la solucién al problema.

{Segunda quifiion.

9Es uno gue fe flela en un navio y pregunta al maefire, lo que $a de dar
de flete el maefire dize que no le fa de llevar mas § a los otros, bolviendo el
paffajero a replicar quanto feria, el wmaeftre refponde que fan de fer tanlos
pefos que multiplicandolos por fi y ayuntando los® a lo produto el remanente
fera, 1260. demando quanto demanda el maeftre.

YRegla.

IDigo que cl flete fea una cofa de js. la mitad es media cofa quadrala
en en fi hace % de zenso ayuntalo a 1260 fazé 1260 y un grio rayz de los
quales menos el medio dela cofa es el numero demddado del flete: reduce,

5041

1260, y % a quartos fon 52 la rayz es. 71, medios refta el medio dela

Ssumarlos, que en este caso seri “completar el cuadrado”
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cofa que es un medfo quedan, 70, medios que fon, 35, ps y tanto es lo §

demdnda del flete: Pruebs multiplica. 35. en fi fazé, 1225, ayuntalos ¢,

35, fon, 1260, § es numero d'mdndado i
Este problema nos habla de la ecuacién: z2 + z = 1260, la cual se

resuelve similarmente al problema anterior en sus tres primeros pasos, con-

tinuaremos entonces desde el cuarto, es decir:

Ajustamos -]1- a 1260, entonces se tiene: 1260+:’; = 1260%

1260

ar

Figura 7.

que al trasladarlo en cuartos se produce: 5%11; raiz del cual es: 1,‘

I
nd

— N ———

Figura 8.

Ahora se nos dice que restemos la mitad de la cosa, el coeficiente de ésta
es | se resta entonces § asi: 351 — 1 = 35 que es valor buscado. Sélo hay
que aclarar que al restarle l se ata ratundo un gnomo que consta de dos
rectangulos de Z2.lyell que se encuentra en.Ja esquina inferior derecha
(Fig. 9) asi, lo que esta pnsando es;

5041 141 4900
Y3 T i =g C1%8

el cual es el drea del cuadrado resultante, que al sacarle raiz nos da 35.
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kAN 3
—_— — A
ek
2
xl
H
Figura 9.

La prueba sdlo se restringe a sustituir la cantidad encontrada en la
ecuacién producida. Pero veamos conio se resuelve esta ecuacién con los
resultados obtenidos por Euclides.

Como la ecuacién z? 4+ z = 1260 es de la forma z2 4 pz = ¢ usaremos
entonces la proposicion 4 del libro Il de los Elementos (véase pig. 49)
donde p =1 y ¢ = 1260. La figura que se obtiene es la siguiente:

I

I
N

N

Figura 10.

el gnomo como veremos adelante es ¢ que es igual a 1260 mds el cuadrado
de drea } nos produce un cuadrado de area 12601. Este cuadrado tiene
por lado 35%, pero sabemos que una parte mide ; entonces se tiene una
ecuacién del siguiente tipo:

z+1 =354

de aqui se obtiene que z = 35 que es la solucién al problema.

Esta ecuacién también se puede resolver geométricamente por medio de
la proposicién 6 del libro 11 de los Elementos (pig. 55) ya que es el caso
z? = pr + q que se puede llevar a 2 + pz = ¢ o viceversa.
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QT ercero quiftion.

§Uno vende cabras no fe lus que fon mas de que llego un merchante y le
pregunta quantas abra ol vendedor refponde fon tantas que fi las multiplcays
en fi y lo produto quadruplays el ultimo produzido fera, 90000, demando
guantas cabras lenia.

YRegla.

9Digo gue tenga una cofa de cabras multiplica en fi faze un zenfo
multiplica cl zenfo por, 4, que es quadruplo faze, 4, zenfos iguales a. 90000,
cabzas § es numero parfe numero por cenfo cl aduenimiento es, 222507
rayz delos quales fon las cabras § tenia. Prueba toma, 150, rayz de. 22250.
multiplica en fi hazen, 22250, mulliplicalos por, 4, que es el quadruplallo
fon 90000.

Este problema lo podemos escribir en notacién matemdtica moderna
como la ecuacién 42? = 90000. La solucién que da Diez a este problema
es sencillo y versa sélo en despejar 2 (censo) para luego extraer la raiz de
ambos lados es decir:

4r? = 90000 = z?= 20000 = 22500

VzZ= 22500 = == 150

La prueba o comprobacién se restringe sélo a sustituir el valor encon-
trado y comprobar la igualdad.

§Quarta quifiion.

q9Uno va per un camine pregunta a otro gue leguas avia fafia una cieria
parte el otro le refponde ay lantas leguas que fi las mulliplicays en fi y lo
produto partis por, 5, ¢l aduenimiento fera. 80. demandado que leguas abra
enlo que dize.

YRegla.

9Digo que aya una cofa de legua quadrala en fi baze un céfo® partele
por, 5, ¢l aduenimientio es % de cenfo yguala. 80. leguas parle numero por
cenfo que es. B0, por L el aduenimiento es. 400. cuya rayz fon las leguas
que ay: pues multiplica rayz de. 400. en fi § es. 20, y lo produzido parte
por. 5. el aduenimiento fera. 80. numero demandado.

7Error de impresidn el niimero correcto es 22500
8 Abreviacién de la palabra ccnso
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La ecuacién que se desprende de cste problema es: 1z? =80. Aqui
hay que notar que el “despeje” que usa Diez para resolverse el problema es
“inverso” del problema anterior, asi podemos transcribir esto como sigue:

1z2=80 = z?2=400

VZ=1A00 = z=20

La prueba, al igual que en los tltimos dos problemas, se restringe a
sustituir el valor encontrado en la ecuacién.

YQuinta quiftion.

9Uno compra ropa dela tierra en tripla proporcion de tal fuerte § mul-
tiplicando el triple por cl quarto del fu triple que fon las picgas de ropa que
compro lo producio fera, 48. pefos demando que piegas de ropa compro.

YRegla.

YDigo que compro una cofa de piegas de ropa por {res cofas de ps que
es una {ripla proporcion de ropa multiplica un quarto de cofa de piegas de
ropa por, 3. cofas de pefos es % de cenfo yguales a 48. pefos que e¢s numero
parte numero por céfo que es. 48. por % el aduenimiento es. 64. rayz de
los quales fon las picgas de ropa § compro cofiaronle el triple que es rayz
de, 676°, Prueba multiplica rayz de, 676, que es, 24, por. 2. que esel } del
Jfu triple de rrayz de, 64, el adueniminto es, 48, numero demandado.

En este problema no se produce una ecuacién tan directa como en los
casos anteriores, es decir, Juan Diez nos indica hacer una operacién antes,
ésta es:

3z. %z (1)

hay que hacer notar también que se estd operando indiferentemente de las
cosas que sean, ya que aqufi se multiplican prendas con pesos, ademas se
nota el conocimiemto de poder agrupar términos semejantes (esto también
lo notamos en la guistion anterior).

La solucidn viene planteada de esta forma: Después de haber realizado
la operacién (1) e igualando a 48 se “despeja” como sigue:

2r2=48 = :7=5§=64

que al extraer raiz cuadrada de ambos lados obtenemcs que z = 8. El
resultado que obtiene de haber “despejado”™ z? lo podemos interpretar de

?Error de impresién ¢l niimero correcto es 576



Juan Diez 19

dos formas; la primera, es que usa los dos tipos de “despejes” vistos en los
problemas anteriores o la segunda, conoce el cociente de fracciones!®.

La comprobacién la hace por medio de la susutitucién del valor encon-
trado en la ecuacién (1) igualada a 48.

§Sezta gquiftion.

qUno tfene yeguas y vacas en gquincupla proporcion de tal furte que fi
multiplicas las yeguas en fi y las vacas en fi y lo producto fumas feran,
16941, demddo gntas fo las yeguas y quantas las vacas.

€Regla.

YDigo que lenga una cofa de yeguas y, 5, cofas de vacas multiplica una
cofa en fi faze un cenfo mul. 5. cofas en fi fazen, 25, céfos ayuntalo
fon. 26. cenfos yguales a, 1664, yeguas y vacas numero demandado parte
numero por cenfo que cs. 1664, por, 26, el aduenimiento es, 64, cuya rayz
fon las yeguas y el quincuplo las vacas §s rayz de. 1600, Prueba: toma,
rayz de, 64, ¢s, 8, quincupla los §azen, 40, que es rayz de, 1600, fuma el
quadrado de, 8, § fon las yeguas con el quadrado de 40, que fon las vacas
bazé, 1664, ¢ fue lo demandado.

La ecuacién que se deduce es:

z? 4 2522 = 1664 (2)

esto implica que: 26z% = 1664. Como sc puede notar tuvimos que hacer
una operacién antes de llegar a esta iltima ecuacidn, que a diferencia de el
problema anterior aqui se hace una suma y la incégnita es de mayor grado
(censo).

La solucién la podemos plantear de la siguiente forma:

26z = 1664 = z?= 1% =64

lo cual al extraer raiz encontramos que = 8. El “despeje” ya es familiar
y lo podemos localizar el la tercera guistion.

La prueba a este problema, lo hace sustituyendo el valor encontrado en
la ecuacidn (2).

“’g- = {g, esta regla se le conoce en la época medieval como el método de Ia cocina
usada mucho en Europa
! Error de impresién el ni Lo es 1664, camo se ve més adelante, en Ia Regla.




20 El Arte Mayor

YSetima quifiion.

§Uno tiene tres joyas € §drupla proporcié de valor de tal manera que
multiplicando lo que vale la primere por el valor dela fegunda y lo produzido
por el valor dels tercera el ultimo producto fera, 1728, demando gue esel
valor de cada joya.

YRegla.

YDigo gue la primera valga una fosa y la fegida, 4, cofas y la tercera,
16, que como veys eflan en quadrupla proporcion mul una cofa por, 4, cofas
es, 4, cenfos mulliplicalos por, 16 cofas dela lercera hazes, 64, cubos yguales
a, 1728, quc es numero parie numero por cubo el aduenimiento cs, 27, cuya
rayz cuba que es, 3, es el valor dela primera y la fegunda vale rayz cuba de,
1728, que es, 12, y la tercera vale, 48, que es rayz cuba de, 230412, Prueba:
mul. el valor d’ la primera que es, 3, por ¢l dela fegunda que es doze y el
aduenimiélo por la tercera, que es, 48, lo producto delas multiplicaciones
fera, 1728.

La ecuacién que se produce es la siguiente:

z-4x - 16x = 1728 3)
la cual al hacer la opreacién correspondiente nos queda:
64z% = 1728 = 2% =118 =927

raiz cibica de lo cual nos da z = 3. Aqui hay que hacer mencién del
conocimiento de la teoria de las operaciones con exponentes, ya que al
multiplicar tres veces la cosa (z) se abtiene un cubo (z® definicidn en el fol.
zcij).

La prueba se hace sustituyendo el valor obtenido en la igualdad (3),
pero Diez lo enuncia de una forma muy interesante, ya que, deduce la raiz
ciibica de donde proviene cada nimero, es decir, para el primer elemento de
ia igualdad (3) se obtiene de extraer raiz ciibica de 27, para el segundo, nos
dice que el valor es 12 que es raiz ciibica de 1728 y para el tercer elemento
cuyo valor es 48 que es raiz ciibica de 110592,

O ctava guiftion.

QUno tiene dijos y bijas en proporcion fis'® que altera de tal arte §
mul. los §ijos por las §ijas y lo producto por la mftad delos §ijos el ultimo
produzido fers, 162, demando quanlo fon los hijos y quantas las hijas'4.

}2Ecror de impresién el mimers correcto es 110592

13No se encuentra traduccién para esta palabra, tal vez sca una referencia por usar la
palabea proposicion. Esta palabra la encontramos también en la decima guistion.

HEste problema tiene mudho pareddo al de las nifias plantedo por al-Khuwariznid

(pdg. 107).
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YRegla.

qDigo que los bijos fean una cofa y las §ijas una cofa y media en fis que
altera proporcfon mul. una cofa por una cofa y media es un cenfo y medfo
el qual mutiplica por media cofa que es mitad delos bijos pazes 3 de cubo
yguales a, 162, §ijos y §fjas que es numero parle numero por cubo que es,
162, por % el aduenimiento es, 216, rayz cuba delos quales fon los bfjos y
las bfjas rayz cuba de, 729, Prueba, mul. rayz cuba de, 216, que es, 6, por
rayz cuba de. 729 que es, 9, bazen, 54, los quales mul. por medio de feys
que fon los bijos lo produclo cs, 162, que esel numero demandado.

La ecuacién que se produce es:

- 3xr.z-£2=162 (4)

la cual al realizar las operaciones se obtiene:

3 = 162

Al

Zz

para dar solucién a esta ecuacién hace el “despeje” de la misma forma que
en la quistion nimero cinco, asi:

&

I

z22=162 = z*=1

el

— §48 _
= &8 = 216

.

que extrayendo raiz ciibica en ambos lados de la igualdad nos queda que
z = 6, que es el valor buscado.

Este problema es muy interesante ya que la razén que exhibe Diez en los
dos primeros términos de la igualdad (4); 3z y = se conocen en la cultura
Griega como: alfera proporcién!®

La prueba que nos dan es que el valor encontrado 6 es el mimero de los
hijos y como las hijas estan en % de proporcion respecto a los hijos, éstas
serdn entonces 9, que es raiz cibica de 729.

§Novena quififon.

§Uno ba de hazer dos pagamentos é quadrupla proporcié de mefes en tal
manera: § quadrando el fu quadruplo'®y lo que faliere mull. por el cuaduplo
y lo produzido cubfcando el ultimo produzido fea. 32768. demando a guantos
mefes fon los pagamentos.

15La palabra Proporcidn es usada por Raxdn en el siglo XVI.
18 fy guadruplo tal vez quicra decir subcuadruplo que seria el inverso de 4 que en este
caso, ¢ }; aunque no se ve tan clara esta operacidn, sino hasta la décima guisifon,
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YRegla.

gDigo que los 2 pagamenios fean una cofa y 4 cofas que es quadrupla
proporcion quadra el fu quadruplo es un cenfo mulliplicale por el quadruplo
es. 4. cubos cubicalos azes. 64. cubos de cubos yguales a. 32768. que
es numero: parfe numero por cubos de cubos que es. 32768. por. 64. el
aduenimiento es. 512. cuya rayz cuba de rayz cuba feran los mefes del
primer pagamento y rayz cubica de rayz §drada de, 262144. ferd el fegundo
pagamélo. Prueba rayz cubica de. 512. es. 8. y rayz cubica de. 8. es. 2.
que es el primer plazo: y rayz Gdrada de. 262144. es. 512. y rayz cubica
de. 512. es. 8. que esel fegundo plazo: quadra el. 2. § es fu quadruplo
de. 8. ¢s. 4. cl qual multiplica por el quadruplo es. 32. cubicalos el ultimo
produzido es. 32768. numero demandado.

Se tiene una ecuacién del estilo:

z?. 4z (5)
gue al clevarla al cubo e igualando a 32768 se produce:
64z° = 32768
Juan Diez para resolverla hace lo siguiente:

642% = 32768 = z° = 32788 — 59

que al extraer raiz novena nos queda = = 2, que son los meses del primer
pago. Para obtener el pago del segundo mes, lo que hace es susutituir z = 2
en 4z de la ecuacion (5) y lo eleva a Ia potencia 6, es decir:

(4z)° = 8° = 262144

a este niimero se le extrae raiz cuadrada, quedando 512 para luego extraer
rafz ciibica, produciendo 8 es asi que # = 8 el pago del segundo mes. La
prueba la hace sustituyendo en (5) los valores correspondientes asi: 2? = 4
con £ =2y 4z = 32 con x = 8, la multiplicacidn de estos la eleva al cubo,
produciendo 32768, lo cual comprueba la igualdad.

9Dezena quiftion.

YUn fombre tiene dos §ijos en proporcié fis que quartas d’ fedad en
tal manera que, mul. el fu quadruplo'” dela bedad del menor por el fu
quincuplo'® dela pedad del mayor y lo que faliere cuadruplando y delo pro-
duzido facddo fu rayz y cubicddo la milad ¢l ultimno produzido fera. 125.
anios: demando gue pedad tiene cada uno.

17 Multiplica por 1 en lugar de 4.
18Multiplica por 4 en lugar de 5.
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YRegla.

9Digo que el menor aya una cofa de aios y el mayor aya una cose y
dc cofa de aitos que es fis que quarta proporcis, mul. el fu quadruplo del
mcnar por el fu qumlu;rlo del mayer que es 1 por § L lo producto es TL de
cenfo quadrupla - Tg €5 1- de cenfo fu rayz es medm cofa cubica fu mitad que
es un §rio de la cofa eI ultimo produzido es A . de cubo ygual a. 125. que es
lo que fe bufca pte numere por cubo que es. 125 por Eli el aduenimiento es.
8000, cuya rayz cubica fon los arios del menor y rayz quadrada es. 625. fon
los del mayor. Prueba toma rayz cuba de. 8000. pedad del menor es. 20.
mul. el fu quadruplo que es. 5 por el fu quincuplo de. 25. rayz quadrada
de. 625. que es, 5. lo producto es, 25, quadruplalos jazen ciento, toma
la mitad dec fu rayz es, 5, cubicalos el ultimo producido es. 125. numero
demandado lo qual nota.
El desarrollo del planteamiento del problema lo transeribiremos en no-
tacion matemdtica actual, éste es el siguiente:

z 1 bz 2%
4 5 4 16
z?  z?
ST
z2 1 2z =z

P
4 2 2727 4
que al elevarlo al cubo e igualando a 125 se tiene:
23
a-— 125 = z°=125.64 = 8000

al extrer raiz cibica se tiene que z = 20, que es la edad del hijo menor. Por
otro lado

3
5z
S=1% ()— 125 = (4) =625
sustituimos x = 20 en el primer término fracclonano

1—29(3)’=625 = 5~5(4£)2=625

1
2 fz_ E 2._
= 5 (4) =625 = (42) =625

tomando la raiz cuadrada en ambos lados del iltimo término se tiene

§z=25
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que es la edad del hijo mayor. En este ultimo paso no se ve muy claro el
resultado, ya que, si usamos el dlgebra actual esta z valdria, sacando raiz
en ambos lados y despejando, 20, pero hay que tomar en cuenta que la
edad del hijo mayor estd en una proporcién de % con respecto a la edad
del hijo menor que es z, es decir, al sacar raiz a 625 nos da la edad del
mayor que es 25. Por otra parte también hay que notar que la edad del
hijo mayor no la desglosa tan explicitamente en la Regla como la edad del
menor, sélo afirma que es raiz cuadrada de 625, tal vez, él estd usando
la Regla Falsa, esta suposicién no es incoherente, puesto que los pasos a
seguir para encontrar la edad del hijo mayor estan en la Pruebe tal y como
acostumbraban los Egipcios (véase pag. 43).
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Tesis

Juan Diez es indudablemente heredero de la tradicién Arabe y por consi-
guiente tambidén de la Griega, su libro es una continuacién de estas formas
de pensamiento. En la primera parte de su libro que trata sobre el arte
menor {la cual no se profundizé al nivel que quisiéramos por los motivos
expuestos en la introduccién de este trabajo) el autor sintetiza una serie de
conocimientos con un objetivo netamente practico, esta sistematizacion esta
dada en forma tipica que plasma los avances aritméticos de las corrientes
antes citadas y enriquecida ademas por pensadores del siglo XV.

Por lo que respecta al arfe mayor la tematica muestra fuertes influencias
Arabes como ya se menciond especialmente de abii-Kamil y al-Khuwarizmi
aunque se puede notar sobre todo en las guistiones primera y segunda que
son ecuaciones mixtas (i.e. ecuaciones que tienen términos cudraticos y li-
neales) una forma jalternativa de construccién geométrica! para la solucién
de estos problemas, lo cual no deja de sorprendernos.

Sobre las restantes quistiones de esta misma segunda parte, es intere-
sante observar, la creatividad y astucia con que se da solucién a los pro-
blemas, asi como el grado de las ecuaciones, recordemos que la novena
quistion trata sobre una ecuacién de jnoveno gradol, mientras que las quis-
tiones séptima y octava son ecuaciones de tercer grado, ecuaciones que en
ese tiempo se estan estudiando simultineamente en Europa.

En este trabajo no se dan soluciones geométricas para los problemas del
3 al 10, ya que, se restringen en unos casos a encontrar un cuadrado (guis-
tiones 3-6) o un cubo (quistiones 7, 8, 10), para luego extraer raiz cuadrada
o ctibica, segiin sea el caso, encontrando el lade de la figura correspondiente,
y con esto la solucidn al problema. Lo que si es relevante es el manejo del
dlgebra para reducirlas a una forma sencilla, este manejo algebraico con-
siste en: diferentes formas de “despejar” la incognita, un ejemplo de esto
se encuentran en casi todos los problemas; algebra de exponentes, que se
encuentra desde la quinta hasta la décima quistion y; reduccion de términos
semejantes que se observa en el quinto problema.

Por iltimo hay que hacer notar, que los problemas muestran ya un
cambio del proceso geométrico al algebraico, trayendo consigo los elementos
necesarios para considerar la solucién general de la ecuacién de segundo
grado, la cual serd plasmada en los proximos afios.
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Al lector:

Para poder comprender la profundidad del pensamiento matemdtico
en la solucién de los problemas del arte mayor, procedemos a dar paso
a un analisis historico sobre el tratamiento de las ecuaciones cuadraticas,
cabe hacer notar que esta recopilacién se plasma por vez primera en este
trabajo, ya que, no se ha encontrado una sistematizacién en ninguna otra
fuente consultada.

El material expuesto abarca un periodo de alrededor de 2000 afios a. c.
hasta mediados del siglo XII.



Capitulo 4

Matematica Babilonica y
Egipcia

En un tiempo pregunté: jde dinde vie-
nen las mda altas cimas? aprendf en-
tonces gue vienen del fondo del mar,

Zaratustra

A través de los andlisis de las tabletas de arcilla que se han rescatado
por diversas excavaciones arqueoldgicas [18] encontramos dos tipos de tex-
tos matemadticos, el primero de estos contiene tinicamente problemas y en
el segundo se encuentran sélo tablas de referencia, ademds se tienen iden-
tificados dos periodos importantes de la matemdtica babildnica, el primero
alrededor de 2000 afios a. c. y el segundo alrededor de 200-150 afios a. c.,
llamado este 1iltimo el periodo de los Seléucidas.

Un ejemplo de ecuaciones de segundo grado, entre los mds importantes
del primer periodo, es el siguiente:

z2 - 162 —80=0 SKT ~ No.8

esta ecuacion surge de la problemdtica de medir dreas regulares, lo cual es
una cuestién tipica en la presente cultura, en este problema en particular
se da la divisién de un tridngulo rectingulo a través de una linea paralela
al cateto adyacente, formando asi un tridngulo rectdngulo y un trapecio.

En lo que respecta al segundo periodo, se encontrd con lo que se puede
catalogar como el origen de Euclides II-5, para las ecuaciones de segundo
grado, éstas parten del siguiente sistema de ecuaciones:

27
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z+y=p
Ty =9
donde ¢ = 1.
A continuacion se da paso al desarrollo de los ejemplos de estas dos eta-
pas no sin advertir que la solucién la daremos en base a algunos resultados
que se verin mas adelante.

Primer Periodo (2000 afios a. c.)
Ejemplo B.1  ([19][34])

Como ya se menciond, uno de los problemas mds importantes es la ecnacién
2?16z~ 80 = 0, ésta surge de un problema que se sintetiza de la siguiente
forma:

“Dado un triangulo rectangulo, éste es dividido, de tal forma que se ob-
tiene un trapecio y nuevamente un tridngulo rectangulo, con las condiciones
siguientes: By = 30, F, =270y L, = Lg + 10”. El problema es encontrar
los valores de Ly y Lo para los cuales se cumpla la iltima igualdad (no se
cofrece solucién original del problema).

A continuacién se exhibe la figura 11, y los pasos algebraicos para en-
contrar la solucién al problema de una forma moderna.

A Ly E L, c
z £y

Bal Fo
F
Figura 11.

El drea del tridngulo
cer =2t 10 _ o

_ 540— 10z
- x

= Lo

(6]
el drea del trapecio

BABF = (30;:)(540-101) - R

z
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por tanto
16200 — 300z 4 540z — 10z = 2zF,
= 10z 4+ (2 Fp — 240)z = 16200 (2)
el drea del tridngulo

ABC = (2—""-#) 30 = Fp + 270

= Fo =30Lo — 120 (3)

Si se sustituye la ecuacién (3) en la (2) y se multiplica por 7'5 se obtiene
lo siguiente:
z? 4+ (6Lo — 48)z = 16200

ahora si se sustituye en (1), se produce la ecuacién:
z? 4 (6[342102] — 48)z = 1620

= z? 4 1620 = 108z 4)

esta ecuacidén es de la forma z? 4 ¢ = pz (segiin Euclides, el cual se verd
mds adelante), cuya solucién esta dada por

RO

sustituyendo los valores para p y ¢ se obtiene que:
z=18 y =z=90

para la ecuacion (4). Pero si se sustituye el valor de = =90, en (1) Lo <0
y esto no puede ser una solucién para la ecuacién; ya que no se admiten
valores negativos!. Entonces, si se toma el valor de £ = 18, implica Lo = 20
luego
L,=30 y Fo=480.

A continuacién se expondra la forma (actual) en la que se obtiene la
ecuacion estudiada.

Supongase que AE = z, y como el drea del tridngulo ECF = 270
entonces tenemos lo siguiente:

270 = 3 EF(z +10) o)

!Dentro del pensamiento matemético antiguo y hasta el siglo XVI no sc considera
una solucién con valores negativos.
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y por tridngulos semejantes:
0:EF=2x4+10:2+ 10 @)
si obtenemos EF de (1) y se sustituye en (2), esto nos lleva a la ecuacion:
z2 — 16z — 80 = 0.

Una generalizacién a problemas de este tipo (problemas de tridngulos
rectangulos) los da B. L. van der Waerden en su libro El despertar de la
Ciencia [20], esta obra es un ensayo del avance de las estructuras del pen-
samiento matematico, asi como, la mecdnica del conocimiento babilénico.
Consideremos el siguiente problema:

FL~F=D

y-y=d
como se puede notar, de estas dos ecuaciones y de la figura 12, las incégnitas
san: T, Y4, Y2

A
Y2
13
E| F
z
n I3}
R
B b=30 c
Figura 12.

se sabe ademds que Fy — F es igual al drea del trapecio EBCF menos el
drea del tridngulo AEF es decir:

iz +8)—ipz=D (1)
wn-n=d
y por tridngulos semejantes tenemos que; el tridngulo AEF lo es con el

tridngulo FRC de donde

Y2 _ =
vy b-z @
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Usando (1) tenemos:

y como

De (3) tenemos:

y como

entonces

por lo tanto

vi(z +b) — 2z = 2D

= ~(m—wn)+ynb=2D

n-n=d
= —~dr4yb=2D

b—z
z

n= 2

wr=u+d
b—
= !Il=—;'£(!l|+d)
byy 4+ bd — zy; — zd
y]=—————

x
zy —by1 _ bd—zd

v+ -
zh +xy —byy  bd—zd
z Tz

Qz-dy=(@b—=z)d

_ (-2
u=ont

Alora si se sustituye (5) en (4) se obtiene:

desarrollando y reduciendo términos semejantes se llega a:

—dz 4 b-2)

2+ GaTh) db=2D

31

(4)

()

que es una ecuacion de la forma; z? + pz = ¢ (Euclides), cuya solucion es:

=@ -4
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de donde
_2D _®.D,
pP= d y '1—2 d

sustituyendo, se encuentra la solucién para z que es:

(i[5 (D)2

por otro lado, si se multiplica por (b — z) a la ecuacién (1), se tiene que:

n? - =) = fpzb—2)+ Db~ =) (®)

ahora, si se sustituye la ecuacién (3) en la (6) se obtiene:
in@® -2 =inz* + D(b~z) )]

y de (3):
zy(b—z) = 122
de donde, si se multiplica por § :

2
Zy2 ., _nz
g b-2) =73

2
=> Rb-z)= %
si se sustituye esta ecuacién en (7) se produce
{;yl(b7 - = Fb~z)+ Db —z)= (b—z)(F2+ D)= (b~ z)F

_ (b==)F

= wn= ——%(67 ~22)

que es la solucién para y; y ya =y +d.

A continuacién se presenta una modificacién al problema anterior, sin
pérdida de generalidad nos podemos preguntar: ;Qué pasa si se aumenta
la altura del tridngulo ABC?.

Como se sabe, del tridngulo ABC yy —y, = dy F) ~ Fz = D, entonces:

= (3G (]2
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B b C
Figura 13.
De la figura 13 se tiene que:
n Q wz
h_= 4 =Nz
V2 z Q 2
Y Q
w_§-w = -
T z7w nz+yw=QH - wH
= (m+Hw=QH -y
por lo tanto
= QH —xy
n+H
También de la figura 13 se puede definir lo siguiente:
._ _ QH—zy
*=zztw=czc+ wt H
- :.=zm+Hz+QH—zm
n+H
por lo tanto
= Hzx 4 QH
n+H

usando la ecuacién (1) se tiene:
Hzr+ (LE)H
z':———(—"—)——- = z.==[ﬂl_+_y_2_)]
n+H va(H +w1)
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Sea
_ H{n +y) - .

" n(H +y)
entonces la solucién para z* es:

=3[+ (D]-5) G

| e
- 8- 1[G+ (@]

si se eleva al cuadrado ambas partes de la ecuacidn anterior, y se agrupan
los términos se obtiene lo siguiente:
! 2°D D, b

BTt T3 TT
esto 1iltimo es para z* del tridngulo PBC. Recordemos que para z en el
tridngulo ABC se obtuvo la ecuacidn:
D D b?
2 2_0,.2
‘4 22:D a b+ 2

Las dos dltimas ecuaciones son muy parecidas, observando que el término
de Ia derecha no se altera, el cual es constante. Ahora se tiene que:

z‘=:k=z(!—{(—y'+—m)).

=
%

4

v (H +m1)
Aqui cabria preguntarse ;Qué pasa si se hace H muy grande?. Como ya se
sabe
_Hu +y)
ya(H + 1)

ahora multiplicando por ﬁ se produce lo siguiente:

E= n+w
ya+ 42
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cuando H se hace muy grande ocurre lo siguiente:
= +y2
Yz
por otro lado de la figura 13 se puede ver que:

=
x Y2

vty _ ¥z mty _b_,
b z

por lo tanto si H es muy grande

z*=zk=12x

=b

H|e

lo que significa, que z a lo mis podra valer lo que mide la base del tridngulo,
la cual es constante. '
Otro problema es el siguiente [21]:

Ejemplo B.2

Se pide encontrar dos niimeros cuadrados que al sumarlos den un cua-
drado de drea 1000, los Babilonios lo plantean de esta manera:

Sean 2’ +y’ = Ayy=$z—ddonde A=1000,2 =%, d=10yz=%
(Fig. 14)

z2

y2

Figura 14.
si se sustituye y en la ecuacién original se produce:

z’+(%z—d)2=/1
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= x? (‘;—, +‘l)'—"-2%=d+d"-—‘A=0

Vi doa(e [ DR I
= :a;(b‘“) 2oz +d* ~ A =0
si se divide todo:por &4 150 it
B b3(2da)_  BA(d? — A)
2 _ 0°lda) od"—4)
= .z a2+b7z+ ey 0

ahora si se divide por b2 se obtiene:

z? 2da _  d?-A
T asrtare 0
pero por hipStesis se sabe que T = §
2d d? —
_ a . A -0

T =T
PR aZ 4 b2
ésta es una ecuacién de la forma:
=2 _
TT+q=pz
cuya solucidn esta dada por

z=4dpx\/(4)’ ¢

asi que sustituyendo tenemos:

__ _da da \* fA-d?
“'az_‘.bz:h\/(uz.{_b:) +(a3+b7)

haciendo operaciones algebraicas sencillas:

= i (da A ¥ (@2 4 FYA - D))

a2 4 b?

y por lo tanto, sustituyendo los valores A = 1000, b =3 y a = 2 se tiene:
=10

pero
= z =30

L
]
o |8
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por lo tanto
z2 = 900

luego entonces
=100 = y=10

La generalizacién que dan los Babilonios al problema anterior esta en
los siguientes términos:

Ejemplo B.3

Seaz?+y’=A; z=u+d; y=3u+dy U=} (Fig. 15)

z

y2

fu+ds
Figura 15.

para su solucién, se procedera a sustituir la variables z y y en la ecuacién
original

2, (2 2
(u+d) + (bu+d,) =A
si se desarrollan los binomios y se agrupan los términos se tiene lo siguiente:
2

u? (1+Z—2-)+2(d,+%d,)u+d§'+d§=/a

ahora como z = u + d; entonces z > dy esto implica que 2 > d3. Por otro
lado y = fu + dz entonces y > d; esto implica que y? > d2 por lo tanto
A=z 4y >d}+d}, asi:

a? a
(H;,—) u’+2(d,+;d,)u=A-df_d§
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si se desarrollan los paréntesis y se divide primero por 1 + bﬂ:- y luego por
b2 ge obtiene lo siguiente:

_’+2(d1b+adz)(’b‘) _A-d}i-
b2 a? 4 b2 T et b?

ahora como T = § entonces:

dyb + ady_ A—d;-—
a a? 4 b2

ésta es una ecuacion de la forma Euclidea

W pu=gq

=+y/(3)" +9-3%

si se sustituyen los valores obtenidos para p y g, se produce la siguiente
ecuacion:

= o + 52 [*f(“z +b2) — (ad) - bdy)* — (b + adg)]

teniendo como solucién

que es la solucién a la ecuacién pero en términos de @. Si se hace el cambio
de variable, es decir u = ub queda lo siguiente:

u=

o + = [:t\/A (a2 + b2) — (ad; — bda)® — (dib + aa,)]

que es la solucién en términos de u. Para obtener la solucién en términos
de z, s6lo hay que fijarse en la condicidn para ésta, es decir, z = u - dy, al
despejar el valor de u en términos de z la solucién final queda como sigue:

1
P [a(d,a — bds) & /A(a?+47) — (ad; — bda)?)

A continuacién se presentardn dos viltimos problemas de esta seccidn,
en los cuales se tienen las bases para una generalizacién que se harai en el
periodo de los Seléucidas, estos problemas son los siguientes;
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Ejemplo B.42

Se tiene que: 2432 =100y y = #z. Como y = 2=z, se traza una recta
cualquiera AB, se divide en 7 partes lguales, colocandose los cuadrados de
z y y sobre esta linea (Fig. 16).

AII{IIB

Figura 16.

como y < z, €l drea que se obtiene al hacer un cuadrado de y es menor al
drea que se obtienc al hacer uno de drea z, por lo tanto se puede inscribir
un cuadrado de drea y? dentro del érea =2 (Fig. 17) asi:

A, 4 DC, , B
T T
K L M Q
P N O
Figura 17.

como z? + y? = 100 que es el drea del cuadrado ADLK, mis el drea del
cuadrado CBQM, mads el drea del rectingulo DCML, més el drea del
rectingulo K LN P, més el area del cuadrado LM ON = 100. Por otro lado
se tiene que, el drea del cuadrado ADLK, es igual al area del cuadrado
CBQM = y?. El drea del rectingulo K LNV P, es igual al drea del rectangulo
DCML, que es igual a 132, El drea del cuadrado LMON, es igual a 1 de!
érea del rectangulo DC LM, que es igual 1(4y?) = 112, De todolo antenor
se puede decir que:
2y +2(34°) + §* = 100

2Este mismo problena se vera més adelante en la cultura egipcia, en el cual se observa
el uso de las tripletas pitagdricas para su solucién.
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haciendo operaciones llegamos a que:
¥=36 y =22=64.
Ejemplo B.5
(2000 afios a. c. AO 8862 Louvre. [19][22])
Dado el sistema de ecuaciones siguiente encontrar sus soluciones:
r—y+azy=183

z+y=27

Como se puede notar la solucién geométrica gira alrededor de la cons-
truccién de un rectangulo que tiene por lados z y y (Fig. 18).

Figura 18.

La solucién algebraica se describird como sigue: Si se despeja y de la se-
gunda ecuacién y se sustituye en la primera se produce la ecuacién de
segundo orden:

z2 - 29x +210=0

la cual es una ecuacién de la forma
2 =
z‘+g=pz

segiin Euclides (las cuales las veremos mds adelante), teniendo como so-
lucién z; = 15 y =3 = 14, hay que notar que la solucién son dos raices
positivas, de las cuales la que conviene tomar es z = 15 por lo tanto y = 12,
que son los valores que satisfacen el sistema de ecuaciones planteado.
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Segundo Periodo
(Seléucidas 200-150 aiios a. c.)

En una serie de tablillas encontradas en la Cd. Uruk se tienen cuatro
problemas los cuales son de la forma = + y = p 2y = ¢ con ¢ = 1. Al valor
de z se le suma el valor del reciproco y obtenemos p. Los valores que toma
p son los siguientes:

I) p=2; 0, 0, 33, 20.
2) p=2; 3.
3) p=2; 5, 26, 40.
4) p=2; 0, 15.
que, en fracciones sexagesimales se pueden expresar de la forma:
33 20

P=2+5mt g0l

Este tipo de problemas fueron ideados de manera artistica o artificial
y con ayuda de las tablas Babilénicas de reciprocos, se podia obtener de
manera inmediata el valor de z o de y.

Una igualdad que esta vinculada con el sistema de ecuaciones anterior

(%)= (55) -

ésta se encuentra en Euclides VI-28 que, a su vez, ¢s una generalizacién de
11-5.

Las condiciones para dar solucién a la igualdad anterior estan regidas,
nuevamente, a partir del sistema z+y=py zy = 1, es decir :

(55 - G) -

asi la solucién cuando ¢ =1 es:

_z—y z+y
==ty
v _zty
y="3 2

esto nos conduce a:

im (9% U —o Y39 -4
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de manera que si se cierra el ciclo se produce:

z=fp /(o) —q
siendo ésta, la solucion a la ecuacidn de la forma:
12 +q=pz

Es muy interesante notar que la serie que consta de seis términos, es
la regla o procedimiento de lo que ahora se conoce como completar el cua-
Jdiado perfecto. Otra manera de visualizar este procedimiento se muestra a
coutinuacion:

22 —pr4qg=0

2 —prta+(3)’ - (30)° =0
(z—4p)* = (4p)" - ¢
s-tp=\/(4p)" - ¢
=dpx ()’ -a
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Egipcios

Dentro de las escasas fuentes de la matemdtica egipcia y en particular a
lo que se refiere a la historia de las ecuaciones de segundo grado, se tienen
identificadas cuatro, éstas se originaron durante lo que se denomina Reino
Medio (aprox. 2000 afios a. c.).

La primera fuente llamada Papiro de Mosci, la cual se encuentra en el
museo de Mosci; proviene de la ciudad de Los Muertos (Drah Abu’l Negga),
localizada en Tebas. Este papiro cuenta con las siguientes caracteristicas:
25 mts. de largo por 8 cm. de ancho, contiene 25 problemas de la vida
cotidiana, escritos aproximadamente en el afio de 1900 a. c. con un estilo
“maestro-estudiante”.

La segunda fuente denominada Papiro de Rhind se encuentra en el mu-
seo Britinico de Londres, las dimensiones de este papiro son aproximada-
mente de 5.34 mts. de largo por 33 cm. de ancho (en su forma original®),
consta de 84 problemas agrupados en capitulos, escrito alrededor del afio
1800 a. c. y encontrado por el arquedlogo inglés A. H. Rhind en el afio de
1858 d. c. en la Cd. de Luxor.

Aparte de estas dos obras conocidas se encuentran distintos papiros
y tablas de madera con diverso contenido matemdtico, las cuales se les
consideran fuentes menores, entre éstas podemos mencionar las siguientes:

Papiro de Pelrie [23] también llamado Papiro de Kahum encontrado en
el afio de 1897 por F. L. Griffith. Aqui se muestra el primer ejemplo de
una ecuacién de segundo grado, ésta, se encuentra en la tabla 8 del papiro.

Papiro de Berlin (6619) [24], el cual fue descubierto en el afio de 1900
por Schack, encontrindose un segundo ejemplo de ecuacién cuadratica.

Los problemas que se encuentran en los citados papiros, son a grosso
modo los siguientes:

Ejemplo E.1
Papiro de Kahum

“Se tiene un volumen de 120u® el cual hay que dividir en 10 cuerpos
de altura 1 de tal forma que la superficie sea un cuadrado, cuyos lados
tengan la proporcién de 1 y § 3»  La solucién a este ejemplo es a través de
la denominada regla falsa o fnlsa suposicidn (asuncién)}® [31] la cual nos

3En la Jidad se ra mubilad.

4Regla que usan mucho los cgipcios para poder resolver sus problemas y la cual
consiste en tomar una cumdad al arbitrio, ésta, se sustituye en la “ecuadén” para ver
si le can las di sino, se toma otra hasta que sc satisfaga la “ecuacién”,
para luego redactar el problema con su solucidn.
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conducird a una raiz irracional de % El célculo procede de la siguiente
forma:

Divide 1 entre ¥ eso da 1} multiplica 12 con 11 y obtenemos 16, la
rafz de 16 es 4, la cual es la longitud de uno de los lados del cuadrado.
Ahora toma % de 12 lo cual es 3 lo cual es el otro lado del cuadrado. Estas
ecuaciones expresadas en forma actual son las siguientes:

zy = 12

z_3

y 4
Ejemplo E.2

Papiro de Berlin (6619)

El segundo problema lo descifré Schack en 1903, el cual trata de resolver
vl siguiente sistema de ecuaciones:

<@y
e

22 42 = 400

La prueba que da su autor es como sigue:

Seaz=2yy= 1 , eslos valores sustituidos en la primera ecuacién
nos da 6l si tomamos rmz nos da 2l la cual es un octavo de 20, jesto a
qué nos lleva” a que ahora z = 16 y y = 12, es decir, la solucién a este
problema esta dado por lo que se denomina tripletns pitégoricas, las cuales
son de la forma (12,16,20) 6 (6,8,10) 6 (3,4,5) que también son solucién
del siguiente ejemplo

Ejemplo E.3
Papiro de Rhind

“Dividir una superficie en dos diferentes cuadrados, esto es, 100 u® seran
divididas en dos magnitudes diferentes desconocidas, teniendo una razén de
% de una de las magnitudes con respecto de la otra.”® En este ejemplo se
vuelve a aplicar la regla falsa, el desarrollo es el siguiente:

“Haz un cuadrado de lado | y toma 3 de la longitud del lado, multiplica
esto en si, y da %, cuando se hace qslo varias veces obtenemos ?%, toma
raiz y da , toma raiz del lado dado 100 y da 10, divide 10 entre i esto

®Estec problema ya sc vio en los babilonios (ejemplo B.4).



Andlisis Historico 45

produce 8, el resto es despreciado, toma ahora % de estos 8 y te da 8 que
son los valores que concuerdan con el problema planteado.”

Si traducimos el problema en lenguaje matemético actual se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

z? 4+ 3% = 100
z_3
y 4
Como z = 2y, se sustituye en z? + y* = 100, entonces se tiene;

(%v)? + ¥ = 100, esto implica que; y? = 64 luego entonces y = 8. Ahora

sustituyendo el valor de y en la primera ecuacién se tiene que z? = 36 asi
z = 6, obteniéndose los valores para z y y.

Cabe aclarar, que la generalizacién a estos tres problemas, la encontra-
mos en el libro de los Datos de Euclides proposiciones 84, 85, 86, las cuales
las podemos escribir como:

zy=k? zy=k? zy = k?
z—y=a z+y=a z?—-y’=a

Conclusién

De los resultados obtenidos de los Babilonios y Egipcios, se concluye, que
la conceptualizacién matemdtica, se basa en hechos practicos y empiricos,
pero aln asi, se encuentra en varios problemas un grado de sofisticacién
en el planteamiento y solucién de estos; encontramos ademds el primer
concepto de raiz y la solucién a problemas a través de la regla falsa.

El punto importante en esta matemadtica es la conceptualizacion de
la idea de medir, siendo éste el segundo concepto fundamental de la ma-
temética, recordemos que el primero es el de conlar.

El concepto de medir dreas nos conduce a dos grandes corrientes de la
matematica: El primero es el de medir dreas irregulares conduciéndonos
al principio fundamental del cilculo y las implicaciones que conlleva. El
segundo, el cual enfocamos no a la profundidad que quisiéramos, es de
medir dreas regulares, que no es mas, que un principio fundamental en el
dlgebra.
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Capitulo 5

Etapa Alejandrina

En Geometria no Aay ningin camino
capecial para loa reyes.

Esclides

Se puede indicar sin temor a equivocarnos, que gran parte del conoci-
miento griego (el cual parte alrededor del afio 1200 a. c.) se acumuld en el
recinto dedicado a las musas, es decir, en el Museum, éste estuvo situado
en el delta del Nilo, en la ciudad de Alejandria.

Euclides de Alejandria
(Florecimiento 295 afios a.c.)

Uno de los matemdticos mds importantes de esta cultura es sin duda al-
guna, Euclides, el cual no sélo aporté un desarrollo bien definido sobre
ecuaciones de segundo grado, sino que realizé una basta recopilacién de
los trabajos matematicos de las culturas que lo precedieron, sintetizando la
visidn geométrica de la matématica.

Euclides es el matemitico mas celebre de todos los tiempos, su nombre
es sindnimo de geometria, pero sdlo dos hechos se conocen de su vida que
estan fuera de toda disputa; uno de estos, es el referente a que, Euclides se
le localiza entre los pupilos de Platén (347 aiios a. ¢.) y los de Arquimedes
(287 afios a. c.), el otro versa en el lugar en que nacid, Alejandria, este
dltimo dato es importante ya que muy frecuentemente se confunde con un
Euclides nacido en Megara, el cual fallecié 100 afios antes que Euclides de
Alejandria [25]. La fama de Euclides reside en ser el autor de los Elementos
que constan de 13 libros los cuales han ejercido una profunda influencia en
el pensamiento humano.
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Los Data o Datos es otro trabajo de Euclides, éste, trata sobre geometria
pura y esta relacionado con los libros I, I, 111, IV, V y VI de los Elementos,
con algunas diferencias de lenguaje.

Por lo que respecta al desarrollo de las ecuaciones de segundo grado
del que se habla! 4 en el principio, lo encontramos badsicamente en el libro
Il de Los Elementos, el cual consta de 14 proposiciones que nos permiten
comprender el significado geométrico de una ecuacién de este tipo asi como
su solucién. Euclides da tres formas de ecuacién cuadratica, las cuales las
localizamos en las proposiciones 4, 5 y 6. Una de las definiciones que prece-
den este libro nos habla del gnome, este concepto es de suma importancia
para dar solucion a estas ecuaciones, la definicién es la siguiente:

En todo paralelograme dése el nombre de gnomo a uno cualguiera de los
dos paralclogramos alrededor del didmetro junto con sus complementos.!

Dos definiciones iinportantes para la mejor comprensién de lo que es un
gnomo, son las siguientes (la primera aportada por Herén de Alejandria, y
la segunda por Aristdteles):

Se entiende por gnomo en {oda su generalidad; lodo aquello que, afiadido
a cualquier ndmero o figura, hace que el todo resulte semejante a aquello
que se aiadié. [27].

Si a un cuadrado sc le aplica un gnomo, éste sufre un crecimiento pero
no se allera. [27).

Como podetnos darnos cuenta en estas dos definiciones no sélo se habla
en un sentido puramente geométrico, es decir, el concepto de gnomo también
se puede emplear algebraicamente.

Por lo anterior, se puede concluir que el gnomo es el término indepen-
diente de una ecuacién de segundo grado. Es importante mencionar aqui
que el concepto de gnomo esta fuertemente ligado con los conceptos de
nimeros figurados y tripletas pitagéricas®.

Euclides, como ya se menciond, da tres tipos de ecuaciones de segundo
grado, las cuales son:

2tpr=g I1—-4
z24q=pz II--5%
?=pr+tgq Ir—-6

A continuacién daremos la estructura geométrica y algebraica de estas
ecuaciones.

! véase excursus 1.
2véase excursus 1.
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Proposicién 11-4 [26]

Si se corta al arbilrio una linea recla, el cuadrado de la linea enlera es
igual a los cuadrados de las partes mds el duplo del rectdngulo comprendido
por las parles.

Dividase pues, la linea entera AB, al arbitrio, por el punto G.

Digo que el cuadrado de la recta AB es igual a los cuadrados de las AG,
GB mis el duplo del rectangulo comprendido por las AG, GB (Fig. 19).

Demostracién

Constrityase sobre la linea AB el cuadrado ADEB, y tracese la BD, y
por e! punto G tricese Ja GZ paralela a cada una de las AD, EB. Mas por
el punto H tricese la TK paralela a cada una de las AB, DE. Ahora bien:
puesto que la GZ es paralela con la AD, y sobre ella incide 1a BD, el dngulo
externo GHB es igual al interno y opuesto ADB. Mas también el dngulo
ADB es igual al ABD, porque el lado BA es igual con el AD, por lo cual
serdn iguales los dngulos GHB y HBG y por tanto también el lado BG es
igual al lado GH.

A G B

T H K

D Z E
Figura 19.

Mas, por una parte el GB es igual al HK y por otra lo son el GH y el
KB. Por lo tanto el dominio GHKB es equildtero. Digo también que es
rectingulo, porque la GH es paralela con la BK y sobre ellas incide la recta
GB, los dngulos KBG, HGB serdn iguales a dos rectos. Mas, el KBG es
recto, Iuego el BGH es también recto de manera que también los dngulos
opuestos GHK, HKB seran rectos: luego el GHKB es rectingulo. Mas, se
demostré que era equilitero, luego es cuadrado. Y ademds esta formado
por la recta GB, y por parecido razonamiento el TZ es un cuadrado y estd
formado por la recta TH, es decir por la AG. Por tanto los cuadrados TZ,
KG estin construidos sobre las rectas AG, GB: y puesto que el AH es igual
al HE y el HA estd comprendido por las rectas AG, GB, porque la HG es
igual a la GB, serd también el HE igual al comprendido por las AG, GB.
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Por tanto: los AH, HE son iguales al doble del comprendido por las AG,
GB. Mas, por otra parte también los cuadrados TZ, GK, estan construidos
por las rectas AG, GB luego los cuadrados TZ, GK, AH, HE son iguales a
los cuadrados de los lados AG, GB mas el doble del rectdngulo comprendido
por los AG, GB. Mas, los TZ, GK, AHl, HE hacen el ADEB entero, que es el
cuadrado construido sobre lu recta AB, luego el cuadrado construido sobre
la recta AB es igual a los cuadrados de los lados AG, GB mds el doble de
rectangulo comprendido por los AG, BG. Por tanto: si se corta al arbitrio
una linea recta, el cuadrado de la linea entera es igual a los cuadrados de
las partes mas el duplo del rectangulo comprendido por las partes. Que es
lo que se habia de demostLrar.
Algebraicamente esta proposicion lo que nos dice es lo siguiente:

AB°=AG" +GB +2-AG-CGB
Si hacemos AG = %p, GB=zyHE=HA= 1pz, se produce lo siguiente:
(z+1p)" = 2 + pz + (§p)°
ahora, como es una ecuacién de la forma
2’ 4pz =g

entonces
(z +14p)* = ¢+ (§p)°
si se toma la raiz cuadrada de ambos lados de la igualdad se tiene:

=+ ip) = Jip)> +4q
z=\[({p)? +q-1ip

que es la solucién para la ecuacién z? + pz = ¢ (Fig. 20).

entonces

A & Gz B
p
3

F4 2 |z

T K
H

B | = 2

D Z E

Figura 20.
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Antes de seguir adelante, se abrird un paréntesis, para dar paso a la
proposicién I1-11, la cual da otra forma de llegar al mismo resultado que la
proposicién 1I-4. Esta es la siguiente:

Dividir una recta en dos partes de modo gue el rectdngulo comprendido
por la recla enlera y por una de sus partes sea igual al cuadrado de la otra
parte restante [25).2

a(a~=)

Figura 21.

Sea AB la recta dada. Entonces hay que dividir la AB por T de manera
que, el rectangulo comprendido por los lados AB, BT es igual al cuadrado
sobre TA (Fig. 21).

Algebraicamente ;qué quiere decir esto?. Traduciendo en notacién mo-

derna se tiene que:
z

a -z

LN

3Esta proposicién —que Euclides repite en VI-30- equivale al problm de dlvndu'
un segmento en media y extrema razén, que ya {an los pitagé: por
resolverlo para construir el pentdgono regular. Por atro lado para encontrar el seginento
que llamaron dureo (i;-‘é) recurrian al gnomo, el cual les permitfa dividir el segmento
en otros dos, formando un rectingulo de 4rea dada, Esto illtimo esta ligado al problema
de construir una figura congruente con una dada y semejante a unu tercera, para el caso
particular de un drado [28], esto duce a la sigui dritica:

5\? a—b\2
e () (5)
*=a 2 z
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haciendo operaciones se produce: i =7

por lo tanto S et
z?+az=a’ S
que es el caso de la ecuacion z? + pz = ¢ que se obtuvo en la proposicién
11-4. : .

Proposicién 1I-6 [26]

Si se divide una linea recia en pariles iguales y desiguales el rectdingulo
comprendido por las partes desiguales de la recta total mds el cuadrado de
la diferencia entre las dos parles es igual al cuadrado de la mitad de la recta
dada.®

Cldrtese pues, una recta cualquiera, AB, en partes iguales por el punto
G y en desiguales por el D.

Digo que el rectingulo comprendido por AD, DB mas el cuadrado de
GD es igual al cuadrado de GB (Fig. 22).

Demostracién

Sobre GB constriiyase el cuadrado GEZB, y tricese BE, y por el punto
D tricese la DH paralela a cada una de las rectas GE, BZ, y por el punto
T tracese ademds la KM paralela a cada una de las rectas EZ, AB, y de
nuevo por ¢l punto A tricese la AK paralela a las rectas GL, BM. Puesto
que el complemento GT es ignal al complemento TZ, afiddase el cuadrado
DM comiin; el cuadrado GM entero serd igual al DZ entero. Mas e} GM
es igual al AL, porque la recta AG es igual a la GB; por tanto también el
AL sera igual al DZ. Afiddase el GT comiin; serd por tanto, el AT entero
igual al gnomo XCN, (que consta del rectangulo HM mads el cuadrado MD
mas el rectangulo DL) mds el AT es el comprendido por las rectas AD, DB,
porque la DT es igual a la DB, luego también el gnomo XCN ser4 igual al
comprendido por las rectas AD, DB. Anddase el cuadrado LH comiin, que
es igual al cuadrado del lado GD; sera por tanto, el gnomo XCN mds el LH
igual al rectangulo comprendido por las rectas AD, DB mds el cuadrado de

4 Al analizar la interpretacién algebraica, se puede notar que, esta proposicién trata
de una aplicacién eliptica de Area: es decir, si se considera un seginento rectilineo dado
AB = a, entonces constriiyase un rectingulo AT cquivalente a un cuadrado dado b2,
de modo que la parte del drea que felte (¢AAeic) del rectdngulo az sobre AB sea un
cuadrado BT = z? [28]
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la GD. Més, el gnomo XCN junto con el LH entero hacen el cuadrado GEZB,
que es el construido sobre el lado GB, luego el rectangulo comprendido por
las rectas AD, DB mads el cuadrado de la GD es igual al cuadrado de la
GB. Asf al dividir una recta en partes iguales y desiguales, el rectdngulo
comprendido por las partes desiguales de la recta mas el cuadrado de la
diferencia entre las dos partes es igual al cuadrado de la mitad de la recta
dada. Que es lo que se habia que demostrar.

A G D B
Ni/C
£ T T x M
E H z
Figura 22.

La proposicién anterior lo que nos dice en notacién actual es lo siguiente;
e e ——2  ——
AD-DB+GD =GB’
Para encontrar la solucién algebraica a este problema, se dividird en dos
casos; uno para cuando z < 1p y el segundo, cuando z > 1p.

Primer Caso: Sea AD=p—~2,DB=2,GD=4p—zyGB = }p. Si
se sustituye en la ecuacién producida de la figura 22 se obtiene lo siguiente:

(p=2)z+(p— =) = (}p)
ahora, como es una ecuacién de la forma
z2+q=pz = g=pr—=z*

entonces
7+ (3p-2)* = (§p)°
Gr—2)=Gp -¢

Gp—2)=y/(3p)* -4
z=4p—\/(}p)* ~¢

que es la solucién a la ecuacién 22+ ¢ = pz para el caso z < 1,-p (Fig. 23).

por lo tanto
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A z. B
z? z
S SR A B M
E 2-cH z
il S
Figura 23.

Segundo Caso: Sea GB = z, AD = DB = 3P, entonces AG=p-=z.
Si sustituimos en la ecuacién que se produjo de la figura 22 estos valores,
ubtenemos lo siguiente:

(p—2)z+(z— 32V = (3p)
como en el caso anterior, tenemos que:
2

:2+q=p.1: = g=pz—=zx

entonces

g+ (= - §p)* = (3p)°
= (z-ip)=\/(4p)" —4¢
. = z=ip+\(10)* ~q

que es la solucién de la ecuacién 22 + ¢ = pr para el caso = > 1p. A
continuacion se exhibe la figura que da solucién geométrica a este caso
(Fig. 24).
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pog p——— T ey

L}

A G =5D % B
Figura 24.

Por iiltimo se tiene la ecuacién de la forma:
z? =pr+gq
que se obtiene de la proposicién II-6.
Proposicién 11-6 [26]

Si se divide una linea recla en dos y se le afiade en recic ofra recla
cualguiera, el rectdngulo comprendido por la recta entera mds la afiadida y
por la afiadida, junto con el cuadrado de la lfnea mitad, es igual al cuadrado
de la linca compuesta de la linea mitad y de la anadida.’

Cértese en dos por el punto G la recta AB y afiddasele en recta BD.

Digo que el rectingulo comprendido por las rectas AD, DB junto con el
cuadrado de la GB es igual al cuadrado de la GD (Fig. 25).

Demostracién

Constrilyase sobre la GD el cuadrado GEZD, y tracese la recta DE; y
por el punto B trdcese la BH, paralela a cada una de las EG, DZ y por e]

5Esta p icidn es una aplicacién hiperbélica de Areas, {28) es decir: constniyase
sobre un segmcnta dado AB = a un rectdngulo AM equivalente a un cuadrado dado
lv2 de tn.l modo que la parte del Area que sobdre (uxcgfoAn), sea un cuadrado, cuya

ica es la igualdad

(20 4 )b+ a2 = (a +b)?

Euchd«s va a gencralizar csta propouc:én ¥ la anterior en Data 84 y 85 tomando €] caso
de p en lugar de dolo asf a resolver la doble ecuadén:

azk z? = b2,
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punto T tricese la KM paralela a cada una de las AB, EZ y por el punto
A tricese la AK paralela a cada una de las GL, DM. Ahora bien: puesto
que la AG es igual a la GB scrd también igual rectingulo AL con el GT.
Mas el GT es igual al TZ, luego también el AL es igual Al TZ. Afiddase el
comiin GM; el AM entero serd, entonces, igual al gnomo NXO (que consta
del rectangulo HM mas el cuadrado MB mas el rectingulo BL). Mas el AM
estd comprendido por las rectas AD, DB, porque la DM es igual a DB,
luego también el gnomo NXO sera igual al rectangulo comprendido por las
rectas AD, DB. Afiddase el comiin LH, que es igual al cuadrado de la BG,
luego el rectangulo comprendido por las rectas AD, DB mds el cuadrado
de la (iB es igual al gnomo NXO y LH. Mas el gnomo NXO y ¢l LH entero
hacen el cuadrado GEZD, que es el construido sobre el lado GD, luego el
rectangulo comprendido por lus AD, DB mis el cuadrado de la GB es igual
al cuadrado de la GD. Luego si se divide una recta en dos y se le afiade en
recta otra recta cualquiera, el rectingulo comprendido por la recta entera
mas la afiadida y por la aiiadida, junto el cuadrado de la linea mitad, es
igual al cuadrado de la linea compuesta por la linea mitad y por la afiadida.
Que es lo que se habia que demostrar.

La proposicién anterior lo que nos dice en notacidn actual es lo siguiente:

=2

AD DB +GB =GD

A G B b
N /X
K L TO |IM
E H ¥4
Figura 25.

La solucién algebraica al igual que la proposicién anterior, se dari en
dos casos; con la diferancia, que el primero de éstos se va a llevar al caso
?+pr=gqeonz < £ dada su similitud con la proposicién 1I-4 y el segundo,
enando no se pueda llevar a éste, es decir, z > £.6

Primer Caso: Si se sustituyen los valores; BD =z y AG = GB = b1

SExiste un tercer caso cuando © = 53, &ste no fue estudiado hasta el forecimiento de
los Arabes.
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en la ecuacién que se produjo de la figura 25 obtenemos:

(z+p)z+(3p)’ = (= + ip)*

pero sabemos que

z:"+pz=q

entonces

g+ (3p)* = (= +ip)°
= (z+1in) = (&p)* +4¢
= z=\(ip)  +q-1p

lo anterior es la solucién a la ecuacién z? = pz 4 ¢, llevada a la forma
z? + pz = q (Fig. 26).

A % ¢ 5 B2 D
£z Bz z? |z
K L T M
@ | =
E H V4

Figura 26.

Segundo Caso: La ecuacidn no se puede llevar a la forma z2 +pzr =gy
z > £, Solucién geométrica (Fig. 27):

AD.DB+GB =CD"
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Dz-pA ir
o
N
Q
Figura 27.

___Interpretacién de la solucién algebraica: Siigualamos: DB =z y AG =
GB = Lpy se sustituye(en la misma forma como hasta ahora) se obtiene:

(z=p)e+(3p)° = (= - {p)°
pero sabemos que
s?=pz+qg = g=z'-—pz

entonces
i+ () = (= - §p)?

ViR +g=(z-1p)
z=\/(30)" +a+1p

Lo anterior es la solucién a la ecuacién z? = pz + g, para el caso en que no
se pueda llevar a la forma z* + pz = q.
Una cuarta forma de ecuacién de segundo grado seria:

z’+pz+q=0

4Qué pasa con esta ecuacién la cual no se encontré por ningiin lado en el
estudio realizado?.
Si se analiza la solucién algebraica de los tres casos anteriores, se obtiene

lo siguiente:

VP +a-%
B8 -q
(5P +ax}

24pr=q = =

2 4g=pr = =z
22=pr4g => z=
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se puede decir que los signos de las raices son de la forma:

+ + - -
+ - + -

para la proposicién I1-5 las raices son del tipo de la primera columna, mien-
tras que la segunda y tercera columna, corresponden a los signos de las
soluciones de las proposiciones II-4 y 6, la ¢ltima columna corresponde a la
ecuacién del tipo z2 + px + ¢ = 0, esto quiere decir que, para las proposi-
ciones I1-4, 5, 6 al menos existe una solucién positiva, para el ltimo caso
las dos rafces son negativas, es decir, no tiene solucién geométrica, que era
el objetivo de los griegos. Este es el motivo por el cual no se realizard un
estudio sobre la ecuacién que ahora se le conoce como la general de segundo
grado. -

Ejemplo G.1

Entre los ejemplos que podemos rencionar tenemos uno que se encontrd
en la proposicién 58 de los Dalos, la cual es un caso de Elementos VI-28,
este ejemplo es el siguiente:

z2 421 = 10z

H Th z 4

K [}

g~z

z? z

E B
A. 4 " e .D

Lo 2 T 2 1
Figura 28.

En la figura 28 se tiene que AD = p = 10, asi el desarrollo de Euclides se
plantea como sigue:

« AD e blsacta por E de manera que ED o8 conacide L1 s
- Se constraye of cuadrado EDZH, tamblén es convcide  {{p)? a5
iy

- E1 rectdugulo AQ més o) cuadrado O wignal a TD® o4 (Ewu)? m (47 4 (3 -x)Tmas

se comoce
« También el cwadrado QM e conocido ($-s)Pmas-m

- Tambitn ¢l lado EB e conocide f-xmz
« Tamblén BD es cosocldo "= 5-2

- Ael =3
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Hay que hacer notar que este desarrollo es idéntico en los babilonios y
drabes, ) . R
Otro ejemplo que podemos mencionar es el siguiente:
Ejemplo G.2
22 + 10z = 39

Describiremos la solucién paso a paso para visualizar mejor el contenido
geométrico de ésta. :
a) Se coloca el cuadrado de 2

z?

b) Se toma la mitad del término en z y se junta al cuadrado z, obteniendo
asi un gnowmo.

] T
5
¢) Se completa el cuadrado
5 z
{ 25 5
L

d) Obtenemnos el drea total, ; de qué forma ?. Como se sabe el gnomo
significa el término independiente de la ecuacién de segundo grado es decir
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g, que en este caso es 39, por otro lado al completar el cuadrado de lado
5+ z se obtiene un cuadrado de drea 25, por lo tanto el irea total es 25+ 39
que es igual a 64.

e) Se toma la raiz cuadrada para obtener el lado del cuadrado total, ésta
es 8. Esto se puede hacer, ya que, los Babilonios ya tenian tablas de raices,
o en su defecto la proposicién 11-14 de los Elementos nos habla del método
geométrico para encontrar la raiz de cualquier niimero.

f) Como sabemos que el lado del cuadrado total vale 8 y tenemos que un
pedazo de este lado es 5 entonces, todo el problema se reduce a una ecuacién
de primer grado que es la siguiente:

5+zx=8 = z=3

que es la solucién a la ecuacién z? + 10z = 39, la raiz negativa (z = ~13)
se ignora.

A continuacién daremos paso a un andlisis que se efectud acerca del
libro de los Data, como un complemento del estudio de las ecuaciones de
segundo grado, y donde nos encontramos un interesante desarrollo sobre la
solucion de una ecuacién bicuadrdtica (ecuaciones que tiene dos incégnitas
que son nimeros cuadrados).

-Data 59 se refiere a Elementos VI-29, que trata de las ecuaciones del
tipo 22 4 pz =g

Es interesante también observar los siguientes ejemplos que se encuen-
tran en los Data:

Data: 84 r-y=gq z-y=gq
Data: 8 z-y=¢q, z+y=p
Data: 86 z.y=¢q z*-y’=d?

Asi también se encontrd que: Data 84 nos conduce a Daila 59, iinica-
mente que y = z — p y que ¢ = z(z ~ p) = z° — pz, es decir, la solucién
de la ecuacién z? = pz + ¢ (la forma anterior falta en Elementos VI-28 y
VI-29).

Data 85 nos lleva a Data 58 y Elementos VI-26, lo interesante aqui es
que se toma solo z < $p (el otro caso, es decir, z > 1p lo estudio abii
Karmil).

Data 86 es el ejemplo mds antiguo de una ecuacién bicuadritica en
la matemdtica griega. EIl tratamiento que se le da a este problema, nos
muestra un caracter muy avanzado por Euclides en el dlgebra. Este ejemplo
es el siguiente:
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-y =d =16

ry=¢* =15

Tz = d® =16;

= d2 18

— X, =

AB" - BC" =AB-BD falta
[AB.-(AB - BD)=BC"] en

= BC Buclides

el
BC" =AB.AD

por tante 440
_8p

(AB+EA-ED)’

nn

BD
haciendo AR - BD

es conocido
cs conocido
es conocido
es canocido

es conocido
es conocido

es canocido
es conocido
es conocido
es conocido

es conocido

es conacido

es conocido

es conocido

es conacido
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-y =z = 16;
:z—:):y’
ﬁ.:?; 18

= = 18,
P-4
]

5% =8
y=z(r - z)

T=x) _ M — .
=g =
dx{xe2)42® _ 49444 = .

el st _gmigy

2x=2)? _ 49t ydat — 289,

PR =lesd

- 4g34dd
Teor o fladl 4y = iI;
s4{z—)4s _ ,lg‘*d‘ = .

z — d¢ +1 -255"

C r x 1
v
Z —
B D A
Figura 29.

Es interesante indicar que Proclo en el comentario del libro I de los
Elementos [20] asegura que las aplicaciones de drea, que en este ejemplo
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se manejan, se remontan a la escuela pitdgorica, pero en los andlisis es-
tablecidos sobre los egipcios y babilonios vemos que estos son de mayor
antiguedad.

Conclusién

Como puede darse cuenta el lector, Euclides es uno de los pioneros en
resolver ecuaciones de segundo orden por métodos geométricos, lo cual lo
hacen por la sencilles y maestria con que expone el anilisis, uno de los mds
grandes matemiticos de su tiempo, ademads de que es una de las principales
fuentes de inspiracién para el desarrollo de la matematica moderna.

La metematica en Euclides como se apunta, empieza a ser mas formal
esto lo observamos en la precisién de los enunciados, el mecanismo de las
demostraciones, la concatenacién de los teoremas y el deseo de reducir al
minimo los fundamentos de las deducciones, esto convierte a la geometria
en una ciencia auténoma de la todavia no conocida algebra.
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Hdron de Alejandria

(Florecimiento en el afio 62 d. c.)

Héron es otro de los grandes matemiticos griegos, su nombre aparece en
algwios trabajos, que estan escritos en griego, existiendo dos obras mids,
una redactada en arabe como lo es Le Mecdnica y en latin Oplica. Aparte
de estos datos uo se sabe nada de cierto de Héron, provocando un sin fin
de teorias acerca de él, una de éstas es la fecha de su florecimiento, la cual
deduce Neugebauer [14] apartir de un eclipse de luna que se observé por el
afio 62 . ¢. y que Hdron hace referencia en su libro titulado Dioplra. Esta
fecha aunque ambigua puede ser un acercamiento a la edad de Héron ya
que no ocurrié un eclipse de estas caracteristicas hasta 500 afios después.

Fuentes Arabes nos indican que Héron escribid un comentario sobre los
Elementos, la nomenclatura que utiliza tiene rasgos mis algebraicos, 11-4,
5, 6, es un vjemplo de ésto. A continuacién vearnos cual es andlisis que hace
Héron para la proposicién 11-5.

Al comenzar se hace lasiguiente consideracidn: cuando @G = by entonces

ad-W+dg =bg"

es decir

- 3
. 7% 2 .
[ - —— {
b g a

Figura 30.

El andlisis parte sobre el lado izquierdo y concluye en el derecho, en
una segunda etapa se parte por Ia derecha y se finaliza en la izquierda. Los
resultados son los siguientes:

1) ad-bd+dg (p—z) z+ (4p—2)?

2) (@@+gd)-Wd+dg o+ (sp—2)-z+(4p— )
3) (bg+9d) Td+dg

4) by bd+gd-ba+dg ipz+(ip—z) -z +(4p—z)?
5) bg-bd+dg-(bd+dy) ipz+(4p—z)[z+ (4p— 7))

6) by -bd+yd by wpz+(1p—7) - 4p
7) bg- (5 +gd) 1ple + (1p ~ )]

) b1y Hog
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Veamos ahora la demostracién corta que hace Héron para la proﬁosicién
11-6: demostrar que ad - bd +bg° = gd-

—E+ —+ -y
d b g a e
Figura 31.

El segmento da, se prolongars por el extremo a con la condicién @& = db,
siendo g cl punto medio de de y por lo tanto se aplica 1I-5, quedando
demostrada la proposicién.

En su obra la Mélrica, se encuentra un sélo ejemplo de ecuacién de
segundo grado, ésta es: Se tiene un tridngulo con los siguientes lados

B=13, BC=14, CA=15

[} 14 B
Figura 32.

Se quiere encontrar un punto z dentro del tridngulo en el cual las dreas
formadas por el punto z y los vértices sean iguales, ademads se tiene que:

z+y=14
6720
TY = Jaa

resolviendo el sistema nos produce la ecuacién:

2 -4z + 8 =0

e =T£,/2}

El valor que encuentra Héron es una aproximacién, pero es importante
notar que de las raices positivas el toma la mayor, z; > lz-p. Euclides

cuya solucidn es:
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tomara la raiz menor, los dos coinciden en afirmar que x? tiene coeficiente
1. También hay que decir, que el tiempo que transita entre Euclides y
Hdron, los matemdlicos griegos toinaban el valor mayor de la raiz.

En la Geomélrica se encuentra una segunda ecuacién cuadratica la cual
nace del siguiente problema: Sean tres nimeros a,b, ¢ que suman 212. A
cuanto equivalen estos niimeros?. Este problema lo planteé Héron de una
forina que en notacion moderna seria el siguiente:

z+ 3;21+sz=212

Una primera pregunta para nosotros es: ;,Qué significa cada término?. Si
tomamos en cuenta que:

Perimetro de unn circunferencia es igual a 27r,

Area es igual a 7r?,

Didmetro es igual a 2r.

Consideremos entonces lo siguiente: Sea ¢ = 2r

= 24 P+ B2 =212
= 2+ Bor4 H(4r?) =212
= '21‘+7r‘lr+%7=2l2

Si al tercer término se multiplica por un uno de la siguiente forma £ se

Liene (ue:

= 2r 4 wl2r 4 ﬁ§1-2=212
= 472+ Moar? =212

por o tanto:
El primer término es ¢l didmetro de la circunferencia,
El segundo es el peritnetro,
El tercero es el drea,
Y algo muy importante 2-'," ~m
La solucidn de esta ecuacién esta dada de la siguiente manera: A la
ecuacion original se le multiplica por 154 obteniendo:

154(H 22 + £z) = (212)(154)
11222 4 (2)(11)(29)(z) = (212)(154)
si se completa el cuadrado (algebraicamente) se tiene:
11222 + (2)(11)(29)(z) + 20% = (212)(154) + 841 = 33489
= (11z + 29)% = 33489
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tomando la raiz cuadrada de ambos lados se obtiene:
(11z +29) = 183

1lz = 183 - 29 = z=14

que es la solucién a la ecuacién propuesta.
El siguiente problema también es de Héron, y al igual que el anterior
hay que interpretar los términos de la ecuacidn:

z? 4 42 = 896

Esto es relativamente sencillo, ya que se puede notar que el término z es el
lado de un cuadrado y z? obviamente su irea, es decir:

A+ L =896

una posible solucién geométrica se puede dar en base a la proposicién 11-4
de los Elementos de Euclides (Fig. 33.).

2 z
2z z? |z
4 2z |2
Figura 33.

el drea total esta dada por:
Ar = 4 4896 = 900
se extrae raiz cuadrada entonces:
V500 = 30

asi encontramos el lado del cuadrado, entonces:

24+zx=230 = =28



68 Etapa Alejandrina

Conclusién

En base a la metemdtica de Euclides, Héron sintetiza algunos resultados
sobre ecuaciones cuadrilicas, esto se nota claramente en las soluciones que
da a cste tipo de ecuaciones. Es importante notar ademds, que la concepcién
de la matematica griega ha significado un cambio radical, ya que en los dos
1iltimo problemas expuestos por Héron se puede observar que suman lincas
y dreas, lo cual va en contra del principio de dimensién de la matemdtica
clisica.
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Excursus I
Nimeros Figurados

Un nimero figurado es aquel gue se le representia mediante puntos que for-
man figuras.

. - L L3 L] L L L]

L] L] . » L) * o 5 @

L] L] L] - . L ] L] L] - L]
Figura 1.

Al parecer, lo dicho anteriormente, hablar de los niimeros figurados es
una tarea trivial. Pero asombrarse es lo menos que se puede hacer, si se
considera la seria atencién que pusieron sobre el tema, los fildsofos griegos en
el transcurso del periodo, desde Filolao (siglo V a.c.}, hasta Proclo (siglo V
d.c.). Para poder comprender lo anterior se examinara una de las primeras
manifestaciones de dualidad como es lo, par e impar, que fue planteada
en un principio por los pitagéricos y que posteriormente la retomaron los
platénicos.

Para plantearlo en términos originales se transcribird uno de los apar-
tados de los fragmentos de Filolao Sobre la Naturaleza.

“El mimero licne dos especies eidéticas propias: par e hmnpar, y una
tercera mezcla de entre ambas: la par-impar.”

“Y en ambas especics eidélicas hay muchas formas que por si mismo
indica cada nimero.”

Asi Ja cuestidn de paridad es un concepto primario en la matemadtica
pitagdricas, pero la dicotomia de lo par e impar se ha de contemplar en
un horizonte mds amplio, como lo es en una lista de los diez contrarios
preservada por AristSteles en su Melafisica {30].

Finito Infinito

Par Impar

Unidad Pluralidad

Derecha  lzquierda

Macho Hembra

Reposo Movimiento

Rectilinio Curvo

Luz Tinieblas

Bien Mal

Cuadrado Cuadrildtero Irregular
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Se encuentra en esta tabla que la dualidad par-impar sélo puede compararse
con la par “Limitado-lNimitado”.

Para ilustrar lo anterior se dard ¢l siguiente ejemplo: Se consideran dos
nimeros 4 y 5, y se colocan de una manera simétrica, como en la figura 2.

Figura 2.

Si se intenta dividir en dos partes iguales el 4, éste no ofrecerd ningtin
problema; pero un procedimicnto andlogo con el niimero 5 se vera que a
éste le sobrard una unidad, como en la figura 3.

Figura 3.

El proceso es completamente andlogo para cualesquiera dos numeros,
uno pary el otro impar. Es en este sentido que lo fmpar es limitado y lo
par es ilimitado.

Para dar una definicién mds rigurosa de lo que es un niimero figurado
se debere definir primero lo que es un:

Gnomo

El gnomo era un instrumento que fue importado a Grecia desde Dabi-
lonia alrededor del siglo VI a. c. constaba de una varita perpendicular que
proyectaba la sombra producida por el Sol sobre un disco, que servia para
conocer la posicién del Sol y el curso del tiempo.

Mis tarde por extension, se denominé gnomo a una escuadra de carpin-
tero, pasando asi como una era analogia, a los niimeros figurados.

La definicién geométrica del concepto de gnomo se tiene en el Libro Il
(definicién 2) y en la proposicién 1-44 de los Elementos de Euclides, entonces
en este espacio daremos la definicién desde el punto de vista aritmético:
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“Un gnomo es agquel ndmero que, cuande se suma a una clase dada
de nimeros figurados conseculivos, produce el siguiente término en aquella
clase.” [27).

La definicién es moderna pero no por ésto, incoherente desde el punto
de vista histérico. Para probarlo se daran tres definiciones mds, elaboradas
por Knorr {27}, para luego compararlas con un texto original de Jamblico.

“Cuando el primer {érmine de una clase de nimeros figurados es la
unidad, y los gnomones son los cnteros sucesivos comenzando por el dos,
la clase formada es aquélla de los nimeros triangulares.”

“Cuando el primer lérmino es de una clase de nimeros figurados es la
unidad, y los gnomones son los enteros impares sucesivos comenzandov por
el tres, la clase formada es aguélla de los nimeros cuadrados.”

“Cuando el primer términa de una clase de nimeros figurados es la uni-
dad, y los gnomones son los cnleros impares sucesivos comenzando por el
cualro, la clase fornada es aquella de los nimeros Heteromdticos u oblon-
gos.”

Comparemos ahora lo que nos dice Jdmblico en un fragmento de sus
comentarios de la Introduccién a la Aritmética de Nicémaco:

“En la representacidn de los nimeros poligonales dos de los lados en
todos los casos permanecen los mismos y son producidos; pero los lados
adicionales son incluidos por la aplicacion del gnomo y siempre cambian,
Hay uno de tales lades adicionales en el caso del tridngulo, dos en el caso del
cuadrado, tres en el caso del penldgono, y asi indefinidamente; la diferencia
entre el ndmero de lados del poligono (de muchos lados) y el nimero de
lados que cambia es dos.” (véase [33], pp. 124).

Este lenguaje es relativamente obscuro pero se aclara si se observa la
figura 4.

Figura 4.

las cuales son representaciones de los niimeros 6 y 9 terceros en la lista de
los rimeros triangulares y cuadrados respectivamente (véase tabla 1, [33],
pp. 124), aqui el gnomo es el nimero de puntos que estan encerrados en el
rectdngulo,
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TABLA |

Triangulares 1 3 6 10 15 21 28 .36 45
Cuadrados 1 49 16 26 36 49 64 8l
Pentagonales 1 5 12 22 35 51 70 92 117
Hexagonales 1 6 15 28 45 66 91 120 153 }
Heptagonales 1 7 18 34 55 81 112 148 189

Como se puede notar aunque todo este desarrollo se da desde un punto
de vista aritinético, se puede ficilimente visualizar desde un punto de vista
geomélrico.

De todo lo anterior surge un interesante tema, en el cual el concepto de
nmimero figurado y principalmente el de gnomo, juegan un papel fundamen-
tal, éste es la tearia de las:

Tripletas Pitagoricas

A manera de recordatorio, diremos, que dichas tripletas son niimeros
enteros que satisfacen el conocido teorema de Pitigoras, (22 + y? = 2?) el
cual va a generar tridangulos rectingulos. Una propiedad de estas ternas, es
que no tienen factores en connin. Sobre los denominadas tripletas podemos
trazar sus origenes desde el periodo Megalitico (4800-3000 a.c.) [31] pero
no fue hasta la cra pitagérica que se da un estudio amplio sobre este tema.

Pitdgoras investigé el problema aritinético de encontrar ntimeros racio-
nales, los cuales podrian ser los lados de los tridngulos rectiangulos o de
cuadrados, los cuales son la suma de dos cuadrados, encontrandose asi el
cotnienzo el andlisis indeterminado, extendiéndose éste, hasta la etapa del
desarrollo de Diofanto. Afortunadamente Proclo conservé los métodos de
solucién pitagdricos en ¢l siguiente pasaje. “Ciertos métodos para ¢l des-
cubrimiento de iridngulos de esle tipo se¢ los debemos a Platdn y olros a
Pitdgoras. Estos comienzan por los mimeros impares. Para eslo tomare-
tios niimeros impares pequenos de los lados que comprenden el dugulo reclo,
enfonces tomemos su cuadrado, suslracmos la unidad y tomamos la mitad,
los lados que comprenden ol dngulo recto, finalmente sumamos la unidad
y asi formamos cl resto del lado, la hipolenusa. Por ejemplo tomemos §,
cuadramos y susiracmos la unidad, ast nos produce el 8 a éste, se le tama la
milad que es §, entonees sumamos la unidad y asi oblenemos § y encontra-
mos un (ridugtlo recldngulo de lade 3, 4 y 5. El método de Platon arguye
para ndmeros parcs. St {omamos un mimero par y producimos uno de los
lados que comprenden ¢l dngulo recto; cntonces biseclanios este nimero y
cuadramos su mitad, a eslo le sumamos la unidad, formaremos la hipote-
nusa y si suslracmos la unidad nos dard ¢l otro lado alrededor del dngulo
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reclo. Por ejemplo tomamos 4, cuadramos su milad nos da 2 y produce 4;

entonces susiraemos la unidad produciendo 3 y sumamos la unidad produce

5, asi formamos el mismo tridngulo que obluvimos con el olro mélodo”[25).
La férmula de Pitdgoras si m es impar es:

2 2 2 2
2 m?—=1\"_ /mi+1
m+( 2 )_( 2

los lados del tridngulo rectingulo seran m,m? — 1/2,m? + 1/2. Mlentras
que la formula de Platén es:

@2n)? + (- 12 =%+ 1)?

donde n no necesariamente es impar.

Con éstas dos formas se pueden encontrar las tripletas que forman los
triangulos rectdngulos, pero ;cémo llegaron a estas dos férmulas sus res-
pectivos autores?.

Moritz Cantor retomando una idea de Roth (Geschichle der abendlin-
dischen Philosophie,11.527) describe un posible camino con el cual los pi-
tagéricos llegaron a su férmula. Si se tiene que ¢? = a? + b2, ésto implica
que:

a?=c? = b = (c+b)(c—b)
Estos nlimeros se pueden encontrar ficilmente si c+b y c—b son ambos pares
o impares, y st c-+b y ¢ — 0 al multiplicarse se produce un nimero cuadrado.
La primera condicién es necesaria ya que ¢ y b pueden ser niimeros enteros
y la suma o diferencia puede ser par, mientras que, la segunda condicién se
satisface, si ¢+ b y ¢ — b son niimeros similares.”

Un caso simple de dos mimeros similares esel 1y a? y yaque | es impar
la primera condicién requiere que a? y por lo tanto a sea también impar.
Se puede tomar ahora 1y (2n 4 1)? como e- b y ¢+ b respectivamente,
entonces se tiene:

b= (2n+1)2—1
s
(2n+1)2 -1
= +1,
mientras que
a=2n+1.
7Estos miimeros fueron conocidos probablemente antes de Platén, ésto se infiere a

partir de que aparccen en Teén de Smirua, quien dijo: En el plano de los numcrol
similares estdn, primero, todos los mimeros cuadrados, ¥ seg; do, cada nd

tiene en sus lados esta proporuén Ejemplo: 6 es un nimero oblongo con longitud 3 y
anchura 2; 24 es otro nimero de este estilo, con longitud 6 y anchura 4. Yaque Ges a

3, comio 4 es a 2, entonces 6 y 24 son nvimeros similares {25](32].
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Hay que notar que la forma de ¢ y b corresponde a la descripeidn que da
Proclo. :

- Otra posibilidad es yue ¢ — & =2, en éste caso el niimero similar ¢ + &
puede ser el doble del cuadrado, es decir, un nimero de la forma 2n? o la
mitad de un nipiero euadrado (2n)%/2, de ésto resultaria:

a=2n,
b=n?~1,
c=nt4l,

o cual es Ja solucidn de Platén dada por Proclo.

Existe otro mélodo de abtener Jas soluciones dadas por los platénicos y
pitagdricos, lo que coustituye una objecién a la conjetura de Cantor, ésta
va en of sentido, de que tanto los platdnicos como los pitagoricos pudieron
con igual facilidad deducir este tipo de tridngulos. Aunque en el caso de
Pitdgoras tal vez no uso este método, ya que de lo contrario éste no Negaria
a la fénnula dada. Por otro lado, en lo gue respecta a Platdn, se le atribuye
e} descubrimiento de la seguuda serie de tridngulos semejantes,

Pitdgoras parece haber usado otro método, en el cual estaba directa-
mente involucrada fa abservacidn. Una solucidn satisfactoria a ésto, cs lo
signiente: Pitdgoras al estar enterado que los nimeros impares consecutivos
eran gnowos, (o la diferencia cutre los niuneros cuadrados consecutivos) es-
cribid en tres columnas lo signiente. En la primera los nimeros naturales,
en la segunda sus cuadrados, y en la tercera, los impares sucesivos, consti-
tuyendo la diferencia entre los cuadrados sucesivos en la segunda columna,

asi tenemos la siguiente tabla:
1 5 6 7 8 9 W0 11 12 13 H

3 4
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196
t 35 7 9 1y B 45 17 19 21 23 2% 27

N

Pitdgoras solo tomd los nimeros de la tercera linea y la alzd donde
estdn los cuadrados, de esta regla presumiblemente se obtendria, la férmula
para encontrar conexidu, con los cuadrados de la tercera linea, y los dos
cuadrados adyacentes en la segunda. Aunque esto también requiere de
un pequeiio argumento, hay que recalcar aqui, que la observacién juega
un papel importante. Es asi como, la préictica de representar jos ntimeros
figurados la cual dominaban los griegos, les va a ser de gran ayuda. Un claro
ejemplo es que se puede encontrar, dado un niimero cuadrado su préximo
superior, ;cémo?, afiadiendo una luea de puntos alrededor de dos de los

fados adyecentes en forina de gnomo (Fig. 5).
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Figura 5.

St a es el lado de un cuadrado, ¢l gnomo serd expuesto por pura ins-
peccién y contard con 2a + 1 puntos o unidades. Ahora bien como 2a + 1
puede ser un cuadrado, entonces:

2a4 1 =u?

de donde .
a=im*-1)

Yy
— 1(y?
atl=3n*+1)
ahora como a y a+ 1 pueden ser enteros, n debe de ser impar, entonces asi
se tiene una de las formulas pitagéricas

2 2 2 2
2 n?~1\"_(n +l)
"+( 2 )"( 2

Todo lo anterior se puede tamar comno una teoria sélida, ya que, tenemos
un comentario de Filoponus [25), el cual dice: “Come una prucba... los pi-
tagdricos hacen referencia que acontecid con la adicién de los ndmeros; para
cuando los nimeros impares estdn sucesivamenie sumados a un nimero
cuadrado, éstos preservan este cuadrado y equildtero... Los nimeros impa-
res son llamados gnomos, porque cuando se suman estdn alrededor de los
cuadrados, ellos preservan la forma cuadrada... Alexander Aprodisiensis
da exactamente una explicacién de la frase “cuando los gnomos estdn alre-
dedor”, significa tomar una figura con los niimeros impares “por eso es la
prdctica de los pilagdricos al representar las cosas como figuras.”

Por otro lado, si se acepta la explicacion de la fSrmula de Pitdgoras, ;qué
se puede decir entonces de Platén?. Existen dos simples explicaciones:

1) Si se observa detenidamente la férmula de Platén, se ticne el doble
del lado del cuadrado en la férmula pitagérica es decir:

(@) + (2 ~1)2 = (n?41)?
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donde, sin embargo, n no necesariamente es impar.

2) Si para los Pitagéricos el gnomo consiste de una linea de puntos
alrededor de dos lados adyacentes de un cuadrado, es natural pensar que
otra solucidn podria ser un doble gnomo, es decir, una doble columna de
puntos, este gnomo igualmente producird un cuadrado aunque mds grande.
Solo queda por suber una cosa, jeste doble gnomo podra ser un cuadrado?,
Si el lado de un cuadrado es «, entonces es {acil observar que el nimero
de unidades o de puntos en el doble gnomo esta dado por 4a + 4 (Fig. 6),
entonces tiene:

da+4=4n°

Figura 6.

por.lo tanto a = n? — 1, luego entouces a + 2.= n? 4 1 obteniéndose asf la
formula Platénica

(20)% + (n® = 1)? = (n? 4 1)%

Esto tltino se puede confirmar en Euclides 1I-8 (Fig. 7), la cual prueba
que

dab + (a - b)? = (a +b)?
si sustituye a b por 1, se obliene
da+ (a—1)? = (a+1)?

sea a = n? obteniéndose asi la fSrinula de Platén.
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Figura 7.

Aplicacién de Areas

En el comentario a la proposiciénu 1-44 de los Elementos de Euclides
Proclo da una invaluable nota sobre la “Aplicacidn de Areas”, el cual es
uno de los métodos mids poderosos realizados por la geometria griega.

Antes de seguir adelante tomemos en cuenta el comentario de la proposi-
cién I-4 de los Elementos en la cual se hace referencia a que Euclides emplea
la palabra epappiofecy, (ajustar, encajar adaptarse) en el sentido de aplicar
o trasladadar, una figura sobre otra, es decir, superponiéndolas, operacidn
que puede hacerse ya que admile que el espacio no ejerce accidn deformante
sobre los cuerpos cuando éstos se trasladan de un lugar a olro, postulado
que utilizaron todos los gedmetras griegos sin enunciarlo explicitamente
[28].

Habiendo tenido este antecedente regresamos a la proposicién 1-44. Pro-
clo, tomando la noticia de Eudemo [25] nos dice: “Estas cosas son muy vie-
jas y son descubierlas por la musa de los pitagdrices”. Seguramente sc estd
refiriendo a la Aplicacidn, Ercedenie y Faltante de dreas. Esto es creado
por los iiltimos gedmetras pitagéricos como Apolonio, que es el primero en
llamar a estas cosas “lineas cdnicas” designandolas como, pardbola (apli-
cacién), hipérbola (excedente), y elipse (faltante), siendo estas dos iltimas
comparadas respecto al circulo, que era la figura perfecta para los grie-
gos. Como nos podemos dar cuenta, la construccién geométrica sobre la
aplicacion de dreas es de tres tipos:

1) Dada una linea y un cuadrado, si nosotros construimos un rectingulo
sobre una linea como base y ésta es igual que un cuadrado la aplicacidn es,
igual o parabilica.

2) Pero si el rectingulo es igual al cuadrado dado y es menor que la
linea de base tal que el drea del faltante es un cuadrado, la aplicacién es
eliptica.
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3) Si el rectdngulo es igual al cuadrado dado y es mayor que la linea de
base tal que el drea es un cuadrado entonces la aplicacién es hiperbdlica [8).

Como ya se menciond Apolonio fue el primero en conceptualizar los
términos pardbola, hipérbola y elipse, los cuales expresan en cada caso la
propiedad fundamental de las curvas establecidas por él. Esta propiedad
fundamental es una equivalencia geométrica de la ecuacion cartesiana re-
fertda a algin didmetro de la cénica y la tangente en su extremidad como
ejes. St el pardmetro de los ordinales forman varios puntos de las cénicas
dibujadas en un didmetro dado, sera denotado por p (p existe por consi-
guiente, en el caso de la hipérbola y elipse, ésto sera igual a (d')?/d, donde
d es la longitud del didmmetro dado y d' su conjugado). Apolonio da las
propiedades de las tres conicas de la siguiente forma:

a) Para la paribola: el cuadrado sobre la ordenada, en algin punto es
igual a un rectangulo aplicado a p como base y altura igual a la correspon-
diente abscisa. Esto dicho en notacidén usual es:

=pz

b) Para la hipérbola y elipse: el cuadrado sobre la ordenada es igual a
el rectangulo aplicado a p teniendo asi el ancho de la abscisa y excediendo
{para la hipérbola) o faltando (para la elipse), una figura, similar y situada
sitilirmente al rectdngulo contenido por el didmetro dado y p. Esto en la
hipérbola es:

2 ®?
v’ =pz+ —5pd,
d*
2 P 2
= =T
y pe+ d” '
mientras que para la elipse se tiene:

y? = pr — 51:2.



ESTA TESIS MO DEBE
SALR BE LA BIBLIOTECR

Capitulo 6

Etapa Diofantina

Ni de dva ni de noche 2c o3 coipan de
lar manos los modelos griegas.

Haracio, Ars poetica

Diofanto de Alejandria
(Florecimiento en el afio 250 d. c.}

Otro de los grandes matematicos de la cultura griega es Diofanto del cual
no se sabe nada a excepcién de algunos datos aislados, como son: Diofanto
florece en el siglo tercero, esto se deriva de un comentario de Michael Peellus
(siglo XIX) en el que reporta que Anatolio un obispo de Laodicea (270 afios
a. c.) le dedica un tratado sabre computacion egipcia a su amigo Diofanto.
Este dato concuerda con la suposicién que hace Dionsio sobre Diofanto al
dedicarle a su vez a su amigo obispo su obra maestra Aritmética. Otros de
los datos que se saben de este ilustre matemadtico son: se caso a la edad de
33 afios, su hijo muere a la edad de 42 afios, y cuatro afios mis tarde muere
su padre a la edad de B4 afios, esto es todo lo que se sabe de su vida.

De los pocos escritos que sobreviven de Diofanto, se canocen sélo cuatro,
Moriastica, Porismala, Ndmeros Poligonales, Aritmética, de este tltimo,
que es su gran obra, nos habla de {3 libros, de los cuales sélo se tuvo co-
nocimiento de seis, hasta hace pocos afios que se encontraron los restantes.
Estos libros son de gran importancia histdrica y cientifica, ya que como
alguna vez se refirié Regiomontano; aquf se encuentra todo, la flor de la
aritmético, el ars rei el census, llamada dlgebra para los drabes.

La Aritmética [33) presenta una coleccién de problemas determinados
e indeterminados los cuales son tratados por ecuaciones y/o igualdades

79
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algebraicas. Diofanto generilimente procede para resolver los problemas por
la forma mas simple hasta llegar a lo mids complicado, es decir, empieza a
aumentar el grado a la ecuacidn asi como el nimero de incognitas. A
continuacidn se dara paso a describir los métodos de solucién de ecuaciones,
para luego enunciar algunos de los problemas mas interesantes.

Los métodos de solucién a ecuaciones en Diofanto las encontramos di-
vididas en dos ramas:
A) Ecuaciones determinadas de cualquier grado
B) Ecuaciones indeterminadas

A) Ecuaciones Delerminadas

En este tipo de ecuaciones encontratnos las puras, cuadrdticas mizias
(es decir, contienen incégnitas de diferentes grados), y las simultdneas que
involucran cuadrdticas.

1) Ecuaciones Puras: Estas ecuaciones Diofanto las trata como ecua-
ciones de primer grado sea cual sea su grado, ya que las reducia a una
ecuacién de la forma Az™ = B, donde x puede tomar cualquier valor, ya
sea racional, entero o {raccional; ademds si m es par, sdlo se toma ¢l va-
lor positivo excluyendo el negativo por “imposible”. Esto es viable ya que
en la definicién L1 nos dice que; “se puede bajar el grado de la incdgnita
(£) con dividirla por alguna polencia de z”, asi también enuncia en esta
definicién, que si “tenemos términoes (&) comunes, aunque los coeficientes
de éstes sean diferentes, los podemos reducir sumando eslos cocficientes”.!
En base a esta definicién Diofanto alirma (ue cuando dos términos estdn a
la izquierda iguales a un término en la derecha la ecuacidn tiene solucién,
ésta puede estar dada por ensayo, prueba o experimento o por medio de
litnites enteros o forzados, “ es asi que se puede comprender la solucidn que
da Héron a la ecuacidn (14 — z)z = 6720/144 y a Hipocrates de Chios a la
cuadralura de las lunas”.

En una ecuacién ya identificada en Héron se puede observar alguno de
estos procedimientos. Sea

11 29

— e 2 =
v +7z—2l2

se muitiplica por un cierto ntimero (154), entonces
121z% 4 638z = 212 - 154

cuya solucidn es

1 Esta definicién 1a encontraremos también en al-Khuwarizm¥ con el nombre de al-jabr
y al-mugdbala.
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Este método no se le puede atribuir; a Diofanto pero en el tratamiento
que hace de la ecuacién az? = bx + ¢ =.0, lo.aplica de la siguiente forma:
Sea T TR

Asi llegamos a:
2) FEcuaciones Cuadrdticas: Estas ecuaciones se dividen en tres tipos
segiin Diofanto.

- T
I) mzl4pr=gq con z= =3r+y/TrT¥mg
1) mz*=pr+q con z:ﬁlmé}n’::*—:"—L7
2 = — iptv ‘:ﬁ’-mv
117y mz*4q=pz con z= o

Tomando en cuenta todo lo anterior podemos pasar a:
3) Ecuaciones Simullineas que Involucran Cuadrdlicas.
Diofanto nos las exhibe dando las siguientes pares de ecuaciones:

E+n=22 E+ny=2a E£—-n=20
E&n=B &+4+¥*=B Ey=28B

las letras griegas son los niimeros que se desean encontrar.
En el primer par de ecuaciones se asigna a = z, y se hace:

E-n=2r (E>m)
por adicién y substraceidén se produce:

E=a+zxr yp=a-=z
en consecuencia

En=(a+z)a-z)=a’-22 =B
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de esta igualdad se puede encontrar ficilmente la'z para la ecuacién pura
cuadraitica, . R o
Por otro lado si se elimina & de la-ecuacién original, tenemos:

T -2(11;-!- B=0
la cual se resuclve compleldmlo el cuadrado (a — 1)?, entonces se tiene:
(a—np)2=a’-B

Diofanto finaliza la ecuacién asignandole a —n a z
La solucién para el segundo par de ecuaciones se expresa como sigue:

4 =(a+z)+a-z)=2a®+2*) =8B

Para resolver el tercer y tiltimo par de ecuaciones se usa que £ + 1 = 2z
y se sigue ¢l misimo procedimiento que en el primer caso.

Por 1tltimo, en esta seccién encontramos la tnica ecuacidén de tercer
grado que aparece en la Aritméltica, ésta se localiza en la proposicion 17 del
libro V1, la cual ponemos en forma actual para su mayor comprension:

P24 3=+ 30 —-32%2 -1

la solucidn simplemente se expone diciendo: ya que z es enconirada debe
de ser 4. Haciendo un andlisis de esta ecuacion y usando un poco el dlgebra
se tiene que:

r(z? + 1) =4z + 1)

Diofanto posiblemente no detecta el factor comiin,? pero nosotros si, en-
tonces dividimos por ese término comiin a ambos lados de la ecuacién ob-
teniéndose asi el valor de una raiz que es = 4, las otras dos raices son
z = +1/—1 las cuales no se toman en cuenta por obvia razén.

B) Ecuaciones Indeterminadas de Segundo Grado

En este tipo de ecuaciones a Diofanto no le interesa la forma de la raiz
(entera 6 racional) s6lo toma en cuenta que sea positiva. Cabe aclarar
que mucha de la informacidn aqui rccabada no nos es dtil para nuestros
propdsilos, pero creo que os muy inleresante el desarrollo, del planteamiento
camo de la solucién de estas ccuaciones.

a) La forma de estas ecuaciones es de 1 6 2 (pero no mds) incdgnitas

en la ecuacién Az? + Bz + 6 de simples formas construidas por niimeros

20 posiblemente usa e método del ensayo y/o ervor para dar solucién a esta ecuacién.
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racionales para encontrar asi un valor sustituible a £. El caso mas general
es el de resolver 1 6 2 de la forma Az? 4 Bz + C = g%

1) Ecuacién Simple: Estas ecuaciones toman formas muy especiales
cuando uno o més coeficientes se cancelan o satisfasen ciertas condiciones
que Diofanto identifica como “iguales a y?”, es decir, "iguales a un cuadrado
o toman un cuadrado”, entre estas ecuaciones tenemos los siguicntes casos:

1.1} Ecuaciones que siempre se pueden resolver racionalmente, esto es
en el caso cuando A 6 C 6 ambas desaparecen.

Primer Caso: Bz = y?, Diofanto lo que hace es sustiuir y* por un
niimero cuadrado; Sea m? esta niimero entonces z = m?/B.

Segundo Caso: Bz + C = y? se hace lo mismo que en el caso anterior
entonces se tiene que z = (m? — C)/B aqui se admiten valores fraccionarios
para z, sélo con la repetida condicién de que sea positivo.

Tercer Caso: Az? + Bz = y? se sustituye y por algtin multiplo de z
como, mz/n, entonces Az? 4 Bz = m2z/n?, el factor z desaparece y la raiz
es z =0, entonces = = Bn?/m? — An?.

1.2) Ecuaciones que sdlo pueden resolverse racionalmente, si cumplen
con ciertas condiciones. Estas ecuaciones son las siguientes:

Ecuacién de la forma Az? 4+ C' = y?; ésta puede tener solucién racional
solo cuando:

a) Cuando A es positiva y cuadrada, sea a?, entonces

a?2? 4 C = y*
donde

y? = (az £ m)?
por lo tanto

a®z? 4 C = (az £ m)?
entoces
C-m?
2ma

==

la m y ¢l doble signo van a estar restringidos para una z positiva dada.
b) Cuando C es positiva y un cuadrado, sea c?, entonces

Az 4+ =y
aqui Diofanto hace
y=(mzxe)

por lo tanto
Az? 4 ¢ = (mz £ c)?
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2me

A-~m?

¢) Cuando una solucidn es conocida, el mimero de la otra solucién puede
ser encontrada, esto es lo que enuncia Diofanto en el lema VI-15, sdlo
cuando C es negativa: “Dados dos nidmeros, si uno es mulliplicado por
algtin cuadrado y el otro es substraido formando el producto, el resullado
es un cuadrado, entonces el olro cuadrado puede ser enconirado.”

El método que enuncia Diofanto para encontrar otro valor de = que
satisfaga la ecuacién Az? — (7 = y? conociendo uno es el siguiente:

Supongase que rq es el valor conocido y que g es el correspondiente
valor para y, entonces hacemos z = zg + £ en la expresién original, lo
cual es equivalente a (¢ — k¥€)® donde k es algin valor entero. Ya que
A(zo + &) ~ C = (g — k€)? de aqui se sigue (por hipétesis AzZ — C = ¢2)
que:

z =%

26(Azo + kg) = £2(k* — A)

entonces
€= 2(Azg 4 kq)
Y
y

2(Azg + k
:=:D+———(Ic7o—Aq)

En un segundo lema (VI-12) Diofanto prueba que la ecuacién Az?+C = y?
podria tener un mimero infinito de soluciones cuando A 4 C sea un niimero
cuadrado, es decir, en un caso particular donde z == 1,

El lema VI-15 es muy parecido, al citado anteriormente, asi, supongase
que A+ C = ¢2, si hacemos | +¢ para x en la expresién original Az2+Cy
concideramos la equivalencia (g — £€)? donde k es elemento de los enteros,
entonces

A+ +C= (g~ k)

de aqui se sigue
26(A + kg) = 2 (K% - A)

por lo tanto
g AAtky)
T k-4

L AA+ k)
=l+=a3

con k? > A
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Es claro que si £ = 0 satisface la ecuacién, C es un cuadrado por lo
tanto c) incluye el caso previo b).

Esto 1iltimo se puede observar en la proposicién VI-14 de la Aritmética
en el cual Diofanto afirma: “una solucién racional de la ecuacién Az?—~c* =
y? es imposible @ menos que A sea la suma de dos cuadrados”, es decir, si
z = p/q y satisface la ecuacién Az? — ¢? = k?, entonces Ap® = c?¢® + k?q?

= (322

Por ultimo se considera la ecuacién de forina: Az? 4+ Bz +C = y?. Esta
ecuacién se puede reducir con un cambio de variable, es decir: z = z — 9%,
la cual, si sustituimos nos produce lo siguiente:

4AC — B*
+__C‘—_=y7

2
Az A

segtin Diofanto la solucién sélo puede ser posible si:
a) Cuando A es positiva y un cuadrado o la ecuacién es

a?z® + l':‘;r:-{-C:_y2

. 2_
si y? = (az — m)?, entonces z = =6
b} Cuando C es positiva y un cuadrado o la ecuacién es

A22+E:+c2:yz

si y? = (c — mz)?, entonces z = ekl

¢) Cuando {-B’ — AC es un nimero cuadrado y positivo, este caso Dio-
fanto no lo enuncia explicitamente, pero lo usa en el problema 1V-31 de la
Aritmética. De aqui se puede deducir que es un caso de la forma

Az 4+ C=y?
Ahora, de acuerdo con Diofanto Az? + Bz + C = m?z?, tiene solucién

1B ,/1B2—AC + Cm?

A-m?

z=

donde z es racional previendo que %Bz ~ AC + Cm? es un cuadrado, y lo
es, cuando }B’ — AC es un cuadrado. En caso contrario se puede resolver
la ecuacidn

1B - AC+Cm? = y?
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#) Ecuacién Doble.

Se entiende por doble ecuacién, como el problema de encontrar el valor
de una cantidad desconocida, la cual tomard, dos diferentes funciones de
un sistema racional de niimeros cuadrados, es decir, se tiene que resolver el
siguiente sistema:

mz? +az+a=u?

nz? + Bz + b = w?

con ntimeros racionales. Una condicién preliminar, es que cada una de las
ecuaciones pueden crear un cuadrado, esto sietnpre es posible, cuando el
término en z? desaparece, asi el sistema se reduce al caso més simple, es
decir:

1) Ecuacién Doble de Primer Grade
Diofanto da un método general de resolver ecuaciones del tipo:

azr+a=u?

Bz +b=w?
tomando la diferencia acorde con la naturaleza de los coeficientes
«) Primer método de solucién de

n:::+a=uJ

Bz + b= w?

este método depende en gran parte de la igualdad
e+l =[5 - = pq

si la diferencia entre las dos expresiones es z se puede separar en dos factores
P, q, éstos son iguales a (4(p+ ¢))? respectivamente. Diofanto establece asi
lo siguiente: “observar la diferencia (entre las las dos expresiones), busca
dos niimeros los cuales su producto debe ser igual a su difcrencia; entonces
ambas igualdades de la mitad dc el cuadrado de las expresiones son menores
o la suma de la mitad del cuadrado es mayor.”

Aqui se tomara el caso general y se investigaran las clases de los casos
particulares aplicables al punto de vista de Diofanto, recordando que sus
cas0s son seiiejantes a ecuaciones cuadriticas en z reducidas a una ecuacién
de primer grado. Sea

(kI+(l=u2

fr+b=w’
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substrayendo tenemos
(a =Dz +(a—b) =u?—w? ’
separamos (a—3)z+(a—b) en dos factores, éstos son p, [(a—B8)z+(a—b)}/p :

entonces
° (a—B)z+a-b

ukw= UFw=p

P
asi boA?
"u=“,+a=4l((£_—!?)_:+g.+,,)

por lo tanto [(a — B)z + a — b+ p?]2 = 4p?(az+a), 6

(o — 8)%z? 4 2z[(a - ﬂ)(a. —b+p%) - 2p%]+(a—b+p?)? ~4dap* =0
esto es,
(o= )%z + 2z{(cv = B)(a — b) — p*(a + B)] + (a — b)* — 2p*(a +b) + 9" = 0

Ahora, esta ecuacidn se puede reducir en cualquiera de los siguientes casos:
i) El coeficiente en 2 puede desaparecer, asi: « = 8
i) El término independiente puede desaparecer, entonces:

P = 2pHa+b)+(a=86)2=0 o [p°—(a+b)]* =dab

donde a é b 6 ambos puede ser un nimero cuadrado, asi podemos sustituir
c? & d? respectivamente, p entonces es igual a ¢t d 6 la razén de a a b que
es la razén de un cuadrado a un cuadrado.

Por lo que respecta a i) la condicién o« — 2 puede no existir, es decir,
podemos resolver la ecuacién tomando los coeficientes de x iguales en ambas
expresiones y multiplicarlas por un nimero cuadrado, esta operacién no
afecta, ya que la multiplicacién de cuadrados da un cuadrado. En otras
palabras sélo es necesario que Ja razén de « a 3 sera la razén de un cuadrado
a un cuadrado. Asf podemos hacer a/f = m?/n? 6 an® = fm?, la ecuacién
se puede resolver multiplicando por un cuadrado n? y m?2, respectivamente,

- entonces podemos resolver la ecuacidn simnple original:

am?z +a = u?
an’z +b=w?

seinejante a la ecuacion
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2
ar+a=1u

Pr+d®=uw'?

con un infinito nimero de caminos posibles.
De nuevo, la ecuacién bajo la condicidn ii)

ar+c? =u?

Bz +d* = w?
se puede resolver como en la expresién anterior o escribiéndola como sigue

2
ad?z + 2d? = o

2
Bz 4+ d? = w'
esto 1iltinio se obtiene de multiplicar por d? y ¢?, aqui los términos inde-
pendientes pueden ser iguales.

A continuacién se darin los posibles casos que se encuentran en Jos
trabajos de Diofanto para dar solucién a estas ecuaciones.

1) De la forma
am®z +a=u?

anlz 4 b=w?
este caso es el mds comiin ya que los coeficientes de z son iguales.
2) De la forma

az +c? = u?

B+ d® = uw?
al igual que en el caso anterior se puede dar solucién a la ecuacién de esta
forma o escribiéndola como sigue
2
ad?z + c?d? = o'
ez + 2d? = u'?
Solucién General para la forma 1) o

am?®z +a=1u?

an®z 4+ b= w?

si se multiplica la ecuacién por n?, m? respectivamente, entonces se resol-
verd la ecuacién
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am?n®z +an® = u'?
am®niz +bm? = w'?
la diferencia es an? — bm?, supongase que estan separadas en dos factores
Py g Seau' xu =p, ' Fw =g; por lo tanto
2 2
=i+ vi=ir-9?

y am®n?z + an? = L(p+q)? 6 am?n’z + bm? = L(p— ¢)? cada una de las
ecuaciones da el mismo valor para z el cual esta dado por

o= 1(p? +¢%) — L(an? + bm?)
: am?n?

pues pg = an? — bm®. Algunos de los factores p 6 ¢ pueden escogerse de tal
forma que el valor de = sea positivo.
Solucién General (primer método) para la forma 2) o

2
azr+c?=u'

Bz +d? = w'’
se multiplica por d2, ¢? respectivamente, entonces se pueden escribir como
ad?z + c%d? = u*
B’z + Ad? = w?

u existe y es muy grande. La diferencia es igual a (ad? — fc?)r. Sean los
factores de esto pr y g, entonces se tiene

u? = L(pz +¢)?

w? = L(pz — g)*

asi z se traen la ién de la forma

ad’z + 2d? = L(pz +¢)?
esta ecuacion nos produce
p?z? 4+ 2z(pg —~ 2ad?) + ¢* — 4c*d? =0
o ya que, pg = (ad? - Bc?)
p2z? — 2z(ad?® + Bc?) + ¢ —4ed* = 0
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esta ecuacién se puede reducir a una ecuacién simple como lo requiere Dio-
fanto, el término independiente desaparece, es decir, g2 = 4¢2d?, reduciendo
¢ == 2cd. Este método proporciona una solucion para la ecuacidn doble, con
¢ restringida a el valor 2cd, esta solucién es:

2(mlZ + Bc?)  8cd?(ad? + Bc?)

P = T(ad’ = B2y
Solucién General (segundo método) para la forma 2) 6
az +c* = u?
Bz + d* = w?

La diferencia es igual a (a — )z + (c? — d?).

Sean los factores p y {(a — B)z + c? - d%)/p.

Entonces como ya se probd anteriormente p puede ser igual a (c = d).
Por lo tanto los factores son

B
id=+c:Fd ctd
finalinente
wetd =t (OB endpcnd)
: =3 ;{:dz cF ¢

=1 8.,
4 (c:i:l:+zc)

2
a—p 2 (e —B) _
(cid)z+4z( pyrige] a)=0
esta ecuacién tiene dos posibles valores para z, ya que, uno de los factores

(¢) se puede expresar como (¢ + d) 6 (¢ —d).

B) Segundo Método para resolver una ecuacién doble de primer grado.
Considérese sdlo el caso especial

por lo tanto

hz 4 n? = u?

(h+ flz +n® = w?

tomando esta expresion y n? se escribe en forma de magnitudes, denotadas
por A,B,C.

A=(h+ flz+n%, B=hz+n?, C=n?
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por lo tanto
A-B [
B—-C  h

donde
A-B=f»; B-C=hz
supdngase ahora que hz + n? = (y + 1?7; por lo tanto hz = y? + 2ny, y
3

A=B =Ly +2ny) 6 A= (y+n)?+ £(y? + 2ny) lo anterior es necesario
tomando en esta expresién un cuadrado, asi tenemos:

(U + £)y* + 2n(f + Dy +0® + (py— n)?

con algiin nimero de valores posibles para z y y, éstos pueden ser encon-
trados dada p. :

11) Ecuacidn Doble dc Scgundo Grado

O de la forma:
Az? 4+ Bz +C = u*

A'z? 4 B'z 4+ C' = uw?

Para este tipo de ecuaciones se hace un andlisis mucho menos exhausto
en comparacién con las ecuaciones dobles de primer grado. Diofanto sélo
se restringe a casos Imuy especiales, que tienen soluciones muy sencillas,
usando los métodos ya vistos. Estos casos son los signientes:

i) Primer tipo:

pr? faz+a=u?
P2 4 fr+b=w?

la diferencia es (« — )z 4 (a — b}, siguiendo los métodos anteriores resol-
veremos esto por medio de dos factores

(a—b) (u—ﬂz+l)

a-b

como lo hemos venido haciendo ponemos lo siguiente:

a-—g
a-—1b

2
p222+az+a=4l( z+l+a—b)

a—-g

a—b

2
p212+ﬂz+b=%( z+l—a+b)
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z debe de ser racional, y esto sucede cuando:

la-p

P=30%h

este caso es vdlido sélo cuando a sea distinto de b
ii) El segundo tipo encontrado es:

z:’-f-(vz:t-{-ﬂ:tt2

Br+a= w?

como se puede observar una ecuacién no tiene términoen zy p= l,a =
La diferencia &% 4 (o« — B)z se resuelve entre dos factores

z(z +a~-0)
Yy
Bz +a= ia-p)y

lo cual nos da el valor de x al despejar.
iii) Un caso separado el cual no fue resuelto por los métodos de Diofanto
es el siguiente:
o
ar +ar=1u

B2 + bz 2

Diofanto asumiria que u? = m?z?; ahora por i) z = - si sustituimos
en ii) tenemos:

"
g

( a )2 ba a?f + ba(m? — a)

o
m? -« m? —a (m? — a)?
que es igual a un cuadrado. Por lo tanto la solucién de la ecuacién es:
2 —_ 2
abm® +a(af —ab)=y

ahora esta forma puede no dar resultado, de acuerdo con los métodos usados
y es que depende en gran parte de los coeficientes. Pero si incluimos una
condicidn extra, la solucién se va a dar, ésta es la siguiente:

afd — ab
a
que es un cuadrado 6 § que también es un cuadrado.
b

A continuacidn se dardn varios ejemplos que ilustran las técnicas usadas
por Diofanto para dar solucidn a ecnaciones determinadas e indeterminadas.
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Casol: az?+4bxr=c

Un ejemplo muy ilustrativo es el que se encuentra en VI-6 de la Arit-
mélica, éste dice lo siguiente: “Encontrar un tridngulo rectangulo el cual al
sumarle el drea a una de sus perpendiculares produce un niimero dado.”

Sea 7 el mimero dado, en el tridngulo (3z,4z, 5z), entonces se tiene 6z%+
3z = 7. Para que tenga solucién este problema es necesario que: la mitad
del coeficiente de z? mds el producto del coeficiente de z? y el coeficiente
independiente cs igual a un cuadrado, pero (11)? +6 - 7 es diferente de un
cuadrado. Lo que se intentardi hacer entonces es encontrar un tridangulo
que reemplace a el tridngulo rectangulo, es decir, que reemplace la solucién
(3,4,8), asi este nuevo tridngulo tendrid las siguientes caracteristicas: la
mitad de una de las perpendiculares al cuadrado mas 7 veces el drea serd
igual a un cnadrado.

Sea m una perpendicular y uno la otra, entonces se tiene que 3% + }
es igual a un cuadrado & Idm + | es igual a un cuadrado. Ahora ya que
el tridgngulo es racional m? + | es un cuadrado. La diferencia m? — 14m
es igual a m(m — 14), sustituyendo se tiene que 72 = 14m + 1, entonces
m = 24/7, por lo tanto el tridngulo auxiliar es (24/7,1,25/7) 6 (24, 7, 25),
entonces, como al principio, tenemos el tridngulo (24z, 7x,25z), por lo tanto
84z + 7z =Ty z = £, por lo tanto una solucién es (6, 7/4, 25/4).

Caso 1l:  az?+4¢ = bz

Para este caso enunciarcinos tres problemas que son los siguientes:
1V-22, (23) 22+ 4 =4z cuyaraiz es 7 = 2
V-10, (13) 1 > ;855 > H o 192?419 > 722 > 1727 4 17 esta ecuacidn
se resuclve de la siguiente manera: se va a tomar la parte de la izquierda
primero como una igualdad, es decir, 1922 4 19 = 72z entonces

19z = 36 £ V935; =z, = 88, gy =1
ahora, para el lado derecho se tiene
17224+ 17=T2; ;= 8L%, zp=43

asi Diofanto nos da la solucién como sigue:

67 66

F>TE> 5

V-30, (33) 24z > 22 + 60 > 22z, la técnica para resolver esta ecuacion

es parecida al ejemplo anterior, ésta es:

Uz =2 4+60; z=12:+ VB4 = =21.17, z,=2.83
Nr=2z24+60; == 11xV6l;, 2,188, =z,=3.2
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| Caso lll: - az?= bz 4c

mos para este tipo:de ecuacién son. los si-

Los_ejemplo

guientes:: ; EXRE
2T IS B15(38) - Bet= 32 + 18

L e VE=T: 842 =T+ T donde

L VI—9:630z =73z +6  donde >

IV —39,(46): 2z%> 6z + 18 donde = =4.85

V~30,(33): z?>5z+60 donde z > 10.6,

% < 8z + 60 donde z < 12,7

5 que encontra

]
o=

H 4
5

Los siguientes ejemplos son para ilustrar los métodos de solucion de
ecuaciones dobles de primero y segundo grado.

1-27, (30): u+v =20, u-v=296donde u>vy (1‘!21)2 — uv cs un
cuadrado. .

u-v)=2z u=z+410
Hutv)=10 v=10-z

u-v=(z+10)(10~z) = 100 — 2% = 96
=4 =2 u=12, v=8§
1-28, (31): w4 v = 20; u®+v? =208

tfu—v)=2 u=z+10
H(ut+v)=10 v=10—=z

u? + v? =227 4 200 = 208
=4 r=y u=12, v=8
1-29,(32): u+v=20; u’®—-v?2=280

H{fu—v)=2 u=z+4+10
Hu+v)=10 v=10—-=z

u? — v? = 40z = 80
=2 u=12, v=2_8
1-30, (33): u—v=4; uv=96

Hu+v)=2 u=ur+2
H{u—v)=2 v=2-~2
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uw=z>—4=90
z =10, =12, v=28
1-31, (34): u=3v; u?+4v? =5(u+v)
v=z, w=3z;" 9224 22=5(3z+z)
10z? = 20z
=2 u=6, v=2
132, (35): u=3v; u%-—v? = 10{u—v)
7 v=z,u=3z;9r2+z"’=10-2:
=2 u=606, v=2
1-33, (36): u=3v; u? - v? = 6(u+ v)
) v=z, u=Jz; 922 —2? = 6 -4z
z =13 u=9 v=3
134, (37): u=3v; u?—v?=12(u—~ v)
v=z u=3 9*~-x2=12.2¢
z=3; u=9, v=3
1-35, (38): u=3v; v? =6u
z? = 18z, z =18; u=>54, v=18
1-38, (41) u = 3v; v = 6(u—v)
z? = 12x, =12 u=36, v=12
-6: u=~v=2; u?—v?=(u~v)+20
v=z, u=z+2; 4r+4=22
z=4;},', u=6-§, u=4§;
V-1 +v3=370; u+v=10
u=z+5 v=5-—z; u’+v%=230z+ 250 =370
302% = 120 r=2u=7 v=3
V-2 B~ =504; u—v=6
u=z+3 v=z-3 u®-0®=182+54=504

1822 =450 z?=5 u=8, v=2
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Conclusion

Diofanto nos exhibe con lujo de precision la divisidn de fas ecuacio-
nes cuadrdticas conocidas hasta ahora y algunas que el descubre, notamos
ademas un gran avance y variedad en la solucidn a estas ecuaciones. En la
Aritmética podemos encontrar una notacién matemitica completa que nos
hace pensar que Diofanto es el precursor de lo ciencia que mds adelante se
te Namard Légica Matenitica.

Por Gltimo y a manera de conclusion de los capitulos 4 y § diremos
que en la cultura griega representada por estos tres grandes matemdticos,
podemos encontrar un alto grado de conocimiento asi como un complejo
manejo de la geonietria.

La estructura de la matemnitica empieza a hacer mds formal, como lo
podemos observar en las demostraciones y en ¢ proceso de complejidad de
los problemas, sin embargo se dislumbra un cambio, éste nos va a llevar a
lo que en los drabes se conoce como, el dlgebra-gecométrica, la cual veremos
a continuacion,



Capitulo 7

Matematica Arabe (I)

iQué seria tu felicidad, radiante astro,
2f no tuvieras aquellos para los que bri-
llas?.

Zaratustra

Dentro de esta cultura podemos hablar de grandes matemadticos, como lo
son al-Khuwarizmi, abii-Kamil, al-Karaji, al-Khayyami y Abraham Bar Hi-
yya Ha-Nasi, también conocido como Savasorda, en los cuales encontramos
un gran avance en la matemdtics antigua, ya que, el desarrollo algebraico,
toma un primer plano sobre el andlisis geométrico, aunque no por ésto deja
de existir. Empecemos entonces con:

Muhammed Ibn Miisi Al-Khuwarizini
(antes del aiio 800-después del afio 847)

El més grande algebrista del mundo arabe y de su tiempo es sin duda
al-Khuwirizmi. Su nombre se debe (segin su etimologia) al pueblo en el
que crecid, por tal motivo a al-Khuwarizmi se le ha ubicado en un distrito
entre los rios Tigris y Eufrates, es decir, en la Mesopotamia.

Podemos citar entre sus trabajos: £l Algebra y Almucabala, algunos tra-
bajos astrondmicos, Tralade sobre Nimeros Hindus, El Calendario Judio,
La Geografia. Todos son libros muy interesantes, pero por los motivos que
nos mueven a hacer este trabajo nos restringiremos al estudio de El Algebra
y Almucabala.

El Algebra y Almucabala es un trabajo elemental de matemadticas donde
al-Khuwdrizmi analiza y da solucién a problemas cotidianos. Pero la ver-
dadera importancia no guneda hasta aqui. Este libro abre un nuevo y no-

97
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vedoso enfoque, en lo que respecta al tratamiento de las ecuaciones, su
obra troquela el pensamiento matemadtico de los siguientes 600 afios. En
sus primeros seis capitulos nos muestra como dar solucién a cuestiones que
conciernen a particiones, a la aritmética, medidas de longitud. etc. Estos
problemas los generaliza en las siguientes ecuaciones:

az? = bz
az?=b
azr =

ar®+br=c
az? 4 c=bz
ar’=br+c

donde a, b, ¢, son nimeros enteros positivos. Cada una de ellas se ela-
boré por casos ya que, al-Khuwarizmi descarta la existencia de nimeros
negativos o cero en los coeficientes!. En esta misma parte introductoria se
da una interpretacién geométrica que explican las citadas ecuaciones, las
cuales podemos decir que son conocidas por una forma familiar, a las del
libro II de los Elementos de Euclides. Por iiltimo y como un comentario
final a estos seis capitulos el autor nos hace saber que cualquier ecuacion
de primer o de segundo grado se puede resolver reduciendola a alguna de
estas seis formas.

Dos de las operaciones que introduce, en combinacién con las opera-
ciones aritméticas (adicién, subtraccién, multiplicacién y divisién) son “ai-
jabr” y “al-mugabala®, las cuales, tienen una traduccién aproximada a
“completar” o “completaciéon” y “balance” o “balanza” (respectivamente),
esta iiltima se refiere a los procesos de reducir cantidades positivas de la
misma potencia en ambos lados de la ecuacién, mientras que la primera se
refiere al proceso de eliminar cantidades negativas. Ejemplo:

2% = 40z — 422

por al-jabr esto es igual a
5z% = 40z

y por al-mugdbala
50 + 22 = 29 + 10z

1 Una de las fuentes principales de al-Khuwarizni son los hindus, los cuales, aj admiten
nieros negativos y ceros en los coeficientes de las variables dependientes
Nk

que provi 1 de términos 1i (véase
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se reduce a®
21 + 2% = 10z

En “El Algebra...” no se utilizan simbolos,* ya que todo es expresado
con palabras, de los términos importantes tenemos: “Sa” (cosa o alguna
cosa) la emplea para nombrar una cantidad desconocida; para la poten-
cia dos usa “mal’ (riqueza, propiedad, cantidad, censo); para la potencia
uno “§idhs” (raiz); para la unidad “dirham” (unidad de moneda)®. En
una scccién muy corta de este libro encontramos un tratado “Sobre las
Transacciones en los Negocios”, en la que se expone, lo que se conoce en la
actualidad como la “regla de tres” o en otras palabras; delerminar el cuarto
miembro en una proporcidn cn la sumna de dos canlidades y un precio dado.
Mais adelante habla sobre mediciones practicas; dando reglas para encon-
trar dreas de figuras planas incluyendo el circulo y volimenes de sélidos
como el cono, la pirimide y la pirdmide truncada.

Enla Gltima parte encontramos sélo problemas resueltos, que involucran
a la aritmética o simples ecuaciones lineales las cuales requicren de un
“alto grado de conccimienlo isldimico de las leyes de la naturaleza” segiin
el autorS,

Se tiene el conocimiento que “El Algebra...” fue el primer trabajo escrito
en drabe. Durante mucho tiempo predomind la duda si el autor conocia o
no las técnicas algebraicas de los hindus y los griegos, por lo que respecta a
éstos ultimos, nuevas investigaciones en las revistas especializadas demues-
tran lo contrario. Aunque hay que hacer notar que “El Algebra...”, es uno
de los primeros libros, escrito por al-Khuwarizmi, y que, en comparacion
con los trabajos citados anteriormente se observa la enorme influencia que
recibid, de los Hebreos, Hindus y Judios. Ahora que si se ve influenciado
por todas estas culturas para la elaboracion de “El Algebra...” (que efec-
tivamente es un libro elemental conio se menciondé al principio), se debe
hacer hincapié que ninguno de los trabajos conocidos hasta ahora, es pre-
sentado con tanta sencilles y claridad, por lo que lo hace (inclusive en la
actualidad), como un libro de texto merecedor de grandes elogios.

Respecto a la traduccién de la obra de al-Khuwarizmi, Karpinski [35]
sefiala que los principales hombres que trabajaron en esto, fueron Robert

3Esta ecuacidn es de sumo interes ya que como veren demds de trabajarla al-
Khuwarizmi lo hace también Abil-Kamil y con anterioridad Euclides

4 Contrario a los hindus

*al-Kluwarizi hace referencia a estos tres niimeros los cuales los podemos identificar
como: ninneros deadicos (1, 2,...10), censo= z? y cantidades como lo son Dracmuas,
numeri, constantes (véase excursus II).

S Aqui se ran, coio . selud irracional
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de Chester? y Gerardo de Cremona, los cuales, trasladaron todo del drabe
al latin en el siglo XV de nuestra era; facilitando las cosas para que los
Italianos y Espafioles® hicieran sus propius traducciones. Es asi como al-
Khuwirizmi no sélo influye en sus sucesores arabes, sino también en el
desarrollo del dlgebra en los préximos 600 afios como ya se habia citado
con anterioridad.

Después de hacer un breve comentario de lo que es al-Khuwdarizmi, entre-
mos ahora en materia. Como ya se menciond, (y en particular es lo que nos
conduce, a hacer este estudio), al-Khuwarizmi da seis tipos de ecuaciones
mixtas, es decir, ecuaciones yue contienen tanto, incognitas lineales como
cuadrdticas, en estas seis forinas se encuentran cineo de segundo grado, y
una de primero, como sigue:

se reduce a

i} Censo igual a raices: ar? = br z? = pz
i Censo igual a un namero: ar?=c¢ 2?2 =g
i) Raices igual a nimeros: be=c pr=4q
i)  Censo y raices iguales a niuneros: 2?4 pr=¢q
v} (‘enso y mimeros igual a raices: z? 4 g=pz
uwi}  Raices y muneros igual a censos: r2=pzr+gq

En “El Algebm...” no se encuentran formas geométricas, de los tres
primeros casos, sin embargo, es facil notar que su representacidn, para la
primera ecuacion, seria la proposicién 11-14 de los Elementos de Euclides,
para la segunda un simple cuadrado, mientras que para la tercera ecuacion,
seria una linea, multiplicada por algin niimero, dando como resultado, una
linea mis extendida (hay que recordar que al-Khuwérizmi, no usa coeficien-
tes negativos ni ceros).

En lo que respecta a las tres restantes ecuaciones tenemos una clara
representacion geométrica, en las cuales se podra observar, una similitud
cou las proposiciones 11-4, 5, y 6 de los Elemenlos. Estas representaciones
las vamos a dar seguidas de un ejemplo para ilustrar mejor.

Caso iv: Censo y rafces igual a ndmeros °

24pr=g¢q =+ /(8 +q-¢

7El andlisis que se se va a hacer sobre el trabajo de al-Khuwarizinl esta basado cn la
traduccion que hiciera Robert de Chester al latin del Algebra, y que fue traducida a su
vez b inglis por Louis Charles Karpinski,

% Algunas de estas traducciones Hegaron a manos de Juan Diez, ya que, el trabajo de
éste se asimila en mucho al del Algebra, en vuanto a estructura y palabras para denotar
incégnitas, potencias etc.

9 Karpinski, [35] pags. 82,87
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La solucién geométrica estd dada en términos de la proposicién 1I-4 de
los Elementos, con la diferancia, que al-Khuwirizmi, toma los rectangulos
pz y los parte formando cuatro partes iguales, a éstas, las va a colocar,
sobre el cuadrado de = en forma de cruz (Fig. 34.), representando asi lo
que en Euclides seria, el gnomo en forma de escuadra.

x

Figura 34.

Después de hacer lo anterior, el siguiente paso es el de completar el
cuadrado, al igual que en Euclides, nada mds que en este caso, se tendrin
cuatro cuadrados de lado -}p. A continuacién se da la figura resultante,
comparindola con la figura de la proposicion 1I-4 (Fig. 35.)

D %= S A
Car[ 6 [ ! 5= z?
wl o |2t 1 s B
8 2 ze
L(é)’ T | &»
2z z 2 H ip z H
Figura 35.

Ejemplo A.1  z2+ 10z =39

Solucién: Sea p = 10 y ¢ = 39 (que es el gnomo en Euclides), entonces
px = 10z pero la figura 34 dice que a esle par de rectingulos hay que
partirlos en cuatro partes iguales, es decir, §z, y colocarlos en forma de
cruz alrededor del cuadrado de z, formando asi el gnomo, al estilo de al-
Khuwarizmi, que no deja de valer 39; se prosigue completando el cuadrado,
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para ésto, se necesitan cuatro cuadrados de lado £. Teniendo en cuenta lo
anterior, la figura queda como sigue (Fig. 36):

, 45
6.3 | 6.25

25 Oz 2.5
6.25 6.25
2.5 z 2.5

Figura 36.

(oo se puede notar el lado del cuadrado total es, = + 5, entonces el

drea de éste es:
(z +5)?

pero, se sabe que el gnomo en forma de cruz vale 39 y los cuadrados que se
usaron para completar el cuadrado total suman 25, entonces:

(z+5)°=39+25=64
si se extrae la raiz de ambos lados de la ecuacidn se obtiene:
r+5=8 = zz=13
que es la solucién al problema planteado.

Caso v: Clenso y nimeros iguales a raices

g =pr

La solucién que da al-Khuwirizmi a esta ecuacidn, es casi idéntica a
la que se encuentra, en la proposicion II-5 de los Elemenlos, existiendo
una tnica diferencia; que el cuadrado de 22 esta en Ja parte izquierda del
rectdngulo, y no dentro del cuadrado producido por una de las partes, como
en Euclides!® (ver Fig. 23). Es asi que la figura 37 queda como sigue:

YHay que hacer notar que al-Khuwirizng no cita a Buclides en su Algebra
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um"‘

1
A RN E PR z
o n d
c E R A T 1e
: . E_z
2 m
kb z.r z e

Figura 37.

Para al-Khuwirizmi es conocido que esta forma de ecuacidn, las raices,
son o dos positivas o una doble o no tiene ninguna.

Ejemplo A.Z 2?24 21 = 10z

De la figura 37 podcmos extraer los siguientes datos: bc = @@ = z;
od = by = 10, entonces Ig = ke = §e = Lk = 5, luego el cuadrado keg? = 25;
por otro lado el rectingulo azgd = pr — z? = ¢ = 21, ahora, por Euclides
el rectangulo ahiz es igual al rectingulo nmed, es asi que, el rectangulo
azgd se puede convertir en el gnomo hgm, esté implica que el cuadrado
kmnh es igual a 4, entonces km = 2 por lo tanto si M€ = = y se tiene que
79 = ke = 5, entonces = = 3, que es la solucién al problema, para cuando
z < & (Fig. 38). Como se sabe esta ecuacién también tiéne solucién
algebraica para cuando z = 7, la solucién geométrica al-Khuwarizmi no la
presenta explicitamente, sino, implicitamente como veremos mds adelante.

; lo !
b §-r=2 g
2 7
z z? g pr—=z 21 z
n d
c T a h I
a b—z=2
—— 2mp | m
k 2oz=2 z [

Figura 38.
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Caso vi: Raices y nimeros iguales a censos ' 12

=prtgq z=8+ /(5 +q

La figura que se encttentra para esta ecuacién se puede identificar como
el caso, en que no se puede reducir a la ecuacién a la forma z? 4+ pzr = ¢
(ver Fig. 27) de la proposicién 11-6 de los Elcmentos. Esta figura.en su
totalidad es igual a la de la proposicién mencionada, la cual es de la forma:

d [ E § a_
{ 3 .
B L
o ‘m T
n_ &
¢ Top - [ 2
Figura 39.

Ejemplo!® A.3 z?=3z44

Sea p =3 y ¢ = 4, de la figura 39 se sabe que; el cuadrado abed = z%;
= p =3, ahora como &a esti dividida por g en partes iguales, se tiene que
=€ = § = 1}; cb por otro lado es igual a pz = 3z; ec = 2> —pr =g;
dg=x~ -p =z — 14; por dltimo, el rectingulo kn es igual al rectdngulo

Ié’l 3

ne (por Euclides 11-6). Teniendo en cuenta lo anterior se tiene que 352
es igual al cuadrado eglk mis el rectingulo tkmn mads el rectangulo deno,
pero como el rectangulo kn es lgual al ne, entonces se puede decir que ec
es igual al gnomo eok = 4, luego (I_/ también es igual al gnomo cok mis
el cuadrado egkl, es decir:

T3 =a+ (1L

P arpinski, [35] pags. $2-81

12Egte caso Euclides lo completa con Dala 84

P Este ejemplo fue tomado de una fuente anénima. Tawmbién hay que notar que éste
uite a al-Khuw&rizug con Savasorda {el cual veremnos s adelante) y ambos nos levan
a Euclides.
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Aliora’ como’dg 14, si se eleva ulvcuadrﬁdo esta igualdad produce:

Eot=a+0d)?

de aqufsé obticne que: R
e z=1h A+ (1) =1} +2) =4

que es es resultado al problema propuesto.

—_— Gy

d- e g - a.
2 2
2 2
! k
r
.o m
n &
€ =g [
Figura 40.

Antes de seguir adelante abriremos un espacio para aclarar un poco que
al-Khuwirizmi, ya conocia las posibles formas de las raices en la ecuacién
del tipo v, para esto, se expondrd otra solucién al ejemplo z2 + 21 = 10z
ésta proviene de una fuente anénima, Al-Khuwarizmi nos dice lo siguiente:
toma la milad de la cosa (x) y mulliplicala en si da 25, ahora gquitale 21
(por al-mugabala, pero geométricamente como sabemos 21 es el término
independiente de la ecuacién, que viene siendo el gnomo, éste se construye
en base a Elementos 11-4 como dos veces el rectingulo 5z mds z2) asf
nos queda un cuadrado de drea 4 (lo que esta haciendo en este paso es lo
inverso de lo que se hace en Elementos 11-4, es decir, mientras que en esta
proposicién se suma el gnomo, en este caso se lo va a quitar), ezirae ruiz,
ésta es 2 restasela al lado del cuadrado total y nos da 3 (i.e. 5—2 = 3), que
es la solucién al problema (Fig. 41). Para comprobarlo toma 2 y sumaselo
a el lado del cuadrado 5 y se produce 7 que también es solucidn. Esto no
se puede hacer cuando = < 3, sdlo cuando z = %, (el caso cuando z > £ se
vera hasta abii-Kamil).
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5

25 5z 5

Figura 41.

Este problema nos lleva a las siguientes conclusiones: al-Khuwarizmi
sabe que pura este tipo de ecuaciones existen o dos raices, (como lo aca-
bamos de observar), o no tiene raices, (raices negativas), o tiene una raiz
doble, este ilting caso puede ser cuando la ecuacion z? + ¢ = px se pueda
reducir a la forma £? = ¢, es decir, cuando p no exista, no podemos decir
que cuando p = 0 ya que recordemos que no se admiten coeficientes cero
en la ecuacién. Este tipo de ecuaciones las encontramos en el capitulo re-
ferente a los ndmeros negativos y positivos del Algebra, y en donde ademds
se encuentran soluciones irracionales, esto es muy interesante ya que posi-
blemente la geometria deja de existir para dar paso solamente al dlgebra.

Nimeros Negatives y Puositivos

Al-Khuwarizmi en este capitulo, encuentra la existencia de cuadrados
numéricos irracionales, a los cuales Hamo §idhr asamm (raiz de paloma), es
muy probable que sea una traduccién del griego alogos (inconmensurable).
Por su parte Cremona tradujo asamm al latin como surdus, y no fue hasta
el siglo XVIII cuando cambio este concepto al de irracional.

La forma en que al-Khuwarizmi observo lus rajces irracionales de una
ecuacion, fue en general, por la ecuacién del tipo z? = q y de un ejem-
plo particular, éste es: 10z = (10 — z)? cuya solucién es z = 15 — 5v/5
(jirracional, no se puede dibujar!), a continuacién le siguen seis problemas
que cortesponden a los seis diferentes tipos de ecuaciones con soluciones
irracionales, éstos son:

1) 4z(10 - ) = 22 = 522 = 40z
2) 2122 = 107 = Lz2=100
3) Wor = g = 5z = 10

4) Qr+){Ezr+1)=20 = z247z=228
5) ?+(10-2)2=568 = 2?421=10z
6) izdz=z+24 = z?= 12z 4288
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hay que hacer notar que en el segundo cjemnplo al-Khuwarizmi utiliza que-
brados, ya que divide 2t/100, y 9/25 lo expresa como }+4-1, y ademas tene-
mos otra forma de expresar la ya conocida ecuacién z? 4 21 = 10z como
lo vemos en ¢l inciso 5. A continuacién se daran otros ejemplos y la forma
original de solucién:'*

“; Cuanto es 10 + z por z — 107.10 multiplicado por = da 10z, y = por
z da 2® positivo; asi 10 por 10 negativo da 100 unidades negalivas y =
multiplicada por 10 negativo de 10z negativo. Ti puedes decir, por lo tanto
que esta suma produce =2 menos 100 unidades” 5.

“Por olra parte, si algina vez pregunian, cual es el producto de 10 uni-
dades y un medio de z multiplicada por un medio de unidad menos 5z, li
precede asi: 10 mulliplicado por un medio de unidad dan 5 unidades y un
medio de x por un medio de unidad dan un cuarto de z; asi, 10 por 5z
negativo da 50z negativo. De donde la suma (otal de esta multiplicacién es
5 unidades, a lo cual sera substraido 49z y 3z. Entonces %z multiplicado
por 5z negativo da dos y un medio de z2 negativa. La suma total de esta
multiplicacion es, 5 unidades a la cual se le substrae dos y un medio de =2,
49z y 32716,

“Otro problema: ;Cuanto e¢s 10 + z mulliplicado por z — 107 . Eslo
es lo mismo que z + 10 por z — 10. De donde, Ui puedes proceder de esta
mancra: r multiplicada por 2 da 22, y 10 por z da 10 raices posilivas; asi z
multiplicada por 10 negalivo da 10x negativo. De donde, 10z sera agregado
(positivo) y 10z sera subsiraido (negativo), se quitan, cancelandese uno al
otro, restando sélo x*. Entonces 10 por 10 negativo da 100 unidades que
scran substruidas de z?. El producto lotal por lo tanto es la cantidad x?
menos 100 unidades.”

Como se puede notar en este tercer problema Al-Khuwarizmi precisa
mds cada operacidn respecto del primero, deduciendo, tal vez de los dos,
que, (104 z)(10 ~ x) es igual a 100 — z2. También hay que notar que estos
problemas son los que tienen raices iguales.

A continuacidn sigue el apartado, llamado “Problemas Adicionales”,
en el cual encontramos, sistemas de ecuaciones, con la primera condicién
z 4y = 10 y con la segunda, con cosas como: zy = 21'7; y? — 22 = 4015;
224y +(y— ) = 54'?, etc.. Hay uno ejemplo de entre los anteriores que
resulta de gran interés, ya que, nos encontramos uno patecido en Juan Diez
en la actava quistion del artc mayor, este ejemplo es el siguiente: Yo divido

HTraduccién del libro de Karpinski.

1510+ z)(z — 10) = 10r — 100 4+ % — 10z = =% — 100
1810+ dz)(L — 52) =5~ 492z — 2122,

7210 = z) = 21;22 4+ 21 = 10r;z = 3, lucgo entonces y = 7
18(10 ~ 2)? — 22 = 40;20z = GO; 3, luego entonces y = 7
1922 £ (10~ 7)? 4 10 = 22 = 54;z = 4, luego entonces y = 6
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la unidad entre nifias y hago que cada una reciba la misma parte fraccional
de la cosa. Ahora si sumo a una niia al nimero, cada una recibira por su
parte un sexto (de unidacd) menos que anles. Este problema en simbologia
actual seria como sigue:

y cuya solucidén es: z =
Conclusién

En al-Khuwarizini podemos notar el cambio de un pensamiento geo-
métrico puro a lo que en esta cultura se le llama dlgebra-geométrica, de
hecho en su afin por sintetizar aun mds los fundamentos de las deducciones,
escuela que deja Euclides en sus trabajos, tiende a borrar a la deduccién
geometrin (hay que recordar que al-Khuwarizmi no cita a Euclides en sus
trabajos). Esto tiltimo para bien de nosotros nunca se a dado, y es que la
geometria es una de las formas mds bellas de deducir, plantear y resolver
problemas por comiplicadus que estos sean.



Capitulo 8

Matematica Arabe (IX)

El fin principal de la duda matemdtica
es desarrollar ciertas facultades del ea-
piTity, y entre ellas, la intuicidn.

Henri Poincaré

Abii-ICamil Suga ibn Aslam ibn Mulhammad al-Hasib al MisrT
( 850-930 aiios d. c. aprox. )

Abu-Kamil también conocido como “El calculador de Egipto” (al Misrt)
se puede localizar después de la época floreciente de al-Khuwarizmi. Los
datos biograficos de abii-Kamil no son muy precisos pero, podemos conocer
algunos basandonos en sus obras. Entre ellas existe un manuscrito titulado:
El libro de las cosas raras y ¢l arte del cdlculo, éste, contiene ecuaciones
con soluciones enteras y algunas indeterminadas. Otro trabajo que se le
debe a este creativo mateindtico es: Sobre el Pentdgono y el Decdgono, en
el cual, se muestra un estudio algebraico sobre como encontrar soluciones
a ecuaciones de cuarto grado y cuadraticas mixtas con cocficientes irracio-
nales. Pero la obra mds importante es sin duda: E! Algebra [36], donde se
pone de manifiesto la grandeza de este matemadtico.

El Algebra, de abu-Kamil es un libro que engloba todos sus trabajos,
y aunque se basa en mucho al-Khuwarizmi, existen aportaciones de sumo
interds ¢ importancia, de entre éstas, podemos citar las siguientes:

1) abii-Kamil es el primer musulmdn que trabaja con exponentes mayores
que dos llaméndolos por ejemplo: z° el cubo del cubo; zB cuadrado del
cuadrado de la raiz; z® cuadrado del cuadrado del cuadrado del cuadrado;

109
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z7 no lo usa ya que no lo generaliza: z*% el cuadrado del cuadrado; etc.,
esto lo construye en base a la suma de los exponentes en la multiplicacién
de las variables (z).

2) Para encontrar la solucién para z?, se basa en el comportamiento para
la z, es decir, primero encuentra la solucién para ésta.

3) abi-Kamil, analiza la obra de Euclides; legando a la conclusién de que en
particular, en el libro II de los Elementos; las diez primeras proposiciones
son independientes unas de otras, ademds toma en cuenta el andlisis de
Euclides para el caso z < & en la ecuacién z? + p = pz y resuelve también
el caso > & para ésta misma.

4) Anilisis de ecuaciones indeterminadas, que también se encuentran en
Diofanto.

5) Las técnicas que usa por lo regular abi-Kamil, las desarrolla usando
ciertas igualdades para poder asi resolver los problemas, de entre éstas
tenemos: £ = :—;, la cual desconoce al-Khuwarizmi; §+ L= -’—’ff-’-; f-‘} =1
6) De lo anterior y en particular de la primera igualdad, nos damos cuenta
que abii-K@mil usa la divisién para poder bajar el grado a los exponentes,
cosa ¢ "> al-Khuwarizmi ignora ya que él prefiere abstraer la raiz de ambos
lados de la igualdad.

Abi-Kamil nunca estuvo distanciado de al-Khuwarizmi como se habia
citado con anterioridad, y es que usa conceptos y ecuaciones que previa-
mente este tiltimo ya habia obtenido, es asi cuando abii- Kamil adopta direc-
tamente de su predecesor el concepto de raiz (§idhr) que él redefine como:
132,! este concepto es de suma importancia ya que geométricamente esta
vinculado con lo que ya conocemos como el gnomo.

Abu-Kamil también estudio las ecuaciones de segundo grado, dando
soluciones geométricas muy parecidas, a las encontradas en al-Khuwarizmi
y Euclides, aunque no deja de aportar soluciones alternativas, como es el
caso de la solucion a la ecuacién 2? + 21 = 10z. Para comparar la forma
de solucién a una ecuacidn cuadratica en abii-Kamil, se darin los mismos
ejemplos que en al-Khuwarizmi.

1Esto ya lo conocian los gedmetras hebreos.
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Casoiv: A4 z? +,110.t’= 39 (p-_= i(); g'=39)

v
a m u
2
z $=5 £=s5 z
g = b h e
Figura 42.

Abii-Kamil indica que el cuadrado abgd = z2; el rectangulo abeu = 10z,
entonces el rectingulo gu = 22 4 10z, que también, se sabe es igual a 39,
ya que €7 - g5 es igual al gnonto_mgy, y &sto porque, be esta cortada por A
en dos partes iguales, entonces bk = e = 1p (Fig. 42); ahora por Euclides
I1-6 se tiene que:

G- gb+hb’ =g’
esto implica que
(=+p)z+ o) = (§p+2)?

sustituyendo
39 4 25 = (5 + z)?

por lo tanto

z=439+25—~5=3.

Como se observa el procedimiento usado por abu-kamil es la proposicidn
11-6 de los Elemenios cuando ésta se puede reducir a la proposicion 11-4.
misma ecuacidén.

Casov: A5 z?+21=10z (p=10; ¢=21)
Como es una ecvacién de la forma z? + ¢ = pz se tiene la siguiente
solucién:
=spEJ(3p)2~ ¢
entonces sustituyendo se produce:
21=5-2=3< l,p

zz=5+2=7>%p

para el primer caso abii-Kamil da la siguiente solucién geométrica (Fig. 43)
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x z2 ¢F pz—z? z
8 [& K
-z
J 1 H
p— b
Figura 43.

Haciendo la traduccidn algebraica se tiene lo siguiente:

DF DA+CD" = A

F - DA+GD =
(p—z)a+ ($p—z)? =(}p)?
214+ (5—z)? =5
5—::\/‘3
r=5h-2=3

para entender esta solucién sélo basta saber que el rectangulo GC es igual
al CJ para poder visualizar el gnomo como se ha hecho hasta ahora. La
figura ademds tiene mucho parecido con Euclides 11-5.

Para encontrar la solucién de z2 se tiene la siguiente solucién:

(I 3P ——t B F
G
xr
H i€ L
gz
D AT B
x

Figura 44.
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Traduciendo se tiene que:
BF-BC+BG =GC"
(p-=z)z+(z - tp)* = (4p)°
21 +(z—-5)? =5
(z-5)%= Vi
22=5+4+2=7

todo el razonamiento que da aqgui abi-Kamil es nuevo para nosotros, ya
que, es hasta ahora cuando, se da una solucién clara para el caso z > &.

Casovi: A6 22=38z+4 (p=3; ¢g=4)

Esta ecuacién abii-Kamil la resuelve usando la misma técnica que usard
al-Khuwarizmi.

Cr—o=-% g B
E % (€] [
e
2
L K
r
H
J §
D ==p J.
Figura 45.

BC-EC+GE =0G"
z(z ~ p) + (3p)° = (= — §p)?
4 +‘2—;— =(z— %1/)2

x=\/6%+l%=4.
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Abii Bakr Ibun Muhamad Ibn Al Husayn Al-Karaji

( Bagdad, finales del siglo X, principios del XI')

Subre lu vida de este matemdtico iirabe no se conoce virtualinente nada,
inclusive el nombre que aqui se enuncia puede no ser el verdadero, aunque
es el que se adopta, por manuscritos que se le relacionan a este cientifico,

Se cree que al-Karaji florecis a finales del siglo X o prineipios del XI,
y que toda su vida transcurrié en Bagdad. Al-kajari conoce los trabajos
de sus predecesores como Buclides, Diofanto al-Khuwarizmi y abii-Kamil
y se evoca al estudio de la matemdtica, ddndole una interpretacion muy
propia, esto lo siutetiza en dos grandes obras al-Fakhriy al-Badi . Estos
trubajos son muy interesantes desde el punto de vista de la historia de la
matetndtica. Entre sus logros podemos mencionar lo siguiente:

Las operaciones elementales de la aritmética las lleva al intervalo [0, oo)
y presenta una dlgebra sobre polinoniios, esto iitimo, o hace baséndose
en el Algebra de al-Khuwirizmi, las contribuciones que hace abti-Kamil a
este trabajo y la Aritmclica de Diofanto, (hay que recordar que Diofanto
fue traducido al drabe por abii’l Wafa (940-988) n finales del siglo X d. c.).
En su tratado al- Fakhripresenta un estudio sobre el dlgebra de exponentes,
dando una aplicacion de aperaciones aritméticas de éstos, él estudia primero
dos sucesiones z,2%, .29, ., 1 /2, 1/2%, ., 1/, ..., para después dar las
siguientes reglas:

o))
O]
(3

1, =221, L 1,z
ezt -t — g™ = 2 (4)
z T = z " zn

estas reglas son tay fportantes ya que al-Samaw'al (1natematico y na-
rrador de al-Karaji) crea en base a ésto, lo que ahora se le llama Teoria de
Cirupos, y se da por primera vez la regla 2™a" = z™+", donde m y n son
enteros positivos.

Al-kajarji crea la divisidn de mouomios entre monomios y de un poli-
notniv entre un iunoiniv dando asi las bases para la creacidn de la Teoria
de Anillos. Extiende las operaciones algebraicas a cantidades irracionales,
ésto lo realiza tomando el trabajo de Euclides (Los Elcmentos) descartando
la definicidn de nimero, del libro VIL, la cual dice: “el todo se compone de
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unidades” y aceptando el libro X en el cual se define el concepto de incon-
mensurabilidad e irracionalidad, sélo que, a cstos conceptos los usa como
ninieros no como magnitudes?. En al-Fakhri se presenta el desarrollo de
(a + b)® mientras que en al-Badi (a — b)3 y (a+4)* y su generalizacién:

"
(a+b)" =3 Crat—mp"

m=0

donde C* = C™7)! +C —n — 1™ son los coeficientes binomiales. Al-Karaji
enuncia también las proposiciones® (ab)® = a™b™ y

n 2
._n+n
Si=tgr =+

i=0

= I'(Z_,2 +

[Slod

)

Por iltimo hay que decir, que conociendo el trabajo de la Aritmélica
de Diofanto, al-Karaji se ve influenciado de tal modo en el andlisis indeter-
minado, que sus trabajos al-Fakhri como al-Badi contienen como ejemplos
algunos problemas de la Arifmélica y suma otros diferentes pero con cl
mismo estilo.

Respecto al tratamiento en particular de las ecuaciones de segundo

. —grado, al-Karaji retoma el desarrollo elaborado por Euclides, de hecho,
enuncia las proposiciones 11-4, 5 y 6 de los Elementos de la siguiente ma-
nera:

II—4 (a+40b)®=a?+2ab+b?
I1-5 ab+ (% —b)? = ab+4 (22 — a)? = (2422
I1—6 (a+m) -m+ (La)? = (da+m)?

s6lo notamos una generalizacién de [1-4 que la expresa como:
2 132 — 1,32
a® L na+(gn)? = (ax in)

Y de las clasificaciones de ecuaciones de segundo orden ya vistas en al-
Khuwarizmi, al-Karaji trabaja solo con az? + ¢ = pz y ar? = px + ¢. Los
ejemplos que exhibe este matemdtico tenemos la ya conocida ecuacién:

2Nuestra fuente [14] hace el comentario que esta fltima aseveracién provoca toda una
reinterpretacién del libro X de los Elementos, aunque en mi opinién, es de todos los 13
libros
*Las demostraciones las hiace al-Samaw'al, por ejeinplo en la primera proposicién él
parte de (ab)™—! y llega a (ab)™, | esta es la priniera vez que se tiene conocitmiento de
una demostracidn por induccién !
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Ejemplo A.7 z%+ 10z = 39

Sste problema lo resuclve de la siguiente forma: Traza el segmento CA
(Fig.. 46) el cual parte por B en partes desiguales y por D de tal manera
que BD = DA asigna a CB = » y BA = 10, ahora conociendo que
ac -ﬁ+ﬁ_§7 =DC" por la proposicién 11-6 de los Elementos, sustituye
obteniendo asi, 30 + 52 = DG; DC =8 =5 + «, por lo tanto z = 3.

Figura 46,

Existen otros ejemplos como son: 3z + 6z = 24 y L1z2+ 2z = 6 los
cuales resuelve de manera siuiilar, es decir, aplica directamente resultados
vistos por sus predecesores.

Resuelve aderds la ecuacion az?® + br + ¢ = u®, suponiendo que a y ¢
son dos nitmeros positivos y cuadrados, considerando también las siguientes
posibilidades: a es un cuadrado, b es un cuadrado, ninguno de los dos a 6
b son cuadrados en az® 4+ b = u?, pero —b/a es un cuadrado. En suma él
exhibe que, £(bz — ¢) = z? = u? no es solucién racional a menos que b?/4:+¢
es la suma de dos cuadrados.

Esto es sdlo lo que tenemios de este matematico sobre ecuaciones cua-
draticas ya que mds bien él se dedica a dar solucidén a ecuaciones de “alto
grado”, como:

az® 4+ bz" = ¢; az® +c = b
bz + 0= az?™; arin 4+ m = ba"t™M 4 2™

Como podemos darnos cuenta las ecuaciones de segundo grado empiezan
a perder interés y sobre todo el razonamiento geométrico.
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Al-Kayyawi Ghiyath Al-Din Aba'l-Fath ‘Uinar Ibn Ibrahim
’ Al-Nisabturt ‘

(Nishapiir, Khurasan (ahora Iran) 1048-Nishapiir 1131)

Al-Kayyami también se le conoce como Omar Kayyam, su nombre estipula
que fue hijo de Ibrdhim; el calificativo de al-Kayyam indica que sus padres
o sus antepasados fueron comerciantes, sus otros nombres como Umar es su
propia-designacién, mientras que Ghiyiith al-Din (ayudante de la Fé) es un
epiteto honorifico que se le dio en vida, y al-Nisabiiri indica la fecha de su
nacimiento. Fuentes drabes de los siglos XI1 al XV sélo no concuerdan con
e ltimo dato de su nombre ya que se cree que él nacié aproximadamente
en el afo de 1017.

Los trabajos que escribid este matemitico, astrénomo, filésofo, miisico
¥y poeta son inumerables, pero su mds importante contribucion cientifica es
Risala fi'l-brardhin ald masa’il al-jabr wa'l-mugabala (Tratado sobre una
demostracién de problemas del dlgebra y almuqabala)? y un comentario
sobre la teoria de las lineas paralelas y de las razones cuyo titulo es: Sharh
ma ashkala min musddardl kitab Uglidis. Estos tratados fueron escritos
alrededor de! afio 1077. Entre otras cosas al-Khayyami da una solucién
algebraica al problema de determinar la cantidad de oro o plata que existe
en alguna aleacion, con tan sélo saber el peso especifico de cada metal. Pero
empecemos por el principio.

En Los Problemas de la Arim!ictica que es otro tratado de al-Khayyami
escribe lo siguiente: Los hindus liencn métodos para exiraer los lados de
los cuadrados y cubos basados en la investigacion de pequerios ndmeros de
casos, lo cual, es (limitado) al conocimiento de los cuadrados de nueve
enleros, esto es, el cuadrado de 1, 2, 3 y asi, y sus produclos enire cada
uno de esios, que ¢s el producto de 2 con 3 y ast. Yo tengo escrito un libro
el cual prueba la validez de estos métodos y ezhibo una regla para encontrar
la solucidn, y tengo un suplemento de cste lipo, que es, para encontrar el
lado de un cuadrado cuadrado y el cuadrado-cubo, y el cubo-cubo, o atn
mds grandes; y estas demostraciones son sdlo demostraciones algebraicas,
basadas sobre la parte algebraica del libro de los Elementos®. [14)

En el Risila encontramos la primera definicién de algebra la cudl dice:
El arte del al-jabr y al-muqdbala, es ¢l arte de la ciencia cuyo sujelo es
el nimero puro y cantidades medibles en cuanto a éstas, son deconocidas,
sumadas a una cosa conocida con ayuda dec las cuales sc puede encontrar

iEste trabajo no es el original es una copia
*Como se puede notar al-Khayy@mi tiene un alto grado de conocimiento sobre la
matematica gricga, hindi y en consecuencia de la china.
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y que (conociendo) la cosa en cada una de las cantidades o una razdn....
El nimero puro al cual se refiere al-Khayyam? es el mimero natural mien-
tras que las canlidades medibles, son las lineas, superficies, cuerpos o el
tiempo, en esta mismo cnunciado agrega: ahora la extracidn del al-jabr son
efectuadas por eccuaciones... en donde las polencias estdn bien conocidas.

También se encuentra aqui (Risdla) una construccidn geométrica de una
ecuacién ctibica elaborada por un estudiante musulman, que es de la si-
guiente forma:

2% + 200z = 2022 + 2000

ésta, se resuelve por medio de la interseccidn de una circunferencia
¥’ = (22— 10)- (20— x)

y una hiporbola
zy = 10V2(x - 10)

al-Khayyimt hace notar que la solucién tiene un error de menos del uno por
ciento y que, esta ccuacidn no se puede resolver por métodos elementales (se
estd refiriendo a los métodos ya vistos) ya que requiere del uso de secciones
céuicas. De aqui surge todo un estudio sobre ecuaciones de tercer grado el
cual concluye con las siguientes afirmaciones: primero, todas las ecuaciones
qque se puedan reducir a una ecuacion de segundo grado pueden ser resueltas
por secciones cénicas y que su solucién aritmética es desconocida;® segundo,
no todas las ecuaciones de tercer grado se pueden resolver por medio de
regla y compis, esto es, con radicales cuadraticos;” tercero, la ecuacién
23 + gz = pz? + r puede bajo ciertos criterios poseer tres raices positivas,

En el Sharh, se encuentra toda una teoria acerca de las razones y pro-
porciones, esta teoria es equivalente a la expuesta en el libro V de los
Elementos. Las demostraciones que se encuentran a este capitulo son mas
generales, a diferencia de las griegas que no las tratan de esta manera.
También se empieza a desarrollar un nuevo concepto de niimero, inclu-
yendo todos los positivos racionales, y es que muestra la jdivisibilidad de
la unidad!, esto lo hace por medio de la composicién de razones, la cual
describe asi: no consideremos la magnilud ¢ como una linea, superficie,
cuerpo o el tiempo; pero sca considerada esta magnitud como abstracta por
eslas razones y por perlencncia reales de los nimeros, pero no nidmeros
absolutos y verdadcros. Para la razén de a a b pueden ser frecuentemente
imposible encontrar dos nimeros los cuales su razén puede ser igual a esta
razén [I4]. Lo que quicre decir al-Khayyami es: primero se selecciona la

SEsta fue descubierto hasta el siglo XV1
TEn 1637 Descartes repite esta mistna pr
Wantzel en 1837

la cual es d por P,
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unidad y una auxiliar cantidad g por medio de la cual la razén 1/g cs la
mista que afb. Aqui a y b se toman como magnitudes homogéneas arbi-
trarins que gencralimente son inconmensurables, consecuentemente 1/g es
tambicu inconmensurable.

De lo anterior al-Khayyam¥ desarrolla una teoria sobre ecuaciones de
grados inversos, es decir, “parte de la cosa, parle del cuadrado, y asf”. Un
ejemplo es el siguiente:

131 5133

z:3+;:.i+?= 8

la cual, reduce por medio de un interesante camnbio de variable z = 1/2.
También considera casos cono:

T +1.;r~2+2

esta ecuacién produce una de cuarto grado, la solucién la da por medio
de liinites superiores y dice: ST eslo (la serie de potencias consecutivas) se
extiende a 5 clases o a G clases 0 a 7, cslo no pucde ser extraido por algin
método, es decir no encuentra solucién.

Sobre la teoria de las lineas paralelas él empieza tomando la definicién
aristotélica la cual dice: Sean dos lincas reclas convergentes intersectadas,
esto es émposible que dos lincas reclas convergentes divergan en la direccidn
de la convergencia. Al-Khayyami prueba primero que dos perpendicula-
res de una linea rectz no se pueden intersectar porque esta interseccién
siinétrica, puede estar en dos puntos o en ambos lados de la linea recta,
por lo tanto, no pueden cruzarse. Sigue con una segunda proposicién: Dos
perpendiculares sobre una linea recta no pueden diverger ya que si esto su-
cediera tendriamos dos divergencias sobre ambos lados de la linea recta.
Al-Khayyami probo ocho proposiciones® mis, que en su opinion, deben de
sumarse a el libro 1 de los Elementos y quitar la proposicién 29 de este
mismo libro, en la cual Euclides se refiere a la teoria de las paralelas basada
en el 5 postulado, de su obra.

Sobre el escaso estudio de las ecuaciones de segundo grado al-Kayyami
se refiere solamente a las proposiciones 11-5 y 6 de los Elementos, su gene-
ralizacién que se encuentra en VI-28 y 29 también de los Elementos y los
Data 58 y 59. Los ejemplos que estudia este matemitico son los siguientes:

8 Algunas de las concluciones que se ulmulcn d: estas proposidones snrwcnSn pura
crear el primer teorema de la geometrin { realizade por L
Riemann
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Bjemplo A8 &% 4 102 =39

Este lo resuelve por medio de la proposicion-11-6 de los Elementos y exhibe

una figura (Fig. 47) gue esta incomnpleta, ya que todo el razonamiento lo
R I o Qe

hace algebraicamente, usando el hecho de que EFA-AD+ DZ" = ZA".

Iy z ) = A
I3 T
2 2
p=10 « B
B Figura'47.

Ejemplo A9 r2421 = 10r

Aqui usa Elcmentos 11-H y su interpretacién algebraica, la cudl, es:

Notamos que el exhibe tres liguras, que corresponden a los casos cuando
r < pf2 (Fig. 48); x > p/2 (Fig. 49} y = = p/2 (Fig. 50).

B z A Z E
3
)
z
C 7]
r

Figura 48.
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wig

C z D

J A ——

Figura 49,

V4 D
14

Figura 50.

Sélo hay que notar, que A cae siempre a la mitad del segmento corres-
pondiente para cada_caso, es decir, para el caso z < p/2 A es el punto
medio del segmento BZ; para £ = p/2 A parte a BE a la mitad y para
z > p/2 A es la mitad de ZE.

Ejemplo A.10 2?2 =5z +6

Este problema lo plantea como en la figura 51:
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Figura 51.

en donde podemos notar que las particiones del segmento BA por Zy E
nos conducen a la proposicién 11-6 de los Elementos es decir

EA-AB+ZA =Z7B°

Aunque a al-Kayyami se le considera como el hombre que rescatd a la
geometria (véase el comentario a la solucién de la ecuacidén de tercer grado
que hace por medio de circunferencias e hipérbolas), la aplicacidn de ésta
a ecuaciones de segundo grado es muy escasa, ya que al igual que al-Karaji
prefiere dar solucidn a ecuaciones de mayor grado.
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Abraham Bar Hiyya Ha-Nasi
(ca. 1136 d.c. en Barcelona)

A ha-Nasi se le conocié en Arabia como Sahib al-Shurta, que quiere decir,
“Mayor de la Casa Real” tal vez denota un tipo de posicién social®, este
titulo traducido al latin se nombra como Savasorda, que es como también
se le conoce a este grande matemdtico y astrénomo [14).

Savasorda escribe Enciclopedia y un tratado sobre geometria prictica,
mediciones de dreas y volimenes que involucran ecuaciones de segundo
grado, titulado; Hibbdr ha-meshihah we-ha-tishboret, que fue traducido al
latin por Platén de Tivali en el afio de 1116, llevando el nombre de Liber
embadorum. Es importante indicar que por primera vez en Europa, se tiene
conocimiento de las ecuaciones de segundo orden.

Hibbiir es el primer trabajo escrito y expuesto en Europa sobre dlgebra
arabe, éste contiene entre otras cosas la solucién completa de la ecuacidn
z2—az+b = 0, ademis aqui se encuentra la divisidn de figuras geometricas,
lo cudl influencié en la matemdtica de Leonardo Fibonacci.

Savasorda por su parte se ve influenciado por, (e inclusive recomicneda
las lecturas de los trabajos), Euclides, Teadorus de Bitania, Apolonio de
Pergamo, Héron de Alejandria, entre otros. Pero la base de su trabajo es
un viejo tratado sobre la geometria hebrea que lleva por titulo Mishnat ha-
Middot (150 ahos a. c.). Este trabajo puede ser el enlace de la matemitica
entre los palestinos y la primera civilizacién medieval arabe.

En su Enciclopedia usa técnicas de solucién a problemas, téoricos y
practicos que incluye “el arte del calcilo parcial y la aritmética en los
negocios, la teoria de los niimeros y definiciones geométricas”. Este libro
puede ser el primer trabajo algoritmico en el Oeste de Europa.

Savasorda al igual que al-Karaji y al-Kayyami no profundiza en el es-
tudio de ecuaciones de segundo grado, de hecho, retoma al igual que sus
compatriotas las proposiciones II-4, 5 y 6 de los Elementos para resolver
dichas ecuaciones. Entre los ejemplos que encontramos en Savasorda pode-
mos mencionar el siguiente:

Ejemplo A1l z?—4z =21

El cuil resuelve por medio de la formula z = §p+‘/(%p)2 + ¢ y ademds
exhibe la siguiente figura (Fig. 52):

9Se refiere a una especle de embajador, ya que como veremos Ah-Nasi vivié en Bar-
celona, Espaiia
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[-;igllrn ')2

asignandole al cuadrado abed = z7; el rectdngulo ebef = pz y aefd = 21,
después nos dice gue hay que partlr eb por g en partes iguales, y usando
el hecho de que; ab - @€ + g% = ag? (Elementos [I-6 ) sustituimos, asf se
produce que:

2=2=(r-2)° = 5=z-2 => z=1T

Ejemplo A.12 2%+ 3 =4z

Este lo resuelve por medio de dos formas, exhibiendo figuras para cada
caso, éstas son:

p
] z _a
g
pr—si=g =
d f ¢
Figura 53.

aqui se obtiene que z = 1 (Fig. 53). La otra figura es:
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d ¥ c

— oy —

Figura 54.

aqui se obtiene que z = 3 (Fig. 54). Aunque no se ve explicitamente la
solucién esté dada por medio de Elementos 11-5 en sus dos casos (véase
al-Khuwarizmi).

Conclusion

En este tiltimo periodo de la cultura arabe que va del afio 850 d. .
al aiio 1136 d. ¢. se nota ya una transformacidn del pensamiento de la
estructura geométrica a la estructura algebraica, siempre tomando como
base en todo este proceso el trabajo de Euclides, el cual se ve incrementado
por estos hombres influyendo en gran medida a los matemdticos de los
préximos siglos.

También notamos en este periodo la consideracién de ecuaciones de
grado mayor que dos, ya que posiblemente se creen suficientemente estu-
diadas por su predecesor al-Khuwarizmi. Este incremento en el grado de
las ecuaciones trae consigo grandes aportaciones a la matemdtica que en
algunos casos perdura hasta nuestros dias.

Por iiltimo hay que decir que el pensamiento drabe empieza a germinar
en Europa con lo que se abren nuevos horizontes a la ciencia y en particular
a la matemadtica.
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Epitome

Con esto se termina el anilisis histérico ue sirvié para entender las
soluciones que a Juan Diez a los problemas expuestos en su trabajo sobre
el arte mayor. En este audlisis, el cual no pasa de ser un bosquejo ya
que, hay tanto que decir, nos damos cuenta del proceso de la matemadtica
a lo largo de 3000 aiios aproximadainente. Estas culturas son la base de
la matemdtica que hoy se estudia, con esto quiero decir, que la obra de
todos estos hombres es tan completa que sélo nos han dejado la tarea de
perfeccionarla.

El matemdtico que se jacte de serlo tiene necesariamente que conocer
la historia de la matematica y nunca despreciarla (como sucede muchas de
las veces) mds al contrario debe respetarla, ya que si se quiere creer un sol,
por el sélo hecho de ser matemdtico, despertard al conocer esta historia y
se dard cuenta que es mucho menos qtie nada.
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Excursus II

En el titulo de la obra de al-Khuwarizmi Kitdb fi al-jabr al-mugdbala se
encurentra literalmente definido el proceso de la “restitucién a su lugar de
los huesos dislocados”, asi un algebrista seria entonces un “huesero”. En el
sentido mateméatico al-jabr (restauracién) es la transposicidn de términos
en una ecuacién y al-mugdbala (oposicion) es la reduccién de términos se-
mejantes, un ejemplo de esto es lo siguiente:

Sea z? + (10 ~ z)? = 58 desarrollando términos se tiene:

2% ++ 100 - 20z = 58
al-Khuwirizmi procede de la siguente manera. Por al-jabr:
22?2 + 100 = 58 + 202
divide entre 2 y agrupa términos. Asi por al-mugabdla, se tiene:
22421 = 10z

Hay que hacer notar que para Diofanto los términos significan la “com-
pensacién de las partes dificiles”. Al-Kayydmi, por otro lado habla de las
formas de solucién del digebra. Hacia el afio de 1000 d. c. se utiliza ya el
término algebrisia, y en el siglo X1V la palabra dlgebra es la que ya se indica
por esta ciencia. Por iltinio los drabes europeos, al utilizar el trabajo de
al-Khuwarizmi la palabra §im ya no la dicen como al-dschabr sino como
al-gabr.

Se habia indicado en el estudio que se hizo sobre al-Khuwarizml, que
este se refiere a tres niimeros, estos son:

a) Dirkam del griego Drachme que indica unidad monetaria

b) gidhr indica raiz o $ai (cosa) y

¢) mal indica censo y también cuadrado

asi por ejemplo al-Khuwarizmi nos indica que: madl es el producto de fidhr
consigo mismo, donde gidhres una magnitud '°. Ademds mal se encuentra
en testamentos y herencias!!, aqui el término indica propiedad, también
sirve como una magnitud desconocida en un problema lineal. Posterior-
mente madl tuvo la acepcién del cuadrado, en contra posicién de la palabra
gidhr. Por tltimo la palabra sai se utilizaba como indicacién de la magnitud
buscada, es decir, la solucién o la raiz de la ecuacion.

'9M4s tarde al-KarajT cambiaria el conceplo magnitud por el de nimero.
1 Como ae puede observar en los problemas complementarios de El Algebra [35).



128 Matemitica Arabe (II)
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los siguientes libros.

[43 ] Revista MATHESIS, Vol. 1V, No. 3, Agosto 1988, Depto. de Ma-
tematicas, Fac de Ciencias, U.N.A.M. pp. 421.

[44 ] Nietzsche, Federico.,Asi Hablaba Zaratustra, Editores Mexicanos Uni-
dos, México, 1987, pp. 139, 1.

[45 ] Coleceién del 1.P.N., Cientificos Griegos, México, (desconosco el afio
de impresion), pp. 689.

{46 ) Garcia Baceca., La Pocéltica de Aristdtcles, Editores Unidos Mexicanos,
México, 1985, pp. 9.
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FIN DE LA TESIS

A Honra y Gloria de nuestra focultad de Ciencias. Aquf se acaba el
presente trabajo tilulado: Hacia una historia critica de la Mate-
mdlica en Mézico. El cual fue realizado en la Cd. de Mézico,
después de cualro aitos de invesligacidn a cargo de Carlos
Cario Ramirez con la asesoria del Mat. José Chacdn
Castro y con el privilegio de los Doctores Roberto
Moreno de los Arcos, Juan José Rivaud
Morayla, Alejandro Garciadiego, el M. en
C. Carlos Torres Alcaraz y el Mat.

Marcos Montiel Sanchez (q.e.p.d.).

Acabose a 30 dias del mes de oc-
tubre del aio de 1992. Aiio
del quinto centenario del
tnfortuito descubrimien-
to del Nuevo Mundo
y ol principio de la
destruceidn  de
una de las mds
grandas cultu-
ras que ha
ezistido la

Azteca
ok

*
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