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Una de las materias que forma parte de la carrera de Actuaria vy
que es de caracter obligatorio es Seminario de Tesis I, en esta
materia se establecid que para poder finalizar el curso se tendria
que tener perfectamente definido el esquema de tesis, generando
una primera reaccién de asombro y desconcierto pues solamente se
contaba con la teoria y ninguna experiencia profesional.

La idea que se desarrolla en el Seminario de Tesis llegd a
concluirse originando este trabajo.

Simul t&neamente al curso, se tuvo la fortuna de elegir la materia
de programacién matemAtica que forma parte de la especialiracién
del &rea de investigacién de operaciones en donde es posible
sensibilizarse de la necesidad de crear un documento fuente que
sirviera de apoyo en el estudio de estos temas siendo esta la
programacison no lineal.

Lo anterior fue el principio del presente trabajo de tesis.

Fosteriormente se tuvo la oportunidad de formar parte del pe
docente para impartir la materia de Gptimizacién I a la carr
MatemAticas Aplicadas y Computacién en cuyo temario se incluye la
programacién no lineal, sin duda alguna independientemente de cue
®]l destino de la vida profesional de quienes elaboran este trabajo
los colocé mn ®]1 campo de los Seguros, =l interés persistid en
seguir teniendo contacto con la programacién no lineal del otro
lado del escritorio, puesto que al impartir esta clase, se obtuvo
una globalizacién de tal idea que ahora se cuenta tanto con el
Punto de vista de alumno como =1 de profesor. "

£1 obstaculo encontrado en el estudio de esta materia fue la falta
de bibliografia en espafol y que la poca bibliografia que existe
en inglés e encusntra muy dispersa y en algunos casos muy
especializada. Lo anterior da como resultado que en los primeros
contactos con los temas de programaciéon no lineal se producen
confusiones 0 falta de entendimiento originando un desinterés on
proseguir los estudios en estas preespecialidades.



Por lo tanto 1o que se pretende con la Tesis ws generar un
documento bisico que apoye ®n los estudios iniciales de esta aAreas,
para esto se decidid estructurar este trabajo en cuatro capitulo
El primero de ellos habla de Optimizacién Basica, e] siguiente
refiere a Optimizacidn sin restricciones, el tercer capitulo se
presentan los programas computacionales para los algoritmos
desarrollados en el capitulo II y por Qltimo se presentan algunos
métodos para éptimos con restricciones.

Asi mismo wse pretende que el objetivo fundamental que o8
desarrollar los algoritmos de problemas de pragramacién no lineal,
esté completamente realizado.



CAPITULO |



CAPITILO Y. OPTIMIZACION CLASICA

t.o que se pretende en este cnﬂituln es eatablecer y analizar el
problema de cptimiza:tén no lineal para funciones vectoriales
continuas f();) siendo x pertensciente a €, donde N es subconjunto
de E” y f{x) posea un minimo (o méximo), asi mismo plantear las
condiciones necesarias y suficientes de primer y de segundo éruen,
n-i como las demostraciones de proposiciones y teoremas que
sustentan tales condiciones, tambien se resoclveran ejemplos
numericos para asegurar la lnt-r'pretaclc'm del concepto basico
tedrico.

Se Trataran algunas propiedades de las funciones convexas (o

=6n:lvll), las cuales pusden garantizar la existencia de puntos
minimos (o m‘uimul), siendo estas propiedades @1 inicio de una
bﬁnqund- intuitiva hacia ®1 punto minimo ( o maximo).

Por ﬁltima se citarén unos ejemplos donde se aplica la teorfa
anterior, dandoc una mativa:&én al plnnie.mlcnto de algoritmos para

la resoclucion de los mismos.
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1.1 CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES DE PRIMER ORDEN

Fara efaectos de limpli{icnci;n, an este :Apitulu ae consideran
C\nicnucnt. problemas de optxmxzacién de la formas
minimizar fix)
s.a. xe A ' (I1.1)

donde f es una funcién real y fnnecE.

Primeramente, dentro del estudio de dichos probleamas habra que
analizar la posibilidad de que exista una golucién. para lo cual
se pusde utilizar el teorema de Weierstras que establece que =i f

es continua y ) cerrado, existe una salucic'm.

Ahora bien, este analisis se enfoca en los puntos solucion
:arl:t.rinttcot y en idear m;tndol efectivos para encontrarlos. Se
distinguen dos tipos de puntos solucidn: puntos minimos locales y

puntos minimos globales.

D.ﬂnicifmx Un punto x‘ - 0 a8 un mintmn relativo o mintmu lacal
de € bajo 0 si wxiste un & > O tal que
fix) 2 f(x') para todo x @ 1 en una distancia & de

x' (eato es, x &€ v | u - :c‘l( &) . 84

f(x) > f(x') para todo x < ], en una distancia £ de

x‘. entonces x‘ es un minxmo relativo estricto de ¢

bajo 1.

14
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Definicidni Un punto x° € 0 s un minimo global de + bajo Q

ai f(x) 2 f(x.) para todo x a €, 81 f(x) > f(x')
para todo x & 1 , x » u., .ntcncel-x' ®%  un minimo
global estricto de f bajo Q.
Al formular vy abordar «l problema (I1.%) e requiere
expl{citamente, y por d-‘inicién, un punto minimo global de f bajo
®@]l conjunto . Sin embargo, la précticn dicta, tanto desde el
punto de vista computacional como t.értco, que en muchas
ccasiones se debe conformar con obtener un minimo relativo. Far

lculo

wjemplc, al derivar condiciones necesarias basadas en el
diferancial o cuando se busca un punto minimo mediante un metodo
iterativo convergente, lo Gnico que se ests haciendo son
comparacionss entre puntos vecinos y fijando ast la aten:xén an

puntos minimos relativos.

Como regla general, solamente sera posible encontrar una solucion
global si el problema posee ciertas propiedades de convexidad gque

garanticen gque cualqQuier minimn relativo es un minxma 9lobal.

En :on:lulién a® pueds afirmar que lo m;l prictl:o al formular vy
abardar el problema (1i.!) es considerar, implicitamentes, que lo

- ,
que se busca es un punto minimo relativo.

Por otra parte, al aplicar condicionwms T ias satisfech por

15



trayectorias lejos del punto en algunas direcciones dadas. A
través de cualquiera de dichas direcciones, la funcidn objetive
pusde ser considerada como una funcic’m de una sola variable, el
par;m-trn define la trayectoria en esta dir.::lén, y de nqui ser;

aplicable el :;lculo ordinario de una sola variable.

Asi dado x e@ 0} podemos decir que un vector d es una direccion
factible en x mi existe un & > O tal que ®* +od @ 0 para
todo a, 0 S a X a . Con este cancepto tan simple es posible
establecer algunas condiciones gque deherén satisfacer los puntos

minimos relativos.

Propolicién It.1.—(Condiciones necesarias de Primer orden).

Sea 1 un subconjunto de E" y f una vez

diferenciable, una funcion en Q. 8i x' es  un
punto minimo retativo da  bajo 1, entonces
para cualquier dir.:cién factible d & E"I -n x..

tenemos 94(x%)a = o.

Demostracion:

Par hipét- s d es una direccidn factible en x. por loa

tanto existe a > O tal que x"+od @ 0 ¥a, 0 S a Sa.
Aplicando la serie de Taylor:
fOMvad) = £0xM) ¢ (PEiada + R

Restando f(x') en la igualdad:



. .
Finrad) = Fe) = (TeixNadda + R‘(x-) donde R‘(x.) x0

~ f#x%rad) #x™) 2 (VExMIdda

8i V(x"1d<o y a20 =>#(x"+ad)-F(x"1<0 contradice la

hiDét.IiI de que x' o5 un minimo relativo

o 9fxMd 2 0 q.e.d
A continuacién se analiza e1 caso especial en el que x. se
encuentre dentro de 1 (como podria ocurrir si 0 = E™. En  diche
caso habran direcciones factibles emanadas en todas direcciones de
-

X 5, Y por tanto Vf(x')dzo para toda d @ E™ . Esto implica que

IF(x") = 0

Corolario I1.1.- (Caso irrestricto)
Sea N @ E” y ¥V ¥ una vez diferenciable, una
funcion en Q. Si x® ws un minimo relativo de
bajo i y si x. @8 un punto interior de ),

entonces véx®) = o

Las condiciones necesarias en el caso irrestricto puro llevan a n
ecuaciones ( una para cada componente de Vf) en n variables
(las componentes de x.) « las cuales en muchos casos pusden ser

resuel tas para determinar la solucion . En la pr‘ett:., sin

elve directasente sin

embargo, un problema de optxniz-ctén se
intentar explicxtnm.r\tt de resolver las ecuaciones que provienen

de las condiciones necesarias, adn cuando estas condiciones



constituyan un fundamento para la teoria.

Por ejemplo, considérese el Problema
. 2
minimizar f(x- » x.)= L A S " Sxg
No existen restricciones por lo tanto Q = E'. Obtenisndo

derivadas parciales de f iguales a cero se tiene:

eas (2)

Resolviendo &1 sistema:

de (1) g = Zx. sustituyendo en (2) Ky + 2(2x‘) =3

3)(. =3 m> x.-i, y x.-z siendo esta L'm.h:a sclu:ién, por

tanto se trata de un minimo glabal.

Sea el problema:

2
minimizar f(x.,x') = kg T o, +oug * ERS

Bed. x‘zo,x.zo

Este problema tiene un minimo global en:

1
e ™3 5 Ky = o
Aplicando las derivadas parciales:
df

dx
.

= - + - =
2x' 1 Xy 2x‘ 1+ *y = 0o = Ky 3

18
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daf
':’K’-l-o'xt 1¢x’=o - x‘n—l

Como puede verse la solucidn anterior (x‘=—1, x ;3) =2 sale del
daminio establecido xlzo Y x:_>.o, por lo que se puede concluir que
las derivadas parciales igualadas & cero no necesariamente
canducen a una snlucién. Aplicando la Pero!i:iéﬂ I1.1 tenemos
Vf(x')d 2 0 para toda d e E? tal que d es una direccion factible

en el punto x'.

v5x*y g = s+ 2%, -1] [ 9,
X + 1 d
1 t ]

- >
- d‘x’ + 2d‘x. dn + d.x + d' z0

1

4 - s -
Analizando la funcion abjetivo ‘(n..x.) *g X * %y o %, como

se c-t‘ minimizando s claro que para alcanzar el minimo s

necesario que He = 0, puesto que el dominio es x‘zo. entonces es

factible este valor para »,.

~ dat0) + 2d,Xs — ds + daXe + te > O
.
Ahora para poder gQarantizar la proposicion 1.1 para toda d

r.ureccién factible -eria necesario que x. tuviera al mencs el

valor de %l

4
} d.*d'(')‘d’zo.

19



s s -
a9z * 9, 20 => 29 20 > d, 2 0

Lo anterior demuestra que el minimo se encuentra en x.-O y x.z
retomando la funcifn objetivo se tiene:
2
f(u..O) - x‘ - x‘
Esta funcion se convierte en problema de una sola variable, el
punto minimo de la funcidn aplicando la primera derivada:
£ (xl)-2x‘—l=0->xl-é

f* '(x.) = 220 EO P % @s un punto minimo

s €1 minimo esta en el punto (% s ©) con imagen de

f(%,O) = -0.2% y @l valor del gradiente estaria dado por
df _ - 3
dx 2x. 1+ *g =0
[ Y
[-53 3
dx'- te %q = 2

20



I.2 CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES DE SEGUNDO ORDEN

La demostracidn de la prnpnsicién I1
aprnxim-cién de primer orden para la
punto minimo relativo a traves de la
que las condiciones de segundo orden
la matriz Hessiana 9%f (1) de las

como en seguida se veras

.1 esta basada en hacer una
funcion + en la vecindad del
serie de Taylor. Mientras
son definidas en terminos de

segundas derivadas de £y

Propnsicién I2.1.—- (Condiciones necesarias de segundo orden)

Sea 1 un subconjunto de E" y sea f dos veces

diferenciable una

funcidn en 0. 84 x* es un

punto minimo relativo de f asobre 1 , entonces

para cualquier d
L

- E“ asto es una dir.:cién

factible en x se tiene:

H v dzo
i) 81 9™ a=o0

La matriz hessiana se¢ simbolizara
Fi{x) o H(x).

Damostracidnt

i) Proposicion 1I1.1

> d' ™ d 2 0

indistintamente como V’f(x).

ii) Por hxnét--il d e una direccidn factibie en x por lo

tanto existe a >0 tal que

Aplicando la serie de Taylor

21

“+r+odaen va, 05 a £ @



£ e at) = £0x") + (ZicMdia + ST GMIdral + RxK™)
por hipétesis: vf(x.)d = Q

= forad) = £+ LTV Mda® + Ry

despejanda tx®vad) = £ = LdTP ") dia® « R
coma Ry X0 = 0" + ad) - ¢ 2 LaTVeMdrat
sia"vMd <o yidfz 0 = faMean - s <0
contradiciento la hipételil de que X.IS un minx:nn relativo

o a"ex™id > 0 q.e.d.

Corolario I2.1 (Codiciones nen

esarias de segundo orden-caso
sin restricciones)

Sea x.un punte interior del conjunto 0 v
supdngase gque x* (1] un  punto minimo relativo

sobre O de la funcién ¢ dos v

o8 diferenciable,
entonces
1 9f ™) =0

i) wd , a9 (x™Md 2 0

Para una hotacidn simplificada frecuentemente se denotara ™00
como la matriz de n x n de la segunda derivada parcial de ¢, el
Hessiano de f = F(x) . La condicidn it) es eqguivalente a
astablecer que la matriz F (x*) es positiva semidefinida. La
matriz F(x.), la cual aparece aqui muy natural en una discumion
de condiciones necesarias, Jjuega un papel fundamental en el

analisis de métodos iterativos para solucionar problemas de

22




op:imiz-:ién sin restricciones. La estructura de esta matriz
el determinante principal de la razon de convergencia

algoritmos a minimizar funciones f.

Retomando la informacion del problema anteriors

- 1 - 2
MG, v =0, D
Aplicando la propnsi:ién 12.1
- 2 2
1) PExid = (0, ) . (d, , d) = Zd, = O por definicidn de

r.q.lc’:n factible. Por lo tanto se cumple i)

ii) 8i VF(x™) dm o = g, =0

ASALRNEIN MR I

To? - 2 1 d 2d d d l
d f(x )d = (d‘,d.) [l 0] [d;] = [d: ol] [d‘
= = = ®
Zd‘ + dld’ + d‘d. 2d‘ + ZdId'
pero d_ = 0

T20 = d" 9™ a = o

= 2d

también se satisface la condicidn i)

"s

de

la

Exi=te un interés especial en los puntos minlmns que ®mon puntos

interiores del dominio, como son los problemas irrestrictos.

Considerar el problema

2 2
minimizar f(x.,x.) = %y Ky ¥g N
s.a. %y 20, 2

23



@ obtiene el gradiente :
2
-'Su. - 2u‘x' = 0
®
o+ 4u. =0
Resolviendo el sistema de ecuaciones se tienen dos puntos scluéion
('x‘ » x') = (0,0), que s un punto frontera, y

(x. s N = (6,9)

Nétese que para xg fijo en 6, la funcion'obj.tivo obtiene un
minimo relativo con respecto a Xy ®N X = P

Contrariamente, con x. fijo en 9, la funcién objetivo alcanza su
minimu con respecto a %, en xl = 6. Sin embargo la matriz
Hessiana no cumple con

X bx -~ 2:(. —2x' 18 -12
F = -
_x: 4 ~12 4

®n virtud de que no se cumple el inciso ii del Corolario I12.2 ya
que F no es positiva definida, el punto (6,9) no es un min&mn

relativo.

Para problemas sin restricciones o donde se puede garantizar que
el punto minimo &3 un punto interior de 1la r.qién factible, se
introduce una prnpolicién que viene a reafirmar las condiciones

anteriores:

24



Prnpnsicién 12.2:(Condiciones suficientes de segundo orden -

sin restricciones).

Sea § dos veces diferenciable definida, en

rlql.c'm en la cual el punto x. @8 un

interior. Supénga-e an .dicxén quet
i vex®)y =0

ii) F(x‘) es definida positiva

Caso

una

punto

entonces x' ®s punto ninimn relativo estricto de

€.

Demostracidns

Aplicando la-serie de Taylor:
Fix" + d) = £x™) + VE(xNia + L d"VR(xMid + R, (x™)
2
- a
donde R_(x ) = R {™

por hipbtesis VE(x*)m om>

3
f(x‘*d) - Hx') = 3 d""'(x.)d + R.(x') por hipételxs
2

F(x )es definida positiva: entonces existe un escalar

a >0 tal que Wd, a"Fix"rd t 3 a|d|.. antonces
#x"edr=fx®) 2 (as2) |d|* + Refa|D

q.e.d.
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I.3 FUNCIONES CONVEXAS Y CONCAVAS

Para desarrallar una T.uril dirigida a caracterizar puntos minima!
globales mas que locales, es necesario introducar alguna clase de
supuestos de convexidad. Esto da como resultado no sélo una
tworia mas potente, aunque mas restrictiva, sino tambx;n
proprociona una interesante interpreta:ién genmétricn del
resul tado de las condiones suficientes de segundo orden expuesto

anteriormente.

Definicidn: Una funcidn f definida en un conjunto convexa € se

dice que es convexa si, para toda Roaxy @ N y toda a

2
tal que 0 £ a S 1, se tiene:
f(ux‘+(l-u)x.) < af(x.) + (1-a) ((x.)

si para toda a, 0 < a< 1y x‘-x' e tiene
f(au. + (l—u)x’) < af(n‘) + (l—a)i(x’).

entonces se dice que f es estrictamente convexa.

En la Fig. 1 se muestran algunos ejemplos de funcicnes convexas vy
Nno convexas. Geométricamente, una funcion es convexa si1  la Linca
que une® dos puntos en su qr;ftca no cas en nifguna parte debajo de
la qrafica. como se muestra en la Fig. ! o al pensar en una
funcion de dos dimensiones, esta es convexa si su qrif&ca farma

una cavidad.

26



Definicidn: Una funcidn g definida en un conjunto convexo, se dice
que es concava si la funcion § = ~qQ es convexa. La
fun:tén g es estrictamente céncnvu ai -g as

estrictamente convexa.

, Fig. 1

RN




Combinaciones de funciones gonvexas,

Se muestra que las funciones convexas se pusden combinar para dar
nuevas funciones convexas Yy que cuando son utilizadas como

restricciones forman conjuntos conveXos restrictos.

Proposicién I3.1: Sean f‘ y f’ funciones convexas en el conjunto
convexo 1. Entonces la funcion 4.0 6' s
convexa en .

Demostracion:

Por hipét-:i- am tiene que f. Yy fzson funciones convexas, sea

x‘.xten y O<a< it

f.(ux‘ + (l—a)x‘) s af.(x‘) + (1-a) fl(x.)

f.(ax‘ + (1-a) x') < af‘(x‘) + (l—c)f'(n.)
sumando ambas desigualdades:
f‘(ax.+(l—a)x.)d-{.(ux‘*(l—a)x.)saf.(x‘)Q(l-u)f.(x.)ﬂlf'(x.)*(l-a)f.(x.)

f‘(ax‘-o(l-a)x.) + f.(aK.#(l—a)x.)Su(f‘(x‘)*f.(x.))*(l—a)(f.(x.)# f.(x'))

f,+ ¥4 2 €5 una funcién convexa.

Proposicion 13.2: Sea ¥ una funcidn tonvexa sobre el conjunto
convexo 0. Entonces ia  funcion af es  convexa
para cualquier a2o.

Demostracions

Por hipétesilti(m‘ + (lmalx ISaf(x J+l1-a) Fix )

multipliéando la desigualdad por a 2 01

20



af(cx‘ﬂl—a)x!)s a(af(xl)) + (l—a)(af(x‘))
» af es convexa
N&tese que mediante 1la aplica:ién repetida de las dos
proposiciones anteriores se encuentra que una combinacion positiva
a.flﬂ-a.f.*u--#amfm de funciones convexas es tambien convexa.
Finalmente, considérense conjuntos definidos por restricciones
convexas desiguales.
F‘rupnsi:i:'m I3.3: Sea f una funcicn convexa en un conjunto convexo
Q. El conjunto I"= =(xt x € £}, fi(x) % e} es
gonvexo para todo nﬂmlro real c.
Demostracidn:
Sea x‘. x. 3 l‘e. entances f(x‘) £cy f(n.) % c
Rdn;- 0% & £1, multiplicando la primera desigualdad por a vy la
segunda por (i-a) se tiene:
uO(u‘) £ ac . (l-a){(n.) % (1-alc

Sumando ambas desigualdades: uf(x.) -+ (l—a)ﬂx‘) fac + (1-adc = C

por hipotesis O(u. + (l-—a)x,) < a{(x‘) - H—a)f(x‘), A%y & 0
flax, + (1-adx ) Ed af(x‘) + (l-ad fix ) s c
=> ax + (1-a)x @& l‘e - l"a es convexo ¥ c real g.e.d.

Nétese que, puesto que la interseccion de conjuntos convexas es
tnmbt‘n convexa, el conjunto de puntos que satisface
simultaneamente f.(x)s:‘.t.(x) s:., aee fm(x)SC_ s, donde cada iL
®s una funcidn convexa, define un conjunto convexo. Esto es

importante en Pragramacién Matemética, vya que [ 33 conjunto
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restricto es frecuentemente definido de esta forma.

Propiedades de funcjones diferenciables convexes.
84 una 4uncL6n + es diferenciable, sntonces existen

caracterizaciones alternativas de convexidad.

Proposicion 13.4: Sea f una vez diferenciable entonces £
convexa sobre un conjunto convexo si y sélo
FAYIZF(R)+VF(x)(y~x) para toda x, vy € 03

Demostracion:

Primero supéngase que f es caonvexa. Entonces para todo
021, f(ay + (1-x)Zaf(y)+ (1-a)f(x), reordenandos
Fix  +aly-x)) Saf(y)+fix)-af(x) Asi para O < o <
restando f(x) y dividiendo entre a:

Cfix + aly-%)) — (%11 < $ly) = F(x)
a

fix + aly=-x)) = Fix) (y-x) Sfly)—F(x)

a (y=x}
8i a - 0 se tiene:
VE(x) (y=x) % £(y) — £(x)
Esto prueba la parte “sélo si". => qg.e.d.
AhOra supéngase:

fly) 2 f(x) + ¥§(x) (y-x), para toda Koangy @ 2]
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X s %

" el v o, 0f£a=1.

2
Estableciendo x = ax, + (1~a)x= y alternativamente
Y = x‘ ay = x: se tiene

f(x‘) z fix) + vf(x)(x‘—x) cranenana (¥)

f(x') 2z fix) + vf(x)(x.—x) cersenans (BN)

Multiplicando (%) por a y (¥%) por (l-a) Y -um;ndolas, e
obtienes

uf(x’) + (l—a)f(x.) 2 fix) + Pf(x) Cux. + (1-a) L %1
Sustituyendo X = ax‘ + (l-u)xl. se obtiene

a‘(x.) * (l—a)i(x.) z (ax, + (1-a)xz) <=
g.e.d.

La declaracion de la proposicién anterior se ilustra en la Fig.
2. Esta se puede considerar como un tipo de caracterizacion dual
de 1la definicion original ilustrada en la Fig. 1. La
dufinicion'origin-l establece escencialmente que una interpula:lén
lineal entre 2 puntocs sobreestima la fun:ién, mientras que la
prnpn:icién anterior establece que una apraximacién lineal basada

®n la derivada local subestima la funcidn.
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Fig. 2

1ly)

f(x)+Vi(x)(y-x)

Para dos funciones continuamente diferenciables, existe otra

caracterizacién de convexidad.

Proposicion 13.5: Sea f dos vaces diferenciable. Entonces ¢ es
convexa sobre un conjunto convexo @ conteniendo
un  punto interior si y sélo |1’ la matriz
Hessiana F de f es positiva semidefinida sobre 02

Demostracion: Por el tearema de Taylor

fly) = f(x) + VFOI{y-x) + L(y—x)'Fr(xoa(y—x)] {y-x)
2

para ulan a, USasi
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Si F es positiva semidefinida % (y—x)' FLix + a{y-%)1 (y—-x) 20

fCy) 2 F(x) + Ff(udly~-%) => por la prnpo-icién IS.4 f es convexa
SBuponiendo que el Hessiano no e3s positivo semidefinido en llq&n
punto % € 1 . Por continuidad del Hessiano, se puede asumir sin
parder gensralidad, que x es un punto interior de Q. Existe y &« 0}
tal que (y-x)' Fix) (y-x) < O . Por continuidad del Hesasianc.
puede ser seleccionada de tal forma que para toda a, O S a S 1.
(y=x)TF F(x + aly=x)) (y-x) < O
Nuevamente por el teorema de Taylor

fly) — £(x) = V§(x) (y-x) + !(y-x)‘ F(x — aly—x)) (y~-x)
2

contradice
fly) 2 $(x) + PF(x){y-x)
lo que implica gque f no es convexa.
qQ.e.d.

La matriz Hessiana es la gcncr;liz-cién en E" del concepto de
curvatura de una funcién, nl!mismé, la definicidn {positiva,
negativa, etc) del Hessiano es la g.n-raliz-:ién de la curvatura
positiva. Las funciones convexas tienen curvatura positiva (o al
menos NG negativa) en cualquier direccion. Debido a estas
observaciones, algunas veces se refiere a funciones como
localmente convexas si su Hessiano es positivo definido en una
pequeEQ rcqién. y localments estrictsa convexa si el Hessisno es

positivo definido en la r-qlén. En estos t;rnlnc- se ve que las
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condiciones suficientes de segundo orden requieren gue la funcion
swa estrictamente convexa en &l punto x'. Ali. nt’m la tlorin
local, derivada solamente en terminos de calcula elemental, esta
relacionada sstrechamente con la convexidad al menos localmente.
Por esta razon se pusde ver dos t-orias, local y global, no como
desarrollos separados sino complementarios e interactivos. Estos
rc-ulta:io- estan basados en la Aplica:ién de convexidad atn on
problemas no convexos en una r'lqic'm cerca de la Ioluctén, -

inversamente, resultados locales se aplican a minlmn- globales.

Minimizacion y maximizacion de funciones convexas.

Teorema I3.1: Sea f una funcidn convexa definida en un caonjunto
convexo . Entonces el conjunto donde § alcanza su
minimo ws convexo, y cualguier minimo relativo de ¢
es un mfnlma global.

Demomtracién:

Si f tiene un minimn no relativo, el teorema es vilidu por

default. Asdmase que COQI @l minimo de f.

Entonces Ie{xif(x)X (‘.‘Q, X a@ ) y esta es convexa por la

proposicién I3.3.

Supdngase que x' « es un minimo relativo de f, pero que existe

otro punto y @ ©1 con f(y) < f(x‘). Sobre la linea ay+(1-a) x‘,
0<ac< 1 se tiene que flay+(1-a)x®rzaf(yr+i1-arf®rceixnty,
contradiciendo el hecho de que x' es un minimo relativo.

q.®.d.
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Se podria decir por el teorema anterior que para funciones
convexas, todos los puntos minimus se localizan juntos (en un
conjunto convexo) y todos las minimos relativas son minimos
globales. €1 siguiente tecrema dice que si f es continuamente
diferenciable y convexo, entonces @l satisfacer las condiciones
necesarias de primer orden son necesarias y suficientes para un

punto que swea un punto global minimu.

Teorema I3.2:1 Sea f una vez diferenciable y convexa en el conjunto
convexa f1 . Si existe un punto x' & 0} tal que, para
todo y & 0}, Vf(x.)(y-x)zo, sntonces x- es un punto
minimo global de f sobre O

D-mo-trnciénx Néotese que ya que y—x' ®s una direc:ién factible en

x. s la :nndicién dada es equivalente a la cundicién necesaria de

primer orden. La prueba de la proposicion es inmediata, ya que par

la propusiclén I13.4 de la t::lt.lml lt::ién
fy) 2 FixT) o+ FExT) (y-xT) 2 £z

qQ.e.d.

Ahora volviendo a la cuestion de maximizar funciones convexas
sobre un conjunto convexo. De hecho existe un teorema, sin embargo
no es nnélcgo al tecrema 13.1; la tendencia es para la ocurrencia
de numerosos maximos relativos no globales, pero es posible probar

un resultado importante.



Sea f una funcion convexa definida en una vecindad, cerrada de un
conjunto convexa fl. Si f tiene un maximo sobre N este se logra en

un punto extremo de QQ .
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1.4 EJEMPLOS Y EJERCICIOS

La finalidad de este tema es dar una idea del panorama amplio de

aste concepto en prngramacién no lineal de problemas irrestrictos,

que va desde aplicaciones en procesos quinx:ac, cotlz-:ién de
proyectos, problemas de diseno estructural, ajuste de curvas,
allqnacién de recursos, problemas de pruduccién; Y II;
sucesivamente se pndriaﬂ citar un sin fin de aplicaciones, aunque
en la realidad la mayor parte de los problemas se reducen a una
forma simple. Tlmbién es importante menciocnar que gran parte de la
variedad de las aplicacicnes de 1la prngramacién no~lineal
irrestricta se debe a que frecuentements muchos problemas con
restricciones s® convierten a problemas irrestrictos, utilizando
las restricciones para establecer relaciones entre variables,
reduciendo asi el namerc efectivo de variables.

-] :nnttnul:ién s® abordarsn unos ejemplos donde se puede ver el

alcance de la upllcacién de esta teoria.

Ejemplo 1t ( Produccion ).
uUn problema :nmﬁn en la t-oria Q:nnémicn consiste en determinar la

mejor forma de combinar los gastos para obtenmr cierto bien

star,
cierta comodidad.
Existe una funcién f(x‘,xz,-..,x") que da la cantidad de bisnestar

producida como una funcion de 1los montos . de los gastos,
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1 =12,

n. £E1 precio unitario del bienestar producido es q Y

los preciocs unitarios de los gastos san Pyv Pgr sen P FPara

maximizar el bienestar, se debe resolver el siguiente problemas

Max qf(x‘, Har o ,u“) LA p.x.—... LN
Recurriendo a las condiciones necesarias de primer orden las
derivadas parciales con respecto a cada # se igualan a cero. Esto

genera las ecuaciones:
df

qQ a‘;‘ (x‘.x., P u“) - p‘ L z48 ... N
(-!_f_ (x.,x PR .x“) - EL t=42 .. .n
dx, Q

Estas ecuaciones pusden interpretarse como que, en la -olu:ién. el
valor marginal debido a un peguenc aumento en el t-esimo gasto

debe ser igual al precio P-

Ejemplo 21 ( Aproximacidn )

Un uso comin de la optimizacién *s para el efecto de la funcidn de

aproximucién. Supénglue. por eijemplo, que a traves de un

experimento el valor de una funcian g es observado en puntos, x‘.

X

’
2701 XseAni los valores gix ),g(x,)s.e0yQ(x ) son conocaides.

Se desea aproximar la funcicn por un polimonio:
n n=-6
hix) = ax +* LI *eoeat a,
de grado n (o menos)., donde n < m. Correspondiendo a cualquier
elec:lén del polimonio aproximado, hlbr; un conjunto de errores

= - h{ .
Ek q(xk) h x‘)
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Se define la major aprnximacién como el polimonio que minimiza 1la

suma de los cuadrados de estos erroress esto es, minimizas

a 2
D (E)
k=1

Esto por turno significa que se minimizas

m
n n-t
fla) = kE- q(xk) [anxk + LI + aea ¢a°] ]

con respecto a a = (ao. a.,..., an) para encontrar los mejores

coeficientes. Esta es una expresion cuadratica en los coeficientes

&a. Para encontrar una raprnlnntacién compacta para este objestivo

me defines

q, = E (x )“” b -E gix, )ixn )J Y
’ ’
LRI . L x .
m
c = 5 g(x‘_)z
»-a

Haciendo un poco de ilgebr.:

m 2 -
- z _ 2
f(a) =I‘E. g(xk) h(xk)] -kE‘ g(xk) 29(xk)h(>=k) + h(xk) ]

m 2 m m
=F 9t )" -2 £ gix Ihix ) + £ hes
k=g k=1 - kag
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" 2
r g(xk) = c
k=1

m -
E gxohin ) =L gix [ ax" +a "t e L.+ a
kwe L] k xma I[ ak n=a'k OJ

n-e

'S
-g(xl)[a“x'*nn_‘ : +...+a°]

n ned
+ote, dfaxn +va x4+ ..+ al]

ne

n
+atx [ a x>+ & m +* oaae * a°]

- a“[q(n‘)(x‘)"] +a [ "0Y 4ol a gt

yn=e

-
+ ."[q(x._‘)(x»_.) Y v a, _[otx, Vix, Y teeet Al )

" n-e
+ a fotx)x ) ] + a"_‘[g(xm)(x") ] et agaixy)

- " - n-a huod L]
=a L gix)x ) va E gt 2ix) +oeota, L ogtx 2 (x)
k=g k=8 k=3

=ab +a b + cia t ab - b a
nn n-1 n-2 oo
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m
-2 B gix dh(x,) = -2b7a
UL
k=g

"N~ 1)
= + + ..+ a
a 1 n-t .n’(l o
: in=garen (n=gien-4) n-1a
. + a + a +* ..+
h—lxl n n-1 1 n-4 .n-lxl ‘0
° n n- n
. fraaees + + + ..+
I°K l“ lc)(. Q°X‘I°
nen nHin=-43 n
+a + + s o+
hxm-l.n -hxm-l B“_. ‘I’\xm-l‘o
{h=4)n (h=gXin=-1)
+ a & + a X a + ..+
ne=g m=q n n-4 m-4 n-1
- —
EEFRETRIR X PE oY L 2 PE Deinpt TP TN
nn nHn-
+a X a + a x n "a + .. 0+ a Xna
hm n nm n-2 nmo
(n-1)n tn=1)+¢n-41) n-1
+ a 3 a +a + oo+ %
n-41 m n n—lxm .h-l .h—l m ﬂo
n-% »
ssasces + A + a + ..+
oxm av\-l aoxm‘o
n nen » nein-1) m n
-.n!:xh-n+a“£xk LI -"txkao
k=g k=4 k=g



- - (n~Ien-1)
+ a b Xy a A Zx a
ne
k=g
- .n T n-a
.. +a L xra +a Fx  ‘a
oh.‘ B 0.-. L3

n-a

a + a a + ..+ a
nn,n N ﬂqn.n—l n-g nqn.o'o

a q a + a ] a
n-t n-t,n'n n-1 n-4,n-8" n-2

seanans *t &

oY%, n?

* oae

n-1

+

! o0 *** Yo,na 9,
H ] H
qrb-l.O qvv—l -t Q
qn.O e qn.»—l 9
- a'.a a s donde Q= Eun
q.e.d.

por lo tanto:
fla) = a’ Ga - Zb'a +c

Las condicionaes nec

arias de primer orden

e + a

«s + &

n ¥ 3%, n-a¥n-a

o,n-

n—sn

LY

gradiente de f debe ser igual a cero. Estoc lleva

sistema de n+l ecusciones:

Ga = b

Las cuales pues

42

n ser resueltas para determinar a.

n-1
*a Tx
fpes
jusd »
£ x, a
O‘-. ko
a
n-4Tn-g,0%
AR 359, 0
a
o
:
a
-t
a
"

establecen que

directamente

a

1
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Ejemplo 31 ( Problemas de selu:cién )

Frecuentemente es necesaric seleccionar una clase de factores para
conocer un conjunto dado de necesidades. Un ejemplo es el problema
que afronta una planta nl;:trica al seleccionar sus facilidades de

gonerncién da potencia.

El nivel de potencia que la compaain debe suministrar v-ria --g&n
’

la hora del cia, 1 dia de la semana, y l.q&n la estacidn del ana.
Sus necesidades de gnncracién de potencia estan resumidas en una

curva, hi(x), como se muestra en la Fig. 3, la cual muestra el

total de horas en un I;D que un nivel de potencia de al menos ®,
es requerido para cada . For conveniencia la curva es
normalizada de manera que el 1imite superior sea unitario.
ta conplﬁil pusde conocer estos requerimientos instalando equipo
generador, tal como (1) nuclear o (2) c.rbén. o mediante la

X adquiliclén de potencia de una parrilla de encrgia central.
Asnciado con el tipo i d=4.8 de equipo generador existe un costo
de capital unitario anual b, vy un caosto de operl:lén unitario €y -

El precio unitarioc de la potencia comprads de la parrilla es g .
Las plantas nucleares tienen un costoc de capital mas alto Y un

costo de operqcién menor, por lo que son utilizadas para
suministrar una carga base.

Las plantas de carban ®#0N usadas para niveles intermedios, y la
potencia es comprada directamente séla por plrindcs pica de
demanda. Los requerimientos se satifacen como se muestra en la

siguente figura:s
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Fig. 3

horaa requeridas hores requerides

BL '
1 XX 1

potencia (megawetta) potenola (megawatte)

donde xl Y x' denotan las capacidades de la planta nuclear y 1la
planta de carbén respectivamente.
Por ejemplo, la potencia de la planta nuclear puede ser vista como
compuesta de x./A plqum-ml generadores de capacidad A, donde A es
p.qucﬁl. El primero de estos generadores se activa por h(A)
horas, suministrando Ah(A) unidades de energia: el siguente
suministra Ah(24) unidades, y asi sucesivamente. La anergi- total
Iumlniitrlﬁn por la planta nuclear se muestra en la qr;fica.
€1 costo total es
FOx %) = Bx, + Box. + :.j‘:'h(x)dn

X+

e !
ﬂ:.! hix)dx + cof hix)dx

t X
%y HrHg
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-
y la compania desea minimizar esta funcién sobre el conjunto

>
definido pnrx. = 0, x. = O, xl * Ya < 1.

Asumiendo que la lnlu:xén e shcusntra dentro de las

restricciones, al igualar las derivadas parciales con cero,
se obtienen dos ecuaciones

b, + (c.-—:’)h(x‘) + (:.—:.)h(x.#x.) =0

[P (c.-c.)h(x.n«.) =0

2
que representan las condiciones necesarias.

8i x.-O, entonces el teorema general de las condiciones necesarias

muestra que la primera igualdad podrin ser ax0. Asi mismo, si x.-(l
entonces la segunda igualdad pudria ser £ 0, El caso xIQx.-l

requiere un poco mas de .niu:u (Ver ejemplo 2).

Ejemplo 4: (Control)
Problemas dinémicos, donde las variables corresponden a acciones
de tiempo, frecuentemente

tomadas en una secusncia de instantes
ados como problemas de optimizacion irrestricta.

pusden ser formul
de un objetoc largo es

Como ejempla, supdngase que la posicion
de control correctivas. El

esta dada

error

controlado por series de fuerzas
de pclxch;n ( la distancia desde la posicion deseada)

por la ecuaciont

xk’l - ki * u‘
fuerza
donde xk es el error del instante de tiempo ky, ¥ uk as la
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efectiva aplicada en el tiempo uk (después de ser naormalizada

para dar razon de la masa del ohieto y la duracicon de la fuerzal.
.
£l valor de %, ©8 dado. La secusncia Ugs U rsees U deberia
.elegirse de tal forma que minimice el objetivo:
. B [N

n B
3= (k¥ + uh
k
k=0

esto representa un compromiso entre tener una deseada My igual a

cero y el reconccimiento de que =1 control u, @s costosa.

en un problema irrestricto

€1 prablema puede ser convertido
mediante la eliminacion de variables Ko kxe,2,. . ..n, de la

fun:ian objetivao. S8e puede ver f&cilmente que.

® = + + * ses +
k" %0 T Y% Y Yr-2

La funcidn objetivo pusde ser escrita comoa

n
= B (X + U+ U+ oee. +u I e u®
reo [ (-] L] [} k-2 k]
Esta es una fun:ién :uldr;txca en las desconocidas u.. tiene la

misma estructura general como el ejemplo (2) y puede ser tratada

de forma similar.
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CAPITULO 11



CAPITULO II OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES 3 MEYODOS DE BUSQUEDA.

11.1 METODOS DE OPTIMIZACION DE FUNCIONES UNIMODALES DE UNA SOLA

VARIABLE EN PROBLEMAS NO RESTRINGIDOS.

ta) METODO DE BUSGUEDA DE FIBONACCI

Los metodos analiticos son aplicables s6lo a funclones
diferenciables donde la evaluacion de la funcion objetiva socbre
@l punto Gptimo se hace hasta el final del procesa, a diferencia
de los metodos numericos de optimizaclén Cuyo proceso, &8 inverso
al de los ln-liticu-, en el sentido que primerc se obtienen los
valores de la funcidn objetivo en varios puntos del dominio vy
dllpu;-, mediante comparaciones de estos valores se hacen

canclusiones sobre la optimalidad del problema.

Uno de los metodos numéricos de uptiml:a:xén muy popular es al
métudo de bﬁsqu.da de Fibonacci, mismo que aparte de su

popularidad tiene un cierto grado de elegancia te:':r.h:a.

FPara que este metodo determine un valor minimo de cierta funcién
¥ sobre un intervalo cerrado txo, x"“J, se basa en el supuesto
de que f puede ser definida sobre un dominio extenso pero con la
condicionante de que f sea una funcidn unimodal, es decir, se

tiene un minimu relativo Gnicu en el intervalo de bﬁlqucdl. comn
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se muestra en la siguiente figura:

(x) Fig. 4

Xo LI

8i se tienw que f cumple con 1a anterior condicionante (ser
funcion unimodal) y se desea obtener et punto minimo de 1la fun:xén
con cierto grado de aproximn:iéﬂ, con sélo tener n puntos con sus
respectivas Lmigcﬂ.s se puede cuaplir el obietivo de minimizar ¢,
la interrogante que surge es cémo seleccionar los n puntos, I;.ndu
ésto parte del principioc del H‘todo de Fibonacci planteado de la

siguiente manera:

De acuerdo a la Fig. 4:
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Planteando un an;lllis comparativo entre las imégan-' f(x") y

f(x‘) se generan los siguientes tres casos:

1) ¢ (x.) < f (x’)

Es importante recordar que la thét.-L' planteada para f es que
tenga un solo punto m.{nimc en #1 intervalo de incertidumbre, es
decir que f sea una funcitn unimodal. En este caso el intervalo
de incertidumbre se reduce a Ex‘.x‘)l ya que no es posible que on
el intervalo Cx:,x.l exista un minimo » debido a que la funcien
de Hg A X @8 decreciente (Hx‘)<f(x')) Yy para que existiera un
min.lma on tx.,x'] l-ria necesario que la fun:lén ¥ de x' a n.
decreciera, lo anterior sélo seria posible si en el intervalo
(n.,n.) existiera un minlmo. 10 cual contradice la hipéteais
planteada.

Concluyendo, sobre lo anterior, bajo las bases de la Fig.4 y que f
®s unimodal vy ademas cuando f(x‘)<f(x') el intervalo de

incertidumbre de Cx'.x-:l se reduce a (u.,x.).

2) f(x.) > i(x‘)

En este caso la reduccidon del intervalo de incertidumbre de
Ex.,x.] ®s a (x.,x.]. donde el razonamiento para fundamentar esta

reduccion es An‘lugo al caso anterior.

3 G(x‘) = f (x.)
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Esnte caso se deja comp ejercicio pars el lector.

€s evidente que wl caso m&s conveniente del An;ltltn anterior para

poder lograr una mayor reduccion en el intervalo de incertidumbre,

seria el caso 2), pussto que el intervalo (x‘. n.J resulta ser

menor que el intervalo Cx..x.). De lo anterior wsurge la

interrogante: oDepende de la pusi:ién de los puntos interiores
entre si para lograr una rapidez en la reduccion del intervalo de
incertidumbre? La respussta afirmativa a esta interrogante es
indiscutible, Donde dicha situacidn resulta ser tatalmente

inconveniante, para lograr una convergencia uniforme hacia el

minimo.

Una forma de rescolver el problema anterior es colocar 1los puntos
interiores simétricamente dentro del intervalo, (1} decir
g = Mg W N T My lo cual es indiferents si se trata del caso 1)
o del 2) debido a que la reduccion de incertidumbre es la misma.
Por 1o tanto para la siguiente iteracion el punteo Xy, s coloca

simétricamente a X O X, dependiendo del caso, para seguir con el

mismo principio.

Con los anteriores razonamientos se intuye cierto control en la
posxclén de los puntos a evaluar, para formalizar lo anterior,
supdngase que se sigue el procedimiento de reduccion de
incertidumbre hasta el dltimo intervale como se muestra en la

siguiente figuras

S1



—— = - —— - — e e e — — = — —y
n-3 l
k i
! (3
xn-l xn-l n-e
e m e mm e - — - —

Deduciendo gri(icqmuntn s® tiene que:s

Lnd- 2 L“ - &

Demostraciént

- -
Lh xh“ x'ﬁ' 1

e = x - N
n ns

Lnea
. ‘. i 1
4 1
K- *n-2 ¥nes ¥n-e
———— - - —_—————
Loes
= = e = e ae=——p
bnes
- -
P " N 3
] '
¥n-2 "n-l kn n-6
——— - - -
L
—— et e = m oy "
L
n
Fig. 5
R Ilta.y
° Ln T Xn T %pea
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Sustituyendo:

2L“ bl L] (x"_.- "

- + - -+
x X X x LIS Y

n-4 n-1 n n-2

= - -
Hree nen Ln—l

Qeeed.

Sustituyendos

L"_l ‘L. (xm - x"_.) + (xn_‘-un_.)

= KT *nen " bna q.e.d.

% _‘) + (xn—x"_!) - (x“—xn )

1l1a.2

Si me sustituye Illa.1 en lIta.2 se tiene que:

Ln.. - (2Ln-¢) + Ln - SL" -~ &

asi sucesivamenter

T

LM = L”_. + L"_. - (SL“- 2c ) + (SL“—C)

33

= (3L - &)+ (2L -~2) =5 L -
L3 n n

- gL -
n

2¢

3¢



D
Recordande la secuencia de los numeras Fibonaccisz

F°=1, Fln 1y Fk = Fk-: + Fk-z para K= 29,
es decir: F° =1 , F‘— i, F,- 2 . F‘= 3, F‘- S, Fg= e F°= 13,
F_' B 2lg00000-

Por lo tanto las anteriores igualdades se pueden generalizar bajo

la siguiente férmula 3
L - F L - F r 13 FLTW S )

Analicese para e] caso Jj=n-11

Ll = Fl’\ L'\ - FW"E

despejando L“x

Le —Ls g n-2
n

esvacsaccsllla.3

Si € = 0 implica que al efectuar 1las “"n" evaluaciones en el
intervalo original de incertidumbre se reduce a una fraccion 1/Fn

de asu valor.

Para iniciar el procedimiento es necesario obtener el valor de Lz

y de esa forma colocar 1los dos puntos a L. unidades de los
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extremos respectivamente.

e -1 "s
Por lo tanto: L‘ - —— L. +
FII Fl\

Demostracion ( Var Apéndice A)

Una vez analizada la ragla ltmatrtca. 10 que. sdleo queda par
plantear es en qué forma van quedando los extremos de los
intervalos de incertidumbre, los cuales est&n en funcion de la
po-iclc’m de los puntos interiores y sus respectivas 1n;q0n--.
Sisndo sélo cuatro casos posibles:

L l
y ¢ (ul) > f(xl)

1) le.>x L m %

ol

Nuavo intervalo de incertidumbre (a.n‘)

2) 8i LA > L 4 f(x.) < f(x!)

»
X
x

Nuevo intervalo de incertidumbre (x..b)

3) Si x.< L 4 f(x‘) < f(x.)



4)

Nuevo intervalo de incertidumbre (n,x.)

-3 x.< Xy Y f(x.))f(x.) &

Nusvao intervalo de incertidumbre (x.,b)
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1b) METODO DE SECCION DORADA:

FPara el planteamiento de este métudo es necesario tener las
mismas hipét.sig del m‘todo de Bﬁnqu-dn de Fiﬁonacci es decir la
iuncxén a minimizar d-btr; ser unimodal, ndum;- utiliza el mismo
analisis de reduccion de los intervalos de incertidumbre, pero
existe una gran diferencia entre estos dos m‘tcdnll el métcdo de
Seccion Dorada no necesita fijar el nlimerc de iteraciones n para
obtener la primera reduccion del intervalo de incertidumbre,
mientras que en el m;tndo de Bﬁaquudn de Fibonacci es fundamental

determinar n para cbtener tal reduccion.

Retomando las siguientes ecuaciones vistas en el tema
anteriors
j-s - Ly v by, ces Ilib.d
net - 2L“ - £ sas 1I1b.2
suponiendo qQue
L L L L L
T - E i B L L. Y ees II1B.3
L’ Lj L"‘ Ljol Ln
dividiendo II1b.1 entre LJI
L [N
L"‘ = 1 4 St -e- II1b.4
L
3 i

sustituyendo II1b.3 en II1b.4 :
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1
k=14 — «se IIlb.S

k
donde la solucion factible de la ecuacion cuadratica de II1b.5 es:
kel 2 ¥ 5. x 1.418033

por lo tanto 1la redu:cién lograda con respecto al intervalo

inicial es L

kh-ll
L
4
L, = — ... Illb.s

recurriendo a la siguiente igualdad vista en el m@todo de Bu'nquldl
de Fibonacci y aplicando el 1imite cuando n <+ @ se tiene:
F (-1 e

Mm o, = 22 .
new F

F
n n



. ne-t .
1im = 1im — = ees I1I1B.7
ne F nso L
L,
despejandoi L= e
'k

Se puede deducir de lo anterior que bajo la suposicién de que la
reduccidn de los intervalos es proporcional, dentro de los casos
del Método de Fibanacci, la mejor aproximacién al minimo sertia
cuando new y aplicando el limite, el resultado optimo para

Fibonacci es la proparcidn de la reduccidn de la constante “k".

Se pusde afirmar que la thétlsis fundamental de este metodo es la

propurcién que guardan los cocientes:

L L L [
S e dnt e ... Mt g, complementando con
L: LJ LJ.: Ljol Ln
F 1 "e , ,
la igualdad L. - Dot L.‘ vista en el setodo de Busqueda
F F
n n

de Fibonacci y haciendo tender n a +® s® concluye la relacion
1I1b.7, que marca el principio b;llcn del n;tndo de B-::ifm

Dorada.
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Se resume que el metodo de Seccién Dorada aplica la misma

secuencia iterativa del métndn de Bﬁ-queda de Fibonacci con 1la

gran diferencia de que la Beccidn Dorada utiliza la férmula de
a

reduccion de incertidumbre L. - mientras que Fibonacci

establece:
=117

&0



11.23 METODOS DE OPTIMIZACION DE FUNCIONES MULTIMODALES DE GUNA

SOLA VARIABLE EN PROBLEMAS NO RESTRINGIDOS.

2a) INTERPOLACION CUADRATICA

Este métcdo estd fundamentado a partir de tres puntos de la
funcion a minimizar, donde dichos puntos pueden generar un
polinomio, y la -ulu:ién de tal polinomio es una -pruximacién al
punto 6ptimo de la iuncién, de uhi su4 nombre de Int.rpaln:ién

Culdr‘tlc-, tambi‘n conocido como n;todo de la Par;bola.

Una vez obtenida la snlu:ién del polinomio se procede a aplicar un
procedimiento para descartar uno de los cuatro puntos, con los
.

puntos seleccionados e generars otro polinomio Y asi

sucesivamente hasta satisfacer la prn:ilian deseada.

Fara formalizar lo anterior se inicia con el desarrollo de la

teoria que sustenta este metodot

Recordando la iérmulu general de un polinomic de segundo g@rado
ax® + Bx + C = f(x), supéngase que existen tres puntos oo g Mg

X ¥R

e . a? x.-u. Y sus respectivas 1m‘g-n.l

donde ng #ox
4(x‘),i(x.) Y f(x.), sustituyendo estos valores en la lérmul-
ageneral del polinomio cuadritx:o se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones.
axd + Bx, + € om fx)
Ax:*sz#C-Hx') 112a.1

b1



2
Ax. + Bx. + C = f(x.)

daonde
s
x‘ x‘ 1 f(x.) A
]

A= Mo Xy 1 D= f(x.) X = B

=
Mg L 1 f(x.) c

implica que X = A™%*D

el polinomio resultante sst

A
E(x.—x.)f(x-)O(x‘—x.)f(x-)*(x’—x‘)i(x-)J

®
(x--x')(x’—x-) (x.—xl)

B
=_ 2 2_ 2 2__ =
t(x.—x.)i(x‘)+(x.-x.)i(x')*(x‘—x.)i(n.)]

x
(x‘—x.)(x.—x')(x.—x‘)
c
(x.x.)(x.-x.)f(u.)#(x.x.)(x.-x.)f(x.)+(x'x.)(x.-x‘)i(x.)

= D
(x.-x.)(x’-x.)(x.—x.)

por lo tanto la solucién esta dada por

1 Ok )+ (ug=x DI K IrinT=nTI £ x )
X, == ... 112a.2
2 (x'—x.)f(x.)*(x.—x.)f(x‘)o(x‘—x.)f(x.)

&2



Ex_=% VFlx I+ (x_—~x IF(x_I+i{x —~x_D2F(x_)
z 3 1 L I z 1 2 .

X @8 un minimn [ T
(x.—x’)(x:-x')(x.—x‘)

E1 método puede ser utilizado en particular para funciones de una
variable. Lo anterior puede ser de utilidad para llevar a cabo la

bﬂnqu-da lineal requerida en los metodos de gradientes.

En esos casos se desea encontrar el m;nimu f(x) en los puntos de

la linea x°+kd, donde x_ @s un punto dado y d una direccion dada.

o
Los valores de f(xowxd) en esa linea mon funciones de variable A

es decir QIA) = i(x°¢xd).

Las ideas y resultados anteriores se describen en un proceso
iterativo tal y como sigue. Se asume que se tiene una funcion
unimodal #(x) de una sola variable, una aproximacion inicial
hacia la pullcién donde se encuentra el punto Gptimn, una medida

de magnitud D, donde dicha distancia s la que separa el punto x

inicial del punto 6ptimu x..

A continuacion se describen los pasos del algoritmo:

1

Calcular 4(x.), y f(xlob) donde x.-u‘OD
2) 81 4(x-)<61x‘¢D) entonces x.-x.—D, en caso contrario u.-x.+2D Y
encontrar f¢ x.)

3

Utilizar los tres puntos para obtener ®gy €ON la formula 112a.2
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4) S8i la diferencia entre las posiciones del valor de la fun:ién
mas peque;n y el asiguiente valor de la funcion mas p-qu.ﬁn, (1]
menor que la aprcximacién requerida termina el proceso.

S

Si el proceso no ha terminado en la wetapa 4), se procede a
descartar un punto. La légica indica descartar el punto de
mayor imagen, pero si al retener el punto con mayor imagen se
situa un intervalo definitivo en la lncllxzaciém del 6ptimu,
entonces realmente se debe retener ese valor y regresar a la

nalizar en la figura 6, en la

etapa 3). Lo anterior se puesde

cual se quiere retener x ,x,, Yy X, @N VEZ d® X ,X,; Y X
tiiJ
N “l x, Ke Xy
Fig. &6

La pri:tx:a ha establecido que cuando la .proximﬂcsén E as

demasiado pequeia HesKgs ¥ Xg coOn {(x‘),f(x.) y fixg)
muy cerca entre si y X bajo la ecuacién I12a.2, pndri. dejar de
ser confiable. Fara poder soluciocnar este problema se reestablece
la e:ul:ian Il12a.2 de la siguiente forma:

172 CF(n_J=fin_2)¢x_~x_}({x_—x_)
. 2= 8 8 ¢ cerl128.3

1
X = (H +x ) +
e Z MaT%a
(og=Xg VFOR I+ (xo=n I FUx YK ~ x 2 fix,)

Para la segunda itera:lén en las interpolacionss subsecusntes.

Nota: Ver demostraci®n de la ecuaci®n II2a.3 en el Ap®ndice

&4



Nota: Ver demostracién de la ecuacién I112a.3 en el Aps#ndice

Técnico B,
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2b) INTERPOLACION CUBICA

La idea basica de este método es tomar dos puntos p y q y de
acuerdo a la 4un:i¢3n Y su gradiente, se establece una apruxima:ién

& un polipomio :Gbico, a través del cual se busca al punto minimn.
.

Considerando e1 problema de minimizar f(x) en puntos de linen
xoihd, es decir:

min @(N) = f(xow).d)
donde "o os @]l punto de partida vy d una dir-r::i:'m factible

i(xo#xd) = {(x‘”okd‘, xo.ohd’,. .o .x°"¢)\d“) y

de

h g T
- Vf(x°0hd) d = g(xobhd) d

Ahora supdngase que se conocen los siquientes valores:

¢p) = & #tq) = Oq
deip) dei(q)
—ati— = (<] -

an L4 dan 9

donde p y q seran 10s extramos del intervalo a analizar.
Para poder simplificar la teoria se hare p==, 03 decir la bﬁsqueda
se harh en el intervalo (o,q)

@A) se aproximari al siguiente polinomio
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@A) X a+ bk o+t e ar® 112b.1

@ (N = b +2ch  +3dA? 1126.2
Valuando en p y q y haciendo p=o se tiene

¢ (p) = a = ¢p

@' (p) = b -a,

@ ()= a+bg+ca’de® =g

@' (q) = b +2cq +3dg® = 6,

.
que es un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas, con

el resultado siguiente:

(G _+ z) 6_+6_+ 2z
a=g¢ 3 b=@ 3 c= — L. ;d-' 3
» 4 Q 3q’
3P —9 )
donde z = —2.. 9 4+ @ +G
qQ P Q

De acuerdo a las condiciones de primer orden, la primera derivada
debe mer igual a cero. Sustituyendo queda como sigue:

A At
8. -2(6 +2) L + (8 _+B_+21) [—] =0
1 4 » qQ P Q q

Enta Gltima -:ua:lén de forma cuadr‘ticn tiene la siguiente
'nlucxan r
(%
@ +2) *[ta +2)2 - 5_ (5 +6_+22)]
[] ) ] p_a

r
—_ =

9 G_+6G_+ 22
P q

siw = (%86 12 entonces
£ a
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6 +2z 2w 1

o= P ]
G + G+ 22
[ L]

z+w -G
P

q 1126.3
G - G + 2w
a P

La demostracion de la equivalencia entre estas dos UGltimas

ecuaciones se encuentra en el Apéndice Técnico C.

Ahora, por las condiciones de segundo orden, la segunda derivada
es (de I12b.2)
@'T(N) = 2c + &dN
Tomando w con signo positivo y sustituyendo II2b.3 en esta Gltima

.xprnuén se tiene:

(<6 + 2) 2(6_ + B8_ + 22) + +
o . o a 2 qQ (G' z w)

-2 : -
Q q 6’06‘02:

1 TJ_2w

- - -2z + + 2z + 2 =

a [26' z ZG’ z “j 7

como 2-?': > O, se trata de un minlmu.
Si G’<0 se toma q positiva, e@s decir hacia el decrecimiento de la
funciodn. E1 tamano de q debe ser tal que el intervalo de (o,q)

contenga al punto minxna. Esto es posible -il
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a) Oq > ’P L

G_ >0
b} q

Considérense las siguientes figuras:

a) b)
] s
N o, e
e L/ H
* ' H i .-
[ ] r L] » [ q
Fig. 7

Cuando no se cumple ninguna de estas dos condiciones, se
®l valor de g, tantas veces como sea necesario hasta

intervalo incluya al minimo.

&9

duplica

que el



La eleccion de g es a discreciém, sin embargo Davidon, Fletcher vy

Powel!l sugieren

.
q = min {'n , —Z(OP - ¢m) / GP} e II12b.4
donde ‘m es un estimado, de preferencia abajo del valor minimo de

¢(A\), ¥y 7 es una constante, generalmente 2 o 1.

Algoritmo

1) Dado Xy ¥ d .
Encuentre OD- f(xo) y G' = [g(xo)] d

2

Verifique que G’< O, 3i no busque a travaas de ~d.
€scoja q mediante la ecuacidn 112b.4
T
3) Evalae ¢q=f(x°4qd) v E)‘ra [g(x°+qd)] d
4 8i8 >0 3 #,> #, se tiene un minimo en el intervale. i

no es lli sustituya q por 2q y regress al paso 3.

5) Utilice II2b.3 para aproximar el minimo dentro de (p,9?
d
& st |3g|-|er|<a

donde ¢ es el grado de pri:isién, dct;ngall. Si no es nsi,

regrese al pasc 5 utilizando el intervalo (p,r), si Gr>0 o el

intervalo (r,q) si Gr=0,
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1I1.3 METODOS* DE OPTIMIZACION QUE UTILIZAN DERIVADAS PARA

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES EN PROBLEMAS NO RESTR

3a) METODO DE NEWTON CON APROXIMACION CUADRATICA

INGIDOS.

Para analizar la tecria de wste m&tcdo, se estudiars priseramente

funciones de una sola variable, ya que esto facili

entendimiento de este metodo.

Considérese la funcion f$(x), la cual se optimizara.
condiciones de primer orden se debe cumplir que

f*(x)= 0,.. II3a.1
€l problema de resclver ssta wcuacion puede a veces no
sencillo, en este caso el Metodo de Newton puede ser
utilidad.

Se sabe que s5i se tienen dos valores a y b tales que ¢'(a)

tara el

Por las
ser tan
de gran

y €' (b)

tienen signos opuestos y que ademas sa cumplen ciertas htpétllxs

de continuidad, entonces existe una raiz n de la acuacion

con a < n <b.
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d Fig. 8

Lo que el metodo de Newton proporciona es una -proxichxén a la

raiz de la funcion §°(x).

Vatse desde un punto de vista geam‘trt:o. el procedimiento que

establece @1 matodo.
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Fig. ®

y = Pix) = @ (x)

ol K T x ,0

Sea FT l1a tangente en P a la curva ¢(x). T es el punto donde la

tangente cruza ®! eje de las x ¥y kK es la raiz de $(x). Como puede

observarse OF es una aproximacion a k. Encontrando el valar de

esta nproximacxén 1]

Or = 0A - Ta ~ %y = a
tan @ = E_ﬁ'- Q'(xo)
despejando a8
¢ (x )
o
como FA = L)
$eix )
TA = L)
0'(x°)
@ix )
o7 = g -~ 2
* (Xo)
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®ix_)
X %y —
® ()

«n general
O(x')

"(x')

La ecuacion II3a.2 mumstra la regla que se utiliza para encontrar

X = ox = ane 113a.2
red »

un punto minimn, ya que como se pusde observar en la Fig. 9
cuando la derivada (en este caso ®ix)), es negativa antes de
llegar al punto éptimo, Yy dIIpu;l de ;l =e vuelve positiva, sm

trata de un minima.

El mismo razonamiento puede utilizarse para encontrar un m;ximn,

@sto conduciria a la formula siguiente:

olin )
X . o= x + £

res 3 N
[ ] (x')

Este m;todo pusde fallar si la primera aprnximlcién a la rliz en
o (x )

.'(xo)

tal que el valor de

no es lo suficientemente paquefic.
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Una forma de evitar esto es utilizar el metodo de Von Mises en el
cual se sustituye o‘(x') por .‘(x°). Lo que significa que se
calcula la primera tangente y posteriormente se obtienen las
aproximaciones por medio de paralelas a ésta. Este m‘tudo se

vuelve mas lento, perc es una buena salucién.

Regresando al metodo de Newton. supéngase que ¢ix) tiene derivadam
en todos los Grden s, ®@ntonces se pusde escribir ¢(x) utilizando

la serie de Taylor.
oy R
xrot-xr) @ (x ) + (xrvl xr)
" 2!

coma x o es =1 punto Bptima ia primeras derivada debe ser igual a

¢
AL LR ®x) + . I13a.3

cera, i.e.

PYTIRE X
Tt (X'.‘_K')
#ix )+ T ¢ tx) +RAO

despreciando R:
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¢(xr) + (xr“—-xr)o'(xr) =0

despsjando x ]
rea TR

e (x)

res xl‘
De esta forma se ha llegado a la misma férmula II3a.2.

Utilizando la farmula de Taylor para funciones de varias variables

se tiene:

1 T
¢(x".) = ¢(xr) + vo(x’)(x"l x') + 3z (xrn xr) l'-'(x"l x') + R
#(x )
I T L
v¢(x_)

Considérese la serie de Taylor, pero utilizando los tree primeros

terminos:

{x ~-%_) {x -x ) ®
re-4 » . red r B
Q(Xr) + 17 [ ] (x’) + ST C X (x') A0

2
{x -x_)
o(x')¢(xm-xr)[0'(xr)<- _"_‘%_' ¢"(x')] x0 e II3a.4

De I113a.2 se tiene que:
® (x )

»
O’(x')

- - -
Hees ™y

sustituyendo en II3a.4 el termino (xr.l—xr) que esta dentro del

p-r;ntcltl

1 O(xr) o"(xr)
Q(x') +* (xr_l-xr) ® (xr) -5 - =0
¢ (xr)

donde

76



- ¢(xr)

1 o{x ) ¢ "(x )

0‘():'.)— -—r r
2 0'(x')

por simplifica:ién el inverso de G

_ O'(x') . 1 0"(xr)

1

—_—
<] $ix) 2 @ (x))
Este método es el llamado Metodo de Newton

cuudr‘ticn, o m‘todu de Newton de ssgundo orden.
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3b) DESCENSO ACELERADO: CASO CUADRATICO

Este es un métudc muy importante desde el punto de vista teéri:u,
puesto que parte de un an;lllis simple y llega & un resultado
satisfactorio, de ahi que muchos algoritmos mas avanzados son
frecusntemente motivados por un intento a modificar la t‘cnxc- de
bﬁsqued- basada en el descenso acelerado en tal forma que el nuevo

algoritmo tenga propiedades de convergencia superior.

E1 metodo de descenso acelerado tambien es cohocido con ®1 nombre

de metodo del gradiente.

Se pusde afirmar que el principio de este metado se basa en
direccicnes de curso ajustado es decir se modifica la direcion de
bt:lsqu-d- del metodo a fin de que cada paso de hfmqucdc por el
minimo se lleve a cabo a lo largo de la mejor direccion. De
ahi. seguir la dir.::ic’m opuesta a la dir.ccién del gradiente, vya
que @sta tiene un cierto recurso intuitive en la b&lqundl del
minimo. La direccidn del gradiente es la direccion de ascenso
acelerado, la dir-:cién opussta es --1 la dirm:c.'\én de descenso

acelerado.

Para formalizar la propiedad anterior, se iniciark el desarrollo

de la t.oril que sustenta este m;tudcl

Sea er"y un punto cercanag x+hd e E", donde d es alguna
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dira:cién vy h cierta longitud. Si experimentamos un desplazamiento

. + * eesst +65x ) por lo tantos
de (x‘,xz, ,x“) a (x‘ éx’,x' éx’. LN & o P

ext- hdl ) 1%, 0000 seaees [I3b.1
donde d‘ son los cosenos directores de d tal que:

n

£ af =1 cesee. II3b.2

[

El cambio en el valor de la funcién .nti dado pars

df = f(xltéx‘,x'obx',...,xn-o-bx") - i(x‘.x ....,u“)

2
Aplicando el :;l:ulo vectorial (Serie de Taylor):

2

n df (R _,eeesx_) n n A FIX_ gesapx_ )
fix vk 1—Fix )= E kt——ax—.—-i-o%, £ L kK s LAV

i=s i ‘L=t §=g dx‘xl

v 1.y
- Kk Vf(xo) + 5 [3 F(xo)k + eee
Par 1o tanto:
d¥ df df

dfe 37; Bxl¢ 5:; Bxo+ con * a:; Sx cene 113b.3

para primer orden en los dx‘. donde las derivadas parciales son

evaluadas en x.

Ahora la interrogante que surge ws ¢C6mo elegir los d‘ sujetos a
la ecuacién 113b.2 tal que se obtenga el valor mas largo posible
para df? Lo anterior involucra praoblemas de -axtnlzn:ién

restringida, para solucionarlo, recarrase al metodo de
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multiplicadores de Lagrange definidos

n

2
#ld ,d yeu.,d ) = dFf + A[ L: Ch 1]

=4

Aplicando la ecuacién II3b.1 y II3b.3
df d¥ df 2, 2 2 _

’(d‘,d‘,-..,d“) = h( H‘dt." a?.d.b...'ﬁ Wﬁdn’ + h(d‘Qd.Q...*d" 1)
El maximo de df sujeto a la r.ltriccic'm (ecuacion II3b.2) surge

cuando Q(d..d.,....d“) o8 maximizador

de d¢
— R —+ 2)«!l sve I113b.4
dd‘ d"l
d h df
cuando — =0 % d = - — e I1I13b.5
d 2A dx
i i
d d
P R . X II3b.6
df df af
dx. dx. dx

- donde d‘ es directamente proporcional a g% y la dlric:ic‘m d es
i

paralela a V§(x) en x.

asi el incremento local mas grande en la funcidn para un paso
pequefto h dado, ocurre cusndo d es i an dire:cxén del 9fin). De
esta manera la direccion del descenso acelerado esta en direccion

de -V§(x).
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Resscribiendo la lcu-cién 1I13b.3 de la siguiente formas

df = J¥F00O | |dx} cose
donde @ es el ;nqulo entre Vf(x) y dx, si se selecciona 8 = 180”
dx estara en dir.cclan ~¥f(x), para una magnitud dx que minimiza
df.
La direccion del gradiente es ortogonal al contorno de la funcion
en cualquier punto, para que en un contorno el valor de la funcion

no cambie, es necesario que (d‘.d.....,dn) mea una psgquefla medida

a 1o largo del contorno (Ver Fig. 11):
f(xlﬂd.,x.# d......xn0 dn) E i(u.,x,,....x“)

n
- df = F g—f'dL - 96037 =0 veulI3b.7
Las %

El n‘todo de descenso acelerado busca explotar ssta propiedad de

1a direccion del gradiente, Ali, al aestar en el punto x en

i
cualquier pasc en el proceso se busca el minimo de la funcidn a lo

largo de la direccion - V‘(x‘).

a1



En la it-r-cién L s®@ tiene una lprnximn:léﬂ ”t para el punto
minsmo, 1a siguiente npronlmlcién seria

LT M Av#(x‘)
donde x‘ es el valor A que minimiza:

P(N) = ftxt - X'f(x‘):l cae 113b.8

La I:uucic'm 113b.8 puede ser resuslta por los m‘tndal definidaos en
@l Tema II.1 o Tema I11.2, eligiendo el Hétodn de Intnrnallctén
Cuadrada para obtener los h‘.

Para poder facilitar el entendimiento del procese iterativo de

este métouu se presenta el siguiente algoritmo:

1) Dar el valgr inicial de L

2) Obtener la direccion do.-_v“"t)'
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3)

4)
5

Encontrar :.“L que minimiza a f(xtﬂ‘dt).

=3, +,
Generar &1 nuevo punto LIV, Ry )‘tdl

Preguntar si x es ®l minimo

ies
si @s falsol regresar al paso 2)

en caso contrario: El punto optimo x.-x
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3c). DIRECCIONES CONJUGADAS

Los n‘todu- de direcciones conjugadas buscan acelerar l1a
convergencia del m‘tada de descenso acelerado y a su vez reducir
la informlcxén que se necesita para el m;todo de Newton, esto es

evitar la .v.lunclc‘m, suma @ inversion de matrices.

Emtos n;todo- se utilizan ﬁnicum-ntt para @1 problema cundritico
siguiente:

minimizar L xYax - 67x
donde QO es una matriz de nxn definida positiva.

ORTOGONAL IDAD
Definicidn.~ Dada una matriz simetrica G. dos vectores dly d. (2]
dice que son G-ortogonales, © conjugados respecto a Q
T
[ 38 dlﬂd.-o.
Un conjunto finito de vectores d-.d......d“ se dice

O Wimy

que es un conjunto G-ortogonal si d:ud‘

Proposicién 1I3c.1.- S§i O es positiva definida y el conjunto de
vectores no nulos d‘ .d. yeue 'dn son
G-ortogonales, entonces estos vectores son
linealmente independiente. (Ver ap;ndtcn

Té#cnico D para 1la demostracion de esta

a4



praposicién).

A continuacion se vera el por qué la definicidn de ortogonalidad

es necesaria.

Como se dijo anteriormente, se anauz-r;n funcionss del tigpo
minimizar é— xTox - o'x eeeI13c.1

donde Q es positiva definida.

Es sabido que la solucion a este problema es tambien la solucidn a

(Ejemplo 2 del Capitulo D)

Qx =5b seell3c.2
Sea G de n x n definida positiva, vy d.,d‘,...,d“ n vectores no
nulos O-ortogonales, ya que estos sor ) -~ salmente independientes,
la lnlu:ién x. de II3c.i y II3c.2 puede eXpresarse como una
combinacién lineal de @stos:

n=1

-
» -aodo-o...#an_.dn_‘-‘eo ad, vae1I3c.3

para Alg(an conjunto de a‘.
premul tiplicando por Q:

-
Ox"wa 0d_+...+a _ Gd

ypord‘ 0 <4 =n-1

L T v v
d.Gx =a d Qd +...+a dGd +...va  d.Gd_

ya que los vectores son G-ortaogonales

T, ® ) d:““.
d Qx = a d Qd * > a = esell3c. 4
‘ (Gl Y ¥
d.ad,

Sustituyendo II3c.4 en II3c.3 y como Ox"= b

8s



T
o Tt dl b
K-

d
v 8
i=0 dLGd‘

Teorema II3c.l. (Direccion Conjugada)

ses113c.5

Sea ¢d3™* un conjunto de vectores no nulos y ademas

[SRY -

ortogonales a G. Para cualquier xoc E" 1a

(xk) generada de acusrdo a
Hres ™ i -* aid. k20
donde
L
Q, d
" : .
d,Qd,

Q= ka - b

secuencia

eea113c.6

es 1I3€.7

converge a la solucion Unica x.d. Qx = b dllpu‘- de n

-
pasos, esto es x"- X o

Demostracicén: Debid o a que los vectores d son

i

independientes se pusde escribir x. -
combinacién lineal de éstos

-

A P a°d°¢a‘d.*...oan_‘dn_‘

para -lq&n conjunto o 8iguiendo
procedimiento gue se utillzé Para

I1i3c.4 sw obtisne:
dlaex®-x )

qk._!—°

T

dkO d!

de 113c.6

x = x°¢a°d°

X = % +a d=x +a d +a d
2 4 414 0 0O 11

* x‘_‘#al_‘dk_l- x°¢a°d°*. . .+ak_.dk_‘

86

linealmente

como una

el mismo

llegar a

«e.113c.0



Nl uodo" . .-tak_‘dk_‘
multiplicando por d:a
Y A\ T
dku(xk—xo) = aodkudo#. . .¢ak_‘dkﬂd._l
por ortogonalidad
T
de(xk xo) =0
{ \ v
de ahi que dkﬁxk - deKo
sustituysndo esta Gltima ecuacidon en 113c.8
v -
dkﬂ(x xk)

a =

3

T
dl a d‘

T, v
dex dkﬂxk

v
dk a dk

(b-Gx_)d
- kK

: 4
dk [r] dk

esta igualdad es identica & 113¢c.7

Ahora véase que My minimiza 1I3c.1.
Se define ﬂ& come el subewpacio de E" Qenerado por (do.d‘,...,d._‘)

Tearema I113c.2.- (Expnnsién de un subespacio!}

Sea (dt)"“ una secuencia de vectores no nulos

ortogonales a G en €™. Entonces para cualquier
*o® E™ la secuencia (x') gunerada de acuerdo a
Fren T K%Yy,
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4
9,9

k
a4 - S
dkﬂ d\:
Ky minimiza f(x) = é‘ xTAx - b"x sobre la 1inea
X = xl_.*fod-_‘,-um a <o tanto come x°+ ﬁk
Demostracién: Como X +ﬂk contiene la linea x = Kk-’wn-. oS

suficiente demostrar Qque *y minimiza a { sobre

xo”’k'

Debido & que f es una 6un:i|:'m estrictamente convexa,
. . .

ia conclusion se obtendra al demostrar que 9!: es

ortogonal a nk (es decir el gradiente de ¢ en x, @

ortogonal al subespacio ﬂk).

Prueba por indu::sén.— Se desea demostrar que qk.x. ﬁk.
1) k =0
ﬂ° anta vnciu, entonces es cierto para k = O

2) Se supone que es Cierto para k, es decir 9+ "k

ypg™ Iy * 09,
por lo tanto
v 2 4 : 4
Dy ey™ 99 * 909 O

por dlﬂ.nt:ién de °k . T-mbi‘n para i ¢k

4 T T

9 kea™ 919 * 99,00, 0
El primer carmxno del lado derecho de esta !culc.u':n
desaparece por la hipételis de induccién, mientras que el
segundo desaparece por la G-ortogonalidad de d"s.

’
Asi Fou™ nku @ q-=.d.

as



Corolario: En el métndo de direcciones conjugadas el gradiente

9y ¥=0,1,...,n satisface

Ta =0 para { ¢k

e 4

Algoaritmo

1) t=1
2) Obtener el Hessiano de ¢

3) Si i > 1 ir al paso 4 en caso contrario ir al paso S.
4) Calcular d& donde

diHd_ =o0

dt dl = 1
S) Calcular Hiea = K ¥ aldt donde

9= Hx‘ - b

o -- 9id,

aTHd,

6) 81 t=n el procedimiento ha terminado en caso contrario

Lst{+4e vy en seguida ir al pasc 4.,

a9

hacer



3d) METODO DE GRADIENTE CONJUBADO

E1 método mas popular de los Métodos de Direcciones Conjugadas es
el Método de Gradiente Conjugado, el cual fue propussto por
Hestenes and Stiefel (1952) como un método para resoclver
ecuaciones lineales de la forma b+Bx=0, siendo ésto equivalente a

minimizar la funcién f(x) = a + b’ x + ; ® Gx.

La version m&s comin de este método es la que propusieron Fletcher

and Reeves (1964) la cual es presentada aqui.

Se puede afirmar que este método no es tan eficiente como el
Método de Davidaon-Fletcher-Powell pero es mas ®eficiente que los

Métodos de Descenso Aceleradc y el de Newton.

Hay tres ventajas primarias para el Método de Gradiente Conjugadot

1) El gQradiente (1] siempre no-nulo y linsalmente
independiente de todos los vectores directores previos

2) La ventaja mas importante del método s la ¢érmula que
utiliza para determinar el vector dirsctor nuevo.

3) Porque las direcciones son basadas en el gradiente, Ilo
qQue genera un progreso uniforme hacia la solucién en
todo paso, #sto es en contraste a la situcién del Méetodo
de Direcciones Conjugadas en el cual la seleccién de las

dirscciones se efectGan en forma arbitraria.
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Retomando la funcién anteriormente mencionada:
flx)=a + b'x + i *xTBx
La basqueda serék a 1o largo de las direcciones que son
conjuntamente ortogonales o conjuntamente conjugadas a G.
Suptngase x., como el punto inicial, la primera direccion de
blGsqueda es hacer en la direccién de descenso acelerado, es decirs
d"' 9y cen I13d.1
donde 9. = Vf(x.)
obteniendo wl valor )-‘. @l cual minimizas
i(xl + ld‘)
Formulando a %, Be tienm:
Ky = X, + ).‘d‘ - 113d.2
Y se elige la direccién d. de tal forma que sea una combinacidn
lineal de dl y -9, para encontrar L
g = Mgy ¥ L. d‘

donde )\. es =l minimo de f(x.»..d.)
{.a direccion de basqueda d. desde x. &8s conjugada a d‘ y ﬂ. Y q..
€En la iteracién (k+1) se elige a dku como una combinacién lineal

de -qh‘,d.,d',. ve 'dk donde ms conjugsado para todo d‘,d., . "dk'
k
d.ﬂ: T E a'dr . k2, ..
LYY
Donde todos los a' S0N ceroc sxcepto para u. por lo ques

dk'l= - aidk saa 1I3d.3

1



2
9
- kes ves II3d.4
9
se demostrari la ecuacién II13d.4 por induccidn matembticas
1) Para kmi
FF(x) = b + Gx g‘ = b#Bx. Y q’ - bQBX.
Si d‘ Y d. son conjugadas .. d, - -q’ﬂ:‘d‘
\ ]
ademis d:B dl -0
Sustituyendo el valor de d’ en la anterior igualdad
T v
9,8 d +adGd =0
Por otro lado se tiens que,
Ko™ %+ )\‘d‘ donde A‘ es @l minimo de f(x‘o 7\6.)
Ke~ %q

o d. =

A

Sustituyendo e! anterior resultado y aplicando
ecuacion 113d.1:
t-97 - ag’) B (x, - k)

95 494 3 Iy

=0
kI

pero Gn‘ - Gx. = (b + Gx.) - (b ~ Gu.)
T L 4

st ey~ a.q-) (q. q.) -0

- -g: * u‘q: =0

Despesiando a‘

=
9
a= — q. « para k=i
L
2y Se supone verdadero para k y por demostrar para k+1l.

Por hipotesis d‘,d.,...,dk son mutuamente coanjugados.

Y sea Xk"" Xk + dek.
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Ahora minimizando “xk+hkdk) a lo largo de la 1inea

+Xd .
AL
v
Asi gl".dk o e II3d.S
Se tiene: Mpea = %y * xkdt
* Mt Mt M
o~ xkqn - j * : k d donde §4,. ...k = 1I3de&

=)
Pramultiplicando por G:
k
ka" = Gx‘ S A‘G d,
(9]
sumando el vector b en umbo- miembros de la igualdad:

b+ 6 x -b#Gx-oszd

ket k’ (=4
Yoo "9, * L A B4
)

x
' g T v
Tees = 9 *‘E A9 8

posmul tiplicando por d la igualdad

Ok,._'ﬂ’d*: LN d 6d donde wel mat,. ...k
Ahora g:d.-o y d.,...,d. son  msutuamente conjugados, por
hipétesis por lo que d: o d. = 0O para it ®m

S Gh,g T = Os mea...k cel113d.7

aplicando la ecuacién [I3d.5 se tiene:

T

Iyes®m = 0O, mass,. ..k .soll3d.8
Se ha demostrado que s ortogonal! a cada una de

direcciones d.,d’, P ,dk.
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También se demostrars que 9, " ortogonal a cada LX1-FEXERE]- N8
Por la hipttesis de induccidn:
-qg, +
Bl TR TIPL PN
Premultiplicando 9:“ la anterior iQualdad:
T T A4
Trod N7 Tes V5 T O Taey
Utilizando la ecuacién I13d.8B haciendo j=m1
.
- gh‘g’ =0

Por 1o que =0 para 1.2, .k ves113d.?

T
U..‘Q‘
Para completar la demostracién de la induccién, es necesario
damostrar que dh. definido por 113d.3 es conjugado a

A sdgseasdyt

v T v

Yeer ™ "Tues * Ak
FPaosmultiplicando Gd
d

3
T T T
h‘Gd" - --gk“ﬁdJ * qkdedJ

Como ds""'dk-n son conjuagos por hipotesis:

T L
KX dk”GdJ - g‘"‘ 8 d‘ para jei,. .. k-1
Ahora Xiog xl * x,d’
Xig = ¥ )

v T
DB " Uk G

X
(1] -9
. jeos t
" Ok =0
i
por la mcuacién 113d.9.

Asl d' G6d. = O para jma....k-1 para cualguier valor de qi.

ket I
Por Gltimo se determinara o, tal que
v
YeeaB =0
T v v
dyes 8 9 = =9,,,Bd, + a,d.0Gd,

94



(9 - g (g
v T
+ a(-g + a
79 T A

Paro g:.‘d, =0 (113d.7) y q:“dj-o (113d.8) para j = 8.8....%

2 ]
Ixen * TGy

T
OBy " x
k
=
9
ke
Asi para que dl:n sea conjugado a dk » q. - —q—-——-
x

q.-e.d,

Para simplificar el algoritmo iterativo del anterior Método

prasentan los pasos que lo componani

1) i=1, proporcionar ®

2) d‘=-q‘

3 Encontrar L‘ tal que minimice i(x‘#htd‘)

4) 8i Xieg % el minimo el proceso ha terminado, si no es as{i
a 5.

-2 Bi i=n ir a 9 s8i no ir a 6.

[P ql;l 9

9%

&) d

7 imlen
-} ir a3
9) im1

10) ir a 2,

9%



3m) EL METODO DE DAVIDON-FLETCHER-POWELL

El método de Davidon—-Fletcher—-Fowell (D.F.P.) est& basado en
las ecuaciones
-2
N N LT TE
~4
Xiea™ %y ~ ltG (x‘) °‘”t)

aungue esto evita el calculo de la inversa de la Hessiana G"(xl)
en cada pasc al establecer la direccién de bUsqueda en 1la
iteracién i como —H‘q(x‘ ), donde H‘ es una matriz simétrica
definida pou.tx'vn que @8 actualizada en cada iteracién en una
forma que sers explicada posteriormente. Finalmente H viene siendo

la inversa de la Hessiana.

Se@ inicia con un punto inicial Xy Y una matriz inicial "o'
Qeneralmente la matriz unitaria, aunque cualquier matriz simétrica
positiva puede utilizarse. El procedimiento iterativo e
Justificars después de lo siguiente {Notas Es conveniente escribir
g(x‘) como °t]'

Algoritmo.

1) En la iteracién { se tiene un punto ¥, Y una matriz

definida positiva H .
2) Establecer la direccién de basqueda

d = -Hg, v I13m.1

3 Llevar a cabo una busqueda lineal scobre la linea
x‘ﬂud‘ para encontrar el valor AL que minimiza
f(x‘#A‘d‘) .

4) Calcular e " k‘dL- eecll3@.2



S)
&)

7

a)

L2

Calcular e ™ % + ve ceo113€.3
Encontrar f(xu‘) Y th' Terminar el procedimiento si
|q‘“| o |v‘| son suficientemente pequaefios. En caso
contrario
qzuv‘ =0 ve.1I3e.4
Calcular
u =9, "9 cei113e.5
Actualizar la matriz mediante
H“‘-M‘-ﬁl\'iﬁL e ll3@. b
donde v v
o= v‘vt/(v‘u‘) “esll3e.7
B, = ~HUUTH / (u Hu ) ...1l3@.8
Y LU [ Y

Incrementar i (te1) y regresar al paso 2.

Justificacion del procedimiento de Fletcher y FPowell.

a)

£l proceso es estable, ve ests en declive vy )\‘ -
positiva. Ya que g, s la direccién de ascenso acelerado.
\A irs en descenso si y :élo [ 3% .

VLS T TR seell3e@.9
es positiva.
Esto sera si Ml es simétrica definida positiva para toda
i. Ho tiene estas propiedades porque son supuestas. La
actualizacién en las ecuacicnes [I3e.6, II3e.7 y I13e.8
mantiene la simetrias.

Se prueba que Ht permanece positiva definida por

induccidn, Asi se asume que Ht es simétrica positiva
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definida. Entonces tiene una raiz cuadrada C‘ tal que
v v
«seIl3e.
C‘Cl = C‘C‘ = H‘ 113e.10

Hacer
p = c‘. y q = C‘u‘ ces1I3@.11

donde W es cualquier vector.

Entonces
v v A \j
AL HouuHw»

¥ v
ATH = wTHe -

v v
Ve uH g
v .2 v .2
- (p'q) (n v‘)
- p® - s * —F
Vit
pla? - (pTa)® Ty )t
-
q® vTu

ee 113012

parque p'q' z (p'q)' por la desigualdad de Schwarz.

Ahora el denominador de la ecuacidén II3w.12 es positivo
porque

T ' 4
Vi = vite,, — 92
.

T A
= ~v.Q va que v

‘gh‘-o de la scuacion II3e.4

¥
=AM

>0 porque h‘>0 y HL es positiva definida
ees II3@.13

98



b

AsL ..th‘n > 0 lo que prueba que H es positiva
definida.

Asi la prueba de induccidn es completa.

Se Mostrars que si @] método de D.F.P. se aplica a la
funcidn cuadratica
Foo = a+ x"b + Sd'ox

con G definida simétrica pomsitiva, entonces H“ = gt y el
proceso sers terminado después de n iteraciones. Ge hara
esto al demostrar que VoPVer ttce sV, SON eigenvectores
linealmente independientes de Hb‘G con wmigenvalor 1. Asi
H"G debers ser matriz unitaria.
Nétese de la ecuacion 1I3e.5 que

YT e T 9

= th. - G"L

- Gv‘ saalll@.14
Ademis
umev‘ - Mhlut { de la ecuacién II3e.14 )
- M‘ut + A‘u‘ + B‘u‘
= Hu v = Hy
usando las ecuaciones I13e.7, I13e.B y I[I3e.9? Yy notando
que vtu‘ Y u:HLu‘ 80N escalares y que pueden ser

cancelados.

Asl thBVL -V «asIl3e.15
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Se demostrara que para k = 2,3, ... ,n

VIGV1=° 0 Si¢jek s« 113@.16
Hka‘nvL o S i<k cedll3m.17
Se hars por induccién scbre k. Si se hace =0 en la

ecuacidn 113e.15, se obtiene M‘Ev° = v que es la ecuacién

o
113e.17 cuando k=i, Las ecuaciones II3e.17 con k=2 son
H‘Gv° = v° v H’Gv‘ =V,

La segunda de ®llas viene de la ecuacidn [i3e.i18 con i=t.

Para @1 primero

v T
v _Bv HuuH By
HBv, = H‘Bvo + vy " o - —'—‘—:‘—3——2
vy, u‘H.u.

ios dltimos dos términos de la derecha son ambos ceros ya

A g kg h PSS
que VnGvo - vnev. = v°G( x.u‘q.)
v,
= Ao Heov,

- —A.q:vo (de la wcuacién IIJe.1S con i=Q)

También u, - Gv‘, tal que u:H‘Gvo = v:Gv°. Asi las
ecuaciones [I3e.17 son verdaderas para k=2 y el resultado
Justo establecido, cuando la transpuesta da

v

voev‘ =0

que s la ecuacidén [13e.16 cuando k=2.

Ahora se procederd con la induccién y se demostrar& que si
las ecuaciones I13e.18 vy 1i3e.17 son verdaderas para los

valores de k son también verdaderos para valores k+i.

Se tiene
9 = b + Guk
- b+ G(Kn-n * v._.)
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- b+ G(xk_. + Vez * vk_.) etc.

~ gLt Blvi* Viea ¥ *v- * vk_‘) IISe.18

Asl la mcuacidn II3e.16, cuando i < k-t

v:qIl - v:gh‘ =2 0 mediante la ecuacidn 113e.4

y de la scuacion lI3e.4 directamente

T
Ves% = ©

Asg

v:qt=0 oS ick vee 113e.19

tal que de la ecuacion 1I3e.17

h
-v‘(Squt = 0

tal que
‘V:GV. = O ya& que v, = h.d.
Asi se ha sstablecido que
v:Gv. =0 para o S i<k eee113@.20
i.e. vIGv‘ -0 para o S L ¢ j < keto1I3m.21

Se tiene de las ecuaciones I13e.14 y [I3e.17
v
v

v
(uk) Hkﬁvt =uv

- v:Gv‘ - 0 para o S i < kiketd. . 1I3€.22

Por 1o tanto de las scuaciones [I3e.6, II3e.7, II3e.8 y

II3e.17
v 1/
H G H.Bv, + M S A
\'3 -
ket & kL v M
vkuh u"l-il'u.l
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nHka‘ .

T T
ukaBv‘ = uv
-V:Gv‘-o para o S L <k

Asi se ha demostrado que
He BV = HBv = v Rara o St « I13e.23

Tambidén para i=x

viev' = vTu Y u'H v, = uTHu

Ass H.I“IBVAl - v.'u. y ésta combinada con la ecuacién
1I13e.23 da

H.“Gv‘ LA O % { < k+1 cad[I3m. 24
Las ecuaciones II3e.21 y II3@.24 extienden las wecuaciones
113@.16 vy 1I3e.17 para el siguiente valor de k y completan
la prusba de induccién para el dltimo.
La ecuacion II3e.146 demuestra que VvV ,V.y; .<te V. son

o L[] L
linealmente independientes y autuamente :nnjuqngl- con
respecto a G. De las ecuaciones [13e.17 VotVer vt Vs
son eigenvectores de H G con eigenvalor 1. As{ H"G debe
n

ser una matriz unitaria por lo tantas

H, =g e..1130.25

£1 hecho de que @l minimo es encontrado en n iteraciones
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s® concluye de la ecuaci®n I[I3e.19 g“ debe mer ortogonal a

cada uno de los n vectores independientes VatVarsr sV o*

Asd
g =0 cedll3e.26

c) La actualizacifn de la matriz H se concluye de II3e.&

n-g n-t
H = H_+ !:l\t + !:B‘
izo0 i=0
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34) METODO DE HOUOOKE AND JEEVES

Este matodo es un método de bdsqueda directo, esto es, odnicamente
utiliza los valores de la funcién para encontrar el dptimo de 1la
funcidn. Aungque este método no utiliza derivadas, se introdujo
dentro de este tema por ser un alqgoritmo que we utiliza para

funciones de varias variablaes.

La idea general es valuar la funcién en un punto inicial, analizar
@l entorno de este punto para saber como se camporta la funcién,
hasta que se encusntra un punto tal que el valor de la funcién es

menar, se continua iteranda hasta encontrar el minimo .

A continuacidn se describe el algoritmo.

. Se escoge un punto inicial L IR longitudes h, para cada x

3 §

JLTVNE N

2. Se procede a explorar alrededor de x‘.

a Evaluar f(x‘)

[-}] Evaluar f(x‘#ho‘n donde .‘ @8 un vectar unitario en
“f-accien del eje Ry 8i la funcién se reduce,
resmplazar x. por K‘*h..‘. Si no se decrementa, valuar
4(:.—h‘.‘) y resmplazar x, por u.-h.o.. #i ninguno de
los dos proporciona un valor menor de la funcién,

mudvase & travées del eje x.. s decir calcule

4(:.—h.. « Cuando se hayan considerado las n variables
se tendri el nuevo punto x..
c) 8i x‘- n., se camienza una nueva exploracién, esta vaz

reduciendo el tamafio h (se aconseja reducirlo una décima
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3)

4)

parte de su valor anterior).
d) Si x'!' x‘ s® ha encontrado un modelo a seguir en cuanto
a la direccién que se debe utilizar.
a) Evaluar la funcién en el siguiente punto
P.- x. + 2(:;:.)
£n general
Po= % + 20x  -x)
b) Realizar una exploracion alrededor de P.(P‘)
<) Si e] valor mis bajo obtenido en 3a) es menor que el
valor en ®1 punto x.(x“‘) entonces se ha encontrado un
nuevo punto . En este caso repetir 3a), de otra forma
continuar la exploracién en Xy sin utilizar 3a).
El proceso termina cuando la longitud de los pasos ha sido

reducida a un predeterminado valor pequefio.
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CAPITULO III. APLICACIONES DE OFTIMIZACION SIN RESTRICCIONES

En esta seccion se desarrollan los programas de computacién de
cada un de los algoritmos cuya base tedrica fue explicada en el
capitulo anterior, por lo que se irsn pressntande con la misma
secusncia de dicho capitulo.

Entos programas estan desarrollados en BASIC. Son varias las
razonss por las cuales fue utilizado este lenguaje, las

principales c

as son dos, una de ellas es que el BASIC es un
lenguaje® sencillo y de {acil comprensién gpara las personas

relacionadas con la computacién y la otra es que el BASIC farma

parte del sistema operativo MS-DOS que las :ﬁmput.dnras
perascnales IBM y compatibles (P.C.) y como es sabido el uso de
estos equipos se ha ido generalizando, de esta faorma sers mas

sencillo para los lectores aplicar estos programas.
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1I1.1 DESARROLLO DEL PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA EL TEMA 1 DEL

CAPITULO II.

1a) FIBONACCI

El programa presentado minimiza a la funcién x*=14xP+60x"-70x . la

cual estas desarrollada

Variables de entrada:

VAriables internast

Variables de salida:

en la linea 2000.

A, By, E , N.

A Extremo izquierdo del intervalo
B. Extremo derecho del intervalo

E grado de precisién

N Nomero de iteraciones

F°| F‘l F.

F°. F. Primeros nOmercs de la serie
de Fibonacci.

F,) F, Nomercs de Fibonacci ses,....»

X1, X2 puntos interiores

F1 valor de la funcién en el punto éptimo
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DIACRAM IE FLUXO (FIDONACCI)

rxz:ao(l—«)-r,.‘usuc-n"/v, l

QE————

B
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10 REX PROGRAMA: FIBO.BAS
15 REN PROCESO; ALGOR]ITMO DEL METODO OE FISONACCI.

20 st

25 RER ESTE ALCORITNO MININIZA LA FUNCION X°4 - 14(X)°3 & 60(K)"2 -70X

Y-

29 L A, P, XY

30 otn F(30)

35 PRINT SCUANTAS EVALUACIONES DESEAS REALIZAR © %; INPUT M

0 samnt KL VALOR BE et €

i s " [ A0 *: TeNUT A, 8
0 MmNt - ALGORITNO BEL METCOO DE PIBONACCIY: PRINT

71 PRINT *Funcion & sinislzer F(X) ® X°6 - 14X"3 + 60X°2 - TON*
T2 PRINT "en ol Intervalo (%; A; =,%; 8; %) can %; W; " iterscionse y fis%; E;
LU CERIN IR

MrATe2TON

PHIDSKI-ND+FE-D

0 Xt 1

B X2aASUD-A)*PFN-1)ES(-1) " W)/ FW)
05 X = X2: GONS 2000: F2 = ¥

oi=0

10X = A-X2+0

105 X = X1z QORA 2000: Ft w ¥

106 PRINT : PRINT

107 PRINT “Iteracion ®; 1; ® %2 PRINT

108 PRINT ®Ase; A; = e B3 PRINT wxiew; X1; @ A2e%; X21 PRINT PFCX1)a; P13 ® F(K2)a%; P2
119 17 P9 > F2 THIN QOTO 140

113 17 X2 < X1 THEN QOTO 130

1290 0 x2: 2= 212 FRu P

125 w010 160

10AwX2: X2 X1; FRa K

133 eoT0 140

140 1F X2 < X1 THEN GOTO 155

WS awxt

130 go0T0 150

1Be=xy

Wiele

143 17 1 <= it THEN QOTO 100

167 PRINT 1 PRINT © PRIST

208 PRLHT * Valor minfeo de F(X): &, M

20 e

KT RS RR' AR A Y ERASES. R3]

Y0 s

9999 SAVE SFIN0Y, A
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1b) SECCION DORADA

Funcion a optimizar:

Variables de entrada:

Variables internas:

Variables de salida

y=-e ™10gx (linea 2000)

A extremo izquierdo del intervalo
B extremo derecho del intervalo
E grado de precision

K11 constante de reduccién

X, X puntos intermedios

() 2
F1 valor de la funcidén en el punto éptimo
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DIACIA DE TLIJO (STOCION DOMAMA)

1=0,

T
1

P xe=xt B[ Fe=rs

K2=1-k1

(154

it

¥=-EXP*LOGX

WENLIER?

0
)L
- @

¥=-EXP~ILOOX

scithiidhi i

-
-
~



10 REN PROGRAMA : DORA.BAS

1S REM PROCESO : ALQORITMOD DEL NEYCDO SECCION BORADA

20 ntn

5 2EN Este slporitwo minimiza la fucion FOX)® (-a"(-X3) * (In(X))

»as

35 ML A, F, K, X

40 PRINT SESPECIFICAR LA PRECISION DESEADA : ": IWUT R

43 PRINT “PROPORCIONAR LOS EXTRENOS DEL INTERVALO DE INCERTIDUNBRE (A,0): “: INPUT A, 8
30 PNt ¢ ALSORITIO DEL METODO SECCION DORADA™: PRINT

52 PRINT *Funcien o ainisizar PCN) ® (-0°(-R)) * (Inx)) en ol =

33 PRINT * intervale (°; A; =,
35 K1 = 01401138 K2 = ¥ - XTs 4=

@AM eAs(B-A*ENI A (D-A)* 2

2% = N1 GONS 20001 Pt = ¥

63 X » X2: GORD 2000: F2 = ¥

63 PRINT : PAINT : 4= d e

70 PAINT "jgeracton % J; ® % MRINT

73 MRINY Waet; A; @ B 81 PRINT "X1e%; X1; ® Xe®; K21 PRINT SF(X1)=®; FY; 4 Fn2)e"; F2
80 1F F2 <71 THEN 95 .

BesXn RN ez lud-At XAl *K)

90 X = X1: SOMS 2000: F1 = ¥: 6070 105

VA AN XN e X e f lel-A1 X201 "2

100 X = X2: GONE 2000: F2 = ¥

105 17 L > TN 43

110 PRINY 1 PRINY : PRINT

113 PRINY ® yaler minlus de F(X): =, PV

120 OO

W00 Y = -Dp(-N) * LOKIK)

2010 axTUN

9999 SAVE WBORA®, A

13



111.2 DESARROLLO DEL PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA EL TEMA 2 DEL

CAPITULO I1

2a) INTERPOLACION CUADRATICA.

Funcidn a optimizar:

Variables de entradas

Variable internass

Variables de salida:

f(xre2x"-e® (1inea B0O)

AHLE

A: punto inicial

H: distancia estimada entre
inicial y el punto éptimo

Et grado de precisién

punto

NM: coeficiente B del polinomio cuadrado

DN: Coeficiente -A del polinomio cuadrado

S1: Funcién signo de LR
S2t Funcién signo de *gH,

831 Funcién signo de L
X‘.X.,X..X‘l puntos a evaluar
F.t valor de la funcién en

optimo
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DIACEANA DL FLILIO (INTERPOLACION CUADMATICA)

?

?

1
>
u

yrax3-Exp* J

i
X

torf

Ryzhed

o

o

oo °
23
i

il
>

ox
iy

X =H/(2e00)

i
=

ot

on
TOINA CAZCLENTS
XyrXgeXyedy OE
ACUER0 &
INASENSS

Oy

115

H

$2=SGM(X -X,)




+«{INTERPOLACION CURDMAYICA)

fINING F1

()
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10 REN PROGRAMA:INTCUA.BAS
15 REN PROCESO:ALGORITND DE INTERPOLACION CLADRATICA

20 nen

25 REN ESTE ALGORITHO NININIZA LA FUNCION 2¢%2-9%*x

30 cLs

37 peroRL ¢, X

40 PAINT "PROPORCIONAR EL PUNTO INICIALI®: 1MPUT A

45 PRINT SPROPORCIONAR EL VALOR DE N:®: INPUT W

S0 PRINT “PROPORCIONAR LA APROKIMACION:®: TNPUT E

51 cs

S5 X(F) = Az X ® N(1): GOBUB 800t F(1) = ¥

S8 X(2) = A o N X u K(2)T GONM 800: F() = ¥

S7 IF F(1) < F(2) THEN X(3) ® A - Wz X = X(3): GOSUS B00: F¢3) = ¥z GOTO 60
SEK(3) w A S 2% N K e NE3): GOSUD 800: F(3) = ¥

60 PRINT *ALGORITHO DEL NETODO OF INTERPOLACION CUADRATICA®: PRINT

61 PRINT #FUNCION A MININIZAR F(K)OZX%92-0%*X CON UMA APROKINACION®

62 PRINT "DE"; E; “,CON PUNTO INICIAL DE®; A; ™Y VALOR DE WS; N; =.%: PRINT
Sommte KD e

65 00 = (X(2) - X(3)) * K1)

TO 0N * DM+ (X(3) - XC1DD ® F(2) ¢ (NCH) - X(2)) ¢ KCH)

TS e (X(2) * X(2) - X(3) * X(3D) * KD

00 0 = 1o (X(3) * NC3) - () * XCTD) * KD

5o e K1) S XCT) < XC) X)) * KD

90 K(S) ® W /7 (2% DI K = X(4)1 QOB 000z F(4) = ¥
100FmJImtTOS

15 rRKedst1T04

110 1F #(5) <= F(K) THEN QOTO 128

115 X = K23 XCJ) = N(K): N(K) @ X

120 F = FCI)3 FO) = F(KD2 B(K) ® F

125 wexT K: XY 4

130 FOR 1 = 1 10 41 PRINT X(3), FCUD: WEXT 1

135 PRINT & PRINT

140 IF ABS(X(Y) « X(2)) < E TaEN QOTO 250

145 31 = SGM(NC2) - N(1I)T 82 = SGMCX(I) - X(12): 83 = SQACX(4) ~ N(1)}
150 IF 81 = §2 AID $1 = -S4 THEN X(3) = X(4): F(3) » F(4)

160 DM = (X(2) - K(3)) * #(1) + CK(3) - XC1)) ® F(2) & CNEY) = X(2)) ® K(3)
170 F @ (FCYD - KD 7 €2 * o0)

100 £ = F ® (XC2) - K(3)) * (X(3) - X(1D)

190 X(6) ® (XC1) o X(2)) / 20 F

200 X « X(43t QORS 800: F(4) = ¥

210 e0t0 190

250 PRINT "SOLUCION FINAL®

260 PRINT wxe®; X(1), “Fw; FCD)

300 e

WOYS2PKSX- DO

010 neTUR

9 sV “INTCMS, A
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2b) INTERPOLACION CUBICA
. Funcién a minimizar: z=100(u.—x:)z+(l—x‘)l {linea 5000)

Variables de entrada: N: ntmero de variables
X': vector punta inical
Dx' vector direccién factible
E: precisién

FM: minimo supuesto
Variables intermediass Px' punto inicial
BGl, B2: gradientes de la funcidn

Q: Matriz semidefinida positiva.

Variables de salidat CC: nOmerc de iteraciones

Z: valor de la funcién en el punto optimo
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DIACRANA DT TLWIO (INTERPOLACION CUBICA)
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++ INTERPOLACTON CUBICA)

T2=In(FP-FQ) 7N
| 22=224GP 480 l
+

A
WU=22022-GPn6Q

&>

1
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+..(INTERPOLACION CUIBICA)

[po=hHwc1-Coaeu-22)/ 6g-Grszul)) |

¥y = Pe0DaD,
1zhm

éﬂg E-E-E-O

e

"]

k%;

=10
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10 REM  PROGRMA: INTCUB.BAS

20 MEM  PROCESO: ESTE PROGAAMA REALIZA EL ALGORITNO DE

30 REN  IMTEAPOLACION CUBICA. ENCUENTRA EL MININO DE

40 REN  FCX o LA % 0) SOBRE LA LINEA X ¢ LAX  D.

SO REW  ZeF(X1,X2,...MH) SE CALCULA €N SUB S000 ¥ SU GRADIENTE
0 REN G(1),0(2),...,G(N) 4 SUS 6000

€5 GEFDBL D, F, P-q, X

0

€0 PALNT “INTERPOLACION CUBICA®

90 1NPUT “IUNTROOUICA EL WANENO DE VARIABLES *; &

100 D1N XCu3, B(W), SCH), D(N)

110 PRINT SINTROOUZCA EL MNTO TMICIAL  *

120 FOR § = 1 10 B2 1MPUT X(1): WENT |
130 PRINT INTRGDUZCA LA DIRECCICM FACTIS
140 FOR | » 1 TO Mz 1MPUT OCI): MEXT |
150 INPUT SINTAGDU2CA LA PRECISION DESEADA ®; K

160 1HPUT SINTACDUZCA EL NININO SUPLESTO FIXY,...,XN) ; FR
70 REN  PUNTO P IMICIAL

180 FOR 1 = 1 TO Mz BCE) ® XCE): PRINT "XU; 1, %es, XCI): NEKT 1
190 SO 5000

200 PRINT =ITERACION®; CC; *VALOR DE F%; Z

210 FP © 2: GORM 4000: G1 = 90

wow=o0

BOFOR 1 = 1 TOM: GP 8 GP e GCID * O(1)s WEXT L

240 IF @ <= O THEN OTO 300

241 R0 QUSCA €N SEWTIO0 CONTRARLO A LA DIRECCION DADA
AWM ABNZT P - AP 1P K> I TN QX =t
HIMmi1aytON

4 RC1) @ (1Y - @ ® BCIDs PCEY = XCIDs MENT 2

245 GOSUS 3000: FP = 2: PRINT “INESTASILIOMD?=

206 GOMS $000: 61 » QO: GOTO 220

250 REM BUSCA EL PUNTO INICIAL S1 EL GRADIENTE>O

300 @X @ ABS(Z * (FP - FN) / GP): JF K> 1 THEN @K = §

310 ™ . ax

320 MEM ENCUENTRA €L SIGUIENTE @

53008 = un

340 FOR T w1 T0 M1 GCI) = PCI) © 88 ® OCI)1 X(1) = G(1)1 WEXT |
350 GOSUS 5000; fo = T

360 GOSUB 4000: 62 = 00

smeweo0

300 FOR | = 1 10 M1 GA ¢ G ¢ GC1) * DCI): MEXT I

390 IF 00 > O OB FQ > FP THEN GOTO 420

400 REN §1 MO ERCUENTRA § ADECUADO, LO DUPLICA

410 W = 2 * WNz GOTO 320

420 REM EJICUTA LA INTERPOLACTON CUBICA

02 =3P R/ NN LA eGP

UOW = 22022 0P ® GO IF W <OTHN W a0

430 ¥ » SOR(W)

0D = N ® (1 - (PN~ 22 /(@GP 2T

470 FOR 1 & 1 T0 Mz XCI) ® PCEY o DD * B(I): NEXT )

480 GOSUR 5000: R = 2
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490 GOSUB 6000: G3 » &0
$00 REN CALCURA EL GRADIENTE EN EL MUEVOD PUNTO

St0 08 = 0

520 FOR I = 170 N: GR = GR + GCI) * DCID: NEXT §

530 IF G& > O GOTO 400

540 REM ENCUENTRA EL WUEVD [WTERVALO ¥ VERIFICA PARA TERNINAR
550 1F ABS(OR) < € THEN GOTO 670

S60 WH = B - DO

S0 FOR 1w 1 TO W P(1) = KCIDs PRINT =X; I, %a®, XC133 WEXT |
380 CC = CC # 11 PRINT TITERACION®; CC, ®VALORY, 2

590 PP = 2: GF = GA: G * GOz GOTO &30

600 IF ABS(QR) < ¥ THEN QOTO 670

610 AEN SE REPITE LA INTERPOLACION EN EL WUEVD INTEAVALO

€20 REN 83-00,560, O 0O, 630

&30 NN = DD

640 FOR 1 = 1 70 M: QC1) = XC1)t PRINT #X%; 1, “a®
650 CC » €C + 12 PRINT “ITERACIONS; CC, “VALOR =%, 2
&40 F@ = 23 03 = GR: G2 * G0: QOTO 430

670 PRINT "WININIZACION COMLETA®

680 PRINT “ITERACICMESa®; CC, "WALORS®, 2
Morml=1TON

U0 PRINT *x%; I, X(13

710 wexy 1

720 €0

50002 » 0

501020 100 ® (X(2) - XC1) " 2) " 2% €1 - X(1)) * 2
001 eTr et

SU30 RETURN

6000 90 = O

€010 G(1) ® -400 * X(1) ® (X(2) - NC1) * 2) < 2% (1 - X))
4620 §(2) = 200 * (X(2) - K(V) * )

€030 FOR [ = 1 TO N: €0 = 00 + G(I) " 21 WENT 1

€510 w0 « (00

6050 RETURY

9999 AVE TINTCURY, A

KC1): MEXT I
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II1.3 DESARROLLO DEL FPROGRAMA COMPUTACIONAL PARAR EL TEMA 2 DEL

CAPITULO IT.

3a) METODO DE NEWTON CON APROXIMACION CUADRATICA

2
E1 programa optimiza a la funcion f=x — eenx en la
2

2000,

Variables de entrada: €, Z
E: Valor de la precision

2: Valor inicial

Variables internas: F: Primera derivada

D: Segunda derivada
Variables de salida: X: punto éptimo

FF: Valor de la funcién en el

dptimo
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DIACRAM DE TLILIC (MET0DO DX KENTON CON AFROXINACION CUADRATICN)

?
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10 REM PROGRAMA: NEWTON.BAS

15 PRINT =PROCRANA PARA ENCONTRAR LA RAIZ DE LOE PUNTOS DE F(X)*
20 REN F(N) SE EVALUA EN 3000

30 REM F'(X) SE EVALUA EN 1000

€0 REM F1e(X) SE EVALUA EN 2000

50 PRINT SPRECISION REGUERIDA: ¢ 1NPUT E

€0 PRINT *WALOR INICIAL: ™ IWPUT 2

TO PRINT © ®; PRINT SAPRONINACICHES BUCESIVAS ®

oK.z

90 QOGUS 1000: G0N 2000

Wez=x-F/0

W1t

110 PRINT ® ITERACION &; 1: % X = #; X; © SIGUIENTE PUNTO » % 2
120 1F ABS(Z - X) > E THEN GOTO 80

130 PRINT *SOLUCION FINAL *

140 X = Z; GOSUS 10001 GOSUS 2000: GOSUS 3000

150 1F O > O THEN PRINT “EL NINING €3 =; Ff; ® €N = i 0070 200
160 1F B < O THEN PRINT “EL MAXINO IS » &N ®; X: 010 200
200 B :

1000 ¢ « x - CORCN)

1010 RETURN

20000 = 1 ¢ SIN(0)

2010 aETURY

3000 FF = X * X /7 2 « SINCX)
3010 atrumy

WP BAVE MEVTON®, A
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3b) DESCENSO ACELERADO CASO CUADRATICO.
z 4 z
El programa minimiza a la funcidn (xl—li *(x:—o) +4(x.+S) .

cual esta desarrollada en la linea 2000.

Variables de entradas N, X{(I1), L
N: NGmero de variables
X(I): Punto inicial

L: Paso inicial

Variables internass G(I), D(I), L<I)
G(1): Derivadas parciales
D(I): Direcciodn de —Vf(xﬁ

L({I): Valor de las x‘
Variables de salida: X{(1), Z

X(I): Punto a optimizar

23 Minimo de la funcion
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DIAGMN DE FLUJO (METODO DE DESCENSO fCELERADO CASO CURDRATICO)

62=G2¢6, %D,
1=4..4
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+0+(DEACENE0 ACKLERADO CASO CUABMATICO)

P

!L.ﬂ.-(fr,-.7s-rr,-.zs-rr,)/(z-rr,-rr,-rrﬂ SN
@' SEESONL,L,)|

83296K(L,-L,)
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+..{FET000 DE BESCEMSO {CELERADO)

l . 2 l [ ]
220X, =302 40X, 3) (X, +5) *

|

| 60=6049, %4,

§0=SQR¢60)
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20 PRINT DESCENSO ACELERADO®
AO PRINT ® 2 = F(N1,X2,...,MN) EN 2000
60 PRINT *  DERIVADAS PARCIALES G(1),G(2),....,G(N) EN 3000
80 PRINT *  JUSGUEDA LIMEAL POR INTERPOLACION CUADRATICA®
100 PRINTY “MUMERO DE VARTABLES :°: 1NPUT ¥
110 DEFOBL D, F-G, L, X-2Z
120 DIN XCN), Y(N), SCND, DIM), L(4), $F(4)
140 Re L4)BPF(4) POR INT, QUAD.
140 PRINT "PNTO INICIAL: ®
100 $OR 1 = 1 7O M: {MPUT X(I): MEXT 1
200 PRINT *PASO IMICIAL (L)1 ®: 1PUT L
230 empuy » VALGR EN LA 1TERACTON®
0 e
300 for £ = 1 TO M: V(1) = XCI): MEXT )
320 @osUs 2000: GORM 3000: 1F 00 « 000001 THEN GOTO 1200
340 FOR I @ 1 TO W: DCI) = -@(1) / @03 MEXT 1
340 RN EWVIO DE DIRECCION OEL DESCENSO ACELERADO €M Y(1)
370 0 [X(1) EN PALNCIPIO)
MO =0 P12z 2202
400 1(3) = L
410 FOR [ & 1 7O N NCID = ¥CI) ¢ L(3) * DUID: WEXT [
430 QOBUB 2000; FF(3) = 2
440 gosus 3000
BS0a2e0
O FOR T T TON G2 ® G2 G(I) ® OCI): NEXT S
ATO IF FF(3) >= FP(1) OR G2 >= O THEN QOTO 500
400 L = 2 * L3 QOTD 400
SO0 BEW $1 CREDECINOS 480 DOPLANOS EL PASO DE LONGITUD
510 AN PARA COMTENER EL MININO
WL =Lz
S40 FOR ! = 1 70 N1 X(E) = Y(1) 4 L€2) * OCI): mEXT 1
S40 SOSUS 2000: FF(2) = 2
580 BEN ANCRA SACENOS LA PRINERA INTERPOLACION CUADRATICA
00 L(4) ® L ® (PF2) - T3 *FRC1) - .25 PRSI / (2 FR(R) - FRC1D - FRC3))
620 1F L(4) < O THEN PRINT SALAMA®
640 FOR T = 1 TO M2 X(1) = ¥(I) ¢ L(4) ® O(1): MENT ©
6460 QOB 2000: FFC4) » 2
480 REN ANDRA TEWENOS & VALORES DR LANEDAS Y & VALORES DE LA FUNCION
400 REN LOS COLOCANDS 8 ORDEN ASCENDENTE
L Y. FERR{E)]
TOrHRE=Jo1T04
720 1F PPQJ) <= PF(X) THEN @OTO 760
T30 LL = LCIDs LEJ) = L(KD: LK) ® LL
T40 FO = FFCI: FICI) = FF(K): FH(K) = FO
T30 REN CABIANOS FF(JIRFF(K) S ORDENARCS INCORRECTO
THO WEXT K3 wEXT 4
790 AN FINALIZA BUSSUIDA EN ESTA DIRECCION $1 LA APROKIMACIE S8 CUWLE EN 800
800 1F ABSCLCY) - L(2)) « 00005 TNEM GOTO 1000
610 REN RETENER LOS TRES PUNTOS MEJORES
K20 51 = SGNILLD) - L(1)): 82 © SN(LCS) - LI
830 93 = SGH(L) - L1
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40 17 81 & 52 MB $1 & 54 TEEN LC3) ® (&)1 PRLD) = FRCL)

50 AIN SEGADS ¥ SRS TNTERPOLANDS

860 00 = (L) - L(3D) ® PACT) © (LCH) = L(TD) © PRCR) & QLIN) - LIDD) * #KCS)

79 F = (PRCY) - PRCRD) 7 (2 ° W)

080 F n F® (U - L3N (LD - L)

L _ITOEY IR DR Ry

00 FOR I = 1 70 Mz X(2) ® V(E) & LC4) ® BCI): MAXT 1

910 G0N 2000 Fr(d) = 2

930 AEN AEPETIR STADA TNTERPOLACTON

30 et 70

1900 PON 1 = 170 Wz N(I) & V(D) © 31D ® B(1Ds YEI) = NCUDT PRINT *xw; 0; ®e¥; N(1)
0 Wt 1

1010 PRINY =

1029 GONS 2000: SORUD 3000

1040 PRINT oyes; 2: PRINT © »

woLeL/s2

1100 IF 80 » 00081 TREN QOTO 340

1150 NN E570 SEAA €L (NICI0 OF OTRA GUSUERA BETDE LA POSICION ACTUAL

1200 PRINT = &5 PRINT

1210 Puiat » soucIaN FisALe

1220 POR L = 1 TO N1 PRINT Ox%;
1240 PRINT "WININD 88  F(XY, N2,
200 b9

MO - N 2D -N "2ehT DN "2
Mo rmeret h

2100 mgTam

oMo

S KD =2 KN - 1

WMEUD 2D -

MO KD 28T (KB e B

3000 POR 1 1 TO N 00 = 80 ¢ &(I) ® G(1): MEIXT §

3090 0 © sm(e0)

000 MT

999 IR SIS, A

wew; X(1): WEXT 1
)es; T
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3c) DIRECCIONES CONJUGADAS
Funtién a minimizar: z-(x:#x:—4) en la linea 2000.
Variables de entradas N, X(I), D(I)
N: Namero de variables
X(I): Punto inicial

DCi): Direccién inicial

Variables internast H{1.J): Matriz Hessiana

B(K) 1 g
T
9 9
A= o —
dHd

Variables de salidas I, F, X(K)
Is NGmero de 1teraciones
Fi1 Valor de la funcién en el punto éptimo

X(K): Punto minimo
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DIACIAIA DT TLLIC (DIRECCIONES CONAIKAMS)

| ®

IxL}
]
[ 1= ] | oy, e 1o l ]aux:(Mumobzi;nzz/(m-uumll-um|
) D122 SQRCAUNE/CAURT 1))
0
@ Im:n,loma:p, ,nm:u,'I Hm:n,,, I» Daz=-SOR(1/CAUKEO1))
81

-©

Et,.0 e ~
[ = WPy
R=i..M

IR PO

=]
¥
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1ORER DIRECCIONES CONJUGADAS
20 REN EN 1000 SE CALCULA €L VALOR DE F

30 ren

33 OEFUBL A, O, G, X

40 O ERROR GOTO 9000

SO PRINT *WIMERC DE VARIADLES ; : INPUT X

60 PRINT * PNTO INICIAL ®

Srxi=rTON,

70 PRINT * X (%; 1; ®) *; ¢ INUT XCI)

75 wenr 1

80 PAINT ® DIRECCION INICIAL *

sSrmisiToN

90 PRINT = B ¢
95 mexy 1
100 1 = 1: GOMUS 1000

110 1¥ 1 = 1 &0Y0 130

115 011 = 0(1)z D29 = D(2)z NI o NE1, 1) K22 = W2, 2)s Em 1o
120 €0RS 2000: D(1) = DI2: DC2) » D22

128 REN CALCULA EL SIGUIENTE PUNTO

129 At = 0: A2 = Oz FOR K = 1 7O M: G(K) = 0: AN(K) = O NEXT K
1o FRK=1ITON

140 FOR 2 = 1 TO Mz GCK) w N(K, J) % XCJ) - B(K) & G(K)

150 MEXT Ji MEXT K

160 #OR K = 1 70 N3 AT = G(K) ® B(K) © AXT: NEXT K

o rRKa1TON

WrRInITON

190 ANKY ® DEJD * N(K, 9) ¢ AVCK)

193 Next 4

196 MEXY X

200 PR K = 1 TO 4: A2 = A2 * AN(K) * D(K): NEXT K

220 A = MY / A2

22emE=1T0M

225 X(K) = A(K) o A * BK)

227 mxt &

230 GOSUB 1000: GOBUS 900: IF | <« N BOTO 115

260 10

900 PRINT *ITERACION ®;
S0FAK=ITON
920 PRINT *X("; K; ")e ®; X(K)

30 WXt &

%0 MRS

1000 # = XCH) ® X(1) ¢ X€2) ® N(2) - &3 WCE, 1) = 2: W(2, 2) » 21 METURN
2000 MO = (011 ® W12 « D21 * K22) /7 (DIY * N1 & D21 * W21

2010 D12 = -SMACAK ° 2 / (AUX 2+ 1)

2020 D22 = SAR(1 /7 (MR * 2+ 1)

2030 RETURY

9000 PRINY €8, ERL: STOP

990 SAVE "OLIRCON®, A

) %; 3 1T O(1)

2 ™ VALOR DE LA FUNCION »; F



3d) METODO DE GRADIENTE CONJUGADO.

El programa presentado minimiza a la funcidn

2 z
IOO(x:—x‘)u‘#(l—x‘) la cual esat8 desarrolada en la linea

2000.

Variables de entrada: N, X(I)
Nz Namero de variables

X¢I): Punto inicial

Variables internas: G(1), D(I), AK, K
G{1): Derivadas parciales
D(I)t Direccién de =9, (gk=v«f(x‘)
= =
AK: Es Fiea’ 9y

Ks Auniliar i

Variables de salidas: Dv, X(I), Z, SV
DV: Namero de direccion
X(1)s Punto de la iteracién
Z1 Minimo de la iteracion

8V: Ndmero de la iteracién
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DIACRY® BE FLILO (NETODO PIL CMPIENTE COMAXANO)

N )y
I=4..0

T o5

=P, 480D,

i Coew ]

IKESTABILIDAD
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«o. (METODO DEL CRADIENTE COMSUCADO)
oY

?
@ 3

[op=HHwc1-(gou-22) /(Ga-GPeawi |
_

=]

©

§
2

43268

s1

et

oft
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... (1030 DIL CRABIINTE CONJUCARO)

6 B0 mwimo
2.,
0

W
SI[ T T }-o@
e ’

AN=GINGI/(@nGK)

O
RN o b1 |
LN

it

K=08
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+..(NETORO0 L CRABYINYE CORAGAN)
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10 REN PROGRAMA: GRACON.BAS
90 CLs
100 PainT * POR CONJUGADO (FLI

120 REN GUSGUEDA LINEAL POR INTERPOLACION CUBICA®
150 REN FCKY,X2,...,XN) EN 5000 ; GC1),G(29,...,G(N) EN 6000

200 PRINT “MUMERO DE VARIABLES 1*: LWPUT M

210 OEIOBL A, D, F-N, P-4, X2

200K, Y, P, @ P, G(N)

300 PRINT "VALORES [NICIALES:®

320 FOR 1 = 170 W1 PRINY *Xx%; I, : ENPUT XCI): MEXT 12 PRINT ® »

340 REN ESTABLECER EL CALCALO DE LA BUBGUEDA

3308 et

360 MDY INTENMEDIATE OUTPUT

380 PAINT *  VALOR EN LA ITERACION™

S50 FOR [ = 1 TO W P(I) ® K(1): PRINT =x%; [; “e=; X(ID: MEXT ¢

$60 GOWS 5000: FP = 23 PRINT *Te%; 2

S70 GONRM 4000; GY = G0: OK = GO

573 REN ESTABLECCE LA PRINERA BUSGUEDA N DIRECCION DESCENSO ACELERADO
SBO FOR 1 % 1 7O M1 BCI) = -G(1)z WEXT |

S85 REN X CONTADOR DE LAS (TERACIONES

SI1C FOR 1 = 1 TON: @ = QP + G(1) * D(B): MEXT |

620 1F G <= 0 TREN QOTO 480

625 REN ENCONTRAR EL PASO INICIAL ¥ SI ES NECESARIO REGRESAR

630 QX = ABS(2 * FP / GP)T IF QX > 1 THEN QX = 1

SMOrRI=1TON

&50 X(I) = PCE) - @ * DI P(E) = XCN): WEXT 1

640 QO 50001 FP = Z: PRINT "JHESTABILIOAD

670 GOSUB §000: @1 = GO: QOTO &D0

680 WK = ABS(2 * PP / GP): IF QX > 1 THEN QX = 1

690 W = &X

700 RN ENCONTRAR EL PROXIND PUNTO

70 =W

70 tOR 1 =170

730 &(1) = P(1) + 88 * O(1): X(I} = Q1)

P40 wEXT )

750 OWS 5000: fa = 2

760 OB 6000: 62 = GO

7o, s0

TRO PRI ITON

790 o8 = 80 * K1) * (1)

@00 WEXY }

810 IF @ > O OR FQ > #P THEN GOTO 840

815 MEN MACER PASC DE DOBLE INTERPOLACION ¥ CAMBIAR A& O

RO mez*m

&30 PR L = 1 TO N2 P(I) © &CI): WEXT 3

848 P s FO: @ = g0: 61 = @2

e3¢ goto T

SOZT=JO(FP- M)/ M 2N sCPo M

STOW 22 *Z2 - GP ® Q0: {F W <0 THEN W = 0
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080 ¥ = SaR(WA)

WO D0 = WH® (1 - (AW~ 22)/ (k-G e2%\))

P00 FOR T = 1 VO N2 X(I) & P(1) « DD * DEI): MEXT |

910 QOsUS 5000: FRt = Z

920 GOSUS 6000: €3 » GO

925 REN ENCONTRAR QRADIENTE E¥ EL MUEVO PUNTO

3o er=0

$40 FOR J = 1 TO N: QR ® GR + G(I) * DCID: MEXT 1

950 17 2 <= P ND 2 <= FQ THEN QOTO 1100

940 IF 0= > O TNEW QOTO 1020

P90 Wi = W - DD

1000 FOR 1 » ¥ TO Nz PCE) » XCED: MEXT §

1010 /P = 21 @ = GR: GOTO 840

1020 w1 = DO

1030 FOR | ® 1 YO Nz QC1) & XC1)3 MEXT |

1040 #0 @ 2: GO = GR: GOTO 840

1100 REM PRUEBA TERNINADA

1110 IF 63 < .000001 TNEN QOTO 1300

1120 1F K = ¥ THEW QOTO 1250

1130 REN MBRERC DE ITERACIONES

MUK

1130 REN ENCONTRAR DIRECCTON CONJUIGADA

1160 AL » 63 © 3 / (X * &)

7O FOR T = % TO M: DCT) » -G(3) « AK ® DC1): PCI) = NCYD: MEXT I
1200 PRINT “WRNVA DERECCION®; 3 OV = DV + 12 PRINT * BUSQUEDA =; DV
1210 PP = 2: GY » GO: G = GO
1220 FOR 1 = 1 TO N: PRINT X;
1230 @010 600

1250 PRINT “REINICIARY; t SV = SV ¢ 1 OV a DY o+ §
1260 PRINT * ITERACION®; SV; =BUSSLEDAD®; OV
1270 PRINT ==

1280 @070 530

1300 PRINT “WINING ENCONTRADO™

1320 POR 1 = § TO M: PRINT ™%; [; e®; XCI): MEXT I
1340 PRINT *WININO DE LA FUNCIONe™; 2

1350 PRINT “SVALUACIONES DE LA FUNCION=®; TV

1400 g0

5000 2 = 100 ® (X(2) - X(1) * X(1)) * 2
S0102 2 () -N1) "2

3020 W e TV

3100 agTURe

4000 08 = O

6100 §(3) = -400 * X(1) * (X(2) - A(H) * XC(1))

6110 &(1) = 6(1) - 2% ¢1 - AN ‘

4200 §¢2) = 200 * (X(D) - W) * X(1))

7000 FOR | = 1 TO N: GO w GO + G(I) * G(2)s MEXT 1
7100 @0 = SER(00)

7300 TR

P9I SAVE BGRACN®, A

; a%; NC1): MEXT I: PRINT %Ze%; 2
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3e)

METODD DE QUASI-NEWTON: METODO DE DAVIDON FLETCHER Y POWELL.

La funcién a optimizar en este programa esi

2 2 . L 8
z=(x.+10.x:) *5():’ x‘) 4—()(‘ Zx’) uom. x‘)

Variables de entradas N, X(I)
N: Namero de variables

X(I)s Punto 1nicial

Variables internas: H, G(I)
H: Matriz hessiana inicialmente la
matriz identidad
Z: Valor de la funcitn en el punto

minimo
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Py=X

SINCRAN DI TLULJO (METORO DE QUMST MEVTON)

?

2= (X, 1IN o8k ~1 )R

144

=gt
=1..8
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+ 0. (NETORO BB QUAD T-NEINTON)

f-i-0

=4, .0

X,=F QXD

Pz X,

I=1, .M

¢ 22=3%(FP-FQ) /HN 0——-@
L

<

rbb:mll( 1-(6Q+K-22)/(6Q-GP+2ni> )

-0
o
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+».(NET000 DR QUAST NEWTON)

P

P

U= 6=ty
U= XYy
I=t. .0

n;z=e

LLE LR TN

ll)(:lﬂ(“},»ux

DK=DKeU, wy,
124, .0

[Frez]
O
a3=68

.

Hy, g7y, g0, /KK, WU /UK
21, .0 [ YL)
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IN ﬂll' .lllllmlﬂ POR D-F-$*
REN BUSGUEDAS L. S POR JNTERPOLACION CUBICA
|50 REN '(l‘,ll,n.,lﬂ) N 5000; ﬂ(‘).ﬂ(!h...,l(l) EN 4000
200 PRINT "AMERO DE VARIABLES 3 INOUT N
DB D, G-W, N, P-R, U-V, N-2
®, 0,6 UV, Y KN

i3 H
!-
=

11
=
z
=
2
a
E
5
=
i
z
H
~
i
3

ot s

3
ax
Ex

£
CIALES
Wt PRINT ®X ®; 1: ¢ 1WPUT X(3): WEXT [: PRINT = =
NTERIEDIA
VALORES®
4 70 Wz PCI) = XCED3 V(3D ® NCT): PRINT ™X S; ), X(1): MEXT )

3000
SITERACION ™ ﬂ, - uu- hi 4
2t GRS

uan 6
Aﬂlu ll. “lll‘l ll U ¥ DIRECCION DE SUSQUEDA B

3133 1131
31833
"-s!!sgi

»
]
ae

-

°
-
e

.
Baas

Tl
ML

P ﬂ(l) * D(I): NEXT )

2
8
-
bt ]

0 680
'Aﬂ llltlll. ¥ SI ES MECESARIO REGAESAR
GPy2 TP QX > 1 THEN OX =

) - QX ® DEIY: #¢1) = X(1)s WEXT }
: FP = 23 'IIIV WINESTABILIDADY ®; GP: REN 200900060 44044044
: &

133444

o
3
§§

0 600
m(!'l'/’)l l'ﬂ>||’KIIII'
ENCUENTRA EL PUNIO SIQUIENTE @

o
1} & 98 ® 0(3)2 X(B) = &KI)

.-
o=
&
=

1 *

> Fp THEN 80TO &30
llvlmlﬂ QBICA O DUPLICA EL INTERVALD DEL WININO

PR PEEE

L
'-l_l
v 8.°

we
e
§s
E
L1
gtz
O

II)IH 12 @22+ GPeOR
.'ﬂl"ﬂiﬂ"l“‘-o

1344
B<EnE
L[]
5] {
Lege
gass oy

[{_ K& /(R -CPoe2ey
LI '(l) ‘” * DCI)s MEXT l

-
E}
f

25
1

a
-
t

2
0
GRADIENTE €N EL MUEVO PUNTO

u: GICOG(I)'B")X MEXT 1
<= FQ THEN GOTO
0 9%

«Bvga®
:
A
-

SS
g

110 Il (L) = X(I): MEXT 1
* GR: @1 = GO: QOTO &30

KBRS l(l) . I(I)X Ill' )
100 . 02 - 00: 0 830

sigieatss
gaghiat
B8

-_

222
38
$38
£
™

St

_
]
baag

-
i

¢ 147



) *UCI): WK w WK e VT T U(D)
ye vy

® 0 THEN GOTO 1260

:'Vll.l."l

for ¢
1330 PRINT * X °; 1, X(D)
340 mEXT §

1956 6

S0 2 =0

SO0 X = (X(9) ¢ 10" N(2)) "2¢8 e (l(!) - X(4)) °
SO0 X T o (N(2)-2CXNCH) " & & 10 (V) - l(‘))
10 T atT e

7010 60 » sam(00)

7500 RETUAN

9000 PRINT ERR, ERL: STOP
PP REN SAVESPOMELL™ A
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3f)

METODO DE HOOKE & JEEVES

ta funcién a optimizar on este programa es

2=k ~213 (x_—-5) 2 (x 204,
1 z

Variables de entradas N, X(I), H
N: Ndmero de variables
X(I): Punto inicial

H: Longitud de paso

Variables de salidas P(1), FB, FE
FC(I): Punto minimo
FB: Valor de 1la funcadn en el punto
minimo

FE: NGmero de valuacidn de la funcién.
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DIACANW IT TLIJO (METONO DE HOOKE & JEXVES)

4 51 v
[V |

?

<

Pysany -B,
[P

X, =P,
¥,
1=4..N

O

) NIKING
v,28, Py, B
¥,=8,

1=1..4
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...{MT000 BE HOONE & JEXVS)

Q-0+

OO g FyFigEigEin®;
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10 painy * HOOKE & JEEVES®

20 REN CALCULA 2=F(N1,X2, ..., XN) EN 2000

30 PRINT "WUMERO DE VARIABLES “: 1WeuT ¥

40 DIN X(H), BCND, Y(W), B(N)

S0 PAINT "SUNTO INICIAL XY, X2,..., XW®

60 FOR I » 1 TO M: 1NPUT XC1): MEXT 1

70 PRINT “LONGITUD DE PASO™: [NPUT M

KN

OrmlIsITON

100 YCI) = XC2)s PCI) « NQD): B(1) = X(2): MENY |

110 QOSUN 2000; FI = 7

120 PRINT “VALOR INICIAL *; 2

150 FOR I « 1 TO M1 PRINT X(1); : WEXT 12 PRINT & &
1H0PE =0 881

150 REN DXPLORACION ALREDEDOR DEL PUNTO BASE

\L RN KN4

200 X(J) = Y{J) * K

210 somm 2000

220 (F 2 < F1 THEN QOTO 280

230 X(J) = ¥(J) - K

240 comm 2000

250 1F 7 < ¥ THEN QOTO 280

260 N¢d) = V(D)

270 Q010 29%0

280 ¥(J) = x(d)

200 Goss 2000

300 =2

310 PRINT ®PASO DE EXPLORACION % 2

320 POR T w 1 TO N: PRINT XCI); 3 WEXT Iz PRINT @ ®

330 1F J = M THEN QOTO 340

M0Jgeye

350 070 200

360 IF F] < FB - 1E-08 THEN QOTO 540

370 MEM DESPUES OF 340 REALIZA U PATRON DE MOVINIENTO SI LA FUNCION KA $IDO REDUCIDA
300 [F P = 1 AD RS = 0 THEN 010 420

390 REM PERO $1 LA EXPLORACION FUE ALRECEDOR DEL PATRON PT
400 REN Y NO MUBO REDUCCTON SE CAMBIA LA BASE EN 420

410 010 4%

420 FOR 1 = 1 YO Nz PCI) = BCS)S YCI) = BT X(I) = B(I): NEXT |
430 QONS 2000; 88 & 1: PS = O

WHOFLe2:FBe]

450 PRINT "CANRIO DE BASE ™; 2

460 FOR 1 = 1 TO N3 PRINT XCI); s MEXT Iz PRINT = &

47D REM (SIE DE 393) Y EXPLORA ALREDEOOR OEL WUEVO PUNTO BASE
480 4 = {1 GotO 200

oKk 10

500 PRINT "SE CONTRAE LA LONGITUD DEL PASO*

S10 tF X < 15-08 THEN QOTO 700

520 &M 81 NO NENOS TRRNINADO SE NACE UMA MUEVA EXPLORACION
523 REN ALREDEDOR OEL ULTIND PUNTO BASE

$30 4 = 11 Q070 200
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S35 REM NDELD DE MOVINIENTO

S40 FOR 1 = 1 TO Mz K(L) = 2 * V(1) - (D)

350 8C1) = YCI)1 XCE) » PCID3-Y(1) = NCD)

560 WEXT 1

70 Q0SS 2000: 3 = FIs PS = 1: BE w Oz Fl w 2

S80 PRINT “WODELO DE WMOVIMIENTO =; T

SP0 FOR I = 9 TO M: PRINT N(1); & MENT 12 PAINT = &

600 ENTONCES SE EXPLORA ALREDEBOR DEL LATINMO MODELD DE NOVINIENTO
410 J = ¥: QOTO 200

0 PRINT » NINING ENCONTAADOS

TIOFOR T = 9 7O W: PRINT ™X ®; [; ® » ™; P(I}; MEXT I; PRINY & &
TSO PRINT "WININD DE LA FUNCION = L]

T60 PRINT "NO. BE VALUACIONES DE LA FUNCION = »; FE

™ o

2002 =(NC1) - 2) 200D -5 24 (D *2) "4

WO FE=FES 1

2020 MEN CLUENTA LAS VALUACIONES DE LA FUNCION

2030 RETURN

9999 SAVE SHOOKE®, A
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CAPITULO 1V



CAPITULO IV METODOS PARA OPTINOS COM RESTRICCIOGEE

Antes de comenzar a ver los temas de este capitulo ==
presenta la tearta que sustenta el desarrollo de los algoritmos

del mismo.

E1 problema de programacién no lineal general es ®! siguiente:

minimizar f(x)

s.a. h‘(x) =0 g.(x) <0
hatx) = 0 gatx) S0 LG IvoLt
hptx) = 0 gptx) =0

a0 cE®

para simplificar la notaciln se escribe IVO.l1 de la siguiente

forma
min  fix)
s.a. hix) atx) % o ca V0.2
xah
se dice que h(x) y g(x) son funciones de restriccién mientras que
X @ N1 es un conjunto restringido. Asi mismo un punto x @a @ y que
satisface las funciones de restriccion se dice que es un

punto

factible. Una restriccidn de desigualaad g‘(x) % U se dice que es

activa en un punto factible x si gi(x:=0 e inactaiva en x [ 3%

g‘(x)<0.

£n sequida se introduce una definicidn y un teorema, los cuales



ayudar&n a establecer las condiciones necesarias vy suficientes

para la existencia de puntos Sptimos.

Definicidn.— Un punto x' que satisface la restriccién h(x.)=0

se dice que es un punto regular de la restriccién si los vectores
-

gradiente Vhl(x ),Vh’(x.). ...,th(x.). son linealmente

ndependientes.

FTeorema IVO.1.— En un punto regular x* de la superficie S definida
por hi(x) = 0 el plano tangente es igual a:

M=yt P(x™) y = 0 )

CONDICIONES NECESARIAS DE FPRIMER ORDEN (Restricciones de
igualdad)
‘Lemma IVO.1.- Sea x' un punto regular de las restricciones h(u)m)
Yy un punto local extremo (m&ximo o minimo) de f sujeto a esas
restricciones, entonces ¥V y & E" que satisface

Phx™ v = 0
tambien se cumple que

vex®y y = 0

Teorema 1V0.2.— Sea x. un punto extremo local de f sujeto a
-
h(x)=0. Si ademis se supone que x &3 un punto regular de wsas

restriciones. entonces existe una A € E™ tal que
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25"y« ATone™ = 0

Definase el lagrangiano asociado al problema restringido
SOGA) = £(x) + AThix)

Las condiciones necesarias podrian ser expresadas por
VxO(x,h) = Q

v 1. =0
x¢(y 1 9} Q

CONDICIONES NECESARIAS DE SEGUNDO ORDEN
Supéngase que x® es un minimo local de f Suwieto a hix)=0 y que x
®8 un punto regular de estas restricciones,
Entonces existe una A @ E™ tal que
6™ + ATORG™) = 0
Si se denota M (plano tangente) como
M= Cyi Vhex™) vy = 0)
entonces la matriz
Lex™ = Fx®r o+ ATHGN

w8 positiva semidefinida sobre M, esto es, y'L(x.)yzo Yya.

CONDICIONES SUFICIENTES DE SEGUNDO ORDEN
- - -

Supdngase gque existe un punto X que satisface hix ) = 0 y una A
« E™ tal que

75(x™) + AT¥h(x™) = 0

. . » T - .
Supéngase también que la matriz Lix } = F(x ) + AKNH(x ) es
positiva defainida saobre M = { vi Vh(x.) y = Q). es decir, para
y €M, y # O ae cumple gue y'L(x’)y)O. Entonces x® es un minimo

local estricto de § sujeto a hix) = O,
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RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD
Considérese el problema

min fix)

s.a. hix) =0 c VO3

gix) <0
CONDICIONES DE PRIMER ORDEN
Definicién.- Sea x° un punto que satisface las siguientes
restricciones:
hex™ = 0, g(x™) = o, .. 1V0.4

y sea J un conjunto de indices j para cada gj(x.) = ¢. Entonces x.
qQque es un punto regular de las restriccicnes IV0.4, si los
vectores gradientes Vh‘(x-), Vg(x.). I=ifm e J son linealmente

i
independientes.

Condiciones de Kuhn—Tucker.— Sea x* un punto minimo relativo para
el problema
minimizar fix)
s.a. hix) = O, gi{xn) S Q
Yy supdngase que M. es un punto regular para las restricciones.
Entonces existe un vector A € E™ y un vector n e E” con 4z 0 tal
que V
Fix™r + ATOR(x™) + W' = 0 ... IVO.S
W'ogix®) = 0 ve IVO.6

Condiciones necesarias de segunoo orden.— Supdngase que las
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funciones f,g,h & C: Yy que u- es un punto regular de las
restricciones Iv0.4, Si >:. es un minimo relativo de V0.3,
entonces existe una A € Em, H a E'. M = 0 tal que (IV0O.5) vy
(IVO.4) se cumplen y tal que

Lix™ = Fex™ + ATH(x™) + pTe0™
es positiva semidefinida sobre el subespacio tangente de las
restricciones activas en x..
Condiciones suficientes de segundo orden.-— gea f,g,h & c'. Una
condiciétn suficiente para que un punto x. que satisface IVO.4 sea
un minimo relativo del praoblema (IV0O.3) es que existe A\ e E'", N e
E’, tal gue

u =20

wWax™ = o

viix™ + ATUh(x™ +» uvgx™ = 0
y la matriz Hesaiana

Lex™ = Fex™ o« ATHO™ + wTee™
@8 positiva definida sobre el subespacio

M = Cy 1 FhixTly = 0, YoixMly = O ¥ j & 33
donde

d = ¢4 gl(x.) =00 b >0
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V.1, METODO DE ZOUTENDIJK
Fara este algoritmo considérese el problema IVO.2

La forma general de &ste vy los siguientes métodos es la siquientes
Hed™ F * akdk cen IV
donde d.-s una direccién factible y de descenso vy o, se escoge
como
min, f{x_+ ad) feoIVEL2
L] -
0OsSas<a
Recordando que d es una'dire::ion factible an x mi existe a>0 tal
qua % + od es factible para 0 S a < a.
A continuacién se veran dos casost
1) Problema con restricciones lineales
min £{x)
4 <
s.a. a8 x =20, (S PRI
Dado el punto %g ®® obtendrén los siguientes puntos de esta
forma:
dado *, se resolvers el siguiente problema acotado de

programacidn no lineal:

min Fiex 2 "d

r L
S.a. A X, b, + a‘d £0
) o) =1 3= leeeawn’

Se llama o, a la so0lucién de este problema, como d=0 es un

punto tactible, vuxk)dk % O: luego dk es una direccién de
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descenso. Ademis:

Y -+ =
.L(x ad ) ax

v
< >
k#mtdk_b‘parau_o

luego d“ es una direccidn factible. Ahora se elige:
Mo 7 M Oy
donde a e ®l minimo para 0 X a £ 1 de f(xkﬂ:dk). La
candicidn |d’| < 1 tiene como objetivo que @l problema V1.3
sea acotado y, por lo tanto tenga solucién.
2) Problema con restricciones no lineales
min f{x)
s.a. qt(x) 20 i= g,...,m
En este caso, dado xl‘ factible considérese el problema
min vf(xk)'y
s-a. g (x)) + v"t("u)'y £0 L= g ..M «aeiV1.4
|YL'5‘ F I T )
Sea y, el Gptimo de IV1.4. Supéngase que existe a osas
‘tal que x  + ay  es factible para 0 < a < a. Sea ahoras
Mre = Y T Ry
donde a es el minimo de 4(xt + ny‘) para
0<ac<ada
El problema escencial de este método es la determinacién de o, ya

que en algunos casos podria no existir.
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w.2 METODO DE ROSEN DE LA PROYECCION DEL GRADIENTE

Considérese el siguiente problema de optimizacién:

min f{x)
s.a. (a )Tx =0b iel
13 - i
T
(a‘) ® = b‘ i e Il can wv2.1

Sea x un punto factible, I(x)={( i3 (a‘)Tx = b} o sea I{x)

corresponde al conjunto de indices de las restricciones activas en

it. Esto quiere decir gue I' estas incluido en I(x).

Sea M el subeapacio definido pors
M= (y:(a‘)'y =0, Lal(x)}
Dado un vector d « R”, & = Pd + Pd donde Pd & M y Pd es

ortogonal a M como se muestra en la siguiente figura:



Natese que ayr it s I(x) genera el subespacio ortogonal a M, luego

P‘d =F ua t e Iy
Fd es la proyeccién ortogonal de d en M.

Ahcra bien el negativo de 1la proyesccidén del gradiente de una
funcidn $(x) as una direccion de deascenso, ya que

T

F£(x) (~PP£(x))%0 comn se puede observars:
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Haciendo d=-7f{(x) se tiene
V0 T (-PTF(x)) = —a'Pd
« —Pd + Pd)¥Pa

-Pd)TpPd

- -t prd 1?0

Ademés, -PYf(x) es una direccién factible porque se cumplen:

T
i

v
i) a

para un a que se definird posteriaormente.

iy a (X — oPVF(x)) = b‘, ie [

(x = @4 S b, La 100

En el caso de Lt @ I(x) se tiene

.7 T
i [§

porque por definicioén PY€(x) a M

(x = aPY4(x)) = a(x = aalFVHix) = b

En @l caso i & [(x) se tiene:

T

ax < bt

Detiniando un a‘ positivo para el cual se cumple

v
a (x - ad =b <

T
bl I‘K

l‘d

Esto es a =

tomando @ = min (a‘.l L& I(x), a > 0) se cumple la condicién

tii).

Se comienza con un x° factible y dado xk se determina:i

dk = -PVf()tk)

donde P es la proyeccitn sobre el subespacio determinado por las

restricciones activas en Ao Lusgo se determina o como se indicé
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antes y definimos:

[ R S
donde a e «l min f(xk*wk)

osSas<a

S6lo falta determinar la proyeccién P. Qbsérvese que P‘d (13

vector en el esapacio generado por los gradientes de

restricciones activas, esto ®s, existen escalares ut’

Pd = E ua
Lal(x)

=a"u ve. V2.2

donde cada columna de la matriz A' corresponde a alguna a

ial(x).
Sea cualquier deR™, entonces:
Pd = d - P.d
=d-ATu ses IV2.3

Como APd = O, por definicidn, multiplicando V2.3
obtiene:

0 = Ad -~ AATY
de donde

u = (AAY) Ay ceeIV2.8

Sustituyendo IV2.4 en IV2.3 se tiene

Pd = d - aTcaaT) ™

A
40ué sucede si PP§(x) = O? Entonces -V((x)oA'u =0

Si w2 0, x @8 @l minimo del prablema. Bi existe
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las

por A y se

\\(0,



posible obtener una direcci®n factible y de descenso, sacando de A

la fila aT que representa el @ m&s negativa.
{ [

Algoritmo
1) Escoger xo factible ¥k = o

2) Para Ky hallar la matriz A de restricciones activas.

3)  Calcular P =1 - AT(AAT) ™A v a = —FP#(x)
4) Si dk = O, hallar & tal que

Q= max ta> 0, x + ad, es factible)

o el min f(xk#adk)

OSas<a

L "

k= ket y regresar a 2

S) 8id, = 0, calcular u = A" avi ot

a) % > 0, detenerse x. = xh
b) Existe u < 0. Sacar de A 1a fila correspondiente al u,

m&s negativo y regresar a 3
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V.3 METODO DEL GRADIENTE REDUCIDO

£n este tema se comenzari con el caso de restriciones linesales:

min f(x)

s.8., AX = b

¥ 20 s IV3.1

donde x & R", be Rm, Aes demxny mfn supSnse la condicitn de
regularidad, todo conjunto de m columnas de A es linealmente
independiente, y toda solucidn bAsica (i.e.3 hay n-m variables
iguales a cero) tiene exactamente m valores mayores que cera. Dado
x factible, se escribe a ¥ = (y.z2) donde v & K", -z & R
won coordenadas de x y y > O.
El problema IV2.2 se convierte en

min fly,z)

« By + Cz = b
y0,z20

donde Bes demxmy Cdemux (n - m) y se abtiene partiendo las
columnas ¢~ "~ =n la misma forma que se parti® x en (y,z). Se dice
que z son las variables independientes y que y las depsndientes ya
que

y = 8% - B™C2
y ahora e] problema IV2.2 se reduce a

min $873p - B7%Cz.2) = g(2) ve. IV3.2
salvo que, al resclver este problema, debwrs resul tar

% - 8%z 2 0
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Al calcular el gradiente reducido de ¥ se tiene

-1
v -
ro= :q(’() = vzf(y,z) Vyf(y,z)B (5]

considerando

(9z) = |

"

o]

=i rt>0 o z‘>0

de otra forma

Obsérvese que si A. = 0, z es solucién de I¥3,1 si y Z O, Entaonces

(v,z) @s solucién de IV3.1.

Algoritmo del gradiente reducido para IV2.1

1)
2)

3)

4)

5)
&)
7

Escager Ry factible y poner s = 0,

Partir Xy en dos

independientes y dependientes.

y C.

vectores z y y de variables

Partir en forma similar A en B

Calcular r = ¥ #ly,z) = V_f(y,2) 8 %c

Hacer vzn vector

"t

i r‘>0 o z.>0

de otra forma

Si Az = 0 @l vector x = (y,z) as snlucién del prablema IV2.1

o’ -
Si V2 » 0, hacer Vy = B cv“u. (vy,v-)

Calcular
p. = max (a: y-oavy z 0
p’ = max (a1 z#avl = 0)

'. = min (ﬂ..p.)
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a

-
S el min f(xkﬂ‘.d‘)
casg

= x+aad, k= kea Y regresar a 2.

Bi p. < p‘, hacer Hoer TNy

) 8i p- - hay alguna variable independiente igual

'I
cero, cambiarla por alguna dependiente. Recalcular (y,z)

{B,C) y regresar a 3.
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CONCLUSIONES

La mejor forma de establecer las conclusiones del presente
trabajo, es reflejarlas tal y como s# estructura este mismo, por
lo tanto am daran conclusiones siguiendo el orden de los capitulows
y temas.

Definitivamente acerca del Capltulo I se puede afirmar que es el
capitulo mas dificil en decisién, puesto que éste es el origen
donde nacen las directrices a sequir de todo el trabajo, por tal
motivo la importancia de establecer perfectamante los objetivos vy
alcances del mismo, para no caer con un desarrollo largo y tedioso
que NO estableciera los pilares de la teoria para el entendimiento
de los algoritmos a tratar. Sin duda alguna hablar de optimizacién
clasica por si sol podria ser un tépico Gnice a desarrollar como
tema de tesis, de ahl la importancia de sélo seleccionar los temas
que nutrieran a quienes elaboran eeste trabaio de los fundamentos
y conocimisntos para desarrollar los algoritmos que se
implementaran mn el capitulo siguiente, siendo estos temas las
condiciones necesarias y suficientes de primer Yy segundo orden,
asi un andlisis de la funciones convexas que establecen nuestros
los conocimientaos basados en el caélculo, geometria, 4&lgebra
matricial y topologia. Los corolarios <fueron reafirmados Y
posteriormente para lograr una comprensién de tales conceptos.
citamos un tema de aplicaciones.

Resumiendo, el objetivo de establecer las bases toricas de la
programacién no linsal en este capftulo fue cubierto.

Referente al Capitulo II este es consierado la columna vertebral
de todo el trabajo, puesto que di rrollan todos los algoritmos
en este capltulo. La forma de presentar el andlisis se establece
desde el planteamiento del origen del problema, la generacién de
teoremas y simultineamente su mostracion, a presentacion del
algoritmo y la secuencia de pasos para convarger al punto &ptimo.
Se pretende abordar la solucién a tres tipos de funcioness
funciones unimodales de una sola variabl funciones multimodales
de una scla variable y funciones de va varia todos los
problemas no restringidos, a su vez en cada tema se citan los
algoritmos mas populares por su elegancia teSrica, por su
principio intuitivo a la convergencia del &ptimo, por [ 11T 3
propiedades de convergencia, y por su técnica de bQsqueda, por Ilo
que se considerd® que ios algoritmos citados en este trabajo son
los representativos en cada método, se presentan tanto sus
ventajas como sus d ntajas, s@ hizo un andlisis de su técnica
de convergencia hacia el éptimo, todo el punto de viste
tedrico. y tambidn los objetivos fueron satisfechos.




El capltulo IlI es una secci®n cien porciento de aplicacifn puesto
que en este se presentan 1los programas de las algoritmos
analizados en el capitulo 11, ®#1 objetivo en este capltulo es
generar programas en lenguaje de f&cil y comGn comprensidn vy
definitivamente &1 BASIC cumple con todos estos requerimientos vya
que es un lenguaje muy simple de facil acceso, puesto que
cualquier computadora personal compatible con IBM lo tiene, Vv
tiene un buen manejo tanto de variables vectoriales y matriciales,
vy lo anterior complementado con una definicién de las variables
principales y el diagrama de flujo de cada uno de los algoritmos
para una comprensiédn total del mismo.

Todo 1o anterior se enfocd a problemas no restringidos de alguna
forma pudo finalizarse este trabajo, pero para que fuera completo
se presentéd el anklisis de tres algoritmos de problemas no
restringidos, que si no va mi&s a fondo sobre éstos, puesto que
cada uno de ellos por sfi solo pudieran se run tema para tesis.

Se concluye en términos genmrales que todavia hay mucho par hacer
®n la programacién no lineal, debido a la complejidad de la misma,
a la falta de interés de su aplicacién y a la poca informacién que
pera que con este trabajo se aporte un granito
rtar inquietud a futuras ge aclions de
crear un interés sobre sstos tem y da esa forma motivar a
ralizar estudios mAs profundos o investigaciones de nuevos
algoritmos y éstos sean aplicados para resolver problemas de la
vida diaria.




APENDICE TECNICO A



F n
Lo DT . {(-1) e
L S ) F
n n
Demostracion:

Aplicando la definicién generalizada de los intervalos vista
@l Capitulo 1l ta), siendo ésta la siguientet

Ln_, - F}'IL'\— F’_.-, 3 ™ 1,2,00000yn"1

Obtengamos los valores L' v L.I

d=n-1 ¢ by ® Feobn T Finen-d®
L. - Fn Ln - Fn-..

J=n=-2 v bncinesr ® Fiacared bn 7 Fineme®
|'l - Fn-l Ln = Fn-l.

en

Sustituysndo los valores de L‘ Yy L. en la igualdad a demostrar:

L . -1"e
(Fn-l Ln - Fn-l .) = (Fn "n - Fn-! o +
n n
«-1)"e
F L -F aeF L - -hotntd g,
n=4 n n-9 n-g n F F
n n
F -)" @
¥ PR =T Sl LT R -0
n-® F F
» »n

Sacando término comon a @ t



por lo tanto

Multiplicando la igualdad por F"l

L
FroFrg “Froa Fraa vt t-™ o0 it

Por lo tanto nuestra demostracion se reduce a demostrar Al
cual la vamos a demostrarla por induccién matemhtica:

1) Por demostrar el primer caso factible:
n = :

NS 1)
Fems Fiaren ™ Fumsoa Fumpan * 712 -

]
FoFg~Fa F, + t-121% = 0o
(3)¢(1) - (2)(3) - 1 =3 -2 -1 =0 q.e.d.
2) Por hipotesis se considera veradadero el caso n = k &

&
Fl Fl_. - Fk-l F.-. + (=-1)" = O

3) Por demostrar el caso n = k + 1 3

tkegd
Fiivl) Fclou)-. Ftlo.)-. Flk'l)-! r D =°

ket
F F - FkF._lo(—l) -(Fk*F._‘)F!_. (F +F _.)F.#( 1

ket
kes k-2 k-3 'k

kes hes
F _.F.O(-t) -F..‘F._. F‘_.F-O( H

s uesFu-a e

la



Dividiendo entre -11

k
Fre Fros = Fres Frog * -1 =0, por hipotesis es verdadero

Por lo tanto :
tkead

Fekots Finenren Ferenioa Fireay-a * 71 =0 a.ed.
Concluyendo que nuestra igualdad
F {(-1a
L, = Lk Lo+ q. ®. d.
F F

n n



APENDICE TECNICO B



G +2z+w z+w -8
P ]

G +8  +22 G -G + 2w
14 q T P
(G_+2+w) (G -G _+2w) = (B_+0_+22)(z+w-6G )
14 T »r » % [
0 8 _~B%+2wB_+20_-28_+2zw+wG_-wB +2w’"
raq P » L] [ 4  d
26 _+w8 -G +28 +wG -G 6 -22%+2zw-22G
1 4 » L 3 @ Qapr P

Reducienda términos:

I-o

26 @ + 2w" - 22
»Q
cmu-(z.—ee).

P e
266 + 2(z"-68) ~ 22" = 0
» e e
266+ 2:"- 266 -~ 22" = O
»a »e

q.e.d.



APENDICE TECNICO C



2_ 2 ] 2 a_ a2
; (x' x')i(xl)#(x. xl)i(x.)Q(xl x'N(x.)=
(x'-x.)i(x‘)ﬂx.-— x‘)f(u')«’(x.- x.)ﬂx-)

1 Ox +x ) ] [f(xl)—i(x')] (g=xg Yng= %)
T T T O T =T
2 Hg Mg 1M ITIUGT M EOx I Ix g ¥ e lxg)

La igualdad anterior es equivalente a

3_ 2 s_ 8 z_ 2
Aw- (x' x.)f(x.)+(x. x.)((x')#(x. x.)f(x.)
I-(x.ﬂ(.) [(n.-x.)f(x.)o(x.—x‘)i(x.)o(x.—x’)ﬂx.)][f(x.)—f(x‘)](x.- n.)(x.—x.)

Desarrcllando B llegamos a la expresion:

S 2 2 _ .2 JEE s
x'f(n‘) x.i(u') + xlﬂx.) x.‘(x.) x.f(x.) + x.f(x.)

que ss la aisma que A,



APENDICE TECNICO D



Demostraciting

(For reducci6n al absurda)
Sean d.,d.,...d" son vectores linealmente depsndientes.
Por lo tanto existe al menos un vector que puede generarse como
una combinacién de los vectores restantes y supongamos que es el

vector d_, entonces:

d' -:‘d. + :’d. *...:'_d

- +...%c d L]
4 r-4 :roldnl nn

n
dr- T :‘d con k ® r y al menos algén c‘ diferente de cero
k=g

Por hipotesis, el onjunto de vectores d d-....d son

[ n

Q-ortogonales por lo tanto:
dtﬂd‘-o ey
Se elije la parejasntre el vector d' Yy un d. con c‘IO
»n
d‘ﬂd.-o > dnﬂt E-l‘:.d.. ktr) = O
d'ﬂ(c-d‘ + cdy teeeC, O . * :".d"‘ tecte ) = O
Aplicando la propiedad distributiva en la susa de matrices:

ﬁ‘ﬂ(c.ﬂ.)ﬁ-d‘O(c.d.)O. . .Qd‘ﬂ(c‘d‘)*- . -Qd‘ﬂ(:"dn) =-c

Propiedad amociativa con los mUltiplos de matrices:
:.d‘ﬂdlﬂ:‘u‘Gﬂ‘#. . .4:‘6‘06.0. - .-Oc“d‘ﬂd“-o

Todods los términos de la izquierda mon cero por ser G-ortogonales
exceptuando el término

:‘d‘ﬂd‘ ” 0



c‘.‘o por ser uno de los coeficientes de los d"s que generan a

dr, y al menos axiste alguno que nO s cero.

d‘ﬂdt = O por ser G definida positiva y d‘ fno nulo.

- ﬂ'.ﬂdr » O lo que contradice la hip&tesis de que los vectores son

Q-ortogonales.
Por reduccién al absurdo
dn'dt‘ s .d', .= .dn deben ser linsalmente independientes

q.e.d.
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