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Una de l•• m•teri•• que forma part• de la carr•ra d• Actuarla v 
Que•• de c•r•cter oblig•torio es Semin•rio de T••is 1, •n •St• 
materia •• ••tableció qu• P•r• pod•r finalizar •l cur•o •• tendr1• 
qu• t•n•r p•rfect•m•nt• d•finido •1 ••qu•~· d• tesis, gen•rando 
una prim•r• r•acción d• asombro y de•concierto pues solamente 
contaba con la teor1a y ninguna eKperi•ncia profesional. 

La idea que se desarrolló en el S•minario de Tesis ll•gó a 
concluir•e originando este tr•bajo. 

SimultAn•ament• •l curso, ae tuvo la fortuna de •legir l• mat•ria 
de programación matemAtica que forma p•rte de l• especializ•ci6n 
del Area d• investigación de operaciones en donde es posible 
sensibilizarse de la n•c•sidad de crear un documento fuente que 
sirvi•ra de apoyo en el estudio d• ••tos temas siendo ••ta la 
programación no lineal. 

Posteriormente se tuvo la oportunidad de formar parte d•l personal 
doc•nte par• impartir la materia d• Optimizacidn l a la carrera d• 
MatemAtic•s Aplicadas y Computación en cuyo temario se incluye la 
prooramacidn no lineal, sin duda alguna independientemente de Qu• 
el destino de la vida profesional d• quienes elaboran este trabaJo 
los colocó en el campo de los Seguras, el tnter•s persistió en 
••ouir t•ni•nda contacto con la pravr•••ción no lin••l del otro 
lado del escritorio, pue•to que al impartir ••ta el•••, •• obtuvo 
una globalizacidn de tal id•• va que ahora •• cuenta tanto con el 
punto de vi•t• de •lumno como •l de profesor. 

El obstAculo encontr•do en el ••tudio de ••t• mat•ri• fue la falta 
d• bibliograf1• en e•p•ftol y que la poca bibliograf1• qu• •wi•t• 
en ingl•a &• ancu•ntr• muy dispersa y •n alguno• casos muy 
especializada. La anterior da como result•do que en la• primero• 
cont•cto• con loa temas de programación no lineal •• producen 
confusion•• o falta d• ent•ndtmienta originando un d••inter.. en 
proseguir lo• ••tudias en estas pr•••P•cialidad••· 



Por lo tanto lo que •• pr•t•nde con la T••i• •• o•nerar un 
documente bAsico que apoye •n lo• ••tudio• inicial•• d• esta Ar•a, 
para este se decidió estructurar ••te trabajo en cuatro capltuloa. 
El primero d• ello• hablad• Optimización B&sica, el siouient• •• 
refiere a Optimización •in restricciones, •l tercer cap1tulo •e 
presentan los programa• computacional•• P•r• los al;oritmos 
desarrollados en el capitulo 11 y por Oltimo se presentan alqunos 
m•todos par• óptimos con restricciones. 

Asi mismo •• pretende qu• el objetivo fundamental qu• •• 
da••rroll•r lo• algoritmo• de problema• d• praor•macidn no lineal, 
est• compl•t•m•nte realizado. 



CAPITULO 1 



CAPITULO I. OPTilllZACION CLASlCA 

Lo que se pretende •n este capitulo •• establecer y analiz•r •l 

problem• de optimiz•cion no lin••l para funcione• vectorial•• 

CDntinUAS f(K) siendo K perteneciente A 0, donde Q ea Subconjunto 

de En y f(K) posea un mÍnimo <o máximo>, asi m1amo plantear las 

condic1on•• nece••rias y suficienteu de primer y de segundo Órden, 

asi como las demostraciones de proposiciones y teoremas que 

ejemplos 

n~mericos para •••ourar la interpretación del concepto b~aico 

teérico. 

Se TratarAn alounas propiedades de las funciones convexa• (o 

cóncavas>, las cuales pueden oarantizar la eKistencia de puntos 

minilltO• <o maximos), siendo estas propiedades el inicio de una 

bÚsqueda intuitiva hacia el punto min111ta < o mÁKimo>. 

Por Último se citar~ unos •Jemplo• dond• •• aplica la teor1a 

ant•rior, dando una motivación al planteami•nto d• al9aritta09 para 

la resolución de los miamos. 
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1.1 CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES DE PRIMER ORDEN 

P•r• •facto• d• •implificacion, en ••te c•pitulo se consideran 

~nic•••nt• problemas de optimiz•ciÓn de la forma• 

.... • e n ( 11.1) 

donde f •• una funcion real y n e En. 

Primer•~•nte, dentro del estudio de dichog problema• habr~ que 

analizar l• posibilidad d• que eKista una soluci~n. para lo cual 

•• continua y n cerrado, •Mista una solucion. 

Ahora bien, ••t• analisi• •• enfoca en lo• puntea solucion 

caractarÍstico• y en idear m9todo• efectivas para encontrarlos. se 

dietin9uen do• tipo• de puntos soluciÓna punto• mlni•o• locales y 

punta• ~lni.a• 9lobales. 

Definición 1 Un punto x* • n •• un mlnimo relativo o mÍnimo local 

d• ~ baJo n •i •Miste un • > o hl que 

f(K) ?: f(x•> par• todo K e O en una distancia • de 

.• (tHltO .... K .n V 1 " - :{
8 1< e ) 91. 

f ( )() > f<x 1 > par• todo K "'n, •n una di•tanci• e d• 

• " . entone•• .• e• un m.Í.nimo r•lativo ••tricto d• f 

bajo n. 

14 



Definici~n1 Un punto X • "'o .. un mÍnimo global d• bajo n 
•i f ( K) l!: f(M*) para todo X • n. Si f(M) > f( ><*) 

todo X • Q X ,. X • entonce•· M • •9 un mÍnitRo para , , 

Al formul•r y el ( 11.1) ... requiere 

•Mpl1cit•m•nte, y por definición, un punto mlnimo global de f b•Jo 

•l conjunto n. Sin emb•rgo, l• pr~ctica dicta, t•nto d••d• •1 

punto de vi•ta computacional como teorice, que en much•s 

oc•eionee •• debe conform•r con obtener un mÍnimo relativo. Por 

ejemplo, •l deriv•r condiciones neces•riau ba•ada• en el c~lculo 

diferencial o cuando •e bu•ca un punto mÍnimo madi•nt• un m9todo 

iterativa convergente, lo ~nico qu• se ••t• haciendo son 

Cotftparacionea entre puntos vecinos y fijando ael la atenc1~n en 

puntos •Ínimos relativo•· 

COflO reola Qeneral, •olamente sera posible encontrar un• aoluciÓn 

Qlobal •i •l problema poeee ciertas propiedades de convexidad que 

garanticen que cualquier minimo relativo •• un mlnima Qlobal. 

En conclusión •• puede afirmar que lo mÁ• pr~ctico al formular y 

abordar el problema Cll.1) •• con•iderar. impllcitamente, que la 

que ee busca es un punto m~nimo ral•tivo. 

Por otra parte, al aplicar condiciones nec•••ria• satisfechas por 
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tr•yectori•• lejos del punto en algunas direcciones d•d•s. A 

traves de cualquiera de dich•• direcciones, la funci~n objetivo 

puede ser consid•r•da como una funci~n de una •ola vari•ble, el 

p•r~m•tro d•fin• la tr•y•ctori• •n ••t• dir•cci~n, y d• •qui sera 

A•~ dado x • n pod•moa d•cir que un vector d es un• dir•cciÓn 

factible en X 9i •Miste UM Q ) 0 tal que para 

todo a, O ~ a ~ a • Con este concepto tan simple •• po•ibl• 

••t•bl•c•r •lgun•• condicion•s que deberán satisfac•r loa punto• 

minimos relativos. 

Proposición 11.1.-(Condiciones necesarias de Prim•r ord•n). 

Se~ O un •ubconJunto de En y 

difer•nci•ble, una función •n n. 
f un• v•z 

Si .. un 

bajo n, entone•• 

Demoatracibnr 

P•ra cualqui•r dir•cciÓn factible d • E" •n 
ten•mo• Vf<H'>d ~o. 

• ". 

Par hipbt••i• d es una dir•cciÓn f•ctible •n x• por lo 

t•nto •xiste a > o tal que x•+Old • n '-'a, o ~ a ~-

Aplicando la •erie de Taylor1 

fCx•+Cld> • 'f(x•> + CVfcx•>d>a + R
1
cx•> 

R•stando 'f<xª> en la igualdad• 

16 



. . . . 
f<x +ad> - f<x > = <Vf<x 'd>a + R

1
<M > 

.•. f<x•+ad> f(H.) :!! (Vf(K.)d)a 

dond• R <M•) ~O 
1 

Si Vf(x•>d<O v ~O ~>f<x•+ad)-f(x•><O contradice l• 

A continuación se analiza el caso especial •l 
. 

que x se 

encuentre dentro de O (como podrÍa ocurrir sin= En>. En dicho 

c•so habr~n direcciones f•ctibles em•nadas en toda• direcciones d• 

Eato implica que 

Corolario 11.1.- <Caso irr••tricto> 

S•• n •En • y f una vez diferenc1able, un• 

funci~n •n n. Si K• •s un mlnimo r•l•tivo de 

b•jo n y •i x• es un punto interior de O, 

•ntonca• •a 

Las condiciones necesarias en el caso irrestr.lcto puro llevan a n 

ecuaciones C un• p•r• cada componente de Vf) en n variables 

<las componentes 

r••u•ltas p•r• d•terminar la solución En la práctica, •in 

embargo. un probl•ma de opt~~izaciÓn •• resuelve directa..,,te sin 

intentar expllcitamente de resolver las ecuaciones que provienen 

de las condiciones necesarias, aun cuando estas condiciones 

17 



con•tituyan un fundamento para l• teoría. 

Por ejemplo, consid6rese el Problema 

No •Hi•t•n r••triccion•• por lo t•nto O • 

derivad•• parcial•• de f iguale• a cero •• ti•n•• 

( 1) 

(2) 

Resolviendo el •i•tema: 

de ( 1) >< 8 .,. 2x& sustituyendo en <2> -H + 2(2X ) • 3 • • 
x .. •1, y x.-2 siendo esta Única soluci~n, por lo 

tanto•• trata de un minimo global. 

S•a el problema1 

minimizar f(x.,x 8 > ""' x! - xi. + x8 + xaxa 

s.a. 

Est• problema tiene un mÍnimo global en: 

!Ü 
dx . 

X • ! 
• 2 X • 0 • 

18 



1 + K .: 0 • X • -1 • 
Como pued• verse la solución anterior <x

1
a-1, K ¡3> 99 •ale del 

dominio establecido x 1~o y xa~O, por lo que se puede concluir que 

nec•••riafHnt• 

conducen a una scluciÓn. Aplic•ndo l• Proposici~n 11.1 tenemos 

9f<><*>d ~O para toda de E1 t•l qu• d es un• direccibn factible 

en el punto ><*. 

V-f(K*) d 

[ 
•• + 

• + • 
2• • 

•dtc +2dK -d +dx +d ~o 
ta ta a •• a 

Analiz•ndo la -función objetivo f(>ea,>ea) • x: - x
1 

+ K1 + xt>Ca como 

we esta minimizando •• claro que para alc•nz•r el mÍnimo 

necewario que x
1 

• o, puesto que el dominio es x2~0, 

factible este valor para x •• 

- d.<O> + 2d•><• - d. + d.K. + d• :. 0 

•ntonces 

Ahora par• poder Qarantizar l• proposición 11.1 para toda d 

dirección factible seria n•c••ario que x1 tuvi•r• al menos el 

valor de ~r 



Lo anterior demuestra que •l minimo •• encu•ntr• •n x8•0 y "•~ ;. 

retomando la funci~n obj•tivo se tienes 

fCic 1 ,0> • x
1

8 
- ><

1 

Esta funciÓn •e convierte en problema de una sola variable, el 

punto mlnimo de l• función •Plicando l• primer• deriv•d•• 

f. ( )(&) -2 . - 1 = o •> K . 1 

• • 2 
f" (><) -2?:0 . • • 

1 
= 2 •• un punto mlnimo 

El minimo ••tÁ en •I punto (! 
2 

01 con im•o•n d• 

f(~,O) • -0.2S y el valor del gradiente estarla dado por 

3 
2 

20 



1.2 CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES DE SEGUNDO ORDEN 

La d•mostraciÓn de l• praposici~n 11.1 ••tá b•sada •n hacer una 

aproximación de primer ord•n para la funci~n f •n l• vecindad d•l 

punto mÍnimo r•lativo a trav9• d• l~ serie de Taylor. Mient,.•• 

que las condicione• d• segundo orden san definida• en tér•inos de 

la matriz Hessiana v2f (1) de las segundas derivadas de f, 

PropoeiciÓn 12.1.- <Condiciones necesarias de segundo orden) 

Sea n un wubconj un to de En y sea f dos vece• 

diferenciable una función en n. Si x• •• un 

' punto minimo relativo de f sobre n entone•• 

para cualquier d • En esto •• una dirección 

factible en x* •e tiene1 

i) 9f(Ke) d ~ 0 

11) Si Vfcx•> da O •> dT V8f<x*> d 2:: o (1) 

i) Proposición 11.1 

11> Por hipÓtesi• d •• una dirección factible en . 
K por lo 

tanta •Ki•t• Q )0 tAl que . 
K +ad•O ...... 

21 



fCK• + Cid> • .fcx•> + CVfcx•>d>Ct + ~CdTV1f<x*>d>aª + R•<x•> 

por hipÓtesis: Vfcx•)d = O 

•> f<x* ... ad> • f<x*> + ~CdTv9fcx*>d>o.ª + R
2

cx•> 

de•p•j•ndo tcx•+ad> - f(x•> • ~<dTv8fcx*> d>aª + R
8

cx•> 

como R•<x*1 ar O a:) fcx• + Cid> - f<x*> =s: ~CdTVZfc><•>d>a8 

•i dTv8fcx*>d < o y ~a•~ o •> f<x*+Cld> - f<x*> < O 

contradicianto la hip~teai• de qu• x*es un mlnimo relativo 

q.e.d. 

segundo orden-caso 

sin restricciones) 

x•un punto interior del conjunto n y 

un punto mlnimo relativo 

sobr• n d• l• funci~n f do• v•c•• diferenciable, 

entonces 

i> 9f<x*> • ó 

1i> Vd , dTV1 fcx•>d a: o 

como la matriz de n >e n de la segunda derivada parcial de f, el 

Hessiano de f = FCx> La condici~n 111 •• equivalent• a 

establ•c•r que la matriz F ex*> 

matriz F<x*>, la cual apar•ce aqui muy natural en una discusión 

de condiciones necesarias, juega un p•p•l fundamental en el 

' ' anelisis de metodos iterativos para solucionar problema• de 
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optimiz•ciÓn sin restricciones. L~ estructura d• •ata matriz •s 

el det•rminant• princip•l de l• r•zon de convergencia de 

algoritmo• a minimizar funciones f. 

R•tom•ndo l• inform•ciÓn d•l problwma Anterior• 

x• • e~ , O> • 9f(w•> • (0 , ~> 

Aplic•ndo la proposición ?2.1 

i) 9f<x•>d = (0 , ~> <d• , da> =~da~ O por d•finici~n de la 

rwQi~n f•ctible. Por lo tanto •• cumple i> 

[!•• !•Y] ,, .. ,,,, fi ¿] 
dTV-fcx•>d = Cd

1
,da> (~ ¿] [=~ m [2~~ ~·] [~~ 

.. 2d: + d,d. + d,d. = 2d= + 2d,d. 

P•ro da • o 

- 2d: :?!: o •> 

Existe un inter~s especi•l en los punto• minimos qu• •on puntog 

int•riore• del dominio, como son lo• problemas irreatrictos. 

Considerar •l problem• 

minimizar- f<x
1

,xa) = x: - x: M• + 2 x: 

s.a. 

23 



S• obti•n• •l gradi•nt• 1 

3H: - 2H1Ha 1:1 0 

->e: + 4H8 • 0 

R•aolvi9ndo el •i•t•m• d• ecu•cionea se ti•n•n do• punto• so1ué1on 

< >e
1 

H•) = CO,O>, qu• ea un punto fronte,.•, y 

()(' ' "•) • <6,9) 

Nót••• qu• para ><, fijo en 6, la funcion objetivo obtiene un 

miniffto relativo con respecto a •• •n •• -9. 

Contrari••ente, can •• fija •n 9, la función objetivo alc•nz• su 

mlnimo con reapecto • >e
1 

en 

He••i•n• no cumpl• con 
•• 6. Sin embargo la m•triz 

[ 
6x• -

-· • [ 

18 

-12 -
en virtud d• qu• no •• cu~pl• •l inci•o ii d•l Corolario 12.2 ya 

que F no •• positiv• d•finid•, el punto (6,9) no •• un minimo 

Para probl .. •• ain reatricciones o dond• •• pued• gar•ntiz•r que 

•l punto minimo es un punto interior de l• regiÓn factibl•, •• 

introduce una proposición que vien• • r••f irmar las condicione• 

anterior••• 

24 



Proposici~n I2.2t<Condic1ones suficientes de segundo orden - C••o 

sin restriccione•). 

Se• f dos veces diferenciable definid•, en una 

re9iÓn en cual •I punto x* •• un punto 

interior. SupÓn;a•e •n adición que1 

i) Vf<><*> • O 

ii) F<><*> ea definida positiva 

entone•• H* •• punto •Ínimo relativo estricto de 

f. 

Aplic•ndo l•·serie de Taylor1 

fhc• + d> a f(M., + V'f(X.)d + l dT.,Sf()c.)d + Ra()C.) 
2 

donde R8 <x•> • R<ldfª> 
par hipótesis 9f<x*>• O•> 

• 
= 1. d 7Vfª<x.>d + R.<x·> 

2 
por hipÓtes1s 

F<x*>e• dafinida positiv•t •ntonces existe un escal•r 

a > o tal que 'Id, dTF<xª,d ~ aldlª• entonces 

f(M•+dl-f<M•l l! (a/2) ldlª + RC ldlª> 

q.e.d. 

25 



I.3 FUNCIONES CONVEXAS Y CONCAVAS 

Para desarrollar una T•oria dirigida •caracterizar puntos mÍnimo• 

9lobales m~s que locales, es necesario introducir alguna clase de 

supuestos d• convexidad. Esto da como r•sultado no sólo una 

t•orla mH pot•nte, aunque mas restrictiva, sino 

proprociona una interpretacian geométrica del 

resultado de las condiones suficientes de segundo orden expuesto 

anteriormente. 

OefiniciÓn1 Una funcion f definida en un conjunto convexo n se 

dice que•• convexa si, para toda x,,x. • n y toda a 

tal que OS a S 1, se tiene: 

i<ax
1
+<1-a>x

8
> S afCx

1
> + (1-a> fCx8 > 

si par• toda a, O < o. < 1 y ><,""x• •• tiene 

f(av.
1 

+ <1-a>>c
8

> < af(>c&> + C1-a>f<x.>. 

entonces se dice que f es estrictamente convexa. 

En la Fig. 1 •• muestran algunos •J•mplo• de func1on•• convex•• y 

no convexas. Geom6tricamente, una función es convex• si la line• 

que un• dos p~ntos •n su or•fic• no ca• en ninguna parte d•bajo de 

la gr.fica. como se muestra en la Fig. 

función de dos dimensiones, 9sta •• convexa si su 

una cavidad. 
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DefiniciÓn1 Una funci~n g definida en un conjunto convexo, se dice 

qu• •• c~ncava si la func:i~n f • -9 •• convexa. La 

func:i.;n 9 .. estrictamente 

estrictamente convexa. 

-· 
~ 
• 
- . .. 
l:::. .. _ . ... 

27 
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Comb1naciones ~ funciones convexas. 

Se mue•tra qu• las funciones convexas ae pueden combinar para dar 

nuevas funciones conv•M•• y que cuando •on utilizadas como 

r•st.ricciones forman conjuntos conve~o• restricto•. 

Proposición 13.11 Sean fa y f
8 

funcion•• conv•Ma• en •l conjunto 

convexo n. 

convexa en n. 
Derno•t.racion1 

Entonc•s la funci~n f + 

' 

Por hipÓtesi• •• tiene que fa y f
2
son funciones convexas, sea 

"• , x8 e O y o < a < 1 1 

f,'ª"• + <l-a.>x8 > !5 af.<x,> + (1-a> ft.<>e2> 

fa<axt. + <l-a.> x
8

> :S af
8

<x,> + <1-a>f8 C>e1> 

•u•ando ambas d••iQualdade•1 

f • (aK .. +C 1-a> x8 > +f 8 <ax,+< 1-a> x8 >~af a ( xt. > + C 1-a> f t. C x8 >+af 2 < xt. > +( 1-a.) fa< x•) 

f, Cax,+C l-a> >e8 > + f•Cax .. +C l-a>x2 >:Sa< f, ex, >+f 8 C x, > )+( l-a> < ft. C "•>+ f 8 < x8> > 

fa + f• ~ es una función convexa. 

Proposición 13.2: Sea f una función convexa sobre el conjunto 

conv•xo n. Entonce• l• función af •• convexa 

para cualquier aitO. 

DemostraciÓns 

Por hipÓtesis1fCC1Ma + c1-a>x1>:SC1f<xa>+<t-a>fC>e8 > 

multiplicando la desigualdad por • ~ 01 
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.•• a<f es conve:ca 

Nótese que mediante la aplic•ciÓn repetida de IH dos 

proposiciones anteriores se encuentra que un• combinacion positiva 

a f +a f + • • • +• f de funciones convexas es también conv•x•. . . . . ... ... 
Finalment•, con•id6rense conjuntou d•finidoa por r•stricciones 

Proposici~n 13.3: Sea f una funci~n convexa en un conjunto convexo 

n . El conjunto re •(MI X en, f(x) ~ e> es 

~onv•xo par• todo n~mero re•l c. 

9•• M
1

, M
8 

e re' entone•• f<M,> ::5 e y f<xa> ~e 

Ad .. ;. o! a ~1, multiplicando la primera d••iQUald•d por a y la 

••gund• por <l-a> se tiene1 

Su~ando ambas desiQualdad••• af<x
1

J + <1-a>f<xa) S ac + (1-aJc 

par hipÓtesis f(AM
1 

+ (1-a)x
8

) $ af(x.I) + (1-a)f(M1 }, x,,x8 • 0 

.,<ax
1 

+ <t-ah<a, :C af<x
6

, + U-a>f<x
8

> ~ e 

q.e.d. 

• e 

Nót••• que, pue•to que la inters•ccion de conjuntos convexas es 

canve>:•, el conjunto d• 

si.multAne•ment• f
1

Cx>Sc
11
,f

8
<x> Sc

8
, 

•• una función convexa, def in• un conjunto convexo. 

importante en Programación Matem~tic•, v• que el 
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re•tricto •• fr•cuentemente definido de esta forma. 

Pcgpiedad•• c;1tt. funciones difer•nciabl•• cgnytMAS, 

sa una func:ion es diferenciabl•, ~tone•• •Kiaten 

Propoaicion 13.41 Sea f una vez diferenciable entonces ~ .. 
conveMa •obre un conjunto conv•Mo si y •61o ai 

f(y)~f(X)+Vf(K)(y-M) P•C• toda "• y. n 

Damo•tracion1 

Primara •upónQ••• que f •• conveKa. Entonc•e para todo a, 

O~a:!l, f(Cly + <l-a)K)~f<y>+ Cl-CUf<>c>, r•ordanando1 

f(K +a(y-K)) SClf(y)+f(K)-a.f(M) Asi para O 

restando f(K) y dividiendo entr• a1 

Cf<x + a<y-K>> - f<x>l s f<y> - fCK> 

a 

f(K + G(y-K)) - f(K) (y-K) $f(y)-f(K) 

a (y-K) 

Si a .. O •• ti•n• • 

Vf<x> (y-K) ~ f(y) - f<x> 

E•ta prueba la parte 11 sólo •i". a) q.e.d. 

Ahora •updn9•••• 
f(y) ~ f(K) + 9f(M) (y-x), para toda x,,x. e 0 
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Estableciendo >e .,,,. ax + ( 1-a> x • • y altern•tivamente 

y a x& o y ,.. x
2 

•e tiene 

f<x,> !: fCx> + Vf(>e)hc,-><> ••••••••• <•> 

fCx•> !: f<><> + Vf(><J<x.-><> ••••••••• <••> 

Multiplicando <•> por a y <**> por <1-a> y •umÁndolas, •• 

obtiene1 

Sustituyendo x •ax,+ (1-a>xa' se obtiene 

Q.e.d. 

La declaraci~n de la proposici~n anterior •• ilu•tra en la FiQ. 

2. Eata •• puede considerar como un tipo de caracterizacion-dual 

de la definición oriQin•l ilustrada la Fig .. l. 

definicion-original e•tablece •scencialmente que una interpolacion 

line•l entre 2 puntos sobreastima l• función, mientras que l• 

propoeiciÓn anterior establee• que aproximaci~n lineal basada 

•n la derivada local subestima la funcion. 
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Flg. 2 

X V 

Par• dos· funciones continuam•nt• dif•r•nciables. existe otra 

caract•rizacián de conv•Kidad. 

Proposición 13.~1 Sea f do• veces diferenciable. Entone•• f •• 

convexa sobre un conjunto conv•~o O aanteniendo 

un punto inter1or si v •61o si la ••triz 

Hessiana F de f •• positiva ••mid•finida sabre O 

Oemoatraci~n1 Por el teorema de Taylor 

f(y) - f(X) + Vf(>:> (y-x> ... !.<y-x>TFCC>c+a<v-x>l Cy-N) 
2 

para algÚn a., OSCIS1 
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Si F •• po•itiva •emidefinid• ~ Cy-x> 9 FC<x + •<y-x>l <y-M) :ao 

fCy> ~ fCx> + Vf(K)<y-x> => par la prapo•ici.Ón I3.4 f •• ccmv~:1a 

Suponiendo que •l Hessiano no es po•itivo •emidefinido en aluÚn 

punto x • O . Por continuidad del Heseiano, •• puede asumir sin 

perder gen•ralidad, que K es un punto interior de Q, EKiSt• y • Q 

tal que Cy-x)T F<x> Cy-x> < O Por cantinuid•d del Hessianc. 

puede ••r ••leccianada de tal forma que para toda a, O~ a~ 1. 

<y-K>T F<x + CICy-x)) <y-x> < O 

Nuevamente por el teorema de Taylor 

f(y) - f(K) • Vf(K) (y-K) + l(y-K)T FCK - (l(y-K)) Cy-x) 
2 

centrad ice 

f(y) ~ f(X) + 9f(M)(y-K) 

lo que implica que f no es convexa. 

q ••• d. 

La m•triz Hessiana es la generalización Eft del concepto de 

curvatura de una función, a•imismo, la definición Cpo•itiva, 

negativa, etc) del H•••ianc es la u•neralizaciÓn d• la curvatura 

positiva. Las funcione$ convexas tienen curvatura pa•itiv• <o al 

menas no neoativa> cualquier dirección. Debido a ••tas 

observaciones, algunas vece• ee re.fiere a func:ion•• como 

localmente convexas si su Hessiano •• positivo definido en una 

pequen• region, y localmente ••tricta convexa •i el Hesaiano •• 

positivo definido en l• re91án. En eata9 tér•lno• •• ve qu. la• 
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condiciones suficient•• da segundo orden r•quier•n que la funci~n 

••• ••trictament• conv•K• •n el punto x* 

loc•l, d•rivada aol•ment• •n twrminos de c~lculo •l•mental, ••t~ 

relacionada ••trwcham•nt• can la convexidad al meno• localM•nte. 

' ' Por ••t• razon •• pu•d• v•r do• t•orias, local y global, na co•a 

d•••rrollo• ••parado• •ino complem•ntaria• • int•ractiva.. Estos 

r••ultado• e•t~n ba•adoa •n la aplicaci~n d• convexidad aun •n 
probl•m•• na conv•wo• •n una r•oion cerca d• la •olucion, • 

inv•r•am•nte, ra•ultado• local•s se aplican a minima• QlObal••· 

MinimizaciÓn ~ maximizacigo Gta fyncion•• conyex••· 

T•or•m• 13.1• Sea f una funci~n convaKa definida un conjunto 

convexo n. Entonces el conjunto donde f alcanza •U 

mlnimo •• convexo, y cualqui•r minimo relativo d• f 

a• un mínimo global. 

D•mostraciÓn1 

Si f tiene un minimo no teorema •• v~lido por-

d•fault. A•'Ófn••• que C
0
•• el mi~imo d• f. 

Entonce• r•<w1f(x)S C0 , M • n> y é•ta •• convexa por-

prapoaiciÓn 13.3. 

SupónQa•• que x* •O ••un minimo relativo de f, pero que •xi•t• 

otro punta y• n con f(y) < f<x 1 >. Sobre la linea ay+<t-a> • N ' 

o < (1 < se tiene que fCay+Ct-a>x*>~afCyJ+<t-a>f<x*><f<x*J. 

c:ontradic:i•ndo el hecho de que x* es un m1nimo relativo. 

q ••• d. 
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Se podr1a decir por el teor•m• anterior que p•ra funciones 

conveKas, todo• los puntos mlnimos se localizan juntos (en 

conjunto convexo> y todos lo• mlnimos rel•tivo• son Minimo• 

glabeles. El siguiante tecrem• die• que si 

diferenciabl• y conveKo, entone•• el ••ti•fecer l•• condiciones 

neceserias de primer orden son necesaria• y suficientes para un 

punto que ••a un punto global mÍnimo. 

Teorema 13.21 Sea f una ve~ diferenciable y convexa en el conjunto 

convexo O • Si existe un punto x* • O tal que, pera . 
•ntonc•• x es un punto 

mínimo global de f sobre n 

D•mostracion1 Nótese que Y• que y-x• es una direcci~n factible en 

x' , la condici~n dada es equivalente a la condici~n necesaria de 

primer orden. La prueba de la proposici~n •• inmedi•ta, ya que por 

la propo91Ci~n 13.4 de la ~ltima s•cci~n 

• fCx J 

q .e.d. 

Ahora volviendo a la cuesti~n de maximizar funciones convexas 

sobre un conjunto convexo. De hecho existe un teor•••• sin ... barvo 

no es an~logo al teorema 13.1; la tendencia es para l• ocurrencia 

de numerosos m~ximos relativos no globales, pero es posible probar 

un r•sultado import•nt•. 
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S•• f una funcion conv•xa de~inida en una vecindad. cerrada de un 

conjunto conv•Ko n. Si f tiene un mÁMimo sobre n ••t• se 109ra •n 

un punto •Ktr•lftO d• Q 



I.4 EJEMPLOS V EJERCICIOS 

La finalidad de este tema es dar una idea del panorama amplio de 

••t• conc•pto •n programaci~n no lineal de problemas irrestrictos, 

que va de•de aplicacion•• en proce•o• quÍMicos, catizaci~n de 

proyectos, problemas de diseño •struct.ural, ajuste de curvas, 

asignaci~n de recursos, problemas de produc:ciÓnJ y .... 
sucesivamente se podrian citar un sin fin de aplicacione•, aunque 

en la realidad la mayor parte de los problemas se reducen una 

forma simple. Tambi~n es importante menc1onar que gran parte de la 

variedad de 1•• aplicaciones de la programación no-lineal 

irreatricta •• debe a que frecuentemwnt.• muchos problema• con 

restricciones •• convierten a problema• irrestrictos, utilizando 

las restricciones para establecer relaciones entre vari•bl••• 

reduciendo asi el nOm•ro ef•ctiva de variables. 

A continuaci~n •• abordaran unos eJ•Mplo• donde s• puede ver el 

alcance de l• aplicaci~n d• ••t• taorÍa. 

Ejemplo lt < ProducciÓn ). 

Un problema com~n en la teoria económica consiste en determinar la 

mejor forma de combinar los gastos para obtener cierto bien••tar, 

cierta comodidad. 

Existe una funciÓn f<x
1

,x
2

, ••• ~xn> que da la cantidad de bienestar 

producida coma una funci~n de lo& montos x1 de loa Q&atoa, 

37 



l =t.Z •••• n. El precio unitario del biene•tar producido es q y 

los precios unitarios de los oastos •on p
1

, p
2

, 

maximizar el bienestar, •• debe re•alver el siQUienta problema• 

Max qf<x&, xa' ••• ,xn> - P
1

><., - p8x 8- ••• - pnxn 

Recurriendo a la• condicione• necesaria• de prifMlr arden la• 

derivadas parciales con r••pecto a cada xl se igUAlan a cero. Esto 

Q•n•ra la• ecuacione•a 
df 

q 
d,C°L (M 1.xa' .. ' • ... ) -P, l s 1,a ••••• n 

df ( x.,x., .. ..... ) -~· 
l = 1.z. • • ,n 

d•, q 

Esta• ecuaciones pueden interpretarse como que, en la solución, el 

valor m•rQinal debido a un pequeno aumento en el 

Ejemplo 21 < Aproximación > 

Un u•o común de la optimización •• pAra el efecto de la funciÓn de 

aproximación. SupÓn;as•, por ejemplo, que a trav~• de un 

experimento el valor de una función Q es observado en puntos, x
1

, 

x
2

, ••• ,x ..... A•.Í lo• v•lores g<>e 1 >,Q<M1 >, ••• ,Q(x,.> 

Se de••• aproximar la función por un polimonio: 

son conoci.dots. 

de grado n (o menos>. donde n < ~. Correspondiendo a cualquier 

elecci~n del polimonio apro>eimado, habr~ un conjunta de errores 
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Se defin• la mejor aproximaci~n como el polimonio que minimiza la 

•urna de los cuadrados de •stos errorea1 esto es, minimizas 

Esto por turno significa que •• minimiza• 
• 

-f(a) • E [ Q(X ) - (a Hn + • xn-& + • • • +ao) 1 
le• 1 k n k n-& k 

con r••pecto a a• Ca
0

, •,, ••• , an) para encontrar 105 mejores 

coeficientes. Esta •s una expresión cu•drática an los coeficiente• 

a. P•ra encontrar una repr•••ntaci~n compacta para este objetivo 

•• define• 

,y 

.. 
e .. ~ .. Q<x .. >

2 

H•ciendo un poco de ~lQebra1 

.. .. .. 
= E gCxk>ª - 2 E gCxlclhCxk> + E hCxk>

1 

lc•I les& · Ira& 
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E g<xk>z •e 
k=I 

T a. b +. b + ••• +. b b a 
n n n-1 n-1 o O 
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-2 E g(>clc)h(Klc) • -2bTa ... 

= •nK:+n•n + ªnx:+cn-&>ªn-1. + • • + •n><~ªo 

+ a xcn-1..,.na + • >ecn-u+cn-ua 
n-1. & n n-t. & n- & 

+a x""'"a + a xn•<n-i>a + •• + 
n m n n m n-a 

••••••• + 

n 
a x a 

n m O 

+ 
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- ( ªo'•••'ª-•'ª" r· qº·"-· qo.n-& 

l [ !~] ~ ........ o qn-&,n-a Q 

"-··" 
q"•º qn,n-a qn.n 

a"' Q a , donde 

q.e.d. 

por- lo tant.01 

f(a) = aT Ca - 2bTa + e 

La• condiciones nece•aria• d• primer orden •stabl•cen que •1 

gradiente de f debe ser igual a cero. Esto lleva directamente al 

Da • b 

Las cual•• pu•den ••r resueltas para determinar 
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Ejemplo 31 < Problemas de selecci~n > 

Frecuentemente as necaaario seleccion•r una clase de factor•s para 

conoc•r un conjunto dado de necesidad••· Un •J•mplo •• •l problema 

qu• afronta una planta •l;ctric• al .. 1.ccionar •us facilidada9 de 

generaci~n d• pot•ncia. 

El niv•l de pctancia que la compañia debe suministrar varia s•gun 

la hora del dia, el dÍa de la semana, y ••QÚn la estac~Ón del ano. 

Sus nac•sidades de gen•raciÓn de potencia •stÁn r•sumidas un• 

curva, h(K) • como •• muestra •n la Fig. 3. la cual muestra el 

total de horas en un ano que un nivel de potencia de al menos 

curva e• 
normalizada de manera que el limite superior sea unitario. 

La cOfllpañia puede conocer ••tos requerimientos instalando equipo 

g•nerador, tal como (1) nuclear a (2) carbón, o mediant• l• 

adquisición d• potencia de una parrilla de en•rgla c•ntr•l· 

Asociado con el tipo i. ci.=a...a> de equipo gen•rador existe un costo 

de capital unitario anual b¡ y un costo d• operación unitario ci.. 

El pr•cio unitario d• la potencia co•prada d• la parrilla .. ' 
Las plantas nucl••re• tienen un costo d• capital 

costo de operación menor. por lo que son 

suministrar una carQa b•••· 

•Á• alta v un 

utilizadas para 

Las plantas de c•rbÓn son usadas p•ra niv•l•• inter~•dios, v 1• 

potencia e5 comprada directam•nte •~lo por periodo• pico de 

demanda. Los requerimientos •• ••tifacen cama •• mu•stra an l• 

siguent• fiQUr•• 
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FIQ.3 

-· 
potanale (~tia) 

dende x, y x 8 denotan las capacidades de la planta nucl••r y 1• 

pl•nta de carbÓn r••pectivam•nte. 

Por ejemplo, la potencia de la planta nuclear puede ser viat• cama 

compuesta de x6/6 P•queños gen•radores de c•pacidad 6, donde A e• 

pequ•ña. El pri1n9ro d• estos ;eneradores se activa por h<A> 

horas, suministrando AhCA> unidades d• energla; el siguent• 

suministra Ah(26> unidades, y ••1 sucesivamente. La energía total 

suministrada por la planta nuclear ee muestra en la ora~ica. 

El costo total •• 

f<x.,x 8 > • b 6 M1 + b•x• + c.s:'h<x>dH 
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Y 1• compañia des•a minimizar e•ta función sobre •l conjunto 

A•umi•ndo qu• la •oluciÓn •• encuentr• dentro d• 

•• obtienen dos ecu•cion•s 

b• + <c.-c.>h<K 1 > + <c.-c8 >h<K1+x•' •O 

b• + <c8-c1 >h<Ka•Ka> • o 

que repr•••nt•n la• condicionen necesaria•. 

Si x.•o, •ntonc•• al t•orema Q&ner•l d• l•s condiciones necesarias 

mueatr• que l• prim•r• igualdad podria ••r a~O. Aai mismo, •i x.•o 

entonces la •egund• tou•ld•d podría ser ~ O. El ca•o 

requi•ra un paco••• de an.11•1• <V•r •Jemplo 2>. 

Ejempla 41 <Control> 

K +K •1 . . 
Problemas din,mico•, donde l•• variables corresponden • •ccton•• 

toMad•• en una secuencia de in•tant•• d• ti•mpo, fr•cuentem•nte 

pu•d•n ••r formulado• como problem•• d• optimizaciÓn irr••tricta. 

Como ejemplo, supOngasa que la posición de un obJeto l•rQO •• 

controlado por serie• de fu•rza• d• control correc:tiv•s· El •rror 

d~ posici~n < la distancia desde la posici~n 

por l• ecuacion1 

d••••d•> 

• s el error del instante d• tittmpo k, Y ut dond• xt 
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efectiva aplicada el tiempo uk (despu~s de 9er normalizada 

para dar razon de la masa del objeto y la duraci~n de la fuerza>. 

L• ••cu•ncia u0 , u., ... , deb•rÍa 

•lltQirse de tal forma que minimice el objetivos 
~' .. 

........ 

••to representa un compromiso antre tener una d••••d• Mk ioual a 

cero y el r•conocimiento de qu• el control uk •• costosa. 

El problema puede ser convertido en un problema irre•tricto 

m•diante la eliminacic,;n de variables KJr. Jrz•~ •...• n, 

función objetivo. Se puede ver fAcilment• que. 

Kk = Ko + 0 o + u, + • • • + º•-• 
La función objetivo pu•d• ••r escrita como1 ., 

""" .. ~º [<M0 + u0 + u• + ••• + uk-•>ª + u:] 

E•t• •• una funci~n cuadrática en las desconocidas 

d• l• 

1• 
misma •structura O•n•ral COMO el ejemplo (2) y puede •er tratada 

de forma similar. 
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CAPITULO 11 OPTillCIZACION SIN ltESTRICCIClllES 1 llETODOIS DE BUSQUl:DA. 

11.1 METOCOS DE OPTIMIZACION DE FUNCIONES UNIMODALES DE UNA SOLA 

VARIABLE EN PROBLEMAS NO RESTRINGIDOS. 

la) METODO DE BUSaUEDA DE FIBONACCI 

•Olo • funcion•• 

dif•renci•bles donde 1• evalu•ciÓn de l• funci~n objetivo sobre 

el punto Óptimo se hace hasta el final del proceso, a diferencia 

d• los m~todos num;ricos de optimizacion cuyo praceao. •• inverso 

al de los •nalittcoa, en el sentido que primero •• obti•n•n los 

v•lorea de la función objetivo en varios puntos del dominio y 

d•spu9a, m•diante comparaciones de estos valor•• •• hacen 

Uno de lo• métodos num•ricos d• optimización muy popular •• el 

método de bÚsquada de Fibonacci, mismo que aparte 

popularidad tiene un cierto grada de elegancia te~rica. 

de su 

Para que ••t• rM.todo determine un valor mÍnimo de cierta función 

sobre un int•rvalo C•rrado Cx0 , xn•&J, se bas• en •l •upu••to 

d• que f puede B•r definida sobr• un dominio eHtenso p•ro con l• 

condicion•nt• d• que f ••a una funciÓn unimodal, •• d•cir, •• 

ti9f'1• un mÍnimo relativo ~nico en •l intervalo d• b~squ•d•, ca.p 
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se muestra en 1• •iguiente figura: 

11•1 

)C ••• .... 111: ••• . .. 

cumple con la •nterior candicion•nt• <••r 

función uni~ad•l> y •• d•••• obtener el punto minimo de 1• func1~n 
con cierta grado de aproxim•cian, con •6la tener n punta• con sua 

r .. pect~vas imÁQenes •• pu9de cu~pl!r el obJ•tivo de •iniaizar f, 

l• interrogante que surge •• cómo seleccionar la• n punto•, •iendo 

éste parte del principio del Método d• Fibonacci planteado de la 

siguiente maner•: 

Sea 

Dan de 

x
8 

- K
1 

= L
1 

L 1 > L 0 - L 1 

y 

V 

x
1 

- x
8 

• L 0 - L 1 

Xa - x 8 < K. - x 1 
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Plant••ndo un anili•i• comparativo entre l•• im~gen•• 

•s qu• 

t•nga un solo punto mÍnimo •n el int•rvalo de incertidumbr•, es 

decir que f •••un• función unimodaJ. En ••t• c••o •1 intervalo 

d• inc•rtidumbr• •• r•duc• • [Ha,xa>• ya qu• no es po•ible qu• en 

el int•rvalo Cw2,x8J •xista un mÍnimo , d•bido a qu• l• función 

d• K• a x, •s decr•c:iente (f<x,><f<•a>) y p•r• que exi•ti•r• un 

decreciera, lo anterior s6lo ••rÍa posibl• •i •n •l int•rvalo 

( H•'"•) •Histiera un mÁHimo, lo cual contrad.1.c:e l• hipÓtesis 

Pl•nteada. 

Concluyendo, •obre lo ant•rior, bajo la• ba••• d• l• Fi9.4 y que f 

•• uni1MJd•l y adem;• cuando f<w4 ><fCX•> 

inc•rtidumbre de C ><a, x9l •• r•duc• a [ k&, w8 >. 

2) f(Ke) > f(Ka) 

•l int•rvalo de 

En est• caso Ja r•ducciÓn d•l intervalo de incertidumbre d• 

' ' reduccion ea •naloga •l caso anterior. 
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Eete caso s• deja como ejercicio p•ra el lector. 

Es evidente que •1 c•so m&s conv•niente del an~li•i• •nterior p•ra 

poder logr•r una mayar reducción en el intervalo de incertidu•bre, 

D11 lo •nt.eriar wurv• la 

int.erroo•nt.e1 ¿Dep•nde d• la pcsici~n de los puntos interior•• 

.nt.re •i par• loor•r una r•pidez en la reducción del intervalo de 

incertidu•bre? La respu•sta af ir•ativa a esta interrOQante es 

indiscutible. Donde dicha situaci~n resulta ser totalmente 

inconveniente, par• loor•r una convergencia uniforme h•cia el 

m1nimo. 

Una forma de resolver el proble~• anterior es colocar los puntos 

interior•• •i,,..trica"'9nte dentro del intervalo, ... decir 

K• - x8 • K, - x&, lo cual es indiferente si se trata del caso 1> 

o del 2) d•bido • que la rltducciÓn de incertidumbre ea la mi•m•. 

Por la tanto para la siguiente iteraciÓn el punto "• .. coloca 

•i .. trica,..nte a x8 o "• dependiendo del caso, para ••Quir can el 

mismo principio. 

Con los anteriores r•zonamientos •• intuye cierto control en la 

posici~n de los puntos a evaluar, para for~alizar lo anterior, 

supdno••• que •• siou• el procedimiento de reduce ion d• 

incertidumbre hasta el ~lt.imo intervalo colftD •• ~uestra en la 

si;uient.e fi9ura1 
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Sustituyendo: 

X -x +K -K -M +M 
n-• n-& n n-a n n-& 

q.e.d. 

Ln-a • Ln-t + Ln • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

L • K - K n-& n-& n-• 

Ln • xn-4 - Kn-& 

Sustituy•ndo: 

Kn-• - K.__ •• Lrr-• q ••• d. 

Si s• •u•tituy• llla.1 en IJla.2 •• tiene qua: 

••i •uc••iv•m•nt•t 

L,.._. • Ln-I + Ln-& • C3Ln - e > + C2Ln-e> • ~ Ln - 2e 

L,.._. • Ln-e + Ln-a • C5Ln - 2& ) + (3Ln -e> • BL -

" 



Recordando la secuencia de los numeres Fibonacci; 

F0 a1, F,ª 1 y Fk = Fk-t + Fk-a para K= z.s. 

es decir• F0 =1 , F,a 1, Fa• 2 • F
9
= 3, 

F
7 

• 21, •••••• 

F • . s, F D 

d 
13, 

Por lo t•nto laa anteriores igualdades se pueden generalizar bajo 

la •iguiente formul~ 1 

LaFL-F& 
t nn n-• 

despejando Ln 1 

L 

Ln• F: + ~ 
F n-a 

-F--
n 

j=st,.a •••••• n-t 

•••••••••• Ilta.3 

Si e = O implica que al efectuar las "n" evaluaciones el 

interv•lo original de incertidumbre se reduce a una fracci~n 1/Fn 

d• eu valor. 

Para iniciar •1 procedimiento es neceeario obtener el valor de L2 

y d• ••a forma colocar 109 dos puntos L• unidades de los 
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D•mostracion < V•r A~ndice A> 

Una vez an•lizada la r•Qla simetrica, lo qu• •6lo qu•d• par 

plant•ar •• en qu6 forma van qu•dando lo• eMtremos de los 

int•rvalos de incertidumbre, los cuales estAn •n función de la 

pa•ici~n d• lo• puntos int•rior•• y •U• r••s>mct.ivas i•Á;enes. 

Siendo •61o cuatro caeos posible•• 

11 Si M& ) Ma y f ( M&) > -f(Ma) 1 1 1 1 
• Ka KI b 

Nu9vo intervalo d• inc•rtidu•bre <•·"·) 

21 Bi K > Ka y f(M&) < -f <xa, 1 1 1 ~ ' . Ka K& 

Nu•vo int•rvalo de incertidu•br• (M.,b) 

• •• 



Nuevo intervalo de inc•rtidumbre <•,Ka) 

"• "• 



lbl METODO DE SECCION DORADA1 

Para el planteamiento de est• metodo necesario tener las 

mi•m•• hipÓteais del mátcdo d• BÚ•queda de Fibonacci decir la 

función a minimizar d•b•r• •er unimodal, adem~• utiliza el mi•mo 

' ' analisis de reduccion de loa int•rvaloa de incartidumbre, pero 

existe un• gran diferencia entre estos dos m~todo•• el método de 

Seccion Dorada no necesita fijar el numero de iteracionea n para 

obtener la primera r•ducciÓn del intervalo de incertidumbre, 

mientras que en el mátodo de BÚequeda de Fibonacci es fundamental 

determinar n par• obtener tal reducción. 

Retom•ndo l•• siguientes ecuaciones vi etas en el tema 

anterior a 

LJ-1 + ll1b.l 

L n-1 111b.2 

suponiendo qu• 

LJ-1 -~-~- ... - lllb.3 
LJ LJ+& LJ+• 

dividiendo lllb.t entre Lja 

+ Illb.4 

sustituyendo lllb.3 en Illb.4 1 
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k • 1 + IIlb.5 
k 

donde l• solución f•ctible de la ecuación cu•dr.tica d• Illb.5 e•• 

k -1 + ..,....-s a 1.618033 
2 

de la ecu•ciÓn lllb.31 
L • e;-- -k 

L L -·-. ....!_ - ~ -kª 

La L• LI 

L L ~= L 
Jtt -·-. ....!_ • -·--= k 

La L• L J•a LJ•a 

~ La ~. L L -· ... • . ..... .....!?.:.!_ - -·--· k ..... 

La L• LJ•• L 
n 

L 
n 

por lo tanto la reducción lograd• con respecto al intervalo 

inicial •• -
1

- 1 
kn-t 

l llb.6 

r•curriendo a la •igui•nte igualdad vista •n •1 ...Ítado d• BÚ•queda 

de Fibonacci y aplicando •l lÍ~it• cu•ndo n + • •• ti•n•1 

F 
~L 
F • 

n 
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L, F <-l)n.c 
tim -i1m ~ + llm ..... .,, La ..... .,, F ... MIJl F L, ... 

l~m 
F 
~ . ilm 2-- Iltb.7 

n .. CD F ,., .. CD L ... • 

L•l 
• k 

Se pu•d• deducir de lo anterior que bajo l• •uposici6n de qu• la 

r•ducción d• los int•rvalos es proporcion•l, dentro de lo• casos 

del M6todo de Fibonacci, la mejor aproximación al m1nimo serla 

cuando M4CD y aplicando el limite, •l re•ultado óptimo para 

Fi.bonacci es l• proporción de la r•ducción de la constante "k". 

Se puede afirmar que la hip~tesis fundamental de este método es la 

proporci~n que guardan lo• cocientea1 

. . . -~-l-~= ..... L 
-.!?:..!. - k. complementando con 

LJ LJ•• LJ•• 

F <-l>nc 
L • -2!:.!. L +---

a F a F 
vista en el ~étodo de 8Úsqueda 

n n 

d• Fibonacci y haciendo tender n a +CD •• concluye 1• relacián 

Jllb.7, que marca el principio b~aico del ~todo de Secci~n 

59 



Se resume que el m~todo de Sección Dorada aplica la misma 

secuencia iterativ• del m~todo de B~•queda de Fibonacci con la 

gran diferencia de qua la Sección Dorada utiliza 

reducci~n de incertidumbre L 8 • ~ mientras 
k 

establece1 

L • F "-a L. 
• F n • 

<-l>n~ 
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METODOS DE OPTIMIZACION DE FUNCIONES MULTIMODALES DE UNA 

SOLA VARIABLE EN PROBLEMAS NO RESTRINGIDOS. 

2al INTERPOLACION CUADRATICA 

Tunci~n .. minimizar, donde dicho• punto• pueden 

polinomio, y la soluci~n de tal polinomio es una aproMimaciÓn al 

punto ~ptimo de la funcion, de •hÍ su nombre de Int•rpolaciÓn 

Cuadr~tica, tambi~n conocido como Método d• la ParÁbol•· 

Una vez obtenida la soluci~n del polinomio •• procede a aplicar un 

de lo• cuatro puntos, con lo• 

puntos seleccionados •• a•n•rar• otro polinomio y •• 1 

Para formalizar lo anterior se inicia con •l desarrollo de la 

teoria que sustenta ••t• m~todo1 

Recordando la fÓrmula Qeneral de un polinomio de ••aundo 9rado 

Axª + BM + e • f ( M). supónQ••• que •Misten tr"es puntos ic,. • • • 
sus r••pectiva• 

f(>:
1

) ,f(Ma) y fhc•>, sustituyendo estos valores en la f~rmula 

~en•~•l del polinomio cu•drát1co se obtien• el siquient• •i•t•m• 

Ax~ + Bx1 + e • f < x .. > 

A><:+ 8Ma + C • f(Ma) 
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Aw
2 + ª"• + e ~ f(x•) • 

donde 

[ ·: "• : l [""'] [:] A- ·: "• D • f()(:) X • 

·: •• f <x•) 

implic• que 1 X • A-t.D 

el polinomio resultante ••• 

A 

C(M.-K.>f<x.>+<x.-x.>f<x.>+<x8-M•>f<x.>l x• 

<x.-x.><x.-x8 ><x.-x.> 

B 

[(x:-x:)f(K.)+(x:-x:)f(K.)+(x:-x:)f(K.)] 

<x.-x.><x.-x.><x8-x•> 
M 

e 
<x.x.><x8-x8>f<x&>+<x.x.><x.-x.>f<x8 >+<x.x8 ><x8-x.>f<x•> 

. -6 2 

<x.-x8 >Cx8-x8 ><x.-x.> 

cx:-x:)f(x.)+(x:-x:>f<x.)+(x:-x:)f(x.> 

<x1-x.>f<x.>+<x8-x.>f<x8 >+Cxt-xa>f<x8> 
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... es un mÍnimo si 1-

<x -x H<x J+Cx -x )<fCx >+<x -x >f<x > 
ZI 1 91 Z lZ a 

<x
1
-xa><xa-x

1
><x.-x

4
> 

> o 

variable. ~o •nterior puede ••r d• utilidad para llevar • cabo l• 

bÚsqu•d• lineal requerida en los m~todos de gradientes. 

En ••o• casos ae da•e• encontr•r el mlnimo fC><> en loB puntos de 

la lin•• x0 +Ad, dond• >< 0 es un punto d•do v d una dir•cciÓn d•da. 

Los valor•• d• i"Cx0 +Ad> en ••• linea son funciones de variabl• A 

••decir Q(A) • fCx0+Ad). 

Las ideas y resultados anteriores •• describen en un proceso 

iterativo tal y como ai9ue. Se asume que •• tiene una función 

unimodal f<x> de una sala variable, una aproxi•aciÓn 1nicial 

hacia la po•icián donde •• encuentra •l punto Óptimo, una medida 

de ma9nitud D, donde dicha distancia la que 9ep•r• •l punto . . 
inicial d•l punto optimo M • 

A continu•ciÓn •• d••crib•n los pasos del algoritmos 

1) Calcul•r f(M•)' y fCM .. +D) dond• x8•M,+D 

2> Si f<x .. ><f(x .. +D> entone•• x.•x,-D, en c••o contrario M.-><1+20 y 

encontrar f ( x
8

> 

3) Utilizar lo• tre~ punto• para obt•n•r ~. con l• f~rmule 112a.2 
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4) Si la diferencia entre l•a posicione• del v•lor de la funci~n 

m~s pequeño y el siguiente valor de la funci~n 

menor QLie la •proMimaci~n requerida termina el 

mas p•queno, •• 

proce•o· 

S) Si el proceso no ha terminado en la •tapa 4>, •• procede a 

descartar un punto. La l~gica indica descartar el punto de 

mayor imagen, pero ai al retener •l punto can mayor i•agen s• 

•itua un int•rv•lo definitivo en l• localizaci~m del Óptimo, 

entonce• realmente me debe retener ese valor y regres•r • la 

etap• 3). Lo anterior•• puede analizar en la figura 6, en la 

"• •• "• 
Fi9. 6 

La pr~ctic• ha establecido que cuando la aproMimaci~n E •• 

••tar1an 

muy cerca entre •i y M4 bajo la ecuación Il2a.2, podría dejar de 

ser confiable. Para poder solucionar este problema se reestablece 

la ecuaci~n Il2a.2 de la siguiente forma: 

••• 112a.3 

Para la segunda iteraci~n en las interpolaciones suba•cuentes. 

Notas Ver demostraciOn de la ecu•ci~n II2a.3 en el Ap!nd1ce 

64 



Notas Ver demo•tración de la ecuación Il2a.3 

T•cnico B. 
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2bl INTERPOLACION CUBICA 

La idea b•sica de este método ee tomar dos puntos p y q y de 

acu•rdo a la funci~n y su ;radi•nte, •• establace una aproxim•ciÓn 

• un polinomio c~bico, • tr•v~• del cual se busca al punto minimo. 

Considerando al problema de minimizar f(x) en puntos de linea 

min •<~> • f <x0 +"-d> 

dond• M0 •• el punto da partida y d una dirección factibl• 

fCx0 +A.d> • f(K0 .. +A.d&,>eo1+A.da•· ••• x0 n•"-dn) y 

Ahora •upóno••• que se conocen los siguient•s valores: 

13 
p 

donde p y q ••r•n lo• extremos del int•rvalo • analizar. 

Para podar simplificar la teoria ~~ h~~~ p=~, e~ rl~~ir lA b~squed~ 

•<~> se aproximarA al eiguient• polinomio 

66 



•<>-> ;, a + bX + cX2 + dX9 Il2b.1 

•"<>.> • b +2cX +3d>..2 Il2b.2 

Valuando en p y q y haciendo pzro tiene 

• (p) - = .p 

t!t'<p> a b • B p 

• (q) . • + bq + cq•+ dq• •• q 

"'' (q) -
b +2cq +3dqª = B 

q 

el r••ultado •iouient•1 

• • •.• b•B • e• -~ ' d • a, + a, + 2z 
p q 3qª 

dond• z • :s<•.-•q> +a +a 
q 

p q 

De •cuerdo a 1•• condiciones d• primer ord•n, l• prim•r• d•riv•d• 

d•b• s•r iQual a c•ro. Suatituy•ndo qu•d• como eigue1 

• e -2ca +z> ~ + <a +a +2z> ( ~] = o p p q p q q 

Eeta ~ltima •cu•ciÓn de forma cuadr.tica ti•n• la siQUi•nte 

solución r1 

![caP+z>ª - B <G +a +2z>]"'ª p p q 

si 
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f G + z 

r • l GP + G 
p q 

. - .. 
+ 2z 

r a [ 
z + Gp ] q 

G - G + 2w q p 

•cu•ciones •• encuentra •n el A~dice T~nico C. 

•• Cd• II2b.2) 

-''<A> • 2c + 6dA 

Il2b.3 

Tom•ndo w con signo poaitivo y •u•tituyendo Il2b.3 en ••t• Últi•• 

eKpreeiÓn •• ti•n•r 

<G + zl 2<G + G + 2z> q <G + z + ..,, 
-2 --L-+ p 9 

q q• G + G + 2z ... ~ 

1 
[ -2GP 2w] 

2 .. 
¡¡ - 2z + 2G + 2z + ªq p 

como 2~W > o, ••tratad• un minimo. 

si GP<O se toma q po•itiva, •• decir haci• el decreci~i•nto de la 

funci~n. El tamaño de q d•b• ser tal que el intervalo de Ca,q> 

contenga al punto mÍnimo. Eeto •• poeibl• wi1 
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ó 

•> b) 

•• 
• . 

" • " • Flg. 7 

Cuando no •• cumple ninouna de ••t•• dos condiciones, •• duplica 

•l valor d• q, tant•s vec•• como ••• nec•••ria hasta que el 

intervalo in7luya ~l mÍnimo. 
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La elecci~n de q es a diecreci~n, sin embargo Davidcn, Fletcher y 

Pow•ll sugieren 

q • mln { 'll , -2<<1> - <t> ) I G } p .. p 
Il2b.4 

dond• •M es un estimado, d• prefer•ncia abajo del valor mlnimo de 

•<X>, y n ••una conatante, ;•n•r•lmente 2 o 1. 

Algoritmo 

t> Dado x
0 

y d 
T 

Encuentre._,,,. f<x
0

> y GP"" (gcx
0

>] d 

Escoja q mediante l• ecu•ci~n Il2b.4 

3) EvalCe •.=f<x
0

+qd> y 0 - [g(K0Tqd) ]T d 
q 

4> Si G > o ~ -q > "'p ti•ne un mlnimo 
q 

en el 

no •• ••i su•tituya q por 2q y regre•• al paso 3. 

intervalo. Si 

S> Utilice II2b.3 p•r• aproximar el minimo dentro de <p,q) 

donde e •• •l ;radc d• pr•cisibn, d•t•nga••· Si es asi, 

re;r••• al P••o 5 utilizando el intervalo (p,r>, si Br>O o el 

intervalo <r,q> si Br:SO. 
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II.3 METODOS· DE OPTIMIZACION OUE UTILIZAN DERIVADAS PARA 

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES EN PROSLEMAS NO RESTRINGIDOS. 

3•) METODO DE NEWTON CON APROXIMACION CUADRATICA 

Para analizar l• t•orla d• ••t• ,.etodo, •• ••tudi•rA pri .. r•••nt• 

funcion•• d• una •al• variable, Y• que eato f•cilit•r• •l 

entend"imi•nto d• este m~todo. 

Cansid•r••• la funcion f(H), la cual •• optimizarA. Por las 

condiciones de primer orden se debe cumplir qu• 

El problema de resolver esta ecuación pu•d• a veces no ser tan 

•encillo, en este casa el ~todo de Newton puede ser de gran 

utilidad. 

Se sabe que &i •• ti.,,•n do• valores a v b tale• que f'(a) y f'(b) 

tienen signos opuestos y que adltfl'I•• •• cumplen cierta• hipÓteais 

de continuidad, entone•• ewiat• una raiz n de la ecuación 113a.1 

con • < 11 <b. 
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• 

Lo que •l m9todo d• Newton praporcion• •• un• •proximaciÓn a la 

r•Íz d• la funci~n f'<x>. 

V•A•• d••d• un punto de vist• Q•ométrico. el proc•dimiento qu• 

••t•bl•c• •1 método. 



Flg.8 

o 

B•• ~la tang•nt• •n P • l• curva •<x>. Tes el punto donde la 

tangent• cruza •l •j• d• laa K y k •• la raiz d• •<K>. Como pu•de 

observarse Erf es una aproximación a k. Encontrando el valor de 

••t• aproxim•ciÓn1 

OT" • l5JI" - TA • x
0 

- TA 

tan ti""~• ••<x.
0

> 
TA 

TA• .EL_ 
•• (KO) 
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H • 

' 

K • K -... . fticx,.> 

,,. ( x .. ) 
Il3a.2 

La •cu•ci~n 113•.2 mu••tra la regla que se utiliz• para •ncontr•r 

un punto mÍnimo, ya que como •• pu•d• ob•erv•r en la Fig. 9 

llegar al punto Óptimo, y despu9s da él se vuelve positiva, •• 

trata d• un mintmo. 

El •i•mo razonamiento pu•d• utilizar•• para •ncontrar un m~Kimo, 

••to conducirla • la fÓrmula siguiente• 

fl(H ) 

x .... x,. + --·-
•• (>e,.> 

E•t• m~todo pu•d• fallar si la pri••r• aproximación a l• raiz 

tal que •l valor d• -cxo> na •• lo suficientemente pequefto. 
•• (KO) 
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Flg.10 

Un• ~orma d• •vit•r •sto e• utilizar el m~todo de Ven Mi••• •n el 

calcul• la primera t•ngente y posteriormente se obtienen l•• 

aproximaciones por medio d• paralel•s • .. ta. Est• método •• 

vu•lv• mas l•nto, pero •• un• buena solución. 

Re;resando •1 método d• Newton, sup6nga•• que •<x> tiene derivadas 

en todos lo• ~rdene•, entone•• •• puede escribir •<x) utilizendo 

la serie de Taylor. 
(K -M ) 

•<>cr•• > • •<>c.,>+ ••; ! " 
hc,. •• -x.>• 

•·<>c .. > + 
2

! t/!i'' ex,.> + ••• J13a.3 

como "••• es el punto ~ptimo la primera derivada debe ser igual 

cera, i.e. 

•<x,..,> ~xo -x > 

•ex,.>+ r•~! " fl'Cx,.> + R 11 O 

despreciando R: 
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"°<>cr) + (Kr+l->er)f'' (Kr) =O 

despejando Kr+a• 

- .(Kr) 

De ••ta form• •e h• ll•gado • la misma fÓrmula 113•.2. 

UtiliZAndo l• fÓrmul• de T•ylor para funcione• de vari•a variables 

se tiene1 

4f)(>C .... ) - •<x.> ... V•<K,.><M,. .. -x,.> + ~ (K,. ... - x.>'F<K,..,- x,.> + R 

K • K - IJ(Kr) 

r+I. r 94ft(Kr) 

Con•id•r••• la ••rie de Taylor, pero utilizando los tres primeros 

t.ÍrMino•• 

(K -K ) 
r-& r 

1! 

tHM)+(M -x >[-·ex)+ r 1'-1 r r 

De 113a.2 •• ti•n• que1 

M -K • ..... . - • <x.> 
•. <•.> 

••• II3a.4 

sustituyendo en II3a.4 •l t9rm1no <x,.. 1-x .. > que esta dentro del 

parénte•i• 

K • X + B .... . 
donde 
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G a 

: 4'Hx .. > f/I' '(Kr) 

tJ' cx.>-
2 ti>' <x.> 

por simplific•ciÓn el inverso de G 

•'<•.> + 1 •··c •• > 

G t/J (>er) 2 '1' (xr> 

Este m9todo •• el llamado Método de Newton con aproximaci~n 

cu•dr.tica, o método de Newton de segundo orden. 

77 



3bl DESCENSO ACELERAD01 CASO CUADRATICO 

Este es un m~todo muy importante desde el punto de vista teÓrico, 

••tisfactorio, d• •hÍ qu• muchos •lgoritmos mas av•nz•dos •On 

fr•cuent•ment• motiv•doa por un int•nto a modificar la t~cnic• d• 

bÚ9queda baa•da en el descenso acelerado en tal forma que el nuevo 

algoritmo tenQ• propiedades de conv•rgencia superior. 

. . 
El metodo d• d••cenao aceler•do tambi•n •• conocido con •1 nombre 

d• m9todo d•l gradiente. 

S• pu•d• afirmar que •l principio de ••t• m9todo se basa en 

direcciones de curso ajustado •5 decir •• modif ic• l• direciÓn d• 

bÚsqueda d•l método • fin de que cada paso de bÚsqueda por •l 

minimo •• lleve• cabo a lo largo de la mejor dirección. De 

ahi, seguir la dirección opuesta a la dirección del Qr•dient• 1 ya 

qu• 9sta ti•n• un ci•rta r•cur•o intuitiva •n la bÚ•qu•d• del 

minimo. La dirección d•l Qradiente •• la dir•cci~n d• a•c•n•o 

ac•l•r•do, la dir•cciÓn opu•at• ea aai la dirección de d9•c•n•a 

Para formalizar la propi•d•d anterior, •• iniciar& •1 desarrolla 

d• la teor1a qu• su•t•nta ••t• métodos 

Sea x e En y un punto cercano x+hd e En, donde d •• •lvuna 



HU DEBE ~.;n TESIS 
SALIR BE U llLl8TECA 

6HL• hdi. , i.•&, • •. ,n 113b. I 

donde dL •on lo• cosenos director•• de d tal que1 

f d. - 1 113b.2 
L •I l 

El cambio en •l valor de la función ••t• dado par• 

df • fCx
1

+ax
1

,K
8

+6x
2

, ••• ,xn+6xn) - f<x
1

,x8 , ••• ,xn> 

Aplicando el cálculo vectorial <Serie de Taylor>s 

113b.::S 

para pri .. r orden en lo• axL, donde l•• derivad•• parci•l•• son 

evaluada• en x. 

Ahora la interroQ•nt• que surge •• ¿CÓ•o elegir los dL sujeto• a 

la @cuaci~n I 13b.2 t:al que •• obtenQ• el valor m•& l.u·go posible 

restrinoida, 
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multiplic•dor•• de L•gr•nge definido• 
n a 

t"<d._,d8 , ••• ,dn) • df'. +A.( L~td\.- 1) 
Aplic•ndo l• ecu•ciÓn II3b.1 y 113b.3 

df df df • • • 
4l<d._,d8 , ••• ,dn) • hC a;¡-

1
d 1+ dx

8
d 8 + ••• + dxnd"> + >..Cd 1+d 8 + ••• +dn -1> 

El m~ximo de df suJ•to a la r••tricci~n Cecu•cion l13b.2> surQ• 

d# df 
h -+ 2>..dl L=1 •• • • •" IJ3b.4 

ddL dxL 

d# h df 
cu•ndo o • dL•- IJ3b.5 

ddL 211. dxL 

d. d. -
d 

.·.-- - ....!!. IJ3b.6 
lti 11..f. !ti 
dx• d•. dx 

n 

As1 el incr•m•nto local m•• gr•nde •n l• función P•r• un paso 

pequeflo h d•do, ocurr• cu•ndo d ••t• en dirección del V'f(Y.). D• 

esta manera la dirección del descenso acelerado ••t• en direccion 

de -9f'.Cx>. 
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df • l•f e K 1 1 ldK 1 ca•8 

dond• 9 •• •l ~nQUlO •ntr"• 9f(>C) y dM, •i •• s•l•cciana 8 • 1800 

dK •star-á •n dir•cciÓn -9-f(K). p•r• un• ma1¡1nitud d>e qu• minimiza 

df. 

La dir•cciÓn del or-adient• •• ortOQonal al contorno de la función 

en cualquier punto, par-a qu• •n un contorno el valor de la función 

no ca•bi•, •• nec•••rio que Cd&,da, ••• ,dn> •••una pequena medida 

a lo lar-va d•l contorno CVer Fi9. 11>1 

- o ••• 113b. 7 

El .. todo de descenso acelerado busca explotar ••ta propiedad d• 

la dir-ecciÓn d•l gradiente. Asi, al estar en el punto Kl en 

cualquier paso en el pr"oceao •• busca el mínimo d• la función a lo 

larva de la direcciÓn - 9f(M\). 
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\~ 
9~ 

Flg. 11 

En la it•r•cion t. •• tien• una aproximaciÓn "t. para •l punto 

mínimo, la •iQui•nt• aproximaci~n ••rÍa1 

X • ... KL - "-9f(Ki.) 

donde Xi. •• el valor A que •inimiza: 

.U.> • fCxl - >..9f<x¡>l ll:Sb.B 

La ecuaci~n II3b.B pued• ser resu•lta· por lo• m9todas definidos en 

el Tema tI.1 o Tema 11.2, eliQiendo el "étoda de lnt.erpolaciÓn 

Cuadrada para obtener los ""1.· 
Para poder facilitar el entendimiento del proceso iterativo de 

este método se presenta el •iguiente algorit.ll'IOI 

1 > Dar el valor inicial de >e0 • 

2> Obtener la. dirección dL•-9.f(K\.). 
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3) Encontr•r ~t. que minimiz• • fCxl+i'\dt.>. 

4> Gener•r •1 nuevo punto Mt...a~KL+ALdL 

5) Pr•gunt•r si Kt..a •• el m1nimo 

•i •• f•l•o• regr•e•r al p••o 2> 

en c••o contr•rio1 El punto Optimo M••>cl+
1
• 
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3c>. DIRECCIONES CONJUGADAS 

bU!IC•M l• 

convergenci• d•l método d• de•cen•o aceler•do y • •u vez r•ducir 

l• inform•cion que •• n•c••it• par• •l m~todo de Newton, esto •• 

eviter le •v•luaciÓn, suma • inver•iÓn d• matrices. 

Estos métodos •• utilizan ~nicamente para el problama cuadrático 

siQuiente1 

minimizAr i XTOX - bTX 

donde Q •• una matriz d• nxn definida positiva. 

ORTOGONALIDAD 

Definición.- Dada una matriz simétric• o. dos vectores d 1y d8 •• 

die• que son Q-orto9onal••• o conJu9ados respecta a Q 

si d:Qd8•0. 

Un conjunto ~inito d• vector•• d 1 ,d1 , ••• ,dn •• die• 

que •• un conJunta Q-orto;onal si d:OdJcO YlJllJ 

Proposición ll3c.1.- Si Q ••positiva definida V •l conjunto de 

vector•• no nulo• •an 

<Ver Ap;,,dice 
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proposici~n>. 

A continuación •• verA el por q1..16 l• definici~n de ortogonalid•d 

•• n•c•••ria. 

Como •• dijo •nteriarment•• ~• •n•lizar~n ~uncion•• del tipo 

minimizar ~ XTQX - bTX 

dond• Q •• po•itiva definid•. 

••• 113c. l 

Es s•bido que l• solución a e•t• problema •• t•mbi~n l• solución a 

(Ejemplo 2 del Capitulo I> 

Cl X • b ••• II3c.2 

nula• a-ortogonal••, v• que ••tos ) -~almente independientes, 

l• solucián x• de II3c.1 y II3c.2 puede expre••r•• como una 

combinacián lin••l de 9stos1 

x••a d + ••• +a d ·"i:ª a.&.dl. 
o o n-& n-& l. •O 

par• atc;¡aÚn conjunto de al.. 

premultiplicando por O: 

0M••a0 Qd0 + ••• +an-&Qdn-a 

y par dl o ~ " :Sn-1 

••• 113c .3 

d!aM••a0 d!Qd0 + ••• +a\d~Qdl+ ••• +an-&d!Qdft-& 

Y• que los vector•• son O-ortogonal•• 

••• ll:SC.4 

Sustituyendo I I3c .4 en I I3c .3 y como ax•• b 
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• X • 

n-a d~ b 
E -T--d, 

i.•O dLQdL 

Teorema It3c.1. (Dirección Conjug•da) 

••• II3c.5 

Sea (dL)~ un conjunto de vectores no nulos y adem~• 

ortogonal•• a Q. Para cualquier K
0

• En la •ecuencia 

<Kk> o•n•r•d• d• acuerdo a 

Kk•& • Mk + ~dk 

dond• 

Q~ die 
ak • - -T--

dkQdk 

Ole • QKk - b 

• k ;. o ••• II:Sc.6 

••• II:Sc.7 

converQ• a la •oluciÓn unic• x•d• Qx • b d••pue• d• n 

pa•o•, ••to •• Kn• x•. 
Deaastracióru O.bid o a qu• lo• vector•• d\ •on lin•alm•nt• . 

independi•nt•• •• pu•d• escribir K 

combinación lineal de .. to• . 
K - x • a d +a d + ••• +a d 

D D D & & n- & n- & 

para alQÚn conjunto .... Si9ui.endo 

procedimiento que •• utili.zÓ 

Jl3c.4 •• obtienes 
d!ocx•-x0 > .... 
d~Q d. 

de 113c.6 

X • a K+Cld=x+ad+ad 
&t.&0001& 

X • • 
86 
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>\-xo• ªodo•···•"\-1dk-1 

multiplicando por d!Q 

d:CH><le-x0 > • a 0 d!Od0 + ••• +ok-ad:Odk-a 

por ortogonalidad 

dT(Hx -x ) • O 
k k o 
d• ahí que d!Qxle • d!Ox

0 

•ustituy•ndo •sta Última ecuación en 113c.e 

d!Gl(K·-Kk) 
.. s -----

le d! o die 

d~ax•- d!Gx 11 

d! Q dk 

••ta iQU•ldad •• idéntica a J13c.7 

Ahora v6a•• qu• xk minimiza 113c.1. 

Se d•fin• ~k como •l •ub•spacio d• E" Q•nerado por <d0 ,d,, ••• ,dk_,> 

Teorema llSc.2.- <Expansión de un 9ub••pacio> 

S•a (d\ >"'"'' una ••cu•ncia de v•ctor•• no nulOll .... 
orto9on•l•• a Q en E". Entonces para cualquier 

x0e E" l• secuencia <xk> Q•n•rada d• acuerdo a 
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9:dk 
o.,,_·---

d!Q dk 

Kk minimiza f(K) • ~ KTOx - bTx sobre la linea 

K • Kk-&+ad
11

_
1

,-m< a <m tanto como x
0

+ /Jk 

MO +/!k • 

Debido • qu• f e• un• función eatrictam•nte convexa, 

• 
la conclu•ion •• obtttndra al demo•trar que Qlr: •• 

ortooonal • ~Ir: <•• decir el oradiente de f en Mir: 

arta;onal al sube•pacio Pk>. 

Prueba por inducción.- Se desea demo•trar que Qk~ ~k· 

1) k - o 
~o está vacia, entonces e• cierto para k • O 

2> Be supon• que •• cierto para k, •• decir Qk• Pk 

ºk•a• 0 11: + akQdk 

por- lo tanto 

d!ok••• d!ok + ª1cd!Qd1c• o 

por definición de ak Tambi9n para L < Ir: 

d!o1c.,• d!gk + akd~Gd1c• o 

•• 

El primer t9rmina del lado derecho de esta ecuación 

desaparece por la hip~tesis de induccion, mientras que el 
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Corolariot En el m~todo de direcciones conjugadas el gradiente 

Ok k:0,1,. ••• n ••tiafa.ce 

g~ dl ... O pu·a ¡,, < 1c 

Aloorit.mo 

1) l = i 
2) Obt.•n•r el He••ieno de f 

3> Si l. > 1 ir al paso 4 en caso contrerio ir el paso s. 

4> Calcular dL donde 

d~ H dL-I • O 

dL dl = 1 

5) Celcul•r >\u • >\ + C\dl dond• 

OL • HxL - b 

'\ . - ia!d .. 
d~Hdl 

6> Si L-ri el procedimiento ha terminado en c•so contrario hacer 

l. • l. • 1, y •n ••Quid• ir al paso ~. 
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3d) METODO DE GRADIENTE CONJUGADO 

El m6todo mAs popul•r de los M6todos de Direccion•• Conjugadas es 

el M6todo de Gr•diente CcnJuQado, el cu•l fue propu••to por 

Hestenes •nd Stieiel (1952> como un m6todo par• reaolver 

ecu•cion•s lin••l•• de la forma b+GK•O, siendo ••to equiv•l•nte ~ 

minimiz•r la función f<x> ~ a + bT x + ¡ x Gx. 

L• versión m&s comOn de este m6todo as la que prapu•i•ron Fletchar 

and Reeves <1964> l• cual •• presentada aqu1. 

Se puede afirmar que ••t• _.todo no •• tan eficiente como el 

,...todo de Davidan-Fletcher-Powell pero •• llA• eficiente que lo• 

,...todos de Descenso Acelerado y •1 d• Newton. 

independiente de todos loa vectores directores prev~o• 

2> La ventaja a&s importante del m6todo •• l• fOrmula que 

utiliza para determinar •1 v•ctar director nuevo. 

3> Parque lae dir•ccion•• •on baead•• .,, el 9rad1911te 1 la 

todo paso, *sito •• en contr••t• • 1• •~tucidn d•l ,...tada 

d• Direcciones CcnJug•d•• •n el cu•l la ••leccidin d• l•• 

direccione• •• •~•ctO.n 9f1 forma •rbitraria. 
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R•tomanda la función anteriarment• m•ncienada1 

f(K)= a+ bTK +; xTGK 

La bó•qued• serA a le larQD de la• direccione• 

conjunt•mente ortogonal•• o conjuntamente conjugad•• • B. 

Supóng••• K
1

, como el punto inicial, la primera dir•cciOn 

eon 

de 

bG•queda •• hacer en l• dirección de descenso Acelerado, es decir• 

donde o, • Vf<x,> 

obteniendo ~l valar ~ •• •l cual minimizas 

f<x, + A.d
1

> 

Far•ulando a Ka •e tienes 

)( •)( +~d 
• • 1 1 

II3d.I 

II3d.2 

Y se eliQ• la dirección d
8 

de ta~ forma que sea una combinación 

lineal de d
1 

y -g
8 

para encentrar M•I 

)(. - )(. + x. d. 

donde A8 •• al m1nimo d• .f < >e 8 +Aada> 

La dirección de bO.queda. d
8 

d•sde w
8 

es conjugada a d
1 

y d
8 

y ;
8

• 

En l• iteración (k+l) ••elige a dkH como una combinación 

de -9k+&'d 1 ,da•••••d1t donde es conjugado para toda d
1

,d
8

, ••• ,dk • 

• 
. ·. dk..,• -ole••+ ,. ~ 

1 
a.d,. • 1ca1..a •••• 

Donde todo• los ª• son cero excepto para O\c par lo que1 

dk•:I = -gk•I T °'J..dk II3d.3 

y 
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• glc+I --.--
gk 

••• ll:Sd.4 

demostr•r• 1• ecuación II3d.4 por inducc~ón matemAtica1 

1 > Par• k•l 

'Vf ( x > • b + Gx 

Si d 6 y d 1 eon conJuo•d•• .·• d 8 • -98+a,d• 

ad•mAs d!G d1 • O 

Sustituyendo el valor de d 1 en la anterior igualdad 

-9~a d, + a 1d:G d1 - o 

Por otro lado •• ti•n• que, 

x
8

• MI.+ >-.
1
d, donde"-, es •1 m1nimo de f(Ht.+ "-d 1 > 

K - K 

.·.d .. - -·--· 
~. 

Sustituy•ndo el anterior resultado y aplicando la 

ecuación I I3d .11 

<-o! - a1g~> a <x 1 - K 1 > 

i... 

pera <h
1 

- G>et. • <b + GK
8

> - Cb - GM,> 

... <-g! - a,o!> <g 1 - o,> •o 

• -Q: + ª• g: . o 

D••P9J•ndo a.1 • "'• "'•ª --. 
"'• 

:!J Se supone verdadero para k y por demoatr,¡ar para k+l. 

Por hipótesi• d,,d1 , ••• ,dlc son mutuamente conJu9ados. 

V sea Hk+t""' Xlc + )t,,kdlc. 
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Ahora minimiz•ndo .f(>ck+).kdk> a lo largo de la 11ne• 

xk+Adk. 

A•l g!.._d1cª O ••• Il3d.:5 

Se ti•n•• "k•• = Mk + ~kdk 

• Mk-t + Ak-tdk .. I + A.kdk 

• 
• •. )(k•I • K J + L ~ J Jt..L dL donde ,Fa. ••• .Je 

Pr•multiplicando por G1 

• 
GMk•I • G>c J • l ~ J A.L G dl 

sumando el v•ctor b •n ambo• miembro• 

b + G • E Al G dl 
l•j 

>ck.a • b + G MJ + 

• 
gk•I • QJ +L~J Al G dl 

-..: •• - ... ~ + E AL d~ G 
l• j 

pasmultiplicando por d la icauald•d •• 
ca!.,d. • Q~d.+l~J A.l di G d• 

••• 113d.6 

dond• -J. ........ ,,11 

Ahora Q~d.•O y d,, ••• ,d111 son -..tuam.nt• conJuoados, po,. 

hip6teSiS por lD qu• d! 9 d. • 0 para l - M 

••• -..: •• d •• º• ........... Je ••• Il3d.7 

aplic•ndo l• ecu•ci6n 113d.S •• ti•ne1 

- ....... k ••• 113d.B 

Se ha demostrado que gk.a •• ortogonal • cada una d• las 

dir•ccion•• d1,da' •• · ,dk. 
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T•mbi*1 se demostr•r• que obt •• ortogon•l a c•da g,,g
8

, ••• ,glc. 

Por l• hipót••i• d• induccióna 

dJ - -o J + ªJ-ldJ-• 

Pr•multiplicanda o!., la ant•rior iouald•d1 

o: •• dJ • -o~ •• g J • ªJ-•º: .. dJ-• 

Utilizando la •cuación 113d.8 h•ci•ndo j•mt 

••• -o! .. oJ • o 

Por lo qu• o~ .. OJ • O para. J=U •••• .Je ••• 113d.9 

d•mostrar qu• dk•I d•finido por II3d.3 •• conJuQ•do • 

d,,d., ••• ,die• 

d! •• - -g! ••• C\:d! 
PosMUltiplicendo GdJ 

d! .. adJ • -o! .. adJ ... ~d!adJ 
CoMo da• ••• ,dk-a son conJu•oo• por hipót••i•• 

d! .. adJ • -9:., G dJ .... jil& •••• .Jc-t 

Ahor• xjtt • MJ • 'AJdJ 

T T 13 he J•t. - M J) 
-dk+&GdJ • -ole+& 

ll.J 
T co,. 1-0,> • 

0 • -Qlr+I X'.J 

por la ecuación 113d.9. 

A•l d!. 1Gd J ,. O p•r• ra.a .... .le-& para cualquier vil.lar de '\• 

Por Ultimo se det•rminilr• <\ tal que 

d! ... ad 11 • o 

d: ... a dk • -o:.,adk + °ir:d!ed11 
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T 
a -11 

ht 

P•ro o:.adj =O (113d.7) y g:+t.dJ•O Cll3d.8) pan1i J = 1.m .... .k 

-g• + °"g: 
... d!.,ad1c • _,;,•"""•""•--=--'"-

"• 

q.e.d. 

Para •implificar el algoritmo it•rativo del anterior M6todo •• 

pr•eent.an lo• pa•o• que lo campanen1 

1) l.•1, proporcionar Ki. 

2) d,~-11, 

:S> Encontrar ).L tal que •inimice f(K\+)"ldl) 

4) Si K\ff •• •1 •inimo •l proceao ha terminado, si no e• ••1 ir 

• :5. 

:5) 

6) 

7) 

Bl 

9) 

Si Lsn ir a 9 si no ir a 6. 

Ql+I 
dl .. ·-gl•&+ -.- d' 

11, ...... 
ir a 3 

10> ir a 2. 

95 



3e) EL METODO DE DAVIDON-FLETCHER-POWELL 

El m6todo de Davidon-Fl•tcher-PDH•ll <D.F.P.> estA bas•do en 

la• ecuecion•s 

x. • x
0 

-0-&(K >v<x
0

> 

Ml•t.• ><¡, - )..f.G-
1

Cxl) Q(Ml) 

aunqu• esto •vita el cAlculo de la inversa de l• H•s•i•na G-&Cx1> 

en cada peso al eatablecer la dirección d• bOaqu•d• en la 

es u na matriz sim6tric• 

forma que aer6 explicada poater1ormente. Finalmente H viene aiendo 

Be inicia con un punto inicial x
0 

y una matriz inicial H
0

, 

g•n•ralment• la matriz unitaria, aunque cualquier matriz •im6trica 

positiva puede utilizar••· El procedimiento it•rativo •• 

Juatificar6 deapu6a de lo aiQuient• CNota1 Ea conveniente escribir 

Q(Kl) CDlllO 9._J. 

Al9oritmo. 

1) En la iterilci6n f. •• tiene un pu nt.o Mi. y una matriz 

definida positiva Hl. 

2> Establ•cer la.dirección d• bOaqued• 
d\. • -Hi9i ••• 1139.1 

3> Ll•v•r c•bc un• b~•qued• lineal •abr• la linea 

4) 

x;,+~di para •ncontrar el valor ~i que minilftiza 

f(xi+~\dt.>. 

Calcular • •• 113•.2 

96 



51 Calcular >\.,, - "• + v, ••• Il3e.3 

6) Encontrar f(K ) ••• y gL.._· Terminar el procedimiento •i 

111, .. 1 lv,I sen •uficientement• p•qu•tloa. En CA•O 

contrario 

Q:+svL • O ••• 113•.4 

7) Calcular u, -QL•I - QL ••• ll3e.~ 

B> Actualizar l• matr"iz t11ediant• 
HL .. • HL +A\.+ e, ••• 113 •• 6 

dond• 
vLv!t<v!uL> A • ••• 113e.7 . ' 

••• I13e.e 

a) El proc••o •• e•table, ••t.• en decli.'/e y •• 
positiva. Va que gL •• la direcci6n de ascenso 

vL ir6 •n descenso si y ~61o •i T 

-VLQi. • -QLYL 

•• positiva. 

acel•rado, 

••• 113e.9 

Esta ••r• si HL •• si .. trica definida positiva para toda 

i. H0 tiene estas propi9dad•• porqu• son supuestas. La 

actu•lización •n l•• ecuaciones Il:Se.6, 113•.7 y 11::se.e 

mantiene la simetrla. 

Se prueba qu• HL permanece positiva definida por 

inducción. As1 s• a.s1.une que H, ... si~tric• pa1iit.iva 
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definida. Entonces tiene un• r•iz cuadrada et. tal que 

e~ et. .. et.e~ .. Ht. ••• I I3e.10 

P • Ct.• y ••• II3e.11 

dond• • •• cu•lqui•r v•ctor. 

Entone•• 

p•q• _ (pTq)a + <•TVI. )a 

q• v!ul 

(JfT V )a 

~ ~~-·~ ••• 113•.12 
v~ut. 

pa,.que 

Ahor• •1 d•no.tinador d• l• •cu•cidn 113•.12 •• pa•itivo 

parque 

v~ui. • v~Coi.•• - 91.l 

• -v~91 Y• qu• V~Q1.,..•0 de l• •cu•ción 113•.4 

• X19~Hi.9i. 
> O porque "-1.>0 y H1 •• positiva definida 

113e.13 
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As.1 '11 T Hl.•&lt > O 1 o que prueba que Hh& es 

definida. 

positiva 

As1 l• prueba da inducción es complet•. 

b) S• Mo•trarA que si •l m•todo d• D.F.P. •• aplica la 

~unción cuadrAtic• 

F<x> • a + >eTb + ~>CT0>e 

con G definida sim6trica positiv•, entonce• Hn • G-s y el 

proceso s•rA termin•do d••pu .. de n iteraciones. 6• h•rA 

esto •l demo•t.r•r que •Dn •io•nv•ctor•• 

lin•almente ind•p•ndientes de Hk.,.a con •ig•nvalor 1. As1 

H G d•b•r• ••r m•triz unit•ri•. 
" 

N6t••• de la ecu~ción ll3e.~ que 

UL • 9 t..tt - gL 

• GvL 

Acl•ú• 

••• II:S•.14 

HL.,.avL - HL.,.uL ( de l• ecuación 113•.14 > 

- HLuL + VL - HLui. 

usando l•e ecuaciones 113•.7, ll3e.B y 113•.9 y notando 

y que PU•d•n ..... 
c•ncelado•. 

• •• II3e.15 
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Se demostrara que para k = 2,3, ••• ,n 

V~GVJ = 0 

HlcGvi = vL 

o :S L < J <le 

o :s l ( k 

Se h•r6 por inducción sobre k. Si •• hac• 

••• 113•.16 

••• Jl3•.17 

L•O en la 

ecuación 113e.1S, se obtiene H•Gv0 • v 0 que•• l• ecumci6n 

113•.17 cu•ndo k•l. Las ecu•cion•• IJ3e.17 con k•2 san 

y 

La ••CJund• de el l•s viene de la ecuación 113e.15 con L•l. 

+ v v:Gv0 _ Hauau:H.av0 
H•Gvo • H,Bvo & v!ua u!Hau& 

Los óltimos do9 t6rminos de l• derecha son ambos ceros ya 

qu• v!Gv0 • v!av, .. v!G<->..&H&q&> 

• ->..1g:H,Gv
0 

• ->...11!v
0 

<de la ecuación JJ3e.1S con L•O> 

justo e9tablecido, cuando la transpu•eta da 

v~Gv& • O 

qu• •• la ecuación Jl3e.16 cuando k•2. 

Ahora •e proceder• con la inducción y •• d•mo•trarA que •i 

l•• •cu•ciane• Il3e.18 y 113e.17 son v•rdaderas para las 

valores de k son tambi6n verdad•roa para valor•• k+l. 

S• tiene 

gk • b + GKlt 

• b + G<xlt-a + vk .. ,> 
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• b + GCxk-a + vk-a + vk-t.) •te. 

• 111,.,. + GCv\,..t. + v'-"'• + ••• + vk-1) 

A•1 1• •cu•ción II3•.16, cuando L < k-t. 

v~gk • v!o, •• =i o mediante 1• ecu•ci6n 

y de la ecuación Il3e.4 directamente 

v:-1ra• • o 
A•l 

t•l que 

-v~Gvk • O 

A•1 •• ha ••tablecido que 

v~Gvk • O 

i.e. v~GvJ•O 

o :5 " < k 

para o S t. < k 

Se tiene de l•• ecuacion•• 113e.14 y II3e.17 

(Ulc) THkGvl • u!v\ 

• v!avL • O 

II3e.19 

Por lo tanto d• l•• ·ec:uacion•• IJ3e.6, IJ3e.7, II3e.8 Y 

113•.17 
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y 

u!Hkav, • u: vi. 
• v!av1 • o para o :S L e 1r 

As1 •• ha demostrado que 

H .. ..,av. - HlrGv, - VL 

Tambi.., para L•k 

para o $L di 

v• qu• 

A•1 H11 .. av11 • v• Tu11 y .. ta combinada con l• ecu•ci6n 

113•.23 da 

O :5 i < k+I ••• 113•.24 

La• ecuaciones 113•.21 y 1139.2~ •Mtienden l•• •cuacion•• 

11311.16 y 113•.17 para •l siQuient• valor d• k y co•pletan 

la pru•ba de induccidn para •1 Olti.a. 

,v,..... son 

linealmente independiente• y •utuament• conjuga~•• con 

respecto a a. De la• ecuaciones 113e.17 v
0

,v,, ,v,__. 

son eigenvector•• de Hna can eig•nvalor t. A•1 

••r una •atriz unitaria por lo tanto• 

HB .. 
H" • G1 ••• JJ3e.2S 

El h•cho de que el mlniflK> •• encontrado en n iteraciones 
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••concluye de la ecuación II3e.19 gn debe ser ortogonal a 

cada una d• los n vectores ind•pendient•• v.,v., ••• ,v.,,_.. 

As1 

••• lI3e.26 

e> La actualiz•ciOn de la matriz H •• concluy• de Il3e.6 

n .. s n-s 
Hn • Ho + L~oAL + L!oBL 

103 



3fl METODO DE HOOKE AND JEEVES 

Este m•todo •• un cM-todo de b~squed• dir•cto, ••to ••• 4nicamente 

utiliza los valoree d• la función para encontrar el eptimo de la 

función. Aunque ••te m•todo no utiliza derivada•, •e introdujo 

d•ntro de este tema por ser un alqoritmo que se utiliza para 

funciones de varias variablas. 

La idea general es valuar la función en un punto inicial, analizar 

el entorno de ••te punto para ••b•r como se comporta la función, 

hasta que se encuentra un punto tal que el valor de la función es 

menor, •e continua iterando hasta encontrar el m1nimo • 

A continuación •e describe el alQoritmo. 

l. Se escoQ• un punto inicial x,, y longitude9 hJ para cada xJ 

J•a.. • •• n. 
2. Se procede a eMplorar alrededor de •a· 

a> Evaluar f<x .. > 

b> Evaluar f(K&+he1>• donde •a es un vector unitario en 

reduce, 

reemplazar X& por x&+ha•a• Si na •• decrementa, valuar 

f <•.,-h.,•6 > y reemplazar •.. por x.-h.•.· si ninQuno de 

lo• dos proporciona un valor menor de la función, 

es decir 

+<x .. -ha•a>. Cuando "'• hayan considerado l•• n 

•• tendr• el nuevo punto x8 • 

calcule 

variable~ 

e> Si 111.• x8 , •11 comienza un• nueva eJCplorac1dn, e•t• vez 
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3> 

parte de su valor anterior>. 

d) Si x2~ x
1 

•• ha encontrado un modelo a ee9uir en cu•nto 

a la dir•ccidn qu• •• debe utilizar. 

•> Evaluar l• ~unci<6n en •l siouiente punta 

P • X + 2CX -x ) 
1 • • • 

En Q•n•r•l 

P"• •1. + 2< xi.a-•1. > 

b) R•alizar una •xploración alr•d•dor de P1<Pi> 

c> Si el v•lor m•• bajo obtenido •n 3a) es menor qu• el 

valor •n el punto x8CxL•I> entonces se h• encontrado un 

nuevo punto • En ••t• caso r•p•tir 3a), de otra forma 

continuar la exploración en Ka sin utilizar 3a>. 

4> El proc••o ter•ina cuando la lon9itud de lo• pasas ha sido 

reducid• a un pr•determinado valor pequ•fta. 
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CAPITULO lll. APLICACI~ DI: OPTUCIZM:XOll SIN llESl"RICCIOMl:S 

En esta necciOn •• de••rrollan lo• progr•m•s de computación de 

cada un d• los algoritmo• cuya base teórica fue explicad• en el 

capltulo ant•rior, por lo que se ir6n presentando con la misma 

secuencia de dicha capltulo. 

Estos proQr•m•• estAn desarrollados en BASIC. Son varia• la• 

lenguaje, las 

principal•• causa• •on dos, una de ella• •• que el BASIC •• un 

lenguaje sencillo y de f•cil comprensión para l•s persona• 

relacionadas con 1• computación y la otra •• que el BASIC forma 

parte del sistema operativo MS-DOS que manejan las co•putadoras 

personal•• lBM y cCMltpatibl•s <P.C.) y como•• sabido el uso de 

estas equipo• •• ha ido qener~lizando, de ••ta forma ••r• m~• 

sencillo para lo• lectores aplicar ••~o• pr09ra•••• 
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111.l DESARROLLO DEL PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA EL TEMA l DEL 

CAPITULO 11. 

la) FIBONACCI 

El programa present•do minimiza a l• función M'-14M8+60M8-70K. la 

cual e•t• d•••rroll•da an la l1n•• 2000. 

Variabl•• de ••lid•• 

A, 9, E , N. 

A EMtremo izqui•rdo del intervalo 

e EMtr•~o derecho del intervalo 

E grado de precisión 

N NOMttro de iteraciones 

F0 1 F,s F1 

F0 , F, Primero• no.eros de la ••ri• 

de Fibonacci. 

F .. 1 F• NMef"'oS de Fibanacci ..... • • •" 

Xl, X2 puntos interior•• 

Fl valor de la funcidn en el punto 6ptiwta 
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llAl:lllM • muo 1111111111CCu 

F1:F1• 1+F 1_1 
1:1,.M 
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11 IBI PltOCUMI fllO.US 

1S IUI '90CllOI ALQDllTim HL •tmD DI fl....XI. 

aa-
zs - 1111 ALIDITim •llUHIA LA MCl(ll 1º4 • 14(X)º3 + 60(1)"2 ·7'0X 

16 CLI .......... , '· .. , 
• 11• USO> 
D PllllT "CUllTAI lYA&.UACIMI DlllAI lfALIZM 1 •1 l.vt • 

60 PllllT llflalmclcau IL VALCll N IHILC.-1 l..uf 1 
'5 fllllT ...._ICllAll U. ~ ML JllTllVAUI N IKDTI.- CA,U: •1 l.vt A, 1 

11 PllllT • 

n PllllT •rwct .. e •tnt•tur f(XJ • 1º4 • 1UºJ + 60lºZ • 1UI• 

n PIJO ._ el Intervalo (•J A; •,•; IJ •) c.n •1 I; • lter1CIGMe 'f 1••1 I; •.• 

7P fCO> • 11 fCU • 1 

M•l•ltol 

" rcu • ru - u • •u • Z> ...... 
a a • A • C(I • A) • re• - 1) • 1 • (•t) • •> I •<•> 
•••1121 -zoao: PZ•T 

"1 •• 
tOOlt •A• 12•1 

105 •• lh ... 20001 P1 • ' 

1•flllll' * PlllT 

101. "'" •1terslan •; I; • 1•1 ,.,., 
1• .. 1111' .,._.; A; • ... 1 11 .. llT •1 .. ; 11; • 

Ul1''1>PZTmmTot40 

111 IP Jl2 e xt Tm 8DfO 110 
t•l•XZI la•lh fZ•P1 

tl!i 9DTO ''° 
1JO A• XZ1 12 • 1t1 PI• ft 

tJS ao tao 
140 1' KI e lt , .. CTD tH 

145 A• •1 
,,. mm 1• 
1H 1. •1 ,.. 1. 1., 
161 •• 1 - • , .. mTO 100 
111 ...... 1 PlllT 1 ... llT 

• ""' • Val• •fnl• • f(XJ1 •, ,, --.. , .•...•.• · 14••·········•· 10•• --"" U.VI •nlD", A 
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1bl SECCION DORADA 

Función • optimiz•r• 

Variabl•• de entrada: 

Yariebl•• int•rn••• 

Variable• d• Salida 

V•-e-•logK (linea 2000) 

A extremo izquierdo del intervalo 

B •xtramo derecho del intervalo 

E grado de precisión 

K11 constante de reducción 

Xa' X8 puntos intermedios 

Fl valor de la función en •1 punto óptimo 

111 



K2:1-KI 

t 
J:-1 

t 

~ 
1 Fl:V 1 

t 
X:X2 

t 

~ 
1 FZ:V 1 

t 

T 
~ 

llllGllMl 11! FWJO ISll:cllll IOll\Ml 

t 

X:XI 

Fl:FZ 

t 
1:1-, 

t 
a=111•1-tca 

1 V:-EllP-'LHX 1 
t 

Fl:V 

t 

t 
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11 Hll NCUMA : DQIA,IAI 

1t 1111 NOCllO 1 M.ammm De:L •rmo •cc1e11 --. ·-15 - l•t• al90rltmo •fnl•fH 11 fia:fClf'I rcx>• C·•"(•X)) • (ln(X)) 

•cu 
J5 .......... '· ••• 
40 Nllll .... CIJICM LA NIClllCll OllUDA 1 •1 l.uT 1 

SI Nin .,urcl• • •lt1l•l1er •<•> • <·•"C·•» • Cinc•» .,. el • 
SI Nin • IM.,,,.l• e•: A; •.•: •: •> e-. pr11lclan • •; 1: •.• 

n K1 • .•11M1n111 a • 1 • 111 " • -1 
•• , • A. CI .. A) • lh a • A. e• - A). a 
Ul•lh-lm1H•Y 
'1l•U1 ..... 1PZ•Y 

8 Nin 1 Nllll 1 .1 • J • 1 

7D Nin •11 ... actan •; .I; • 1•1 Nllf 

11 Nllll ... , A; • ~; 11 NllT .. , .. , lt; • 

•arncrtT .. ., 
••• XZ1 aGt. 111 rz • '11 J • 1 - Al 11 • A. 1 • 11 

• 1 • lh - mll '1 • TI CfO 115 
" A •• ,. Jt1 • 111 •1 • rz1 1 • 1 • Al IZ • A • 1 • a 

•• 1 • ª' - 211111 n: • ' , ...... , .. ., 
,,. Nin 1 Nin 1 NUIT 

ni Nlllf • Vel• •lnl• • fll)1 •. '1 .... 
- y • •IJIPC•I) • Lm(I) ....... ............. 
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lll.2 DESARROLLO DEL PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA EL TEMA 2 OEL 

CAPITULO 11 

2a) INTERPOLACION CUADRATICA. 

Función a optimiz•r= 

Varieble int•rnas1 

Variable• d• salidas 

A,H,E 

As punto inicial 

Hs distancia ••timada entr• el punto 

inicial y el punto ópt1mo 

DNs Coeficiente -A del polinomio cuadrado 

91• Función signo de M -M • • 
92• Función •iono d• X -x • • 
93• Función sivna de M -M • • 
x ... x., x., x •• punto• a •valuar 

F11 valor de la función •n el punto 

6pti.a 
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lllll:llftl ll l'LUJO 1 lllftllPOIACIOll IWl\tltlll 

OUlN&I IM 
ruu U&tlHU .,.•1••1••· .. 

•(UltlO" 
lllHl•U 
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••• llllTmOllCllll QWIMUCAl 
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1D 1111 PIKJGUM1llllTCIM.1AI 

19 1111 NOCllO:A&.CllllfflD Dr llllTIUOUClm QNUTICA 

20 ... 

25 ID llTI ALCDITID flllllllflllZA LA RllllCIC• 2X-Z·e••x 

JO CLI 

J1 DIFDll P, X 

40 NllT ~CICllM IL PlllTD lllCIALr•r 1.-ur A 

49 PllllT ...-aac1111A1 IL VAU• DI 1:•1 IMPUT M 

SO Nl•r .....-C.CllWAI LA ANClflMCIC.1•1 IUUT 1 

91 a.• 
SS XC1> • Al X• IC1>1 - I001 PCf> •Y 
5' XCZ> • A • 11 X • XCZ)I ... a1 HZ> • Y 

S1 JP PC1> e PCZ> , .. XCI) •A • 1: 1C • ICJ)1 CIDIUI •Xh PCl) • t1 lotD 60 

SI ICJ> • A • Z • Ir 1 • •CJh ... 8D01 HJJ • Y 
M PllllT •.uanm DIL •TCllO DI JlllTDl'OUCICll QllDUTJCA•1 ,. .. , 

61 NllT •P\llClm A •lll•IZM PCX>.Z.-2·.-X CCll 1.11A MICIUMCJCll• 

'2 NlllT ..:•; 1: •,aw JIUITD IHCIAL DP; A; "T VAU• DI ..-; 1; •.•1 NJlllT 

6J NllT • llCU PU>• 
6S INI • (XCZ> • X(J)) • PC1> 

JU INI • Dlll • CXCJ) • XC1U • PCZ> • CXC1> • 11(2)) • r<JJ 

1' WI • CXCZJ • ICU • XCJJ • XCJJJ • IC1J 
....... CICJ) • ICJJ - •C1> • X(11) • •cu 
IS ...... cxcu • XC1) - XCZ> • xczn. PCJ) 

ta XC4> • .. I CZ • Dll)I 1 • 1(4)1 -- I001 PC<O • Y 

100POIJ•1fOJ 

10SPClll•.t•1TD4 

110 IP f(4'J - PCI> T•lll 8DTD 125 

115 1 • X(J)I XCJJ •XCI): ICU • 1 

1ZD , • ruu PCJ) • f(l)I f(I) • , 

tZS•XTIC1 .. TJ 

1so JCll 1 • 1 10 41 "'" •en, rcnr .. , 1 
135 PllllJT 1 NllT 

HD ,, Ml(XC1) • 1(2)) e 1 , .. CIDTO no 
145 11 • •CXC2) • XC1JU IZ • IGll(XCJ) • IC1>)1 IJ • IUCXC4) • XC1)) 

110 IP 11 • IZ AID 11 • •M , .. XCJ) • XC4h PCJJ • PC4J 

1.0 Dlll • c•cZ> - XCJ)J • •et> • CXCJJ • X(f)J • PC2J • c•ct> • ICZ)) • f(J) 

110 ' • creo .. rczn / cz • 1111> 
t• f • f • (XCZ> • XCJU • CllCJ) • ICU) 

11D 1(4) • (XC1) • ICZU I Z • I 

zoo 1 • •C4>• -. a: re•> • ' 
2'0 IOIO 1• 
zso P111n -.uc1• nt1AL• 
MO Nin .... , xcu •• , .. , reo ..... 
•t•Z•x•1·l.,(IJ 

110 •TUlll 

"" UVE •JITOM•, A 
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2b) INTERPOLACION CUBICA 

Función • minimizar• 

Vari•bles intermediasr 

X1 1 vector punto inical 

0
1

1 vector dirección factible 

Ei precisión 

FM1 m1nimo supuesto 

PK1 punto inicial 

01, 621 gradientes de la función 

CC: nOmero de iteraciones 

Z1 v•lor de l• función en al punto 6pt1mo 
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.. : 1 

1 t!=•••,tt1>, IOt .. I 

DIAl:llN H l'UJJO (llltDPOll(llll aa1au 

119 

Ge:SQltll> 

GI : GI 



H ( ZZ=:to<FP-FQ>IHH 

t 
ZZ=Zll•Gr•GQ 

1 
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... <JlltDPOiM:ltw QJllfAl 
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10 IEJI PIOGltMA; INTD..9.U.S 

20 IEM PIOCH01 ESTE "OGUM IEALIZA EL ALGOIJTtl> Dl 

:SO IEJI 111EIPOUCICll CWICA. Ha.E•TU EL •11119'> DI 

40 IEJI f(X • t.M • 0) IOlllE LA Ll•lA X• t.M • D. 

SO IP l•f(X1,X2, ••• U) U CALOJLA El U 5000 T IU GUDIHTE 

to IDI l(t),G(2), ••• ,G(I) E• - 6000 
6S DlfDIL D, f, P·CI, 1 ,., ... 
M PllH •1t1TUPOUCICll MICA• 

W J.ut •JOIGDUZCA IL UPO .. VAIJAILll •; 1 

100 Dltl l(U, P(I), Q(I), DC•> 

no ,. .. , •JITICDUZCA IL M10 lllCIAL 

, ... 1., 1011 ,...,., l(I): llUT 1 

1JO Pllll •1•1ICIDU1CA LA DIHCCIC. fACTllLI• 

140 fCll I., 1011 ,...,,. 0(1)1 .. 1 1 

150 l.uT •llTICIMJZCA LA PllCllim DllPOA •; 1 

160 l.vt •111ICllUZCA IL Mlll_, ..... ITO f(X1, •• ,,XI) •; fll 

111 1111 PlllTO P lllCIAL 

1• ,_ 1 • 1 10 11 PU) • ll(l)t HllT •x•: 1, .... llCl)1 •111 1 

, ..... 5000 
IDD Pllllf •tTUACICll•; CC; -VALC. Dl f•; l 

210 fP • 11 ... 600Ch GI • • 

DO•• O 
ZJ0 fCll l • 1 TO 11 '11 • • • GCI> • D(l)I •11t 1 

240 lf • u O t•1 CKl10 JCIO 

161 ID 1U1CA 11 MITIDO Cllll1UllG A LA DIHCCU• DADA 

llZ • • MICI • CfP • fll) • '11U ., • , 1 , .. U • 1 
MJrml•lfOI 

M4 11(1) •PU) • CIX • DUh P(I) • 11(1)1 •llt 1 

245 ... 50001 fP • 11 PlllY •J•llMILIDM7• 

M - toDCh 11 • 001 ano 220 
ZS0 1111 IL*A IL MTD lllCIAL 11 IL lil.IOllllTl,0 

JOO • • MICI • CfP • no / •U 11 • ,. 1 1•1 • • 1 

110• •• 
JZ0 Kll lllQ.D11A IL llGUlllTI G 

DOM•'" 
J40 POR 1 • 11011 8(1) • PCI> •U• OCU1 11(1> • GCU1 •11t 1 

JSO-SCO:h fG• I 

3'0 QDSl8 to001 G2 • DD 

J70 11111. o 
JIO fal 1 • 1 TO 11 11111 • Qa • G(l) • D(l)1 .. , 1 

J90 IP CID ,. O ca H ,. ,, 1•1 GOTO 420 

'°° IDI 11 • nasSTU • AOICUllDO, LO cUuca 
410 MI • Z • 111 GOTO J20 

420 1111 l.llCUlA LA llTHPOUCUll MICA 

no zz • J • CfP • ••> / llM1 zz • u • • • 11111 
440W•u•u- r;p•QD; lf\Al<llOTllEIW•O 

450 W • •<WJ 
460 OD • llM • ,, • UiG • w • ZZ> I (GCI • CiP • z • wn 
'1D fC.: 1 • 1 10 1: •CU • PCI) •DO• D(I); ••T 1 
4IO QOlla 5000; ... z 
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490 GOSW 6000; G3 • GO 

SOO HR CALttu EL UADIEITE EN fL MVO PUNTO 

sto C111 • o 
5ZO fOI 1 • 1 TO th GI • Cil + G(I) • DCIJ: IEllT 1 

5]0 lf GI > O GOTO 600 

540 IDI Ha.EITIA EL llJEVO INTERVALO T VEllflCA PAIA TER"lltAlt 

550 lf AllC•> e t: T•ll GOTO 670 

S60NN•ll•DO 

570 fC:. 1 • 1 TO IJ P(I) • X(J)J NllT ax•; 1, •a•, XCI): IEXJ 1 

sao ce• ce + 1s P111T •ntuc1m1•; ce, -VALm•, z 

590 ,, • Z: fil • Gis G1 • GO: 0010 430 

600 1F AllU•> e 1 Y•I I010 670 

610 IDI U: llPITI LA llRlllPOU.Clmf El EL -.E\IO llnEIVALO 

620 1111 U·DD.560. O DD, 630 

6.10 NI• DO 

640 fOI 1 • 1 TO 1: G(J) • ll(l)I PllllT -X•; 1, •••, XCI): llEXT 1 

'50 ce• ce+ 1s NllT •n1uc1m•; ce, "VALOI ••, z 

MO fl • Z: 811 • GI: G2 • 80: CIOTO 430 

670 Nlll •llUUZACICll al9'LUA• 

'80 NHT •1nuc1c11n••: ce, "VALC.••, z 

M0fatl•1TOI 

1IO NllT -X•; 1, X(I) 

710 •IT 1 
720 ... 

SOOOZ•O 

5010 Z • 100 • CICZ> • 1(1) • Z> • 2 • (1 • XC1U • 2 

!l020ff•TT+1 ...... _ 
6CllOIO•O 

M10 1(1) • ·400 • XC1) • CXCZ) • llCO • Z) • Z • (1 • 1(1)) 

6020 lt2J • ZOO • Cl<Z> • llCU • Z> 
6GSO fat 1 • 1 TO 11 ID • QO + ICU • Za •XT 1 

6&o ID • -CID> ...... _ 
9999 u.vr •una.•, a 
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III.3 DESARROLLO DEL PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA EL TEMA 2 DEL 

CAP 1 TULO JI , 

3•1 METODO DE NEWTON CON APROXIMACION CUADRATICA 

a 
la 11n•• El progr,.m• optimiza a la iunc:iOn f1:1x - sen>: en .. 

2000. 

Variables de entrada: E, z 

E1 V•lor de l• prec:isión 

Z1 V•lor inic:i•l 

Vari•bl•• int•rn•s: F: Prim•r• d•rivada 

DI Segunda derivada 

Variable• de salida1 X1 punto óptimo 

FF1 Valor de la -función •n •l punto 

Optimo 

IZ4 



DlllGJjN DE ll.llJO lllTOIO DE llDllOll DI! APllOXllW:llll OMDMTIQU 

1 ff:ll'/MENM 1 
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to REM PIOGRAMA: 1mnC11.US 
15 PIUIT •Plor.IAM PAIA HCCltTIAI LA UIZ DE LDI ,._TOI DI f(X)• 

20 IOI 1(11) U IVALUA IX 3000 

JO lf.M P'(llJ R lVAUJA 11 1000 

40 IOI P1 •(ll) SE l!VALIM H ZOOO 

50 Nl•T .... ClllCll lfll.IEllDA1 •1 IPUT l 

60 NllT "VAi.cm lllCIAL: •1 llPUT Z 

7D Nl•T • •1 PlllT •ANCll:IMCICllH IUCHIVAS • 

10 11 • Z 

90 ...... 10001 ... 2000 

100Z•X•P/0 
105 1 • 1 • 1 

110 Nl•T • ITEUCICll •; I; • 11 • •¡ 11; • llQllllTI llUffO • •¡ 1 

120 IP Ul(Z • 11) > l TNll CiOJD IO 

tJO N111 -.at.ucu• UllAL • 

160 11 • ZI IDIUI 10001 IDIUI 20001 - JODO 
150 IP D • O , .. PlllT -EL Mllllm 11 •; "; • IN •; 111 DOTO ZOO 

160 .. o e o , •• ,.,., -tL Ma:Um 11 •; ": • IN •: 111 CI010 zoo 

zao1m 
1DOO P • 11 • COl(ll) 

1010 llTI.all 

2000 o • ' • 111(11) 

2010 llTI.all 

JOOO rr • 1 • 11 / Z • lllCllJ 

J010Hflllll 

""UW: -.vtme-, A 
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3b) DESCENSO ACELERADO CASO CUADRATICO. 

El programa m1n1m1za a la función <x 1-u 2
+<x

2
-3>

2
+4Cx

9
+s>

2
• la 

cual estA desarrollada en la linea 2000. 

Variables de entrada: N, X<IJ. L 

N: N~mero de variables 

X<I>t Punto 1n1c1al 

L: Paso inicial 

Variables internasa G<I>, D<I>. L<l> 

B<I>: Derivadas parciales 

0(1)1 Dirección de -9f(xt..> 

L(l)1 V&lor de l•s Ai 

Variables de salida: X<I>. Z 

X<I>: Punto• optimi:ar 

Z1 ~1nimo de l• función 
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DIAGIMA DE l'WIO umroDO DE DESCDIS1l tQUllllDO CASO llWlllAllCOl 

~ 
j G2:8 1 

+ 

~ 
1 Ff,:Z 1 

T 
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... 1..:1181 ACILlllMO Cllllll aJMIATIO>l 
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... (lll10IO DE H:SCllSl fal.EWOl 

FE=FE+I • 

rat •• N 

1 GO=SQR<GO> 
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20 PllllT • DESCOSO ACILH.ID09 

40 PllllT • Z • f(X1,X2, ••• ,lCN) H 2000• 

60 NllT • DfllVAOAI PAllCllLH G(1),G(Z>, •••• ,ll(I) IN 3000 • 

IO NllT • .-U LlllUL POI llTEIPOUCICll t\IADUTICA• 

100 NllT •11.MEIO DI VAllAllH 1•; llPUT N 

110 Dlf08L D, F·ll, L, X-Z 

120 DUI XCI>. f(I), ICI>. 011), LC4>, "(4> 

1'0 .. L(4)U'p(4) Pe:. llT • UID. 

1M NllT .... TO lllCIA&.: • 

1IO fOl 1 • 1 TO 11 IWUT X(l)J .. , 1 

200 NllT •.uo lllCIM. (L)I •; IMIT L 

zso "'" • -- VM.• u u nrucrc.• 

- FOl 1 • 1 TO 11 Y(I) • X(l)J lmrT 1 
SZ0 ... 2DDCh ... JODO: .. llO e .000001 T•I GDTO 1l00 
J40 rea 1 • 1 TO 11 ocn • ·ICU I ., IUT 1 

MO lllJI H'llO DE DltlCCIClf DIL DllClllO ACILIUDO 11 YCIJ 

JP0 - 1-XCI> IW NlllCIPIOJ 

- LCU • 01 "11> •Za ZZ • Z 
400 LCSJ • L 

410 FCll 1 • 1 TO IJ XCI> • fCIJ • L(J) • DCIJ1 •XT 1 

4JO -.. IOOCh "UIJ • Z .......... 
''° 112. o 
4'D Jm 1 • 1 TO lt U• GZ • GCIJ • OCIH lbT 1 

411 " "CJJ ,.. "(1) m 112 ,.. O T•I IOTO 500 

411 L • 2 • L1 IOTO 400 

- - 11 ~ 4ID DCaMlll n N10 DI U.SIN» 
510 - PAIA cmtTI .. IL •HlllD 

ROLCZJ•L/2 

S40 fCll 1 • 1 fQ 11 XCIJ • YCIJ • LCZ> • OllJ1 IECT 1 
"' ... 2D1 ,,,,, • z 
- - ADA IACba LA NllOA llff9'Cl.KICll QMDIAJJCA 
... LC4) • L. orcz> - .JS. ,,,,, - .25. "'"' I cz. "CIJ - ,,,,, • ,,,,,, 

QO 1P LC4) e O , .. NlllT •A&.MM• 
M0 Hll 1 • 1 TO 11 XCI> • f(J) • LC4J • DCIJ1 IDT 1 

... - ai.1 "'" • z 

.. - AmaA T..- 4 VAl.Cllll DI ~ T 4 VAUllll DI LA NICIC. 

'90 - LOI CCIUCM» 11 GM111 AIClmDTI 
111Hll .. •1TOJ no,_,.,..,,., 
no 1r ""'> • •rcu , .. ao 7'11 
7JO LL • L(,.Jt LU) • L(IU LCI) • LL 

140 'º • '""'ª ,,,,,, • lf(lh ,,,., • 'º 
150 la tMIAMI ,,(.l)lff(IO 11 _...... llCmllCTO 

1'01DTll ..... 
7'90 - fllM.IZA _... U llTA llllCCICll 11 U MlllCIUMCll • CUMPLI 11 mD 
a IP MICLCU • LCZ)) e .0000! , .. IOTO 1000 

110 ... llfllD LOI TUI PLWTOI •.IOlll 

IZO 11 • IUCLCZJ • LC1Jh IZ • ICll(LCJ> • LC1)) 

llO IS • ICMCLC4J • U1JJ 
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811 11 11 • 11 - 11 • •M Ym LCIJ • Ll4J1 •fCIJ • '"'J ___ , .............. 
- • • CLCIJ • LCIJJ • "CU • ClCIJ • LCUJ • "CIJ • CLCtJ • LCIJJ • llCJJ 
811 P • C"UJ • PPCIJJ I ca••J 
- P • P • CLCZJ • LCJ)) • CLCIJ • LCUJ 
- LC'J • CLCO • LCIJJ I 1 • P 
- • 1•11011 ICIJ • TCIJ • LC4J •te1J11PT 1 

ttl - -· flC4J • 1 
- - llJIOll ...... llTUNUCIC19 ...... 
, ... 1 • ' TO •• •en • YCIJ • lCU • ICIJ• YCIJ • l(IJ• "ª" •: ., ... , XCI) _..,, .......... -,.-... --, .. "'" .... , •. "ª" •• 
t-L•L/I 
tt• lf ID » .IODll t•I IDTD J40 

"" - llTO ... IL lllCll. oru _.. ·- LA •rc1m ACTUAL 
t•Nlll1' • •1 Nlllf 
tltl NllT • .UCICll flML• 
tm .. 1 • 1 TII 11 NIU .. , J¡ .._., l(IJI .. , 1 

tMI NllJ •111m • P(lt,11, ••• ,.J .. I 1 ·--.. 1 • Cl(tJ • 1J " 1 • CXCIJ • IJ • 1 • 4 • CICIJ • IJ " 1 ........ , 
1t• •"81 ..... 
1111 eco • 1 • cxco • u 
- ICIJ • 1 • CICIJ • IJ 
... ICIJ • 1 • CICIJ • IJ 
.... 1 • t TII 11 • • • • ICU • IClh 1111' 1 ....... , --.. _ ....... 
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3c) DIRECCIONES CONJUGADAS 

Función a minimizar: 

V•riables de entrada• N, X<I>. D<I> 

N: N~m•ro de variables 

XCI>: Punto inicial 

D<i> J 01.recciOn inici•l 

Variables internas• H<I.J>: Matriz Hessiana 

GCK> 1 gk 

e: di. 
A•••---

¡ d;Hdl 

V•riabl•• de salid•• I, F, X<K> 

Is NQmero de 1teracion•• 

F1 Valor de la funci6n en el punto óptimo 

X<K>1 Punto m1n1mo 
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DltGl'ftl H nwo lllEllllS CDl.lllC:AMSI 

1 -SQA<ll<AUIC'•U) 1 ~fl=i¡if HI= 

~~ . ~ L..:J. ~ 

Ly-' 1,F,lf, 
1 D1;Dzz¡ M:l .. N 

1mr1 

~ 
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101DI Dlll!:CCIOIEI CONJUGADAS 

2D 1111 O tCIOO IE CALD.ILA EL Vll.0. DE r .. _ 
35 DlfOIL A, O, a. X 

40 Cll uam GOTO 9000 

SO NllT "llNIO Df VAllAILH •; : lltflt.IT X 

60 NllT • MTO IMICIAL • 

6S rm r • t To• 
7D NllT •X e•; I; •> •; ; IWUT XCI) 

15 mrr 1 

• NllT • DlllCCJC. IMICIAL • 

15fClll•tTDM 

to NllT • t C•; I; •) •; 1 IMll' 0(1) 

"•u 1 
too 1 • h - toao 
no IP 1 • t IOTO 130 

ns 1n • ocu1 Nt • ocz>1 1n • •n. u1 m • 1cz1 ZH 1 • 1 • t 
120 ... 200Cll D(t) • DtZ; DCZ> • D22 

tM ID CALQJLA ll SIGUllNft MTO 

tzt Mlllt • O: AZ • 01 rm r • t TO •: ccr> • O: Atcr> • 01 •xr r 

1sorm1•tro• 

140 roa " • 1 TO ., G(I> • Ncr. ,1) • X(J) • 1(1:) • G(l) 

150 ErT JI mXT 1 
160 POI r • t TO ., MllC1 • ICI:) • 0(1) • a.ta lmCT r 

t7D rm.s: • t To• 
t•rmJ•1TOI 

tto A1(1:) • DU> • l(l, .. , • Atcu 

,,, llXr " 
ttr611Xrl: 

200 fGI 1: • t TO 1: AZ • AZ • AUIJ • 0(1)1 mT 1 

UOA•·Mmt/AZ 

22ZfGll•1TOI 

125 XCI> • XCIJ • A • DCI) 
ur..,1 
zso- tto01.,..9001., 1 c1 ano ns ..... 
tao NllT •nrucrc. •; I; • VAUll DI LA f&llCIClf •; , 

91DFG11•1TOI 

'20 NllT .. e•; I:; •)• •1 XCI) --· ....... 
10. J • Xct> • XCU • XCZ> • X(2J • 4: 1(1, t) • Z: IHZ, Z> • Z1 UMM 

2000 u • (111 • 112 • 021 • un / con • 111 • 021 • 112n 

2010 D1Z • ·•CU • Z I CM.IX • Z • 1» 

zazo NI• -(1 / CU • Z • 1)) ......... 
tD0D PlllT 111, UL.1 STOP 

"" UVI ...... A 
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3d) METODO DE GRADIENTE CONJUGADO. 

El programa minimiza la funci~ 

100<>< -x »1
2
+<1-x >z la cual est! desarrolada en la Unea 

z ' ' ' 
2000. 

Variables de entrada: N, X<I> 

N: NOmero de variables 

X<I>: Punto inicial 

Vari~bles int•rnas1 G<l>, D<I>, AK, K 

G<I>1 Derivadas parciales 

0(1)1 Diracción d• -91. <g1.=Vf<><1.> 

AK1 Es Q~ ... /g~ 

K1 Auxiliar l. 

Variables de salidas DV, X<I>, Z, SV 

DV: NOmero de dirección 

X<l>1 Punto de la iteración 

SV1 Nómero d• la it•ración 

136 



DIM:llM K n.wo Ol!OIO 111. Clltln ClllllllNO) 
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••• UIETOllO DEL GMlllDl'IE aJllJIJl;MOl 

cp 
<p 

T 
1 62:61 1 

t 

Gll=GQt61•D1 
J:l .. N 

ll:IQICUM> 

t 
IDD:HH•Cl-CilO•ll-22)/CGQ-Gl'tZ•ll> 1 

t 

$ 
1 FP:FG 1 

t 
GP:tQ 

138 

~ 
1 G3:Gll 

t 
Gll:I 



Ql:G3*G3/l••Gll> 

D
1
:-G1+AK•D1 

•1=x. 
1:1,.M 

DU:DU+l 

FP:Z 

f 

... lllmlO HL l:IAllllll'll QIW:MOI 
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FQ:2 

f 

~ 
0 



......... mlft .... ) 

<p <p 
Z:s•<Xa-X,•X,> 1 tl:I 

' •,=--x,•cx.-•x,1 
Z=J•ca-x,1• 

1 l. •,=• -aeu-x, > • lll:ICtl ' ¡ .. =1•cx.-x,•x,1 

• -=•·• .... ...... 
1 t1:••«•1 1 
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120 IPI -.uA LINEAL Pe. llTHPOlACICll CUIJCA• 

150 IWI P<lt,XJ, ••• ,XM) E• 5000 1 Ci(1).G(29, ••• ,G(U H 6000 

200 NllT .._.IO DI VAlllAILH 1•; IMPUT • 

210 DIFOll. A, D, F•I, , •• , X•Z 

220 DI• 11 Y1 '• 8 1 D, C(IJ 
J00 NllT "VAl-1 lllCIALH;• 

~ FGI 1 • 1 TO 11 NllT ... ; 1, l 1...,., 1(1); •xt h NllT • • 

S60 IDI llfAILICll EL WQILO DI LA -.mA 

JSDIV•1 

J6D • 1•ran1AT1 amvr 
JID PIHT • VA&.m H LA IHIACHW• 

ISO FGI 1 • 1 TO 11 'UJ • l(IU Nllf ... : I; ... ; XCI); •Xt 1 

S60 - SOOCh " • l; NllT -z••: Z 
Sl'D-60001l1•111Ch••DD 

515 IDI llfAIUCCI LA Nl•U ~ H Dl•CCICll DHCllllO ACIUUDCJ 
580 FG1 1 • 1 TO 11 DCU • •1(1)1 •XT 1 

Sa5 .. r U.fADOI DI LAI lfUACIC.1 

HO r • 1 
600CP•O 

610 Fm 1 • 1 TO 11 • • • • 11(1) • 0(1)1 llXT 1 

620 IF • C• 0 T•I llOfO .., 

6ZS - llCCllflM EL 'ASO lllCIAL Y 11 H •CllAllO llGllUI 

6JO • • AllCZ • FP I liPJr IF U > 1 T•I a • 1 
M0"91•1TOI 

650 •en • ,,., ••• D(lh 'º) • XCIJI •XT 1 

..,, - 50001 ,, • 11 NIH •1•1tMIL1DAO• 

670 - 60001 11 • GCh IDTO 6DO 

6IO • • All<Z • " I •>1 IF a > 1 , .. 11 • 1 
690 ••• 

1'GO - lleafUI IL l'IClllMD MTO 
710 .... 

120"91•1fOI 

7.ID •en • ,,., ••• DCl)I XCI> • Q(J) 

740 mxT 1 
150 ... 50001 ,. • z 
760 ... 6DOC11 U•80 

7P'D ••O 
nD .. 1•1lDI 

1IO • • • • l(IJ • DUJ ...... 
ato •• • > o m ,. > " , •• OOTD "° 
atS - llCU NIO OI DCll&.I llTllflCILACICll Y C:..IAll A 8 -····· ate .. I • 1 TOl1PUJ•9CIJI m1' 1 
...... fQ1 •••• 11 • ., .... ". 
8IO U• J • (FP • P8J I •1 ZZ •U• CP • • 

11'1 W •U• ZZ • liP • •1 IF W e O T•• W •O 
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•W• llllUW) 

llO DD • MM • (1 - (GQ • W • lZ) I (Gii • GP • 2 • WJ) 

lllO fDI 1 • 1 TO 11 MCU • PCI) • DD • DUh IEIT l 

91D - 50001 •• • 1 
R0-6CIOO;IJ•li0 

925 Ull lllCGITUI .-OIEITI 11 IL IMVO PUITD 

no•. o 
"40 fDI 1 • 1 TO 11 QI • QI • 8(1) • DCI); •XT 1 

t50 lf 1 e• " NI> 1 e• H T•• llDTD 1100 

tlD U • > O T•M llDTO 1020 
t90 Mii •MM • DD 

tDOD ,_ 1 • 1 TO I; PCI) • 1(1); •KT 1 

10to fP • 11 • • •1 IOTO l60 
1020 .. • DD 
HIJO fCll 1 • 1 TO 11 tCI) • 1(1 h lllT 1 

1CW.0 M • ZI Cll • Cil1 QDIO l60 

1100 llllt ... u Tl•lllADA 

1110 o &1 e .000001 , .. lilDTO tsoo 
1120 O 1t • M T•I ID'fO 1150 

ttJO llllt ~ DI ITIUl:llml 
1140 1. lt., 
USO IP UClllTUlt OlllCCllJI CCIUUIWIA 

nao ,. • u • Id / <• • •> 
1110 fGI 1 • 1 TO 11 0(1) • •GCI) • M • DU)I P(I) • MCIJ1 •MT 1 

HOO NllT -..VA DIHCCUll•; ; DV • DV • h NllT • IUIQUfOA •; DV 

12\0 ,, • Z: 81 • GO: GIC • GO 

1120 fCll 1 • 1 TD I; PllllT ll)l•; 1; •••; 1(1 )1 •XT 11 NllT •z••: 1 

1ZJO mTO 600 

1250 Nlllf "lllllCIM•; 1 IV • IY • h OV • DV • 1 

1260 NllT • n1uc1m•; sv; -.--OllD•; ov 

1210 NlllT •• 

t2IO IDtO SSO 

1300 NllT •11111> llCOITIMIO" 

1JICI pm 1 • t TO 11 NllT ... ; 1; ... ; IU)l •XT 1 

1J40 NlllT •11111> 11 LA RIK:lm--; 1 

1J50 NlllT "IVALUM:IMI DI LA RllCUW••; TV ...... 
5000 z • 100. (1(1) • 1(1) • 11(1)) • z 
soto z • z • et • 1ctn • z 
S020TV•TY•1 

,,. •n1t11 
.... o 
6'00 1(1) • ·400 • ICU ~ CICZI • 1(1) • IUU 

6110 IU> • IC1> • Z • et • 1nn 

6200 ICI> • 200 • CICI> • XC1> • 1(1)) 

1000 fGI 1 • 1 TO 11 GO • GO • GU) • G.(lh •XT 1 

"DO•• •UIO> .,,. .... 
... MWllllACllll'.A 
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3•1 METODO DE QUASI-NEWTONt METODO DE DAVIDON FLETCHER Y POWELL. 

L• funcibl a optimizar •n este proQrama e•• 
zi:::( x&+10:ca)Z+5< x9-x,> 1+< x,-2tt•>'+10< >1 1-x,>' 

V•riables da •ntrada1 N, X<I> 

N1 NOmero de variables 

X<l>1 Punto inicial 

Variables internas• H. G<I> 

Hi Matriz hessiana inicialmente la 

matriz identidad 

Z1 Valor da la función 

minimo 
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D1:D1-H111•G1 
J:t .. M 

l:t .. M 

llMlllllllll DI ruJJO llll!OIO K IJNI lml!llll 

1 Clll:SQR<Gll 1 
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,,,(lmfOIO H l¡UMll---1 

145 

MD IHH=ZllflHf-+0 



)(1:P1•DDtlD1 
1:1,.M 

... lllllODO 11 IPISI 1111111> 

146 

n1: n1+H 1 ,,,•u, 
J:l .. M 

J<JC:l(K+ft 1tt<11 

Wll:KX+U1•U1 
DIC:Dll•U 1•U 1 

1:1.,M 

H,,,,=H, ,,-n,•n,,l](J<+u 1.u,,11111 
J:l.,M 1:1 .. M 



tDO Nllf •lll•IUCICll PC11 D·f·r 
tzo llDf -.DAS Ll.ulll "OI l•TUPOUCU• a.9ICA 
tso 11111 •c11t.12 ........ , 11 sooo; 11co.ac21 ...... 11uo 1111 6000 
IOD NIMT ..:ao DI VAllU&.11 •1 llPU1' 1 
210 DlfDIL D, 11·1, •, P·I, U·V. •·Z 
U0 DI• 11, P. 8, a, D, 1, U, V• Y, •CI) 
MO 11• ICI, IJ 
as • na aa 100D 
- .. llTAIUCll 1 lllCIAL•HTI llATllZ IDHTIDAD 
J20 ,_ 1 • 1 to a1 10. U • h •11t 1 
JJO NI .. ..ullll lllCIA&.11 • 
J40 ,_ 1 • 1 TO aa ,.1111' .. •; I; 1 l.vl' ICU1 lllf h Nllf • • 
J6D .. 11&.llA llfl-.OJA 
JIO Nllf • VALOIH• 
40D ,_ 1 • 1 TO 11 PU> • l(IJ1 TU> • IUh Pl:lll llJI •; 1, ICU1 IEXT 1 
•10 ... sooo 
420 NI .. •JUUCICll •; CC; • VALOI •; 1 
4JO "' • 11 - 60001 111 • QD 
440 _. AClllUI IL llMlllTI U U f DIUCCUll DI --.&A D 
4SCIR11:1•1TDI 
4'0 UCU • 1(1); DU) •O 
'"'H11'•1TO• "° DU> • DCU • ICI, .1) • GUJ 

''° •n' sao .. , 1 
6DO •• o 
610 fOI 1 • t TO 1: GP • • • G(I) • DCU; IEllT 1 
620 lf fil e 0 t•I QOTO 610s IOl ----------625 llDf DCIDTIA IL Pd:I lllCIAL Y 11 11 •CllAllO ll:alEIM 
6JO me • AllC2 • JP / GP>1 tf QIC • 1 TMH 8X • t 
MOHll1•1TOI 
650 1(1) • PCI> ·U• D(I); PCI) • ll(IJt 9111' 1 
660 __. SOOCh fP • ZI Plllf •1•stMILIDADt •; CiP1 IEJI -----
670 -.. 600Ch 11 • GCh GOTO 600 
6IO me • AllC2 • fP I GP)1 lf QIC > t T•I 111 • 1 "° - ... 1'IO 1111 lllClmlllflA EL ,._.TO IUIJlllTI CI 
no••• 
ROHlll•tfOI 
na ecu • PCI> • • • ou>z 1cn ••en ....... 
150 ... SCIOOJN•Z 
'NO ... 60001 GZ • C10 
71D •• o 
11Dlfm1•1TOI 
190 • • • • ICU • HU _ .. ,. 
111 lf••Om N> fpfml01'Dl10 ª" .. IULllA LA llTllPCILM:lm MICA o a.uCA lL llTEIYALO DEL IUIUIO 
mo • • I• •• mro 100 
DO U• J • (fP • ,., / •1 U• D • GP • • 
140W•n•zz- ••• , lfWCOt•IW•O 
ISO W • •<W> 
"°ID ••• " - e• ..... ZZ> I , ... GP. 2. wn 
110 ,_ 1 • t fO as ICI) •PU)• ID• DCU1 •1t 1 
.......... z 
l90 -.. 60001 U • GO 
119 Ita HCUUTllA IL MM>lfltl 11 fL UVD 11\.WtO 
tOD ••a 
9'0 fta 1 • t TO 11 • • • • GCI) • OUJ; llDT 1 
920 IP 1 u fP - Z e- fl t•I GOTO 1100 
tJ0 IP • > O , .. IDTO 9'0 ........ 
'1'D ,_ 1•1 TOia PU> •ICl)1 lllf 1 
tlO PP • ZI • • Gis 111 • GCI; Cll>TO IDO ..... 
1000 - 1 • 1 TO 1: ICU • 11(1)1 llXT J 
1010 ,. • Zt 01 • •1 12 • tos QOTO 130 
1050 - ACTUiUIZM LA MTllZ 
tt•••G1..-•D1K•D 
tHI ,_ 1•1ra1 
,.. ucn. 1(1) - UCl)I VCI) • XU) - YCU 
n•mn• 
11'0 .. 1 • ' 'º ., 11(1) • o 
U501fm,,•1toa 
1160 11(1) •MU• ICI. _,, • UU) 
UJD .xT 1 147 



H• a• a• •<n • ucnz .. •*•ven• un> 
1111 • • D1C •ven •ven • ,_ . .,., 
1ZOS lf a: • O • W • O t•M Cl>TD 1260 
1210 fGI 1 • t TO• 
1UDKll,,•tTDM 
1ua •u. n • •n. ,,, • •n> ••U> / a• ven • ve.n 1 .. 
1240 •xt ' 
tZSO •xt 1 
1MllCC•CC+1 
tMS Mii u.t ,_. fh•lfnr 
1110 IP -e•> e ... 111 U e .oooot t•• QOTD tJDD 

'ª" - c:aBUI ... ~ ••mm411 t• .... •lllKllAClm ClllUTA• 
1110 NJR •lftlM:ICll •; ce; • YALGI •; l 
1RO fGI 1•1 tal 
tDI JlllT • 1 •1 1, IU) 
1 ...... , 1 ·--Hml•D 
SOtl 1 • CIU> • 10 • ICZ» " Z • S • elCJ> • IC4» " Z 
SOZO 1 • 1 + Clel> • 1 • HJ» " 4 • 10 • CICU • IC4» " 4 
st•tt•Yl•t 
9200 lllUlll 
6000 •• o 
6100 1(1) • Z • elC1) • 10 • ICZ» • 40 • CICU • le4» " J 
6IDO ICI> • 20 • (1(1) • 10 • ICI)) + 4 • CICZ> • Z • l(J)) • J 
6JOO ICJ) • 10 • elCJ) • 1(4)) • 1 • CIC2) • Z • ICJ)) " J 
MOO IC4) • •10 • CleJ> • 1(4)) • 40 • CICt) • 1(4)) " J 
1000 Pm 1 • 1 to 11 ID• CID+ IU> • 1(1)1 MU1' 1 
1010 CID• •CIDJ 
7500 llTUH 
IOOD Nlll 111, ULI ITaP 
"" 1111 UVl .... LL•,A 
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3fl METODO DE HOOKE & JEEVES 

La funciOn optimizar en este programa ... 

Variables de entradas N. X<I>, H 

Ns NOmero de variables 

X<I>1 Punto inicial 

H: Longitud de paso 

P<I>: Punto m1nimo 

F81 Valor de la función en el punto 

mln1mo 

FE1 NOmero de valuac1ón de la func16n. 
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1 KfH 1 

Vl:)(I 

P1=X1 
9 1=)(1 

1:1 .. N 
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'ª .... ,. 
Z0 IUI CALOJUI Z•P(X1,lt2 •••• ,101) H 2000 

30 Plllf ~DI VMIAllll •1 llf!Ul • 

40 DIM XC.,, Ir•>. YOI), PC•J 

SO Pllll .... TO l•ICIAL 11, U, ••• , X•• 

'°,. 1 • , TO •r 1.-uf XU)r •XT 1 

1D PllllT •L•mm DI PAID"t • ..,.. .. 

ID r • N 

I0,_1•1TD• 

tDO YU> • ICU1 PU> • IUh ICI> • IU>z •XJ 1 
no-..zooch,. • z 

tia PlllT -vA&.lm: IMICIA&. •; 1 

tJO fCll 1 • 1 to •1 NllT llUU 1 •Xr h NllT • • 
14DN•D111•1 
tSO 181 lll'U'mACICll AUfDGm: DIL llYITO UR 

tlD,•hn••• 
IDO lf'> • ,,,, • r 
2t0 ... 200D 

zzo " z e " , .. mra zaa 
DO XC.I) • Y(.,, • 1: ---250 IPICPI TM'.lfCIOTDZIO 

260 X(.I) • Y(.I) 

Z1D llOTO 290 na,,,,,• 11.1> ---sao,.• 1 

J10 PllllT •ASO H IDLOUCICll •1 1 

JZO rm 1 • , 'º 1: NJIT rcn: : •u 1i PlllT • • 

Da l f .1 • 1 TNlll QDTO J60 

J4CJ ...... t .......... 
J7'0 .. DIUUEI M 3'0 llALIU. 111 NTIKW DI llHllUHTO 11 1.A FUllCIOll KA llDO lfDUCIDA 

JID ,, " • , - u • o , .. tcno 420 
J90 aJI NIO 11 U llPLCJUCICll PUi ALlf.Ql:DCa DIL PATIOM PT 

400 .. Y m ..U l!DUCCICll tr CM91A l.A USE H 420 

410 IDl'D ffO 

4ZO Pm 1 • t TO M: P(I) • IUH Y(I) • 1(1)1 1(1) • 1(1)1 IRllT 1 

4JD-IOC1Chll• 1: H•D 

440Pl•l1fl•I 
450 PlllT "CMllD DI IAlf •; 1 

460 PCll 1 • 1 TO M1 NllT IUJ; 1 •n h NllT • • 

47'0 - CllU DI PIS) Y IXPLDIA ALlmlDm OIL U\ID PlllTD Ull: 

4IO .1 • ti lllnD ZOO 

41Dlr•l/1D 
S00 NlllJ "ti CCllTIM LA LCINilTI.11 DEL PA.tO'" 

110 lf 1 e 1l·OI , .. IDTO 7'00 

la - 11 m .._ flmlllMIO U llACI lllA .. VA IXPlOIACH• 

HI llJI ALIDIDCll DIL W.TlllD llWTO MM 

no"• t: cmo zoo 
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SB - DILO Ol mlllRIHfO 

SU,_ 1 • t to Mi PCI> • Z • YCI> • IUJ 

H0 ICU • TCUt ICI> • PCIU-YCU • ICU 

MO•Jn 1 
SJD ... ZOOCh fl • flt N • 1; 11 • Ot fl • 1 

- .. 1111 -.:DILO DE lllWUllHfO •; 1 "° fGI 1 • t to., ,. .. , 1(1)¡ ' ..,. h Pllllt •• 

MIO .. llltCllCH • llPLGU AL- DIL UUHD ..,._LD DI lllWIRIHTO 

610 ... h 81110 zoo 
1IO Pllllt • 

no fDI 1 • t TO., "''" .. •; •1 •• •¡ P(I); •XT h Nllll •• 

150 N.lllf •IMlllJ DI LA RllCICll • •; fl 

1'0 N:IH -.O. M VAUMCl•I 11 LA RIN:llll • •: n: 
111• 
mD l. • CICU • 2> • Z • UC2> • 5> " Z • UCCJ> • Z> " 4 
ZOtDH•fl•t 

2020 - QSMTA UI VALUACICllH DI LA fWCICll .......... 
"" UVI •1CX1K1•1 A 
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CAPITULO IV 



CAPITULO IV JIETOIJOS PARA OPTUIOS CON USl'UCC%~ 

Ante• de com•n~ar ver los temas de este capitulo se 

preaent• la teoria que su•tent• el desarrollo de los alqoritmos 

del mismo. 

El problema de proQramación no lin••l general e• •1 siguientes 

minimizar f<x> 

s.a. h .. <x> . o g&( X) :s o 

h.<x> m ,, <;1'
2

( X) "' 
.., . .. rvo.1 

h m(Y.) e o gp(MJ :s o 

X • n e E" 

para Bl.mplific•r la notaci~ !ie escribe IV0.1 de l• siguiente 

fo,.ma 

min f(>e) 

s.a. h<x> .•. 1vo.2 

• • n 

se dice que hCx) y g(M) son funciones de re5tricci6n mientras que 

X • ft es un conjunto r•strinQido. Asl mismo un punto X • ft y que 

satisface las iunciones d• restricción •• dice Que •• un punto 

factible. Una restricción de desigu•ldad gi. C x > ~ O se dice que •• 

activ• en t.m punto factible x •i 9i. <xJ=O e inactiva en si 

f::n seqt.11.da se int,..oduce una definic:iOn y un teor•ma, los cu•l•• 
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•yudar!n a establecer las condiciones necesarias y su~iciente• 

para l• existencia de puntos Optimes. 

Definición.- . . 
Un punto x que satisface la restricción h<x >=O 

se dice que un punto regular de la restricción si los vectores 

gradiente 
. . . 

9h
1 

(X ) , '9'h
2 

(X ) • • • • , Vh ft'I (X ) , "º" linealmente 

•ndependient.es. 

Teorema IV0.1.- En un punto regular x• de la superficie S definida 

por h<x> = O el plano tangente es igual 

M ~ ( y1 Vh(x•) y a O } 

CONDICIONES NECESARIAS DE PRIMER ORDEN <Restri.cc.i.one~ 

igualdad> 

de 

Leinma JV0.1.- Sea x* un punto regular de las restricciones h<~:>•O 

y un punto local e>itremo <mAximo o mlnimol de 

restricciones, entonces Y y • En que satisf•ce 

Vhcx•> v • ú 

tambi., •• cumple que 

Vf<x•> y • ú 

sujeto 

Teorema lV0.2.- Sea K 
. 

punto extremo local de sujeto 

h<x>=O. Si •d•m!• •• supone qua x• •• un punto re;ular de •••• 

restriciones. entonces existe una ~ e E"' tal que 
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Def~nase el laqrangiano asociado al problema restrinqido 

•<x,~> = f(M) + ~Th<x> 

V f'/J<x.>...1 = ú . 
CONOICIONES NECESARIAS DE SEGUNDO ORDEN 

Supóngase que x• e~ mlnimo local de f t5LUeto a h\x)•O y que x• 

•• un punto regular de estas restricciones. 

Entonce• •xiste una ~ • EM tal que 

Vfb:•) + )..TVh(x•) "' 0 

Si se denota M (plano tangente> como 

M • <v1 Vh<x•> v •O> 

entonces l• matriz 

CONDICIONES SUFICIENTES DE SEGUNDO ORDEN 

Supóngase que existe un punto x ~ que satisface h< x ~, = O Y una >-. 

• E"' tal que 

. . 
Sup6ngase tambi6n que la matriz L(x ) Flx > es 

positiva def.Lnl.da sobre M = < vs Vh(x•> y = 0),. decu··. para 

y e M, y " O !le cL1mple que yTL(>eª>y>O. Entonces x• •• un m1nin10 

local estr1cto de f su1eto a hun = o. 
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RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD 

Consid~res• el problema 

mln f(x) 

h(x) = O 

g(x) :!: O 

CONDICIONES DE PRIMER ORDEN 

Definición.- S•a 

restriccione111 

• X punto que satisface 

. . 
h(M ) sa ú, g(>c ) S 0, 

••• IV0.3 

las siguientes 

••• IV0.4 

y sea J un conjunto de indices para cada g/x•> "" O. Entonces 
. 

X 

que es un punto re;ul•r d• l•• restriccion•• IV0.4. s1 los 

vectores grad1entes VhL ( x•>, VgJ( i-:•>, lSL:Sni e J son linealmente 

independi•ntes. 

. 
Condiciones de Kuhn-Tucker.- Sea x un punto mlnimo relativo P•ra 

el problema 

m.lnimizar f (X) .... h<x> • o. g<x> S O . y supóngase que tt un punto regul•r para las re•tricciones. 

Entonces existe un vector "- e E"' y un vector 11 • En con I' ~ O tal 

que 

Vf<x•> + >.,.TVh<x•> + ,.,.Tvgtx•> = o 

IJT'9t;J(Xe) • O 

••• IV0.5 

••• IV0.6 

Condiciones necesarias de segundo orden.- Supóngase Que las 
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. ~unciones f,g,h e c 2 y que K es un punto regular de las 

restricciones IV0.4. Si 
. 

>: es un minimo relativo de lV0.3, 

CIV0.6) se cumplen y tal que 

L(K•) a FCK•) + ~TH(K•) + µTG(x•) 

es positiva semidefinida sobre el subesp•cio tangente de las . 
restricciones activas •n K 

Condiciones •uficientes de segundo orden.- Se• ~ ,g,h • C
8

• Una 

condición suficiente para que un punto K• que satisface IV0.4 sea 

un m1nimo relativo d•l problema <IV0.3> e• que eKiste ~•E•, µ e 

EP, tal que 

IJ ~o 

µTq(x•) a O 

9f(x·) + ~TVh<x*> + µTVg(K.) • o 

y la matriz Hessiana 

L(K.) ... F<x•) + ~THC>C.) + µTGcx•, 

•• positiva definida sobre el subespacio 

M' e {y 1 Vh(K*>y • O~ Vg(X.)y • 0 V j • J) 

donde 

J 
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IV.1. METODO DE ZDUTENDIJK 

Para e•t• algoritmo con•id~r••• el problema 1vo.2 

La forma general de 1!9t• y lo• siguientes m~todo• e5 la •iquientei 

••. 1v1.1 

donde d.•• direcc16n factible y de descen•o y °-' se esco1¡111 

como 

min. f<x. + ad•) 

o,; as Ci 

••• IV! .2 

Recordando que d es una dirección factible en x •l. existe Ó>O tal 

qua x + Old es factible para O $ a S ó. 

1) Problema con restricciones lineales 

mln f<x> 

\ • 1, •••• m 

Dado •l punto x
0 

se obtendr&n lo• siguiente• punto• de esta 

forma: 

dado xk se resolverA el siguiente problem• acotado de 

programación no lineal: 

min Vf<xk>Td 

s.a. a~xk - bl + a.~d SO 

J = 1 ••••• n 

Se llama dk a la eolución de este problema, como d•O •• un 

dirección de 
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•: <xk+(IC:fk) • •: Kk + a.: dk 'S b\ para a. ~ O 

lueQo die •• una dirección factible. Ahora •e eliQ•I 

xk+a • xk + O.d1ir 

donde C\ •• el minimo para O !S (l !S de f ( xk +adlc). '-• 

condición jdJI !S 1 tiene como objetivo que el problema IV1 .:::s 

••• acotado y, por lo tanto tanga soluciión. 

2) Problema con restricciones no lineales 

min T<x> 

•••• gL(>C) !SO\• 1 ••••• 1n 

En este caao, dado Kk factible consid•rasa el problema 

min 9f(x1c>"v 

•• a. O¡, <x.> + VgL(Kk)Ty :So ' -.. ....... ••• IVl.4 

lv.f s 1 = 1 •• • •• n 

s .. Y11 el Optimo d• IVl.4. Supónga•• que BKi&te a.. o 

tal que Kk + ay11 •s factible para O < O ( Q. Sea ahora1 

>Clc•& - )(. + C\d1c 

donde ~ •• el m1nimo de f ( Klc + a.,.11 > para 

o < ca < a. 

:S á $1 

El problema escencial de aste m6todo e• la determinación de a, ya 

que •n algunos casos podria no existir. 
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!V.2 METODO DE ROSEN DE LA PROYECCION DEL GRADIENTE 

Consid~rese el siguiente problema de optimiz•ci6n; 

min f<x> 

s.a. (ai.>Tx :5 bl 

<al>Tx = bL 

Sea ><un punto f•ctible, I(><)""( Ls <a,>Tx 

1v2.1 

corresponde al conjunto de indices de las restricciones activas en 

:t. Esto quiere decir que I 8 est• incluido en I<x>. 

Sea M el subespacio definido port 

M =<y: (a\.)Ty.,. O , l • I<x>> 

Dado un vector d • Rn, d = Pd 

ortoQonal a M como ~e muestr• en la siguiente f igura1 

• 
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Nótese que ªL' le I<x> genera el subesp•cio orto~onal a M. 

P,d =E "Lªl l. IC~:). 

Pd •• l• proyección ortogonal de d en M. 

de d••c•nso, Y• 
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Haciendo d•-Vf<K> s• tiene 

Vf(K)T(-PVf(K)) • -dTPd 

• -<P d + Pd>TPd • 
• -<Pd>TPd 

• -1 Pd 18 :S: O 

Adem&s, -PVf(K) ... un• dir•cci6n f•ctibl• porque •• cumplen1 

i) T . , (K - oPVf(x)) -b,, 

iil T . , (K - GP•f<x> > :5 bl, 

par• un a que S• definir6 posteriormente. 

En el ca•o d• L • I<x> •• tiene 

a~ (K - af'Vf(K)) .,. a~K - aa~f'9f(K) • bi. 

porque por definición PVf(K) •" 

En el ca•o L • 1 < K > •e tiene 1 

a~ X < bL 

l • 

l • 

Detini•ndo un ªL positivo P•ra •1 cu•l •• cu•pl• 

-~ (K - ai.d) • bi. 

Esto•• .... -

l(:t) 

I<x> 

tomAndo Q • m1n (O.LI Le J(K) • al 

(ii). 

O> s• cumple la cand~ción 

Se comienza con un x0 factibl• y d•do Kk •• determin•1 

dk .. -PVf(Hk> 

donde P •• la prov•cción sobr• •1 sub••Pacio d•t•r•inado par l•• 

r•striccione• activas en xk. Lue;o •a determina a como •• indic6 
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antes y definimosi 

Xk'tl : Mk+adk 

donde ak •• el mln f(>ek+m:tlr.> 

º s a !5: a 

Sólo falta determinar la proyecciOn P. Obs•rv••• qu• P•d es un 

vector de 

reatriccionaa activa•, esto es, existen escalar•• u~, t•l quei 

P,d • E ui al 

Lel<><> 
a ATU ••• IV2.2 

donde c•d• columna de la m•triz A7 corre•ponde a •lguna 

Se• cualquier d9Rn. entonces1 

••• IV2.3 

.,. 

las 

con 

Como APd • O, por definición, •ultiplic~ndo IV2.3 por A V •• 

obtien•• 

O • Ad - AAT_. 

de dond• 

Suetituyendo 1V2.4 •n 1V2.3 •• ti•ne 

Pd • d - AT <AAT >-1A 

••• 1v2.4 

¿Ou6 •ucede si P9f<x> • O? Entone•• -9fCx>+ATi& • O 

Si - a o, >< •• el .a&ni•a del prabl•••· Si •><i•t• "\ < o, .. 
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posible obtener una direcciOn factible y de descenso, sacando de A 

la fila a.T que representa el u. m!.s negativo. 
¡ ( 

Alggritmo 

l > Escoger M
0 

factible le = o 

2) Para xk, hallar la matriz A de re5tricciones activas. 

3> Calcul•r P • I - AT<AAT>-ªA y dt • -P9f(xt) 

4) Si dk .,._ O, hallar (i tal que 

a m max <a > o, xk + adlc es factible) 

'\el min f(Mlc+adk> 

o :s as a 
xk•& • ><1s + °icdk 

le • k+a y regresar a 2 

S> Si dk si o, calcul•r u"" <AAT>-ªAVf<xk>T 

a> u. > o, d•tenert1e x• .. >et 

b> Existe u\. < o. Sacar de A la fila correspondiente al u, 

m•s negativo y reQr•••r • 3 
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IV.3 METODO DEL GRADIENTE REDUCIDO 

En este tema se comenzar& con el c••o de r•atricion•• lineal••• 

m1n f(>e) 

s.a. Ax • b 

X ~ 0 ••• IV3.1 

donde x e Rn, b e R'", A •• de m :e n y m:! n •upOnse la condición de 

independiente, y tod• solución b&sic• (l.e. 1 hay n-m variable• 

1Qualea a c•ro> tiene exactamente m valores mayores que cero. Dado 

K factible, se escribe a x = <y.z> donde y • fiM. z • Rn-• 

son coordenadas de x v y o. 

El problema 1V2.2 •• convierte en 

mln fCy,z> 

s.a. By + Cz • b 

v ~ o, z a o 

donde B •• d• m • m y e de m • <n - m> y •• abt1ene partiendo las 

columna•~~ ~ ~n la misma for•a que•• partió x en Cy,z). Se d1C• 

que 

y ahor• el problema rv2.2 •• reduce a 

m1n HB-1b - B-1cz.zl • 9lzl ••• IV3.2 

resolver pr-oblema, 
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Al calcul•r el gradiente reducido de f se tiene 

r • Vzg(K) = V
2
f<y,zl - Vyf<y,z>B-lC 

conaid•r•ndo 

(Vz)i. • 
ri. si ri.>O o zi.>O 

O de otr• form• 

ObB6rvese que si 6• =o, z es solución de IV3.1 si y~ o. Entonces 

Cy,z> •• Bolución d• IV3.1. 

Algoritmo del gr•diente reducido p•r• IV2.1 

1> Escoger x
0 

factible y poner•• O. 

2) "• an dos vector•• 

independientes y dependientes. P•rtir en forme •imil•r A en e 

y c. 

3> Calcular r • V•f(y,z> ... Vyf<y,z) a-•c 

4) Hacer 9 el vector 
z 

rL si r¡,>O o zi. >O 

o d• otra <forma 

S> Si 6z •O •l vector K • Cy,z> •• •olución del probl•~• IV2.1 

6> Si Vz ,. o, hacer Vy • e
1 c• • .,d1r: .. <•.,,•.> 

7> Calcular 

'9, • maH <a1 y+a9 it O> ,, 
" -mu <a1 z+av . ¡,, 0) 

a 

" -• min '"•'"•) 
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'\el min -f(Kk+adk> 

o :!: (1 :!: "· 

8) Si "• ( lf,, hacer Kk+a• Xt1"Clkdk. t = Jr:H y r•Qre•ar a 2. 

9> Si "• • -,, hay alguna variable independiente i9ual 

cero, cambiarla por alguna dep•ndiente. Recalcular (y,z> y 

<B,C> y regresar a 3. 
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CONCLUSIONES 

La mejor forma de establecer las conclusiones d•l pr•••nte 
trabajo, •• reflejarla• tal y como se estructura este mismo. por 
lo tanto se dar.,, conclusiones siguiendo el orden de los capitulo• 
y temas. 

Definitivamente acerca del Capltulo I se puede afirmar que el 
capitulo mAs dificil en decisión, puesto que 6ste es el origen 
donde nacen las directrices a sequir de todo el trabaJo. por tal 
motivo la importancia de e•t•blecer perfectamante los objetivos y 
alcances del mismo, para no caer con un desarrollo largo y tedioso 
que no estableciera los pilares de l• tear1a para el entendimiento 
de los al9oritmos a tratar. Sin dud• alguna hablar de optimización 
cl•sica por si sola podria ser un tópico ~n1co a desarroll•r como 
tema de t•sia, d• ah1 la importancia de sólo seleccionar los temas 
que nutrieran • quienes •laboran e••t• trabajo d• lo~ fundamento• 
y conocimi•nto• para d••arrollar lo• algoritmos que se 
implementaran •n el capitulo sigui•nt•, si•ndo estos t•m•• l•• 
condicione• necesarias y suficient•s de prim•r y ae9undo orden, 
as! un an•lisie de la funcione• convexas que establecen nuestros 
loa conocimientos basados en el c•lculo, geometria, •lgebra 
matricial y topolo9ta. Los corolarios fu•ron reafirmado• y 
pogteriormente para lograr una comprensión d• tales ccnc•ptos. 
citamos un tema de aplicaciones. 

Resumi•ndo, el objetivo d• establ•cer las bases torica9 de la 
programación no lineal en este capitulo fue cubierto. 

Referente al Capitulo JI este es con•i•rado la colu11V1a vertebral 
de todo el trabajo, puesto que se desarrollan todos los al9orit•o• 
en este capitulo. La forma d~ presentar el an•li•i• se establ•ce 
deade el planteamiento del ori9en d•l problema~ la 9eneracidn de 
teor•mas y •imult.,,eamente su demostración, la pres.ntación del 
algoritmo y la secuencia d• pasos para converger al punto óptimo. 
Se pretend• abordar la solución a tres tipos de funcion .. 1 
funcione• unimodales d• un• sola v•riabl•• funciones multimodal•• 
d• una sola variable y funciones de varia• v•ri•bles, todo• lo• 
problema• no restringidos, a su vez en cad• tema •• citan lo• 
algoritmo• mas popular•• por su elegancia teórica, por su 
principio intuitivo a la converQencia del 6ptimo, par •u• 
propiedad•• de convergencia, y por •U t~nica d• bOsqu•da, por lo 
quw se consider6 que los algorit1tas citados en eate trabajo son 
los represent•tivos en cada IMttodo, •e pr•••ntan tanto sus 
ventajaa coma sus desventaja•, •• hizo un •nAli•i• de su t~nica 
de convero•ncia h•cia el 6pti~o, todo d••d• el punto d• vista 
te6rico. y tambi41n lo• objetiva• fueran satisfechos. 



El cap!tulo llI •s una •eccibi cien porciento de aplicaciOn puesto 
que en este •• pr•••ntan los progr•m•• de la• •looritmos 
analizado• en el capitulo 11, el objetivo en este capitulo •• 
generar prooram•• en lenguaje de fAcil y comOn co•preneión y 
d•finitivamente el BASIC cumple con todos estos requerimientos ya 
que es un lenguaje muy simple de fAcil acceeo, puesto que 
cu•lquier comput•dora personal compatible con IBM lo tiene, y 
tiene un buen manejo tanto de variabl•• vectoriales y m•tricial••, 
y lo anterior complementado con una definición de l•• variables 
principal•• y •1 di•gr•ma de flujo de cada uno de los algoritmos 
para una comprensión total del misma. 

Todo la anterior se enfocó a problemas no re•tringidos de alguna 
forma pudo finalizarse este trabajo, pero para que ~uera completo 
•• presentó el an•lisis de tres alooritmos de problemas no 
restringidos, que •i no va ~·· a fondo •obre .. tos, pueato que 
cada uno de ellos por el solo pudieran se run tema para tesis. 

Se concluye en t•rminos o•n•ral•• que todavla hay mucho por hacer 
en la pro9ramaci6n no lineal, debido a la cOfftpl•Jidad de la mi•••• 
a la falta de inter .. de su aplicación y a la poca información que 
existe, pero se espera que con ••t• trabajo se aparte un granito 
de arena para despertar inquietudes a las futuras Qeneracion•• de 
crear un int•r .. •abre ••tas t•••• y de ••a forma mot~var 
ralizar eatudias mA• profundos o investigacione• de nuevos 
aloorit•o• y .. tos •••n aplicados para resolver probl .. •• d• la 
vida diaria. 



APENDICE TECNICO A 



Aplicando la definición o•neralizada de lo• intervalos vista en 
el Capitulo 11 1a>, siende>ffta la •iQuient.e1 

L& • F" L" - F n-a• 

J•n-2 Ln-cn•a> .,. F• ... -•••• Ln - F, .... .,_,• 

e-a>"• 
<F" L,. - F •) + ---

n-a F" 

F F c-t)"e 
F • - ft•& "-• • + ---- • O 

ft-8 F" Fn 



• <F n-o 

F n-• 

F F <-t>" 
n-1 n-Z + --) n O 

Fn Fn 

F,._, Fn-a 

Fn 

(-1 )n 

+---nO 

Multiplicando la i9ualdad por Fn• 

F F - F F + <-1 > n., O 
n n-• n-& n-a Al 

Por lo tanto nuestra d•~ostraci6n •• r•duce a demostrar Ali la 
cual la vanta• a de•oetrarla por inducción matem6tica1 

t> Por demostrar el prim•r caso factible• 
n • 3 

F F - F F + (-1> 8 •O • o • • 

(3)(1) - (2)(11 - 1. 3 - 2 - 1. o Q ••• d. 

2) Por hipótesis •• considera veradadero el caeo n • k 1 

Fk Fk-• - F•-• F•-• + C-l)k •O 

3> Por deMDstrar el caso n • k + 1 1 

Fck•&> Fc•+a>-• - Fck+&>-a Fck+&>-I + <-t>•k•I• •O 

Fk+IFk-a- FkFk_ 1+<-1)k+l•CFk+Fk-&)Fk-l-(Fk-l+Fk-•)Fk+C-1>k•& 

FkFk_8+Fk•&Fk-a-Fk•aFk-Fk-aFk+<-t>k•l•Fk+&Fk-a-F•-•Fk+C-l>k+a 



Dividiendo entre -11 

por hipótesis es verd•dero 

Por lo t•nto 1 

Fck~•> Fck+11-• Fck+aa-1 Fck••>-a + <-t>ck+t> =o q.e.d. 

Concluyendo que nuestra igu•ldad 1 

q. e. d. 



APENDICE TECNICO B 



G + z + w 
p 

G +a +2z 
p q 

z + w - G 
p 

G -G + 2w 
q p 

CG +z+w> CG -G +2w> • CG +G +2z>Cz+w-G) 
p • • .. • • 

G G -G8 +2w0 +zG -zG +2zw+wG -NCJ +2w8 

• • p .. • • .. p 

za +...a -a•+za +wG -a a -2z8+2zw-2zG 
• • p • • • • p 

Rltduciendo ~•r•ina•• 

2G G + 2w8 - 2z8 • O •• 
COMO w • e z• - a e > 1 p. 

26 G + 2( z8- G G ) - 2z8 • O • • • • 
2G•ª• + 2z• - 28•ª• - 2z• • O 

Q.e.d. 



¡ 

¡ 
¡. 
¡ 

APENDICE TECNICO C 



L• ioualdad anterior •• equivalente • 

A - cx:-K:)~(K.)+(K:- x:)f(x.)+(x:- K:)f(K.) 

.. ( K. +K.) (e "·-K·) f cx.)+(K.-x,>f C x.)+(K.-K.)f( K.)] [f ( K.)-f( K.)] (>c.- )C.) ( K.-M.) 

Oe••rrallando • lle9amaa a l• expreaion1 

w:.f(N.) - )C:f(K.) + x:f(K.) - >c:.f(K.) - K:f<x.> + x:f(>e.) 

que .. la •i••• qu• A. 



APENDICE TECNICO D 



De1tast.raci6n 1 

<Por reduccii6n al absurda) 

Sean d 1,d8 , ••• dft •on vect.ar•• lin••l••nt.• dependient.••· 

Por lo t.anta eKiste •l manos un vector que pu•d• Qenerar•• como 

un• comb1naci6n de los vectores rest•nt.es y suponQ•mos que •• el 

v•ctor d•' entone••• 

" dr• !., c 11d can k "' r y •1 llHtnoa •lg'On el diferente d• ce,.o 

Por hip6te•i•, el onJunta de 

O-ortogonales por lo t•nt.01 

S• •liJ• l• par•Jaentre el vector d• y un d" can c.,rJ!!O 

" d&.Qd.•O • dnQ( ~-~·d11 , kllr) • O 

d.acc.d1 + c 8 d 8 + ••• c.-.d,,_1 + c •• ,d .. , + ••• +c"dft> • o 

Aplicando la p,.opi•d•d distributiva en la su•a de ••trie••• 

d"QCc1d1 )+d"QCc8d•>+ ••• +d"QCc"d" >+ ••• +d .. Q(cftdft) • e 

Propiedad a110Ciativa con los .Ultipl09 d• .. trie-• 

c 1dLQd1 +cadtQd2 + ••• +c"d"Od" + ••• +cndt.Od" •O 

eon 

Todad• los t~mina• de la ~:quie,.da san cera par ••r Q-artOQonal•• 

exceptuando el t.,.•ino 



el~ por ser uno de las coeficientes d• loa 

d•, v al m•no• •Ki•t• alguno que no •• cero. 

d ... 
L • 

• dLQd" ,. O lo que contr•dice 1• hip6tesi11 de que lo• vector•• san 

a-ortogonales. 

q.e.d. 
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