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INTRODUCCION 

Los conceptos de descomposición primaria y dimensión de Krull fueron 

originalmente defüúdos en la categoría de anillos conmutativos, posteriormente se 

extendieron a anillos no conmutativos y finalmente a categorías de módulos sobre 

anillos no conmutativos. 

En este proceso, vm·ias teorías de dimensión y descomposición hm1 sido, creadas 

ver por ejemplo (12], (13], (14], (19], (20] y (25]. 

Una de las irnportantes dimensiones en categorías de módulos, es la dimensión 

de Gabriel. Esta dimensión se define por medio de teorías de torsión y de módulos 

cocríticos . 

En (13], Golclman define un concepto ele descomposición primaria para módulos 

sobre anillos arbitrarios, utilizando teorías ele torsión primas en lugar ele ideales 

primos ( una teoría de torsión es prima o Golclman-prima si está cogeneracla por 

un módulo cocrítico ). Golclman muestra que en el caso de anillos conmutativos 

neterianos, su teoría ele descomposición es equivalente a la teoría clásica. 

El propósito de este trabajo, es estudiar una situación más general, si R es un 

anillo y R-tors denota al conjunto ele teorías ele torsión hereditarias definidas sobre 

la categoría R-mod ele módulos izquierdos unitarios sobre R, tenemos que R-tors es 

un marco, es decir, una retícula completa donde la intersección distribuye uniones 

arbitrm·ias. Desde el punto ele vista ele la teoría ele retículas, los elementos primos 

de R-tors, son las teorías ele torsión irreducibles, en particular las teorías de torsión 

Golclman-primas son elementos irreducibles ele R-tors, sin embargo existen muchas 

teorías ele torsión irreducibles que no son primas. 



Si C es una familia de teorías de torsión irreducibles definimos el concepto de 

C-módulo , este resulta ser el análogo de módulo cocrítico cuando C es el conjunto 

de te?rÍas de torsión Goldman-primas. Por medio de los C-módulos, definimos una 

dimensión en R-mod que llamamos C-dimensión y que tiene como caso partícular 

a la dimensión de Gabriel y a la dimensión atómica estudiada por Raggi y Ríos en 

[21] 

Definimos también, para cada familia C de teorías de torsión irreducibles, una 

descomposición primaria que generaliza a la teoría de descomposición de Golclman 

y que en el caso neteriano conmutativo coincide con la teoría clásica ele descom

posición 

Con In nueva herrmnicnta aquí cunstruida y utilh:auclo diferentes fmnilias dis

tinguidas de teorías ele torsión irreducibles, obtenemos caracterizaciones de los anil

los artinianos, semiartinianos, convenien:tes y de los neterianos completainente aco

tados, obtenemos una generalización de el teorema de I<rull-Akizuki y algunos 

teoremas sobre la estructura de la retícula R-tors. 

Este trabajo esta clivicliclo en siete capítulos: 

En el primer capítulo se definen todos los conceptos generales que serán uti

lizados durante el desarrollo de este trabajo. 

En el segundo capítulo consideramos a las teorías de torsión que aparecen como 

átomos de las retículas gen( r ), para cada T E R-tors, esto nos lleva al estudio de los 

A-módulos, también en este capítulo estudiamos a los módulos decisivos respecto 

a una teoría de torsión y encontramos la relación entre estos dos tipos de módulos. 

En el tercer capítulo se desarrolla la herramienta fundamental de este trabajo. 

Para una familia C de teorías de torsión irreducibles definimos el concepto de C

módulo que tiene como casos especiales a los módulos cocríticos y a los A-módulos, 
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por medio de los e-módulos definimos una filtración en R-tors que llamamos la 

e-fi!trnción, estudiamos también la correspondiente dimensión ( e-dimensión ). Al 

final de este capítulo hacemos uso de familias especiales de teorías de torsión ir

reducibles y obtenemos caracterizaciones de los anillos artinianos, semiartinianos, 

convenientes y obtenemos una generalización del teorema de Krull-Akizuki. 

En el cuarto capítulo definimos el conjunto de e- asociados a un módulo , 

este concepto generaliza el concepto definido por Goldman en [13]. Al final de 

este capítulo obtenemos otra caracterización de los anillos convenientes, estudiados 

previamente en el tercer capítulo y una caracterización de los anillos neterianos 

completru.nente acotados. 

En el quinto capítulo estudiamos a los anillos para los cuales e-ass(kl) i' ,P 

para todo módulo M distinto del cero y obtenemos nuevas caracterizaciones de los 

anillos artiniru.1os y los anillos semiartinianos así como una caracterización de las 

teorías de torsión estables. 

En el sexto capítulo estudimos la descomposición primaria relativa a una fa

milia e de teorías de torsión irreducibles la cual es definida en terminas de los 

e-asociados. 

En el séptimo capítulo estudiamos otro concepto de dimensión relativo a famil

ias de teorías de torsión irreducibles, esta dimensión la llamamos e-K-dimensión 

y la comparamos con la e-dimensión introducida en el tercer capítulo. Hacemos 

notar también que la e-K-dimensión generaliza el concepto introducido por Golan 

en [10]. Al final de este capítulo analizamos algunos ejemplos que se mencionan en 

capítulos anteriores. 

Quiero señalar que durante la elaboración de este trabajo he sido becario del 

Instituto de Matemáticas de la Universidad Nacional Autónoma de México en el 
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programa P.S.P.A, así mismo quiero expresar mi mas sincero agradecimiento al Dr. 

José Ríos l\fontes por haber dirigido este trabajo. 
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CAPITULO I 

Conceptos Preliininares 

En todo éste trabajo R denotará un anillo asociativo con uno. R - mod será 

la categoría de los módulos izquierdos unitarios . Si M E R - m.od, E(M) denotará 

la cápsula inyectiva de M en R - mod. 

Nuestra herramienta principal de trabajo serán las teorías de torsión que fueron 

definidas en los años 60 [S] [9] [13] [17]. 

Estamos interesados en las teorías de torsión hereditarias, a continuación dare-

1nos las definiciones y los resultados necesarios para el desarrollo ele este trabajo. 

Para mayor detalle y demostración de las afirmaciones que se harán ver [ll] [12] 

[24]. 

Para un anillo R, consideramos la familia de los módulos izquierdos inyectivos 

dando un orden como sigue: 

Si E1, E2 E R - m.od, E1 ;:::: E2 si E1 se sumerge en un producto directo 

ele copias ele E2 y diremos que E1 es equivalente a E 2 si, E1 2:: E 2 y E 2 2:: E 1 • 

Obsérvese que la relación ser "equivalentes" es una relación ele equivalencia en la 

clase ele los R-móclulos izquierdos inyectivos 

Definición 1.1.- Una Clase ele Equivalencia ele R-móclulos izquierdos inyectivos 

es llamada una teoría ele torsión hereditaria sobre R - m.od. Denotaremos a éste 

conjunto ele teorías ele torsión (mas adelante se probará este hecho) como R - to1·s 

Sir E R-to1's diremos que un R-móclulo Mes r-libre de torsión si E(M);:::: E 

para algún inyectivo E E r. Denotaremos la clase ele los R-módulos libres ele 
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r-torsión como :Fr . 

Nuevamente, si r E R - tors diremos que un R-módulo M es de r-torsión si 

Hom(lvl,E) =O para algún E E r. Denotaremos a la clase de los R-modulos de r 

-torsión como Tr . 

Proposición 1.2.- Si T E R - tors entonces: 

(1) ME Tr si y solo si H omn(M, E(N)) =O para todo N E :Fr 

(2) N E :Fr si y solo si H omn(M, E(N)) =O para todo ME Tr 

Proposición 1.3.- Las siguientes condiciones son equivalentes para una clase no 

vacía C de R-módulos. 

(a) e= :Fr para alguna.TER - to1·s 

(b) C es cerrada bajo sumódulos, cápsulas inyectivas, productos directos y 

extensiones. 

Proposición 1.4.- Las siguientes condiciones son equivalentes para mia clase no 

vacía C de R-módulos. 

(a) e= Tr para alguna T E R - to1·s 

(b) C es cerrada bajo submódulos, cocientes, sumas directas y extensiones. 

Si r E R - tors y J.1 E R - mod entonces denotaremos por tr (11J) al módulo 

l:{nN e M J N ET,. } es fácil verificar que tr (Jvl) es el máximo submódulo ele 

M que pertenece a Tr . Nótese que tr ( ): R - mod---+ R - mod es un subfuntor 

del funtor identidad de R-mocl. 

Proposición 1.5.- Las siguientes condiciones son equivalentes para un subfuntor 

F de la identidad de R-mod. 

(a) F =ir para alguna T E R - tors 
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(b) Fes un funtor exacto izquierdo y F(l\tl/F(M)) =O para tocio 1\tl E R-mod. 

Definición 1.6.- Un conjunto no vacío A, de ideales izquierdos ele R es llamado 

filtro idempotente si cumple: 

(1) Si I E A y a E R entonces (I: a) E A 

(2) Si I C Res ideal izquierdo y existe H E A tal que (I: a) E A para toda 

a E H entonces I E A 

Si. T E R - tors, tenemos asociado con r al siguiente conjunto de ideales 

izquierdos ele R 

c.= {nI e R 1 R/I E T.} 

Proposición 1.7.- las siguientes condiciones son equiva.ientes para un conjunto 

no vacío A ele ideales izquierdos ele R. 

(a) A= Cr para alguna r E R - tors 

(b) A es filtro idempotente 

Nótese que ele acuerdo con la proposición anterior, R-tors es un conjunto. 

En R-tors definimos la siguiente relación de orden: Si r, a E R- to1·s entonces 

r$asiTr cT.,.. 

Proposición 1.8.- Sean r, a E R-tors, las siguientes condiciones son equiYalentes 

(a) T :::; a 

(b) c. s; C.,. 

(c)F.,. s;:F. 

(el) Para tocio ME R- mod, tr (M) s; t.,. (M) 

El orden anterior hace de R-tors un conjunto parcialmente ordenado, más aun, 
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R-tors t,ieue estructura de retícula completa donde las operaciones son: 

Si {r,,} C R- to1·s, se define Vr0 E R-to!'s como :Fvr. = n:Fr. e /\r" E 

R - tol'S como T11.r. = n Tr •. 

Proposición 1.9.- Sea r E R - tol's y {r,,} e R - tors entonces: 

r /\ (Vra) = V(r /\Ta) 

Una retícula completa donde se cumple la proposición 1.9 se le llama marco. 

De ésta manera (R - to!'s, $,V,/\) es un marco. 

Si {J\!Ia-} es una familia de R-móclulos, denotaremos por e( {lH,,}) al menor 

elemento de R-tors para el cual todos los 111" son ele torsión, es decir: 

e({111a}) = /\{ r E R- to1·s / {M"} C Tr } 

A e({l\1"}) se le conoce como la teoría de torsión generada por {1\1"} 

x({l\1"}) denotará al mayor elemento de R-tors para el cual todos los J\!J" son 

libres de torsión, es decir: 

X( {Ma}) = V{r E R- tol's / {Ma} C :Fr } 

A x( { M"}) se le conoce como la teoría ele torsión cogeneracla por { M"} 

En particular, X = X( {O}) y ~ = ~({O}) denotarán al elemento mayor y al 

elemento menor de R-tors respectivamente. 

Denotaremos por R-prop al conjunto { r E R - to!'s / r f= x}, R-simp será un 

conjunto de representantes de clases de isomorfismos ele módulos izquierdos simples. 

Si M E R - mod, soc(M) = I:;{S CM / SE R- simp} denotará al zoclo de M. 

Un elemento r E R - tors es de tipo simple si r = e(D) con D C R- simp. 
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Diremos que R es un anillo semiartiniru10 izquierdo si para todo O f JVl E R - mod 

soc(.1\1) f O, equivalentemente X= ~(R- simp) 

En una retícula completa con elemento mínimo m, un elemento a de la retícula 

se dice que es m1 átomo si m < a y f3 < a implica f3 = m.Diremos que una retícula 

es atómica si para todo elemento a de la retícula existe un átomo 7r tal que 7r :5 a. 

La retícula es localmente atómica si cada elemento es unión ele á.tomos. 

Los átomos ele la retícula R-tors son los elementos ele la forma ~( S) donde 

S E R - simp. R-tors es una retícula atómica 

Definición 1.10.- Sea T E R - tors, un R-módulo lvl f O es llamado r-cocrítico 

si ME :Fr y V submódulo O f N de M, 1\1/N E Tr 

Un R-módulo JV! f O es cocrítico si 3r E R - toi·s tal que M es T -cocrítico. 

Facilmente se prueba que M es cocrítico si y solo si Mes x(.1\1)-cocrítico. 

Proposición 1.11.- Sea r E R - tm·s y M un R-módulo izquierdo r-cocrítico 

entonces: 

(1) Para tocio O f N e lvl, N es T cocrítico 

(2) Si T = x(N) entonces N tiene un submódulo r-cocrítico 

(3) Mes uniforme 

( 4) El anillo ele endomorfismos ele M se sumerge en un anillo con división 

Un anillo Res semineteriano izquierdo si Vr E R-tors 31\!I E R-mocl tal que M 

es T-cocrítico 

Ahora introducimos en R-tors la filtración ele Gabriel y definimos la dimensión 

respectiva 

En R-tors definimos la cadena { ri} como sigue: 
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(l)r-1=e 

(2) Si i no es un ordinal límite 

Tj = T¡_¡ V e({Ji![ E R-mod l Mes Tj-¡-cocrítico }) 

(3) Si i es ordinal límite T¡ = V j<iTj 

A ésta cadena se le conoce como la filtración de Gabriel. Como R-tors es un 

conjunto, existe un ordinal p tal que Tp = Tp+fl para todo ordinal /3, para éste 

ordinal se denota Tp = Q 

Un R-módulo M se dice que tiene dimensón de Gabriel si existe un ordinal i tal 

que M es de T¡-torsión. M tiene dimensión de Gabriel igual a k si k es el mímimo 

ordinal tal que Mes de Tk-torsión, ésto se denotará como G - dim.(J\;J) = ¡, 

Un anillo R tiene dimensión de Gabriel izquierda si R como R-módulo izquierdo 

tiene dimensión ele Gabriel. Es inmediato que G - dim(R) = k si y solo si Tk = \: 
y T¡ < 'x para tocia i < k. Para información acerca de ésto ver (11],[12],(14] y (23] 

Diremos que una teoría ele torsón es prima si T = x(111) para alglin R

módulo cocrítico M, T es semiprima si es intersección de primas y T es fuertemente 

semi prima si T = x( {M E R - mod l Mes T -cocrítico } ) ver [11],[12],(13]. 

Denotaremos como R-sp al conjunto ele las teorías de torsión primas. 

Teorema 1.12.- Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R 

(a) R tiene dimensón de Gabriel 

(b) R es un anillo semineteriano izquierdo 

( c) Para toda r E R - prop, T es fuertemente semi prima 

(el) RE Tg 

Otro resultado interesante para anillos con dimensión de Gabriel es el siguiente: 

Si R tiene dimensión de Gabriel entonces, si T <a :5 x, existe un R-móclulo M que 
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es r-cocrítico y kl E Tu . 

Un R-módnlo kl f: O es decisivo si Vr E .R - to1·s Jv[ E T.r o lvl E :Fr . Es 

claro que para todo S E R-simp, S es decisivo. 

Definición 1.13.- Una teoría de torsión res irreducible si siempre que a 1 /\a2 $ r, 

entonces se tiene que T $ a 1 o T $ a 2 (para mayor detalle ver [12] pag 305] y diremos 

que T es fuertemente irreducible si para. cualquier subconjunto U C R-tors tal que 

/\U $ T entonces, existe a E U tal que a $T. Denotaremos al conjunto de teorías 

de torsión irreducibles como R-irr. 

Definición 1.14.- Una teoría ele torsión r es fuertemente irreducible si siempre 

que que T = /\T¡ se tiene que T = T¡ para alguna i (12], clcf 32.7 

Definición 1.15.- Un R-módulo M distinto ele cero es decisivo si dacia T E R-tors 

se tiene que lvl E :Fr o 11.1 E Tr . 

Notemos que por 32.7 de (12] una teoría ele torsión Tes fuertemente irreducible 

·si y solo si, T = x(ll.1) donde M es un módulo decisivo. 

Finalmente, denotaremos por R-spec al conjunto de ideales primos de R, es 

decir P E R-spec si P es un ideal bilateral ele R, y si l, J son ideales bilaterales de 

R tales que IJ e P, entonces, I e Po Je P. 
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CAPITULO 11 

A-Módulos 

Se ha notado que si TE R-tors la clase de los módulos M tales que T V e(M) 

es un átomo de la retícula gen( r ), tienen propiedades muy interesantes¡ Por ejem

plo, por medio de estos módulos se define wia filtración que es llamada, filtración 

atómica, la cual induce una dimensión en R-m.od, también estos módulos han 

servido para obtener teoremas de estructura para anillos regulares autoinyectivos 

(ver [22], [23], [26]). Probaremos también el hecho de que cada módulo r-cocrítico 

pertenece a esta clase, así como los módulos de la forma R/ P donde P es un ideal 

primo, los módulos decisivos y los módulos M cuyos unicos submódulos r-puros 

totalmente invariantes son {O, iVI}. También hacemos un estudio de los módulos 

r-clecisivos y probamos que un módulo es x(.M") -decisivo si y solo si Mes x(./11") -

A-módulo 

El estudio de los A-módulos fué iniciado por los profesores José Ríos Montes 

y Francisco Raggi Cárdenas, algunos de los resultados que se presentan en éste 

capítulo son parte de el artículo 'Sobre Ja Dimensón Atómica en Categorías de 

módulos', [21] 

Definición 2.1.- Sean TE R-tors y a E gen(r), diremos que a es un r-átomo si 

a es un átomo de la retícula gen( r) donde gen( r) = { r' E R. - tors 1 r' ;:::: r }. 

Nótese que Jos e -átomos, son los átomos de R-tors que sabemos son de la 

forma e(S) donde SE R-simp. 
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Definición 2.2.- Sea T E R-p1·op y M un R-módulo diremos que Mes r-A-módulo 

si lvl E :Fr y T V f.(111) es un r-átomo 

Observación.-

(i) Si M =O, M no es r-A-módulo para toda TE R-tors 

(ii) Si M es r-A-módulo entonces toda suma directa de copias de M es r-A

módulo ya que M(X) E :Fr y T V f.(M(X)) = T V f.(M) . 

(iii) Si lvl E R-tors y M es T-cocrítico entonces, M es r-A-módulo [21], [23 

lema 3.5] 

(iv) Si a es r-átomo entonces todos los objetos de la clase Tu íl:Fr - {O} son 

r-A-módulos y a= T V f.(111) para cualquier M en la clase anterior. 

En efecto sea a es un T-átomo y 111 E Tu n :Fr -{o} entonces ]ji[ E :Fr por lo 

tanto T < T V f.(111) ~a como a es r-átomo entonces T V é,(M) =a por lo tanto 

M es r-A-módulo 

(v) Si l\lf E R-mod es tal que T V f.(111) es r-átomo entonces 3N e Alf tal que 

Jvl/N es r-A-módulo 

En efecto, si M rt :Fr tenemos que T < T V f,(M) ~ O i tr(M) = N y 

O#M/NE:Fr dedonder<rVf,(M/N) ~rVf,(Jvl) porlotantorVf.(M/N) = 

T V f.( Jvl) y ele ésta forma tenemos el resultado. 

Nótese que (iii) implica que si 1VJ ER-mod es T-A-módulo entonces, para todo 

o i N e Jo.¡[ N es T-A-módulo y para toda N' e ]ji[ tal que o i 111 / N' E :Fr , 

M/N' es r-A-módulo además T V f.(M) = T V f.(M/N') 

Proposición 2.3.- Sea T E R-tors y O i M E :Fr entonces son equivalentes las 

siguientes condiciones: 

(a) M es r-A-módulo 
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(b) VN' e Ne lvI tal que si O f= N/N' E :Fr y Homn(N/N',E) =O donde 

E es inyectivo libre de T-torsión entonces H omn(1W", E) = O 

Demostración.- a) => b) 

Sean N' e N e lvl tales que N /N' :Fr ' claramente tenemos T < TV f.(N /N') $ 

T V f.(N) , como T V f.(N) en T-átomo tenemos T V f.(N/N') = T V f.(.ll1). Ahora 

sea E E :Fr un R-módulo inyectivo tal que H omn(N /N', E) = O entonces E E 

:Fe(N/N') =>E E :Frve(N/N') = :Frve(l•1) =>E E :Fe(N) => H omn(lvl, E)= O 

b) =>a) Primero Probaremos que si N' e Ne lvI son tales que O f= N/N' E 

:Fr => T V f.(N/N') = T V f.(.ll1) , una de las desigualdades es obvia, para la 

otra desigualdad sea HE :Frve(N/N') entonces, HE :Fr íl:Fe(N/N') por lo tanto 

Homn(N/N',E(H)) =O; como E(H) E :Fr => Homn(M,E(H)) =O=> HE 

:Fe(M) por lo·tanto H E :Frve(M) de éste modo tenemos la otra. desigualdad. 

Ahora sea T < a :5 T V f.(Ivl) , probaremos que a= T V f.(.llá) , ya que T < a 

entonces existe [( E Tu íl :Fr ,l( f= 0 y como a $ T V ((.ll1) =? [( f/; :Fe(M) 

por lo tanto H om( lvI, E( K)) f= O de don de existen N' e N e lvl tales que 

O f= N/N' '-> [( E Tu íl:Fr =} T V f.(N/N') $ a :5 T V f.(lvl) de donde 

'a=TVf.(M) 

Corolario 2.4.- Si T E R-tors y .lll[ E :Fr entonces son equivalentes: 

1) Mes T-Á-módulo 

2) VN' C N CM tal que O f= N/N' E :Fr => T V f.(N/N') = T V f.(1Vl) 

3) VN' e Ne M tal que N/N' rf; Tr =} T V f.(N/N') = T V f.(M) 

Demostración.- 1) => 2) Se sigue de la observación de (vi) 

2) => 1) Es la segunda parte de la demostración de la proposición 2.3 

1) => 3) Claramente T < T V f.(N/N') por lo tanto tenemos T V f.(N/N') 
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rV ((M) 

3) => 2) Es obvia. 

Proposición 2.5.- Sea r E R-to1·s y M un r-A-módulo entonces, M es decisivo 

respecto a los elementos ele gen( r) 

Demostración.- Sea M tm r-A-módulo y a ;?; r, sea a = [r V ((.M) J /\ a entoriees 

tenemos que a = r V [a/\ ((Atf) ], como M es r-A-módulo tenemos que a: = r o 

a:=rV((M). 

Primer caso.- a: = T => M E :FuM,(M) => Atf E :Fu 

Segundo caso.- a:= T V ((Atl) => kl E T¡rve(M) )/\u ele donde A1 E Tu 

Observación.- Se pariría pensar que un módulo A1 tnl que A1 E :Fr y decisivo 

en gen(r) es r-A-móclulo, pero ésto es falso, considere R el anillo ele los enteros, R · 

es decisivo (es decir decisivo respecto gen(()) pero ((R) no es un átomo en R-tors 

En éste punto cabe introducir la siguiente : 

Definición 2.6.- Si T E R-tors un R-módulo izquierdo M f O se llamará r

decisivo si Atl E :Fr y es decisivo en la retícula gen(r). Diremos que Mes módulo 

Dec si M es r-clecisivo para alguna T E R-prop. 

Observación.-

i) Si M es un un r-A-móclulo entonces M es r-clecisivo 

ii) Si Mes r-decisivo entonces Va E gen(r) y Atl E :Fu Mes a-decisivo 

iii) M es decisivo {o} M es (-decisivo 

Proposición 2.7.- Si M E R-mocl entonces M es x(M) -A-módulo {o} M es 

x(M) -decisivo. 

Demostración.-=>] Obvio 
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"*") Probaramos que x(M) V fflvl) es x(M) -átomo. Sea a E R-tors tal que 

x(.M) $ a $ x(i\!l) V e(kl) , como M es x(M) -decisivo entonces llá E :F,, o 

M ET,, . Si M E :F,, =:-a = x(M) , si M E Tu :;. a= x(M) V e(M) entonces 

Mes x(M) -A-módulo. 

Corolario 2.8.- Si r E R-t01·s y Mes r-decisivo entonces, Mes x(llá) -A-módulo 

Demostración.- M r-decisivo * x(111) 2. T por lo tanto Mes x(M) -decisivo y así 

Mes x(M) -A-módulo 

Proposición 2.9.- Si 111 E R-mocl y T E R-tors tal que kl E :FT entonces M es 

r-clecisivo ~para toda Ne M; N 'fo T V e(N) = T V e(M) 

Demostración.- =?] Es obvio ya que Mes r-decisivo y J11 r{; :FTve(M) 

"*") Sea a > r si i\!I E :Fu ya terminamos, supongamos que tu(llá) = N ¡6 O ele 

ésta forma lvl E TTve(N) ' pero T V e(N) :::; a de donde Ji![ E T,, y M es T-clecisivo. 

Corolario 2.10.- Un R-móclulo Mes x(M) -decisivo {o} x(M) V e(N) = x(.M) V 

e(M) VN e M; N 'f O 

Proposición 2.11.- Sir E R-to1·s y Ivl E R-mod kl ¡6 O, las siguientes condiciones 

son equivalentes. 

1) M es r-decisivo . 

2) lvl E :FT y Mes decisivo en el intervalo [r, r V .;(i\!I) J 

Demostración.- =?) Obvia 

["*"Sea a E gen( r), sea a:= (a¡\ e(M)) V T entonces T :::; a::::; T V e(Ivl) ' como 

es decisivo en [r, r V e(M) ) entonces M E :F"' o M E T"' . 

Si M E T"' entonces 111 E T,, 

Si ME :F"' entonces, afirmo que Jvl E :Fu en efecto t,,(Ivl) ET,, n TTve(M) 
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Ta por lo tanto tu(.M) =O así ME :Fu 

Corolario 2.12.- Un R-módulo Jvf .¡,O es decisivo {o} Mes decisivo en [e, e(M) ]. 

Observación.- De acuerdo con el corolario anterior Mes decisivo si lvf E :Fu 

para toda u< e(M) . 

Corolario 2 .13.- Sea M un R-módulo r-decisivo entonces, M es r /\e( lvf) -decisivo. 

Demostración.- Como Ji.1 E :Fr => M E :Fr/\<(M) , sea u E (r /\ e(Jvl) , e(M) ] 

entonces r :5 u V r :5 r V e(Ji.1) , como M es r-decisivo entonces 111 E :Frvu o 

Ji.1 E Trvu· Si se da el primer caso tenemos que Ji.1 E :Fu ; Si se da el segundo caso 

tenemos que 111E1(rvu)A(<(M) vu) = Tuv(e(M) /\r) =Tu por lo tanto 111 E Tu • 

Corolario 2.14.- Si r E R-to1·s , un R-módulo Mes r-decisivo {o} M es decisivo 

en [r /\ e(M) , e(M) ] y M E :Fr . 

Demostración.- =>] Como M es r-clecisivo entonces M es r /\ ((M) -decisivo, ele 

donde Mes decisivo en [r /\ ((Ji.1) , ((Ji.1) ]. Por otra parte es claro que 111 E :Fr . 

<=] Como M E :Fr entonces M E :Fr/\<(M) así por la proposición 2.11 M es 

r /\ e(Ji.1) -decisivo y como r /\ ((M) :5 r tenemos que Mes r-decisivo 

Proposición 2.15.- Si M es un R-móclulo r-decisivo y u-decisivo entonces, M es 

r /\ u-decisivo. 

Demostración.- Sea a E [r /\u, (r /\u) V ((lvf)] en estas condiciones tenemos que 

r :5 o: V r :5 r V ((111) y a :5 u V a :5 u V ((Ji.1) , entonces Ji.1 E Tavr o Ji.1 E :Favr 

y lvf E Tavu o M E :Favu• 

Si ME :Favr o ME :Fovu tenemos que en ambos casos ME :Fa . 

Si M E Tavr y 111 E Tavu tenemos que M E 7(avr)/\(avu) = T"v(r/\u) = Ta 

por lo tanto lvf E Ta . 
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Proposición 2.16.- Sea T E R-tors y M ' N r-decisivos entonces T V e(N) 

r v €(M) <=> x(M) = x(N). 

Demostración.- =?] T V e(N) = T V €(M) =} N E Trve(M) =} N í/:. :Fe(M) por 

lo tanto Hom(lvl,E(N)) f= O y Jvl í/:. Tx(N) y como r :5 x(N) =? lvl E :Fx(N) =? 

x(M) ;::: x(N) , amílogamente x(M) :5 x(N) por lo tanto x(N) = x(M) 

<=] Como T :::; T V e(N) y Mes r-decisivo =} ]yf E Trve(N) o ]yf E :Frve(N) 

Supongamos que Jyf E :Frve(N) entonces Jvf E :Fe(N) =? H om(N, E(l\1)) = O =? 

N E Tx(M) = Tx(N) pero ésto en imposible por lo tanto J\I,[ E Trve(N) y así 

T V €(lvl) :::; T V e(N) 'análogamente probamos la otra desigualdad. 

Corolai·io 2.17.- Sea r E R-to1·s y M,N r-decisivos , Si r V €(N) :5 r V .;(M) y 

x(M) :::; x(N) entonces T V €(lvl) = T V e(N) r x(N) = x(M) . 

Demostración.- Solo basta probar que r V .;(N) ;::: T V €(1W) para tener la igualdad 

deseada, para ello solo tenemos que probar que 1W E Trve(ll.') y ésto se sigue como 

en la demostración anterior. 

Corolario 2.18.- r E R-tors y Mes r-decisivo entonces VN f= O, N C lYI se tiene 

que r v .;(N) = r V €(M) y x(N) = x(M) . 

Demostración.- M y N son r-decisivos por otra parte, ya que N C lYl tenemos que 

T V e(N) :::; T V .;(.M) y x(N) ::::: x(.M) y por el corolario anterior tenemos el 

resultado 

Observación.- El corolario anterior y la proposición 32.2 de [12] nos dicen 

que si M es r-decisivo entonces x( l\á) es una teoría de torsión irreducible. 

Proposición 2.19.- Sea M r-decisivo entonces Mes r-A-módulo <=> V(J' E R-tors 

tal que T < (]' :5 r V e(M) se tiene que iu(Jvl) f= 0. 
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Demostración.-=>) Claramente u= r V e(M) por lo tanto Jvl E Tu . 

<=] Como M es r-decisivo y tu(llif) i O=? M E Tu por lo tanto u= r V e(M) 

Observación.- De acuerdo con las proposiciones anteriores tenemos: 

i) Si r E R-tors y M es r-A-módulo entonces, x(JvI) es irreducible. 

ii) Si M y N son r-A-módulos entonces, rve(M) = rve(N) ~ x(M) = x(N) 

iii) Si Mes r-A-módulo y O i Ne M entonces, x(N) = x(M) . 

Definición 2.20.- Un R-módulo M i O diremos que es A-módulo si existe r E R

to1·s tal que M es r-A-módulo 

Obse1·vación.-

(1) Si Mes un A-módulo y O i Ne M entonces N es A-módulo y x(N) 

x(M") 

(2) Si M es un A-módulo entonces,x(.111) es una teoría de torsión irreducible 

(3) Si M es un R-módulo cocrítico entonces, M es un A-módulo 

Nota.- El inverso ele (3) es falso ya que toda suma directa ele copias de un cocrítico 

no es cocrítico , pero si es A-módulo . 

Proposición 2.21.- Si Mes un r-A-módulo entonces Er(M) es r-A-módulo 

Demostración.- Sabemos que Er(A1) E :Fr bastará demostrar que r V e(A1) = r V 

e(Er(M)), tenemos que rve(M) S rve(Er(M)) , supongamos que la desigualdad 

es estricta, entonces, existe N i O tal que N E Trv¡;(E,(M)) y N E :Frvl;(M) 

de donde N E :Fr , N E :F¡;(M) y N r/: :F¡;(E.(M)) y ésto último implica que 

Hom(Er(M),E(N)) i O, por otra parte, ME :F¡;(N) => Hom(M,E(N)) =O=? 

ME Tx(N) , además r S x(N) =? E.~M) E Tx(N) tomando en cuenta la sucesión 

O--> M --> Er(M) --> Er(M)/Jvl --> O, tenemos que Er(M) E Tx(N) por lo 
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tanto H om(Er(M), E(N)) =O lo cual es imposible. 

Observación.- Si M es un un r-A-módulo entonces, existe un R-módulo I< 

tal que. 

i) lvl e /( y K es T-A-módulo 

ii) K es máximo con la propiedad (i). 

Demostración.- Sea /( = 2:{H e E(M) 1 M e H y H es T-A-módulo }, K 

claramente satisface la condición i la condición ii se cumple ya que la J( es un 

cociente de la suma directa de los r-A-módulos. 

Proposición 2.22.- Un R-módulo 11'1 ,¡, O es A-módulo si y solo si M es x(JJ) -

A-módulo 

Demostración.- En uno ele los sentidos es claro, en el otro sentido sabemos que existe 

T E R - to1·s tal que M es r-A-móclulo por tmito x(ivI) ;:::: T y por el corolario 2.8 

tenemos el resultado. 

Definición 2.23.- Denotaremos por CA = {x(M) E R-tors / Mes A-módulo } 

Observación.- R-sp e CA e R-i1·1· y las contenciones son propias 

De acuerdo con las proposiciones anteriores las contenciones son claras, para 

ver que R - sp #CA y CA # R-frr ver los ejemplos al final del último capítulo 

Proposición 2.24.- Sea M un A-módulo y T = x(Jvl) , supongamos que existe 

u E CA tal que M es u-A-módulo entonces u = T 

Demostración.- Como u E CA , u = x(N) donde N es un u-A-módulo entonces 

uVf,(N) y uVf,(M) son u-átomos, como u$ (uVf,(N) )/\(uVf,(M)) $ uVf,(N) 

entonces u= (u V f,(N) ) /\(u V f,(M)) o (u V f,(N) ) /\(u V f,(M) ) =u V f,(N) 
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Primer caso.- Si a = (a V e(N) ) !\(a V e(M) ) entonces a = u V e(N) 

o a = u V e(llí) (ya que a es irreducible) pero cualquiera ele ambas cosas son 

imposibles ya que N y M son a-A-módulos. 

Segundo caso.- Si (a V e(N)) /\(a V e(M)) =a V e(N) entonces a V e(lvl) ~ 

a V e(N) ~ a => a V e(N) a V e(M) y por la proposición 2.16 tenemos 

x(M) = x(N) ele donde a= T 

Corolario 2.25.- Si r E CA y Mes r-A-móclulo entonces r = x(111) 

Proposición 2.26.- Sea { ri} e R.-tm·s un conjunto ele teorías ele torsión y M 

un r;-A-móclulo para toda i, supongamos que IvI es /\r¡-decisivo entonces, M es 

/\r;-A-módulo 

Demostración.- Sea a E R-tors tal que /\r¡ <a :5 /\(r;)ve(111) entonces, para cada 

i tenemos que T¡ :5 a V T¡ $ T¡ V e(1\1) y así r¡ =a V T¡ o a V T¡ = T¡ V e(1\1) . 

Si a V Tj = T¡ V ec 111) para alguna i entonces tenemos que 111 E Tuvr¡; como 

111 E :Fr, => 111 rj; :F,, por lo tanto t,,(111) =JO y por la proposición 2.19 tenemos el 

resultado. 

Si r¡ = a V r¡'ii entonces, tendriamos que a :5 r;Vi => a $ /\r¡ < a pero ésto es 

imposible. 

Corolario 2.27.- Si Mes r-A-módulo y a-A-módulo entonces Mes r/\a-A-módulo 

Demostración.- Por la proposición 2.15 M es r /\u-decisivo y así por la proposición 

2.26 tenemos el resultado. 

Proposición 2.28.- SeaM un r-A-móclulo y a E gen(r) tal que lvl E :F,, entonces, 

M es a-A-módulo . 

Demostración.- Por el corolario 2.4 basta probar que para toda L e N e M tal 

21 



que O f N/L E :Fu =>a V ((N/L) =a V ((M); pero como a?: T =>:Fu C :Fr 

por lo tanto rV((N/L) = rV((J111) =>ME Trv~(N/L) de donde ME Tuv<(N/L) 

por lo tanto a V ((N / L) =a V ((lvl) . 

Corolario 2.29.- Sea {ra} C R-tors y M r"A-módulo Va, entonces Mes Vra-A

módulo. 

Demostración.- Como lvI E :Frn \:la entonce l\ll E :Fvrn y como Tn :5 Vr" por lo 

tn.nt o Mes Vra·A-módulo . 

Proposición 2.30.- Sea r E R-tors y M un r-A-módulo entonces, Mes r /\((M) -

A-módulo 

Demostración.- Claramente lvl E :Frve(M) , ahora sea L C N C J\1 tal que O f 

N/L E :Frt-.e(M) => N/L </= Tr => r V ((N/L) = r V ((lvl) ; Ahora (r /\ ((M)] V 

e(N/L) =[rV((N/L)]/\((lvI) =(rV((lvI)]/\((M) =((M). 

Corolario 2 .31.- Sea M un r-A-módulo y Jo.!! E Tu entonces, M es r /\a-A-módulo 

Demostración.- Claramente T /\ ((l\II) :5 T /\a y como lvI E :Frt-.u ele donde M es 

T /\ a-A-módulo . 

Finalizamos este capítulo con los siguientes ejemplos ele A-modulos 

1.- Si M es un módulo decisivo entonces M es A-módulo . En efecto, sea a E R

tors tal que x(M) < a :5 x(M) V ((M) , claramente tenemos que tu(M) f O y 

como Mes decisivo entonces Jo.!l E Tr por lo tanto a= x(Nl) V ((.M) . 

2.- Todo módulo cocrítico es A-módulo (23, lema 3.5] 

3.- Sea R un anillo, consideremos los módulos R/ P donde P es tm ideal primo. 

Afirmamos que R/ P es un A-módulo para cada primo P. 
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Demostración.- Sea O =F I/P e R/P, solo necesitamos probar que R/P E 

Tx(R/P) ve(J/P) . Sea r = x(R/P) V E,(I/P) y O =¡6 JjP = tr(R/P). Claramente 

tenemos I / P C J / P, por otra parte R./ J E :Fr por lo tanto R/ J E :Fx(R/ P) como 

J no es x(R/ P) -denso en R tenemos que J e P (corolario 59.2 de (12]] de donde 

tenemos que I e P por lo tanto I / P = O lo cual es imposible. 

4.-Consideremos los módulos M tales que son libres de r-torsión y los únicos 

submódulos r-puros y totalmente invariantes de M son {O, M} entonces, M es 

A-módulo 

Demostración.- Sea O =I N e lvl y u = x(.M) V E,(N) , claramente tenemos que 

t,,(A!l) =F O y es totalmente invariante, como u > x(A!l) ;::: r por lo tanto t,,( ,11) es 

r-puro totalmente invariante lle donde t,,(111) = 111. 

Nota.- Podemos considerar de manera general los módulos M libres de r-torsión 

para los cuales los únicos submódulos r-puros y totalmenete invariantes de ca.da 

submódulo N C M son {O, N}, éstos módulos son A-módulos y ca.da submódulo 

tiene la misma propiedad. 

Recordando que dada r E R-tors , Rr denota al anillo R localizado en r ((11] 

pag. 61] tenemos el siguiente ejemplo. 

5.- Sea R un anillo y M un R-módulo, si Mx(M) es decisivo en Rx(M) -tors 

entonces, M es un A-módulo en R-mod. 

Demostración.- Si demostramos Ex(M) (A!l) es A-módulo ya terminamos,entonces 

supongamos que Mes x(A!l) -inyectivo. Ahora sea u E R-tors tal que x(JvI) <u :5 

x(M) V E,(lvl) tenemos que t,,(A!l) =FO, consideremos la siguiente sucesión. 

O ---> t,,(M) ---> A!l ---> M/t,,(M) ---> O en R-mod Supongamos 

que t,,(M) =¡6 O, tenemos que M/t,,(M) E :F,, C :Fx(M) de donde t,,(M) 

es x( lit!) -puro y por lo tanto es absolutamente x( A!l) -puro. 
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parte tenemos Homn(,}~1¡,E(ll1)) ¡6 O => HomnxCMl C,.r~1¡,E(M)) ¡6 

O => 111 r/:. :F( (M/t (M)) de donde A1 E ~n (M/t (M)) por lo tanto 
llx(M) u x(.M) a 

~Rx(M) (M) = .;Rx(Ml (M/tu(M)), entonces HomnxCMl (tu(M),E(M/tu(M))) ¡6 

O=> Homn(tu(M),E(M/tu(M))) ;6 O pero esto es imposible. 

Observación.- Si en el ejemplo anterior pedimos que x(Ivl) sea perfecta, 

entonces vale el recíproco. 

En efecto, sea a E Rx(M) -tors, supongamos que tu(ll1) f O entonces considere

mos la sucesión O--> tu(111)--> A1--> M/tu(A1)--> O por 17.1 de (11], tenemos 

que M/tu(M) E :F_\'.(M) por lo tanto X 11 (tu(M)) = Xn(M) = X1t(M/tu(M)) ele 

donde Homn(tu(M),E(M/tu(M)) ¡6 O=> HomnxCMJ (tu(M),E(M/tu(M)) ;6 O lo 

cual es imposible. 

6.- Si a es un coátomo ele spcl( T) y o ,,, 111 E Tr n :Fu entonces, M es a-A

módulo 

Demostración.- Tenemos que a < a V ~(111) S: T, como a es coátomo tenemos que 

a V c;(M) = r, a11ora si a< a S: a V c;(Ivl) tenemos que a= a V c;(M) 

7.- Si M es no singular y x(M) es un coátomo de R-tors, entonces M es 

r 9-A-módulo . ver (26). 
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CAPITULO III 

C-modulos y C-dimensión 

En este capitulo desarrollamos la teoría de los C -módulos que tienen como caso 

particular a los módulos cocríticos (Rsp-móclulos) y a los A-módulos (CA -módulos), 

también describiremos cuando un módulo M es a-Rsp-móclulo, no necesariamente 

debe ser cocrítico , pero hacemos notar que si M es cocrítico y a-Rsp-módulo 

entonces IV! es a-cocrítico , con respecto a los A-módulos veremos que M es a-A

módulo si y solo si Mes a-CA-módulo. Definimos también una filtración en R-tors 

que llamaremos la C -filtración, que para los casos donde C = Rsp o C = CA tenemos 

la filtración ele Gabriel y la filtración atómica respectivamente, también estudiamos 

la Cv-filtración la cual es definida usando los módulos decisivos. 

Al final de éste capítulo obtenemos caracterizaciones de anillos semiartinianos 

y anillos artinianos por medio del uso de las clases Cv y CA, obtenemos también una 

generalización del teorema de Krull-Akizuki en nuestro contexto no conmutativo. 

Finalizamos este capítulo con una caracterización de los anillos convenientes 

estudiados por Galán en (12], en términos de los Cv-móclulos y ele la Cv-climensión. 

Definición 3.1.- Sea C e R-frr ya E R-prop diremos que un R-móclulo JV! ol O es 

un a-C-móclulo si: 

i) ME :F,, y VN e M, N ,¡,o x(N) = x(M) E e 

ii)VL e Ne M tal que O oF N/L E :F,, =>a V f,(N/L) =a V f,(N) 

iii) Si N CM es módulo Dec entonces, a V f,(N) =a V f,(M) 

En todo lo que sigue C denotará un subconjunto no vacio de R-irr. 
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Proposición 3.2.-

(1) Si M es un a-C-módulo entonces, VN =JO tal que N e lit[ tenemos que N 

es a-C-módulo 

(2) La condición (ii) de la definición 2.24 es equivalente a la condición: VL e 

N CM tal que N/L r/: Tu =>a V f.(N/L) =a V f.(N). 

(3) Si C e V e R-iri· y M es a-C-módulo entonces, M es a-V-módulo . Más 

generalmente, si Mes un a-C-módulo y V C R-irr es tal que x(N) E V, V submó

dulo O =J N C Jvl, entonces Mes a-V-módulo 

Demostración.-

(1) Como Mes C-módulo es claro que si N =JO y N C Jvl N satisface las dos 

primeras condiciones ele la definición , para la tercera condición consideremos L C N 

un módulo Dec entonces, aVf.(L) = aVf.(M) pero aVf.(L) S: aVf.(N) S: aVf.(M) 

así a V f.(L) =a V f.(N) . 

(2) En un sentido supongamos que L C N C M tal que N / L r/: Tu si 

N /LE :Fu parla condición (ii) tendriamos que aVf.(N / L) = uVf.(N) y habriamos 

terminado. Supongamos entonces que tu(N/L) = K/L =JO entonces O =J N/K E 

:Fu y así aVf.(N/K) = aVf.(N), pero aVf.(N/K) S: aVf.(N/L) S: aVf.(N) por 

lo tanto a V f.(N/ L) =a V f.(N) . En el otro sentido supongamos que L C N e Jvl 

es tal que O -=J N/L E :Fu por lo tanto N/L r/: Tu =>a V f.(N/L) =a V f.(N). 

(3) Si Mes a-C-módulo es inmediato que Mes a-V-módulo ya que la condición 

(i) se cumple pués Ce V y las condiciones (ii), (iii) son independientes de la C 

Proposición 3.3.- Sea M un a-C-módulo y r E R-prop tal que T ~ a, supongamos 

que Jvf E :Fr entonces, M es r-C-módulo 

Demostración.- La condición (i) se cumple trivialmente. Ahora sea L C N e M 
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tal que N/L E :Fr entonces N/L E :Fu de donde a V e(N/L) =a V f,(N) pero 

a V f,(N/L) :::; r V f,(N/L) por lo tanto NE Trv{(N/L) de donde r V f,(N/L) 

r V e(N) de ésta manera se cumple (ii). 

Supongamos ahora que N C ll!l es módulo Dec entonces, a V f,(N) = a V f,(1v.f) , 

pero a V f,(N) :::; r V f,(N) por lo tanto r V f,(N) = r V e(M) . 

Definición· 3.4.- Sea M un R-módulo y C e R-fr1·, diremos que M es C-módulo 

si 3a E R-prop tal que M es a-C-móclulo 

Proposición 3.5.- Un R-módulo M es C-módulo <* Mes x(A!l) -C-módulo 

Demostración.- =>] Como Mes C-móclulo 3a E R-p1·op tal que M es a-C-móclulo 

por lo tanto ll!l E :F,, ele donde a :::; x(M) y por 3.3 Mes y(11!l) -C-módulo 

<=] es obvia. 

Observación.- Si Mes C-módulo entonces, VN CM, N f O N es a-C-móclulo 

Proposición 3.6.- Si Mes un a-C-móclulo entonces, Mes a/\ e(A!l) -C-módulo 

Demostración.-

i) M E :F,, => ME :FuA<(M) y VN f= O, N CM tenemos que x(N) E C 

ii) Sea L C N CM tal que O f= N/L E :FuA<(M) y como N/L E 'léCM) => 

N/L rf_ 'T,, por lo tanto a V f,(N/L) =a V f,(N). 

(a/\ f,(M) ) V f,(N/L) = (a V f,(N/L) ) /\ e(M) =(a V e(N)) /\ f,(M) 

(a/\ f,(M) ) V f,(N) . 

iii) Si N C lvI es módulo Dec entonces, a V e(N) = a V fflvl) ; Ahora 

[allf,(M) Jve(N) = [aVf,(N) ]i\f,(M) = [aVf,(M) ]11€,(.M} = (ai\f,(M) )Vf,(M). 

Corolario 3.7.- Sea Jvl f= O un R-módulo y a E R-tors, supongamos que lvI E :F,, 

entonces, M es a-C-móclulo <* M es a/\ f,(M) -C-módulo 
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Demostración.- =>] Obvia 

<=] Como Mes a 11 e(ll!l) -C-módulo y a 11 e(1W) :5 a, y lvl E :Fu tenemos que 

M es en a-C-módulo 

Corolario 3.8.- Si M es a-C-módulo entonces, 'efr E R-to1·s tal que M E Tr se 

tiene que M es (a /\ r )-C-módulo 

Demostración.- Esto se sigue de a 11 e(M) :5 a/\ r y 111 E :Fu/\r 

Proposición 3.9.- Si Mes cocrítico y a-C-móclulo para alguna a E R-tors entonces 

M es a-cocrítico 

Demostración.- Supongamos que 3N f O, N e lvl tal que O f 111 /N E :Fu entonces, 

cr V e((M/N)) =a V e(M) => M </; :Fe(M/N) de donde Hom(M/N,E(M)) i= O, 

pero por otra parte 111/N E Tx(M) por lo tanto Hom(111/N,E(111)) =O pero ésto 

es imposible, así hemos probado que M es a-cocrítico 

Obse1·vación.- Nótese que la proposición anterior se cumple para cualquier 

Ce R-ir1·. 

Corolario 3.10.- Si M es a-Rsp-móclulo entonces, 'efN C lvl, N f O N contiene 

un R-móclulo a-cocrítico 

Demostración.- Sea O f N e 111 tenemos que x(N) E Rsp así existe un módulo 

cocrítico C N tal que x( C N) = X( N) y claramente podemos suponer que C N ~ N. 

Como N es a-Rsp-móclulo entonces, CN es a-Rsp-módulo y por la proposición 

anterior CN es a-cocrítico 

Observación.- El corolario anterior dice mas , en realidad podemos encontrar 

L Ce N tal que L es suma directa ele módulos a-cocríticos 
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Recordando ahora a el conjunto CA = {x(M) 1 M es A-módulo } tenemos la 

siguiente: 

Proposición 3.11.- Supongamos que M E :Fu entonces, M es a-Rsp-módulo 

# x(M) E Rsp y \fL e N CM tal que O -:J N/L E :Fu =? 37r E Rsp fija y un 

módulo 7!"-cocrfüco contenido en N /L. 

Demostración.- =?] Sabemos que x(M) = x(C) con C un módulo cocrítico , 

supongrunos que existe C' C 111 cocrítico , como runbos son módulos Dec tene1nos 

que a V e( C) = a V e( M) = a V e( C') . Es claro que \f N C M, N -:J O,x(N) E Rsp 

y por lo tanto N contiene un cocrítico y así tenemos que a V e(N) = a V e(C) = 
a V e(lvl) para cualquier cocrítico Ce No Ce Jvl. 

Ahora sea O -:J N/L E :F,, tenemos a V e(N/L) =a V e(N) =a V e(C) por 

lo tanto N/L r/:. :F<(C) y Hom(C,E(N/L)) -:JO. 

Afirmación.- N/L E :Fx(M) ¡En efecto si, tx(M) (N/L) = N'/L -:JO tenemos 

que N'/L E 7:x(C) =? H om(N' /L, E(C)) =O=> CE :F<(N'/L) , pero como N' /LE 

:Fu tenemosave(N'/L) =ave(N') =aV((C) dedondeCr/:.:F<(N'/L)Yesto 

es imposible. De éste modo hemos probado que N/L E :F.x(M) por lo tanto 3C'

cocrítico , C' e C talque C' <--> N / L y claramente 7l" = x(kl) = x( C) = x( C') es 

la que me sirve. 

<==] Como 111 E :F,, entonces 3C' e M rr-cocrítico por lo tanto x( C) 

rr; Afirmación.- Existe una suma directa de submódulos rr-cocríticos de M que es 

esencial en M. 

En efecto, supongamos que E9 C¡ donde cada C¡ es rr-cocrítico no es esencial 

en M entonces, 30 i' N e lvl tal que ffi C; íl N = O pero N E :Fu =? N contiene 

un 7!"-cocrítico C' lo cual es imposible. 

Por otra parte es claro que cada submódulo N e Jvl contiene una stuna directa 
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esencial de rr-cocríticos por lo tanto x(N) = x(C) = x(.1\1) = rr, de donde tenemos 

l que x(N) E Rsp VN e lvf. AhoraseaL e Ne M tal que O f N/L E :F,,, entonces 
1 

N / L contiene un rr-cocrítico C por lo tanto la suma directa de los rr-cocríticos es 

esencial en N / L de donde rr = x( EB C) = x( N / L) 

Afirmación a V f,(N/L) =a V f,(N); en efecto, si N f Tuve(N/L) , sea I< = 

tuve(N/L) (N) f O entonces, tenemos N/]( E :Fuve(N/L) => N/K E :F,, y N/K E 

:Fe(N/LJ por lo tanto Hom(N/L,E(N/K)) =O=> N/L E Tx(N/K) = T" 

Tx(N) = Tx(N/ L) pero ésto es imposible. Finalmente, si N C lvf es Dec entonces 

tenemos que a V f,(N) =a V f,(M) ya que si O f M/K E :Fuve(N) => M/K E 

:Fe(N) =>NE Tx(M/f() = T.x(M) = T" = Tx(N) pero ésto es imposible. 

Proposición 3.12.- Si Mes r-A-módulo entonces, lvI es r-CA-mó<lulo (en partic-

· ular si Mes A-módulo entonces, Mes CA-módulo) 

Demostración.- i) 11'! E :Fr y \:/N f O, N C M, x(N) 

T-A-módulo. Por lo tanto, x(N) E c. 

x(.l\á) ya que M es 

ii) Sea Le N CM tal que O f N/L E :Fr sabemos que N/L es r-A-módulo 

yrVf,(N/L) =rVf,(N). 

iii) Si N e 111 es Dec claramente tenemos que T V f,(N) = T V f,(M) ya que 

ésto se cumple VD f N C ./\1 

Proposición 3.1-3.- Si Mes A-módulo y ]VI es a-C-módulo para alguna a E R-tors 

entonces, lvI es a-A-módulo 

Demostración.- Como M es A-módulo sabemos que M es módulo Dec por lo tanto 

VN f O Ne M tenemos que N es módulo Dec así a V f,(N) =a V f,(.l\II). 

Ahora sea T E R-t01·s tal que a < T ~ a V f,(M) , debemos probar que 

T = (j V f,(M) para ello probaremos que j\IJ E T,. . Sea N .¡, o tal que N E TT n :F,, 
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entonces, a <a V f.(N) $ T $a V f.(M) , como NE :F0 .- => N !/; :Fe(M) , por lo 

truüo Hom(M,E(N)) f= O así existen J( C Le l\II tal que O f= L/K '->NE :Fu 

pero Mes a-C-módulo por lo tanto a V f.(L/ K) =a V f.(L) =a V f.(M) y en estas 

condiciones lvl E Tuve(L/K) C Tuve(N) C Tr de donde Aá ET,. . 

Corolario 3.14.- Mes un a-CA-módulo~ Mes un a-A-módulo 

Demostración.-=>] Sea O f= N e M, tenemos que x(N) E CA, por lo tanto x(N) 

x(L) con L un A-módulo y así Hom(L,E(N)) f= O de donde existen]( e Te L 

tal que T/J( '->NE :F°,y(N) por lo tanto T/J( es A-módulo, más aún T y T/J( 

son x(L) -A-módulo así por 2.21 tenemos x(T/K) = x(T) = x(L) = x(N), 

Sea L N = T / J( entonces, L N '-> N pero N es a-CA-módulo por lo tanto L N es 

a-CA-módulo y así LN es a-A-módulo en particular M contiene a LN de donde 

a V f.(LN) =a V f.(M) y ele aquí M es a-A-módulo 

.;=] Es obvia. 

A continuación introducimos la filtración atómica en R-tors. 

En R-tors definimos una cadena {a¡} como sigue : 

(1) CL¡ =f. 

(2) Si i no es un ordinal límite cq = <Yi-1 V f.( { lvl E R - mod 1 M es <>;-1-A

módulo }) 

(3) Si i es ordinal límite a¡= Vj<iªi 

A ésta cadena se le conoce como la filtracion Atómica. Nuevamente como R

tors es un conjunto existe un ordinal i tal que a¡ = °'i+r para todo ordinal r, para 

éste ordinal denotaremos a; = a 

Definición 3.15.- Un R-módulo M diremos que tiene dimensión Atómica si existe 
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ordinal k tal que lvf E Tn., M tiene dimensión Atómica igual a i, si i es el mínimo 

ordinal tal que 111 E To:;, ésto se denotará A-dim(l\1) = i. 

Definición 3.16.- Un anillo R tiene dimensión Atómica izquierda, si R como 

R-módulo izquierdo tiene dimensión Atómica. 

Observación.- Un anillo R tiene dimensón Atómica izquierda si y solo si M 

tiene dimensión Atómica para todo J.if E R-mod 

Proposición 3.17.- Sea M un R-módulo y Ne lvf submódulo entonces, M tiene 

dimensión atómica si y solo si N y lvf / N tienen dimensión atómica , en éste caso 

A-dim(M) = sllp{A-dim(N),A-dim(lvl/N)}. 

Proposición 3.18.- Un anillo R tiene dimensión atómica si y solo si para toda 

r E R - p1·op existe un r-A-módulo M. 

Demostración.- =?] Supongamos que A - dim(R) = k y sea T < X como X = O:k 

entonces :li ordinal mínimo tal que a; ~ r, i no es ordinal límite, por lo tanto 

O:i-1 :5 T, pero o:; = O:i-1 V e{M 1 M es 0:;-1-A-módulo } de donde existe M 

o:;-1-A-módulo tal que 1W r/; Tr , pero Mes o:;-1-decisivo y °'i-1 :5 T por lo tanto 

M E :Fr =? 1W es r-A-módulo 

{=j Supongamos que R no tiene A- dim y sea O:k < X tal que °'k = °'k+1, pero 

sabemos que 3111 O:k-A-módulo y por lo tanto lvf E T., .. +1 = T"• =? 111 E T"•, pero 

ésto es imposible por lo tanto O:k =X· 

Corolario 3.19.- Si R tiene A - dim entonces V1'vf f. O M contiene un A-módulo 

Demostración.- x(l\1) < X por lo tanto :IN un x(M) -A-módulo =? N E Fx(M) 

por lo tanto Hom(N,E(M)) f. O y así :IL e N' e N tal que O f N'/L <-+ M y 
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N' / L es x(M) -A-módulo . 

Recordando la filtración de Gabriel { r¡} tenemos la siguiente: 

Proposición 3.20.- Sean { r¡} y {a¡} las filtraciones de Gabriel y Atómica re

spectivamente entonces, r¡ :5 a¡ para todo ordinal i. 

Demostración.- Por inducción transfinita, si i = O tenemos To = ~ = a 0• Supong

amos que el resultado vale Vj < i tenemos dos casos 

Caso 1.- Supongamos que i es ordinal lúnite entonces tenemos que r¡ =;<; 

Vrj :::; V;<¡O:i =a¡. 

Caso 2.- Supongamos que i no es un ordinal límite y Ti-1 :5 °'i-1, ahora sea M 

un T;-1-cocrítico , como 0'¡_1 E gen( r¡_ 1) entonces AJ E Ta 1_ 1 o -~1 E :F,,,_,. 

Si se da el primer caso claramente tenemos que Jo.1 E Ta; y por lo tanto T¡ :5 a¡. 

Si Jo.1 E :F"';- i y como M es r;-1-cocrítico , "M es Ti-1 -A-módulo por lo tanto 

Mes a;-1-A-módulo y así Jo.1 E Ta; de donde T¡ :5 O'¡. 

Corolario 3.21.- Si M es un R-módulo con dimensión de Gabriel entonces, M 

tiene dimensión Atómica y G-dim(M);::: A-dim(M). 

Existen anillos donde R tiene dimensión Atómica y R no tiene dimensión de 

Gabriel como veremos en el ejemplo al final de éste trabajo. 

Proposición 3.22.- Supongamos que R tiene dimensión Atómica izquierda en

tonces, si a < r :5 x existe un R-móclulo M tal que M es a-A-módulo y lvl E T,. . 

Demostración.- Supongamos que no existe lvl ol O tal que M es un a-A-módulo y 

M E T,. . Sea {a¡} la filtración atómica, como a < x existe un ordinal h mínimo 

tal que °'" 1' a; h no es ordinal límite. 

Afirmación.- a¡ /\ T :5 aVi ordinal. 
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En efecto si i < h claramente tenemos que a;/\ r $ u. Supongamos que Vj < i 

tenemos que °'i /\ r $u entonces tenemos dos casos. 

Caso 1.- Si i es ordinal límite, tenemos que a; =; <, V a i por lo tanto a; /\ u = 

(Vaj) A u= V(a; /\ r) $u 

Caso 2.- Si i no es ordinal límite, sea O # ME T0t;t1r ílFu , de donde kl E 

F"'; Vj < i, ya que a;/\r $ u, en particular A1 E F"'•-i por lo tanto M E 'T,,; ílFn;_, 

por la definición de la filtración atómica tenemos que 3N un a¡_1-A-módulo tal 

que Hom(N,E(M)) '/O por lo tanto 3K e Le N tal que O# L/K '-' M y como 

ME F,,;_ 1 =? L/J( es °'i-1-A-módulo; por otra parte sabemos que ME 'Tr por 

lo tanto L/J( E 'Ir =? L/J( es (o:;_ 1 /\ r)-A-módulo, pero como L/J( '-+ME F., 

y °'i-1 /\ T $u entonces tenemos que L/J( es u-A-módulo y L/J( E Tr lo cual es 

imposible, por lo tanto o:;/\ r $ oVi ordinal; en particular para el ordinal k tal que 

X = O:k tenemos que O'k Ar :5 u =? r $ u lo cual es imposible. 

Proposición 3.23.- Si R es un anillo tal que para todo O # A1 E R - mod, 

M contiene un submódulo cocrítico entonces, Rsp = CA. (Los anillos Definite 

izquierdos satisfacen esta condición, ver [12] capítulo 56 ) 

Demostración.- Sabemos que Rsp C CA, ahora sea r E CA y r = x(AII) con M un 

r-A-módulo por otro lado sabemos que 3N e A1 tal que N es cocrítico entonces, 

N es A-módulo y por 2.24 tenemos x(AII) = x(N) de donde TE Rsp 

Nota.- Si Res un anillo con dimensión de Gabriel izquierda entonces, se cumple 

la condición de la proposición 3.23 

Proposición 3.24.- Sea R un anillo con dimensión Atómica izquierda, entonces 

CA = R-irr - {x}. 

Demostración.- sea r E R-frr-{x}, por la proposición 3.18 existe un r-A-módulo 
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N, por tanto T V e(N) es T-átomo. Sea O"] = T V e(N) 

Afinnación a¡ es el {mico r-átomo. En efecto, suponga1nos que existe a 2 tal que 

es r-átomo y a¡ f a2, entonces T = a1 /\ a2 como T es irreducible entonces, T = a1 o 

T = a 2 pero ésto claramente es imposible. Ahora supongamos T = x(M) sabemos 

que N E :Fr por lo tanto H omn(N, E(M)) f O así existe f f O f: N -> E(M) 

nuevamente como 111 E :Fr existen ]( e L C N tal que O f L / ]( es r-A-módulo 

y se sumerge en M, sea T = L/K y a= x(T) entonces, a= x(T) ~ x(l\1) =T. 

Afirmación a = T, si no es así entonces a > T y por la proposición 3.22 existe H un 

r-A-módulo tal que H E Tu, pero solo hay un r-átomo por lo tanto a 1 = rve(H) = 

T V e(T) y por la proposición 2.16 tenemos x(H) = x(T) así H E :Fx(T) pero ésto 

es imposible ya que H es de a-torsión por lo tanto a = T y como a E CA tenemos 

TECA 

Corolario 3.25.- Si R es un anillo con dimensión de Gabriel izquierda entonces, 

R-sp =CA= R-i1·" - {x} 

Demostración.- Se sigue ele el corolario 3.21 y ele la proposición 3.23 

Si C e R-ir" definimos la C-filtración { C;} en R-t01·s como sigue: 

1) C-J =e 
2) Si i no es ordinal límite e¡ = Cj-J V ec {M 1 M es c;-i-C-módulo } 

3) Si i es ordinal límite e¡ = V i<iCj 

A la cadena anterior la llamaremos la C-filtración ; nuevamente V ordinal i tal 

que e; = e¡+¡, para éste ordinal simplemente escribimos e¡ = °'•. 

De manera completamente análoga a la Dimensión de Gabriel se define la C

dimensión para un R-módulo izquierdo y para un anillo R. 
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De manera más general, dada r E R-to1·s y C C R-irr, podemos definir, la r

C-filtración y la correspondiente dimensión de manera natural, es decir, 1) c_1 = r 

y 2 y 3 se definen exactamente igual que antes; en éstas condiciones, diremos que 

un anillo R tiene r-C-dimcnsión izquierda si y solo si R como R-modulo izquierdo 

tiene r-C-dimensión. 

Lema 3.26.- Si T E R-tors entonces rV t;( {M 1 Mes r-cocrítico} = rV ec {M 1 ]..[ 

es r-Rsp-módulo}) 

Demostración.- Claramente si Mes r-cocrítico tenemos que Mes r-Rsp-módulo asi 

una desigualdad es obvia; para la otra sea M un r-Rsp-módulo, sabemos que existe 

N C M submódulo cocrítico por lo tanto N es Dec y así r V t;(N) = r V Ji[ de 

donde tenemos la otra desigualdad. 

Proposición 3.27 .- Si C = Rsp entonces la C-filtración es la filtración de Gabriel 

(por lo tanto la Rsp-dimensión es la dimensión de Gabriel) 

Demostración.- Por inducción transfinita; Sea {Ti} la filtración de Gabriel 

1) Ci-1 =e= T-1 

2) Supongamos al10ra que i no es un ordinal lÍmite y que Vj < i, e; = r; 

entonces, Ti= Ti-1 VI;( {lif 1 Mes Ti-1-cocrítico } ) = Ti-1V1;( {M 1 Mes Ti-1-Rsp

módulo } ) = c;_ 1 V t;( {M 1 M es Ci_ 1-Rsp-módulo } ) = e; 

3) Si i es un ordinal límite y Vj < i, e; = r;, tenemos que r; 

Vj<iCj = Ci 

Observación.- La CA-filtración es la filtración atómica. 

Es claro que si M es un R-módulo y N C M es un submódulo entonces, M tiene 

C-dimensión # N y M/N tienen C-dimensión y en éste caso C-dim(M) = Sup{C-
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dim(M/N),C-dim(N)}. 

Denotaremos por Cv al conjunto de todas las teorías de torsión fuertemente 

irreducibles, tenemos ahora los siguientes resultados. 

Proposición 3.28.- Si D es un módulo decisivo entonces, D es un Cv-módulo. 

Demostración.- Como Des decisivo sabemos que x(D) E Cv (12] proposición ~2.7 

y como D es x(D) -A-módulo entonces, D es CA-módulo y así D es Cv-módulo . 

Proposición 3.29.- Sea a E Cv M un a-Cv-módulo entonces a = x(M) 

Demostración.- Como Mes a-Cv-módulo tenemos que M es a-CA-módulo de donde 

M es a-A-módulo por otra parte sabemos que a E Cv C CA y así tenemos que 

x(M) =a. 

Proposición 3.30.- Mes e-Cv-módulo si y solo si e(.1\1') es un átomo de R-tors. 

Demostración.- =>] M es e-Cv-módulo entonces, M es e-CA-módulo => M es e-A
módulo de donde e(N) es un átomo de R-tors. 

<=] Supongamos que e(M) es un átomo de R-tors entonces si O f N e M 

tenemos que e(N) = e(M) de donde M es un módulo decisivo por lo tan:to 

x(M) E Cv. Por otra parte sabemos que M es e-CA-módulo por lo tanto M es 

e-Cv-módulo y tenemos el resultado deseado. 

Denotaremos la Cv-filtración como {d;}, en estas condiciones tenemos la 

siguiente proposición: 

Proposición 3.31.- d; :::; a¡ donde {a¡} es la filtración atómica. 

Demostración.- Demostración por inducción transfinita. 
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,,,,_ ,, ,, .... ,. 

Si i = O tenemos que do = e{M 1 M es e-Cv-A-módulo } = {M 1 e(M) es 

átomo de R-to,.s} = e(R-simp) = a 0 • 

Supongamos que el resulta.do va.le para toda j < i, debemos demostrar que el 

resulta.do va.le para i. 

Primer ca.so.- Si i es ordinal límite tenemos que d; =V; <idj ~V; <i°'i =a;. 

Segundo ca.so.- Si i no es ordinal límite tenemos que d; = d;_1 V e{M I M 

es d;-1-Cv-módulo }, si M es d;-1-Cv-módulo =? M es d;-1-C,A-módulo =? M es 

d;_1-A-módulo ;por la hipótesis de inducción tenemos que d¡_1 ~ °'i-l· 

Por otra parte si M E Ta;_, entonces M E Tan si M rj; Ta;_, como M es 

d¡_¡-decisivo tenemos que ME :F,.,¡_1 =?Mes a¡_ 1-A-módulo =?ME T,.,; de esta 

forma hemos probado que d¡_1 ~O'¡. 

Corolario 3.32.- Si R tiene Cv-dimensión entonces R tiene dimensión atómica. 

Tenemos como corolario la siguiente caracterización de los anillos semiartini-

anos. 

Corolario 3.33.- R tiene Cv-dimensión = O si y solo si R es anillo semia.rtinia.no 

izquierdo. 

Proposición 3.34.- Un anillo R tiene Cv-dimensión si y solo si Vr E R-prop 3 

un módulo decisivo D tal que D es r-A-módulo 

Demostración.-=?] Sea TE R-prop, sabemos que existe un ordinal mínimo no límite 

i tal que d; '$. r, por lo tanto existe M un d;_1-Cv-módulo tal que M rj; Tr de donde 

tenemos que Mes d;_1-C,A-módulo =?Mes d;_1-A-módulo. 

Por otra parte sabemos que d¡_¡ ~ T =? J.I[ E :Fr , por lo tanto x(M) :::: T y 

M es r-A-módulo a.demás x(M) E Cv de donde existe un módulo decisivo D tal 

que x(M) = x(D) [12] prop. 32.7 de éste modo x(M) :::: T =?DE :Fr y existen 
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L C N CM tal que O=/= N/L '-->DE :FT de donde N/L es r-A-módulo de éste 

modo tenemos que N / L es un r-A-módulo y es decisivo. 

<=] Supongamos que R no tiene Cv-dimensión y que i es el ordinal tal que 

d; = d;+1· Como d; <X entonces, existe un módulo decisivo D tal que Des d;-A

módulo por lo tanto Des d;-C.A-módulo y como x(D) E Cv =>Des d;-Cv-módulo 

=> D E Td,+i lo cual es imposible. 

Proposición 3.35.- R tiene Cv-dimensión si y solo si Vr < u :::; x existe un 

decisivo D tal que D E T,, y D es r-A-módulo . 

Demostración.- Sea h el mínimo ordinal tal que d1, $. r, sabemos que h no es un 

ordinal límite. Supongamos que no existe decisivo D tal que D E T,, y D es 

r-A-módulo . 

Afirmamos que d; /\u :5 r para todo ordinal i. En efecto si i < h sabemos que 

d; :::; r por lo tanto d; /\ u :5 r, supongamos que el resultado vale para toda j < i. 
Caso 1.- Si i es un ordinal línúte, tenemos que d; = V;< 1dj porlo tanto d; /\u = 

(Vdj) /\u= V(dj /\u) :5 r 

Caso 2.- Si i es un ordinal que no es límite, debemos probar que d; /\u :5 r, 

supongamos que existe O =/= M E Td¡/\u íl :FT entonces \;/j < i tenemos que M E :Fd;, 

en particular ME :Fd,_, íl 7d,, pero por la definición de la Cv-filtración, existe N un 

Cv-módulo tal que Hom(N,E(M)) =/=O de donde 3K C Le N tal que L/K '-+ M. 

Por otra parte sabemos que N es d¡_1-Cv-módulo así N es d¡_1-C.A-módulo => N 

es d;-1-A-módulo y como M E :Fd,_, => L/ J( es d;-1-A-módulo ; tenemos entonces 

que N es d¡_1-A-módulo y L/K es d;-i-A-módulo y como L/K '-+ M tenemos que 

L/ J( E T,, n :FT => L/ J( es d¡_¡ /\a-CA-módulo y como d;-1 /\u :::; T => L/ J( es 

r-A-módulo . 

Por otra parte sabemos que x(N) E Cv por lo tanto existe un módulo decisivo 
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D tal que x(N) = x(D) de donde x(D) = x(N) = x(L/K) 2: T así DE :Fr . 

Si ponemos T = L/K tenemos que x(T) = x(D) * Hom(T,E(D)) f= O* que 

existen Se W e T tal que O f= W/S '-->DE :Fr por lo tanto W/S es r-A-módulo 

y es decisivo lo cual es imposible; en estas condiciones tenemos que d; /\u ::; r para 

todo ordinal i, así X /\O" $ r * u $ r lo cual es imposible. 

Corolario 3.36.- R tiene Cv-clim si y solo si '<Ir E R-prop, r = A{x(M) / Mes 

r-A-módulo decisivo} 

Demostración.- *] Sea u = A{x(M) / es r-A-módulo y decisivo}, claramente 

r $ u, si r < u entonces, existe un módulo decisivo D tal que D es r-A-módulo y 

D E Tu pero esto es imposible. 

*=] r = ll{x(l\!I) /Mes r-A-módulo y decisivo} f= x por lo tanto existe M un 

r-A-módulo y M decisivo de donde R tiene Cv-climensión. 

Tenemos hunbién como consecuencia, el siguiente resultado sobre la estructura 

de la retícula R-to1·s 

Corolario 3.37.- Si R tiene Cv-climensión entonces, todo elemento.de R-tors es 

intersección de teorías de torsión fuertemente irreducibles. 

Finalizamos éste capítulo ciando una caracterización de los anillos semiartini

anos y caracterizaciones ele anillos artinianos utilizando el conjunto Cv. 

Proposición 3.38.- Cv no tiene cadenas con más de un elemento si y solo si para 

todo módulo decisivo D, existe un módulo simple S tal que S '-> D. 

Demostración.-*] Sea D un módulo decisivo si Des simple ya terminamos, supong

amos que D no es un simple entonces, sea M e D un submódulo propio, como D 

es decisivo tenemos que DE Tx(D/M) o D E :Fx(D/M) · 
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Si DE Tx(D/M) tenemos que D/M E Tx(D/M) =>- D/M =O de donde D = M 

lo cual es imposible. 

Si D E :Fx(D/M) tenemos que x(D) 2::: x(D/M) . En éste punto podemos 

suponer que D es un módulo cíclico y M e D es un submódulo máximo, por lo 

tanto D/M =Ses un módulo simple el cual es un decisivo, de donde x(D) = x(S) 

y así S <-->D . 

. <=] Sean D y D' decisivos sabemos que existen S y S' simples tales que S '--> D 

y S' <--> D', como x(S) = x(D) y x(S') = x(D') tenemos claramente que Cv no 

tiene cadenas con más de un elemento 

Si denotamos por R-dec a la clase de todos los módulos decisivos, entonces 

tenemos la siguiente proposición: 

Proposición 3.39.- Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) No hay cadenas con más de un elemento en Cv y e(R-dec) =X 

ii) Res semiartiniano izqtúerdo. 

Demostración.- i) =>- ii) Afirmación e(R-simp) 

sigualdad es obvia ya que cada simple es decisivo. 

e(R-dec). En efecto, una de-

Ahora si D es un módulo decisivo, sabemos por la proposición anterior que 

existe un módulo simple S tal que S '--> D así que D r/: :F~(S) =} D E 'Iécs¡ =? 

e(D) = e(S) ::; e(R-simp) por lo tanto e(R-simp) = e(R-dec) =X de donde Res 

semiartiniano. 

ii) ==? i) Como R es semiartiniano todo módulo M ,¡, O contiene un módulo 

. simple, en particular, si Des decisisvo existe S simple tal que S '--> D por lo tanto 

Cv no tiene cadenas con más de un elemento 

Por otra parte sabemos que e(R-simp) = X y e(R-simp) ::; e(R-dec) por lo 
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tanto .;(R-dec) =X· 

Corolario 3.40.- Sea R un anillo tal que en Cv no hay c~denas con más de un 

elemento entonces son equivalentes: 

i) R es semiartiniano izquierdo. 

ii) Para todo lv! ,¡. O existe un módulo decisivo D tal que D '-> M. 

iii) R tiene Cv-dimensión izquierda. 

iv) Para toda T E R-t01·s , T = x(C) para alguna e e R-dec 

v) Para toda T E R-tors , T = .;(C) para alguna e e R-dec 

Demostración.-

i) => ii) Claramente VM #- O existe un simple S tal que S '-> lvl y S es decisisvo. 

ii) => i) Basta probar que .;(R-dec) = X· Supongamos que .;(R-dec) < X 

entonces, existe Jv[ #- O tal que M E Ficn-d••l pero, sabemos que hay un módulo 

decisivo D tal que 'D '-> lvl, pero ésto es imposible por lo tanto .;(R-dec) =X· 

i) => iii) Si {d;} es la Cv filtración, por 3.31 sabemos que d 0 =.;(simples) y 

como R es semiartiniano tenemos que d0 = x por lo tanto R tiene Cv-dimensión. 

iii) => i) Basta probar que .;(R-dec) = x, si .;(R-dec) < X por 3.34 existe un 

decisivo D tal que Des .;(R-dec)-A-módulo pero ésto es imposible. 

iii) => iv) Por 3.36 dada r E R-prop, T = /\{x(M) 1 Mes r-A-módulo decisivo 

}, por lo tanto T = x{M 1 Mes T-A-módulo decisivo } = x{D 1 D es decisivo y 

DE Fr }. 

iv) =} i) Tenemos claramente que 'efr E R-tors, T = x{D 1 D es decisivo y 

DE Fr }, ya que cada módulo decisivo contiene un módulo simple S tenemos que 

T = x{S 1 Ses simple y SE :Fr } en particular si M #-O entonces existe un módulo 

simple S tal que S E Fx(M) de donde S '-> M por lo tanto R es semiartiniano 

izquierdo. 
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i) => v) Como Res semiartiniano izquierdo entonces, Vr E R-tors, tenemos 

que r = e(C) donde C e R-simp e R-dec. 

V) => i) Sabemos que X = e(C) = e(R-dec), como Cv no tiene cadenas entoces, 

todo decisivo D contiene un simple y por lo tanto e(R-simp) = e(R-dec) =X· 

Un teorema clásico del algebra conmutativa es el Teorema de Krull-Akizuki, 

que afirma que un anillo conmutativo neteriano es artiniano si y solo si cada ideal 

primo es un coátomo de la retícula de ideales de R. 

En los siguientes resultados daremos caracterizaciones de anill~s artinianos no 

conmutativos empleando la retícula R-tors en lugar de la retícula de ideales y los 

objetos de Cv y CA en lugar de los ideales primos, nuestros resultados entonces 

pueden ser vistos como generalizaciones del Teorema Krull-Akizuki. 

Proposición 3.41.- Sea R anillo neteriano izquierdo, son equivalentes: 

i) Res anillo artiniano izquierdo. 

ii) Cv es el conjunto de coátomos de R-to1·s. 

Demostración.- Sabemos que si R es anillo artiniano, R es anillo semiartiniano, por 

lo tanto los coátomos de R-to1·s son el conjunto {x(S) 1 Ses simple}. 

Por otra parte, ya que R es semiartiniano, cada decisivo D contiene un simple, 

tenemos entonces que Cv = {x(D) 1 D es decisivo } = {x(S) 1 Ses simple }, por 

lo tanto Cv es el conjunto de coátomos de R-tors. 

ii) => i) Como Cv es el conjunto coátomos de R-tors entonces, en Cv no hay 

cadenas con más de un elemento por lo tanto todo módulo decisivo D contiene un 

simple S, es decir S <-+ D, de donde x(S) = x(M) , así hemos demostrado que los 

coátomos de R-tors es el conjunto {x(S) 1 SE R-simp} y como Res neteriano por 

proposición 13.4 (11] sabemos que toda teoría de torsión es una especialización de 
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un coátomo entonces si M =f O entonces existe un simple S tal que x(.M') :5 x(S) 

de donde S '-+ .lvf por lo tanto R es anillo semiartiniano y por [11] R es anillo 

artiniano 

Tenemos otra caracterización de anillos artinianos utilizando los A-módulos. 

Proposición 3.42.- Sea R un anillo neteriano izquierdo, las siguientes condiciones 

son equivalentes. 

i) R es artiniano izquierdo. 

ii) Toda T E e.A tiene un r-A-módulo simple. 

iii) Toda T E e.A tiene un decisivo D libre de r-torsión y en e.A no hay cadenas 

con más de un elemento. 

Demostración.-

i) =? ii) Como R es artiniano entonces, R es semiartiniano por lo tanto para 

toda llf =f O M contiene un simple, en particular si r E e.A, r = x(Ivl) con M 

un r-A-módulo tenemos que existe un módulo simple S tal que S '-> M, de donde 

tenemos claramente que S es r-A-módulo simple. 

ii) =? iii) Ya que todo módulo simple es decisivo tenmos claramente que toda 

r E e.A tiene un decisivo libre de r-torsión, por lo tanto si r E e.A y S es un módulo 

simple tenemos por 2.25 que T = x(S) de donde e.A = {x(S) 1 ses simple } y así 

en e.A no hay cadenas con más de un elemento. 

iii) =? iv) Sea T E e.A y D un módulo decisivo tal que D E :Fr tenemos 

entonces que x(D) ::::: T pero x(D) E e.A y sabemos que e.A no hay cadenas con 

más de un elemento de donde x(D) = r, de ésta forma hemos demostrado que 

ev = e.A y de aquí se sigue que ev no tiene cadenas con más de un elemento y por 

la proposición 3.38 tenemos que ev = {x(S) 1 Ses simple }. 
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Por otra parte como el anillo es neteriano izquierdo entonces Res semineteriano 

izquierdo por lo tanto cada módulo contiene un módulo cocrítico y por 3.23 tenemos 

que CA = Rsp de donde Rsp = {x(S) / Ses simple }, es decir para cada r E 

Rsp existe un módulo simple S que es r-cocrítico , el resultado se sigue de [11] 

proposicion 21.6. 

En [12] capítulo 53, Golan define a los anillos convenientes izquierdos como 

aquellos anillos para los cuales cada T E R-prop es intersección de teorías de tor

sión primas y la función V( ) : R-tors --+ subconjuntos de Rsp conmuta con 

intersecciones arbitrarias, donde V(r) = {x(M) /Mes cocrítico y]\![ ET,. }. En 

53.6 [12] se demuestra que un anillo serrlineteriano izquierdo R, es conveniente si y 

solo si ca.da R-módulo M distinto de cero contiene un sumódulo decisivo cocrítico . 

Acontinuación damos una caracterización de los anillos convenientes izquierdos 

utili.zando la farrlilia Cv. 

Proposición 3.43.- Para un ani!lo semineteriano izquierdo son equivalentes: 

i) R es conveniente izquierdo 

ii) Todo R-módulo distinto de cero contine un módulo decisivo. 

iii) Cv = Rsp 

iv) R tiene Cv-dimenesión izquierda. 

Demostración.- i) =? ii) Como Res conveniente por 53.6 de [12] tenemos que todo 

módulo M 7' O contiene un submódulo decisivo cocrítico . 

ii) =? iii) Sea D un módulo decisivo como R es serrliartiniano entonces existe 

un módulo cocrítico C tal que C '--> D por lo' tanto x(C) = x(D) de donde 

Cv e Rsp. 

Ahora sea C un módulo cocrítico por ii) sabemos que 'existe un decisivo D tal 
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que D <-t C por lo tanto x(D) = x(C) por lo tanto x(C) E Cv y así tenemos la 

igualdad deseada. 

iii) =? i) Por 53.6 [12] basta demostrar que para todo M ¡, O M contiene un 

módulo decisivo cocrítico . Sea M ,¡, O como R es semineteriano M contiene un 

submódulo cocrítico C, pero como Cv = Rsp entonces, existe un módulo decisisvo 

D tal que x(C) = x(D) como C es cocrítico entonces, existe C' e C tal que 

C' <-t D por lo tanto C' es un módulo decisivo cocrítico contenido en M. 

iii) =} iv) Por 3.34 basta demostrar que para toda T E R-prop existe un módulo 

decisivo D tal que D es r-A-módulo . Sea T E R-prop como R es semiartiniano 

existe un módulo r-cocrítico C, por lo tanto existe un módulo decisivo D tal que 

x(C) = x(D) como Ces cocrítico entonces, existe C' e C tal que C' <-t D por lo 

tanto C' es r-A-módulo y C' es decisivo. 

iv) =} iii) Como R es semineteriano todo módulo contiene un submódulo 

cocrítico de donde Cv e Rsp. Ahora sea C tm módulo cocrítico como R tiene 

Cv-dimensión entonces, por 3.34 existe un módulo decisivo D tal que D es x(C) -

A-módulo pero por 2.25 tenemos que x(D) = x(C) de donde Rsp e Cv y tenemos 

la igualdad deseada. 

Ahora es el turno para la familia Cp = {x(R/P) / P C R es un ideal primo 

}. Sabemos que R/ P es un A-módulo por lo tanto Cp C CA, considerando la 

Cp-fi!tración y la respectiva Cp-dimensión, tenemos la siguiente: 

Proposición 3.44.- Un anillo R tiene Cp-dimensión si y solo si V T E R-tors T ,¡,X 

existe un r-A-módulo M tal que x(M) E Cp. 

Demostración.-=?] Sea {p;} la Cp-filtración y sea TE R-prop, en estas condiciones 

existe un órdinal mínimo tal que T ;l p¡ es facil ver que i no es órdinal límite por 

lo tanto p¡ = Pi-I V ,;{M /Mes p¡_ 1 -Cp-módulo }, por lo tanto existe un módulo 
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M que es p¡_¡-Cp-módulo tal que Jvl r/: Tr , como Cp e CA entonces, Mes Pi-i

CA-módulo de donde Mes p¡_ 1-A-módulo así mes p¡_1-decisivo y como 1-i ::::; r 

entonces, ME :Fr de donde M es r-A-módu!o y x(M) E Cp. 

{=j Supongamos que R no tiene Cp-dimensión y sea i el ordinal tal que p; = 

Pi+I < x, por lo tanto existe M un p;-A-módulo tal que x(M) E Cp lo cual implica 

que J\r[ E T¡, 1+1 pero ésto es imposible. 

Nota.- Es claro que si r E R-tors entonces, R tiene r-Cp-dimensión si y solo si 

para toda a ;:::: r, a ,¡, X existe un a-A-módulo M. 
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CAPITULO IV 

C-ass 

El conceptos de ideales primos asociados a un R-módulo M, aparece en el 

álgebra comnutativa, este concepto es empleado entre otras cosas para definir la 

descomposición primaria (4], posteriormente , este concepto es extendido al caso 

no conmutativo y aparece la descomposición terciaria ((15] Lesieur-Croisot), ,([24 

Stentrom). 

En (13] Gohlman introduce una teoría ele descomposición primaria para módu

los neterianos sobre anillos arbitrarios, esta teoría generaliza a la teoría clásica y la 

de (Lesieur-Croisot], en la teoría de Goldman, el papel de ideales primos , lo juegan 

las teorías de torsión primas, otros resultados utilizando la teoría de descomposición 

de Goldman se pueden ver en (19),(25]. 

En este capítulo haremos uso de otros primos, es decir de ciertos subconjuntos 

e de teorías de torsión irreducibles que son, desde el punto de vista de la teoría 

de retículas , los elementos primos de R-to1·s. Para cada C e R-irr y M E R

mod, definiremos el conjunto de C-asociados de M, en particular cuando C es el 

conjunto ele teorías ele torsión cogeneraclas por los módulos de la forma R/ P donde 

P E R-spec, obtenemos por medio de esta familia una caracterización ele los anil

los neterianos completamente acotados. Finalmente, obtenemos, en términos del 

Cp-ass, una caracterización de los anillos convenientes que previamente fueron es

tudiados en el capítulo III 

Definición 4.1.- Si C e R-frr definimos C = {x(M) J M es C-módulo } 
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Observación.-

i) ve tenemos que e e e 
ii) Ce C' entonces Ce e' 
iii) Si C = Rsp entonces C = Rsp es decir Rsp = Rsp 

iv) Si C = CA entonces C = CA 

V) Si e = Cv entonces e = Cv 

Proposición 4.2.- Si Mes R-módulo enton.ces, Mes C-módulo # Mes C-módulo 

Demostración.- <=] es obvia 

*] Solo debemos verificar la condición (i) ya que las otras dos se cumplen 

gratuitamente cuando M es x(M) -C-módulo. Ahora. sea N ol O ta.! que N e lvl, 

ya que N es C-módulo tenemos que x(N) E C. 

Proposición 4.3.- Si VC e R-frr tenemos que C = C 

Demostración.- Sabemos que e e e, sea T E e entonces, T = x(M) con M un C

módulo de donde Mes C-módulo por lo tanto T = x(M) E e y tenemos la igualdad 

deseada. 

Nota.- Si C e R-irr de acuerdo con las proposiciones anteriores podemos sub

stituir a e por e y podemos suponer que para cada T E e 3 un C-móduio M ta.! 

que T = x(J\1) , en otras palabras podemos suponer que C = C y.ésto será asÍ a lo 

largo de lo que resta de éste trabajo a menos que se haga mención de lo contrario. 

C ;,,, Rsp , C = CA y C = Cv tienen la propiedad de que C = C. 

Definición 4.4.- Si M en un R-módulo el conjunto de C- asociados de M es 

C-ass(M) = {r E C J 3N e M tal que N es r-C-módulo} 

Observación.- De acuerdo con las proposiciones anteriores, claramente ten-
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emos que si Ce C' entonces, C-ass(M) e C'-ass(M) Vllif E R-mod. 

Proposición 4.5.- Si M es R-módulo entonces 

i) Rsp-ass(M) = ass(M) (en el sentido de Goldman) ver (12] cap 55. 

ii)CA-ass(M) = {r E CA J 3N e M, N r-A-módulo} 

iii) Cv-ass(M) = Cv ílCA-ass(M). 

Demostración.- i) Sea T E ass(M) => 3N e M con N r-cocrítico por lo tanto N 

es r-Rsp-módulo de donde ass(M) C Rsp-ass(Jvl). Ahora sea T E Rsp-ass(M) 

entonces existe N e Mr-Rsp-módulo y por 3.10 3L e N T-Cocrítico de donde 

tenemos que TE ass(M) 

ii) Es justamente la definición ya que N es r-CA-módulo ~ N es r-A-módulo 

iii) Sea r E Cv-ass(M), entonces existe Ne iW tal que N ea r- Cv-módulo de 

donde N es r-CA-módulo y como T E Cv tenemos que TE Cv n CA-ass(M). 

Ahora sea T E Cv ílCA-ass(M) entonces, T E Cv y existe N C 111 un r-CA

módulo así tenemos que x(N) = T E Cv por lo tanto N es r-Cv-módulo y tenemos 

la igualdad deseada. 

Corolario 4.6.-

i) Si Mes un Rsp-módulo entonces, Rsp-ass(lvl) = {x(M) } 

ii) Si M es un A-módulo entonces, CA-ass(M) = {x(M) } 

iii) Si Mes un Cv-módulo entonces, Cv-ass(1W) = {x(M) } 

Demostración.- i) Sabemos que x(M) E Rsp-ass(llif). Ahora sea r E Rsp

ass(M) = ass(.lvl) por lo tanto 3N C lvl un r-cocrítico y. como T E Rsp tenemos 

que T = x(N) ' por otra parte tenemos que M es x(M) -Rsp-módulo =} N es 

x(M) -Rsp-módulo de donde N es x(M) -cocrítico pero sabemos que x(M) E Rsp 

por lo tanto T = x(N) = x(M) 
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ii) Nuevamente x(M) E e.A-ass(M); Si r E e.A-ass(M) entonces 3N e M 

un r-A-módulo y por la proposición 2.25 tenemos que r = x(N) , por otra parte 

Mes x(M) -A-módulo~ x(N) = x(M) . de donde N es x(M) -A-módulo pero 

x(M) E e.A y así T = x(N) = x(M) . 

iii) ev-ass(M) = ev ne.A-ass(M) = ev íl{x(M) } = {x(M) }. 

Si definimos Cp = {x(R/P) /Pes ideal primo de R}, sabemos que para todo 

primo P C R, R/ P es A-módulo entonces, R/ P es un e.,,-módulo y por lo tanto 

c.,,= ep. 

Denotaremos por Ass(M) al conjunto de ideales primos asociados a M en el 

sentido definido en [24], es decir PE Ass(M) si existe Ne M tal que P = ann(L) 

para tocio Le N. 

Proposición 4.7.- e.,,-ass(R/P) = {x(R/P) }. 

Demostración.- Claramente x(R/P) E Cp-ass(R/P). Ahora sea r E Cp-ass(R/P) 

entonces, existe I / P C R/ P un r-ep-módulo de donde I / P es r-e,A-módulo y como 

T E e.,, e e.A tenemos por 2.25 que T = x(I / P) . Por otra parte sabemos que R/ p 

es A-módulo por lo tanto x(I/P) = x(R/P) . 

Proposición 4.8.- Sea R un anillo conmutativo y lvf E R-mod entonces, 

{x(R/P) /PE Ass(M)} e ep-ass(M). 

Demostración.- P E Ass(M) como Res conmutativo entonces, existe un sumódulo 

Ne M tal que N ~ R/P [Stenstrom] por lo tanto x(R/P) E e.,,-ass(N) e e.,,

ass(M). 

Proposición 4.9.- Si Res anillo conmutativo y Mes un módulo 1.al que Ass(N) .,¡, 

<P para todo Ne M N °I' O entonces {x(R/P) /PE Ass(M)} = ep-ass(M) 
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Demostración.- Por 4.8 una contención es clara, para la otra, sea r E Cp-ass(M) 

entonces, 3N C l\lf tal que N es r-Cp-módulo de donde N es r-C,A-módulo y como 

r E Cp e C.A tenemos que r = x(N) pero r E Cp => r = x( R/ P) para algún 

ideal primo P. Ahora sea H E Ass(N) como Res conmutativo entonces, existe 

L e N tal que L ~ R/H por lo tanto x(R/H) = x(L) y como N es r-A

módulo x(L) = x(N) = r = x(R/P) , con H y P ideales primos, es decir 

x(R/H) = x(R/P) y por 59.2 de [12] tenemos que P =H. 

Corolario 4.10.- Si Res anillo conmutativo neteriano entonces, {x(R/P) 1 PE 

Ass(M)} = Cp-ass(M)} para todo ME R-mod. 

Demostración.- Como Res neteriano por VII 1.1 de [24] tenemos que Ass(M) f </> 

para todo ]\f E R-mod y el resultado se sigue de 4.8 y 4.9. 

En general tenemos que {x(R/ P) 1 P E Ass(M)} f Cp-ass(M) 

Ejemplo.- Sea R el anillo de Cozzenz [6], éste anillo es simple y por lo tanto 

sus únicos ideales bilaterales son O y R, como R es un dominio entonces, el único 

ideal primo es el O, por otro lado, tenemos claramente que Rsp = {x(S) , x(R) } 

donde Ses el único módulo simple y Cp = {x(R) }. 

Por otra parte Ass(S) = {O} y Cp-ass(S) =</>ya que si TE Cp-ass(S) entonces 

existe S' C S tal que S' es r-Cp-móclulo pero r == x(R) y como Ses simple S' = S 

de donde tendríamos que x(S) = x(R) lo cual es imposible. 

Proposición 4.11.- Para M un R-módulo izquierdo tenemos: 

(1) C-ass(N) e C-ass(M) e C-ass(N)LJC-ass(M/N) para tocio Ne M sub

módulo. 

(2) C-ass(M) = ui C-ass(M¡) para toda familia {M¡ her tal que U; M¡ = M 
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(3) C-ass(lvl) = LJ; C-ass(M;) para toda familia {.lvl;};eJ tal que ffi; lvl; = lvI 

(4) C-ass(lvl) = C-ass(N) si N Ce M 

Demostración.-

(1) Sea r E C-ass(N) entonces existe L C N tal que Les r-C-módulo por lo . 

tanto T E C-ass(lvl). 

Sea r E C-ass(lvl) entonces existe L C M, L un r-C-módulo , si N íl L =/= O 

sabemos que N n lvI es r-C-módulo contenido en N y por lo tanto T E C-ass(N). 

Si NílL =O entonces, L = L/(NílL) ~ (L + N)/N C lvl/N por lo ta.rito 

(L + N)/N es r-C-módulo y así r E C-ass(lvl/N). 

(2) Por (1) tenemos LJ¡(M;) e (.lvl)para toda i, ahora sea T E C-ass(lvl) 

entonces existe N C lvI un r-C-módulo , como ]y[ = LJ; J\;[¡ =? que existe i tal que 

N; = N n lvl; =!= o y N; e lvl; es r-C-módulo por lo tanto T E C-ass(.111;), de donde 

C-ass(lvl) e U; C-ass(lvl¡). 

(3) Nuevan1ente U; C-ass(M;) e C-ass(lvl), como Jvl = Ef;l; .111; entonces lvI = 

Ur; lvlr; donde los .lllfr; son sumas finitas de los {.lvl;}, por (2) sabemos que el C

ass(lvl) = Ur; C-ass(Mr;) así solo probaremos que el resultado vale para sumas 

directas finitas. 

Supongamos que M = 1vl1 EJ1 M 2 •••••• EEl M,. entonces C-ass(M) = LJC-ass(M;) 

para i = l. ... n. Haremos ésta demostración por inducción sobre n. 

Si n = 1 no hay nada que probar, si n = 2 Mr; = A!f¡ ffiM2 y por (1) 

sabemos que C-ass(M) e C-ass(M1 ) LJ C-ass(Mr; /lvl1) = C-ass(lvl1 ) LJ C-ass(M2 ) 

y en éste caso tenemos la igualdad deseada. Ahora supongamos que el resultado 

vale para n - 1 y sea M = M 1 ffi M 2 ffi .... EEl Mn, sea N la suma de los n - 1 

primeros sumandos entonces, Mr; = N ffi M,. y por el caso n = 2 tenemos que 

C-ass(Mr;) = C-ass(N) LJC"ass(Mn) y por la hipótesis de inducción tenemos el 
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resultado deseado. 

(4) N Ce M entonces para toda r E C-ass(M) existe Le M r-C-módulo y así 

N n L ,¡,o por lo tanto T E C-ass(N) de donde C-ass(N) = C-ass(M) 

Corolario 4.12.- Si N es un submódulo de un R-módulo proyectivo entonces, 

C-ass(N) e C-ass(R) 

Demostración.- Supongamos que Mes un R-módulo proyectivo y N C M, como 

M es sumando directo de una suma directa de copias de R, entonces tenemos el 

resultado por la proposicion anterior. 

Proposición 4.13.- Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes: 

(a) C-ass(.kl) es finito para todo R-módulo cíclico M. 

(b) C-ass(111) es finito para todo R-módulo finitamente generado M. 

Demostración.- a)=}- b) Sea M finita.mente generado NI= Ra1 + .... +Ra,., haremos 

demostración por inducción sobren. Si n = 1 el resultado se sigue de (a), supong

amos que vale para n - 1 ahora sea N = Ra1 + ... + Ran-I entonces M = N + Ra .. , 

así C-ass(M) e C-ass(N) LJC-ass(M/N), pero M/N ~ Ra .. /(N íl Ran) el cual es 

un R-módulo cíclico y por hipótesis de inducción C-ass(N) es finito, por lo tanto 

C-ass( M) es finito. 

b) =}-a) Obvia 

Proposición 4.14.- Sea M E R-mod y Ne Jvl submódulo, si Les una extensión 

esencial máxima de Nen M entonces C-ass(M) LJC-ass(L/N) = C-ass(M/N) LJC

ass(N) 

Demostración.- Sea H un pseudocomplemento de L en M, como L no tiene exten

ciones esenciales propias en M entonces, L es pseudocomplemento de H en M. 
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Tenemos Lff)H Ce M, como N Ce L entonces Nff)H Ce Lff)H de donde 

N fJ) H Ce lvf y por la proposición 4.3 C-ass(M) = C-ass(N) LJC-ass(H). 

Afirmación.- [(N + H)/N] fJ) L/N c. M/N. En efecto 

[(N +H)/NJílL/N = [(N+H)ílLJ/N =N/N =O 

Ahora sea O f Y/N C lvI/N, si Y/NílL/N f O no hay nada que probar. 

Supongamos que Y/NílL/N =O entonces YílL = N, como Y/N f O existe 

X E y - N y X ¡t' L ya que si esto fuera cierto tendriamos '" E L n y = N 

lo cual es imposible, por lo tanto L f L + Rx =? (L + Y)ílH f O entonces 

existe y E Y tal que (L + Ry) ílH f O y nuevamente y ¡t' N de otra forma 

( L + Ry) C L =? ( L + Y) íl H = O lo cual es impoRible. En eRtaR condiciones ten

emos fj = N +y f O y fj E (Y/N) íl[(N + H)/N fJ) L/N], fj E [(N + L)/N fJ) L/NJ 

ya que (L + Ry) íl H f O de donde existen 1 E L, h E H tal que 1+1·y = h o¡, O y así 

ry + N = h -1 + N que esta donde se quería. Entonces hemos probado que (N + 
H)/N fJ) L/N Ce M/N lo cual implica que C-ass(M/N) = C-ass((N +H)/N) LJC

ass(L/N) = C-ass(H) LJC-ass(L/N), entonces, C-ass(M) LJC-ass(L/N) = C

ass(N) LJC-ass(H) LJC-ass(L/N) = C-ass(M/N) LJC-ass(N). 

Proposición 4.15.- Supongamos que para todo C-módulo M se tiene que 

x(M/N) = x(M) para todo Ne M tal que M/N E :Fr . Si Mes un C-módulo y 

T E e es tal que Mes r-C-módulo entonces, T = x(IvI) . 

Demostración.- Sabemos que T = x(C) un C-módulo e, como Mes r-C-módulo 

tenemos que x(M) ;:::: x(C) . Si CE :Fx(M) entonces tenemos la igualdad deseada. 

Si C rt :Fx(M) , sea C' = tx(M) (C), entonces C/C' E :Fx(M) C :Fx(C) por lo 

tanto x(C/C') = x(C) , pero x(C/C') ? x(M) ;:::: x(C) de donde tenemos que 

x(M) = x(C) = r. 
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Corolario 4.16.- Con las mismas hipótesis de la proposición 4.15, tenemos que 

C-ass(M) = {x(M)} para todo ME R-mod. 

Proposición 4.17.- Sea C e R-irr tal que para todo C-módulo M se tiene que 

x(M/N) = x(M) para todo submódulo N e M tal que M/N E Fx(MJ Si 

M E R - mod y U C C-ass(M) entonces, existe un submódulo N e A1 tal que 

C-ass(N) = C-ass(M) - U y C-ass(M/N) =U. 

Demostración.- Si U = rp tómese N = M. Supongamos que U f= rp, sea A = 
{H CM /Hes submódulo y C-ass(H)ílU = ,P}, A f= rp ya que O E A. Sea 

{H;} CA una cadena, entonces LJH; E A ya que C-ass(LJH;) = LJC-ass(Hi) y 

C-ass(LJ H;) íl U = rp. Por el lema de Zorn A tiene elementos máximos, sea N 

máximo en A. 

Afirmación.- C-ass(N) = C-ass(M) - U, en efecto como C-ass(N) íl U = <P y C

ass(N) e C-ass(M) => C-ass(N) e C-ass(M) - U. 

Ahora sea r E C-ass(lvl) - U entonces, existe L e M tal que Les r-C-módulo 

Si N íl L f= O entonces r E C-ass( N). Si N íl L = O entonces N f= N tfJ L 

y C-ass(NEBL) = C-ass(N)LJC-ass(L) = C-ass(N)LJ{r}, como T tf. U tenemos 

C-ass(N EB L) n u=,¡, pero ésto es imposible ya que N era máximo en A de donde 

N íl L f= O y tenemos el resultado deseado. 

Afirmación.- C-ass(Jvl/N) = U. Sea r E U y L e lvl un r-C-módulo entonces, 

N n L = o ya que de. otra forma T E C-ass(N) lo cui:l no es posible, en estas 

condiciones tenemos L = L/(LílN) ~ (L+N)/N C M/N por lo tanto TE C

ass(M/N) y así U C C-ass(M/N). 

Sea T E C-ass(M/N) entonces existe L/N C M/N un r-C-módulo sabemos 

que C-ass(L) C C-ass(N)LJC-ass(L/N) = C-ass(N)LJ{r}, pero como L/N f= O 

entonces, N es submódulo propio de L y por la maximalidad de N tenemos C-
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ass(L)ílU 'f <P => (C-ass(N)LJ{r})ílU 'f <P por lo tanto r E U y así C

ass(M/N) e U. 

Observación.- Con la misma hipótesis de la proposición anterior tenemos: 

i) Si Mes un R-módulo y U e C-ass(l\1) entonces, existe Ne M submódulo 

tal que C-ass(N) =U y C-ass(M/N) = C-ass(M) - U. 

ii) Si U e C entonces, existe un R-módulo M tal que C-ass(M) = U: En 

efecto para cada r E U sea Mr un r-C-módulo tómese M = E9 Mr y tenernos 

C-ass(M) =U 

Proposición 4.18.- Las siguientes condiciones son equivalentes para un R-módulo 

izquierdo M. 

(a) C-ass(N) 'f <P para todo O 'f Ne M submódulo. 

(b) M tiene un submódulo esencial de la forma Ef) N;, donde cada N; e l\1 es 

C-módulo cíclico. 

(c) E(M) tiene un submódulo esencial de la forna Ef) E(N;), donde cada N; e 

E(M) es C-módulo cíclico. 

(el) VN C M,3CN e C-ass(N) tal que x(N) = /\CN 

Demostración.- a)=> b). Como C-ass(M) 'f <P entonces, existe N C lvf unC-módulo 

y podemos suponer que es cíclico, ya que culquicr submódulo ele N es C-módulo 

Sea A= {F J Fes familia independiente de submódulos cíclico.s de M que son 

C-módulos }, A 'f <P pues F = {N} es un elemento ele A. 

·Si {F;};eJ es una cadena en A (El orden es por contención), sea F = LJF; 

entonces F es famlia independiente y F E A. Por el lema de Zorn A tiene elementos 

máximos, sea F E A un máximo. 
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Afirmación.-

ffi N¡ CeM 
N;EF 

En efecto sabernos que E9 N; C M solo falta probar que la contención es esencial, 

supongamos que no es así entonces, existe o f- J( c M tal que EB N¡ n ]( = o, pero 

por (a) e-ass(K) f- </>, así existe L c K un C-módulo cíclico por lo tanto tenernos 

que E9 N¡ n L = O => F LJ{ L} E A pero ésto es imposible ya que F era máximo en 

A, de donde E9 N¡ Ce 111. 

b) => e) Supongamos que E9 N¡ Ce M es corno en (b) entonces E9 N¡ Ce 

E(M) => ffiE(N¡) Ce E(M) y N¡ c E(M) es C-rnódulo cíclico. 

e) => a) Sea O f- N c M y {N;} tal que E9 E(N;) Ce E(M) con N; c E(M) 

e-módulo cíclicos, podemos suponer que N; c 111 ya que 111 c. E(Jvl) => L¡ = 

N¡ílM Ce N;ílE(M) = N; => E17L¡ Ce E17N; Ce E17E(N;) Ce E(M) y L; c M. 

Tenernos que E17 N; Ce E(M) por lo tanto N íl E17 N; f- O, sea O f- x E 

NílE17N¡ entonces, x = x 1 + ... + Xn con Xj E Nj. 

Afirmación.- C-ass(Rx) f- <f>. En efecto corno Rx C N 1 E9 ... E9 Nn haremos la 

prueba por indunción sobre n. Si n = 1 es obvio ya que los Nj son C-rnódulos , si n = 

2 entonces Rx c N 1 E9 N 2 , supongamos que Rx íl N 1 f- O entonces tenernos que 

( Rx íl N 1 ) c N 1 y por lo tanto Rx íl N 1 es un C-mód ulo de donde C-ass ( Rx) f- </>, si 

Rx íl N 1 = O entonces, Rx se sumerge en N 2 y nuevamente tenemos C-ass(Rx) f- </>. 

Supongamos que el resultado vale para n - 1 y sea Rx C N 1 EB ... EB N n, 

tomemos H = N 1 E9 ... E9 N,._ 1 entonces, Rx e H ffi Nn nuevamente si Rx íl Nn f

o tenemos C-ass( Rx) f- </>, si Rx íl N n = O entonces Rx se sumerge en H y por 

hipótesis de inducción tenemos C-ass(Rx) f- <f>. 

b) => d) Si N =O Si tómese CN = </>. Supongamos que N f- O entonces hay un 

submódulo E9 N; Ce N con cada N¡ un e-módulo cíclico, por lo tanto Ax(N¡) 
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x(ffiN¡) = x(N) y sabemos que x(N¡) E C-ass(N) es decir CN = {x(N¡) }; 

d) =? a) Sea N f= O sabemos que 30N C C-ass(N) tal que x(N) = /\CN, 

como N f= O=? x(N) f= x entonces CN f= <P y tenemos el resultado deseado. 

Corolario 4.19.- Sea C e R-in· tal que para todo C-módulo M se tiene que 

x(M/N) = x(N) para todo submódulo N CM tal que M/N E :Fx(M) • Supong

amos que Mes un R-módulo izquierdo tal que C-ass(N) f= <P para todo O f= N e M 

y M tiene dimensión uniforme finita entonces, C-ass(M) es finito. 

Demostración.- Por la proposición 4.14 existe EB N¡ Ce M con los N; e-módulos 

cíclicos, como M tiene dimensión uniforme finita entonces la suma directa es finita 

por lo tanto N¡ EJ1 ... E9 Nk Ce M así e-ass(M) = C-ass(N1 EJ1 ... EJ1 Nk) = e

ass(N¡) LJ ... LJ e-ass(Nk), por la el corolario 4.15 tenemos que C-ass(N¡) = 

{x(N) ¡},por lo tanto C-ass(M) = {x(N1), ... x(Nk)} 

Observación.- Sea r E R-tors , supongamos que existe lvl E R - mod tal 

que r = x(M) y M satisface las condiciones de la proposición 4.14 entonces, res 

interseccion de elementos en C. En efecto, por4.14(c) sabemos que existe CM e C

ass(M) tal que x(M) =/\CM. 

Así como hemos definido el C-ass(.M) podemos definir el concepto e-soporte 

como sigue: 

Definición 4.20.- Sea lvl E R-mod definimos el e-soporte de M como C-sup(l\1) = 

{rECl.M~'.Tr} 

Proposición 4.21.- Para un R-módulo izquierdo M tenemos: 

(1) Si N CM es submódulo entonces e-sup(.M) = C-sup(N) Ue-sup(M/N) 

(2) Si M = I:;M; con los M¡ C .M submódulos entonces e-sup(M) = LJe-
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sup(M¡) 

(3) Si U es un subconjunto propio ele C entonces C-sup(M) e U <* M E T,. 

para toda r E C - U 

Demostración.- 1) Sea r E C-sup(N) =? N r/ T,. por lo tanto M r/ T,. . Sea r E C

sup(M/N) entonces, M/N r/ Tr =?]y[ r/ Tr por lo tanto r E C-sup(M), así hemos 

probado C-sup(N) U C-sup(M/N) e C-sup(M). Ahora sea r E C-sup(M) entonces, 

M r/ Tr =? N r/ Tr o M/N r/ Tr por lo tanto r E C-sup(N)LJC-sup(M/N). 

2) Claramente tenemos LJC-sup(M¡) C C-sup(M), sir E C-sup(M) entonces 

1vl r/ Tr por lo tanto existe M¡ r/ Tr de donde r E C-sup(M¡) así C-sup(M) = U C

sup(M¡). 

3) =?] Sea T E e - u entonces T rt u por lo tanto T rt C-sup(M) y 1vl E Tr . 

<=] Sea T E C-sup(M) entonces M rt Tr =? T rt e - u por lo tanto T E u y así 

C-sup(M) e U. 

Proposición 4.22.- Si M ER-mocl entonces C-sup(M) = LJ{C-ass(M/N) 1 N es 

submódulo ele M} . 

Demostración.- Sea Ne M submódulo y r E C-ass(Jvl/N) entonces, existe L/N C 

lvl/N tal que L/N es r-C-móclulo por lo tanto L/N E :Fr =? M/N r/ Tr ele donde 

TE C-sup(M/N) e C-sup(M) y así LJC-ass(M/N) e C-sup(M). 

Ahora sea r E C-sup(M) entonces 1vl r/ Tr , como r E C, r = x(L) con L 

un C-módulo ,tenemos entonces que HomR(M, E(L)) f O, sea f: M --> E(L) un 

morfismo distinto ele cero y N el núcleo de f, entonces M / N se sumerge en E( L) por 

lo tanto M/NílL f O es un r-C-móclulo y r E C-ass(M/N) así C-sup(lvl) C LJC

ass(M/N) y tenemos el resultado deseado. 
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Es bien conocido que en un anillo neteriano conmutativo hay una corresponden

cia biyectiva entre las clases de isomorfismo de los módulos inyectivos inescindibles 

y los ideales primos de R. Para anillos neterianos arbitrarios esto no necesariamente 

es verdadero, en general hay mas módulos inyectivos inescindibles que ideales pri

mos [24]. 

En [24] Stenstrom denota por t:(R) al conjunto de clases de isomorfismo de 

módulos inyectivos inescindibles y Spec(R) el conjunto de ideales primos y se define 

la función <I> : &(R) -> Spec(R), tal que si E en módulo inyectivo inescindible 

<I>(E) = Ass(E), esta función es suprayectiva ver [24] cap VII. Un anillo neteriano 

Res completamente acotado si la función <I> es biyectiva. 

De numera mas general se ha considerado en [l] Aguilar-Arroyo-Signoret y en 

[3] Asencio-Torrecillas, esta función para un anillo r-neteriano. Si r E R-tors, R 

es· 7-neteriano si la familias de los ideales r-puros Gr de R, satisface la condición 

ascendente de cadena es decir Gr es una retícula neteriana. Los anillos r-neterianos 

fueron considerados por primera vez por Teply en [27]. En este caso la función esta 

definida de el conjunto de clases de isomorfismo de inyectivos inescindibles libres 

de r-torsión a el conjunto de ideales primos de R los cuales son r-puros, es decir si 

W es la función tenemos que: 

W : { Clases ele isomorfismos de inyectivos inescindibles libres de r-torsión} 

--> { Ideales primos de R} 

En [l] se remarca que esta función es suprayectiva cuando el anillo R es r

neteriano, 

En [l] def 2 se denota por AssGr(M) a el conjunto de ideales primos r-puros 

asociados a M, se remarca también que si R es r-neteriano y M E :Fr se tiene que 

AssGr(M) = Ass(M) ,P </1 ([1] remark 4) 
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Haciendo uso de los conceptos anteriores dados en [l] y de la clase Cp, se 

obtiene una caracterización de los allos completamente acotados relativos a una 

teoría de torsión , donde Cpr = {x(R/P) 1 P es ideal r-puro de R} ; también 

tenemos claramente que Cpr e Cp C CA y por lo tanto si M es un Cpr -módulo 

entonces M es un Cp-módulo de donde M es un A-módulo . 

Proposición 4.23.- Sea r E R-tors y supongamos .que Res r-neteriano entonces, 

Cpr-ass(J..1) = Cp-ass(M) para todo módltlo Mtal que ME :Fr . 

Demostración.- Como C.,,r e Cp entonces, claramente tenemos que Cpr-ass(M) C 

Cp-ass(M). 

Ahora sea x(R/ P) E C·p-ass(M) por lo tanto existe N e M un x(R/ P) -

Cp-módulo de donde tenemos que N es x(R/ P) -A-módulo por 2.25 tenemos que 

x(N) = x(R/P), pero ME :Fr ~ x(M) ;::: r, de donde tenemos que x(R/P) = 

x(N) ;::: x(M) ;::: T por lo tanto R/P E :Fr y x(R/P) E Cpr y x(R/P) E Cpr

ass(M). 

El siguiente teorema, nos da una caracterización de los anillos completamente 

acotados relativos a una teoría de torsión. 

Teorema 4.24.- Sea R un anillo y r E R-tors supongamos que R es r

neteriano entonces las siguientes condiciones son equivalentes. 

i) '1t es biyectiva. 

ii) Cp-ass(M) = {x(R/P) 1 PE Ass(M)} para todo ME :Fr 

iii) Cpr = pgen(r) = {CT E Rsp 1 a;::: r} 

iv) R tiene r-Cp-dimensión 

v) Cp-ass(M) =F q, para todo módulo M tai°que ME :Fr y M =FO 
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Demostración.- i) =? ii) Sea ME :Fr y x(R/P) E C-,,-ass(M), por lo tanto existe 

un módulo N C ]\![ tal que N es x(R/P) -C-,,-módulo , como Res r-neteriano y 

N E :Fr por [2] 6.1 pag 54 entonces, puedo suponer que N es un módulo cocrítico , 

ya que N es x(R/P) -C-,,-módulo tenemos que N es x(R/P) -A-módulo y por 2.25 

x(R/P) = x(N) por lo tanto Hom(N,E(R/P)) f= O, por otra parte sabemos 

que N es cocrítico entonces, existe un submódulo C C N tal que C '-> R/ P, como 

P es un ideal primo r-puro por [1] remark 9 tenemos que Ass(C) = {P}, pero 

Ass(C) e Ass(N) e Ass(M) por lo tanto PE Ass(M). 

Ahora sea P E Ass(M), nuevamente como R es r-neteriano y M E :Fr 

podemos suponer que existe un módulo cocrítico Ce 11.1 tal que Ann(L) = P para 

toda L C C, como P E Ass(.M) por [2] D.1 pag 105, tenemos que P es un ideal 

r-puro por lo tanto R/ P E :Fr de donde R/ P contiene un módulo cocrítico J / P, 

ya que J/P y C son r-libres de torsión tenemos que il!(E(J / P)) = Ass(E(J/P)) = 

Ass(J/P) = {P} y il!(E(C)) = Ass(C) = {P} Remark 4,7,9 de [1], como iI! es 

inyectiva tenemos que E( J / P) ~ E( C) entonces existe un módulo cocrítico C' C C 

tal que C' <--> J / P y como J / P e R/ P tenemos que C' es x( R/ P) -C.,,-módulo pero 

C' <--> C '-> N <--> 11.1 y como x( R/ P) E C-,, entonces, tenemos que x(R/ P) E C-,,

ass(M) de este modo hemos demostrado la otra contención y tenemos la igualdad 

deseada. 

ii) =? iii) Sea x(R/P) E C-,,r, como Res r-neteriano y R/P E :Fr entonces 

existe un módulo cocrítico C tal que C <--> R/ P y como R/ P es A-módulo tenemos 

que x(C) = x(R/P)' además x(R/P) ;::: T de donde x(R/P) E pgen(r) por lo 

tanto c.,,r e pgen(r). 

Ahora sea x(C) E pgen(r) con C un módulo cocrítico tenemos claramente 

que e E :Fr y como Res T-neteriano por Remark 4 de (1] Ass(C) t= </i, como e 
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es uniforme Ass(C) = {P} donde P C Res un ideal primo, por nuestra hipótesis 

tenemos que x(R/ P) E Cp-ass(C) por lo tanto existe C' e C tal que C' es 

x(R/P) -Crmódulo de donde C' es x(R/P) -A-módulo y como x(R/P) E CA 

tenemos que x(R/P) = x(C') = x(C) por lo tanto x(R/P) = x(C) ;?: T de 

donde pgen( T) e Cp. y tenemos la igualdad deseada. 

iii) => i) Solo debemos probar que W es inyectiva. Sean E y E' inyectivos 

inescindibles libres de r-torsión tales que w(E) = w(E'), como R es r-neteriano 

existen módulos cocríticos C y C' tales que O <-> E y C' <-+ E' por lo tanto 

E(C) = E y E(C') = E' de donde tenemos que w(E(C)) = IJl(E(C')). De la 

definición de W (24] VII 2 sabemos que hay un primo P tal que <I>(E(C)) = {P} y 

IJl(E(C')) = {P} por lo tanto Ass(C) = {P} y Ass(C') = {P}. 

Por otra parte x( C) ?: T por lo tanto x( C) E pgen( T ), como Cp. = pgen( T) 

entonces, existe un ideal primor-puro He R tal que x(R/H) = x(C) , ya que O 

es cocrítico existe Ne C tal que N <-+ R/H ele donde Ass(N) = {H}, pero Ces 

uniforme por lo tanto Ass(N) = Ass(C) (24) Stens VII 1.5 y tenemos que H = P y 

así x( R/ P) = x( C) . De manera completamenete análoga podemos demostrar que 

x(R/P) = x(C') por lo tanto x(C) = x(C'), como C y C' son cocríticos tenemos 

que E(C') ~ E(C) de donde E~ E' y hemos demostrado que W es inyectiva. 

iii) => iv) Por 3.42 ba5ta demostrar que para toda u ?: r existe M un u-A

módulo tal que x(M) E Cp. 

Sea u;?: r, como Res r-neteriano entonces por (2] 6.1pag54 y 6.6 pag 58 existe 

un un módulo e, u-cocrítico por lo tanto x(C) ;?: O'?: T de donde tenemos que 

x(C) E pgen(r) por la hipótesis existe un ideal primo P tal que x(R/P) = x(C) 

como C es cocrítico entonces existe C' e C tal que C' '--+ R/ P, como R/ P es 

A-módulo tenemos que x(C') = x(R/P) y como Ces cocrítico x(C') = x(C) 
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por lo \anta x(C) = x(R/P) así Ces a-A-módulo y x(C) E C-p. 

iv) =? iii) Como R es r-neteriano, análogamente a la demostración de la 

primera parte de (ii) =? (iii) podemos probar que Cp, e pgen(r). 

Ahora sea C un módulo coci:ítico tal que x(C) E pgen(r), como R tiene r-C-p

dimensión y x(C) ;:::: T entonces, existe M un x(C) -A-módulo tal que x(M) E c.,,, 
pero como x(C) E C.;1 tenemos que x(M) = x(C) ;:::: T por lo tanto x(C) E Cp, 

de donde tenemos que pgen( T) C C-p, tenienedo la igualdad deseada. 

ii) =? v) Sea lvf E :Fr y M 'f'= O como Res r-neteriano por [2] 9.1 pag 105, 

tenemos que Ass(M) 7'= q, por lo tanto C-p-ass(M) f q, 

v) =? iii) Como R es r-neteriano tenemos que Cp, C pgen( r ). 

Ahora sea e un módulo cocrítico tal que x(C) ;:::: T. Como e E :Fr entonces, 

C.,,-ass(M) f q, de donde existe C' e C tal que C' es x(R/P) -C.,,-módulo por 

lo tanto C' es x(R/P) -A-módulo , como x(R/P) E C.;1 tenemos que x(C') = 

x(R/P) pero como C es cocrítico tenemos que x(G) = x(C') por lo tanto 

x( C) = x( R/ P) así x( C) E Cp, 

En seguida damos una caracterización de los anillos neterianos completamente 

acotados. 

Corolario 4.25.- Sea R un anillo neteriano izquierdo, entonces las siguientes 

condiciones son equivalentes. 

i) R es completamente acotado. 

ii) Rsp-ass(M) = {x(R/P) J PE Ass(M)} para todo módulo M f O 

iii) Cp = Rsp 

iv) R tiene C.,,-c!imensión izquierda. 

v) C-p-ass(M) 7'= rp para todo módulo M f O. 
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De1nostración.- Es inmediata de la teorema anterior, ya que en este caso R es 

~-neteriano. 

Terminamos este capítulo con la siguiente caracterización de los anillos conve

nientes: 

Proposición 4.26.- Sea R un anillo semineteriano izquierdo, las siguientes condi

ciones son equivalentes: 

i) Res un anillo conveniente izquierdo 

ii) Cv-ass(M) f <P pra todo ME R-mod, M f O. 

Demostración.- i) => ii) Por 3.43 sabemos que cada módulo M distinto de cero 

contiene un un módulo decisivo D por lo tanto Cv-ass(M) f </J. • 

ii) => i) Sea Jl.1 f O entonces Cv-ass(M) i= <P por Jo tanto existe N e M y x( E 

) Cv tal que N es x(D) -Cv-módulo por lo tanto x(N) = x(D) y H om(N, E(D)) i= 
O, como Res neteriano podemos suponer que N es un módulo cocrítico , de donde 

existe N' e N tal que N' '--> D, por lo tanto N' es un módulo decisivo contenido 

en M, entonces por 3.43 tenemos que R es conveniente izquierdo. 
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CAPITULO V 

módulos y anillos De 

En (12] capítulo 56, Golan define los D-anillos izquierdos como los anillos para 

los cuales todo R-módulo izquierdo M distinto de cero, tiene ass(M) f </> [12] 

cap 55, que es equivalente a que todo módulo M distinto de cero contenga un 

submódulo cocrítico , en este capítulo generalizamos este concepto utilizando una 

familia C e R-irr y entonces, definimo los De-anillos izquierdos, que son aquellos 

para los cuales todo módulo M distinto de cero tiene C-ass(lvl) f </> 

Notamos también que la clase de todos los módulos M tales que C-ass( M / N) f 

</> para todo submódulo N e M forman una clase de torsión que denotamos por 

76cc¡. 

Finalmente damos una caracterización de los anillos semiartinianos , una car

. acterización de los anillos artinianos y una caracterización de las teorías de torsión 

estables, usando la familia Cv. 

Definición 5.1.- Sea C e R-irr y U e C y M un R-módulo izquierdo diremos 

que M es un Dc(U)-módulo si para todo N e M submódulo propio tenemos que 

</> # C-ass(M/N) e U 

Observación.-

i) VU e C, el módulo M =O es Dc(U)-módulo 

ii) Si U = </> el único Dc(U)-módulo es M =O 

iii) Si Ses un R-módulo simple y x(S) E U entonces Ses Dc(U)-módulo 
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Lema 5.2.- Sea <P # U e C y M # O un Dc(U)-módulo entonces, para todo 

O# Ne M tenemos C-ass(N) #</J. 

Demostración.- Sea O # N e M, si N c. M por 3.7 tenemos C-ass(N) = C

ass(M) # <P • Si N no es esencial en M, entonces existe un pseudocomplemento 

de N en M, L es distinto de M ya que N # O, por lo tanto N EB L Ce M y 

N se sumerge en 111/L mas aun N ~ (NffiL)/L e, 111/L; En efecto si O ,¡, 

J( / L e Jvl / L entonces L e J( propiamente, entonces J( íl N # O por lo tanto 

[(NffiL)/L]ílK/L = [(NffiL)ílK]/L = [(NílK)ffiL]/L #O de donde C

ass(N) = C-ass((N EB L)/ L) = C-ass(M/L) #</J. 

Teorema 5.3.- Para cada U C C existe una tic(U) E R-tors tal que 'Jí¡c(UJ 

{ME R- mod J Mes Dc(U)-módulo }. 

Demostración.- Sea O # Jvl un Dc(U)-módulo y N C M, si N = 111 entonces 

M/N =O y M/N es Dc(U)-módulo 

Si N # M entonces 111/N 'f O y debemos probar que lvl/N es Dc(U)-módulo 

. SeaL/N C M/N tal que O# (M/N)/(L/N) ~ M/L y como Mes Dc(U)-módulo 

entonces <P # C-ass(M/L) CU por lo tanto T¡¡c(U) es cerrada bajo cocientes. 

Sea N C M un submódulo ,si N = O entonces N es Dc(U)-módulo , ·sea 

J( C N tal que O 'f N/K e M/K, como M/1( es Dc(U)-módulo por el lema 

anterior tenemos </1 # C-ass(N/K) C C-ass(M/K) C U por lotanto 76c(UJ es 

cerrada bajo submódulos. 

Sean N y M/N Dc(U)-módulos y consideremos la sucesión O--> N---> 1VI--+ 

M/N--+ O tómese Le M submódulo propio. Si Ne L tenemos el epimorfismo 

M/N--+ M/L--> O y como M/N es Dc(U)-módulo entonces</># C-ass(M/L) e 

u 
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Si N ~ L entonces O.:¡, N/(NílL) ~ (N + L)/L e M/' y como N es De(U)

módulo tenemos que C-ass(N/(NílL))-:1 <P y por lo tanto -ass(M/L)-:? q,. 

Por otra parte sabemos que C-ass((N + L)/L) e C-ass(M/L) e C-ass((N + 
L)/L) LJC-ass(M/(N + L)) pero C-ass((N + L)/L) = C-asls(N/(NílL)) e U y 

C-ass(M/(N + L)) e U por lo tanto C-ass(M/L) e U jí hemos probado que 

'16c(U) es cerrado bajo extensiones. 1 

Sea {M;}iel C '16c<u¡ y M = ffi;e¡Mi , sea N C M 1m submódulo propio, 

entonces M/N = LJ{[ffiieJMi + N]/N J Je I es un conjunto finito} por lo tanto 

C-ass(M/N) = UJcIC-ass([ffijcJMi+N]/N) donde J es+ conjunto finito. Sea 

J e I un conjunto finito, probaremos que C-ass([ffiieJ li + N]/N) C U por 

inducción sobre el número de elementos que tiene J. 

Si J tiene un elemento entonces tenemos que C-ass (M1 + N)/N) = C

ass(Mi/[M1 íl N]) e U. Para el caso general solo basta p obarlo cundo J tiene 

dos elementos. 

e ( M1 + M2 + N) e ( M1 + N) u e ( M1 + M2 + N) 
- ass N e - ass --N-- - as Mi + N 

M1 LJ Mz 
= C - ass( Mi íl N) C - ass( Mz íl[Mi + ¡z]) e U 

Entonces '16c(U) es cerrada bajo sumas directas de donde es ~na clase de torsión. 

Observación.- Si U= q, entonces 8e(<P) = .;. 

Definición 5.4.- Diremos que un R-módulo izquierdo M s De-módulo si M es 

De(C)-módulo. Un anillo Res De -anillo izquierdo si como -módulo izquierdo es 

De-módulo. 
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Observación.-

i) Nótese que Mes De-módulo si y solo si C-ass(lvl/N) o? q, para toda Ne M 

submódulo propio 

ii) Mes De(U)-módulo si y solo si Mes De-módulo y C-sup(M) e U si y solo 

si Mes De-módulo y ME Tr'ir E C - U. Esto se sigue de 3.16 

iii) Si U e C es tal que nR es De(U)-módulo ,entonces U = C. En efecto, 

si 7r E C entonces existe un 7r-C-módulo cíclico M y si O o? x E lvl tenemos que 

M = Rx ~ R/(O : x), como Res De(U)-módulo entonces 7r E C-ass(M) = C

ass(R/(O: x)) e U, por lo tanto C =U. 

Nota.- Golan define en (11], un R-módulo izquierdo M es D-módulo ( definite) si 

ass(l\1/N) o? <P para todo Ne JW submódulo propio, como sabemos Rsp-ass(M) 

coincide con el ass(M) para cualquier R-módulo M entonces, tenemos que M es 

D-módulo si y solo si M es Rsp-módulo. Por otra parte tenemos que si M es D

módulo entonces M es De-módulo para toda C tal que Rsp e C, el inverso de éste 

resultado es falso, al final de este trabajo tenemos el ejemplo de un anillo tal que es 

De_. -anillo izquierdo (por lo tanto De_. -módulo) que no es D-anillo izquierdo (por 

lo tanto no es D-módulo) 

Definición 5.5.- Sea 'P(C) la familia de subconjuntos de C, definimos la siguiente 

función: 

Ohservación.-

óe: 'P(C) -+ R-tors 

U 1-> óe(U) 

i) Si U e U' entonces óe(U) :5 lie(U') 

ii) Si U, U' e C son tales que U íl U' = ,¡, entonces óe(U) íl óe(U') = ~ 
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Proposición 5.6.- Si {U;}¡e1 es una familia de subconjuntos de C entonces: 

1) óe(íl; U;) = Me(U;) 

2) óe(LJ¡ U¡) ;::: V;óe(U;) 

Demostración.- 1) M E 76ccíl, u,) # M es De-módulo y C-sup(M) e íli U; # M 

es De-módulo y C-sup(M) C U;Vi E I #ME 76c(U¡) Vi E I #ME TA6c(U¡)-

2) Como U¡ e U; U¡ entonces óe(U;) :5 óe(U; U¡) de donde V;óe(U;) :5 

óe(LJ¡U;) 

Nota.- La la desigualdad en (2) puede ser estricta, en el ejemplo 7.18, tenemos un 

anillo R en donde CA= {e, x(R) }, si tomamos U¡ ={e}, U2 = {x(R) } vemos que 

óe,. ( U1 LJ U2) = x y óe_. ( U1 ) = e, óe_.. (U2) = e así tenemos la clesiguaklacl estricta. 

Si U e C denotaremos [U]= {U' e C 1 óe(U') = óe(U)} y U= íl[U]. 

Corolario 5.7.- Si U e C entonces U E [U). 

Demostración.- Es inmediata ele el inciso (1). 

El corolario anterior nos dice que si -r E I móe entonces, existe U e C elemento 

menor tal que óe(U) = -r. Con ésta misma notación si óe(U) = óe(U) entonces, 

U = U LJ{ 7r E U 1 óe( { 7r}) = O una de las contenciones es clara , para la otra sea 

7r E U si óe( { 7r}) = e habremos terminado, si óe( { 7r}) > e entonces e < óe( { 7r}) :5 

óe(U) = óe(U) ele donde si O-:/= ME '.76c({1r}) entonces C-ass(M) = {7r} CU por lo 

tanto ir E U. 

Proposición 5.8.- Sea U e C entonces óe(U) :5 A(C - U). 

Demostración.- si U = C no hay nada que probar. Supongamos que U -# C y sea 

M E T6c(U) entonces M es De-módulo y C-sup(M) C U, por 3.15 tenemos que 
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ME 7.r para toda r E C ~U, por lo tanto 1VJ E T/\(C-U) y Sc(U) :5 A(C - U). 

Teorema 4.9.- Para un anillo R y para C C R-irr las siguientes condiciones son 

equivalentes. 

a) Res De -anillo izquierdo 

b) óc(C) =X 

c) Mes De-módulo VME R- mod 

d) C-ass(M) f ,P VM f O M E R-mod 

e) Se es suprayectiva 

f) x E Imoc 

g) Sc(U) = A(C - U) vu e e 

Demostración.- a)=? b) Como Res De -anillo izquierdo entonces nR E T6c(C) por 

lo tanto Sc(C) =X· 

b) => e) Sea M E R-mod, entonces M E Tx 

Dc(C)-móclu!o lo cual implica que M es De-módulo . 

e) => d) es obvia 

Tsc(C) po~ lo tanto M es 

d) => a) Sea I C R un ideal izquierdo propio, como R/ I f O entonces C

ass( R/ I) f <P por lo tanto R es De -anillo izquierdo. 

d) =>e) Sea TE R-tors y U= LJ{C-ass(M) /O f ME Tr } 

Afirmación.- Sc(U) = r; En efecto sea M E Tr y N C M submódulo propio, 

sabemos que O f M/N E Tr y por lo tanto ,P f C-ass(M/N) e U ele donde 

M E Tsc(U) y T :5 Sc(U). Supongamos que T < óc(U) entonces existe O f NI E 

Tsc(U) íl :Fr , como M f O C-ass(M) f </J, entonces existe N CM C-módulo y NE 

:Fr por lo tanto 71' = x(N) 2'.'. T. Por otra parte sabemos que ME Tsc(U) entonces 

71' E U y por definición de U existe O f J( E Tr rr-C-1TJ.ódulo , en estas condiciones 

tenemos J( E Tr C T" pero K es rr-C-módulo lo cual dice que J( E :Frr íl T,. = O 
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y esto es imposible por lo tanto r = óe(U). 

e)=? J) es obvia. 

f) =? a) como X E Imóe entonces existe U C C tal que óe(U) = x de donde 

nR E 'T.!c(U) por lo tanto R es De -anillo izquierdo. 

a) =? g) Por la proposición 4.8 tenemos que óe(U) :5 l\(C - U), sabemos que 

M E TA(e-U) ~ 111 E Tr Vr E (C - U ~ C-sup(M) C U y como Res De -anillo 

izquierdo tenemos que Mes De-módulo por lo tanto Mes De(U)-módulo de donde 

ME 'T.!c(U) y así óe(U) = /\(C - U). 

g) =? b) Sea U= C entonces óe(C) = /\(C-C) = x por lo tanto Res De -anillo 

iquierdo. 

Corolario 5.10.- Sea C e R-frr tal que C-ass(M) 

entonces, son equivalentes 

a) R es De -anillo izquierdo 

b) /\U= /\{x(N) 1 C-ass(N) e U} VU e C 

a)=? b) Sea U e C si U= q, tenemos el resultado. 

{x(M) }VM C-módulo 

Ahora supongamos que Uf <P y sea N f O tal que C-ass(N) CU, como Res 

De -anillo izqueirdo entonces por la proposición 3.12 tenemos que x(N) = /\GN 

y /\C-ass(N) ;::::: /\U por lo tanto x(N) ~ /\U, así tenemos que ll{x(N) 1 C

ass(N) e U};::::: /\U. 

Pongamos r = /\{x(N) 1 C-ass(N) e U} sea ir E U y ir = x(N) con N un 

ir-C-módulo entonces, C-ass( N) = {ir} e U de ésta forma x( N) es un elemento 

del conjunto en cuestión y tenemos ir ~ r, pero esto lo hacemos para cada ir E U 

por lo tanto /\U~ r de donde /\U= r. 

b) =?a) Tómese U= <P entonces X= /\U= /\{x(N) 1 C-ass(N) C </i}, si N es 

tal que C-ass(N) = <P entonces x :5 x(N) :5 X de donde N = O así Res De -anillo 
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izquierdo. 

El teorema. anterior nos dice cuando la función óc es suprayectiva., ahora nuestro 

objetivo es decir cuando Óc es inyectiva.. 

Proposición 5.11.- Sea U e C tal que óc(U) > ~ entonces U íl Rsp # tf¡ 

Demostración.- Sea O# ME T6c(U) entonces para O# m E M tenemos que Rm es 

un De-módulo distinto de cero, como Rm es finita.mente genera.do existe N e Rm 

submódulo máximo, por lo tanto x(Rm/N) E C-ass(Rm/N) e U y a.sí tenemos 

que x(Rm/N) E U de donde tenemos el resulta.do desea.do. 

Nótese que el resulta.do anterior es más fuerte ya que en realidad se está probando 

que si U es como en la proposición entonces, U contiene teorías de torsión cogener

adas por módulos simples. 

Corolario 5.12.- Si 71' E C es tal que óc( { 71'}) > ~ entonces 71' es una teoría de 

torsión de cogenerada por un módulo simple. 

Observación.- Por el corolario anterior nos damos cuenta que si 71' E (C-Rsp) 

entonces óc( { 71'}) = ~, de donde óc no puede ser inyectiva, porlo tanto una condición 

necesaria. para que óc sea inyectiva. es que C = Rsp. 

Lema 5.13.- Sean C e C' e R-irr con la propiedad que C' -ass(M) = {x(M) } 

para ca.da C' -módulo M entonces, si C' -ass(M) e C =? C' -ass(M) e C-ass(M) 

'Demostración.- Sabemos que C-ass(M) C C' -ass(IYI), al1ora. sea r E C' -ass(M) 

por lo tanto existe N CM un r-C' -módulo a.sí r = x(N) , por la hipótesis sabemos 

que TE e y si ~4 Le N tenemos que Les r-C' -módulo por lo tanto x(L) = r a.sí 

hemos proba.do que para toda L #O Le M x(L) E C de donde N es r-C-módulo 
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Observación.- Por el lema anterior y como CA satisface la condición de la 

proposición anterior tenemos que _C.,,-ass(111) e CA-ass(M), Rsp-ass(M) e CA

ass(M) y Cv-ass(M) e CA-ass(M). 

Proposición 5.14.- Sean C e C' e R-ir1· y supongamos que C-ass(M) = 

{x(M) },C' - ass(M) = {x(M) } para todo C-módulo M y para todo C' -módulo 

M entonces la fw1ción óé extiende a la función óc 

Demostración.- Sea U e C, debemos probar que óé (U) = óc(U). Sea O f. M E 

T,¡~ (u) y N C M submódulo propio entonces </l f. C' -ass(M/N) C U C C, por el 

lema anterior tenemos que C' -ass(M/N) = C-ass(M/N) por lo tanto para cada 

M ET,¡~ (U) tenemos que 111 E '16c(U) de éste modo probamos que óé (U) $ óc(U). 

Ahora sea lvl E T.sc(U) y N C lvf submódulo propio, nuevamente tenemos que 

<P f. C-ass(M/N) CU. Afirmación, C-ass(M/N) = C' -ass(M/N); en efecto sir E 

C' -ass(111/N) entonces existe L/N C 111/N un r-C' -módulo, pero L/N E 76c(U) y 

por lo tanto <P f. C-ass(L/N) e U así existe 7r E C-ass(L/N) y 7r E U, por lo tanto 

existe K/N e L/N un 7r-C-módulo de donde.7r = x(K/N) = x(L/N) = T y así 

tenemos C-ass(M/N) = C' - ass(M/N) por lo tanto M E Tóé (U) y óé (U) = 

óc(U). 

Definición 5.15.- Parar E R-tors definimos los conjuntos Pc(r) = {7r E C l 7r ~ 

r} y Vc(r) = Vc(r) = C -Pc(r). 

Observación.-

i) Pc(r) = {x(M) 1 Mes C-módulo y ME :Fr } 

ii) Vc(r) = C- Pc(r) 

Proposición 5.16.- Sea T E R-tors <P f. u e e entonces: 
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1) ME T.,.A6c(U) #ME T6c(U) y C-sup C Vc(r) 

2) Si T V óc(U) = x entonces r = t\Pc(r) 

Demostración.-=>) ME T.,./\6c(U) =>ME 7r ílT6c(U). Ahora sea 7r E Pc(r) por 

lo tanto 7r 2:: r de donde ME 7" V7r E Pc(r) y por la proposición 3.11 tenemos que 

C-sup(M) e Vc(r). 

<=)Sea Nl E T6c(U) y C-sup(M) e Vc(r), basta probar que ME Tr , Sup que 

111 ¡t Tr entonces A1/(tr (M)) =Ni= O es un R-módulo que tiene la propiedad de 

NE T6c(U) , C-sup(N) C C-sup(M) C Vc(r) y NE Fr, ahora tómese x(L) = 7r E 

C-ass(N), como C-ass(N) e C-sup(N) e Vc(r) entonces 7r E Vc(r),por otra parte 

sabemos que NE :Fr por lo tanto LE Fr => 7r ;::: T por lo tanto 7r E Pe( r) lo cual 

es imposible de donde Aí E 7r • 

2) Sea u= /\Pc(r) entonces r :5 u, supongamos que T <u entonces existe un 

R-módulo }.![ i= O tal que ME 7,, íl:Fr por otra parte sabemos que ME T.,.v6c(U) 

por lo tanto Ñ[ ¡t :F6c(U) así existe 7r E C-ass(M) y como M E Fr tenemos que 

7r;::: r => 7r E Pe( r) de donde u :5 7r y así tenemos que ME 7" lo cual es imposible 

por lo tanto T =u. 

Corolario 5.17.- Si R es De-anillo izquierdo entonces para toda T E R-tors r = 

t\Pe(r). 

Demostración.- óc(C) = x por lo tanto T V óc(C) =X 

En lo sucesivo denotaremos a óc(C) como TDc 

Proposición 5.18.- Para T E R-tors las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) r = óc(Vc( r)) 

ii) T :5 TDc 
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Demostración.- i) =? ii) Es obvia. 

ii) =? i) Sea l\1 E Tr y 7r E Pe(r) entonces ME T,,, por la proposición 3.11 

tenemos que C-sup(M) e Ve(r) ; por otra parte M E T,.0 c de donde Mes un 

De-módulo y así tenemos que ME '.Tsc(Vc(r))• por lo tanto r::; fie(Ve( r)). 

Supongamos que T < fie(Ve(r)), por lo tanto existe o# ME '.Tsc(Vc(r)) n Fr 

de donde Mes De-módulo y C-sup(M) e Vc(r). Sea 7r E C-ass(M), como ME Fr 

entonces r ::; 'Ir, por lo tanto 7r E Pe(r) y como C-ass(M) C C-sup(M) de donde 

7r E Ve(r) lo cual es imposible. 

Corolario 5.19.- Para la función fie tenemos que Imfie = [e,rvc] 

Demostración.- vu e e tenemos que fie(U)::; fie(C) = TDc· Si TE [e,rvcl entonces 

por la proposición anterior tenemos que T = óe(Ve(-r)) 

Lema 5.20.- Sea r E R-tors tal que satisface la condición de que un R-módulo 

Mes ele T -torsión si y solo si C-ass(lv!) n Pe(-r) = q,, entonces Tes estable. 

Demostración.- Sea M un R-módulo tal que M E Tr sabemos que C-ass(M) = C

ass(E(M)) y por la hipótesis tenemos que C-ass(M) íl Pe( -r) = ,P por lo tanto 

C-ass(E(M))ílPe(r) = ifi de donde tenemos que E(M) ET,. y así res estable. 

Proposición 5.21.- Si R es anillo De-izquierdo entonces r E R-tors es estable si 

y solo si C-ass(M) ílPe(r) = C-ass(M/tr(M)) para todo ME R-mocl. 

Demostración.- ~] Por el lema anterior basta probar que M E Tr ~ C

ass(1VI) íl Pe(r) = ,P. Claramente si ME Tr tenemos que C-ass(M) íl Pe( -r) = q,. 

Ahora supongamos que C-ass(M)ílPc(-r) = </i, por la hipótesis tenemos que que 

C-ass(M) ílPe(r) = C-ass(M/tr(M)) por lo tanto C-ass(M/tr(M)) = ,P, pero R 

es De-anillo izquierdo de donde M/t,.(M) =O y así ME T,. . 
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1 
1 

=?] Supongamos que r es estable y M es un R-módulo 

Sabemos que tr(M) = tr(E(M)) ílM de donde tenemos que 

por lo tanto 

y así 

M M ~ M + tr(E(M)) 
tr(M) = trE(M) íl M - tr(E(M)) 

_M_ ....._. _E~(M~)
tr(M) tr(E(M)) 

Como r es estable entonces tr(E(ll1)) es sumando directo de E(ll!l) por lo 

tanto E(llef)/tr(E(lllf)) es isomorfo a un submódulo de E(ll([) es decir C

ass(E(M)/tr(E(M)) e C-ass(E(M)) = C-ass(M) por lo tanto C-ass(M/tr(M)) e 

C-ass(llef) y así tenemos que: 

C-ass(tr(M)) LJC-ass(M/tr(M)) = C-ass(M). 

Por otra parte C-ass(M) íl Pc(r) = [C-ass(tr(M) íl Pc(r)J LJ 
[C-ass(M/tr(M))ílPc(r)J = </JLJC-ass(M/tr(M)) así llegamos al resultado 

deseado. 

Definición 5.22.- Si Ce R-irr, diremos que Ces cerrada bajo cocientes libres de 

torsión si para cada r E R-tors y para cada r-C-módulo M tal que, si L C N e M 

con O i N / L E :Fr entonces N / L es r-C-módulo 

Observación.- Ejemplos de éstas C son, cualquier subconjunto de .C.A. 

Proposición 5.23.- Sea C e R-irr cerrada bajo cocientes libres de torsión, en-

tonces no existen rnc-C-módulos. 

Demostración.- Supongamos que existe M #O tal que Mes TDc-C-módulo 
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ESTA rrns NI BEBE 
~~"~ m: U; c;~uan:cP 

Afirmación Mes De-módulo; En efecto sea Ne M submódulo propio si M/N E 

:Frnc , entonces M/N es rvc-C-módulo lo cual implica que C-ass(M/N) =I ef>. Si 

M/N ¡;!' :Frnc entonces trnc (lvl/N) =I O así C-ass(M/N) =I i/> de donde M es 

De-módulo y lvl E Tnc lo cual es imposible. 

Proposición 5.24.- Sea C cerrada bajo cocientes libres de torsión, si {a¡} es la 

C-filtración y ll'e es la teoría de torsión tal que Cl'C = O'¡ = °'i+J entonces ae $ TDc 

Demostración.- Inducción transfinita 

Sea i ordinal límite y supongamos que para toda j < i, °'i < roe, entonces 

Sea i ordinal no límite y °'i-1 $ TDc debemos probar que a¡ $ TDc. Supong

amos que a; 1, TDc, como a¡ = O<i-1 V ~({M / lvl es °'i-1 -C-módulo } entonces existe 

M, °'i-1-C-módulo tal que M ¡;!' T,.Dc ' por lo tanto o =I M /trnc (JYI) E :FTDc e 

:Fa1_ 1 y así Les a¡_1-C-módulo por lo tanto Les TDc-C-módulo lo cual es imposible. 

Corolario 5.25.- Si R tiene CA-dimensión entonces R es De.A -anillo izquierdo. 

Ahora damos una caracterización de los anillos artinianos utilizando a la familia 

Cv que hemos 1nencionado con anterioridad. 

Proposición 5.26.- Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R. 

i) R es anillo semiartiniano izquierdo 

ii) Res Dc,,-anillo izquierdo y Cv no tiene cadenas con mas de un elemento. 

Demostración.- i) => ii) Como R es anillo serniartiniano izquierdo entonces, para 

todo M =I O existe un módulo simple S tal que S '-+ M y como S es un módulo 

decisivo tenemos claramente que Cv-ass(M) =I <P por lo tanto R es De,,-anillo 
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izquierdo. 

Por otro lacio sabemos que cada módulo decisivo contiene un simple entonces, 

por 3.38 tenemos que Cv no tiene cadenas con mas de un elemento. 

ii) =? i) Sea M f O entonces, Cv-ass(M) f <P por lo tanto existe un submódulo 

N e M y x(D) E Cv tal que N es x(D) -Cv-módulo donde Des un módulo decisivo 

como Cv no tiene cadenas entonces, por 3.38 tenemos que existe un módulo simple 

S tal que S ~ D como D es A-módulo tenemos que x(S) = x(D) por lo tanto 

N es x(S) -Cv-móclulo y como Cv e CA tenemos que N es x(S) -A-módulo y por 

2.25 sabemos que x(N) = x(S) por lo tanto S ~ N así S ~ M de donde Res 

un anillo semineteriano izquierdo. 

Corolario 5.27.- Para un anillo neteriano izquierdo son equivalenetes: 

i) R es artiniano izquierdo 

ii) Res De.,,-anillo izquierdo y Cv no tiene cadenas con mas de un elemento. 

Demostración.- i) =? ii) Como cada anillo artiniano es semíartiniano entonces, el 

resultado se sigue de la proposición anterior. 

ii) =? i) L condición (ii) implica que Res anillo semíartiniano y como tenemos 

por hipótesis que R es anillo neteriano entonces, por 12.8 [11] tenemos que Res 

anillo artiniano izquierdo. 

Notemos que los anteriores resultados pueden ser facilmente generalizados al 

contexto de anillos r-neterianos y r-artinianos, los resultados mas importantes para 

anillos r-artinianos han sido obtenidos por Miller y Teply en [18], resultados anál

ogos a los presentados aquí usando elementos de Rsp, se pueden ver en Zhang (18]. 

Una importante fuente ele información respecto a condiciones relativas a teorías de 

torsión , es Albu-Nastasescu (2]. Finalizamos este capítulo demostrando que sí Res 

De.._ -anillo izquierdo entonces VI C R ideal bilateral se tiene que R/ I es De.._ -anillo 

80 



izquierdo. 

Lema 5.28.- Sea R un anillo y I e R un ideal bilateral, S = R/I. Si N y M son 

S-módulos entonces sN E Tx(sM) # nN .E Tx(nM) • 

Demostración.- sN E Tx(sM) # Homs(sN,E(sM)) =O# Homs(sN',sM) = 

O'<lsN' C sN cíclico (Pero sN' es cíclico si y solo si nN' es cíclico) # 

Homn(nN',nlvl) = O'<lnN' C nM cíclico# Homn(nN,E(1tM)) =O #n NE 

Tx(nM) · 

Corolario 4.29.- Con las hipótesis de el lema anterior tenemos sN E :Fx(sM) # 

nN E :Fx(nM) • 

Demostración.- *] Si nN r/. :Fx(nM) =} nN' = ix(nM) (nN) f= O como nN' Cn N 

entonces N' es S-módulo, por el lema anterior sN' E Tx(sM) por lo tanto sN r/. 

:F.x(sM) lo cual es imposible. 

{=j Si sN r/. :Fx(sM) nuevamente sN' = ix(sM) (sN) f= O por lo tanto 

nN' E Tx(nM) y así nN r/. :Fx(nM) lo cual es imposible. 

Proposición 4.30.- Sea R anillo De,. izquierdo, I C R ideal bilateral entonces el 

anillo S = R/ I es anillo De,. izquierdo. 

Demostración.- Sea N f= O un S-módulo entonces nN f= O, como R es anillo De,. 

anillo izquierdo tenemos que CA - ass(nN) f= tjJ de donde existe nN' C nN un 

A-módulo. 

Sabemos que InN = O ele donde InN' =O por lo tanto N' es S-módulo 

Afirmación sN' es x(sN') -A-módulo 

En efecto haciendo uso de la proposición 2.3, sean sA C sB C sN' tal que 

O f= sB/sA E :Fx(sN') y Homs(B/A,E) =O para E un S-módulo inyectivo tal 
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que sE E :Fx(sN') , debemos probar que Homs(N',E) =O. 

Demostración.- Como s(B/A) E :Fx(sN') # n(B/A) E :Fx(nN') Y 

Homs(B/A,E) = O # s(B/A) E 'Tx(sE) # n(B/A) E 'Tx(nE) # 

Homn(B/A,E(nE)) = O, sabemos que sE E :Fx(sN') # nE E :Fx(nN') => 

E(nE) E :Fx(nN') Ya que nA C nB C nN' son tales que 

Homn(B/A,E(nE)) = O con E(nE) E :Fx(nN') y como nN' es x(nN') -A

módulo => Homn(N',E(nE)) = O # nN' E 'Tx(ER) # sN' E 'Tx(sE) # 

Homs(N',E) =O 
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CAPITULO VI 

Descomposición C-primaria 

El concepto de descomposición primaria, aparece en el estudio de los anillos 

neterianos conmutativos, este concepto fué extendido al caso no conmutativo por 

Lesieur y Croisot (15] con el nombre de descomposición terciaria, posteriormente 

, en (13] Goldman introdujo una teoría de descomposición primaria para módulos 

neterianos sobre anillos arbitrarios, en esta teoría, el papel de los ideales primos lo 

juegan las teorías de torsión primas, en vista de que los elementos primos de R-tors, 

desde el punto de vista ele la teoría de retículas, son los elementos irreducibles, nos 

parece natural extender la teoría de descomposición primaria de Goldman a ciertas 

familias de teorías de torsión irreducibles. 

El resultado principal de este capítulo establece que si M E R-mod, entonces 

todo.submódulo propio de M tiene C-descomposición primaria en M si y solo si M 

es De-módulo. 

Definición 6.1.- Un R-módulo Mes C-coprimario si C-ass(M) consta de una sola 

teoría de torsión. Si C-ass( .lvl) = { T} entonces diremos que M es r-C-coprimario. 

Observación.-

Si C e C' entonces en general si M es C-coprimario ,esto no implica que M 

es C'-coprimario. Para ver esto, sea C = Rsp y C' =CA, tomemos N un módulo 

cocrítico y N' un A-módulo que no contiene ningún cocrítico en el ejemplo 7.18 al 
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final de esta tesis el único módulo simple y el anillo R cumplen lo anterior). Ahora, 

sea M = N fFJN'. Afirmamos que Mes Rsp-coprimario pero M no es C...t-coprimario. 

En efecto, Rsp-ass(M) = ass(M) = ass(N)Uass(N') = {x(N)}U,P = {x(N)}, 

de donde M es Rsp-coprimario. Por otra parte, C...t-ass(M) = C...t-ass(N) U C...t

ass(N') = {x(N), x(N')} y x(N) f. x(N') ya que x(N') rt Rsp. 

En algunos resultados.de éste capítulo , trabajaremos con familias C e R-irr 

que satisfacen la siguiente condición: 

(*) C-ass(M) = {x(M)} para todo C-módulo M, notemos que las familias Rsp, 

C...t , Cv, Cp satisfacen esta condición. 

Proposición 6.2.- Sea C e R-irr que satisface la condición (*). Si M es un 

R-módulo tal que C-ass(lvl) f. ,P y M es uniforme entonces M es C-coprimario. 

Demostración.- Como C-ass(M) f. ,P entonces existe r E C-ass(M). Afirmamos 

que C-ass(M) = {r}. En efecto, sea a E C-ass(M) y N e M un a-C-módulo 

entonces a = x(N), pero sabemos que existe N' C M un r-C-módulo, de donde 

tenemos que O f. N' n N y este módulo es r-C-módulo y a-C-módulo, por lo tanto 

T = x(N n N') =a. 

Proposición 6.3.- Sea C e R-frr que satisface la condición (*) y supongamos 

que M es Ve-módulo. Las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) M es C-coprimario. 

ii) x(M) E C y x(M) = x(N), para todo O f. N CM. 

Demostración.- i) '* ii) Sea C-ass( M) = { r} y N C M un r-C-rnódulo, sabemos 

que T = x(N);:: x(M). Afirmamos que ME :Fr. 

En efecto, si O f. L = tr(M), como Mes Ve-módulo entonces C-ass(L) f. ,P y 
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C-ass(L) C C-ass(M), de donde C-ass(L) = { r} lo cual es imposible pues L E :Fr 

por lo tanto x(M):::: T de donde x(M) = T = x(N). 

ii) =:- i) Sea T E C-ass(M), entonces existe un r-C-módulo N C M, por (ii) 

tenemos que T = x(N) = x(M) así, C-ass(M) = {x(M)} y Mes C-coprimario. 

Nótese que la proposición anterior sigue siendo válida si M es un módulo tal 

que C-ass(N) ~</>para todo O~ Ne lvl. 

Nota.- En (11] proposición 21.21 se prueba que todo R-módulo neteriano 

izquierdo es V-módulo (en nuestro contexto es Vn.p-módulo), por lo tanto es Vc

módulo para toda C tal que Rsp e C, claramente tenemos que C-ass(Jvl) = Rsp

ass(.111) y ele acuerdo con esto tenemos la siguiente: 

Observación.- Sea C tal que satisface la condición (*)y Rsp e C. 

i) Si M es neteriano izquierdo y uniforme entonces M es C-coprimario. 

ii) Si M es neteriano izquierdo entonces C-ass(M) es finito (ésto se sigue de 

(11] proposición 21.22). 

Definición 6.4.- Sea M E R-mod, un submódulo N C lvl es llamado C-primario 

en M si M/N es C-coprimario. Diremos que N es r-C-primario si 111/N es r-C

coprimario. 

Observación.-

i) O C lvl es C-primario en M -<=> M es C-coprimario. 

ii) M no puede ser C-primario en M. 

iii) Sea N C L CM y supongamos que L/N es C-primario en M/N, entonces 

L es C-primario en M. 

Proposición 6.5.- Si { N 1 , ••• , Nr} son submódulos r-C-primarios de un Ve-
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módulo M, entonces N = N 1 n ... n Nr es r-e-primario en M. 

Demostración.- Tenemos que: 

M/N = M/(N1 n ... n Nr) <-> M/N1 61 •.• 61 M/Nr 

Por otra parte, sabemos que M es "De-módulo y como M/N =J O tenemos que: 

</> f e-ass(M/N) e e-ass($~=1 M/N;) = {r} 

por lo tanto, N es r-e-primario. 

Definición 6.6.- Sea M un R-módulo izquierdo. Un submódulo N e 1VJ tiene 

descomposición e-primaria en M si existe un conjunto no vacío {N; J i E O} de 

submódulos de M tales que cumplen: 

1) N; es e-primario en M, Vi En. 

2) N =nen N; y N =J níen• N;, VO' en, O' =J f!. 

3) e-ass(M/N;) =J e-ass(M/Nj) si i =J j. 

4) e-ass(N;/N) = e-ass(M/N) - C-ass(M/N;), Vi En. 

5) e-ass(M/N) = U;en e-ass(M/N;). 

Observación.-

i) VM E R-mod, M no tiene descomposición e-primaria en M. 

ii) Si N e lvf, N =J lvf y si N es e-primario en M entonces N tiene descomposi

ción e-primaria en M (tómese el conjunto {N} ). 

Proposición 6. 7.- N e M tiene descomposición e-primaria en M si y sólo si 

O e M/N tiene descomposición e-primaria en M/N 

Demostración.- Sea {N; 1 i E O} descomposición de Nen M; afirmamos que {N;/N 1 

i E O} es el conjunto que dá la descomposición de O en M/N. En efecto, tenemos 

que: 
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1) Cada N; = N;/N es C-primario en M = M/N, Vi En. 

2) íl;en N; = ílN;/N = N/N = O, y si í21 e í2 con í2' # í2 entonces 

íl;en• N; = ílN;/N #O. 
3) M/N; ~ M/N¡ de donde C-ass(M/N;) = C-ass(M/N;) f C-ass(M/N;) = 

C-ass(M/N;),Vi f j. 

4) N;jo = N; = N;/N y C-ass(N;/O) C-ass(N;/N) C-ass(M / N)-C-

ass(M/N;) = C-ass(M/0)-C-ass(M /N;). 

5) C-ass(M/O) =C-ass(M/N) = U;enC-ass(M/N;) = U;e¡¡C-a.<s(M/N;). 

Proposición 6.8.- Sea C e R-fr1· tal que satisface la condición (*). Supongamos 

que lvf E R-mod es tal que C-ass(N) # di, VO f N C Af, entonces O E Af tiene 

descomposición C-primaria en M. 

Demostración.- Sea Á = {1í / 1í es familia independiente de C-módulos contenidos 

en M}. Entonces Á f <P ya que C-ass(M) f <P implica que existe un C-módulo 

N CM, por lo tanto 1í = {N} E A. 

Dando un orden en Á como 1í :5 1í' si y solo si 1í C 1í', entonces podemos 

verificar que Á tiene elementos máximos. Sea 'H E A un máximo, afirmamos que 

M'= EB Nc.M 
NE?i 

En efecto, supongamos que esto es falso, por lo tanto existe O f ]( e M tal que 

]( n M' f ,¡,, pero C-ass(J() f ,¡, de donde existe un C-módulo ](' e J( de lo que 

tenemos que 'HU{]('} E A, lo cual es imposible. 

Por lo anterior, tenemos que C-ass(EBNe?iN) = C-ass(M). Sea 1ír ={NE 

?{ 1 x(N) = T} para cada T E C-ass(M).Entonces Vr E C-ass(M) tenemos que 

'Hr f <P ya que C-ass(M) = C-ass(M') = UNe?i C-ass(N) = UNe?i{x(N)}. 

Si Mr = ffiNe?i. N entonces ffireC-ass(M) Mr Ce M. Ahora sea J(r 
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EJ7,,.'1"r M,,., podemos elegir Nr e M tal que Kr <--+ Nr y Nr tenga la propiedad 

de que C-ass(Nr) = C-ass(M)-{r} y C-ass(M/Nr) = {r} (esto es posible por la 

proposición 3.11). 

Sean = C-ass(M), {Nr J r E n} tal como fueron elegidos. Afirmamos que 

{Nr J r En} es la familia deseada. En efecto, 

1) Nr e Jvl es C-primario, \fr E C-ass(M) pues C-ass(M/Nr) = {r}. 

2) ílren Nr = O, ya que C-ass(ílren Nr) e C-ass(lvl)-{r} , \fr E C-ass(Af), 

por lo tanto C-ass(ílren Nr) = <P y así ílren Nr =O. 

Ahora sea r' En y n' = n - {r'} entonces ílrefl' Nr f O ya que sir 'f r' 

entonces Kr <--+ Nr y Mr' e Kr por lo tanto Mr' e Nr, \fr f r' y así, O f 111r' e 

ílr;o!r' Nr. 

3) C-ass(M/Nr) = r f C-ass(M/Nr•) = {r'} parar f r'. 

4) C-ass(Nr/D) = C-ass(M/O) - C-ass(M/Nr) = C-ass(M) -{r}. 

5) C-ass(M/O) = C-ass(M) = Urefl C-ass(M/Nr ). 

Teorema 6.9.- Sea C e R-irr que satisface la condición (*). Sea M E R-mod. 

Las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) M es Ve-módulo. 

ii) \fN e 111 con N f M, N tiene descomposición C-primaria en M. 

Demostración.- i) =? ii) Si M = O se cumple por vacuidad. Supongamos que 

M f O y probaremos que O C M tiene descomposición C-primaria en M, pero esto 

es claro ya que M es Ve-módulo y \fO f N C M, tenemos que C-ass(N) f <P y 
por la proposición anterior obtenemos el resultado. Ahora sea O f N C M, con 

N f M y tal que M/N es Ve-módulo, así por lo probado, tenemos que O e M/N 

tiene descomposición C-primaria en M, por lo tanto N e M tiene descomposición 
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C-primaria en M. 

ii) =? i) Sea N e M con N ,¡, M. Como N tiene descomposición C-primaria en 

M entonces existe un submódulo C-prima.rio N; C M tal que N C N; y por la parte 

(5) de la definición 5.6, tenemos C-ass(M/N) = LJC-ass(M/N;) lo que implica que 

r/¡ i' C-ass(M/N¡) e C-ass(M/N) de donde C-ass(M/N) i' r/¡ a.sí Mes Ve-módulo. 

Corolario 6.10.- Sea C e R-irr tal que satisface (*).Entonces para cada M E R

mod existe un único N e M máximo tal que VL e N, L tiene descomposición 

C-primaria en N. 

Demostración.- Dado un R-módulo M, un submódulo N C lvf que cumple con la 

propiedad de que para todo L C N L tiene C-descomposición prima.ria en M debe ser 

De-módulo y el máximo sumódulo de M que tiene esta propiedad es N = tr,,c (M) 

Observación.-

Cuando C = Rsp, tenemos que Rsp-descomposición prima.ria es la descomposi

ción de Goldman. 

Corolario 6.11.- (Teorema. de descomposición prima.ria de Goldman ). Si M 

es un módulo neteriano no cero, entonces todo sumódulo propio de M tiene Rsp

descomposición primaria.. 

Observación.-

i) Si R tiene dimensión de Gabriel sabemos que Rsp = CA entonces, los con

ceptos de Rsp-descomposición primaria. y CA-descomposición primaria coinciden. 

ii) En vista de la proposición final del capítulo IV, cuando R es. neteriano 

completa.mente a.cotado, tenemos que Cp = Rsp y en este ca.so la Cp-descomposición 

prima.ria coincide con la descomposición tercia.ria de Lesieur y Croisot [24] 

iii) En el ca.so neteria.no conmutativo, la Cp-descomposición prima.ria coincide 
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con la descomposición primaria clásica. 
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CAPITULO VII 

C-K-dimensión 

La noción de dimensión de Kmll ha sido una importante herramienta en el 

estudio de los anillos conmutativos neterianos, este concepto ha sido generalizado 

al caso de módulos sobre anillos arbitrarios, en [14] Gordon y Robson estudian 

una dimensión de Krull que fué definida inicialmente por Gabriel y Renchtler para 

conjuntos parcialmente ordenados y se llamó desviación del conjunto. Golan en [10] 

define una dimensión que puede ser vista como una generalización de la dimensión 

de Krull en anillos conmutativos, el concepto definido por Golan y que se llama 

"TTK-dimensión" (Torsión Theoretic Kmll ) hace uso de cadenas de teorías de 

torsión primas en lugar de cadenas de ideales primos. 

En este capítulo, definimos una dimensión que llamamos C-K-dimensión que 

será definida por medio de el uso de teorías de torsión irreducibles, entonces, la C-K

dimensión es una generalización de la TTK-dimensión. Aqui mismo comparamos 

la C-K-dimensión con la C-climensión estudiada en el capítulo III Finalizamos este 

trabajo, analizando algunos ejemplos. 

Empezamos este capítulo, dando algunos resultados acerca de teorías de torsión 

irreducibles. 

Proposición 7.1.- Si rr E R-irr tal que cumple rrJ.. > e entonces rr es elemento 

mínimo de R-irr. 
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Demostración.- Supongamos que 317 E R-irr tal que 17 < 71", sabemos que 7l" /\ 7l"J. = 

e :::; 17 como a es irreducible entonces 7l"J. :::; 17 por lo tanto 7l"J. = 7l"J. /\ 7l" = e' pero 

esto es imposible. 

Corolario 7.2.- Si M es un R-módulo simple entonces x(A!l)J. > e y x(l\II) es 

elemento mínimo de R-iri·. 

Demostración.- x(M) /\ e(M) =e por lo tanto (x(M))J. > e(M) >e. 

En lo sucesivo supondremos que C e R-iri· tiene elmentos mínimos. 

Definición 7.3.- Si C e R-frr definimos una cadena ascendente de subconjuntos 

de e como sigue: 

1) U0 es el conjunto de elementos mínimos ele C. 

2) Si i no es ordinal límite, U; = { T E e 1 T > T
1 E e '* T

1 E U¡_¡}. 

3) Si i es límite, U;= LJ{Uj / j < i}. 

Observación.-

i) Como C tiene elementos mínimos entonces U0 ¡f q,. 

ii) U0 e U1 e ... e U; e ... Esto se puede probar fácilmente por inducción 

transfinita. 

iii) Como e es un conjunto entonces 3 un ordinal k tal que uk = Uk+I· 

Proposición 7.4.- Para cada ordinal i y V,P ¡f W e U;, W tiene mínimo. 

Demostración.- Sea q, ¡f W e U;, si i = O no hay nada que probar. Suponemos 

entonces que i > 1 y que W no tiene mínimos; sea r1 E W por lo tanto, T¡ E U; 

implica que 3i1 :::; i mínimo con la propiedad de que r1 E U;,, como W no tiene 

mínimos 3r2 < r1 con r 2 E W; por definición de U;, tenemos que r2 E U;,-1 por lo 
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tanto 3i2 < i1 mínimo tal que T2 E U;2. 

Obs.- Los ordinales i 1 , i 2 no son ordinales límites, de otra forma no cumplen la 

minimalidad, es decir, T¡ E U;¡ = uj<i1 U; => T¡ E Uj con j < i1 lo cual es 

imposible. 

Continuando así la construcción de ordinales i1 > i2 ... > i,. ... tenemos un 

conjunto de ordinales que no tiene mínimo. 

Otra demostración.- Para cada T E vV sea ir un ordinal mínimo tal que T E U;. 

(nótese que ir no es límite, VT). Sea B = {ir ordinal 1 T E TV}. Como W /= r/> 

entonces B /= r/> y B es un conjunto de ordinales tenemos que B tiene elemento 

mínimo. Sea ir0 tal mínimo. 

Afirmamos que To E W es un elemento mínimo de W. En efecto, supongamos 

que 3T E W tal que T < T0 • Entonces T E U;.
0

_ 1 por definición y de esta forma 

ir ::=; ir0 - 1 < ir0 lo cual es imposible. 

Proposición 7.5.- Para un anillo R las siguientes condiciones son eqtÚvalentes: 

i) Uk =C. 

ii) C cumple la condición del mínimo, es decir, cada subconjunto no vacío de 

e tiene elementos mínimos. 

Demostración.- i) => ii) Se sigue de la proposición anterior 

ii) => i) Supongamos que C - Uk /= r/> entonces 3T E C - Uk elemento mínimo, 

ahora sea T 1 E e tal que T > T
1

, por la minimalidad de T, T
1 <t e - uk por lo 

tanto T 1 E uk así estamos probando que T E Uk+1 = uk y por lo tanto TE uk una 

contradicción. 

Recordando la función óc tenemos la siguiente: 

Definición 7.6.- Para cada ordinal i, Ó¡c óc(U;) y consideramos 
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en R-to1·s. 

Definición 7. 7.- Un R-módulo izquierdo M tiene C-K-dimensión si existe un 

ordinal i tal que M E '4;c y tiene C-K-dimensión igual a i, si i es el mínimo 

con la propiedad anterior. Esto se denotará como C-K-dim.(M) = i. Un anillo R 

tiene C-K-clirnensión izquierda si nR tiene C-K-dimensión . En otras palabras, C

K-dim(R) = k' # lik'e =X (donde k' es el ordinal mínimo tal que lik'e = li(k'+tJe). 

Proposición 7.8.- Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) R tiene C-K-dimensión izquierda igual a k. 

ii) Uk = C y R. es 'De-anillo izquierdo (k es mínima con la propiedad Uk = C). 

Demostración.- i) =:- ii) Como C-K-dim(R) = k entonces nR E ~•e por lo tanto 

lie(Uk) =X lo que implica que Uk =C. Si k' es tal que Uk' = C entonces lie(Uk') =X 

por lo tanto nR E '4•'c pero C-K-dim(R) = k de donde k :5 k' así Uk =Ces mínimo 

con esa propiedad. Como lie(C) = X entonces por el teorema 4.9, R es 'De- anillo 

izquierdo. 

ii) =:- i) Como Res 'De-anillo izquierdo entonces lie(C) = x de donde lie(Uk) = 

x lo que implica like =X· Ahora sea k' tal que RE '4.,c entonces lik'e =X lo que 

implica que lic(Uk') =X y así, Uk' = C, pero k es mínima de donde k :5 k' y por lo 

tanto C-K-dim(R) = k. 

Nota.- Si recordamos la TTK-dimensión definida en [10], tenemos claramente que 

la Rsp-K-dirnensión y la TTK-dimensión son iguales. 

Proposición 7 .9.- Sean C e C' e R-irr y supongamos que C' tiene la propiedad de 

que para cada C'-módulo M, C'-ass(M) = {x(M)}. Si C-K-dim.(nR) = k entonces 

C'-K-dim(nR) = k. 

94 



Demostración.- Por la proposición anterior, sabemos que Uk =e y Res 'De- anillo 

izquierdo. Por otra parte sabemos que si R es 'De-anillo izquierdo entonces R es 

'De·-anillo izquierdo (ya que C-ass(M) e e'-ass(M), VM E R-mod). 

Afirmamos· que e= e 1
• En efecto, sea TE e• entonces 3 un e'-módulo M tal 

que T = x(l\1). Como R es 'De-anillo izquierdo entonces e-ass(M) ,¡, 0 y por lo 

tanto 3N e NI tal que N es e-módulo y x(N) E e. Como N es también e'-móclulo 

entonces x(N) E e'-ass(M) = {x(M)} por lo tanto x(N) = x(M) =T. Así, TE C' 

y el resultado es inmediato. 

Corolario 7.10.- Si R tiene TTK-dimensión izquierda igual a k, entonces R tiene 

e.A-K-dimensión izquierda igual a k. 

Demostración.- Rsp e e.A y C.A tiene la propiedad ele la proposición. 

Observación.- La existencia ele la eA-K-dimensión no implica la existencia TTK

dimensión. 

En el ejemplo 7.18, tenemos que R-tors = {e, T = x(R), x}, Rsp = {e= x(S)} 

Y e.A = {e, r = x(R)} 

Ahora, e.Aº ={e}, e.A' = {e,r} de donde e1 =e. Sabemos que Res 'De"'

anillo izquierdo, por lo tanto R tiene eA-K-climensión igual a l. Por otra parte 

sabemos que R no es Vn.p-anillo izquierdo (pues Rsp-ass(R) = <P) y por lo tanto 

R no tiene TTK-dimensión. 

Nota.- En [10], Golan demuestra que si Res neteriano izquierdo entonces R tiene 

TT K-dimensión izquierda, en particular, para toda e e R-fr1· tal que Rsp e C con 

la propiedad de que si M es C-módulo entonces e-ass(M) = {x(M)} entonces R 

tiene C-K-dimensión, más aún, si Res semiartiniano entonces TT K-C-dim(nR) = O. 

Ahora estudiaremos la relación que hay entre la e-dimensión y la C-K-
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dimensión. 

El siguiente lema se puede verificar fácilmente y por tal razón omitimos la 

prueba. 

Lema 7.11.- Sea M un R-módulo izquierdo. 

i) Si R tiene C-K-dimensión izquierda entonces M tiene C-K-dimensión. 

ii) Si N CM es un submódulo entonces C-K-dim(M) = sup{C-K-dim(N),C

K.-dim(M/N)}. 

Definición 7.12.- Si consideramos la C-filtración y la escribimos simplemente 

como "'-1, ao, ... , definimos los siguientes conjuntos: 

G-1 = {r E C l ao ir}= C-gen(ao). 

Vi ordinal G¡ = {r E e 1 CY¡ :5 T y °'i+l i T} = [C n gen(a;)]-gen(a;+1 ). 

Notación.- El conjunto e n gen( CY¡) será denotado como e - gen( °'i ), de este modo 

tenemos que G; = C - gen(a;)-C - gen(a;+ 1 ). 

Proposición 7.13.- Sea C e R-frr cerrada bajo cocientes libres de torsión y tal 

que C-ass(M) = {x(M)}, VC-módulo M. Si TE e entonces TE G; {o} 3.M-# o tal 

que M es r-C-módulo y M es a¡-C-módulo. 

Demostración.- *] Sea T E G; entonces a¡ :5 T pero °'i+t i r, como °'i+l = 

a¡ V e{.M l JvI es a;-C-módulo} entonces 3 un CY¡-C-módulo M tal que .M rt Tri si 

N = tr(.M) entonces O"# 111/N E :Fr y por lo tanto M/N E :Fn; y así .M/N es 

a¡-C-módulo, por otra parte sabemos que a¡ :5 T y lvI/N E :Fr de donde .M/N es 

r-C-módulo. De este modo tenemos el resultado. 

-:=] Supongamos que 3M "# O tal que M es r-C-módulo y M es a;-C-módulo, 

como TE e entonces T = x(M), además tenemos que Mes CY¡-C-módulo de donde 

r = x(M) 2. a¡. Afirmamos que T ;l °'i+l· En efecto, supongamos que T 2. °'i+l 
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entonces :Fr C :Fn;+ 1 y por lo tanto lvl E :Fa;+1 pero M es a;-e-módulo y a;+1 = 

a¡ V e{Jvl 1 Mes a;-e-módu!o} lo que implica que A!l E Tn;+i lo cual es imposible. 

Definición 7.14.- Para cada ordinal i, sea E;= LJi<i Gj, i:::: O. 

Proposición 7.15.- E;= e - gen( a¡), V ordinal i. 

Demostración.- Eo = G_1 = e - gen(a0 ). Si i > O entonces E; = LJi<i Gi> y 

Gj = C-gen(ai)-e-gen(<>j+ 1 ). Como j < i entonces j + 1 :5 i así e-gen(a;) e 

e- gen(ai+1 ) por lo tanto C- gen(ai)-e-gen(ai+1 ) e e- gen(ai)-C- gen( a¡) = 

e - gen(ai)-gen(a;) e e - gen( a;) por lo tanto E; e e - gen( a;). Ahora sea 

T E e - gen( a¡) entonces a; i T y sea j la mínima tal que °'i i T (j no es límite, 

ya que en caso contrario tenemos que Vj' < j,ay :5 T => °'i = Vaj'<i°'i' :5 T lo 

cual es imposible). 

Si j = o, tenemos que °'º i T lo que implica que T E ª-1 e E;. Si j > o 

entonces <>j-1 :5 'r pero °'i i T por lo tanto T E Gj-1 y j - 1 < j :5 i de donde 

Gj-l CE; y r E E;. Así tenemos la igualdad E;= e - gen( a;). 

Proposición 7.16.- Supongamos que e es cerrada bajo cocientes libres de torsión 

y e-ass(M) = {x(M)}, Ve-módulo M. Entonces E; CU;, Vi E OR, con i :::=::O. 

Demostración.- Por la igualdad anterior basta probar que e - gen( a;) e U; y esto 

lo probaremos por inducción transfinita. 

Si i =o, sea TE e - gen(ao) entonces T ~ °'º = e{l\11 1 A!l es e-e-módulo} y 

como L E :F~ tenemos que L es e-e-módulo de donde L es r-C-módulo. Por otra 

parte, sabemos que TE e y por lo tanto T = x(L). Afirmamos que Tes elemento 

mínimo de e. En efecto, sea(]' E e tal que(]' :5 T = x(L) entonces L E :F,,, por otra 

parte sabemos que L es e-e-módulo y como !: :5 (]' entonces L es (]'-e-módulo pero 

(]'E e implica que (]' E C-ass(L) = {x(L)} por lo tanto(]'= T. Así hemos probado 
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querEUo. 

Si i es límite, claramente tenemos que E;= LJi<iEi e LJi<i.Ui =U;. 

Si i no es límite y suponemos que E;_ 1 e U;_1, debemos probar que E; e 

U;. En efecto, claramente tenemos que E¡ = E;_1 U G¡_1 C U;_ 1 U G;-1, como 

U;-1 CU;, basta probar que G;_ 1 e U;. En efecto, sea r E G;-1 = C- gen(a:¡_1)

C-gen(a:;) y sear' E e tal que T > r', como U;= {r E e 1 T > T
1 E e=> r' E U¡_¡}, 

entonces debemos probar que r' E U;- 1 • Afirmamos que r' ;l °'i-l ya que si 

r 1 
;::: a:;-1, sabemos que T E G¡_ 1 ~ 3M el cual es r-C-módulo y a:¡_¡ -C-módulo. 

Como T E e sabemos que T = x(ll!l) por lo tru1to M E :Fr• y como M es O:j-¡ -C

módulo entonces M es r'-C-módulo, pero T
1 E e implica r' = x(M) = T lo cual 

es imposible. Por lo tanto r' ;l a:¡_1 de donde r' E C - gen(a:¡_1) = E;_1 pero 

E;-1 C U;-1 y por lo t!Ulto r' E U;- 1. 

Proposición 7.17.- Supongamos que Ces cerrada bajo cocientes libres de torsión 

y C-ass(M) = {x(M)}, VC-módulo M. Si M tiene C-dimensión entonces M tiene 

C-K-dimensión y C-dim(M) ;::: C-K-dim(M). 

Demostración.- Supongamos que C-dim( lvl) = k entonces JVJ E T"'• y 111 E Tri Vr ;::: 

°'k de donde ME Tri Vr E C-Ek (ya que C-Ek = C-[C-gen(a:k)] = C - gen(a:k)) y 

así C-sup(M) e Ek. 

Sea N C JVJ con N ,¡, JVJ y r = x(M /N), como M tiene C-dim igual a k entonces 

C-dim(M/N) :5 k y por lo tanto M/N E T"', de donde O:k ,i:; T = x(M/N), 

sea i mínimo ordinal tal que a¡ 1' r, es claro que i no es límite y por lo t!Ulto 

a¡= °'i-l V ~{L 1 Les a:¡_¡-C-módulo} ,i:; r, así existe un a¡_¡-C-móduloL tal que 

L r/: Tr. Si L' = L/tr(L) E :Fr pero °'i-1 :5 T y por lo tanto L' E :F"''-' de donde 

L' es a¡_1-C-módulo lo que implica que L' es r-C-módulo. 

Tenemos T = x(M/N) y L' E :Fr y por lo t!UltO Hom(L',E(M/N)) '#o así 
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existen Se Te L' con S f T tal que T/S ~ M/N E :Fr lo que implica que 

T/S es r-C-módulo y por lo tanto u= x(T/S) E C y u E C-ass(JVI/N) de esta 

C-ass(M/N) f <f>. 

Hemos probado que </> f C-ass(M/N) e C-sup(M) e Ek e Uk y así </> # C

ass(M/N) e UK lo que implica que lvl E '4.c de donde C-K-dim(M) :5; k 

Observación.- Si C e CA entonces C satisface las condiciones del teorema 

7.17, luego entonces si M tiene C-dimensión tenemos que M tiene C-K-dimensión. 

Finalizamos este trabajo con los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 7.18.-

Sea K un campo y R la K-álgebra generada por {x; 1 E [O, 1]} donde el 

producto de R esta definido como: 

x·x· - ' J {
x·+· 

' J - o, 
sii+j<l 
sii+j::'.:1 

Observación.-

1) Res un K-espacio vectorial y sus elementos tienen la forma 

con a;. E J( y Ír E [0,1] 

" 
LªirXir 
r=l 

2) x 0 = 1 (unidad de R) y x 1 =O 

3) Res anillo conmutativo 

4) Un producto en R es 

n m n 

(La;.x;.)(Lfii,xi,) = L(La;.,Bj,x;.+ii) 
r=J t=I r=l t=l 
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Descripción de las unidades de R 

1) Si u E R es unidad, entonces \fo: E K, o: f. O, o:u es U!Údac! ele R 

2) Si u es unidad entonces u+ :z;¡ es unidad Vi > O 

3) Si u es unidad entonces u + o:x ¡ es unidad Vi > O y o: E ]( 

4) u= L; o:¡,x¡, es múdad # i1 =O (podemos suponer que O ::; i1 < i2 < ... < 

i,. < 1) 

5)1/X E R, x es unidad o x = x ¡u para i > O y u U1Údad 

Demostración.-

1) (o:u)(a-1u-1) = o:o:-1 uu-1 = o:o:- 1 x 0 = '"º 
2) Como i >O entonces 3n natural tal que ni~ 1 ele donde (u+ x;)(u11

-
1 -

u"-2 x¡ + ... + (-l)"x¡-1) =u"+ (-l)"x;" =u"+ (-l)"x,.; =u" que es unidad 

3) u+ o:x;, si °'=O no hay nada que probar, si o: f. O entonces o:(uo:-1 + x;) 

es unidad. 

4) <=] Si i1 = O entonces u = c:>Í1 Xo +<>;2x¡2 + ... +o:¡" x¡", pero o:¡, xo es unidad 

y por (3) a¡, x 0 + c:>¡ 2 x¡ 2 es unidad y así u es unidad 

*] Si i 1 > O, sea u- 1 = ¿;::,1 /3j,Xj, entonces uu-1 = xo pero el mínimo 

elemento en (L; a¡,x¡J(L/3it Xj,) es a¡ 1 /3j¡ x;,+j, * uu-1 f. xo lo cual es imposible. 

5) Si x E Res unidad no hay nada que probar, si no lo es entonces x = L <>;,x¡, 

es tal que i 1 > O por lo tanto x = x;, (L <>irxi,-i,) = x;1 u y como r = 1, 2 .... n 

i 1 - i 1 = O tenemos que u es unidad 

Descripción de los ideales de R 

Sea 

Observación.-

M =< {x¡ 1 i >O}>= LRx; 
i>O 
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i) M C R propiamente ya que M no contiene unidades 

ii) Mes ideal máximo 

iii) M es idempotente 

iv) Mes ni! ideal 

Demostración.-

ii) Sea I e R tal que M e I e R, si I i' R entonces I no contiene unidades 

por lo tanto \IX E I, x = x¡u con i > O y así I C M y tenemos el resultado 

iii) Sea x E M, x = x¡u con i >O entonces x.¡.x.¡. u E M 2 por lo tanto Me M 2 

yM=M2 

iv) Sea x E M, x = x¡u con i > O entonces 3n natural tal que ni ~ 1 por lo 

Para i E [O, 1) Definimos l; = {xiu 1 j > i} y Ti= {xiu 1 j ~ i} 

Observación.-

i) l;, Ti son ideales 

ii) l;, Ti son nilpotentes 

iii) Si O < i < i' < 1 entonces O ,¡, l;• e l;• e l; e Ti,¡, R, las contenciones son 

propias. 

iv) lo= M, To= R 

Demostración.-

i) Claramente Ti= Rx¡ por lo tanto es ideal. 

Sea x E R entonces x(xju) = Xru'(xiu) = u1uxr+i E[¡ pués j > i => r + j > i 

Sea XjU, xru' E [¡ entonces XjU + Xru' = XtU 11 pero t = min{j, r} > i así l; es 

un ideal 
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ii) Dada i >O fija sabemos que 3n natural tal que ni ~ 1 entonces, si XjU ET; 

O XjU E[¡ tenemos que j ~ i de donde (xju)" = XnjU" = 0 y J¡' = r = 0 

iii) Claramente l;• 'f= , T; C R y I; C T; las contenciones son propias 

Solo probaremos que l;• C l; propiamente, sea XjU El;• por lo truito j ~ i' de 

donde j > i de donde XjU E l;, como i < i' '* 3j tal que i < j < i' por lo tanto 

Xj El; y Xj rf. l;•. 

iv) Obvia 

Afirmación.- Los ideales de R son {O, R, M, l;, T; con i >O} 

Demostración.- Sea O# I C R un ideal sea i = inf{j J Xj1t E I} 

Caso 1.- Si i se alcanza entonces I = T;. En efecto, ya que i se alcru1za 3x;u E I 

de donde (x;u)(u-1 ) =X¡ E I =} Yi = Rx; e I 

Sea XjU E I =? j ::; i por lo tanto XjU E T; de donde tenemos la igualdad 

deseada. 

Caso 2.- Si i no es alcanzado entonces I = l;. En efecto sea UXj E I como i es 

el ínfimo j > i por lo tanto x jU E I; 

Sea XjU E I; nuevamente j > i y como i es ínfimo 3r tal que j > 1· > i y 

XrU' E I entonces (xru')(Xj-rUU1-
1

) = XjU E I por lo tanto I; e I y tenemos la 

igualdad deseada. 

Observación.-

i) Si O < i < 1 entonces T;/ l; es simple 

ii) Si O < i' < i < 1 entonces l;• / Ii' , l;• /T; No son simples mas aun, el zoclo 

de ambos módulos es cero. 

iii) el único ideal máximo de Res el ideal M 

Demostración.- i) S~pongamos que T;/ I; no es simple entonces 30 f I./ I; f T;/I; o 
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O f T;,/ J¡ ¡!: T;/ Ji, por lo anterior sabemos que O < s < i de donde J¡ e I, y T; e I, 

con ambas contenciones propias, pero esto es imposible. 

ii) Como i' < i entonces 3s tal que i' < s < i y así O of I,/T; e I;• /T; e J¡• /oii 

y estas contenciones son propias por lo tanto Soc(l;•/oli) = Soc(I;•/T;) =O. 

iii)VJ e R tenemos que si I of R y I f lv! => I = I; o I = T; por lo tanto 

I e lvl propiamente. 

Aflmación.- Los filtros de Gabriel de R son tres: F1 

{R,M}, F3 = {R,M,I;,T;,O / i >O} 

Demostración.- Sea F un filtro de Gabriel tal que F f F1 y F ¡!: F2 entonces 3J 

ideal de R tal que I f R,I f lvf con I E F por lo tanto I = I; o I = T; para 

O < i < 1, como I es Ideal nilpotente, 3n natural tal que J» = O y como un filtro 

de Gabriel es cerrado bajo productos, tenemos que O E F entonces VI' C R ideal 

tenemos que J' E F por lo tanto F = F3 • 

Teorías ele Torsíon 

Sabemos que cada filtro de Gabriel nos clá una teoría ele torsión entonces, 

tenemos tres teorías de torsión y estan son: f, ,!:,( R/ M) , X dadas por F1 , F 2 y F3 

respectivamente 

Llamemos T = t;,(R/Jo.1) y verificaremos que el filtro .Cr = F2. En efecto 

M E .Cr pués R/ lvf E Tr , ahora sea I C R ideal tal que I E .Cr entonces R/ I E Tr . 

Por otra parte sabemos que I = R, M, J¡, T; si I = R, M entonces no hay 

nada que probar, si I = T; sabemos que Soc(R/T;) = O por lo tanto éste caso es 

imposible por i'.tltimo si I = J¡ tenemos que cualquier cociente ele R/ l¡ es ele r

torsión en particular (R/I;)/(T;/I;) = R/T; pero este no contiene ningun simple, 

por lo tanto éste caso es imposible, de ésta forma hemos demostrado la igualdad 
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deseada. 

Observación.- Si denotamos por sel módulo simple R/M y T = e(R/lvl) 

tenemos: 

i) e= x(S) Y X= r9 

ii) Res r-A-módulo y r = x(R) 

iii) No hay r-cocríticos (por lo tm1to no hay r-Rsp-módulos ) 

Demostración.-

i) Claramente x(S) f x y x(S) f e(S) por lo tru1to x(S) =e (de éste modo 

e es prima). 

Sabemos que r9 = e( { R/ I 1 I c. R}) por otra parte tenemos que VI C R ideal 

no cero I Ce R por lo tanto Fa C .Cr, por lo tanto r9 =X 

ii) RE :Fr ya que si tr(R) f O entonces R contiene tm ideal simple pero esto 

es imposible, como solo hay tres teorías de torsión tenemos que r V e(R) = X por 

lo tanto R es r-A-módulo 

Ahora claramente tenemos que x f x(R) , también e f x(R) ya que de otra 

forma e= x(S) = x(R) =:- Hom(S,E(R)) f O=:- S <--> R pero ésto es imposible, 

de donde T = x(R) 

iii) Supongamos que 3N un módulo r-cocrítico entonces hay un cíclico Rx que 

es r-cocrítico por lo tanto Rx ~ R/(O : x ). Probaremos que R/ I no es cocrítico 

VI C R ideal. En efecto como I f R, entonces si I = lvf tenemos que R/I = 

R/ M = S E Tr por lo tmito R/ I no es r-cocrítico . Si I = I¡ o I = T; sabemos que 

R/J¡ contiene un un simple que es T;/J¡ ~ R/M = S de donde tr(R/I) f O por lo 

tanto R/ I no es r-cocrítico 

Si I = T; tenemos que R/T; E :Fr ya. que no contiene simples pero si O < s < i 
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entonces (R/Yi.)/(Y;/T;) ~ R/Y; E :Fr por lo tanto R/I no es r-cocrítico 

Afirmación.- Para el anillo R tenemos: 

1) Res A-módulo uniforme pero no es cocrítico 

2) R es De_. -anillo pero no es D-anillo 

Demostración.-

1) Sabemos que R es uniforme y A-módulo ahora supongamos que R es 

cocrítico entonces Res r = x(R) -cocrítico pero eso es imposible. 

2) Sea I e R ideal propio, probaremos que CA-ass(R/ I) .,¡,P. Si I =O no hay 

nada que probar ya que R es r-A-módulo 

Por otra parte tenemos que CA = {I; = x(S) , T = x(R) }, ahora bién, si 

R/I E :Fr entonces R/I es r-A-módulo por lo tanto CA-ass(R/I) .,¡ <P 

Si trR/ I .,¡ O => S '-> R/ I por lo tanto I; = x( S) E CA-ass( R/ I) y así R es 

De_. -anillo. 

R no es D-anillo ya que en éste caso Rsp = {¡;} y si ass(R) .,¡ <P tendriamos 

que R contiene un simple lo cual es imposible. 

El siguiente ejemplo nos lo comunicó el profesor Mark L. Teply 

Ejemplo 7.19.-

Sea X= [O, lj x {O, 1} con el órden lexicográfico, es decir: 

(a, b) ::; (e, d) si { 
a< e, o 
a= e, y, b::; d 

Observación.- Aquí [O, lj denota el intervalo cerrado de números reales y 

{O, 1} es el conjunto cuyos elementos son O y l. Con el orden anterior X es un 

conjunto totalmente ordenado. 
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Por (16] X es isomorfo a Spec(R) (isomorfismo de órclen ), para algún anillo R 

de Bezout (Un anillo conmutativo Res de Bezout si cada ideal finitamente generado 

es un ideal principal ) . 

Observación.-

i) Como X es linealmente ordenado, entonces Spec(R) es linealmente ordenado. 

ii) R tiene un único ideal máximo M, que es el que corresponde al elemento 

(1,1) de el conjunto X. 

Afirmación 1.- R es dominio de valuación (dacios dos elementos en Runo es 

múltiplo de el otro ). 

Demostración.- Sean x, y E R distintos de cero, como R es Bezout existe d E R 

tal que Rx + Ry = Rd por lo tanto x = ad, y = bd y d = rx + sy de donde 

d = rad + sbd = (1·a + sd)d como R es dominio y d i' O entonces, tenemos que 

1 = ra +sd r/; M por lo tanto a,b r/; M. 

Afirmación a o bes unidad ele R. En efecto, supongamos que ar/; M, por otra 

parte Ra debe estar contenido en un ideal máximo pero el único ideal máximo 

es M y Ra </. M por lo tanto Ra = R, ele donde a es tmiclacl, así tenemos que 

X = ad=? a- 1 X = d por lo tanto Rx e Rx+Ry = Rd e Rx de donde Rx+Ry = Rx 

y así tenemos que y es multiplo de x. 

Afirmación 2.- Si P es un ideal primo distinto de O y de M entonces, P no 

puede ser fini tamente generado. 

Demostración.- Supongamos que P es finitamente generado, como R es anillo de 

Bezout P = Ra con a ,¡, O, como R-spec es lineal tenemos que P C M y la 

contención es propia, por lo tanto 3x E M - P, ya que Res de valuación a= rx, 

por lo tanto P e Rx e M y así tenemos que a = sx para alguna s E R, como P 
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es primo y x rt P entonces, s E P de donde s = ta para alguna t E R por lo tanto 

a = tax y como R es dominio 1 = tx de donde 1 E kl lo cual es imposible. 

Afirmación 3.- Si P es primo entonces, n P" es primo, mas aun, si P 2 '/= P 

entonces, íl P" es el máximo ideal primo propio contenido en P. 

Demostración.- Sean x, y E R tal que ,-¡;y E íl P" pongamos íl P" = P' y supong

amos x, y rt P', sabemos que y = 1·x o x = sy y podemos suponer que y = rx 

entonces, xy = xrx E P' de donde y 2 = 1·xrx E P' y como y rt P' entonces, existe 

m ~ 2 tal que y E P"' y y rt pm+t, como y2 E P' en particular y 2 E p 2m+3 por 

lo tanto y2 = x 1 x2 ... x 2m+3 donde cada x¡ E P, como R anillo de Bezout pode

mos suponer que cada x; es multiplo ele x 1, digamos que x¡ = s;x1 por lo tanto 

y2 = X¡S2X¡ ... S2m+3X¡ = x~"'+3 ITs;. 

Por otra parte tenemos que x¡ = ty o y ,;, ux 1 • 

Caso 1.- x 1 = ty =? y2 = (ty)2"'+3 IIs¡ =? ¡¡2 = t2"'+3 y2"'+3 IIs; y como y '/= O 

tenemos que 1 = t 2"'+3y 2m+I z donde z = ITs;, por lo tanto y es unidad, pero 

xy E P' E xyy-1 E P' =? x E P' pero habíamos supuesto que que x rt P' 

Caso 2.- Supongamos que y = ux 1 , sacando los multiplo.s de x 1 tenemos que 

y = vx1 k y v no tiene multiplos ele x 1 por lo tanto x 1 es multiplo de v digamos que 

x 1 = wv. Por otra parte como x 1 E P y y rt pm+I =? 1 ::; k :5 m, por lo tanto 

v2x 1
2 k = (vx 1 k)2 = y2 = x 1

2"'+3z, cancelando tenemos que v2 = x 1
2 m-2 k+3 z = 

x1
2m-2k+I x 1

2z, al10ra substituyendo x 1 = wv tenemos que v2 = x 1 
2m-2k+I (wv) 2z 

si cancelamos v2 tenemos que 1 = .'C¡ 2m-2k+1 w 2 z entonces X¡ es unidad, pero 

x 1 E P Io cual es imposible. 

Ahora supongamos que P 2 '/= P y sea I ideal primo tal que I C P y la 

contención es propia, entonces, P" e/. I para toda n, ya que si ésto sucediera para 

alguna n tendría que P" e I y como existe y E P - I, pero entonces y" E P" C I 
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por lo tanto y" E I y como I es primo entoces y E I lo cual es imposible. 

Puesto que P" e/. I y como R es de valuación tenemos que I C P" para toda 

n por lo tanto I e íl P" = P' por lo tanto P' es el único ideal primo máximo 

contenido en P. 

Afirmación 4;- El ideal primo P asociado con (1·, O) es un ideal idempotente. 

Demostración.- sea P el ideal primo asociado con (1·, O). Afirmación V(a, b) < (1·, O) 

existe (x,y) tal que (a,b) < (x,y) < (r,0); en efecto (a,b) < (1·,0) =>a< 1· por 

lo tanto existe x tal que a< x < r de donde (a,b) < (x,O) < (r,O) por lo tanto 

dado cualquier primo P' tal que P' e P entonces, existe otro primo P" tal que 

P' e P" e P, por lo tanto P = P 2 ya que de otra forma el ideal P' = ílP" sería 

un ideal primo máximo en P pero eso es imposible. 

Nota.- De [15] teorema 33, las teorías de torsión propias para un anillo de 

valuación son del tipo ap, Tp donde Pes un ideal primo de R y los filtros son: 

Lup = {I e R. I pe !,propiamente} 

Lrp = {I e R. I Pe I, P 2 = P} 

Observación.-

i) Si P es un ideal primo idempotente, claramente tenemos que up < rp. 

ii) R/ P es a p-cocrítico , en efecto R/ P E :Fup y ahora sea O i' I / P C R/ P ya 

que I esta· propiamente contenido en P, tenemos claramente que R/ I E 'Tup. 

Afirmación 5.- Si P es idempotente, Tp no tiene rp-cocríticos . 

Demostración.- Supongamos que existe un módulo rp-cocrítico y podemos suponer 

que es cíclico, digamos R/ I, por lo tanto R/ I E :Frp => P e/. I por lo tanto I C P 
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propiamente, sea x E P - I por lo tanto I e Rx e P y todas las contenciones son 

propias ya que P no es finitamente generado, entonces O =/= Rx / I C R/ I => R/ Rx E 

Trp => Rx E Lrp => P e Rx lo cual es imposible. 

Observación.- Sean P1 y P2 dos ideales primos distintos tales que P1 e P2 

entonces: 

i) Claramente ap, < ap1 

ii) Si P1
2 = P1 entonces ap1 < Tp1 y ap, < ap, < Tp1 • 

iii) Si P22 = P2 entonces Tp2 < a p 1 , nótese que la igualdad no es posible por la 

afirmación 5. 

iv) Si P1 y P2 son idempotentes entonces Tp2 < ap, < Tp1• 

v) Como los ideales primos son linealmente ordenados, entonces R-to1·s es 

linealmente ordenada (con orden inverso). 

vi) La reticula tiene la forma: 

X =ro 

Tg = ao 

• 
• 
• 

.;=aM 

Como R-spec es isomorfo a X, consideremos el primo P asociado a (r,O), 

sabemos que éste elemento no tiene ningun elemento (a, b) inmediatamente menor, 

entonces Tp no tiene ningun elemento inmediatamente mayor, es decir Tp no tiene 

Tp-átomos. 

Afirmación 6.- Si T E R-tors y Tp < T entonces el intervalo [rp, r] no es 

booleano. 
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Demo ·tración.- Supongamos que el intervalo es booleano y sea a E R-tors tal que 

Tp -~r < T entonces el complemento de a, ac E [rp, r], pero como R-tors es 

tot~~rnte ordenada tenemos que a :::; a-e o ac ::; a, pero por otra parte sabemos 

que a ac = Tp y a V ac = T. 

Si a :5 °'e entonces, a A °'e = a = Tp pero ésto es imposible. 

Si °'e :5 a entonces, a V ac = a = T lo cual es imposible. 

O servación.-

i) i Pes el ideal primo que corresponde (r, O) entonces Tp no tiene Tp-átomos, 

ya que si ésto fuera cierto entonces, el elemento (r, O) tendría un elemento inmedi

atame1 te menor lo cual es imposible. 

ii) Si P es el ideal primo que corresponde al elemento (r, O) entonces Tp es 

ap-áto o. Esto se sigue de el hecho de que ap < Tp no tiene elementos en medio. 

iii) Para toda T E R-to1·s T es irreducible, esto es claro pués el orden es lineal. 

iv) Si Pes el ideal primo que corresponde al elemento (r, O) entonces Tp </;CA, 

de otra fama existiría un Tp-átomo lo cual es imposible. 

v) no tiene dimensión atómica. 
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