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INTRODUCCION

Los conceptos de descomposicién primaria y dimensién de Krull fueron
originalmente definidos en la categoria de anillos conmutativos, posteriormente se
extendieron a anillos no conmutativos y finalmente a categorias de médulos sobre
anillos no conmutativos.

En este proceso, varias teorias de dimensién y descomposicién han sicdo, creadas
ver por ejemplo [12], [13], [14], [19], [20] ¥ [25]).

Una de las importantes dimensiones en categorfas de médulos, es la dimensién
de Gabriel. Esta. dimension se define por medio de teorias de torsién y de médulos
cocriticos .

En [13], Goldman define un concepto de descomposicién primaria para médulos
sobre anillos arbitrarios, utilizando teorfas de torsién primas en lugar de ideales
primos ( una teoria de torsidén es prima o Goldman-prima si estd cogenerada por
un médulo cocritico ). Goldman muestra que en el caso de anillos conmutativos
neterianos, su teoria de descomposicién es equivalente a la teoria cldsica.

El propésito de este trabajo, es estudiar una situacién mds general, si R es un
anillo y R-tors denota al conjunto de teorias de torsién hereditarias definidas sobre
la categoria R-mod de médulos izquierdos unitarios sobre R, tenemos que R-tors es
un marco, es decir, una reticula completa donde la interseccién distribuye uniones
arbitrarias. Desde el punto de vista de la teoria de reticulas, los clementos primos
de R-tors, son las teorias de torsién irreducibles, en particular las teorias de torsion
Goldman-primas son elementos irreducibles de R-tors, sin embargo existen muchas

teorias de torsién irreducibles que no son primas.



Si C es una familia de teorias de torsién irreducibles definimos el concepto de
C-médulo , este resulta ser el andlogo de médulo cocritico cuando C es el conjunto
de teorfas de torsion Goldman-primas. Por medio de los C-médulos, definimos una
dimensién en R-mod que llamamos C-dimensién y que tiene como caso particular
a la dimensién de Gabriel y a la dimensién atémica estudiada por Raggi y Rios en
[21]

Definimos también, para cada familia C de teorias de torsién irreducibles, una
descomposicién primaria que generaliza a la teorfa de descomposicién de Goldman
¥ que en el caso neteriano conmutativo coincide con la teoria clisica de descom-
posicién

Con la nucva herramienta aqui construida y utilizando diferentes familias dis-
tinguidas de teorias de torsién irreducibles, obtenemos caracterizaciones de los anil-
los artinianos, semiartinianos, convenientes y de los neterianos completamente aco-
tados, obtenemos una generalizacién de el teorema de Krull-Akizuki y algunos
teoremas sobre la estructura de la reticula R-tors.

Este trabajo esta dividido en siete capitulos:

En el primer capitulo se definen todos los conceptos generales que serdn uti-
lizados durante el desarrollo de este trabajo.

En el segundo capitulo consideramos a las teorias de torsién que aparecen como
4tomos de las reticulas gen(r), para cada T € R-tors, esto nos lleva al estudio de los
A-médulos, también en este capitulo estudiamos a los médulos decisivos respecto
a una teorfa de torsién y encontramos la relacién entre estos dos tipos de mdédulos.

En el tercer capitulo se desarrolla la herramienta fundamental de este trabajo.
Para una familia C de teorias de torsién irreducibles definimos el concepto de C-

médulo que tiene como casos especiales a los médulos cocriticos y a los A-mdédulos,
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por medio de los C-médulos definimos una filtracién en R-tors que llamamos la
C-filtracién, estudiamos también la correspondiente dimensién ( C-dimensién ). Al
final de este capitulo hacemos uso de familias especiales de teorfas de torsién ir-
reducibles y obtenemos caracterizaciones de los anillos artinianos, semiartinianos,
convenientes y obtenemos una generalizacién del teorema de Krull-Akizuki.

En el cuarto capitulo definimos el conjunto de C- asociados a un mddulo ,
este concepto genecraliza el concepto definido por Goldman en [13]. Al final de
este capitulo obtenemos otra caracterizacién de los anillos convenientes, estudiados
previamente en el tercer capitulo y una caracterizacién de los anillos neterianos
completamente acotados.

En cl quinto capftulo estudianos a los anillos para los cuales C-ass(M) # ¢
para todo mdédulo M distinto del cero y obtenemos nuevas caracterizaciones de los
anillos artinianos y los anillos semiartinianos asi como una caracterizacién de las
teorias de torsién estables.

En el sexto capitulo estudimos la descomposicién primaria relativa a una fa-
milia C de teorias de torsion irreducibles la cual es definida en terminos de los
C-asociados.

En el séptimo capitulo estudiamos otro concepto de dimensién relativo a famil-
ias de teorfas de torsién irreducibles, esta dimensién la llamamos C-K-dimensién
y la comparamos con la C-dimensién introducida en el tercer capitulo. Hacemos
notar también que la C-I-dimensién generaliza el concepto introducido por Golan
en [10]. Al final de este capitulo analizamos algunos ejemplos que se mencionan en
capitulos anteriores.

Quiero sefialar que durante la elaboracién de este trabajo he sido becario del

Instituto de Matemaéticas de la Universidad Nacional Auténoma de México en el
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programa P.S.P.A, as{ mismo quiero expresar mi mas sincero agradecimiento al Dr.

José Rios Montes por haber dirigido este trabajo.



CAPITULO I

Conceptos Preliminares

En todo éste trabajo R denotard un anillo asociativo con uno. R — mod serd
la categoria de los médulos izquierdos unitarios . Si M € R —mod, E(M) denotard
la capsula inyectiva de M en R — mod.

Nuestra herramienta principal de trabajo serdn las teorias de torsién que fueron
definidas en los afios 60 [8] [9] [13] [17].

Estamos interesados en las teorias de torsién hereditarias, a continuacién dare-
mos las definiciones y los resultados necesarios para el desarrollo de este trabajo.
Para mayor detalle y demostracién de las afirmaciones que se hardn ver [11] [12]

(24].

Para un anillo R, consideramos la familia de los médulos izquierdos inyectivos
dando un orden como sigue:
Si E,E;, € R— mod, By > E; si E; se sumerge en un producto directo
b H
de copias de E; y diremos que E; es equivalente a E, si, By > E;, y E;, > FE;.
Obsérvese que la relacién ser ”equivalentes” es una relacién de equivalencia en la

clase de los R-moédulos izquierdos inyectivos

Definicién 1.1.- Una Clase de Equivalencia de R-mdédulos izquierdos inyectivos
es llamada una teorfa de torsién hereditaria sobre R — mod. Denotaremos a éste
conjunto de teorias de torsién (mas adelante se probard este hecho) como R — tors

Si 7 € R—tors diremos que un R-mddulo M es 7-libre de torsién si E(M) > E

para algin inyectivo E € 7. Denotaremos la clase de los R-mdédulos libres de
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7-torsién como F; .
Nuevamente, si 7 € R — tors diremos que un R-médulo M es de 7-torsidn si
Hom(M,E) = 0 para algin E € 7. Denotaremos a la clase de los R-mddulos de

-torsién como 7 .

Proposicién 1.2.- Si 7 € R — tors entonces:
(1) M € T siy solo si Homp(M, E(N)) = 0 para todo N € F,
(2) N € F; siy solo si Homp(M, E(N)) = 0 para todo M € T,

Proposicién 1.3.- Las siguientes condiciones son equivalentes para una clase no
vacfa C de R-médulos.

() C = F,; para alguna 7 € R — tors

(b) C es cerrada bajo sumddulos, cdpsulas inyectivas, productos directos y

extensiones.

Proposicién 1.4.- Las siguientes condiciones son equivalentes para una clase no
vacfa C de R-médulos.
() C =7, para alguna 7 € R — tors

(b) C es cerrada bajo submdédulos, cocientes, sumas directas y extensiones.

SiT € R—torsy M € R — mod entonces denotaremos por ¢, (A) al médulo
S{rN ¢ M | N € 7, } es facil verificar que ¢, (M) es el mdximo submddulo de
M que pertenece a 7; . Nétese que ¢, ( ): R — mod — R — mod es un subfuntor

del funtor identidad de R-mod.

Proposicién 1.5.- Las siguientes condiciones son equivalentes para un subfuntor
F de la identidad de R-mod.
(a) F =t, paraalguna v € R — tors
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(b) F es un funtor exacto izquierdo y F(M/F(M)) = 0 para todo M € R—mod.

Definicién 1.6.- Un conjunto no vacio A, de ideales izquierdos de R es llamado
filtro idempotente si cumple:

(1)SiI€e Ayaec Rentonces (I:a) € A

(2) Si I C R es ideal izquierdo y existe H € A tal que (I : a) € A para toda

a € H entonces I € A

Si 7 € R — tors, tenemos asociado con 7 al siguiente conjunto de ideales
izquierdos de R

L.={prICR|R/IET.}

Proposicién 1.7.- las siguientes condiciones son equivalentes para un conjunto
no vacio A de ideales izquierdos de R.
(a) A= L, para alguna 7 € R — tors

(b) A es filtro idempotente
Nétese que de acuerdo con la proposicién anterior, R-tors es un conjunto.

En R-tors definimos la siguiente relacién de orden: Si 7,0 € R — tors entonces

rLos1i7T, C7T,.

Proposicién 1.8.- Sean T,0 € R—tors, las siguientes condiciones son equivalentes
(a) <o
b) L CLs
() Fo CF;
(d) Para todo M € R— mod, t, (M) Ct, (M)

El orden anterior hace de R-tors un conjunto parcialmente ordenado, mds aun,
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R-tors tiene estructura de reticula completa donde las operaciones son:

Si {7a} C R — tors, se define V7, € R — tors como Fy,, = [ Fr, € ATy €
R —tors como Tar, =\ Tx,-

Proposicién 1.9.- Sea 7 € R —tors y {ro} C R — tors entonces:

TA(V7a) =V(TATa)

Una reticula completa donde se cumple la proposicién 1.9 se le llama marco.

De ésta manera (R — tors, <,V, A) es un marco.

Si {Ma} es una familia de R-médulos, denotaremos por ¢({M4}) al menor
elemento de R-tors para el cual todos los M, son de torsidn, es decir:
E({Mp)}) =AN{Tr € R—tors | {My} C7T; }

A €({My}) se le conoce como la teoria de torsién generada por {Mg}

x({Mq}) denotard al mayor elemento de R-tors para el cual todos los M, son
libres de torsién, es decir:
X({Ma}) =V{T € R~tors | {M,} C F+ }
A x({M,}) se le conoce como la teoria de torsidén cogenerada por {M,}
En particular, x = x({0}) y € = £({0}) denotardn al elemento mayor y al

elemento menor de R-tors respectivamente.

Denotaremos por R-prop al conjunto {r € R — tors | 7 # x}, R-simp serd un
conjunto de representantes de clases de isomorfismos de médulos izquierdos simples.

Si M € R— mod, soc(M)=3{S CM|S e R-—simp} denotara al zoclo de M.

Un elemento 7 € R — fors es de tipo simple si 7 = (D) con D C R — simp.
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Diremos que R es un anillo semiartiniano izquierdo si para todo 0 # M € R — mod

soc(M) # 0, equivalentemente y = £(R — simp)

En una reticula completa con elemento minimo m, un elemento « de la reticula
se dice que es un dtomo si m < a 'y 8 < « implica § = m.Diremos que una reticula
es atémica si para todo elemento a de la reticula existe un dtomo = tal que = < a.
La reticula es localmente atémica si cada elemento es unién de dtomos.

Los dtomos de la reticula R-tors son los elementos de la forma £(S) donde

S € R — simp. R-tors es una reticula atémica

Definicién 1.10.- Sea 7 € R — tors, un R-médulo M # 0 es llamado 7-cocritico
si M € F. y Vsubmddulo 0 # N de M, M/N € T,
Un R-médulo M # 0 es cocritico si 31 € R — tors tal que M es 7 -cocritico.

Facilmente se prueba que M es cocritico si y solo si M es x (MM )-cocritico.

Proposicién 1.11.- Sea 7 € R ~ tors y M un R-médulo izquierdo 7-cocritico
entonces:

(1) Para todo 0 % N C M, N es 7 cocritico

(2) Si 7 = x(V) entonces N tiene un submddulo 7-cocritico

(3) M es uniforme

(4) El anillo de endomorfismos de M se sumerge en un anillo con divisién

Un anillo R es semineteriano izquierdo si V7 € R-tors 3M € R-mod tal que M

es T-cocritico

Abora introducimos en R-tors la filtracién de Gabriel y definimos la dimensién

_ respectiva

En R-tors definimos la cadena {7;} como sigue:
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(1)1 =¢
(2) Si ¢ no es un ordinal limite
Ti=7is1 VEH{M e R~ m;:d | M es Ti—1-cocritico })

(8) Sii es ordinal limite 73 = Vj<;7;

A ésta cadena se le conoce como la filtracién de Gabriel. Como R-tors es un
conjunto, existe un ordinal p tal que 7, = 7,44 para todo ordinal B, para éste
ordinal se denota 7, = G

Un R-mdédulo M se dice que tiene dimensén de Gabriel si existe un ordinal 7 tal
que M es de 7y-torsién. M tiene dimensién de Gabriel igual a k si k es el mimimo
ordinal tal que M es de 74-torsién, ésto se denotard como G — dim(M) =k

Un anillo R tiene dimensién de Gabriel izquierda si R como R-médulo izquierdo
tiene dimensién de Gabriel. Es inmediato que G — dim(R) = k si y solosi 7 = v

Yy < .x para toda i < k. Para informacién acerca de ésto ver {11],[12],{14] y [23]

Diremos que una teorfa de torsén es prima si 7 = (M) para algiin R-
médulo cocritico M, 7 es semiprima si es interseccidén de primas y 7 es fuertemente
semiprima si 7 = x({M € R — mod | M es T -cocritico }) ver [11],{12],{13].

Denotaremos como R-sp al conjunto de las teorias de torsién primas.

Teorema 1.12.- Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R
(a) R tiene dimensén de Gabriel
(b) R es un anillo semineteriano izquierdo
(c) Para toda 7 € R — prop, 7 es fuertemente semiprima
(d)ReTg
Otro resultado interesante para anillos con dimensién de Gabriel es el siguiente:

Si R tiene dimensién de Gabriel entonces, si 7 < o < ¥, existe un R-médulo M que
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es T-cocriticoy M € T, .

Un R-médulo M # 0 es decisivosi Vr € R—~tors M € T, oM € F, . Es

claro que para todo S € R-simp, S es decisivo.

Definicién 1.13.- Una teoria de torsién 7 es irreducible si siempre que o1 Aoy < 7,
entonces se tiene que 7 < 77 o 7 < o2 [para mayor detalle ver [12] pag 305] y diremos
que 7 es fuertemente irreducible si para cualquier subconjunto U C R-tors tal que
AU < 7 entonces, existe ¢ € U tal que o < 7. Denotaremos al conjunto de teorias

de torsién irreducibles como R-irr.

Definicién 1.14.- Una teoria de torsidn 7 es fuertemente irreducible si siempre

que que T = AT; se tiene que T = 7; para alguna i (12}, def 32.7

Definicién 1.15.- Un R-médulo M distinto de cero es decisivo si dada 7 € R-tors
setleneque M € F, oM €T, . .

Notemos que por 32.7 de [12] una teoria de torsién 7 es fuertemente irreducible
‘si y solo si, 7 = x(M). donde M es un médulo decisivo.

Finalmente, denotaremos por R-spec al conjunto de ideales primos de R, es
decir P € R-spec si P es un ideal bilateral de R, y si I, J son ideales bilaterales de
R tales que IJ C P, entonces, /C Po J CP.
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CAPITULO II

A-Médulos

Se ha notado que si 7 € R-tors la clase de los mddulos M tales que 7V £(M)
es un dtomo de la reticula gen(r), tienen propiedades muy interesantes; Por ejem-
plo, por medio de estos médulos se define una filtracién que es llamada, filtracién
atémica, la cual induce una dimensién en R-mod, también estos médulos han
servido para obtener teoremas de estructura para anillos regulares autoinyectivos
(ver [22], [23], [26]). Probaremos también el hecho de que cada mdédulo 7-cocritico
pertenece a esta clase, asi como los médulos de la forma R/P donde P es un ideal
primo, los médulos decisivos y los médulos M cuyos unicos submédulos 7-puros
totalmente invariantes son {0, M}. También hacemos un estudio de los mddulos
T-decisivos y probamos que un médulo es x(A) -decisivo si y solo si M es (M) -
A-médulo

El estudio de los A-médulos fué iniciado por los profesores José Rios Montes
y Francisco Raggi Cardenas, algunos de los resultados que se presentan en éste
capitulo son parte de el articulo ’Sobre la Dimensén Atémica en Categorias de

médulos’, [21]
Definicién 2.1.- Sean 7 € R-tors y o € gen{r), diremos que o es un r-dtomo si

o es un atomo de la reticula gen(r) donde gen(t) = {r' € R—tors | 7' > 7}.

Nétese que los ¢ -atomos, son los 4dtomos de R-tors que sabemos son de la
forma £(5) donde S € R-simp.

12



Definicién 2.2.- Sea 7 € R-prop y M un R-médulo diremos que M es 7-A-médulo

siMeFr y7VEM)esun T-dtomo

Observacién.-

(i) Si M =0, M no es 7-A-mddulo para toda 7 € R-tors

(i1) Si M es 7-A-médulo entonces toda suma directa de copias de M es 7-A-
médulo ya que MM e F. y 7 VEMX)) =rv EM) .

(iif) Si M € R-tors y M es r-cocritico entonces, M es 7-A-médulo {21], [23
lema 3.5]

(iv) Si o es T-dtomo entonces todos los objetos de la clase 7, [ F, — {0} son
- A-médulos y o = 7 V (M) para cualquier M en la clase anterior. ‘

En efecto sea ¢ es un 7-dtomo y M € 75 [ Fr -{0} entonces M € Fr por lo
tanto 7 < 7 VE(M) < o como ¢ es T-dtomo entonces 7V £(M) = o por lo tanto
M es 7-A-médulo

(v) Si M € R-mod es tal que 7V €(M) es T-dtomo entonces AN C M tal que
M/N es - A-médulo

En efecto, si M ¢ F, tenemos quetr < 7 VEM) =0 # ¢t (M)=Ny
0# M/N € Fr dedonde T < TVE(M/N) < 7VE(M) por lotanto rVE(M/N) =

TV E(M) y de ésta forma tenemos el resultado.

Nétese que (iii) implica que si M €R-mod es 7-A-médulo entonces, para todo
0#£NCM Nes r-A-médulo y para toda N' C M tal que 0 # M/N' € F. ,
M/N' es T-A-médulo ademds 7V (M) =71V E(M/N')

Proposicién 2.3.- Sea 7 € R-tors y 0 # M € F; entonces son equivalentes las
siguientes condiciones:
(a) M es 7-A-mddulo
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(b)VN' C N C M tal quesi 0% N/N' € Fr y Homp(N/N', E) = 0 donde

E es inyectivo libre de 7-torsién entonces Homp(M, E) =0

Demostracién.- a) = b)

Sean N’ ¢ N C M tales que N/N'F, , claramente tenemos 7 < 7VE(N/N') <
TVE(N), como 7V €(N) en 7-Atomo tenemos 7V E(N/N') =7V £(M) . Ahora
sea E € F; un R-médulo inyectivo tal que Homp(N/N', E) = 0 entonces E €
Fevyny = E € Fryegnynny = Frvert)y = E € Fevy = Homp(M,E)=0

b) = a) Primero Probaremos que si N' C N C M son tales que 0 # N/N' €
Fr = 7VEWN/N'Y = 7VEM), una de las desigualdades es obvia, para la
otra desigualdad sea H € Fryg(n/nv) entonces, H € F. (| Fenynvy Dor lo tanto
Homp(N/N',E(H)) = 0; como E(H) € F, = Homp(M,E(H)) =0= H €
Femy por loctanto H € Fryeary de éste modo tenemos la otra desigualdad.

Ahora sea 7 < 0 £ 7 VE(M) , probaremos que 0 = 7 VE(M) ,yaque T < &
entonces existe X € 7, ((Fr ,K # 0y como ¢ < 7V EM) = K & Feany
por lo tanto Hom(M,E(IK)) # 0 de don de existen N' C N C M tales que
0£N/N' - K eT NFr = rVEN/N) <o <rVEM) dedonde
‘o=71VEM)

Corolario 2.4.- Si T € R-tors y M € F, entonces son equivalentes:

1) M es 7-A-médulo

2) VN' C N C M tal que 0 # N/N' € F, = 7V EN/N') =7V EDM)

3)VN'C N C M tal que N/N' ¢ T, = 7VEN/N') =1 VEM)
Demostracién.- 1) = 2) Se sigue de la observacién de (vi)

2) = 1) Es la segunda parte de la demostracién de la proposicién 2.3

1) = 3) Claramente 7 < 7V &(IN/N') por lo tanto tenemos 7V {(N/N') =
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TV EM)

3) = 2) Es obvia.

Proposicién 2.5.- Sea 7 € R-tors y M un 7-4-médulo entonces, M es decisivo

respecto a los elementos de gen(7)

Demostracién.- Sea M un 7-4-médulo y o 2 7, sea a = [ V §(M) | A o entonces
tenemos que a = 7V [0 A £(M) ], como M es 7-4-médulo tenemos que @ = T o
a=T7VEM).

Primer caso.- « =7 = M € Fopemy = M € F;

Segundo caso.- a =7V E(M) = M € Trveca) Jao de donde M € T,

Observacién.- Se podria pensar que un médule M tal que M € F, y decisivo
en gen(r) es 7-A-médulo , pero ésto es falso, considere R el anillo de los enteros, R -
es decisivo (es decir decisivo respecto gen(£)) pero £(R) no es un dtomo en R-tors

En éste punto cabe introducir la siguiente :

Definicién 2.6.- Si 7 € R-tors un R-médulo izquierdo M s# 0 se llamard 7-
decisivo si M € Fr y es decisivo en la reticula gen(r). Diremos que M es médulo

Dec si M es r-decisivo para alguna = € R-prop.

Observacién.-
1) Si M es un un 7-A-mdédulo entonces M es 7-decisivo
ii) Si M es 7-decisivo entonces Vo € gen(r) y M € F, M es o-decisivo

iii) M es decisivo <> M es ¢-decisivo
Proposicién 2.7.- Si M € R-mod entonces M es x(M) -A-médulo < M es
x{M) -decisivo.
Demostracién.- =] Obvio
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<] Probaramos que x(M) V é(M) es x(M) -4tomo. Sea o € R-tors tal que
x(M) <o < x(M) VEM), como M es x(M) -decisivo entonces M € F, o
MeT, . SiMeF, o=x(M),siMeT, = o=x(M) VEM) entonces
M es x(M) -A-médulo .

Corolario 2.8.- Si 7 € R-tors y M es 7-decisivo entonces, M es (M) -A-médulo

Demostracion.- M 7-decisivo => x(M) > 7 por lo tanto M es x(M) -decisivo y asi

M es (M) -A-mébdulo

Proposicién 2.9.- Si M € R-mod y 7 € R-tors tal que M € F, entonces M es
7-decisivo < paratoda NCM; N #0 7V E(WN) =7 VEM)

Demostracion.- =] Es ohvio ya que M es 7-decisivo y M ¢ Frvean
<] Sea o > 7si M € F5 ya terminamos, supongamos que t,(M) = N # 0 de

ésta forma M € Trygny , pero7VEN) < o de donde M € 7, y M es 7-decisivo.

Corolario 2.10.- Un R-mdédulo M es x(M) -decisivo < X(M) VEN) = x(M) Vv
E(M)VYN C M; N #0

Proposicién 2.11.- Sir € R-torsy M € R-mod M # 0, las siguientes condiciones
son equivalentes.
1) M es 7-decisivo .

2) M € Fr y M es decisivo en el intervalo [r, 7V £(M) ]

Demostracién.- =»] Obvia

[« Sea o € gen(r), sea & = (0 AE(M) )V T entonces 7 < a < 7VE(M) , como
es decisivo en [7,7 V&(M) ] entonces M € Fo o M €T, .

Si M € T, entonces M € 7T,

Si M € F. entonces, afirmo que M € F, en efecto to(M) € T (Trverr) =
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To por lo tanto to(M)=0ast M € F,

Corolario 2.12.- Un R-médulo M # 0 es decisivo <> M es decisivo en [¢,{(M) ].

Observacidén.- De acuerdo con el corolario anterior M es decisivo si M € F,

para toda o < (M) .

Corolario 2.13.- Sea M un R-mddulo 7-decisivo entonces, M es T AE(M) -decisivo.

Demostracién.- Como M € Fr = M € Fragary » sea 0 € [T A E(M) ,E(M) ]
entonces 7 < o V7T £ 7VEAM), como M es 7-decisivo entonces M € Frys, 0
M € Ty, Si se da el primer caso tenemos que M € F, ; Si se da el segundo caso

tenemos que M € T(rvoya(e(M) vo) = Tovie(m) ar) = To porlo tanto M € 7, .

Corolario 2.14.- Si r € R-tors , un R-médulo M es 7-decisivo ¢ M es decisivo

en [rAEM) (M) ]y M e Fr.

Demostracién.- =] Como M es 7-decisivo entonces M es 7 A (M) -decisivo, de
donde M es decisivo en 7 A (M) ,£(M) . Por otra parte es claro que M € F; .
. 4] Como M € F. entonces M € Fragary asl por la proposicién 2.11 M es

7T A E(M) -decisivo y como 7 A §(M) < 7 tenemos que M es 7-decisivo

Proposicién 2.15.- Si M es un R-mdédulo 7-decisivo y o-decisivo entonces, M es

T A o-decisivo.

Demostracién.- Sea a € [r Ao,(r A o) V(M) ] en estas condiciones tenemos que
TSaVTSTVEM) yo<oVa<goVE(M), entonces M € Toyr o M € Favr
y M€ Tove o M € Fave.

Si M € Favr 0 M € Favo tenemos que en ambos casos M € Fy .

Si M € Tavr y M € Tovs tenemos que M € Tavryatave) = Tovirae) = Ta
por lo tanto M € 7, .
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Proposicién 2.16.- Sea 7 € R-tors y M , N 7-decisivos entonces 7V §(N) =
TVE(M) & x(M) =x(N).

Demostracion.- =] 7V E(N) =1VEM) = N € Trveany = N & Feary por
lo tanto Hom(M,E(N)) #0y M ¢ T,ny ycomo T < x(N) = M € Fyny =
x(M) 2> x(N), andlogamente x(M) < x{(IN) por lo tanto x(N) = x(M)

<] Como 7 < 7 VE(N) y M es r-decisivo = M € Tryeny © M € Frvew -
Supongamos que M € Frygn) entonces M € Fgny = Hom(N,E(M)) =0 =
N € Tymy = Ty pero ésto en imposible por lo tanto M € Toyen) y asi

TVE(M) <71V EN),analogamente probamos la otra desigualdad.

Corolario 2.17.- Sea 7 € R-tors y M,N 7-decisivos , Si T VE(N) <7V EM) y
x(M) < x(N) entonces T VE(M) =7 VEWN) v x(N) =x(M).
Demostracién.- Solo basta probar que 7 VE(N) > 7V (M) para tener la igualdad

deseada, para ello solo tenemos que probar que M € Trygny ¥ ésto se sigue como

en la demostracién anterior.
Corolario 2.18.- 7 € R-tors y M es 7-decisivo entonces VN # 0, N C M se tiene
que T VE(N) =7V EM) yx(N) =x(M) .

Demostracién.- M y N son 7-decisivos por otra parte, ya que N C M tenemos que
TVEDN) <7VEM) y x(N) > x(M) y por el corolario anterior tenemos el

resultado

Observacién.- El corolario anterior y la proposicién 32.2 de [12] nos dicen

que si M es 7-decisivo entonces x(M) es una teoria de torsién irreducible.

Proposicién 2.19.- Sea M 7-decisivo entonces M es 7-A-médulo < Vo € R—tors

tal que 7 <o < 7V (M) se tiene que t,(M) # 0.
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Demostracién.- =] Claramente o = 7 V £(M) por lo tanto M € 75 .
<] Como M es T-decisivo y t,(M) # 0 = M € T, por lo tanto o = 7 V(M)

Observacién.- De acuerdo con las proposiciones anteriores. tenemos:

i) Si 7 € R-tors y M es 7-A-mdédulo entonces, x(M) es irreducible.

ii) Si M y N son 7-.4-médulos entonces, TVE(M) = 7VE(N) & x(M) = x(N)
iii) Si M es 7-A-médulo y 0 # N C M entonces, x(N) = x(M) .

Definicién 2.20.- Un R-médulo M # 0 diremos que es .A-moédulo si existe 7 € R-

tors tal que M es 7-A-médulo

Observacién.-

(1) Si M es un A-médulo y 0 ¢ N C M entonces N es A-médulo y x(N) =
x(M)

(2) Si M es un A-médulo entonces,y(M) es una teoria de torsién irreducible

(3) Si M es un R-médulo cocritico entonces, M es un .A-médulo

Nota.- El inverso de (3) es falso ya que toda suma directa de copias de un cocritico

no es cocritico , pero si es .A-médulo .
Proposicién 2.21.- Si M es un 7-A-médulo entonces E, (M) es 7-A-médulo

Demostracién.- Sabemos que E (M) € F, bastard demostrar que 7 V(M) =7V
E(Er(M)), tenemos que TVE(M) < 7VE(E(M)) , supongamos que la desigualdad
es estricta, entonces, existe N # 0 tal que N € Trvep, (ar)) ¥ N € Frvem)

dedonde N € v , N € Feary ¥ N ¢ Fep.ay) ¥ ésto 1ltimo implica que
Hom(E.(M), E(N)) # 0, por otra parte , M € Fgny = Hom(M,E(N)) =0=

M € Tyny , ademids 7 < x(N) = E'I&M) € Ty(n) tomando en cuenta la sucesién

0 — M — E. (M) — E.(M)/M — 0, tenemos que E.(M) € T,(y) por lo
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tanto Hom(E,(M), E(N)) = 0 lo cual es imposible.

Observacién.- Si M es un un 7-A-médulo entonces, existe un R-mdédulo K
tal que.

i) M C Ky K es 7-A-médulo

i) K es méximo con la propiedad (i).
Demostracién.- Sea K = Y {H C E(M) | M C H y H es 7-A-médulo }, K

claramente satisface la condicién : la condicién iz se cumple ya que la K es un

cociente de la suma directa de los 7-.4-médulos.

Proposicién 2.22.- Un R-médulo M # 0 es A-mddulo st y solo si M es y(I) -
A-médulo

Demostracion.- En uno de los sentidos es claro, en el otro sentido sabemos que existe
T € R —tors tal que M es 7-A-médulo por tanto x(M) = 7y por el corolario 2.8

tenemos el resultado.

Definicién 2.23.- Denotaremos por Cq = {x(M) € R-tors| M es A-médulo }

Observaciéon.- R-sp C Cq4 C R-irr y las contenciones son propias
De acuerdo con las proposiciones anteriores las contenciones son claras, para

ver que R — sp # Cq y Cq # R-irr ver los ejemplos al final del 1iltimo capitulo

Proposicién 2.24.- Sea M un A-médulo y 7 = (M) , supongamos que existe

o € C4 tal que M es o-A-médulo entonces o = 7

Demostracién.- Como o € C4 , 0 = x(N) donde N es un o-A4-médulo entonces
oVE(N) y o VE(M) son o-dtomos, como o < (o VE(IV) )A(cVE(M) ) S o VE(N)
entonces o = (0 VEWN) )A(eVEM) ) o(oc VEWN) YA (o VE) ) =0 VEWN)
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Primer caso.- Si 0 = (o VE(N) )A (¢ V E(M) ) entonces 0 = o V E(N)
oo =ocVE&M) (ya que o es irreducible) pero cualquiera de ambas cosas son
imposibles ya que N y M son o-A-médulos.

Segundo caso.- Si (¢ VE(N) JA(oc VE(M) ) = VE(IV) entonces oV E(M) >
o VEN) 20 = ocVEN) = oV EDM) y por la proposicién 2.16 tenemos

x(M) = x(N) dedondeo =17
Corolario 2.25.- SiT &C4 y M es 7-A-médulo entonces 7 = x (M)

Proposicién 2.26.- Sea {r;} C R-tors un conjunto de teorias de torsién y M
un 7;-A-médulo para toda i, supongamos que M es Ari-decisivo entonces, M es

ATi-A-mébdulo

Demostracién.- Sea o € R-tors tal que Ar; < 0 < A(73) VE(M) entonces, para cada
itenemos que 7, KoV ST VE(M) yasiTi=ocVriooVr =7 VEM).
 SieVm=mnvV (M) para alguna 7 entonces tenemos que M € T,yr;; como
M e Fry = M ¢ F, por lo tanto t,(M) # 0 y por la proposicién 2.19 tenemos el
resultado.
Si r; = o V 1;Vi entonces, tendriamos que ¢ < 7;V7 = o < A7 < o pero ésto es

imposible.
Corolario 2.27.- Si M es 7-A-médulo y 0-A-médulo entonces M es 7 Ao-A-modulo

Demostracién.- Por la proposicién 2.15 M es 7 A o-decisivo y asi por la proposicién
2.26 tenemos el resultado.
Proposicién 2.28.- SeaM un 7-A-mddulo y o € gen(7) tal que M € F, entonces,

M es o-A-mébdulo .

Demostracién.- Por el corolario 2.4 basta probar que para toda L C N C M tal
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que 0 # N/L e Fy = o VEWN/L) =0cVEM);perocomoo =7=>F, CFyr
por lo tanto 7 VE(N/L) =7V E(M) = M € Tryguyr) de donde M € Tovegnyr)
por lo tanto o VE(N/L) =o Vv E(M) .

Corolario 2.29.- Sea {74} C R-tors y M 7o A-médulo Va, entonces M es V7a-A-

modulo .

Demostracién.- Como M € F,. Vo entonce M € Fyr, y como 74 < V74 por lo

tant o M es V7yu-A-mddulo .

Proposicién 2.30.- Sea 7 € R-tors y M un 7-A-médulo entonces, M es 7 AE(M) -
A-médulo

Demostracién.- Claramente M € Frygnr) , ahora sea L C N C M tal que 0 #
N/L € Frngeary = NJ/L ¢ T, = 7 VE(N/L) =7V EM) ; Ahora {7 A E(M) |V
EN/L) = [rV E(N/D) | AE(M) = [rV E(M) | AE(M) = E(M).

Corolario 2.31.- Sea M un 7-A-mdédulo y M € 7, entonces, M es 7 A o-A-mddulo

Demostracién.- Claramente 7 A (M) <17 Ao y como M € Fra, de donde M es

T A g-A-médulo .

Finalizamos este capitulo con los siguientes ejemplos de A-modulos

1.- Si M es un médulo decisivo entonces M es A-médulo . En efecto, sea o € R-
tors tal que x(M) < o < x(M) VE(M) , claramente tenemos que t,(M) # 0 y
como M es decisivo entonces M € T, por lo tanto o = x(M) V E(M) .

2.- Todo médulo cocritico es A-médulo [23, lema 3.5]

3.- Sea R un anillo, consideremos los médulos R/P donde P es un ideal primo.

Afirmamos que R/P es un A-médulo para cada primo P.
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Demostracion.- Sea 0 # I/P C R/P, solo necesitamos probar que R/P €
Tyr/Py ve(aypy - Sea T = x(R/P) VEI/P) y0# J/P =1, (R/P). Claramente
tenemos I/P C J/P, por otra parte R/J € F, por lo tanto R/J € Fy(rypy como
J no es x(R/P) -denso en R tenemos que J C P [corolario 59.2 de [12]] de donde
tenemos que I C P por lo tanto I/P = 0 lo cual es imposible.

4.-Consideremos los médulos M tales que son libres de 7-torsién y los tinicos
submédulos 7-puros y totalmente invariantes de M son {0, M} entonces, M es

A-médulo

Demostracién.- Sea 0 # N C M y o = x(M) VE(N) , claramente tenemos que
t,(M) # 0 y es totalmente invariante, como ¢ > x(Af) > 7 por lo tanto t,(Ad) es
T-puro totalmente invariante de donde ¢,(M) = M.

Nota.- Podemos considerar de manera general los médulos M libres de 7-torsién
para los cuales los tnicos submédulos 7-puros y totalmenete invariantes de cada
submédulo N C M son {0, IV}, éstos mddulos son A-médulos y cada submdédulo
tiene la misma propiedad.

Recordando que dada 7 € R-tors , R, denota al anillo R localizado en 7 [[11]
pag. 61] tenemos el siguiente ejemplo.

5.- Sea R un anillo y M un R-mddulo, si M) es decisivo en Ry (ar) -tors

entonces, M es un A4-médulo en R-mod.

Demostracién.- Si demostramos Eyary (M) es A-médulo ya terminamos,entonces
supongamos que M es x(M) -inyectivo. Ahora sea ¢ € R-tors tal que x(M) <o <
x(M) V E(M) tenemos que to{M) # 0, consideremos la siguiente sucesién.

0 — tos(M) — M — M/t;(M) — 0 en R-mod Supongamos
que t,(M) # 0, tenemos que M/t,(M) € F, C Fymy de donde t (M)

es x(M) -puro y por lo tanto es absolutamente x(M) -puro. Por otra
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parte tenemos HamR(tv’("l’w),E(J\c[)) # 0 = Homp,,, (T%,—),E(M)) #
0 = M ¢ .7-‘5"9‘(“) et

ERyoary (M) = ERyoary (M /to(M)), entonces Homp, (t (M), B(M[t,(M))) #
0 = Homp(t,(M), E(M[t;(M))) 5 0 pero esto es imposible.

(M/t,(a)) de donde M € Tg, ) (M/to(M)) POT lo tanto

Observacién.- 5i en el ejemplo anterior pedimos que x(M) sea perfecta,
entonces vale el reciproco.

En efecto, sea o € R, (ar) -tors, supongamos que ¢, (M) # 0 entonces considere-
mos la sucesién 0 — t,(M) — M — M/t,(M) — 0 por 17.1 de [11], tenemos
que M/t,(M) € Fyry por lo tanto x,(t.(M)) = x,(M) = xr(M/ts(M)) de
donde Homp(ts(M), E(M [t.(M)) # 0 = Homp_,, (ts(M), E(M/t,(M)) # 0 lo
cual es imposible.

6.- Si ¢ es un codtomo de spcl(7) y 0 #% M € T, (| F, entonces, M es o-A-
médulo
Demostracién.- Tenemos que o < o V (M) < 7, como o es codtomo tenemos que
oVEM) =1,ahorasioc <a<oVE(M) tenemos que o = o V (M)

7.~ Si M es no singular y x(M) es un coatomo de R-tors, entonces M es

Tg-A-médulo . ver (26].
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CAPITULO III

C-modulos y C-dimensién

En este capitulo desarrollamos la teorfa de los € -médulos que tienen como caso
particular a los médulos cocriticos (Rsp-médulos) y a los A-médulos (C 4 -médulos),
también describiremos cuando un médulo M es o-Rsp-mdédulo, no necesariamente
debe ser cocritico , pero hacemos notar que si M es cocritico y o-Rsp-mddulo
entonces M es o-cocritico , con respecto a los A-mdédulos veremos que M es o-A-
médulo si y solo si M es o-C4-mddulo. Definimos también una filtracién en R-tors
que llamaremos la C -filtracion, que para los casos donde C = Rsp o C = C4 tenemos
la filtracién de Gabriel y la filtracién atdmica respectivamente, también estudiamos
la Cp-filtracién la cual es definida usando los médulos decisivos.

Al final de éste capitulo obtenemos caracterizaciones de anillos semiartinianos
y anillos artinianos por medio del uso de las clases Cp y C 4, obtenemos también una
generalizacién del teorema de Krull-Akizuki en nuestro contexto no conmutativo.

Finalizamos este capitulo con una caracterizacién de los anillos convenientes

estudiados por Golan en [12], en términos de los Cp-mdédulos y de la Cp-dimensién.

Definicién 3.1.- Seca C C R-irr yo € R-prop diremos que un R-médulo M # 0 es
un o-C-médulo si:
YMeF, yVNCM, N#£0x(N) =x(M) €C
HVLCNCMtalque0#N/LeF, = oVE(NJL) =0V EN)
iii} Si N C M es médulo Dec entonces, o V E(N) = V E(M)

En todo lo que sigue C denotard un subconjunto no vacio de R-irr.
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Proposicién 3.2.-

(1) Si M es un o-C-médulo entonces, VN # 0 tal que N C M tenemos que N
es o-C-médulo

(2) La condicién (#i) de la definicién 2.24 es equivalente a la condicién: VL C
NcCMtalque NNLE T, = o VE&WN/L) =cVEN).

(8) SiC C D C R-irr y M es o-C-médulo entonces, M es o-D-mdédulo . Més
generalmente, si M es un 0-C-médulo y D C R-irr es tal que x(N) € D,V submé-
dulo 0 # N C M, entonces M es g-D-médulo

Demostracién.-

(1) Como M es C-médulo es claro que si N £ 0 y N C M N satisface las dos
primeras condiciones de la definicién , para la tercera condicién consideremos L C N
un médule Dec entonces, oVE(L) = o V(M) perooVE(L) < oVE(N) < oVE(M)
asi c VE(L) = o VEWN) .

(2) En un sentido supongamos cque L C N C M tal que N/L ¢ 7, , si
N/L € F, por la condicién (it) tendriamos que o VE(IN/L) = oV{(N) y habriamos
terminado. Supongamos entonces que $,(N/L) = K/L 3 0 entonces 0 # N/K €
Fo yasioVE(N/K) = o VE(N) ,perooVE(N/K) <oVEN/L) <oVEN) por
lo tanto o VE(N/L) = o VE(N) . En el otro sentido supongamos que L C N ¢ M
es tal que 0 # N/L € F, porlotanto N/L ¢ 7T, = o V{&(N/L) =oVEWV).

(3) Si M es g-C-médulo es inmediato que M es o-D-mddulo ya que la condicién

() se cumple pués C C D y las condiciones (iz), (¢i{) son independientes de la C

Proposicién 3.3.- Sea M un o-C-médulo y 7 € R-prop tal que 7 > o, supongamos

que M € F, entonces, M es 7-C-médulo

Demostracién.- La condicién (i) se cumple trivialmente. Ahorasea L C N C¢ M
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tal que N/L € F; entonces N/L € 7, de donde o V §(N/L) = o VE(N) pero
o VE(N/L) <7VEWN/L) por lo tanto N € Trygnyz) de donde 7V EN/L) =
TVEN) de ésta manera se cumple (32).

Supongamos ahora que N C M es médulo Dec entonces, oVE(N) = oVE(M),
peroo VE(N) <7 VEN) por lo tanto 7 VE(N) =7 VEM).

Definicién 3.4.- Sea M un R-médulo y C C R-irr, diremos que M es C-médulo

si 3o € R-prop tal que M es o-C-médulo
Proposicién 3.5.- Un R-médulo M es C-mdédulo & M es x(M) -C-médulo

Demostracién.- =] Como M es C-médulo Jo € R-prop tal que M es ¢-C-mébdulo
por lo tanto M € F, de donde ¢ < x(M) y por 3.3 M es y{M) -C-médulo

<] es obvia.

Observacién.- Si M es C-moédulo entonces, YV C M, N # 0N es o-C-mddulo
Proposicién 3.6.- Si M es un o-C-médulo entonces, M es o A £(M) -C-médulo

Demostracién.-

)M eF, = MEeFoneary y YN # 0,N C M tenemos que x(N) €C

i) Sea L C N C M tal que 0 % N/L € Fopeary ¥ como N/L € Tepry =
N/L ¢ T, por lo tanto o VE(N/L) =o VE(N).

(0 AE(M) )V EN/L) = (o V EWN/L) YAEM) = (o VEN) ) AEDM) =
(o AEAD) )V EY) .

ili) Si N ¢ M es mddulo Dec entonces, o V§{(N) = o V &(M) ; Ahora
[GAE(M)IVE(N) = [oVEN) INEM) = [oVE(M)IAE(M) = (o AE(M) )VE(M) .
Corolario 3.7.- Sea M # 0 un R-médulo y ¢ € R-tors, supongamos que M € Fo
entonces, M es g-C-médulo <& M es o A £(M) -C-médulo
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Demostracién.- =] Obvia

<«=| Como M es ¢ A&(M) -C-mbdulo y 0 AE(M) <o,y M € F; tenemos que

M es en o-C-médulo

Corolario 3.8.- Si M es o-C-médulo entonces, Vr € R-tors tal que M € 7, se

tiene que M es (o A 7)-C-mdédulo
Demostracion.- Esto se sigue de 0 Aé(M) SoATy M € Fonr

Proposicién 3.9.- Si M es cocritico y o-C-médulo para alguna o € R-tors entonces

M es o-cocritico

Demostracién.- Supongamos que 3N # 0, N C M tal que 0 # M/N € F, entonces,
aVE((M/NY) =oVEM) = M ¢ Fepyny de donde Hom(M/N, E(M)) # 0,
pero por otra parte M/N € j‘x(ﬂ1) por lo tanto Hom(M /N, E(M)) = 0 pero ésto

es imposible, asi hemos probado que M es o-cocritico

Observacién.- Nétese que la proposicién anterior se cumple para cualquier

C C R-irr.

Corolario 3.10.- Si M es o-Rsp-médulo entonces, VN C M, N # 0 N contiene

un R-mdédulo o-cocritico

Demostracién.- Sea 0 # N C M tenemos que x(N) € Rsp asi existe un mdédulo
cocritico C tal que x(Cn) = x(N) y claramente podemos suponer que Cy — N.
Como N es o-Rsp-médulo entonces, Cn es o-Rsp-médulo y por la proposicién

anterior C'y es o-cocritico

Observacién.- El corolario anterior dice mas , en realidad podemos encontrar

L C. N tal que L es suma directa de médulos o-cocriticos
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Recordando ahora a el conjunto C4 = {x(M) | M es A-mbdulo } tenemos la

siguiente:

Proposicién 3.11.- Supongamos que M € F, entonces, M es o-Rsp-médulo
& x(M) € Rspy VL C N C M tal que 0 # N/L € F, = 3w € Rsp fijay un

médulo w-cocritico contenido en N/L.

Demostracién.- =»] Sabemos que x(M) = x(C) con C un médulo cocritico ,
supongamos que existe C' C M cocritico , como ambos son mdédulos Dec tenemos
que o VE(C) = o VE(M) = aVé(C”) . Es claro que VN C M, N # 0,x(N) € Rsp
¥ por lo tanto N contiene un cocritico y asi tenemos que o VE(N) = o VE(C) =
< o VE(M) para cualquier cocritico C C N o C C M.

Ahora sea 0 £ N/L € F, tenemos o VE(N/L) =oVE(N) =oVE(C) por
lo tanto N/L ¢ Fecy vy Hom(C,E(N/L)) # 0.

Afirmacién.- N/L € Fy(ar) 3 En efecto si, tyary (N/L) = N'/L # 0 tenemos
que N'/L € Tycy = Hom(N'/L,E(C))=0= C € Fgni1y , pero como N'/L €
Fo tenemos o VE(N'/L) = o VEN') =0 VEC) de donde C & Feniyr) vy esto
es imposible. De éste modo hemos probado que N/L € Fy(ary por lo tanto 3C'-
cocritico , ¢’ C C talque C' < N/L y claramente 7 = x(3) = x(C) = x(C’) es
la que me sirve.

<] Como M € F, entonces 3C C M w-cocritico por lo tanto x(C) =
m; Afirmacién.- Existe una suma directa de submdédulos m-cocriticos de M que es
esencial en M.

En efecto, supongamos que @ C; donde cada C; es w-cocritico no es esencial
en M entonces, 30 # N C M tal que @ C;( )N = 0 pero N € F, => N contiene
un w-cocritico C' lo cual es imposible.

Por otra parte es claro que cada submédulo N C M contiene una suma directa
p q
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esencial de T-cocriticos por lo tanto (V) = x(C) = x(M) ==, de donde tenemos
que x(N) € RspVN C M. Ahoraseal C N C M tal que0 # N/L € F, ,entonces
N/L contiene un w-cocritico C por lo tanto la suma directa de los 7-cocriticos es
esencial en N/L de donde 7 = x( C) = x(N/L)

Afirmacién o V E(N/L) = o VE(N) ; en efecto, si N # Toven/L) > sea K =
tove(n/L) (V) # 0 entonces, tenemos N/K € Foveniy = N/K € Fo y N/K €
Fenyry por lo tanto Hom(N/L,B(N/K)) = 0 = N/L € Tywxy = T =
Tyny = TyvyLy Pero ésto es imposible. Finalmente, si N C M es Dec entonces
tenemos que o V E(N) = o VE(M) ya quesi0 # M/K € Fougny = M/K €

Feny = N € Tyaryry = Tymy =Tn =Ty pero ésto es imposible.

Proposicién 3.12.- Si M es 7-A-médulo entonces, M es 7-C4-mddulo (en partic-

" ular st M es A-médulo entonces, M es C4-mddulo)

Demostracién.- i) M € Fr y VN £ 0, N C M,x(N) = x(M) ya que M cs
7-A-médulo . Por lo tanto, x(N) €C.

ii) Sea L C N C M tal que 0 £ N/L € F, sabemos que N/L es 7-4-mbdulo
yrVEWN/L) =TVEN).

iif} Si N C M es Dec claramente tenemos que 7 V (V) =7V E(M) ya que

ésto se cumple VO # N C M

Proposicion 3.13.- Si M es A-médulo y M es o-C-médulo para alguna o € R-tors
entonces, M es o-A-mdédulo
Demostracién.- Como M es .4-mddulo sabemos que M es médulo Dec por lo tanto
VN # 0 N C M tenemos que N es médulo Dec asi o VE(N) =o VE(M) .

Ahora sea 7 € R-tors tal que ¢ < 7 < o V {(M) , debemos probar que
T =0 VE(M) para ello probaremos que M € 7, . Sea N # 0talque N € T; (| F,
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entonces, 0 < o VE(N) <7 <o VEM), como N € Fy => N & Feuary , por lo
tanto Hom(M, E(N)) # 0 asf existen K C L C M tal que 0 # L/ — N € F,

pero M es o-C-médulo por lo tanto o VE(L/K) = o VE(L) = oV (M) y en estas
condiciones M € Tovens1c) C Tovenyy C 7 de donde M € 7T .

Corolario 3.14.- M es un o-C4-mbdulo < M es un o-A-médulo

Demostracién.- =] Sea 0 # N C M, tenemos que x(IN) € Cy4, por lo tanto x(N) =
x(L) con L un A-médulo y asi Hom(L, E(N)) # 0 de donde existen K CT C L
tal que T/IX — N € Fyny por lo tanto T/K es A-médulo, més atn T y T/K
son x(L) -A-mddulo asi por 2.21 tenemos x(T/K) = x(T) = x(L) = x(N),
Sea Ly = T/K entonces, Ly — N pero N es 0-C4q-mdédulo por lo tanto Ly es
o-C4-médulo y asi Ly es o-A-médulo en particular M contiene a Ly de donde
oVELN) =oVEM) ydeaqui M es o-A-mdbdulo

<] Es obvia.

A continuacién introducimos la filtracién atémica en R-tors.

En R-tors definimos una cadena {a;} como sigue :

(1) amy =€

(2) Si i no es un ordinal limite a; = @iy VE({M € R — mod | M es aj_;-A-
médulo })

(3) Sii es ordinal limite a; = V<o

A ésta cadena se le conoce como la filtracion Atémica. Nuevamente como R-
tors es un conjunto existe un ordinal 7 tal que o; = a4, para todo ordinal r, para

éste ordinal denotaremos «; = a

Definicién 3.15.- Un R-médulo M diremos que tiene dimensién Atdémica si existe
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ordinal & tal que M € 7,,, M tiene dimensién Atémica igual a i, si i es el minimo

ordinal tal que M € T a;, ésto se denotard A-dim(M) = 3.

Definicién 3.16.- Un anillo R tiene dimensién Atémica izquierda, si R como

R-médulo izquierdo tiene dimensién Atémica.

Observacién.- Un anillo R tiene dimensén Atémica izquierda si y solo si M

tiene dimensién Atémica para todo AL € R-mod

Proposicién 3.17.- Sea M un R-médulo y N C M submédulo entonces, M tiene
dimensidén atémica si y solo si N y M/N tienen dimensién atémica , en éste caso

A-dim(M) = sup{A-dim(N), A-dim(M/N)}.

Proposicién 3.18.- Un anillo R tiene dimensién atémica si y solo si para toda

7 € R — prop existe un 7-4-médulo M.

Demostracién.- =] Supongamos que A — dim(R) = k y sea 7 < )} como y = az
entonces J ordinal minimo tal que «; € 7, ¢ no es ordinal limite, por lo tanto
aj-1 £ 7, pero a; = «i—; VE{M | M es a;—1-A-mddulo } de donde existe M
a;j—1-A-médulo tal que M ¢ 7, , pero M es a;_1-decisivo y «;—; < 7 por lo tanto
M e F, = M es r-A-mdédulo

<] Supongamos que R no tiene A—dim y sea ap < x tal que ax = a1, pero

sabemos que IM ay-A-mddulo y por lo tanto M € Ta,,, = 7o, = M € T, pero

ésto es imposible por lo tanto oy = x.
Corolario 3.19.- Si R tiene A — dim entonces VM # 0 M contiene un A-mddulo

Demostracién.- x(M) < x por lo tanto 3NV un x(M) -A-mddulo = N € Fy )
por lo tanto Hom(N,E(M)) # 0y asi 3L C N' C N tal que 0 # N'/L — M y
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N'/L es x(M) -A-médulo .
Recordando la filtracién de Gabriel {;} tenemos la siguiente:

Proposicién 3.20.- Sean {r;} y {a;} las filtraciones de Gabriel y Atémica re-

spectivamente entonces, 7; < a; para todo ordinal i.

Demostracién.- Por induccién transfinita, si ¢ = 0 tenemos 790 = £ = ag. Supong-
amos que el resultado vale Vj < i tenemos dos casos

Caso 1.- Supongamos que ¢ es ordinal limite entonces tenemos que 73 =, ;
Vi SV, o = ay.

Caso 2.- Supongamos que 7 no es un ordinal limite y 75—1 < &;—1, ahora sea M
un 7i_j-cocritico , como a;-; € gen(7i—,) entonces M € T, , o M € Fu,_,.

Si se da el primer caso claramente tenemos que M € 7y, y por lo tanto r; < «a;.

S5t M € Fo;_, y como M es 7i_j-cocritico , M es 7i—1-A-médulo por lo tanto

M es a;—1-A-mébdulo y asi M € T, de donde 7; € a;.

Corolario 3.21.- Si M es un R-médulo con dimensién de Gabriel entonces, M

tiene dimensién Atémica y G-dim(M) > A-dim(M).

Existen anillos donde R tiene dimensidén Atémica y R no tiene dimensién de

Gabriel como veremos en el ejemplo al final de éste trabajo.

Proposicién 3.22.- Supongamos que R tiene dimensién Atémica izquierda en-

tonces, si o < 7 < y existe un R-mdédulo M tal que M es o-A-mddulo y M € 7, .

Demostracién.- Supongamos que no existe M # 0 tal que M es un o-A-médulo y
M e T, . Sea {a;} la filtracién atémica, como ¢ < y existe un ordinal & minimo
tal que ey, £ 0; h no es ordinal limite.

Afirmacién.- a; A 7 < oV? ordinal.
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En efecto si ¢ < I claramente tenemos que a; AT < 0. Supongamos que Vj < ¢
tenemos que a; A 7 < o entonces tenemos dos casos.

Caso 1.- Si i es ordinal limite, tenemos que a; =;; Va; por lo tanto a; Ao =
(Vaj)Ao=V(ajAT)< 0o

Caso 2.- Si 7 no es ordinal limite, sea 0 # M € Ty;ar (1 F» , de donde M €
Fo; Vi < i, yaque ajAT < 0, en particular M € Fa,_, porlotanto M € To; [ Fai_,
por la definicién de la filtracién atémica tenemos que 3N un a;_1-A-médulo tal
que Hom (N, E(M)) # 0 por lo tanto 3I{ ¢ L C N tal que 0 # L/K < M y como
M € Fo,_y, = L/K es a;_;-A-médulo ; por otra parte sabemos que M € 7, por
lo tanto L/K € 7, = L/K es (a;—y A T)-A-mbdulo , pero como L/I{ — M € F,
¥ a1 AT £ o entonces tenemos que L/K es o-A-médulo y L/K € 7, lo cual es
imposible, por lo tanto a; A 7 < oVi ordinal; en particular para el ordinal % tal que

X = ap tenemos que ar AT < 0 = 7 £ ¢ lo cual es imposible.

Proposicién 3.23.- Si R es un anillo tal que para todo 0 # M € R — mod,
M contiene un submddulo cocritico entonces, Rsp = C4. (Los anillos Definite

izquierdos satisfacen esta condicién, ver [12] capitulo 56 )

Demostracién.- Sabemos que Rsp C Cq, ahorasea T €Cay 7= x(M) con M un
7-A-médulo por otro lado sabemos que IN C M tal que N es cocritico entonces,

N es A-médulo y por 2.24 tenemos x(M) = x(N) de donde 7 € Rsp
Nota.- Si R es un anillo con dimensién de Gabriel izquierda entonces, se cumple
la condicién de la proposicién 3.23

Proposicién 3.24.- Sea R un anillo con dimensién Atémica izquierda, entonces
Cq = Rirr — {x}.
Demostracién.- sea 7 € R-trr-{x}, por la proposicién 3.18 existe un 7-A-médulo
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N, por tanto 7V £(N) es r-dtomo. Sea a7 =7 V §(N)

Afirmacién oy es el vinico 7-dtomo. En efecto, supongamos que existe o tal que
es T-4tomo y o1 # 03, entonces T = g3 Aog como T es irreducible entonces, T = o1 o
T = g3 pero ésto claraimente es imposible. Ahora supongamos 7 = x(M) sabemos
que N € F, por lo tanto Hompr(N, E(M)) # 0 asi existe f # 0 f: N — E(M)
nuevamente como M € F, existen K C L C N tal que 0 # L/I es T7-A-médulo
y se sumerge en M, sea T'= L/K y o = x(T') entonces, o = x(T) = x(M) =r.
Afirmacién o = 7, si no es asi entonces o > 7 y por la proposicién 3.22 existe H un
7-A-médulo tal que H € 7T, , pero solo hay un 7-dtomo por lo tanto oy = rVE{(H) =
7VE(T) y por la proposicién 2.16 tenemos x(H) = x(T) asi H € Fy,(1) pero ésto
es imposible ya que H es de o-torsién por lo tanto o = 7 y como o € C4 tenemos

TE€ECH

Corolario 3.25.- Si R es un anillo con dimensién de Gabriel izquierda entonces,

R-sp=C4 = R-irr — {x}

Demostracidn.- Se sigue de el corolario 3.21 y de la proposicién 3.23

Si C C R-irr definimos la C-filtracién {C;} en R-tors como sigue:
e =¢
2) Si ¢ no es ordinal limite ¢; = ¢;—1 V E({M | M es c¢i—1-C-médulo }

3) Si i es ordinal limite ¢; = Vj<icj

A la cadena anterior la llamaremos la C-filtracién ; nuevamente V ordinal ¢ tal
que ¢; = ¢i+1, para éste ordinal simplemente escribimos ¢; = .
De manera completamente andloga a la Dimensién de Gabriel se define la C-

dimensién para un R-médulo izquierdo y para un anillo R.
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De manera més general, dada 7 € R-tors y C C R-z:rr, podemos definir, la 7-
C-filtracién y la correspondiente dimensién de manera natural, es decir, 1) c_; = 7
¥ 2 y 3 se definen exactamente igual que antes; en éstas condiciones, diremos que
un anillo R tiene 7-C-dimensién izquierda si y solo si R como R-modulo izquierdo

tiene 7-C-dimensién.

Lema 3.26.- Sit € R-tors entonces 7VE({M | M es 7-cocritico } = 7VE({M | M
es T-Rsp-médulo})

Demostracién.- Claramente si M es 7-cocritico tenemos que M es 7-Rsp-médulo asi
una desigualdad es obvia; para la otra sea M un 7-Rsp-mddulo, sabemos que existe
N C M submédulo cocritico por lo tanto N es Decy asi 7 VE(N) =7V M de

donde tenemos la otra desigualdad.

Proposicién 3.27.- SiC = Rsp entonces la C-filtracién es la filtracién de Gabriel

(por lo tanto la Rsp-dimensién es la dimensién de Gabriel)

Demostracién.- Por induccién transfinita; Sea {7:} la filtracién de Gabriel

ey =E=71

2) Supongamos ahora que i no es un ordinal limite y que V§ < 3,¢; = Tj
entonces, i = Ti—1 V ({M | M es ri.q-cocritico }) = 1i—1 VE({M | M es Ti_1-Rsp-
médulo }) = ¢;—1 VE({M | M es ¢;—3-Rsp-médulo }) = ¢;

3) Si i es un ordinal limite y Vj < i,¢; = 75, tenemos que 7; = Vj<it; =

Vj<icj = ¢i
Observacion.- La C4-filtracién es la filtracién atédmica.

Es claro que si M es un R-médulo y N C M es un submédulo entonces, M tiene
C-dimensién < N y M/N tienen C-dimensién y en éste caso C-dim(M) = Sup{C-

36




dim(M/N),C-dim(N)}.

Denotaremos por Cp al conjunto de todas las teorias de torsién fuertemente

irreducibles, tenemos ahora los siguientes resultados.

Proposicién 3.28.- Si D es un mddulo decisivo entonces, D es un Cp-médulo.
Demostracién.- Como D es decisivo sabemos que x(D) € Cp [12] proposicién 32.7
.y como D es x(D) -A-médulo entonces, D es C4-médulo y'asi D es Cp-médulo .
Proposicién 3.29.- Sea o € Cp M un o-Cp-médulo entonces o = x (M)

Demostracién.- Como M es o-Cp-médulo tenemos que M es 0-C 4-médulo de donde
M es o-A-médulo por otra parte sabemos que o € Cp C Cq y asi tenemos que

x(M) =o.
Proposicién 3.30.- M es §-Cp-mddulo si y solo si {(M) es un dtomo de R-tors.

Demostracién.- =] M es é-Cp-mddulo entonces, M es £-C4-médulo = M es &-A-
médulo de donde £(IN) es un dtomo de R-tors.

<] Supongamos que {(M) es un dtomo de R-tors entonces si 0 # N C M
tenemos que £(N) = £(M) de donde M es un médulo decisivo por lo tanto
x(M) E Cp. Por otra parte sabemos que M es £-C4-médulo por lo tanto M es

£-Cp-médulo y tenemos el resultado deseado.

Denotaremos la Cp-filtracién como {d;}, en estas condiciones tenemos la

siguiente proposicién:
Proposicién 3.31.- d; < «; donde {a;} es la filtracién atémica.

Demostracién.- Demostracién por induccién transfinita.
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Si ¢ = 0 tenemos que dy = £{M | M es £&-Cp-A-médulo } = {M | (M) es
dtomo de R-tors} = £(R-simp) = ayq.

Supongamos que el resultado vale para toda j < 7, debemos demostrar que el
resultado vale para 7.

Primer caso.- Si i es ordinal limite tenemos que d; = V; «id; < V; ciotj = a;.

Segundo caso.- Si 7 no es ordinal limite tenemos que d; = di—y VE{M | M
es di_1-Cp-médulo }, si M es di—1-Cp-médulo == M es d;—1-C4-mddulo = M es
d;—1-A-médulo ;por la hipétesis de induccién tenemos que d;—; < a;—y.

Por otra parte si M € To;_, entonces M € Ty;, si M ¢ T,,_, como M es
d;_1-decisivo tenemos que M € Fpi—1 => M es aj—1-A-médulo = M € T, de esta

forma hemos probado que di—1 < «;.

Corolario 3.32.- Si R tiene Cp-dimensién entonces R tiene dimensién atémica.
Tenemos como corolario la siguiente caracterizacién de los anillos semiartini-

anos,

Corolario 3.33.- R tiene Cp-dimensién = 0 si y solo si R es anillo semiartiniano

izquierdo.

Proposicién 3.34.- Un anillo R tiene Cp-dimensién si y solo si Vr € R-prop 3

un mddulo decisive D tal que D es 7-A-mddulo

Demostracién.- =] Sea 7 € R-prop, sabemos que existe un ordinal mfnimo no limite
i tal que d; £ 7, por lo tanto existe M un d;_;-Cp-mddulo tal que M ¢ 7, de donde
tenemos que M es d;_;-C4-médulo = M es d;_;-A-médulo .

Por otra parte sabemos que d;—; < 7 = M € F, , por lo tanto x(M) >ty
M es 7-A-médulo ademds x(M) € Cp de donde existe un mdédulo decisivo D tal
que x(M) = x(D) [12] prop. 32.7 de éste modo x(M) >t = D € F; y existen

’
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LCNCMtalque 0% N/L —~ D € 7, de donde N/L es 7-A-mddulo de éste
modo tenemos que N/L es un 7-A-médulo y es decisivo.

<] Supongamos que R no tiene Cp-dimensién y que ¢ es el ordinal tal que
di = di41. Como d; < x entonces, existe un médulo decisivo D tal que D es d;-A-
médulo por lo tanto D es d;-C4-médulo y como x(D) € Cp = D es di-Cp-mddulo

= D € Ty,,, lo cual es imposible.

Proposicién 3.35.- R tiene Cp-dimensidn si y solo si Vr < ¢ < x existe un

decisivo D tal que D € 7, y D es 7-A-médulo .

Demostracién.- Sea h el minimo ordinal tal que d;, £ 7, sabemos que h no es un
ordinal limite. Supongamos que no existe decisivo D tal que D € T, y D es
7-A-médulo .

Afirmamos que d; A o < 7 para todo ordinal ;. En efecto si i < h sabemos que
d; £ 7 por lo tanto d; A ¢ < 7, supongamos que el resultado vale para toda j < i

:d; porlo tanto diAo =

Caso 1.- 5i ¢ es un ordinal limite, tenemos que d; =V, ,
(Vdj)Ao=V({djAc)< T

Caso 2.- Sii es un ofdinal que no es limite, debemos probar que d; Ao < 7,
supongamos que existe 0 # M € Ty;ac [ Fr entonces Vj < ¢ tenemos que M € Fy;,
en particular M € Fy,_, () 7a,, pero por la definicién de la Cp-filtracién, existe N un
_ Cp-médulo tal que Hom(N, E(M)) # 0 de donde 3K C L C NV tal que L/K — M.

Por otra parte sabemos que N es d;._;-Cp-médulo asi N es d;—-C4-médulo = N
es dij~)-A-médulo y como M € Fy,_, = L/K es d;_;-A-médulo ; tenemos entonces
que N es d;—1-A-médulo y L/K es d;_;-A-médulo y como L/K — M tenemos que
L/KeT, (Fr = L/K esdiy AN o-Cp-médulo y como di_y Ad <7 = L/K es
7-A-médulo .

Por otra parte sabemos que x(N) € Cp por lo tanto existe un médulo decisivo
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D tal que (V) = x(D) de donde x(D) = x(N) = x(L/K) =7 asi' DeF .
Si ponemos T = L/K tenemos que x(T) = x(D) = Hom(T,E(D)) # 0 = que
existen S C W C T tal que 0 % W/S — D € 7, por lo tanto W/S es 7-A-médulo
y es decisivo lo cual es imposible; en estas condiciones tenemos que di Ao < 7 para

todo ordinal 7, asi x Ao < 7 = ¢ < 7 lo cual es imposible.

Corolario 3.36.- R tiene Cp-dim si y solo si Vr € R-prop, 7 = A{x(M) | Mes
7-A-médulo decisivo}
Demostracién.- =] Sea o = A{x(M) | es T-A-mg’)&u]o y decisivo}, claramente
T £ o, si T < o entonces, existe un mddulo decisivo D tal que D es 7-A-médulo y
D € 7, pero esto es imposible.

<] 7 =A{x(M) | M es 7-A-médulo y decisivo} # x por lo tanto existe M un
7-A-médulo y M decisivo de donde R tiene Cp-dimensién.

Tenemos también como consecuencia, el siguiente resultado sobre la estructura

de la reticula R-tors

Corolario 3.37.- Si R tiene Cp-dimensién entonces, todo elemento.de R-tors es

interseccién de teorias de torsién fuertemente irreducibles.

Finalizamos éste capitulo dando una caracterizacién de los anillos semiartini-

anos y caracterizaciones de anillos artinianos utilizando el conjunto Cp.

Proposicién 3.38.- Cp no tiene cadenas con mds de un elemento si y solo si para
todo médulo decisivo D, existe un médulo simple S tal que S — D.
Demostracién.- =>] Sea D un médulo decisivo si D es simple ya terminamos, supong-
amos que D no es un simple entonces, sea M C D un submédulo propio, como D
es decisivo tenemos que D € Ty pmy © D € Fypymy -
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Si D € Ty(pym) tenemos que D/M € Typjary = D/M =0dedonde D = M
lo cual es imposible. .

Si D € Fy(pym) tenemos que x(D) = x(D/M) . En éste punto podemos
suponer que D es un mddulo ciclico y M C D es un submédulo méximo, por lo
tanto D/M = S es un médulo simple el cual es un decisivo, de donde x(D) = x(S5)
y asi S < D.

<] Sean D y D' decisivos sabemos que existen Sy S’ simples tales que S — D
y 8" < D', como x(S) = x(D) y x(5") = x(D') tenemos claramente que Cp no

tiene cadenas con més de un elemento

Si denotamos por R-dec a la clase de todos los médulos decisivos, entonces

tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 3.39.- Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

i) No hay cadenas con més de un elemento en Cp y {(R-dec) = x

ii) R es semiartiniano izquierdo.

Demostracién.- 7) = i) Afirmacién &(R-simp) = £(R-dec). En efecto, una de-
sigualdad es obvia ya que cada simple es decisivo.

Ahora si D es un médulo decisivo, sabemos por la proposicién anterior que
existe un médulo simple S tal que S — D asi que D ¢ Fysy = D € Tgs) =
(D) =¢&(S) < €(R-simp) por lo tanto ¢(R-simp) = £(R-dec) = x de donde R es
semiartiniano.

i1} = i) Como R es semiartiniano todo médulo M # 0 contiene un médulo

. simple, en particular, si D es decisisvo existe S simple tal que § — D por lo tanto
Cp no tiene cadenas con més de un elemento )
Por otra parte sabemos que ¢{(R-simp) = x y {(R-simp) < €(R-dec) por lo
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tanto &(R-dec) = x.

Corolario 3.40.- Sea R un anillo tal que en Cp no hay cadenas con més de un
elemento entonces son equivalentes:

i) R es semiartiniano izquierdo.

ii) Para todo M # 0 existe un médulo decisivo D tal que D — M.

iii) R tiene Cp-dimensién izquierda.

iv). Para toda 7 € R-tors , 7 = x(C) para alguna C C R-dec

v) Para toda 7 € R-tors, 7 = £(C) para alguna C C R-dec

Demostracién.-
t) = ii) Claramente VM # 0 existe un simple S tal que S — M y S es decisisvo.
i1) = 1) Basta probar que é(R-dec) = x. Supongamos que &(R-dec) < x
entonces, existe M # 0 tal que M € F,

¢(n-deey PETO, sabemos que hay un médulo

decisivo D tal que D — M, pero ésto es imposible por lo tanto {(R-dec) = yx.

i) = i) Si {d;} es la Cp filtracién, por 3.31 sabemos que dy = {(simples) y
como R es semiartiniano tenemos que dp = x por lo tanto R tiene Cp-dimensién.

iit) => i) Basta probar qﬁe &(R-dec) = x, si {(R-dec) < x por 3.34 existe un
decisivo D tal que D es £(R-dec)-A-mddulo pero ésto es imposible.

i13) => iv) Por 8.36 dada v € R-prop, 7 = A{x(M) | M es 7-A-mddulo decisivo
}, por lo tanto 7 = x{M | M es 7-A-médulo decisivo } = x{D | D es decisivo y
DeFr}

iv) = i) Tenemos claramente que V7 € R-tors, 7 = x{D | D es decisivo y
D e F; }, ya que cada médulo decisivo contiene un mdédulo simple S tenemos que
T =x{5 | Sessimpley S € F; } en particular si M # 0 entonces existe un médulo
simple S tal que S € Fy(p) de donde § — M por lo tanto R es semiartiniano
izquierdo.
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i) = v) Como R es semiartiniano izquierdo entonces, Vr € R-tors, tenemos
que T = £(C) donde C C R-simp C R-dec.
v) = i) Sabemos que x = £(C) = é(R-dec), como Cp no tiene cadenas entoces,

todo decisivo D contiene un simple y por lo tanto ¢{(R-simp) = £(R-dec) = x.

Un teorema clésico del algebra conmutativa es el Teorema de Krull-Akizuki,
que afirma que un anillo cox_lmutativo neteriano es artiniano si y solo si cada ideal
primo es un coatomo de la reticula de ideales de R.

En los siguientes resultados daremos caracterizaciones de anillos artinianos no
conmutativos empleando la reticula R-fors en lugar de la reticula de ideales y los
objetos de Cp y C4 en lugar de los ideales primos, nuestros resultados entonces

pueden ser vistos como generalizaciones del Teorema Krull-Akizuki.

Proposicién 3.41.- Sea R anillo neteriano izquierdo, son equivalentes:
i) R es anillo artiniano izquierdo.

ii) Cp es el conjunto de codtomos de R-tors.

Demostracién.- Sabemos que si R es anillo artiniano, R es anillo semiartiniano, por
lo tanto los codtomos de R-tors son el conjunto {x(.5) | S es simple }.

Por otra parte, ya que R es semiartiniano, cada decisivo D contiene un simple,
tenemos entonces que Cp = {x(D) | D es decisivo } = {x(S) | S es simple }, por
lo tanto Cp es el conjunto de codtomos de R-tors.

i2) = i) Como Cp es el conjunto codtomos de R-tors entonces, en Cp no hay
cadenas con mds de un elemento por lo tanto todo médulo decisivo D contiene un
simple S, es decir S — D, de donde x(S) = x(M) , asi hemos demostrado que los
codtomos de R-tors es el conjunto {x(S) | S € R-simp} y como R es neteriano por

proposicién 13.4 [11] sabemos que toda teoria de torsidn es una especializacién de
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un codtomo entonces si M # 0 entonces existe un simple S tal que x(M) < x(9)
de donde S — M por lo tanto R es anillo semiartiniano y por [11] R es anillo

artiniano

Tenemos otra caracterizacién de anillos artinianos utilizando los 4-médulos.

Proposicién 3.42.- Sea R un anillo neteriano izquierdo, las siguientes condiciones
son equivalentes.

i) R es artiniano izquierdo.

ii) Toda 7 € C4 tiene un r-A-médulo simple.

iii) Toda 7 € C4 tiene un decisivo D libre de 7-torsién y en C 4 no hay cadenas

.
con méds de un elemento.

Demostracién.-

) = 4z) Como R es artiniano entonces, R es semiartiniano por lo tanto para
toda M 7 0 M contiecne un simple, en particular si 7 € C4, 7 = x(M) con M
un 7-A-mdédulo tenemos que existe un moédulo simple S tal que S — M, de donde
tenexﬁos claramente que S es 7-.A-mddulo simple.

1) = 22) Ya que todo mddulo simple es decisivo tenmos claramente que toda
T € C4 tiene un decisivo libre de T-torsidn, por lo tanto si 7 € C4 ¥ S es un médulo
simple tenemos por 2.25 que T = x(S) de donde C4 = {x(S) | S es simple } y asf
en C4 no hay cadenas con mas de un elemento.

i) = iv) Sea 7 € C4 Y D un médulo decisivo tal que D € F, tenemos
entonces que x(D) > 7 pero x(D) € C4 y sabemos que C4 no hay cadenas con
més de un elemento de donde x(D) = 7, de ésta forma hemos demostrado que
Cp = C4 y de aquf se sigue que Cp no tiene cadenas con mds de un elemento y por

la proposicion 3.38 tenemos que Cp = {x(S5) | S es simple }.
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Por otra parte como el anillo es neteriano izquierdo entonces R es semineteriano
izquierdo por lo tanto cada mddulo contiene un médulo cocritico y por 3.23 tenemos
que Cq4 = Rsp de donde Rsp = {x(S) | S es simple }, es decir para cada 7 €
Rsp existe un médulo simple S que es T-cocritico , el resultado se sigue de [11]

proposicion 21.6.

En [12] capitulo 53, Golan define a los anillos convenientes izquierdos como
aquellos anillos para los cuales cada 7 € R-prop es interseccién de teorias de tor-
sién primas y la funcién V() : R-tors — subconjuntos de Rsp conmuta con
intersecciones arbitrarias, donde V() = {x(M) | M es cocriticoy M €7, }. En
53.6 [12] se demuestra que un anillo semineteriano izquierdo R, es conveniente si y
solo si cada R-médulo M distinto de cero contiene un sumédulo decisivo cocritico .

Acontinuacién damos una caracterizacién de los anillos convenientes izquierdos

utilizando la familia Cp.

Proposicién 3.43.- Para un anillo semineteriano izquierdo son equivalentes:

i) R es conveniente izquierdo

ii) Todo R-médulo distinto de cero contine un médulo decisivo.

iii} Cp = Rsp

iv) R tiene Cp-dimenesién izquierda.
Demostracién.- i) = if) Como R es conveniente por 53.6 de [12] tenemos que todo
médulo M # 0 contiene un submédulo decisivo cocritico .

it) = 7:2) Sea D un mddulo decisivo como R es semiartiniano entonces existe
un mddulo cocritico C tal que C «— D por lo tanto x(C) = x(D) de donde
Cp C Rsp.

Ahora sea C un médulo cocritico por i) sabemos que existe un decisivo D tal
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que D < C por lo tanto x(D) = x(C) por lo tanto x(C) € Cp y asi tenemos la
igualdad deseada.

i) = i) Por 53.6 [12] basta demostrar que para todo M 3 0 M contiene un
mddulo decisivo cocritico . Sea M # 0 como R es semineteriano M contiene un
subméddulo cocritico C, pero como Cp = Rsp entonces, existe un médulo decisisvo
D tal que x(C) = x(D) como C es cocritico entonces, existe C' C C tal que
C" — D por lo tanto C' es un médulo decisivo cocritico contenido en M.

1) = iv) Por 3.34 basta demostrar que para toda 7 € R-prop existe un médulo
decisivo D tal que D es 7-4-mddulo . Sea 7 € R-prop como R es semiartiniano
existe un médulo 7-cocritico C, por lo tanto existe un mddulo decisivo D tal que
x(C) = x(D) como C es cocritico entonces, existe C' C C tal que C' < D por lo
tanto C' es 7-A-médulo y C' es decisivo.

iv) = iii) Como R es semineteriano tode médulo contiene un submddulo
cocritico de donde Cp C Rsp. Ahora sea C un médulo cocritico como R tiene
Cp-dimensién entonces, por 3.34 existe un médulo decisivo D tal que D es x(C) -
A-médulo pero por 2.25 tenemos que x(D) = x(C) de donde Rsp C Cp y tenemos
la ignaldad deseada.

Ahora es el turno para la familia Cp = {x(R/P) | P C R es un ideal primo
}. Sabemos que R/P es un A-médulo por lo tanto Cp C Ca, considerando la

Cp-filtracién y la respectiva Cp-dimensién, tenemos la siguiente:
Proposicién 3.44.- Un anillo R tiene Cp-dimensién si y solosi V7 € R-tors  # x
existe un 7-A4-médulo M tal que x(M) € Cp.

Demostracién.- =] Sea {p;} la Cp-filtracién y sea 7 € R-prop, en estas condiciones
existe un érdinal minimo tal que 7 2 p; es facil ver que ¢ no es érdinal Iimite por -

lo tanto p; = pi—1 V &{M | M es p;—1-Cp-mdédulo }, por lo tanto existe un médulo
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M que es pj-1-Cp-médulo tal que M ¢ T , como Cp C C4 entonces, M es p;_;-
C4-médulo de donde M es p;_;-A-médulo asi m es p;_;-decisivo y como {_; < 7
entonces, M € F, de donde M es 7-A-médulo y x(M) € Cp.

<] Supongamos que R no tiene Cp-dimensién y sea i el ordinal tal que p; =
pi+1 < X, por lo tanto existe M un p;-A-médulo tal que x(M) € Cp lo cual implica

que M € 7p,,, pero ésto es imposible.

Nota.- Es claro que si 7 € R-tors entonces, R tiene 7-Cp-dimensién si y solo si

para toda ¢ > 7, o # x existe un o-4-médulo M.
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CAPITULO IV

C-ass

El conceptos de ideales primos asociados a un R-mdédulo M, aparece en el
algebra conmutativa, este concepto es empleado entre otras cosas para definir la
descomposicién primaria [4], posteriormente , este concepto es extendido al caso
no conmutativo y aparece la descomposicién terciaria ([15] Lesieur-Croisot), ,([24
Stentrom).

En [13] Goldman introduce una teoria de descomposicidn primaria para médu-
los neterianos sobre anillos arbitrarios, esta teoria generaliza a la teoria cldsica y la
de [Lesieur-Croisot], en la teoria de Goldman, el papel de ideales primos , lo juegan
las teorias de torsién primas, otros resultados utilizando la teoria de descomposicién
de Goldman se pueden ver en [19],[25].

En este capitulo haremos uso de otros primos, es decir de ciertos subconjuntos
C de teorias de torsién irreducibles que son, desde el punto de vista de la teoria
de reticulas , los elementos primos de R-tors. Para cada C C R-irr y M € R-
mod, definiremos el conjunto de C-asociados de M, en particular cuando C es el
conjunto de teorias de torsién cogeneradas por los médulos de la forma R/P donde
. P € R-spec, obtenemos por medio de esta familia una caracterizacién de los anil-
los neterianos completamente acotados. Finalmente, obtenemos, en términos del
Cp-ass, una caracterizacién de los anillos convenientes que previamente fueron es-

tudiados en el capitulo IIT

Definicién 4.1.- Si C C R-irr definimos C = {x(M) | M es C-médulo }
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Observacidn.-

i) VC tenemos que C C C

ii) C € C' entonces € C C'

ili) Si C = Rsp entonces C = Rsp es decir Rsp = Rsp
iv) Si C = C4 entonces C =Cy4

v) SiC = Cp entonces C = Cp
Proposicién 4.2.- Si M es R-médulo entonces, M es C-médulo & M es C-médulo

Demostracién.- <] es obvia
=>] Solo debemos verificar la condicién (Z) ya que las otras dos se cumplen
gratuitamente cuando M es x(M) -C-mddulo. Ahora sea N # 0 tal que N C M,

ya que N es C-mddulo tenemos que x(N) €C.
Proposicién 4.3.- Si VC C R-irr tenemos que € =C
Demostracién.- Sabemos que cc C, sea 7 € C entonces, T = x(M) con M un C-

médulo de donde M es C-médulo por lo tanto 7 = x(M) € C y tenemos la igualdad

deseada.

Nota.- Si C C R-irr de acuerdo con las proposiciones anteriores podemos sub-
stituir a C por C y podemos suponer que para cada 7 € € 3 un C-mdédulo M tal
que 7 = x{M) , en otras palabras podemos suponer que C = C y.ésto serd asi a lo
largo de lo que resta de éste trabajo a menos que se haga mencién de lo contrario.

C =Rsp,C=CayC=Cp tienen la propiedad de que C =C.

Definicién 4.4.- Si M en un R-médulo el conjunto de C- asociados de M es

C-ass(M) = {r € C| 3N C M tal que N es 7-C-médulo }

Observacién.- De acuerdo con las proposiciones anteriores, claramente ten-
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emos que si C C C’ entonces, C-ass(M) C C'-ass(M) YM € R-mod.

Proposicién 4.5.- Si M es R-médulo entonces
i) Rsp-ass(M) = ass(M) (en el sentido de Goldman) ver [12] cap 55.
ii)Cq-ass(M) = {r € C4 | AN ¢ M, N 7-A-médulo }
iii) Cp-ass(M) = Cp (C.a-ass(M).
Demostracién.- i) Sea 7 € ass(M) = AN C M con N r-cocritico por lo tanto N
es T-Rsp-médulo de donde ass(M) C Rsp-ass(M). Ahora sea v € Rsp-ass(M)
entonces existe N C M7-Rsp-médulo y por 3.10 3L C N 7-cocritico de donde
tenemos que 7 € ass(M)
ii) Es justamente la definicién ya que N es 7-C4-médulo < N es 7-A-médulo
iii) Sea T € Cp-ass(M), entonces existe N C M tal que N ea 7- Cp-médulo de
donde N es 7-C 4-médulo y como 7 € Cp tenemos que 7 € Cp [|Ca-ass(M).
Ahora sea 7 € Cp()Ca-ass(M) entonces, r € Cp y existe N C M un 7-Cx-
médulo asf tenemos qﬁe x(N) =7 € Cp por lo tanto N es 7-Cp-médulo y tenemos

la igualdad deseada.

Corolario 4.6.-
i) Si M es un Rsp-médulo entonces, Rsp-ass(M) = {x(M) }
ii) 51 M es un A-médulo entonces, C4-ass(M) = {x(M) }
iii) Si M es un Cp-médulo entonces, Cp-ass(M) = {x(M) }

Demostracién.- i) Sabemos que x(M) € Rsp-ass(M). Ahora sea 7 € Rsp-
ass(M) = ass(M) por lo tanto 3N C M un 7-cocritico y como 7 € Rsp tenemos
que 7 = x(N) , por otra parte tenemos que M es x(M) -Rsp-mddulo => N es
x(M) -Rsp-médulo de donde N es x(M) -cocritico pero sabemos que x(M) € Rsp
por lo tanto 7 = x(N) = x(M)
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ii) Nuevamente x(M) & Cx-ass(M); Si 7 € Ca-ass(M) entonces IN C M
un 7-A-médulo y por la proposicién 2.25 tenemos que 7 = x(IN) , por otra parte
M es x(M) -A-médulo = x(N) = x(M) . de donde N es x(M) - A-médulo pero
X(M) €Cayasit=x(N) =x(M).

ili) Cp-ass(M) = Cp (Ca-ass(M) = Cp {x(M) } = {x(M) }.

Si definimos Cp = {x(R/P) | P es ideal primo de R}, sabemos que para todo
primo P C R, R/P es A-médulo entonces, R/P es un Cp-médulo y por lo tanto
Cp = Cp. '

Denotaremos por Ass(M) al conjunto de ideales primos asociados a M en el
sentido definido en [24], es decir P € Ass(M) si existe N C M tal que P = ann(L)

para todo L C N.

Proposicién 4.7.- Cp-ass(R/P) = {x(R/P) }.

Demostracién.- Claramente x(R/P) € Cp-ass(R/P). Ahora sea 7 € Cp-ass(R/P)
entonces, existe I/P C R/P un 7-Cp-médulo de donde I/ P es 7-C4-mébdulo y como

T € Cp C C4 tenemos por 2.25 que 7 = x(I/P) . Por otra parte sabemos que R/P
es A-médulo por lo tanto x(I/P) = x(R/P) .

Proposicién 4.8.- Sea R un anillo conmutativo y M € R-mod entonces,
{x(R/P) | P € Ass(M)} C Cp-ass(M).

Demostracién.- P € Ass(M) como R es conmutativo entonces, existe un sumédulo
N C M tal que N ~ R/P [Stenstrom) por lo tanto x(R/P) € Cp-ass(N) C Cp-
ass(M).

Proposicién 4.9.- Si R es anillo conmutativo y M es un mdédulo tal que Ass(N) #
¢ para todo N C M N # 0 entonces {x(R/P) | P € Ass(M)} = Cp-ass(M)
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Demostracién.- Por 4.8 una contencién es clara, para la otra, sea 7 € Cp-ass(M)
entonces, AN C M tal que N es 7-Cp-médulo de donde N es 7-C4-médulo y como
T € Cp C C4 tenemos que 7 = x(N) pero 7 € Cp = 7 = x(R/P) para algin
ideal primo P. Ahora sea H € Ass(N) como R es conmutativo entonces, existe
L C N tal que L ~ R/H por lo tanto x(R/H) = x(L) y como N es r-A-
médulo x(L) = x(N) = v = x(R/P) , con H y P ideales primos, es decir
x(R/H) = x(R/P) y por 59.2 de [12] tenemos que P = H.

Corolario 4.10.- Si R es anillo conmutativo neteriano entonces, {x(R/P) | P €

Ass(M)} = Cp-ass(M)} para todo M € R-mod.

Demostracién.- Como R es neteriano por VII 1.1 de [24] tenemos que Ass(M) # ¢

para todo M € R-mod y el resultado se sigue de 4.8 y 4.9.

En general tenemos que {x(R/P) | P € Ass(M)} # Cp-ass(M)

Ejemplo.- Sea R el anillo de Cozzenz [6], éste anillo es simple y por lo tanto
sus tnicos ideales bilaterales son 0 y R, como R es un dominio entonces, el inico
ideal primo es el 0, por otro lado, tenemos claramente que Rsp = {x(5) ,x(R) }
donde S es el tnico médulo simple y Cp = {x(R) }.

Poriotra parte Ass(S) = {0} y Cp-ass(S) = ¢ yaquesi 7 € Cp-ass(S) entonces
existe §' C S tal que S’ es 7-Cp-médulo pero T = x(R) y como S es simple §' = §

de donde tendriamos que x(S) = x(R) lo cual es imposible.

Proposicién 4.11.- Para M un R-médulo izquierdo tenemos:

(1) C-ass(N) C C-ass(M) C C-ass(N)|JC-ass(M/N) para todo N C M sub-
médulo.

(2) C-ass(M) = |; C-ass(M;) para toda familia {M;}ier tal que U, M; = M
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(8) C-ass(M) = |, C-ass(M;) para toda familia {M;}ies tal que @, M; = M
(4) C-ass(M) =C-ass(N)si N Cc. M .

Demostracién.-

(1) Sea T € C-ass(IN) entonces existe L C N tal que L es 7-C-médulo por lo
tanto 7 € C-ass(M).

Sea T € C-ass(M) entonces existe L C M, L un 7-C-médulo , si N(L # 0
sabemos que N (| M es 7-C-médulo contenido en N y por lo tanto T € C-ass(N).

Si NN L = 0 entonces, L = L/(NNL) ~ (L+ N)/N C M/N por lo tanto
(L + N)/N es 7-C-médulo y asi 7 € C-ass(M/N).

(2) Por (1) tenemos |J;(M;) C (M)para toda 7, ahora sea 7 € C-ass(M)
entonces existe N C M un 7-C-médulo , como M = |J; M; = que existe ¢ tal que
N;=N{M;#0y N; C M; es 7-C-médulo por lo tanto T € C-ass(M;), de donde
C-ass(M) C |J; C-ass(M;). '

(3) Nuevamente |J; C-ass(M;) C C-ass(M), como M = @); M; entonces M =
Uy, Mr; donde los M;,; son sumas finitas de los {M;}, por (2) sabemos que el C-
ass(M) = Ur; C-ass(M,;) asi solo probaremos que el resultado vale para sumas
directas finitas.

Supongamos que M = M; @ M,...... & M,, entonces C-ass(M) = (JC-ass(M;)
para ¢ = l....n. Haremos ésta demostracién por induccién sobre n.

Si n =1 no hay nada que probar, si n = 2 M,; = M@ Mz y por (1)
sabemos que C-ass(M) C C-ass(My)|JC-ass(M,; /M) = C-ass(My)C-ass(My)
y en éste caso tenemos la igualdad deseada. Ahora supongamos que el resultado
vale paran — 1 ysea M = M{P M P .... P My, sea N la suma de los n — 1
primeros sumandos entonces, M;, = N @D M, y por el caso n = 2 tenemos que

C-ass(My;) = C-ass(N)|JC-ass(M,) y por la hipétesis de induccién tenemos el
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resultado deseado.
(4) N C. M entonces para toda 7 € C-ass(M) existe L C M 7-C-médulo y asf
N L # 0 por lo tanto 7 € C-ass(N) de donde C-ass(N) = C-ass(M)

Corolario 4.12.- Si N es un submédulo de un R-médulo proyectivo entonces,

C-ass(N) C C-ass(R)

Demostracién.- Supongamos que M es un R-médulo proyectivo y N C M, como
M es sumando directo de una suma directa de copias de R, entonces tenemos el

resultado por la proposicion anterior.

Proposicién 4.13.- Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) C-ass(MM) es finito para todo R-médulo ciclico M.

(b) C-ass(M) es finito para todo R-mdédulo finitamente generado M.

Demostracién.- a) = b) Sea M finitamente generado M = Ra, +.... + Ran, haremos
demostracién por induccién sobre n. Si n =1 el resultado se sigue de (a), supong-
amos que vale para n — 1 ahora sea N = Ra; +...+ Ra,.; entonces M = N + Ra,,
asi C-ass(M) C C-ass(N)|JC-ass(M/N), pero M/N =~ Ra,/(N{)Ray) el cual es
un R-mddulo ciclico y por hipdtesis de induccién C-ass(N) es finito, por lo tanto
C-ass(M) es finito.

b) = a) Obvia
Proposicién 4.14.- Sea M € R—mody N C M submddulo, si L es una extensién

esencial maxima de N en M entonces C-ass(M) | JC-ass(L/N) = C-ass(M/N)|JC-
ass(N)

Demostracién.- Sea H un pseudocomplemento de L en M, como L no tiene exten--

ciones esenciales propias en M entonces, L es pseudocomplemento de H en M.

54



Tenemos LEP H C, M, como N C. L entonces NP H C. LEP H de donde
N@H C. M y por la proposicién 4.3 C-ass(M) = C-ass(N) | JC-ass(H).
Afirmacién .- (N + H)/N]@ L/N C, M/N. En efecto

(N +H)/N(\L/N = (N + H)(\LI/N = N/N =0

Ahora sea 0 # Y/N C M/N, si Y/N(YL/N # 0 no hay nada que probar .
Supongamos que Y/N(L/N = 0 entonces Y [|L = N, como Y/N # 0 existe
z € Y~Nyaz & L ya que si esto fuera cierto tendriamos z € LY = N
lo cual es imposible, por lo tanto L # L + Rz = (L +Y)(1H # 0 entonces
existe y € Y tal que (L + Ry)(N\H # 0 y nuevamente y ¢ N de otra forma
(L+Ry)C L= (L+Y)NH =0 lo cual es imposible. En estas condiciones ten-
omos = N +y 0y 7€ (Y/N) N[V + H)/N @ L/N], 7 € [(N + L)/N @ L/N]
va que (L+ Ry)( H # 0 de donde existen ! € L, h € H tal que [+ry = h # 0 y asi
ry+ N = h — [+ N que esta donde se queria. Entonces hemos probado que (N +
H)/N@L/N Co M/N lo cual implica que C-ass(M/N) = C-ass((N + H)/N) JC-
ass(L/N) = C-ass(H)|JC-ass(L/N), entonces, C-ass(M)[JC-ass(L/N) = C-
ass(N)UC-ass(H)JC-ass(L/N) = C-ass(M/N)JC-ass(N).

Proposicién 4.15.- Supongamos que para todo C-moédulo M se tiene que
x(M/N) = x(M) para todo N C M tal que M/N € F, . Si M es un C-médulo y

7 € C es tal que M es 7-C-mddulo entonces, 7 = x(M) .

Demostracién.- Sabemos que 7 = x(C) un C-médulo C, como M es 7-C-médulo
tenemos que (M) = x(C) . Si C € Fy(p) entonces tenemos la igualdad deseada.
SiC ¢ Fymy » sea C' = typpy (C), entonces C/C' € Fyary C Fye) por lo
tanto x(C/C') = x(C) , pero x(C/C") = x(M) = x(C) de donde tenemos que
x(M) =x(C) =
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Corolario 4.16.- Con las mismas hipétesis de la proposicién 4.15, tenemos que

C-ass(M) = {x(M) } para todo M € R-mod.

Proposicién 4.17.- Sea C C R-irr tal que para todo C-médulo M se tiene que
x(M/N) = x(M) para todo submédulo N C M tal que M/N € Fyas Si
M € R—mody U C C-ass(M) entonces, existe un submédulo N C M tal que
C-ass(N) =C-ass(M) —U y C-ass(M/N) =U.

Demostracién.- Si U = ¢ témese N = M. Supongamos que U # ¢, sea A =
{H C M | H es submédulo y C-ass(H)(\U = ¢}, A # ¢ ya que 0 € A. Sea
{H:} C A una cadena, entonces |JH; € A ya que C-ass(|JH;) = |JC-ass(H;) y
C-ass(UH;)NU = ¢. Por el lema de Zorn A tiene elementos méximos, sea N
méximo en A,
Afirmacién.- C-ass(N) = C-ass(M) — U, en efecto como C-ass(N)NU = ¢ y C-
ass(N) C C-ass(}VI) = C-ass(N) C C-ass(M) - U.

Ahora sea 7 € C-ass(M) — U entonces, existe L C M tal que L es 7-C-médulo

Si N(NL # 0 entonces 7 € C-ass(N). Si N(YL = O entonces N # NQPL

y C-ass(N @ L) = C-ass(N)JC-ass(L) = C-ass(N)U{r}, como T & U tenemos
C-ass(N @ L) U = ¢ pero ésto es imposible ya que N era maximo en A de donde
N{L #0 y tenemos el resultado deseado.
Afirmacién.- C-ass(M/N) =U. Sea 7 € U y L C M un 7-C-médulo entonces,
NL = 0 ya que de otra forma 7 € C-ass(N) lo cual no es posible, en estas
condiciones tenemos L = L/(L(\N) =~ (L + N)/N C M/N por lo tanto r € C-
ass(M/N) y asi U C C-ass(M/N).

Sea 7 € C-ass(M/N) entonces existe L/N C M/N un 7-C-médulo sabemos
que C-ass(L) C C-ass(N)JC-ass(L/N) = C-ass(N){J{7}, pero como L/N 5 0
entonces, N es submddulo propio de L y por la maximalidad de N tenemos C-
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ass(LYNU # ¢ = (C-ass(N)U{r}H)NU # ¢ por lo tanto 7 € U y asi C-
ass(M/N)CU.

Observacidén.- Con la misma hipétesis de la proposicién anterior tenemos:

i) Si M es un R-médulo y U ¢ C-ass(M) entonces, existe N ¢ M submédulo
tal que C-ass(N)=U y C-ass(M/N) =C-ass(M) - U.

i1) Si U C C entonces, existe un R-médulo M tal que C-ass(M) = U: En
efecto para cada 7 € U sea M, un 7-C-médulo témese M = € M, y tenemos

C-ass(M)=U

Proposicién 4.18.- Las siguientes condiciones son equivalentes para un R-médulo
izquierdo M.

(a) C-ass(N) # ¢ para todo 0 # N C M submddulo.

(b) M tiene un submédulo esencial de la forma € N;, donde cada N; C M es
C-médulo ciclico.

(c) BE(M) tiene un submédulo esencial de la forna @ E(IV;), donde cada N; C
E(M) es C-médulo ciclico.

(d) VN C M,3Cn C C-ass(N) tal que x(N) =ACn

Demostracién.- a) => b). Como C-ass(M) # ¢ entonces, existe N C M un C-médulo
y podemos suponer que es ciclico, ya que culquicr submédulo de N es C-médulo
Sea A = {F | F es familia independiente de submédulos ciclicos de M que son
C-médulos }, A # ¢ pues F'= {N} es un elemento de A.
‘Si {F}};jes es una cadena en A (El orden es por contencién), sea F = |J Fj
entonces F es famlia independiente y F' € A. Por el lema de Zorn A tiene elementos
maéximos, sea F' € A un maximo.
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Afirmacién.-

P Nic. M

N:€F

En efecto sabemos que @ N; C M solo falta probar que la contencién es esencial,
supongamos que no es as{ entonces, existe 0 # I{ C M tal que @ N;( K = 0, pero
por (a) C-ass(K) # @, asi existe [ C K un C-mddulo ciclico por lo tanto tenemos
que @ N;(NL=0= F|J{L} € A pero ésto es imposible ya que F era méximo en
A, de donde P N; C. M.

b) = c¢) Supongamos que P N; C. M es como en (b) entonces P N; C,
E(M) = @ B(N;) C. E(M) y N; C E(M) es C-médulo ciclico.

c)=>a)Sea 0# N C My {N;} tal que @ E(N;) C. E(M) con N; C E(M)
C-médulo ciclicos, podemos suponer que N; C M ya que M C, B(M) = L; =
N:AMCce NiNEM)=N;=PL: C. DNi Cc. BE(N:))Cc. E(M) y Li C M.

Tenemos que PN; C. E(M) por lo tanto N(VEPN; # 0,sea 0 # = €
N (€ N; entonces, £ =z + ... + z, con z; € Nj.
Afirmacién.- C-ass(Rz) # ¢. En efecto como Rz C N1 @D... P N, haremos la
prueba por induncién sobre n. Sin = 1 es obvio ya quelos N; son C-médulos , sin =
2 entonces Rz C N; @ N., supongamos que Rz [ N1 7% 0 entonces tenemos que
(Rz()N;) C Ny y por lo tanto Rz {) V; es un C-mddulo de donde C-ass(Rz) # ¢, si
Rz [} N; = 0 entonces, Rx se sumerge en N, y nuevamente tenemos C-ass(Rz) # ¢.

Supongamos que el resultado vale para n — 1 y sea Re C Ny @... P Ny,
tomemos H = N1 € ... @ N, entonces, Rz C H @ N, nuevamentesi Rz [N, #
0 tenemos C-ass(Rz) # ¢, si Rz[| N, = 0 entonces Rx se sumerge en H y por
hipétesis de induccién tenemos C-ass(Rz) # ¢. v

b) => d) Si N =0 5i témese Cy = ¢. Supongamos que N # 0 entonces hay un

submédulo P N; C. N con cada N; un C-médulo ciclico, por lo tanto Ax(N;) =
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x(@ N;) =x(N) y sabemos que x(V;) € C-ass(N) es decir Cn = {x(V:) };
d) => a) Sea N # 0 sabemos que ICn C C-ass(N) tal que x(N) = ACw,
como N # 0 = x(IN) # x entonces Cn # ¢ y tenemos el resultado deseado.

Corolario 4.19.- Sea C C R-irr tal que para todo C-médulo M se tiene que
x(M/N) = x(N) para todo submédulo N C M tal que M/N € Fy(ary . Supong-
amos que M es un R-médulo izquierdo tal que C-ass(N) # ¢ para todo 0 #N C M

¥ M tiene dimensién uniforme finita entonces, C-ass(M) es finito.

Demostracién.- Por la proposicién 4.14 existe @ N; C. M con los N; C-médulos
ciclicos, como M tiene dimensién uniforme finita entonces la suma directa es finita
por lo tanto N1 @@ ..P Nt C. M asf C-ass(M) = C-ass(N1 P ..P Ni) = C-
ass(Ny)J ... |JC-ass(Ni), por la el corolario 4.15 tenemos que C-ass(N;) =
{x(N) i}, por lo tanto C-ass(M) = {x(N1),..x{(Ni)}

Observacién.- Sea 7 € R-tors , supongamos que existe M € R — mod tal
que 7 = x(M) y M satisface las condiciones de la proposicién 4.14 entonces, 7 es
interseccion de elementos en C. En efecto, por 4.14(c) sabemos que existe Cy C C-

ass{M) tal que x(M) = ACy.

Asi como hemos definido el C-ass(M) podemos definir el concepto C-soporte

como sigue:

Definicién 4.20.- Sea M € R-mod definimos el C-soporte de M como C-sup(d) =
{reC|M¢T:}

Proposicién 4.21.- Para un R-mdédulo izquierdo M tenemos:
(1) Si N C M es submédulo entonces C-sup(M) = C-sup(N) | C-sup(M/N)
(2) Si M = 3 M; con los M; C M submédulos entonces C-sup(M) = |JC-
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sup(M;)

(8) Si U es un subconjunto propio de C entonces C-sup(M) C U & M € T,
paratodaT €C—U

Demostracién.- 1) Sea 7 € C-sup(N) =+ N € 7. por lo tanto M € 7> . Sea 7 € C-
sup(M/N) entonces, M/N ¢ T, = M ¢ T, por lo tanto 1 € C-sup(M), asi hemos
probado C-sup(N ) |JC-sup(M/N) C C-sup(M). Ahora sea T € C-sup(M) entonces,
MgT, == Ng7, o M/N g7, por lo tanto 7 € C-sup(N)|JC-sup(M/N).

2) Claramente tenemos {JC-sup(M;) C C-sup(M), si T € C-sup(M) entonces
M ¢ T, porlo tanto existe M; € 7, de donde 7 € C-sup(M;) asi C-sup(M) = JC-
sup(M;).

3) =] Sea 7 € C — U entonces 7 & U por lo tanto 7 & C-sup(M) y M € 7, .

<] Sea 7 € C-sup(M) entonces M ¢ 7, => 7 € C—U por lo tanto 7 € U y as{
C-sup(M) CU.

Proposicién 4.22.- Si M €R-mod entonces C-sup(M) = | J{C-ass(M/N) | N es
submédulo de M}

Demostracién.- Sea N C M submédulo y 7 € C-ass(M/N) entonces, existe L/N C
M/N tal que L/N es 7-C-médulo por lo tanto L/N € F, => M/N & T, de donde
7 € C-sup(M/N) C C-sup(M) y asi | JC-ass(M/N) C C-sup(M).

Ahora sea 7 € C-sup(M) entonces M ¢ T, ,como 7 € C, 7 = x(L) con L
un C-médulo ,tenemos entonces que Homp(M, E(L)) # 0, sea f: M — E(L) un
morfismo distinto de cero y N el nicleo de f, entonces M/N se sumerge en E(L) por
lo tanto M/N L # 0 es un 7-C-médulo y 7 € C-ass(M/N) asi C-sup(M) C UC-
ass(M/N) y tenemos el resultado deseado.

60



Es bien conocido que en un anillo neteriano conmutativo hay una corresponden-
cia biyectiva entre las clases de isomorfismo de los médulos inyectivos inescindibles
¥ los ideales primos de R. Para anillos neterianos arbitrarios esto no necesariamente
es verdadero, en general hay mas mddulos inyectivos inescindibles que ideales pri-

mos [24].

En [24] Stenstrom denota por £(R) al conjunto de clases de isomorfismo de
médulos inyectivos inescindibles y Spec(R) el conjunto de ideales primos y se define
la funcién ® : E(R) — Spec(R), tal que si E en mddulo inyectivo inescindible
®(E) = Ass(E), esta funcién es suprayectiva ver [24] cap VII. Un anillo neteriano
R es completamente acotado si la funcién @ es biyectiva.

De manera mas general s¢ ha considerado en [1] Aguilar-Arroyo-Signoret y en
[3] Asencio-Torrecillas, esta funcién para un anillo 7-neteriano. Si 7 € R-tors, R
es' T-neteriano si la familias de los ideales 7-puros Cr de R, satisface la condicién
ascendente de cadena es decir C es una reticula neteriana. Los anillos 7-neterianos
fueron considerados por primera vez por Teply en [27]. En este caso la funcién esta
definida de el conjunto de clases de isomorfismo de inyectivos inescindibles libres
de 7-torsién a el conjunto ;le ideales primos de R los cuales son 7-puros, es decir si
¥ es la funcidn tenemos que:

¥ : { Clases de isomorfismos de inyectivos inescindibles libres de r-torsién}
—+ { Ideales primos de R} ‘

En [1] se remarca que esta funcién es suprayectiva cuando el anillo R es 7-
neteriano.

En (1] def 2 se denota por AssC;(M) a el conjunto de ideales primos T-puros
asociados a M, se remarca también que si R es 7-neteriano y M € F,. se tiene que

AssCr(M) = Ass(M) # ¢ ([1] remark 4)

61



Haciendo uso de los conceptos anteriores dados en [1] y de la clase Cp, se
obtiene una caracterizacién de los allos completamente acotados relativos a una
teoria de torsién , donde Cp_ = {x(R/P) | P es ideal r-puroc de R} ; también
tenemos claramente que Cp, C Cp C C4 y por lo tanto si M es un Cp_-mddulo

entonces M es un Cp-mddulo de donde M es un A-médulo .

Proposicion 4.23.- Sear € R-torsy supongamos'que R es 7-neteriano entonces,

Cp,-ass(M) = Cp-ass(M) para todo médulo M tal que M & F, .

Demostracién.- Como Cp, C Cp entonces, claramente tenemos que Cp, -ass(M) C
Cp-ass(M).

Ahora sea x(R/P) € Cp-ass(M) por lo tanto existe N € M un x(R/P) -
Cp-mddulo de donde tenemos que N es x(R/P) -A-médulo por 2.25 tenemos que
X(N) = x(R/P), pero M € F; = x(M) 2 7, de donde tenemos que x(R/P) =
x(V) = x(M) =7 porlo tanto R/P € Fr y x(R/P) €Cp, y x(R/P) €Cp,-
ass(M).

El siguiente teorema, nos da una caracterizacién de los anillos completamente

acotados relativos a una teoria de torsién.

Teorema 4.24.- Sea R un anillo y 7 € R-tors supongamos que R es 7-

neteriano entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
i) ¥ es biyectiva.
ii) Cp-ass(M) = {x(R/P) | P € Ass(M)} para todo M € F,
ili) Cp, = pgen(t) ={oc € Rsp|o > 7}
iv) R tiene 7-Cp-dimensién
v) Cp-ass(M) # ¢ para todo médulo M tal'que M € F; y M #0

62



Demostracidn.- ) = i) Sea M € Fr y x(&/P) € Cp-ass(M), por lo tanto existe
un médulo N C M tal que N es x(R/P) -Cp-médulo , como R es 7-neteriano y
N € F, por [2] 6.1 pag 54 entonces, puedo suponer que N es un médulo cocritico ,
ya que N es x(R/P) -Cp-médulo tenemos que N es x(R/P) -A-médulo y por 2.25
x(R/P) = x(N) por lo tanto Hom(N, E(R/P)) # 0, por otra parte sabemos
que N es cocritico entonces, existe un submédulo C C N tal que C — R/P, como
P es un ideal primo 7-puro por [1] remark 9 tenemos que Ass(C) = {P}, pero

Ass(C) C Ass(N) C Ass(M) por lo tanto P € Ass(M).

Ahora sea P € Ass(M), nuevamente como R es 7-neteriano y M € F,
podemos suponer que existe un médulo cocritico C C M tal que Ann(L) = P para
toda I C C, como P € Ass(M) por [2] 9.1 pag 105, tencmos que P es un ideal
T-puro por lo tanto R/P € F; de donde R/P contiene un médulo cocritico J/P,
va que J/P y C son r-libres de torsién tenemos que ¥(E(J/P)) = Ass(E(J/P)) =
Ass(J/P) = {P} y U(E(C)) = Ass(C) = {P} Remark 4,7,9 de [1], como ¥ es
inyectiva tenemos que E(J/P) = E(C') entonces existe un médulo cocritico &' C C
tal que C' — J/P y como J/Pic R/P tenemos que C' es x(R/P) -Cp-médulo pero
C'— C— N« My como x(R/P) €Cp entonces, tenemos que x(R/P) € Cp-
ass(M) de este modo hemos demostrado la otra contencién y tenemos la igualdad
deseada.

1) = ii2) Sea x(R/P) € Cp,, como R es T-neteriano y R/P € F, entonces
existe un médulo cocritico C tal que C — R/P y como R/P es A-mdédulo tenemos
que x(C) = x(R/P) , ademds x(R/P) > 7 de donde x(R/P) € pgen(r) por lo
tanto Cp, C pgen(r).

Ahora sea x(C) € pgen(7) con C un mddulo cocritico tenemos claramente

que C € Fr y como R es T-neteriano por Remark 4 de [1] Ass(C) # ¢, como C
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es uniforme Ass(C) = {P} donde P C R es un ideal primo, por nuestra hipétesis
tenemos que x(R/P) € Cp-ass(C) por lo tanto existe ¢’ C C tal que C' es
x(R/P) -Cp-médulo de donde C! es x(R/P) -A-médulo y como x(R/P) € C4
tenemos que x(R/P) = x(C') = x(C) por lo tanto x(R/P) = x(C) = de
donde pgen(7) C Cp, y tenemos la igualdad deseada.

i14) => ¢) Solo debemos probar que ¥ es inyectiva. Sean E y E' inyectivos
inescindibles libres de 7-torsién tales que ¥(E) = ¥(E'), como R es r-neteriano
existen médulos cocriticos C y €' tales que C — E y C' — E' por lo tanto
E(C) = E y B(C') = E' de donde tenemos que ¥(E(C)) = ¥(E(C")). De la
definicién de ¥ [24] VII 2 sabemos que hay un primo P tal que ®(E(C)) = {P} ¥
T(E(C")) = {P} por lo tanto Ass(C) = {P} y Ass(C') = {P}.

Por otra parte x(C) > 7 por lo tanto x(C) € pgen(r), como Cp, = pgen(r)
entonces, existe un ideal primo 7-puro H C R tal que x(R/H) = x(C) , ya que C
es cocritico existe N C C tal que N — R/H de donde Ass(N) = {H}, pero C es
uniforme por lo tanto Ass(N) = Ass(C) [24] Stens VII 1.5 y tenemos que H = P y
asi x(R/P) = x(C) . De manera completamenete andloga podemos demostrar que
x{(R/P) = x(C") porlo tanto x(C) = x(C"), como C y C' son cocriticos tenemos
que E(C") ~ B(C) de donde E ~ E' y hemos demostrado que ¥ es inyectiva.

it} = iv) Por 3.42 basta demostrar que para toda o > 7 existe M un o-A-
médulo tal que x(M) € Cop.

Sea ¢ > T, como R es 7-neteriano entonces por [2] 6.1 pag 54 y 6.6 pag 58 existe
un un médulo C, o-cocritico por lo tanto x(C) = o > 7 Ae donde tenemos que
x(C) € pgen(r) por la hipdtesis existe un ideal primo P tal que x(R/P) = x(C)
como C es cocritico entonces existe C' ¢ C tal que C' — R/P, como R/P es
A-médulo tenemos que x(C') = x(R/P) y como C es cocritico x(C') = x(C)
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por lo tanto x(C) = x(R/P) asi C es o-A-médulo y x(C) € Cp.

w) = #ii) Como R es r-neteriano, anidlogamente a la demostracién de la
primera‘ parte de (72) = (iii) podemos probar que Cp_ C pgen(7).

Ahora sea C un médulo cocritico tal que x(C) € pgen(r), como R tiene m-Cp-
dimensién y x(C') > 7 entonces, existe M un x(C) -A-médulo tal que x(M) € Cp,
pero como x(C) € C4 tenemos que x(M) = x(C) = r por lo tanto x(C) €Cp,
de donde tenemos que pgen(r) C Cp, tenienedo la igualdad deseada.

i) = v) Sea M € F, y M s 0 .como R es r-neteriano por [2] 9.1 pag 105,
tenemos que Ass(M) # ¢ por lo tanto Cp-ass(M) # ¢ A

v) = 7ii) Como R es T-neteriano tenemos que Cp, C pgen(r).

Ahora sea C un mddulo cocritico tal que x(C) > 7. Como C € F; entonces,
Cp-ass(M) # ¢ de donde existe C' C C tal que C' es x(R/P) -Cp-médulo por
lo tanto C' es x(R/P) -A-médulo , como x(R/P) € Ca tenemos que x{C') =
x(R/P) pero como C es cocritico tenemos que x(C) = x(C') por lo tanto
X(C) =x(B/P) asi x(C) €Cp,

En seguida damos una caracterizacién de los anillos neterianos completamente

acotados.

Corolario 4.25.- Sea R un anillo neteriano izquierdo, entonces las siguier;tes
condiciones son equivalentes.

i) R es completamente acotado.

it) Rsp-ass(M) = {x(R/P) | P € Ass(M)} para todo médulo M # 0

ili) Cp = Rsp

iv) R tiene Cp-dimensién izquierda.

v) Cp-ass(M) # ¢ para todo médulo M # 0.
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Demostracién.- Es inmediata de la teorema anterior, ya que en este caso R es

{-neteriano.

Terminamos este capitulo con la siguiente caracterizacién de los anillos conve-

nientes:

Proposicién 4.26.- Sea R un anillo semineteriano izquierdo, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
i) R es un anillo conveniente izquierdo

i) Cp-ass(M) # ¢ pra todo M € R-mod, M # 0.

Demostracién.- i) = i) Por 3.43 sabemos que cada médulo M distinto de cero
contiene un un mdédulo decisivo D por lo tanto Cp-ass(M) # ¢. °

1) = 1) Sea M # 0 entonces Cp-ass(M) # ¢ por lo tanto existe N C M y x(€
) Cp tal que N es x(D) -Cp-médulo por lo tanto x(N) = x(D) y Hom(N, E(D)) #
0, como R es neteriano podemos suponer que N es un mdédulo cocritico , de donde
existe N/ C N tal que N' — D, por lo tanto N’ es un médulo decisivo contenido

en M, entonces por 3.43 tenemos que R es conveniente izquierdo.
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CAPITULO V

mdédulos y anillos D¢

En [12] capitulo 56, Golan define los D-anillos izquierdos como los anillos para
los cuales todo R-mdédulo izquierdo M distinto de cero, tiene ass(M) # ¢ [12]
cap 55, que es equivalente a que todo médulo M d.istinto de cero contenga un
submédulo cocritico , en este capitulo generalizamos este concepto utilizando una
familia C C R-irr y entonces, definimo los D¢-anillos izquierdos, que son aquellos
para los cuales todo médulo M distinto de cero tiene C-ass(M') # ¢
Notamos también que la clase de todos los médulos M tales que C-ass(M/N) #
¢ para todo submédulo N C M forman una clase de torsién que denotamos por
Ts(c)-
Finalmente damos una caracterizacién de los anillos semiartinianos , una car-
" acterizacién de los anillos artinianos y una caracterizacién de las teorfas de torsién

estables, usando la familia Cp.

Definicién 5.1.- Sea C C R-irr y U ¢ € y M un R-médulo izquierdo diremos
que M es un De(U)-médulo si para todo N C M submddulo propio tenemos que

¢ & C-ass(M/N)CU

Observacién.-

i) VU C C, el médulo M = 0 es D¢(U)-médulo

ii) Si U = ¢ el tinico De(U)-médulo es M =0

iii) Si S es un R-médulo simple y x(S) € U entonces S es De(U)-médulo
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Lema 5.2.- Sea ¢ # U C Cy M # 0 un De(U)-médulo entonces, para todo
0 # N C M tenemos C-ass(N) # ¢.

Demostracion.- Sea 0 2 N C M, si N C. M por 3.7 tenemos C-ass(N) = C-
ass(M) # ¢ . Si N no es esencial en M, entonces existe un pseudocomplemento
de N en M, L es distinto de M ya que N # 0, por lo tanto N@L Co M y
N se sumerge en M/L mas aun N ~ (N@L)/L Cc. M/L; En efecto si 0 #
K/L ¢ M/L entonces L C K propiamente, entonces X (/N # 0 por lo tanto
(N®LY/LINK/L = (NOL)NKI/L = (NOK)DLI/L # 0 de donde C-
ass(N) = C-ass((N @ L)/ L) = C-ass(M/L) # ¢.

Teorema 5.3.- Para cada U C C existe una §¢(U) € R-tors tal que Tp ) =
{M € R~ mod| M es De(U)-médulo }.

Demostracién.- Sea 0 # M un Dc(U)-médulo y N C M, si N = M entonces
M/N =0y M/N es D¢(U)-médulo

Si N # M entonces M /N # 0 y debemos probar que M/N es D¢(U)-mddulo
. Sea L/N C M/N tal que 0 % (M/N)/(L/N) ~ M/L y como M es D¢(U)-médulo
entonces ¢ # C-ass(M/L) C U por lo tanto T, (u) es cerrada bajo cocientes.

Sea N C M un submédulo ,si N = 0 entonces N es D¢(U)-médulo |, sea
K C N tal que 0 # N/K C M/K, como M/K es Dc¢(U)-médulo por el lema
anterior tenemos ¢ # C-ass(N/K) C C-ass(M/K) C U por lotanto Ts.(u) es
cerrada bajo submédulos.

Sean N y M/N D¢(U )-médulos y consideremos la sucesién 0 — N — M —»
M/N — 0 témese L C M submédulo propio . Si N C L tenemos el epimorfismo
M/N — M/L — 0y como M/N es Dc(U)-médulo entonces ¢ # C-ass(M/L) C
U
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Si N ¢ L entonces 0 £ N/(NNL) = (N+L)/LCc M/Ly comé N es De(U)-
médulo tenemos que C-ass(N/(N (L)) # ¢ y por lo tanto f-ass(M/L) # ¢.

Por otra parte sabemos que C-ass((N + L)/L) C C-ass(M/L) C C-ass((N +

L)/L)|JC-ass(M/(N + L)) pero C-ass((N + L)/L) = C-as

s(N/(INONL) Cc Uy

C-ass(M/(N + L)) C U por lo tanto C-ass(M/L) C U asi hemos probado que

Ts.(uy es cerrado bajo extensiones.

Sea {Mi}icr C T,y y M = @ye; Mi , sea N C M y
entonces M/N = | {[D;c; M; + N}/N | J C I es un conjun
C-ass(M/N) = ;c;C-ass([Djc s Mj+N]/N) donde J es u
J C I un conjunto finito, probaremos que C-ass([@;ec; M
induccién sobre el nimero de elementos que tiene J.

Si J tiene un elemento entonces tenemos que C-ass
ass(M1/[M, (N N]) C U. Para el caso general solo basta ps

dos elementos.

M, + M+ N

C—ass( N

M, + N
)CC——ass(—N——)UC——ass

_ M] M2
=C -~ GSS(W)UC - ass(m

1in subméddulo propio,
to finito} por lo tanto
n conjunto finito. Sea

f; + N]/N) € U por

(M, + N)/N) = C-

obarlo cundo J tiene

(M1+M2+N)
M+ N

Al

Entonces 75, (v) es cerrada bajo sumas directas de donde es una clase de torsién.

Observacién.- Si U = ¢ entonces é¢(¢) = €.

Definicién 5.4.- Diremos que un R-médulo izquierdo M es D¢-médulo si M es

D¢(C)-médulo . Un anillo R es D¢ -anillo izquierdo si como R-médulo izquierdo es

D¢-médulo .
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Observacidn.-

i) Nétese que M es De-médulo si y solo si C-ass(M/N) # ¢ para toda N C M
submddulo propio

ii) M es D¢(U)-médulo siy solo si M es D¢-médulo y C-sup(M) C U si y solo
si M es De-médulo y M € 7,.Vr € C — U. Esto se sigue de 3.16

i) Si U C C es tal que rR es D¢(U)-mdédulo ,entonces U = C. En efecto,
si 7 € C entonces existe un 7-C-mddulo ciclico M y si 0 % = € M tenemos que
M = Rz ~ R/(0 : z), como R es D¢(U)-médulo entonces 7 € C-ass(M) = C-
ass(R/(0:x)) C U, por lo tanto C =U.

Nota.- Golan define en [11], un R-médulo izquierdo M es D-médulo (definite) si
ass(M/N) # ¢ para todo N C M submddulo propio , como sabemos Rsp-ass(M)
coincide con el ass(M) para cualquier R-médulo M entonces, tenemos que M es
D-médulo si y solo si M es Rsp-médulo. Por otra parte tenemos que si M es D-
médulo entonces M es De-médulo para toda C tal que Rsp C C, el inverso de éste
resultado es falso, al final de este trabajo tenemos el ejemplo de un anillo tal que es
Dg¢ ,-anillo izquierdo (por lo tanto D¢, -médulo) que no es D-anillo izquierdo (por

lo tanto no es D-médulo)

Definicién 5.5.- Sea P(C) la familia de subconjuntos de C, definimos la siguiente
funcién:
8c: P(C) — R-tors
Ur— 6e(U)

Observacidn.-
i) Si U C U’ entonces é:(U) < 6¢(U")
ii) Si U, U’ C C son tales que U [\U' = ¢ entonces §c(U)(6c(U') =¢
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Proposicién 5.6.- Si {U;}er es una familia de subconjuntos de C entonces:

1) 8¢(N; Ui) = Aée(Ui)

2) 6c(U; Ui) = Vibe(U:)
Demostracién.- 1) M € T‘SC(n; vy € M es De-médulo y C-sup(M) C ;Ui & M
es De-médulo y C-sup(M) C Us¥i € I M € To Vi € I & M € Taso sy

2) Como U; C |J;U; entonces éc(Ui) < 8c(lJ; Ui) de donde Viéc(U:) <
5e(U; Ui)

Nota.- La la desigualdad en (2) puede ser estricta, en el ejemplo 7.18, tenemos un
anillo R en donde C4 = {&, x(R) }, si tomamos U; = {¢},U; = {x(R) } vemos que
Se (U1 UUR) = x ¥y 6c,(U1) =&, 8¢, (Uz) = € asi tenemos la desigualdad estricta.

Si U C € denotaremos [U] = {U’ C C | 6¢(U’) = 6¢(U)} y U = N[U].
Corolario 5.7.- Si U C C entonces U € [U].

Demostracién.- Es inmediata de el inciso (1).

El corolario anterior nos dice que si 7 € Imé¢ entonces, existe U C C elemento
menor tal que §¢(U) = 7. Con ésta misma notacién si 6¢(U) = 6¢(U) entonces,
U= ﬁU{ﬂ’ € U | 6¢({n}) = £} una de las contenciones es clara , para la otra sea
n € U si §¢({mr}) =€ habremos terminado, si §¢({7}) > £ entonces ¢ < §e({n}) <
6c(U) = 6¢c(U) de donde si 0 # M € Ty, ((r}) entonces C-ass(M) = {z} C U por lo
tanto 7 € U.

Proposicién 5.8.- Sea U C C entonces éc(U) < A(C — U).

Demostracién.- si U = C no hay nada que probar. Supongamos que U 3 C y sea

M € Ts.(uy entonces M es Deg-médulo y C-sup(M) C U, por 3.15 tenemos que
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M € 7; paratodaT €C =~ U, por lo tanto M € Tpc—y) y 6e(U) < A(C —TU).

Teorema 4.9.- Para un anillo R y para C C R-irr las siguientes condiciones son
equivalentes.

a) R es D¢ -anillo izquierdo

b) 6(€) = x

c) M es De-médulo VM € R — mod

d) C-ass(M) # ¢ VM #0 M € R-mod

e) é¢ es suprayectiva

f) x € I'mée¢

g) c(U)=A(C-U) YUCC
Demostracién.- a) = b) Como R es D¢ -anillo izquierdo entonces pR € T (c) por
lo tanto 8¢(C) = x.

b) = c¢) Sea M € R-mod, entonces M € T, = Ts.(¢) por lo tanto M es
De¢(C)-mddulo lo cual implica que M es D¢-médulo .

¢) = d) es obvia

d) = a) Sea I C R un ideal izquierdo propio, como R/I # 0 entonces C-
ass(R/I) # ¢ por lo tanto R es D¢ -anillo izquierdo.

d)=>e) Sear € Rtors y U = [ J{C-ass(M) |0 £ M €T, }
Afirmacién.- 6¢(U) = 7; En efecto sea M € 7, y N C M submdédulo propio,
sabemos que 0 % M/N € 7, y por lo tanto ¢ # C-ass(M/N) C U de donde
M € Toovy vy 7 < 6¢(U). Supongamos que 7 < §¢(U) entonces existe 0 # M €
Tseuy( ) Fr , como M # 0 C-ass(M) # , entonces existe N C M C-médulo yN e
Fr por lo tanto 7 = x(N) > 7. Por otra parte sabemos que M € 75, () entonces
7 € U y por definicién de U existe 0 # I{ € 7. w-C-mddulo , en estas condiciones

tenemos K € 7, C 7, pero K es w-C-médulo lo cual dice que K € Frr (17 =0
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¥ esto es imposible por lo tanto 7 = §¢(U).

e) = f) es obvia.

f) = a) como x € Imb; entonces existe U C C tal que §¢(U) = yx de donde
rR € T5, vy por lo tanto R es D¢ -anillo izquierdo.

a) = g) Por la proposicién 4.8 tenemos que é¢(U) < A(C — U), sabemos que
M€ The—yy & M €T, V7 € (C—U < C-sup(M) C U y como R es D¢ -anillo
izquierdo tenemos que M es D¢-médulo por lo tanto M es D¢(U)-médulo de donde
M e Ty y asi 6c(U)=A(C - U).

g) => b) Sea U = C entonces 6¢(C) = A(C —C) = x por lo tanto R es D¢ -anillo

iquierdo.

Corolario 5.10.- Sea C C R-irr tal que C-ass(M) = {x(M) }VM C-médulo
entonces, son equivalentes

a) R es D¢ -anillo izquierdo

b) AU = A{x(N) |C-ass(NYCU}VUCC

a) = b) Sea U CC si U = ¢ tenemos el resultado.

Ahora supongamos que U # ¢ y sea N # 0 tal que C-ass(N) C U, como R es
D¢ -anillo izqueirdo entonces por la proposicién ‘3.12 tenemos que x(N) = ACn
y AC-ass(N) > AU por lo tanto x(N) > AU, asi tenemos que A{x(N) | C-
ass(N)C U} > AU.

Pongamos 7 = A{x(N) | C-ass(N) CU} sear € Uy m= x(N) con N un
w-C-médulo entonces, C-ass(N) = {z} C U de ésta forma x(N) es un elemento
del conjunto en cuestién y tenemos 7 > 7, pero esto lo hacemos para cada = € U
por lo tanto AU > 7 de donde AU = .

b) = a) Témese U = ¢ entonces x = AU = A{x(N) |C-ass(N)C ¢},si Nes
tal que C-ass(IV) = ¢ entonces x < x(N) < x de donde N =0 asi R es D¢ -anillo
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izquierdo.

El teorema anterior nos dice cuando la funcién &¢ es suprayectiva, ahora nuestro

objetivo es decir cuando §¢ es inyectiva.

Proposicién 5.11.- Sea U C C tal que 8¢(U) > € entonces U [ Rsp # ¢

Demostracién.- Sea 0 # M € T;,(y) entonces para 0 # m € M tenemos que Rm es
un D¢-médulo distinto de cero, como Rm es finitamente generado existe N C Rm
submddulo méximo, por lo tanto x(Rm/N) € C-ass(Rm/N) C U y asi tenemos
que x(Rm/N) € U de donde tenemos el resultado deseado.

Nétese que el resultado anterior es mas fuerte ya que en realidad se estd probando
que si U es como en la proposicién entonces, U contiene teorias de torsién cogener-

adas por médulos simples.

Corolario 5.12.- Si 7 € C es tal que §¢({n}) > £ entonces 7 es una teoria de

torsién de cogenerada por un médulo simple.

Observacién.- Por el corolario anterior nos damos cuenta que si 7 € (C—Rsp)
entonces ¢({7}) = £, de donde ¢ no puede ser inyectiva, por lo tanto una condicién

necesaria para que §¢ sea inyectiva es que C = Rsp.

Lema 5.13.- Sean C CC' C R-irr con la propiedad que C' -aés(M) = {x(M)}
para cada C' -médulo M entonces, si C' -ass(M) C C = C' -ass(M) C C-ass(M)

Demostracién.- Sabemos que C-ass(M) C C' -ass(M), ahora sea 7 € C' -ass(M)
por lo tanto existe N C M un 7-C' -mddulo asi 7 = x(N) , por la hipétesis sabemos
que 7 € Cysi <# L C N tenemos que L es 7-C' -mddulo por lo tanto x(L) = 7 asf
hemos probado que para toda L # 0 L C M x(L) € C de donde N es 7-C-médulo
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Observacién.- Por el lema anterior y como C4 satisface la condicién de la
proposicién anterior tenemos que Cp-ass(M) C Ca-ass(M), Rsp-ass(M) C Cu-
ass(M) y Cp-ass(M) C Cg-ass(M).

Proposicién 5.14.- Sean C ¢ C' C R-irr y supongamos que C-ass(M) =
{x(M) },C' —ass(M) = {x(M) } para todo C-médulo M y para todo C’ -médulo

M entonces la funcién §; extiende a la funcién é¢

Demostracién.- Sea U C C, debemos probar que 6% (U) = é¢(U). Sea 0 # M €
Ts;, (v) ¥ N C M submédulo propio entonces ¢ # C' -ass(M/N) C U C C, por el
lema anterior tenemos que C' -ass(M/N) = C-ass(M/N) por lo tanto para cada
M € Ty, (v tenemos que M € T, () de éste modo probamos que &¢ (U) < 6¢(U).

Ahora sea M € Tg, vy y N C M submddulo propio, nuevamente tenemos que
¢ # C-ass(M/N) C U. Afirmacién, C-ass(M/N) = C' -ass(M/N); en efectosi 7 €
C' -ass(M/N) entonces existe L/N C M/N un 7-C’ -médulo, pero L/N € Ts.(y) ¥
por lo tanto ¢ # C-ass(L/N) C U asi existe 7 € C-ass(L/N) y = € U, por lo tanto
existe K/N C L/N un w-C-médulo de donde 7 = x(K/N) = x(L/N) =7y asi
tenemos C-ass(M/N) = C' — ass(M/N) por lo tanto M € T8, (U) y &, (U) =
Se(U).

Definicién 5.15.- Para 7 € R-tors definimos los conjuntos Pe(r) ={m € C |7 >
7}y Ve(r) = Ve(r) = C — Pe(r).

Observacién.-

1) Pe(r) = {}{(M) |M es C-méduloy M € F; }

it) Ve(r) = C — Pe(T)
Proposicién 5.16.- Sea v € R-tors ¢ # U C C entonces:
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1) M € Tonse(uy & M € Ty ¥ C-sup C Ve(r)
2) 8i 7V 8¢(U) = x entonces 7 = AP¢(7)

Demostracion.- =] M € Topnsowy = M € T (\Ts.(u) - Ahora sea w € FPe(7) por
lo tanto 7 > 7 de donde M € 7, Vr € Pe(7) y por la proposicién 3.11 tenemos que
C-sup(M) C Ve(r).

<) Sea M € T5, vy y C-sup(M) C Ve(r), basta probar que M € 7, , Sup que
M ¢ T, entonces M/(t, (M)) = N # 0 es un R-médulo que tiene la propiedad de
N e T5. vy » C-sup(N) C C-sup(M) C Ve(r) y N € Fr , ahora témese x(L) =n €
C-ass(N), como C-ass(N) C C-sup(N) C Ve(r) entonces w € Vg(7),por otra parte
sabemos que V € F, por lo tanto L € F, = « 2> 7 por lo tanto 7 € Pe(7) lo cual
es imposible de donde M € 75 .

2) Sea o = AP¢(7) entonces 7 < o, supongamos que 7 < o entonces existe un
R-médulo M # 0 tal que M € 7, (F, por otra parte sabemos que M € T ys.(v)
por lo tanto M ¢ Fs. () asi existe r € C-ass(M) y como M € Fr tenemos que
w > 7 =>7 € Pe(r) de donde o < 7 y asf tenemos que M € 75 lo cual es imposible

por lo tanto 7 = 0.

Corolario 5.17.- Si R es D¢-anillo izquierdo entonces para toda 7 € R-tors 7 =

/\Pc(T).

Demostracién.- §¢(C) = x por lo tanto 7V 8¢(C) = x

En lo sucesivo denotaremos a 8¢(C) como 7p.

Proposicién 5.18.- Para 7 € R-tors las siguientes condiciones son equivalentes:
1) 7 =6c(Ve(r)
i) T < 7o
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Demostracién.- 2) = ii) Es obvia.

i) = i) Sea M € T, y w € P¢(r) entonces M € 75 , por la proposicién 3.11
tenemos que C-sup(M) C Ve(7) ; por otra parte M € T,;,, de donde M es un
De-médulo y asi tenemos que M € T5, (v, (), por lo tanto 7 < §¢(Ve(r)).

Supongamos que 7 < §¢(Ve(T)), por lo tanto existe 0 # M € Ts.(ve(r)) ) Fr
de donde M es D¢-médulo y C-sup(M) C Ve(r). Sean € C-ass(M), como M € F,
entonces 7 < , por lo tanto m € Pe(r) y como C-ass(M) C C-sup(M) de donde

m € Ve(7) lo cual es imposible.
Corolario 5.19.- Para la funcién ¢ tenemos que Imée = [€,7p,]

Demostracién.- VU C C tenemos que 8¢(U) < 6¢(C) = 7p,. Si 7 € [¢,7p,] entonces

por la proposicién anterior tenemos que 7 = ¢ (Ve (7))

Lema 5.20.- Sea 7 € R-tors tal que satisface la condicién de que un R-médulo

M es de 7 -torsidn si y solo si C-ass(M) () Pe(T) = ¢, entonces 7 es estable.

Demostracién.- Sea M un R-médulo tal que M € 7, sabemos que C-ass(M) = C-
ass(E(M)) y por la hipétesis tenemos que C-ass(M){Pe(r) = ¢ por lo tanto
C-ass(E(M)) (N Pc(r) = ¢ de donde tenemos que E(M) € T; y asi T es estable.

Proposicién 5.21.- Si R es anillo D¢-izquierdo entonces 7 € R-tors es estable si

y solo si C-ass(M) (| Pe(t) = C-ass(M/[t.(M)) para todo M € R-mod.

Demostracién.- <=] Por el lema anterior basta probar que M € 7, <« C-
ass(M) [ Pe(r) = ¢. Claramente si M € 7, tenemos que C-ass(M) () Pe(7) = ¢.
Ahora supongamos que C-ass(M) [ Pe(r) = ¢, por la hipbtesis tenemos que que
C-ass(M) (" Pe(r) = C-ass(M/t.(M)) por lo tanto C-ass(M/t.(M)) = ¢, pero R
es Dc-anillo izquierdo de donde M/t (M) =0y asi M € T; .
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=»] Supongamos que 7 es estable y M es un R-médulo
Sabemos que ¢,(M) =t (E(M)) ()M de donde tenemos que

Mo M M+t (BE(M))
&) T HEGHNM (B

por lo tanto

M _E(M)
LGD) 5B
y asi
E(M)
C- assg(t (M))CC’ assg(t (E(M)))

Como 7 es estable entonces ¢.(E(M)) es sumando directo de E(AM) por lo
tanto E(M)/t-(E(M)) es isomorfo a un submédulo de E(M) es decir C-
ass(E(M)/t-(E(M)) C C-ass(E(M)) = C-ass(M) por lo tanto C-ass(M [t .(M)) C
C-ass(M) y asi tenemos que:

C-ass(ts(M)) U C-ass(M (M) = C-ass(M). ‘

Por otra parte C-ass(M) (| Pe(r) = [C-ass(t- (M) Pe(T)]U

[C-ass(M [t (M) Pe(7)] = dlJC-ass(M/t.(M)) asi llegamos al resultado

deseado.

Definicion 5.22.- Si C C R-irr, diremos que C es cerrada bajo cocientes libres de
torsién si para cada 7 € R-fors y para cada 7-C-médulo M tal que, si LC N C M
con 0 # N/L € 7, entonces N/L es 7-C-médulo

Observacién.- Ejemplos de éstas C son, cualquier subconjunto de C 4.

Proposicién 5.23.- Sea C C R-irr cerrada bajo cocientes libres de torsién, en-
tonces no existen 7p,-C-médulos.
Demostracién.- Supongamos que existe M # 0 tal que M es rp,-C-médulo
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Afirmacién M es D¢-médulo ; En efecto sea N C M submdédulo propio si M/N €
Frp, » entonces M/N es 7p,-C-médulo lo cual implica que C-ass(M/N) # 4. Si
M/N ¢ Fip, entonces t,, (M/N) # 0 asi C-ass(M/N) # ¢ de donde M es

D¢-médulo y M € Tp, lo cual es imposible.

Proposicién 5.24.- Sea C cerrada bajo cocientes libres de torsién, si {;} es la

C-iltracién y cc es la teoria de torsién tal que ac = a; = @iy entonces a¢ < Tp,

Demostracién.~ Induccién transfinita

a-1=§{ < Tp

Sea 7 ordinal limite y supongamos que para toda j < 7, @; < Tp,, entonces
ap = Vjciaj < Tp,

Sea i ordinal no limite y a;—; < 7p, debemos probar que a; < 7p,. Supong-
amos que «; £ Tp,, como a; = aj—1 VE({M | M es a;_1-C-mddulo } entonces existe
M, ai—y-C-médulo tal que M ¢ T, , por lo tanto 0 # M/t,, (M) € Frpy, C

Foi, ¥ asiLes a;—1-C-mddulo por lo tanto L es 7p,-C-mddulo lo cual es imposible.

Corolario 5.25.- Si R tiene C4-dimensién entonces R es D¢ ,-anillo izquierdo.

Ahora damos una caracterizacién de los anillos artinianos utilizando a la familia

Cp que hemos mencionado con anterioridad.

Proposicién 5.26.- Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R.
i) R es anillo semiartiniano izquierdo

ii) R es D¢y, -anillo izquierdo y Cp no tiene cadenas con mas de un elemento.
Demostracién.- ¢) = #¢) Como R es anillo semiartiniano izquierdo entonces, para

todo M # 0 existe un médulo simple S tal que S < M y como S es un médulo

decisivo tenemos claramente que Cp-ass(M) # ¢ por lo tanto R es Dc,-anillo
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izquierdo.

Por otro lado sabemos que cada médulo decisivo contiene un simple entonces,
por 3.38 tenemos que Cp no tiene cadenas con mas de un elemento.

i) = 1) Sea M # 0 entonces, Cp-ass(M) # ¢ por lo tanto existe un submédulo
N C My x(D) € Cp tal que N es x(D) -Cp-médulo donde D es un médulo decisivo
como Cp no tiene cadenas entonces, por 3.38 tenemos que existe un médulo simple
S tal que S — D como D es A-médulo tenemos que x(.5) = x(D) por lo tanto
N es x(5) -Cp-médulo y como Cp C C4 tenemos que N es x(5) -A-médulo y por
2.25 sabemos que x(N) = x(S) por lo tanto S < N asi § — M de donde R es

un anillo semineteriano izquierdo.

Corolario 5.27.- Para un anillo neteriano izquierdo son equivalenetes:
i) R es artiniano izquierdo

it) R es D¢, -anillo izquierdo y Cp no tiene cadenas con mas de un elemento.

Demostracién.- Z) = iZ) Como cada anillo artiniano es semiartiniano entonces, el
resultado se sigue de la proposicién anterior.

i2) = 1) L condicién (zz) implica que R es anillo semiartiniano y como tenemos
por hipétesis que R es anillo neteriano entonces, por 12.8 [11] tenemos que R es
anillo artiniano izquierdo.

Notemos que los anteriores resultados pueden ser facilmente generalizados al
contexto de anillos T-neterianos y 7-artinianos, los resultados mas importantes para
anillos 7-artinianos han sido obtenidos por Miller y Teply en [18], resultados anal-
ogos a los presentados aqui usando elementos de Rsp, se pueden ver en Zhang [18].
Una importante fuente de informacién respecto a condiciones relativas a teorias de
torsién , es Albu-Nastasescu [2]. Finalizamos este capitulo demostrando que si R es

De_-anillo izquierdo entonces VI C R ideal bilateral se tiene que R/I es D¢ ,-anillo
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izquierdo.

Lema 5.28.- Sea R un anillo y I ¢ R un ideal bilateral, S = R/I. SiN y M son

S-médulos entonces sN € Ty, pr) & rIV € Typrny -

Demostracién.- sN € Ty pr) < Homgs(sN,E(sM)) =0 & Homs(sN',s M) =
OVsN' C gN ciclico (Pero sN' es ciclico si y solo si pN’' es ciclico) &
HomR(RN',RJ\([) = Q0VrN' C RrM ciclico & Homp(rN,E(rM)) =0 &r N €

Ty(rrny -

Corolario 4.29.- Con las hipétesis de el lema anterior tenemos sV € Fy( nr) &
RN € Fytran
Demostracién.- =] Si pRN € Fypp) = ;aN’ = ty(prr) (RNV) #0como pN' CR N
entonces N’ es S-médulo, por el lema anterior sN' € 7, (,m) por lo tanto sN ¢
Fxsm) lo cual es imposible.

<] Si sN € Fysm) nuevamente sN' = ty ary (sN) # 0 por lo tanto

rRN' € Tyuamy yasi RN € Fypary lo cual es imposible.

Proposicién 4.30.- Sea R anillo D¢, izquierdo, I C R ideal bilateral entonces el

anillo $ = R/I es anillo D¢, izquierdo.

Demostracién.- Sea N # 0 un S-médulo entonces pN # 0, como R es anillo D¢,
anillo izquierdo tenemos que C4 — ass(rN) # ¢ de donde existe pRN' C grN un
A-médulo .

Sabemos que IgN = 0 de donde IgpN' = 0 por lo tanto N’ es S-médulo
Afirmacién sN' es x(sN') -A-médulo

En efecto haciendo uso de la proposicién 2.3, sean g4 C sB C sN' tal que
0% sB/sA€ Fyeny yHoms(B/A,E) =0 para E un S-médulo inyectivo tal
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que sE € Fy(;Ny , debemos probar que Homs(N', E) = 0.

Demostracién.- Como g(B/A) € Fysny & r(B/A)Y € Fymrny y
Homs(B/A,E) = 0 & S(B/A) (S Tx(sE) P R(B/A) € Tx(nE) &

Homp(B/A,E(rE)) = 0, sabemos que sE € Fy;ny € RE € Fypny =

I

E(rE) € Fywmny - Ya que pA C rB C rN' son tales que
Homp(B/A, E(rE))
médulo = Homp(N',E(rE)) = 0 & rN' € Tyyr < sN' € Tyep
Homg(N',E)=10 ’

I

0 con E(rE) € Fy(nny ¥ como gpN' es x(rN') -A-
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CAPITULO VI
Descomposicién C-primaria

El concepto de descomposicién primaria, aparece en el estudio de los anillos
neterianos conmutativos, este concepto fué extendido al caso no conmutativo por
Lesieur y Croisot {15] con el nombre de descomposicién terciaria, posteriormente
, en [13] Goldman introdujo una teoria de descomposicién primaria para médulos
neterianos sobre anillos arbitrarios, en esta teoria, el papel de los ideales primos lo
Jjuegan las teorias de torsién primas, en vista de que los elementos primos de R-tors,
desde el punto de vista de la teoria de reticulas, son los elemmentos irreducibles, nos
parece natural extender la teoria de descomposicién primaria de Goldman a ciertas
familias de teorfas de torsién irreducibles.

El resultado principal de este capitulo establece que si M € R-mod, entonces
todo submddulo propio de M tiene'C-descomposicic’m primaria en M si y solo si M

es De¢-médulo.

Definicién 6.1.- Un R-mdédulo M es C-coprimario si C-ass(M) consta de una sola

teoria de torsién. Si C-ass(M) = {7} entonces diremos que M es 7-C-coprimario.

Observacion.-
Si C C C' entonces en general si M es C-coprimario ,esto no implica que M
es C'-coprimario. Para ver est;,o, sea C = Rsp y C' = C4, tomemos N un mdédulo

cocritico y N’ un A-médulo que no contiene ningiin cocritico en el ejemplo 7.18 al
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final de esta tesis el inico mddulo simple y el anillo R cumplen lo anterior). Ahora,
sea M = N@®N'. Afirmamos que M es Rsp-coprimario pero M no es C 4-coprimario,

En efecto, Rsp-ass(M) = ass(M) = ass(N)Uass(N') = {x(V)}ué = {x(N)},
de donde M es Rsp-coprimario. Por otra parte, C4-ass(M) = Ca-ass(N) U Cx-
ass(N') = {x(N), x(N")} y x(N) # x(N') ya que x(N') ¢ Rsp.

En algunos resultados,de éste capitulo , trabajaremos con familias C C R-irr
que satisfacen la siguiente condicidn:
(*) C-ass(M) = {x(M)} para todo C-médulo M, notemos que las familias Rsp,

Ca 4 Cp, Cp satisfacen esta condicidn.

Proposicién 6.2.- Sea C C R-irr que satisface la condicién (*). Si M es un

R-médulo tal que C-ass(M) # ¢ y M es uniforme entonces M es C-coprimario.

Demostracién.- Como C-ass(M) # ¢ entonces existe 7 € C-ass(M). Afirmamos
que C-ass(M) = {r}. En efecto, sea ¢ € C-ass(M) y N C M un o-C-médulo
entonces o0 = x(N), pero sabemos que existe N/ C M un T-C-médulo, de donde
tenemos que 0 # N' N N y este médulo es 7-C-médulo y o-C-médulo, por lo tanto

r=x(NNN')=o.

Proposicién 6.3.- Sea C C R-irr que satisface la condicién (*) y supongamos
que M es De-médulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) M es C-coprimario.

i) x(M) € Cy x(M) = x(N), para todo 0 # N C M.

Demostracién.- i) = i7) Sea C-ass(M) = {r} y N C M un 7-C-médulo, sabemos
que 7= x(N) > x(M). Afirmamos que M € Fr.
En efecto, si 0 # L = ¢,(M), como M es D¢-médulo entonces C-ass(L) # ¢ y
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.C-ass(L) C C-ass(M), de donde C-ass(L) = {7} lo cual es imposible pues L € F,
por lo tanto x(M) > 7 de donde x(M) =7 = x(N).
it) = i) Sea 7 € C-ass(M), entonces existe un 7-C-médulo N C M, por (ii)
tenemos que 7 = x(N) = x(M) asi, C-ass(M) = {x(M)} y M es C-coprimario.
Nétese que la proposicién anterior sigue siendo valida si M es un médulo tal

que C-ass(N) # ¢ para todo 0 # N C M.

Nota.- En [11] proposicién 21.21 se prueba que todo R-médulo neteriano
izquierdo es D-médulo (en nuestro contexto es Dp,,p-modulo), por lo tanto es De-
médulo para toda C tal que Rsp C C, claramente tenemos que C-ass(M) = Rsp-

ass(M) y de acuerdo con esto tenemos la siguiente:

Observacién.- Sea C tal que satisface la condicién (*) y Rsp C C.

i) Si M es neteriano izquierdo y uniforme entonces M es C-coprimario.

ii) 51 M es neteriano izquierdo entonces C-ass(M) es finito (ésto se sigue de
[11] proposicién 21.22).
Definicidén 6.4.- Sea M € R-mod, un submdédulo N C M es llamado C-primario
en M si M/N es C-coprimario. Diremos que N es 7-C-primario si M/N es 7-C-
coprimario.
Observacién.-

i) 0 C M es C-primario en M < M es C-coprimario.

ii) M no puede ser C-primario en M.

iii} Sea N C L € M y supongamos que L/N es C-primario en M/N, entonces

L es C-primario en M.

Proposicién 6.5.- Si {Ny,...,N;} son submédulos 7-C-primarios de un De-
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médulo M, entonces N = Ny N...N N, es 7-C-primario en M.

Demostracién.- Tenemos que:
M|N=M/(NN..NN.)— M/N1&...0 M/N,

Por ofra parte, sabemos que M es D¢g-médulo y como M/N # 0 tenemos que:
¢ # C-ass(M[N) C C-ass(D[_, M/N;) = {7}

por lo tanto, N es 7-C-primario.

Definicién 6.6.- Sea M un R-médulo izquierdo. Un submédulo N C M tiene
descomposicién C-primaria en M si existe un conjunto no vacio {N; | i € Q} de
‘submédulos de M tales que cumplen:

1) N; es C-primario en M, Vi € Q.

2) N ={Vicq Ni ¥ N 3% Nieq Vi, V' C 2,0 # Q.

3) C-ass(M[N;) # C-ass(M/N;) sii #j.

4) C-ass(N;/N) = C-ass(M/N) — C-ass(M/N;),Vi € Q.

5) C-ass(M/N) = | J;eq C-ass(M/N;).
Observacién.-

i) VM € R-mod, M no tiene descomposicién C-primaria en M. -

i1)SiN C M,N # M ysi N es C-primario en M entonces N tiene descomposi-

cién C-primaria en M (témese el conjunto {N}).

Proposicién 6.7.- N C M tiene descomposicién C-primaria en M si y sblo si
0 C M/N tiene descomposicién C-primaria en M/N

Demostracién.- Sea {N; | i € 2} descomposicién de N en M; afirmamos que {NV;/N |
i € 2} es el conjunto que d4 la descomposicién de 0 en M/N. En efecto, tenemos
que:
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1) Cada N; = N;/N es C-primario en M = M/N,Vi € Q.

2) NieaNi = N:/N = N/N =0, ysi @ C Q con @ # Q entonces
Nigar Ni =N N:i/N #0.

3) M/N; ~ M/N; de donde C-ass(M/N;) = C-ass(M/N;) # C-ass(M/N;) =
C-ass(M/N;), Vi # j.

4) N;/0 = N; = N;/N y C-ass(N;/0) = C-ass(Ni/N) = C-ass(M/N)-C-
ass(M/N;) = C-ass(M/0)-C-ass(M /N ;).

5) C-ass(M[0) = C-ass(M/N) = ;cq C-ass(M/N;) = ;cq C-ass(M/N;).

Proposicién 6.8.- Sea C C R-irr tal que satisface la condicién (*). Supongamos
que M € R-mod es tal que C-ass(N) # ¢, VY0 £ N C M, centonces 0 € M tiene

descomposicién C-primaria en M.

Demostracién.- Sea A = {# | H es familia independiente de C-médulos contenidos
en M}. Entonces A # ¢ ya que C-ass(M) # ¢ implica que existe un C-mdédulo
N C M, por lo tanto H = {N} € A.

Dando un orden en A como H < H' si y solo si H C H', entonces podemos
verificar que A tiene elementos miximos. Sea H € A un méximo, afirmamos que

M=Nc.M
NeH

En efecto, supongamos que esto es falso, por lo tanto existe 0 # K C M tal que
K NM' # ¢, pero C-ass(K) # ¢ de donde existe un C-médulo K’ C K de lo que
tenemos que H U {K'} € A, lo cual es imposible.

Por lo anterior, tenemos que C-ass(Pyey V) = C-ass(M). Sea H, = {N €
H | x(N) = 7} para cada 7 € C-ass(M).Entonces V7 € C-ass(M) tenemos que
Hr # ¢ ya que C-ass(M) = C-ass(M') = Jyep C-ass(N) = Unen{x(MN)}.

Si Mr = @pney, N entonces D,ce_assnry Mr Ce M. Ahora sea K, =
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@ﬂér M,, podemos elegir N, ¢ M tal que K, — N, y N tenga la propiedad
de que C-ass(N;) = C-ass(M)-{r} y C-ass(M/N,) = {r} (esto es posible por la
proposicién 3.11).

Sea Q = C-ass(M), {N, | 7 € Q} tal como fueron elegidos. Afirmamos que
{N: | T € Q} es la familia deseada. En efecto,

1) N, C M es C-primario, V7 € C-ass(M) pues C-ass(M/N.) = {7}.

2) Nyen Nr = 0, ya que C-ass(,.eq N+) C C-ass(M)-{r} , V7 € C-ass(M),
por lo tanto C-ass([),cq Nr) = ¢ ¥ asl [}, cq N = 0. '

Ahora sea 7' € Qy Q' = Q - {r'} entonces (),.cq: Nr # 0 ya que si 7 # 7'
entonces IKr < N, y My C K, por lo tanto M C N,,Vr # 7' y asi, 0 % M. C
Pl V-

3) C-ass(M/N,) = 7 # C-ass(M/Nn) = {r'} para T # 7.

4) C-ass(N,/0) = C-ass(M/0) - C-ass(M/N;) = C-ass(M) -{7}.

5) C-ass(M/0) = C-ass(M) =, ¢n C-ass(M/N.).

Teorema 6.9.- Sea C C R-irr que satisface la condicién (*). Sea M € R-mod.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) M es D¢-médulo. v

it) VN C M con N # M, N tiene descomposicién C-primaria en M.

Demostracién.- i) = ) Si M = 0 se cumple por vacuidad. Supongamos que
M # 0 y probaremos que 0 C M tiene descomposicién C-primaria en M, pero esto
es claro ya que M es De-médulo y V0 £ N C M, tenemos que C-ass(N) # ¢ y
por la proposicién anterior obtenemos el resultado. Ahora sea 0 # N C M, con
N # M y tal que M/N es D¢-médulo, asi por lo probado, tenemos que 0 C M/N

tiene descomposicién C-primaria en M, por lo tanto N C M tiene descomposicién
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C-primaria en M.

it) = i) Sea N C M con N # M. Como N tiene descomposicién C-primaria en
M entonces existe un submédulo C-primario V; C M tal que N C N; y por la parte
(5) de la definicién 5.6, tenemos C-ass(M/N) = (JC-ass(M/N;) lo que implica que
@ # C-ass(M/N;) C C-ass(M/N) de donde C-ass(M/N) # ¢ asi M es D¢e-médulo.

Corolario 6.10.- Sea C C R-irr tal que satisface (*).Entonces para cada M € R-
mod existe un dnico N C M méximo tal que VL C N, L tiene descomposicién

C-primaria en N.

Demostracién.- Dado un R-mdédulo M, un submédulo N C M que cumple con la
propiedad de que para todo L € N L tiene C-descomposicién primaria en M debe ser

De¢-médulo y el maximo sumddulo de M que tiene esta propiedad es N = tro, (M)

Observacidn.-
Cuando C = Rsp, tenemos que Rsp-descomposicién primaria es la descomposi-

cién de Goldman.

Corolario 6.11.- (Teorema de descomposicién primaria de Goldman ). Si M
es un mdédulo neteriano no cero, entonces todo sumédulo propio de M tiene Rsp-

descomposicién primaria.

Observacién.-
i) Si R tiene dimensién de Gabriel sabemos que Rsp = C4 entonces, los con-
ceptos de Rsp-descomposicién primaria y C4-descomposicién primaria coinciden.
ii) En vista de la proposicién final del capitule IV, cuando R es neteriano
completamente acotado, tenemos que Cp = Rsp y en este caso la Cp-descomposicién
primaria coincide con la descomposicién terciaria de Lesieur y Croisot [24]

iii) En el caso neteriano conmutativo, la Cp-descomposicién primaria coincide
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con la descomposicién primaria clédsica.
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CAPITULO VII

C-K-dimensién

La nocién de dimensién de Krull ha sido una importante herramienta en el
estudio de los anillos conmutativos neterianos, este concepto ha sido generalizado
al caso de médulos sobre anillos arbitrarios, en [14] Gordon y Robson estudian
una dimensién de Krull que fué definida inicialmente por Gabriel y Renchtler para
conjuntos parcialmente ordenados y se llamé desviacién del conjunto. Golan en {10]
define una dimensién que puede ser vista como una generalizacién de la dimensién
de Krull en anillos conmutativos, el concepto definido por Golan y que se llama
»TTK-dimensién” (Torsién Theoretic Krull ) hace uso de cadenas de teorfas de
torsién primas en lugar de cadenas de ideales primos.

En este capitulo, definimos una dimensién que llamamos C-K-dimensién que
serd definida por medio de el uso de teorias de torsién irreducibles, entonces, la C-K-
dimensién es una generalizacién de la 7T K-dimensién. Aqui mismo comparamos
la C-K-dimensién con la C-dimensidn estudiada en el capitulo IIT Fina]izamos este
trabajo, analizando algunos ejemplos.

Empezamos este capitulo, dando algunos resultados acerca de teorias de torsién

irreducibles.

Proposicién 7.1.- Si m € R-irr tal que cumple 71 > £ entonces # es elemento
minimo de R-irr.
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Demostracién.- Supongamos que o € R-irr tal que o < 7, sabemos que 7 A 7t =
¢ < o como o es irreducible entonces 71 < o por lo tanto 7t = 7+ A 7 = ¢, pero

esto es imposible.

Corolario 7.2.- Si M es un R-médulo simple entonces x(M)+ > & y x(M) es

elemento minimo de R-irr.

Demostracién.- x(M) A &(M) = ¢ por lo tanto (x(M))*+ > &(M) > €.

En lo sucesivo supondremos que C C R-irr tiene elmentos minimos.

Definicién 7.3.- Si C C R-irr definimos una cadena ascendente de subconjuntos
de C como sigue:

1) Uy es el conjunto de elementos minimos de C.

2) Si i no es ordinal limite, U; = {r€C |7 > €C= 7' € U;_1}.

8) Si i es limite, Ui = U{U; | j < i}.

Observacién.-

i) Como C tiene elementos minimos entonces Uy # ¢.

W) Ug c Uy C ... C U; C... Esto se puede probar ficilmente por induccién
transfinita.

ili) Como C es un conjunto entonces 3 un ordinal % tal que Uy = Up4y.

Proposicién 7.4.- Para cada ordinal ¢ y V¢ # W C U;, W tiene minimo.

Demostracién.- Sea ¢ # W C U;, si i = 0 no hay nada que probar. Suponemos
entonces que ¢ > 1 y que W no tiene minimos; sea 7, € W por lo tanto, 1 € U;
implica que Ji; < ¢ minimo con la propiedad de que 7, € U;,, como W no tiene

minimos 372 < 71 con 72 € W; por definicién de U;, tenemos que 72 € U;, —, por lo
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tanto iz < ¢; minimo tal que 72 € Uj,.

Obs.- Los ordinales 7;,73 no son ordinales limites, de otra forma no cumplen la

minimalidad, es decir, 4 € U;, = Uj<i; Ui = 71 € U; con j < 71 lo cual es
imposible.
Continuando asf la construccién de ordinales 77 > 73... > i, ... tenemos un

conjunto de ordinales que no tiene minimo.
Otra demostracién.- Para cada 7 € W sea i, un ordinal minimo tal que 7 € U;_
(nétese que i, no es limite, ¥7). Sea B = {i, ordinal | 7 € W}. Como W # ¢
entonces B # ¢ y B es un conjunto de ordinales tenemos que B tiene elemento
minimo. Sea ¢, tal minimo.

Afirmamos que 79 € W es un elemento minimo de W. En efecto, supongamos
que 37 € W tal que 7 < 7. Entonces 7 € U;, —1 por definicién y de esta forma

ir iy ~1 < iy lo cual es imposible.

Proposicién 7.5.- Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:
U =C.
it} C cumple la condicién del minimo, es decir, cada subconjunto no vacio de

C tiene elementos minimos.

Demostracién.- i) = #i) Se sigue de la proposicién anterior

1) => ¢) Supongamos que C — U # ¢ entonces 37 € C — U elemento minimo,
ahora sea 7' € C tal que 7 > 7', por la minimalidad de 7, 7’ &€ C — U por lo
tanto 7/ € Uy, asi estamos probando que 7 € Ugy1 = Uy y por lo tanto 7 € Uy una
contradiccién.

Recordando la funcién 8¢ tenemos la siguiente:

Definicién 7.6.- Para cada ordinal i, §ic = 6¢(U;) y -consideramos
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boc < 61¢ £ ... S ke = braac

en R-tors.

Definicién 7.7.- Un R-mddulo izquierdo M tiene C-K-dimensién si existe un
ordinal ¢ tal que M € Ty, y tiene C-K-dimensién igual a i, si ¢ es el minimo
con la propiedad anterior. Esto se denotard como C-K-dim(M) = i. Un anillo R
tiene C-K-dimensién izquierda si gpR tiene C-K-dimensién . En otras palabras, C-

K-dim(R) = k' & 6pi¢c = x (donde ¥ es el ordinal minimo tal que §xr¢ = S(rrp1)c)-
(k1)

Proposicién 7.8.- Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:
i) R tiene C-K-dimensién izquierda igual a k.

it) Uy = C y R es Dc-anillo izquierdo (k es minima con la propiedad Uz = C).

Demostracién.- i) = i) Como C-K-dim(R) = k entonces pR € Tj,, por lo tanto
6c(Ur) = x lo que implica que U = C. Si k' es tal que Uy = C entonces §¢(Up') = x
por lo tanto g R € T5,,, pero C-K-dim(R) = k de donde k < k' asi Uj. = C es minimo
con esa propiedad. Como é¢(C) = x entonces por el teorema 4.9, R es De- anillo
izquierdo.

1) = ¢) Como R es Dc-anillo izquierdo entonces §¢{C) = x de donde 8¢(Ur) =
x lo que implica §;¢c = x. Ahora sea k' tal que R € 7;,,, entonces §zrc = x lo que
implica que 6¢(Ux') = x y asi, U = C, pero k es minima de donde k < k' y por lo
tanto C-K-dim(R) = k.

Nota.- Sirecordamos la 7T K -dimensién definida en [10], tenemos claramente que

la Rsp-K-dimensién y la 7T K -dimensién son iguales.

Proposicién 7.9.- Sean C C C' C R-irr y supongamos que C’ tiene la propiedad de
que para cada C'-médulo M, C'-ass(M) = {x(M)}. Si C-K-dim(rR) = k entonces
C'-K-dim(rR) = k.
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Demostracién.- Por la proposicién anterior, sabemos que Ui =C y R es D¢- anillo
izquierdo. Por otra parte sabemos que si R es D¢-anillo izquierdo entonces R es
Der-anillo izquierdo (ya que C-ass(M) C C'-ass(M),VM € R-mod).
Afirmamos que C = C'. En efecto, sea 7 € C' entonces 3 un C’-médulo M tal
que 7 = x(M). Como R es D¢-anillo izquierdo entonces C-ass(M) # @ y por lo
tanto IN C M tal que N es C-médulo y x(N) € C. Como N es también C'-médulo
entonces x(IN) € C'-ass(M) = {x(M)} por lo tanto x(N) = x(M) = 7. Asi, 7€ C’

y el resultado es inmediato.

Corolario 7.10.- Si R tiene TT K -dimensién izquierda igual a k, entonces R tiene

C4-K-dimensidn izquierda igual a k.
Demostracién.- Rsp C C4 y C4 tiene la propiedad de la proposicién.

Observacidn.- La existencia de la C4-K-dimensién no implica la existencia TTK-
dimensién.

En el ejemplo 7.18, tenemos que R-tors = {£,7 = x(R),x}, Rsp = {£ = x(5)}
yCa={£7=x(R)}

Ahora, Cqo = {£}, Car = {£,7} de donde & = C. Sabemos que R es Dg -
anillo izquierdo, por lo tanto R tiene C4-K-dimensién igual a 1. Por otra parte
sabemos que R no es Drsp-anillo izquierdo (pues Rsp-ass(R) = ¢) y por lo tanto

R no tiene TTIK-dimensién.

Nota.- En [10], Golan demuestra que si R es neteriano izquierdo entonces R tiene
TTK-dimensién izquierda, en particular, para toda C C R-irr tal que Rsp C C con
la propiedad de que si M es C-médulo entonces C-ass(M) = {x(M)} entonces R
tiene C-K-dimensién, mds ain, si R es semiartiniano entonces TTK-C-dim(zR) = 0.

Ahora estudiaremos la relacién que hay entre la C-dimensién y la C-K-
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dimensién.
El siguiente lema se puede verificar ficilmente y por tal razén omitimos la

prueba.

Lema 7.11.- Sea M un R-mddulo izquierdo.

i) Si R tiene C-I-dimensién izquierda entonces M tiene C-K-dimensién.

it) Si N C M es un submédulo entonces C-K-dim(M) = sup{C-K-dirm(N),C-
K-dim(M/N)}.

Definicién 7.12.- Si consideramos la C-filtracién y la escribimos simplemente
como a_1, ayg, ..., definimos los siguientes conjuntos:

Goi={r€C|ar £7}=C—gen(aog).

Viordinal G; = {r€C | a; 7y ajy1 £ 7} = [C N gen(a;)]-gen(aiyy).
Notacién.- El conjunto € N gen{a;) serd denotado como C — gen(a;), de este modo

tenemos que G; = C — gen(a;)-C — gen{aj1).

Proposicién 7.13.- Sea C C R-irr cerrada bajo cocientes libres de torsién y tal
que C-ass(M) = {x(M)},VC-médulo M. Si 7 € C entonces 7 € G; <& IM # 0 tal
que M es 7-C-médulo y M es a;-C-médulo.

Demostracién.- =] Sea 7 € G; entonces a; < 7 pero ity L T, COMO i1 =
a; VE{M | M es a;-C-mbdulo} entonces 3 un o;-C-mddulo M tal que M ¢ T, st
N = t,.(M) entonces 0 # M/N € Fr y por lo tanto M/N € F,; y asi M/N es
a;-C-médulo, por otra parte sabemos que a; < 7y M/N € F, de donde M/N es
7-C-médulo. De este modo tenemos el resultado.

<] Supongamos que IM # 0 tal que M es 7-C-médulo y M es a;-C-médulo,
como 7 € C entonces T = x(M), ademds tenemos que M es a;-C-médulo de donde

T = x(M) > ;. Afirmamos que 7 # a;y1. En efecto, supongamos que 7 > ajqq
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entonces Fr C Fqyy, ¥ por lo tanto M € Fy,,, pero M es ai-C-médulo y aip1 =
a; VE{M | M es a;-C-médulo} lo que implica que M € Tq,,, lo cual es imposible.

Definicién 7.14.- Para cada ordinal i, sea B; = (J;; G;, ¢ = 0.
Proposicion 7.15.- E; =C — gen(a;),V ordinal 7.

Demostracién.- By = G-; = C — gen(ao). Si ¢ > 0 entonces B; = [U;; Gj» ¥
G; =C — gen(a;)-C — gen(ajyy). Como j < ientonces j + 1 <7 asi C — gen(a;) C
C —gen(aj41) por lo tanto C — gen(a;)-C —gen(ajqq) C C —gen(a;)-C — gen(a;) =
C — gen(aj)-gen(a;) C C — gen(a;) por lo tanto By C C — gen(a;). Ahora sea
7 € C — gen(a;) entonces a; £ 7 y sea j la minima tal que a; £ 7 (j no es limite,
ya que en caso contrario tenemos que Vj' < j,ay < 7 = a; = Vajygiaj <7 lo
cual es imposible). .

Si j = 0, tenemos que ap £ 7 lo que implica que r € G C E;. Sij > 0
entonces aj_; <'7 pero a; £ 7 porlo tanto 7 € Gj_1 y 7~ 1 < j < ¢ de donde

Gj_1 CE; y T € E;. Asi tenemos la igualdad F; = C — gen(a;).

Proposicién 7.16.- Supongamos que C es cerrada bajo cocientes libres de torsién

y C-ass(M) = {x(M)}, VC-médulo M. Entonces E; C U;,Vi € OR, con i > 0.

Demostracién.- Por la igualdad anterior basta probar que C — gen(a;) C U; y esto
lo probaremos por induccién transfinita.

Sii=0,sea 7 € C— gen(ag) entonces 7 % ag = {{M | M es ¢(-C-médulo} y
como L € F¢ tenemos que L es {-C-médulo de donde L es 7-C-médulo. Por otra
parte, sabemos que 7 € C y por lo tanto 7 = x(L). Afirmamos que 7 es elemento
minimo de C. En efecto, sea o € C tal que o < 7 = x(L) entonces L € F,, por otra
parte sabemos que L es £-C-médulo y como ¢ < o entonces L es o-C-médulo pero

o € C implica que o € C-ass(L) = {x(L)} por lo tanto ¢ = 7. Asi hemos probado
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que 7 € Up.

Si 7 es limite, claramente tenemos que E; = Uj<iEJ' C Uj<i'Uj =U;.

Si ¢ no es limite y suponemos que E;_; C U;.;, debemos probar que E; C
U;. En efecto, claramente tenemos que E; = E;_; U Gi—1; C Ui—; U G;—1, como
U;—1 C Ui, basta probar que Gi_; C U;. En efecto, sea 7 € Gi—1 =C — gen(a;_1)-
C—gen(a;)ysear' € Ctalque T > 7', comoU; ={r€C|r > eC= v e U1},
entonces debemos probar que 7' € U;~;. Afirmamos que v Z# «i—1 ya que si
7 > a;—;, sabemos que T € Gi_; < IM el cual es 7-C-mddulo y a;j.1-C-mbdulo.
Como 7 € C sabemos que 7+ = x{M) por lo tanto M € Fr+ y como M es a;j_;-C-
médulo entonces M es 7/-C-mddulo, pero ' € C implica v/ = x(M) = 7 lo cual
es imposible. Por lo tanto 7/ 2 «;_; de donde 7' € C — gen(ai~,) = Ei_: pero

E;_; c Ui—; y por lo tanto 7 € U;_;.

Proposicién 7.17.- Supongamos que C es cerrada bajo cocientes libres de torsién
y C-ass(M) = {x(M)},VC-médulo M. Si M tiene C-dimensién entonces M tiene
C-K-dimensién y C-dim(d) > C-K-dim(M).

Demostracién.- Supongamos que C-dim(M) = k entonces M € T, y M € T,,Vr 2
ay de donde M € T, ,Vr € C-E; (ya que C-E;, = C-[C-gen(ay)] = C — gen(ar)) y
asi C-sup(M) C Ek.

SeaN CMcon N #My7=x(M/N), como M tiene C-dim igual a k entonces
C-dim(M/N) < k y por lo tanto M/N € T,, de donde ar £ 7 = x(M/N),
sea ¢ minimo ordinal tal que a; £ 7, es claro que ¢ no es limite y por lo tanto
a; = aj—1 VE{L | L es a;_1-C-mddulo} £ 7, asf existe un a;_;-C-mdduloL tal que
L¢T. SiLl'=L/t,(L) € Fr pero aj—1 < 7y por lo tanto L' € Fy, , de donde
L' es aj—1-C-mébdulo lo que implica que L' es 7-C-médulo.

Tenemos T = x(M/N)} y L' € Fr y por lo tanto Hom(L', E(M/N)) # 0 asi
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existen S CT C L' con S # T tal que T/S — M/N € F. lo que implica que
T/S es 7-C-médulo y por lo tanto ¢ = x(T/S) € Cy o € C-ass(M/N) de esta
C-ass(M/N) # ¢.

Hemos probado que ¢ # C-ass(M/N) C C-sup(M) C B, C U y asi ¢ # C-
ass(M/N) C U lo que implica que M € Ts,¢ de donde C-K(-dim(M) <k

Observacién.- Si C C C4 entonces C satisface las condiciones del teorema
7.17, luego entonces si M tiene C-dimensién tenemos que M tiene C-J-dimensién.

Finalizamos este trabajo con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 7.18.-

Sea K un campo y R la K-dlgebra generada por {z; | i € [0,1]} donde el

producto de R esta definido como:
o _fmigy sii+g<1
Titg “{0, siikji>1
Observacidn.-

1) R es un K-espacio vectorial y sus elementos tienen la forma

n
E ;. T,
r=1

con @, € Kyi,.€[0,1]
2)zg=1(unidad de R) y 2y =0
3) R es anillo conmutativo
4) Un producto en R es
n m n m
Oz ) Biwi) = 9 (O i Biwinti)
r=1 =1 r=1 t=1
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Descripceién de las unidades de R

1) Si u € R es unidad, entonces Vo € I, « # 0, au es unidad de R

2) Si u es unidad entonces u + z; es unidad Vi > 0

3) Si u es unidad entonces u + az; es unidad Vi >0y a € K

4) u =3 @i, zi, esunidad & ¢; = 0 (podemos suponer que 0 < i1 < iz < .. <
in<1)

5)VZ € R,T es unidad o ¥ = r;u para ¢ > 0 y u unidad

Demostracién.-

1) (eu)(a™'u™!) = aa"lun"! = aa"lzy = 20

2) Como i > 0 entonces In natural tal que ni > 1 de donde (u + z;)(u""! —
u 2z 4 (—1)%aPTY) =t (=1)"2" = u” + (=1)"x, = u” que es unidad

3) u + az;, si @ = 0 no hay nada que probar, si @ # 0 entonces a(ua™! + z;)
es unidad.

4) <] Si i1 = 0 entonces u = ai12g + i, i, + ... + @i, Ti, , PEro a;, g es unidad
¥ por (3) @i, zo + ai,zi, es unidad y asi u es unidad

1

! = E:’;; B, xj, entonces uu~! = zy pero el minimo

=] Sii; > 0, sea u~
elemento en (3 @i, ;. ) (30 B, ¢ ) es i, By, Tiy 45, = uu™! # zg lo cual es imposible.
5) Si T € R es unidad no hay nada que probar, si nolo es entonces T = Y &y, %;,
es tal que i; > 0 por lo tanto T = =z;, (3] airzi,—i,) = zu y como r = 1,2...n

i1 —¢3 = 0 tenemos que u es unidad

Descripcién de los ideales de R

Sea

M=<{z;|i>0}>=) Rz
i>0

Observacion.-
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i) M C R propiamente ya que M no contiene unidades

ii) M es ideal méaximo

iii) M es idempotente

iv) M es nil ideal
Demostracién.-

iil) Sea I ¢ R tal que M C I C R, si I # R entonces I no contiene unidades
porlotanto VT €I, T=az;uconi >0y asi ] C M y tenemos el resultado

i) Sea F € M,Z = z;u con i > 0 entonces z,T1u € M? por lo tanto M C M?
y M = M?

iv) Sea T € M, T = z;u con ¢ > 0 entonces In natural tal que ni > 1 por lo

tanto ()" = zfu” = z,u” =0
Para i € [0,1) Definimos I; = {zju|j > i} y I = {zu|j =i}

Observacién.-

i) I;, T; son ideales

i) I;, T; son nilpotentes

iii) 81 0 < 7 < i’ < 1 entonces 0 # Iy C T c I; ¢ T; # R, las contenciones son
propias.

V)l =M,T; =R
Demostracidn.-

i) Claramente I; = Rz; por lo tanto es ideal.

Sea T € R entonces ZF(zju) = z,u'(zju) =v'uz, ;€ Lpuésj>i=>r+j>1

Sea zju, z,u' € I; entonces z;u + z,u' = zu'’ pero t = min{j,r} > iasi I; es
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'

it) Dada 7 > 0 fija sabemos que 3n natural tal que ni > 1 entonces, si zju € I;
o z;u € I; tenemos que j > i de donde (zu)* =z, u? =0y [l =1; =0

iii) Claramente Iy #= , T; C Ry I; C T; las contenciones son propias

Solo probaremos que Iy C I; propiamente, sea zju € Iy por lo tanto j > i’ de
donde j > 7 de donde z;u € I;, como i < i = 3j tal que ¢ < j < 7’ por lo tanto
zj€liy=;¢ T

iv) Obvia

Afirmacién.- Los ideales de R son {0, R, M, I;, T; con i > 0}

Demostracién.- Sea 0 # I C R un ideal sea i = inf{j | zu € I}

Caso 1.- Si 7 se alcanza entonces I = I;. En efecto, ya que i se alcanza 3z;u € I
de donde (zju)(u!) =2;€ I =, =Rz; C I

Sea z;u € I = j < i por lo tanto z;u € I; de donde tenemos la igualdad
deseada.

Caso 2.- 5i 7 no es alcanzado entonces I = I;. En efecto sea uz; € I como ¢ es
el infimo j > ¢ por lo tanto zju € I;

Sea zju € I; nuevamente j > ¢ y como ¢ es infimo Ir tal que j > r > i y
z,u' € I entonces (z,u')(zj—,un'™") = zju € I por lo tanto I; C I y tenemos la

igualdad deseada.

Observacién.-

i) Si 0 < i < 1 entonces I;/I; es simple

i) 51 0 < ¢ < i < 1 entonces I,‘l/—I_i—; ,T:/T, No son simples mas aun, el zoclo
de ambos médulos es cero.

iit) el dnico ideal méximo de R es el ideal M
Demostracién.- i) Supongamos que T;/I; no es simple entonces 30 # I, /I; # I;/I; 0
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0 # I, /I: # I;/ Ii, por lo anterior sabemos que 0 < s <i{dedonde ; C Ly I; C I,
con ambas contenciones propias, pero esto es imposible.
ii) Como ¢’ < i entonces s tal que i’ < s <iy asi 0# I,/T; C It JT; T Joli
y estas contenciones son propias por lo tanto Soc(I; foIt) = Soc(Tu/T;) = 0.
i)V ¢ Rtenemos que si I # Ry I # M = I =I; o I =T por lo tanto

I ¢ M propiamente.

Afimacién.- Los filtros de Gabriel de R son tres: Fy = {R}, F, =
{R,M}, F3 = {R,M,I;,1;,0 |i > 0}

Demostracién.- Sea F' un filtro de Gabriel tal que F # Fy y F # F, entonces 31
ideal de R tal que I # R,I # M con I € F por lo tanto I = I; o I = I; para
0 < 7 < 1, como I es Ideal nilpotente, In natural tal que I® = 0 y como un filtro
de Gabriel es cerrado bajo productos, tenemos que 0 € F entonces VI’ C R ideal

tenemos que I' € F por lo tanto F = Fj.

Teorias de Torsion

Sabemos que cada filtro de Gabriel nos did una teoria de torsién entonces,
tenemos tres teorfas de torsidn y estan son: ¢,6(R/M) ,x dadas por F},Fp y F3
respectivamente

Llamemos 7 = {(R/M) y verificaremos que el filtro £, = F,. En efecto
M € L, pués R/M € T, , ahora sea I C R ideal tal que I € L, entonces R/I € T, .

Por otra parte sabemos que I = R, M,I;,I; si I = R, M entonces no hay
nada que probar, si I = I sabemos que Soc(R/T;) = 0 por lo tanto éste caso es
imposible por tltimo si I = I; tenemos que cualquier cociente de R/I; es de 7-
torsién en particular (R/I;)/(T;/I;) = R/T; pero este no contiene ningun simple,

por lo tanto éste caso es imposible, de ésta forma hemos demostrado la igualdad

103



deseada.

Observacién.- Si denotamos por S el médulo simple R/M y 7 = &(R/M)
tenemos:

)e=x(5) yx=m1

ii) R es 7-A-médulo y 7 = x(R)

iii) No hay 7-cocriticos (por lo tanto no hay 7-Rsp-médulos )

Demostracién.-

i) Claramente x{S) # x y x(S) # £€(S) por lo tanto x(S) = £ (de éste modo
¢ es prima).

Sabemos que 7, = §({R/I | I C. R}) por otra parte tenemos que VI C R ideal
no cero I C, R por lo tanto F3 C L, por lo tanto 7, = ¥

iil) R € Fr ya que si t-(R) 7# 0 entonces R contiene un ideal simple pero esto
es imposible, como solo hay tres teorfas de torsién tenemos que 7V §(R) = x por
lo tanto R es 7-A-mddulo

Ahora claramente tenemos que x # x(R) , también € # x(R) ya que de otra
forma £ = x(S) = x(R) = Hom(S,E(R)) # 0= S < R pero ésto es imposible,
de donde T = x(R)

iii) Supongamos que 3N un médulo r-cocritico entonces hay un ciclico Rz que
es T-cocritico por lo tanto Rz ~ R/(0 : z). Probaremos que R/I no es cocritico
VI C R ideal. En efecto como I # R, entonces si I = M tenemos que R/I =
R/M = S €T, por lo tanto R/I no es r-cocritico. Si I =I; 0 [ = T; sabemos que
R/I; contiene un un simple que es I;/I; ~ R/M = S de donde t,(R/I) # 0 por lo
tanto R/I no es T-cocritico

Si I = T; tenemos que R/T; € F» ya que no contiene simples perosi 0 < s <3
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entonces (B/T;)/(1,/T;) ~ R/I, € F, por lo tanto R/I no es r-cocritico

Afirmacién.- Para el anillo R tenemos:
1) R es A-médulo uniforme pero no es cocritico

2) R es D¢ ,-anillo pero no es D-anillo

Demostracién.-

1) Sabemos que R es uniforme y A-médulo ahora supongamos que R es
cocritico entonces R es 7 = x(R) -cocritico pero eso es imposible.

2) Sea I C R ideal propio, probaremos que Cq-ass(R/I) # ¢. Si I = 0 no hay
nada que probar ya que R es 7-A4-médulo

Por otra parte tenemos que Cq4 = {€ = x(S) ,7 = x(R) }, ahora bién, si
R/I € F; entonces R/I es r-A-médulo por lo tanto C4-ass(R/I) # ¢

Si ¢;R/I #£ 0= S — R/I por lo tanto & = x(5) € Ca-ass(R/I)y asi R es
De_,-anillo.

R no es D-anillo ya que en éste caso Rsp = {€} y si ass(R) # ¢ tendriamos

que R contiene un simple lo cual es imposible.

El siguiente ejemplo nos lo comunicé el profesor Mark L. Teply
Ejemplo 7.19.-
Sea X = [0,1] x {0,1} con el érden lexicogrifico, es decir:

. a<ec 0
(a,b)S(c,d) 52 { e=c, vy, b<d

Observacidn.- Aqui [0,1] denota el intervalo cerrado de ntmeros reales y
{0,1} es el conjunto cuyos elementos son 0 y 1. Con el orden anterior X es un

conjunto totalmente ordenado.
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Por [16] X es isomorfo a Spec(R) (isomorfismo de érden ), para algin anillo R
de Bezout (Un anillo conmutativo R es de Bezout si cada ideal finitamente generado

es un ideal principal ).

Observacidon.-

i) Como X es linealmente ordenado, entonces Spec(R) es linealmente ordenado.

ii) R tiene un tnico ideal mdximo M, que es el que corresponde al elemento
(1,1) de el conjunto X.

Afirmacién 1.- R es dominio de valuacién (dados dos elementos en R uno es

multiplo de el otro ).

Demostracién.- Sean z,y € R distintos de cero, como R es Bezout existe d € R
tal que Rz + Ry = Rd por lo tanto z = ad,y = bd y d = ra + sy de donde
d = rad + sbd = (ra + sd)d como R es dominio y d # 0 entonces, tenemos que
1=ra+sd ¢ M por lo tanto a,b ¢ M.

Afirmacién a o b es unidad de R. En efecto, supongamos que a ¢ M, por otra
parte Ra debe estar contenido en un ideal maximo pero el tnico ideal méximo
es My Ra ¢ M por lo tanto Ra = R, de donde a es unidad, asi tenemos que
z = ad = a~'z = d por lo tanto Rz C Rz+Ry = Rd C Rz de donde Rz+Ry = Rz
v asi tenemos que y es multiplo de z.

Afirmacién 2.- Si P es un ideal primo distinto de 0 y de M entonces, P no

puede ser finitamente generado.

Demostracién.- Supongamos que P es finitamente generado, como R es anillo de
Bezout P = Ra con a # 0, como R-spec es lineal tenemos que P C M y la
contencidn es propia, por lo tanto 3z € M — P, ya que R es de valuacién a = rz,

por lo tanto P C Rz C M y asi tenemos que a = sz para alguna s € R, como P

106



es primo y z ¢ P entonces, s € P de donde s = ta para alguna ¢ € R por lo tanto
a = taz y como R es dominio 1 = tz de donde 1 € M lo cual es imposible.
Afirmacién 3.- Si P es primo entonces, [ P" es primo, mas aun, si P2 # P

entonces, [ P" es el maximo ideal primo propio contenido en P.

Demostracién.- Sean z,y € R tal que 2y € (| P™ pongamos (| P" = P’ y supong-
amos z,y ¢ P', sabemos que y = rz o = sy y podemos supone} que y = rz
entonces, xy = 1z € P’ de donde y?> = rzrz € P' y como y ¢ P’ entonces, existe
m>2tal quey € P" yy ¢ P! como y* € P! en particular y2 € P23 por
lo tanto y¥? = z1%2..Z2m+3 donde cada z; € P, como R anillo de Bezout pode-
mos suponer que cada z; es multiplo de z1, digamos que z; = s;z; por lo tanto
y? = 218221 Sgmpaty = 22315,

Por otra parte tenemos que z1 = ty o y == uz;.

Caso 1.- z; =ty = y? = (ty)>™Hls; = y? = tz’."+3y2’"+3ﬂs,- y como y # 0
tenemos que 1 = t2™+3y2m+15 donde z = IIs;, por lo tanto y es unidad, pero
zy € P' € zyy~! € P' => x € P' pero habiamos supuesto que que = ¢ P’

Caso 2.- Supongamos que y = uz;, sacando los multiplos de z; tenemos que
y = vz * y v no tiene multiplos de z; por lo tanto 2 es multiplo de v digamos que

21 = wv. Por otra parte como z; € Py y ¢ P™t! = 1 < k < m, por lo tanto

v22,2% = (v *)? = y? = 2,7 +32, cancelando tenemos que v? = z,2M 243y =
@12m=2k+15,2, ahora substituyendo z; = wv tenemos que v? = z; 2"~ 2F 1 (wp)2z
si cancelamos v? tenemos que 1 = ;2™ 2k+1y2; entonces z; es unidad, pero

z7 € P lo cual es imposible.
Ahora supongamos que P? # P y sea I ideal primo tal que I C Py la
contencién es propia, entonces, P* ¢ I para toda n, ya que si ésto sucediera para

alguna n tendria que P" C I y como existe y € P — I, pero entonces y* € P* C I
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por lo tanto y™ € I y como 1 es primo entoces y € I lo cual es imposible.

Puesto que P* ¢ I y como R es de valuacién tenemos que I C P" para toda
n por lo tanto I ¢ (P" = P' por lo tanto P’ es el tnico ideal primo méaximo
contenicio en P.

Afirmacién 4:- El ideal primo P asociado con (r,0) es un ideal idempotente.

Demostracién.- sea P el ideal primo asociado con (r,0). Afirmacién ¥(a,b) < (r,0)
existe (z,y) tal que (a,b) < (z,y) < (r,0); en efecto (a,b) < (r,0) = a < r por
lo tanto existe z tal que a < z < r de donde (a,b) < (z,0) < (r,0) por lo tanto
dado cualquier primo P’ tal que P’ C P entonces, existe otro primo P" tal que
P! c P" C P, por lo tanto P = P? ya que de otra forma el ideal P’ = [ P™ serfa
un ideal primo maximo en P pero eso es imposible.

Nota.- De [15] teorema 33, las teorias de torsién propias para un anillo de

valuacién son del tipo op, 7p donde P es un ideal primo de R y los filtros son:

L,, ={I C R|P C I,propiamente}

L,={ICR|PCI,P’=P}

Observacién.-

i) Si P es un ideal primo idempotente, claramente tenemos que op < 7p.

il) R/ P es o p-cocritico , en efecto R/P € F,, y ahorasea0# I/P C R/P ya
que I esta propiamente contenido en P, tenemos claramente que R/J € 75,

Afirmacién 5.- Si P es idempotente, 7p no tiene rp-cocriticos .

Demostracién.- Supongamos que existe un médulo 7p-cocritico y podemos suponer

que es ciclico, digamos R/I; por lo tanto R/I € Fr, = P ¢ I por lo tanto I C P
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propiamente, sea 2 € P — I por lo tanto I C Rz C P y todas las contenciones son
propias ya que P no es finitamente generado, entonces 0 # Rz/I C R/I = R/Rz €
T+p => Rz € L, = P C Rz lo cual es imposible.

Observacién.- Sean P, y P, dos ideales primos distintos tales que P; C P,

entonces:

i) Claramente op, < op,

ii) Si P = P; entonces op, < Tp, Yy 0p, < 0p, < TP.

iii) Si P} = P, entonces 7p, < 0p,, nétese que la igualdad no es posible por la
afirmacién 5.

iv) Si Py y Pz son idempotentes entonces 7p, < 6p, < Tp,.

v) Como los ideales primos son linealmente ordenados, entonces R-tors es
linealmente ordenada (con orden inverso).

vi) La reticula tiene la formas:

X =To
Ty = 00
[ ]

[ ]

L]
E=om

Como R-spec es isomorfo a X, consideremos el primo P asociado a (r,0),
sabemos que éste elemento no tiene ningun elemento (e, b) inmediatamente menor,
entonces Tp no tiene ningun elemento inmediatamente mayor, es decir 7p no tiene
Tp-atomos.

Afirmacién 6.- Si 7 € R-tors y 7p < 7 entonces el intervalo {7p,7] no es

booleano.
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Demostracion.- Supongamos que el intervalo es booleano y sea « € R-tors tal que
7p < & < T entonces el complemento de a, a® € [rp,T], pero como R-tors es
totalmente ordenada tenemos que a < a° o a® £ @, pero por otra parte sabemos
que aAa*=TpyaVat=r.

Sil @ < a° entonces, o A a®

1l
Q
If

Tp pero ésto es imposible.

Si|a® € o entonces, a V a® = 7 lo cual es imposible.

I
R
Ml

Observacién.-

i) Bi P es el ideal primo que correspoude (r, 0) entonces 7p no tiene 7p-dtomos,
va que|si ésto fuera cierto entonces, el elemento (r,0) tendria un elemento inmedi-
atamernte menor lo cual es imposible.

1i)|Si P es el ideal primo que corresponde al elemento (r,0) entonces 7p es
op-atomo. Esto se sigue de el hecho de que op < 7p no tiene elementos en medio.

iii) Para toda 7 € R-tors 7 es irreducible, esto es claro pués el orden es lineal.

iv)|Si P es el ideal primo que corresponde al elemento (7, 0) entonces 7p ¢ Ca,
de otra |foma existiria un 7p-atomo lo cual es imposible.

v) R no tiene dimensién atémica.
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