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PREFACIO. 

Desde el n6mbre mismo de inc:onmensurable <irracional. se 

usará mas tarde), se registra 1mplicitamente un 

acontecimiento trascendental en el umbral de un desarrollo 

extraordinario de la Filosofía y la Matemática Griega de les 

siglos V y IV a.c. Investigadores t"enombrados, desde Platón 

y Aristóteles hasta lo~ contemporanecs, han tncid1do la 

búsqueda de la restauración de esa par"te de la historia de 

la Matemática, colocando los bloques del edificio t~Orico 

sobre el que se elevan los inconmensurables. Sin embargo, a 

mas de ~000 afl'os de su hallazgo, continuan e~isttendo hL•Pcos 

e incognitas sin resolver para Lma reconstrucc:1ón 

plenamente consensada de su teori~ac:ion en el ámbito de la 

razOn matematica y filosófica. El propósito teórico de éata 

Tesis consiste en contribuir con elementcs que a mi Ju1c10 

no se han considerado calibradd.mente dentro de las 

t"econstrucciones existentes de la Teorla de los 

inconmensurables, para tratar de contr1buir. modestamentQ, 

en la discusion del marco escenagrC\f1co y argdnico Que dio 

cuerpo a dicha teor1a. Estos elementos, a pesar de las 

dificultades de caracter filologico, geográfico y 

cronológico para la realizaci.::>n de una Tea1s de esta 

naturale:;:a en este pais y en estos momentos, intentarán 

remarcar la brecha de fa.ctores globalmente históricos en 

los aue sr;;.1 habrlü del 1neado el pa1saJe natural del 

sur91m1ento de los lnconmensurübles, tratardn de cuest1onat"' 

c'\l9L1nos supL1esto-; matem~t1cos, fi losof1cos o histor1cas, en 

4 



los que 5e fincan reconstrucc1ones contemporaneas, y que 

despiertan dudas de su validés, pero sobretodo tratarAn de 

dar a entender el peso especifico que tuvieron el 

Pitagorismo y el desenvolvimiento del pensamiento fiJosof1co 

del siglo V a.e.en la conformación de los lnconmeneurables. 

Con esto, desde ya, sometería a discusión las conclusionau 

que de su estudio det'ivo. 

No conforme con el tratamiento, casi Aristotdlico, qua 

diversos autores dan en las elabora.e: ione!j, fi losOficas y 

MatemAticas que propiciaron la conformacion de La Teoríi\ de 

Los Inconmensurables, sin caer en una valoraciOn a.priori de 

supuestos ideológicos o esquemas ya cáducos en esta decada 

de grandes cambios mundiales, en el Capitulo I intento dat· 

una mezcla de los factores objetivos y subjetivos del 

conte><to histórico del pitagortsmo del siglo V a.c •• 

tra.t,:¡,ndolo de 1·econstruir con los tr"agmentos de consenso 

entre los histor1adores medi•nte aproHimaciones, como 

buscando evitar obtener conclusiones de lo no posible. En el 

caoítulo Il abordo la exi\minaclon del concepto mtsmo de 

inconmensurabilidad y el sig::agueo de que es objeto al 

enfrentar- los vientos de su evolución e interpretaciones, 

para tratar de obtener los elementos de las distintas 

reconstrucciones de la teor1a de los inconmensurables e 

tntentar evaluar los elementr:i!'.5 oue lP. reconstruyan con mflls 

viubi lidad. Y en el c.;ipit·•-110 IIl :::.e e :pone una slntes1s Ot:i 

la Teorl<:~ de los tnc:on'flensur'Cl!)les. a p .. "lrt.r de eapos1ciones 

v1 gen teé5 d<=> i1U t:or·es c:nn tempot~.:1neos. c:omu tra t.:1ndc ae 



encontrar el punto culminante de su desarrollo. Desde el 

desarrollo de las tres partes de esta Tesis, quien escribe 

toma la iniciativa de poner a discusión sus conclusjones que 

pudieran ser- mas relevantes y/o polémicas. 
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Capítulo 1: EL PITAGORISMO Y SU CONTEXTO. 

En el primer milenio{*) antes de cristo, el Atica, 

región en la que se ubica Atenas, se puebla de enclaves 

relativamente pequenas y comienza a configurar su 

organización política.Los poemas Homericos dan fe 

<O.a>de la. existencia de Palacios y c:1el"'ta 

civilizaci6n urbana, pero no de la Pólis. En estas 

pl"'imeras organizaciones existieron Ho1 Arcontes y Hoi 

arcomenos; los que mandan y los que obedli!c:en, 

.provenientes de la élite o de la masa, respectivamente, 

pero no resultantes de la oposición entra Estado e 

Individuo(O.b>. El Demos empieza a configurarse entre 

los siglos IX y VIII, en momentos en que se gestan 

cambios en la vida economica y m1litar<O.h): En el 

primer plano, la vida economica se transforma por el 

crecimiento demografico<O.gJ, el cual propicia un 

(*)Como en el teHto casi todas las fechas son de antes de 
cristo, u.e., sólo en los casos excepcionales escribirá 
d.c. 

(ú.a) Al respecto es muy ilustrativa la introducción general 
a los diálogos de Platon, por Emilio LLedo, Pag.51 
(0.b)Ibid, pa9 52,Emilio, LLedo, Diálogos, pag.60. 
CO.h> Grecia vivió un desarrollo economico sin precedentes 
contemporaneos en los siglos VII y VI a.e.que alcan:::o su 
clima:< despué de l~;s 9uerrüs con Pers1a .can F'eric:les en la 
segunda mitad del sii:,do V. V.V.Stl'Ltve, !bid. pag .. 311 
((l.g) Desde la epnca de Salón • l-3 correlación de fLter:::as 
entre la población rural y urbana erecta en Tavot' rle la 
(lltima. La poblac..icn Llt'bdnc:t crccld rap1d.•menf,e en gran oarte 
con los e::tranJeros, mútecos y lib~rto!'.'; 1 su, tiabl.:tr rle los 
esclavos. V.V.StrL1ve,Ibid. pag. 216. 
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excedente de producción que ya no era consumido pot" el 

SeNor, as1 como por la ruptura de la antigua 

solidaridad del clán Primitivo, y por tanto una ruptura 

del v1nculo de solidaridad con el SeNor, como 

consecuencia de no consumir lo que se produce en 

ausencia aOn de la moneda. Pero precisamente la 

ruptura de estos vincules originaron al Demos. 

Fig.1 

Ciudades de Grecia 
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La apariciOn<O.c> de la moneda en el siglo VII y la 

liberalización de la producción permiten el surgimiento 

del at"'tesanado, que al agruparse y sentir Ja fuerza dw 

su independencia cristaliza el factor militar, y ~ste 

el segundo plano pa,•a la aparición de el Demos. 

Habiéndose independizado del Set'forio, el Demos requirió 

defenderse tanto de ataques como de la amenaza 

Persa<O.e), para lo que se vieron impelidos a 

revolucionar el arte de la guerra y formar sus propios 

destacamentos; Los Hoplitas e guerreros de armas 

pesadas>, quienes defenderían los intereses de la 

naciente sociedad comercial. los de sus pai!:lanos 

independientes que empezaban a. ser duet'los de lc:\s 

tierras, y ya no los intereses de los Sonares. Esto no 

obstante QLle l leg6 a d.:1rse el caso de que et Jefe 

popular de estas luchas se convirtiera en tirano. P~ro 

en este espacio de nuevas rclaciont:'s, se engendro 

tambien la necesidad de un tipo de organ1~acion que 

enhebrara las relaciones de poder y de convivt?ncia., de 

lograr una sociedad libre de la arbitrariedad e 

inestabilidad polit1ca que llego a e>1tenderse en Grecia 

a lo largo de los siglos VII y VI, y poi· tanto de Ja 

necesidad de regular las relaciones entre los hombres. 

CO.c>Emilio LLedo, Ib1oem 
Cü.e>En el af'lo de 54..=i Jon1i\ co.1y6 vencida por Lo5 Pers.o,s, y, 
también por ese periodo, entre ~us catdc1des la de Samas Y 
Milete.V.V. St1•uve, ''Historia de la antigua Grecia'',P~gs.229 
y 234. 
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"Comienza aqui la b(.i.squeda de ese astado ideul que culminara 

en la República y en Las Leyes, y Que habr~ de unir dos 

aspectos indisolubles d•l esp1ritu griego: un extraordinario 

sentido de la praMis pol1tica por un lado. y par el otro la 

ir-refrenable inclinación hacia un estado pe~fecto"<O.d>. 

En el fragor de las heroicas proezas mil .i tat"'es de los 

Hoplitas, como se discutirán detalles claves l 1neas abajo, 

Junto al nacimiento del Demos y el derecho de los soldados a 

luchar por el bott:n, también estaban ganando el derecho a 

discutir los acontec1mientoG militares, a debatir • y 

sobretodo, a crear la verdad. Este proceso vivido en la 

Atica llegar1a a extenderse aún a Samoa, lugar de nac1miento 

de Pitagoras, en donde !i.ur91ria el tirano pol icrates, quien 

in'fluirfa de manera decisiva en la emigración del matem.atico 

a I talta. 

Redondeando las fechas de diversos aLttores, partimos de que 

Pitagoras nació <1>en el siglo VI a.c., y alcan=o su madures 

en la segunda mitad de ese siglo o posiblemente en la 

primera mitad del siglo V.Fue ar1ginar10 de la isla de Samas 

del oriente del mar Mediterraneo, relativamente C&'t"'Cana y en 

la dirección de la re910n dE' la antigua Jania<2>, y lle96 a 

(0.d)lbidem.pag.52,Emilio LLedo. 
11> Guthrie, en Lo5 F11CJso1os Griegos, pag.171 1 dice aue 
aceptando la afirmación de Ari;:;to::eno de qL1E' abandono Samas 
a los 4t) aNon podemos uD1c¡11· su nac1m1~nto en el 570, 
A.S::abCJ 1 en s1..1 Lahla c:r·onoll:J91c¿i de The fu.>91n1nQs ,-,f Gt·•?eL 
Mdtllemat1cs, 11lilt:u ,,u nac1m1e:>r,to "c:1r•.;;. ue ~~l(J a.c.". B~.~11. 

~~ ''La h1stor·1a de las Matemat1cJs'',m~~ d1sc~1t1blem0~t•·, 

~05ti~no qL1r..oo n ~c:1c- en el 6:4 v rnur10 eri e;.l :55(1 a.c. 
C2>Ve1· m;ip~ an~::ados de l.::<~ r~91onE~>i y ciudades de la G1·ecia 
.;1111;19u.-1. 
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vivir· ha!ita los ochenta anos. 

Pitégo~as fue conocido en la antigüedad como descubridor 

cient1fíco, polltico, educador y fundador de una orden 

religiosa, asi como taumaturgo: 

"· •• vivió despues de TalE's y Ana>:imcl\ndro, y el qur::o entre su 

muerte y la de Sócrates no pasaron mas de cien af'l'os •••• En 

la medida que nos informan los testimonios, F·itágoras tLtvo 

serios predecesores en el campo de las Matemáticas, no solo 

en el Este, sino tambien entre las griegos de J6n1a, dado 

qLte a Tales se le atribuyéron varios teoremas geométricos. 

Eudemo, el disc1pulo de Aristóteles ,cuando escribió 

historia de la geometria no encontró aoaréntemente 

dificultades para atrtbulrselos a un pensador anterior a 

Pitagoras, y hay que confesar por supuesto, que ningon 

conocimiento matem.atico del propio F'1t.agoras está 

atestiguado por autorid.:1d al9L1na de tanta categoría" (3). 

Pol1crates 1t..1e enemigo de la antigüa ar1stocPac1a 

oliga1·qu1ca Sam1a y es probable que su t1ran1a comen:=ara 

alrededor del 5.38a.c. Escapando de é-=:;to Pit.:1goras ~migró 

cuando trendria unos cuarenta afl'os hacia Crotona<3 .. b), en el 

sur de Italia, qL1e en ese entonce:; era c1:ilonia Aquea, en 

donde fundo su e5cuela y, al parecer, desde su l lE<gadi\ tuvo 

hL1ena acept:ectOn enb'e los vieJo.:; 1 participando acli ... ament'=' 

en la vic:l~ política de la ciL1dad. Queda regiGt1~:ido en la 

historia lo(..al como Ltn personu.Je tJLle inclL•so. con rn1.1ch~s 

C3)Guth1·1e, pag.170 
13.b>Bell~ Jb1d.pag.6l a 71 
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probabilidi\des, dotaría <3.a> de una constitución política a 

Cretona y militó encabe2ando la aristocracia ligad~ al 

comercio, y as!fue ampliamente conocido en la Magna Grecia. 

De un personáje con tal reconocimiento de su vida púb l iCd y 

su participación en el destino de su ciudad <los 

pitagoricos del siglo V llega1·on a gobernar Cretona y 

algunas ciudadP.s ce.-rc.:oinas> poc.:i:s oosibi l ida.des quedan d ...... que 

fuera él mismo una persona aislada y ensimismada en la 

meditación, como contaba el mlto de los propios p1tagor-1cos 

del ultimo periodol41 y, por tanto, tamb1en esto oone en 

duda la sL1puesta cerradés de los círculos pita96ricos come 

causa de la nula divulgación de sus conoc1miento5, adQm:>5 de 

que se tiene registrado q1.1e Heracl1to conocio de las tde;s 

de Pi i-'\goras, aL1nque les v1eri\ con mucho agradoCSI. 

Existe una narrac1Cln hPcha 01.:w Di adoro P.n la cual Tel t"'i el 

Jefe del pat·t1do popular en S1baris convencio a los 

habitantes de su .::iudad de q1..1e desterrara a Quinientos de 

sus ciudadanos mas ricos para que se repc:"l.rt1eran st.ts 

propied.-;.des entre todos, por lo qt.'e los .;1.9rav1 i'.'odos r.uyeron c.• 

Croto11a en busca de reft.t910. En se9u1dd Tel1s .imen<.'IZO c.~n 1..1 

(:;.<'.') Le.~ ~·r1mE·ra .:.unst1tuL1CJ11 esc1'1t;,. ,;,r. 1"itPr."'~'• ::- '0st ·en 
part:iculat' fue e·.:>ct'ita can sungre. se 1mol1cit.:\ en J~.H .. Le:...-es 
d8 Dracon, ca1·acte1·1~ada h1stor1camente por su r1901•, Solt~ 

, po5ter1ar-mente, fue elegido arconte en el 594 y. a dectr 
de Ar1stOllol12'S. est¿ib;.> destinado a f11¿n· t.1nci nueva 
lfoo'Q is Le:•· ton. 
1t1}.1or1"'~· "\Juml~>..·r b .. -fc, e E•,_1•::.l 1d, F"::.9.5 
(5)El P>:'rlúClffit'o'nlcJ (\nt1-,:1ua, !:rJ.L.o:.-.c·d<•. ~1''9•~nt-i.r;¿,,. l'_,o •::d • 
. lº6'i.~:,,,, •J..:im•·nl - ¡;.p'::.¡.-·•r' '111:e, •11-r·¿i;_t1•_ ¡,_, r-;..:i. cH.':•.h:fi..:1d.-, 
•:'•">UlCJ Llíl 81··1-1:..to .,:1n,~]Of,i • e: !- 1e·:óIOdO. Ji;;.nnt.:lnE-'t. y Hecat.c>o Y a~tn 

1·.;. '"Llt:.>'31 ~1 uri ilt:r..,,, t~' csr-ec1<.•I com-:> r::n tado~. !1)<:; 
m-?nc1•1n, .Jc,__",l.-· P.:;id<?l", i::•.•9. J6(1 
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guerra en caso de negarse a entregarlos, y cuando l.a 

asamblea de Crotona se inclinaba a entregarlos; Pitágoras 

influyo decisivamente en su reconsid~ractón_ para qLte 

protegieran a los refLlfpados y enfrentaran a Telis. De esta 

campaf'ía salió triunfante Crotona al encabezarlos el 

pitagórico MilOn, con lo que tomaron mayor prestigio los 

pi tag6ricos C6l .. No hay acuet"do entre los historiadoreE; <7> 

acerca de las causa~ que le originaron, pero si en el hecho 

del acaecimiento de la emigración de los pitagóricos, en 

particLtlar de pitcigor.:.\s, de quien se cree que fue orillado a 

recluit"se en Meta.ponto, donde habría muerto. Se cree (8) que 

las rebe?liones contra los gobernantes pitagoricos c:omen:zaron 

en la mismr:\ Cretona (posiblemente encabe:ados por C1lOn, 

quien estüba de lado de la parte mas conservadora de la 

aristocrc;;.cia, y, por otro lado, por Nin6n, quien proougnaba 

por algunas reformas democr.:i.ticas, e:<pand1éndose por el 

resto de l~s ciudades de alred~dot· y aconteciéndose 

alrededor del 454 a.c., mismo af'fo en el cLial sucedió lil 

µt·1mewa emigracion p1ta.96ric:a a la penlnsula griega y 

conduJo al estahle?c1miento de centros p1ta90ricos en Fliunte 

y Tebas. Entre lo~ refu91ados maz Jovenes Aristoxeno c1 ta. a 

Lyo1s, quien mucho después convir·t10 en maestt·o de 

Et'•"'minr.incla~, en T~b,_,:;. Otro fue Fi lolao, m.;..!nc1onacJo el 

FedonC8.a). InclL1so ent.once!;., los, pit¿1901•1cos QUC? r-;e 

(6)"Guthrie, Ibid, p.;ig, 174 
(7lGuthrie ,Ibid, pag 176. 
<B>Guthrie, Ibid, pe.g.177. 
CB.a>EI Fedon, pa.g.::.s7,F'orrúa. 

13 



quedaron pa,.ecGo que recuper.1.ran influJo polttico en Italia Y 

continuat•on su vida como comunidad activa en Regio. 

Postet"'iot"'mente, sin embargo, cuando las condiciones 

políticas empeoraronCS.bJ se dice Que todos abandonaron 

Italia a e~cepci6n de Arquitas de T .. o,.entoCS.c>, a QLt1en 

Platón encontró en t?l 367 a.c. No ha sido posible par& los 

historiadores datar este éi:odo final. pero Von Ft•i tz lo 

siti:ia alrededor del .:.90 a.c.(8.d). La persf'cusion de 

fueron ob Jeto or1 l lo ll que se di spersat·an J mo id l enClo 

t"econ'formación como agrupamiento polftico: sin emba1•90 F>n 

pequel"l'os grupos o individualmente pugnaron por evitar lit 

mLterte de la Filo!:laffa de PitAgoras y las Matem~ticas, 

dedic.:1ndose a hacer una recopilac1on de sus idea~ mediante 

la escritura de sus recuerdos, pero adem.:is e:,trapolando sus 

investigaciones a la Aatronomta<S.QJ. la Muste~. ~ incluso 

en la MediclnaCB.hl, prolon~ando la v1da activa de las 

C8.b)Jambl.251.Sobre el ~ncuentro Arou1t~s-Piaton, /.norr, 
pag 88,Ibtd 

(8.cJHe1d.:l dice de Arciuitaa qLlC "fué <JITllQO de PL,,.r.on y"do 
quien podemos Clec1r con 5eour1d<1d quf"! 111:.n cant.rlbLtc1ones 
notables a JaE Matemat1cas·',Guthrie. ~ao.213. 

(8.dlGutnr•1e. Tbid.riag .177. 
C8.gJFowler O.H.,Th~ Mathem~1.1cs of Pl~to s A~ademv. pag.1~7 

<8.h>Hipocrat~·s, ~larvar·d Un1vor~ity Press, 1957,Pag.XIII.''El 
tratado sobre el Sr~tQ .con sus ntat•cadss car·actertstica!:" 
pi. t .. 19or1cas, prL1eba, ~.i verd.;idera.~entE' esto es t~1n 

antictp""do como Rosch1..~n deb1 D hc-c.:=or·no~ crr>er, Qt..1e igual 
antes Oll~.' H1po::..r~ l.t>s l ao:.. en rer,npdad1;>c: fu(•ron C:r.:•ns 1 cleraCJc.1.5 
como Ltn dislur·b10 l"ll t~l tJ,:;i.Je;1nce Ue lo!:" '1u+nL1re:o, ·; Ja s~lttd a 
t.111.:1 • c.oc:c ion· dp 1? l J .1·,, m 1 i=-n ': '"~5 1 a st•p:..1~t> ta p1·.:·CJw1 .fJ:'t·-:inc J ~ 

dF.•! -10.dr• -jobl2n .• 1·~·· ~Jr-t 1L,• ,;.l(1ltr•'~ ¡,,;¡t..u:;-nc1,-, <_0brr,• la 
tc1rd:,o ·:loo.t·1·1n.t ir-• J._icc:; cJ1 ]<_; ·:r·tticos '. TamtJl~l"l Lle F'c:1.f,,¡.XJ:5e 
rr,·~: q1_11.~ .~Jc_fT.,?Dn 1!e trot".Jn.:1, •Llns.de>r'atlo p•.u· <'llgt.rnu~.; C""'mO 
p1 t;,:,i.,.:n·;c0, 1. pr .. :w otros c.,1mn rTILl:O' cerr:ano r:I sus c:1rct..d.::, .. 
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sectas pitagóricas hasta el siglo IV a.c. <B.e>. En este 

momento de dispersión es que se debieron conformar por lo 

menos dos tipos de pi tagOricos1 los Mathematikoi o 

Matematici, encabézados por Hipase (de quien contab-an los 

propios pitagóricos, en base a la carta que le envió 

Filolao<S.fl, que habla sido condenado a muerte por divulgar 

secretos de la secta pitagórica> y que realizat"on estudios 

de Proporciones y de Músu:a; y, por otro liado, la secta de 

los Akoustmatikoi o acustmatici, quienes cultivaron el 

aspecto mit1co y sagrado de la Filosofla de la 

transmigración de las almas, adjudicáda al propio 

Pi tágoras C9>. Todavía mds, en al periodo entre Hipase y 

Platón, en el fin del siglo VI los Mathematikoi se 

subdividieron "entre los que siguieron doctrinas atacadas 

por Parménides" y los que, despues de Zen6n, "representaron 

réplicas a Parménide~ y Zenón" (lf)). Es posible, dadas las 

caracter1sticas de esas sectas, qLte incluso Arqui tas C 11 > y 

Euda:<io(12) estuvieran dentro de los mathematikoi. 

llego a tener influencia considerable en la escuela de 
Hipócrates de Cos, c:onstderado el oadt·e de lc.1 Medic:1na. 
<S.e>Guthrie, lbid •• pag178. 
(8.f) Knorr, The Evolution ... Pag.44 

(9) Jane~, The Number befare Euclid, pag.5>. 
Clú) Janes. Ibtdem 
(1 t H~norr, Ibid, pag ::'.12. 
<12> Zsabo, The 8o:?ginings of Greek M~themat1cs, pa9.99 
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A finales del s19lo VI, cuando mu~re F'olícrates, el 

tirano de Samas, Maiand~ios, su sucesor, dijo publicamen~e: 

«Poitcrates no tenla mi aprobac1on cuando-reinaba como un 

déspota sobre los hombres que eran sus semejantes, y ningun 

otro la tendrA s1 actua de la misma forma. Ahora bi.en 

Policrates ha seguido su destino, y yo deposito el poder en 

el centro y proclamo para vosott•os la isonomla ~(12.0> 

Con ésto, Maiandrios decretaba al final del pleno siglo 

pitagórico la realización del espacio circular en el que lus 

guerreros calocabe-n en sL1 centt·o el bot1n de sus conQUl'3tas 

y campaf'ras, con ellos alrededor, para repartirlo o 

disputarlo, donde se real1:::aban confrontac1ones entre los 

propios 9L1er1·er·os para competir m1d1endo sus fuerzas y 

capacidad militar, donde cada guert'ero estaba~ la misma 

distancia del centro y tenla J.;i oo~ibil1dao rle em1t1r 

vision acerca de las proesas m1l1tares. colocctndo a 

discusiOn sus palabras e 1deat; entre el resto de los 

miembros del circulo, espacia 1nst1tu1do en el que la verdeid 

dE> su palabt•a, lC\ f'1éteh1a, resultaba de esa d1scus1on. Con 

esta, en el siglo VJ del n~c1miento y madu1·os de P1tágo1·as, 

se vivia en Samo~(12.a) Lln proceso el que en la Alet~hia 

empe:.aba ~· contr:irmarse sac1c:"ll111er.te m<J"d1antt0> la 11ore 

discusión entre lgLrales, que a la postt'e le despe9ar'1a del 

(!:!.(1)M .. •rr.:el Dett1ene, "Lo!':' 1'1:.estro~ de 1 . .:t VP•'dad Pn la 
Antigua Grecia'',cag.100. 
(1:::! • .:d Guthrie, Tb1d.Pciy.~1:. fambit'.'n:"rlo obstante que 
~st~rta Pn el e<::o1ri tu <1-:>l pensaon1E:>nro JoritOJ ser me·H1;:; 
int'lLter.,c1nblc-> por Ja<s ,;soc:1ac1oneE: rel191or;as dL'J nLhr>erv Y 
sent1r~e mas atr ,1._1.::i oar et enfoc¡ue Pl•r·amente rac1on~l dE.•l 
mismo" 
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c:aracter divino que le c:onferlan magos, adivinos. poetas y 

reyes. Ello muestra una Grecia en transición, que pr"ovenía 

de concebir socialmente la Alétehia ligada a lo m~gico y 

religioso: La palabra del poeta, como ocurre en Plndaro y 

Heslodo, encontrába inspiración y autenticidad en la Musa y 

la memoria al invocar a la diosa Mnemosyne cada vez que 

necesito!\ba acordarse de sus versos<14> ~El ReyClS> rec:ibla 

los or4culos de Nerao, El Anciano del Mar, o de Glauco o el 

mismo Zfus, para emitir sus sentencias Judic1ales sobre 

quienes reinaba, haciendo profesión de Alétehia; Grecia 

bosqLteJada a pinceladas en el Hlmno Homérico a Hermes en la 

que <las antiguas divinidades, en5eNadas a Hermes por Apelo, 

son mUJeres abeJas que por doquier van D~rmit1endo 

re•li:::at"se a todas lao cosas, dotadas de un saber mci.nt1co 

dicen la Al~teh1a::: <16); La Grecia del Proemio de F'arméonides1 

<14>"la palabra d&l poeta tal y como se dec.;arrolla en Ja 
•ctividad poéotica es solidaria con dos nociones 
complementArias1 la mus~ y la memoria ••• ,otra esposa de 
Zeus, un nombrf-J comun µovCFa cort"'Pspo.,de en el plano orotano 
a la musa del panteon griego ••• , en su asepc1ón no vulgar 
quiere decir <la palabra cantada:to, ., 1 ~ p~labra rimi111da>". '1. 
Oetienn~, Los Maestros de- la Vi?rdad i:?n !Ol Gr·ecia Arcaica, 
Taurus, pag. 22'. 
(J5> Det1enne,Los Maestt·os ••• F~g.52. También, de P~g.41: 
"Entre las divinid.ldes del tipo de Nereo 1 entre Forc1s y 
Glauco, F'onto 1 Halios Geron, la función m.:tnt1ca estat.lece 
una oarentl!-la incluso de tdenttdad. t:\hora bien el dominio de 
la mant1ca es un arden d~l p8nsam1~nto Q•J~ ~onced~ a la 
Alt'!tehia un 1L1gar predom1n~"'.\nte. Saber y palabr-ac-.; aflrmanse 
~nen una ·1etet•n1i11ada conc~pc1on d~ ¡¿, ~v~rd~d· ••• par~ toda 
u11a tr.:<dtl.tOn m1t1•::1, el t·Jemplo c/F'.• lil JLISti-::1,:i es 50!1dar1:.J 
de la r't .:11:-t1. o de d'~lerm1nada•..:. form¿.,s de !'\d1v1nch.:.J.On, en 
p,orl:1 •.11.::ir ,¡P. l<~s •:nnc-::u}tOI"> 1nr·11b.;1tar1~s", 

<lo• '-l'~ F'r<'~C'•_:·at;1cor;; Himno Homúrtco a Demeter 
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considerado poco mas Joven que Pi tágoras < 16. a>, en el que 

"Parménides se lanza a un especie del mas allá: de la noche 

al dia, de las tinieblas a la luz, y detrás de las pes~das 

puertas que guarda li\ justicia logra tener una v1sión 

directa de la diosa que le concedo la alétehia porque antes 

las hijas del sol le muestran ol camino de la luz" <17). 

En ese con te>: to de valores y creencias mi tico rel igJosas 

maduró el pensamiento filosOfico y matemático d& Pitagoras 

y, como marcan algunos testimonios, él mismo no era ajeno a 

esa religiosidad del pensamiento de epoca<18). En ese 

contexto en que estaba inmerso globalmente el pensamiento 

griego, en Pitágoras Jo religioso y mágico eran parte de, y 

por entero, L.1 realidad, y hacer Matemátu:as en búsqueda de 

la realidad significária ir en busca de la salvación del 

alma, en busca de lo divino .. Sin emb~rgo, esto no 

implicarla, sostengo, que las MaCcmdticas fueran el camino 

del alma para alcanz;:,r c.\ Dios, particulari::áncto, 

implicltan las palabras de Guthrie, Aristo:~eno y el mismo 

Jones(19), aunque no lo digan abiertamente, porque simple y 

(16.a)F'arménides habr1a nacido, según se puede desprender 
del diálogo platónico el Parménides ,en el 515 a.c.,Platon, 
"Diálogos". 
C17>Detienne, Ibid.,pag.139.y Hegel, Lecciones de Historia 
de la Filosofla, pag.229. 
(18) "La Aléteh1a del Anciano del Mar ~s·::: conoctmiento de 
todas las cosas» ••. Baste recordar la aventura de 
Epiménides: Es con Alétehia, acompaMada de Diké,con quien 
converfia este mago durante sus df'fos de retiro en el 
interior de ta gruta d~ Zéus Dil·ta1os, donde Minos 
consul tabc.l a Zéus y Pi t~goras se intern.~ba a SL1 
ve:!",Detienne, P::i.g.~6. 

(19)Sobre Ja aflrm.:tcion de Gutht•ie, pag.19"i, 1bid:~ab1·e 
At·1sto~eno, Gutht·t~. !bid, p19.205~sobrt! Jcnes, Numbet· 
befot"e Euclid, u1•t1culo p¿,g.6 
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llanamente pura el espíritu griego Dios estaba repartido en 

Los Dioses, y, como mostramos, su idea de Dios tenia un 

significado más amplio. La concepción de Pitágorao 

complementa con su Filoso1ta, llegando a conformar 

Matemáticas y Filosof1a la base de su modo de vida, a partir 

del cual puede explicarse su misticismo hacia el número y 

las figuras geométricas, registrado por algunos pitagóricos 

del periodo postmortum de Pitágoras, as1 como una posible 

vida ascetic:a y llena de mitos y tradiciones de los 

AkL1smatikois o Acustmat ic i C21 >, aunqL1e aqut es necesario 

decir que no hay datos que precisen la autoría de Pitágoras 

de la abstinéncia de comer carne<22)cultivada por una parte 

de los pitagóricos, c'\demas de que al9L1nas tr-adiciones, como 

la de no comer habas, provenian de antiguas tradiciones 

griegas. Analogamente, no obstante que entre los pitagó~icos 

se cultivó la música, como registra Aristóxeno, no se tienen 

testimonios que determ1nen la ü.utoria de Pitágoras de textos 

musicales, ni, por tanto, de que su concepto de número fu~ra 

e>etraldo de los acordes musicales <23). 

MatemAtica5, Filososofia y ReligiOn dieron forma a la imagen 

que del mundo se hicieron los Pitagóricos, cr-eándose una 

cosmogonia como visión global del mundo, de un t<Osmos en el 

t21>Guthrie, Jbid, pag.191. 

C22>Guthrie. Ibid.pa9.1aa. 

C23)Guthrie, Ibid. ,pag.215. 
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que- «_toda la natur~le_za ~sta eiriparentada>l:!_4>. 

~n._-l"'e&u~.enw:-_~l __ mundo- era pat"a los Pitag6ricos un KOsmo• 

CKOvµo~>, palabra cuya creación algunas versiones 

,filol6gica& atribuyen al propio PitAgoras<2S>, el que 

todo e!lta _relacionado guardando una Harmonta y un orden 

regulado por la razon, relacionas numéricas y la 

Oivinidadl26>. As1 1 el dedicarse a estudiar y seguir 

orden nos llevar1a hacia la divinidad. 

En el di.ilogo el Timeo, narrado por- un viejo sabio ! legado 

del antiguo Egipto, Platón, mostrando sus inclinaciones 

Pitagóricas, dice que Los Dioses nos d1éron la vista, 

posibilitándo la Filosof1a < ••• a fln de que pudiéramos 

observar los circuitos de lü inteligéncia en el cielo y 

aprovecharnos de ello& para las rotaciones de nuestro propio 

pensamiento, por que ':'.>on semejantes 1 por mas qL1e las 

nuestt"as sean obJeto de pertL1rbaci6n y las de ellos care::c:an 

de per"turba.ci6n alguna ,y a fin de que, aprend1é-ndo a 

conocerlas y adqt.liriéndo la c.apacidad de calcularlas 

cot'rectamente, según su naturale::!a, oodC'mos reproducir las 

C24>El Men6n, Diálogos de PlatOn, pag.215 

C25>Pag. 203, GL1thrie 1 Ibid. 
(26)Ha.y un pasa.Je muy revelador de La Republic:a de f'lilton 
que dice:"Contemplando cosas que se hallan debidamente 
conc:atenádas y son inmutábles que ni cometen ni sufren 
injusticia, sino que están completamente en orden <K6smos> y 
gober'nádas por la ra::on, el reflexionára sobre ellas, y, en 
la medida de lo posible ,acabará as1m1lándose a elllas.~Tu 
no pien!;as qL1e es in~vitable QLle un hombre acábe 
pc.'\rec1éndose a ~quello con lo que le agr'ada estar un1do?.Por 
el lo 1t-l filoso fo, med1Ante la un ion con lo que es d1v1no y 
ordenado<l(osm1os> se convierte en divino y ordenado(KOsmios> 
en la medida en que a un hombre le es posible". V•r" tambi•n 
la Metafísica, Arist6t~les, pag.34, Ed. Gredas •• 



rotaciones perfectaménte infalibles de la divinidad y 

reducir al orden establecido los errabundos movimiento5 que 

tenemos en nosotros mismos>. 

En cuanto al número propiamente, se atribuye'a Pitagoras el 

descL1br1miento de que las razones 1: 2, 2: 3 y 3: 4 se 

"impusieron sobre la disposición caótica del sonido" 

formándose mediante esos priméros cuatro números, 1, 2, 3 y 

4, que al sumarse resultan diez, el cual, según Aristóteles 

<éra algo perfecto y contenta en seno la naturaléza total 

del mundo~<2B>. Este número lo representában con la figura 

de la Tetractys, una piramide formada por cuatro puntos en 

base, tres su segundo piso, dos en el tercéro y uno en 

la cúspide, y al rendirle culto los pitagóricos declan: «Por 

él que nos legó la. Tetractys, fuente y ra1z de la naturaléza 

eterna> C29>. Consideraban qL1e el número uno, representado 

por un punto, originaba a los números, pero que él mismo 

er'a un número. No obstante, la unidad era, por tanto, el 

principio de todas las cosas, el Arché(31). Esta unidad, 

considerada como par e impar, limitada e ilimitada (32), 

parecidamente a viejas tradiciones de otros pueblos (33>, la 

t•eprasentci.ban por un punto sin magnitud. Al reunir una 

(28>Aristóteles, La Metafisica, pag 34 

<29) Guthrie lo cita de Jámblico,pag 218.Ibid. También en 
Ar'istóteles. La Metafisica, pag.34. 

C31>Guthrie, Ib1d, .p.ag.235. 
(~2>Gu~hrie. lbict, pag.232. 

(33)Buthrie, 1975, pag.~34.Aqu1 este o?.L•t:ar se apoya en 
Cornford y Bur·net. 
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coleccion de dos puntos representában al nLlmet·o dos, 

colecciones de tres puntos al número tres, do cuatro al 

cuatro, de cinco al cinco, etc ••• formando figuras 

geométricas; una recta, un triangulo, un cuadrilátero, un 

pentágono, etc .... respectivamente. As1,ai partir del punto 

magnitud formaban figuras con magnitud, y de éstas les 

cuerpos sólidos. Al respecto hay Ltna ci~a muy ilustrativa; 

«Alejandro en la Sucesión de ~ilosofos dice que el encentro 

en las memorias pitagór-icas esos pensamientos también. 

El Principio de todas las cosas es la monada; elevando desde 

la mónada, la indeterminada dyad actua como m~teria para la 

m6nada, la Clla l es causa; desde la mónada y la indetel""min.ida 

dyad se elevan los números; desde los n(1meros, puntos; desde 

ellos lineas, de las cuales se elevan figuras planas¡ desde 

pl~nos figuras '561 id.;is; desde ~sos, cuerpos 

sensibles>(33. a>. Guthr1e sugiere que los Pitagóricos 

representaban los números mediante ,..ectángulos o cuadt"ados 

formado!'> por gnOmones<34>. tr~splantando el ángulo récto de 

la escuadra de un carp1ntéro, en base a la E>iguiente 

afirmación de Aristóteles referida a los 

pitag6ricosC35):t::Ellos dicen, además, que lo il1m1tado es lo 

par, porque ct.t~ndo Ost~ se encuentr-a encert"'ado y l 1mi ta.do 

por lo impar proporciona el elemento ilimita.do de las cosas 

e:;1stentes, Lo eJemplif1can con lo que acontece cuando 

C"34)Gthr1e 1 piH;i.234,cita 148,Ibid. 
C35>Gttthr1e. pag.233, lbid 



colocan gnómones alt"'ededor de los números: cuando se col.ocan 

alrededor del uno, y sin el uno, en este caso, la figura 

producida varia ..:.in cesar, mientras que en el otro caso, es 

siempre la misma. Platón, por parte, considero lo 

ilimitado como una dualidad, lo grande y lo pequef'lo» 

As1 16, segun Guthrie, sería representt.do por * * * * 

,mientras que el 20 por e~:* * * * 
* * * 
* * * 

* * * 
* * * * * 

Fig.2 

e interpreta la frase de la siguiente manera: " cL•ando l.t\ 

seria de números impa1•es se coloca alrededor d& la unidad 

formando gnOmones, la figura resultante es siempre un ángulo 

recto (perman~ce «la misma -.1; cuando los números pa1•es 5e 

colocan lo mismo, la relación entre los lados de !as fiouras 

formadas ofrece lnf1ni tas var1acioni:;.s ••• " <36) 

Lo cual no aporta gran idea, y~:t que al agre(lar al 9nomon 

forma de escuadra, siemore mantendrá el angulo réct.o. 

Por otro lado, si hacemos un seguimiento Ji teral de esas 

palatJras de Aristóteles. encontramos que "cuando encerramos 

v J 11111 t~mo~ Jo pilr por lo impc,1·" obtP.nemos ~ternore cuadr1'\dos 

,_·omu Je\ t 11;1urcis resu 1 tantt..'"; de .::onstru1 r un nLurern, 
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donde el gnomon tiene un -nó.mero· impal' * * * * * * 
de puntos * * * * "* -*·-* *-* * * * * 

* * iJ* ~· * * * ;;i* :i* * ~:: 
, ••• etc. 

Fig.3 

As1, por ejemplo, el 36 estaría formado por gnomones de 3, 

5, 7, 9 y 11 puntos <números> respectivamente, las cuales 

rodean a la unidad, considerada par (aunque también sea 

impar>. 

En cambio cuando representa al resto de los númoros, 

*, ... 

Fig.4 

etc.,la ''la figura varia sin cesar ••• ,mientras que en el 

otro caso, es siémpre la misma " 



De cesta manera parece claro que la interoretC&cil'.Jr. de Guthrie 

no corresoonde con las palabras de ~ristOteles. Mas bien, me 

parece, Aristóteles pretendla eHpl1car Que los pita90ricos 

ejemn 1 i ficábñn O Lle lo par era i 1 imitado oorQue c:t.1ando 

colocaban numero;:; en forma de 9nomones alrededor del uno (lo 

par) la figura era siempre la misma, el CUC'drado; mientras 

que cuando se c:olocf\ban números gnomones alt•ededor de otras 

números <ver Jos ejemplos para 6.7,8,10> la figura v•ria 

sin cesar. 

De esto, segun Aristotele-;, "lo ilimitC\do es lo par, poroue 

cuando ~ste se encuentra encerrado y limitado por lo impar 

(como los gnómones de números impares Que rodean a la unidad 
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el cuadrada, diria yo> proporcionan el elemento ilimitado 

de las cosas", refiriéndo5e ,en m1 opin1on, a la infinidad 

que con$t i tu yen los números c:Ltadrados. 

Mas aún, partiendo de que -«las cosas son nameros..i: y de que 

·t::las cosas tienen los mismos principios QLle los n1:.1meros~, 

lo~ pita.goricos debieron deduc1r oue Jog cuerpos solidos que 

ellos der1vaban a partir de lcis f:gure~ gi=-ometricas no todos 

eran cuadril.:iteros, y -:n forma c.n."l.loc.a, no '.;.da.;; las fo.guras 

geomt>trica.s oodtan ser cuadr1 lctt~ros. Por t.=.rito. debt:>rlt'.'.\mos 

queda1 .. nos con la idea de oue lo~ números 8ran reoresentados 

por t19L1t·as g~oml>tricas formád.:1s por a9rLtDac1one:;; de punto'4, 

:io 111?ces<Jir1ament~ form;!tnd.: cuad1·11..,+,!1·os. 



Por ~i fuera poco, menos aún parece viable la afirmación 

contiguii al parrafo de Guthrie discutido anteriormente, que 

sostiene que "· •• la f,.ase de Aristóteles no e><cluye, como 

aconteceria si fuera una definición, la posibilidad de 

gnomones oblongos". refiriéndose literalmente a cuadrados 

que tendrian en sus lados un número irracional de puntos 

números, ya que jamils podria representarse un no.mero de 

puntos no entero en un gnomon y n1 mucho menos un número 

"oblongo" de puntos formando un cuadrilátero, por la 

senc:i l la razón de que para los pi tagóric:os el punto era 

indivisible. 

Algunos pitagóricos hicieron una columna, de la cual también 

refiere Aristóteles, en la cual colocan diP.:: pares de 

cateqorías c:ontradictnr-ias de las que supuestamente !le forma 

la subst.anc:ia1 

Cuadrado----Oblongo 

L1mite------Ilim1tado 

Par~---------I mpar 

Uno---------Pluralidad 

Derec:ho-----Izquierdo 

Masculinc---Femenino 

En Reno:.o---En f1,_;., 111111 .. mto 

Rec to-------Cur~vo 

BLteno-------Ma 1 o 

Luz---------Ob!';cllridad 
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Guthrie indica, relacionando las parejas, "Advertimos (37) 

que en la lista pitagórica de los términos limite e 

i 1 imitado aparece cuadrado y oblongo, respectivamente". 

Por mi parte rec:alc.;tr1a, tomando en cuenta la anterior cita 

de AristOteles, la asoc:iac:iOn que hactan los pitagóricos 

entre la unidad y el infinito, para tratar de interpretat"la. 

En las construcciones de los cuadrados formados por puntos, 

el punto unidad generaba el resto del número porque al 

colocar gnómones alrededor se iba formando la figura. Pero 

al ser una infinidad el conjunto de cuadrados que podlan 

formarse as!, el punto unidad origina entonces al infinito. 

Pero, por otro lado, c:omo el uno es el punto de p8rtida 

el conteo y puede tomarse para. contar al resto de los 

números, porque está definido previamente, ent4:Jnces 

finito, aLtnque no sea .un número. As! se reunirla en la 

unidad al infinito con lo finito, como pensaban los 

pitagOricos. Tal ve:: pot• ah! estarla la e::plicacion que 

daban los pitagóricos de esa slntes1s ent1•e finito e 

infinito en la unidad, pero li\s siguientes consideraciones 

acerca de su apreciación acerca de las magnitudes y el 

número nos darán una idea m~~ completa. 

C37>Buthrie, Ibid.Pags.235 y 237 
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Parece correcta la hitación lógica que propone JonesC3SJ 

acerca del desarrollo del concepto de número en los 

pitagOricosr Si los pitagóricos part1an de qLte el principio 

de las co~as era el princ1p10 de los nümeros, debieron 

tener la inclinación de ordenar las cosas acot"de con el 
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Ot"den y propiedades de los números. Pero para ordenarles 

necesario que ctistingu1er'an una cosa de otra, estableciendo 

la identidad de una cosa cons190 misma. "ésta es una cosa" y 

''ésta es otr•a cosa'',''ésta tiene un objeto'' y ''ésta tiene m•s 

de un objeto", posibilitando con ello la as19nac1on de la 

~etiqueta~ de la unidad en tantas veces como el ob;eto 

contenga elementos; t.ina unidad par.:i el conjunto que tierie un 

elemli!nto, dos unidades para el que tiene dos, tres para el 

de tres, etc ••• formando colecc:iones contadas de objetos. con 

lo que asociaban al número de un conjunto de co~as can el 

conjunto mismo. Sin embargo, en tanto con la unidad 

contaban, comparaban al resto de conjuntos y ademas 

generéban al resto de los números. con esA unidad no podian 

contar a la unidad misma, y por tanto la unidad no oodria 

<;;er el la misma un m:ime1·0. Con lo anterior "el fanomeno de 

conteo precede al numero. Y el conteo requiere ident11ic:ar 

las unidades individuales que deben perm.;i.necer• la misma a 

traves de su propio procedimiento. F'a,. lo tanto."• •• la 

noc1on n~tural de Ar1thmos ••• enfat1.:::a QUe Númerc si~more 

significa n1.1mero de cosas ••• Esta noción permanece intacta en 

c::.a> Jane-:;, NLl•:ib~r befor~ ••• ,Pags.8,9 y 10 
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la aritmética prePlatónica", por lo qL1e con ella los 

pitagOl"'icos colocaron la base para el ulterior desarrollo de 

esta ciencia, no obstante que en esa concepción misma 

aparece una falta de madures de abstracción oue permitiera 

despegar al número de la colección de objetos de que surgia, 

como ya se mostro a.nteriormente en la cita de DiOgenes 

adjudicada a Alejandro. Jones mismo menciona que "parece que 

el pitagórico Ec:fanto(39l or19in6 un sistema de atomismo 

numérico, en el cual el mundo era hecho de átomos en 

movimiento y el vac1o'', parecidamente a la sugerencia de 

Knorr en relación a Ecfanto de que "él tu~ el primero 

afirmar que las unidades pitagóricas eran c:orporeas". (39.b) 

Por nuestra parte, no sabemos con pr-ecision que tanta 

relación mantuvieron los pitagoric:os con Oemócrito, pero si 

que Demócrito nació alrededor del 46(1 a.c. y que hi:=o 

libro que titL1ld ~Sobre las L1neas y Los Sol1dos 

Irracionale:i~C39.a}. Sin embargo, pareco c:l~1ro que esa 

concepciOn sef'falada por Ecfanto es muy similar con el 

atomismo filosófico de Demócr1to. Por ésta misma podemos 

enfatizar cierta similitud con la Escuela Jon1ca de la 

Filosofia griega: As1 como Tales e>:plicába el Cosmos a 

partir del agua, Ana:dmenes ~ partir del aire y Ana::imandro 

de el fuego , en fin, a partir de E>lementos de la 

naturaleza, los pitagót·ic:os expl1c~ban el or19cm del 

(39) Pag. 11. Janes , lb id •• 
(39.b>Knorr, !bid, pag. 43. 
<39.a)k~or·r,lbid,Pag.38,Knot•r, 1b1d. 
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universo a partir de un principio, el «Archt:?», que ellog 

consideraban material y parte del universo mismo; el punto 

unidad, la unidad Atomo(39.c). En esto coincido con Guthrie 

y Cornford<40>, aunque, por otro lado, en cuanto al orden 

ligado a cierta moralidad, como se muestra en la lista de 

las diez categor1as de la substancia, mantenida por 

pitagóricos del ultimo periodo. éstos se diferenciaban de la 

Escuela .1on1ca. 

Volviendo con Jones; Al pensar los pitagOr•1c:os que las cos.:ts 

ere\n formadas por números, estaban aceptando impltcitamente 

que el las estaban formadas por punto•.:;, y por tanto de 

colecciones de unidades que al ser cantadas determinaban el 

número asociado al objeto. Ast,la cuant1ficaci6n de la 

e:ctensión de las casas estaba determinada por la 

contabilidad de sus unid21des. y luego ~ntonces la 

mesurabilidad de un obJeto estaba determin:i.da por esa 

contabilidad, y por tanto, en general, la magnitud del 

objeto seria su número de unidades el objeto. Con esto, 

los pitag.6r1cos c:onceb1.:.n la identidad Magn1tud::::Número. Esta 

identificación traerla serias controversias a la postre 

entre lns propios pitagóricos, y aún entre otros fi losofos 

y matemáticos que no eran d~ esa eo;;c:Ltela. Cuando los 

<39.c)'' ••• Se le atribuyen a élC~itagoras) Los Mathemata, 'Los 
Estudios',que abra:::ab.;m la doctrina de los números y los 
elF?mentoc; de l.a geometr1a, los cr1met•os 1t.1nd21mentos de , l.;i 
~cust1c~ y la doctrina ele la mosica y el conoc1m1ento de to~ 
t1~1"\Dos de los mov1m1er1+-os de las est1·el las. por donc..!e 
ow?dC" :.;.1mb1er. att·1buirs12 a F'itctooras el c::onoc1m1er.to de l.:\ 
Filosot1a ni3tural m1les1;;. ••. ",L~ r·.:i1de1a. pag.161. 
!'1(1)Gnthr1c..:. F'o!\lJ.~-ll. lliid 
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Pitagóricos descubrieron las magnitudes inconmensurables 

d&bieron toparse, en términos generales, con la siguiente 

paradoja: Dos lineas son inconmensurables cuando no se 

pueden medir ambas con la misma unidad. Teniendo dos lineas 

inconmensurables, una de ellas medirá un número entero de 

veces la unidad, pero la otra medirá un número entero de 

veces la unidad mas una porción de esta misma unidad. Pero 

como los pitagóricos considerában la unidad indivisible, 

esto último no podr1a ocu,...rir, y por tanto esta última linea 

seria inmedible por la unidad, no seria producida por un 

cierto nómero ente,...o de veces la unidad. Por tanto hay cosas 

que no son generadas por la unidad, y luego entonces no 

ocurre que "Las cosas son Ni:tmeros" ••• ! , con lo que se pone 

en cuestionamiento el fundamento de su doctrina filosófica 

entera. (40. a>. Al parecer Platón, se habría percatado 

intuitivamente de esa identificacción pitagórica entre 

nómero y magnitud, y posteriormente Aristóteles les 

5'ieparar1a, y mostraría después Euclides en Los 

ElementosC40.z>. 

Szab6(40.c:> hace una síntesis del e~tad1o en que se 

encontrába la investigaciOn acerca de La Teoría de los 

Inconmensurables en 1978 (affo de publicación de conocido 

texto The Beginings of Greek Matematics> en el siguiente 

párrafo basado en Van der Waerden y Hasse y H. Scholz 

(40.a>Jones, pag.14, !bid y Knorr, 1975 pag.42. 

C40.z) Janes, Ibid. Pag.10 
(40.c> SzabO, The Beginin~s o1 Greek Mathematics, pag.94. 



"Los más tempranos Pita90ric:os pudiera decirse que tenlan un 

'culto numérico'. Para ellos los nómeros eran 'La pied~a de 

toque del universo entero', el mundo habia sido formado 'por 

imitaciOn de los números' y los cielos fueron 'armenia y 

n(1mero'. Acorde a Aristóteles <LA.Metafis1c:a A5), ellos 

arribaron a este punto de vista porque ellos estuvieron muy 

ocupados con las Matem~ticas. La más vieja enseNanza, sin 

embar90, se supone que ha sido sacudida por el 

descubrimiento de que el lado y la diagonal de un cuadrado 

e1~an inconmensurables. Que lil diagonal de un cuadrado no 

tenía medida común con lados significdba que si la 

longitud de los lados es tomada como la unidad, entonces la 

longitud de la diagonal no podia ser medida, i. P.. esto no 

puede ser e~presado ya 

Pot- tanto algo lo cual 

como un todo o como una fracción. 

'un no nt'.lmero' sino justamente 

un aeenTov <algo el cual no podla ser expresado) habla sido 

descubierto. Es sostenido que éste desconcertante 

desc1..1brimiento condujo a lo que se us6 para ser llamado una 

crisis en los fundamentos de las Matemáticas griegas". 

Y poco más adelánte sostiene que no obstante que los más 

nL1evos libros de texto no mencionan esa crisis de 

fundamento, la interpretación histórica basada sobre tal 

.::risis Co al meno5 sobrr.o 1..1n 'critico punto de cambio'> 

sobrevive en autores como Van der Waerden, quien dice que 

l•s Matemáticas Griegas cambiaron desde los nómeros con el 

descubrimiento de la inconmensurabilidadC40.b). Szab6 se 

C40.b) Szab6, Ibid, Pag.95 
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opone a la ewistencia de ésta crisis cuando discute el 

fragmento d•l HenOrl referido a la duplicación del area d&.un 

cuadrado, argumentando qlle "• •• si el lado del cuadr•do es 

elegido como la unidad de longitud, es equivocado decir que 

la diagonal es realmente 'un no número· ••• ". Punto que 

nosotros trataremos con m~s detalle adelante(40.d>. Sin 

embargo, me parece preciso adelantar esta reflexión: 

S1 se registra un cambio de punto de vista en el concepto de 

nómero pl""oveniente del Pi tagor-isma, pero de Ltna manera 

externa1 en lti intuición que hace platon de la identidad 

errone.a entre número y magnitud, as1 coma en 

conceptualización del nt:'.1mero como colecíones contadas de 

objetos, y como una idea que formaba p~rte del nivel m~s 

alto del alma humana, alcanzado con las Matemáticas. Si bien 

.Platón no era precisamente un Pi ta9órico, ~1, con much3 

plausibi 1 idad, aprendió las Matemáticas de Arqui tas 

(recot•demos que éste si fué considerado Pi .ta90ric:o> 1 se 

percato del problema que representaba en las Matemáticas el 

descubrimiento de la inconmensurabilidad e insto a sus 

alumnos a estudiarle <como se refleja en el dialogo que 

lleVé1 el nombre de su alumno más prominente en las 

Matemáticas; Teetetosl, y con ello a hacer unas Matemáticas 

que incluyeran los inconmen~urables sin que chocart:ln con el 

concepto de número. Esto se confirme1 en la visión oue 

Aristóteles ten!a del número (y recordemos también que:~ él 

fue alumno de Platón>, maneJada tambien por Euclides, as1 

<40. d) S::abO, Jbid, Pag. 94 
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como la existencia del Libro X de EL1cl ides dedicado 

exclusivamente al e~tudio de lo-a 11 irracionales". 

Estos estudios de la inconmensurabilidad, en mi opiniál, 

testifican un cambio en las Matemáticas Briegas, 

privilegiando a la geometrta por encima de la aritm•tica, 

como se dincutira mas ampliamemte en el capitulo III de 

~sta misma Tesis. Pero ello no stgnificaria una ''crisis da 

fundamento de la~ Matemáticas", ya que lo que estaba en 

cuestionamiento era la Tosis central del Pitagortsmo, y 

34 

bien éste tLtvo un papel preponderante en el desarrollo de 

las Matemática!J Griegas del siglo V, no puede extenderse a 

una cr-1sis en la Matemáticas enteras de su tiempo. Er. última 

inst.ancia, la crisis, de h.;iberse dado tal, sólo debio hC\bet• 

sido del Pitagorlsmo y su cosmogonia, y si acáso pudo 

parecer en la antigúedad griega como una crisis en las 

Matemáticas debi6 haber sido porque las Matemci.t1cas, 

particular el Numero, eran la ba&e de esa cosmogonia 

Pitagórica. Una crisis dial~ctica en la que dentro del 

propio Pitagorismo s1..1peran sus contrcidicc1ones emergidas 

el hal la::go de la inc:onmens1..1rab1 l idad: el los descubren 

los tnconmensur.nbles, su halla:=go choca con la Tosis central 

de su doctrina, el Pitagori~mo por entero entra en cri&1s, 

se e!3tLidia a ésta misma, y se crea L1n nuevo tipo de 

Md.tem.:iticas, lC\ que inclL1ye en SLI cuerpo a los 

"irracionales", sin ser ella algo no Rac:tar.al. As1, ne pudo 

haber ocurido Ltr1<:1 crisis de 1Lmdamenti..J en las Matt?m.;.ticam, 

p1~ro si un cambio tra:;;cendental en el ':fesarrollo de las 
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Matem.éticas Griega.s. V ahf discrepo con Van der Waerden en 

el prim•r punto, pRro t•mbien con Szab6 en al segundo. 

Por fuera del PitaQorismo, las más famosas paradoJas en 

relación a la identidad Numero=Magnitud fuet•on enL1nt:1adas. 

por zen6n. A cont1nuac:i6n analizar~mos en este contexto la 

siguiente, una de las más famosas, <41): «El al"'gumento es 

llamado Aquiles, oorque él se ocupa de Aquiles, quien 

según dice el arguménto, puede dar alcánce a la tortuga 

que persi9ue ••• Sup6ngase que se trata de un Estadio. Una 

tortuga avanza a partir de la mitad del Estadio, y Aquiles 

avan::::a die:: veces más en el mismo tiempo. :Aq1.1iles desde el 

comienzo del estadio, inicia la persecusión de la tortuga y 

avanza medio Estadio, de modo que llega a la miti\d del 

mismo, de donde partió la tortuga. Pero ésta avanzo ya la 

décima parte de la mitad restante del estadio. A11u1les 

recorre entonces la déc1ma parte de esta mitad del Estadio; 

pero la tortuga avanzó la décima parte de la décima parte 

de la mitad restante. Y mientras quede dec ima parte de 

CLlalquier distancia, y ella tenga a su décima parte, 

la tortuga estar:- siempre adelante de Aquiles, y j.sm'°'s 

ninguno de los dos podra recorrer la totalidad del estadio>. 

En el conte:4to de las 1"1atemC\ticas de zenon ya se manejaba el 

concepto de ra::on C41. a>, aunque se representar·an 

C41)Egger Lans, Los PresocrC\t1cos, tomo Il, pag.51 

C41.al''0tra clase de secuencld numéricas es: 'm1~ad, tercio, 
1:uarto, qL•intn, ••• etc , ••. pet•o yo r•efer1re a ello~ DOt' su 
nombre grie90 comri la .51·•riE de partes Cme>roü o mot·11.:m. 
pluretl, mct'fe, o morai) •.. ellos dehe1•1.:i.n :3er pensarlos por:un.o 
mitad, un tercio. un r·ua1·to, un quinto ••.• y no son 



diferéntemente a la manera como ocurre actualmente, y por 

tanto podemos establecer sinté'ticamene las siguientes 

consideraciones. Si Zen6n hub1era pensado la relación entre 

el recorrido de Aquiles y la tortuga según el sentido 

com&:tn, y aún el sentido comun de su contexto griego, hubiera 

facilmente conclu1do que en el primer moménto del recorrido 

mencionádo Aquiles habr!a llegado a la mitad del estadio, 

L/2, mientras que la tortuga a la ubicación L/2 + L/20. Y 

en el segundo moménta de recorrida, cuando habia pasado P.l 

doble del tiempo primero, suponiendo que ambos mantienen su 

velocidad con!ltante, Aquiles habría recorrido L/2 +L/2 =L, 

la totalidad del estadio (aqui usamos la representación 

actual de la representac:ión de las ra:=ones para abreviar el 

teKto, asi c:uando tengamos alb, significará a:b de usan:=a 

griega.Esto naturalmente, no cámbia el sentido del te>rto 

orig1nal), mientras que la tortuga h~bría recorrrido 

L/20+L/200 por lo que su ubicac1on en este momento seria L/2 

+ L/20 +L/200, lo cual seriB menor que L, y yB entonces 

habria rebasado a la tortuga, contradiciendo la conclus1on 

central de la paradoja. 

Sin embargo, es evidente que Zenón ,siguiendo a su maestr~ 

Parménides, no se atuvo al sentido común. Nosotros hdremo~ 

t.tn'9 tabla ciu~ rl';pre<OlP.nta lAs r<:"'l'"'ciones entre sus distancias 

recorridas para tratar de entender la problemática. que. més 

escritos por 112,1/3,114,1/5,etc'',Fowler, The Mathema~1cs of 
Plato's Academy, pag.14 
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allá del sentido común, planteaba originalmente Zenón: 

MDMENTC UBICACIDN DE LA TORTUGA UBICACIDN DE AQUILES 

MO L/2 o 

Ml L/2+L/2<10) L/2 

M2 L/2+L/ <2> t10)+L/2(10P L/2+L/2 < 10> 

••• etc. etc ••• etc .•• 

Mn L/2+L/(2) (10)+ ••• L/2<10}n L/2+L/2C10>+ ••• L/2C10)n-1 

Con lo que siémpre habría una diferéncia donde la· ubicación 

de la tortL1ga sera mayor por L/ <2>(1 o)r1 en el n-simo 

momento. 

Es claro que en su ra::onamiento excluye la relación 

distancia-tiempo, y por tanto sólo queda pensar que ZenOn 

hizo una división reiterada de la distancia entre Aquiles y 

la tortuga, considerándola una magnitud formada por 

cierta cantidad de puntos, pero encontró que entre un punto 

y otro siempre habia un tercero, contabilizando infinitas 

aproximaciones y creyendo que estaba contando la extensión 

entre Aquiles y la tortuga, la magnitud de la distancia, y 

as1 nunca la alcanzarla. Aqui está presente la identidad 

ni::1mero=magnitLtd, y, en mi opinión, ella fue la causa que 

originó esta paradoja, la idea de la inconmensurc!lbi l idad. 

Al parecer, Hegel, a decir de sus alumnos de Historia de la 

Filosof1a, regi5tra algo acer•ca de la manci·~ 

Aristoteles contemplaba estas !'.parcH .. 1o,ias-"; "Esta prueba 

representa la misma división hasta el infinito. pero es 

falsa, pues el cuerpo mas rap1do acabare.. necese1r1amente 

dando alcan=e al mas lento, siempre y cuando qu~ ~e 1·~ 
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permite t•ebasa.r• el limite" C42>. 

No obstante los cuestionamientos a este texto, creo que en 

esta ocación coincide con lo acontecido, pues en efecto 

At"istOteles llegó a criticar fuertemente a quien cre1.a que 

de las paradojas de Zenon surgla la idea de 

la.inconmensurabilidad. El procedimiento de Zen6n se parece 

mas bien al seguido para determinar que es posible encontt"'ar 

les termines t•educidos de dos números considerados 

conmensurables, como se verá adelante. 

<42>Heoel. L~cc:iones SObt"e.La H,~fi.tori.:\ de l~ Filosofta. 
pag.2:S2 



CAPITULO IIt LOS INCONMENSURABLES. 

AlSU PRIMER HALLAZGO. 

Entre los griegos existsa el término "irracional" pero no en 

el sentido en que se le denota actualmente. Dos magnitudes 

son conmensurables con respecto a alguna otra, si ellas 

tienen una medida comón la cual divide a cada una en un 

número entel""o positivo de veces (no hay indicios de que los 

griegos manejaran el concepto de negatividad en su sistema 

num~rico>. Si ellas no tienen una medida común se las llama 

inconmensurables<l>. De el diálogo platónico El TeetetosCO>, 

podemos encontrur datos confiables acerca de la 

conceptualizac:iOn griega de los lrracional!?s: Definida la 

unidad. la cual era llamada"la rac:1onal", aquel las lineas 

c:onmensL1rables en longitud con ella eran llamadas 

'rac:ionales' Cent-.ai>. M1ent1·as nouellas otr~•s lineas que 

solamente tll cuadrado son conmensurables con la unido:11d pero 

no en longitud, eran llamadas "irrac1onale-:;;"(alogo1>. 

Este concepto era tambien extendido a las áreas: El cuadrado 

de la unidad era tambie?n llam.;:ido el 'rracional ·, y por t.:into 

las areas c:onmensur.:i,bles con el cuadrado de la unidad eran 

tambien llamadas ·racionales·, m1entr.:is que aquellas oue 

sólo eran conmensurables al cubc1 con la unidad de ~r"ea pe,.o 

no lo eran al cuadrado , se llamaban · j rrac·ionales •• 

(IJ1·nfirr. íhe EvoJL1tion cf ••• Pag~.15 y 16. 
'"'t"tálo9os de Platc:..n, E.l TE.-~tetos. 
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De esta manera el conjunto de números conocidos Caqui 

quedaba excluido el número uno eomo una parte de la herencia 

pitagórica al concepto de número del periodo c:lasico) en el 

conteKto platonica era clasificado en esas dos modalidades: 

un número era racional, conmensurable; o irracional, 

inconmensurable. Y de esta clasificac1on surge lo que Knorr 

llama los teoremas I y I I de Teetetos e 1. ª'. 
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No obstante que algunos han conJeturado ac:et•ca de las fechas 

y la manera en que se encontr~ron los inconmensurables, no 

se tienen testimonios que precisen esto. Acerca de esta 

cuestion, H.Vogt dató el descubrimiento de los 

inconmensurables antes del 410, y sostiene que emergieron a 

partir de la inconmensurabilidad de los lados y la dtagoni'l 

del cuadrado<2>. K.Gaiser sostiene que los griegos 

conocieron de la e::istencia de las "racionei:; 

inconmensurables" desde la mitad del siglo 59, con lo cual 

al parecer Szabó SE' queda, al no contraciecirlo. A decir de 

•(norr, Vojt y Junge datan el descubrimiento en el 410 

"por-que es inconcebible que un largo tntervalo separará el 

descubrimiento de su inmediata extens1 ón" (hi'.ciendo alusión 

al tratamiento de los inconmensurables por Teodoro de Cirene 

en el Teeteto~>, sin embargo esto no es correcto, porque no 

aparenta ser inmediata exten::;iOn desde el sólo 

de~cubrim1ento. No hay razon para explicar qu~ cantidad de 

t1.aJVno1·1~. The Evolution, P~gs.213 y 214 

(~>S=abo,The Beginings •• pag.3~ 



tiempo debiera extenderse entre su descubrimiento y su 

aplicación primera. 

Wi l lbu,.. Knol"'r se apoya en los avances de la teorla real izada 

por Teodoro y la atribución a Oem6crito de un trabaJo que 

por su titulo mismo es relacionado con los inconmensurables, 

para sostener que : " el descubrimiento fue primero hecho y 

diseminádo algun tiempo durante el pet•(odo del 430 al 410; 

y Teodoro y Dem6cri to estuvieron pot" tanto investigando 

problemas asociados con la inconmensurabilidad, que fue 

relativamente nueva en su tiempo"<3>. 

El argumento de Knorr para llegar a este. conclusion es que, 

por un lado. Teodoro extendi6 su carrera geométrica entre 

410 y 390 y "durante su tiempo ~l introduJo }3 pr1mer,::i 

extensión del conocimiento de la 1nconmensur~b1ltdcid".F'or 
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otro lado se aoova en que entre las varias "e""~rencias 

los fragmentos fuentes relativos a lo «inconmensurable~ y lo 

«irracional~, distintas a la de H1paso y Teodoro, "la Onica 

que parece envolver un sentido matemático del té-rmino, 

una alusión al titulo de un trabajo de DemOcrito, "Sobre las 

Ltneas y Los Sólidos Irracionales ". Considerando que 

Democ:r1to nació en el 460 a.e:. estimci que en el 430 o 

tarde éste filosofo se vió envuelto en ~l estud10 de los 

irracionales. 
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Esto hace pensar que alrededor de lon 30 arfes de DemOcritot 

se habrla enterado de alguna manera no d~terminada aún da la 

existencia de los inconmensurables, y unos 30 o 31 arcos 

después, en el 399, Sócrates se habr1a percatado de ello, 

cuando la carrera de Teodoro llevarla unos 10 anos de 

recorrido, mismo ano que Knorr asigna a la realización del 

dialo90C5J, el cual seria e$crito por Platón en el 369 1 

otros veinte al'fos despues. No hay acuerdo en la manera cómo 

Platón conoció de los inconmensurables, algunos autores como 

Janes creen que fue a partir del primer encueritro del 

1il6sofo ateniense con Arquitas de Tarento en el 390(6). Sin 

embargo, debemos observar que t~n sólo a partir de la fecha 

del nacimiento de Oemóc:rito, en el 460, knorr considera que 

a los 30 afies de éste. o poco despues, ya conoceria a los 

inconmensurab 1 es, pero knorr m ~ smo no t1porta test i man i os qLte 

testifiquen esta afirmación. ¿No podr1a Oemócrl.to haberlos 

conocido a sus 4(1, 50 o 60 af'fos?, ¿cuando hl=o su libr-o? ••• 

C5>Jones, !bid, Number befare.••• pag.:25. Janes afirma 
,supuestamente refiriéndose a The Evolut1on of Euclidean 
Elements de Knorr, que Platón se encontró por primer-a ve:: 
con los pitagóricos en Italia, aprendiendo posiblemente dt~ 

Arquitas sus Matemáticas. Pero f<norr-. en las pagi.nas 
referidas de su libro, 88 y 89,sostiene que es poco probable 
que de ese encL1entro con Arquitas, que el ubica entre el 367 
v :061, halla aprendido <:>Lts Matemt\ticas. f<norr atribLtird mas 
adelante a Teodoro la enseffanza de estos temas a Platón. 
C6>Knorr fech.;i. la realizaci6'"1 del di~logo del Teetctos en el 
399 a.c.,pag.86 Tt1e Evolutiori, y la escr1t1.t1'a del mismo en 
el 369 a.c., pC1g78, lbi.d. En la edJcion de los [i.id.logos 
,dirigida por Emilio LLedo, parte introducto1·i~ del dialogo 
el Parménide$ se establece que éste y el Teetetos f·ueron 
escritos por 368-369sEd.Gredos, 1988. 



Por otro lado, si Knorr- mismo sostiene que·el dialogo que 

suscitó al Teetetos ocurrió en el 399, debería aceptar que 

Teodor-o expandió unos 10 af'fos más su cat~rera , y no la 

debería limitar hasta el 390. Pero esto llevaría a que en el 

momento de la realización del diálogo set"'.ta un viejo con una 

carrera como matemático de unos 90 at'los, que aunados a los 

anos anteriores a su carrera de matem~tico hartan de él un 

personaje que habria vivido m~s de cien afias. Esto mLtestra 

un pequef'ro desajuste entre la fecha limite que da J(norr para 

la carrera de Teodoro y la realizacion del dialogo del 

Teetetos.Mas aún, si tomamos en cuenta que las fecha5 de la 

muerte<7> de Pitágoras oscilan alrededor del 504 <pues ale 

sumo, "segun la c:;.ntigüedad",alcanzo a vivir entre 80 y 104 

af'fos, y nacio en el 570, en la 490 o 500 olimpiada), del 

supuesto de Knort• se desprenderia que no pudo haber sido 

éste el descubridor de los inconmensurables. 

Con lo anterior, de haber sido al9(1n pitagórico el 

descubridor, habria sido alguno de las primeras generaciones 

y por tanto un pitagórico que habrla viv1do entre la epoca 

en que gobernaron" algunas de las ciudades de Italia" y su 

expulsión. De haber sido así éste personaJe bien pudo haber 

sido parte de la secta de los Mathematikai. los más ligados 

a las Matem~ticas, o pudo h¿i;ber sido al9t.mo delos QLte 

llegaron a gobernar alguna de las ciudades Italiana5 o 

estuvo cercano al poder, o tal ve:= fL1e alguno que habiendo 

C7>Hegel, Lecciones de Historia de la Filosof1a, pag.189 
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huido de la pet"secusión de que fueron objeto los pitagóricos 

se recluyó en el anonimato, guardando sus conocimientos o 

trasmitiendolos sólo a sus más confiables allegados. 

Si tomamos en cuenta que las persecusiones contra los 

pitagOr-icos comenzat•on por el 504, mismo arra en que muriO 

Pitágoras, de quien incluso una de las versiones sostiene 

que murió en la rebellon de Cil6n, y duraron hasta el 490. 

icasi un siglo de persecusi6n ! ••• ,en todos esos anteriores 

ca.sos, ¿ no habt"ia motivos para no divulgar la profana idea 

de los inconmensurables?, ¿quien se animarla a divulgar un 

conocimiento que ellos mismos habrían encontrado, al 

parecer, y que contradecía su Filosofía, y por tanto 

religión, y posiblemente incluso socavarfa la b.:lse de su 

presti910 social?, lno podrfa prop1c1ar la debacle politica, 

en caso de que mantuvieran el podet<·, .=.no proptc1ar1a un 

mayor rechaso social, incrementado par sus enemigos 

pollticos, que atentara aún sobre sus vidas ,en caso de 

encontrarse en el e>:1lio?. Bajo estas circunstancias 

claro que había ra:>:ones de sobra pC\ra que los pitagór1c:os 

divulgaran inmediatamente la existencia de los 

inconmensL1rables y se reservara a «los iniciados:.. Con la 

ruptura polltica de las comunidades pitagóricas quP les 

l le...,aron desde Italia a Thebas, que tambíen registra 1'norr, 

se acentuaban mas las razones para no d1vulg"1.r ese 

cicontecim1ento. No podemos pensar a los p1 ta96r-1cos como 

personas aisladas que vieran sólo por la publ1cacion de s1.1s 

conoc1mtentos con el único objeto de incrementar la c1enci•. 
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Ahora bien, por fuera del pitagorismo, dentro de los pocos 

datos que se tienen destaca. que Hipócrates (quien 

vivió,segt:'.tn algunas versionesCt(I) vivió entre el 420 y 390 

y/o, naci o entre el 450 y 430, según otras< H>. :: )) escribi o 

el libro "Sobre la cudratura de las Lunulas",quien a decir 

de Knort" "utili::a el teorema de Pitágora$ y otras 

herramientas", pero no hay mayores evidencias<tO>. Sin 

embargo, debemos preguntarnos ¿que tantas posibilidades 

habría de que se descubriérna al margen del pitagorismo?, 

6que tipo de razones habr1a para que no se divulgara la 

existencia de los inconmensurables, si el descubridor 

fuera pitagór-ico?. Resulta complicado encontrar la respuesta 

correcta de estos CLtestionamientos, má>(ime qL1e no hay 

testimonios documentales que nos auxilien.Sin embargo, tal 

vez podr1amos acercarnos a su respuesta a traves de esta 

pregLlnta mas específica: .:..salvo por alguna pérdida o 

destrucción de los escritos originales del de9c:ubrimiento de 

los inconmensurables por algun suceso histórico, del tipo 

del incendio de la bibliotF?c~ de la academia Platónica, por 

ejemplo, qué otra causa podr1a existir para que no se 

conociera en la antigüedad i\l e•utor y fecha del 

desC:L1brimiento de los inconmensurables"7'. A m1 mi:: parece Que 

no e::isti.:1 "'n la 'lnti9iic:-cJ;:1d griega del s'r9Jo \1 n1n9Lin 

(10>Knorr, Ib1d, p¿:i9.40.S1n embar~o, algunos .:.tutores ,cr:imo 
Bell cita en Historia de las MatE'maticas, pe19.67 <apoyandase 
en Werke, 2o edición, L8ip:::ig, 1892), sastie:;nen QUe 
HipOcrtates nacio en Pl 470. 
(10.xJ Heath, Euclid s Elements, Vol.1,Pag.413 
(9) )knorr, p.:iq. 40, !bid. 



personaje ni agrupación intelectual, mas allá del 

pitagorismo, que pudiera causar alguna complicación a 

gobernantes, clases o sectores sociales, o individuos, con 

el de5Cubrimiento y manejo de una tearlcl como la de los 

inconmensurdbles. Hipócrates no parece haber pasado como un 

pet"sonaje con alguna participación pol1t1ca o soc1al en su 

tiempo, ni haber influ1do en el cantev.to de los 

acontecimientos históricos de su tiempo, mas allá de su 

posible influencia intelectual como matemático. 

DemOcrito nace en el 460 y de él se conoc1eron trabajos 

acerca de las lineas irracionales, pero siendo conocida 

esencia sus tesis atomistas y partes de pensamiento 

matemcitico, tan conocido por int1::1-lectuales y pensadores 

Hipocrates de Cos, el fundador de la Medicina, del cual 
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incluso eran contemporaneos, hub1Pra razon~do igualmente 

de manera atomista una tesis tan trascendental como la de 

los inconmensurables?, ¿no hubiera marcado su posible 

descubrimiento a su teorfa atomista de una manera que se 

traslL1ciéra en ella?. 

En mi opinión, en tanto el p1ta9orlsmo, aún con toda su 

cerrades, constituyo la escuela filosófica trasceridentaJ 

en el plano social de la antigüedad griega del siglo V, como 

~~adP ateGt1guarse a par·t11· de la r·el~t1va1nente gran 

r:.:1ntidc"\d di? adherentes al ni1·.:i_-,orlsmo, la OE't·lfranenr:-ta de 

doctrin.:i-at:ln con sus contradicctonus-, dLu-,..,nteo casi .i"l 

s19lo, ast como su~ res1Juos de µensam1ento que llega.ron a 

1mpre9nar ha:;ta F'lc..ton. Y asl sertan los únicos que cud1eron 



haberlo descubierto y ocultado oor causas no fortui tasa. 

Ahot"'a bien, cual haya sido la fecha del descubrimiento de 

los 1nconmensurables, esto pudo haber sido hasta Ja 

e1~1stenc1a de Parménides y Zencn como pensadore'.l n1 

poster1ormente, pues del modo contrario se hubiera notado 

sus reflexiones sobre las pa1·adojas y dif1i:ilmente hubiesen 

llegado a lci5 conclusiones escritas en ell.:i.s. Pero elllo no 

ocurre, y en esto parece correcta Ja apreciac1on de Knorr. 

Sin emb~wgo aqui precisamente surge L1n oroblema: en el 

Diálogo El Parménides, real izado por el tiempo en Que 

reali:ó El Teetetos, 369-368,en el cual se narra un 

encuentro entre el por ese entonces joven SOcrates y la 

pareja Parménides- Zen6n (que Tenneman data por la 

80oolimpiar1a, entre el 460 y 467>, se establece ;<Zenon y 

Parmén1de!; llegaron ciet·ta Atenas º"""~ª las grandes 

47 

Panateneas. Parménides era ya un hombre muy v1eJo, con todo 

el pelo blanco, bello de figut"'a, conta1•ia apt•o)(1mádamente 

sesenta y e inco at'l'os y ::enOn unos cuarenta ••• Sóe:t•ates oor 

entonce5 era mL1y joven:¡¡.. Sócrates, según Di ogenes, habr1a 

nacido cm el 470- 469 y tendrt"" por tanto unos ::u anos en ~l 

momento del diálogo. La conversacion habrla ocurrido en el 

450, af"lo en que se celebraban las grandes fiestas de las 

F'anclen~u=:; mencionadas en el d1álo90 como el m<lrco en que se 

din la rc>un1on. y pr.1· t~nto P.:>rménidec; habr\a nacido•·•• el 

515 v ~-·no11 en el 490 a.e:. Pero entonce:=; F'arm(>ntdes habrla 

nac1dr.i 8~1 ."\t'lns .. ~11tes au1~ el '"Ll(Juestc descubr1m1ento de los 

tnLonm?n:<'Llr.:i.ble!'" dcit~do or.w ¡.norr en el 430. y .mas a(111, 
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Zenón unos 60 af'fos en ese momento, edad que viablemente pudo 

alcanzar este filósofo eleata. Sin embargo, según 

coincidiamos con Knorr anteriormente, el descubrimiento da 

los inconmensurables no podria coincidir con la existencia 

intelectual de Parménides y Zenon. Por tanto, creo que los 

inconmensurables se habrlan descubierto poco después del 430 

que propone l<norr, unos 10 affos mc"ls tal ve;;::, pero 

seguramente trets la mue~te de Parménides y Zenóo. 

Por el tipo de concepciones mltico religiosas, ya mostradas 

anteriormente, que manejaba Parménides en su Proem10, asi 

como por s1.1 critica a las concepciones filosof1co.'s de 

Her~clito, fue un personaje que vivió plenamente el siglo V. 

Desde mi punto de vista, Parménides escribió el Proemio en 

el siglo VI <si las cifras de su nac1miento no fueran 

fieles) o a lo m~s en la primera mitad del siglo V, por la 

reverencia. mostrada a la d1osa y porque las concepciones de 

Het·~clito, quien florecet•la por el 500 y culminarla su 

actividad intelectual en el 480 a. c (11) 1 debieron haber 

estado lo suficiéntemente frescas para que representaran una 

preocupación filosófica el contradecirlas en su Proemio, 

donde "parte del lenguaje utilizado por Parménides s61o 

puede explicarse desde el sL1puesto de que esta rep1 tiendo, 

rleliberádC11nPntP. fr."'se:::; de Heráclito con esntritLt de 

critica"(ll.x) 

Parménides, tal ve:: s1n percatarse por entero de la 

Ol>Guthrie. !bid, pag.385 
C11.xl Mor.dolfo. Heráclito, Te:;to~ ••• , de sLI tntroducc1on. 



49 

imoor•tancia que eso tendt•la. ~l cr1t1car a Heracl1to y 

establecer Ql.le las cosas pueden no ser, establecía de una 

manera abstr·acta, adem~s de po~tica, una forma primitiva del 

Principio 16gico de Identidad, lo cual requirirfa un nivel 

de abstr""cc:1on similar o tal ve;:: miilyor que el de los propios 

pitagoricos. quienes aún despegaban el concepto de número 

abstr·acto de los objetos de que prover,1an<recordemos su 

atomismo numé'rico>. Esto muestra que Parm~nides vivio un 

periodo aproximado el que estabari fr"escas las ideas de 

Heráclito y aún de la Escuela Milesia con la que é'ste 

mantenía afinidades, en el que ya habia un desarrollo 

matem~tico y filos6f1co que maduró la capacidad de 

abstracción , el concepto de Alétehia empe;::abi'\ a separarse 

de sus connotaciones m1t1corel191osas (recordemos la 

declat•ac..:ión de Maiandrios sobre la instauración de la 

lsonomla, apuntada .."!.nteriormentel, pero sobre todo cr:imen::aba 

a superarse la e11plicaci6n del or19en del cosmos o partir de 

la naturaleza sensible, como tambien mu~stran los 

pitagóricos. Desde esta perspectiva, Farm~nides estaba 

cultivando el terrenlJ para la separac:1on del pensamiento 

desde su conceptual l z.ac i 6n del V,Osmos a part l r de 1 a 

naturale=a sent.lble, pC\ra abordar sL1 conceotuali::ac..:1on 

sner.._"lmente abstracta, proveniente de lo concreto de la 

natur;de::a pero 11j,:trJa en el Of'"'l">am1ento. r:r::·mo ,;¡}go 

pett•11·1cado y generali::able, y en es0 ~entido rac1ona11::ado. 

F'r.:;>r·r:i 1 • .;15 aun; Zt:>nón al adaptar la pos1c:1on •le su maestro a 

las 11ab~máttc:as, 1.-""Staba s1rv1endo de umbral al pensamiento 
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matemático para despegarle de la concepción corporea del 

número rlgidamente entero, y abrirle la puerta para su 

conc:eptualizac:ión fraccionaria, implic:ita en la paradoja de 

la tortuga. Esto fue fundamental, ya que despues de todo un 

inconmensurable med{a un número entero de veces la unidad 

más una fracción. 

BlACERCA DE COMO SURGIERON LOS INCONMENSURABLES 

En el libro de los Elementos de Euclides, 117,e, aparece 

como apéndice una demostraciOn de la inconmensurabilidad del 

lado y la diagonal del c:Li.~.drado, que al parecer fue un 

conocimiento común entre los escritores del siglo IV y que 

contrastaba con la idea de Jámblico, quien asociaba los 

irracionales con el dodecaedro y Jas lineas en e::trema y 

media razón. Esta demostr.:."'.\CiOn fue aparentemente expuesta 

por Aristóteles como un ejemplo de la t~cnica de 

ra::onamiento per impossibile(14) y su idea general es como 

sigue: 

Supóngase que AC y AB son conmensurables. 

Fig.5 

<14>Knorr, lb id, pags.23 y 24, !bid. 



Como AB=BC, entonces AC2=2AB2. 

Luego AC:AB=ef:g, los menores términos esta ración.Por 

tanto efes desigual•a 1 (porque si ef=1, y ef:g=AC:AB y 

AC>AB, entonces ef>g y por tanto ef>1 ••• !.As1 efes desigual 

a 1>.Y como AC:AB=ef:g, entonces AC21AB2=ef2:92,pero como 

AC2=2AB2 ,entonces ef2 es par <porque si ef fuera impar 

entonces ef2 seria impar, porque si un número impar de 

términos es sumado, el todo es impar), y por tanto ef es par 

Cporque si fuera impc:i.r, efl serla impar). Sea h tal que h 

divide en mitad a ef. Puesto que ef y g son los 

términos de aquellos que tienen la misma ra~6n, ellos son 

pt"imos relativos, y como ef es par, entonces g es impar. 

Pero como ef=2h, entonces ef.:! o::4h2. Luego ef2 =292 y por tanto 

2g2=4h2, y g.!='.2h.! ,y por tanto g es par ••• ! .As1, AC y Al:I no 

pueden ser c:onmE>nsurcbles. 

l<norr, síntesis, argumenta que en ella se util1~a como 

método de demostración un~ reductio ad absurdum de corte 

aristot~lica que difícilmente podr'ian haberla reali:ado los 

~itagóricos, en la que se util1==.a como contradicción la 

afirmac16n de que los impares son pares, excluyendo el caso 

rite> la unic1-:ir:f, la CLl~l era c:ons1der~da por lc><:i p1 t:agoricos 

como par e impar. 
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K.Von Frit:::: y S.Heller(15> proponen una reconstrL1cci6n de 

demostración del hallazgo de los inconmensurables cuya idea 

general es la siguiente: 

Supóngase que se tione pentágono regular. Tra;;::ando sus 

diagonales ge forma la estrella del pentagrAma en la Que la 

diagonal AB esta en raz6n extrema y media con BC. 

p 

Fig.6. La estrella del Pentagrama 

-----·-----
( 15) Knorr. lb id, oag29. 



Luego, como DB=BC<porque PDB""'BFC) entonces AB-BC=AB-DB=AI?. 

Trazamos otra estrella con las diagonales del pentágono 

inscrito en la pt•imera estrella. Luego, como ADF"'DFQ, 

entonces AD=DF, donde DF es diagonal y está en razón extrema 

y media con DE, y ademas DE=DG. Luego AD-DE=DF-DG, y as1 

continúa el proceso ad infin!tum. 

51 AB y BC iniciales fL1eran conmensurables. entonces el 

proceso terminarla cuando se encontrar-a la maxima medida 

coman, el m.ou: imo común d !visor entre el los; pero como 

continúa al inf1n1to entonces AB y BC son inconmensL1rables. 

Para apoyar esta reconstrucciOn Van Frit== subraya la 

importancia del pentagrama dEmtro de la sociedad pitagórica. 

Mas aún ," ••• él nota la importanc:1.:i. de la razón extrema y 

media para la construcción del dodecaedro regular el cual , 

en compat'l'{a de la primera publicación del irrac1onnal, ha 

sido asociado con la fatal desgracia de Hipase en los 

reportes preservados po,- Jctmbl 1co" C 14. a). 

l~norrr<16> argumenta contra ellos considerando que: (a) La 

div1siOn de una 1 inaa dentro de segmentos en ra:=6n e)1trema 

y media reQuiere del teorema pitagorico sobre triangulas 

rectángulos y la construccion formal del pentagono regular 

via Il.11 ('Para cortar una linea recta tal que el 

rectangulo contenido por el todo y Lino de los se9mento~.:; 

igual al cuadrado sobre el segmento remanente·) v IV. 10 

requirirla un 9r .. 1n halla::!go mLtcho mJs eldborado que el 

<14.a>Knorr, Ibid.Pa9.30 
<16>Knorr, Jbid 1 pags.30-31. 
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planteamiento del lado y la diagon~l del cuadrado. 

<~> No aparece en la literatur-a griega n1ngün ugo del método 

de Anthyphai r-esis para probar la inc:onmensurabi 1 id ad de 

lineas en ra:on extrema y media. Tnmbién utili:a el 

procedimiento, parecido al presentado en el tratada 

per1patétic:o de Lineis Insec:al1bus. utilizado en sus 

articulas "Steti9e Tei lung" y "Theodorl.1s-Stel le" 

argumentando en favor del proc:ed1miento de Anthyphairesis 

extrema y media como la base del hi'l la:go P.n cue:¡tión, "pero 

en otros at~t1c:ulos propone un argumento 1'elC1C:1anaoo 

perteneciente al diámetro y el lado del cuadrado", basandos~ 

en Tren de Smirna y pr•oc:lo, pitagóricos del último periodo. 

Aunado a los incl'i'ios (a) y <b> anteriores, El argumento de 

Heller, como el de Von Fritz, ''transfot•ma la Anthypha1reE1s 

en una sorprendente progres1on geom~trica. Aoovando esta 

af1rmac16n esta el hec.ho de QtJe la forma del. algoritmo hPC':: 

virtualmente inconcebible que ~sto eleve desde la 

exper1Pncia con la expansión anthypha1rét1c.e>. de la rae.ion 

del 1 ado y el dJámetro del c1..1.:>.drado. Pero igu.:>.lmente 

concediendo esto, él debe reconoc'1r 01.1e una tal 

investjgac:iOn de esta ra~6n implica ya mas bien 

avanzada competencia teórica en el maneJo de oste 

Sl•hterraneo procedimiento i1.l9oritmic:o 1 nivf:'l d1f1c:1 !mente.· 

atdf'fido a los geómetras dl:'l siglo IV. en oart,e es•,1mu!.3dos: 

por un tnt¡¿orés en el estlldio de l.:is lineas 1ncontl"ensl~rables4 

f1a~ aún una cons1derac:1ór1 clave es s1 una regla pr1tmét1ca 

como la de 'números lado v di-'lmetro' pudo haber sido tomada 
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como una prueba geométrica de la inconmensura~ílidad de su 

razón"<17.a). De ello, Knorr desprende que lo que Pt-oclo y 

otros <Hel ler en este caso) esclarecier-on, fue que los; 

números Lado y Diámetro fueron un algoritmo diset'fado "para 

apro:dmar el lado geométrico y el diámetro".o bien que "los 

matemáticos griegos fueron familiarizados con la 

anthyphaíresis como un medio de aproximación de cier-tas 

ra::ones de lineas inconmensurables" (18) 

Investigaciones de Fowler coinciden con las apreciaciones de 

Knorr c•cerca de la anthyphairesis: "Esas palabras 

(anthyph.:1iretic y anthyphairesis> son derivadas desde el 

verbo griego anthuphairein usadas en los Elementos 

II.1,VII.2~X.2 y X.3 para describir esta operación de 

reciproca substracción. La única razón expl 1cita de 

Euclides para introducir el proceso para encontrar la mAs 

grande medida común y, en X.2, como criterio para 

inconmensurabilidad el cual é-1 entonces nunca uso 

expl1citamente ••• "(18.a). Esta proposición X.2 de Los 

Elementos dice:"Si, cuando el menor de dos desiguales 

m~gnitudes es continuamente substra1da en turno desde la más 

grande, ~sta 1 a cual nunca se deJa medir la anterior a ~sta, 

las magnitudes ser~n inconmensurabl~s''. 

(17.a>•:::norr, Ibi, pag.33 
( 1B>Knorr, !bid, pag. 36. 
<18.a>Fowler, Tl1e Mathematics of Plato's Academy, 
1987,pag.31. 



Por su parte, Szabó reali;;:a una reconstruc:c:i6n en la que 

argumenta que el surgimiento de lo5 inconmensurables estuvo 

ligado a la aparición de los términos'tetragonfsmos' y 

'dynamis • en el lenguaje Griego. S::abo tambien pone en duda 

el supuesto de Heath <=:1 > <y por tanto de f(nor'r) de que el 

descubrimiento de los inconmensurables fue sugerido por Ja 

diagonal de un cuadrado, asf como la tesis de K. Ven Frit:: 

de que fueron descubiet"tos en la considerac:ion del 

dodecaedro y la del pentagrama, tratadas anteriormente. As1 

mismo se opone a aceptar la reconstrucc1on de las cuatro 

edades de Ja historia tempr•ana de las Matematicas, pt·opuesta 

por Becker(21.b), por suponer éste que" Teodoro desc.ubrió 

la 1rracionalidad de las ralees cuadradas en general y pt"obO 

esto por la generalización de los métodos de los 

pitagóricos", y porqL1e "Teetetos pone los fundumentos de una 

teoria de cuadrados de irracionales y les clasificó ••• " 

SzabO, contradiciéndo esas versiones construye la Pt"opi.:i a 

partir de un estudio filologico del desenvolvimiento de los 

términos 'dynamis' y 'tetragonismos·en la literatüra gr1e!).:t, 

pero sobretodo en el Teetetos y Los Elementos de ELtCl 2des. 

Resumo su teorta de la manora s1gLuente: Parec1damente a 

Knorr, so~tierie(22Jque el término C~v~~1~<dynam1s)se t1~ 

tradLtCldo frecuentemente de manera eQL•ivoci.'da como 

"pob;•nr:iél'' • pero f=~sa noc16n tan general era 1ne::1stent.~ 

entre los griegos pt·esocr.'.\ttcos, y sólo en el tiempo de 

{2LJi,~r-;::-T~J:'=::!•.:o n.1r1ys of Greel'. Mathem.;i t 2 cs. , p.:ig. ?."'!. 
C~l.bl S~~bó, The Be9L11n1ngs ••• ,Pag.25 
(~2>S=~b6,Ibirl, pag.38 
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Platón el término f.l(V!;:n C!'ra cercano a ese concepto, pero sólo 

para la~ "potencias" de dos y tres. Asi,en 'l!l contexto del 

Teetetos, Szab6 traduce Suvoc11!2!oci como "cuadrado". El término 

Suvau0ai, que traduce como ''para tener el valot""o "para ser 

valioso", sostiene Szab6, sólo es usado en conexiOn con el" 

cuadr-ado" y por tanto en Matemáticas la palabra f:uva<T01)(i 

"fue usada originalmente ace,.ca de transformaciones de 

superficies en el plano"C23>. As{, utilizando estas 

traducciones; "Un rectángulo era transformado en un cuadt"'ado 

de la misma area y el lado del cuadrado resultante era 

descrito como; 'esta linea recta <I:u0Ef(X) cuando cuadrada 

tiene el mismo valor Ci:aovSuvcni) como los rectángulos 

previos(T¡,nEe1ExoµEvwuTol ·• Debe ser puntualizado que este 

verbo sólo puede ser usado sobre las transformaciones de L•n 

rectángulo dentro de cL1adrado de la misma drea y en este 

contexto ésto indicó el valor del drea y de ah1 concluye que 

el término tuvoiu0ai (que proviene del mundo de las finanzas) 

se convirtió en Matemátic~s con el s1gnificado; 'el valor de 

rectángulo cuando se cuadra·, para luego dar lugar al 

término ~uvaµ1; que en Geometria significo 'el valor del 

cuadrado de rectAngulo' y luego el de ·el valor del 

cuadrado' y finalmente 'cuadrado'.Por ello s:abo traduce el 

orimer párrafo del Teetetos como: 

"Teodoro estaba maneJando algL1nos cuadrados <nEei ~UVOlµEL"V) 

para demostrarno::; QL•e las lang1 tudes de los lados de 

aquellos que ten1an una ~rea de tr-es o r::inca p1e"3 cuadra.doto 

<231S=ab6,pags.7.8-39.ibid. 



no son conmenSLtrables con la longitud de las lados de una 

unidad cuadrada"C24>. De cuya intel"'pretac:ión sostiene que 

el punto central del diálogo es el contra<.:.tar la enumerai:iOn 

de casos particulares con una comprehensiva definición del 

misma fenómeno. En la elaboración de su cronologla del 

tl!it"mino 'Oyn"'mis' sostitme que éste aparece en el te:<to de 

Hipócrate::. de QL1ios, sobre el cuadrado de las lineas, 

transmitido por Simplicio, quien comién~a; 'El preparo una 

fundamentacion por él mismo y erigió sobt·e esto una primera 

proposicion la cual sirvio a su propósito, nominalmente que 

segmentos similares de c1rculo tienen la misma ra::::ón a cada 

otra como los cuadrados de sus bases. Asl nos muestra oue el 

uso del termino fue comun en las Matem~ticas preplatonic.;1.s, 

pero en Euc:lides, Suvo:11!ilo:i "en el sentido de 'tener el valor 

cuando cLtadrado'no ocurre", y así por e,le>mplo en el Libro X, 

proposición 9,que trata con Jo5 "cuadrados sobre lineas 

inconmensu1·ables en longitud", tiene la traducción Tor«TO 

'TWVJ.JOXEi a:crµµETewv Ev!ilEiwv TETeocgwvl)I •••• etc. <Los cuadrados 

sobre line.ns rectas conmensurables eon longitud tienen al9un 

otra la ra::::on la cual Lln nt:.1mero cuadrado tiene a un nUmet'O 

cuadrudo; y cuadrados los cuales tienen algun otro la ra::on 

la cual un número cuadradr-, t1,~ne a otro número cuc.1dr5do 

tendrán también sus lados conmensurables en longitud. Pero 

los tll'='ri1'._"\r:los sotJrP 1 ini=-~s recta: lficonmens._trables co-n 

1on91tlld no tienen a ·iJgur• otro Ja r~a::on la cuaJ un numero 

CL1adr.:1J¡;. t1i::w,1:- ~ un numel'o c:uad,~ado; y los c:uadrar:lns }l')S 

(-24> .. S~o~lb1d·.~;g~-:-4ú a la 43. 
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cuales no tienen a algún ott"'o la ra::ón la cual un número 

cuadrado tiene a un número cuadrado no tendrán sus lados 

conmensurables en longitud ni uno ni otro') <24.a) ••• ,sin 

aparecer la palabra ~uvo:ui!;:niSuvaa!Dai (paralelográmo), y en 

su Jugar Euclides habla de TE'feo:gwvov, "esfor::imdose por la 

más grandemente posible generalidad", en lugar de 

"c:uadrado 11
, un caso particular del paralelogrl\mo. Sin 

embargo, el término técnico para la· transformación de un 

rectángulo en un cuadrado de la misma área era e:<presado 

Grecia por TETeagwVi4;Eiv o bien TETeocvwviaµO¡;:. Y a partir de 

la frase de AristótelesC25> que dice: 'Que es TETeagvi~Eiv?. 

Es el encontrar una media proporcional· 

, que en otro lugar eJ{plic:a como : 'Las definiciones son 

usualmente como conclusiones. Por- ejemplo, que es 

tetr-agonismos?.La construcción de un cuadrado igual 

a un rectángulo <E-rEeoµnxEr;>. Esta clase de definición 

una conclusión. Pero quien mantenga que tetragonismos es 

encontrar una media proporcional tambien especifica las 

ra:.!ones detras de esto·. 

S:.!abó retoma la afirmación de Heiberg<26> de que "la 

construcción geométrica de media proporcional 

(prop.Vl.13> fué completamente familiar a Arquitas y los 

par•a explayarse a ei~plicar en aué consisten los 

<24.a>S:abó,Ibid, pag.46,y Heath, Euclid's Elements, 
vol.3,pag.28. 
(25>Szabó,Ib1d.pags.47 y 48 
<26)Szab6,Ibid.Pag.50. 
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tetragonismos. Llter3lmente, La proposición VI.13 die• 

"Dadas dos lineas para encontrar una media 

pr-oporcional" (26. z) 

Aqui es necesario deci1~ que Heiberg(26.al cita como 

procedente de Aristóteles un comentar"io acerca de la 

proposición Il.14 de Los Elementos, Que" el cuadrado es 

mejor definido enc:ontrándo la media" <proporc1onal) que c:orr.o 

"haciendo un r~ctángulo equilátero igual a uno oblongo 

dado", porque la definición establece la caL1sa, meJor que la 

conclusi6n. Heiberg, con esto pensaba que é~ta proposic1on, 

que establece 'Para construir un cuadrado igual a una figura 

rectilínea dada', era resuelta mediante la media 

proporcional en los libros que manejaba Aristoteles. 

La explicación de Szab6 de ésa concepc:16n parte de la 

prooosictón VIII.18 de Los Flementos, que 'i1ce ~ 

'Existe un numero media proporcional entre cualquiera dos 

numeres similares planos', 

y la proposición Vlll.:?O, que establece que : 

'51 existe un númet•o media proporcional entre dos números, 

entonces esos dos nl'.tmeros son similares planos' 

~>Heath, Eur:lid's El@ments, Vol. II, Pag.216 
(26.~:\> Heath. EucJjd's. Elements. Pi'g.410. 



Para entender el término de número simila,. plano, podemos 

revisar las proposiciones VIII.16 y VIII.22. La primera 

establece que si Ca> Cb) 111c, entonces e es un ntlmaro plano, 

donde a y b son sus lados. La definic1on VIII.22 establece 

que números similares planos son aquellos cuyos lados estan 

en la misma razón, y pueden representarse geométricamente 

como , .. ectángulos similares. Por ejemplo: 

Fig.7 

loes slmlla~ a 

similar a 2---.-1 12 ___, 
6 
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As1,entre 3 y 12 &Histe una media proporcional, que es seis, 

porque 316=6112. Esto se determinaba en la antigüed~d griega 

de esta manef"a<27>: 'los números et"an primero divididos en 

los 1actores los cuales tan1an conducidos ellos a ser 

clasific4dos como números similares planos en primet~ lugar 

<aqui :S= ( 1 > C3> y 12= (2) (6), donde por supuesto si 12 fuera 

dividido por otros factores distintos que 2 y 6, ese namero 

no serta similarl, y luego la media proporcional era 

obtenida por multiplicar dos diferéntes lados <factores) los 

cuales no eran sim1lares juntos (esto es<3> C2>=6=<1> <6> >. 

Esto actualmente se calc:ularia obteniendo la ral::! CL1adrada 

del producto de los números similares planos14CC3) <12>> = 
-136 ~ 6. 

Con ese ejemplo, el rectángulo <nl.'.1mero plano 36) cuyos lados 

(3 y 12) son números similares planos, Pl!ede transformarse 

en un número cuyo cuadl'ado es el .t\rea del rectangulo dado: 

A rea del rec:tángLtlo de lados 3 y 12= (3) ( 12) = C6) i = área del 

cuadrado de lado 6. Esa transformac16n, en general, del área 

de un rect~ngulo el ~rea de un cuadrado de la misma área, 

era 'Tetragonismos·. Hay que recalcar que con las 

proposiciones VIJI.18 y VIII.20 este procedimiento 

limitaba para rectAngulos cuyos lados fuéran sim1laros 

planos. Pero en la VI. 13, que S=C\bO v Hoibl?rg sostienen que 

es posterior a éstas dos últimas propos1c:iones, se establece 

y prueba un proc~dimiento oara encontrar cor métodos 

(27>Szab6,Ib1d.p~g.52 
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geométricos una media proporcional entre dos segmentos de 

linea cualesquiera, y por tanto entre dos lados de un 

rectángulo cualquiera, y as! cualquier rectángulo podia 

tt~ansformarse en el área de un cuadrado. Con esto, segón 

Szabó, "tan pronto como la posibilidad de esta construcción 

llego a ser conocida, la cuestión de qué eran exactamente 

los lados de tales cuadrados ••• ,dQbió también haber sido 

elevada", y puesto que por VIII.20 un número media 

pt"oporcional sólo e:cist1a entre ni:.meros similares planos, 11 el 

nuevo descubrimiento hizo que una media proporcional también 

e><istiéra entre dos números los cuales no fueran números 

similares planos, y ello sólo pod!a reconciliarse con la 

proposici6n II.20 introduciéndo la noción de 

inconmensurabilidad lineal"(28>. 

De esta manera, según S=-'\bO,el problema de transformar un 

rect:tngulo en un cu<"l.drado de la m1 smci area ( tetragonismosl, 

que en su forma mas general es equivalente al problema de 

encontrar una media proporcional entre dos segmentos de 

linea cualesquiera, conduJO al problema de la 

inconmensurabilidad lineal, y concluye;"Mi c:OnJetura es que 

el descubrimiento de como constrLtir~ una med1a proporcional 

entre cualesquiera dos segmentos de linea también empuJt.· a 

la introducción del concepto matematico de dynamis. 

Por supuesto que no puedo producir niri9un? evidencia 

documental para apoyar esta conjetura, poroue- ningún texto 

matemc!\tico ha ~obrev1v1do dP.sde los tiempos pre!:ocr.:i.ttcos 

(28> S:ab6.lbid.,pag.5~ 
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durante el cual el concepto se ori9inó(29) ". Con esto Sz•b6 

revierte el problema relativo al cómo se h•llaron los 

inconmensurableo a un problema filológico y de Jos 

historiadores. 

Sobre ésta versión, necesario ob~ervar lo siguiente: 

lo. En la proposición 14 del Libro II de Los Elementos se 

establece un procedimiento para construir un cuadrado igual 

a una figura rectilinea dada en el que usan las medi""'s 

proporcionales y junto con l.47, II.12 y Il.13 completa la 

Teor-Ia de Transformac1on de areas sin el uso de 

prepare iones. I. 42, I. 44 y I. 45 hab i 11 ta para construí r 

paralelográmo teniendo un lado dado y un ~ngulo, e igual a 

alguna figura rectil1nea dada. El paralelogramo puede 

tambien ser transformado un tri~ngulo igual con el mismo 

lado dado y ánguJo hac1endo el otro lado lado sobr-e el 

a.ngulo dos veces la longitud. F'or tanto, es pos1ble, como un 

caso par-t1cular, construir un rect~ngulo sobre una basa dada 

igual a un cuadrado darla. <29. aJ. Pero ouedaba sin resolver 

el problema de t1•ansformar algun rectangulo <como 

representando una ~ren igual a la de alguna f lQLtra 

rec.til1nea>. La solucion de este problema dada por lI.14, 

era equiv.c.lt?nte a la re$OluciOn<.29.b> de encontrar un valot• 

:: que cumpliera que xZ=<a> <b>, donde a y b son lados de 

rect.:tngulo dado, es decir est:aba l 19ado al problema de 

encontrat• la 'media geom~tr1ca· entre a y b, lo cual 

CZ-iiTS~.:~;t;O:-lt1-~-. -p:;g :-54. 
(.29.a> Heath, Euclid'q Elements. P~g.410 
<:?4.h) Heath, lb1dJ:?n. 



Eudemo(29.c) atribuye a Teetetos su autorta, como 

discutiremos más ampliamente, pero ello fue una realizaciOn 

posterior al diAJogo que lleva su nombre. 

Por tanto, no necesariamente se utilizaron, como en VI. 13, 

los conceptos de la teoria de proporciones en la resolución 

del problema de tetragonizar, ya que de II.14 puede 

inferirse un procedimiento antecesor al de VI.13 por fuera 

de Ja teQria de proporciones, la cual fue establecida 

fundamentalmente por Eudoxo en la decada del :::70. Asl, la 

reconstrucc:iOn de S:.!abó quedaría históricamente ubicada 

después del tratamiento platónico de la inconmensurabilidad 

mostrado en el Teetetos, es decir, despu~s de la primera 

mención del hallazgo de los inconmensurables ••• ! 

2.-Szabó estudia fundamentalmente el término tetragonismos 

en la manera como lo maneja EL1cl ides en Los Elementos, pe,...o 

~ste no Lisa el té1•mino 'cuadrados', por lo que esta 

estudiando un término manejado en el siglo IV, como lo 

manejaba tambien Aristóteles, cas1 un siglo después de 

Pi tágoras y los mas temp,...anos pi ta9órico~. Esto coloca a 

Szab6 en un conte>eto que na es el propio del surgimiento de 

los inconmensurables, y esto es debido a que él acepta 

implicitamente que su halla:::go se realizó posteriormente al 

pitagorismo, por el tipo de material que util1:.::a en su 

reconstrucc i 6n. 

3o. De VIII.18 y VIII.20 deriva que un número media 

proporcional e>eiste entre dos números si y sólo si éstos son 

C29. e) Knorr, "La Croix des Mathematiciens ••• ". Pag.43 
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números similares planos, pliPro al descubrirse VI. 13, que 

per'mite construir por medios geométricos una media. 

proporcional entre los lados de un rectángulo cualquiera, 

éste l levarta a que los lados del cuadrado enconti~ado no 

serian nómer-os, y que el lo sólo podrla ocurrir introduciendo 

la noción de inconmensurabilidad. Sin embargo, el 

descubrimiento de VI.13 seguramente puso en entredicho la 

doble implicación existente entre VIII.18 y VIII.20, porque 

podria construirse la media proporcional no sólo para 

númer~os si.nmi lares planos, pel""o de ah1, no necesariamente, 

no únicamente, pudo haber surgido la idea de los 

inconmensurables. ¿No podria haber ocurrido que VIII.18 y 

VIII.20 siguieran manteniéndose para los numeras <y en el 

conteKto presocrático esto se limitaba a los número5 enteros 

positivos, exepto la unidad>, mientras que VI. 13, planteada 

en términos geométricos. para las magn1 tudes o lados de los 

rectángulos?, y que por lo tanto, al probarse VI. 13. 

empezaran a entender los matematicos presocr~ticos la 

separación entre magn i b.tdes y números·?. 

En mi opinión, la incompatibilidad de VII.18 y VIII.20 con 

Vl.13 no conduce inmediatamente a la e:cistencia de los 

inconmensurables. Si se mantuvier•an VIII.18 y VIII.20 en 

conteKto limitado a los números y Vl.13 para las magnitudes, 

SL•noniendo Que QL•ienes proba1•on VI. 13 ten tan noc.1ón de la 

separacion entre numeres y magnitudes, bien podr1an 

compatibles las trF.>s proposiciones, ya que cada una tendr1a 

valid~~ en su conte>rto. Pero esto s6lo podrla ocurrir 11i 
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estos descubr-idores fueran contemporaneos de Platon o 

posteriores, ya que los testimonios históricos nos muestran 

a PlatOn y aristOteles como los que mas antiguament• •a 

percataron de la separación real entre números y magnitudes. 

Pero si esto ocurriera, entonces primero se habrta real izado 

el diAlogo del Teetftos, y por tanto •l planteamiento de los 

tetragonismos para cualquier tipo de lados del rectángulo no 

serta el contexto en el que surgieron lo& inconmensurables, 

sino el de el lado y la di.:igonal dol cuadr<ado. como i lus&tra 

el Teetetos. Ahora bien, s1 el descubridor fuera alguien que 

hubiese concebido la separación número-magnitud, 

colocar1a en contradicción VIII.18-V!II.20 con VI.13, de lo 

cual Euclides se hubiera percatado con muchas 

probabilidades, y dificilment~ les habria incluido. Creo, 

mas bien, que ésta contradicción pudo contribuí•• en poner al 

descubierto la separacion número-magnitud, que los 

pitagOric:os, contrariamentao, mantenían como identidad, y Que 

apenas percibia intuitivamente Platon. 

4o. Continú.:i e>:1stiendo el punto debil relat1vo a la 

ausencia de pruebas documentales que apoyen su tesis. y en 

su lugar propone un desarrollo ñparentemente lOgico del 

tét"mino 'tett"agon1smos ·, pero no real t::a un anal 1s1s 

h1stcwico del desenvolvimiento del término, en relac1on a 

las fechas y i;;ucesos h1stOric:o~ del contexto del hallél:go de 

los inco11mensurdble5. No se dice cuci.ndo ,o,pdrecen estéis 

palr:>bras, y el USL' del tét·minf.l por S::abo ~ pé1rt1r de 

Euclides bor"a un deose~volvim1ento anterior .:Je la misma 
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palabra. 

5o. ¿Porqué Euclides habrS.a colocado VI.13 antes de VIII-.18 

y VIII.20, si en verdad se pensara en el momento de l• 

compilación de Los Elementos de Euclides que habia una 

contradicción?, ¿no iba esto en contra de toda la awiomática 

de Los Elementos?, ¿No creerta Euclides que VI.13 se 

limit~ba a las magnitudes, mientras que VIII.18-VIII.20 eran 

para los números enteros? .. 



Estoy más de acuerdo con Knorr, cuando plantea que en el 

diálogo del MenOn, S6crAtes "sugiere en el ac:to qua el lado 

y el di4metro son inconmensurables cuando él advierte al 

muchacho para puntualizar el lado del doble cuadrado si no 

puede contarlo", y por tanto estoy de acuerdo que éste 

contexto, del lado y diagonal del cuadrado, es en el que 

apat"ece el primer hal lao:go de los inconmensurables. A 

continuación insertaré textualmente este fragmento del 

dialogo del Menón, pat"a desp(tes abordar SL1 análisis{30): 

" ••• S6crates.-Ya te d1Je Menón que eres muy astuto. En el 

acto mismo en que sostengo que no se aprende nada y que no 

se hace mas que acordarse, me preguntas si puedo enserrarte 

una cosa, para hacer que inmediatamente me ponga as! en 

contradicción. Menón. -En verdad Sócrates, no lo he dicho con 

esa intenci6n, sino por puro hábito. Sin embargo, si puedes 

demostrarme que la cosa es tal d1ces, demuéstramela. 

SOc::rates.-Eso no fac: i l, pero en tu obsequio, harl!o lo que 

me sea posible. LLama alguno "de los muchachos esclavos que 

estAn a tu servicio, el qLle quieras, para que te demuestre 

en él lo que desea!:, Menón l l .:1ma al ese lavo, y despué5 de 

cerciorarse que habla el griego, le pt•egunta: Sócrates.-

¿01me joven, sabes que esto es un cuadrado?. Esclavo.- Si. 

Socr-ates. -No puede haber Lln espacio semej.;ln te mas grand E> w 

mas pequet'fo?. Esclavo.- Sin duda. Sóc:rate5.-S1 éste lado 

fuese de dos p1és y éste otro tambien de dos p1és. cuantos 

<30>Platon, Dit:1.lo!;1os, F.d.UNAM. Vol.3,pags.356 a .'368~y 
Platón, Diálogos pag. 215 1 Ed. Porrua. 
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piés tendria el todo·?. ConsidPralo antes de esta maner"a. 

Si este lado fue9e de dos piae, y éste de un pie sólo , ¿no 

es cierto que el espacio tendrla una vez dos pies?. 

Esclavo.-Si. Sóerates.-¿Luego el esp•cio tiene dos pies?. 

Esclavo.-Si. Socrates.-Pero este ott·o lado es 

igualmente de dos pies, <..no tendrá el espacio dos veces 

dos?. Esclavo.-51. Socratos.-¿Luego el espacio t:iene dos 

dos pies?. ~sclavo.-81.SOcrates.-¿cuántos son do~ 

dos pies?: fJímelo despu~s de haberlos contado. 
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Esclavo.-Cuatro. Sócrates. S6crates.-¿No podría fot•marse 

espacio doble que este y del todo semejante, teniendo como 

él todas sus lineas iguales?. Esclavo.-Sí.S6c:.r"ates.-¿cuantos 

oies tendría?. Esclavo.-oc:ho. Socrates.-Vamos, proCLWa 

dPc:irme cual es la longitud de cada linQa de e~te otro 

cuadrado. Las de éste son d~ dos pit?s. o::.-Ue cuanto ser~n las 

del cL1adrado doble?. Esclavo.-Es evidente S6crates 9 que 

serán dobles. Sóc:rcites.-Ya vés, Menon que yo no le en!lm,,.o 

nada de todo esto y hago mas que inter•rogarle. El imagina 

ahora saber cual es la linea con que debe formdrse el 

espacio de ocho pies. C.No te p.=trece a.,1·?. Menon.-Sl. 

Sócrates. -lLo s<Jbe?. Men6n. - No, seguramente. Soc:rates. -

.~.cree que se forma con un¿1 llnea doble·?. Menon.-S1. 

Sócrate-.;, - Obsérvale a mE1d1da QLte el va recordando. 

Resnondec-m~ tú. ¿No dices QLte el espacin doble se !arma t:011 

una linea doble?. Por esto no ent:1endo un espilcio largo oor· 

ci:t.;i p¿n·te y r;,<"itr~chr.J poi· aquella, sino QLte es pr,.~ciso QUe 

=e~ igual en todos 5entLdos, come::. e.sti:', y que sea doble, es 



decir de Ocho pies. Mira si crees aún que se forma con una 

linea doble. Esclavo.- Si. Sócratea.-Si aNadimos a esta 

linea otra linea tan larga como ella, ¿no ser~ la nueva 

linea doble que la primera?. Esclavo.-Sin duda. SOcrates.

Con esta línea, dices, ~e formará un espacio doble, si se 

tiran cuatro semejantes. Esclavo.-51. Socrateg.-Tiremos 

cuatro semejantes a ésta, ¿No seré éste el que llaman 

espacio de ocho pies?. Esclavo.-Seguramente. S6crates.-En 

este cuadrado, ¿no se encuentran cuatro, iguales a éste que 

es de cuatro pies?. Esclavo.-S1.S6crates.-¿oe qué magnitud 

es?, ¿no es cuatro veces mas grande?. Esclavo.-Sin duda. 

Sócrates.-Pero, ¿10 que es cuatro veces mas grande, es 

doble?. Esclavo.-No, iPor Zeus!. S6ct"ates.-¿Pues qué es?. 

Esclavo.-Cuadruplo. S6crates.-De esta manera joven, como, 

con una linea doble se forma un espacio dobl'!, sino 
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cuadruplo. Escl.:i.vo.-Es la verdad. S6crates.-Porque cuatro 

veces cuatro hacen diesiseis, ¿no es asi?. Esclavo.- Si. 

S6crates.-¿ Con que linea se forma, pues, el espacio de ocho 

pies? El espacio cuadruplo, ¿ no se forma con ésta?. 

Esclavo.-Convengo en ello. Sócrates.-Y el espacio de cuatro 

pies, ¿no se forma con esta linea, que la mitad de la 

otra?. Esclavo.-51. S6crates.-Sea as1. El espacio de ocho 

pies ¿no es doble qLie éste y la mit.:td de aquel?. Esclavo.-

Sin duda. Sócrates.-Se formará con una linea grande que 

é'sta y mas pequef'fa que aquella, ¿no es as1?. Esclavo.-Me 

parece que si. Sócrates.-Muy bien, responde siémpre lo que 

pienses. Dime ¿.no era ésta linea de dos piés y ésta otra de 
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cuatro?. Esclavo. -Si .Sócr-ates.-Es preciso por consiguiente 

que la linea del espacio de ocho piés sea más gr~nda qua la 

de dos pias, y mas pequeffa que la de cuatro. Esclavo.-A&l es 

preciso. S6crates.-D1me de cuánto debe ser. Esclavo.-De tr'es 

pies. S6c:rates.-S1 es de tres pies, no tenemos mas que 

anadir a esta linea la mitad de ella misma, y será de tres 

pies. Porque he aqui dos pies y aqui uno. De éste otro lado, 

en igual forma, he aquí dos pies y aqul uno, y ri:;osulta 

formado el espacio de que hablas. Esclavo.-Si. Sócrates.

¿pero si el espacio tiene tres pié~ de este lado y tres pies 

de este otro lado, no es tres veces tres?. Esclavo.

Evidentemente.S6crates.-¿cL!antos son tres vecrs tres?. 

Esclavo.-Nueve.Sócr•ñtes.-lY de cuántos piés debe s~r el 

espacio doble?. Esclavo.-Oe ocho.Sócrate~.-El espucio de 

ocho pi~s no se forma. entonces tampoco can la linea de tres 

pies. Esclavo.-No verdaderamente. SOcrates.-¿con que linea 

se forma?. Procura decirnoslo exactamente, y si quieres 

calcularla muéstranosla. Esclavo.-iPor ZeLls! ,no ~é 

SOcrates! •• ". Y despúes de insistirle a Men6n en sLt 

argumentación da que sólo ha hecho recordar al esclavo lo 

que ya sabia, 56cr.ates contin(1a1 "Tú esclavo, dime: Geste 

espacio no es d~ cuatro pies?, ¿comprendes?. Esclavo.-Si, 

S6crC1.tes. -No puedes af'Jadirle este otro espar.:10 que es 

igual:>. Esclavo.-Si. Socrates.-i..,V E>o:;ti::: tercero igual a. los 

otros dos?. Esclavo.-81. S6crates.-Par-a completar el 

cuadrado, . .:no podr~mos, en fln, colocar éste airo é5te 

~nguJo·-:·. Escla.vo.-S1n duda. Socr~~te&.-¿No re~ultan asi 



cuatro espacios iguales entre si?. Esclavo.-Si. Sócrates.

Pero, ¿que es ése espacio respecto de ~ste otro?. Esclavo.

Es cuadruplo. SOcrates.-Pero lo que necesitábamos era formar 

uno doble, ¿no te acuerdas?. Esclavo.-Si.S6crates.-é:sta 

linea, que va da un ángulo a otro, ¿no corta en dos cada uno 

da estofi espacios?. Euclavo.-Si. 56crates.-¿No vés cuatro 

linea~ iguales que ~ncierran eate e~pacio?. Esclava.-Es 

cierto. 56crates.-Mira cual es la magnitud de este espacio. 

Esclavo.-Yo no lo veo. SOcrates.-¿No ha separado cada linea 

de las antes dichas por mitad cada uno de estos cuatro 

espacios? ¿No es as!?. Esclavo.-Si. SOcrates.-¿cuántos 

espacios semejantes aparecen en éste?. Esclavo.-Cuatro. 

Sócrates.-¿y en aquel?. Esclavo.-Dos. S6crates.-¿En que 

relación est~ cuatro con dos?. Esclavo.-Es doble. S6crates.

¿Cuántos pi~s tiene este espacio?. Esclavo.-Dcho pi~s. 

Sócrates. -¿con que l 1nea está formado?. Ese lavo. -Con ~sta. 

S6crates.-¿con la linea que va de uno a otro ángulo del 

espacio de cuatro pies?. Esclavo.-Si.Socrates.-Los So1istas 

llaman a esta linea diámetro. Y as1 1 suponiendo que sea este 

su n6mbre, el espacio doble, esclavo de Menón. se formar~ 

como dices, con el diámetro. Esclavo.-VerdadE.>ramente si 

Sócrates ••• " 
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Desglosemos su contenido: Sócrates pregunta al esclavo si 

seria posible construit' un cuadrado que tenga un e•pac:lo 

(área> que sea doble del espacio de un cuadrado dado da 

lados :?. cada uno; es decir, el nuevo cuadrado tendr1a un 

espacio de 8 pies. Al asentir el esclavo, le pide S6c:r~tes 

que le diga de cuántos pies de longitud serian los lados del 

nuevo cuadrado. Primeramente el esclavo sostiene aue sus 

lados medirán el doble de los del primel"'o, C:UE<troia lo ~ue 

Sócrates le muestra. que eso oc:urriria para un cuadra.do que 

seria el cuadruplo del primero<porque el cuadrado al que 

alude el esclavo tendria un espacio de 16). 

'---;¡-' 
Luego, al insistir S6crates1 le dice "es preciso por 

consiguiente, que la linea del espaci.o de 8 pies se3 más 

grand~ que la de 2 pies y m~s pequet'la que la de 4 11
, 

y al requerirle al esclavo cuánto medirla el lado buscado, 

el esclavw conte$ta que serla entonces de 3 ( obse•~vemos 

nosotros OUP. da 1.1n numero entet"'o entre ~ y 41. 



En ese caso Sócrates le muestra que 

espacio formado medirla 9 p1es, que 

asl ocurriera, al 

mayor que 8, el 

espacio buscado, y ahl Sócrates insistez'Con que llneü se 

forma?.Procura decit~noslo e><actamente, y si no quieres 

calcularla, mu~stranosla · <30J, a lo que contesta sorprendido 

el esclavo:· iPor Zeus! No sé Sóerates' 

Sócrates discute con Men6n acerca de que si el conoctmiento 

es o no el recordar, para , inmediatamente despues, volver 

con el esclavo. Retoma el cuadrado de lado 2 ubicándolo en 

una esquina de el de lado 16, y pregunta: 'esta linea, que va 

de un Angulo a otro, ¿no co~ta en dos cada uno de estos 

espacios?' 

, como si en ese momento Sócrates estuviera cot"'tando el 

espacio del cuad,.ado original en dos pat~tes iguales, 

fof"mando el espacio de los dos tf•ia.ngulos fOt"mados al tt"a:;:ar 

una diagonal en el cuadrado. 

Luego, construye Sócrates otro cuadrado ene ima de la 

"diagonal" del cuadrado original como colocando 4 trtci.ngLtlos 

encima de ella (como construyó previamente el cuadrado 

cuadruplo de una en una las cuadrados de area 4> 

2. 
Fig. 9 

<30>plat6n, Di.ti.lagos, pag.215.Porrua. 
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Asi le muestra SOc:rates al esclavo que si en el cuadrado 

Or"iginal de 4 pie~ se forman, al trazar la díagonal, dos 

triángulos de espacio 2 cada uno, en el nuevo cuadrado que 

constr"uye encima de la diagonal del cLtadrado original hay 

cuatro triángulos tambien de espacio 2 cada uno ,con lo que 

al sumarse sus espacios pt"oducen el espacio 8 buscado para 

el nuevo cu~drado, y tendrA Qor tanto el doble del esp~c10 

del cuadrado original. 

7ó 

SOc:rates culmfna1 'Los Sofistas llaman 3 esta linea diametro. 

Y a91,· suponiendo que sea este su nombre, el espacio doble, 

esclavo de HenOn, se formarán, como dices con el 

di~metro'con lo que le concluye S6c:rates a Henón que 

'Conocer es recordar 1 o que ya sabemos'. 

De este desglosamiento podemos hacer las siguientes 

onservaciones: a> Cuando el ese lavo dice no sabet· ou~ medida 

tienen los lados del cuadrado cuyo espacio es de 8 p1~s. 

llega a esa aceptaciOn porque percibe que esos lados no 

miden 2, ni 4, ni 3, QLle- son los L1nicoz numeres enteros que 

producen cuadrados de un esp-3.ClO entre 4 y 16 pi~s 

cuadrados. En el contexto de la aritmét1ca gr1e9a era común 

la concepciOn del número como n.:1meros enteros posit1vos1 s1 

el ese lavo no veta qL1e esos tres números, lados del cuadrado 

doble buscado, formaban los lados del cuadrado, es pot"que 

debla ~c~rle comoletamente h•bitual ~firmar aue no habla 

tAles m~didas de los lados del cuadr·~do. l no lnd1carf3 esto 

LlMd in~rc1a socialmente natural a aceptar la e~istencia del 

cuadrado de espacia a. cuyos ladas no serian entet"os entre 2 



y 4 < i y por tanto no serán ni:'.1met"os , en el contexto griego 

presocrático!)? 

b> Sin embargo, cuando Sócrates concluye en ese mismo 

di~logo, despu•s de encontrar el cuadrado doble, con Menón 

que " ••• el esclavo no ha dado una respuesta que sea suya", y 

que esos pensamientos " estaban" en el esclavo, siguiendo la 

argumentaciOn global del diálogo, podrtamos concluir que la 

idea de la inconmensu~abilidad estaba en el esclavo, pero 

entonces también lo estaba en el c:onte:<to cultural griego, 

como se confirma cuando hace alusión a que los sofistas le 

llamaban "diAmetro" al lado del cuadrado doble, y por tanto 

seguramente ya estaban descubiertos¡ los inconmen9urables 

el momento del conte::to del dialogo del Menón. 

c)Si el esc:lavo hubiera pensado acorde con la argumentación 

de s~abó sobre la teor1a de la media proporcional y los 

tetragonismos, tomando en cuentiJ VIII.19 y VIII.20, 

posiblemente hubiera planteado, de saber las Matemáticas de 

su tiempo por supuesto <el comillado se lo agrego para dar-le 

a su contestación fot"ma de dialogo): "Existe una media 

proporcional entre los dos números similares planos 4 y 16, 

porque 2:2=1=4:4. 

Luego, e:dste un número media proport:1onal entre 4 <el 

espacio del cuadrddo original> y 16 <el cuadrup!o del 

primero>; éste es 8, porque 4:8::::18116. 

Luego entonces, e,:iste el cuadrado de espacio a. 11 
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Pero ,¿cuanto miden sus lados?,habrl• de requerirle Sóc:r&t,e• 

al esclavo, a lo que con más sorpresa que en el diálogo 

original contestar1a1 iPor Zfus! Ne sé' Socr.at••"• 

Y después, lo oue es más importante, Socrates no seg u i r1a el 

mi9mo proceder registrado en el diálogo f¿no debiera hab•r 

hecho alguna alusión mlnima a VI.13 1 para construir el 

cuadrado de espacio 8, como propone Szabo se allanó ftl 

camino hacia los inconmensurables? 

Pero no ocurrio asl, y el fragmento nos muestra, con todo y 

su demostración 'heuristica·. que con los tetra9on1smos no 

podrla el esclavo construir el cuadrado de espacio dL1plo al 

original, ya que hubiera requerido de la geometrla del lado 

y el diAmetro del cuadrado. 

En cambio, debemos notar que en el d1é1.logo Platon toma el 

concepto de cuadrado c:omo figura geométrica, no como 

'potencia' porque aqui no se utili=a este concepto, y 

construye el cL1i\drado doble al original por encima de la 

d1a9onal del cuadrado de lado dos, colocando cucitro 

triangulo,.¡, cada uno de un espacio igual al creado por la 

bisec:ciOn del espac.10 del CL.ladrado or1g1nal por la d1ai;,onial. 

V en este procedimiento sólo intervienen figuras 

geom~tricas, demostrándonos Sócrates la existencia del 

cLtadt•ado d~ espacio 8, y mostr~ndonos la e::1sten~1a d~ 

inconmensurabl•"J, l;:o diasional dal cuadr.::tdo dE- lado ::. qL•r es 

inr.:onmensurabh: con respecto al lado del mismo cui\drado. 
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Con esto podemos dar un contra ejemplo documentado a SzabO, 

en el qua se determina un cuadr~do con lados 

inconmensurables en cuya construcción no fue necesario .el 

uso de tetragonismos, sino simples figuras geométricas 

Plat6n escribió el diálogo del Menón y en su descrioci6n 

sólo incluye procedimientos geomf!tricos. Si, como dice Szab6 

, el halla::go de los inconmensurables se hubiera enm.:\rc:ado 

en el terreno de los tetragonismos, la d1~cusiOn entre 

SOcrates y el esclavo hubiera registrado más caracteres 

aritméticos que geométricos, pero claramente esto no ocurre, 

como muestra nuestro desglose del parrafo del diálogo. Y 

esto sin tomar en cuenta que el ditllogo se reali:zó en el 

siglo IV. 

Knorr(31) e>:tiende !lLIS t..1educc:iom~s desde la figura 

resultantP. para probar l.:. inc:onmensurbtlidad del lado y el 

diámetro del cuadrado, a modo de recon~truccc:ión de la 

manera como posiblemente se realizó el hallazgo de los 

inconmensurables. Su demostración es por redL1cc16n al 

absurdo: 

Parte de suponer que OB y OH (el lado y la diagon.;:il del 

cuadrado) son conmensurables. Luego, cada uno de esos lados 

debe poderse representar por un número, el número de 

la unidad con la que son mesurables. Pero además, 

requierF? que e;;os numero!:. estén reducido~ ~l mt111rno numero. 

en el sentido de que no ambos sean parcois. 

(31>Knorr, ibid.,p~g.26 



Como AGFE <ver Fig.10 abaJo>, el cuadrcido que primeramente 

formo el esclavo, es el ~uadruplo de ABCD, entonce$ el 

nóme,.o cuadrado AGFE par-, y por tanto en particular &U 

lado AG es par tambi~n, ast como lo es OH, por propiedades 

de los números pares:. Ahora, como el cL1adrado DBHI es el 

doble de ABCO, entonces DBHI repr-esenta un nümero par, y por 

lo tanto su lado DB es par. F'o1• tanto OH y DB son pares~, lo 

que es una contradicción ,porque hablamos partido de que no 

lo eran. Por tanto, no es posible que sean conmensurables 

y, as1,el lado y la diagonal del cuadrado DBHI son 

inconmensurables. 

E ,.---F-i_9~· ,,1 º----., F 

o 

A '------±------'G 

Siguiendo fundamentalmente la idea de la demostrac1on de 

Knorr, nosotros probaromos el paso aludido e1nter1ormentP. 

acerca de la e:;1stencia del (1ltimo término de los lados DB y 

DH, porQue no narece muy cJat~a la demostrac1on que pre-senta 

~(norr {31. a). 
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Supongamos que DB y OH sean ambos pares y no se pueden 

reducir al último término. Al ser CH par, el cuadrado AGFE 

serla pal" y por tanto tambien seria par su mitad, DBHI. 

Luego, ser1a par ABCO, y por tanto oc, uno cualquiera de sus 

lados, seria par, con lo que ABCD podrla dividirse o 

separarse en cuatro cuadrados, cada uno de los cuales ser!~ 

par, y asi el proceso cont1nLtaria hasta encontrar el 

CL1adrado de lado uno, y este seria p~.r, aunqL•e tambien impar 

oara lo~ pitagóricos. Aqui se presentan dos c:il.sosr 

a> Consideremos qLle la unidad ~s no divisible. 

Esto oc:urriria en el c:onte>:to presocrático de las 

Matemáticas, particularmente durante el pitagorismo. En éete 

caso la demostrac:ion quedaría concluida porque llegariamos a 

que la unidad es divisible e indivisible simultaneamente, 

lo CLtal era imposible 

indivisible. 

conte~<to, al concebirse 

b)Que la unidad sea divisible. 

Esto sólo oc:urriria en el conte::to de la Matem~ticae 

postplatonicas, las que conciben la unidad como 

Aristóteles:' 

'indivisible absolútamente si esta 

m:.tmero, pero relativamente si ésta 

una magnitud'. <3'2> 

la medida de un 

la unidad de medida de 

(32>Jonnes.Number b,~fore Euc:lid •• pag. 44 



úe la primer manera no podria concebirle ooroue no se está 

trabajando con números. Sólo quedar1a la segunda asepc16n, 

como magnitud: Pero si ésto ocurriera, quien estuviera 

ejecutando P.l tipo de demostración que presenta l:'nol"'r y 

considerara la unidad como divisible, debla ser un per'sonaje 

contemporaneo a Aristóteles, mut.:ho t1f::'mpo despL•es de la 

presentación del Teeteto<E: y el Men6n, y se conducirla hasta 

1..1na partición inf1n1ta de la unidad, y como el infin1tr:i 

inalcan~able, entonces ello debiera conducirlo 
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imposible. Por tanto no podria ocurrir que los lados OB y OH 

fueran ambos pares, l.q.q.d. 

No me parece clara la demostración que presenta l:...norr, 

cuando después de mostrar el proceso de formar infinitamente 

cuadrados pares cada ves mas chicos, dice ''Pero s1 AGFE 

representa un numet•o finito, esta sucesiv;::i div1i;10n t?n mitad 

debe eventualmente terminar. En este camino, la inicial 

afi,.maci6n de que ámbos AG y OB reoresentan números conduce 

a una imposibtlidad''<33). 

Creo qui? no es sufu:ienternente clr:i.ro porque dependiendo como 

se tome la unidad. como divisible o no. asl se vi?rc::i s1 el 

proceso de división "debe eventualmente terminar" o 

<3.:'.>l<norr. Ib~d, pa9.27 



Adem~s 1 la contradicciOn surge de suponer que AG y DB 

representan números pares, no solamente porque "AG y DB 

repreBentan números" < aunque aqui posiblemente hay un error" 

de imprenta o mecanografiado del l ibrol. 

Pero en lo esencial parece correcta la demostraciOn de 

Knorr. 

Y en efecto, como también plantea Knorr, el proceso de 

regreso tambien nas llevarta a mostrar que la elección de 

términos reducidos es siémpr-e posible. 

En el tratado peripatético 'De Lineis Insecálibus'se da un 

procedimiento con el que, haciendo algunos affadidos, como 

hace Knorr, conduce a probar la inconmensurabilidad de la 

diagonal y el lado del cuadrado, de lo que Knorrr mismo 

concluye que " ••. nu@sl;ro argumento de regreso es mucho del 

tipo de tratamiento el cual deb10 adecuarse al propósito del 

autor de este tratado". 

En él, el autor parte de cLtadrado ASCO, y dice: 

"El lado iguala en CL1adrado la perpendicular y el 

semidiámetro, por tanto el lado no es mlnimo" (34) 

Ento es (AB) 2 =CAE> 2 + <BE> 2 

C34>Knorr, Ibid. ,pag.28 
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Pero aqui evita el hecho de que AC sea divisible. A m1 

parecer éste autor creía que se podi•n ir construyendo 

triángulos rect~ngulos, donde se cumpliera la anterior 

igualdad, infinitamente hasta llegat• a una imposibilidad. 

Asi CAE>Z-= <AA1>2 +CA1E>2 

CAA1)2 =- IAEl) 2 + <EAl > 2 

CAA2)l=CAE1J2+CE1A2J2 ••• etc, etc ••• y __ as1·
1
••e1.·1ado no es 

minimo''Cla imposibilidad). 

Fig.11 

Ol. f-------'1,.1El. 
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Sin embargo aQui elude que la diagonal y el lado son 

ambos pares, como nosotros supusimos en el argumento de 

regreso para demostt•ar la existencia del "menor término" en 

que se ,-epresentan. 

Acorde con f<norr, las condiciones del autor deben conducir a 

que AB debe representar un número par. As1 AB podr!a ser 

bisectado por A1 y tt"az.ar el cuadrado AAlEDl. Como AB es par 

entonces <AB).:! es par, y por tanto el cuadrado ABCD es el 

cuadruplo del cuadrado AD1EA1, y por tanto AD1EA1 es par y 

AlE <.as! como DIE> es par. Luego, si AAl es par, se puede 

bisectar por A2E2, y por tanto el cuadrado AD1EA1 seria el 

cuadruplo de AD2E2A2 y por tanto A02E2A2 es par, y por tanto 

AA2 y A2E2 son pares y, <AE2>:?=(A2E'.;::).:!+(AA2)J es par; y as! 

se ir!a el proceso hasta el infinito. llegando a una 

imposibilidad. Por tanto este procedimiento "establece 13 

inconmensurabilidad de AB y AC y también la inadmisibilidad 

de la afirmación de la menor magnitud", como dice Vnorr, de 

lo cL1al adicionalmente concluye :''Nosotros podemos afirmar 

que este tratamiento del lado y el dicimetro del cuadrado, en 

ambas formas dad.::-s arriba, fLll? familiar a los escritores del 

siglo V. Estos principios no incluyen nada mas ~lla que lo~ 

objetos de una simple geometría métrica, ciertamente 

avalable a los gri~gos del ~1910 IV. M~s aún, el problema de 

la inconmensut~abi l idad pudo bien ser eleve1do a una 

inant1cioctda canser.uenc1a de un tal estudto métr1c:..o del 

cuci.drado" c:::.s>. El fragmento presentado del menon, a partir 

(35>Knorr, !bid. pAg.28 
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del cual se hace toda la d1scusion anterior, representa 

hasta ahora el testimonio m.:t.s antiguo el que se ilu•tra 

el pt"Oblema de la inconmensurabilidad de la diagonal del 

cuadrado, el cual algunas fuentes conectan con la prueba 

matemática de origen pitagOrico acerca de .;¡ue el lado y la 

diagonal del cuadrado son inconmensurables, pl""esentada 

Los Elementos <El ap~ndice del cual se habla 

anteriormente> <36). Pero no todos le han tolflado en el 

gentido de la interpretación de Knorr. S:abó, senala alguna~ 

observaciones que en é9te contexto, bien pueden ser tomadas 

como criticas a la interpretac:10n de Knorr, aunque no 

parezcan ser dirigidas directamente hacia ellaC37): 

a> Szabó senala que es conoc1do QLle el problema de lr:i: 

dupl ic:aciOn del cubo ocupo durante mi.icho t1empo a los 

matem~ticos griegos<'.38>, y que de el lo Hip6crates de Out oc; 

formuló una imagimat1va p1·opuesta que, s1~ embargo, no 

resolvió el problema. Posteriormente, Arqu1tas rl~ Taras le 

abordo, para encontrar "la primer solución a este problema" 

( S;:abó no proporciona aquí las fuentes que apoven E'Stil 

af1rm.aci0n), y después otrof> matemelticos le resolvieron pero 

s1n ocupar' 1 a de Arqui tas. De ahl. Szabr.:i dd 

e~:trapolando: "Por tanto puede ser conjeturado con alguna 

plausibilidad que en un más temprano tiempo tpor supuesto un 

tiempo antes de Hipócrates de QutosJ le- dL•plic~c1tJn del 

c.u.:i.dredo fue Just.!\mente un tntE"'t?s~•ntr..> r~woblema para lo~ 

(36) S:::abo, Thc Begin1n9s ••• ,Pan.92'. 
<:.71Szabo, Ibod •• F'ag.95 
(?>A> ,j;::-abt:, lb id. F'ug. ""1 
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matemáticos como la dL1pl icaci6n del cubo ! lego a ser más 

tarde en el desarl"'ollo de las Matem.:itic:as", bas~ndose en la 

idea de Becker de que el pasaje del Men6n es un "retrato 

vivo de una lec:c:ión en geometrí.:t elemental, como ésta pudo 

haber sido ensef'l'ada en su tiempoº (39). 

Sin embargo, en la Historia de las Matemáticas queda 

registrado un perlado entre el descubrimiento de los 

inconmensurables y su divulgación en los diálogos 

platónicos, en el cual, los matemáticos griegos se habrtan 

ocupado de tres problemas importantes de la geometría: La 

Cuadratura del c:trc:ulo <donde se ubica el trabajo de 

Hipóc:rates de las Cudraturas de las Lúnulas), La trisección 

de cualquier C\ngulo <Hipias de Elis y su curva, 

posteriormente conocida como la cuadatrixJ, y la duplicación 

del cubo <reducido pOr HipOcrates al problema de encontt•ar 

dos medias proporcionales en continuada proporción entre dos 

lineas rectas dadas). Este último problema consistia de 

fondo en encontrar geométricamente la ra1;: cubica de 2, pero 

no hay indicios de qLle se e::tendiera la investigac1ón de 

raiz cuadrada. Pero debemos tomar cuenta QLH~ Hipias 

naci6<42J probablemente alrededor del 461) e Hipócrates, 

tambien probablemente, entre 4:i0 y 430, y de ser as1, el los 

atenderían esos tres problemas alrededor del último cuarto 

del siglo V. 51 éste hL1biera tratado la duplicación del 

cuadrado como lo sugiere S;:abo, no debería ello tamb1~n 

C39> Szabó, Ibid.Pag.92 
<42> Heath, Euclid's Elements, Vol.1, Pag. 413 
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haberse enunciado de manera que se conociera como problema 

resuelto?, ¿porqué habr1a entonces pa<»ado tanto tiempo entre 

un supuesta trato de los inconmensurableg por Hip6c:rates 

mediante la duplicación del cuadrado y su primera 

divulgación en El Men6n?, ¿el tratamiento de la duplicacion 

del cuadrado no habr1a acor"tada el l.apso entre el hal la::go 

de los incot:mmensurableñ y ésa divulgacion':". Una cosa es 

clara para m1s Si como dice Szab6 que '' la 

inconmensurabilidad lineal, asl como la real1zaciOn de que 

1 ineas rectas inconmensur'ables fueran conmensurables al 

cuadrado, fueron llevados a tt•aves del intento de encontt•ar 

una media proporcional entre dos lineas rectas (magnitudes)'' 

y ,además, '' ••• por tanto parece que el problema de la 

irracionalidad se originó en la Teoria de Proporciones"• s1 

ello ocurriera, entonces el hall.:\::go de los 1nconmensur'°'bles 

quedaría en un conte:1to despul>s de la existancia de 

Teetetos, cuando Eudoxo trabajaba en la Academia de Platon, 

y por tanto mucho despué; del diálogo El Men6n y sobre todo 

de la existencia de Hip6crates, quien !5Ltpone Szabo har1a 

tratamiento de los inconmensL1rables oar la v1o de la 

duplicación del cuadt·ado. Estu contradice al mismo S::::abO. 



Adem~s, en el diálogo del Menón, en la manera como nosotros 

lo desglosamos acorde con la traducción tomada, también cabe 

la posibilidad de que se hable del cuadrado d& área doble 

tan sólo como el númer-o 8 es el doble de 4, sin involucrar 

ningCln procedimiento que implique el uso de las medias 

proporcionales, como cree Szabó. 

b> S:zabó reconoce que el problema deo la dupl icaci6n del 

cuadrado conduce al problema de la inconmensurabilidad de la 

diagonal y el lado del cue1drado, y desde all 1 al problema de 

Ja inconmensurabilidad lineal. 

Pero a partir de la idea de Hipocrates, el cual según Becker 

trans'formó el problema de l.:i duplicación del cllbO en el 

problema d~ encontrar una media propat'cional X y Y entre A 

<la orilla del cubo) y 2A, (40) < de donde obtiene que X 

cubica= 2C A cúbica)), a partir de ello $;:abó conjetura que 

por- "analog1a" H1pocrates debió hacer una demostración 

similar par-a concluir que- el problema de la duplicación del 

cuadr-ado y el de encontrar una media proporcional entre 

número y su doble son sinónimos, y por tanto en última 

instancia es sinónimo de la idea de los tetragon1smos. Y: 

''Este discl'?rnimiento sL19iere le.. conjetura de que el 

descubrimiento de la inconmensurabi l 1dad 1 ineal, asl como la 

,-n,..11 :=_,ci ón de que I ínoa~ recta~ in<::Clnmi?ne;ur•ablc>:. fuer.~n 

conmensure1bles al cuadrado, fLte l le..,ado sc..bre los intentos 

pc:'lra encontrar un.:i medi,:l propor1.:1onal entt•e do~:; 1Íne.:1s 

rectas Cmagn1tudes> ••• Pot' tanto ~sto aparenta que el 

(40> Szabó, lb id. Pag. 97 
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problema de la irracionalidad se originó en la teor1a da 

proporciones.~c41) 

Sobre estas observaciones, yo le· co,:,-test.ar1-a Con estas 

modestas refle>:iones: 
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La eHtrapolaciOn Que hace desda el método de Hipócrates 

para el caso cúbico no puede ser realizada sin antes mostrar 

testimonios que el problema de la duplicación del cuadrado 

también represento un problema que ocupo largamente a los 

matemáticos griegos. Además, en la interpretación del 

fragmento del men6n , como nosotros la desglosamos. tambii!on 

cabe la posibilidad de que la duplicaciOn del cuadrado de 

area 4, sea tomada de la manera corno si se tratc!l;ra de la 

cantidad 8 como el doble de la cantidad 4, para lo cual 

siguiéndo el procecflmiento sef1alada ( de im.:19inar los 

tri.:.ngulos de area 2,como formando otro cuadrado, el de área 

e, por encima de la diagonal del cuadrado de área 4>. Todo 

ello sin considerar para nada la media proporcioncil, como 

hace f'-norr. Por tanto, no es aparente que el problema de la 

irrac:1onalidc.d se haya originado en la Teorta de 

Proporciones. Como ya apuntátiamos cuando trat~bomos el 

cont~xto del pitagorismo. 

<41 l s,ab6. !bid. Pag. 98 
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CAPITULO 111: LA TEORIA DE LOS INCONMENSURABLES. 

En base a las diferéntes versiones, en esta parte haré 

un resumen de la manera como pudo haberse desart~ol lado 

el estudio de los irracionales la antigüedad de la 

Grecia clásica, conformando lo que es llamado como La 

Teor1a de Los Inconmensurables. 

Heath ya habla establecido que el contexto del 

surgimiento de los inconmensurables fue el estudio de 

la dié\gonal y el lado del r:uadrado(O.a) a traves de los 

pitagóricos, quienes aparecen {0. b) como los autores de 

su descubrimiento en la Scholla del original del Libro 

X de Los Elementos. 

Su traducción del fragmento aludida cl1ce<O.c): 

" ••• Platón nos dice que Teoc.Joro de Cyrene escr-ib1ó 

sobre raíces cuadradas (dynamets), probando qL1e las 

raices cuadradas de tres piés cuadrados y p1és 

cuadrados no son conmensurables con la de un pie 

cuadrado, y as1, seleccionando cada una de tales raíces 

hasta la de 17 pies cuadrados. en la cual por alguna. 

razon detuvo'', y en la cual también hace la 

obs~rvacion de que no aparece .J<2>, porque "segurament~ 

hab ia sido descubierta antes". 

<O.a) Heath, the Thirteen Bool--:s of E'.uclid's Elements, 
Vol.1,Pag.1, 1956 
(0.b> He~th. 1956. pag t. 



Es muy notoria la inclusión del término ",..ateas" en ésta 

interpretaciOn, del cual Knor, como veremos adelante, 

discrepa y traduce como "potenc.ias"-. Heath llego incluso a 

atribuir a Pitagoras la invención de un formula para 

encontrar triángulos rectangulos en números rac1on .. "lles, y en 

cone){i0n con esto 1ue inevitable que los pitagoricos 

investigaran las relaciones entre los lados y la diagonal de 

otros triángulos rectángulos." .•• Ellog, deb1.eron naturalmente 

dar especial atención a lon triángulos rectcingulos 

isósceles; ellos debierori probar a medir Ja d1.;.gonal, que 

pudiet"a arribar en sucesivas aprox1mac1ones, en fracctones 

racionales a el valor de ral~ de 2, y debieron encontrar que 

sucesivos esfuerzos para obtE:c>ner un.:; exacta expresión pari' 

esto fallaron". Heath argumente'.\ que el método por el cual 

los pitagórico~ demostraron la 2ni.::,_1nmeno::;L11"~"-l>1 l1d..ld de ·12 fue 

el e:ipuesto por Aristotele~ The Pt'ior Analitics, ya 

anal izado en el cap! tul o anterior. y que aparece en Lo~ 

Elemen ... os X.117. Pero, contim:.1a, este método se limita a 

rai:z o si acaso para probar la inconmi:_.nsw·abi l 1dil.d de la 

diagonal de un cuadrado con lada, pero para probar la 

inconmensurabilidC'ld de los lados Je cuadradoslO.c> • uno de 

los cuales tiene tres veces el C\rea de otro, un 

procedimiento enteramente difere11te es necesario, y no~otros 

encontr.:imo~ e1· P.fr.:>t.:to que. ltJL1ulmcnl1:;> un siglo dl"'~pué:: del 

tiempo de 01 t:i.~icwas. fue c;cnci l \,.:\mente necesario LIS w 

orL1ebC.lS 5E>rJ;'lradas <como muc:.-r~tr.; Pl pasaje del Teetetos que 

~7'H~at~Ib1d. pag • .: 
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Teodoro hizo> para establecer la inconmensut"abilidad con la 

unidad de 4<3>, 4<5>, ••• hasta 4C17). Heath, como hará knorr, 

adjudica a Teetetes la aUtorla de-1 t-e~rerña x~'9 de= los 

Elementos, el cual literalmente dice;"Los cuadrados los 

cuales no tienen a algún otro la ra:On de un nómero cuadrado 

a otro número cuadrado tienen sus lados inconmensurableg en 

longitud'', al cual, según lo anterior se habria llegado 

de manera inmediata, sino a partir de la demostración de 

casos separados. Este al parecer, segun muestra el diAlogo 

platónico, no habría sido conoc1do por Teodoro, y en él 

muestra la manera como Teetétos lo intuyó, para luego 

abordar a su demostración. Ademas, de la antigüedad tambien 

provienen testimonios de la fructtfera labor de Teetetes en 

la continuación del estudio de los inconmensurables, como el 

de la tra.clL1cc10n i\l'Clb19i\ c.Jel Libro X descubierta por 

WoepckeCo.e), en la cu,"ll se confirma que la teor1a de los 

lnconmensurables tiene sus origenes en los pitagóricos, y 

que Teetetes con sus dotes encentro una "distinción de las 

t"'aices cL1adradas conmensLtrables en long1tLtd desde aquellas 

lüs cuales son inconmensuri\bles, y tenia divididas las bien 

conocidas especies de 1 íneils irracionales trás las 

diterentes medias, as1gnando la medial a la geometría, la 

tlinomLc..\l a la ar1tmét1ca, y l.::\ apotem<.' u la ilrm6nica 1 como 

es establecido poi· Euj~mo el Per1pat~tico!o.d)''. Pero 

adem~s, dice ol documento, "Trá!> dE> los e~tuclio.,:; de Teetetos, 

(o.e> Heath, Ibid,pilg. ::. 
(o.d> Heath, lb1d. pag. :::. 
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Apolonio investi9aría los inconmensurables, de do~d.,. 

surgiria el texto del cual solo se conoce uu tttulo, Dos 

Libl""Os sobra 1 in~as I r-rac:ionale!:> y 561 idos". 

Desde mi punto de vu~ta, Knorr• se apeoa en su reconst1~ucei6n 

a Heath má!:; que a ningún otro investigador de la teorla de 

los inconmensurables, y haciéndole criticas necesar1as, le 

profundiza y da continuidad. Tambien, como hace Heath, pat"te 

de la aceptación del contexto del estudio del lado y el 

cuadrado como el originario en el surgimiento de los 

inconmensurables, retoma en grun parte la ,riterpr&t.J.cién de 

"la parte matemática del Teetétes" desde Heath, sust1tuyéndn 

el término ''raices''por ''potenc1as''y adecuandolo i\ éste, y 

descarta impl1citamente el térm1no "tetri\9ontsmo.;;"de Szc'!.bO 

por ser un caso particular de las dynAmeis<o.1>, pñra luego 

incidir el estudio de 1~ manE~ra cc11iic feo'1.:ll"i... ou•lu h.•be•· 

hecho la demostrcción de la inconmensurabilidad para el 

cuadrado de area 3, 5, ••• hasta 17, donde Teodoro habrta 

encontrádo las dificultades aludidas. 

Luego, siguiE:>ndo con el contenido del d1alc.'90 v coinc1d1endo 

con Heath, .anall:<::a la labor de continuac10n de Teet~t • .:s, y 

a.frade Cit.1 e~:tens1on Pt~ra los incorimensurables i:n la 

ar1tm~t1c:a y la geometria estudiados por A~qu1tas y Eudoxio. 

<o. fl Bet'green, 1;1¡,:;tory o·r dreek Matt-,emat1cs1 A !1uyvey of 
recer>t researc:hs. 
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Apolonio investiQaria los tnc:onmensurable'3., de dond~ 

sLlrgirta el texto del cual solo se conoce m .. 1 titulo, Dos 

Libros sobre lin~as lrrac:ioni\le!: y Sólidos". 

Desde mi punto de vista, Knorr se apega en rec:onstrucciOn 

a Heath má$ que a ningún otro investigador de la teorla de 

los inconmensurables, y haciéndole cr1ticñs necesarias, le 

profundiza y da continuidad. Tambien, como hace Heath, parte 

de la aceptación del conte:-cto del estudio del lado y el 

cuadrado como el ori9inar10 en el surgimiento de los 

inconmensurables, retoma gran parta la 1~terpretación do 

"la parte matemAtica del Teetétes" desde Heath, sust1tuyéndo 

el término ''raices''por ''potenc1as''y ~dec:u~ndolo ;1 éste, y 

descarta 1mplicitamente el término "tetra9ontsmos"de Szabo 

por ser caso particular de las dyn~meis(o.1), para luego 

incidir 

hecho la demostr~ción de la inconmensur·abilidad para el 

cuadrado de ar•ea 3, 5_. •. hasta 17, donde Teodoro habrta 

encontrádo las dificultades üludid.:ts. 

Luego, siguiendo con el contenido del d1eilc>go v c:oinctdJendo 

con Heath, ani\ll=::a la labor de cont1nL1ac10n de Teetétes. y 

an'ade SLI e::tens1on Pr"J.ra los inconmensurables e-n la 

aritmética y la geometría estud1ado5 por Arquitas y SudoMio. 

<o.f> Ber•gr·een, 1i15tot·y o1 Sreel Mathematics1 A suyvey of 
recerit researcht;. 



Es novedosa la manera como la reconstrucción de Knorr se 

adecúa en efecto con el problema de que el tipo de 

demostraciones que supuestamente reali;:ó teodoro en el 

Teetetos se topan en el caso de la potencia 17, lo cual le 

da una nota de gt"an credibilidad. A continuación haremos un 

recuento de la reconstrucción de 'C:norr, con el objet~ _de 

a:o:hirnos a mayores ~lamentos para la obtención de nuestras 

propias conclusiones. 

Con el método de representci.ciOn puntual de números de los 

pitagóricos, paru los teoremas de pares e impares, o 

mediante procedimientos mera.mente ar-itméticos, para el resto 

, Knorr demuestra de manera lozana pt"ooosiciones 

aritméticas CO), que aqu1 damos la categor1a de Teoremas a 

efectos de nominación, pC\t·a números pares e impares, para 

números figur"'dos y para números triples (números A, B y C 

tales que A::+B.!=C.:!}, que habria.n servido a Teodoro como base 

matemática para sus demostraciones geom~tr1c:as de 

inconmensL1rabi 1 id ad. 

Para Números Pares e Impares: 

TeoV. 1. - <a> La suma de una multitud de nt:'.1meros pares eG par 

<IX.21> ; Cb> La suma de una multitud par de números impares 

,¿>¡¡; parcx.22>; <e:> La suma de una multitud impar de números 

impares es impar <IX.23>. 
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Teo.V.2.-<a> En substracciOn, la diferencia entre dos 

números de la misma paridad es par <IX, 24,, 26> ; Cb> La 

diferencia de dos números de opuesta paridad es impar <IX, 

25, 27>. 

Teo.V.3.-(a) El producto de un número por un número par 

par CIX.28> ;> b) El producto de un número impar por-

númet"o impar impar (IX. 29>. 

Corolario Ca> El cuadrado de un número par es parf Cb> El 

cuadrado de un nómero impar 

Para Números Figurados: 

impar. 

Teo.V.4.-Números cuadradosCcomo en la definición 5) son el 

producto de factores iguales. 

Teo.V.5.-Números Heterom~tricos son el producto de dos 

factores los cuales difieren de cada otro por una unidad 

s1n9ul8r. 

Teo.V.6.-Cualquier número Heterométrico as el doble de un 

número triangula,. 

Teo.V.7.-Un número cuadrlldo e~ divisible dentro de cuatro 

partes iguales. 

Teo.v.e.-cualquier cuadrada impar, cuando es disminL•1do por 

una unidad, se convierte divisible en cuatro partes iguales. 

Teo.V.9.Un número cuadrado es divisible por tras' o llega a 

serlo cuando una unidad es substraída 

TQo.V. 10.CualqLtle>r número cuc=idt•adn impar, c1.1~ndc.1 es 

d1sminu1dc1 en un~1 unldad, lle9~ a set· el ocho-m(dtrpla de un 

núme1·0 Lr•iangular. 
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Para Núme,.os Triples: 

Teo.V.11.Sea cualquier· númel"'o impar elegido. Un segundo mAs 

grande número es form.:1do por el cuadrado del primer.0 1 

substrayendo la unidad, y obteniendo la mitad de la 

dif.erenc1a. Un tercer número es formado por adicionar una 

unidad al segundo. Entonces los tres números forman un 

número pitt1g6rico triple. Esto es, si N es un número impar 

arbitrariamente escogido, entonces N, CN2-1>/2, (Ni+l)/.2 

satisfacen la condiciOn pitagórica. 

Teo.V.12. Sea cualquier número par elegido. Un segundo 

número es formado por la mitad del primero, cuadrando esta 

mitad y substrayendo una Llnidad. Un tercer número es formado 

por adicionar dos a el segundo. Entonces los tres números 

son un pitagorico triple. Esto es, sea M cualquier número 

par:entonces M, (M/2P-t, (M/2)i+t satisfacen lü condiciOn 

pi tag6rica. 

Teo.V.13.0ado el pitagórico triple A, B, C, si dos de los 

té-rminos son pares, el tercero es tambien par. 

Teo.V.13.a.Dado el pitagórico triple A, B, e, si uno de los 

términos es impar, entonces en efecto dos son impares y uno 

es par 

Teo.V.14.Si en un nL1mero pi tagorico triple €?1 más grande 

nt:.1mero C es par ,entonces todos los té-rminos son pares 

Teo.V.14.a. D~do un pita~6rico tr1ple A, 8, C, si uno de lo~ 

términos e$ impar, entonces el más grande término C e!; tmoar 

, y de los números A y B, Lino es impar y el otro par. 
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cu.:-tro, entonces asi '3cn A y B. - '• 
--- _. -~ ~-. ,. 

Teo.lS.Oado el pitagor1co triplEo A~-:B·, C, eC cual no 

todos los tre9 términos son divisibles por•-cuatro. entonces 
' . 

A o bien B debe ser divisible por cu~t-r!l, ·t·dste ~s ___ el_t:inico 

término asi divisible. 

Teo.16.0ado un pitagót•ico tf"'iple A, B, e, si el más grande 

termino C es divisible por 3, entonces asi son A y a.Mas 

aún, s1 no todos los tres términos son d1v1sibles por tres, 

e>:actamente una de los mas peque/Jos térm1nos A o e es un 

múltiple de 3. 

Luego demuestra "El teorema de F'l tA9ora; e 11 "• el cual 

dificilmente puede adjud1cars~le a Ptt~9or~s mismo, ya que 

al rededor del 2000 a. c. He ron hace una demos trae iOi:i 

en Los Elementos. En es.:\ demostrac16n pQ!rte de un r.onte>i.to 

ar1tmét1co en el cual encuentra tr·es ni:1meros triples A, By 

C, tales que (A>l+CB>i~cCJl. Complementa conversa 

dada en I.~B, dados ndmeros tr•iples A, B y C, y la 

demostración no uti 1 i==a n(1rr1eros que representer, los lados 

riel trián9ulo , knorr nenerall==a el resultado oat·a un 

conteHto 9eométr1co. As1 establece lo que ~l llama teorema31 

Oado un trici,ngulo rectángulo, el cuadrado sobre lci 

hipc_.t¿_~n(,~ <• P.e; 1911al .i lA suma d•""" los cuadr,o:,rJo<ii sobre Jos 

l adoc;; cJe l tt• i ei.n:;,u Jo t•E?c t.:i.ngu lo. 

f(.J) ~ norr 1 Ib 1d. p~gs. 14(• a la ll.(. 
en •(nr:u·r, Ib1d, pags. J75 .;.~ 177. 



Esta prueba no es como la de l.47 de los Elementos, de 

Euclides, en la que se ~orma.n paralelogramos sobre los lados 

del tri~ngulo, sino que eG.ta. basada en un procedimiento de 

disección de K. Bretschneider, el cual era bien conocido, 

según Knorr, por la tradición pi tagóric:a.. Su geoinetrizac:ión 

era empleada por Herón y eg"perfectamente compatible con las 

apro:dmac:iones de los ElemE!'ntos IICII.4 y II.8>, y el c:üso 

especial para el triángulo isOscelesC2) ap'°'rece en el Men6n 

.anali%ádo por Knorr , que es tambien pr-eservado desde l~s 

tablas cuneiformes de los antiguos babilonios. !(norr 

argumenta QLle este procedimiento no aparece en los 

Elementos(3) porque en I.47 aparece un proc:edimiento de 

II.2, (''este es un resultado enderezado sobt•e la subdivisión 

de un cuadrado dentro de dos rectangulos con una altitud 

común">, lo cual es ttn "de1ecto"ante E:?l obJetivo de ELtc:l1des 

de ordenar las proposiciones. Y luego plantea que este 

teot•ema en su 'forma geométrica. debió tener un c:orolario para 

el caso de los tri..-§ngL1los rec.tAngulos isOsc.eles, que 

llevaría al problema de que el lado sería inconmensurable 

con la hipotenúsa:2CB>Z=CA)2 es lo mismo queCB)2+(B)2=(A)2, 

donde A y B son enteros <suponiendo que A y B no son la 

unidad, por no ser ésta un número en el con tea to original); 

si A es par, entonces A/2 y B/2 Cpor v. 14) son pc.i.res. Si A es 

impar, entonces Bes impar(por V.J4.al , y Juego B seria pat• 

e impa!' (por teo.13.a), y distinto de la unidad, .•• !~ 

(2) >~norr, Ibid, pag. 178. 
<3> t<norr, lbid, pa9. 179. 
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Si <A> <A>=2, B=1 , entonces l<A C:2 y A es entero ! 

Luego, Knorr retoma el primer parrafo del Tectetos para 

argumentarnos c:on mayor detalle cómo Teodoro pudo haber 

trabajado los cuadrados c:on ~reas 3, 5 ••• hasta 17: 

'Teodoro estaba probando para nosotros via 

diagramas algo sobre potencias, en particular 

sobre la potencia de 3 pies cuadrados y 5 pies 

cuadrados-demostrando que esas no 

conmensurables en longitud con la unidad cuadrada-

y selec:c:ionAndo cada potencia indiv1dualmente en 

este camino hasta la de 17 piés cuadrados; pero 

en ésta por alguna ra:!on él encontró dif1cultades'. 

V retomando el teorema v.11 1 que dice que para cualquier~ 

nómero impar M puede obtenerse (M2-1)/2 y (MZ+l)/2 1ormando 

juntos un númE't~o triole, esto es qL1e: 

((M2-t)/2)2+M2c;((MZ+1)/2P;hace que que M~=N impar, con lo 

que por el" teorema de Pitágoras"se obtiene que existe un 

triéngulo de catetos <N-1) /2 y .J(N), e hipotenúsa <N+lJ 12 

cuya cu•ea N. 

Si M2=N 

<M2-1) /7. 



De aqui establece el teorema que llama de 11 ConstrucciOn de 

Teodoro", 6 de Knorr, y VI .ó en Los Elemer:itos1:_ 11 Dado .u~ 

número impar N, el lado del cuadrado de N unfda-d0°S .e~:'.',i,-t.;:e¿:.

es construido como el cateto de un triángulo rectariguio cuya 

hipotenúsa es (N+1 > /2 unidades en longitud y i;uyo otrO 

cateto es<N-1)/2 unidades". Con ~ste podrian construirse 

ralees de números pare::. si se piensa que en el triángulo 

antet"ior se duplican lados e hipotenó.sa, con lo que la raiz 

de un nomero pat"' N seria la mitad di:ol cateto que tiene 

hipotenúsa N+i y el otro catl'.?to como N-1.Lo cual constituye 

su planteamiento del teorema VI.7 

Apoyándose en VJ.6 muestra como pudo haber demostrado 

Teodoro la inconmensurabilidad de lado cuya área es 3. La 

idea general de la demostración es como sigue: 

Por el teorema de Construcción, e:dstc> el triángulo de área 

3, cuyos catetos son J<3> y 1, cuya hipotenusa es 2. 

,f(N) ~N+l)/2 = ./(3)~ (N+l)/2=(3+1>/2=2 

<N-1)/2 ~2/2=1 
Luego, suponiéndo que la ra1z J3 es conmensurable con la 

unidad, la razon A:B será igual a la razon .J(3) t 1 

• con lo qui:' A estará determinado por 8 veces .J (3) y 
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obtendríamos el triángulo~ ~. 
B./<3>~ 2B qLI" serla eqmvalant" a A~ 

<l>B B 

con A y B son enteros. 



Donde estamos suponiendo que la razoO A:B es· puéS-ta en 

términos reducidos <no ambos son pares), lo cLial_ E!s posible 

porque si si~mpre fueran pares sus términos, pod~tan.:: 

bisectarse ad--infinitum contradiciendo la naturaleza _entera 

de A y B. 

Ahora bien en el trianglo anterior se tendria que 

A~+s~~<2B>~ en el cual se anal1zartan dos casos: 

i) Si B es par entonces A y B serian pares Cpor el teorema 

V.14>, pero esto contradice el hecho de que la raz6n A:B 

estaba en términos reducidos. 

ii> Si Bes impar, entonces tambien la hipotem::1sa 28 serla 

impar, por el teorema V.14.a, pero al mismo tiempo serla 

pat", por el teor"ema V. I.b •• ! 
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Por t-.nto <Teorema 8 en Knorr> : "El lado del cuadrado de área 

3 es inconmenst.1rable con la unidad de long1tL1d". 

De a.hi generaliza <previa justificación del uso del término 

algebrátco 4N+3V formando el equimúltiplo del cuadado) para 

el caso en que el cuadrado tenga 

4<P>~+l)/2=2N+2 
P-1/::::: «4N+3)-1>/:2 

área P=4N+3<Toorema 9): 

-IB<P>~A~N+2>B 
(~N+l>B 

= 2N+1 donde A:B esté en términos reducidos 

i> La t11potent1s,;i siempre es pEir, entonces A y C2N+1>B ser1;-¡n 

pare~, por V.14, y entonces A y B serlan pat•es, por V.3, lo 

cua 1 contrdd ice que A: B est;1n en términos reducidos ••• ' 



Y as! resulta que los cuad,...ados con·Areas 3, 7; 11 1 15 y 1~, 

etc. que se ajustan a 4N+3, -ttenerl--1ados y diagonal. 

i nconmenSLtrab las. 

Con el mismo procedimiento del teot"ema de constt•ucci6n de 

Teodoro prL1eba pcwa cuando el cuadrado tiene area 5, y su 

caso genaralizádo, cuando tiene area BN+S=Q<Teoremas 10 y 11 

en knorr, y VI.JO y VI.11 en Los Elementos>. 

El caso para cuando el área vale 6 se hace partiendo del 

teorema par-a encontrar ratees par-esCTeorema VI.7>: 

~(6) serla la mitad del cateta del tri~ngulo con hipotenúsa 

'"º'~-· 
N-1=5 

7 y lado 5. 

Suponiendo conmensurable el lado y apoyéndose en lo!! 

teoremas de números pares e impares, asi como de los de los 

triples, Ileg.:1 a una contratJiccion .. 

Con eso se plantea el caso general <Teorema 13> para cuando 

el ~rea del cuadrado es 2<2N+1 > y asi se obtiene el caso 

para las areas 6, 10, 14 y 18. 

El caso para 8 y 12 se resL•elve en el teorema VI.14, que 

establece que el cuadrado cuya .área es S=4N. tiene lados 

inconmensut•ables con la unidad si y solo si el cuadrado de 

cirea 5/4 tiene lado inconmensurable. 

51 el cuadrado original tiene ,,_''\t•e .. , 8, cada cuadrado de ~rea 

5/4 tendrá <'.H"eC\ '.2 y éste tendr,,1 lado inc::onmemsLWable Y por 

tanto también lo tendt·~ el primero. 
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Si el primer cuadrado tiene área 12, los 

de área 5/4 tendt"~n át"'ea 3, ya analizado, 

y por tanto ambos tendrán lado 

inconmensurable. 

V asi llega al caso de .J(17>, donde encuentra que aqu1 falla 

el método de la construcción de Teodoro1 

.JCNl~N+ll/2 .JC!?l~+l)/~~9 
N-1/2 <17-1> /2=8 

:~ 
88 

A:B en términos-reduc1dos 

Si B es pi"r , entonces 9B es par y 80 es par, y entonces A 

es par ••• ! ! Por tanto solo puede quedar" que B sea impar. 

Luego 98 es impar. Y 8 es par y B impar entonces 88 

par y entonces A es impar.Pet"o corno 88 es divisible por 

4, entonces A no lo es, y ••• no hay contradicc1on~ • 



l<norr argumenta que la ra:::ón de la falla se entiende mejor 

si enunciamos el teorema general correspondiente al 

anterior, el cual serla el propio para un cL1adrado de área 

T=8N+1. que evídéntemente es falso porque si T=9. 25, 

49 ••• etc. <un número cuadrado) no se cumole que sus l.s1dos 

sean inconmensurables, de lo cual desprende que habrla que 

at'fadir esta e):clusión en las h1potesis. "Dos avenid~s son 

posibles para extender los teoremas ya obtenidos. Nosotros 

podemos buscar una clase modl.1lar en la cual 17 caiga, pero 

la cual no contenga números cuadrados, y entonces esperar 

encontrar alguna menor revisión del método ya aplicado el 

cual se presto para esta clase ••• O bien, deberiamos buscar 

un diferélite m~todo ya aplicado con el que haga central la 

distinción de cuadrado y no cu~drado. Desde el texto de 

Platón aprendimos que Teetetos escogió la última 

apro><imación (éste camino), por tanto teniendo éMito en el 

acoplamiento del estudio comenzado por Teodoro"C4>. "Teodoro 

podr!a adoptar construcciones alternativas pat"'a ésta rai::: en 

la espertm:!a de que una de esas pudiera producir la 

necesaria contradicción, o el podr!a buscar eMtensiones de 

el mismo método, como por la introducción de un criterio de 

dibisibilidad por otros pr1mos''C5> 

<4> Knorr, Ibid, pag. 192. 
(5) Knorr, Ibid, pag. 194. 
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Con todo esto Knorr muestra que en efecto, todos estos 

teoremai:;, e>:cepto(6) los teoremas generales so hallan 

incluidos como Teoremas en el libro II de Los Elementos, y 

que en base a la l igazon con Hip6crates de Qu1os r-eferida 

por Proclo(7), as1 como por el estllo del libro !I semejante 

al referido por F'laton en el Teet.t>tos, Knort" deduce que el 

más indicado geómetra de la anti9ua Grecia que pudo haber 

hecho el libro II es el mismo Teodoro<S>, no obstante que 

maás adelante dice que " muchos de esos resultados pudieron 

no haber sido descubiertos por Teodoro, sino que él puso 

resultados manejable~ desde la mas temprana aritmética y 

tr-adiciones mllitricas en una forma geomftr1ca para los 

propósitos de si:us cuestionamientos". Y c:on ello f<".nort· 

proporc:iona su respuesta al fenómeno qua originó la 

geometr1zac:i6n del álgebra: "En los estudios de Teodoro, la 

construcc:1ón del ~lgebra geométrica fue de interés en que 

esa podr1a producir adicionale~ magnitudes inconmensurables. 

Pero los métodos del algebrc:\ y Teoría de Proporciones no 

fueran admisibles en fot•m3~ ar·1tmét1c:as dentro de una 

misma teoría consistente de lineas inconmensurables. Por 

tanto las constr"ucc:iones e ident tdac1es necesarias para esta 

teoría fueron desarrol lad~s en un camino que fue 

sencillamente váltdo para las líneas inconmensurables, esto 

r!<:'i ~ c~n ur, aspee: to 9eo.iiú- t 1~1 ca. Es 1 nt1-~1·e~ante ob51:'t"Vi\r QLte 

el m.i\s temnrano co1,t:8::to de esas mismas t~cn1c.as del ~l9ebra 

(b) Knorr, 
(7) knorr·, 
<Sl 1.::norr, 

!bid. pag. 194 
Ib1d. pag. 193 

Ibid. pa9. 199 
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geometrizáda, nominalmente dentro de los estudios babilonios 

de ecuaciones cuadráticas, fue la soluciOn de problemas 

sobre la medición de rectángulos; esto es, un contexto 

geométrica~ pero los Babilonios redujei-on esos problemas 

geométricos a relacfones aritméticas. De ahi, nosotros 

podemos observar que el libro 11 no fue tanto 

una'geometrizacion del dlgebra', sino que éste fue una 

'regeometri zac ión de una geometria algebri záda ·• Pero esto 

es suficiente para r'ecanocer que el formato geométrico en el 

libro II es enteramente apropiado a su propósito: La 

construcción y ei:aminaci6n de lineas inconmensurables. 

Verémos mas tarde que esto retenido es util igualmente para 

los mas avan::ados estudios por Teetetos, Eudoxio y sus 

seguidores" <9>. 

Van der Waerden escribió que los Griegos "cambiaron lejos 

desde los números" en el curso de su desarrollo matemático, 

justamente porque de el descubrimiento de la 

inconmensurabilidad tomó lugar una geometri::::aciOn de las 

MatemClticas. En propias palabras(9 1 x>: "En ~l dominio 

de los ndmeras, la ecuación X2=2 no puede ser resuelta, 

igualmente en el de las raciones de números. Pero esto es 

soluble en el dominio de los segmentos; verdaderamente la 

Jld!JCinal del cuadrado 1..1n1tar10 es la soluc:ion. 

ConsPcuentemente, ci'°'ra obtener soluciones e~:actas de 

ecuac:iunei;;, cuaúrát1ca~. nosotros tenemos oue pasar desde el 

(9) Knorr, Ihid. pag. 199 
(9, x> Szabó, The éleg1nings •.. F'ag. 95 
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dominio de los números a el de las magnitudes 

geométricas''<9.y>. 

Esto, llevar1a a una revisión de la antigua doctrina de los 

Pi tagOricos <"Todas las co~as son númet•os ">, como 

apuntábamos con anterioridad, y a que el descubrimiento de 

la inconmensurabilidad l Ievará a los griegos a 1avorec:F:?r la 

geometría a expensas de la aritmética lC! cual hasta E>ntonc:ec., 

había sido estimada mas grandemente. 

Con éstas conclusiones de Van der Waerden coincide, en mi 

opinión, Knorr desde lo e;:puesto en su rec:onstrucc:ion. 

Pero en ambas conc:lusionos S::abO está en contra. Y argumenta 

respectivamente : 

a)" ••• si el lado de el cuadrado es elegido como la unidad de 

longitL1d, es equivocado decir que la diagonal es re~lmente 

'no un número·. Acorde c:on el Menón, loo:: Griego~ 

originalmente buscaron el segmento de ltnP~ ~l cual pud1et•a 

habilitil.rlos a ellos a doblar el '"'rea de un cuadrado dado 

<cuyos lados se les habfu asignado un valor numerico> .Por 

t~nto el nroblem~ el cu~l llevo ~l de~c:t1br1m1ento de Ja 

inconmensurabilidad ft.te uno geom~trico. El lo-:; pt1d1eron solo 

establecer que el segmento de linea que habta sido busr:ado 

era 'no mesura.ble en long1tud' Ci.e. que su lon91tud era 'no 

un ni:.1mero • >, después el los se habr1 an dado cuenta que esta 

.?r~~ le:\ diagonal del cuadi-acta o~·ig1n.:.J". !9,.;.J 



Para S::ab6, la diagonal del cuadt"ado fue reconocida· Pª'~~. s_er 

linealmente inconmensurable al mismo tiempo c:Orilo é~ta-.-f~e 

reconocida pe.ira ser conmensurable al cuadrado y, conclúye, 

por tanto es desparecido que esta magnitud pasara como 

indeterminada numér1c:amentes Asl la. doctt'ina pi tagóric:a no 

habria sido tambaleada por el descubrimiento de la 

inconmensurabilidad lineal. 

En tanto qL1e ésas observaciones pueden referirse también a 

conclusiones manejadas por ml 1 me parece necesario seNalar 

lo siguiente: 

Cuando los Pitagóricos encontraron los inconmensurable=., 

plausiblemente en el problema discutido en el Men6n, 

nosotros seNalábamos que hablan encontrado segmentos de 

linea, magnitudes, cosas que eran parte de este mundo, las 

cuales eran números, y por tanto había cosas de este 

mundo que números. A partir de ello puede advertirse 

la creación de la antítesis del propio pitagorlsmo. Y para 

nada se necesitaba la consideraci6n de que 'Se tomara al 

lado de la diagonal como unidad de lan91tud. Es claro que 

pot• ahi podría concluirse QU"-' la diilgonal no set"la un 

número, porque se están comparAndo magnitudc5, y efecto 

lo (tnic:o que puede concluirse es que la diagonal es 

1ncunmensurable con el lado del cuadrado respectivo. Por 

tanto, insisto, !:ii puede provenir de esa antítesis lil calda 

de Ja tésis de que "Las cosas son Nt:tmeros". 
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b>Szab6 no está de acuerdo en la geometri::ación de las 

Matematicas (la aritmética, era lo favorecido ot·eviamente a 

la apar"icion de la inconmensL1rabilidad), aunqL1e está de 

acuerdo en que algunos matemáticos cambiaron partes de las 

Matem.:i.ticas, como el concepto de rac.:1on, legos, la cual 

hasta entonces solo había sido aplicada a números, •r pudo 

ser redefinida para incluir tambien magnitudes 

inconmensurables. "Pero la interpretacion del i.neada arriba 

solo podría ser garantizáda si uno pudiera probar que el no 

problema geométr1co de la irracionalidad de .J2 ocLwr16 a lo~ 

griegos antes que la solución geométrica a ése mismo 

pr-oblema hiciera su aparición". Pues 

pr-ecisamente, en el Teetetos, Teodoro se bririca el de 

ralz de dos, pot"que en su contexto, como Knorr y SzabO mismo 

aceptan, era del conoc1m1ento comun. La m.:i:; ant19t•e. 

tradición sef'fala que los Bab1 lonios ya c:anoc:t.-:m el c.:tlc:ulo 

de ~2 desde hacia unos m11 anos anos antes de Platón 

m1smoC9.b> 

Al parecer Teodor-o opt0 por buscar otru camir10 fJi:tra rJroduc 1 t' 

lineas 1nconmensurables, real i::ando un esfuer·.~.:i que llevar· 1a 

a re~ultados del estilo del libro II de Eucl1de9. Y aqu1 es 

donde cabe Il. 14, la construcción de un cuadrado con la misma 

area que una figura rect1line~, dada., ~s1 como la d1·.·1s16n de 

un segmP.nta en e:~trem.• y medti-1 {esto es Ja d1vis1on r1E' una 

línea tal Que el cu~dr·a.do del más 91~ande segmento 19uaJ~ al 

C9.b) 1::..norr. The Euc) idean Theory ot lrrat1onal L1nes, 
Pag.42 • 
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rectángulo con tenido por el todo y el'' menor seQmento,>. De 

ésta última noción surge el teorema 15 en· Knorr<c:ap. I_I) 1 Si 
- - . - -· -

una llnea es dividida en e)(trema y me~Ía sec:~ión, .. ·~~t~nceS·~~ 
los segmentos producidos son cada uno inci::mme-n~:i:_-.~-~b-1·;s--~~-n 

la l!nea dada y con cada otra. Cto>. 

Este tipo de c:onstruc:c:iones, según Knorr, estar1an dentro de 

los esfuerzos para construir líneas inconmensut"ables, y son 

muy similares a las pruebas del libro XIII.6 y 11" y en todo 

el schol ia en el cual se prueba la inconmensl•t"abt lidad de 

lineas en extrema y media r-a:.?:ón", pero no constituye, 

también SE'gún Knorr, un esfuerzo de demostrar el surgimiento 

de la 1nc:onmensurabi l idad por medio de la anthyphairesis v1a 

la diYisiOo extrema y media, ya que de esto no se tienen 

refer~nc ias documentales C 11 >, además que en este conte:(to de 

la C:\pl1caci6n del lado y la diagonal del cuadrado CTeo.II .. 10 

y Il.11J, lA anthypha1resis se utili:=C\ mas como un 

procedimiento para encontrar la máxima medida común, y pot• 

tanto como una as1stenc ia en el descLJbrimiento de 

apro)(imacionesCt~>. Posteriot'mente. Teetetos adopt.arla ~ste 

pt•ocedimiento como el fundamento de sus estudios de 

tnconmensurabil1dadC13). Teetetos continua el anci.lisis de 

los inconmensurables en dos terrenos, el aritm~tico y el 

geométrico. 

<10> V.nor-r. ibtd. pag. 144 
(11) IO:::norr, ibid, pag. 195 

<12) 1;norr 1 lb id. pag. ~ºº (13) t;;:norr, Ib1d. pag. 202 y '245 
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Por al rededor del arre 400, At~qui t.:.s de Tar'entO u3. a> es tu.dio 

también los inconmensurables y manejó r~~.ultados ._que_, 

posiblemente hayan sido incorporados y primeramente 

enL1nc1:0\dos por Teetetos en los inicios del siglo IV. OesdP. 

el di~logo El Teetetos 1 a partir del fragmento que dicet 

" ••• Tales l1neas como cuadrado el equil"tero y nt:1meros 

planos fueron definidos como 'longitud·, pero tales como 

cuadrados el nó.mero oblongo como 'potencias·, porque ésos 

son conmensurables con los formados respecto en longitud. 

sino mas bien respecto de los plano-:; lo•.:. c:urles t:llcs 

producen. Y parecídamente los otros 5ól1dos tales cosas 

pertenecen", ha llegado a establecerse en el contexto de los 

Elementos de Euclides como: "Los cuadrados sobre llnec'S 

conmensurables en longitud tienen a cada otr-a l.a razoo lii 

cual un numero cuadt'cO\do tiene a otrc. nL•fTl>?t"'.':I CLr::>:Jr.:ldo¡ y 

Cc:onversamente), los cuadrados ten1~ndo a c'ld.;i. ot;ro la 

ración la cual un número cuadrado tiene a Ltn numero cuadr~do 

también tendr.an los lados c:nnmensur¿:¡bles e.-n lori91tud ••• " 

Del fragmento de F'latón, en :L• i:tlt1mc; llne .. ,, llc~rer:e claro 

que la condición parA la c.:onmensurabil1dad di=- lineas 

formadas como r.:t{c:es ct:.1bicas de términos i:?nteros o 

raci.onales era bien conoc1c.h.1 en su tiempc.. Los principios 

por los cuales Euclide~ efectúa el caso plano aparecen en 

los L1!11·os VI. VJJ :·XI rje La~ Elemer1tos. aE1 oue nnsotros 

podemu5 C 1: .• n1 asum1t• QLte en l.:i ant 19iJed¿¡cJ Gr1~9a conoc:lan la 

<J3.b> t nor·t·, Eucl1cl~an Theor~, Pap. 42 
\t:::;.h)l-:norr, Eucl1dean Tlieory ••• ,Pag. 43 

112 



extensión petra el caso de los sól id.os, pero no, asl para 

mayores potencias, ya que dificultaba la cuestión la-f~lta 

de su representación geométrica. Sin embargo, ánaliz&n~p 

esta formulac:ión Euclideana, debemos notar que ella no 

constituye un criterio completo para la conmensut"'abilidad en 

longitud o para la segunda potencia, porque ella no 

establece cómo rae i On de en teros puede igual ar o 

desigualar una ración de enteros cuadradosf13.c>. Euclides 

parece resarcir este hueco al establecer en el Libro X el 

lema que sostiene propiedad e:<clusivamente para los 

númer-os similares planos; "Los números similar-es planos, y 

solo ellos, tendrán la ración de un númef•o cuadrado a un 

numero cuadrado", pero He.c1thC13.d) ha sostenido que ésta fue 

una adición post-Euclideana(13.c). 

En tanto que hasta este momento úe nuestro an¿!ilisis de las 

t"'econstrucc:iones de la Teorla de los Inconmensut"ables en Ja 

mayoría de las ver-sienes hemos encontrado puntos muy 

criticables y, en tanto que J.:i versión de t<norr ha sido la 

mejor librada, a cont1nuac16n haré un resumen del trabajo 

que realizar1a Tetetos con arqu1tas y Eudoi:io, 

exclusivamente basundome en Knorr y Heath, para finali::::ar 

con una critica a ella. 

Cl3.c) Knorr,, Ibidern 
C13.d) Heath, Ew:lid'~ ~lements, Vo!.3 Pag. 31 
<13.c> Knorr, Ib1dem 
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Al parecer de l(norrC13. x>, Teetetos procedió de ia s1gLÍiente 

maneraz "Comenzó desde dos líneas tomadas como 

conmensurableEi en cuadr"ado, pero no en longitud, el formo 

desde ello en cambio sus medias geométrica~ aritmética y 

arm6nira y mostró cada uno de esos re~ultados en una linea 

irracional 11
, donde las dos primerns se obtendrtan con los 

procedimientos establecidos en Los Elementos. Asi obtendría 

los siguientes resultados: 

i>SupOngase que a y b son lineas dadafa tales QLIE' a:b no es 

una ra.::::ón de enteros, pero Jo es a-< : l.J.1 • Se def l ne g, su 

media geométrica, como g.!=ab. Entonce~ g es irrac1onal <i.e. 

g.! es inconmensL1rable con el cuadrc'\do de cualquier 1 lnea 

racional>. 

Esto es ast porque g.1: :a.t (o bien g.: :b.!) no pueden ser iguul a 

r.o~:!on de enteros. ya que s1 lo fuer.:-11, oodPI<.< oc.1..qT_r· 

que g:!: a2 =(a) <b>: a:! '"=b: a, de donde se obtendr1an que la~ 

lineas a y b son conmensurables en longitud, contrariamente 

a lo supuesto. 

ii) Si se define la media a1·ilmética ~e das líneas a y b, 

(dos lineas inconmensurables en longitud) como e=-112 (a+b), 

se sigu~ que e es 1..ma l 'inea irracional. 

Esto ocurre porque si fuera asi se seguirla que (a+b)2:a2 

es una ra:: on de enteros, pui:?sta que 

~~+b):?;ñ-'··,.,,..i+b~+'.::12tl(b>:a:o. d;i.do '-JL•e r.:i es conme.,surable con 

¿:i,:.. ""e -:;:91..•e que ::?ab es cor1mensurc;.trle r:on <".: • o b es 

,-onmenaLtt"~"\bl"' e-en ~. contr~r1amentt~ .;, lo supuesto. 

U:::'."!:) knorr. "L~ Croi :: eles, •• ". P.:i.g. 44 



iii) La media armónica se define mediante la relación 

a-hah-b=a:b, lo cual es equivalente a la relaciOn 

h=2Ca) Cb)/a+b, ésto es h:b=a/e, para e la media arittrÍ.t'ttca. 

Entonces si h fuera racional, h:t: b2 seria igual a una l""azón 

de enteros, y por tanto e deberia ser~ racional, 

contradiciendo lo supuesto. 

Desde ésto podrlamos observar otra relación: 

sean h:a-b=2<a> Cb> :al-b2. Desde ésto, podriamos refer"ir 

resLtl tados a h u otros tratados con a-b: "En la Teorla 

Euc:lideana, la apotema irracional es definida como a-b, y su 

irracionalidad es probada vla la consideración de la razón 

Ca-b)2 :a2, paralela a la manera dada arriba para la media 

arirmética. De esto por tanto oc:Ltrre que Euclides trato la 

apotema independientemente de la binomial y relegó a una 

postdata la propiedad de que cualquier binomial ca+b) y su 

apotema asociada <a-b> tienen un producto racional <esto es 

a:-bz). Por contraste, lo análogo de esta propiedad deberla 

ser el instrumento rector para reducir la at"mónica al caso 

aritmético dentro de la Teor1a de medias de Teetetos" C13.d>. 

De todo ésto debe observarse que Teetetos no pudo haber 

adquirido ningún resultado de la irracionalidad sin haber 

usado la condición de la conmensurabilidad cuadrada como es 

establecid~ en la Teorta Euclideana. Asi, por eJemplo Papp1..1s 

observa que rai=. de 8 y ri\12 de 18. inconmensLirables con una 

unidad supuesta, pueden ser reconoc1dos conmensurable::i a 

C13.d> f<norr, 1982, Pctg. 44 
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traves de la formulación Euclideana<13.e). 

Comentando el libro X de Euclides, Pappus(19) dice: 

"Teetétos ••• div1diO las már: generalmente conocidas lin~as 

irracionales acorde a las diferéntes medias, a~19nando la 

linea media a la geometr!a 1 la binomial a la aritmética, y 

la apotema a la harmónica", como es establecido por Eudemo 

el per1patl!otic::o. 

desde el d1álogo Platónico que lleva su nombre, J{norr(19.x> 

asigna los teoremas A y B del siguiente listado a Teetetos, 

cuyo conjunto supuestamente trabaJ6 Teetetos en su Teorta de 

la clasificaci6n de lineas: 

Teo.A.- Si un entero dado es no cuadrado, su ra1::: cuadrada 

es irracional. 

Teo.B.-Si un entero dado es no cóbico, su raiz c::Ubica es 

i,.rac ion a 1. 

Teo.C.-Si un número racional tiene la forma (N+1) /Nen sus 

más bajos términos, para un entero N, r.:tl;: CL1adr.ada 

irracional, como lo es su ra1:: cübica. 

Teo.D.-Si un nümero racional t1.:.one en m~s bajos 

términos, la forma N.J /M.J, donde N y M son enteros, entonces 

su ra1:: cuadrada es racional, de otro modo es irrac1onal. 

t<norr asigna el teorema C a arc:¡ui tas mediante la autoridad 

de Boetius, y de el Teorema D sostiene que hay buenos 

indicios de c:¡Lte hayci ~ido también de Teetetos. 

( 13. e> Vnorr, Ibidem 
1Jt,I\ •-:norr, Ibid. pag. 23:5 
{19.H> Knorr, Ibid. Pag.::12 
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Los teoremas A, B y D, planteados en un contexto aritmético, 

por que se refieren a nLtmeros, serian equivalentes en un 

contexto geométrico a los siguientes: 

Teo.~.-Si un cuadrado contiene un número entero de unidad de 

areas, y si este número es un cuadrado entero, entonces el 

lado del cuadrado será conmensL1rable con la linea unidad, 

pero si este número un no cuadrado, entonces el lado ser4 

inconmensurable con la unidad. 

Teo.6.-Si un cubo contiene N Ltnidades de volumen, para N un 

ni:'.1mero c:(tbic:o entero, entonces el lado del cubo es 

inconmensurable con la unidad; pero si N es un entero no 

cúbico, el lado será inconmensurable con la unidad. 

Teo.7.-Dos lineas son conmensurables en longitud si y solo 

si los cuadrados construidos sobre ellas tienen la razón la 

cual un entero cuadrado tiene a otro entero cuadrado. 

El último teorema aparece en Los Elementos<19.y) como la 

proposición X .. 9 

(19.y) Heath, Euclid's Elements, Vol.III,Pap.28 
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Kno,...r nos hace llegar este comentario sobre la labor de 

Arquitas i" •• • Los teoremas A y D <aqui usamos la notación de 

los teoremas como los usa Knorr mismo> requirieron una mayor 

fundamentac1on que Jas bases puestas por los pitagóricos del 

siglo v. Arqu1tas hizo un comienza en el ~rea de la 

aritmetica estableciendo el teorema e sobre lac; bases di? 

proporciones numéricas continuadas, pero fallo en su 

demostración, dejando una brecha, pero aún asi él mismo 

estableció otro teorema que aparece en VIII .8 de los 

Elementos que era una reduccion de aquel. Sin embargo a 

Arqui tas se debe el descubrimiento del teorema sobt~e razones 

epimóricas, de la fot"ma <N+l >IN del teorema C anterior, y 

sus aplicaciones al estudio de la irracionalidad en la 

teoría musical, y la relac1on de ambos a los teoremas sobre 

enteros cuadrados y medias proporc 1onale-:=; 9eom~tr1cas. 

Tambien la organi:=aciOn del libro VIII de Los Elemento~ y la 

sección Canon is es el trabajo de Arqui tas y sus 

seguidores" <20>. 

Luego, Teetetos, cont~mpor,'lneo de Arc¡u1 tas, creo un cuerpo 

de pruebas sol.ire proporcionP.s de enteros y las prcp1edadeti 

de relatividad de primos entero~, con lo que probo sLm 

teoremas A, B, y D. 

De Teetétos y Arquitas ,Proclo llego a decir: " ••• por ellos 

los tr::orem<'\'.3 1u~ron 1ncremeritadot::. ~- puestoR dentrú de iin m~s 

c1ent\f1co arreglo''. Con e&~ esfuet•=o Teet~toE ~~taba 

pon1end•:J las bases pr:.rc;l la foC'rta de NL1mero!;¡ incluida en los 

(20) lnorr, Ib1,1. pa9. 226 
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t<norr nos hace ! legar este comentar10 sobre la labor de 

Arquitas : 11 ••• Los teoremas A y D (aqui usamos la notación da 

los teoremas como los usa Knorr mismo> ,..equirieron una mayor 

fundamentación que las bases puestas por los pitagóricos del 

siglo V. Arquitas hizo un comienzo en el área de la 

aritm~tica estableciendo el teorema C sobre las bases de 

proporciones numét•icas continuadas, pero fallo 

demostración, dejando una brecha, pero aún as1 él mismo 

estableció otro teorema que aparece en VIIJ,8 de los 

Elementos que era una reduccicn de aquel. Sin embargo a 

Ar-quit3s se debe el descubrimiento del teorema sobt•e razones 

epimóricas, de la fot"ma <N+l > /N del teorema e anterior, y 

sus aplicaciones al estL1d10 de la irrac1onal1dad en la 

teoria musical, y la relación de ambos a los teoremas sobre 

enteros cuadrados y media~ proporc1onales geométricas. 

Tambien la organi;:ación del libro vr1r de lwos Elementos y la 

sección Canonis es el trab~jo de Arquitas y sus 

seguidores" (20). 

Luego, Teetétos, contempor,,,.neo de A1·qui ta$, creó un cuerpo 

de pruebas sobre proporciones de enteros y las propiedades 

de relatividad de pr1mo5 enteros, con lo qut..' probo sun 

teoremas A, B, y D. 

De Teetétos y Arquitas ,Proclo llego a decir: " ••• por ellos 

118 

los teor·emas 11.1~ron iric:rementados y puestos dentt"_CJ de 1m mas 

c1enttf1co arreglo". Con ese eSfL1er;:o Teetc:>tooe: ec;taba 

poniendo las bases pe\ra la Tecrla de Números incluida en los 

<20> ~·nort·, Ib1d. pag. 226 



Libros VII y VIII, por lo cual la mayor1a de los 

historiadoras de las Matemáticas lo ven como el autor de la 

inicial compilación del libro VIII (21>, Teor1a que según 

•<norr debio haber tenido la más libre estructura, mayormente 

cercana al tratamiento neo-pitagórico que al Euclideano<22>, 

y posiblemente reali::ada poco antes del 400, ya que Teetetos 

murió en el :::69 C23>, y fue en gran parte alentada por 

Platón dentro de su academia entre el 380 y 370. As1 el 

propósito del lib,.o VII habt"'ta sido el servir como una 

herramienta para la teoría de la inconmensurabi 1 idad <24) .. 

En el aspecto geométrico, la anthypha1resis aparece usada 

en el conte::to Eudaxiano como una definición de praporciOn, 

como atestigua Ar1st6t1?les: 

· ••• no e5 facilmente probado pot· ejemplo oue la linea 

paralela a el lado y cortando la fi9Ut'd plana divide 

similarmente la base y la ~rea. Pero al menos la def1n1ciOn 

es establecida, lo dicho pat•ece inmediatament~ claro. Porque 

Jas are.t1s y l~s bases tiP.n~n la misma etntanairec;;1s. Tal es 

la definición de la misma ra::ón' C25). , ........... ,. ....... ·T-··· .. "1.'""} 
EF es paralelo a BC, 

E.F corta a ABCD, enton::1~c; 

AE:EB=AEFD:EDCF. 

_(_2_1-,-,-,n-o-,-•• -.• -¡~b.l.d,pag. ;::39 A IL e 
(22) f(norr, Ib1d. 0.:19. 240 
(23) Knorr, Ib1d. pag. 301 
(24J f<~no1•1•, Ib1d. pa9. 242 
C25) f(nort•, Ib1d. P~"'9· 257 
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Usada asl, la anthyphairesis pudo haber sido tomada como el 

inicio de una teorla de figura~ similares planas<2B>, con lo 

cual se ocupar.la en el mas alto nivel de la teorla de los 

inconmensurables, pero ello no significa que halla sido 

utilizada en la fLcndciment .. -:ici.:iri de las magnitude!: 

inconmensurables, ya que no hay pruebas documentale-=. de 

esto<29). 

Este teorema, a decir de Knorr<26) 1 aparece e::pl1citamente 

en 47 de los 96 teoremas sobre lineas irracionales <Libro X 

de Los Elementos, proposic1ones 19 a la 114l, y es 1nfer1ble 

en otros 12, lo cual se- debe a que; " ••• par-a identificar una 

linea como riacional Lino debe referir a la conmensurabilidad 

de cuadrados asociados; y conversamente, ;:iara identificar 

una are,... como racional uno deberta referir a la racionalidad 

de lineas asociadas''. Es impot·~ante nota~ que al~Ltn~s líne~s 

inconmensurables sen '::lin embargo rac:ionale~ <=7>. 

Parecidamente a lo ocurrido con la at•itmét1ca, al pat·ec:er 

fue Teetétas; qL1ien probo una '::lerie de teoremas q1..1e a la 

postre ut1l1zar·1a pa1·~ cimentar una teor1a de oropot•c1one~ 

que pudiera ocupar para el estudio de las magnitudes 

<lineas, este caso) 1nconmen~L1rab les. Mene: ionemos 

algunos: 

Teo.III.4.-Dados tres segmentos de linea A, By e, entonces 

A:B=fiC:BC 1Flementos VI. t:VII.17 v Vll.18' 

c=e> t·,norr·. lbtd. pag. ::!61 
c.:::cn l-r101·r·, ftJl d. oag. 300 
~::'6) /'norr, lbtd. pag. ~59 
<7:.7) 1 nor•r. !bid. pag. 26(1 



Teo.IIl.5.-Si cuatro magnitudes A, 8, C y D del mismo tipo, 

les ocurre que A: B=C: O, entonces A: C=Bt O (Elementos' V.' 16 y 

VII.t3l 

Teo. III.6.-si en tres magnitudes A, By e ocur.re que 

A1C=B:C, entonces A=B <Elementos V.9) 

Teo.111.7.-Dadas cuatro lineas A, B, C y O, A:B=CzD si y 

solo si AD=BC<Elementos VII.16 y VII.19) 

Corola.1~10.0adas tres lineas A, By C;A1B=B1C si y solo si 

AC=81(Elementos VI117> 

Teorema III.9.-Dadas magnitudes A, B, C, O, A:B=C:D si y 

solo si 

Aª:Bl=C1:02 <Elementos VI, 22, ella es muy simila a X, 9) 

Teoremas notables porque, según Knorr,"sobre la 

fundamentación de s6lo tres teoremas de figuras similal""es 

( teoremas 4, 7 y 9> y un poco de lemas auxiliares de 

prooot"cionalidad de magnitudes <un subconjunto de teoremas 

del 1 ibro V>, la total id ad remanente del 1 ibro X puede ser 

producida". El teorema 4 fue citado por Aristóteles como un 

ejemplo del uso de la anthyphairesis deritro de la teori8 de 

figuras similares y fue conocido como un lema aplicado en 

Cñda p .. ""tso dentro de la teoria. de los inconmensur¿\bles(28). 

Con ese esfuerzo realizado 

Proporciones<28.:;:>: 

<28) l~norr, Ibid. pag. 270 
(28. :z) Knorr, Ibid. Pag. 273 

la Teoria de 
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i) " Teetetos aprovisionó de una estructura formal a la 

teorla de los núme1~os, prefigurando los Elementos VII, desda 

los cuales los teorema'5 sobre primos relativos pudieron 

manejados para establecer el criter-io aritmettco de 

inc:onmcmsurab i 11 dad. 

ii) Generalizando a la geometría el procedimiento 

aritmético de la anthyph.airésis, Teetetos fue habilitado 

pat"'a desarrollar los teoremas sobre proporciones de l !neas, 

planos rec:tanguláres y sólidos, los cuales el requiriO par«1 

construcciones de 1 ineas inconmensurables. 

iii) Desde las definiciones de medias (geom~tricas 

,aritméticas y armónicas) ~l ~ormulo tres clases de lineas 

irracionales, correspondiendo a la medial eucltdeana, 

binomial y apotema, y comenzo a la investigac:10n de sus 

propiedades 

iv> Realizo la c:onstrucc:i6n de los c:1nc:o sólidos regL1lares. 

Pero también aqui Teetetas tuvo un sucesor; Eudo>:io, quien A 

deci1• de 1-'roc:lo;" ••.• hab1endoise convert-ido 1..m asoc1adr- l:.''1 

el circulo de Platóni (1>.- fue el pr1mero en incrementar- el 

núm~r"o de los tan llamados teorem.;!? generales. \":) .- él 

aNadi6 a las tres pr•opot•ctones ot1·a~ tr•es, y, (3J.- por 

medio del análisis él incremento en número los teoremas 

':'ubre lR se.:cicn el cLcrl tome.• su tn1c10 desde F'l.::1tcn" l".:.(I) 

, rJonde.> los teoremas [.p~nw-,,les meni.:1on...:\dos rior f-'roc:lo no 

nueden t.e1· sino los teor1?mas sabre oropot•ciones del l ibr•J V 

(3(1) l=.norr, !bid. cag. 240 
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de los Elementos (de ellos el V. 16 es 1 lamado 11 enal latt"por 

Ariost6teles). 

Además del libro XIII, cuatro construcc:iones·-"son 

consider•adas con respecto a la irracional tdad de las l 1neas 

obten1das ••• Dos de esas aplican las definiciones y 

resultados los cuales fueron bien establecidos dentro de la 

teor1a de Teetetos de los tres irr~cionales fundamentales: 

<a> si una. linea racional seccionada en ei:trema y media, 

sus segmentos serán cada uno apotema(XIII.6> 

Cb) si un dodecaedro es inscrito en una esfera de radio 

racional, su cateto apotema <XIII.17>. Ce> Si un pentágono 

regular es inscrito en un circulo de radio rac1onul, su lado 

~s un menor irrracional <XIII.U>;y <d> Si un icosal!!dro es 

inscrito en una esfera de radio racional, su cateto un 

irt~rélcional menor <XIIl.16} (donde l..; diagonal A el mayor 

irracional y el lado Bes el menor 1t•rac1onalJ. 

La Teorii\ Euc: 1 idea.na de los nLLmP.ros :;:e basa en el 

procedimiento de Anthyphairesis, es decir, en t.""l método 

Euclideano, ''algoritmo'', para calcular la m~x1ma medidél 

común. Se cree que esta técnica fue descubierta por Tetetos 

la década del afta 370, y ella fue la base de una Teo1,ia 

de proporciones para magnitudes conmensurables compilada en 

el Libro VII de? Los Elementos- •'"30. ~). 

Esto es un elemento que muestr.:1 de nueva cuenta cómo nJ la 

anthyh .. ~1res1s n1 ¡¡;, Teorlél de l"'s pr~oporr.1ones eEtuv1eron 

c:;.1;i,~ñO~l~'i"ihc"lUCl6n: Pl"imera$ ef;ap.;is •.• ' Pa9.1n 
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ligadas en el descubrimiento de los inconmensurables, ya que 

a Taetetes le presentarian los inconmensut""ables como 

problema existente, como muestra el mismo diálogo, y cOn 

esto, creo, se cae la suposición de SzabO de que " ••• parece 

que el problema de la irt·acional idad se originó en la Teoria 

de proporciones"<30.b>. 

Sin embargo, estas ba5es puestas por Teetetes en la Teorta 

de proporciones planteaban problemas técnicos que ~l no 

alcan:6 a resolver, en parte debido a su pronto 

fallecimiento, como fue el caso de que el Teorema X.9 de Los 

Elementos se limitába a números similares planos. 

Sin embargo, Eudoxo de Cnidos siguió un camino 

distintoC30.c). Sus investigaciones acerca de la medición 

del circulo, la esfera, la pirámide y el lo ! levaron a 

una técnica de prueba llamada el "método de exhaución", que 

utilizaba de manera indirecta los 11m1tes y se basaba en el 

ra:::onamiento indirecto, en la c:onstruc:c:ión de figuras 

auxiliares mediante la bisec:c:i6n continL1.:1 y la man1pL1lac:i6n 

de desigualdades, técnicñ que se trñnsformaria para 

aplicarse a las magnitudes inconmensurables, como mostraron 

Pappo y Arquimedes con ejemplos. para desembocar un tanto 

modificadas en el Libro V de Los Elementos, donde las 

desigualdades de EudoHo entre las ra::ones de magnitudes 

conmensurables e inconmE:!nsurables se convlert8n en las 

desigualdades Euclideanas entre equimült1plos de 

(30.b> Szab6 1 The beginingi::. .•• ,F'ag.98 
(30.c) Knorr, De Etthauc:iOn •.• F'ag.10 
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determinadas magnitudes, <30.d) tat"ea que a1· parecer se debió 

a los disctpulos de Eudoxo. 

Resumo ahora la versión de la Teot"1a de los Inconmensurables 

de l{norr en las si9uienttes 11neas (31 >: 

Teetetos habrla muerto en el 369, cuando tendría 45 afros o 

poco menos. Poco despu~s Eudoxo ingl"'esO a la Academia como 

asociado, cuando tendría unos 30 arra, y lo más natural fue 

que él retomára la Teor!a de los Irracionales donde Teetetos 

la d•JO, e inicio la Teoria de Proporciones, alcanzando los 

maximos logros alrededor del 350. At-istOteles ingresa a La 

Academia de Platón en el mismo arra que Eudo::io (367> y 

permaneció en ella hasta la muerte ,de Pl~tón, en el 347, y 

en el último periodo de ~u Gstar1cia en ella dirigid la 

Escuela per1patP.tic~, del 335 al 323, manteniendo 

comunicación con discípulo5 de Eudo>-:io. Aristóteles fue 

ouien introdujo la Teoría Anthyphairetica, la cual 

caracterizó el trabajo en la teot·ta Teetet1ana de 

Proporciones e Irracionales QUE' se realiz.ótba e>n el momento 

de su ingreGo a la Ac3demia. As!. P.n La Física él discute 

las dos formas de comparabilidad cv, def.4 y X. U, la cual 

representa el encuentro de las concepciones Anthyohaire.otica 

y Eudoxiana de proporcion. Todo ello 1·eorE'sentar1a L•n 

perlado trL:ins1cicmal de La Teoría de lO!:i Inconmensurablc.•s, 

(30.d> 1-<norr, De Exh-aucion ••• Pay.11 
(31) Knorr, Ibid. pag. 285 
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la cual sólo habr1a alcan:ado su forma completa como_sa 

establece en el Libro X de Los Elemetos hasta el 330. lo 

cual atestigua el c:omentar-io de Eudemo sobre las 

definiciones de Eudemo de los irracionales y los remarques 

en De Lineis lnsecalibus. 

El Libro X apuntarla hacia el Libro XII, para desarrollar Ja 

Teoria de los mC\S grandes Irracionales, como se maneja desde 

la T@orta de las figuras similares planas (partes deJ Libro 

VI) y desde la llamada Algebra Geométrica (Llbro I 1) y 

12b 

requirió de l.Rs técnicas de la Teoria de aplicac1on de Areas 

<VI, 26-29), al menos en la forma desarrollable por los 

medios del Libro II. El Lihro X contiene la Teorla 

geométrica deo irracionales, y ello implica la e><J.stencia de 

una Teoria Ar1tm•tic:a que utilizaria la totalidad de la 

Teol'1.a de lo!> Numeres del Libro \111, y poi· t .... ~nto, 

º· .. e·:c:eptuando lo~ mater1ale5 topologicos contenidos 

los Libros I, Ill 1 VI y XI, virtualmente la totalidad de los 

Elementos pueden ser entendidos como el producto del 

esfue1·=0 de Eucl1rte<::> oarci nresentar la entera Teoría formal 

de Irracionales dentro de una misma suficiente comp1 lación 

dl" trat,;\dos'' C3~). 

Acerca de ésta t:1lt1ma ¿\flrmacion, yo har1a L•na sola objec:iOn 

, y la centrarla alrededor de 5U última afirmacion, sobre la 

Como J~norr mismo seffala, hc1y Lturos ·.i~ io~ Elementos en los 

c:L• • .,le"=> se ':'StablecE'n nropos1c1ones que no ref1r-?re•1 

C32>. J:norr, lb id. oag. 28':' 



exclusivamente a los irrac:ionales, ademas de los Libt•os I, 

Ill, VI y XI mencionados por Knorr mismo, y ello permite 

hablar paralelemente del tratamiento de una Teoria de 

Transformación de áreas, Teoría de Solidos o una Teoria 

de Numeres Primos, o incluso una Tear1a de Proporciones, las 

cuales si bien algunas estuvieran relacionadas con la Teoría 

de Los Irracionales, no me parece claro que Euclides las 

haya incluido en Los Elementos para "presentar la entera 

Teot•ia formal de Irracionales", pot"'que bien pudieran haberse 

desarrollado independientemente de los irracionales en su 

tiempo. Esto es, si bien contemplan proposiciones sobre 

irracionales no son su único objeto de estudio. 

Si Euclides hubiera tenido como finalidad presentar una 

Teorla de Irracionales como finalidad, ¿no hubiera sido más 

lógico que él presentara los temas y/o proposic1ones 

conforme habrían sido desarrollados cranol691camente o 

conforme a algún orden en que se desenvolvió la Teorla de 

los Irracionales?, ¿porque habrla dejado los huecos que 

presentarla ésta Teoría en los Libros I, I I I 1 VI y XI? 

Además, desde la antigüedad no hay alguna referencia, por lo 

menos no la ha presentado ningún autor, a un tratamiento de 

un• "Teorla de Irracionales", por lo menos no usando el 

t~rmino "teorla" con que se nomina actualmente, sino s6lo un 

tratamiento de los inconmensurables o irracionales i:omo un 

elemento cuyo hallazgo se dio en el seno de la mat~m~tica, y 

en particular, segun lo discutido. en la Geometrf.a.¿hicieron 

los Griegos realmente una Teorta de Irracionales?, ¿podemos 

127 



hablar, análogamente, que fol""mL1lar-on una teor-.f.a de 

Proporciones, otra de Números Primos, de Sólidos, etc?, ¿no 

estaremos fragmentando el conocimiento matemático con estas 

categor.f.as conforme a esquemas actuales de pensamiento que 

dividen el trabajo hLimano? 
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Es claro que Euclides hac:e una compilación de elementos que 

muestran un estudio de los irracionales, pe,.o tambián del 

estudio de las proporciones, las lineas, los planos, los 

solidos, y en fin de los el'?mentos manejados en los diversos 

ámbitos de la geometr1a Griega qLte .:ir•t•ojO un caudal de 

conocimiento.z:; en los siglos V y IV. Sin embargo, dentro de 

la hila=ón con el resto de nuestro discurso presentado en 

las reconstruccc1ones de los 1nconmensurables, por Jo menos 

Ja del propio Knorr, me parec:o que la conclusiori que puede 

obt:en~rse no es q~ie Eucides tenla el obj~::>t1vo de "presentar• 

una Teot"!a de Irracionales'', sino más bien el presentar a l.3 

geometrta como un todo matem~ttco, coherente con Ja raz:on 

misma, en el que era posible incluir a los inconmensurables 

o iracionales sin que el corpus: matemc1tico <el resto de los 

conocimientos de proporciones, s6l idos, etc.) c•yera 

contradicciones, en lo irracional dirlamos ahora, y que 

Jejas de hundir a las Matemáticas en una supuesta ''crisis'', 

la desplegaba a los más amplio vuelos, completando a la 

geometr1.:i.. QLIP. le transportarie1n a J.:i c:reac10n de la br.SP- de 

la gaometr1a de nuestro tiempo. 



Por otr"o lado, cerca de la f"econstrucciOn de t<norr de la 

Teorta de Los inconmensurables, me parece preciso hacer las 

siguientes observaciones provenientes de otras a.utores1 

Las primeras objeciones que consideraremos provienen de la 

critica que hace S:abó a las interpretaciones de Van der 

Waerden y Vogt, quienes en algunos aspectos coinciden la 

de Knor1·, los cLiales critica precisamente SzclbO. 

a> Szab6 considera que Teodoro no realizó ninguna 

demostración rigurosa de las proposiciones manejadas por é-1 

en el dill.logo del Teetetos, no obstcinte que los t~rminos 

'dyname1s• y'demostrac16n'aparecen literalmente, y que 

dichas pruebas no parecen haber interesado ~ sus des alumnos 

porque ~stos '' inmediatamente comen:at•on Qlgo completamente 

di1'el'·ente, Ll<.:iando los resultado~· los cu¿1le'=' hablan sido 

obtenidos" C36>. 

Aqu1 hay que precisar que, Szabó no duda QLIF..' teodoro eE:taba 

habilitado para hacer las demostraciones referidas, pero 

sostiene oue Tendero no pudo haber d~mosl!·;do r1gL1rosamf:"nte 

la proposición contenida en el p.ti.t•t•afo: 
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"• •• teodoro ~=taba 1nane-Jando alg1.1nas dyn.:.me1s para 

demostrarnos que l.:\s long1 tLldQS de los lados de aquel la-;;; qui? 

tenlan una area de tres o cinco pié~ cu~dr?dos, no eran 

conmensurables con la longitud de los lados de una unidad 

cuarj1·ada. ~l diacut1ó 1~1 coso de cada dyname1s 

111d1v1dualm@nte hasta que él alc~n:o el caso de un ~u~drado 

car1 a1·e~ de rjies1c1Ft~ pies cuadrados ••• '' 

C~h) S::i\bO. -lhE' PAt)-lnings ••• ,pag. 61 
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Porque para elle debia previamente haber demostrado las 

proposiciones VI.17, VIII.18 y VIII.20, que Szab6 mismo 

util(::a como hipótesis en su reconstrucción(37>. 

A mi me parece Que Szab6 está aceptando con esto que Teodoro 

solo pudo haber demostrado rigurózamente el teorema si el 

proceder de éste hubiera coincidido con su propia 

reconstrucción del halla~go de los inconmensurables. 

Y está aceptando, tambien, que a Teodoro solo puede 

adJudica.rsele la demostración de un teorema a partir del 

diálogo el Teetetos, solo si Teodoro hubiera reali::ado una 

demostración c:on el formato del tipo predominante en la 

matemática contemporanea, o con el de las demostraciones de 

los Eleáticos, de los cuales supone Szabó que la matemática 

Griega estuvo subordinada, como si la Filosof1a de estos 

hubiera transferido su método deduct1vo a las 

Matemáticas(43) 

Sin embargo, en cuanto a lo primero, si nosotros partiéramos 

de que Teodoro no siguió el procedimiento que utiliza los 

tetragonismos, que es lo que ~ostengo, creo que Teodoro 

tenia porqu~ pat•tir de l~s pr·opos1ciones VI.17, VIII.18 y 

VIII.20 1 sino de otr~s suposiciones, como por eJemplo lo-: 

teoremas relativos a los números pares e irnpares que utili:?a 

Knorr en su reconstrucción. 

En cuanto a lo segL1ndo, si bien es cierto que en el d1álogo 

el Teetetos se set'lala l i teralment.: ñ. TeotJoro 1..:omo el 

<37> Szabo, Ibid., P,:ig. 60 
(43) Knorr, On The Early History ..• ,Pag.145 



autor de el teorema mencionado, ese dJ.:\logo sí retrata a 

Teodoro demostrándolo, como dice knorr. Y m~s aún, c:on lo~ 

elementos dados en el propio dL:.logo Teodoro pudo haber 

demostt•.:ado el teorema. de manera mas Jib1•e, al est1lo de los 

m~todos propios de la 9eometr1a 01•esoct"'ática142), si9uiendo 

el tipo de demostraciones con figlU"As y/o narraciones <como 

tamb1en muestra en t::l menon) que c:aracterizáron e! grado 

de desarrollo del persa.miento geom~trico griego del siglo V. 

b) Sobre la base del texto del di~logo, S:abó no atribuye a 

Teetetos n1n9(1n nuevo descut-.r1miento matem.:i.t1co aue 

también atribL1fdo a Teodoro. Y por tanto, conc:lL1ye, 

adjud1c~rsele el Teore1na de la clasif1caciOn de las dynameis 

Teetetos debió haber inventado previamente los r:onceptos de 

•conmensurable en longitud" y 'conmensurable en cuad,.ada· 

Pero como S::abO los encuentra a .:trnbos t~1·m1nos en el d1t!<.Jo90 

El Polft1co(39), entonces, concluyp ~!. ~sto~ debiet•on 

exi~t1r• antes del tiempo dP Pl~t~~ y Teetetos. 

"Por tanto la enumBre.c:ión de clyn<1me1s 1nd1v1dL1-"1es V 

algunos detalles de prLteba~ dadas nor teodoro Piir·~cen ser 

una preparación para la comprehensiva cle.s1t1cac:i0r1 la cual 

~n;;;;-;-Qñfhe.Ear!y H1storv co'f A~:iomat1c:s. Pag. 1~0 
i.1.9J S.:abo, Ib1d., F'~9. ·, 1 
<:!.8> S:i:abo, Ib 1 d. Pag. 6:' 
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e-reo que es necesario decir que El diálogo E1-Polltico(38.a) 

es uno de los cuales se duda qL1e provenga de Platoo __ .:úO cUci1··· 

hicimos referencia cuando hablamos de El Parménides>', y c_on 

ello se v1ene abaJo la validés de la argumentación de Szabo. 

porque bien pudo haber sido hecho posteriorménte después de 

la eHistencia de Pl~ton y Teetetos. 

Ahora bien, esto no implica que yo sostenq" QL't:> T"='etetos 

haya sido el autor del o los teoremas que le atribuye Knorr, 

ni de los de Teodoro. sobretodo si hay indicios de que las 

iuentes provenientes de la Antigüedad n~ dudos~s, como PS~s 

dos que sef'fala S::abó y que knorr ¿icepta 1mpl1c-itC1mente. Sin 

embargo, creo que bien pueden mantenerse como h1potes1s. ec;as 

autortas, hasta que se encuentre, s1 es que e>curre • .;1 

verdadero autor, o se derrumbe la rec::onstrucc1ón de Knorr. 

e) Las dos prinr:ipal<:0c; fuentes pruver11entP:; de l·J ~nt19uedad 

que acl'"'ed1tan a Teetetas nuevos conoc1m1entos matem~t1cos. 

según S=abO, tienen credibilidad dudosa. Estas son el 

Scholium a la propo-::.iciOn q E.n el 11hro 'I de lo!> Elen·ent.o~ y 

un reporte contra el comentario d!i-' F'oppLts ~1 L1bro '1'.. oue 

sobrevive "'5ólo en trad1.1cc16n Arcib1ga. 

El Scholium dice: " Esi:e teot·l~ma es un descubrimiento de 

Teetetos. Estc.i es también menr.1onado por Platón en el 

dictlogo Teetetos, e>:cepto que solo caso especial esta 

fO>•~ta.bl1~c1er1do rosto, c:omo oriL·=sto .:. J,._ ft1 1·mL•lo:~c16n genural 

T-~8~rn~Ledo I •• D1Alo9<.'."S de ~·taton, :te la 
Intn:1dL1rcitm. 
t'1t.1J ';i';!:':\bó. Ib1d. Pag. 76 



El reporte dice:" ••• la teoria de magnitudes irracionales 

tiene su origen en la escuela de Pitágcras. Ésta fue 

considerablemente desarrollada por Teetetos el ateniense, 

quien d10 pt"ueba, en esta parte de las Matematicas, como 

otras, de la habilidad de la cual h.:1b(a sido justamente 

admirado. El flte uno de los hombres mas fel 1:::mente dotados, 

y dado sobre él mismo, con un f1no entusiasmo a la 

investigación de las verdades contenidas en esas ciencias , 

Platón produce testimonios para él en el trabajo el 

cual el llamó deo;:;:pués por su nombre. Como para la exacta 

distinción de las magnitudes mencionadas arriba y las 

rigurosas demostraciones para las cuales ésta tecria se 

elevó, yo pienso que !:?l los fueron dirigida.mente establecidas 

por estos m.;itemát iucos, y más tarde, el gr¿¡.n Apolonio, cuyo 

genio tocó los más grandes puntos de eacelencia en 

Matem~ticas, afradi6 a ésos descubrimientos un nLtmero de 

teor!as sobresalientes después de muchos esfuerzos y 

trabajo. Porque Teetetos hab1a di5tinguido raices cuadradas 

conmensurables en longitud desde aquellas las cuales son 

inconmensurables, y habia dividido las bien conocidas 

especies de l!neas irracionales tras diferentes medios, 

asignando la 'medial ·a la geometr!a, la 'binomial' a la 

arirmética, y la 'apotem.;i' a la armonica, como es 

establecido por Eudemo el Peripatético, etc: •••• "<41) 

A ambas citas les ataca Sz~bó porqu~ lo esencial se basan 

en el propio diálogo del teetetos. 

<41> Szabo,Ibid., Pag. 78 
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Sin embargo, Knorr en un escr1to poster-ior<44> comenta: 

"Interpretando este pasaje deberiamos tomar 

consideración que el informante, Eudemo, fue un discipulo de 

Aristóteles, por tanto ubicado entre los tit:?mpos de Teetetos 

y Euclides. Los términos ·medial', 'binomial" y 'apotéma'son 

básicos dentro de la clasificación Euclideana de las lineas 

irracionalPs, pero no~otros aprendimos desde otro tratado 

Aristotélico que esas nombres fueran 's61o t"ecientemente' 

i ntroduc: idos. F'or tan to, nosott~os podemos inferir desde el 

reporte de Eudemo no Que Teetetos había establecido una 

correlación entre las clases Euclideanas y las medias, sino 

mas hien que Teetetos torm6 sus prop1as clasE's de 

irac:ionales como las medii•S de lineas d.:tdas. La correlac1on 

con las clases Euclideanas es por tanto la mane!ra de Eudemo 

de caracter1::ar lo que T1?-etetos hi::o en términus más 

familiares para los estudiantes de esta última teor1a ••• ·• 

Con lo que Knorr insiste en adJuc11car a Teetetos la 

c:lasificacíOn la cual 

nombre y por supuesto 

mencíon<'t en el diálogo qu~ lleva SLt 

SL! contiabilidad. 

Yo no sostengo que Teetr?tos haya sido el auto' del o los 

Teorem~s que Knor•r ad.iudic:a a Tctetos o Teodoro. máxime si 

ei:isten serias objeciones a esas fuentes de la üntigüedad. 

Sin embargo, tampoco creo que S:=al.16 niegue sol id amente que 

TP.etetos y Teor:loro fueron e~ns los .=1ut:ores. pL•e~ rio dit...r:;

quienes fueron los ~utores fidedignos. Creo, pe~ tanto, que 

<44) K.norr, Euc:l 1dean Theury ••. • Pag. 43. 



es posible mantenet~ la autot"'ta de estos Gt"iegos, mientt"'as la 

Teoria de Knorr no sea derr,..umbada. 
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CONCLUSIONES. 

I. El papel del Pi tagorismo 1 en e~ ._d~scH•rol lo _del 

pensamiento. 

En mi opinión, el conte:<to filosófico del siglo V del 

nacimiento del pltagorlsmo, es emin~ntemente el del ~scenso 

Y ca.ida de la Escuela Filosófica Jónica, y el pitC\gor1smo se 

vio impregnado de su interpretaci6n del mundo partir de la 

natura.le:!a sensible, no obstante que formalmente P1t~goras 

estuviera por fuera dicha Escuela. La T~s1s de OLtE> las cosas 

son nomeros y su subsecuente concepc1cn atom1s~a, habla de 

una identificaciOn entre la na.turale=a y la abstrac16n. Si 

las cosas son números, el universo es de números y 

relaciones entre ello~, con lo cual lo abstracto tunde 

con lo concreto en un ord&!n el que el VOsmos se ~xpr"esa 

por devenir, 'Y en ése terreno le\s cose\s ;;an > no :;on, 

como entend1a HerAr.lito, filosOficamente cercano a Los 

.Tónicos (aunque de origen Efl!osiol, el mundo es e1:pl icado por 

su indeterminacion, como sostenla Ana:.:.imandra, y con una 

tonalidad similar, pitagórica, el n(1met·o cr·ea co3~s QUQ no 

son números; Los Inconmensurables, que sin embargo provienpn 

de números, ni::1meros enteros, sensibles, '." de un mundo, su 

mundo, donde todo es n1Jmero. Estas magnl tudes ser1an la 

indeterminación pitagórica, podr1a haber dicho Ana~imandro 

d~ conoce1•los; el ser· v el no ~er n~mct·~. se Jact~rla 

Heráclito y posiblemente pondrla en dud::i l~, s..=ib1dLtrla de 

Pitagoras, porque ~u ~ventual descubt"1m1ento sólo 

confi:·marla lo qLu? el Efesio profeti= .. ,ba. En ese paisaJe 
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amalgamado con el ft"ago,.. de las proe.:as guerre~as y Ja 

Alétheia de su palabra, donde la ra::ón y la verdad guardaban 

aún un tinte mágico de su antecesor engendro, donde lo 

abstracto no abandonába del todo lo concreto, ahi lo 

·racional', conmensurable, engendró lo'irrac1onal', 

inconmensurable, alcanzando con esta gestaciór"1 el el im.:i>: del 

ascenso de las expresion~s Jonicas de la F1losofia, la 

cúspide de la unión de los elementos contradictorio•1 pero 

in sltu estaba creándose el punto de pa,•tida para su 

superación, la tumba del propio pitagor1srno. y con ello el 

f!n de la Ultima expresión Jonica de la Filosof!a. 

Más ~sta creaciCn, conformaría un elemento adicional dentro 

de los factores QLU? colocarlan al pensamiento 9r1e90 antiguo 

el umbral de la evasiOn de las contradicciones, ya 

sembrada por Parménides, y la neces1dad de l~ fund.:1mer>t.=\C1on 

de las ideas por Ja vía de la demostrac1on, expresada en tJna 

superación de las demostraciones heurlsticas de la geometrla. 

de Jos primeros pitagor-ic:os por Teodoro, y un ascenso del 

pensamiento demostrativo en H1pocrates y Oemocri to Ca 

quienes, aún cuando pocas referc>nc.1as se tengan de e-1 los, la 

antigüedad les adjudica la reali:::ac10n de demostraclc.ine.s de 

propoc;1c:1ones Matem~'tic:as>, y m¿(s adelante por Teetetos, 

Plat6n y su oscL1ela, como una her~ncia dejada al 

Aristotell~mo: l~bor que de manera global reditua1·1~ legados 

en dus gr.;i.ndes verttentt.>S: La M~•tt="mática y La Filosoff<l. 

Así. ~1 pita9or1smo hat-J1•1a r:oloc:ado, aun c:on torJos sL•~ 

e.ilementos '3L1bjetivos, 1 e1ig10150-=. y aparentemente 
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irracionales, desde la-crítica··Aristot~lic:a, -la piedt"a de 

to'3ua pat"a la construcción de_ la abstr~ci_ón pura y la 

demostración matemática: Vernunft wird unsinn ••• ! 

<Razón ~ue deviene sin razón ••• !) 

II.Repercusiones en la Matemática y la Filosofía. 

a> La 'Crisis de las Matemátícas'y Los Elementos. 

En mi opinión," la crisis de las Matemáticas' aludida por los 

autores del siglo XIX, con cuya ocurrencia está en 

desacuerdo Knorr(33> y Szabó, sólo puede ser entendida como 

crisis del pitagorlsmo. Desde el hecho de que para el 

pitagorismo hacer Matemáticas era lo mismo que hacer 

Filosofia, porque su actividad entera tenia confines 

deidales y porque aún no se marcaban las fronteras de la 

división social del trabajo, y de el hecho de que el 

surgimiento de los inconmensurables ponla en contradiccion 

su Tesis fundamental de que las cosas son números; la 

contradicc:ión que ésto representaba en su Filosofía era 

también una contradicción en su matem2't1ca, y en particular 

en su concepto de número. Pero como el pitagor1smo 

representaba la e5cuela mat~mátic:a y filosófica que dejo 

mayor trasc:endencia soci,'\l en el siglo V, no debiera 

extranarnos qLte su crisis .olParec1CJra a la postre como 

crisis de las Matemáticas, aLln cuando no se menc1onara 

literalmente ent1·0 los griPgos la palabra 'cr1s19·. 

Pero esta 11 Crts1~··,deb10 haber sido una crisis dialéctica, 

(33> Knort"', lb 1d, pag. 307 
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que se manifestó en diversas vertientes, mostradas en el 

desar,...ollo de esta Tesis: <i> Un esfuer;;:o del pensamiPnto 

matemático por superar los métodos 'heur1sticos'de las 

demostraciones del pitagorismo del stglo V en el terreno de 

la aritml>tica, conformando la re9eometri::aci6n de la 

At"'itml>tica Geometri::ada a la que alude f(norr en sus 

conclusiones; (ii) La atencion misma que prestaron al 

estudio de los inconmensurables unas de las partes más 

lúcidils y representativ..-.s de las cort~ientes postmiles1as del 

pensamiento antiguo griego, encarnadas en H1pocr~tc:;s d.;. 

Qufos, DemOcrito Ca tomista), Teetetos, Platon <que 9uardaba 

cierto legado pitag61"'ico>, Arquitas Y Eudoxio CmatemAticos 

de lo mas sobresaliente) y Aristoteles ••• quienes debieron 

haber percibido l• importancia da tos inconmensurübles para 

el desarrollo del pen5am1ento matem~t1co, y el 

desanudamiento de las Matematicas del pitago1"ismo par• el 

desarrollo de la razón (recordemos la importancia que se les 

daba a las Matemáticas en la formación de los griegos>. 

(1ii) La búsqueda del rigor de la demostración que anare.•ce 

entre los siglos V y IV a.c., a cuyas muestras pertenecen 

los alientos de Platon a alumnos, dentro de los cuales 

estaba Aristóteles, como una especie de principio que 

mantendrá el pensamiento matemático y filosOfico. 

Con esas mismas muestras, que maneja lnorr. me parece. s1 se 

puedE:c> percibir un.oi 'cr1~i~ en las Matem~ticcn•'. pero no una 

crisis en Ja que se hallan hundido o parali:ado, ni an l• 

que de maneriíl mecánica Sltrge una fund3men tac i 6n Y 
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estructuración de las MatemAticas via una supuesta 

axiomática Euclideana, sino una crisis en la que se recogen 

los supuestos basicos de la matemática pitagórica, se 

superan sus contradicciones <cuyo ejemplo má5 claro la 

superación antes mencionada del concepto pitagórico de 

número, intuitivamente en Platón, y decisivamente en 

Euclides y Aristóteles), se le alienta a basarse en el t•igor 

de pensamiento, y se Abre paso a una nueva manera de hacer 

Matemáticas teniendo como base la demostración y una 

concepción ampliada del universo matemático que incluye a 

las magnitudes inconmensurables. Cimientos qt1e en mi opinión 

se mantendrán hasta nuestra matemática actual. 

b) El declive de la dialéctica Jónica y El ascenso de la 

razón Aristotél ic:a. 

Más notoria que en la Mcitemát1ca, en la Filosofia se cimbra 

mas claramente el pensamiento con la crisis aludida en el 

inciso anterior. 

Al derrumbarse en el plano de la razón la tesis ~undamental 

del pitagor1smo, se cata la última expresión de la escuela 

filosófica Jónic:a, y se estaba det•rumbando también la 

concepción dialéctica que ella sostenla implícitamente en su 

explicación del mundo a partir de la naturaleza sensible y 

el reconocinmiento de la contradicción como la razón del 

devenir del KOsmos. Declinaban, pLtes, las primeras 

concepciones de la dialéctica, entendida desde la óptica 

Hegeliana<34). Pero, no se les entierra en definitiva, sino 

(34) G. W. F. Hegel, Ibid, pag. 258 
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que _apor_tan:·los elementos, el Ser y el No Ser, para el 

entend'imiento-de sus partes por separado en el pensamiento 

, como instantes diferenciados, abonando el terreno para el 

surgimiento de la abstracción pura anunciada por Parménides 

y Zen6n, y coronada por el surgimiento de la Lógica 

Aristotélica. He ah! dos momentos fundamentales en el 

desarrollo de la historia de la Hilosofla, como una especie 

de desembocadura a la qua art"ojarian el pitagcr1smo, el 

surgimiento de los inconmensurables, el desarrollo de la 

ejecuciOn del razonamiento y la madures de la abstracción 

matemática del siglo V obtenida de ésta, y el grado de 

desarrollo del contexto del siglo V, como algunas de las 

corrientes internas del caudal dal río de sucesos que 

desarrollaron al pensamiento filosófico que procrearian al 

Platonlsmo y el Aristotel1smo. 

III.-Los Inconmensurables y su Teoria. 

No obstante que los antiguos hayan realizado estudios y 

tratados sobre estas magnitudes, debieron producirse 

separadamente por diversos autores, como muestran los 

diversos estilos de las demostraciones relativas a ellas, y 

solo alcan=üron su compilación 

estaban demostrados. Pero ello 

Los Elementos, cuando ya 

indica que los griegos 

manejaran la categorla de "Teoria". como manejan los autores 

contemporaneos, ni que huh1e1~an conformado alguna rama de 

las Matematicas o de la Geometria, como suponen Knorr, 

porque su tratamiento fue atacado con herramiPntas de la 



Aritmética, en el caso de Teodoro, con herr•amientas de la 

Beometria, en el caso de Teetetos, Arquitas y Eudoxio, pero 

adem~s incluso con herramientas del Algebra. como muestran 

proposic1ones del Libro X. Pero también porque no todos los 

Libros de Los Elementos ni todas sus proposiciones tratan 

con los irracionales, estableciendo estudios matemáticos d~ 

la Geometrla como un todo en el cual se inset·tan los 

irracionales. 

Mas bien, me parece, loe; griegos que tratal"'on los 

inconmensL1t"ables en la antigl.iedad se empecine\ban con sus 

estudios en abrir espacios para que la Matemática, en 

par-ticular la Geometr1a, aceptara dentro de su marco d los 

inconmensurables, y de ahi que trataran de ei.<plicarlos y de 

obtener propiedades relacionadas con ellos, como buscando 

hacer Mateméticas con eso que parec:1a algo fuerci de las 

Matemáticas, haciendo de ellas un todo Racional que inclula 

objetos, los inconmensurables, que en un inicio el""an 

considet""ados "irracionales". 

IV.- Sin embargo, me parece correcta en lo general la 

reconstrucción propuesta por t(norr del estudio de los 

inconmensurables por los gr1e~os, quien en mi opinión 

corrige la interpretación f1lol6gica, para luego darle 

continuidad, al planteamiento general de Heath. Ast, el 

canteHto del !">L1r91miento de los inconmensurables fL1e el del 

es1udio del Jada y la diagonal del cuadrado, muchas 

posibilidades real.izado por los pita96r1cos, se produce 

impact.o en las Matemáticas y la Filosofla, y anos después 
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son atacados por Hipoc:rates, Demócrito y Teodoro, y por 

conducto de éste último y Arquitas, Platón se habria 

enterado del problema de fundamentar la existencia de esas 

magnitudes y de abrir el espacio para que, superando la 

c:ontradiccion pitagórica de su concepto de número, se creara 

una Matemdtica compatible con la existencia de los 

inconmensL1rallles. Ésta labor seria encomendad.""\ a sus 

condisc1pulos sobt·esalientes, Teetétos, Arquitas y 

EuJo~do. 

Es muy ingeniosa y doc:Ltmentada desde el punto de vista 

1'1lol09ico, pero sobre todo novedosa, la manera como Knorr 

interpreta el diálogo platónico del Teetetos, para proponer 

una serie de demostraciones adecuadas al marco del diálogo 

de la inconmensurabilidad de los lados y sus respectivas 

diagonales de los cuadt•adus de Area ~ 1 5 1 7 ••• hasta 17, 

mostrando aqut el tipo de dif1culti'!des que detendrlan a 

Teodoro, hecho que Heath solo indica. Sin embar90 1 como 

hemos tratado de mostrar con la exposición de las diversas 

re.::::onstrucciones, Knorr recoge muchos de los elementos de 

Heath, y poco menos de autores, pero l<::norr ahonda su 

exposic ion el tratamiento de los irrilcion.t\les por los 

alumnos de Platón. Esta rec:onst:ruc:c:ión, creo 1 es la máxim.:1 

superación que ha alcanzado el estudio de le1 'Teorla de Los 

Inconmen!;urables 1 en tanto qui:'.' surge de una cr1tici'\ a la 

totalidad de l.oi.s interpretaciones 1 de Heath, T.:mnery, S::!alió, 

Van Oer Harden, etc:., pero 5obre todo porqt.1e ubica el 

hallazgo y demostración de las magnitudes inconmensurables 
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en- un conteKto- de 1~ más natw~al p.ira el ,;,undo-·9riego del 

sr910 v;· i'n·~l_uy~n~~- ª~-~-_sus faC:-tores histó~icos~ 
fil016gicos, filosoficos y matemáticos, como ningún otro 

autor.combina. De ahl que incluso algunos auture~. como Van 

Oer Waerden<35>, se han convencido de ella. Sin emb.:\rgo, la 

discusión solo acabará hasta encontrarse las pie::as 

documentales que reafirmen los s1.1ouesto:= de la 

reconstruccion , o en su caso sL1 readecuaciOn. M1entr"'as 

tanto, será deber de los filósofos y matemdticos sumergil"'no_s 

su reflexión e invest1gac1ón. 

V> Desde el anális y la critica de las reconstrucciones de 

lo~ inconmensurables, yo la resumirla así: 

La Fecha y la manera del hallla=go de los inconmensurables 

continua siendo una cuestión obscura, pero ya se han dado 

aproximacion~s. A mi pat·ec:et• no oud1er~n hi\berse dosct1h1~~·~0 

en el atro propuesto por Knorr, sino unos die:: o más atros 

después del 430, trás la muerte de Parménides y Zen6n, 

quienes no tocar1an este punto no obstante su papel 

re:>levci.nte:> • El c:onte:tto en qL1e surgen. en efecto el del 

lado y la diagonal del cuadrado, como mue$tr~ el di~logo ~l 

Menon, pero no, a su ve::, dentro de una Teoría de 

proporciones, y por tanto el terreno de la dupl icaciOn 

del cuadrado por via las medias proporcionales ni la 

anthvph~1res1s, como sugiere 5Zdbo., porque éstas son 

herramientas Ltti l i=adas en la Teor1a de Los lrrac:ionales 

(35) Ber9ren. History of Greek Mathematics:A Survey of 
Recen t f\'esearc:h. , oa9. 401. 

144 



145 

durante el peroíodo en que Aroist6teles dirigió la ac:a.~emia .d~ 

Platón. Mas bien, Los Pitagóricos del s-iglo V desc~~t"i~~~n, _ -

y fueron los mas probables de hacerlo, los inconmenSurab1es, 

durante un tiempo se ocult.;11ron por las dificultades que 

producirían dentro y fuera del mismo Pitagorismo, y de una 

manera indirecta se tr,:1nsmit1ria ese conocimiento a los 

matemáticos del s19lo IV, dentro de los cuales posiblemente 

estaria Hipocrates antes que los alumnos de Platón. Teodoro 

y Ar'quitas ense~arian las Matemáticas del más alto nivel a 

Platón, quien se percataria intuit1vamente de la identidad 

entre magnitud y número, pero sobre todo de la e>cistencia de 

los inconmensurables, como después se mostraria en el 

d1é.logo el Teetetes. Invitar-ia a sus mejores alumnos a 

estudiar el problema de la fundamentacion de los 

inconmensurablespor por Ja vla de la rigL~ros1dad de Ja 

demostracion matP.mática y a hacer de la5 Matemé.t1cas un todo 

Que incluyera ése tipo de magnitudes. Teetetos primero, 

luego, tr.:'ls su muerte, Eudo~~o real i::::arían ese arduo papel 

durante eJ siglo IIJ que se refleJarla en Los Libros II, V, 

VII, X, y XIJ , fudamentalmente, en el que las Matematicas 

se nuestran como un todo en el que es pwsible tr,atar las 

magnitudes inconmensurables por métodos geométrico o 

at•i tméticos, haciendo de las Matemé.ticas Lm todo racional en 

el c:iue intervienen objetos 'alogoi'," 1rr.:u:1on~lles". tlLIEoo> 

ubican dentro de és.e todo de manera f"<ai:ional, cahP.rente, }' 

que se mantendrliln t!n tilla para s1émpre ••• 
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