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PREFACIO.

Desde: el nombre mismo de inconmensurable (irracional.. se
usard mas tarde!, se registra implicitamente un
acontecimiento trascendental en el umbral de un desarrollo
extraordinario de la Filosofia y la Matematica Griega de las
siglos V y IV a.c. Investigadores renombrados, desde Platon
y Aristételes hasta los contemporaneos, han incidido en la
busqueda de la restauracién de esa parte de la historia de
la Matematica, colocando los blagues del editficio tedrico
sabre el gue se elevan los inconmensurables. Sin embargo, a
mas de 2000 afios de su hallazgo, continuan existiendo huecos
e incognitas sin resolver para una recanstruccisn
plenamente consensada de su teoritacion en el ambito de la
razoéon matematica y filosofica. El propésito tedrico de ésta
Tesis consiste en contribuir con elementcs que a mi Juicio
no se han considerado calibradamente dentro de las
reconstrucciones existentes de la Teorfa de los
inconmensurables, para tratar de contribuir, modestamente,
en la discusion del marco escenaografico y organico que dio
cuerpo a dicha teoria. Estos elementos, a pesar de las
dificultades de caracter filologico, geografico y
cronoldégico para la realizacion de una Tesis de esta
naturaleza en este pais y en estos momentos, intentaran
remarcar la brecha de factores globalmente historicos en
los aue se habria delineado el palsaje natural del
surgimento de los Inconmensurables, trataran de cuestionar

algunos supuestos matematicos, filoseficos o historicos, en



los que se fincan reconstrucciones contemparaneas, y que
despiertan dudas de su validds, pero sobretado tratardn de
dar a entender el peso especifico que tuvieron el
Pitagorismo y el desenvolvimiento dei pensamiento filosofico
del siglo V a.c.en la conformacion de los lnconmensurables.
Con esto, desde ya, someteria a discusidn las conclusiones
que de su estudio derivo.

No conforme con el tratamianto, casi Aristoté#lico, que
diversos autores dan en las elaboraciones filosoficas y
Matematicas que propiciaron la conformacion de La Teoria de
Los Inconmensurables, sin caer en una valoracion apriori de
supuestos ideoldgicos o esquemas ya caducos en essta decada
de grandes cambios mundiales, en el Capitulo I intento dar
una mezcla de los factores objetivos y subjetivos del
:ontentc} historico del pitagorismo del siglo V a.c.,
tratandolo de reconstruir con los fragmentos de consenso
entre los historiadores mediante aproximaciones, como
buscando evitar obtener conclusiones de lo no pasible. En el
capitulao Il abordo la examinacion del concepta mismo de
inconmensurabilidad y el sigzagueo de que es objeto al
enfrentar los vientos de su evolucidn e interpretaciones,
para tratar de obtener los elementos de las distintas
reconstrucciones de la teoria de los incaonmensurables e
intentar evaluar los elementns aque le reconstruyan con mas
viabilidad. Y en el capitulo IIl se expone una sintesis ae
la Teoria de los i1nconmepsurables, a part.r de exposiciones

vigentes de autores contemporaneos, como tratando age



encontrar el punto culminante de su desarrgliu. Desde el
desarrollc de las tres partes.de esta’Tesis,'quien escribe

toma la iniciativa de poner a discusiﬁh sus i:um:lusicnes que

pudieran ser mas relevantes y/o polémicas.



Capitulo I: EL PITAGORISMO Y SU CONTEXTO.

En el primer milenio(*) antes de cristo, el Atica,
regién en la que se ubica Atenas, se puebla de enclaves
relativamente pequeflas y comienza a configurar su
organizacion politica.Los poemas Homericos dan fe
(0.a)de la existencia de Palacios Yy cierta
civilizacion urbana, pero no de la P6élis. En estas
primeras organizaciones existieron Hoi Arcontes y Hoi
arcomenos; los que mandan y los que obedecen,
.provenientes de la élite o de la masa, respectivamente,
pero no resultantes de la oposicion entre Estado e
individuo(0.b). E1 Demos empieza a configurarse entre
los siglos IX y VIII, en momentos en que se gestan
cambios en la vida economica y militar(0.h): En el
primer plano, la vida econémica se transforma por el

crecimiento demografico(0.g), el cual propicia un

(#)Como en el texto casi todas las fechas son de antes de
cristo, a.c., s6lo en los casos excepcionales se escribira
d.c.

(O.a) Al respecto es muy ilustrativa la 1ntroduccién general
a los dialogos de Flaton, por Emilio Lledo, Pag.S51
{0.b)Ibid, pag 52,Emilio, LLedo, Dialogos, pag.&0.

(D.h) Grecia vivio un desartrollo economico sin precedentes
contemporaneos en los siglos VII y VI a.c.gue alcanzo su
climax despué¢ de las guerras con Fersia ,con Fericles en la
segunda mitad del sigleo V. V.V.Struve,Ibid. pag.3i1

(.g) Desde la epoca de Selén ,1la correlacion de fuerzas
entre la poblacion rural y urbana crecta en tavor de lta
tiltima. La poblacion urbana crecta rapidamente en aran parte
con los extranjeros, metecos y libertos, sin hablar de los
esclavos. V.V.Struve,Ibid. pag. 216,



excedéﬁté‘de'ﬁruduccgén que ya no- era. consumido por el
» Seffor, asit cuﬁb por ia ruptura de la antigua
sﬁliﬁarida& dél cignrﬁrimitivu, y por tanto una ruptura
del’ vihculo de solidaridad con el Seffor, como
consecuencia de no consumir lo que se produce en
ausencia adn de la moneda. Pero precisamente la

ruptura de estos vinculos originaron al Demos.

Fig.1

Ciudades de Grecia




La aparicion(O.c) de la moneda en el siglo VII y la
liberalizacidén de la producci®n permiten el surgimiento
del artesanado, que al agruparse y sentir la fuerza de
su independencia cristaliza el factor militar, y éste
es el segundo plano para la aparicion de el Demos.
Habiéndose independizado del Seffor{o, el Demos requirioé
defenderse tanto de sus ataques como de la amenaza
Persa(0.e), para lo Qque se vieron impelidos a
revolucionar el arte de la guerra y formar sus propios
destacamentos; Los Hoplitas (guerreros de armas
pesadas), quienes defenderian los intereses de la
naciente sociedad comercial, los de gsus paisanos
independientes que empezaban a ser dusflos de las
tierras, y ya no los intereses de los Seflores. Esto no
obstante que llegéd a darse el caso de que el jefe
popular de estas luchas se convirtiera en tirano. Fero
en este espacio de nuevas relaciones, se engendro
tambien la necesidad de un tipo de organizacicn gue
enhebrara las relaciones de peder y de convivencia, de
lograr una sociedad libre de la arbitrariedad e
inestabilidad politica que llego a extenderse en Grecila
a lo largo de los siglas VII y VI, y por tanto de Ja

necesidad de regular las relaciones entre los hombres.

(0.c)Emilio LlLedo, Ibiagem

(D.e)En el afio de S46 Jonia cay6é vencida por Los Persas, vy,
tambieén por ese periodo, entre sus ciudades la de Samos y
Mileto.v.V. Struve, "Historia de la antigua Grecia",Pags.229
234,
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“Comienza agui la basddeda :.;le ese @stado ideal que culminara
en la Republica y en L;s Leyes, y que habra de unir dos
aspectos {ndisolubles del espiritu griego: un extragrdinario
sentido de la praxis politica por un lado. y por el otro la
irrefrenable inclinacion hacia un estado perfecto”(0.d).

En el fragor de las heroicas proezas militares de los
Hoplitas, como se discutirdn detalles claves lineas abajo,
Junto al nacimiento del Demos y el derecho de los soldados a
luchar por el botin, también estaban ganando el derecho a
discutir 105 acontecimientos militares, a debatir , v
sobretodo, a crear la verdad. Este proceso vivido en la
Atica llegaria a extenderse ain a Samos, lugar de nacimiento
de Fitagoras, en donde surgaitria el tirano policrates, quien
influiria de manera decisiva en la emigracion del matematico
a Italia.

Redondeando las fechas de diversos autores, partimos de gue
Pitagoras nacid (1)en el siglo VI a.c., y alcanzeo su madures
en la segunda mitad de ese siglo o posiblemente en la
primera mitad del siglo V.Fue originario de la isla de Samos
del oriente del mar Mediterraneo, relativamente cercana y en

la direccién de la regi16n de la antigua Jonia(2), y llead a

(O.d) Ibidem.pag.52,Emilio LLedo.

(1) Guthrie, en Los Filosofos usriegos, pag.i171, dice que
aceptando la afirmacion de Aristoreno de que abandon® Samos
a los 43 affos podemos ubicar su nacimicnto en el X
A.Szabo,en su tabla cronolegica de The Beginings o
Mathematics, Wica su nacimento "cairca de S0 a.c.,
en "La histarsa de las Matematicas”,muv discutiblemus
sostieng qus nacio en el 624 y murio en el a.Ct.
(2yVar mapa an dos de las regiones y ciudades de la Grecia
antigua.

10



11

vivir hasta las'ﬁchenta~aﬁns.

Pitégc#as fﬁe énnu:idc en la anfigﬂedad como des:ubriduF
Vcientlf;;c; polleitc. educador y fundador de ﬁna oarden
rE\igics§, asi como taumaturgo:

'".;. vivia despues de Tales y Anaximandro, v el gue entre su
muerte y la de Socrates no pasaron mas de cien afles....En
la medida gue nos informan los testimonios, Fitagoras tuvo
serjos predecesores en el campo de las Matematicas, no solo
en el Este, sino tambien entre los griegos de Joénia, dado
que a Tales se le atribuyéron varios teoremas geométricos.
Eudemo, el discipulo de Aristételes ,cuando escribig su
historia de la geometria no encontrdé anaréntemente
dificultades para atribuirselos a un pensador anterior a
Fitagoras, y hay gque confesar por supuesta, que ningun
conocimiento matematico del propio Fitagoras estd
atestiguado por autoridad alguna de tanta categorfa® (3).
Folicrates fue enemigo de la antigiia aristocracia
oligargquica Sam:a y es probable que su tirania comenzara
alrededor del! 538a.c. Escapando de ésto Pitagoras emigro
cuando trendria uwhos cuarenta affos hacia Crotona(3.b), en el
sur de Italia, gue en ese entonces era colonia Aguea, en
donde fundo su escuela y, al parecer, desde su llegada tuvo
buena aceptecion entrs los viejos, participando acltivamente
en la vida politica de la ciudad. Queda registrado en la

historia local como un personase aue incluso. ©on muchas

I Guthtie, pag.l7¢
(Z.b)Bell, Ibid.pag.&67 a 71



probabilidades, dotarfa (3.a) de una constitucién politica a
Cr-nts_:ma y milité encabezando la aristocracia ligada al
comercio, y asifue ampliamente conocida.en la Magna Grecia.
De un personaje con tal reconccimiento de su vida piblica y
su participacion en el destino de su ciudad (los
pitagoricos del sigleo V llegaron a gobernar Crotona y
algunas ciudades cercanas) pocas vosibilidades quedan oo gue
fuera é1 mismo una persona aislada y ensimismada en la
meditacién, como contaba el mito de los propios pitagoricaos
del aultimo periodo(4) y, por tanto, tambien esto pone en
duda la supuesta cerradés de los circulos pitagéricos como
causa de la nula divulgacién de sus conocimientos, ademas de
que se tiene registrado que Heraclito conocio de las ideas
de Fitagoras, auvngue no les viera con mucho agrado(S)

Existe una narracion hecha por Diodoro en la cual Telis el
jefe del partido popular en Sibaris convencis a los
habitantes de su ciudad de gue desterrara a quinientos de
sus ciudadanos mas ricos para que se repartieran sus
propiedades entre todos, por lo gue los agraviados huyeron &

Crotona en busca de refugio. En seguida Telis amenazo con la

(Z.a) La primera constitucidin escrita en Atenas, vy ast.e en
particular fue escrita con sangre, se 1mplicita en las Leves
de Dracon, caracterizada histericamente por su rigor, Solén
s posteraormente, fue 2legido arconte en el $94 y. a decir
de Aristoteles. estabs destinado a fijar wvoa nueva

legislasron,

A5 Jare Numbz et befere Eucolid, Fao.d

SIEL =ngamisnto Antiroun, Ydoloreda, fragentina. bo 2d.
CEREY, T ar e L gamen ) S i sasgen raniive Lo na oe

Cma ) seecitto analog s o Jermntansen v Hecateo y aun
i nUests un avento especlal como =0 todos losa

mencne dac e Faideils, pag. 160



guerra en caso de negarse a ent?egarlas, Y. cuaﬁdc lé ,;
asamblea de Crotona se inclinaba a entregarlosy Pitagoras
influyo decisivamente en su reconsideracidn para qqé
protegieran a los refugiades y enfrentaran a Telis.:De esta
campafla salio triunfante Crotona al enﬁabszarlasrei
pitagdrico Milon, con lo que tomaron mayor prestigio los
pitagéricos(b). No hay acuerdo entre los historiadores(7)
acerca de las causas gque le originaron, pero si en el hecho
del acaecimiento de la emigracién de los pitagéricos, en

particular de pitagoras, de quien se cree que fue orillado a

recluirse en Metaponto, donde habria muerto. Se cree (8) que
las rebeliones contra los gobernantes pitagoricos comenzaron
en la misma Crotona (posiblemente encabezados por Cilon,
quien estaba de lado de la parte mas conservadora de la

aristocracia, y, por otro tado, par Ninén, quien propugnaba

por algunas refaormas democraticas, expandiéndose por el

resto de las ciudades de alrededor y aconteciéndose

alrededor del 4S54 a.c.. mismo aflo en el cusal sucedig la

primera emigracion pitagarica
condujo al estabhlecimiento de

y Tebas, Entre los refuciados

Lysis, quien mucho después se

Enreminandas en Tebas.

Fedon(8.a). Incluso entonces

t6)Guthrie, Ibid, pag.174
(7)Buthrie ,Ibid, pag 175,
(B)Guthrie, 1bid, pag.177.

(8.a)El Fedon,

Otro fue Filolao,

pag.37,Forrda.

a la peninsula griega v

centros pitagoricos en Fliunte
mas jovenes Aristoxeno cita a
convirtio en maestro de
mancionado en el

los pitesgoricos que se



queda}nn parece que recuperaran influjo politico en ltalia y
continuaron su vida como comunidad activa en Regio.
Pn;teriormente. sin embargo, cuanda las condiciones
pﬁllticas empeoraron (B.b) se dice gue todos abandonaron
Italia a excepcién de Arquitas de Tarento(B8.c), a gquien
Flatoén encontrd en el 367 a.c. No ha sido posible para los
historiadores datar =2ste éxodo final. pero Von Fritz lo
sitda alrededor del I90 a.c.(8.d). La persccusion de aue
fueron objeto orille a que se dispersaran 1mpidiendo su
reconformacion como agrupamiento polftico: sin embargo en
pequefios grupos o individualmente pugnaron por evitar la
muerte de la Filosnffia de Pitagoras y las Matematicas,
dedicandose a hacer una recopilacion de sus ideas mediante
la escritura de sus recuerdos, pero ademas extrapolando sus
investigaciones a la Astronomia(B.al). la Musica., e 1ncluso

en la Medicina(8.h), prolongando 1a vida activa de las

(B.b)Jamb1.251.30bre el encuentro Arauitas-Flaton, Fnorr
pag 68, Ibid

(8.c)He1del dice de Arguitas gue fué amico de FlLaton y"de
quien podemos decir con seqguridad que ni1xo contribuciones
notables a las Matematicas",Guthrie. pag.213

(8.d)Gutnrie. Tbid.pag .177.

(B.g)Fowler D.H.,The Mathemcerics of Flato s Academy. pag. 127
d8.hiHipocratoes, Harvard University Press, 1937.Fag.XI1l."E)
tratado sobre el Srzte .con sus marcadas caracteristicas
pitagoricas, prueba, si: verdaderamente esto es tan
anticipado como Roschen debio hecernns creer, que igual
antes aue HhpaLrates ]las. entermnedacdes fuoron consideradas
como un disfurbio en el balance de log humares, v la salud a
wuna ecoceion’de @21)lan, mientras la supussta prooon ferancia
det - rmie doblagee tio wyer o la alawnna sniluencia cobre la
tardia docteina cie Jos dtas aortticos ' Tampren ve Fag. X]:se
> nlumeon de Crotoana, consaderado por algunos como
o, N pOor Otras camo muy Cerdana a sus circulown.

[

pitacar

e




sectas ﬁitaéﬁr;c;s hasta‘el sinc IV a.c.(B.el}. En eséé
maméntn de dis;;ersian es que se debieron conformar. por lq
menos AQs tipos de pitagéricos: los Mathematikoi Di
Matemati:i, encabézados por Hipaso (de guien contéﬁah‘luszz
propios pitagéricos, en base a la carta que le envia )
Filolao(8.f), gque habia sido condenado a muerte por divulgar
secretos de la secta pitagdrica) y que realizaron estudiné
de Proporciones y de Misica; y, por otro lado, la secta de
los Akoustmatikoi o acustmatici, quienes cultivaron el
aspecto mitico y sagrado de la Filosofia de la
transmigracién de las almas, adjudicada al propioc
Pitagoras (9). Todavia mas, en ol periodo entre Hi{paso y
Platén, en el fin del siglo VI los Mathematikoi se
subdividieron "entre los que siguieron doctrinas atacadas
por FParménides" y los que, despues de Zendn, "representaron
réplicas a Parménides y Zenén"{(10). Es posible, dadas las
caracteristicas de esas sectas, que incluso Arquitas(il) y

Eudoxio(12) estuvieran dentro de los mathematikoi.

llego a taner influencia considerable en la escuela de
Hiptcrates de Cos, considerado el opadre de la Medicina.
(8.e2)6uthrie, Ibid..pagl?78.

(8. f) Knarr, The Evolution... Fag.44

(9) Jomes, The Number before Euclid, pag.S).

(10) Jones. Ibidem

(11 kporer, Ibid, pag 212.

{12) Zsabo, The Beginings of Greek Mathematics, paca.%9



A finaleé del . siglo VI, cﬁénda muere Folicrates, el
tirano de:Samosy 'Maia‘ndr‘-iygs, fsu:sucesor,' di J»u'prdblicamenve:
ytrPuflrcv'artres ﬁn tenta mi éurobaclm :t..land:‘rrreinaba camo’ un
déspota subr-é los hombres que eran sus semejantes, y ningun
otro. la tendra si actua de la misma forma. Ahgra bien
Policrates ha seguido su destino, y yo deposito el poder en
el centra y proclamo para vosotros la isonomia *(12,0)

Con ésto, Maiandrios decretaba al final del pleno siglo
pitagdrico la realizacitn del espacia circular en el que lus
gterreras colocaban en su centro el botin de sus conguictas
y campafias, con ellos alrededor, para repartirlo o
disputarlo, donde se realizaban confrontaciones entre los
propios guerreros para competir midiendo sus fuerzas y
capacidad militar, donde cada guerrero estaba a la misma
distancia del centro y tenila ls posibiladao cde emitar su
vision acerca de las proesas militares, colocando a
discusion sus palabras e i1deas entre el resto de los
miembros del circulo, espacio i1nstituldo en el gue la verdad
de su palabra, la nAlétehia, resultaba de esa discusion. Con
esto, en el siglo VI del nacaimientc y madures de Fitagoras,
se vivia en Samos(12.a) un proceso en el que en la Aletéhia
empetaba & cantormarse socialmente madiante la libre

discusidén entre iguales, que a la postre le despegaria del

(12,0 Marcel Dettiene, "Los Maestros de ha Verdad eon la
Antigua Grecia’,pag. 100,
(12.a) Guthrie, Ibid.Fag.212. Tamhien:"No obstante gue
astarta on e] ecpiritu el peasamiento Jonito ser mennz
influerciable por las asociaciones religlosas del narero y
sentirse mas atrsida por el enfoque puramente racional del
migmo"




caracter divino que le conferian magos, adivinos, poetas y
reyes. Ello muestra una Grecia en transicién, que provenia
de cancebir socialmente la Alétehia ligada a lo magico y
religioso: La palabra del poeta, como ocurre en Findaro y
Hesiodo, encontraba inspiracion y autenticidad en la Musa y
la memoria al invocar a la diosa Mnemosyne cada vez que
necesitaba acordarse de sus versos(14)3El Rey(135) recibia
los oraculos de Nereo, El Anciano del Mar, o de Blauco o el
mismo Zéus, para emitir sus sentencias judiciales sobre
quienes reinaba, haciendo profesion de Alétehia: una Grecia
bosquejada a pinceladas en al Himno Haomérico a Hermes en la
que «las antiguas divinidades, ensefladas a Hermes por Apclo
son mujeres abejas gque por doguier van p2raitiendo
realizarse a todas las cosas, dotadas de ur saber mantico

dicen la Alétehiax(1&4); La Grecia del Froemio de Farménidas,

(14)"1a palabra del poeta tal y como se desarrolla en la
sctividad poética es solidaria con dos nocianes
complementérias: la musa y la memoria... otra esposa de
Zeus, un nombre comun upovox corresponde en el plano orafano
a la musa del panteon griego..., en su asepcidn no vulgar
quiere decir *la palabra cantada», $la palabra rimada»",M.
Detienne, Los Macstros de la Verdadg en !a Brecta Arcaica,
Taurus, pag.23.

(15) Detienne,l.os Maestros Fug.92. Tambie¢n, de Fag.41:
"Entre las divinidades del tipo de Nereo, entre Forcis y
Giauco, Fonto, Halios Geron, la funcidn mantica establece
una parentéla incluso de identidad. Ahora bien el dominio de
la mantica es un orden del pencamiento que concede 3 la
Alédtehia un lugar predominante. Saber y palabras aftrmanse
en oe2n una Jdeterainade concepcion de la @verdad:...pats toda
una tradicion mitica, el ejemplo de la Justizia es solidaria
de la practicn de d2terminadas formas de adivinacion, en
part: wlar e tas sonsultas incusbatorias®,

1o 've Fresonraticos: Hiano Homerico & Démeter

17



considerado un poco mas Jjoven que Fitigoras(ib.a), en el que
"Parménides se lanza a un especie del mas alla: de la nothe
al dia, de las tinieblas a la luz, y detras de las pesadas
puertas gue guarda la justicia logra tener una vision
directa de la diosa que le concede la alétehia porque antes
las hijas del sol le muestran el camino de la luz"(17).

En ese contexto de valores y creencias mitico religiosas
maduré el pensamiento filosofico y matematico de Pitagoras
¥y como marcan algqunos testimonios, é1 mismo no era ajeno a
esa religiosidad del pensamiento de su epoca(18). En ese
contexto en que estaba inmerseo globalmente el pensamiento
griego, en PitAgoras lo religiosc y magico eran parte de, y
por entero, La realidad, y hacer Matematicas en buasqueda de
la realidad significar{a ir en busca de la salvacion del
alma, en busca de lo divino. Sin embergo, esto no
implicaria, sostengo, que las Matematicas fueran el camino
del alma para alcanzar a Dios, particularizandoe, como
implicitan las palahras de Guthrie, Aristozenc y 21 mismo

Jones(1%9), aunque no lo digan abiertamente, porque simple y

(l4.a)Farmeénides habria nacido, segin se puede desprender
del didlogo platénico el Parménides ,en el 515 a.c.,Platon,
"Dialogos".

(17)Detienne, Ibid.,pag.13I?.y Hegel, Lecciones de Historia
de la Filosoftfa, pag.229.

(18) “La Aletehia del Anciano del Mar es% conocimiento de
todas las cosas® ...Baste recordar la aventura de
Epiménides: Es con Alétehia, acompaflada de Diké,con quien
conversa este mago durante sus affos de retiro en el
interior de la gruta de Zéus Diktaios, donde Minas

consul taba a Zéus y Fitagoras se interniba a su
vez",Detienne, 1“ag.ub.

(19)Sobre la afirmacion de Buthrie, pag.199,1bidiscbre
Aristorena, Guthrie, [bid, pag.20$:isobri Jones, MNumber
before EBuclid, articulo pag.é
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l1lanamente para el espiritu griego Dios estaba repartido en
tog Dioses, y, como mostramos, su idea de Dios tenia un
significado mas amplio. La concepcién de Pitagoras se
complementa con su Filosofia, llegando a conformar
Matemdticas y Filosofia la base de su modo de vida, a partir
del cual puede explicarse su misticismo hacia el nameroc y
las figuras geométricas, registrado por algunos pitagéricos
del periocde postmortum de Fitagoras, asi como una posible
vida ascetica y llena de mitos y tradiciones de las
Akusmatikois o Acustmatici(21), aunque agqui es necesarion
decir que no hay datos que precisen la autorfa de Pitagoras
de la abstinéncia de comer carne(22)cultivada por una parte
de los pitagoricos, ademas de que algunas tradiciones, como
la de no comer habas, provenian de antiguas tradiciones
griegas. Analogamente, no obstante que entre los pitagéricos
ge cultive la masica, como registra Aristéoxeno, no se tienen
testimonics que determinen la autoria de Pitagoras de textos
musicales, ni, por tanto, de gque su concepto de nimeroc fuéra
extraldo de los acordes musicales(23).

Matematicas, Filososofifa y Religion dieron forma a la imagen
que del mundo se hicieron los Pitagéricos, creandose una

cosmogonia como vision global del mundo, de un Kdsmos en el

(21)Buthrie, Ibid, pag.iBl.
(22)Buthrie, Ibid.pag.188.

{23)Buthrie, 1bid.,pag.215.
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qué—&toda la . naturaleza‘esta emparentadas(24).

::gn:reguheﬁ él;hﬁndéfera para los Pitagéricog un : Kasmos
‘(Kﬁéﬁqé), ﬁalabra éuya éréacién algunas version}s
{filslogicas atribuyen al propio Fitagoras(25), en el que
thda eéearrelacicnado guardando una Harmgnia y un orden
regulado por la razoén, relaciones numéricas y la

‘Divinidad (26). Asi, el dedicarse a estudiar y seguir ese
orden nos llevaria hacia la divinidad.

£n el dialogo el Timeo, narrado por un viejo sabio llegado
del antiguo Egipto, Platén, mostrando sus inclinaciones
Pitag6ricas, dice que tos Dioses nos diéron la vista,
posibilitando la Filosoffa «...a fin de que pudiéramos
observar los circuitos de la inteligéncia en el cielo y
aprovecharnos de ellos para las rotaciones de nuestro propio
pensamiento, por gue son semejantes, por mas que las
nuestras sean objeto de perturbacion y las de ellos carezcan
de perturbacion alguna ,y a fin de que, aprendiéndo a
conocerlas y adguiriéndo la qapa:idad de calcularlas

correctamente, segun su naturaleza, podamos reproducir las

(24)E1 Menén, Dialogos de Flaton, pag.21%

(25)Pag. 20%, Guthrie, Ibid.

{Z6)Hay un pasaje muy revelador de La Republica de Flaton
que dicet"Contemplando cosas que se hallan debidamente
concatenddas y son inmutables gue ni cometen ni sufren
injusticia, sino gue estan completamente en orden (Késmos) y
gobernadas por la raszon, €1 reflexionara sobre ellas, y, en
la medida de lo posible ,acabara asimilandose a elllas.<Tu
no piensas que es inevitable que un hombre acabe
pareciéndose a aquellao con lo que le agrada estar unido?,.For
ello =1 filosofo, mediAante la union con lo ques 25 diving y
ordenado(Kosmios) se convierte en divino y ordenado(Késmios)
en la medida en que a un hombre le es posible". Ver también
la Metafi{sica, Aristoételes, pag.34, Ed. Gredos..



rotaciones perfectaménte infalibles de la divinidad y
reducir al orden establecido los errabundos mnvimient&s dus
tenemos en nosotros mismos®. . . 7‘
En cuanto al numero propiamente, se atribuye’a Pitagaraé el
descubrimiento de que las razones 1:2,2:3 y 3:4 se
"impusieron sobre la disposicién caotica del sonido"
formandose mediante esas priméros cuatro nameros, 1, 2, 3 y
4, que al sumarse resultan diez, el cual, segin Aristételes
«gra algo perfecto y contenia en su seno la naturaléza total
del mundo»(28). Este nimero lo representadban con la figura
de la Tetractys, una piramide formada por cuatro puntos en
su base, tres en su segundo piso, dos en el tercéro y uno en
la cuspide, y al rendirle culto los pitagéricos decian: <«Por
¢l que nos leg6 la Tetractys, fuente y raiz de la naturaléza
eterna®»(29)., Consideraban gue el numerc uno, representado
por un punto, originaba a los numeros, pero gue ¢l mismo no
era un namero. No obstante, la unidad era, por tanto, el
principio de todas las cosas, el Arche(Z1). Esta unidad,
considerada como par e impar, limitada e ilimitada (I2),
parecidamente a viejas tradiciones de otros pueblios (33), 1la

reprasentaban por un punto sin magnitud. Al reunir una

(28)Aaristoteles, La Metafisica, pag 34

(29} Buthrie lo cita de Jamblico,pag 218.Ibid. También en
Aristoteles, La Metafisica, pag.34.

(31)6uthrie, Ibid,.pag.235.
(3)Buthrie, 1bid, pag.272.

(33 Buthrie, 1975, pag.2T4.Aqui este atitor se apoya en
Cornford y Burnet.
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coleccion de dos puntos representaban al ndmerc dos,
colecciones de tres puntos al numero tres, de cuatro al
cuatro, de cinco al cinco, etc...formando figuras
geomeétricasy una recta, un triangulo, un cuadrilatero, un
pentagono, ete...respectivamente. Asi,a partir del gunto sin
magnitud formaban figuras con magnitud, y de éstas los
cuerpos solidos. Al respecto hay una cita muy ilustrativa:
«Alejandro en la Sucesitn de Filésofos dice que é1 encontré
en las memorias pitagéricas esos pensamientos tambieén.

€l Principio de todas las cosas es la monada; elevando desde
la monada, la indeterminada dyad actua como materia para la
ménada, la cual es causa; desde la ménada y la indetermindda
dyad se elevan los numeros; desde los numeros, puntos; desde
ellos lineas, de las cuales se elevan figuras planas; desde
planos figuras «6lidas; desde ésos, cuerpos
sensibles®»(33.a). Guthrie sugiere que los Pitagéricos
representaban los numeros mediante rectangulos o cuadrados
formados por gnomones¢34), trasplantando el 4angulo récto de
la escuadra de un carpintéro, en base a la siguiente
afirmacion de Aristoteles referida a los
pitagoricos(3I5) : ¥Ellos dicen, ademas, que lo ilimitado es lo
par, porgue cuando éste se encuentra encerrado y limitado
por lo impar proporciona el elemento ilimitado de las cosas

existentes, Lo ejemplifican con lo que acontece cuando se

iZ.a2:Citado por Jounes, Number before euclid, papg.i13

(24)Gthrie, pan.234,cita 148, 1Ibid.
(35)Guthrie. pag.233, lbid



colocan gnoémones alrededor de los nameros: cuando se colocan
alrededor del uno, y sin el uno, en este caso, la figura
produc{da varia sin cesar, mientras que en el otro casoa, .esg
siempre la misma. Platén, por su parte, considero lo
ilimitado como una dualidad, lo grande y lo pequefio»

Asi 16, segun Guthrie, seria representddo por * # * *

* % X R
ymientras que el 20 por -~ N

IS

LR * % *on

* ¥ ¥ o+ ®

L3R I

L N

Fig.2

e interpréta la frase de la siguiente manera: " cuando ia

gerie de numeros imperes se coloca alrededor de la unidad
tormando gnoémones, la figura resultante es siempre un Angulo
recto (permanéce «la misma »); cuando 10s nimeros pares se
colocan lo mismo, la relacién entre los lados de las figuras
formadas ofrece 1nfinitas variaciones..."(3&)

Lo cual no aporta gran idea, ya que al agregar al gnomon en
forma de escuadra, siempre mantendra el angulo récto.

for otro lado, si hacemos un seguimiento literal de esas
palahras de Aristoteles, encontramns que "cuando encerramos
v limitamos lo par por lo rmpar" obtenemos siempre cuadrandos

coma Ja figuras resultantes de construar un norers,

(363 Gruthr pag. TS Tl d.
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Asi, par ejemplo, el 36 estaria formado por gnomones de 3,

S, 7, 9y 1t puntos (nimeros!) respectivamente, las cuales

rodean a la unidad, considerada par (aunque también sea

impary.

En cambio cuando se representa al resto de los nuameros,
* * % * % * %

PR B AP
Fig.4

ete.,la "la figura varia sin cesar ...,mientras que' en el

otro caso, es siémpte la misma *
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De ‘esta mariera parece claro que la interpretacieor de Guthrie
no corresoonde con las palabras de Aristoteles. Mas bien, me
:parece. Aristoteles pretendia explicar que los pitagoéricos
ejemplificaban qgue lo par era ilimitado porgue cuando
colocaban numeros en forma de gnomones alrededor del uno (lo
par) la figura era siempre la misma, el cuadrado; mientras
que cuando se colocAban numeros gnomones alrededor de otros
numaros (ver los ejemplos para 6.7,8,10) la figura varia
sin cesar.
De esto, segun Aristoteles,”lo i1limitado es lo par, porgue
cuando é¢ste se encuentra encerrado y limitado por lo impar
{como los gndémones de numeros impares que rodean a la unidad
en el cuadrada, diria yo) proporcionan el elemento 1limitado
de las cosas", refiriéndose ,en mi opinion, a la infinidad
que constituven los nameros cuadrados.
Mas adin, partiendo de que «las cosas son numeros: y de gue
+las cosas tienen los mismos principios que los numerosx,
los pitagoricos debieron deducir gue los cuerpos solidos que
ellos der:vaban a partir de las figures geométricas no todos
eran cuadrilateros, y en forma analoca, no *adas las figuras
geométricas padian ser cuadrilateras. Por tento. deberiamos
quedarrnos con !a idea de aue loe numeres eran representados
por figuras geométricas tformadas por agrupaciones de puntos,

no necesariamentz2 formands cuaderlataros.



Por si fuera poco, menas aon parece viable la afirmacién
contigua al parrafao de Guthrie discutido anteriormente, . que
sostiene que "...la frase de Aristoteles no excluye, coma
aconteceria si fuera una definicidén, la posibilidad de
gnomones oblongos". refiriéndose literalmente a cuadrados
que tendrxan en sus lados un néGmero irracional de puntos
nameros, ya que jamas podria representarse un numereo de
puntos no enteroc en un gnomon y N1 mucho menos un numero
“oblongo" de puntos farmando un cuadrilatero, par la
sencilla razon de que para los pitagéricos el punto era

indivisible,

Algunos pitagéricos hicieron una columna, de la cual también
refiere Aristoteles, en la cual colocan diez pares de
categorias contradictorias de las que supuestamente se forma
la substancia:

Cuadrado—~--0blango

timite—-~——-— Ilimitado
Pap==——=—r——e Impar

Uno—— === Fluralidad
Derecho-—--— Izquierdo

Masculino-—~-Femenino

En Renaso En Movimiento

Recto——————=f Curvo

Luz~ ——~Obscuridad



BGuthrie indica, relacionanda las parejas; "Advertimos(37)
que en la lista pitagérica de los términas limite e
ilimitado aparece cuadrado y obleongo, respectivamente'.

Por mi parte recalcaria, tomando en cuenta la anterior cita
de Aristoteles, la asociacion que hacian los pitagéricos
entre la unidad y el infinito, para tratar de interpretarla.
En las construcciones de los cuadrados formados por puntos,
el punto unidad generaba el resto del numero porgue al
colocar gnomones alrededaor se (ba formando la figura. Ferc
al ser una infinidad el conjunto de cuadrados gue podian
farmarse as{, el punto unidad origina entonces al infinito.
FPero, por otro lado, como el uno es el punto de partida en
el conteo y puede tomarse para contar al resto de los
numeros, porgue esta definido previamente, entonces es
fin{to, aunque no sea un namero. As{ se reunirta en la
unidad al infinito con lo finito, comoc pensaban las
pitagoricos. Tal vez por ahi estaria la explicacion que
daban los pitagéricos de esa sintesis entre finito e
infinito en la unidad, pero las siguientes consideraciones
acerca de su apreciacién acerca de las magnitudes y el

nimero nos dardn una idea mas completa.

(37)Buthrie, Ibid.Pags.235 y 237
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Parece correcta la hilacion loégica que propone Jones(38)
acerca del desarrollo del conceptso de numero en los
pitagoricos: Si laos pitagoricos partian de que el principio
de las cosas era el principio de los numeros, debieron

tener la inclinacién de ordenar las cosas acorde con el
orden y propiedades de los numeros. Pero para ordenarles era
necesario que distinguieran una cosa de atra, estableciendo
la identidad de una cosa consigo misma, "ésta es una cosa" y
"ésta es otra cosa","ésta tiene un objsto" y "ésta tiene mds
de un objeto”, posikilitando con ello la asignacion de la
*etiquetar de la unidad en tantas veces como el objeto
contenga elementos; una unidad para el conjunto gue %fi1ene un
elemento, dos unidades para el que tiene dos, tres para el
de tres, etc...formando colecciones contadas de objetos. con
lo que asociaban al nuamero de un conjunto de cosas con el
conjunto mismo. Sin embargo, en tanto con la unidad
contaban, comparaban al resto de conjuntos y ademas
generaban al resto de los numeros, con esa unidad no podian
contar a la unidad misma, y por tanto la unidad no podria
ser ella misma un namero. Con lo anterior "el fenomeno de
conteo precede al numero. Y @] conteo requiere identificar
las unidades individuales que deben permanecer la misma a
traves de su propio procedimiento. For lo tanto."...la
nocion natural de Arithmos...enfatiza que Namerc siémpre

significa numero de cosas...Esta nocidn permanece intacta en

(I8) Jones, Number before...,Fags.B,? y 10
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la aritmética prePlaténica", por lo que con ella los
pitagdricos colocaron la base para el ulterior desarrollo de
esta ciencia, no obstante gque en esa concepcidn misma
aparece una falta de madurés de abstraccién oue permitiera
despegar al numero de la coleccién de objetos de que surgia,
como ya se mostro anteriormente en la cita de Diogenes
adjudicada a Alejandro. Jones misme menciona que "parece que
el pitagorico Ecfanto(39) origind un sistema de atomismo
numérico, en el cual el mundo era hecho de Atomos en
movimiento y el vacio", parecidamente a la sugerencia de
Knorr en relacion a Ecfanto de que "é1 fue el primero en
afirmar que las unidades pitagéricas eran corporeas". (32.b)
Por nuestra parte, no sabemos con precision gue tanta
relacion mantuvieron los pitagdoricos con Democrito, pero si
que Demoécrito nacié alrededor del 460 a.c. y que hizo un
libro que tituld <Sobre las Lineas y Los Sclidos
Irracionales®»(22.a). Sin embargo, parece claro que esa
concepcion seffalada por Ecfanto es muy similar con el
atomismo filoséfico de Demdécrito. Por ésta misma podemos
enfatizar cierta similitud con la Escuela Jonica de la
Filosofila griega: Asil como Tales explicdba el Cosmos a
partir del agua, Anaximenes a partier del aire y Anastimandro
de el fuego , en fin, a partir de elementos de la

naturaleza, los pitagodricos explicaban el origen del

(39YPag.11i.Jones ,Ibid..
{(39.b)YKnorr, ibid, pag.a3.
(32.a)Knorr, lbid,Faq.3B8,Knorr, Ibid.



universo a partir de un princip:o, el «Arches, que ellos
consideraban material y parte del universoc mismo; el punto
unidad, la unidad Atomo(J%.c). En esto coincido con Guthrie
y Cornford(40), aunque, por otro lado, en cuanto al orden
ligado a cierta moralidad, como se muestra en la lista de
las diez categorias de la substancia, mantenida por
pitagéricaos del ultimo periodo, éstos se diferenciaban de la
Escuela Jonica.

Volviendo con Jones; Al pensar los pitagéricos que las cosas
eran formadas por nameros, estaban aceptando implicitamente
que ellas estaban formadas por puntos, y por tanto de
colecciones de unidades que al ser contadas determinaban el
namero asociado al objeto. Asi,la cuantificacion de la
extensicn de las cosas estaba determinada por la
contabilidad de cus unidades, y luego entonces la
mesurabilidad de un objeto estaba determinada por esa
contabilidad, y por tanto, en general, la magnitud del
objeto seria su numero de unidades en el abjeto. Con esto,
los pitagéricos concebian la identidad Magnitud=Namerc. Esta
identificacién traeria serias controversias a la postre
entre lns propios pitagericos, y aun entre otros filosofos

y matemiticos que no eran de esa escuela. Cuando los

(3%.¢)"...Se le atribuyen a ¢l (Fitagoras) Los Mathemata, 'Los
Estudios’,que abrazaban la doctrina de los numeros y los
elementos de )a geometria, los primeros fundamentos de ,la
acustlca y la doctrina de la masica y el conocimiento de los
tiempos de los movimientos de las estrellas, por donde
puede tambirern atribuirse a Fitagoras el conocimierto de la
Filosotia natural mlesia...”,La Faidera, pag.16l.

(40 Brithrie. Pay. 241, 1bid
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Pitagdricos descubrieron las magnitudes inconmensurables
debieron toparse, en términos generales, con la siguiente
paradoja: Dos lineas son inconmensurables cuando no se
pueden medir ambas con la misma unidad. Teniendo dos lineas
incaonmensurables, una de ellas medirs un numero entero de
veces la unidad, pero la otra medira un numerc enteroc de
veces la unidad mas una porcidén de esta misma unidad. Fero
como los pitagéricos consideraban la unidad indivisible,
esto Gltimo no podrfa ocurrir, y por tanto esta nlti;a linea
sarf{a inmedible por la unidad, no seria producida por un
cierto namero entero de veces la unidad. Por tanto hay cosas
que No son generadas por la unidad, y luego entonces no
ocurre que "Las cosas son Nameros"...!, can lo gue se pane
en cuestionamiento el fundamento de su doctrina filosofica
entera. (40.a). Al parecer Flaton, se habria percatado
intuitivamente de esa identificaccion pitagérica entre
numero y magnitud, Yy posteriormente Aristoteles les
separaria, y mostraria después Euclides en Los
Elementos(40.2).

S5zab6(40.c) hace una sintesis del estadio £n gue se
encontrdba la investigacidn acerca de La Teoria de los
Inconmensurables en 1978 (affo de publicacicn de su conocide
texto The Beginings of Greek Matematics) en el siguiente

parrafo basado en Van der Waerden y Hasse y H.Scholz :

(40.a) Jones, pag.14, Ibid y Knore, 1975 pag.4l.

(40.z) Jones, Ibid. Pag.10
(40.c) Szab6, The Beginings of Greek Mathematics, pag.94.



"Los. mas tempranos Fitagoéricos pudiera decirse que tenian un
‘culto numérico’. Para ellos los numeros eran ‘La piedra de
toque del universo entero’, el mundo habla sido formada ‘por
imitacion de los numeros’ y los cielos fueron ‘armonia y
namero’. Acorde a Aristételes (taMetafisica AD), ellos
arribaron a este punto de vista porgque ellos estuvieron muy
ocupados con las Matemdticas. La mas vieja enseflfanza, sin
embargo, se supone que ha sido sacudida por el
descubrimiento de que el lado y la diagonal de un cuadrado
eran inconmensurables. (Que la diagonal de un cuadrado no
tenia medida comin con sus lados significaba que si la
longitud de los lados es tomada como la unidad, entonces la
longitud de la diagonal no podia ser medida, i.e. esto no
puede ser expresado ya sea como un todo © como una fraccion.
Por tanto algo lo cual era ‘un no namero’ sino justamente
un aeenrtov (algo el cual no podia ser expresado) habfa sido
descubierto. Es sostenido que éste desconcertante
descubrimiento condujo a lo que se usé para ser llamado una
crisis en los fundamentos de las Matematicas griegas".

Y poco mas adelante sostiene que no ohbstante que los mas
nuevos libros de texto no mencionan esa crisis de

fundamento, la interpretacion historica basada sobre tal

zrisis (o al menos sobre un ‘critico punto de cambio”
sobrevive en autores como Van der Waerden, quien dice que
las Matematicas Griegas cambiaron desde los numeros con el

descubrimiento de la inconmensurabilidad(40.b). Szahbo se

(40.b) Szab6, Ibid, Pag.9S
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opone a la existencia de ésta crisis cuando discute el
fragmento del Mendn referido a la duplicacién del area dEfun
cuadrado, argumentando que ".,..si @l lado del cuadrado es
elegido como la unidad de longitud, es equivocado decir gue
la diagonal es realmente ‘un no ndmero’..."., Punto que
nosoatros trataremos con mas detalle adelante(40.d). Sin
embargo, me parece preciso adelantar esta reflexidn:

81 ge registra un cambio de punto de vista en el concepto de
namero proveniente del Pitagori{smo, peroc de una manera
externas en la intuicidn que hace platon de la identidad
erronea entre namero y magnitud, asi{ como en su
conceptualizacién del namero como coleciones contadas de
objetos, y como una idea que formaba parte del nivel mas
alto del alma humana, alcanzado con las MatemAdticas. Si bien
.Platén no era precisamente un Fitagerico, é1, con mucha
plausibilidad, aprendidé las Matematicas de Arguitas
(recordemos gue éste si fué considerado Fitagoricol, se
percatd del problema gque representaba en las Matematicas el
descubrimientoc de la inconmensurabilidad e insta a sus
alumnos a estudiarle (comp se refleja en el dialogo que
lleva el nombre de su alumno mas prominente en las
Matematicas; Teetetos), y con ello a hacer unas Matematicas
que in:luyerén los inconmensurables sin gue chocaran con €l
concepto de nimero. Esto se confirma en la vision oue
Aristoteles tenfa del namero (y recordemos también gque ¢é1

fue alumno de Platén), manejada tambien por Euclides, ast

(40.d) Szabé, lbid, Pag. 94



34

como la existencia del Libro X de Euclides dedicado
exclusivamente al estudio de los “"irracionales”.

Estos estudics de la inconmensurabilidad, en mi opinidn,
testifican un cambio en las Matematicas Briegas,
privilegiando a la geometria por encima de la aritmética,
como se discutira mas ampliamemte en el capitulo I1I de
ésta misma Tesis. Fero ello no significarfa una "crisis de
fundamento de las Matemdticas”, ya que lo que estaba en
cuestionamiento era la Tesis central del Pitagorismo, y si
bien éste tuvo un papel preponderdnte en el desarrollo de
las Matemdticas Griegas del siglo V, no puede extenderse a
una craisis en la Matematicas enteras de su tiempo. Er Gltima
instancia, la crisis, de haberse dado tal, solo debid haber
sido del Pitagorismo y su cosmogonfa, y si acaso pudo
parecer en la antiguedad griega como una crisis en las
Matematicas debid haber sido porque las Matematicas, en
particular el Numero, eran la base de esa cosmogonfa
Pitagdrica. Una crisis dialéctica en la que dentro del
propio Pitagorismo se supéran sus contradicciones emergidas
con el hallazge de la inconmensurabilidad: ellos descubren
los inconmensurables, su hallac-go choca con la Tesis central
de su doctrina, el Pitagorismo por entero entra en crisis,
se estudia a ésta misma, y se crea un nuevo tipo de
Matematicas, la que incluye en su cuerpo a los
"irracionales", sin ser slla algo no Racioral. Asi, nc pudo
haber ocurido wuna crisis de fundamento en las Mateméticas,

paro si un cambig trascendental en el desarrollo de las
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Matemdticas Oriegas. Y aht discrepo con Van der Waerden en
el primer punto, pero tambien con 8zabd en &) segundo.

Por fusra del FPitagorismo, las mas famosas paradojas en
relacién a la identidad Numero=Magnitud fueron enunciadas
por Zenotn. A continuacién analizarédmos en este contexto la
siguiente, una de las mds famosas, (41): <El argumento es
llamado Aquiles, porque en é1 se ocupa de Aquiles, quien
segun dice el arguménto, no puede dar alcdnce a la tortuga
que persigue...Supongase que se trata de un Estadio. Una
tortuga avanza a partir de la mitad del f£stadio, y Aguiles
avanza dier veces mds en el mismo tiempo. Aguiles desde el
comienzo del estadio, inicia la persecusidn de la tortuga y
avanza medio Estadio, de modo que llega a la mitad del
mismo, de donde partié la tortuga. Fero ésta avanzo ya la
décima parte de la mitad restante del estadio. Anuiles
recorre entonces la décima parte de esta mitad del Estadio;
pero la tortuga avanzé la décima parte de la décima parte
de la mitad restante., Y mientras quede una décima parte de
cualguier distancia, y ella tenga a su vez una décima parte,
la tortuga estarad siempre adelante de AqQquiles, y jamas
ninguno de los dos podra recorrer la totalidad del estadiox.
En el contexto de las Matematicas de Zenon ya se manejaba el

concepto de razon(41.a), aunque se representaran

(41)Egger Lans, lLos Fresocraticos, tomo Il, pag.Gl

(41.a)"otra clase de secuencia numéricas es: ‘mitad, tercio,
cuarto, guinto, ...etc 4. pero yo referire a ellos por su
nombre griego como la s de partes (meros o marion,
plural, mefle, o morail. 1los deberiar ser pensaros poriuna
mitad, un tercio. un cuarto, un quinto....y nNo son




diferéntemente a la manera como ocurre actualmente, y por
tanto podemos establecer sintéticamene las siguientes
consideraciones. §i Zenén hubiera pensado la relacidn entre
el recorrido de Aquiles y la tortuga segun el sentido
comin, y adn el sentido comun de su contexto griego, hubiera
facilmente concluido que en el primer moménto del recorndo
mencionado Aguiles bhabria llegado a la mitad del estadio,
L/2, mientras que la tortuga a la ubicacién L/2 + L/20. Y
en ]l segundo moménto de recorrido, cuando habia pasado el
doble del tiempo primero, suponiendo gue ambos mantienen su
velocidad constante, Aquiles habria recorrido L/2 +L/2 =L,
la totalidad del estadio (agui usamos la representacion
actual de la representacion de las razones para abreviar el
texto, asi cuando tengamos a/b, significard a:b de usanza
griega.Esto naturalmente, no cambia el sentido del texto
original), mientras que la tortuga habria recorrrido
L/20+L/200 por lo que su ubicaci1on en este momento serfa L/2
+ L./720 +L/200, lo cual seria menor que L, y ya entances
habri{a rebasado a la tortuga., contradiciendo 1la conclusion
central de la paradoja.

Sin embargo, es evidente que Zendn ,siguiendo a su maestro
Parménides, noc se atuvo al sentido comdn. Nosotros haremos
una tabla gue representa las rolacinnes entre sus distancias

recorridas para tratar de entender la problematica que, mis
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escritos por 1/2,1/3,1/74,1/5,etc" .Fowler, Thae Mathematics of
Flato‘s Academy, pag.14
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alla del sentido coman, planteaba originalmente Zendén:

MOMENTO] UBICACION DE LA TORTUGA UBICACION DE AQUILES
Mo Ls2 ] o

M1 L/2+4L/72¢10) ) L/2

M2 L/2+L/(2) (10)+L/2(10)2 L/2+L./2010)

.o vetel etc... etc...

Mn L/2+L/(2) (1O)+...L/72(10)0 LA2+4L/2(¢10)+. .. L/2(10)n-]

Con lo que siémpre habria una diferéncia donde la ubicacion
de la tortuga sera mayor por L/{2)t O)" en el n-simo
momento.

Es claro gque en su raczonamiento excluye la relacién
distancia-tiempo, y por tanto sé6lo queda pensar que Zenén
hizo una division reiterada de la distancia entre Aquiles y
la tortuga, considerandola como una magnitud formada por
cierta cantidad de puntos, pero encontrd que entre un punto
y otro siempre habia un tercero, contabilizando infinitas
éproximaciones y creyendo que estaba contando la extension
entre Aguiles y la tortuga, la magnitud de la distancia, vy
asi nunca la alcanzaria. AQqui esta presente la identidad
numero=magnitud, y, en mi opinicn, ella fue la causa que
originé esta paradoja, no la idea de la inconmensurabilidad.
Al parecer, Hegel, a decir de sus alumnos de Historia de la
Filosofia, registra algo acerca de la manera zomo
Aristoteles contemplaba estas «paradojass; "Esta prueba
representa la misma divaision hasta el infinito, pero es
falsa, pues el cuerpo mas rapido acabara necesariamente

dando alcanze al mas lento, siempre y cuando gue =se la
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permite rebasar el limite" (42),

No ohbstante los cuestionamientos a este texto, creo que en
esta ocacion coincide con lo acontecido, pues en efecto
Aristoteles llegd a criticar fuertemente a quien creia que
de las paradojas de Zenén surgia la idea de
lainconmensurabilidad. El procedimiento de Zenén se parece
mag bien al seguido para determinar que es posible encontrar
los terminos reducidos de dos numeros considerados

conmensurables, como se vera adelante.

(42)Hegel, L=cciones Sobre'La Historia de la Filosnfia, )
pag.252 i




CAPITULD I1: LOS INCONMENSURABLES.

A)SU PRIMER HALLAZGO.

Entre los griegos existia el término "irracional' pero no en
el sentido en que se le denota actualmente. Dos magni:tudes
son conmensurables con respecto a alguna otra, si ellas
tienen una medida comtn la cual divide a cada una en un
numero enteroc positivo de veces (no hay indicios de que las
griegos manejaran el concepto de negatividad en su sistema
numéricol). Si ellas no tienen una medida comin se laes llama
inconmensurables{l), De el diidlogo platénico El Teetetos(Q),
podemos encoantrar datos confiables acerca de la
conceptualizacién griega de los irracionales: Definida la
unidad, la cual era llamada"la racional", aqguellas lineas
conmensurables en longitud con ella eran llamadas
‘racionales’ (entai)., Mientras aaquellas otras lineas que
salamente al cuadrado son conmensurables con la unidad pero
no en longitud, eran llamadas "irraciocnales” (alogo:)

Este concepto era tambien extendido a las dreas: El cuadrado
de la unidad era tambien llamado el ‘rracional’, y por tanto
las areas conmensurables con el cuadrado de la unidad eran
tambien llamadas 'racionales’, mientras que aguellas aue
s«0lo eran conmensurables al cubo con la unidad de area pero

no lo eran al cuadrado ,se llamaban ‘irracionales’.

()rAorr, The Evolution of ,.. Pags.19 y 6.
tirDMalonos de Platan, &1 Tewtetos.
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De esta manera el conjunto de numeros conocidos (agui
guedaba excluido el niomero uno ~omo una parte de la herencia
pitagérica al concepto de namero del perfodo clasico) en el
contexto platénico era clasificado en esas dos modalidades:
un namero era racional, conmensurable; o irracianal,
inconmensurable. Y de esta clasificacioén surge lo gue Knarr
1lama los teoremas I y 11 de Teetetos(l.al).

No ohstante que algunos han conjeturado acerca de las fechas
y la manera en que se encontraran los inconmensurables, no
se tienen testimonios que precisen esto. Acerca de esta
cuestion, H.VYogt datd el descubrimiento de las
inconmensurables antes del 410, y sostiene que emergieron a
partir de la inconmensurabilidad de los lados y la diagonel
del cuadrado(2). K.Gaiser sostiene gue los griegos

conacieron de la existencia de las "raciones

inconmensurables” desde la mitad del siglo 59, con lo cual
al parecer Scabo se queda, al no contradecirlo. A decir de
Knorr, Vojt y Junge datan el descubrimiento en el 410
"porque es inconcebible que un largo intervalc separara el
descubrimiento de su inmediata extensidén” (haciendo alusion
al tratamiento de los inconmensurables par Teodoro de Cirene
en el Teetetos), sin embargo esto no es correcto, porgue no
aparenta ser inmediata extension desde el s6lo

descubrimiento. No hay razén para explicar qué cantidad de

1. a)nore, The Evolutiong Pags.213 y 214 -

(2)S~abo, The Beginings..pag.3%
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tiempo debiera extenderse entre su descubrimiento y su
aplicacién primera.

Willbur Knorr se apoya en los avances de la teoria realizada
por Teodoro y la atribucicon a Demécrito de un trabajo que
por su t{tulo mismo es relacionado con los inconmensurables,
para sostener que : " el descubrimiento fue primero hecho y
diseminado algun tiempo durante el perfodo del 430 al 410;

y Teodoro y Demécrito estuvieran por tanto investigando
problemas asociadoes con la inconmensurabilidad, que fue
relativamente nueva en su tiempo"(3).

El argumento de Knorr para llegar a ests conclusion es que,
por un lado, Teadaro extendid su carrera geométrica entre
410 y 390 y "durante su tiempc 21 introdujo la primera
extension del conocimiento de la i1nconmensurabilidaa®.For
otiro lado se apova en gue entre las varias “eferencias  &n
los fragmentos fuentes relativaos a lo ®inconmensurable> y lo
«irracionals», distintas a la de Hipaso y Teodoro, "la Unica
que parece envolver un sentido matematico del término, es
una alusicén al titulo de un trabajo de Democrito, “Sobre las
Ltneas y Los Sélidos Irracionales ". Considerando gue
Demoerito nacié en el 460 a.c. estima gue en el 430 o mas
tarde ¢ste filosofo se vidé envuelto en el estudio de los

irracionales.

DI Knorr, Ibid, pag.40



Esto hace pensar que alrededor de los 30 aflos de Demécrito,
62 habrta enterado de alguna manera no determinada aan de la
existencia de los inconmensurables, y unos 30 o 31 aflos
después, en el 399, Soécrates se habria percatado de ello,
cuando la carrera de Teodoro llevarfa unos 10 affos de
recorrido, mismo afio que Knorse asigna a la realizacioén del
dialogo(S), el cual seria escrito por Platén en el 369,
otros veinte afios despues. No hay acuerdo en la manera cémo
FPlaton conocid de los inconmensurables, algunos autores como
Jones creen que fue a partir del primer encueritro del
tildésofo ateniense con Arquitas de Tarento en el 390(&). Sin
embargo, debemos observar que tan s6lo a partir de la fecha
del nacimiento de Demdcrito, en el 4460, knorr considera gue
a los 30 afios de éste, o poco despues, va conoceria a los
inconmensurables, pero Knorr mtsmo no aporta testimonios que
testifiquen esta afirmaciotn. éNo podria Demécrito haberlos

conocido a sus 49, 50O o 60 afos?, {Cuando hizo su libro?...

tS)Jones, lbid, Number before..., pag.2%. Jones afirma
ysupuestamente refiriéndose a The Evolution of Euclidean
Elements de Knorr, que Platon se encontré por primera ve:s
con los pitagéricos en Italia, aprendiendo posiblemente de
Arquitas sus Matematicas. Fero Knorr, 2n las paginas
reteridas de su libro, 88 y 89,sostiene que es poco probable
que de ese encuentro con Arguitas, que el ubica entre al 47
v T4t, halla aprendido sus Matematicas. Knorr atribuirsa mas
adelante a Teodoro la enseflanza de estos temas a Flatén.
(6)Knorr fecha la realizaci6on del dialooo de! Teetetos en el
399 a.c.,pag.B6 The Evolution, y la escritura del mismo en
el 369 a.c., pag78,Ibid. En la edicion de los Dialogos
vdirigida por Emilio LLedo, parte introductoria cdel dialogo
el FParménides se establece que 2ste y 21 Teetetos fueron
escritos por 368-36%.Ed.Gredos, 1988.
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Por otro lado, si Knorr mismo sost;éne'quE'él dialogo éué‘
suscitd al Teetetos ocurrié en el 399, deberia acéptar que
Tecdoro expandié unos 10 afios més su carrera ,'y no ltla
deberf{a limitar hasta el 390, Pero esto llevarf{a a que en el
momento de la realizacién del dialogo serf{a un viejo con una
carrera como matematico de unos 90 afios, que aunados a los
aflos anteriores a su carrera de matemidtico harian de ¢1 un
personaje que habria vivido mas de cien afios. Esto muestra
un pequeffo desajuste entre la fecha limite gque da Knarr para
la carrera de Teodoro y la realizacion del dialogo del
Teetetos.Mas aun, si tomamos en cuenta que las fechas de la
muerte(7) de Fitagoras oscilan alrededor del S04 (pues alo
sumo, “segun la antigliedad",alcanzo a vivir entre 80 y 104
afiosy, ¥y nacio en el 570,en la 490 o S0o olimpiada), del
supuesto de Knorr se desprenderia que no pudo haber sido
¢ste el descubridor de los inconmensurables.

Con lo anterior, de haber sido algtn pitagdrico el
descubridor, habria sido alguno de las primerac generaciones
y por tanto un pitagérico que habrfa vivido entre la epoca
en gque gobernaron" algunas de las ciudades de Italia" y su
expulsisén. De haber sido asi éste personaje bien pudo haber
sido parte de la secta de los Mathematikoi, los mas ligados
a las Matematicas, o pudo haber sido alguno delos gue
lliegaron a gobernar alguna de las ciudades Italianas o

estuva cercano al poder, o tal ver fue alguno que habiendo

{7}Hegel, Lecciones de Historia de la Filosofia, pag.189



h;.iido de la persecusién de que fueron objetc los pitagoéricos
se recluyé em el anonimato, guardando sus conocimientos o
trasmitiendolos sdlo a sus mds confiables allegados.

51 tomamos en cuenta que las persecusiones contra los
pitagoricos comenzaron por el 504, mismo &ffo en que murio
Pitagoras, de quien incluso una de las versiones sostiene
que murid en la rebelfon de Cilén, y duraron hasta el 490,
icasi un siglo de persecusién !...,en todos esos anteriores
casos, ¢ no habrfa motivos para no divulgar la profana idea
de 1los inconmensurables?, iquien se animaria a divulgar un
conocimiento que ellos mismos habrfan encontrado, al
parecer, y qgue contradecfa su Filosofia, y por tanto su
religiétn, y posiblemente incluso socavaria la base de su
prestigio social?, <({no podria propiciar la debacle politica,
en caso de que mantuvieran el poder%, ino propiciar{a un
mayor rechaso social, incrementado por sus enemigos
politicos, que atentara aun sobre sus vidas ,en caso de
encontrarse en el exilio?. Bajo estas circunstancias es
clarc que habia razones de sobra para que los pitagoricos no
divuigaran inmediatamente la existencia de los
inconmensurables y se reservara a «los iniciados». Con la
ruptura politica de las comunidades pitagoricas que les
llevaron desde Italia a Thebas, que tambien registra Knorr,
se acentuaban mas las razones para no divulgar ese
acontecimientc. No podemos pensar a los pitagéricos como
personas aisladas que vieran s6lo por la publicacion de sus

conocimientos con el unico objeto de incrementar la ciencia.
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Ahora bien, por fuera del pitagorismo, dentro de los pocos
datos que se tienen destaca dque Hipécrates (quien
vivid,segin algunas versiones(10) vivio entre el 420 y 390
y/0, nacit entre el 450 y 430, segun otras(i0,:)) escribio
el libro "“Sobre la cudratura de las Lunulas',quien a decir
de Knorr "utiliza el teorema de Pitdgoras y otras
herramientas", pero no hay mayores evidencias(10). Sin
embargo, debemos preguntarnos Jque tantas posibilidades
habria de que se descubriérna al margen del pitagorismo?,
ique tipo de razones habria para que no se divulgara la
existencia de los inconmensurables, si el descubridor no
fuera pitagdrico?. Resulta complicado encontrar la respuesta
correcta de estos cuestionamientos, maxime que no hay
testimonios documentales gque nos auxilien,.Sin embargo, tal
vez podriamos acercarnos a su respuesta a traves de esta
pregunta mas especifica: isalvo por alguna pérdida o
destruccion de los escritos originales del descubrimiento de
los inconmensurables por algun suceso histérico, del tipo
del incendio de la biblioteca de la academia Flatonica, por
ejemplo, qué otra causa poadria existir para gque no se
conoclera en la antigiledad al autor y fecha del
descubrimiento de los inconmensurables™. A mi me parece que

no esxistia »n la antigiiedad agriega del siglo V ningan

(10YKnore, Ibid, pag.40.%in embarge, algunos autores ,como
Bell cita en Historia de las Matematicas, pag.&67 (apoyandose
en Werke, 2o edicion, Leipzig, 1892), sostienen aue
Hipocrtates nacin en el 470,

(10.%) Heath, Euclid’'s Elements, Vol.!,.,Fag.413

(?)IKnorr, pag.40,Ibid.



personaje ni agrupacién intelectusal, mas alld del
pitagorismo, que pudiera causar alguna complicacion a
gobernantes, clases o sectores sociales, o individuos, can
el descubrimiento y manejo de una teoria como la de los
inconmensurables. Hipocrates no parece haber pasado como un
personaje con alguna participacién politica o social en su
tiempo, ni haber influido en el conterto de los
acontecimientos histéricos de su tiempo, mas alla de su
posible influencia intelectual como matematico.

Demécrito nace en el 450 y de ¢l se conocieron trabajos
acerca de las lineas irracionales, pero siendo conocida en
esencia sus tesis atomistas y partes de su pensamiento
matematica, tan conocido por intelectuales y pensadores como
Hipocrates de Cos, el fundador de la Medicina, del cual
incluso eran contemporaneos, <ne hublera razonado igualmente
de manera atomista una tesis tan trascendental como la de
los inconmensurables?, éno hubiera marcado su posible
descubrimiento a su teorfa atomista de una manera que se
trasluciéra en ella?.

En mi opinitn, en tanto el pitagorismo, aun con toda su
cErrades, constituyo la escuela filoséfica mas trascendental
en el plano soci1al de la antigiedad griega del siglo V, como
ouede atestiguarse a partir de la relativanente gran
cantidad de adherentes al pitasoriesmo, la permanencia de su
doctrina-aun con sus contradicciones—, durante casi un
siglo, as1 como sus resijuos de pensamiento que llegaron a

impregnar hasta Flaton. Y asi serian los unicas que pud:eron

a6
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haberlo descubierto y ocultado por causas no fortuitas.
Ahora bien, cual haya sido la fecha del descubrimiento de
los inconmensurables, esto no pudo haber sido hasta la
existencia de Farmenides y Zenén como pensadores ni
posteriormente, pues del modo contrario se hubiera notado en
sus reflexiones sobre las paradojas y dificilmente hubiesen
llegado a las conclusiones escritas en ellas. Pero elllo no
ocurre, y en esto parece correcta la apreciacion de Knorr.
S8in embargo aqui precisamente surqe un problema: en el
Dialogo El Parménides, realizado por el tiempo en que se
realizé El Teetetos, I459-3468,en el cual se narra un
encuentro entre el por ese entonces joven Scécrates y la
pareja Parménides—- Zentn (que Tenneman data por la
Bloolimpiada, entre el 460 y 447), se establece j<€Zenon y
Parménides llegaron cierta ver a Atenas para tas grandes
Panateneas. Parménides era ya un hombre muy viejo, con todo
el pelo blanco, bello de figura, contaria aproximddamenta
segenta y. cinco aflos y zenoén unos cuarenta...Sécrates oor
entonces era muy joven®». Sécrates, segun Diogenes, habria
nacido en el 470- 449 y tendria por tanto unos ZU aflos en @l
momento del didlogo. La conversacion habria ocurrido en el
450, afio en gue se celebraban las grandes fiestas de las
Fanzteneas mencionadas en el didlogo como el marco en que se
din la recnaon, ¥ per tanto Farménides habria nacido ~n el
§51% v Zsnon en el 490 a.c. Fero entonces Farménides habria
nacido 85 afins eantes aue el supueste descubrimiento de los

nconmansurab les datado por bnorr en el 430, vy .mas adn,



Zendén unos &0 aflos en ese momento, edad que viablemente pudo
alcanzar este tilésofo eleata. Sin embargo, segln
coincidiamas con Knarr anteriormente, €1 descubrimiento de
los inconmensurables no podria coincidir con la existencia
intelectual de Parménides y Zenon. For tanto, creo que los
inconmensurables se habrfan descubierto poco después del 430
que propone Knorr, unos 10 affos mas tal vez, pero
seguramente tras la muerte de Parménides y Zendén.

For el tipo de concepciones mitico religiosas, ya mostradas
anteriormente, que manejaba Parménides en su Proemio, asi
como por su critica a las concepciones filosoficas de
Heraclito, fue un personaje que vivié plenamente el sigle V.
Desde mi punto de vista, Parménides escribié el Proemio en
el siglo VI (si las cifras de su nacimiento no fueran
fieles) o a lo mds en la primera mitad del siglo V, por la
reverencia mostrada a la diosa y porque las concepciones de
Heraclito, guien floreceria por el 500 y culminaria su
actividad intelectual en el 4B0 a.c(il), debieron haber
estado lo suficiéntemente frescas para que representaran una
preocupacion filosofica el contradecirlas en su Proemio, en
donde "parte del lenguaje utilizado por Farménides sélo
puede explicarse desde el supuesto de que esta repitiendo,
deliberddampnte, frases de Heraclito con esniritu de
critica(11.x)

FParménides, tal ve:s sin percatarse por entero de la

(11)Guthrie, Ibid, pag.38S
{11.%) Mondolfo. Heraclito, Te:stos..., de su Introduccion.
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importancia que eso tendrfa. al criticar s Heraclito y
establecer gue las cosas no pueden no ser, establecia de una
manera abstracta, ademds de poética, una forma primitiva del
Principio l6gico de Identidad, Io cual requiriria un nivel
de abstraccion similar o tal ve: mayor que el de los propios
pitagoricos. quienes adn no despegaban el concepto de numero
ahstracto de los objetos de que proverilan(recordemos su
atomismo numérico). Esto muestra gue Farménides vivie un
periode aproximado en el gue estaban frescas las ideas de
Heraclito y adan de la Escuela Milesia con la que éste
mantenia afinidades, en el que ya habia un desarrollo
matematico y filoséfico que madurd la capacidag de
abstraccidn , el concepto de Alétehia empesaba a separarse
de sus connotaciones miticoreligiosas (recordemos la
declaracion de Maiandrios sobre la instauracion ge la
lsonomla, apuntada anteriormente), pero sobre todo comenzaba
a superarse la explicacién del origen del cosmos a partir de
la naturaleza sensible, como tambien muestran los
pitagdricos. Desde esta perspectiva, Farménides estaba
cultivando el terrenu para la separacion del pensamiento
desde su conceptualitacion del! Kodsmos a partir de la
naturaleza sensible, para abordar su conceptualizacion
meramente abstracta, proveniente de lo concreto de la

naturale

pero ti1jada en el pensamiento. namo algo
petrilicado y ageneralirable, y en ese sentido racionalizado.
Farm as auns Zendn al adaptar la posicion de su maestro a

las Matematicas, estaba sirviendo de umbral al pensamiento



matematico para despegarle de la concepcion corporea del
namero rigidamente entero, y abrirle lé puerta para su
conceptualizacion fraccionaria, impl(;ita}en la paradoja de
la tortuga. Esto fue fundamental, yaiéue despues de todo un
inconmensurable medfa un namero entero de veces la unidad

mas una fraccion.

BYACERCA DE COMO SURGIERON .0S INCONMENSURABLES

En el libro X de los Elementos de Euclides, 117,e, aparece
como apéndice una demostracién de la inconmensurabilidad del
lado y la diagonal del cuadrado, que al parecer fue un
conocimiento comin entre los escritores del siglo IV y que
contrastaba con la idea de Jamblico, quien asociaba las
irracionales con el dodecaedro y las lineas en e:itrema y
media razén. Esta demostracion fue aparentemente expuesta
por Aristételes como un ejemplo de la técnica de
razonamiento per impossibile(14) y su idea general es como

sigue:

Supoéngase que AC y AR son canmensurables. A D

Fiag.S ~

(14)Knorr, Ibid, pags.23 y 24,1Ibid.



Caomo AB=BC,. entonces AC2=2AB2.,

Luegs AC:AB=ef:qg, los menores términos en esta racién.fPor
tanto ef es desigual-a 1| {(porque si ef=l, y ef:g=AC:AB y
AC>AB, entonces ef>g y por tanto ef>l...!.As! ef es desigual
a 1).Y como AC:AR=ef:q, entonces AC2:ABI=ef2:g?,pero como
AC2=2AB!,entonces ef! es par (porgue si ef fuera impar
entonces ef2 serifa impar, porque si un ndmero impar de
términos es sumado, el todo es impar), y por tanto ef es par
(porgque si fuera impar, ef?! seria impar). Sea h tal que h
divide en mitad a ef. Puesto que ef y g son los menares
términos de aguellos que tienen la misma razén, ellos son
primos relativos, y como ef es par, entonces g es impar.
fFero como ef=2h, entonces efi=4hl, Luego ef2=2g9?! y por tanto
2g2=4h2, y gi=Zh!,y por tanto g es par...!.Asi, AC y AH no

pueden ser conmensurables.

<mnorr, en sintesis, argumenta que en ella =e utiliza como
metodo de demostracion una reductio ad absurdum de corte
aristotélica que dificilmente podrian haberla realizado los
pitagoéricos, en la que se utiliza como contradiccion la
afirmacién de que los impares son pares, excluyendo el caso
dea la unidad, la cual era considerada por los pltagoricos

como par e impar.

1



K.Von Fritz y S.Heller(15) proponen una reconstruccion de
demostracion del hallazgo de los inconmensurables cuya idea

general es la siguiente:

Supdngase que se tiene un pentagono regular. Trazando sus
diagonales se forma la estrella del pentagrama en la que la

diagonal AB esta en razén extrema y media con BC.

Fig.4. La estrella del Pentagrama

{(15)Kknotr, lbid, pagZl?.
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tLuego, como DE=BC (porque PDB‘*BFC)'entdncé.s ABV;-BC;AB-DVEWAI_J.J
Trazamos otra estrella con las diagonales del pentagono
inscrito en la primera estrella. Lusgo, como ADF"'bFQ,
entonces AD=DF, donde DF es diagonal .y esta en razén extrema
y media con DE, y ademas DE=DG. Luego AD-DE=DF-DG, y as{
continta el proceso ad infinitum.

8i AB y BC iniciales fueran conmensurables, entonces el
proceso terminaria cuando se encantrara la maxima medida
comiin, el maximo comin divisor entre ellos; pero como
continda al infinito entonces AP y BC son inconmensurables.
Fara apoyar esta reconstruccioén Von Fritz subraya la
importancia del pentagrama dentro de la sociedad pitagdérica.
Mas aun ,"...é1 nota la importancia de la razoén extrema y
media para la construccién del dodecaedro regular el cual ,
en compafifa de la primera publicacinn del irracionnal, ha
sido asociado con la fatal desgracia de Hipaso en los
reportes preservados por Jamblico"(14.a)

Knorrr (16) argumenta contra ellos considerando que: (a) La
division de una linea dentro de segmentos en razén esttrema
y media requiere del teorema pitagorico sobre triangulos
rectangulos v la construccion formal del pentagono regtilar
via II.11 (‘Para cortar una linea recta tal que el
rectangulo contenido por el todo v uno de los segmentos es
igual al cuadrado sobre gl segmenta remanente’) v V.10

requiriria un gran hallazgo mucho més elaborado que el

(14. a)Knarr, Ibid.Pag.30
(16)Knorr, Ibid, pags.30-31.
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planteamiento del lado y la diagonal del cuadrado.

(b) No aparece en la literatura griega ningun uso del método
de Anthyphairesis para probar la inconmensurabilidad de
lineas en razon extrema y media. También utiliza el
procedimiento, parecido al presentado en e! tratado
peripatético de Lineis Insecalibus, utilizado en sus
articulos "Stetice Teilung" y "Theodorus-Stelle”
argumentando en favor del procedimiento de Anthyphairesis en
extrema y media como la base del hellazgo en cuestién, “paro
en otros articulos propone un argumento relacicnado
perteneciente al diametro y el lado del cuadrado", basandose
en Tron de Smirpna y proclo, pitagéricos del altimo periocdo.
Aunado a los incisos {(a) y (b) anteriores, E1 argumento de
Heller, como el de Von Fritz, “transforma la Anthyphairesis
en una sorprendente progresion geométrica. Apovando esta
afirmaci16n esta el hecho de gue la forma des algoritmo hace
virtualmente inconcebible que ésto no se eleve desde la
experiencia con la expansién anthyphairética de la racion
del lado y el diametro del cuadrado. Pero igualmente
concediendo esto, ¢1 debe reconocer aue una tal
investigacion de esta raz6n implica ya mas bien wuna
avanzada competencia tedrica en el manej)o de este
subterraneo procedimiento algoritmico, nivel dific:lmente
atafiido a los geometras del sigle IV, en parte estimu!ados
por un interés en el estudio de las lineas i1nconmensurables.
Mas aun una consideracion clave es s1 una regla aritmética

coma la de ‘atmeros lado v diametro’ pudo haber sido tomada
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como una prueba geométrica de la inconmensurabilidad de su
razen" (17.a). De ello, Knorr desprende que 1o que Proclo y
otros (Heller en este caso) esclarecieran, fue que los
numeros Lado y Diametro fueron un algeoritmo diseffado "para
aproximar el lado geométrico y el diametro",o bien que "los
matematicos griegos fueron familiarizados con la
anthyphairesis como un medio de aproximacion de ciertas
razones de lineas incaonmensurables" (18)

Investigaciones de Fowler coinciden con las apreciaciones de
Knorr acerca de la anthyphairesis: "Esas palabras
(anthyphairetic y anthyphairesis) son derivadas desde el
verbo griego anthuphairein usadas en los Elementos
I1.1,VII.2,X.2 y X.3 para describir esta operacibn de
reciproca substraccidén. La unica razén explicita de
Euclides para introducir el proceso es para enconterar la mas
grande medida comun y, en X.2, como un criterio para
inconmensurabilidad el cual 41 entonces nunca uso
explicitamente..."(18.a). Esta proposicion X.2 de Los
Elementos dice:"S§i, cuando el menor de dos desiguales
magnitudes es continuamente substraida en turno desde la mas
grande, ésta la cual nunca se deda medir la anterior a ésta,

las magnitudes seran inconmensurables".

(17.a)Knorr, Ibi, pag.33

(18)Knorr, Ibid, pag.3b.

t18.a)Fowler, The Mathematics of Plato's Academy,
1987,pag.31.
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Far ‘'su parte, Szabcyreali:a'una reﬁqnscruﬁcién en la que
argumenta que el surgimiento de.los inconmensurables estuvo
ligado a la aparicion de los términos'tetragonismos’' y
‘dynamis’ en el lenguaje Grieqo. Szabd tambien pone en duda
el supuesto de Heath(21) (y par tanto de Knorr) de que el
descubrimiento de los inconmensurables fue sugerido por la
diagonal de un cuadrado, asf como la tesis de K. VYon Frit:z
de que fueron descubiertos en la consideracion del
dodecasdro y la del pentagrama, tratadas anteriormente. Asl
mismo se opone a aceptar la reconstruccien de las cuatro
edades de la historia temprana de las Matematicas, propuesta
por Becker(21.b), por suponer éste que " Teodoro descubrid
la irracionalidad de las ralces cuadradas en general y probd
esto por la generalizacién de los métodos de los
pitagéricos”, y porque “"Teetetos pone los fundamentos de una

teoria de cuadrados de irracionales y les clasifico...”

Szabé, contradiciéndo esas versiones construye la propia a
partir de un estudio filolégico del desenvoivimiento de los
términos ‘dynamis’ y ‘tetragonismos‘en la literatara griega,
pero sobretodo en el Teetetos y Los Elementos de Euclides.
Resumo su teorfa de la manera siguiente: Faracidamente a
Knorr, sostiene(22)que ! término Sivapig(dynamis)se ha
traducido frecuentemente de manera equivocada como
"pcéencia”, pero esa nocién tan general era inexistente

entre los griegos presocraticos, y sélo en el tiempo de

TEI)KEBguT.¥hw egxﬁxngs of Greel Mathematics.,pag.I?
(Z1.b) Sczabo, The Eeguinings...,Pag.2S
(22)Scabe, ITbid, pag.38



Platon el término avgn era cercano a ese concepto, pero solo
para las '"potencias" de dos y tres, Asi,en =1 contexto del
Teaetetos, Szab6d traduce Suvar@ai como "cuadrado”. El término
Suvac@ai, que traduce como “para tener el valor'"o "para ser
valioso", sostiene Szabé, sdlo es usado en conexioén con el"
cuadrado”" y por tanto en Matematicas la palabra Zuvaoc@oi
"fue usada originalmente acerca de transformaciones de
superficies en el plano"(23). As{, utilizando estas
traducciones; "Un rectangulo era transformado en un cuadrado
de la misma area y el lado del cuadrado resultante era
descrito comoj‘esta linea recta (Eu@Efa) cuando cuadrada
tiene el mismo valor (icovSuvati) como los rectangulos
previos(tTwr€ei€xop€vwuTo) . Debe ser puntualizado que este
verbo sb6lo puede ser usado sobre las transformaciones de un
rectangulo dentro de un cuadrado de la misma area y cn este
contexto ésto indicé el valor del area y de ahi concluye que
al término Suvac@xi (que proviene del mundo de las finanzas)
se convirtio en Matemdticas con el significado; ‘el valor de
un rectangulo cuando se cuadra‘, para luego dar lugar al
término Suvapg que en Geometria significo ‘el valor del
cuadrado de un rectangulo’ y luego el de ‘el valor del
cuadrado’ y finalmente ‘cuadrado’.For ello S:zabo traduce el
primer parrafo del Teetetos como:

“Teodoro estaba manejando algunos cuadrados(rn€eifuvapEwyv)
para demostrarnos que las longitudes de los lados de

aquellos Que tenian una drea de tres o cinco pies cuadrados

{23)Szabo, pags. 38-39, ibid.
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no son conmensurables con la langitud de los lados de una
unidad cuadrada” (24). De cuya interpretacion sostiene que
el punto central del didlago es el contrastar la enumeracién
de casos particulares con una comprehensiva definicién del
misma fenomeno. En la elaboracion de su cronologfa del
término 'Dynamis’ sostiéne gque éste aparece en el texto de
Hipoécrates de Quios, sobre el cuadrado de las lineas,
transmitido por Simplfcio, guien comiénza; “E1 prepard una
fundamentacion por 41 mismo y erigid sobre esto una primera
proposiciéon la cual sirvié a su propdsite, nominalmente que
segmentos similares de circulo tienen la misma razén a cada
otra como los cuadrados de sus bases. As!{ nos muestra gue el
uso del término fue comun en las Matematicas preplatonicas,
pero en Euclides, Suvac¥axi "en el sentido de 'tener el valor
cuando cuadrado’'no ocurre", y asi por =2iemplo en el Libra X,
proposicien 7,que trata con los "cuadrados sobre lineas
Vlncanmensurables en longitud", tiene la traduccion raatéd

Twvunx€i aoppETewy EVUEiwv TETREGWVAE. .etc. (Los cuadrados

sabre lineas rectas conmensurables en longitud tienen alaun
otra la razon la cual un numero cuadrado tiene a un numero
cuadrado; y cuadrados los cuales tienen algun otro la razon
la cual un noemero cuadradr tizne a otro numers cuadrsdo
tendran también sus lados conmensurables en longitud. Pero
los cuarhrados sobre lineas rectas 1nconmenswrables en
longirtud no tienen a algun otro la razon la cual un numero

cuadrade tienez a un numero cuadrado; y los cuadradns los

(24)35zano, lbid.pans- 40 a la 43,



S9

cuales no tienen a algun otro la razén la cual un numero
cuadrado tiene a un namero cuadrado no tendran. sus lados
conmensurables en longitud ni uno ni otro’}(24.a)...,sin
aparecer la palabra fuvauignifuvaer@xi (paralelogramo), y en
su lugar Euclides habla de rt€reagwvov, "esforzandose por la
mds grandemente posible generalidad”, en lugar de
“cuadrada", un caso particular del paralelogramo. Sin
embargo, el término técnico para la'transformaciodn de un
rectangulo en un cuadrado de la misma area era expresado en
Grecia por TETeagwvig€iv o bien TE€teavwviopés. Y a partir de
la frase de Aristoteles(25) gue dice: 'Que es TETeagvigEiv?.
Es el encontrar una media proporcional’

y Que en otro lugar explica como :'Las definiciones son
usualmente como conclusiones. Por ejemplo, que es
tetragonismos?.La construccién de un cuadrado igual en area
a un rectangulo (ET€eopnx€g). Esta clase de definicion es
una conclusién. FPero quien mantenga que tetragonismos es
encontrar una media proporcional tambien especifica las
razones detras de esto’.

S-abé retoma la afirmacion de Heibherg(246) de que "la
construccion geométrica de una media proporcional
(prop.VI.i3) fué completamente familiar a Arquitas v los
nitagoricos, y debid haberle zido cenocida a Hipdarates®

pata explayarse a explicar en gué consisten los

(24. a)Szah6, Ibid, pag.446,y Heath, Euclid’'s Elements,
vol. 3,pag.28. :
{25)Szabo, Ibad.pags.47 y 48

(2&) Szab6, Ihid. Fag. S50,
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tetragonismos. Literalmente, La proposicién.VI.13 dice
"Dadas dos lineas para encontrar una media

proporcional " (26, z)

Aqui es necesario decir que Heiberg(2&6.a) cita como
procedente de Aristételes un comentario acerca de la
proposicion I1.14 de Los Elementos, gque " el cuadrado es
meior definido encontrando la media“ (proporcional) que caomo
"haciendo un rectangulo equilatero igual a uno oblongo
dado", porque la definicién establece la causa, mejar que la
- conclusién. Heiberg, con esto pensaba que esta proposicidn,
que establece 'Para construir un cuadrado igual a una figura
rectilinea dada‘, era resuelta mediante la media

proporcional en los libros que manejaba Aristoteles,

La explicacicn de Szabé de ésa concepcion parte de la

proposicion VII1.18 de lLos Flementos, que dice :

‘Existe un nuamerc media proporcional entre cualquiera dos

numeros similares planos’,
y la proposiciéon VIII.20, que establece que 3

*8i existe un numero media proporcional entre dos nameros,

entonces esos dos nimeros son similares planos’

(24.2) Heath, Euclid's Elements, Val.!l, Fag.216
(26.4) Heath, Euclid's, Elements, Fag.410.
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Para entender el término de numero similar plane, podemos
revisar las proposiciones VIII.1é y VIII.22. La primera
establece que si (a) (b)=e, entonces c es un numero plano,
donde a y b son sus lados. La definicaon VII1.22 establece
que numeros similares planos son aquellos cuyos lados estan
en la misma razon, y pueden representarse geométricamente

como rectangulos similares. For ejemplo:

Fig.7
1 2 es similar a 2 8
2 7 4
3 3 e similar a 2 12
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Asf{,entre 3 y 12 existe una media proporcional, que es seis,
porque 31626112, Esto se determinaba en la antigiedad griega
de esta manera(27): 'los numeros eran priﬁern divididos en
los factores los cuales tenian conducidos ellos a ser
clasificddos como ndameroas similares planos en primer lugar
{agqul 3I=(1)(3) y 12=(2)(s), donde por supuesto si 12 fuera
dividido par otros factores distintos que 2 y 6, ese namero
no serf{a similar), y luego la media proporcional era
aobtenida por multiplicar dos diferéntes lados (factores) los
cuales no eran similares juntos {(esto es(3) (2)=6=(1)(&)).
Esto actualmente se calcularia obteniendo la ratx cuadrada
del producto de los numeros similares planos:J((3) (12)) =
36 = 6.

Con ese ejemplo, el rectangule (numero plano 3&) cuyos lados
{3 y 12) son nameros similares planas, puede transformarse
en un numero cuyo cuadrado es el area del rectangulo dado:
Area del rectdngulo de lados I y 12= (3 (12)= (&)2= area del
cuadrado de lado 6. Esa transformacién, en general, del 4drea
de un rectangulo en el 4rea de un cuadrado de la misma 4rea,
era ‘Tetragonismps’. Hay que recalcar gque con las
proposiciones VIII.18 y VII1.20 este procedimiento se
limitaba para rectangulos cuyos lados fueran similares
planas. Pero en la VI, 13, que Szabd vy Heiherg sostienen que
es posterior a éstas dos Ultimas proposiciones, se establece

y pruegba un procedimiento para encontrar por métodos

{27)Szabe, Ibid.pag. 52



geométricaos una media proporcional entre dos segmentos de
linea ecualesquiera, y por tanto entre dos lados de un
recténgulo cualquiera, y asi cualquier rectdngulo podia
transformarse en 21 area de un cuadrado. Con esto, segun
Szabo, "tan pronto cama la posibilidad de esta construccion
llego a ser conocida, la cuestién de qué eran exactamente
los lados de tales cuadrados...,debi6 también haber sido
elevada”, y puests que por VIII.20 un numero media
proporcional sdlo existia entre nameros similares planos, el
nuevo descubrimiento hito que una media proporcional también
existiéra entre dos nameros los cuales no fueran numeros
similares planos, y ello solo podfa reconciliarse con 1la
proposicién 11.20 introduciéndo la rnocién de
inconmensurabilidad lineal"(28).

De esta manera, segin Szabo,el problema de transformar un
rectangulo en un cuadrado de la misme area (tetragonismos),
que en su forma mas general es egquivalente al problema de
encontrar una media proporcional entre dos segmentos de
linea cualesguiera, condujo al problema de la
inconmensurabilidad lineal, y concluye;"Mi1 conjetura es que
el descubrimiento de como construir una media proporcional
entre cualesquiera dos segmentos de linea tambiéen empujcd a
la introduccién del nuevo concepto matematico de dynamis,
For supuesto que no puedo producir ningune evidencia
documental para apoyar esta conjetura, porgue ningdn texto

matematico ha sobrevivido desde los tiempos precocraticos

(28) Szabé.lbid.,pag.S3



ddrarﬂ:e el cual el concepto se origina{(2?9)". Con esto Szabo
revierte el problema relativo al como se hallaron los
in:unmensﬁrableu a un praoblema filoldgico y de los
“historiadores.
Schre ésta version, creo necesario obsarvar lo siguiente:
lo. En la proposicion 14 del Libro Il de Los Elementos se
establece un procedimiento patra construir un cuadrado igual
a una figura rectilinea dada en el gque no se usan las mediss
proporcionales y junto con 1.47, 11.12 y 11,13 completa la
Teoria de Transformacion de areas sin el uso de
proporciones. 1.42, 1.44 y 1.45 habilita para construir un
paralelogramo teniendo un lado dado y un angulao, e igual a
alguna figura rectilinea dada. El paralelogramo puede
tambien ser transformado en un tridngulo igual con el mismo
lado dado y angulo haciendo el otro lado lado sobre el
angulo dos veces la longitud, For tanto, es posible, como un
caso particular, construir un rectangulo sobre wna hase dada
igual a un cuadrado dado.(29.a). Pérn quedaba sin resolver
el problema de transformar algun rectangulo (como
representando una area igual a la de alguna figura
rectilinea). l.a solucifén de éste problema dada por 11.14,
era eguivalente a 1a resolucion(29.b) de encontrar un valor
d gue cumpliera gue x?=(a)(b), donde a y b son lados de un
rectangulo dado, es decir estaba ligado al problema de

encontrar la ‘media geometrica’ entre a y b, lo cual

&ribo,ibid, pag.54.
{29.a) Heath, Euclid’'s Elements. Feg.410
(29.h) Heath, lhiden
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Eudema(29.c) atribuye a Teetetos su autorf{a, como
discutiremos mé&s ampliamente, perc ellwo fue una realizacion
posterior ai dialogoc que lleva su nombre.

Por tanto, no necesariamente se utilizaron, como en VI. 13,
los canceptos de la teoria de proporciones en la resolucién
del problema de tetragonizar, ya que de Il.14 puede
inferirse un procedimiento antecesor al de V1.13 por fuera
de la teorfa de proporciones, la cual fue establecida
fundamentalmente por Eudoxo en la decada del Z70. Asl, la
reconstruccion de Szabé quedarf{a histéricamente ubicada
después del tratamiento platénico de la inconmensurabilidad
mostrado en el Teetetos, es decir, después de la primera
mencion del hallazgo de los inconmensurables...!

2.-Szabd estudia fundamentalmente el término tetragonismos
en la manera como lo maneja Euclides en Los Elementos, pero
éste no usa el término ‘cuadrados’, por lo que esta
estudiando un término manejado en el siglo IV, como lo
manejaba tambien Aristételes, casi un siglo después de
Pitagoras y los mas tempranos pitagéricos. Esto coloca a
Szabé en un contexto que nc es el propio del surgimiento de
las inconmensurables, y esto es debido a gue ¢1 acepta
implicitamente que su hallazgo se realizd posteriormente al
pitagorismo, por el tipo de material que utiliza en su
reconstruccion.

30. De VIII.1B y VIII,20 deriva gue un numero media

proporcional existe entre dos nameros si y s6lo si @stos son

(29.c) Knorr, "La Croix des Mathematiciens..."., Pag.43
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nGmeros similares planos, pero al descubrirse VI. 13, que
permite construir por medios geomdtricos una media
proporcional entre los lados de un rectangulo cualquiera,
éste llevaria a que los lados del cuadrado encontfrado no
serian numerocs, y que ello s6élo podria ocurrir introduciendo
la nocitn de inconmensurabilidad. Sin embargo, el
degcubrimiento de VI.13 seguramente puso en entredicho la
doble implicacién existente entre VII11.18 y Vi11.20, porque
podria construirse la media proporcional na solo para
nimeros sinmilares planos, pero de ah{, no necesariamente,
no tnicamente, pudo haber surgido la idea de los
inconmensurables. {(No podria haber ocurrido que VI!I. 1B y
VI!I.20 siguieran manteniéndose para los numeros (y en el
contexto presocrdtico esto se limitaba a los nGmeros enteros
positivos, exepto la unidad), mientras que VI.13, planteada
en términos geométricos, para las magnitudes o lados de los
rectidngulos?, y que por lo tanto, al probarse VI, 13,
empezaran a entender los matematicos presocraticos la
separacién entre magnitudes y numeros?.

En mi opinion, la incompatibilidad de VII.18 y VIII,20 con
VI. 13 no conduce inmediatamente a la existencia de los
inconmensurables. Si se mantuvieran VIII.18 y VIII.20 en un
contexto limitado a los nuameros y VI.1X para las magnitudes,
sunoniendo que quienes probaron VI.13 tenfan nocion de la
separacion entre numeros y magnitudes, bien podrtan ser
compatibles las tres proposiciones, ya que cada una tendria

validés en su contexto. Pero esto sdlo podria ocurrir si
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estos descubridaores tfueran contemporaneos de Platon o
posteriores, ya gue los testimonios histéricos nos muestran
a Platén y aristoteles como los que mas antiguamente sa
percataron de la separacion real entre numeros y magnitudes.
Pero si esto ocurriera, entonces primerc se habria realizado
el didlogo del Teetétos, y por tanto el planteamiento de los
tetragonismos para cualgquier tipo de lados del rectangulo nop
seria el contexto en el gque surgieron los inconmensurables,
sino el de el lado y la diagonal del cuadrado, :om.n ilusgtra
el Teetetos. Ahora bien, si el descubridor fuera alguien gue
no hubiese concebido la separacion namero-magnitud,
colocaria en contradiccion VIIXL,18-VITIL20 con VI.13, de lo
cual Euclides se hubiera percatado con muchas
grobabilidades, y dificilmente les habria incluido. Creo,
mas bien, que ésta contradiccidn pudo contribuir en poner al
descubierto la separacion numero-magnitud, que los
pitagéricos, contrariamente, mantenian como identidad, y que
apenas percibia intuitivamente Platoén,

40. Continua existiendo el punto debil relativo a la
ausencia de pruebas documentales que apoyen su tesis, y en
su lugar propone un desarrollo aparentemente légico del
términc "tetragonismos’, pero no realiza un analisis
historico del desenvolvimiento del termino, en relacion a
las fechas y sucesos historicos del contexto del hallargo de
los inconmensurables. No se dice cuando aparecen estas
palabras, y el uso del teérmino por Szabo 2 partir . de

Euclides borra un desenvolvimiento anterior Jde la misma
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palabra.

So. ¢Porqué Euclides habria colocada V1.13 antes de VIII.iB
y VII1.20, si en verdad se pensara en el momento de la
compilacién de Ltos Elementos de Euclides que habfa una
contradiccién?, iéno iba esto en contra de toda la axiomatica
de Los Elementos?, ¢No creeria Euclides que VI.I3 se
limitaba a las magnitudes, mientras que VIII.18-VI1I1.20 eran

para los numeros enteros?.
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Estoy m&s de acuerdo con Knorr, cuando plantea que en el
dislogo del Menon, Sécrates "sugiere en el acto que el lado
y el didmetro son inconmensurables cuande ¢l advierte al
muchacho para puntualizar el lado del doble cuadrado si no
puede contarlo", y por tanto estoy de acuerdo que en éste
contexto, del lado y diagonal del cuadrado, es en el que
aparece el primer hallacgo de los inconmensurables. A
continuacién insertaré textualmente este fragmento del
dialogo del Mendén, para despies abordar su andlisis(30):
"...86crates. -Ya te di{je Mendn que eres muy astuto. En el
acto mismo en que saostengo que no se aprende nada y que no
se hace mas que acordarse, me preguntas si puedo enseffarte
una cosa, para hacer que inmediatamente me ponga as{ en
contradiccién. Mendn.-En verdad Sécrates, no lo he dicho con
esa intencién, sino por puro habito. Sin embargo, si puedes
demostrarme que la cosa es tal como dices, demuéstramela.
Socrates.—-Eso no es facil, pero en tu obsequio, haré lo que
me sea posible. LLama alguno de los muchachos esclaves que
estan a tu servicio, el que quieras, para gque te demuestre
en ¢l lo que desea=. Menén llama al esclavo, y después de
cerciorarse que habla el griego, le pregunta: Socrates.-
iDime joven, sabes que esto es un cuadrado?. Esclavo.- Si.
Socrates. -No puede haber un espacio semejante mas grande o©
mas pequeflo?, Esclave.— Sin duda. Socrates.-Si eéste lado

fuese de dos piés y éste otro tambien de dos piés, cuantos

(30)Platon, Dialogos, Ed.UNAM, Vol.3,pags.356 a 368,y
FPlatén, Dialogos pag.21iS,Ed.Porrua.



piés tendrf{a el todo?. Considéralo antes de esta manera.

Si este lado fuese de dos pies, y ¢ste de un pie sélo , dno
es cierto que el espacio tendria una vez dos pies?.
Esclavo.-S5i. Socrates.-ilLuego el espacio tiene dos pies?.
Esclavo.-8i. Socrates.-Fero como este otro lado es
igualmente de dos pies, <{no tendré el espacio dos veces
dos?. Esclavo.—-Si. Socrates.-ilLuego el espacio tiene dos
veces dos pies?. Esclavo.~5i.Sécrates.—-<iCuantos son dos
veces dos ples?: Dimelo después de haberlos contado.
Esclavo.-Cuatro. Sécrates. Scecrates.—<iNo podria formarse un
espacio doble que ¢ste y del todo semejante, teniendo como
4l todas sus lineas iguales?. Esclavo.-S5i.Sécrates.-éiCuantas
pies tendria?. Esclava.-ocho. Sacrates.-Vamos, procura
decirme cual es la longitud de cada linea de este otro
cuadrado. Las de éste son de dos pias. <le cuanto seran las
del cuadrado doble?. Esclavo.-~Es evidente Sécrates, que
serdn dobles. Socrates.-Ya vés, Menon que yo no le ensefio
nada de todo esto y no hago mas que interrogarle. El imagina
ahora saber cual es la linea con gue debe formarse el
espacio de ocho pies. <No te parece asi?, Menon.-S1,
Sécrates. ~iLo sabe?. Menon.- No, seguramente. Socrates.-
«Cree que se forma con una linea doble?. Menon.-Si.
Socrates. - Obsérvale a medida que el va recordando.
Resnondeme th. 4ND dices que el espacin dable se forma con
una linea doble?. For esto no entiendo un espacio largo oor
esta parte y sstrecho por aguella. sino gque es precisoc gue

sea igual en tedos sentidos, comc éste, y que sea doble, es
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decir de &cho pies. Mfira si crees aan que se forma con una
linea doble. Esclavo.- Sf{. Sé&crates.-Si affadimos a esta
linea otra linea tan larga como ella, <4ng serd la nueva
linea doble que la primera?. Esclavo.-Sin duda. Sécrates.-—
Con esta l{npea, dices, se formard un espacio doble, si se
tiran cuatro semejantes. Esclavo.-S1. Socrates.-Tiremos
cuatro semejantes a ésta, <No serd éste el gue llaman
espacio de ocho pies?. Esclavo.-Seguramente. Sécrates.-En
este cuadrado, ino se encuentran cuatro, iguales a éaste que
es de cuatro pies?. Esclavo.-S{.S6crates.-iDe qué magnitud
es?, <no es cuatro veces mas grande?. Esclavo.-Sin duda.
Sécrates.—Pero, ¢lo que es cuatro veces mas grande, es
doble?. Esclavo.-No, iPor Zeus!. S6crates.-4iFues qué es?.
Esclavo.-Cuadruplo. Socrates.-De esta manera joven, como,
con una linea doble no se forma un espacio doble, sino
cuadruplo. Esclavo.-£s la verdad. Soécrates.-FPorque cuatro
veces cuatro hacen diesiseis, <no es asi?. Esclavo.- Sft.
Socrates.-< Con que linea se forma, pues, el espacio de ocho
pies? El espacio cuadruplo, ¢ no se forma con ésta?.
Esclavo.-Convengo en ello. Sécrates.-Y el espacio de cuatro
pies, éno se forma con esta linea, que es la mitad de la
otra?. Esclavo.-Si. Sécrates.—Sea asi. El espacio de ocho
pies ino es doble que éste y la mitad de aguel?. Esclavo.-
8in duda. Soécrates.—Se formard con una linea mes grande que
esta y mas peqguefla que aquella, {no es asi?. Esclavo.-Me
parece gue si. Sdcrates.-Muy bien, responde siémpre lo gue

pienses., Dime <no era ésta linea de dos piés y ésta otra de



cuatro?. Esclavo.-5i.S6crates.-Es preciso par consiguliente
que la linea del espacio de ocho piés sea mds grande que la
de dos pies, y mas pequefla que la de cuatro. Esclavo.-Asi es
preciso., Socrates.—-Dime de cusdnto debe ser. Esclavo.-De tres
pies. Sécrates.—S1i es de tres pies, no tenemos mas que
affadir a esta linea la mitad de ella misma, y sera de tres
pias. Porque he aqui dos pies y aquif uno. De éste otro lado,
en igual forma, he aqui dos pies y aquf uno, y resulta
formado e©! espacio de gque hablas. Esclavo.-Si., Socrates.-
iParo si el espacio tiene tres piés de este lado y tres pies
de este otro lado, no es tres veces tres?, Esclavo.-
Evidentemente.Socrates. -éCuantos son tres veces tres?.
E£sclava. —Nueve,.Socrates, —dY de cuantos piés debe ser el
espacio doble?. Esclavo.-De ocho.Sécrates.-El espacio de
ocho pids no se forma entonces tampoco can la linea de tres
pies. Esclavo.-No verdaderamente. Socrates.-ifon que linea
se forma?. Procura decirnoslo exactamente, y si na guieres
calecularla muéstranosla. Esclavo.-iPor Zeus!,no sé
Socrates!..". Y despues de insistirle a Ment6n en su
argumentaciéon de que sélo ha hecheo recordar al esclavo lo
que ya sabta, Socrates continda: "Tu esclavo, dime: deste
espacio no es de cuatro pies?, Zcomprendest. Esclavo.-Si,
Socrates. -No puedes affadirle este otro espacio que es
igual®. Esclave.-Si. Socrates.—-<Y éste tercero igual a los
otros dos?. Esclavo.-Si. Sécrates.-Para completar el
cuadrado, Zno podrémos, en fin, colocar éste olro en éste

Angulo®. Esclavo.-Sin duda. Secrates.-2iNo resultan asi
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cuatro espacios iguales entre si?. Esclavo.-Si. Sécrates.-
Pero, <{que es ése espacioc respecto de éste otro?. Esclavo.-—
Ea cuadruplo. Socrates.—Fero lo que necesitabamos era tformar
uno doble, <no te acuerdas?. Esclave.-Si.Sécrates.-Esta
linea, que va de un angulo a otro, ¢éno corta en dos cada uno
de estos espacios?. Esclavo.-Si. Socrates.—-iNo vés cuatro
lineas iguales que encierran este espacio?. Esclavo.-Es
cierto. Socrates.—Mira cual es la magnitud de este espacio.
Esclavo.~Yo no lo veo. Sécrates.~i{No ha separado cada linea
de las antes dichas por mitad cada uno de estos cuatro
espacios? <No es asi?. Esclavo.-Si. Socrates.—-<iCuantos
espacios semejantes aparecen en éste?. Esclavo.-Cuatro.
Sécrates.—<iY en aquel?, Esclavo.-Dos. Socrates.-iEn que
relacién estd cuatro con dos?. Esclavo.-Es doble. Sécrates.-
4Cudntos piés tiene este espacio?. Esclavo.-Ocho piés.
Sécrates.—4Con que linea esta formado?. Esclave.-Con ésta.
Socrates.~-<4Con la linea que va de uno a otro angulo del
espacio de cuatro pies?. Esclavo,-Si.Socrates.~-Los Sofistas
llaman a esta linea diametro. Y asi, suponiendo gue sea este
st néombre, el espacio doble, esclavo de Mendn, se formara
camo dices, con el diametro. Esclavo.—-Verdaderamente si

Soécrates..."



Desglosemos su contenido: Socrates pregunta al esclavo si
seria posible construir un cuadrado gue tenga un espacio
(area) gue sea doble del espacio de un cuadrado dado de
lados 2 cada unoj es decir, el nuevo cuadrado tendria un
espacio de 8 ptes. Al asentir el esclavo, le pide Sécrates
que le diga de cudntos pies de longitud serian los lados del
nuaevo cuadrado. Frimeramente el esclavo sostiene aue sus
lados mediran el doble de los del primers, cuatrotja lo que
Sécrates le muestra que eso ocurriria para un cuadrado que
seria el cuadruplo del primero{porque el cuadrado al que

alude el esclavo tendria un espacio de &),

Fig.8 (cuadrado Ee area 16&)

1
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Luego, al insistir Socrates, le dice "es preciso por

consiguiente, que la linea del espacio de 8 pies sea mas

grande gque la de 2 pies y mas pequefia gue la de 4",

¥ al reguerirle al esclaveo cuanto mediria el lado buscado,
el esclavo contesta que seria entonces de 3 ( observemos

nosotros aque da un ndmero entero entre 2 y 4),
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En ese caso Sécrates le muestra que si asi ocurriera, el
espacio farmado mediria 9 piés, que es mayor que 8, el
espacio buscado, y ahi Sécrates insiste: 'Con que linea se
{forma?.Procura decirnoslio exactamente, y si no quieres
calcularla, muéstranosla’(30), a lo que contesta sorprendido

el esclavo:'iPor Zeus! No sé Socrates’

Sécrates discute con Menon acerca de que si el conocimiento
es o no el recordar, para ,inmediatamente despues, volver
con el esclavo. Retoma el cuadrado de lado 2 ubicandolo en
una esquina de el de lado 16, y pregunta:‘esta linesa, gque va
de un Angulo a otro, <no corta @n dos cada uno de estos

espacios?’

y como si en ese momento Socrates estuviera cortando el
espacio del cuadrado original en dos partes iguales,
formando e1 espacio de los dos triangulos formados al trazar

una diagonal en el cuadrado.

Luego, construye Soécrates otro cuadrado encima de la
"diagonal" del cuadrado original como colocando 4 triangulos
encima de ella (como construyd previamente el cuadrado

cuadruplo agregando de uno en uno los cuadrados de area 4)

®
2

(30)platén, Didlogos, pag.215.Porrua.



Asi le muestra Secrates al esclavo que si en el cuadrado
ariginal de 4 pies se forman, al trazar la diagonal, dos
triadngulos de espacio 2 cada uno, en &l nuevo cuadrado que
construye encima de la diagonal del cuadrado original hay
cuatro triangulos tambien de espacio 2 cada uno ,con lo gue
al sumarse sus espacios producen el espacio B buscado para
el nuevo cuadrado, y tendrd por tanto el doble del espacio
del cuadrado original.

B6crates culminag'Los Sofistas llaman a esta linea diametro.
Y asi,’ suponiendo que sea este su nombre, el espacio doble,
esclavo de Menon, se formaran, como dices con el
diametro‘con lo que le concluye Sécrates a Mendn que
‘Conocer e&s recordar lo que ya sabemos’.

De este desglosamiento podemos hacer las siguientes
onservaciones: a) Cuando el esclavo dice no saber aué medida
tienen los lados del cuadrado cuyo espacio es de 8 pies,
llega & esa aceptacion porque percibe gue esos lados no
miden 2, ni 4, ni 3, que son los Gnicos numeros enteros que
producen cuadrados de un espacio entre 4 y 16 piés
cuadrados. En el contexto de la aritmética griega era comun
la concepcitn del nimero como nameros enteros positivosy si
el esclavo no vefa que esos tres numeros, lados del cuadrado
doble buscado, formaban los lados del cuadrado, es porque
debia sorle completamente habitual afirmar gue no habla
tales medidas de los lados del cuadrado, & no indicarfa esto
una inercia socialmente natural a aceptar la existencia del

cuadrado de espacio B. cuyos lados no seran enteros entre 2
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y 4 (iy por tanto no seran numeras ,en el contexto griego

presocratico!)?

b) Sin embargo, cuando Socrates concluye enh ese mismo
didlogo, después de encontrar el cuadrado doble, con Menén
que "...el esclavo no ha dado una respuesta gque sea suya", y
que esos pengamientos “ estaban" en el esclave, siguiendo la
argumentacién global del dialogo, podrfamos concluir que la
idea de la inconmensurabilidad estaba en el esclavo, pero
entonces tambieén lo estaba en el contexto cultural griego,
como se confirma cuando hace alusién a que los sofistas le
llamaban "“diametro" al lado del cuadrado doble, y por tanto
seguramente ya estaban descubiertos los inconmensurables en

el momento del conte:to del dialogo del Mendn.

c}Si el esclavo hubiera pensado acorde con la argumentacién
de S:abd sobre la teoria de la media proporcional y los
tetragonismos, tomando en cuente VIII1.18 y VIII.Z20,
posiblemente hubiera planteado, de saber las Matematicas de
su tiempo por supuesto (el comil}adc se lo agrego para darle
a su contestacidn forma de dialogol: “Existe una media
propaorcional entre los dos numeros similares planos 4 y 16,

porgue 2:2=1=4:4.

Luego, existe un numero media proporcional entre 4 (el
espacio del cuadrado original) y 16 (el cuadruplo del

primern); éste es 8, porgue 4:8=8:16,

Luego entonces, existe el cuadrado de espacio 8."
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Pero ,icuanto miden sus lados?,habria de requerirle Sécrates
al eseclavo, a 10 que con mds sorpresa que en el didlogo

original contestaria:iPor Zéus'! No sé Socrates®.

Y después, lo aque es mds importante, Socrates no seguiria el
migsmo proceder registrado en el dialogo jino debiera haber
hecho alguna alusién minima a VI.1Z, para construir el
cuadrado de espacio 8, como propone Szabo se alland el

camino hacia los inconmensurables?

Pero no ocurrio as{, y el fragmento nos muestra, con todo y
su demostracion ‘heuristica’, que con los tetragonismos no
podria el esclavo construir @l cuadrado de aspacio duple al
original, ya que hubiera requerido de la geometria del lado

y el didmetro del cuadrado.

En cambio, debemos notar que en el dialoge Flaton toma el
concepto de cuadrado como figura geométrica, no como
‘potencia’ porque agui no se utiliza este concepto, vy
construye el cuadrado doble al original por encima de la
diagonal del cuadrado de lade dos, colocando cuatro
triangulos, cada uno de un espacio igual al creado por la
biseccion del espacio del cuadrado original por la diaganal.
Y en este procedimiento s6lo intervienen figuras
geométricas, demostrandonos Sécrates la existencia del
cuadrade de espacio 8, v mostrandonos la existencia de un
inconmensurabla, la diagonal del cuadrado de lado 2., que es

inconmensurable con respecto al lado del mismo cuadrado,



Con esto podemos dar un contra ejemplo documentado a Szabo,
en el que se determina un Guadrado con lados
inconmensurables en cuya construccién no fue necesarioc .el
uso de tetragonismos, sino simples figuras geométricas
Platon escribié el didlogo del Menén y en su descripcién
s6lo incluye prc:edimieﬁtcs geométricos. Si, como dice Szabo
s €l hallazgo de los inconmensurables se hubiera enmarcado
en el terreno de los tetragonismos, la discusion entre
Socrates y el esclavo hubiera registrado mas caractéres
aritméticos que geométricos, pero claramente esto no ocurre,
como muestra nuestro desglose del parrato del didlogo. Y
esto sin tomar en cuenta que el dialogo se realizd en el

siglo IV.

Knorr(31) extiende sus deducciones desde la figura
resultante para probar la inconmensurbilidad del lado y el
diametro del cuadrado, a modo de reconstrucccion de la
manera como posiblemente se realizo el hallazgo de los
inconmensurables. Su demostracion es por reduccion al
absurdo:

Parte de suponer que DE y DH (el lado y la diagonal del
cuadrado) son conmensurables. lLuego, cada uno de esaos lados
debe poderse reprassntar por un numero, el numera de veces
ta unidad con la gue son mesurables. Fero ademas, se
reguiers que esos numeros estén reducidos al MIN1MO Humero,

en el sentido de que no ambos sean pares,

(31)Knarr, ibid.,pag.2&
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Como AGFE (ver Fig.10 abajo), el cuadrado que primeramente
formo el esclavo, &t el cuadruplo de ABCD, entonces el
ntmera cuadrado AGFE es par, y por tanto en particular su
lado AB es par también, asi como 1o es DH, por propiedades
de los numeraos pares. Ahora, como el cuadrado DBHI es el
doble de ABCD, entonces DBHI representa un namero par, y par
lo tanto su lado DE es pa». For tanto DM y DB son pares!, lo
que es una contradiccion ,porque habiamos partido de que no
lo eran. Por tanta, no es posible gue sean conmensurables
ys asi,el lado y la diagonal! del cuadrado DEHI son

inconmensurables.

) Fig.10
+

e r '3
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Siguiendo fundamentalmente la 1dea de la demostracion de
Knorr, nosotros probaremos el paso aludido anteriormente
acerca de la enistencia del Gltimo término de los lados D y
DH, poraue no parece muy cilara la demostracion que presenta

Knors~{(3il.a).

til.a)norr, The Evolution...Pag.27



Supongamos que DB y DH sean ambos pares y no se pueden
reducir al Gltimo término. Al ser DH par, el cuadrado AGFE
seria par y por tanto tambien serfa par su mitad, DBHI.
Luego, seria par ARCD, y por tanto DC, uno cualquiera de sus
lados, serf{a par, con lo que ABCD podrfa dividirse o
separarse en cuatro cuadrados, cada uno de los cuales serie
par, y asi el proceso continuaria hasta encontrar el
cuadrado de lado uno, y este seria par, aungure tambien impar

para los pitagéricos. Aqui se presentan dos casos:

a)Consideremos que la unidad es no divisible.

Esto ocurriria en el contexto presocratico de las
Matematicas, particularmente durante el pitagorismo. En éste
caso la demostracién quedaria concluida porque llegariamos a
que la unidad es divisible e indivisible simultaneamente,

1o cual era imposible en eze contexto, al concebirse

indivisible.

b)Que la unidad sea divisible.
Esto solo ocurriria en el contesto de 1a Matematicas
postplatonicas, las que conciben la unidad como

Aristoteles: ’

‘indivisible absclatamente si ésta es la medida de un
numero, pero relativamente si ésta es la unidad de medida de

una magnitud’. (32)

(32)Jonnes.Number hefore Euclid.,pag.44



Ue. la primer manera no podria concebirle oordue no se esta
trabajando con nameras. Sélo quedaria la segunda asepcién,
como magnitud: Pero si ésto ocurriera, quien estuviera
ejecutando el tipo de demostratcidn gque presenta Krore y
considerara 1a unidad como divisible, debfa ser un personaje
contemporaneo a Aristételes, mucho tiempo decpues de la
presentacion del Teetetos y el Men6n, y se conduciria hasta
una particion infinita de la unidad, y como el infinitm es
inalcanzable, entonces ello debiera conducirle a un
imposible. For tanto no podria ocurrir gue los lados DR y DH

fueran ambos pares, 1.qg.q.d.

No me parece clara la demostracién que presenta Knorer,
cuando después de mostrar el proceso de formar infinitamente
cuadrados pares cada ves mas chicos, dice "Pero si AGFE

representa un numero finlto, esta sucesive division en m:itad

debe eventualmente terminar. En este camino, la inicial
afirmacién de que ambos AG y DB representan numeros conduce

a una imposibilidad" (33).

Creo que no es suficientemente claro porque dependiendo como
se tome la unidad. como divisible o no. asi se vera s1 el

proceso de division "debe eventualmente terminar" o no.

(I2)Knorr, Ib'd, pag




Ademas, la contradiccien surge de suponer que AG y DB
representan numeros pares, no solamente porgue "AG y DB
representan numeros" ( aunque aqui pasiblemente hay un error

de imprenta o mecanografiado del libro).

Peroc en lo esencial parece correcta la demostracien de

Knore.

Y en efecto, como también plantea Knorr, el proceso de
regreso tambien nos llevarfa a mastrar que la eleccidn de

términos reducidos es siémpre posible.

En el tratado peripateéetico 'De Lineis InsecAdlibus’se da un
procedimiento con el gque, haciendo algunos afladidos, como
hace Knorr, cdnduce a probar la inconmensurabilidad de la
diagonal y el lado del cuadrado, de ]lo que Knorrr misﬁo
concluye gue “...nueskro argumento de reareso es mucho del
tipo de tratamiento el cual debio adecuarse al propdsito del

autor de este tratado".
En é1, el autor parte de un cuadrado ABCD, y dice:

"El lado iguala en cuadrado la perpendicular y el

semidiametro, por tanto el lado no es minimo" (34)

Esto es (ABY2 =(AE)? + (BE)2

(24)Knorr, Ibid.,pag.28
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Pero aqui evita el hecho de gque AC sea divisible. A mi
parecer éste autor creia que se podlan ir construyendo
triangulos rectangulos, donde se cumpliera la anterior

igualdad, infin{tamente hasta llegar a una impésibilidad.
Asi (AE)2= (AA1)2 +(A1E)2

(AA1)2=(AE1) 2+ (EA1)2
(AA2)2=(AE1)2+(E1A2)2,..etC,

minimo"(la imposibilidad).

Fig.11
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Sin embargo agui elude que la diagonal y el lado ‘son
ambos pares, como nosotros supusimos en el aréumentn de
regresa para demastrar la existencia del “"menor término" en
que se representan.

Acorde con Knorr, las condiciones del autor deben conducir a
que AB debe representar un numero par. As!l AB podria ser
bisectado potr Al y trazar el cuadrado AALIEDi. Como AB es par
entonces (AB)? es par, y por tanto el cuadrado ABCD es el
cuadruplo del cuadrado ADIEAL, y por tanto ADIEAL es par y
AlE (as{ como DIE) es par. Luego, si AAl es par, se puede
bisectar por AZE2, y por tanto el cuadrado ADIEA1 seria el
cuadruplo de ADZE2A2 y por tanto AD2E2A2 es par, y por tanto
AARZ y AZEZ2 son pares y, {(AEZ)2=(AZER)2+(AAD)2 es par; y ast
se irfa el proceso hasta el infinito. llegando a una
imposibilidad. For tanto este procedimiento "establece la
‘in:unmensurabilidad de AB y AC y también la inadmisibilidad
de la afirmacién de la menor magnitud", coma dice Fnorr, de
lo cual adicionalmente concluye :"Nosotros podemas afirmar
que este tratamiento del lado y el diametro del cuadrado, en
ambas formas dadas arriba, fue familiar a los escritores del
siglo VY. Estos principios no incluyen nada mas alla que los
objetos de una simple geometria métrica, ciertamente
avalable a los griegos del siglo IV. Mas aan, el problema de
la inconmensurabilidad pudo bien ser elevado a una
inanticinada consecuencia de un tal estudio métrico del

cuadrado®(35). El fragmento presentado del mencn, a partar

(IZ)Knorr, Ibid, pag.28
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del cual se hace toda la discusion anterior, representa
hasta ahora el testimonio mas antiguo en el que se ilustra
el problema de la inconmensurabilidad de la diagonal del
cuadrado, el cual algunas fuentes conectan con la prueba
matematica de origen pitagérico acerca de gque el lado y la
diagonal del cuvadrado son inconmensurables, presentada en
Los Elementos (El apéndice del cual se habla

anteriormente) (J6). Pero no todos le han tomado en el
sentido de la interpretacion de Knorr. Szabdé, seflala algunas
observaciones gue en éste contexto, bien pueden ser tomadas
coma criticas a la interpretacién de Knorr, aungque no
parezcan ser dirigidas directamente hacia ella(37):

a) zabé seflala que es conoc:ido que el problema de la
duplicacion del cubo ocupo durante mucho tiempo a los
matematicos griegos(38), y que de ello Htipécrates de Nuios
formul® una imagimativa propuesta que, sin embargo, no
resolvi6 el problema. Posteriormente, Arquitas de Taras le
abordo, para encontrar "la primer soluciotn a éste problema”
{ Srabo no proporciona agui las fuentes que apoven esta
afirmacion), y después otros matematicos le resolvieron pero
=1n ocupar la de Arquitas. De ahi. Szabo da un salto,
extrapolando: "For tanto puede ser conjeturado con alguna
plausibilidad que en un mas temprano tiempo (por stipuesto un
tiempo antes de HMipdécrates de Quios? la duplicacann del
cuadrado fue justamente un tnteresante nroblema para los
‘(—:"_évT_STt\cv.—_'ﬁe.H-eg_inxngs...,F‘an.‘?-’:-

(371Szabo. Ibid.. Fag.9%
(28 Gzabes, lbid. Pag. 9t
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matemdticos como la duplicacidén del cubo llego - a ser més
tarde en el desarrollo de las Matematicas", basandose en lg
idea de Becker de que el pasaje del Menén es un "rétraéo .
vive de una leccion en geometria elemental, como ésta puda
haber sido enseflada en su tiempo”(3%9).

Sin embargo, en la Historia de las Matemdticas queda
registrado un periodo entre el descubrimiento de los
inconmensurables y su divulgaciéon en los dialogos
platonicos, en el cual, los matematicos griegos se habrfan
aocupado de tres problemas impaortantes de la geometria: La
Cuadratura del circulo (donde se ubica el trabajo de
Hip6crates de las Cudraturas de las Lupulas), La triseccién
de cualquier angulo (Hipias de Elis y su curva,
posteriormente conocida como la cuadatrix), y la duplicacién
del cubo (reducido pdr Hipocrates al problema de encontrar
dos medias proporcionales en continuada proporcidn entre dos
lineas rectas dadas). Este Ultimo problema consistia de
fondo en encontrar geométricamente la raiz cubica de 2, pero
no hay indicios de gque se e:xtendiera la investigacion de su
raiz cuadrada. Fero debemos tomar en cuenta que Hipias
naci&(42) probablemente alrededor del 4467 e Hipocrates,
tambien probablemente, entre 450 y 4320, y de ser asi, ellos
atenderfan esos tres problemas alrededor del «ltimo cuarto
del siglo V. S1 éste hubiera tratado la duplicacion del

cuadrado como lo sugtere Stabo, no deberfa #llo tambidn

(39) Szab6o, lbid.Pag.92
(42) Heath, Euclid’'s Elements, Vol.i, Pag. 413
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haberse enunciado de manera que se conaciera como problema
resuelto?, <porqué habria entonces pasado tanto tiempo entre
un supuesto trato de 1o0s inconmensurables ‘par Hipécrates
mediante la duplicacion del cuadrado y su primera
divulgacion en E1 Menén?, <el tratamiento de la duplicacion
del cuadrado no habria acortado el lapso entre 21 hallazgo
de los incobnmensurables y ésa divulgacion?®. Una cosa es
£lara para mis Si como dice Szabé que " la
inconmensurabilidad lineal, asi{ como la realizacién de que
lineas rectas inconmensurables fueran conmensurables al
cuadrado, fueron llevados a traves del intento de encontrar
una media proporcional entre dos lineas rectas (magnitudes)"
y jademas, "...por tanto parece que el problema de la
irracionalidad se origin® en la Teoria de Proporciones", si
ello ocurriera, entonces el hallacge de las 1nconmensurables
quedaria en un conteito después de la existazncia de
Teetetos, cuando Eudoxo trabajaba en la Academia de F‘lafm,
y por tanto muche despuss del dialogo El1 Menén vy sobre todo
de la existencia de Hiptcrates, quien supone Szabo harta un
tratamiento de los inconmensurables por la via de la

duplicacién del cuadrado. Esto contradice al mismo Scabo.



Ademas, en el didlogo del Menan,. en la manera ;:ﬁmn bnosotrcs
lo desglosamos acorde con la tradu:éién taﬁgda. también cabe
la posibilidad de que se hable del cuadrado.de drea doble
tan sélo como el numero B8 es el doble de 4, sin inveolucrar
ningan procedimiento que implique el uso de las medias
proporcionales, como cree Szabd.

b) Szabo reconoce gque el problema de la duplicacidn del
cuadrado conduce al problema de la inconmensurabilidad de la
diagonal y el lado del cuadrado, y desde allf{ al problema de
la inconmensurabilidad lineal.

Pero a partir de la idea de Hipocrates, el! cual segln Becker
transformé el problema de la duplicacion del cubo en el
problema de encontrar una media proporcional X y Y entre A
(la orilla del cuba) y 2A, (40) ( de donde obtiene que X
cubica= 2( A cubical)), a partir de ello Szabd conjetura gue
por "analogia" Hipocrates debi6 hacer una demostracion
similar para concluir gque el problema de la duplicacion del
cuadrado y el de encontrar una media proporcional entre un
numero y su doble son sindénimos, y por tanto en Galtima
instancia es sindnimo de la idea de los tetragonismos. Y:
"Este discernimiente sugiere la conjetura de que el
degcubrimiento de la inconmensurabilidad lineal, asl como la
realizacian de que lf{neas rectas inconmensurables fueran
conmensurables al cuadrado, fue llevado scbre los intentos
para encontrar una medis proporcional entre dos lineas

rectas (magnitudes),..For tanto ésto aparenta que el

(40) Szaba, Ibid. Pag.%7
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prablema de la irracionalidad se'ar;gind en la tenrlg de

proporciones. * (41)

Sobre estas observacibnes, yo le contestaria coh estas

modestas reflexiones:

La extrapolacicn que hace desde el método de Hiptcrates
para el caso ctibico no puede ser realizada sin antes mostrar
testimonios que el problema de la duplicacidn del cuadrado
también representod un problema que ocupd largamente a las
matemadticos griegos. Ademas, en la interpretacitn del
tragmento del menon , como nosotros la desglosamos, también
cabe la posibilidad de que la duplicacion del cuadrado de
area 4, sea tomada de la manera como si se tratara de la
cantidad 8 como el doble de la cantidad 4, para lo cual
siguiéndo el procedimiento seflalado ( de imaginar los
triangulos de area 2,como formando otro cuadrado, el de drea
8, por encima de la diagonal del cuadrado de area 4). Todo
ello sin considerar para nada la media proporcianal, como
hace Knorr. Por tanto, no es aparente que =1 problema de la
irracionalidad se haya originado en la Teoria de
Proporciones. Como ya apuntabamos cuando tratabamos el

contexto del pitagorismo.

(41) Szabé, Ibid. Pag.98 -
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CAPITULO III: LA TEORIA DE LOS INCONMENSURABLES.

;.En .base.a las diferéntes versiones, en esta parte haré

*7un ‘pesumen de la manera coma pudo haberse desartollado
el estudio oe los irracionales en la antigliedad de la
Brecia clasica, conformando lo que es llamado como La
Teoria de Los Inconmensurables.

Heath ya habia establecido que el contexto del
surgimiento de los inccmmensu‘r‘ables fue el estudio de
la diagonal y el lada del cuadrado(0.a) a traves de los
pitagéricos, guienes aparecen(Q.b) como los autores de
su descubrimiento en la Scholia del original del Libro
X de Los Elementos.

Su traduccion del fragmento aludida dice(O.c):
"...Platén nos dice que Teodoro de Cyrene escribig
sobre raices cuadradas (dynameis), probando que las
raices cuadradas de tres piés cuadrados y cince piés
cuadrados no son conmensurables con la de un pie
cuadrado, y asi, seleccionando cada una de tales raices
hasta la de 17 pies cuadrados, en la cual por alguna
razén se detuvo”, y en la cual también hace la
observacion de que no aparece J4(2), porgue "seguramente

habia sido descubierta antes".

(0.a) Heath, the Thirteen Books of Euclid‘s Elements,
Vol.1,Pag.1, 1956
(O, ) Heath. 195&6. pag 1.
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Es muy notoria la inclusién del término “raices” en data
inéerpretacion. del cual k}-mr, :omc; véremns adyeklante.
discrepa y traduce como “pbtenckaéai Heath lleéb incluso ;
atribuir a Pitagoras la i1nvencion de un fermula pafa
encontrar triangulos rectangulos en numeros racionales, y en
conexion con esto fue inevitable que los pitagoricas
investigaran las relaciones entre los lados vy la diagonal de
otras triidngulos rectangulos."...Ellos debieron naturalmente
dar especial atencitn a los tridngulos rectangulos
istsceles; ellos debieron probar a medir la diagonal, que
pudiera arribar en sucesivas aproximaciones, en fracciones
racionales a ! valar de raiz de 2, y debireron encontrar que
sucesivos esfuerzos para obtener uns exacta expresién para
esto fallaron". Heath argumenta que el método por el cual
los pitagoricos demostraron la i1nconmensurabilidad de 42 fue
el expuesto por Aristoteles en The Prior Analitics, ya
analizado en el capftulo anterior, y que aparece en Los
Elemen-os X.117. Pero, continua, este método se limita a esa
rafiz o si acaso para probar la i1nconmensurabilidad de la
diagonal de un cuadrado con su lado, pero para probar la
inconmensurabilidad de los lades Jde cuadrados(.c) . uno de
los cuales tiene tres veces el area de otro, un
procedimiento enteramente diferente es necesario, y nosotros
encontromos e efoecto gue,. 1gualmente un siglo después del
tiempo de oitagoras, fue sencillamente necesario us.ar

orusbas separadas (como muestra el pasaje del Teetetos gue

W, ) Meath, Ibid. pag. =
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Teodaro hizo) para establecer la incéhmensupabilidad~cun la

unidad de J(3), J(S5),.

.hasta J(17). Heath, como.hara knorr,
adjudica a Teetetes la autoria del teorema X.9 de 10s :

Elementos, el cual literalmente diﬁe;"Lns cuadrados los

cuales no tienen a algln otro la razén de un ndmero cuadrado

a otro numero cuadrado tienen sus ladas inconmensurablesa- en
longitud”, al cual, segun lo anterior no se habria llegado
de manera inmediata, sino a partir de la demostracién de
casos separados. Este al parecer, segun muestra el didlogo
platonico, no habria sido conocido por Teadoro, y en &1 se
muestra la manera como Teetétos lo intuyd, para luego
abordar a su demostracidén. Ademas, de la antigiiedad tambien
provienen testimonios de la fructifera labor de Teetetes en
la continuacion del estudio de los inconmensurables, como el
de la traducci16n arabiga del Libroc X descubierta por
Woepcke(o.e), en la cual se confirma que la teoria de losg
inconmensurables tiene sus origenes en los pitagoricos, y
que Teetetes con sus dotes encontro una "distincion de las
rafces cuadradas conmensurables en longitud desde aguellas
las cuales son inconmensurables, y tenfa divididas las bien
conocidas especies de lineas irracionales trds las
diferentes medias,; asignando la medial a la geometria, la
pirnomial  a la aritmética, y la apotema a la arménica, ceomo
es establecido por Eudemo el Peripateticoto.d)". Fero

ademas, dice el documento,"Trds de los estudios de Teetetos,

(o.e) Heath, lbid,pag. 2
{o0.d) Heath, Ibid. pag. 3
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Apolonio investigarf{a los inconménsurablgs, de dond=
surgi}!a el texto del cual solo se cénccé ;u txtulo,bnﬁs
Libros ﬁobre Vineas Irracionales y:Solidos".

Deéde mi punto de vista, Knorr se apega en su reconstruccion
a Heath mas gue a ningun otro investigador de la tearia de
los inconmensurables, y haciéndole criticas necesarias, le
profundiza y da continuidad. Tambien, como hace Heath, parte
de la aceptacién del contexto del estudic del lado y el
cuadrado como el originario en el surgimiento de los
inconmensurables, retoma en gran parte la interpretacitn de
"la parte matematica del Teetétes" desde Heath, sustituyéndo
el término "rajces"por "potencias"y adecuandolp a éste, y
descarta implicitamente el término "tetragonismos"de Szabo
por ser un caso particular de las dynameis(o.f), para luego
incidir en el estudio de la manera comc Teodare pulo haber
hecho la demostracidn de la inconmensurabilidad para el
cuadrado de area I, S,...hasta 17, donde Teodoro bhabria
encontrado las dificultades aludidas.

Luego, siguiendo con el contenido del dialcoao v coincidiendo
con Heath, analiza la labor de continuacion de Teeteétes, y
afade su extension para los inconmensurables zn la

aritmética y la geometria estudiados por Arguitas y tudoxio.

FEE) Bergreen, 1lh€QVy of Greek Mathematics: A suyvey of
recent researchs.
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Apolonio investigaria los inconmensurablés, de donds
surgiria él texto del cual solo sé conoce s eitulu,ybﬁs
Libroé sobre. lineas Irracionalec ¥ S6lidos”.

Desde mi punto de vista, Knorr se apega &n su re:onstru:cién
a Heath mas que a ningun otro investigador de la teoria de
los inconmensurables, y haciéndole criticas necesarias, le
profundiza y da continuidad. Tambien, como hace Heath, parte
de la aceptacién del contexto del estudio del lado y el
cuadrado como el originario en el surgimiento de los
inconmensurables, retoma en gran parte la 1nterpretacion de
"la parte matemadtica del Teetétes" desde Heath, sustituyéndo
el término "rafces"por "potencias"y adecuandolo o éste, y
descarta implicitamente el término "tetragonismos"de Szabo
per ser un caso particular de las dynameis(o.f), para luego
incidir en el estudio de la manera come leodore pudo haber
hecho la demostracion de la inconmensurabilidad para el
cuadrado de area 3, S,...hasta 17, donde Teodora habrtia
encontrédo las dificultades aludidas.

Luego, siguiendo con el contenido del dialogo v ceincidiendo
con Heath, analiza la labor de continuvacién de Teetétes, y
affade su extension para los inconmensuwrables =n la

aritmética y la geometria estudiados por Arquitas y CGudoxio.

) Hergreeﬁj Hlszory ol JSreek Mathematics: A suyvey of
recert researchs. e




Es novedosa la manera como la reconstruccion de Knorr se
adectta en efecto con el problema de que el tipo de
demostraciones que supuestamente realizd teodoro en el
Teetetos se topan en el caso de la potencia 17, lo :v;aal 1=
da una nota de gran credibilidad. A :cntxnua:id& haremos :un
recuento de la reconstruccion de Knorr, con el ubJetE:g !de"
azhirnos a mayores ealementos para la obtencidn de nuéstrAQ

propias conclusiones.

Con el método de representacion puntual de numeras de los
pitagéricos, para los teoremas de pares e impares, o
mediante procedimientos meramente aritméticos, para el resto
sy Knorr demuestra de manera lozana proposiciones
aritméticas(0), que agui damos la categoria de Teoremas a
efectos de naminacién, para nimeros pares e impares, para
nameros figurados y para numeros triples (numeros A, By C
tales que AX+B:=C}, que habrfan servido a Teodoro como base
matematica para sus demostracicones geométricas de
incomnmensurabilidad.

Para Numeros Fares e Impares:

TeoV.1l.-(a) La suma de una multitud de nameros pares es par
(IX.21) 3(b) La suma de una multitud par de numeros impares
es par(x.22);{c) La suma de una multitud impar de numeras

impares es impar (IX.22).,
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Ten.V.Z.—(a) En substraccion, la diferencia entre dos
ndmeros de la misma paridad es par (IX, 24, 26) ;(b) La
aifaréncia de dos numeros de opuesta paridad es . impar (IX,
25, 27).
Teo.V.3.-(a) El producto de un numero por un namers par es
par (IX.28)3;) b) El productce de un namero impar por un
numero impar es impar (1X.29).
Corplario(a) El cuadrado de un numero par es parj(b) El
cuadradeo de un numero impar es impar.
Para Numeros Figurados:
Teo.V.4.-Nameros cuadrados(como en la definicién 5) son el
producto de factores iguales.
Teo.V.5. —Nameros Heterométricos son el producto de dos
factores los cuales difieren de cada otro por una unidad
singular.,
Teo.V. 4. -Cualquier namero Heterométrico es el doble de un
namero triangular

Teo.V.7.~Un nomern cuaurédo ec divisible dentro de cuatro
partes iguales.

Teo.V.E€.-Cualguier cuadrado impar, cuando es disminuido por
una unidad, se convierte divisible en cuatro partes iguales.
Ten.V.?.Un namero cuadrado es divisible por tres; o llega a
serlo cuando una unidad es substrafda

Teo. V.10, Cualgquier numerce cuadrado impar. cuandu es
disminuida en una unuitad, lleges a ser el ocho-multiplo de un

namerc (riangular.

6
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Para Nameros Triples:

Teo.V.11.S5ea cualguier numero impar‘-‘ elégidn. Un segundo maé
grande ndamera es formado por el cuadrada'éel Vb'r'ilryerj'a,ﬂr
substrayendo la unidad, y obteniendo 1; mitad de !a
diferencia. Un tercer numero es formado por adicionar una
unidad al segundo. Entonces los tres nameros forman un
namero pitagorico triple. Esto es, si N es un nuamero impar
arbitrariamente escogido, entonces N, (N2-1)/2, (N:+1)/2
satisfacen la condicién pitagérica.

Teo.V.12. Sea cualquier numero par elegido. Un segundo
namero es formado por la mitad del primero, cuadrando esta
mitad y substrayendo una unidad. Un tercer nUmero es formado
por adicionar dos a el segundo. Entonces los tres numeros
son un pitagorico triple. Esto es, sea M cualquier numerc
parsentonces M, (M/2)2-1, M/2)2+1 satisfacen la condicioén
pitagérica.

Teo.V.13.Dado el pitagorico triple A, B, C, si dos de los
términos son pares, el tercero es tambien par.
Teo.V.13.a.Dado =1 pitagérico triple A, B, C, si uno de los
términos es impar, entonces en efecto dos son impares y uno
es par

Teoc.V.14.5i en un numero pitagorico triple el mas grande
numero C es par ,entonces todos los términos son pares
Teo.V.14.a. Dade un pitagérico triple A, B, C, si uno de los
términos es impar, entonces el mas grande teérmino C es tmpar

s ¥y de los nameros A y B, uno es impar y el otraq par.
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Corolario:Si el mds grande l‘:er{ni,na”l»: es: di sxbllye bc}rf

. Cuatro, entonces asi son Ay B

Teo.15.Dado el pitagorico triple A

todos los tres términos son dxvisib‘les;gnr{y:uat‘r’o. '~éntt;rj!:es‘
A o bien B debe ser divisible por ,cfuét}"e' "_){'"éste e,s'k:'el,an'i:o‘
término asi divisible. =
Teo.16.Dado un pitagorico triple A, By, C, si @1 mas grande
término C es divisible por 3, entonces asf son A y B.Mas
atn, i no todos los tres términos son divisibles por tres,
exactamente uno de los mas pequefos términos A @ B es un
miltiplo de 3.

Luego demuestra "El teorema de Fitagoras(1)*, el cual
dificilmente puede adjudicarsele a Fitagoras mismo, ya que
alrededor del 2000 a.c. Heron hace una demostracién
meramente geométrica del" teorema", y esta =s la que acarece
en Los Elementos. En esa demostracidn parte de un contexto
aritmético en el cual encuentra tres nimeros triples A, B y
C, tales que (A)2+(E)2=(C)2. Complementa con su conversa ,
dada en I.48, dados ntimeros triples A, B ¥y C, y cono en la
demostracion no utilica nameros gue representer los lados
cdel tridngulo , knorer generaliza el resultado para un
contexto geométrico. As) establece lo que el llama teoremal:
Dado un triingulo rectangule, el cuadrado sabre la
hipctaentics s igual o 1a suma d= los cuadrados sobre los

ladeos del triangulo rectangulo.

() bhore, Ibid, pags. 140 a la 140,
(1) Knarr, Ibid, pags. 175 a. 177,




Esta prueba no @s como la de .47 de los Elementos, de
Euclides, en la gue se forman paralelogramos sobre los lados
del triangulo, sino que esta basada en un procedimiento de
diseccion de K. Bretschneider, el cual era bien conocida,
gegan Knare, por la tradic{on pitagdrica. Su geometrizacidn
era empleada por Herdn y es“perfectamente compatible con las
aproximaciones de los Elementos II(Il.4 y 11.8), y el caso
especial para el tridngulo isdsceles(2) aparece en el Menon
analizddo por Knorr , que es tambhien preservado desde las
tablas cuneiformes de los antiguos babilonios. Knare
argumenta que este procedimiento no aparece en los
Elementos (3) porque en 1.47 aparece un procedimiento de
I1.2, ("este es un resultado enderezado sobre la subdivision
de un cuadrade dentro de dos rectangulos con una altitud
comin®), lo cual es un "defecto"ante el obietive de Euclides
de ordenar las proposiciones. Y luego plantea que este
teorema en su forma geométrica debid tener un corolario para
el caso de lot triangulos rectangulos isdsceles, gue
llevaria al problema de que el lado serfa inconmensurable
con la hipotenusa:2(B)2=(A)2 es 1o mismo que(B)2+(B)2=(a)2,
donde A& ¥ B son entergs (suponiendo qua A ¥y B no son la
unidad, por no ser ésta un numeroc en el contexto originallg
si A es par, entonces A/2 y B/2(por V.14) son pares. Si A es
impar, entonces B es impar(por V.14.a) , y Juego B seria par

e imgar (por ten.lX.a), y distinta de la unidad,...!!

{2) Knorr, Ibid, pag. 178.
(3) Knorr, 1Ibid, pag. 179.
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61 (A) (A)=2, B=t , entonces 1<A <2 y A es entera !
Luego, Knorr retoma e} primer parrafo del Teetetos para
argumentarnos con mayor detalle céomo Teodoro pudo haber
trabajado los cuadrados con dreas I, OJ...hasta 17:
‘Teodoro estaba probando para nosotros via .
diagramas algo sobre potencias, en particular
sabre la potencia de 2 pies cuadrados y S pies
cuadrados—demostrando que esas no son
conmensurables en longitud con la unidad cuadrada-
y seleccionando cada potencia individualmente en
este camino hasta la de 17 piés cuadrados; pero
en ésta por alguna razon €1 encontrd dificultades'.
Y retomando el teorema V.11, que dice que para cualquier ‘
namero impar M puede cbtenerse (M2-1)/2 y (M2+1)/2 formando
Juntos un namero triole, esto es que:
((M2=1)/2)24+MI=((M2+1)/2)2 shace que que M2=N impar, con 1o
que por el" tecrema de Pitagoras"se obtiene que existe un
triangulo de catetos (N~1)/2 y J{(N), e hipotenusa(N+1)/2
cuya area es N.

Si M2=N

™M (M2+1)/2 = JN) (N+1)/2

M2-1y/2 (N-1) /2



De aqui establece el teorema que llama de "Canystrg.l::ibr’\ v de:

Teodoro", & de Knorer, y VI.é6 en Los Elementps;, "Dadn un

namero impar N, el lado del cuadrado de N uﬁi’ﬁéﬂéé-en
es construido como 21 cateto de un tr‘iéngu’lo r‘é’civ:ka'ﬁ.g’u‘ln c’uy’a
hipoten(sa es (N+1)/2 unidades en longitud y éur)rb"nt;b :
cateto es(N-1)/2 unidades". Con éste podrian t:’l’:hs’t’r‘;uiwrsre”'
raices de nameros pares si se piensa que en el tridngulo
anterior se duplican lados e hipotenusa, con lo que la rafz
de un namero par N serfa la mitad del cateto que tiene
hipotentisa N+1 y el otro cateto como N-1.lo cual constituye

su planteamiento del tegrema V1.7

Apoyandose en VI.4 muestra como pudo haber demostrado

Teodoro la inconmensurabilidad de lado cuya area es 3. La

idea general de la demostracion es como sigue:

Por el teorema de Construccion, existe el tridngulo de area

3, cuyps catetos son J(3) y 1, cuya hipotenusa es 2.

SN (N+1) /2 = J(3) (N+1) /2= (3+1) /2=2

(N=1)/2 (3=1)/72=2/2=1

Luego, suponiéndo que la rafz 43 es conmensurable con la
unidad, la razon A:B sera igual a la razon J(33 1.1
. €on lo que A estard determinado por B veces J(3) -y
obtendriamos el triangulos: ‘
BJ(3) 2B que seria equivalente a A B
K] R : B

con A y B san enteros.



Donde estamos suponiendo que la razeén A:B es’puesta en . f
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términos reducidos (no ambos son pares),:lo §Ualjés pnsiblﬂ“

porgue si siémpre fueran pares sus términos,’ podrian

bisectarse ad-infinftum contradiciendo la naturéie:a;entéra
de A y E. '

Ahora bien en el trianglo anterior se tendria que

A +B2=(2B)2 en el cual se analizartan dos casos:

i} Si B es par entonces A y B serian pares (por el teorema
V.14), pero esto contradice el hecho de que la razén A:B
estaba en términos reducidos.

ii) Si B es impar, entonces tambien la hipotenusa 2B seria
impar, por el teorema V.14.a,; pero ail mismo tiempo seria
par, por el teorema V.I.b..!

Por tanto(Teorema 8 en Knorer) :"El lado del cuadrado de area
3 es inconmensurable con la unidad de longitud”.

De ahi generaliza (previa justificacion del uso del término
algebraico 4N+3Y formando el equimiltiplo del cuadado) para

el caso en que €1 cuadrado tenga area P=4N+3(Teorema 9):

J(P) (F+1) /2=2N+2 JBP)=A (2N+2)B
P-1/2= ((4N+3)-1)/2 (ZN+1) B
= 2N+1 donde A:B estd en teérminos reducidos

i} La hipotenlsa siempre es par, entonces A y (2N+1IB serian
pares, por V.14, y entonces A y B serian pares, por V.3, lo

cual contradice que AsB estan en términes reducidos...’'
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Y as{ resulta que los cuadrédos canér‘éas 3, 7; 11.‘_ 157y 19:',
etc. Que se ajustan a 4N+3, tieénenlados y'Jiaé‘analr.i '
inconmensurables. Ll
Con el mismo procedimiento del teorema de construccion de
Teodoro prueba para cuando el cuadrado tiene area 5, y su
caspo genaralizado, cuando tiene area BN+5=Q(Teoremas 10 y 11
en Knorr, y VI.10 y VI,11 en Los Elementos).
El caso para cuando el &rea vale & se hace partiendo del
teorema para encontrar ralces pares(Teorema VI.7):
J(&) seria la mitad del cateto del triangulo con hipotentsa
7 y lado 5.

24 () N+1=7

N—-1=5

Suponienda conmensurable el lado y apoyandose en los
teoremas de numeros parces 8 impares, asl como de los de los
triples, se llega a una contradiccion.
Con eso se plantea el caso general (Teorema 13) para cuando
el area del cuadrado es 2(2N+1) y as!{ se obtiene el caso
para las areas &, 10, 14 y 18.
El caso para 8 y 12 se resuslve en el teorema VI.14, que
establece gue el cuadrado cuya area es S=4N, tiene lados
inconmensurables con la unidad si y salo si el cuadrado de
area 5/4 tiene lado inconmensurable.
Si el cuadradeo original tiene &rea 8, cada cuadrado de area

S/4 tendra area 2 y este tendrd lado inconmemsurable y por

—~

tanto también lo tendra el primero.

3}

A =4

®
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Si el primer cuadrado tiene area 12, los

de- area S/4 tendran &rea 3, ya-analizado,"
r

y por tanto ambos ‘tendran lade

inconmensurable.

A
N5
(6]

Y asi llega al caso de J(17), donde encuentra gue aqui falla

el metodo de la construccion de Teodoro:

J (N (N+1)/72 = JU7) (17+1) /2=9
N-1/2 17-1)72=8
A= J17) A:zB-en teérminos: reducidos it
A 9B
8B

8i B es par , entonces 9B es par' y 8B es par, y entonces A
aes par,..!!Por tanto solo puede guedar que B sea impar.

Luego 9B es impar. Y como 8 es par y B es impar entonces 8B
es par y entonces A es impar.Pero cono BF es divisible por

4, entonces A no lo es, y... No hay contradiccion! .
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Knorr arqgumenta que la razén de la falla ge entiende mejor
si enunciamos el teorema general correspondiente al
anterior, el cual seria el propio para un cuadrado de éreg
T=B8N+1, que evidéntemente e&s falso porque si T=9, 2§,
49...etc. (Un pamero cuadrado) No se cumple que sus lados
sean inconmensurables, de lo cual desprende que habria gue
affadir esta exclusidn en las hipo6tesis, "Dos avenidas son
posibles para extender los teoremas ya obtenidos. Nosotros
podemos buscar una clase modular en la cual 17 caiga, pero
la cual no contenga numeros cuadrados, y entonces esperar
encontrar alguna menor revision del método ya aplicado el
cual se prestéd para esta clase...0 bien, deberfamos buscar
un diferénte método ya aplicado con el que haga central la
distincién de cuadrado y no cuadrado. Desde e1 texto de
Platon aprendimos que Teetetos escogid 1la Gltima
aproximacién (éste camino), por tanto teniendo éxito en el
acoplamiento del estudio caomenzado por Teodoro"(4). "Teaodoro
podria adoptar construcciones alternativas para ésta rafz en
la esperanza de que una de esas pudiera producir la
necesaria contradiccién, o el podria buscar extensiones de
el mismo método, como por la introduccion de un criterio de

dibisibilidad por otros primos"(5)

(4) Knorr, lbid, pag. 192.
(S) Knorr, lIbid, pag. 194.
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Con todo esto Knorr muestra que en efecto, todos estos
teoremas, excepto(é) los teoremas generales se hallan
incluidos como Teoremas en el libro 11 de Los Elementos, y
que en base a la ligazen can Hipécrates de Quios referida
par Proclo(?), asi como por el estilo del libro Il semejante
al referido por Flaton en el Teetétos, Knorr deduce que el
mas indicado gedmetra de la antigua Grecia que pudo haber
hecho el libro Il es el mismo Teodoro(8), no obstante que
ma&s adelante dice que " muchos de esos resultados pudieron
no haber sido descubietrtos por Teodoro, sino gue ¢! puso
resul tados manejables desde la mas temprana aritmética y
tradiciones métricas en una farma geométrica para los
propdsitos de sus cuestionamientos". Y con ello kKnary
propaorciona su respuesta al fenfdmenc gue originé la
geometrizacién del algebra: "En los estudios de Teodoro, la
canstruccion del adlgebra geométrica fue de interé¢s en que
e;a podria producir adicionales magnitudes inconmensurables.
Pero los métodos del algebra y Teorfa de Froporclones no
fueton admisibles en sus formas aritméticas dentro de una
misma teorfa consistente de lineas inconmensurables. Por
tanto las construcciones e 1dentidades necesarias para esta
teoria fueron desarrolladas en un camino que fue
sencillamente valido para las lfneas inconmensurables, esta
es es. ¢n un aspecto geométrico. Es interesante observar que

el mas temprano conte:rto de esas mismas tecnicas del Algebra

{6) Knorr, [bid. pag. 194
(7) Kknorr, Ibid. pag. 193
(8 Knorr, Ibid. pag. 199
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geometrizada, nominalmente dentro de los estudios babilonios
de ecuaciones cuadraticas, fue la soluciéon de problemas
sobre 'la medicidn de rectangulos; esto es, en un contexto
geométricos pero los Babilonios redujeron esos problemas
geomeétricos a relaciones aritméticas. De ahi, nosotros
podemos observar que el libro II no fue tanto
una'geometrizacion del algebra’, sino que éste fue una
‘regeometrizacién de una geometria algebrizada’. Perno esto
es suficiente para reconocer que el formato geométrico en el
libro 11 es enteramente apropiado a su propdsito: La
construccion y examinacién de lineas inconmensurables.
Varémos mas tarde gque esto retenido es util igualmente para
los mas avanzados estudios por Teetetos, Eudoxio y sus
seguidores” (?).

Van der Waerden escribid que los GBriegos “"cambiaron lejos
desde los numeros" en el curso de su desarrollo matematico,
justamente porque de el descubrimiento de la
incanmensurabilidad tomé lugar una geometrizacion de las
Matematicas. En sus propias palabras(?, x): “En el dominio
de los ntmeras, la ecuacién X2=2 npo puede ser resuelta,
igualmente no en el de las raciones de numeros. Pero esto es
soluble en el dominio de las segmentos; verdaderamente la
Jragonal del cuadrado unitario es la solucion,
Consecuentemente, para obtener soluciones exactas de

ecuaciovnes cuadraticas, nosotros tenemos gue pasar desde el

(9) Knorr, 1Ibid. pag. 197
{9, x} Szabd&, The Beginings...Fag. 95
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dominio. de las nimeros a el de las magnitudes

geométricas” (P.y).

Esto, llevari{a a una revision de la antigua dnctrinarde ios
Pitagoricos ("Todas las cosas son numeros "), como
apunt&bamos con anterioridad, y a que el descubrimiento de
la inconmensurabilidad llevara a los griegos a favarecer la
geametria a expensas de la aritmética la cual hasta entonce=
habfa sido estimada mas grandemente.

Con éstas conclusiones de Van der Waerden coincide, en mi
opiniédn, Knarr desde lo expuesto en su reconstruccion.

Pero en ambas conclusiones Szab6 estd en contra. Y argumenta
respectivamente :

a)"...si el lado de el cuadrado es elegido como la unidad de
longitud, es equivocado decir gque la diagonal es realmente
‘ho un numero’. Acorde con el Menon, los Griegos
originalmente buscaron el segmento de linen @1 cual pudiera
habilitarlos a ellos a doblar el area de un cuadrado dado
(cuyos lados se les habfa asignado un valor numérica).For
tanto el problema el cual llevd al descubramiento de la
inconmensurabilidad fue uno geométricao. Ellos pudieron solo
establecer que el segmento de linea que habia sido buscado
era ‘no mesurable en longitud’(i.e. que su longitud era ‘no
un numero-), después ellos se habrian dado cuenta que ésta

a2ra 1a diaaonal del cuadrado ariginal”.(9,a)

T6den.
Tbidem.




Fara Szabd, la diagonal del cuadrado fue reconocida’pa

linealmente inconmensurable al mismo tiempo como ééﬁé’fué'
reconocida para ser conmensurable al cuaufadu 2} Fan:;uke.'
por tanto es desparecido que esta magnitud pasafa cbms
indeterminada numéricamente. As! la doctrina pitagdrica: no
habr{a sido tambaleada por el descubrimiento de la
inconmensurabilidad lineal.

En tanto que ésas observaciones pueden referirse también a
conclusiones manejadas por mi, me parece necesario seflalar
lo siguiente:

Cuando los Pitagéricos encontraron los inconmensurables,
plausiblemente en el problema discutido en el Menén,
nosotros seffaldbamos que habfan encontrado segmentos de
linea, magnitudes, cosas gue eran parte de este mundo, las
cuales no eran numeros, y por tanto habia cosas de este
mundo que no eran numeras. A partir de ello puede advertirse
la creacitn de la antitesis del propio pitagorismo. Y para
nada se necesitaba la consideraci6n de que se tomara al
lado de la diagonal como unidad de langitud. Es claro gue
por ahf{ no podria concluirse qus la diagénal no serfa un
numero, porgue se estan comparando magnitudes, y en efecto
lo tnico que puede concluirse es que la diaganal es
1nconmensurable con el lado del cuadrado respectivo. Por
tanto, insisto, si puede provenir de esa antitesis la caida

de la tésis de gque "Las cosas son Numeros”
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b)Szabo no esta de acuerdo en la geometrizacién de las
Matematicas (la aritmética, era lo favorecido previamente a
la aparicion de la inconmensurabilidad), aunque esta de
acuerdo en que algunos matematicos cambiaron partes de las
Matematicas, como el concepto de racion, logos, la cual
hasta entonces solo habia sido aplicada a numeros, v pudo
ser redefinida para incluir tambien magnitudes
inconmensurables. "Fero la interpretacion delineada arriba
solo podria ser garantizada si uno pudiera probar gue 21 no
problema geométrico de la irracionalidad de J2 ocurrid a los
griegos antes que la solucién geométrica a ése mismo
problema hiciera su aparicién”, Pues
precisamente, en el Teetetos, Teodoro se brinca el caso de
raiz de dos, porgque en su contexto, como Knorr y Szab® mismo
aceptan, era del conocimiento comun, La mas antigue
tradicion seffala que los Fabilonios ya conocian el calcula
de J¥2 desde hacia unos mil affos aflos antes de Flaton
mismo(2.b) .

Al parecer Teodoro opto por buscar otro camino para producie
lineas inconmensurables, realizando un esfuerzo gue llevaria
a resultados del estilo del libro Il de Euclides. Y aguiyr es
donde cabe I1.14,1la construccion de un cuadrado con la misma
a&rea gue una figura rectilinea dadea, asi1 como la division de
un segmento en extrema vy media (esto es la division e una
1inea tal que el cuadrado del m&s orande seumento i1guala al

(9.B) tnorr, The Euc)idean Theory ot lrrational tines,
Fag.42 .
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rectangulo contenido por‘ el todo y. elimencr 'ﬁse‘gme to).: De-

ésta ultima nbcién surge el teoréma 15 én' Knonfﬂﬁap;llig'isir,- -

una lf{nea es dividida en extrema y media seccion, éntgnc‘as“' :

las segmentos producidos son cada-uno inc’ar;niefnsl.lr:qb' esicol
la lf{nea dada y con cada otra.(10). ‘ :
Este tipo de construcciones, segun Knorr, estarian dentro de
los esfuerzos para construir lineas inconmensurables, y son
muy similares a las pruebas del libro XIII,6 y 11" y en todo
el scholia en el cual se prueba la inconmensurabilidad de
lineas en extrema y media razon”, pero no constituye,
también segan Knorr, un esfuerzo de demostrar el surgimiento
de la inconmensurabilidad por medio de la anthyphairesis via
la divisidén extrema y media, ya que de ésto nao se tienen
referéncias documentales(11}), ademas que en @ste contexto de
la aplicacion del lado y la diagonal del cuadrado (Teo.Ill.10
y I1.11), la anthyphairesis se utiliza mas como un
procedimienta para encontrar la mé&xima medida comtn, y por
tanto como una asistencia en el descubrimiento de
aproximaciones(12). Fosteriormente, Teetetos adoptaria éste
procedimiento como el fundamento de sus estudios de
inconmensurabilidad(13). Teetetos continua el analisis de
los inconmensurables en dos terrenos, el aritmético y el

gyeomeétrico.

(10 Knorr, ibid. pag. 144
{11) Knorr, ibid, pag. 195

{12) Rnorr, Ibid. pag. 200
(13) Knorr, Ibid. pag. 202 y 245



Por alrededaor del aflo 400, Arquitss de Tarento(13.a) ,sgeugia
también los inconmensurables y manejo Vrgﬁulta#qévﬁué; )
posiblemente hayan sido incorporados 'y priﬁefameﬁte
enunc:ados por Teetetos en los inicios del siglo IV. Desde
el di&dlogo E} Teetetas, a partir del fragmento que dices
“...Tales lineas como cuadrado el equilatero y numeraos
planos fueron definidos como ‘longitud’, pero tales como
cuadrados el numero oblongo como “potencias’, porgue €s0s no
son conmensurables con los formados respectoc en longitud.
sino mas bien respecto de los plamnos Jlow curles ellcs
producen., Y parecidamente los otros solidos tales cosas
pertenecen"”, ha llegado a establecerse en el contexto de los
Elementos de Euclides como: "Los cuadrados sobre lineas
conmensurables en longitud tienen a cada otra la razén la
cual un numero cuadrado tiene a otro humsen cuadrado; ¥y
(conversamente), los cuadrados teniéndo a cada otro la
racion la cual un numero cuadrado tiene a un aumero cuadrado
también tendran los ladas conmensurables en loncitud,.."

Del fraamento de Flaton, en su ultims linea, paorece claro
que la condicién para la conmensurabilidad de )lineas
tormadas como rafces ctbicas de términos enteros o
racionales era bien conocida en su tiempc. Los principios
por los cuales Euclides efectua el caso plano aparecen en
los Libros VI, VI1 y XI de Los Elementos, 251 que nasotros

podemns {1Z.b) asumir gque en la anti1giledad Grisga conoclan la

< >b) VFraorr, Euclidean Theory, Pag. 42
(UZ.bykporr, Euclidean Theory...,Pag. 43



extension para el caso de los séliqns, péra no“ésl'para:
mayores potencias, ya que dificultaba la :nesttdn~ié'faita'
de su representacion geométrica. Sin embargn.’éngllzﬂn#g’ ]
esta formulacién Euclideana, debemos notar que ella nnk
constituye un criterio completo para la conmenswurabilidad en
longitud o para la segunda potencia, porque 2]l1a no
establece cémo una racion de enteros puede igualar o
desigualar una racion de enteros cuadrados(i3.c). Euclides
parece resarcir este hueco al establecer en el Libro X el
lema que sostiene esa propiedad exclusivamente para los
numeros similares planos: "Los nuameros similares planos, y
sola ellos, tendran la racion de un namero cuadrado a un
numero cuadrado”, pero Heath(13.d) ha sostenido que ésta fue

una adicion post-Euclideana(13.c).

En tanto que hasta este momento Jde nuestro andlisis de las
reconstrucciones de la Teoria de los Inconmensurables en 1la
mayortia de las versiones hemos encontrado puntos muy
criticables y, en tanto que la version de Knorr ha sido la
mejar librada, a continuacidn haré un resumen del trabajo
que realizaria Tetetos con arguitas y Eudouio,
exclusivamente basandome en Knort y Heath, para finalizar

con una critica a ella.

(13.c) Knorr, Ibidem
(13.d) Heath, Euclid’'s Elements, Vo!.3 Pag. 31
{13.c) Knorr, Ibidem
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Al parecer de Knorr(l3.x), Teetetos procedia de la‘siguiente:

manera: "Comenz6 desde dos lfneas tomadas como

conmensurables en cuadrado, pero no en longitud, e;‘furma
desde elloc en cambio sus medias geometrica. aritmetica‘y
arménica y mostré cada uno de esos resultados ‘en una linea "
irracional", donde las dos primeras se obtendrian con los
procedimientos establecidos en Los Elementos. Asi abtendria
los siguientes resultados:

i)Supéngase que a y b son lineas dadas tales gue aib no es
una razoén de enteros, pero si lo es a2:L?. Se define g, .su
media geométrica, como gi=ab. Entonces g es irracional (i.e.
g es inconmensurable con el cuadrado de cualguier linea
racional).

Esto es asi porgue gl:a? (o bien g?:b2?) no pueden ser igual a
una razon de entercs, ya que si lo fuersn, podria . ocut o
que gl:a?=(a)(b):al=b:a, de donde se& obtendrian que las
lineas a y b son conmensurables en longitud, contrartamente
a lo supuesto.

ii) Si se define la media ar:iimética de dos li{neas a vy b,
(dos lineas inconmensurables en longitud) como e=1/2 (a+b),
e sigue que e es una linea irracional.

Esta ocurre porque si no fuera asi se seguiria que (a+b)2:a?
es una raton de enteros, puesto que

(a+bi2;

T4b? +21a) (brra?, dade gue 2 es conmensurable con
a<, e sigue que 2ab es cormensurable con al', o.b es

conmenzsurabla con &, contrariamente & lo supuesto.

(15 Knoer. "La Croix des,..". Pag.44




iii) La media armdnica se define mediante la relacion

a=hih-b=a:b, lo cual es equivalente a la relaciﬁnr
h=2(a) (b)/a+b, ésto es h:b=a/e, para e la medk? érieﬁ?él:g.
Entonces si h fuera racional, h?:b? seria igual a un; ra;ﬁn
de enteros, y por tanto e deberfia ser racional, :
contradiciendo lo supuesto.

Desde ésto podriamos observar otra relacion:

sean hra-bs=2(a)(b)sa?—~b2. Desde ésto, podriamos referir
resultados a h u otros tratados con a-b: “En la Tearia
Euclideana, la apotema irracional es definfida come a~b, y su
irracionalidad es probada via la consideracicon de la razén
(a~b)2:a2, paralela a la manera dada arriba para la media
arirmética. De esto por tanto occurre que Euclides traté la
apotema independientemente de la binomial y relegd a una
postdata la propiedad de que cualquier binomial (a+b) y su
apotema asociada {a-b) tienen un producto racional (esto es
al—bz).-Pcr contraste, lo anidlogo de esta propiedad deberia
ser 21 instrumento rector para reducir la arménica al caso
aritmético dentro de la Teoria de medias de Teetetos"(13.d).
De todo ésto debe observarse que Teetetos no pudo haber
adquirido ninotn resultado de la irracionalidad sin haber
usado la condicién de la conmensurabilidad cuadrada como es
establecida en la Teorta Euclideana. Asi{, por ejemplo Fappus
ohserva que raiz de 8 y raiz de 18. inconmensurables con una

unidad supuesta, pueden ser reconocidos conmensurables a

—e
(13.d) Knorr, 1982, Fag. 44

115



116

traves de la formulacion Euclideana(l3.e).

Comentando el libro X de Euclides, Fappus(19) dice:
"Teetétos ...dividia las mac generalmente congcidas lineas
irracionales acorde a las diferéntes medias, asignando la
linea media a la geometrfa, la binomial a la aritmética, y
la apotema a la harmé6nica”, comoe es establecido por Eudemo
el peripatético.

desde el didlogo Platénico que lleva su nombre, Knorr{19.x)
asigna los teoremas A y B del siguiente listado a Teetetos,
cuyo conjunto supuestamente trabajé Teetetos en su Teoria de
la clasificacion de lineas:

Teo.A.— Si un entero dado es no cuadrado, su ratz cuadrada
es irracional.

Teo.B.-5i un entero dado es no cdbico, su raiz cubica es
irracional.

Teo.C.~Si un numero racional tiene la forma (N+1)/N en sus
mas bajos términos, para un entero N, su rafz cuadrada es
irracional, como 10 es su ralt cabica.

Teo.D.~S5i un namero racional tiene en sus mas bajos
‘terminns. la forma N2/M2, donde N y M son enteros, entonces
su rail: cuadrada es racional, de otro modo es irracional.
Knorr asigna el teorema C a arquitas mediante la autoridad
de Boetius, y de el Teorema D sostiene que hay buenos

indicios de que haya si1do también de Teetetos.

(1%.e) ¥norr, Ibidem
€19 fnorr, lbid. pag. 235
(19. %) Knorr, Ibid. Pag.212
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Los teoremas A, B y'D, plante#dos'an dnicuntéxt#bééicmethé,
por gue se refieren a ndmeros, serfan equi?alenfes‘en un :
contexto geométrico a los siguientes:

Ten.S5.-Si un cuadrado contiene un numero entero de unidad de
areas, y si este numero es un cuadrado entero, entonces el
lado del cuadrado sera conmensurable con la linea unidad,
peroc si este namero es un no cuadrado, entonces el Iadn serd
inconmensurable con la unidad.

Teo.b6.~5i un cubo contiene N unidades de volumen, para N un
numero cibico entero, entontes el lado del cubo es
inconmensurable con la unidad; pero si N es un entero no
cubico, el lado sera inconmensurable con la unidad.
Teo.7.-Dos lineas son conmensurables en longitud si y solo
si los cuadrados construidos sobre ellas tienen la razén la
cual un entero cuadrado tiene a otro enterc cuadrado.

El altimo teorema aparece en Los Elementos(1%.y) como la

proposicion X.9

(19.y) Heath, Euclid's Elements, Vol.III,Paq.28



Knorr nos hace llegar este comentario sobre la labor de
Arquitas :"...Los teoremas A y D (aqui usamos la notacién de
los teoremas como los usa Knorr mismo) requirieron una mayor
fundamentacion que las bases puestas por los pitagdricos del
siglo V. Arquitas hizo un comienzo en el &rea de la
aritmética estableciendo el teorema L sobre las bases de
proporciones numeéricas continuadas, pero fallo en su
demostracion, dejando una brecha, peroc adn asf{ el mismo
establecid otro teorema que aparece en VIII.8 de los
Elementos que era una reduccion de aquel. Sin embargo a
Arquitas se debe el descubrimiento del teorema sobre razones
epim6ricas, de la forma (N+1)/N del teorema C anterior, y
sus aplicaciones al estudio de la irracionalidad en la
teorfa musical, y la relacion de ambos a los teoremas sobre
enteros cuadradaos y medias proporcionales geometricas.
Tambien la organizacion del libreo VIII de l.os Elementos y la
seccitn Canonis es el trabajo de Arquitas y sus

seguidores (20},

Luego, Teetétos, contempaoraneo de Arquitas, credé un cuerpo
de pruebas saobre proporciones de enteros y las propiedades
de relatividad de praimos enterns, con lo que probo sus
teoremas A, B, y D.

De Teetétos y Arquitas ,Proclo llego a decir: "...por ellos
1os teoremas fuoron incrementados v puestos dentro de in mas
cientifico arreqglo”., Con ese esfuerco Teetetos =wstaba

portiends las bases para la Tecria de Numeros incluida en los

(20) tnore, Ibid. paa. 226
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~ Knorr nos hace llegar este comentario sobre la labor de
Arquitas :"...Los teoremas A y D (aqui usamos la nﬁta:ién de
los teoremas como las usa Knorr mismo) requirieron una mayor
fundamentacion que las bases puestas por los pitagoricos del
siglo V. Arquitas hizo un comienzo en el area de la
aritmética estableciendo el teorema C sobre las bases de
proporciones numéricas continuadas, pero fallo en su
demostracién, dejando una brecha, pero aun asi él mismo
estableci® otro teorema que aparece en VI1I1,.8 de los
Elementos Que era una reduccion de aquel. Sin embargo a
Arquitas se debe 21 descubrimiento del teorema sobre razones
epiméricas, de la forma (N+1)/N del teorema C anterior, y
sus aplicaciones al estudio de la irracionalidad en la
teorf{a musical, y la relaciédn de ambos a los teoremas sobre
enteros cuadrados y medias proporcionales geométricas,.
Tambien la organizacion del libro VIII de lLos Elementos y la
seccion Canonis es el trabajo de Arquitas y sus
seguidores” (20),
tuego, Teetétos, contemporanec de Arguitas, cred un cuerpo
de pruebas saobre proporciones de entercs y las propiedades
de relatividad de primos enteros, con 1o gque probé sus
teoremas A, By, y D.
De Teetétos y Arquitas ,Froclo llego a decir: "“...por ellos
ips teoramas ftuaron incrementados v puestos dentro de un:mas
cienti1fico arreglo". Con ese esfuerto Teeletos estaba

poniendn las bases para la Tecoria de Nameros incluida’en._ los

(Z20) vnorr, Ibid. paa. 226
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Libros VI y VIII,‘ par-lo cual la mayor?!a de los
historiadores de las Matematicas lo ven como 21 autor de la
inicial compilacién del libre VIII (21), Teoria que segun
Knorr debio haber tenido la mas lxbrer estructura, mayormente
cercana al tratamiento nec-pitagorico que al Euclideano (22},
y posiblemente realizada poco antes del 400, ya gue Teetetos
murio en el 269 (23), y fue en gran parte alentada por
FPlatén dentro de su academia entre el 380 y 370. Asi el
proptsito del libro VII habria sido el servir como una

herramienta para la teoria de la inconmensurabilidad(24).

En el aspecto geométrico, la anthyphairesis aparece usada
en el contexto Euwdoxiano como una definicién de proporcién,
como atestigua Aristételes:

‘evano s facilmente probado por ejemplo gue la linea
paralela a el lado y cortando la figura plana divide
similarmente la base y la area. FPero al menos la defipicion
es establecida, lo dicho parece inmediatamente claro. Porque
las areas y las bases tienen la misma antanairesis. Tal es
la definicién de la misma razoén’(25).

Teorema gue se demuestra facilmente :oﬂg sigue:

D gqC
EF es patralelo a EkC,
&F corta a ABCD, entonces
AE:EB=AEFD: EBCF.
3 8

(21) Knorr, Ibid,pag. 2T

(22) Knorr, Ibid. pag. 240
(23) Knarr, Ibid. pag. 201
(24) Knorpr, Ibid. pag. 242
(2S) Knorr, Ibid. pag. 257



Usada asf, la anthyphairesis pudo haber sido tomada camo el
inicio de una teoria de tigurac similares planas(28), con-lo
cual se’ocuparfa en el mas altto nivel de la teoria de los
inconmensutrables, pero ello no significa que halla saido
utilizada en la fundamentacion de las magnitudes
inconmensurables, ya que no hay pruebas documentalee de
esto(29).

Este teorema, a decir de Knorr{2é), aparece eiplicitamente
en 47 de los 96 teoremas sobre lineas irracionales (Libro X
de Los Elementos, proposiciones 19 a la 114), y es inferible
en otros 12, lo cual se debe a que; "...para identificar una
l{nea como racional uno debe referir a la conmensurabilidad
de cuadrados asociados; y conversamente, para identificar
una area como racional uno deberfa reterir a la racionalidad
de lineas asociadas". Es importante natar que alcunas lineas
inconmensurables son sin embargo racionale=s(27).,
Parecidamente a lo ocurrido con la aritmética, al parecer
fue Teetétos quien probo una serie de teoremas que a la
postre utilizaria para cimentar una teorta de proporciones
que pudiera ocupar para el estudio de las magnitudes
{lineas, en este caso) inconmensurables. Mencionsmos
algunas:

Teo.111.4.~Dados tres segmentos de linea A, By C, entonces

C: BC (Elementos VI.1:VI1.17 » VII. 18

(28) knorr. Ibid. pag. 261
(27) Knorr, fbid. pag. J00
{26) Vnorr, Ibid. pag. 259
(27 t narr, Ibid. pag. W0
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Teo.1I1.5.-8i cuatro magnitudes A, B, C y D dal mismo t;pa, 
les ocurre que A:B=C:D, entonces AiC=B:D (Elementnsgviib ¥
V11.13) B o
Teo.11l.4.~si en tres magnitudes A, B y C é:urre qQE
A1C=B:C, entonces A=B (Elementas V.9

Teo.111,7.-Dadas cuatro lineas A, B, C'y D, AsB=C:D si:y
s0lo si AD=BC(Elementos VII.1&6 y VII.19) 7

Corolario.Dadas tres lineas A, B y C;A1B=BiC si y solo si
AC=B2 (Elementos VI117)

Teorema II11.9.-Dadas magnitudes A, B, €, D. A:B=C:D si y
solo si

A2:B2=C2:D2 (Elementos VI, 22, ella es muy simila a X, 9)
Tearemas notables porque, seglin Knorr,“sagbre la
fundamentacion de sblo tres teoremas de figuras similares

( teoremas 4, 7 y 9) y un poco de lemas auxiliares de
proporcionalidad de magnitudes (un subconjunto de teoremas
del libro V), la totalidad remanente del libro X puede ser
producida. El teorema 4 fue citado por Aristéoteles como un
ejemplo del uso de la anthyphairesis dentro de la teoria de
figuras similares y fue conocido como un lema aplicado en
cada paso dentro de la teoria de los inconmensurables(28).
Con ese esfuerzo realizado en la Teoria de

Froporciones(28.z);

(28} Knore, Ibid. pag. 270
{28.2) Knorr, Ibid. FPag.273



i) * Teetetos aprovisiont de una estructura formal a la
teorta de los numeros, pretigurando los Elementos VII, desda
1os cualaes los teoremas sobre primos relativos pudieron ser
mane jados para establecer el criterio aritmético de
inconmensurabilidad.

ii) Generalizando a la geometria el procedimiento
aritmético de la anthyphairésis, Teetetos fue habilitado
para desarrollar los teoremas sobre progorciones de lineas,
planos rectangulares y sélidos, los cuales el requiri6 para
construcciones de lineas inconmensurables.
i1ii) Desde las definiciones de medias (geométricas
yaritméticas y armonicas) él1 formulo tres clases de lineas
irracionales, correspondiendo a la medial euclideana,
binomial y apotema, y comenzo a la investigacion de sus
propiedades

iv) Realizo la construccién de los cinco solidos regulares.

Fero también aqui Teetétas tuvo un sucesor; Eudoxio, gquien a
decir de Frocloj".... habiendoee convertido un aseciade en

el circulo de Platoéng (1).- fu= el primero en incrementar el

numero de los tam llamados teoremas generales, ( &l
affadie a las tres proporciones otras tres, y. (J).- por

medio del analisis é1 increment6 en nimero los teoremas

cubre la seccien el cual toma su 1nicio desde Flatcn” (T0)
, donde los teoremas genurales mencionades por HFroclo no

pueden ser 5110 los teoremas sabre proporciones del 1libro V

(23 fnore, Ibid. pag. 240
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de los Elementos (de ellos el V.1& es. 1lamado "enalléx"pof
Ariostételes).

Ademds del libro XIII, cuatro construcciones’“sdn
consideradas con respecto a la irracionalidad dé’las lineas
obtenidas...Dos de esas aplican las defin:iciones y
resultadas los cuales fueron bien establecidos dentro de la
teoria de Teetetos de los tres irracionales fundamentales:
fa) si una linea racional es seccionada en extrema y media,
sus segmentos serdn cada uno apatema!XI1I.&)

(b) si un dodecaedro es inscrito en una esfera de radio
racional, su cateto es apotema (XIII.17).(c) Si un pentagono
regular es inscrito en un circulo de radio racional, su lado
2% un menor irrracional (X1I1.11)3y (d) Si un icosadédro es
inscrito en una esfera de radio racional, su cateto es un
irrracional menor (XIIl.1&6) (donde la diagonal A es el mayor

irracional y el lado B es el mepor 1rracionali.

l-a Teoria Euclideana de los numeros cze basa en el
procedimiento de Anthyphairesis, es decir, en el método
Euclideano, "“algoritme", para calctular la maxima medida
comin, Se cree que esta técnica fue descubierta por Tetetos
en la década del afioc 370, y ella fue la base de una Teoria

de proporciones para magnitudes conmensurables compilada en

el Libro VII de Los Elemertos
Esto es un elemento que muestra de nueva cuenta codmo nr 1a

anthyhairesis ni la Teoria de las proporciones estuvieron

DAY Knorr. De Lxhauci6n:primeras etapas..., Fag.10
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ligadas en el descubrimiento de los incanmensurables, ya que
a Teetetes se le presentarian los inconmensurables como un
problema existente, como muestra el mismo didlogo, y con
esto, creo, se cae la suposicicon de Szabo de que “...parece
que el problema de la irracionalidad se origino en la Teoria
de proporcicnes" (30.b).

Sin embargo, estas bases puestas por Teetetes en la Teoria
de proporciones planteaban problemas técnicos que é1 no
alcanzé a resolver, en parte debido a su pronto
fallecimiento, como fue &l caso de que el Tearema X.%? de Los
Elementos se limitaba a numeros similares planos.

Sin embargo, Eudoxo de Cnidos siguié un camino
distinto(30.c). Sus investigaciones acerca de la medicidn
del circulo, la esfera, la piramide y el cono lo llevaron a
una técnica de prueba llamada el "método de exhaucion®”, que
utilizaba de manera indirecta los limites y se basaba en el
razonamiento indirecto, en la construccion de figuras
auxiliares mediante la biseccién continua y la manipulacién
de desigualdades, técnica que se transformaria para
aplicarse a las magnitudes inconmensurables, comao mostraron
Pappo y Arquimedes con ejemplos, para desembacar un tanto
modificadas en el Libro V de Los Elementos, donde las
desigualdades de Eudoxo entre las razones de magnitudes
conmensurables e inconmensurables se convierten en las

desigualdades Euclideanas entre equimaltiplos de

(30.b) Szabe, The beginings.
(30.c) Knorr, De Exhaucion..

s Fag.98
*ag. 10
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determinadas magnitudes, (30.d) tarea‘que al'paﬁéégr se débidf;

a los discipulos de Eudoxo.

Resumo ahora la version de la Teorfa de los Inconmensurables
de Knorr en las siguienttes lineas(31):

Teetetos habrfa muerto en el 349, cuando tendria 45 affos o
poco menos. Poco después Eudoxo ingresé a la Academia como
asociado, cuando tendria unos 30 afo, ¥ 1o mas natural fue
que é1 retomara la Teorfa de los Irracionales donde Teetetos
la dejo, & inicié la Teorta de Proporciones, alcanzando los
maximos logros alrededor del I50. Aristoteles ingresa a La
Academia de Flaton en el mismo aflo que Eudoxio (367) y
permanecié en ella hasta la muerte de Platon, en el 347, y
en a2l Gltimo periodo de =su estancia en ella dirigild la
Escuela peripatética, del 335 al 223, manteniendo
comunicacion con discipulos de Eudoxio. Aristdételes fue
atvien introdujo la Teoria Anthyphairetica, la cual
caracterizéd el trabajo en la teorta Teetetiana de
Froporciones & Irracionales gue se realizaba eon el momento
de su ingreso a la Academia. As!, en La Fisica 8l discute
las dos formas de comparabilidad (V, def.4 y X.1), la cual
reprasenta el encuentro de las concepciones Anthyphairetica
y Eudoxiana de proporcion. Todeo el1)o representaria wun

perfado transicional de La Teoria de los Inconmensurables,

(30.d) Knorr, De Exhaucion...fay.tt
{31) Knorr, Ibid. pag. 285
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la cual sdlo habria alcanzado su faorma cnmpletaiéomo:se‘
establece en el Libro X de Los Elemetos hasta el 330. 1o ="
cual atestigua el comentario de Eudemo snbre las g
definiciones de Eudemo de los irracionales y lds‘remarques
en De Lineis Insecalibus . )

El Libro X apuntaria hacia el Libre XII, para désarrollar la
Teoria de los mas grandes Irracionales, como se maneja desde
la Teoria de las figuras similares planas (partes de! Libro
VI) y desde la llamada Algebra Beométrica (Llbro I1) y
requirid de las técnicas de la Teoria de aplicacion de Areas
VI, 26-2%9), al menos en la forma desarrollable por los
medios del Libro II. El Libro X contiene la Teoria
geométrica de irracionales, y ello implica la existencia de
una Teorfa Aritmética que utilizaria la totalidad de la
Teoria de los Numerss del Libro ¥Y1l, y por tanto,

"... erxceptuando loz materiales topologicos contenidos en
los Libros I, IIl, VI vy XI, virtualmente la totalidad de los
Elementos pueden ser entendidos como el producto del
esfuerro de Euclides para presentar la entera Teoria formal
de Irracionales dentro de una misma suficiente compilacion
de tratados"(ID).

Acerca de ésta Ultima afirmacion, yo harlia una sola objecion
s ¥ la centrartia alrededor de su Gltima afirmacion, sobre la
cual auisiers eshosar 1as siguicntes refleriones:

Comgo kmorr mismo sefiala, hay Lioros e ios Elementos en los

cuales se ~stablecen proposiciones Que na refieren

32Y FEnorr, 1bid. pag. 267
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exclusivamente a los irracionales, ademis de los Libros I,
111, VI y XI mencionados por Knorr mismo, y ello permite
hablar paralelemente del tratamiento de una Teoria de
Transformacion de dreas, una Teoria de S6lidos o una Teoria
de Numeros Primos, o incluse una Teoria de Proparciones, las
cuales si bien algunas estuvieron relacionadas con la Teoria
de Los Irracionales, no me parece claro que Euclides las
haya inclufdo en Los Elementos para “"presentar la entera
Teoria formal de Irracionales", porque bien pudieran haberse
desarrollado independientemente de los irracionales en su
tiempo. Esto es, si bien contemplan proposiciones sobre
irracionales no son su 4nico objeto de estudio.

Si Euclides hubiera tenido como finalidad presentar una
Teoria de Irracionales como finalidad, <¢no hubiera sido mas
logico que é1 presentara los temas y/o proposiciones
conforme habrfian sido desarrollados cronclégicamente o
conforme a algin orden en gue se desenvolvio la Teoria de
los Irracionales?, <{porque habria dejado los huecos gue
presentaria ésta Teoria en los Libros I, III, VI y XI?
Ademas, desde la antigiledad no hay alguna referencia, por lo
menos no la ha presentado ningun autaor, a un tratamiento de
una "Teorfa de Irracionales", por lo menos no usando el
término "teoria" con que se nomina actualmente, sino sélo un
tratamiento de los inconmensurables o irracionales como un
elementoc cuyo hallazgo se dia en el seno de la matematica, vy
en particular, segun lo discutido., en la Geometria.ihicieron

los Griegos realmente una Teortia de Irracionales?, <podemos
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hablar, andlogamente, que formularon una teori{a de

Proporciones, otra de Nameros Primos, de Sélidos, et&?’, ino
estaremos fragmentando el conocimiento matemét‘i’cd'ccn éééaé
categorias conforme a esquemas actuales de pensamiénto que
dividen el trabajo humano?

Es claro gue Euclides hace una compilacioén de elementos gue
muestran un estudio de los irracionales, pero tambisn del
estudio de las proporciones, las lineas, las planos, los
solidos, y en fin de los elementos manejados en los diversos
ambitos de la geometria Griega que arrojo un caudal de
conocimientos en los siglos V y IV. Sin embargo, dentro de
la hilazén con el resto de nuestro discurso presentado en
las reconstruccciones de los inconmensurables, por lo menos
la del propie Knorr, me parece que la conclusion que puede
cbtenerse no es que Eucides tenia el objstivo de "presentar
una Teorfa de Irracionales", sino mas bien el presentar a la
geametria come un todo matematico, ccocherente con la razon
misma, en el que era posible incluir a los inconmensurables
o iracionales sin gque el corpus matematico (el resto de los
conocimientos de proporciones, s&lidos, etc.) cayera en
contradicciones, en lo irracional dirlamos ahora, y que
lejos de hundir a las Matematicas en una supuesta "crisis",
la desplegaba a los mas amplio vuelos, completando a la
geametria, gue le transportarian a 13 creacién de la base de

la geometria de nuestro tiempo.



Por otro lado, cerca de la reconstruccion de knorr de la
Teoria de Los inconmensurables, me parece preciso hacer las
siguientes observaciones provenientes de otras autores:

Las primeras cbjeciones que consideraremos provienen de la
critica que hace Stabé a las interpretaciones de Van der
Waerden y Vagt, quienes en algunos aspectos coinciden con la
de Knori, los cuales critica precisamente Szaha.

a) Szab6 considera que Teodoro no realizé ninguna
demostracién rigurosa de las proposiciones manejadas por é1
en el dialogo del Teetetos, no obstante que los términes
‘dynameis’ y'demostracion’aparecen literalmente, y que
dichas pruebas no parecen haber interesado & sus dos alumnos
porque éstos " inmediatamente comenctaron algo completamente
diferente, usando los resultados los cuales habian sido
obtenidos" (T&6) .

Agui hay gue precisar que, Szabd no duda que teodoro estaba
habilitado para hacer las demostraciones referidas, pero
sostiene aue Teodoro no pudo haber demostrado rigurosamente
ta proposicién contenida en el parrafo:

"...teodoro estaba manejando algunas dynsmeis para
demastrarnos gue las longitudes de leos lados de aguellas que
tenian una area de tres o cinco piés cuadrados, no eran
conmensurables con la longitud de los lados de una unidad

cuadrads El discutis »] caso de cada dynamels

tndividualmente hasta que ¢1 alcanzo el caso ge un cuadrado

con area de diesiciete pies cuadrados...'”

(%4) Srabo, 1he EFaginings...,pag. 4l
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Parque para ello debia previamente haber demostrado las
proposiciones VI.17, VII1.18 y VI11.20, que Szabé mismo
utiliza como hipdtesis en su reconstruccion(3?7).

A mi me parece que Szabd esta aceptando con esto que Teodoro
solo pudo haber demostrado rigurozamente el teorema si el
proceder de éste hubiera coincidido con su propia
reconstrucciotn del hallazgo de los inconmensurables.

Y estd aceptando, tambien, que a Teodoreo solo puede
adjudicarsele la demostracién de un teorema a partir del
didlogo el Teetetos, solo si Teodoro hubiera realizado una
demastracion con el formato del tipo predaminante en la
matemdtica contemporanea, o con el de las demostraciones de
los Elea&ticos, de los cuales supcone Szabd que la matematica
Griega estuvo subordinada, como si la Filosofia de estos
hubiera transferido su método deductivo a las
Matematicas (43)

Sin embargo, en cuanto a lo primero, si nosotros partiéramos
de que Teodoro no sigui¢ el procedimiento que utiliza los
tetragonismos, que es lo que sostengo, creo que Teodoro no
tenia porque partir de las praposiciones VYI1.17, VIIL.18 y
VIlI.20, sino de otras suposiciones, como por ejempic lo<
teoremas relativos a los nimeros pares & impares que utiliza
Knorr en su reconstruccion.

€n cuanto a lo segundo, si bien es cierto gque en el dialogo

@l Teetetos no se seflala literalment? a Teodoro como el

{37) Szabe, Ibid., Fag. &0
(43) Knorr, On The Early History ...,Pag.145
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autar de el teorema mencionado, ese dJialogo si reﬁrata a
Teodoro demostrandolo, como dice knorr. Y mas'ahn. ;cﬁllbﬁ
elementos dadas en el propio dialoge Teodoro. puda -haber
demostrado el teorema de manera mae lihre,-al -estilo de lés
métodos propios de la geometria oresocraticacd), sigujendn
2]l tipo de demostraciones con figuras y/o narraciones (como
tambien se muestra en El menon) que caracterizéron el grado

de desarrollo del persamiénta gecmétrico griego del siglo V,

b) Sobre la base del texto del dialogo, Szabé no atribuye a
Teetetos ninglin nuevo descubrimients matematico aue no sea
también atribuido a Teodoro. Y por tarto, concluye, no puede
adjudicarsele el Teorema de la clasificacidn de las dynameis
(como hace Frank), ya que para que &llo huniera ozurrido .
Teetetos debid haber inventado previamente los conceptos de
‘conmensurable en longitud’® y ‘conmensurable en cuadrado’.
Fero como Szab6 los encuentra a ambos términos en el dialogo
El Folitico(3I9), entonces, concluye e}, estos debieron
existir antes del tiempo de Platén y Teetetos.

“For tanto la enumstracion de dynamels indivaduales v
algunos detalles de pruebas dadas por teodoro parecen ser

uUnR preparacion para la comprehensiva clasificacion la cual

fue entonces dade por Teetelos v o smigo, .. " 08D

t42) Knorr, On The Early History of Aviomatics. Fag. 150
{19) Scabo, Ibid., Fag. o1
(8) Szaho, Ibid. Pag. &2
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Creo que es necesario decir que El di&logo El,Pc}liti@:q(;a.a)—f

es uno de 1los cuales se duda que provenéa’de PIAGDn
hiz:ibmos referencia cuando hablamos de E} F'armenides).,} y ‘goﬁ‘_
ello se viene abajo la validés de la argumentacion de Szabo.
porque bien pudo haber sido hecho posteriorménte después‘ae,
la existencia de Flaton y Teetetos.

Ahara bien, esto no implica que yo sostengx que Teetetos
haya sido el autor del o los teoremas gue le atribuve Knorr,
ni de los de Teodoro. saobretodo si hay indicios de gue las
fuentes provenientes de la antigiiedad ne dudosas, como ssas
dos que sefala Szabd y que Knorr acepta implicitamente, Sin
embargo, crec que bien pueden mantenerse como hipotesis esas
autori{as, hasta que se encuentre, si es gque ccurre. a3l
verdadero autor, o se derrumbe la reconstruccion de Knorr.
c) Las dos principales fuentes provemientes de la antiguedsad
que acreditan a Teetetos nuevos conocimientos matematicos.
segin Szabd, tienen credibilidad dudosa. Estas son el
Schalium a la propesicion @ en el libro ¥ de lus Elementos y
un reporte contra 2! comentario de Fappus al Libro X, gue
sobrevive so6lo en su traduccion Arabiga.

El Scholium dice: " Este teorcma es un descubrimiento de
Teetetos. Estu es tambié¢n menrsionado por Platén en el
dialogo Teetetos, =xcepto que sclo un caso especial esta
Astableciends rsto, comd opuasto o 1a formulacidon ganeral
dada squi® {40y .

7R.a) Emilio Lledo I.. Dialogeos de Flaten, de la

Introdurcion,
tau) abo, *Ibid. Fag. 76
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El reporte dice:"...la teoria de magnitudes irraciocnales
tiene su origen en la escuela de Pitagoras. Esta fue
considerablemente desarrollada por Teetetos el ateniense,
quien dio pruesba, en esta parte de las Matematicas, :’omn en
otras, de la habilidad de la cual habfa sido justamente
admirado. El1 fue uno de los hombres mas felizmente dotados,
v dado sobre é1 mismo, con un fino entusiasmo a la
investigacion de las verdades contenidas en esas ciencias ,
como Flatén produce testimonios para é1 en el trabajo el
cual el llamé después por su nombre. Como para la exacta
distincidan de las magnitudes mencionadas arriba y las
rigurosas demostraciones para las cuales é¢sta teor{a se
elevd, yo pienso que =llos fueron dirigidamente establecidas
por estos matemdtiucos, y mas tarde, el gran Apolonio, cuyo
genio toco los més grandes puntos de excelencia en
Matematicas, afiadio a ésos descubrimientos un nimero de
teorf{as sobresalientes despues de muchos esfuerzos y
trabajo. Porque Teetetos habia distinguido raices cuadradas
conmensurables en longitud desde aguellas las cuales san
inconmensurables, y habia dividido las bien conocidas
especies de lf{neas irracionales tras diferentes medios,
asignando la 'medial ‘a la geometria, la ‘binomial’ a la
arirmetica, y la 'apotema’ a la armonica, como es
establecido por Eudemo el Feripatético, etc...."(41)

A ambas citas les ataca Scabo porque en lo esencial se. basan

en el propio didlogo del teetetos.

(41) Szabo,Ibid., Fag. 78
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Sin embargo, Knorr en un escrito pcstericr(44)':nmenta:
“Interpretando este pasaje deberfamos tomar en
consideracién que el informante, Eudema, fue un dirsclpulu de
Aristételes, por tanto ubicado entre los tiempc’s de Teétetos
y Euclides. Los terminos ‘medial’, ‘'binomial’ y ‘apotéma’son
basicos dentro de la clasificacion Euclideana de las lineas
irracionales, pero nosotros aprendimos desde otro tratado
Aristotélico que esos nombres fueron ‘sdlo recientemente’
introducidos. For tanto, nosotros podemos inferir desde el
reporte de Eudemo no que Teetetos habia establecido una
correlacién entre las clases Euclideanas y las medias, sino
mas bien que Teetetos formé sus propias clases de
iracionales como las medias de lineas dadas. La correlacion
con las clases Euclideanas es por tanto la manera de Eudemo
de caracterizar lo gue Teetetos hizo 2n términos mas
familiares para los estudiantes de esta altima teorfa...”
Con lo que Knorr insiste en adjudicar a Teetetos la
clasificacién la cual se menciona en el dialogo que lleva su
nombre y por supuesto en su contiabilidad.
Yo no sostengo que Teetetos haya sido el autor del o los
Teoremas que Knorr adiudica a Tetetos o Teodoro, maxime si
nisten serias objeciones a esas fuentes de la antigiedad.
3in ambargo, tampoco creoc que S:tabéd niegue solidamente gque
Teetetos y Teodoro fueron esns los autores, pues no dice

quienes fusron los autores fidedignos. Creo, por tanto, gue

{44} knorr, Euclidean Theury s Fag. 43.




&5 posible mantener la autoria de estos Griegos, mientras la

Teoria de Knorr no sea derrrumbada.
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CONCLUSIONES. o S

I1.E1 papel dél Pitagnrismo; en elr,dresam-o'llc del
pensamiento.

En mi opinién, el contexto filosofico del siglo V del
nacimiento del pltagorismo, es eminéntemente el del ascenso
y caida de la Escuela Filos&fica Jénica, y el pitagorismo se
vio impregnado de su interpretacidn del mundo partir de la
naturaleza sensible, no obstante que formalmente Pitagoras
estuviera por fuera dicha Escuela. La Tesis de gue las cosas
sONn numerns Y su subsecuente concepcien atomista, habla de
una identificacién entre la naturaleza y la abstracién. Si
lag cosas son numeros, el umiverso es de numeros y
relaciones entre ellos, con lo cual lo abstracto se funde
con lo concreto en un orden en el gue el Kdsmos se expresa
por su devenir, v en ése terrenc las cosas son y No 300,
como entendia Heraclito, filosoficamente cercano a Los
Jonicos (aungque de origen Efésiol, el mundo es explicado por
su indeterminacion, como sostenia Anaximandro, y con una
tonalidad similar, pitagdrica, el numero crea cosas gque no
son pumeros: Los Inconmensurables, gque sin embargo provienen
de numeros, numeros enteros, sensibles,  de un aundo, su
munde, donde todo es ndmerco. Estas magni tudes sertan la
indeterminacién pitagérica, podria haber dicho ARnaximandro
de conocerlos; el ser v el no ser numern, se jactaria
Heraclito ¥y posiblemente pondria en duds lo sabiduria de
Pitagoras, porque su eventual descubrimiento sélo

confirmaria lo que el Efesio profetizaba. En ese paisaile
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amalgamado con el fragor de las proeczas guerreras.y la
Alétheia de su palabra, donde-la razoén y-la veirdad guardaﬁan
a&n un tinte magico de su antecesor engendro, donde lo
abstracto no abandonsba del todo 1o concreto, ahi lo
‘racional’, conmensurable, engendro lo'irracional’,
inconmensurable, alcanzando con esta gestacién el eclimax del
ascenso de las expresiones Joénicas de la Filosofia, la
cuspide de la unidn de los elementos contradictorios; pero
in sftu estaba creandose el punto de partida para su
superacion, la tumba del propioc pitagorismo, ¥y can ello el
fin de la ultima expresion Jonica de la Filosofia.

MAs ésta creacidn, conformaria un elemento adicional dentro
de los factores gue colocarian al pensamiento griego antigua
en el umbral de la evasiédn de las contradicciones, ya
sembrada por Farménides, y la necesidad de la fundamentacion
de las ideas por la via de la demostracion, expresada en una
superacitn de las demostraciones heuristicas de la geometria
de los primeros pitagoricos por Tecodoro, y un ascenso del
pensamiento demostrativo en Hipocrates y Democrito (a
quienes, aun cuando pocas referencias se tengsn de ellos, la
antigiedad les adjudica la realizacion de demostracione; de
proposiciones Matematicas), y mds adelante por Teetetos,
Flatén y su escuela, como una heréncia dejada al
Aristotellsmo: labor gue de manera global redituaria legados
en dous grandes vertientes: La Matematica y La Filosoffa.
Asi, ol pitagorisme habria colocado, aun con todos sus

slementos subjetivos, 1 eligiosos, y aparéntemente
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irv-aciﬁnales, &esde la'cr-xci:a:ﬁris”tatgliéa, 'la‘ ﬁiedr-a de
toque parala t:bnst‘r'ul::ian de léa al‘:srtrv-a,:irbﬁ pl;lr‘a vy la
demost'ra:ian matemadtica: Vernunft wira unsinn. .. !

(Raz6n gue deviene sin razoén...!)

I1.Repercusiones en la Matematica y la Filosofia.

a) La 'Crisis de las Matematicas'y Los Elementos.

En mi opinidn, ‘la crisis de las Matematicas’ aludida por los
autores del siglo XIX, con cuya ocurrencia esta en
desacuerdo Knorr(33) y Szabg, so6lo puede ser entendida como
crisis del pitagorismo. Desde el hecho de que para el
pitagorismo hacer Matematicas era lo mismo que hacer
Filosofifa, porgue su actividad entera tenia confines
deidales y parque aun no se marcaban las fronteras de la
divisién social del trabajo, y de el hecho de gque el
surgimiento de los inconmensurables ponia en contradiccion
su Tesis fundamental de gue las cosas son nameros; la
contradicciotn que ésto representaba en su Filosofia era
también una contradiccién en su matemdtica, y en particular
en su concepto de numero. Pero como el pitagorismo
representaba la escuela matematica y filosédfica que dedo
mayor trascendencia social en el siglo V, no debiera
extrafiarnos gque su crisis apareciera a la postre como
crisis de las Matematicas, aun cuando no se mencionara
literalmente entre los griegos la palabra ‘crisis’.

Pero esta "Crisis”,debi1o naber sido una crisis dialéctica,

(33) Knorr, Ibid, pag. 307
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que se manifesto en diversas vertientes, mostradas en el
desarrollo de esta Tesis: (i} Un esfuerzo del pensamiento
matemdtico por superar los métodas ‘heuristicos'de las
demostraciones del pitagorismo del siglo V en el terrenc de
la aritmética, conformando la regeametrizacion de la
Aritmética Geometrizada a la que alude Knorr en sus
conclusiones; (ii) ta atencién misma que prestaron al
estudio de los inconmensurables unas de las partes mas
lacidas y representativas de las corrientes postmilesias del
pensamiente antiguo griego, encarnadas en Hipogrates de
Quios, Demécrito (atomista), Teetetos, Platén (que guardaba
cierto legado pitagorico), Arguitas Y Eudoxio (matematicos
de lo mas sobresaliente} y Aristoteles...quienes debieron
haber percibido la importancia de los inconmensurables para
el desarrollao del pensamiento matemdtico, v =1
desanudamiento de las Matematicas del pitagorismo para al
desarrogllo de la razon (recordemos la importancia que se les
daba a las Matematicas en la formacién de los griegos).
(1ii) La basqueda del rigor de la demostracion que anarece
entre los siglos V y IV a.c.,, a cuyas muestras pertenecen
los alientos de Platon a sus alumnos, dentro de los cuales
estaba Aristoteles, como una especie de principio que
mantendra el pensamiento matemdtico y filoséfico.

Con esas mismas muestras, que maneja kFnorr, me parece, s1 se
puede percibir una ‘crisis en las Matematicas’. pero No una
crisis en la que se halian bundido o paralizado, ni en la

que de manera mecanica surge una fundamentacion y
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estructuracién de las Matemdticas via una supuesta
axiomadtica Euclideana, sino una crisis en la que se recogen
los supuestos basicos de la matemdtica pitagérica, .se
superan sus contradicciones (cuyo ejemplo mds claro .es la
superacién antes mencionada del concepta pitagérico de
numere, intuitivamente en Platén, y decisivamente en
Euclides y Aristoteles), se le alienta a basarse en el rigar
de pensamiento, y se abre paso a una nueva manera de hacer
Matematicas teniendo como base la demostracion y una
concepcién ampliada del universo matematico gque incluye a
las magnitudes inconmensurables. Cimientos que en mi opinidn
se mantendran hasta nuestra matematica actual.

b) El declive de la dialéctica Jonica y El ascenso de la
razéon Aristotélica.

Ma&s notoria que en la Matematica, en la Filosoffa se cimbra
mas claramente el pensamiento con la crisis aludida en el
inciso anterior.

Al derrumbarse en el plano de la razén la tesis fundamental
del pitagorismo, se catfa la altima expresidén de la escuela
filoséfica Jonica, y se estaba derrumbando también la
concepcién dialéctica gque ella sostenia implicitamente en su
explicacién del mundo a partir de la naturaleza sensible y
el reconocinmiento de la contradiccion come la razén del
devenir del Késmos. Declinaban, pues, las primeras
concepciones de la dialéctica, entendida desde la optica

Hegeliana(34). Pero, no se les entierra en definitiva, sino

3947 B. W. F. Hegel, Ibid, pag. 258
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que Vapnr{tan‘v:lasr elementos, el Ser y el No Ser, para-‘el
entgnd#mientu'de sus partes por separado en el pensamiento
1.,50@5”;As;$ntes di%erEnciadas, abonando el terrenb para el
suééimlenéo de la abstraccién pura anunciada por Parménides
y Zentn, y coronada por el surgimiento de la Logica
Aristotélica. He ah{ dos momentos fundamentales en el
desarrollo de la historia de la Hilosoffa, como una especie
de desembocadura a la gus arrojarfan el pitagorismo, el
surgimiento de los inconmensurables, el desarrollo de la
ejecucién del razonamiento y la madures de la abstraccién
matematica del siglo ¥V obtenida de ésta, y el grado de
desarrollo del contexto del siglo V, como algunas de las
corrientes internas del caudal del rio de sucesns que
desarrollaron al pensamiento filoséfico que procrearfan al

Flatonismo y el Aristotelismo.

111.-Los Inconmensurables y su Teoria.

No obstante que los antiguos hayan realizado estudios y
tratados sobre estas magnitudes, debieron producirse
separadamente por diversos autores, como muestran los
diversos estilos de las demostraciones relativas a ellas, y
solo alcanzaron su compilacion en Los Elementos, cuanda ya
estaban demostrados. Pero e£llo no indica que los griegos
manejaran la categoria de “"Teorla", como manejan los autores
contemporanens, ni gue hubieran conformado alguna rama de
las Matematicas o de la Geometria, como suponen Knorr,

porque su tratamiento fue atacado con herramientas de la



Aritmética, en el caso de Teodoro, con herramientas de la
Beometria, en el caso de Teetetos, Arquitas y Eudoxio, pero
ademas incluso con herramientas del Algebra, como muestran
proposiciones del Libro X. Pero también porque no todos los
Libros de Los Elementos ni todas sus propasiciones tratan
con los irracionales, estableciendo estudios matematicos de
la Geometrfa como un todo en el cual se insertan los
irracionales.

Mas bien, me parece, los griegos que trataron los
inconmensurables en la antigiledad se empecinaban can sus
estudios en abrir espacios para que la Matem&tica, en
particular la Geometria, aceptara dentro de su marco & los
inconmensurables, y de ahi que trataran de explicarlos y de
obtener propiedades relacionadas con ellos, como buscande
hacer Matematicas con eso gue parecia algo fuera de las
Matematicas, haciendo de ellas un todo Racional que incluta
objetos, los inconmensurables, que en un inicio eran
considerados "irracionales".

IV.~ Sin embargo, me parece correcta en lo general 1la
reconstiruccién propuesta por Knorr del estudio de los
inconmensurables por los griegos, quien en mi opinioén
corrige la interpretacién filolégica, para luego darle
continuidad, al planteamiento general de Heath. As{, el
contexto del surgimiento de 1os inconmensurables fue el del
estudio del lado vy la diagonal del cuadrado, con muchas
posibilidades realizado por los pitag6ricos, se produce un

impacto en las Matematicas y la Filaosofia, y aflos después
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son atacacdos por Hipocrates, Demécrito y Teodoro, y por
conducto de éste ultimo y Argquitas, Platén se habria
enterado del problema de fundamentar la existencia de esas
magnitudes y de abrir el espacio para gue, superando la
contradiccion pitagérica de su concepto de namera, se creara
una Matematica compatible con la existencia de los
inconmensuratbles. Esta labor serf{a encomendada a sus
condiscipulos mas sobresalientes, Teetétos, Arquitas y
Eudoxio.

Es muy ingeniosa y documentada desde el punto de vista
filologico, pero sobre todo novedosa, la manera como Knorr
interpreta el diadlogo platénico del Yeetetos, para proponer
una serie de demostraciones adecuadas al marco del didlogo
de la inconmensurabilidad de los lados y sus respectivas
diagonales de los cuadrados de area 3, 5, 7...hasta 17,
mostrando agui el tipo de dificultades que detendrfan a
Teodoro, hecho que Heath solo indica. Sin embargo, como
hemos tratado de mostrar con la exposicion de las diversas
reconstrucciones, Knorr regoge muchos de los elementos de
Heath, y poco menos de autores, peto Knorr ahonda su
erpoasicion en el tratamiento de los irracionales por los
alumnos de Flatén. Esta reconstruccion, creo, es la maxima
superacién gque ha alcanzado el estudio de la 'Teorfa de tos
Inconmensurables , en tanto que surge de una critica a la
totalidad de las interpretaciones, de Heath, Tannery, Szabe,
Van Der Harden, etc., pero sobre todo porgue ubica el

hallazgo y demostracién de las magnitudes inconmensurables
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Lensun: :antextn de lo mas natuval para-el munda: griegu del

1glo V, in:luyenda ahi sus factores htstaricos.

111n1691:os. filosoficos y matematicos, como . ningdn ctrﬁ
autorlcambina. De ;hl que incluso algunos autores., como Vaﬁ
Der WAeden(SS). se han convencido de ella. Sin embargo, -la
discusién solo acabard hasta encontrarse las piezas
documentales que reafirmen los supuestos de la
reconstruccion , o en su caso su readecuacién. Mientras g
tanto, serd deber de los fildsofos y matematicos sumergirnos
en su reflexién e investigacion,

V) Desde el analis y 1a critica de las reconstrucciones de
los inconmensurables, yo la resumirf{a asi:

La Fecha y la manera del halllazgo de los inconmensurables
continua siendo una cuestion obscura, pero ya se han dado
aproximaciones. A mi parecer no pudiervn haberse dascubilerrto
en el afio propuesto por Knorr, sino unos diex o mas afios
después del 430, tras la muerte de Farménides y Zenén,
quienes no tocarian éste punto no obstante su papel
relevante . £l conterto en que surgen, en efecto es el del
lado y la diagonal del cuadrado, como muestra el didlogo Kl
Menon, pero no, a su vez, dentro de una Teoria de
propotrciones, y por tanto no en g} terrena de la duplicacion
del cuadrado por via las medias proporcionales ni la
anthvphairesis, ccmo sugiere Szabo, porque éstas son

herramientas utilicadas en la Teoria de Los Irracionales

(3%) Bergren, History of Greek Mathematics:® Survey of
Recent Fesearch., payg.

144



14

durante el periodo en gue Aristoteles dir!gib la‘a;aﬁgmia dé‘

Platén. Mas bien, Los Pitagéricos del siglo. ¥V dés:ubéxerpn,

y fueron los mas probables de hacerlo,:los incanmenéqﬁéﬁleé.
durante un tiempo se ccultaron por las dificultadesique
producirfan dentro y fuera del mismo Fitagorf{smo, y de una
manera indirecta se transmitirfa ese conocimiento a ' los
matematicos del siglo 1V, dentro de los cuales posiblemente
estaria Hipocrates antes que los alumnos de Flatén. Teodoro
y Arquitas ensefarfian las Matemdticas del mas alto nivel a
Platon, quien se percataria intuitivamente de la identidad
entre magnitud y nGmero, pero sobre todo de la existencia de
los inconmensurables, como despuds se mostraria en el
dialogo el Teetetes. Invitaria a sus mejores alumnos a
estudiar el problema de la fundamentacion de los
inconmensurablespor por la via de la rigurosidad de la
demostracion matematica y a hacer de las Matematicas un todo
aue incluyera ése tipo de magnitudes. Teetetos primero,
luego, tras su muerte, Eudovo realizarian ese arduo papel
durante el siglo IV que se reflejaria en tos Llbros II, V,
vIiIl, X, y XI1 , fudamentalmente, en el gue las Matematicas
se nuestran como un todo en el que es pusible tratar las
magnitudes inconmensurables por métodos geométrico o
aritméticos, haciendo de las Matemadticas un todo racional en

el que intervienen obijetos ‘alogoi”, irracionales", aque se
ubican dentro de ése todo de manera Racional, coherente, y

que se mantendriam en ella para s:émpre...
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