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CAPITULO 1

INTRODUCCION



INTRODUCCION S
La Ecuacién de Transporte con Adveccién-Difusioén modela importantes

procesos fisicos en cienclas e ylngenieria. Algunos de estos son los
modelos que describen el transporte-deffluidos no miscibles, importantes
en la industria del petréleo,  o:el-comportamiento del transporte de

contaminantes en acuiferos, ‘relevante en’el &rea de aguas subterrineas

por ejemplo.

Esta clase de modelos requiereﬁ de.una solucidn numérica practica y

satisfactoria en cuanto a tiempo y exactitud.

Una de las dificultades que presentan las soluciones numéricas de
dicha ecuacién, es cuando la- parte advectiva de la ecuacidén domina a la
parte difusiva de la misma. Cuando esto sucede la mayoria de los métodos
numéricos no dan soluciones satlsfactorias, ya que estas presentan mucha

difusidén numérica.

Estas son algunas de las razones por las cuales este trabajo de
tesis trata algunos de los métodos numéricos propuestos recientemente
para la solucién de la Ecuacién de Transporte Dominada por Adveccién y

que resuelven en gran medida el problema mencionado anteriormente.

Los métodos numéricos de solucién para la Ecuacién de Tranporte
derivan de tres aproximaciones principales: Los Métodos basados en
aproximaciones Eulerianas, los fundamentados en aproximaciones
Eulerianas-Lagrangianas y los que se basan en aproximaciones

Lagrangianas.

Dentro de los métodos numéricos basados en aproximaciones
Eulerianas~Lagrangianas estan los métodos de caracteristicas que son
relativamente recientes (desarrollados a principios de los 80’'s en
[8,9.101) y que presentan menos difusién numérica que los métodos basados

en aproximaciones Eulerianas.



‘quzr, métodos de ~caracteristicas incluyen .a ‘muchas técnicas de
éproiim'aéién‘ llamadas de diferentes = formas, *  ‘como:' = Mé&todos
Eulerianos-Lagrangianos (ELM) [2], Método de Trénspprte Difus;vo, Método
de Caracteristicas (MOC) [7], Método Modificado de Caracteristicas (MMOC)
[‘8, 10] y Métodos de Separacién de Operadores [9], todoé ellos tienen en
comin el tratar a la componente advectiva con un algoritmo a lo largo de
las curvas caracteristicas, . mientras el paso difusivo es tratado

separadamente usando una aproxlimacién espacial (una aproximacién

Euleriana).

El objetivo principal de esta tesis es situar al Método
Euleriano-Lagrangiano de Adjunto Localizado al que nos referiremos como
ELLAM, dentro del contexto de los métodos de caracteristicas. El1 método
ELLAM es una aplicacién del Método de Adjunto Localizado, el cual a su
vez se basa en la Teoria Algebraica de Valores el la Frontera de Herrera,
es muy reciente, y fué presentado por primera vez por el grupo ELLAM

(Celia, Ewing, Herrera y Russell) en las referencias [6,33].

Ademas, ELLAM ha mostrado ser una herramienta muy efectiva en el
tratamiento numérico del fenémeno de transporte dominado por adveccidn,
ya que ELLAM es una generalizacién de los métodos de caracteristicas, el
cual incorpora de manera consistente y sistematica las condiclones de

frontera, permitiendo obtener algoritmos con la propiedad de conservar

la masa.

En este trabajo de tesis se han desarrollado cuatro temas
principales, el primeroc de ellos corresponde a la revisién de la Mécanica
de los Medios Continuos. La segunda parte concierne a las Ecuaciones
Diferenciales Parciales y Caracteristicas. La penultima presenta ideas
relativas al Método de Adjunto Localizado (LAM). Finalmente, la ultima
parte se refiere a la aplicacién de este método a la ecuacién de

transporte con difusién, que ha producido el método ELLAM.

Para la primera parte el propésito es hacer una derivacién

matematica de la Ecuacidén de Transporte en forma sencilla y general. Para



esto en el capitulo Ziéeéllé a'a‘cabt‘upa.lr e la/Mecanica de los
Medios’Continubs;”y"c6n Eas e o éiéh‘dé Transporte

resultados para su

con “Adveccion-Difusion: v se

aplicacién a campbs'discoﬁtiﬁﬁo i

En la parte relativa a 155 Ebudcionéﬁ ‘Diferenciales Parcliales y
Caracteristicas [11, 12, 35, 341, eifprdpééitd;cehtral es el de explicar
la naturaleza de las curvas caracterisilcas'y‘exponer un método numérico
senclllo basado en las curvas caracteristicas para la solucién de la
Ecuacién de Transporte. Asi en los capitulos 3, 4 y S5 se revisan los
fundamentos de Ecuaciones Diferenciales Parclales, se definen lo que son
las Curvas Caracteristicas y se Jjustifica su uso para encontrar una
solucién numérica a la Ecuaciéon de Transporte dominada por adveccién. En
esta misma parte se presenta un método numérico para la solucién de la
Ecuacion de Transporte basado en sus curvas caracteristicas

[36, 38, 40, 41].

En el capitulo 6 se presenta el Método de Adjunto Localizado que fué
desarrolldo por Herrera y colaboradores, en una serie de articulos [3, 4,
s, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 31, 32, 34] y se basa en

la “Teoria de Problemas con Valores en la frontera" del mismo autor.

Esta teoria proporciona las bases del Método de Adjunto Localizado
al que nos referiremos como LAM (Localized Adjoint Method), que es una
nueva metodologia para la discretizacién de las Ecuaciones Diferenciales
Parciales (ver por ejemplo {18]). Por ultimo en el capitulo 7 se presenta
el método ELLAM que se obtiene como resultado de aplicar LAM a problemas
advectivos~difusivos dependientes del tiempo, combinado con el Método de

Caracteristicas y que fué introducido por el grupo ELLAM [6,33].

De paso, existe también el propésito de que esta tesis sirva como
una lectura introductoria a los estudiantes que se interesen en la
modelaclién matemdtica y en particular en el fendémeno de transporte y la

metodologia ELLAM.



CAPITULO 2

ECUACION DE TRANSPORTE CON ADVECCION Y DIFUSION



La Ecuacién de Transporte modela diversos fendmenos fisricos‘» de’gran
importancia prdctica, el objetivoe de este capitulo es :hacer. . una
derivacién matematica de esta ecuacién. En forma sencilla y géneral, la
Mecénica de los Medios Continuos proporciona el marco de réferencia a
partir de las distintas leyes de balance, en particular la leybde balance

de masa, que hace posible una exposicioéon de este tipo.

El interés manifestado anteriormente nos lleva a revisar primero .la
Teoria de 1la Mecadnica de los Medios Continuos para  posteriormente

plantear lo obtencién -de la -Ecuacién de Transporte con Adveccién y

Difusién [1, 29].

CINEMATICA
El propdsito de la cinematica es la descripcién del movimiento de un

cuerpo en el espacio Euclidiano n-dimensional (con n = 1,2,3..
dependiendo en que espacio se considere el movimiento del cuerpo). En
general consideraremos un cuerpo B constituido de puntos materiales, que
estaran etiquetados con X y a los que les corresponderd un punto x en el
espacio Euclidiano n-dimensional en el tiempo t. También consideraremos
que la coleccién de puntos materiales de B toman la forma de una regién
conexa en el espacio n-dimensional. Es conveniente que a los puntos
materiales X del cuerpo 8 los lidentifiquemos con los puntos coordenados X
llamados coordenadas materiales, estos son tomados de alguna

configuracién de referencia de B.

La notacién que se usara en este trabajo de tesis para designar a
los elementos vectoriales sera mediante la letra subrayada que ldentifica

al elemento vectorial, por ejemplo: geR" donde « = (al,az,...,an) y e,

aa, ..., son escalares.
n



MOVIMIENTO

Ahora especificaremos la manera como los puntos materiales pueden
moverse en el espacio, y postularemos que la materia es indestructible e
impenetrable. Matematicamente estos postulados implican la existencla de
una correspondencia uno-a-uno entre los puntos materiales X del cuerpo B,
identificados por sus coordenadas materiales X, y los puntos espaciales x
que ocupan en el tiempo {, esto es

x = p{X, 1),

donde p:8 --oR™ con n = 1,2,...

Requeriremos  también  que. e:srta:_; . i:uhcién'“ ) tiﬁuég@épte
diferenciable y que el determrivnante',"j"es?‘deéyif‘:‘;la iz 'olsif:-;n‘a‘,f J,
nunca se anule, entonces, por el t.eorema ‘de"yla funclbninv s'a,l éxis£e~l;a
funcién : - e :
Pt tar quet pTlix,£) = X

La funcién p(x,t) es, la posicién de la particula X en el tiempo t.
Por conveniencia admitiremos que p sea diferenciable tantas veces como lo

necesitemos, excepto en un conjunto determinado de puntos singulares el

cual requerira de atencién especial.

PROPIEDADES INTENSIVAS Y EXTENSIVAS
Introduciremos dos clases de propledades de los sistemas macroscépicos

que nos interesa estudiar: las intensivas y las extensivas.

Una propiedad intensiva I, estd definida para cada tiempo y para

cada particula (punto material). Ademads puede ser escalar, como la

temperatura, la densidad, etec. o puede ser vectorial como la velocidad;

en camblo, las propledades extensivas son aquellas que dependen del

tamafio del sistema , por ejemplo, masa, volumen, cantidad de calor, etc.



Las propiedades Iintensivas pueden ser descritas de dos maneras
diferentes, ya sea en términos Lagrangianos o en términos Eulerianos. Al
considerar una propiedad intensiva I, su descripcién Lagrangiana sera
dada por una funcién ¢(X,t), la cual indicard el valor de la propiedad T
en la particula X en el tlempo t; de la misma forma, sea x un punto en el
espacio y sea y(x,t) el valor de la propiedad T en el punto X en el

tiempo t, entonces la funcién ¢ es la representacién Euleriana de II.

La ecuacién que relacliona estas dos representaciones. del movimiento
es facilmente deducida y tiene la forma: . ;
¢(X,t) = ¢(p(X, 1), t).

Un concepto central en la descripcioén Vdél MOvihiento‘ es -la
velocidad, y como sabemos, la velocidad es  obtenida : mediante: la
derivacién de la funcién de posicién con respecto al tiempo; .entonces
tenemos que la descripcién Lagranglana de la velocldad podemos definirla
mediante la ecuacién

V(X,t) = Et(§,t).

Y si la descripcién Euleriana de la velocidad es v(x,t), ambas

velocidades quedan relacionadas por las ecuaciones
VX, t) = vip(x, ), t) o vz t) =V lx ) t)

La derivada Lagrangiana de una propledad intensiva T es también
llamada derivada material y queda definida por ¢t(§,t) y la Euleriana
por wt(§'t)' como es de suponer, la derivada material se obtiene
manteniendo fija la particula, mientras que la Euleriana se obtiene

manteniendo f1ijo el punto del espacio.

Al calcular ¢t(§.t) se utiliza la derivada de una funcidén de
funciones obteniendo la expresién
¢t(§,t) = wt(E(K't)-t) + gt(x.t)[V(W(e(K,t),t)].
Denotaremos por Dy/Dt la descripcién Euleriana de la derivada
materjal, la cual, tomando en cuenta la ecuacidén anterior, es claro que

Dy/Dt = g, + vV ().



RELACIONES ENTRE LAS PROPIEDADES EXTENSIVAS E INTENSIVAS
Dada cualquier propiedad intesiva 1T podemos definlr una propledad
extensiva E(t) por :

E(t) = | y(x, t) dx, ien)
B(t)

donde ¢(x,t) es la descripcién Euleriana de M y B(t) es la regién del
espacio fisico ocupada por el cuerpo B en el tiempo t. La forma en que se
relaciona aqui cada propiedad extensiva con su correspondiente propiedad
intensiva, no es la estdndar. Mas frecuentemente en lugar de la ecuacién
(2.1), 'se utiliza la ecuacién
E(t) = Jp()_(.t)tll(g,t) dx,
B(t)

donde-p(x,t) es la densidad.

La ecuacién (2.1) es la forma en que la introducen Herrera y Allen
en la referencla [29] y tiene la ventaja de no presuponer definida una
densidad en el modelo. De esta manera, la correspondencia entre las
propiedades extensivas e intensivas se vuelve mas sencilla: "la propiedad
intensiva que corresponde a una extensiva, es el integrando cuando la
primera cuando se expresa como una integral". En terminos mas
extrictamente matematicos: " 1la propiedad intensiva asociada a una
propiedad extensiva, es la derivada de medida de ésta uUltima" ya que toda

propledad extensiva por definicién, es una medida.

Como un ejemplo, consideremos a la densidad de masa como la
propiedad intensiva, entonces se le asocla la masa que es una propledad

extensiva medliante la férmula

M) = [ plxt) ax,
B(2)

aqui p(x,t) es la descripcién Euleriana de la densidad.

Como la rapidez de cambio de las propiedades extensivas es la
derivada respecto a t de la propiedad, ésta se puede calcular en forma
inmediata aplicando la ecuacién (A.S). a la ecuacién (2.1), y obtenemos
E’ () = f U, (x,t) dx + J' w(x, t)vlx, t) n dx. (2.2)

B(t) 88(t)

*) revisar el apéndice A



Pero, por el Teorema de’ la Divergencia se tiene

de ac‘zui'."'que’,, al‘sustituirieni(2.2) obten’gam’ovsi

(2.3)

'Al destarronllar’ .- (V)\_/). =.v+V + YV-'v, obtenemos
.:I(wi-@ VR Ylev) dx;

: - (t)

como- Dy/Dt = tive Vn/; resulta que

CEC)

E'(t) = I(Dw/Dt *Pvev) dxe
- 1¢3) e

Las ecuaciones (2.3) y (2.4) suponen que,'ylar. repreééhtaéién Euleriana

¥ y su derivada son continuas.

Hay aplicaciones muy importantes como en la teoria de ondas de
chogue en las cuales las representaciones Lagrangianas y Eulerianas de
algunas propiedades intensivas pueden ser discontinuas, por esto es
importante derivar relaciones que puedan aplicarse auin cuando estas

funcliones y sus derivadas sean discontinuas.

Para esto considere un cuerpo B que ocupa la regién B(t) en el
tiempo t, suponga que {x,t) puede tener discontinuidades en una
supeficie Z(t), en el interior de B(t). Entonces B(t) esta dividida en
dos subregiones: Bit) y B(t), de tal manera, que las fronteras aB_‘_t) y

.
3B(t) contengan a la superficie £ y al aplicar la ec. (A.7) en la ec.

(2.1) tenemos que

E' (t)= I Y, (x, tdax + j Wix, t)vix. t)on dx - f Wlvgn dx. (2.5)
B(t) as(t)

*) revisar el apéndice A
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Usando el fq} ma

obtenemos

discontinua a tra&esvde 2,7

E'(t) < J.(\lltb_c,t) + V- (gy)) dx
B(t) o

como V- (yv) = vV + yV.v:

puede expresar como

E(t) = _[( DY/Dt + Y.y ) dx +
B(1)

LEY GENERAL DE BALANCE
Las leyes que gobiernan los sistemas macroscopicos se expresan por

medio de balances globales. Su forma general, para una propledad
intensiva 1T cuya representacién Euleriana es ¢(x,t), esta dada por
E’(t)——jwdx = jz-gd§+fgd§, (2.8)
B(t) aplt) B8(t)

donde, E(t) es la propiedad extensiva asoclada a TI.

Cuando ¢ es una funcién escalar, T es una funcién vectorial y g es
una funcién escalar, y cuando ¥ es un vector, T es una matriz y g es un

vector.

La ecuacién (2.8) es una ley de balance, cuando se cumple en todo
cuerpo B. A la funclién T se le llama el flujo de ¥ a través de la

superficle del cuerpo y a la funcldén g se le denomina el suministro desde

el exterior de y. Como

E'(t) = J(wt(x t) + Ve {yv)) dx + fw;(v - yg)l 0 odx
B(t)

11



por la é&ua?ién (é 6)
j(wt (x, £) + V- (yv)
B(t)

1gualand§ aﬁéer S

[o,xed +7-
B(t)

Utilizando ahora el Lema de Dubois-Reymond obtenemos que

wt+ Ve (yv) - VT - g=0 en B(t), (2.9)
lylv-vg) -t 1- n=0 en Z. (2.10)
Observando que Dy/Dt = ¢t+ vV{y), obtenemos una forma alternativa

para la ecuacion (2.9), la cual utiliza la derivada Lagrangiana
Dy/Dt + ¢V'v - V-T — g =0 en B(t). (2.11)

Las ecuaciones (2.9} y (2.10) son muy importantes en desarrollos
posteriores, sobre todo en la obtencién de la ecuacién del transporte,
estas ecuaciones son llamadas la forma diferencial o local de la "ley

general de balance" y la "condicién general de salto", respectivamente.

ECUACION DE TRANSPORTE DE MASA CON DIFUSION
Son cuatro leyes de balance en las cuales descansa una gran parte de

la Mecdnica de los Medios Continuos, estas son:

12



1) De masa;
2) De momento;
3) De momento angular;

4) De energia.

Para desarrollos subsecuentes la ley de balance. de ,mas:a“'j sé‘ré‘ S g,’-‘a'n:f.,
importancia, ya que de ésta ley de balance se obtienefla'i 'e,‘c'\'iac énde :

transporte.
La masa de un cuerpo esti dada por

M(2) =J.p(>_<,t) dx, T
B(t) .
donde p es la densidad de masa.

Al obtener !
M) = f glx,t) dx + J‘ T(x, t)en,
B(t) aB(t)
se tiene el cambio de masa de un cuerpo, donde v:n representa el flujo,

si lo hay, de masa por la frontera.

Es claro por las ecuaciones (2.9) y (2.10) que
Pt V-(pv) -V-T ~g=0 enB(t), (2.12)
[ply~vg) ~z)J-n=0 en £, (2.13)
donde Tt es el flujo de masa a través de la frontera y g es la generacién

de masa por unidad de voliumen.

Hay un caso que tiene interés especial, cuando ¥ = 0y g = 0, si
esto sucede se dice que hay consevacién de masa y las ecuaciones (2.12)
y (2.13) se reducen a

Pyt V-(pv) =0 en B(t),

[ply-vo}l- n=0 en Z. (2.16)

(2.15)

13



A la ecuacién (2.15) se le conoce como la-ecuacién--de:continuidad,

de manera alternativa podemos expresarla como
Dp/Dt + pV:v = 0 en B(t),
ya que Dp/Dt = Pyt v-Vp.

En el caso de transporte de masa con‘vd
difusién molecular o 1la asoclada 'al moni
particulas, estd dada por la ley de Fick, - iéf
T = K'V(p), donde K es la matriz de difusi

Asi, al sustituir 1= K'V(p) “en

obtenemos

lp(y-ve) - K-V(p)]+ n
donde la ecuacién (2.18) es llamada la ecuacidén de transporte con
adveccidén y difusién, ya que el término advectivo es V:(pv), el término
de difusién es V-(K:-V(p)) y el termino g es el que engloba todas las
posibilidades de generacién o desintegracién de masa las cuales podrian

ser:
1.- Aportaciones desde el exterior mediante pozos de inyeccién;

2.- Desintegracién radioactiva en el caso en que el soluto sea
radioactivo;
3. - Reacclones quimicas tales como oxidacién, reduccién, formacidén de

comple jos, etc;
4.- Procesos de absorcién (retencién) del soluto en el terreno.

y la ecuacién (2.19) es su condicién general de salto.

En el caso de fluidos contenidos en medios porosos, la masa esta

dada por
M(t) = I elx, t)plx, t) dx, (2.20)
B(t)

donde £ es la porosidad y p la densidad del fluido, de ésta manera el

14



balance global de masa en su forma:diferencial-y: la ‘condicién general de
salto estan dadas por las sigilentes ecuaciones :
= 0.""en B(t), (2.21a)

(t:p)t+ Ve(epv) - Vet
: en I. o (2.22a)

leply - vi) T 1

Y en el caso’de i conservacién ‘de’masa estas -ecuaciones se
transforman en k

(ep),+ V- (epy)’ en B(1), (2. 21b)

leply - vg) ] -n=0 ens (2.22b)

Aqui el producto gv es' llamado velocidad de Darcy, en las ecuaclones
(2.21) y (2.22). La porosidad puede ser eliminada cuando ésta no depende
en forma importante de la posicién. La eliminacién de la porosidad de las
ecuaciones (2.21) y (2.22) nos lleva a tener ecuaclones anadlogas a las

ecuacliones (2.12) y (2.13).

15



CAPITULO 3

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES Y CARACTERISTICAS
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Muchos fenémenos fisicos son asociados.a una ecuaciéh diferencial,
ya' sea ordinaria o parcial. En particular, en este éapitulo nos interesa
la ‘ecuacién diferencial parclal asociada al fenémeno de ‘transporte’ de

‘masa sin difusién, con el fin de obtener sus curvas caracteristicas.

Para esto sera necesario hacer una revisién general de la teoria de
las ecuaciones diferenciales parciales basada en las referencias
f11,12,35,39], para después poder definir y obtener las curvas
caracteristicas de la Ecuacién de Transporte en una dimensién espacial.

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Las ecuaciones diferenciales parclales surgen en Geometria y Fisica
cuando el nimero de variables independientes del problema en discusién es
mayor que uno, en este caso, las variables dependientes del problema son
probablemente funciones de mas de una variable independiente, entonces
las variables dependientes tendran derivadas parciales con respecto a mas
de una variable. Cuando el problema es de naturaleza fisica, al aplicar
las leyes de la Fisica, obtenemos algunas veces relaciones entre sus

derivadas y tal relacién diremes que es una ecuacién diferencial parcial.

Consideremos una ecuacién diferencial parcial en la cual las

varlables independientes son denotadas por x, y, 2z,... ¥y las variables
dependientes por u, v, w,..., asi, la forma funcional es:
u = u(x,y.2z), (3.1)
en este caso particular hemos designado a u como funcién de las variables
independientes x, y vy =z, y las derivadas parciales con la
forma 2
u = du ,u = iﬂi—,u =58u (3.2)

x 9Ix y y xy_ 8xdy

Empleando las formas (3.1) y (3.2) podemos representar a una
ecuacién diferencial parcial en la forma general

F(x,y,z,u,u,u,u ,u ,u _,u ,...) =0, (3.3)
X ¥y z xx yy

X 2z Xy

17



b\ndic;a cé'mo;

donde. £ ‘es ‘una’ funciéh ‘que en ‘que  forma “aparecen . las

derivadas parciales’ exi's,tentés.‘

El - orden: de: una: eéhac16n~

orden Qe la derivada:mas 'alfg pr

En la bisqieda de la s

du a"u

aqui la variable dependiente

independientes (x,t)}.

La linealidad de esta . ecuacién e»s”té~¢stablec.‘ida por la forma
funcional de los coeficienrtesi‘AV,i"B'bv«vy C VSi los coeficientes son
constantes o funciones de las \V/'arlabrlres'hindependlentes (x,t) unicamente,
la ecuacidén es lineal. Si los coeficlentes, ademas, son funciones de la
variable dependiente u y sus primeras derivadas, la ecuacién es
casi-lineal. Si los coeflicientes son funciones de sus segundas derivadas,

la ecuacidén es no lineal.

En general, cuando los coeficientes de una ecuacién diferencial
parcial de n-ésimo orden son funclones de las derivadas de n-ésimo orden,
la ecuacidén es no lineal y cuando son funciones de las derivadas de

m-~ésimo orden, con m < n, la ecuacién es casi-lineal.

Estas caracteristicas de las ecuaciones son importantes ya que
muchas propledades analiticas de las ecuaciones diferenclales parciales
lineales y casi-lineales son conocidas. Como regla general cada ecuacién

diferencial parcial no lineal debe ser considerada individualmente.

La solucién de una ecuacién diferencial parcial la cual puede

escribirse para el ejemplo (3.4} como u(x,t), denota una funcién que

cuando es sustituida en la ecuacién, genera una identidad.

18



Cuando uno dlscute:la solucién de una ecuacion diferencial parcial

es necesario conslderar ondiciones 1 1c1ales apropiadas y condiciones de

frontera.

CARACTERISTICAS .
T en casi lineales

con una variable dependienfe y‘dos varia‘ epen ientes de la forma

a(x.t,u)u + b(x t,uju-= c(x t,u)‘ ‘(3{5)
o bien: S R IR S .
8u du _ SR fm mi
2 tPE T o ‘ ooEsh

donde los coeficientes a,b y ¢ no son necesariamente funciones analiticas:
de sus argumentos, son el caso general de la ecuacién de tfansporte sin
difusién en una dimensidn espacial. Llamaremos a la ecuacién (3.5) lineal

cuando ¢ sea lineal en u y cuando a ¥y b no dependan de u.

Sabemos que de una funcién solucién u = u(x,t), de la ecuacién
diferencial (3.5), su derivada total esta expresada por
du du
du =55 dx + 51 dt, (3.6)

y que en un punto (x,t,u) de tal superficie solucién, el vector

(ux.ut.—l) tiene direccién normal a la superficie solucioén.

La ecuacidén (3.5), establece que el producto escalar  entre los
vectores (ux,ut,—l) y (a,b,c) es cero, de esta manera el vector (a,b,c)
es perpendicular a la normal y estd en el plano tangente de la superficie
u = u(x,t). Podemos por esto, Iinterpretar a la ecuaclén diferencial
parcial (3.5) geométricamente como un requisito para que cualquier
solucién u = u(x,t) a través del punto con coordenadas (x,t,u) deba ser

tangente en ese punto, al vector prescrito (a,b,c)..

En una superficle especifica u = u(x,t) solucién de (3.5), podemos
consliderar el campo de direcciones definldo por los vectores tangenclales
(a,b,c). Este campo de direcciones se compone de las tangentes de una

familia uniparamétrica de curvas en esa superficie 1lamadas
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de ‘ecuaciones

ncremento

(dx.dt.duiiés*paraleg a

superficie u - una familia

uniparamétrica de soluclones de .(

Aun mas, cualquier familia unlparaméfrica dé soluciones del par de
ecuaclones diferenciales ordinarias (3.7), cae fuera de una superficie
cuya ecuacién u = ul(x,t) debe resolver (3.6), puesto que una superficie
asi generada necesariamente tiene a cada uno de sus puntos (x,t,u) un

plano tangente que contiene el correspondiente vector (a,b,c).

A continuaciéon mostraremos la obtencién de la ecuacién (3.7) basada
en la referencia [2], con el objetivo de encontrar una ecuacién

diferencial para las curvas caracteristicas.

De la ecuacién (3.5') podemos despejar a du/dx, asi:
du _ c - (b 8usat)
ax a :
susbtituyendo en (3.6):

_ ¢ =(b 8u/dt) dx + 8u dt
du = @ — _—

a at '
multiplicando por a :
du dt
- adu+ (c -bdudt) dx + a =0,

desarrollando el segundo término y agrupando términos:

(c dx - a du) + (a dt - b dx) g—;‘=o.

Esta ecuacién es independiente de du/dx, para que sea independiente

de du/dt tenemos que:

adt -bdx =0, (3.8)
y substituyendo en la ecuacién anterior, tenemos que:
c dx - a du=0., (3.9)

20



La ecuacién (3.8) ‘es ‘una- ecuaclén diferencial para.las . curvas .

caracteristiéas. La ecuacién (3.9) es una ecuacién dlferenclalfp’fa‘iésf

valores solucién de la ‘variable dependiente u, . sobre.:las ‘curvas

caracteristicas generadas por la ecuacién (3.8).

ecuacién (3.7).

ECUACION DE TRANSPORTE
La obtencién de las curvas ‘ca
Transporte sin difusién en una dlménsiﬁn.

un ejercicio de substitucién.

in alfdgrprimer orden:
3t % (3.10)
siendo esta, la Ecuacién de Transporte sin‘dlfh51éﬂ,

Al hacer las substituciones correspondientes, para aplicar la

ecuacién (3.8) obtenemos:
V dt - dx = 0,
de donde
dx = V dt, (3.11)
siendo la ecuacién (3.11) la ecuacidén que deben satisfacer las curvas
caracteristicas de la ecuacién (3.10). La forma de las curvas

caracteristicas es obtenida mediante integracién directa, asi

Jﬁx =V Idt, entonces x=Vt+c o t = 1/Vx + ¢’

donde c¢' y c¢’' son constantes.
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CAPITULO 4

ECUACION DE TRANSPORTE CON DIFUSION
Y CARACTERISTICAS
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El fenémeno fisico del tran:port |
por una ecuacién diferencial” parclal de segundo ord n clasiflcada como
parabélica, la obtencién de sus curvas caracteristicas es relativamente
féacll ver referencias [11.12,35,39].1sin‘embargo, la utilizacién de éstas
para la solucién de dicha ecuacién plantéa ciertas dificultades, en este
capitulo se tratard de dar una revisién de: cémo sén superadas éstas

dificultades

ECUACION DE TRANSPORTE CON DIFUSION

La ecuacién que modela el proceso fisico de transporte. con difusién

en una dimensién espacial es la siguiente

2
du 3 u du =
PtV e T

4 x

en este trabajo de tesis consideraremos a -los coef;éi'

ecuacién (4.1) constantes, a menos que se especifiqﬁe > na;gfaiééa de’

dichos coeficientes.

La relacidén de la ecuacidén (4.1) con la ecuaciéh~(2.18) es simple,
si sustituimos p = u(x,t), vy =V, K =Dy g = ru, en la ecuacién (2.18)

obtenemos (4.1).

La ecuacién caracteristica asociada a una ecuacién casi-lineal de
segundo orden con dos variables independientes es la sigulente

Aldy)? - Bldy)(dx) + C(dx)? = 0. (4.2a)°

Las curvas caracteristicas o caracteristicas asocladas con la
ecuacién diferencial parcial de segundo orden casi-lineal, son las

soluciones de la ecuacidn diferencial caracteristica asociada.

Asi tenemos que las curvas caracteristicas de la ecuacién (4.1)

deben satisfacer la siguiente ecuacién

+ 2 172
(dy/dx) = _’3'“23————!\—'&9 (4.2b)"

*.—- REVISAR EL APENDICE B
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“‘ecuacién (4.1) basta
con’hacer1as ‘substituciones 0; C=0, Asi,”

obtenemos:

Q(dfldx)‘;~q, éptoéés

por.;O‘taﬁto: t = constante.

“"Como podemos observar, las curvas caracteristicas de la Ecuacién de
Transporte con difusién, en el plano (x,t} resultan ser rectas paralelas
al eje de la coordenada espacial con la forma t = constante, estas
caracteristicas para nosotros no tienen ninguna utilidad ya que podria

decirse que no se 'desplazan’ en el tiempo.

PERTURBACION A LA ECUACION DE TRANSPORTE PURO
La ecuacién (3.10).. modela el fenémeno fisico de transporte puro,

al sumar a la ecuacién (3.10) un término de difusién de segundo orden ,es

decir

2
du 3u 3"u _
a3 * \ a [—c p xz) = ru, (4.3)

no importa que pequefia sea £, slempre que € > 0 la ecuacién (4.3) modela
un proceso advectivo-difusivo. El hecho de sumarle a la ecuacién (3.10)
el termino -£8°u/ax® implica un cambio formal de orden pero también tiene
un cambio cualitativo en sus propiedades matemdticas. Esta pertubacién a

la ecuacién (3.10) es llamada una perturbacién singular.

Si1 el coclente €/v es muy pequefio, se dice que la ecuacidén es
dominada por adveccién, en efecto, si el término -e8%wax® es muy
pequefio, el fenémeno fisico que modela la ecuacién (3.10) es casi el
mismo que el de la ecuacién (4.3). '

Esto sugiere que las curvas caracteristicas asociadas a la ecuacién
(3.10) nos podrian servir para transformar la ecuacién diferencial
parcial (4.1) en otra ecuacién diferencial de solucién quizas mas simple,

cuando el término -Da°w/ax® es muy pequefio.

*.~ REVISAR EL APENDICE B, #& - ECUACION DEL CAPITULO 3
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ECUACION DE DIFUSION B .

A continuacién desarrollaréﬁoé’uha parametrizaciénid
(4.1) basada en las curvas Téﬁr&cte
17,8, 10}. o

ecuacién (3.10) tienen la forma:

Idx =V Idt. entonces:

donde c’ es una constante.

tal que { =x-VtyT=1t,

calculando:

Bu_ du 8 , du  dr
t 8¢ &t at . dt
tenemos que :
8¢ _ dx _, dt _ dr
St gt Ve TV Y @
por lo tanto .
du _ _,, &8u du }
37 - v 3T * o (4.4a)

calculando ahora

tenemos que

ag aT
-1 Y il
por lo tanto
e o (4.4b)
asi
2 2
2y .2 2 (4.4c)
ax ac

Al substituir los términos (4.4a,b,c) en la ecuacién (4.1)

2
du au du
o L= sy - ru =0,
at 3 x2 ax

25



obtenemos

u oy
- (4.5a)
o ac? :
asi, si ru =0 obtenemos que
2
uo-p 2n. (4.5b)
a¢

Como hemos visto, la ecuacién (4.1) mediante la parametrizacién
anterior es transformada en la ecuacién (4.5), conocida como la ecuacién
de difusién o difusién del calor ver referencias [1, 11, 38], la cual es

mucho mas sencilla de resolver que la ecuacidn original.
Hay que notar que la transformacién de la ecuacién (4.1) es hecha

mediante la parametrizacién a lo largo de las curvas caracteristicas de

la ecuacidén (3.10) y es independiente del tamafio del término Da%u/ax>.
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CAPITULO 5

METODO DE CARACTERISTICAS
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Muchos métodos numéricos de solucién -de.la Ecuacién de Transporte
con adveccién-difusién estan basados en las curvas caracteristicas, estos
métodos pueden ser identificados por nombres como: Método de
Caracteristicas [7], Método Euleriano-Lagrangiano [2] o Método de
Separacion de Operadores [9], entre otros, todos éllos para la solucién
de la Ecuacioén de Transporte. En este capitulo el desarrollo de el Método
de Caracteristicas sera 1levado a cabo mediante wuna técnica de

diferencias finitas (1, 2, 36, 38, 40, 41].

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA .
Consideremos el siguiente problema.de: valor inicié}. para_la Ecuacién

de Transporte dominada por advecciérj,'en una dir‘gve:r';sriién yhérspafcial,

xeq =101,
ten = [t ")
(x,t) e Q2 = ax e,
sujeta las a condiciones iniclales
ulx, t”) = u*(x),

con condiciones de frontera adecuadas en 0 y I

Como sea visto, las ecuaciones de transporte puro y la ecuaclién de
transporte con difusién modelan casi el mismo fenomeno fisico cuando el
8%u

a x

(5.1) es dominada por adveccién, en este caso las curvas caracteristicas

término D > en la ecuacidén (5.1} es muy pequefio, es decir, la ecuacién
de la ecuacién de transporte puro pueden ser utiles para obtener una

" solucién numérica de la ecuacién (5.1).

DESCRIPCION DEL METODO DE CARACTERITICAS
El método de aproximacién de 1la solucién de la ecuacién (5.1)
utilizando las caracteristicas de la Ecuacién de Transporte es 1llamado

Método de Caracteristicas.
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ceq = 04,11
< n.n+l
TeQ = I[t',t. "]
T 2
(g, t) & ng ?’r'
sujeta las condicicnes Iiniclales
u(g, =™ = u"(Q),

y condiciones de frantera adecuadas en 0’ y I’.

»-

La discretizacién de la ecuacién (5.2) puede ser hecha mediante
técnicas de elemento finito o de diferencias finitas en particular en
este trabajo de tesis y con el fin de ilustrar el método, se utiliza un

esquema totalmente implicito de diferenclas finitas [1,36,40,41].

Asi, Q_= [0',1'] lo discretizamos con una particién uniforme de E

puntos, tal que, §1= o, §E= 1"y Q‘- c1-1= h, para i=1,...,E. en QT=
[tn,'tnﬂ) para n = 0,1,2,..., consideraremos intervalos de tiempo
iguales, es decir, -t"“- 1" = k, e introduciendo la notacién
2 n 2 n
u(Ci.T") = u'; , [—62 utg, ) ] = [———-—a 121] y
ag ag

au(ci,r") _ au "
3t - at
!
Utilizando un esquema totalmente implicito de diferencias finitas

tenemos que:

n+l n+l n+l
2 n+1 u - 2u +u
[ 3 121 ] _ ; 1-1 , (5.3)
ag h
oy Y"1 u'lNl - u'l'
(fe)™ - S (5. 2)

*.~ ECUACION DEL CAPITULO 4
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obtiene:

es la sigulente:

R T i BN LT (5.8)

n+1 n+l h
Uy tuy o 2- KD

1-1 k 1

Esta ecuacién es totalmente implicita y  contiene . ty.résrvalores
desconocidos de la variable dependiente u en el tiempo -~ S1 este

procedimiento lo efectuamos para

[ azu ]n+1 v ( au ]n#l
acz 1 oT H

cuyo indice i va de 2 a E-1, el arreglo que obtenemos es un sistema de

ecuaciones lineales con E-2 inclognitas y E-2 ecuaciones que tiene 1la
forma de una matriz tridiagonal, que al ser resuelto, permite conocer los
valores de la funcidén u en los punto_s C‘H, cl, cx-x’ en el tiempo -r"H a
partir de de los valores de la funcién u en los puntos cl en el tiempo
n
T .

El sistema de ecuaciones lineales tridiagonal obtenido es facilmente

resuelto por el algoritmo de Thomas [36], con ayuda de una computadora.
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Este mismo procedimlento pued btorer 1o veisien
de u'l"'? conoqiéndp de” antemano S -

Hay que tomar ‘en’ cuen se encuentra una

'solucién ‘en diferenclas finit: “‘queno -es el

problema original:

Como es de suponerse la ec‘ué¢1f¢n~(s.2) se; transforma en' la ecuacién

(5.1) mediante la parametrizaciéh u(x; t) donde x = Ervt yt=rT.

Asi, la ecuacién en diferencias finitas asociada a la ecuacién
(5.2), nos permite obtener una aproximacién al problema inicial planteado
por la ecuacién (S5.1) con solo hacer el cambio de variable x,= &t Vky
t" = ¢, donde k = t"*!~ t” en 1la ecuacién (5.5), es decir la ecuacién

2

2
n+1 n+1 h n+1 h o .
-2 = = = {
uL, b (=2 ) ) +uT ( ] ) ugL e .5.6)7
n+l n+1 n+l n+l n+t o g n4i
donde wu’ = ulx .t77), umo=culx, )T = ulxg ),

notese que u” = u(x ,t") = u(Z ,*"), ya que en este punto k=t"-t" = 0.

La ecuacién (5.6) evaluada en los punto X, es totalmente implicita e
involucra tres valores desconocidos de la variable dependiente u en el
tiempo t"‘l. Si el el indice 1 el 1la ecuacién (5.6) va de 2 a E-1,
obtenemos un sistema lineal de E-2 ecuaciones con E-2 incognitas de forma

tridiagonal, el cual es resuelto como se menciono anteriormente.

Notese que el sistema tridiagonal obtenido de la ecuacién (5.6) al
variar el indice i1, nos proporciona informacién de una funcién u en los

puntos (xl,t"'l), que es solucién de el problema original planteado por

la ecuacién (5.1).

METODO DE CARACTERISTICAS CON COEFICIENTES VARIABLES

El método de caracteristicas para la ecuaclén de transporte
con coeficlentes variables puede verse como una generalizacién al
método expuesto anteriormente, pero que exige mas cuidado, para

esto hay que tomar encuenta las sigulentes consideraciones.
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El .considerar »a:}io

variables, es decir, cbmo

ecuacidén

donde a, b y ¢ son Qériébles;fw, v »ecuaéién,(5;7),

a=V(x,t) yb=1,.._

De esta manera las curvas‘que satisfacen.la ecuacién diferencial
dx = V(x,t) dt
son las curvas caracteristicas de la ecuacién (5.7), hay que notar que
cuando V es variable las curvas caracteristicas no son lineas rectas si

no curvas.

La obtencién de las curvas caracteristicas de la ecuacién (5.7) es
importante ya que son necesarias para efectuar la parametrizacién de la
ecuacién

8u_ 3% au
at 3 x ax

a lo largo de estas curvas. Para transformar a la ecuacién (5.8) en una

=0, (5.8)

-D(x,t) 5+ Vix,t)

ecuacién de la forma

2
g: = D' (x,¢) a‘;, (5.9)
ag

donde el coeficliente D’ es variable.

La discretizacidon de la ecuacién (5.9) puede ser hecha mediante
tecnicas de elemento finito o diferencias finitas en paricular, mediante
un esquema de diferencias finitas adecuado a 1la naturaleza de el
coeficiente D', para asi poder tener una solucién numérica de la ecuacién
(5.9) adecuadaﬂ
*. - MAS DETALLES VER REFERENCIAS (36, 38, 40, 41)
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Al efectuar 1a parametrizaﬁié

para obtener la solucién del P blem>

nuevamente ‘la naturaleza’ de

OBSERVACIONES AL METODO :
Las principales observaciones que tiene el método de caracteristicas

presentado son asimple vista:

a).- Es un método numérico para la soluciédn de la Ecuacién de Transporte

dominada por adveccién que obtiene los valores de la variable dependiente

u sobre sus curvas caracteristicas

b).~- Si en la regién de interes Q = [0,1] X [t t"*!] el valor de h =

" t", es lo suficientemente grande puede suceder que al obtener 1los
valores de u:'H a partir de u? algunos puntos de u?*l salgan de la regién
2, implicando la posibilidad de que el sistema lineal de ecuaciones
obtenido para encontrar los valores de la funcién solucién u en el tiempo
t"" cambie en dimensién y numero de incognitas, con respecto al sistema

obtenido en un paso anterior de tiempo.
¢).- Entre mas pequefic es el intervalo en el tiempo: h = e t", se

tiene una mejor aproximacién a la solucién exacta.

d).- Dificultad con las condiciones iniciales y de frontera, por que no
es sistematica su implementacién al problema.

e).- La malla cambia para cada linterbalo de tiempo, es decir, las
coordenadas espaciales xl no permanecen constantes para cada Intervalo de

tiempo.
f).- La dimensién espacial y la temporal son unidas mediante una curva

caracteristica.

OTROS METODOS DE CARACTERISTICAS

Los métodos de caracteristicas pueden identificarse por nombres como
Métodos Euleriano-Lagranglanos (ELM) [2], Método de Caracteristicas (MOC)
[7), Método Modificado de Caracteristicas (MMOC) [8], Método para
Transporte Difusivo y Método de Separacién de Operadores [10], Todos
ellos agrupados bajo el titulo de Métodos de Caracteristicas (MC's).
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Todos los Métodos de Caracteristicas tienen en comun el tratar a la
componente advectiva con un algoritmé a’'lo 'largo de las caracteristicas,
mientras el paso difusivo es tratado separadamente usando una
aproximacién espacial mas comun. Estos métodos tienen la significativa
ventaja de que las restricciones impuestas al numero de Courant. en los
algoritmos Eulerianos son atenuadas por la naturaleza Lagrangiana de el

paso advectivo.

De los métodos de caracteristicas mensionados anteriormente quizas
el mas importante sea el Método Modificado de Caracteristicas, por las
ventajas que brinda, propuesto por primera vez por Douglas, J. Jr. y
Russell, T. F." en 1982, el cual combina Junto con el método técnicas de
elemento finito y diferencias finitas, este método tiene la propiedad de
mantener fija la malla, es decir, las componentes espaciales %,
permanecen constantes para todo intervalo de tiempo, esto permite
adiferencia del Método de Caracteristicas, una mayor libertad para el

tamafio de el intervalo en el tiempo (h = t"*'-t").

La modificacién hecha al Método de Caracteristicas para obtener el
Método Modiflicado de Caracteristicas consiste en que al querer trabajar
con una malla fija, se calcula la caracteristica que pasa por el nodoc de
la red (xl.t"ﬂ). quedando como incognita en el tiempo t" el pie de la
caracteistica, el cual es interpolado linealmente por los puntos (xj,tn)
que se encuentren mas cerca de el pie de la caranteristica donde los xJ

dependen de el numero de Courant.

Los Métodos de Caracteristicas en general sean empleado junto con
técnicas de elemento finito como el método de Galerkin para la solucién
numérica de problemas de transporte con adveccién difusién, en el
desplazamiento de fluidos miscibles y no miscibles en medios porosos (ver

referencias (7, 8, 9, 10, 37].

* .~ NUMERO DE COURANT = Vh/k., %% - VER REFERENCIA (8}
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CAPITULO 6 -

METODO DEL ADJUNTO LOCALIZADO
(LAM)
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El método del Adjunto Localizado al que nos referiremos como LAM
(Localized Adjoint Method) .es una ~nueva metodologia para la
discretizacién de las ecuaciones diferencliales parcialeé, el LAM estéa
basado en la "Teoria Algebraica de Problemas con Valores en la Frontera"

de Herrera.

En este capitulo haremos la formulacién general de LAM., para lo
cual se tendrd que revisar brevemente’ parte:de. la teoria algebraica .de

Herrera [16, 17].

TEORIA ALGEBRAICA

Consideremos una reglén Q y dos espacios de funciones lineales, uno
que seré fD1 de funclones que llamaremos funciones de ensayc y otro que
sera 1)2 de funciones de prueba, ambos definidos en Q, ademds supondremos
que las funciocnes que pertenecen a D: y D2 pueden tener discontinuidades
de salto a través de algunas fronteras internas cuya unién denotaremos

por Z.

La ecuaclién diferencial se define como
$u = fQ
donde £ es un operador diferencial, y Q puede ser en forma general una

en Q,

regién espacio-tiempo.

Ciertas condiclones de frontera son especificadas sobre la frontera
82 de Q y la superficie de discontinuidades £ , cuando 2 es una regién
espacio-tiempo las condicliones sobre 80 y I son generalmente incluidas en

las condicliones iniclales.

La definicidn del operador adjunto formal requiere, que el
operador £ y su adjunto 2'. satisfagan la siguiente condicioén:
weu - ufw = V-D(u,w),
es decir, que wfu - ufw sea una divergencia de una funcién bilineal

D(u, w).
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donde

R (u,w) = D(u,w)n’ y R (uw) =~ [Dlu,w)]n,
aqui, el paréntesis cuadrado representa el’salto.de D atraves de I, es

decir, el limite cuando D se acerca a I por el lado positivo menos el
limite cuando D se acerca por el lado negativo a Z, este salto lo

representaremos por
[D(u,w)] = &m D(u,w) - &m D(u,w) cuando D tiende a .

El lado positivo de 2 es escogido de forma arbitraria, pero al
escoger el vector normal unitario n sobre ¥, se toma apuntando hacia el

lado positivo de Q.

Supondremos que fu generalmente no estid definido sobre £, asi u y
sus derivadas pueden ser discontinuas en Z, es por esto que supondremos
que las integrales sobre 1 son llevadas a cabo en regiones que no
incluyen a £, consecuentemente los operadores diferenciales tendrdn que
ser tomados en el sentido elemental y no en un sentido distribucional
[17].

En la teoria general de las ecuacliones diferenciales parclales las
férmulas de Green son muy importantes por su frecuente uso.

Para la construccién de tales férmulas, una forma comin de hacerlo
es obtenerlas de la descomposicién de la funcién bilineal :Ra, la forma

general de tal descomposicién es:
Rylu,w) = D(u,w)'n = Blu,w) - Blu,w),

decnde B y € son dos funciones bilineales.
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Cuando conslideramos problemas de valores 1nl¢iél§s[y‘dé‘frohteré,—la

definicién de estas funciones depende dély’fipbf'dé’yﬁ bntera«'y ‘de
condiciones iniclales prescritas, una propied;d;Bésibé;ae f(u.w)'es que
para cualquier u que satisfaga las condiciones iniciales y de frontera
prescritas, ®B(u,w) es una funcién lineal de weDz bien definida
independientemente de la u escogida, a esta funcién lineal la denotaremos

por g,(w) o mas brevemente por B(u, ) = %5

Por otra parte, la funcién lineal $(u, -} puede no ser evaluada en
términos de los valores de frontera prescritos, pero esto también depende
exclusivamente de los valores en la frontera de u (los valores de
frontera complementarios).Generalmente, tales valores de frontera
solamente pueden ser evaluados después de haber resuelto el problema de

valores iniciales y de frontera.

De forma similar se formulan los problemas de valores ilniclales y de
frontera con saltos prescritos, para esto necesitamos férmulas de Green
aplicables a campos discontinuos, esto nos introduce a una descomposicién

general de la funclién bilineal Rz(u.w) cuya funcién es . definida

puntualmente.

La teoria general incluye el desarrollo de operadores diferenciales
con coeficientes discontinuos. Sin embargo, en esta tesis solo se

trataran operadores lineales con coeficientes constantes.

En este caso tal descomposicién es facllimente obtenida de 1la

identidad algebraica
(D{u,w)] = D([ul,w) + D(y, [w])
donde [u] = u - u y u=( u+u /2,
tal que u, = mu y u_= &mn u cuando U tiende a £ por el lado positivo

y por el lado negativo respectlivamente.
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Por lo tanto”

Rplu,w)

~{D([ul;w) '+ D, W)} + o
- D(Iu],W)s n= Da, W)+ n
Fluw) = KW, o

donde F(u,w) = - D(lul,w) - n 'y K(u,'w"’) = D(4;[w]) + n élendo § y K la
descomposicién deseada. :

Una importante propiedad de 'la funcién bilineal F(u,w) es que,
cuando u esta especificado, esta define una Unica funcién lineal de w, la

cual es independiente de la u escogida.

Cuando conslderemos problemas con valores iniclales y de frontera
con saltos prescritos, 1la funcién lineal definida por 1los saltos
prescritos es denotada por 32 y la condicién de salto en cualquler punto
de £, puede ser especificado por medio de la ecuaclién

Fu, *) = &

En problemas con saltos prescritos, la funcién lineal " (u. - )tiene
un papel semejante a los valores complementarios de frontera G.(u,w).
estos pueden ser evaluados solamente despues de que el problema con
valores iniciales y de frontera ha sido resuelto y cierta informacién
acerca del promedioc de la solucidon y su derivada en Z, es conocido. Tal

informacién podemos llamarla "promedio generalizado".

Introduciendo la notacién
<Pu,w> = f wfu dx;
Q

B(u,w) dx;
a0

<Bu, w>
<Ju,w> = I Flu,w) dx;
z

- .
<Qu,w> = j uf w dx;
Q

<C.u,w> = B(w,u) dx;
an

<K.u,w> = I K{w,u) dx.
z
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Utilizando esta notacién'la ecuaclén 6

<Pu, Wo— <Q u, W

Esta es una 1den’t1dad
escrita tamblién como g
P -B —-J.=

siendo ésta la foérmula de Gree H

campos discontinuos.

Los problemas de valores 1n1c1a1es : con Saitoé
prescritos pueden formularse por medio-de la ecuacion»(s 1). pero para su
formulacién también pueden utilizarse las ecuaciones

Blu,*) = ¢, y 4y, ) = g5,
con estas ecuaciones le podemos asociar una formulacién variacional al

problema, para esto definimos los funcionales lineales f,q,J €D mediante

<f,w> = I wfn dx; <g,w> = j qa(w) dx; <Jow> = I jz(w) dx,
Q an z

con estas definicliones el problema de valores iniclales y de frontera con

saltos prescritos tiene la forma
Pu=f, Bu=gqg, Ju-=/] (6.3)
aqui los funclionales bilineales B y J son operadores de frontera para P

totalmente disjuntos [16, 17, 33].

En este caso el sistema de ecuaciones (6.3) es equivalente a la
ecuacién variacional
<(P-B-J)u,w) = <f-g-j,w> Vchz, (6.4)
la ecuaciéon (6.4) es 1llamada la formulacién variacional del

problema en términos de los datos, porque P, B, J estédn prescritos.

Usando la formula Green—-Herrera (6.2) la formulacién
variacional(6.4) es transformada en
<(@"-c*-k")u,w) = <f-g-J,w> vweD,, (6.5)
aqui la ecuacién (6.5) es llamada la formulacién variacional del problema
.

en términos de la solucidén buscada, porque Q-, cC vy K' no estan

prescritas.
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Las ;form‘uvlaqiyonesvvariacionalés,(6.4‘) y (6.5) son equivalentes, esto :
por ‘la férmhla"'éreén—ﬂefi;era (6.2}, los. funcionales lineales Q.u'," c’u y
Ku ;'é:un{fnls"ﬁrah “informacién sobre 1a - ‘Eoluéién  buscada” en’ puitos
1nterioi‘éé de la regién f, los valores de frontera complementarids y el

promedio generalizado de la solucién .en £, respectivamente.

El funcional K'u contiene informacién acerca del promedio de la
solucién'y de sus derivadas a través de la superficie de discontinuidades
£, tal informacién puede ser clasificada de acuerdo con el orden de las
derivadas, por ejemplo, K.u puede ser descompuesta en: el promedio de la
funcién, en el promedio de la primera derivada de la funcién, etc., etc.,
asi a K'u podemos expresarla como la suma de operadores Ko, Kl, Kz,...,
cada uno conteniendo la informacién del promedio de la derivada del orden
correspondiente, tal descomposicién es inducida cuando K.(u,w) es
descompuesta localmente , en la suma de funcicones bilineales Ko(u.w).
J(i(u,w), :Kz(u,w),...cada una conteniendo la informacién local de la

derivada correspondiente.

Similarmente, J puede ser expresada como la suma de los operadores
Jo, Jl,..., conteniendo cada uno la informacién del salto de la derivada
de orden correspondiente, siendo J{u,w) la suma de Jo(u.w), f}l(u,w),

}z(u,w),....‘
X = 3K'; K=xzkhi 2=33% =z Jh (6.6)

METODO DEL ADJUNTO LOCALIZADO (LAM)
LAM, (Localized AdJoint Method) estd basado en 1las sigulentes
observaciones, cuando se aplica el método de residuos pesados a una

solucién aproximada & th de u la cual satisface

<«(P-B-D§,u% = <f-g-5,w™>, a=1,...x
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donde (wl,wz,(...w") € Dz' es nn'slstema dado de funciones de peso, sin
embargo,  estas.-ecuaciones 'puéden “estar expresadas en. términos ,de la
informacién buscada,” de esta manera .
s e e AUq EN3 .
<{Q -C ~K Ju,w > = <f-g-J,w. >, =1, N

Como sabemos la solucién exacta satisface la eéuacién:(&.s),‘pof 1o
cual es claro que ST : i
<@"-c"kM)8 v = <(@"-c"-KMuw®>, e =10 ,N
o de forma quiza mas clara
<@"-c"k"y(d-u),w% =0, @ = 1,...,N. (6.7)

La ecuacién (6.7) puede utilizarse para analizar la informacién de
la solucidén exacta en una aproximaclién, en los metodos del Adjunto
Localizado estas observaciones pueden ser usadas comc una estructura

previa para seleccionar mas convenientemente las funciones de peso.

El método presentado en este capitulo se aplicé sucesivamente a
Ecuaciones Diferenciales ordinarias [31, 32, 26}. Ecuaciones Elipticas en
varias dimensiones [3]. Métodos Espaciales Optimos para problemas
dependientes del tiempo (4, 15, 23, 24, 34, 20]. Finalmente se desarrollé
ELLAM [6, 30, 33].

Las aplicaciones a problemas especificas han sido numerosas [3,

5, 20, 21, 22].
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CAPITULO 7

METODO EULERIANO-LAGRANGIANO DE ADJUNTO LOCALIZADO
(ELLAM)
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La aplicacién del Métqdo:del-AdJunto Localizado (LAM) a problemas de

transporte con advec?iéﬁ}dihﬁsiéh‘én'espacio-tiempo. tiene como resultado

una metodologia ‘ que_@'esv, una 'generalizacién a los métodos de
caracteristicas,‘esté hétbdoiogia es propuesta por el grupo ELLAM en las
referencias (6) 'y (33)‘con‘é1 nombre de Método Euleriano-Lagrangiano de

Adjunto Localizado al qué los autores se refieren como ELLAM.

ECUACION DE TRANSPORTE ADVECCION~DIFUSION L L
Cuando aplicamos LAM a problemas dependienteé;'del tiempo . es
necesario considerar una region Q en el espaclo-tiempo, en la cual puedan

ocurrir superficies de dicontinuidades Z .

La notacién usada para denotar a los vectores M de Q, seria como
pares ordenados M = (g,mt) donde m es un vector cuyas componentes son las
coordenadas espaciales de M y m, es la coordenada temporal de M, de esta
manera definiremos también a yz como la velocidad vectorial de 1la
superficie Z(t), donde Z£(t) es el conjunto de puntos de £ en el tiempo t,

!Z es un vector en el espacio el cual puede escribirse como
=Ven
donde n es el vector normal unitario a Z(t). V, puede ser positiva o

s

negativa dependiendo de el movimiento de Z(t) y de la eleccién de n, en

el caso unidimensional n debe ser tomada como la unidad.

El vector espacio tiempo (V., 1)} = (Vzg,l) es tangente a Z(t) esto en
una dimensién es facil de comprobar, con este hecho es facil también ver
que el vector normal unitario espaclo tiempo N a ¥ esta definido por

_ 2,~ 1/2
N = (1*Vz)

(n, -Vy)

En esta seccidén consideraremos 1la Ecuacién de Transporte

con Adveccién-Difusién en una dimensién de la forma

. 6u @ du -
Zu_?t—- —a—x—(Da»fVu)+Ru_fn, en Q (7.1)
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xen = [0,1];

. % oA
teq = [t7t"];
(x,1)e = QX Q;
T M

Sujeta a las condiciones iniciales
u(x, t) = u"(x) (7.2)
y condiclones de frontera dadas en X = 0 y 1. El sigulente desarrollo se
acopla a cualquier combinacién de condiciones de frontera. La forma en
que las condiciones de frontera y Q son escogidas en las ecuaciones (7.1)
y (7.2), es conveniente cuando aplicamos el procedimiento de integracién

numérica paso por paso en el tiempo.

El operador adjunto definido para £u es

ga=-B 0 (p&, _y W g, sy
y la funcién D(u,w) es :
Dlu,w) = (u(g—g}: . VW) - wg—g—x-“". vuw)‘. S : (7.45 -
Asi
Re = - (DN = 03P S + (v - vw) - wpdd )

Teniendo en cuenta que el proceso fisico que la ecuacién (7.1)
simula es el transporte con difusién Fickiana de un soluto con
concentracién u, en un fluldo libre moviendose con velocidad V, las

condiciones de "suavidad" implicadas por el balance de masa son:

3u -
U[(V'Vz) - DW] = 0. en T

y las impuestas por la difuslén Ficklana son:
[ul =0, enE
en el caso en que los coeficlentes D y V sean continuos, las condiciones

implicadas por el balance de masa se pueden sustitulr por

Ju, _
[&] =0, en %

*.— PARA LAS ECUACIONES (7.3) Y(7.4) REVISAR EL APENDICE C
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(WID% e T e

estas ecuaclones son Utiles para descomponer -‘la frontera 8Q en aon,

K, u) = -(14V2)72

619. ann y aan las cuales estan definidas como subconjuntos de Q para

n+l
respectivamente. Las

puntos (x,t) que satisfacen x=0, x=1, t=t", t=t
condiciones iniciales, dadas por la ecuacién (7.2) son satisfechas en ann
y las condicliones de frontera pertenecientes a BOQ U aln. Estas ultimas
pueden ser de tipo Dirichlet, Neuman, de Flujo o combinacién de éstas. A
causa del papel especial que tiene el flujo total, (D [du/dx] Vu)n, en la
conservacién de masa, las unicas condiciones de frontera del tipo de
Flujo que son consideradas son aquellas para las que (D{du/dx]Vu)n, (=F)

esta prescrito.

La notacién: BDQ, BNQ y aFn se refiere al tipo de condiciones

prescritas, Dirichlet, Neuman v de Flujo, respectivamente.

Las funciones bllineales B(u,w) y &{(u,w), implicadas por las

distintas condiciones iniciales y de frontera son:

Blu,w) = -uw, en 80 Blw,u) = -uwen s 0, (7.7a)
Blu,w) = uD—g—:—g, E(w,u) = w(D—g:—— Vuln en 8Q (7.7b)
Blu,w) = -wbg% n, B(w,u) = -u(D g: + VWin en anrz (7.7¢)
B(u,w) = w2~ vuln,  Buw) = -wS_n  engn (7.7d)

otra expresién alternativa para el caso de condiciof:es de frontera de

Dirichlet es

_ aw - du
Blu,w) = ulD 5 + Vwin, €(w,u) = wD5—mn, en 90 (7.7e)

en las ecuaciones (7.7) el vector normal unidad puede tomar los valores
de 1 o -1, observemos también que £(u. -)=0en ann, mientras

B(u,-)=0 en 8__ Q.
n+1
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Es clarovb por. las e;:':i;’aci'one"s (7.5)y (7
__‘n . R
qa(w) = -uw, en ann,’ vqa(wr)j Ul
qa(w) = -wqn, en aNn; qa(w) = -w(l-')gf

mientras jz(w) =0, en .

Las expresiones para las funciones bilineales B,C,J y K se obtienen
integrando B y € en 80 y ¢ y X en Z, similarmente por las ecuaciones
(6.5), las expresiones para f, g y J son obtenidas integrando fﬂ’ 9 Y jz

en 2, 30 y Z respectivamente. En el presente caso' j.= 0, asi que J=0.
=z

ELLAM
La metodologia de ELLAM da acceso a una formulacién general que
incluye a muchos métodos especificos basados en combinar aproximaciones

Lagrangianas y Eulerlianas, en general llamades Métodos de Caracteristicas

(CMs).

En esta tesis la formulacién de ELLAM es derivada en una dimensién
espacial con coeficlentes constantes. Para su formulacién en mas

dimensiones espaclales ver referencia [(3).

Como se mostro 1la formulacién variaclonal en términos de la
informacién buscada
<(@"-c"k")u,w) = <f-g=j, w> Vweﬁz. (6.5)
debe ser aplicada Jjunto con funcliones de peso w, escogidas de tal manera

que Q.w = 0, es decir,

* _ _aw _ 4 TR _
£w= - o W(DE) Vg *Rw =0, enaq (7.9)

de esta manera la ecuacién (6.5) queda como
<(c'+ K )y, w) = <gri-f,w>. VueD,

El escoger diferentes funciones de peso w, que satisfagan (6.5)
lleva a diferentes clases de aproximacién, incluyendo a los Métodos
Espaciales Optimos (4, 20, 24, 23, 34, 30, 15], y en general a los
Métodos de Caracteristicas (CMs) [2, 7, 8, 9, 10, 37].
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Cuando un procedimiento de integracién numérica es aplicado paso a
paso en el tiempo a la ecuacién (7.1), el‘VObJetivo es predecir el valor
de la funcidén solucién u en el ’tie‘mpcrt'M ycuando se. conoce en el tiempo
t" y se tienen condiciones. de frontera prescritas. Idealmente toda 1la
informacién de la solucién buscada deblera concentrarse en el valor de la

solucién u, en cada uno de los subintervalos [xl_
n+l '

1'x1] con i = 1,...,E en

el tiempo t

Por ejemplo, sl desearamos obtener la proyecclén de 22([0,1] de 1la
soluclién exacta u(x.t"”) en el subespacio de las funclqnes lineales por

tramos , las cuales son globalmente continuas, generado por las funciones

7.10)

Ax Ty ey

Se requiere eliminar informacion dé la 'solucién buscada en Q excepto

n+l

en los subintervalos [x .x‘], [x‘,x ] en el tiempo t Las

i-1 141
funciones de peso que concentran la informacién de la manera deseada,
ademds de satisfacer f.wl = 0 en {2, deben ser suaves, es decir,
[w']=[8w/8x] = 0 en las fronteras laterales de 1, también wl(x, ™ =0

excepto cuando x E[xi ‘.x“l].

En el intervalo [x1—1'xx+1l se requliere que w’(x,t"”) tenga la
forma de la ecuacién (7.10), asi obtenemos un problema de condiciones
iniciales y de frontera que generalmente esta bien planteado pero que

tiene soluciones que no son locales.

Al tabajar con métodos numéricos se buscan funciones que tengan
soporte local, esto es debido a que permiten trabajar con algoritmes
sencillos y faciles de implementar. Para la i-ésima funcién de peso la
localizacién se logra si se permiten funciones de peso no suaves, esto
es, que se permitan discontinuldades en la funcién o en su derivada, o en

ambas, es decir, [w] # 0, o [8w/8x] # 0, o ambas e informacién de 1la
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solucién. u .o su las curvas de

discontinuidades 2

informacién acerca de‘la solgclén buscada en’ el tiempo ™
Si se escogen funciones de  peso W continuas - pero con derivada
discontinua ([wl=0 pero [8w/8x]#0), las condiciones que deben de
satisfacer las condicliones de peso w'(x, t) son las siguientes:
a) El1 soporte de w oes g'= Q:u Q; ,donde n:= R y ﬂ;= Q

[ te1
(i=1,2,...,E~1), ver figura 1.
b) w' satisface la ecuacién £'w = 0, en Q. )
c) En t = t™, ' tiene la forma de lasff,ung:‘riol'lfesw 1ineale§ por .

tramos dadas por la ecuacién (7.10).

d) w' es continua.

e) El salto de [8w!/8x] es constante en Z

f) En frontera lateral de Q, las condiciones de frontera .que son
impuestas eliminan toda la informacién en' la Afrontera, es ‘decir,
B(w!+) = 0. '

Por las ecuacliones (7.7b a la d) obtenemos que esta Ultima condicién

es:

w'= 0, en 8,0 (7.11a)
D (aw'/ax) + vu! =0, en a3, (7.11b)
aw'/ax = 0, en 3.0 (7.11¢)

Cuando el dominio @' no intersecta las fronteras laterales las
condiciones (7.11) se satisfacen lnmediatamente, pero cuando no es asi,
se deben de construir funclones especliales para cada caso de condiclones

de frontera.

El desarrollo de funciones de peso con estas propledades no es

facil, sobre todo cuando los coeficientes no son constantes.

Para el caso en que los coeficlentes de 1la ecuacién (7.1) son
constantes y el término de fuentes es nulo, es decir, el término R=0, y
la particidén es uniforme, las funciones de peso localizadas utilizadas en

la referencia [1] fueron:
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11 ot
v +V o k(x. t.) €Q : ’
1 - X o -X n+1 !
wix:,t) = - 141 t -t i 1 i (7.12)
A +V rXram (x.g) E Q, e
o, en otro (x,t)

Si el dominio de Q‘ no intersectan las fronteras laterales, estas
funciones de peso, 1llustradas en la figura 2, satisfacen todas las
propiedades requeridas de la (a) a 1la .(f), pero si 1las fronteras
laterales son intersectadas por el correspondiente dominio, entonces la

condicién (f) es violada,

Una importante ventaja en la metodologia de ELLAM es el tratamiento
consistente y sistematizado, proplo de el ELLAM para incorporar las
condiciones de frontera, esto permite construir wuna aproximacién

numérica que posee la propiedad de conservacién de masa.

Observe que para las funciones de peso (7.12) % y K no se anulan al

menos en tres lineas de discontinuidades: 5‘:_1 , § y El”.

Asi
- ' 141 - \
Kuw>=F <K uw>, (7.13)
J
J=1-1
los saltos son:

[aw/ax]1_1= 1/4x; [6w/6x]‘ = -2/8x%; [6w/6x]i01= 1/8%; (7.14)

Cuando la regiodn ﬂl. no Intersecta a las fronteras laterales, los
términos de frontera (7.7b-d) se anulan y la formulaclén variacional en
términos de la informacién buscada, se reduce a
<(C;* + K')u.wl> = <qn—f, wi>:

1
n+1 n+1

1 1 1 D t t
J.xﬂu(x. ™) whix, ™) dx - —A————[ Iu(a (t),t) dt —ZI ule (t),t)
) 4 1 c
T " "
n+1
t
dt +J'u(¢r(t),t) dt] =

n
t

§0



= r:“u(x, t"):’\#'(ic.'t")“

; (7.15)
¥ L s
donde los términos. d an ag'r"\'.lpa‘ic:l,o; en:la parte’izquie

la ecuaclién, los . conoci fo-c.:,b-rf'desi;xjiben!

curvas caracteristicas: espectivamente. . °

Observe que las: i
Cnet’ o

v J"—,u(a (£3,1) dt ]
B ‘n r
t

n+1 n+

t Lhr
Ju(o‘ {(t), t) dt, 2I ulo. (1), t) dt”
1 L iee o
t

n
t

son integrales a lo largo de las curvas caracteristicas,

Las integrales que aparecen en la ecuacién (7.15) se pueden
aproximar de diferentes maneras y diferentes aproximaciones de estas
integrales conducen a diferentes algoritmos de CM's reportados en 1la

literatura.

Estas integrales se aproximan en términos de valores de u en los

nodos en los niveles de tiempos t" y t™*', de tal forma que 1las

incégnitas en la ecuacién corresponden, a la larga, a incdgnitas en el

1 1 1 1
tiempo t"*', { U;‘, u“‘,...,u:‘

X } donde U"‘d es una aproximacién a
n+1)

U(xl.t

Por ejemplo, la interpolacién lineal de u por tramos en los niveles

de tiempo t" tn”, Junto con una aproximacién totalmente implicita en
P y

t=tn#1

Modificado de Caracteristicas propuesto por Douglas y Russell en [8].

de la Integral sobre las caracteristicas, conducen al Método

El sistema de ecuaclones que se obtlene en este caso es

Ax DAt n+l Ax DAt n+1 Ax DAt n+l
[6_— Ax] 1-1+2[3 +L\x]ux +[6—' Ax] 141
1 n n n n
J-nfnw dxdt + Ax { Blul-Nc-Z * Bzus-xc-t + Baul-Nc * B4“|-Ncu)‘

donde Nc es la parte entera de el numéro de Courant Cu,
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IMPLEMENTACION DE CONDICIONES DE FRONTERA

La ecuacién (7.15 ) se modifica cuando la regién Ql intersecta las
fronteras laterales, es decir, cuando una o mas curvas caracteristicas
intersectan la frontera espacial. Cuando esto ocurre las condiciones de

frontera son incluidas en las ecuaciones de aproximacién (6,13, 14,33].

La frontera espaclial se divide en frontera de entrada y frontera de

salida.

Para la Iimplementacién de las condiclones de frontera en la frontera
de entrada (x = xo), para la ecuacién (7.1) consideraremos el caso en el
que el numéro de Courant: CuzV{at)/Ax ( con 0<V ), esta entre uno y dos.
El caso en el que Cu es arbitrario es tratado en el articule "An
Eulerlan—Lagrangian' Localizad Adjoint Method for de Advection Diffusion
Equation" {6].

La curva caracteristica que pasa a través del nodo uno (x = xl) en
el tiempo tn”' intersecta a la frontera de entrada en el tiempo t:, tal

1
o (ver fig 3), por esto las ecuaciones que involucran a

que: t" < t] <t
esta curva caracteristica son influenciadas por las condiciones de

frontera.

Consideremos la ecuacién de ELLAM relacionada con el node uno
(asociada a la funcién de peso w' llustrada en 1a figura 2}, la funcién
de peso w! difiere de la funcién w! por que parte de w1 intersecta 1la

frontera en x = xo, con un valor diferente de cero. Por esto la
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evaluacién de ecuacién  (7.15) es modificada por la Iinfluencia de las
condiciones de frontera. Pero la pondicién K‘w1= 0, debe mantenerse y los
saltos correspondientes dg la'defivada espaciai deben de evaluarse. Por

esto la ecuacién (7.15) al. ser evaluada para w! se transforma en

r( ulx, t7) w Lo ") ax o[ Wt (x, 1) dxdt (7.16)
X , T

Al examinar la ecuacién (7.16), econtramos que la primera integral
espacial de el lado derecho de la ecuacién en el tiempo t”, es modificada
por la frontera x = 0, porque el intervalo de integracién es (2-Cu)Vx en
vez de 2Vx . La parte que es cortada por 1la frontera corresponde a
Cu(Vx), y es recogida por la segunda integral del lado izquierdo de la
ecuacidén. las sigulentes tres Iintegrales del lado izquierdo de 1la
ecuacién corresponden a los tres términos difusivos de 1la ecuaclién
(7.15), excepto la que involucra el valor de frontera u(0,t). Finalmente
las ultimas dos Integrales del lado lzquierdo que son evaluadas a lo
largo de la frontera x = X,= 0, note que la primera de ellas involucra al
gradiente espacial 8u(0,t}/8x, esto Introduce otro grado de libertad
adiéional en la frontera, asi por estas dos ultimas integrales, los

términos u(0,t) y 8u(0,t)/dx estan presentes en la ecuacidn.

Siempre que se especifiquen condiclones de frontera de Dirichlet o
Neumann en x=0, el flujo en la frontera necesita ser determinado deblido a

estas integrales.
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Por esto 'la ecuacién que corresponde al nodo cero con funcién de

peso. Wl(x,t) (fig. 4) debe incluirse.

La razén de que ambos valores de frontera aparezcan' en la
formulacién ELLAM es que los elementos de LAM (fig 2) en el espacio

tiempo, no son paralelos al eje del tiempo.

Términos similares aparecen en todas las ecuaclones que no se anulan

en una parte de la frontera espacial.

Para este caso en el que 1=Cu<2 y Nc = 1, las ecuaclones asociadas a
wo, w! y w? tienen influencia de la frontera y las ecuaciones ELLAM

relevantes para w?, w! y w® son respectivamente (7.17) (7.16) y (7.18).

n+l -
. i
r‘ ulx, ™ wlix, t™) dx - v Iu(o,t)wo(o,t) dt -
x n v
[¢] t g
tn‘l tn‘i : e
D_ Iu(o t) dt - J' ule (£),t) dt BY e, t) dt
Ax . e T ! e ax ot LT T
"1 tl :
=Jf(x.t)w°(x,t) dxdt. e ran
0 0 : ’ ’ LR e ;
ﬂ‘uﬂ2 -

. S
r:‘ ux, t™wix, t™) dx + V f 1 uco, t)w?(0,t) dt -
X1 tn

n+1 n+1 n+1

t t t o
2_.(_[11(0 (t),t) at - 2J' ule (t),t) dt + _[ ule (t),t) dt)
X - 1 a c n r

t t t
1

t au 2 D
+D j n_BY_(o't)" {0,t) dt - —A?I : u(o, t)dt

t t

-

= J’x3 ulx, t") wiix, t*) dx + _[ £lx, t)w'(x,t) dxdt (7.18)
%o a%un?
1 2
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Si estidn especificadas condiclones de frontera de  Dirichlet,
ehtonces todas las integrales que involucran a u(0,t) son conocidas y las
integrales que involucran al flujo difusivo: D{8u(0, t)/8x] son
desconocidas. Inversamente para condiclones de frontera 'de Neumann,
8u(0,t)/8x es conocido y u(0,t) debe determinarse. Finalmente para las
condiciones de frontera de flujo el gradiente 8u(0, t)/8x pude expresarse

en: términos de u(0,t) o visceversa.

Para los tres tipos de condiclones de frontera, u(0,t) y 8u(0,t)/dx
deben poder determinarse. Es por esto que la ecuacidén ELLAM asociada-al

nodo w° (7.17) es necesaria.

Note que en las tres ecuaciones (7.17) (7.16) y ('77.”18) los flujos N

advectivos y difusivos pueden combinarse, por ejemplo, “en” 13 ecuacién

(7.17) el término del flujo total en la frontera es:

n+t
t

—J' [Vu(o, t) - Dg—:(o,t)] wo(0, t) dt

t
1

Esto conviene a la implementacion de condiciones de frontera de
flujo y también facilita ver que el conjunto final de ecuaciones posee la

propiedad de conservacién de masa.

Note que en general, cuande una caracteristica cruza la frontera,
algunas de las 1lntegrales que aparecen en las ecuaclones de ELLAM, el
intervalo de integracion es menor a Vi. En particular las integrales
relacionadas con el término difuslvo, el intervalo de integracidén es de
t. a t"“. Esto indica que la parte difusiva de la ecuacién es aplicada
en un Intervalo de tiempo reducido. Este efecto que fue inadvertido en

muchas referencias de MC's en la literatura, aparece naturalmente en

ELLAM.

La implementacién de 1las condiciones de frontera en la
frontera de salida es un poco mas complicada. Considerando el caso
en el que 1=Cu<2 y Ne¢ = 1, las ecuaciones de ELLAM pueden
escribirse para 1los nodos: xo, xi. X vy X , con las

ecuaciones: (7.17),(7.16) (7.18} y (7.15).

2
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n+l n+l
et Ve

ve,U

de Dirichlet en: x = lk;‘lﬁtdnées Ug es conocida y Junto con  las
codiciones de frontera en: x = 0. el sistema puede resolverse para las

incégnitas anteriores.

Sin embargo, si estan prescritas condlclones de frontera de Neumann,

+
UN!
E

. E
necesita la ecuacién asoclada al nodo w™.

es incégnita y una ecuacién adicional debe ser. incluida, esto es, se

La ecuacién asoclada a wb (fig. 5) es la primera funcién que no se

+1 -
» Por esto,

anula en un intervalo a lo large de x=xE=1, tVst< ¢t
términos de frontera aparecen en dicha ecuacién. La evaluacién de ELLAM

para esta ecuacidon conduce a la siguiente expresioén:

n+1
t
rE wlx, t™ Bk, £ ax + v _[ u(l, WE (I, t) dxdt
xE—l t.
E+1
b tntl tn-n t; .
. T“u(o (£1,1) - 2[ ute (t),0) at + [ Flue (1), 0) d:,]
X 1 c r
n n n .
t t t
i ) n01 T S - B i =

t .
8u E
- D J‘ | v at - —-J‘ ull, £)dt

t

E+1 E‘l

» A'.
= JXE”u(x ™) wE(x, t) dx + J' £(x, )W (x, t) dxdt. (7.19) '

X E

E-1 ﬂlun2

Para condiciones de {rontera de Neumann, Jdu(l,t}/dx puede ser
prescrita por el flujo de salida, mientras u(l,t) en t"st <t™?! es

incégnita.
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Una posibilidad para la evaluacién. de ull,t) en thst <t®*! eg:
efectuar una interpolacién simple entre U;y U:”,‘ asi'‘no.es ihtroducida

ninguna Incégnita adicional en la ecuacién. (7.19) 'y el  sistema .de -

ecuaciones es cerrado.

Otra opcién es colocar un nodo adiclonal en (xE. t;ﬂ) 1lamado o« que
define una incégnita adiclonal: Um y la ecuacién de ELLAM asociada a de’
este nodo adicional tlene solo una parte en el dominio Q (ver Fig. 6).
Usando una funcién de peso wE'!, 1la ecuacién ELLAM asociada .al  nodo

adicional es: : : )

n+1 L n+l

t
V‘[ u(l, t)w
n

t

B, ) at

£(x) )W
E”UQE”
1 2

(x, t) ‘dxdt

Q

Las integrales a lo largo de la frontera x = Xe= 1l pueden ser
aproximadas nuevamente por los valores de los nodos, porque Wl no se
anula en t = t" y toda la Informacién es tomada como conocida para t <

t" es decir, la informacién en el nodo E en t" es conocida por un paso

previo en el tiempo.

Para este caso de condiciones de frontera de Neumann y Nc=1, hay E+2

ecuaciones ELLAM, correspondiendo a E+2 funciocnes de peso (wl con i =

0,1,2,...,E+1), estas son resueltas para los incégnitas: BUM}BX, U;”.
U;'”, ....U:::, U:”, Ucu’ De aqui los valores conocidos son: U"”(de"‘-las

condiciones del flujo de entrada en la frontera); (BUE’}ax). (BUE'}ax).
(aum/ax) y (aug/ax) (de las condiciones del flujo de salida en la

frontera) y U: de la solucién de un paso previo en el tiempo.
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CONSERVACION DE MASA

Una importante caracteristica de la metodologia dée ELLAM es que
graclas a la forma sistemdtica en que incorpora los términos de frontera
al esquema numérico, es poslible elegir funciones de prueba con las que se

obtiene funcién consevacién de masa [6, 13].

Para el caso en el que 1= Cu <2 y Ne = 1, consideremos la suma
total de todas las ecuaciones ELLAM, es decir, la suma total de las
ecuaclones asociladas a las funciones de peso: wo, w’, ey wE*l,

expresada en la ecuacién (7.21). El caso general en el que el numéro de

Courant es arbitrario, es tratado en el articulo [6].

L
rﬂu(x.t“u) dx - [J’x’:“u(x, t") dx + rf ulx, t") W 0, th) dx]
xO . : Xo xE#l . .

1 i n+1

<[ tvaco, ) = bERc0, )1 at -+ 'J‘—'.EVu(j!,jt)
-

T
h Dag(l, )] dt
t . : ke Lt [

E+l

. N
t G
- [E e - oa o1 v

n
t
D ‘::n et '
+ A—J' ule (¢),t) dt = f 'J'f(x,:) dxdt
X c %
" " o
- j £(x,t) [1- wvE 1 (x, t)] -dxdt. (7.21)
QEQI
2

En la ecuaclién (7.21) se usé el hecho de que en cualquier elemento
de el espacio-tiempo: ﬂ:= Q‘:M y wie W= 1. En general, %v_l;(x,tnnk 1,
en (0sxs1) y Ewl(0,t)= 1 en (tBtst

observa que un balance global es casl alcanzado. Las reglones de frontera

"*1y Al examinar la ecuaclén (7.21) se

e interlores asociadas con el espacio-tiempo n*;" son responsables de la

falta del balance global. Esto puede explicarse de la siguiente manera.
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Dentro de cualquler regién espaclio-tiempo limitado por los nodos %,
y xkd en t“‘l, dos funciones de peso no se anulan, estas funciones son
las correspondientes w* y w“l, por que la suma de estas funclones se
lleva a cabo en una reglén y por la simetria en las integrales de
frontera. La suma de estas dos ecuaciones ELLAM asocladas a estas

funciones de peso conserva un balance global.

1

A la regldn ns‘ le falta la ecuacién ELLAM asoclada con la funcién

de peso wE'z, esta funcién es la tUnica que no es nula en [0,1] X
[tn.tn'll y para la cual una ecuacién ELLAM no fue tomada en cuenta; esto

£+42
no fue necesaria para conocer las

se debié a que la ecuacién w
incégnitas de interés, porque el valor en el nodo E obtenido en un paso
previo de tiempo sustituyeron a esta ecuaclén. Sin embargo, esta ecuacién
puede ser usada para hacer cumplir la conservacién global de masa.

La Ecuacién de ELLAM asociada a la funcién de peso w = (figura 7)
es:

-

t
IE”IVuu,z) - b1, )3 W21, 1) at - rf ulx, t") W

" : - ‘—,xtol

E+2(x,tn) dx

. .

) ) o
2 U E”uu,:)d:—J' E”u(a'l(t),t)ydt);_[f(x,t)wE'z(x,t)]dxdt. (7.22)
t

A
e n E+2
1

Sumando la ecuaclén (7.21) y (7.22) obtenemos la ecuacién (7.23) la

cual representa un estado de conservaciédn de masa global.

JXE ulx, t™) dx - JXE ulx, t™) dx -J

n+l

t
au
[Vu(O.t)-DE§(0,t)]dt

xo xo t
‘nﬁ'i t.n+1 X

+I (Vu(l,t) - Dg—:(l.t)] dat =J' Ir(x,t) dxdt. (7.23)
n n X
t t [}
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Es por esto que ‘el conJunto de,todas las cuaciones de ELLAM,

incluyendo a la asociada con’ 1a func.lén ‘de* peso W , posee la propledad

conservativa.

El uso de todas las ecuaciones‘ELLAM de un sistema especifico, aun
sin la ecuaclién (7.22), en general, no posee la propiedad de conservacién

de masa.

Otra opcién para obtener un sistema que posea la propiedad de
conservaclén de masa es el método de celdas desarrollado en [13], en el
cual 1las funciones son constantes en 1las bandas. De esta manera se
obtienen algoritmos que también permiten la implementacidn sistemetica y
consistente de las condiciones de frontera, los resultados obtenidos en
promedio son ligeramente mas precisos que en [6], por su sencillez en las
funciones de peso su implementacién es mas facil que en [6], esto permite
que mas facllmente se generalice a coeflcientes variables y a varlas

dimensiones.
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CAPITULO 8

CONCLUSIONES
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CONCLUSIONES : : ;
Este trabajo de tesis trata con detalle la obtencién de .1
de Transporte con Advecclén—Difusién a partlr de’ la Méﬁanica

Medios Continuos.

Se expone en esta tesis un panorama general de los métodoé numéricos
basados en aproximaciones Eulerianas-Lagrangianas para la soluclén de la

Ecuacién de Transporte Adveccidén-Difusion.

En particular se desarrolla el Método de Caracteristicas (propuesto
a principlo de los 80’s) el cual tiene un marco de referencia Lagrangiano
que permite obtener una solucidén numérica de la Ecuacién de Transporte
Dominada por Adveccién, dependiente del tiempo en una dimensién espacial

y presenta algunas limitaciones del mismo.

En esta tesis se presenta también una aproximacién por el Método del
Adjunto Localizado (LAM) en una region espaclo-tiempo para la Ecuacién de
Transporte con Advecclén-Difusién en una dimension espacial, el LAM es
una metodologia reciente para la discretizacion de las Ecuaciones
Diferenciales Parclales, fundamentada en 1la teoria algebraica de

"Problemas con Valores en la Frontera" de Herrera.

La formulaclén de LAM es basada en una discretizacién del espacio
tiempo, en 1la cual se define un nimero finito de funciones de peso
especlializadas, estas funciones que no son unicas deben de satisfacer la

ecuacién homogenea del adjunto, cada una de ellas.

Esta formulacién conduce a wuna metodologia general que incluye a
muchos métodos especificos, basados en aproximaciones

Eulerianas-Lagranglianas, llamados Métodos de Caracteristicas (MC's).
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Los autores de este métodologia (el grupo ELLAM) se refieran a esta
como: Método Euleriano-Lagrangiano de Adjunto Localizado (ELLAM),
presentado por primera vez en los articulos‘ "An Eulerian-Lagrangian
Localizad Adjoint Method for the Advection-Diffusion Ecuation" vy
Eulerian-lLagrangian Localized Adjoint Method: The Theorical Framework"”,
ELLAM no solo es una generallzacién de los métodos de caracteristicas, ya
que también ELLAM tiene una metodologia propia que es consistente y

sistematica en la incorporacién de las condiciones de frontera.

ELLAM es la primera metodologia que hace un tratamiento completo de
las condiclones de frontera para la Ecuacién de Transporte, que permite
la implementacién de cualquler tipo de condiciones de frontera‘. de una
forma consistente y sistematica, que permiten obtener un esquema

conservativo para la Ecuacioén de Transporte.

Creo que es convenlente resaltar que ELLAM es una generalizacién de
los métodos de caractristicas que se basa en una aproximacién por el
Método de Adjunto Localizado (LAM) y no en una técnica de separaclén de

operadore o descomposiclén de la ecuacién,

El escoger diferentes funciones de peso desde el marco de referencia
de el LAM, nos puede conducir no necesariamente a una aproximacién

Euleriana-Lagrangiana.

Diferentes funciones de peso especializada requeridas en la
discretizacién desde el marco de referencia de ELLAM, conducen a
diferentes métodos reportados en la literatura con marco de referencia

Euleriano-Lagrangiano.

La conservacién de masa que se obtlene mediante la metodologia de
ELLAM depende exclusivamente de las funclones de peso escogidas y al
igual que en las condiciones de frontera, ELLAM es el primer método que

tiene la cualidad de la conservacién de masa.

** - NEUMAN, DIRICHLET, DE FLUJO.
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Este apéndice tiene como finalidad  concentrar- las ' herramlentas
matemdticas béAsicas més Iimportantes y sobresallentes usadas en esta

tesis.

Los desarrollos matemdticos en el presente trabajo estan
fundamentados en resultados del cdlculo diferenclal e integral, en esta
secclén menclionaremos solamente tres de ellos, que son considerados de

gran importancia en el dessarrollo de la Mecédnica de los Medios

Continuos [1, 29].

El primero de ellos es el Teorema de 1la Divergencla, el cual es
facilmente obtenido de la férmula de integraclén por partes en espacios
de varlias dimensiones, su obtencién entonces es como sigue: Sea Q una
regién del espacio Euclldiano N-dimensional y sea f(xl,xz,...,x") una

funcién de N variables, entonces

ar - )
—&—l (§)d)_( = f()_() nld>_<. (A. 1)
Q J[¢]
donde x = (xl,...,xN) , X es la i-ésima componente de x y si n =
(ni.nz,... .nN), es el vector normal unitarlio que apunta hacia el exterior

de 1, entonces n’ es la i-ésima componente de n. Este resultado es la
férmula de integracién por partes en espacios de varias dimenslones,

conocido tambien como el Teorema de Green.

Para la obtenclén del Teorema de la Divergencia, sea E(xl,xz,...,xn)
una funcién vectorial en el espacio N-dimensional. Su divergencia se

define por
N
= 8Fj
V-F = ;_IW. (A.2)
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Entonces por la ec. (2.1) se. tiene que

V:F dx = F-n dx. (A.3)

Q an

este: es el Teorema de la Divergencia.

El Teorema de la Divergencia, en su forma comin, no es aplicable
cuando F es discontinua, ésta es una limitacién ya que en la préactica
suelen surgir funciones discontinuas; esta limitacidén puede ser superada

con la siguiente generalizacién del Teorema de la Divergencia.

Para esto consideremos una reglén f(t), dividida en dos subregiones
Q+(t) y Q-(t), por una superficie de discontinuidades =(t) y supongase
que f(x,t) y su derivada son continuas por separado en cada una de las
subregiones de Q(t), pero no a través de Z(t). Apliquemos el Teorema de

la Divergencia separadamente en cada una de las subregiones

V-Edx = Frndx + | F - ndx;
Qs M+ z
Vefdx =] Fndx-|F -ndx
Q- aa- z

El cambio de signo se debe a que en £ el vector normal wunitario n se
toma apuntando hacia el exterior de Q-(t), y E* = lim F cuando x tiende

aZen s, F = 1limF cuando X tiende a £ en Q-.

Al sumar ambas ecuaclones se obtiene

V-F dx = F'ndx - | [F]'n dx, (A.3a)

donde [F] = F - F, siendo este el Teorema de la Divergencia

generallizado.
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El segundo resultado se refiere ‘al célculo
cuando  la regién de integraclbn ﬂ(t) depend
consideremos la integral

I(t) =] fix,t) dx.«
cty

Sea T(t) = 8R(t) la frontera .de f(
desplazan los puntos T, entonces

' (t) = f £00t) dx + [ £ 1)
Q CTL)

La ecuacién (A.5) es valida sélamente cuando f(x, t’)'y‘ su derivada son

continuas.

Hay casos en los cuales f y su derlivada pueden ser discontinuas, por

ello hay que derlvar relaclones que puedan apllcarse aun en estos casos.

Para esto consideremos una regién Q(t) dividida en dos subregiones:
Q+(t) y Q-(t), por una superficle de discontinuidades Z(t) y supongase
que f(x,t) y su derivada son continuas por separado en cada una de las

subreglones de Q(t), pero no através de Z(t).

Al aplicar a f la ecuacién (A.5) en cada una de las subregiones de
Q(t) obtenemos
' (t) = J' £,(x,t) dx + J' flx,t)v_+ n dx - _[ fix, tlv_n dx; (A 6a)
N t2 z R MR L 2. 2R SR
Q+ T, z

I'(t) = Inft(g,t) dx + J‘Tf(g,t)gr- n dx + sz(g.t)yz'g dx; (A.6b)

Aqui en Z el vector normal unitario n se toma apuntando hacia fuera de
la regién Q(t), lo que provoca la aparicién de el signo menos en la

ec. (A.6a).

Al sumar las ecuacliones (A.6a) y (A.6b) se obtilene

I'(t) = J' £,0x,t) dx + [ flx,tdy - 0 oax -J‘ [£(x, t)lyg'n dx. (A7)
Q Tty Z

Hay que hacer notar que [f(:_(,t)]!z-g no cambia siempre que n apunte

hacia el lado que se tome como positivo.
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El altimo resultado, establece que si {(x)ies una funcién continua en

una reglén 2 y sea S una subregién cualquiera.de I y ademis

J'Sm_c) dx = 0,

para toda subregilén S de . Entonces,'f(g) =.0, ‘“'para toda x en €

A este resultado se le conoce en:'Mecanica de los Medios Continuos como

el lema de Dubolis-Reymond.

Una consecuencia o corolario importante del lema de Dubois~-Reymond es
obtenido de la sigulente manera: Sean f y g funcliones continuas en una
regién 2 y S una subregién cualquiera de Q y ademds

J'f(>_<) dx = 0,
S

o,

fsgo_«) dx

Para toda subregién S de 2, se tiene que
[ reo ax = [ gex) ax.
S S

Entonces por el lema de Dubois-Reymond

f(x) = g(x) para toda x en Q.

Una extensién del lema de Dubois-Reimond es que si una funcién f(x) es
continua en una regidén Q, excepto en una superficie Z, a través de la
cual f puede tener discontinuidades de salto, y ademas para toda
subregién S de 2, donde X(S) es la parte Z contenida en S

se tlene que

j flx)dx + | [ £ dg,
S

Z(s)
entonces f(x) =0 para toda x en @;
[ £1 =0 para toda x en Z.
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Este apéndice tiene como finalidad contener 1los conocimientos
necesarios e indispensables sobre ecuaciones diferenciales parciales y
lo referente a sus curvas caracteristicas, para el desarrollo de esta

tesis.

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN
Del conjunto de las ecuaciones diferenciales parciales,las que
intresan para el <desarrollo de esta tesis son las ecuaciones
diferenciales parciales casi-lineales de segundo orden con variable
dependiente u y con dos variables independientes x e y, que tienen la
forma
Au_+ Buxy+ Cuxy+ ¢(x,y.ux,uy) =0, (B.1)

donde A,B y C son funclones de x e vy, A2+ B+ C2 nunca se anula y ¢ es

una funcién que indica cantidades.

Una ecuacién como (B.1) es llamada lineal si tiene la forma

Au + Bu + Cu +Du + Eu + Fu + G =0, (B.2)
xX xy Xy x y

donde A, B, C, D, E, F y G son funcliones de las variables independientes

2 2 2
y A"+ B+ C° nunca se anula.

Siendo para ambos casos (B.1) y (B.2) la solucién, una funcién u de
la forma u = f(x,y) tal que u es de clase c? y la funcién u sus derivadas

satisfacen las ecuaclones diferenciales parciales.

FROBLEMA DE VALOR INICIAL
Podemos suponer de una manera geométrica que, un problema'ae valor
inicial para una ecuacién diferencial parcial de la forma (B.1) es un
problema en el cual se busca una solucién
u = f(x,y) de clase C, (B.3)

en un conjunto de puntos M en el plano, tal que:
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~a") Una C\!’I"V‘bla‘:fiJa:iC.;
b) en”cada’ purto..de:C

: U};a altéfﬁativa para la cqrrxdiéviény-a")j“' es‘considerar una proyeccién
c, ‘deila curva C* en el plano x-y y prescribir, u=f(x,y) en C,. Para la
“condicién  b") note que, prescribir un plano tangente en varios puntos de

(B.3), es equivalente a prescribir fx y !‘y en esos mismos puntos.

Si tomamos una parametrizacién de la curva C' y con esta misma

representamos la proyeccién Co , quedaria de la sigulente manera.

Sea N un Intervalo de numeros reales y sea C.la curva con
representacién paramétrica:

c’ ¢ u=ult), x = x(t), y=y(t), con t en N (B.4)
sin pérdida de generalidad supondremos que si t € N, 1implica que
(x(t),y(t)) € M, pediremos que la curva C., "se comporte bien", es decir,

que u(t), x(t), y(t) sean de clase c? y que
2 2 2
[gﬁ_]»,[.g_{.][fu_] £0; te N

dt
Asi, la proyeccién Co de C', tiene una representacidnparamétrica
C:x=x(t), y=ylt), u=0; x(t) ey(t) ec®y (B.5)
['gf_]a*' [%]2 *#0; te N
De esta manera un problema de valor inicial para una ecuacién
diferencial parcial casi-lineal de segundo orden, de la forma (B.1) es un
problema en el que se busca una solucién
u = f(x,y) de clase Cz.
en un conjunto M de puntos en el plano, tal que, si N es un intervalo de
numeros reales, C. es una curva dada como en (B.4), C0 es la proyeccién
de C° como en (B.S) en el plano x-y e t e N implica que (x(t),y(t)) €
M, entonces
a) f toma valores prescritos en cada punto de Co y
b) fx. fy toman valores prescritos en cada punto de Co'
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CARACTERISTICAS

Como hemos visto, un problema  de valor inicial tiene una unica
solucién u = f(x,y) en un conjunto de puntos M en el .plano. Para algin
valor del parametro t = f, el punto (;,;),QOﬁde Xx=x(D) ey= y(f)‘, no
solamente es un punto de C_ ,sino que (X,y) tamblen es un punto interior
de M; y que u = f(x,vy) tiene un desarrollo en series de Taylor en alguna

vacindad circular de (x,y), es decir,

flxy) = £ + [ (x- g BELaY)

+Cn'n (y y) Lovee. (B.6).

Si pudieramos determinar los coeficientes de Taylor en (B.6}, el
problema de valor inliclial seria resuelto., De la informacién dada en un
problema de valor inicial, se sigue que

f(%,y), 3f(x,y) 3f (x,y)
a x ! ay

’

son facllmente determinadas, de esta manera, podemos decir que los
primeros términos de (B.6) son conocldos. Calculando los sigulentes tres
coeficientes de Taylor en funcién de los términos conocidos, podemos

obtener una expresién que sirva para solucionar 1la ecuvacén (B.1), es

decir:Au_+ Bu + Cu_+ = - ¢(x,y,u,u ),
_Xx Xy xy x y
sl t = t, entonces
2.~ = 2,.,= = 2,.,= =~
PR f(;(.y) +p Zfxy) o8 f(:.y) = - ¢lxoysu,u)  (B.7).
3 x axdy ay vy
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Por la regla.de la Cadena{rfenemos‘que

d a ar af ) dy-
: Tax - )-dt
i o (B.8)
8f dy
~ay ) Tar
°f(x,y) "dy(t)
8yax dt ; :
(B.9)

_ 8y ay(D) | &r(xy) dx(f)
3 yz dt dyax dt

Sin embargo, todos los términos presentes en las ecuaclones de (B.7)

a las (B.9), son conocidos excepto

a°rix,y) 8F(xy) B83(%,¥)
3 x2 dx 3y 8 y2

Por lo tanto, las ecuacliones (B.7) a las (B.9)} forman un sistema
lineal de ecuaciones, para las tres derivadas de segundo orden
desconocidas. Si pedimos una uUnica soluclén al problema de valor iniclal,
los coeficlentes de Taylor deben de ser tnicos. Con respecto al sistema

lineal, es pedir que el determinante del sistema nunca se anule, es decir

A B [

dx dy 0

dt dt #* 0
dx dy

0 ar ar

Por lo tanto, si queremos una solucién del tipo (B.6), se debe de

evitar escoger la curva Co que permita que
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A B CT

rdx e idy- o
; ‘dt dt =0
: . dx . dy

9 @t at

o equivalentemente ydé;permita'
Aldy)? - Bldy)(dx) + C(dx)? = 0.

La - ecuaclén diferenclal caracteristica .asoclada .a- la ecuacién
diferencial parclal de segundo orden casi-lineal, de la forma (B.1) es
Aldy)? - Bldy) (dx) + C(dx)? = 0. (B. 10)

Las curvas caracteristicas o caracteristicas asociadas con la
ecuaclén diferencial parcial de segundo orden casl-lineal, de la forma
(B.1), son las soluciones de la ecuacién diferencial caracteristica

asoclada.

Para visualizar la solucién de la ecuacién (B.10) y por lo tanto las
curvas caracteristicas, dividamos la ecuacién entre (dx)z, para obtener
Aldy/dx)? - B(dy/dx) + C =0 (4.3)

Asi tenemos que

+ 2 172
B - (B"- 4AC) (B.11)

2A

es la ecuaclédn que deben satisfacer las curvas caracteristicas, para la

(dy/dx) =

ecuacién diferencial parclal de la forma (B.1),

Una clasiflcacién de las ecuaciones diferenclales parciales de
segundo orden es de forma andloga como en geometria analitica se hace con
la ecuacién general de segundo grado. De esta manera Tomando la forma de

_1a ecuacién (B.2):

Au + Bu + Cu +Du + Eu + Fu+ G =0,
%X xy xy x y

se dice que la ecuaclién es

a).- eliptica si B%-4AC < 0;

b).- parabélica si B?-4AC = 0;

a).- hiperbélica si B®-4AC < O.
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La finalidad de este apéndice es el de mostrar la forma en que se
obtiene el operador adjunto formal Z.w y la funcién bilineal D(u,w),
asociados al operador diferencial general de segundo orden "£u; ési comb
la ldentidad algebraica de el salto de la funcién:

(D(u,w)] = D(lul,w) + D(u, [wl),

que se utilizan en este trabajo de tesis.

OBTENCION DEL OPERADOR ADJUNTO FORMAL
Sea el operador diferencial general de segundo orden deflinido en una
regién Q: )
Eusa_-[au du +bu]+cu. en Q (c.1a)

ax ax 1
1 J

donde Q es continuo.

La obtencién de su operador adjunto .E'w es de la siguiente manera:
*
El operador adjunto formal de #u debe satlsfacer la siguiente definicidn:

wgu - ug'w = V-D(u,w), (c. 1b)

donde D(u,w) es una funcién billneal y el operador adjunto es l"w.

Sea
_ a du
wﬁu—w[ ?;l—[ "y —E—,-x—J- +b|u] +cu]. (c.2)
_ a du a
w.tu-ww(a”-E(:)+w—5§:(blu)+wcu, (c.3)
com a8 wa du =w a8 (a du ) du 3w )
omo Z?x_l( 1) 8% ) 3% 1) axj 1) ax‘| ax, 7

entonces el primer término derecho de la ecuacién (c.3) es:

3 du _ 8 du du aw
W ax, (au axJ _Bx—l(wau axJ) 4, 6xj E_X_,')’ (c.4)
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como: o S
Bl BN iy B AW e '.faw, N
axj‘( 1y 8%, u) = e, ax; \ ox) )+ u 5, ( Py Bx,

el ultimo término de la derecha de la ecuacién (c 4) es‘

)'.» (c.$)
¥

8u’ aw - 8
%y ER aq)' 'a_xj( UW“)

Asi, al substitulr la ecuacién (c.5) en la ecuacibn (c 4) ‘obtenemos

que el primer término de la derecha de la ecuaclén (c 3) es:

a Bu y _ 2 Bu y B8 i aw
¥ 3% ( 2.y "ax ) T Bx ( YAy Bx ) ax ( au ax ju )
1 ) 1 ) 3 SR
<] 8
+u6—xj(a”a—:—;). . . (c.6)

Para obtener una ldentidad para el segundo término de la derecha de

la ecuacién (c.3) se procede de forma analoga, como:

3 N 3 aw
ﬁ:(“ bxu)-w —(aT‘(blu) + bu (a_x‘) (c.7)
entonces, por (c.7)el segundo término derecho de la ecuacién (c.3)
a 8 _ 8w
es:w K ( biu) = —a—x—l- (w biu) b u (-—ax‘). {c.8)

Asi, por las ecuaciones (c.6) y (c.8) tenemos que:

) - (e u) v 5 (o, 50)

wiu = 8
s axJ 1) axl «?JxJ 1) axl

a_x‘ ( Ya, %
a aw
+ —‘37‘ (wb‘u) - bu (—ax—‘) + W cu,
agrupando términos tenemos que

8 du 3 &
w£u=5€(w(au —a—ﬁ+b‘u))-—3-§;(a”5;—':u)+

8 a aw 5w
v ey mems tm @) 5 Bl ) ) e
porque:
2
a aw _ aw a oW
ax, (au ax, ) = 1) 8% 8%, * axj(au) ax



bilineal D(u w) como: 1a parte

S veDlUw) = ( w (alJ Tx‘ +.b u)) -j—-

Asi
o

s : ,
(Dluowy ) =w (au ~5§: + bu) - 2 %

También de la ecuacién (ci9

.
corresponde a uf w por

2 :
. aw W
uew=u (o) g o () &;

de donde

a"‘w

. W
Lw= a, —-—-——-—-—axjaxl + a-] (au) ax - b ( ) +We;

a3 3w a
como: Tx-x— (blw) =b|(—¢K: +w a_x:(bx)’

se tiene que: bl(%x—‘:—) = —‘;x—l ( blw) -w g_x; (bx)' (c.13)

Al sustitulr (c.13) en ({c.12) tenemos que:

2
. a 2 a a a
vsa geams e () om (B ) v (e)

uax"axl
+ we,
. a 8 a8 a - .
!w:aj(a”-é—;-l—)—-;-(b‘w)+w__a;:(bl)+wc, .
- a B8
2w=-a—x-l( Ua: bw)+w(ax (b)+c) (c.14)

De esta manera se ha obtenido el adjunto formal de £u y la funcién

bilineal D(u,w), que satisfacen la definlcién (c.ib), es decir, w&u =

ue'w + V- Dlu,wl.

R[4



,2."

respectivamente:

IDENTIDAD ALGEBRAICA i
La siguiente identidad algebraica .
[D(u,w)] = D([ul.w) =+ Dy, [w]),
donde [u] = u - u y a=( u+u_)/ 2 tal que u = mu y us=
&m u cuando u tiende a ¥ por el lado positivo y por el lado negativo
respectivamente, la definicién de ([w] y W son analogas a las de la
variable u. Representa el salto de la funcién bilineal D(u,w), y es

obtenida de la sigulente manera.

Como hipdétesis supongamos que los coeflclientes del operador
diferencial con el que se asocia la funcién bilineal D son continuos,

asi, por definicién .
u’=[u]—u_ y u_ =2u-u

u*=[u]+2ﬁ—u’ E u’=1/2[u]+ﬁ y u_=2ﬁ-([u]—u_) > u_=fx—1/2[u]
Se Tlenen representaclones anédlogas péra la varijable w, es decir,
w‘=1/2[w]+;l y w_=w-1/2[ul )

De esta manera, si:"
[D(u,w)] = D (u,w) - D_(uw) = Dlu,w ) - Dlu_,w_),

D(1/2[ul+u, 1/2[w]l+w) - D(i-1/2[ul,w-1/2[w]),

"

= D(4,w) + 172 DY, [w]) + 1/2 D([ulw) + 174 D(lul, [w])
- (D4, %) - 172 D{G, (w]) - 172 D([ul, ™) + 174 D([ul, (w])),

= Dy, [w]) + D([ul,w).

*,~ ECUACION DEL CAPITULO 7.
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Funcién de peso w! para nodos
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Figura 7
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