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O. Planteamiento del 
problema, objetivos y 
estructura de la tesis 

Planteamiento del problema 

El enigma del funcionamiento del cerebro 
(i.c., Sistema Nervioso Central) ha fascinado. 
por muchos siglos, a grandes estudiosos 1an10 

de disciplinas científicas como humanísticas. 
La atracción generada porcslc problema se ha 

· incrementado en este siglo, debido principal
mente al avance en las disciplinas que se en
cargan del estudio de Ja complejidad 
estructural y funcional del cerebro (i.c., las 
Neurociencias) y aJ desarrollo de autómatas 
complejos (i.c., Máquinas de Turing o Com
putadoras) que pueden llcv.ir a cabo procesa
miento de infomrn.ci6n bajo un parndigma 
scriaJ. Varios ténninos, tafos como Cibernéti
ca, Tcorfa del Cerebro, Inteligencia Artificial, 
Modelado Neuronal, Redes Neuronales y 
Neurociencias Computacionales, han sido uti
lizados para definir áreas de investigación 
multidisciplinaria. que han surgido en res
puesta al reto de identificar los posibles meca
nismos del cerebro que sustentan la 
posibilidad de las diversas conductas que es 
capaz de emitir un ser vivo, para dcscn,:olver
seadccuadamcntc en un medio ambiente com
plejo. De entre estas disciplinas, la 
Inteligencia Artificial (JA), fa Teoría del Ce
rebro y las Redes Neuronales comparten la 
preocupación por el estudio de cómo el cere
bro, o un programa ·compu1acional, pueden 
llevar a cabo tareas que requieren de Ja ejecu
ción de "conductas in1cligcnrcs". La JA, Ja 
rama de las Ciencias de la Computación que 
se encarga del diseño y construccMn de siste
mas computacionales que pcrmitnn que una 
máquina tipo von Neumann realice algunos 
aspectos de conducta.o; globales que, cuando 
son llevadas a cabo por seres vivos, se acepta. 
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que requieren de Íl\tcligcncia, se preocupa 
principa1men1e del procesamiento simbólico; 
mientras qu~ ~n la Teoría del Cerebro y las 
Redes Neuronales, donde los circuitos de neu
ronas se definen como objeros matemáticos 
que son abstracciones de lo que se piensa son 
Jos componentes procesa.dores primarios del 
cerebro, se intenta desarrollar arquitecturas de 
procesamiento (i.c., neurocomputadoras) 
complementarias a la.'> de las m:iuinas tipo von 
Neumann, que funcionan bajo el paradigma. 
de procesamiento distribu(do y paralelo, esto 
es "al estilo del cerebro". Estos dos tipos de 
m:iquinas complcmenrarias han sido la hase 
de la definición de la próxima. generación de 
computadoras; esto es, las computndoras de 
VI Generación csrar:in consti1u(das por una 
m:iquina tipo van Neumann y una Neurocom
putadora trabajando en annonfa, la primera 
llevando a cabo todos aquellos procesos que 
son ejecutados eficicntemenle a través del pa
radigma serial de procesamiento de infomJa
ción y la segunda siendo rcrsponsabJe de 
realizar las tareas cuya ejecución requiera de 
procesamienro distribufdo y paralelo. El dise
ño y construcción de au16matas complejos 
para Ja realización de "conductas inteligentes" 
presenta gran complejidad, no sólo cuando se 
sigue este enfoque "híbrido" (i.e., con compu
tadoras de VI Generación), sino aún cuando 
sólo se utiliza una de las dos alternativas. El 
trabajo realizado en CS[a rcsis se ubica dentro 
del :irca de inve!'itigación de la Teoría del 
Cerebro y se refiere al csrudio de aJgunos de 
los problemas inhercnrcs al an:ilisis de mode
los de redes neuronales, íntimamente ligados 
al estudio de un sistema biológico. En particu· 
lar, el trabajo que se reporta en csL'.I tesis es 
una extensión del trabajo rcaliz<ido en nuestro 
laboratorio [Ccrvantcs-Pérez y Arbib 1990 ; 
Cervantes-P~rcz, Gucvara-Pozas y Herrera· 
Becerra 199 IJ, donde se anli7..aron diferentes 
versiones del modelo de red neuronal de una 
Columna de Facilitación, el modelo completo 
y una versión simplificada del mismo, abstraí
da de datos neuroanatómicos y fisiológicos 



sobre las interacciones entre elementos de di
ferentes C.'itructuras del sistema visuomotor de 
los anfibios (Le· .• la retina. el tectum óptico y 
el prctectum). En estos trabajos se utilizaron 
técnicas de anáJisis de la Tcorfa de Sistemas 
Dinámicos para dclcnninar las restricciones 
que deben satisfacer los parámetros de conec
tividad de la red para que se presente un 
comportamiento dinámico cspccílico que ha 
sido postulado como Ja base de un proceso 
conductual complejo (i.e., facilitación de la 
respuesta de captura de presas a estímulos 
visuales en Jos anfibios) que implica una tarea 
de reconocimiento de patrones visuales en 
movimiento. 

Objetivos 

Con base en lo anterior, en este trabajo se 
analizan las propiedades computacionales del 
modelo simplificado de la Columna de Faci
liuición (ver Ccrvantcs-Pcrcz y Arbib 1990), 
utilizando dos modelos de función de transfe
rencia (i.e., función escalón y función rampa 
con saturación) y se identifican los conjuntos 
de valores paramétricos de conectividad bajo 
los cuales se producen los diferentes compor
tamientos dinámicos. Para éllo, se definieron 
los siguientes objetivos: 

- Explorar la utilidad de la Teoría de Sistemas 
Dinámicos, en el estudio de las propiedades 
funcionales de redes neuronaks con pocos 
elementos. 

- Detcnninar al~unas propiedades computa
cionales de arquitecturas de redes cspccfficas. 

- Llevar a cabo un trabajo de análisis que 
pennita generar nuevas ideas para comple
mentar y mejorar la eficiencia en la síntesis de 
modelos de redes neuronales. 
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Estructura de la tesis 

1. Antecedentes. Se hace una breve expo
sición de Ja fonna en que se ha deS4lrrollado Ja 
neurocomputación en general, destacando los 
acontecimientos más relevantes con respecto 
al enfoque de este proyecto. 

2. Métodos de estudio. Se describe el modelo 
matemático utilizado para representar una 
neurona como elemento proce,'iador de infor
mación, D-"ií como una extensión de aquél para 
representar a una red de neuronas. 

También se presentan los fundamentos de la 
Teoria Cualitativa de las Ecuaciones Diferen
ciales y su aplicación al estudio de sistemas 
dinámic<JS. 

Finalmente, se analizan las ventajas que pre
senta una apro:<imación lineal a trazos para el 
análisis cualitativo de los modelos de redes 
neuronales. 

3. Análisis y desarrollo. Se analiza un mode
lo espccffico de red para mostrar las ventajas 
que presenta el enfoque de trabajo planteado. 
Esto se hace por medio de dos ejemplos con
cretos. 

4. Discusión y conclusiones. En esta parte se 
discuten las ventajas que presenta el realizar 
un an:1lisis cualitativo para la descripción de 
las propiedades computacionales que posee 
una red neuronal. 

De la discusión anterior, se resaltarán los prin
cipales resultados obtenidos y las conclusio
nes del trabajo, así como los posihles caminos 
n seguir en etapas posteriores del proyecto. 

Apéndice: 

A. Ejemplo de tres neuronas. Se incluye un 
ejemplo adicional, con el único propósito de 
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hacer evidente la importancia de la técnica de 
análisis introducida en este trabajo. 

Blbllografia. Contiene las referencias incluí
das en el trabajo. 

O. Plan1eamiento del problema, 
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l. Antecedentes 

En este trabajo no se pretende llevar a cabo 
una revisión exhaustiva de la literatura co
ncxionista. sino que se hace una prescnración 
de la forma en que se ha ido desarrollando Ja 
ncurocomputaci6n en general. en el contexto 
de la ln1cligcncia Anificial, dcst.,,cando Jos 
acontecimientos más relevantes con respecto 
<il enfoque de este proyecto. 

Introducción 

Para comenzar, haré una cita de un trahajo de 
Ricardo Tapia [Tapia 1983]: "S" ha dicho 
repetidamente, y con ra1.6n, que el entender 
c6mo funciona el cerebro con.'itituyc la más 
alLl y elaborada frontera del conocimicnlo 
humano. Esto se debe a que las funciones que 
el cerebro Jlcva a cabo incluyen precisamente 
aquéllas que hacen del hombre el más evolu
cionado de los seres vivos: las fUncioncs men
tales, Si el hombre puede entender los 
mecanismos íntimos de las funciones menta
les habrá adquirido el conocimiento del 6rga
n o más diferenciado y complejo de Ja 
evolución biol6gica y. en esle scnrido, qui1.á 
habr.1 descubicrtosimultáneamentccl camino 
para modificar de una manera prcdccihle el 
curso de esta evolución, en una fase que podría 
Jh:unarse evolución antropoc~ntrica o evolu
ción de Ja conciencia." 

La poderosa capacidad del cerebro para reali
zar diversos tipos de funciones ha inspirndll a 
muchos científicos a intentar comprender y 
modelar su opcmción. Se podrfa decir que 
gcncralmcnle se han utilizado dos metáforas 
distintas para atacar el prohlema fArhih 
1988]: "el -cerebro del- hombre es una 
máquina" y "el hombre es un animal". Si
guiendo la primera metáfora. resulta que el 
cerebro humano es el disposilivo computacio
nal más complejo que se conozca. 

J. Antecedentes 

El interés en los procesos cognoscitivos y la 
inrcligcnci:i, tanto artifici:ilcs como narurnlcs, 
es ca.'ii universal. Sólo hizo falta que se dieran 
algunos avances, en ciertas disciplinas, para 
convertir el intcrts en investigación, denrro de 
Ja teoría de las relaciones funcionalcs-cstruc-
1uralcs neurobiológicas. Varios grupos de in
vestigadores han intentado crear un modelo 
computacional que reproduzca la funcio
nalidad ccrehml. comcn7.ando con fonnas 
muy simplificadas; a bao se Je puede llamar 
neumcomputación. 

Muchos factores han contrihuído al rápido 
desarrollo de esta disciplina ll.cvinc l 989J, 
pero tres de ellos son particulanncnlc impor
U1.nles: a) primero. aplicacionc.'i industriales en 
áreas como el procesamiento del conocimien
lo, control en robótica, reconocimiento y cla
sificación de parrones. reconocimiento y 
síntesis de voz y visil~n comput.lrizada han 
econtrado probJcmas que sobrepasan la capa
cidad aclUal del procesamiento simbólico, ca
racterístico del enfoque tradicional en 
Inteligencia Artificial; b)scgundo, han habido 
avances significativos en los métodos experi
mentales de las neurociencias, así como en Ja 
aplicación de hcrramient:l.S computacionales 
para el análisis y sirr.ulaci6n de datos y proce
sos biol6gicos; ye) tercero, publicaciones con 
ampliadifusi6n (comu [llopficld 1982Jy[Ru
mclhan y McClclland 1986]), han logrado 
motivar a invcsligadorcs de diversas discipli
nas para llevar a cabo proyectos relacionados 
con el área de la.'i redes neuronales. 

Relación entre neurocomputación y 
computación en má<1uinas tipo von 
Neumann 

Formalmente, la ncurocomputación es la dis
ciplina tecnológica interesada en sislemas de 
procesamiento de información adaptables, pa
ralelos y dislribuídos, que. además, desa
rrollan la capacidad de procesar información, 
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en una fonna dctcnninada, como una respues
ta al ser expuestos a un ambiente informativo 
[Hccht-Niclscn 1990]. 

Desde la aparición de la primera computadora 
electrónica digital, úlil para fines prácticos, la 
ENIAC en 1946, hasta avanzados los años 
ochenta, esencialmente todas las aplicaciones 
de procesamiento de información utilizaban 
un solo enfoque: Ja computaci6n en máquinas 
tipo von Neumann (vN) -algorílmica o de
clarativa-. Resolver un problema mediante 
el uso de este tipo de computación implica el 
encontrar un algoritmo y/o un conjunlo de 
reglas para resolver el problema y después 
codificar ésto correctamente en software. 

Pero la computación vN puede ser usada so
lamente en aquellos casos en los que el proce
samiento a realizar puede ser descrito en 
ténninos de un procedimiento conocido o un 
conjunto de reglas definido. Si el procedi
miento algorítmico y/o el conjunto de reglas 
no se conocen, entonces deberán ser dcs.'.lrro
llados,antcs de poder programar una m:iquina 
en particular para su ejecución. 

La neurocomputación aparece como un nuevo 
enfoque en el procesamie.nLD úc información, 
que no requiere del desarrollo de algoritmos o 
reglas y que comúnmente. reduce en forma 
significativa la cantid:id de software que debe 
ser desarrollado. Parn cierto Lipa de problemas 
(tfpicamcnle en áreas como procesamiento 
sensorial, reconocimiento de patrones, análi
sis de datos y control), para los cuales los 
algoritmos o reglas no son conocidos (o, sien
do conocidos, tal vez resulte muy caro el 
software para implantarlos, lleve demasiado 
tiempo o sl!a inconveniente implementarlo), el 
desarrollo autónomo de la capacidad de pro
ccsamicn10 de infonnación que caracteriza a 
la ncurocomputación resulta ser una opción 
muy conveniente. Estas propiedades hacen di.: 
la neurocomputación, por lo menos en las 
áreas donde es aplicable, una interesante alter-

l. Antecedentes 

nativa o, mejor dicho, un complemento de la 
computación vN. De hecho, las cualidades de 
la neurocomputación pueden ser fácilmente 
integradas a los sistemas tradicionales de 
computación existentes. Una prueba de ésto 
es el anuncio, por parte de los japoneses, del 
interés en desarrollar la "computadora de sex
ta generación'', un sistema híbrido que con
junta, en una sola m:iquina, computación vN 
y ncurocomputación. 

Cabe señaJar que la neurocomputación y Ja 
computación vN son enfoques fundamental
mente diferentes para el procesamiento de 
información. La primera se hasa en transfor
maciones, mientras que la segunda se basa en 
algori1mos y reglas. La experiencia ha dt!mos
trado que cslOs dos tipos dc procesamiento de 
información son operacionalmentc comple
mentarios, pero conceptualmente incompa1i
blcs. En otras palabras, comúnmente resulta 
imposible describir la operación de una trans
formación en U!nninos de un "principio" de 
procesamiento de infonnación de alto nivel 
(c:ii:prcsado como un algoritmo canónico o 
como un conjunto de reglas de alto nivel). En 
esencia, los sistemas neumcomputacionales 
tienden a operar sobro la infonnación de una 
manera completamente diferente a como Jo 
hacen los sistemas basados en algoritmos y 
reglas, con los que se está más familiariz:ido. 

Un aspecto importante es el hecho de que lada 
función del cálculo de proposiciones es reali
zable por alguna n::d (de un tipo bastante sim
ple); consccuen1cmcntc, cualquier función 
Turing-computahle puede ser llevada a cabo 
por una red de neuronas. Con éslo se demues
tra que una red neuronal Liene, por lo menos, 
el mismo poder computadonal que una arqui
tec1ura tipo von Ncumann. 

1.2 



Propiedades de las redes neuronales 

A pesar de que es posible demostrar teoremas 
que garantizan ciertas capacidades y propie
dades de las redes neuronales (tales como la 
tolerancia a follas, robustez y la habilidad de 
implantar una clase particular de tm.nsfonna
ciones). estos resultados sólo aseguran que las 
redes neuronales pueden ser empicadas útil
mente y con seguridad. Esto no responde a la 
pregunta. más interesante acadt5rnicamcntc, 
de cómo (en ~nninos conccptuaJcs má!i ele
vados) la red realiza su trabajo. Todo parece 
indicar que respuestas a este tipo de preguntas 
requieren de una profunda revolución intelec
tual en el campo del procesamiento de Ja 
información. Otro problema, que podría ser 
relacionado directamente con el de corrcclitud 
en computación vN, es el hecho de que, una 
vez que se tiene una red que rcaliz.a totalmente 
una función determinada, es difícil-si es que 
es posible-- decir si solamente lleva n cabo 
dicha función, o en realidad también está ha
ciendo algo más. 

Las principales estructuras para el procesa
miento de infonnación de interés en la ncuro
computación son las redes neuronales; sin 
embargo, cabe mencionar que existen otras 
clases de estructuras capaces de procesar in
formación en forma adaptable, que también 
son consideradas. tales como Jos autómatas 
que aprenden [Barto et al 1986]. sistemas de 
nprcndiz.aje genético. memorias direcciona
bles por contenido adaptables a los datos, 
sistemas de aleación simulada, memorias aso
ciativas y sistemas de aprendiza.je difuso. 

Existe una serie de caracrcrísticas, común
mente compartidas por las redes neuronales, 
que las hacen únicas como sistemas r.roccsa
dores de información: en general. ~cncn la 
capacidad de adaptarse. de aprender, de auto
organizarse, de generalizar, de ser entrenadas, 
de proveer de memoria asociativa y distribuí-
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day suelen ser resisten tes a fallas parciales. Es 
por estas características que las redes neuro
nales son muy adecuadas para resolver proble
mas específicos, con propiedades··-muy 
particulares, especialmente aquellos que re
sollan difíciles de resolver utilizando modelos 
computacionales tradicionales. Típicas áreas 
de aplicación en donde las redes neurocompu
tacionalcs han sido utilizadas son [Hccht
Nielscn 1990]: a) síntesis y reconocimiento de 
voz (conversión de texto a voz y procesanticn
to de lenguaje natural), b) compresión de imj
genes y señales, c) reconocimiento de 
patrones e imjgencs y d) problemas de opti
mización (con crecimiento exponencial o NP
completos). 

La relación entre la neurocompu· 
tación y las neurociencias 

Es claro que existe una relación entre Ja neu
rocomputación y las neurociencias. Estas úl
timns, de manera general, pueden ser 
definidas como las disciplinas involucradas 
con el entendimiento del cerebro. Se conside
ra que el cerebro está compuesto por comple
jas redes de neuronas, las cuáles son mucho 
más complejas que los elementos procesado
res utilizados en neurocomputación y sus fun
ciones no son comprendidas en su totalidad 
todavía. 

Como en cualquier ciencia. el progreso en las 
neurociencias se rcalii.a al crear conceptos 
funcionales y modelos basa.dos en resultados 
experimentales, para después refinar o rcfuLlr 
tales conceptos y modelos ni llevar a cnbo más 
experimentos. Hasta ahora. esencialmente to
dos los modelos que se han presentado han 
sido refutados o se hn demostrado que están 
excesivamente simplificados. Pero In produc
ción de conceptos funcionales y modelos en 
las neurociencias es contínua y prodigiosa. 
Esto provee una excelente fuente de nuevos 
conceptos y principios para ser utilizados en 
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la ncurocomputación. dada la relación que 
existe entre ambas. 

Naturalmente. dado que estos conceptos y 
modelos de las neurociencias no son (todavía) 
representaciones precisas del funcionamiento 
del cerebro. sistemas neurocomputacionales 
basados en estas idea.'i no pueden ser descritos 
como "basados en la operación del cerebro 
humano" (una pretensión escuchada común
mente). Tal vezscamá.'iconvcnientcdccirquc 
operan "al estilo del cerebro". Sin embargo, el 
beneficio que obtiene Ja neurocomputación a 
través de los conceptos y modelos desarrolla
dos por las neurociencias es invaluable. no 
obstante las limitaciones que éstos puedan 
tener. 

El fundamento de los sistemas ncurocompu
tacionales es una arquitectura inspirada en las 
redes de neuronas biológicas. Generalmente, 
una red neurocomputacional se basa en un 
modelo matemático que consiste de un cierto 
número de unidades simples tipo neurona, 
llamados elementos procesadores, interconec
tados de alguna manera (en el siguiente capí
tulo se da una definición fonnal de red 
neuronal). Dado que los sistemas neurocom
putacionales están abstmctarncntc basados en 
lo que se conoce del funcionamiento del cere
bro, existe una relajada correspondencia entre 
los componentes de un sistema neurofisioló
gico y los de un sistema neruocomputacional. 
En su mayoría, la estructura y principios fun
damentales de los sistemas ncurocomputa.cio· 
nalcs tienen su fundamento en el 
funcionamiento, a un nivel muy simplificado, 
de los componentes del proceso fisiológico 
del disparo de las neuronas. 

De manera muy superficial, sumamente sim
plificada. tal proceso puede ser descrito como 
sigue (para una descripción más detallada, 
v~ase [Tapia 1983]). Primero, las señales de 
entrada inciden en la neurona, provenientes de 
ella misma o de otras neuronas, a través de las 
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sinapsis. que regulan la cantidad de infonna· 
ción que pasa desde las terminales neiviosas 
incidentes hacia la neurona. pudiendo ser ex
citado ras o inhibidoras. Las señales son enton
ces pasadas al área central de activación de la 
neurona, donde se suman. Si este nivel total 
de energía de entrada supera un cieno umbral, 
que detcnnina el mínimo nivel que se debe 
alcanzar para que la neurona dispare, entonces 
la neurona emite energía a través del axón (por 
donde es transmilida a otra.'i sinapsis y puede 
ser realimentada a la sinapsis original). Pero 
si la suma es menor que el umbral, nada rele
vante sucede. 

Un proceso similar ocurre dentro de cada ele
mento procesador de una red neurocomputa· 
cional típica. Las señales le llegan al elemento 
procesador a través de conexiones pondera
das, pudiendo ser positivas o negativas. Estas 
señales son sumadas a través de una función 
de adición. El resultado de esta sumatoria es 
suministrado como entrada a una función de 
transferencia, la cual detennina la salida total 
como alguna función de !asuma de las sel'ialcs 
ponderadas. Esta salida es generada depen
diendo de las condiciones de la función de 
transferencia, que puede ser lineal, no lineal o 
lineal a trazos. 

Por otro lado, es imcrcsantc mencionar que 
comienza a haber un ílujo de ideas de la 
ncurocomputación a. las neurociencias. Miem
bros de la comunidad de neurocomputaci6n 
están constantemente desarrollando nuevas 
arquitecturas de redes neuronales. asr como 
nuevos conceptos y tcoóas para explicar la 
operación de estas arquitecturas. Muchos de 
estos desarrollos pueden ser usados por neu
rocientHicoscomo nuevos paradigmas para la 
construcción de conceptos f uncionalcs y mo
delos de elementos del cerebro y la mente. 
Estos pueden llevar a nuevas predicciones y 
experimentos. Entonces, la neurocomputa
ción puede tener va.Jiosos conocimientos que 
ofrecer a las neurociencias. Gracias aquccada. 
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una de estas disciplinas puede enriquecerse 
del trabajo de la otra. existe un creciente nivel 
de comunicación efectiva entre estos grupos 
diferentes. · 

Neurocomputación como tema de es
tudio 

Como tema de estudio. la neurocomputación 
comprende tres áreas principaks de actividad: 

- ArquilCCturas y teoría 

- Implantación 

-Aplicaciones 

Cada una de estas áreas se describe brevemen
te a continuación. 

Arquitecturas y teoría. En neuro
computación. la palabra arquitectura e~ usada 
para indicar la definición matemática fonnal 
"independiente de Ja máquina .. de una estruc
tura neurocomputacional (por ejemplo. una 
red neuronal). El área de las alljuitccturas y la 
teoría de la ncurocomputación se interesa en 
el estudio y desarrollo de arquitecturas neuro
computadoras (principalmente estructuras de 
redes neuronnles) y de teorías de operación de 
tales arquitecturas. Aparte del desarrollo de 
nuevas estructuras y teorías, investigadores en 
esta área rcali1..an evaluaciones experimenta
les de sistemas ncurocomputacionalcs {Ru
mclhart y McClclland 1986). Ha sido el 
estudio de la arquitectura y la teoría lo que ha 
hecho posible la existencia de las estructuras 
de redes neuronales que se utilizan hoy en día, 
junto con el entendimiento de la teoría de su 
operación, capacidad. técnicas para uso efec
tivo y limitaciones. Este conocimiento forma 
Ja base para las aplicaciones exitosas en el 
mundo real. 
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Implantaclón. El área de implantación en la 
neurocomputación implica la investigación y 
el desarrollo de los medios para implantar 
arquitecturas neurocomputacionales en hard· 
warc físico [Psaltis et al 1989). Esto incluye 
trabajo en áreas tales como lenguajes de ncu
rosoftwarc (lenguajes para describir arquitec· 
turas de redes neuronales de manera 
independiente a la máquina a ulili1.ar) [Wcit
zenfeld 1989; Kolonayy Klimasauskas 1987), 
disefio y desarrollo de ncurocomputadoras, así 
como el diseno y desarrollo de inteñascs entre 
los sistemas decomput:icíón programada y Jos 
sistemas neurocomputacionales [Hecht-Nicl
scn 1990). Son los resultados de la invcs· 
Ligación y desarrollo de la implantación los 
que pcnnitcn que se tenga la capacidad de 
aplicar la ncurocomputación a problemas 
prácticos de manera rapida y fácil. 

Aplicaciones. Por mucho, el área con mayor 
actividad en ncurocomputaci6n es Ja de las 
aplicaciones. Mucha gente, con antecedentes 
académicos diversos, cst.1. aplicando ahora la 
neurocomputación a una amplia variedad de 
probJemas. La más exitosa metodología pare
ce ser el enfoque de la "solución en busca de 
problemas", en el que los expertos en algún 
dominio de aplicación aprenden sobre la ca
pacidad y limitaciones de múltiple$ arqui
tecturas de redes ncuronnlcs, para después 
identificar en su área de conocimiento algún 
problema importante que pueda ser resucito 
con ayuda de Ja ncurcx:omputación. Existen ya 
numc::rosos casos de exitosas aplicaciones 
prácticas en ramas muy diversas [Yuhas et al 

. 1989; Le Cun et al 1989; Lupo 1989; llrown 
1989]. 

Historia de la neurocomputación 

En los úllimos siglos, el intento por explicar 
Ja inteligencia ha generado teorías metafísi
cas, especificaciones fonnalcs e incluso mo· 
delos exploratorios de funciones mentales. En 
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el siglo XX. Jos recursos intelectuales de los 
investigadores se enriquecieron por el desa
rrollo de tres sucesos: la teoría fonnal de la 
computación; el discfto de máquinas funcio
nales para Ja implantación de computaciones 
especilicadas fonnalmcnte; y el descubri
miento de la neurona. 

El primero de los intentos, en Ja época moder
na, para idenlificar la naturaleza de la imcli
gencia fué el realizado por la corricn!C de la 
cibernética, comenzando en 1943. asociada 
con el trabajo de Wiener {Wiener 1948}, quien 
sentó algunos de los fundamentos dc Ja teoría 
moderna de conlrul por realimentación. La 
imponancia de la cibernética estriba en que 
sugiere que la teleología puede ser consistente 
con la mecanización. Se decía que el punto 
clave de la inteligencia era la adaptación y 
dado que la cibernética parecía presentar una 
respuesta de cómo esta adaptación podía ser 
explicada en lérminos de la realimentación de 
infonnación, considerando al mismo tiempo 
las cuestiones teleológicas -"El propósito 
del gobernadores mantener Ja velocidad de Ja 
máquina constante"-, atrajo mucho la aten
ción de la gente que intentaba modelar el 
procesamiento de infonnación biológico. Sin 
embargo, la. cibernética nunca se convirtió en 
el lengu:ije de la IA, porque no tenía la riquc1..a 
ontológica para hablar de percepción y cono
cimiento: aún cuando tenía la noción de pro
cesamiento de información en un sentido 
-tenía metas y mecanismos para alcanzar
las--. carecía de Ja noción de computación y 
formas de rcprcsenlación para ella. 

El principio de la neurncomputación común
mente se remite al artículo de Warrcn McCu
lloch y Waltcr Pitts en 1943 [McCulloch y 
Pitts 1943), cuyo título, "A Logical Calculus 
of the Ideas Immanent in Nervous Activity", 
indica el nacimiento común de los enfoques 
tradicional y conexionista de la IA. Su visión 
de implantar el "cálculo lógico" iníluenció a 
von Neumann en el diseño de la computadora 
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digital e inspiró a los pioneros de Ja JA a 
intentar el modelado fonnal del pensamiento. 
Su discusión acerca de Ja "actividad nerviosa" 
contribuyó a Ja teoría psico-fisiológica de Do
nald Hebh sobre conglomerados de neuronas. 
En 1949, Hcbb escribió un libro titulado La 
Organización del Comportamiento (The Or· 
ganization of Bcl1avior) que se dedicó a la idea 
de que el condicionamiento psicológico clá..'li
co es natural en animales porque es una pro
piedad dc las neuronas individuales. Esta idea 
no era nucva en sf misma, pero Hebb Ja llevó 
mucho m.1s lejos de lo que nadie antes que él 
lo había hecho, al proponer una ley de apren
dizaje específica para las sinapsis de las neu
ronas. Hchb utilizó entonces esta ley de 
aprendizaje para construir una explicación 
cualitativa de algunos rcsuh::idos experimen
tales de Ja psicología. Este atrevido paso sirvió 
de inspiración para que muchos otros investi
gadores se dedicaran a la misma idea, lo que 
sirvió para abrir el camino p:iracl advenimien
to de la ncurocomputación. 

Aunque hubieron muchas otras personas exa
minando los aspectos que rodeaban la neuro
comput.1ci6n en los cuarenta y principios de 
los cincuen1a, su trah::ijo tuvo más el efecto de 
preparar el escenario pn.ra futuros desarrollos 
que el de realmente causar aquellos desarro
Uos. Típico de esta era fue la creación de la 
primer ncurocomputadora, la Snark, por Mar
vin Minskycn 1951. La Snark sf operó exito
samente desde cJ punto de vista técnico 
(ajustaba sus pesos automáticamente), pero 
nunca cfccruó alguna función de procesa
miento de información particularmente inlC
res::i.nte. Sin embargo, aponó ideas de diseño 
que fueron usadas después por otros investi
gadores. 

En 1956, los pioneros de la inicligencia artifi
cial, Marvin Minsky. John McCarthy. Natha
nial Rochestcry Claudc Shannon organizaron 
l:i primera conferencia en inlCJigcncia artifi
cial, patrocinada por la Fundación Rockefc-
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Uer. En élla, investigadores de todo el mundo 
se reunieron para discutir el uso pu1cncial de 
las computadoras en la simulación de "todo 
aspecto de aprcndiznjc o cualquier otra carac
terística de la inteligencia." Fué en csla confe
rencia que los campos de las redes neuronales 
y Ja inteligencia anificial fueron introducidos 
como ta.les. Utiliz.ando varios cientos de neu
rona.<; y conexiones simuladas, Nalhanial Ro
chc.ucr, del IBM Rc.-.carch, prcscn16 en esa 
primera conferencia un modelo de red neuro
nal que consrruy6 para explorar como esa red 
responderla a estímulos externos del ambien
te. Esta fué la primera simulación por software 
conocida de redes neurocomputacionales. 

La primer ncurocomputadora exitosa, el Pc
ccptron Mark 1, fué desarrollado durante 1957 
y 1958 por Frank Roscnhlal~ Charles Wighl
man y otros. Dados sus profundos conoci
mientos, sus contribuciones récnica.'i y su 
moderna forma de pensar acerca de la.'i redes 
neuronales, mucha gente considera a Roscm
blalt como el fundador de la neurocomputa
ci6n tal como se conoce hoy en día. Su 
principal interés fué en el rcconocimierÍÜ.1 de 
patrones. Aparte de inYentar el pcrccptr6n, 
Rosemblart también escribió un libro, ::i.ntici
pado para su época, sobre ncurocomputación, 
Principios de Ja Neurodinámica (Principies of 
Neurodynamics). 

Dado que el perccprrón era un disposilivo 
experimental en dc.'iarrollo, lcnfa ciertas limi
tacionc.'i. No tenía estructura de cslados y era 
inapropiado describirlo en términos de la lcrfa 
de au16matas. 

Un poco dcspu~s que Roscnhlatt, en 1959, 
pero de manera muy similar, fué Bcmard Wi
drow quien, trabajando junio con sus cs1u
diantcs graduados, desarrolló un 1ipo difcrcnlc 
de elemento proce.'iador para las redes neuro
nales JI amado ADALINE, el cual estaba cqui
pndo con una nueva y poderosa ley de 
aprendizaje, misma que, a diferencia de la ley 
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de aprcndi7.aje del pcrccplrón, todavía se uti
liz.a extensivamente. Widrow y sus estudinn
tcs aplicaron el ADALINE exilosamcnte en 
una gran cantidad de problemas y produjeron 
varios documenrales de sus éxilos. Una apli
cación nomblc fué el desarrollo de filtros 
adaplahles que eliminaban el ceo de las Uneas 
rcJefónicas; por primera vez se u1iJiz.aha un 
sistema ncurocomputacional en Ja solución de 
un problema del mundo real. Widrow también 
f und6 Ja primer compafifa de hardware neuro
compulacionaJ (la Memisror Corporation), la 
cual produjo neurocomputadoras y compo
ncnlc.s ncurocompuracionalcs para vcnlas co
merciales a principios y mediados de Jos 
sesenta. 

Aparte de Ro&nbJau y Widrow, hubo un nú
mero de personas que a finales de los cincuen
ta y principio de los sescnla tuvieron un éxito 
substancial en el desarrollo de arquircctura.s 
neurocomputacionalcs y conceptos de im
planlación. No obstante el éxito considerable 
de estos primeros investigadores en neuro
compulación, cJ campo sufrió notoriamente 
de dos prohlcmas obvios. Primero, la mayoría 
de Jos inyestig:idurcs atacaron el tema desde 
un punto de vista cuaiit::i.tivo y cxperimenta.i, 
más que desde un punlo de vista analflico 
(aunque hubo noLJJblcs excepciones a ésto, 
como el caso de Widrow). Eslc énfasis expe
rimental resultó en una carencia significativa 
de rigor y una relajación de pcnsamienlo que 
molcsló a muchos científicos e ingenieros cs
rablccídos que observaban este campo. Se
gundo, una parle desafortunadamente grande 
de Jos investigadores en neurocomputaci6n (y 
Ja gente de la prensa con quienes hablaban) se 
dejaron llevar por su cnrusiasmo en susdc.cla~ 
raciones y su escritura. Por ejemplo, hubieron 
predicciones ampliamente publicadas de que 
el desarrolln de cerebros anincialcs estaba a 
tan sólo unos años de distancia. Eslc tipo de 
exageraciones desacreditó al campo de la neu
rocompu1aci6n y molestó a Ja gente técnica en 
otros campos. 
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Aparte de la.~ exageraciones y la falta general 
de rigor, para mediados de los sesenta parecía 
que a los investigadores se les habían tcnni
n·ado las buenas ideas. Se hizo claro que para 
poder obtener nuevos progresos era necesario 
introducir ideas radicalmente nuevas -y no 
era aparente que éstas pudieran aparecer pron
tamente-. Oc hecho. así sucedió. Este agota
miento intelectual ocasionó que mucha de la 
mejor gente se alejara del campo. La mayoría 
de ellos se dedicaron a campos relacionados 
tales como el reconocimiento de patrones, 
procesamiento de imágenes y procesamiento 
de señales. 

Para mediados de los sesenta, era claro que Ja 
primer era de é:'titos de la neurocomputaci6n 
llegaba a su fin. Aunque en realidad la ncuro
computación ya era para entonces un campo 
en decadencia, la publicación en 1969 por 
Minsky y Papen del libro Perceptroncs (Pcr
ccptmns) generó una fuerte polémica, de la 
que se desprendieron varias interpretaciones. 
Este libro probaba matemáticamente que un 
pcrceptrón no podía implementar la función 
lógica del o exclusivo (XOR) ni muchas otras 
funciones en forma de predicados (funciones 
escalares binarias de variables vectoriales bi
narias). 

Una de las interpretaciones fué que la tesis 
implfcitn en el libro Perceptrones era que escn~ 
cialmentc todas las redes neuronales padecían 
del mismo "defecto fatal" que el pcrccplr6n; 
es decir, la incapacidad de calcular ciertos 
predicados esenciales tales como el XOR. 
Minsky y Papen revisaron varias propuestas 
de mejora para el perceptrón y demostraron 
que tampoco éstas podfan rcali7.ar la.o; acciones 
adecuadamente. Esta interpretación dejaba Ja 
impresión de que la investigación en el área 
de las redes neuronales resultaba ser un calle· 
j6n sin salida. 

Otro enfoque surgido de la polémica ocasio
nada por el Pcrceptronc.'i fué el intentar resol-
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ver las limitaciones encontradas. Esto generó 
nuevas líneas de investigación -redes con 
múltiples capas, procedimientos para la co
rrección del error, memoria.o; asociativas linea
les, cte.-. 

Pero la idea general de que la investigación en 
redes neuronales no lle vaha a ninguna parte se 
estableció tinnementc. Los investigadores en 
el campo de la inteligencia artificial obtuvic· 
ron todo el dinero que antes se dcstinaha a la 
investigación en redes neuronales y m:1s. De 
ahí en adelante, la ncurocomputación tuvo que 
seguir bajo tierra. 

Durante el período desde 1967 hasta. 1982, se 
realizó poca investigación e~pl!cita en neuro
computa.ción en los Esw.dos Unidos (la invcs· 
ligación en Japón, Europa y la Unión 
Soviética fué. de alguna manera, menos afec
tada por la debacle del Perceptrones). Sin 
embargo, una gran parte de la investigación en 
redes neuronales se llevó a cabo bajo los tftu
los de procesamiento adaptable de señales, 
reconocimiento de patrones y modela je bioló
gico. Un aspecto interesante de esta era de 
investigación silenciosa fué el gran influjo de 
nuevos investigadores t..1lentosos durante los 
cuatro anos desde 1966 ha.'ilZl 1969. Ejemplos 
de ellos son Shun-ichi Amari, James Ander
son, Kunihiko Fukushima, Stcphen Gros
sherg, Harry Klopf, Teuvo Kohoncn y David 
Willshaw. Esta gente, y aquellos que llegaron 
en los siguientes trece años, fueron los que 
pusieron el campo de la ncurocomputación en 
una hase sólida y prepararon el camino para el 
renacimiento del campo. 

Para principios de los ochcnla, muchos inves
Ligadores en neurocomputaci6n se atrevieron 
a comenzar a realizar proposiciones para ex
plorar el desarrollo de neurocomputndoras y 
aplicaciones de las redes neuronales. El pri
mer paso se di6 en JaAgcnciadc Proyectos de 
Irw~tigación Avanzados de Defensa (DAR
PA). donde Ira Skumick c.~uchó los argu-
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mentas que los investigadores en ncurocom
putación hicieron en favor de su trabajo. Apar
tándose de la tradición, Skumick comenzó a 
otorgar fondos a la investigación en neuro
compu1aci6n en 1983. Dado que DARPAer• 
considerado como uno de los indicadores 
mundiales de la moda tecnológica, esta acción 
abrió las puertas a la ncurocomputación en 
otras organizaciones destinadas a proveer de 
fondos para la investigación. Skumick estuvo 
en el lugar indicado en el momento indicado 
para tomar una decisión clave que ayudara a 
desencadenar el renacimiento de la ncurocom
putación. 

Otra enorme fucrzacncstcscntido,cn losailos 
1983 a 1986. fué uponada por John Hopficld, 
un físico establecido con reputación mundial, 
quién se había interesado en las redes neuro
n:ilcs unos a.nos atrás. Hopficld escribió dos 
anículos sobre redes n:uronales, en 1982 y en 
1984, mismos que, junto con sus conferencias 
en todo el mundo, persuadieron a cientos de 
cientfficos, matemáticos y tecnólogos alta
mente calificados a unirse al emergente cam
po de las redes neuronales. Uno de los grandes 
atractivos fué la naturaleza multidisciplinaria 
del campo, que permitía conjuntar resultados 
obtenidos en áreas diversas y planlcaba retos 
muy interesantes, compartidos con otras dis
ciplinas sólidamente establecidas. 

De hecho, para principios de 1986, aprmdrna
damente un tercio de la gente en el medio 
había sido traída directamente por Hoptidd o 
por alguno de sus nuevos seguidores. Hoy en 
día se habla de un 50-80%. El trabajo de 
Hopficld como rcclu!ador fu~ tal vez la cun
lribución individual más imponantc para el 
principio del crecimiento de este campo revi
talizado. De hecho, en cienos círculos. se 
desarrolló la confusión de que Hopficld había 
inventado la neurocomputación (o había por 
lo menos suministrado los descubrimientos 
clave que llevaron a la rcvitali1.aci6n t.lel cam
po). Esto generó una inconformidad significa-
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tiva en muchos de los verdaderos pioneros de 
este campo-particularmentecn nquellosquc 
habían continuado batallando durante el pe
ríodo de tiempo de Ja investigación silenciosa 
en la obscuridad y que ahora esperaban recibir 
elogios por los trabajos acumulados (que fi
nalmente vinieron, pero no hasta 1987)-. 

La primera conferencia reciente sobre neuro
computaci6n fu~ la Primera Conferencia Con
junta E.E.U.U.-Japón en Redes Neuronales de 
Cooperación y Competencia, en Kyoto, 1982. 
Para 1986, con la publicación de los "libros 
POP" [Rumelhart y McClclland 1986], el 
campo exploló. En 1987, la primera conferen
cia abien.a sobre redes neuronales en tiempos 
modernos, la Conferencia Internacional en 
Redes Neuronales de la IEEE (con más de 
1,700 participantes), tuvo lugar en San Diego 
y se fonnó la Sociedad Internacional de Redes 
Neuronales (INNS). En 1988 se fundó la re
vista Neural Nctworks de la INNS, seguida de 
Ncural Computation en 1989 y del Transac
tions on Neural Networks del IEEE en 1990 
(y suhsccucnrcmcnte por muchas otras). Co
mcn1.ando en 1987, muchas universidades II
deros anunciaron la formación de institutos de 
investigación y programas educacionales en 
neurocomputaci6n. 
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2. Método de análisis 

Modelo de red neuronal 

Existen varias fonnas de modelar el funciona
miento de una neurona. Para este trabajo, se 
considerarán dos aspectos importantes para la 
representación de Ja neurona: el potencial de 
membrana y la frecuencia de disparo. Para 
modelarla dinámica del potencial de membra
na se utiliza el modelo del "integrador con 
fugas", contemplando las propiedades de su
ma espacial y temporal de la siguiente manera: 

~j d m¡(t) = - m·(t) + l·(t) + m· o 
dt J J J. 

donde tj es la constante de tiempo caracterís
tica de la neurona j, mj(l) es su potencial de 
membrana en el tiempo t, ffij,O es su potencial 
de reposo e l;(t) describe la propiedad de suma 
espacial como sigue: 

h n 

lj(l) = L O>;J F{m¡(t))-I, ro'l<j F•(mk(tl) 
i=1 k=h+l 

donde se representan los efectos ponderados 
de lasli sinapsis excitadoras (primera sumato
ria) y las (n-h) sinapsis de carácter inhibitorio 
(segunda sumatoria) que inciden en la neurona 
j. Las F (m{t)) son funciones no lineales que 
describen la frecuencia con que se transmiten 
los potenciales de acción a las terminales axó
nicas. En el modelo del "integrador con fugas" 
generalmente se utili1.an funciones discontf· 
nuas tipo escalón 

F-(m· = {k¡ s~ m¡ ~ c+>o.i 
1 

•) O s1m¡<f.PO,i 

o tipo rampa 
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¡ k¡ si m¡;, 'P2,I 

Flm1)= k1(~)si q>1,1sm1«n,1 
\ 'P2,l-<j>l,l 

O si m¡<q>t,i 

para determinados valores de umbral <pj,i y la 
constante k¡. 

De esta manera, resulta claro que es fácil 
extender el modelo de neurona, mediante un 
sistema de ecuilcioncs diferenciales ordina· 
rias, para representar una red neuronal. 

Teoría general -cualitativa-

Un sistema de ecuaciones difcrencialesordi
naria.s {EDO) puede ser utili1.ado como la 
mejor manera de modelar a muchos de los 
sistemas físicos que evolucionan en el tiempo 
[Odcll 1980J. Sin embargo, no es necesario 
saber como derivar las fónnulas que dan la 
solución a un sistema de EDO --que en la 
mayoría de los casos ésta no existe-. En 
muchas de las ocasiones en tas que es posible 
encontrar una solución exacta, o una aproxi
mación asintótica, la fonna de ésta resulta tan 
compleja que no pcnnitc obtener infonnación 
acerca de su propia naturaleza, a menos que se 
haga una representación gráfica -geomé
trica- de la misma. 

Las simulaciones numéricas resultan de gran 
ayuda para ohtcncr una caractcrizaci6n cuan
titativa, pero casi siempre se debe hacer pri
mero una curactcrización cualitativa: de esta 
manera resulta. mucho más fácil sintonizar los 
parámetros del sistema cunvcnicntcmcmc pa
ra poder reproducir los comporta.mienlos rele
vantes dd mismo. 

Existen varias fonnas de obtener una caracte
rización cualitativa de algún sistema dinámi
co. Sin emhargo, el poder representar los tipos 
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de soluciones de manera visual, obteniendo 
graficas en el contexto de una metáfora gco
m~trica, conlleva un gran número de vcnt.ljas, 
especialmente para sistemas de orden menor 
o igual a tres. 

Para esta breve exposición de la teoría cuali
tativa de las ecuaciones diferenciales, se hará 
referencia a la fonna canónica para los siste
mas de EDO, dada por el siguiente sistema 
autónomo: 

y1(0)=c1 

yi(O) =ci 

(1) 

!!l!l ( ) dt =In Yl·····Yn 

para OS' t S' T, donde cada y¡ representa una 
variable de esudo del sistema y las e¡ son las 
condiciones inicilllcs, para i = 1,2, ... , n. Un 
sistema de EDO no autónomo de orden m es 
equivalente a un sistema aulónomo de orden 
n=m+l. Para transíonnar un sitema no autó
nomo en uno autónomo, basta hacer 
dy,. /di= 1, en= to= O y reemplazar a t por Yn 
en las¡,·. 

Existencia y unicidad de las soluciones 

Dado un conjunto de condiciones iniciales (e¡, 
c:z ••.. ,en). denotado por c1• es posible que el 
sistema no tenga ninguna solución. que tenga 
una o que tenga muchas. Para poder determi
nar si el problema de valores iniciales (PVI) 
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tiene una única solución, se debe verificar si 
cada Ji' es conlCnuamentc difcrcnciablc respec
to a cada y¡. Dicho de otra m:mera, si para cada 
lSJ,firz. ali ltry¡ es una función continua de 
todas las y;, entonces se garantiza que cuando 
se especifica un conjunto de condiciones ini
ciales e, para valores suficicntemcnle pcquc
ftos de T, el sistema tiene una solución única. 

La metáfora geométrica: espacio de fase 

Cada solución del sistema ( 1) es un conjunto 
de funciones y1(1) •••• , Yn(r) cuyos valores 
cambian conforme t varía. Se puede conside
rar a cada solución particular como una curva 
o trayectoria, desenvolviéndose en un espacio 
Euclidcano de dimensión n, R". Los puntos 
que conforman esta trayectoria tienen, en cada 
instante t, las coordenadas y(r) en R". Confor
me t varía, estas coordenadas cambian y la 
curva se desarrolla en !t. De esta manera, la 
totalidad del espacio Rncontiene una infinidad 
de trayectorias entrelazadas, donde cada una 
es la solución de algún PVI. De hecho, las 
coordenadas de cualquier punto de una trayec
toria dada pueden funcionar como condicio
nes iniciales para esa misma trayectoria. Es 
decir, al rcdcfininir t=O, cualquier punto visi
Lldo por una curva se pucdc tomar como con
diciones iniciales que determinan a esa 
trayectoria, de manera única, entre la infinidad 
de curvas que son solución del sistema de 
EDO. 

Se puede pensar que las funciones f¡ (y) le 
asignan a cada punto (y1 ..... yn) del espacio 
R" un vector cuyos componentes son los va
lores de las Ji' en ese lugar, el cual es tangente 
a la trayectoria única que pasa por ese punto 

Se usarán letras en negrilfas para representar vectores de dimensión n. Por ejemplo, y(l) denota el punto con 
coordenadas (y1 (1), ••• 1 y,. cm. r {y) dcoom. el campo de ílujo cuyos componcni.es son ((1(y), .... f,.(y)). El 
sistema de EDO (1) se reduce a dy /di"' r (y) 
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(se asume que Jasf¡ son funciones suave.o;). La 
magnitud de este vector especifica Ja veloci
dad _a Jaque Ja solución pas.'.la travésd~lpunto 
al que está ao;ignado. Se dice que las¡;· (y) 
especifican un flujo en el espacio (yJ, •.• ,yn). 
al que se Je llama espacio de fase para el 
sistema de EDO (1). La tarea de encontrar 
soluciones a este sistcma se traduce a Ja de 
construir curvas en este espacio de fose que 
son siempre tangentes a los vectores del flujo. 
A estas curva.o; se les llama comunmcn1c tra
yectorias, curvas de solución, curvas intcgra
les del flujo, ele. 

La tarea de resolver un PVI particular, en Ja 
fonna de (I), consiste en encontrar, cmrc la 
infinidad de trayectorias, la curva integral úni
ca del flujo, if¡, .. .,fn), que pas;i por el punto 
cuyas coordenadas son Jos valores de las con
diciones iniciales especificada.~ (q, ... , c11). 

Dado que existen métodos numéricos que rc
aJizan esia tarea muy fácil y rápidamcnlC, 
resulta convenienle utilizar alguno de ésrns 
programado en Ja computadora paro resolver 
el PVl(I). 

Ulili7.andoesr.i metMorageornétrica, el enten
der el comportamien1ocualitativo de un siste
ma de EOO dado como (1) se reduce, 
conceptualmente, a generar una repre
sentadón compuesla por las curvas integrales 
del flujo r. A csro se le Uama rcprcsenroclón 
de fa.se, Ja cual indica lodos JOS aspcclOS inlC
resantes acerca de todas las soluciones posi
bles del sis<cma de EDO. 

Para cualquier sistema dinámico, una descrip
ción cualilativa de los distin!Os comporta
mientos dinámicos que pueda exhibir, 
comienza con Ja identifiCilCión geomé1rica, en 
el espacio de fase, de todos Jos nrractorcs 
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posibles. Un atraclor es el estado que alcanza 
el sistema, una vez que han 1ranscurrido las 
eiapas transilorias de su dinámica. Se puede 
hacer una clasificación general de Jos tipos de 
a1racmres que comúnmente se observan en Jos 
sistemas físicos -particulannente en las re
des neuronales-en varias categorías: (puntos 
de) equilibrio, (ciclos) periódicos, cuasipe
riódicos y{mczclados) ca6ticos(Hirsch J 989; 
Thompson y Stcwart 1986]. En los sis<cmns 
no lineales es común encontrar multiplicidad 
de atractorcs, coexistiendo varios de elfos, ailn 
siendo de dislinlos lipes. Para el análisis reali
Zildo en esta tesis, dadas las caractcrlsticas del 
modelo esludiado, sólo serán de intcrés Jos 
sistemas con propiedades de convergencia y 
de oscilación. 

Puntos de equilJbrio 

Cuando dos o más trayectorias se interscctan 
en el espacio de fase en un mismo punto p, se 
debe cumplir que, como para cualquier otro 
punto, r tenga un único valor (vcctoñaJ), f(p). 
E.sic vcclor único debe serumgcntc a todilS las 
traycclorias que pas311 por el punto p. Sí sólo 
se consideran los caso en que las/; son funcio
nes contfnu::unentc difcrcnciablcs de las y¡, Ja 
única posibilidad es que f(p)::;() (Jo que signi
fica queJ,(¿11 •... .p11)= O, para i =I , .. ., TJ). 

A cs1c punro se le Jlruna punlode equJJibrfo2• 
ya que si r(p);:Q entonces el sistema 
dyldt = r ( y ) tiene a y(t)=p como una solu
ción invariable en el tiempo. Dado que para 
un flujo contfnuamenrc difcrenciablc f(y), las 
rraycciorias en el cs,lacio de fase pueden in
tcrscc1arsc únicamente en puntos de equili
brio, el análisis cualitativo del 
componamicnlo dinámico de un sistema de 

También se le oonocecomo 'puma de cstadoe.sladonruio', 'punro crf'tico' o 'punto singular'. 
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EDO debe comenzar por ubicar todos estos 
puntos críticos. 

Soluciones periódicas 

Cuando una solución a un sistema de EDO es 
periódica -para alguna t>O, 
y¡ (1+?-J =y¡ (1) para toda1-correspondca 
una curva solución en el espacio de fase que, 
después de realizar un cierto recorrido, regresa 
al punto del que partió, fonnando así una 
trayectoria cerrada. 

La aparición de atractores periódicos es muy 
importante, ya que las oscilaciones que produ
cen pueden dar lugar a fenómenos relevantes, 
tanto en las funciones fisiológicas (ritmo car
díaco, respiración, movimiento, etc) como en 
sistemas mecánicos o electrónicos [Gucvar.i 
et al 1983][Hirsch 1989]. Por otro lado, el 
forzamiento periódico de osciladores no lica
les puede originar comportamientos y patro
nes complejos de amarramiento de fase, 
bifurcaciones y dinámicas aperiódicas [Gue
vara et al 1983]. 

Comportamiento de sistemas lineales de 
EDO con cocliclentcs constantes 

Existe una clasificación completa para las ca
racterísticas presentadas por Ja clase más im
portante de sistemas de EDO, denominados 
sistemas lineales homogéneos con coefi .. 
cientes constantes, que tienen la siguiente 
fonna: 

2. Método de análisis 

~1~1 .... ,y" r11Y1~12Y2+.- .• c.+.a~~"· 
~Ji(Y1 ..... y" )=a2tY1~p.)'2+.:.+ain,v,;. 

(2) 

donde las ªiJ son constantes. Este sistema es 
lineal. ;(ª que si y (1 )={y1(1 ) ..... Yn(I) l y 
y (1 )={yt(t), .. .,yn(I) \ sbn dos solucio&es 
cuales<'}uiera de (2), en/onces cualquier com· 
binación lineal de Y y 9 también lo será. Es 
decir, para dos constantes cualesquiera a y p, 
z (1) = ay(1) + py(I) es una solución. Es por 
esta propiedad que se pueden construir todas 
las soluciones del sistema (2) a partir de la 
combinación lineal de n soluciones simples. 
El proceso para encontrar estas soluciones se 
describe a continuación. 

La única función cuya derivada con respecto 
ates proporcional a ella misma es un mlllLiplo 

de la función exponencialy(l) = eQ.ll. Toman· 
do ésto en consideración, es posible encontrar 
un conjunto de constantes (v¡, .... vn) y un 
cxponcnetc A tales que hagan que la siguiente 
expresión sea una solución de (2). 

(3) 

Cuando la ecuación (3) se substituye en (2) 
resulta el siguiente sistema de ecuaciones al· 
gebraicas lineales y homogéneas: 
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(a11-:l.)v1+a12vz+ ••. +a1nvn =O, 
a21v1+(a22-:l.)vz+ ••• +a2nvn =O, 

•n1Vt+•n2V2+···-+<•nn-:l.)vn =O. 

(4) 

Para que (4) tenga una solución no trivial. 
(v1, V2, ... , vn),. (O, O, ... , O), el detenninante 
de los coeficientes de (4) debe ser igual a cero: 

det 

a11-i.. a12 ••• ain 
a21 a22-A. . .. a:zn 

Dnl a112 ... Dnn-A 

=O (5) 

Resolviendo (5) se tiene un polinomio en). de 
grado n, llamado polinomio característico 
del sistema (2): 

donde las 1 son funciones no lineales, usual
mente complicadas, de (aij). llamadas lnva .. 
rlantes escalares de la matriz (a¡¡). Cuando 
una A. es uno de los n ceros posibles del 
polinomio característico, se le denomina un 
elgenvalor o exponente característico del 
sistema (4) y tiene asociado un conjunto de 
constantes (v¡, ... ,v11) Uamado eigcnvector o 
vector característico del mismo sistema. Ala 
solución especial de (2) en la fonna (3) se le 
llama elgcnfunción del sistema de EDO. 

Cuando se tiene un sistema no lineal, el análi· 
sis se toma mucho más complejo. Sin embar
go, para poder esludiar la eslabilidad de 
sistemas no lineales. es posible investigar la 
estabilidad de un sistema lineal estacionario 
-(aij) constantes- obtenido mediante una 
primera aproximación [Elsgollz 1977] res· 
pcclo al sistema original. Con éslo se garantiza 
que, en la vecindad del punto de equilibrio, la 
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teoría de sistemas Unea.les predice correcta· 
mente el comportamiento de las soluciones. 

Llnealización alrededor de los puntos de 
equilibrio 

Asumiendo un sistema de orden n=2: 

dyt ( ) dr=fl Yl·Y2 

!!E_ ( ) di -fl Yl·Y2 

(6) 

se pretende conocer como se comporta y¡ 
cerca de y1,.9 y Y2 cerca de Y2rq· Considerando 
11 µ¡ y a µz desplaz..arnicntos infiniLCSimalcs 
sobre el punto de equilibrio, se substituyC'. el 
lado derecho de las igualdades YI = Ylrq + µ1 
y )'2 = }'2,.q + µ2 en las expresiones anteriores. 
Haciendo una expansión para /1 y f1. como 
series deTaylorcerca deµ1 = µ2 = Oydcsprc· 
ciando los términos de orden mayor o igual a 
dos se obtiene que 
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Dada Ja definición de y¡,
9 

y yz.
9

, se tiene que 
/1(y1.,. Y2.t )= .fiy1.,. n., )=O, por Jo que es
ta~ expansicÍnes ~ reduce~ al siguiente siste
ma, lineal y con coeficientes constantes, de 
ecuaciones diferenciales ordinarias: 

!!..I!!. dt =a11µ1+a12µ2 

.d µz 
--;¡¡-=a21 µ1 +a22µ2 

(7) 

donde 

Para encontrar Jos eigenvalores de este siste
ma se calcula el determinante 

det 1•11-:\. a12 1 =O 
a21 n22-:\. 

de donde 

A
2
-(a11+a22 ]•'(•t1 a22 - •12 •21 )=O 

Sean li = a11+a22 y y= nt 1 a22 - a12 a21. Los 
eigenvalores. obtenidos por la fónnula cua
drática, son 

ll+~ 
:\.¡= 2 

y 

2. Méwdo de análisis 

En los casos en que a12 =O y/o a21 =O, los 
cigcnvalores son simplemente A1 = au y 
:\.2 = a22. 

De esta manera. el sistema (6) puede presentar 
varios tipos de comportamiento cualitativa
mente distintos (ver figura l ). 

Posibles comportam1cntos para un sistema 
lineal de segundo orden 

Cuando Jl2 - 4y >O, tanto :\.1 como :\.2 son 
reales y A2 < A1. En este ca.so, la solución 
general para (7) es 

(8) 

donde v1 y '1 son los e1gcnvectorcs de la ¡vl} (V~ . 
• a¡ a 2 

matriz 
a21 a22 

Puntos silla. Si. además de tener que 

p2 -4y> O, secumplequey< O, entonces, sin 
importar el signo de p, A.1 y A2 tienen signos 
opuestos. Esto significa que la eigcnfunci6n 
asociada con el cigcnvalor positivo crece ex
ponencialmente en el tiempo, mientras que la 
eigenfunci6n asociada con el eigenvalornega
tivo decae exponencialmente a cero. 

En este caso. al punto de equilibrio (O, 0) de 
(7) se le llama punto silla. Cuatro trayectorias 
se intcrscctan en este tipo de puntos. Las tra
yectorias traza.das por la cigenfunción asocia
da con el cigenvaJor negativo confonnan la 
llamada rama estable del punto silla, aproxi
mándose nsint6ticamcnre al punto (0, O) con-
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íonne t-+ oo. La rama inestable comprende 
las dos trayectorias que se acercan a (0, O) 
cuando t-+ -. generadas por la eigenfun· 
ción asociada con el eigenvalor positivo. 

Nodos. Cuando p2- 4y >O y y> O, ambos 
eigenvalores toman el signo de p y al punto 
de equilibrio se le llama nodo. 

Si P >O, todas las soluciones, distintas de 
cero, de (7) crecen exponencialmente en el 
tiempo, parlo que (0, 0) es un nodo inestable: 
cualquier pcqucfta perturbación hará que Ja 
solución diverja del punto de equilibrio. 

Si por el contrario, p <O, entonces ambos 
eigenvalores serán negativos y todas las solu
ciones de (7) decaer.in exponencialmente a (O, 
O). A este punto se le llama nodo estable. 

2. Método de análisis 

Focos. Si p2 - 4y < O, entonces los eigcnvalo· 
res se dan como un par complejo conjugado: 

ll±i~ 
1.1,2= 2 

Utilizando el teorema de de Moivre, 

t iB = cos 9 + i sin e, se tiene que la solución 
general (8) se convietc en 

y(1)=e ""'(bt'sin(w1)+b:z'cos(wtl) 

-V 4y-p2 
donde ro= 2 

Esta solución oscila con una amplitud que 
aumenta o disminuye, dependiendo de como 

l+R .. f R +.: ... ~---¡: 
~.~,/:::Nod.o ~~ --•.•. _ ~Foco-;j-

Puntosilla ~~ 
1 + R + R Inestabilidad estática + R 

-~-~ ©-
.~. · Inestabilidad l 

Punto silla 1 '. . dinámica .·· Centro 

~M. 1~11~ ~ +· 1+:1f_j:.':'º '+.'~ 
Figura 1. Posibles diagramas de fase y eigenvalores 
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cambie t ~. Si (l <O, 1as trayectorias son 
espirales acercándose al punto de equilibrio, 
al cual se le denomina foco estable (o espiral 
estable). Si p >O, el punto de equilibrio se 
conoce como Coco Inestable (o espiral inesta
ble), ya que las trayectorias se alejan de él en 
forma de e._o;piral. 

Para el caso en que p =O, los cigcnvalorcs 
resultan ser imaginarios puros, At,2 = ± i ~. 
y la solución general de (7) es una oscilación 
sinusoidal sostenida, 
y(t) = bi' sin ({ir)+ In.' cos ({ir). Las tra
yectorias solución son elipses concéntricas 
con centro en (0, 0). A eslt.: punto de equilibrio 
se le llama centro y se dice que es neutral· 
mente estable, ya que la.e; soluciones ni se 
alejan ni se acercan a (O, O) conforme t ~ oo. 

Cuencas de ntrncclón 

Una vez que los atractorcs, así como el tipo de 
cada uno de ellos, ha sido identificado, es 
deseable asociar a cada atractor con un entor
no definido. Partiendo de cualquier punto de 
condiciones iniciales dentro de este entorno, 
las trayectorias convergen al atractor asociado 
con éste. Al conjunto de puntos que confor
man el entorno asociado con cada atractor se 
Je conoce como cuenca de atracción. Juntas. 
las cuencas de atracción deben constituir el 
espacio de fase en su totalidad [Thompson y 
Stewart 1986]. 

Análisis de bifurcación 

Cuando se conocen las expresiones que deter
minan la ubicación y el tipo de los atractores, 
es posible utilizar la información que se pueda 
obtener de éllas para dirigir la exploración de 
las capacidades dinámicas del sistema. Con 
ésto, y con el conocimiento que se tiene del 
fenómeno físico que dió origen al sistema de 
EDO, es posible orientarla búsqueda de aque
llos parámetros que, al variar su valor gradual-

2. MélOdo de análisis 

mente, ocasionen un cambio cua.litativrunente 
distinto en la dinámica del sistema: el movi
miento de I~ trayectorias puede dejar de ser 
periódico para pasar a ser caótico, o un com
portamiento previamente estable puede dejar 
de serlo y convertirse en inestable, en cuyo 
caso el sistema tenderá a ubicarse en otro 
atractor distinto; incluso el cambio puede ser 
más tcnut!, como cuando cambia el número 
subannónico de un movimiento periódico es
table. De cualquier modo, se habrá dado un 
cambio cualitativo en el comportamiento a 
largo plazo. asociado con un cambio en (o en 
la desaparición de) un a tractor. Al conjunto de 
valores de los parámetros donde ocurren estos 
cambios cualitativos st! le denomina punto de 
bifurcación. 

Usualmente, un sistema de EDO contiene va
rios par.imetros involucrados en sus coeficien
tes. Es posible que cualquiera de éllos, o 
incluso una combinación de los mLc;mos, pue
da ser elegido para analfaar la dependencia del 
sistema respecto a un parámetroµ. Lo que se 
intenta hacer es caracterizar Ja forma en que 
sucede el cambio cualitativo en el sistema, 
suponiendo que éste ~ da cuando µ alcanza. 
el valor µo. manteniendo al resto de los pará
metros sin variar. Se dice entonces que ocurre 
una birurcaclón cuando µ cruza µo. A µo se 
le llama valor de biíurcaclón del parámetro 
de bifürcación µ. 

Para podt!r entender completamente tales 
cambios cualitativos, es necesario conocer los 
cambios estructurales en la topología de la 
representación de fase, en el entorno de los 
umbrales de bifurcaci<m. 

Método particular -linealidad a 
trazos-

Existen varias formas generalizadas de análi
sis para el estudio de sistemas no lineales. El 
contexto de esta tesis sugiere adoptar un cnfo-
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que basado en la idea de utilizar el espacio de 
fase como una herramienta analítica. Se pre
tende obtcner de ésta la mayor infonnación 
posible, mantcniCndo siempre la atención en 
los aspectos cualitativos de la respuesta del 
sistema. Para obtener soluciones cuantitati
vas, se recurrirá a los métodos numéricos im
plementad os en la computadora. En 
panicular, se utilizó para el proceso de inte
gración una versión del método de Rungc
Kutta de cuarto orden, por sus cualidades 
generaJes de velocidad y confiabilidad (Prcss 
et al 1988]. 

Dadas Jas características de las funciones de 
transferencia utilizadas en el modelo de neu
rona considerado, se origina una separación 
del espacio de fase en rcgionc.o; lineales. Es10 

hace posible llevaracaho el análisis vali~ndo
se de las ventajas de esta separación. De ma
nera general, se utiliza el siguiente 
procedimiento [Knlman 1955]: 

1. Se subdivide el espacio de fase en regiones, 
dentro de las cuales las trayectorias de las 
soluciones responden a un sistema lineal. Es
tas regiones están determinadas por la función 
de transferencia elegida. 

Sigmoide 

2. Método de análisis 

2. Se determina Ja colocación y naturaJez.a de 
Jos puntos de equilibrio para cada región; ésto 
especificará la fonna de las trayectorias denlro 
cada una de las regiones. 

4. Se conectan las trayectorias pertenecientes 
a regiones adyacentes para obtener las trayec
torias de Ja respuesta global. Cada vez que una 
trayectoria atraviesa la frontera cnlrc dos re
giones, se considera el punto de cruce como 
condiciones iniciales de la lraycctoria en Ja 
nueva región. 

Cabe mencionar que tanro el escalón como Ja 
r.unpa son funciones discontfnuas. Sin embar
go, ambas pueden ser aprmdmadas por una 
función con({nua tipo sigmoide, tal como se 
muestra en la figura 2. 

1 - - - -,. - -_:-:.:-=------• 1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 ---- Escalón 
_____ .,,_~_::-:_:-_ - ..1- - - - : 

Figura 2. Funciones de transferencia 
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3. Análisis y resultados 

En esta tesis se empleará una versión del mo
delo neuron:ü simplificado (MNS) [Ccrvan
tcs-Pérez et al 91] del modelo de la columna 
tectal de facilitación (CTF) (Ccrvanccs-Pércz 
y Arbib 1990). mostrado en la siguiente ílgu· 
ra: 

~21 

s W1·~G}' 
"'->w11 

Como se puede observar, esta pequeña red 
consta de ran sólo dos neuronas (N1 y Nz). 
Unicamcntc N1 recibe estímulos del exterior 
(S, con un peso W1); N1 tiene una salida que, 
ponderada por W 12. excita a Nz, al mismo 
tiempo 2!C la realimenta positivamente con 
un peso W11. A su vez. Ni ticnl! una conexión 
que inhibe a Nt con un peso W21. 

La expresión matemática utilhada para la rep
resentación de cstc modelo está dada por el 
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales 
ordinarias: 

rin =~[-m¡+Wt S+Wn Ft(mt) 

-W21 Fz(m2)+m1,ol 

rñ2 == ~[-m2+ W12 F1(rn1 )+ m2.o] 

donde m¡ representa. la actividad de la neurona 
N1. para i=l. 2. 

Para las funciones de transferencia F1 y Fi se 
considerarán dos opciones, un escalón y una 
rampa con saturación, definidas de la siguien
te manera: 

3. Análisis y resultados 

{
kt si m¡ ~'l'O.t 

g¡(m¡¡ = O si mt < c¡>o,t 

00,1 

{ 

k¡ si mt ~ 'P2.i 

h;(mi)= k;(~)si cpt,;$m;<cpz.¡ 
q>2,1-<j>l.i 

O si mi<l?1.1 

h¡(iñ¡+mi,O) 

k¡ 

m1 

para i = 1, 2. Haciendo convenientemente el 
siguiente cambio de variable, 

ñi¡ = m¡ - m;,o --> m¡(l) = m¡(l) - m1,o 

para i = l, 2, se obtienen las siguientes expre
siones: 

ñi1'=J.[-ñi1+W1 S 
tt 

+ Wn F1(T"1 +mi.o) 
-W21 F2lñi2 + m2,cñ] 

ñi2'=t [ -ñi2+ W12 F1(m1 + m1,o J 
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-{k1 - o 

si iñ1 + m1,o 2: 'l'O,I 
si iñ'¡ +mi.o< <po,f 

si iñ1 ;;, 'l'O) - m1,o 
si iñ¡ < iro.i - m¡,o 

Trabajando con la fucnión h¡ de la misma 
manera y definiendo 0j,i = cpj,1- m;,o rcsuttm 
Jas siguientes expresiones: 

(
- ) {k1 si ñi1"80,1 

g¡ m¡ +mi.o = O si iñ¡ < 90.1 

~ 
k; si iñ1 0?'02.J 

- ñii-01· . b{m1+m1 o 1c.(=a 8 ) s1 o uSíñ;c::Oz.¡ , i,¡- IJ 
O si iñ¡<61,¡ 

El utilizar estas dos opciones da lugar a cuatro 
combinaciones posibles, dependiendo de cuál 
función sea a.signada como función de trans· 
ferencia, tanto para F1 como para F2. Aquf se 
estudiarán los dos casos considerados más 
significativos por separado, de acuerdo con la 
siguiente clasificación: 

{ 
F1 =h1 

Caso B: F2 = hi 

En cada caso, las funciones de lransferencia 
pcrmilcn una separación del csp<icio que con· 
forma el dominio en regiones lineales. Dadas 
Jas características de l.1s funciones g¡(x) y 
h¡(x), e) número de regiones depende de l.:'.1 
forma en que se combin;m ambas funciones. 
De esta manera, en el caso A el dominio estará 
separado en cuatru regiones lineales y nueve 
en el caso B. tal como se mucsrra en la figura 
3. 

Dada Ja gran c•mtidad de parámetros del sis
tema, es conveniente roali1.ar un proceso de 

3. Análisis y resultados 

Caso A: 

m2~-. R1 RJ 
0o,2 

Ro R2 

80,1 iñ1 

CasoB: 
m2 ~- Rs Rs R2 

02,2 
R1 R,¡ R1 

61,2 
Ro RJ ~. 

01,1 92,J m1 

Figur:i. 3. Separaciones del espacio de fase 

adimcnsionalización, con el propósito de re
ducir en lo posible Ja cantidad de parámetros 
a considerar. Dicho proceso se detalla a con
tinuación. 

Parámetros originales 

Bo.1. 80,2. 81,1. 81,2. B2.1. 0i,2; 

iñ1.o. ñi2,o; k1, k2. 

Se hace un cambio de variables de la siguiente 
forma: 

ñl¡=M¡m¡ 

donde m1 = m¡(I) y m¡ = m1(t) para i = l,2 y 
t = Tt; mt. m2 y t son adimcnsiomúcs. Enton
ces, 

ñi-'= <lñl¡= dM¡m¡ =Mt dm¡ 
1 dt dt dt 
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iñl=Mj d mi fil= M¡ d m¡ = M¡ m¡' 
dTdl Td; T 

para i = l, 2 

Con éslo se obtienen nuevas expresiones para 
los valores de las derivada.; de m1 y m2, así 
como una nueva definición de las regiones 
lineales, tal como se muestra en seguida, para 
cada caso. 

Caso A 

El desarrollo reali1..ado es el mismo para cada 
una de las regiones, por Jo que sólo se expon~ 
drá en detalle en el caso de la región O. Para 
las demás regiones se plantearán las expresio
nes relevantes, omitiendo Jos pasos intcnne· 
dios. 

Reglón O 

Partiendo de la definición original de esta 
región, 

al hacer el siguiente cambio de variables 

íñ1 <6o,1; M1m1 <90.1; m¡ <~ 

se obtiene Ja nueva definición de Ja región: 

Ro {( )1 .!!Q,!. ~· = m1,m2 m1 < Mi , m2 < M2 ¡. 

Dado que 

F¡ (m1+mJ.O)=O y 

, , 3. An:llisis y rosullados 

el sistema dé .EDO que gobierna esta región 
qúeda de la si~~iente manera:, 

iñ1'=J.r-m1 +W1SJ 
•1 

nuevamente se substituyen las nuevas varia· 
bles en ambas ecuaciones, 

M1 1 T m1' =~ [ -M1m1 + W1S) 

y se obtiene el siguiente sistema, que regirá a 
la región O: 

Región 1 

Reglón2 
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Regl6ri3 

m1'=fl-m1 WM1S WM11k1 WM21 k2] 
~I 1 1 1 

Nuevo conjunto de parámetros 

W1S 901 902 
MI:~.~ 

Convenientemente se hacen las siguientes de
finiciones: 

T=t2; 

M1=9o,1; 

T t2 
~I ==-==

'CJ 'ti 

S=W1S=W1S 
M1 00,1 

Wt1 = WH k1 = Wu kt 
M1 90,1 

3. Análisis y resultados 

Con eslo se tiene que los parámetros del nuevo 
sistema son: 

~I , S, W11 , W12, W21 

Como se puede ver, se partió de un sistema 
con 17 parámetros y se llegó a uno equivalente 
de tan solo 5. 

Las nuevas definiciones obtenidas son utiliza
das para substituir los nuevos parámetros en 
las ecuaciones previas. Con Jas expresiones 
para la derivada de las variables obtenidas 
para cada región, se determinan las condicio
nes para la ubic:ición de los puntos de equili
brio. igual:indo cada una de eUas a cero. De 
esta manera se obtienen expresiones que defi
nen los valores de las varinblcs que satisfacen 

m2~ l Rt RJ 

Ro 2 

1 m1 

las igualdades planteadas. Al mismo tiempo, 
el plan¡¡,~ queda dividido de la siguienlC 

m1 

manera: 

A su vez, la función de transferencia se con~ 
vierte en: 
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Reglón O 

Ro=( (m1,m2) 1 m1<l,m2<1} 

m1'=~1[S-m1J=O 

m:i.,=O 

Reglón 1 

R1 =( (mi.m2) 1 m1 < l, m2;, 1 j 

m1'=~1 [ S-W21-m1 J =0 

m2'=-m2=0 

m:i.,=O 

Reglón2 

R2={ (m1,m2) J m1;, l. m2< 1} 

m1'=~1 [ S+ W11-m1 J =0 

Reglón 3· 

m1'=~1 [ S+ W11-W21-m1] =O 

rn2' = W12 -m2 =O 

. 3. Análisis y resuhados 

Dependiendo de los valores de los parámetros 
la posición del punto de equilibrio puede que
dar. generalmente, ya sea dentro de la misma 
región para la que se está definiendo -real-, 
o bien fuera de ella -virtual-. Dado que 
ambos ejes del plano fase están divididos por 
m¡=I. cada expresión de m~q puede ser. a) 
mayor o igual al; o b)mcnora l. Esto da lugar 
a un conjunto de desigualdades, con las que se 
puede generar lo que de aquí en adelante se 
denominará catálogo de re.rlricciones. Este 
catálogo se prcscnLl en forma de tabla (ver 
tabla I). 

Se determinaron las posihles colocaciones de 
los puntos de equilibrio, en forma inde
pendiente para cada región, scílalando las res
tricciones aplicadas en cada caso y se hi1.o una 

No Restricción Reg 

o S<I o 

1 s;, 1 o 
2 S-W21 < I 1 

3 S-W21?: I 1 

4 S+W11<1 2 

5 S+W11?: I 2 

6 W12<l 2,3 

7 W12;,I 2, 3 

8 S+W11-W21<l 3 

9 S+W11-W21?:l 3 

Tabla 1. Restricciones caso A 
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Figura 4. 

clasificación, misma que se muestra en fonna 
de diagramas de árboles (ver figura 4). La raíz 
indica la región para la que se está detcnni
nando la colocación del punto de equilihrio: 
los números que etiquetan las ramas corres
ponden a la restricción aplicada al seguir esa 
ruta; las hojas indican la región en que se 
localii.arla el punto de equilibrio. 

Se escogió esta fonna de representación ya 
que facilita no sólo la visualización del proce
so de ubicación de los puntos de equilibrio, 
sino que además. como se comenta más ade
lante, se apega a Ja estructura de datos conccí'"" 
tual utilizada en la automatización del proceso 
mismo. 

Muchas de las posibles colocaciones de los 
puntos de equilibrio involucran restricciones 
que, consideradas globalmente en todas las 
regiones, son mutuamente excluyentes o in
compatibles con las demás colocaciones. 

En este caso, el número de colocaciones posi

bles es relativamente pequeño (42 x 22 = 64) 
pero en otms casos esLl canhdad aumenla 
exponencialmente con el número de regiones. 
Por esta razón, se diseñó un procedimiento 
que dctcnnina cuáles configuraciones. dentro 
de todas las posibles, no contienen restriccio
nes incompatibles entre sí. 

3. Análisis y resultados 

Para la realización del programa que lleva a 
cabo el procedimiento se construyó una matriz 
dt compatibilidades. en la que se describe, 
para cada restricción, con cuales otras puede 
coexistir en una misma configuración de los 
puntos de equilibrio de todas las regiones. 
Utilizando esta matriz, se hace una búsqueda 
de configuraciones consistentes, siguiendo las 
rutas marca.das por las ramas de los árboles de 
cada región, generando una lista de todas 
aquellas que no prcscnran inconsistencias (ver 
Labia 2). En esta lista se incluye, para cada 
configuración, para cada región, la ubicación 
del punto de equilibrio y las restricciones apJi
cadas. 

No. Regiones con RcsUicciones 
punto de aplicadas 

equilibrio real 

o o o. 2, 4, 6, 8 

1 0,2 0,2,5,6,8 

2 2 1, 2,5,6, 8 

3 o 0,2,4, 7,8 

4 o .. 

0,2,5, 7,8 

5 1,2,5, 7, 8 

6 0,2 º· 2, 5, 6, 9 

7 2 1,2;5,6,9. 

8 2 1,3,5,6,9 

9 º· 3 
0,2;5,7;9 

10 3 1,2,5,1,9 

11 3 
.. 

1, 3,5, 7,9 
· .. 
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Con ésto se tiene una descripción simple de 
cada uno de Jos posibles comportamientos 
distintos que se pueden presentar en esta red 
de dos neuronas, asf como !as relaciones que 
se deben cumplir enrre los parámetros de Ja 
misma para conseguir ta.les componarnicntos. 

Se observa. por ejemplo. que }as configuracio~ 
nes O, 2, 3, 4, 7, 8, 10 y 11 prcseman casos de 
monoestabiJidad: en las configuraciones l. 6 
y 9 se dan biestabilidadcs; en la configurnción 
5 se presenta el caso ónico en et que todos Jos 
puntos de equilibrio son vinu:tles, con lapo
sible existencia de trayccroria.s. cerradas perió
dicas --oscilaciones-. 

Dado que en este caso el número de configu
rn.ciones es relativamente pcqueHo, fué posi~ 
ble establecer. uno por uno. los intervalos de 
Jos parámetros que peNtliten que cada confi
guración entre en vigor. Esro se hace tomando 
en cuenta todas !as restricciones inclufdil.S en 
cada con.figuración y reduciéndolas a dos o 
tres expresiones que representan a todo el 
conjunto, eliminando as( las posibles redun
dancias. En algunas ca.sos, se generan das 
especificaciones distintas para un:i misma 
configura.ción. dependiendo de la relación en· 
1.re dos parámetros. Esto es válido y su signi· 
ti.cado se aclara al contemplar fa distribución 
de las configuraciones en el espacio de par.1> 
me1ros (ver figura 5). 

A continuación se presenta el análisis realiza# 
do para cada configuración. Dado que el pa~ 
rámetro de interés eslá representado por la S, 
se procuró expresar Jos intervalos en ténninos 
de éste. (Sólo se mue.su-an las restricciones 
uúH:zadas en la obtención de los intervalos 
para Ja primera configuración.) 

Configuración O 

Restricciones: 

3. Análisis y resulwdos 

[O] S< 1 
[2] S<l+W21 
(4) S<l-W11 
[8) S< l-W11+W21 
[6] W12<l 

Intcrvalo: 

Ao {S<1-W11 
W12<l 

Configuración 1 

{ 

1-Wu SS< l-W11+W21 
At W12<l 

W11 >W21 

{ 

l-W11SS<l 
B1 W12<l 

W11SW21 

Configuración 2 

{ 

1 SS< l-W11 +W21 
A2 W12<l 

W11<W21 

Configuración 3 

A {S<l-W11 
3 W1221 

Configuración 4 

{ 

1-Wu SS< l-W11+W21 
A4 W1221 

W11>W21 
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3. Análisis y resul1ados 

.Conllguracl6n S Configuración 7 

{ 

1 SS < 1 - W11 + W21 
As W12;,,1 

W11<W21 
{ 

ISS.C:l+W21 
A1 . W12< 1 

.w11;,,W21 

Conllgurac16n 6 

••. { .. l-W11+W.· 2.1SS .. <l+.W21. 
B7 .· W12<L 

. W11<W21 

~onllguraclón 8 

{ 

l -W11+W21SS< 1 
A6 W12<l 

W11>W21 

~.{S:il+W21 
· W12<l 

~"t 
1 

4 

1 

9 

1 

10 11 

o 6 7 

W11>W21 ,, 
l-W11 l-W11+W21 1 l+W21 s 

:"f 3 4 

1 

5 

1 

10 

1 

11 

o 2 8 

W11<W21 ,, 
l-W11 l-W11+W21 1+W21 s 

:"f 3 4 10 11 

o 7 

W11=W21 • 
l-W11 l+W21 s 

Figura 5. Distribución de configuraciones caso A 
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Configuración 9 

{ 

1 -W11+W21sS<1 
A9 W12"l 

W11 >W21 

Configuración 10 

{ 

1SS<1 +W21 
A10 W12"! 

W11"W21 

{ 

1 - W11+W21SS<1 + W21 
B10 W12;, 1 

W11 <W21 

Conllgurnc16n 11 

En Ja figura 5 se muestra como quedan distri
buídas todas las configuraciones en el espacio 
de parámetros; las gráficas muestran Ja estruc
tura del plano (S, W21) paro W11>W21. 
W11<W21 yW11=W21. Anllli7.andoestosgr.l
ficas y utilizando la información contenida en 
Ja tabla 2. se puede observar cómo cambia el 
comportamiento de Ja red en respuesta a la 
variación de algún parámetro relevante. Por 
ejemplo. si tomamos el caso en que 
W11<W21, W12~ l yhaccmosvariaraSdcs
de un valor menor a (1 - W11) hasta un valor 
superiora (1 +W21). se darla la siguit:ntcsucc
sión de compon.amicntos: 

Monoestabilidad (región O)~ Oscilación --. 
Monocsiabilidad (región 3) 

Para W11=W21 y W12 < I, variando a S de la 
misma manera, se tendría Jo siguiente: 

3. Análisis y "''"liados 

Monocslabilidad (región O) -> Bicslabilidad 
(regiones O y 2) -> Monoesiabilidnd (región 
2). 

Es importante destacar que, aún cuando las 
configuraciones son todas diferentes entre sf, 
algunas representan comportamientos diná
micos muy similares. donde la única diferen
cia estriba en las trayectorias transitorias. A 
continuación se describen los comportamien
tos cualitativamente distintos encontrados en 
esta red. 

Monoestabilldad. Sucede cuando sólo una de 
las regiones presenta un punto de equilibrio 
real --dentro de sí misma-. mientras que 
para cada una de las demás regiones. sus pun
tos de equilibrio son vinuaJaes -fuera de Ja 
región para la que se define-. Cuando la red 
está configurada de esta manera. no importan 
las condiciones iniciales de actividad de cada 
neurona. siempre terminará por aJcanz.ar el 
punto de equilibrio único, después de descri
bir una cierta trayectoria transitoria. Las gra~ 
ficasmostradascn las figuras6, 7 y8 muestran 
ejemplos de tres configuraciones. O. 7 y JO. 
que presentan casos de monoestabilidad. en 
las regiones O, 2 y 3. respectivamente. 

Biestabilidad.En e_-.;tc caso, existen dos rcgio
nc.'i con un punto de equilibrio real cada una y 

NI 

Figura 6. Monocsiabilidad región O. 
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.. 
Figura 7. Monoestabilidad región 2. 

.. 
Figura 8. Monoestabilidad región 3. 

dos más cuyos puntos de equilibrio son virtua
les. Para este tipo de configuración, el estado 
que alcanza la red depende de las condiciones 
iniciales, pudiendo ser cualquiera de los dos 
puntos de equilibrio. También la pane transi
toria de las trayectorias depende de las condi
ciones iniciales de activación de las neuronas. 
Las figuras 9 y 10 son ejemplos de este tipo 
de comportamiento para Ja red analizada (con
figuraciones 1y9, respectivamente). 

Oscilación. Lo que sucede en este tipo de 
c"onfiguración es que todos los puntos de equi
librio son virtuales, lo que hace que toda tra
yectoria se dirija hacia un punto de equilibrio 
fuera de la región en la que se encuentra en ese 

3. Análisis y resultados 

•• 
Figura 9. Biestabilidad regiones O y 2 . 

.. 
Figura 10. Bicstabilidad regiones O y 3. 

momento. Con ésto, al entrar en la nueva 
región, cambia la ubicación del punto de equi
librio, encontrándose nuevamente fuera de la 
región en la que está ubicada. Esto hace que 
se fonnc una trayectoria cerrada o ciclo límite 
estable, al cual llega a converger toda traycc· 
toria. sin importar las condiciones iniciales de 
activación. Para este caso. sólo la configura· 
ci6n 5 determina este tipo de comportamiento, 
tal como se muestra en las figuras t t y 12. 

A continuación se muestran Jos diagramas de 
bifurcación paraNt y Ni, utilizando a S como 
parámetro de bifurcación, para un arreglo de 
parámetros en donde W12 > 1 y W11 < W21. 
Si se observa la figura 5, se nota que para tal 
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2.00 

.... 
g 1.00 

;: 

... 

... -1--~~i--~-l-'--~-+-~--I 
0.00 ... 1.00 

•• 
1.60 2.00 

Figura 11. Oscilación estable (por fuera). 

.... 
1.20 

~ 1.10 

.... 

.... 
O.I0-1-~-+-~-+-~-+~-+~--o 

o..eo o.;o 1.00 1.10 1.20 uso 

•• 
Figura 12. Oscilación esuible (por dentro). 

arreglo. como ya se había mencionado ante
riormente. se debe observar el siguiente com
portamiento: 

Monoestabilidad (región O)--> Oscilación -> 
Monoestabilidad (región 3) 

Esto es precisamente lo que reílejnn las gráfi
cas de las figuras 13y14, obtenidas mediante 
simulaciones numéricas. Los valores de los 
parámetros utilizados para la elaboración de 
éstas fueron: W 11 = !, W 12 = 2, W21 = 2.5 y 
~1=1. 

2.6 

f.6 

·-.. 

2.6 

f.6 

0.6 

3. Análisis y resultados 

o 0.6 t 1.6 2 2.6 3 3.6 4 
~-blwcad6•(S) 

Figura 13. Bifurcación (S, NI) . 

•........ ·· 

.··········· 
: 

0.6 1 1.6 2.5 ... . 
Figura 14. Bifurcación (S, N2). 

CasoB 

Reglón O 
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m2•=J.[-mz) 
~2 

Reglón 1 

Reglón% 

m2'=~[-mz] 

.!!!J. l m1<Mt 

~sm2<~ 
Mz 

3. Análisis y resultados 

Reglón~ 

· · .!!1.tsm1<M1 

1

. ~¡· 
"{(· .. ~) ~<~<~. 
. , W¡S' 

· · m1'=~ -mt+:¡;:¡¡ 
, ~I 

W21 k 
- Mt 
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Regl6n5 

mi' =J.[-m2 

f2 • [ !!J.] W12k m1-M1 

+Mz 1 ~-!!J. 
M1 M1 

Reg16n6 

Reglón 7 

R7 (m1,m2) !!J.¿ Ml,!!y 1 m12:~ l 
M2 Sm2 < M2 

3. Análisis y resuliados 

m2'=J:.[-m2-W12 k1) 
't2 M2 

Reglón 8 

Nuevo conjunto de parámetros 

W1S, .E!!,! ~ !!J.¿ ,!!y 
M1 ' M1 ' M1 ' M2 ' M2 

Análogamente a los cilSOs anteriores, se hacen 
las siguientes definiciones. con el objeto de 
facHitarcl análisis: 

T='ti; T '<2 
tJ ==--=='tl 'ti 

M1 =01,1; M2=01,2 

S=W1S=W1S 
M1 81,1 
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W21 = W21 k2 = W21 k2 
MI 91,1 

W12= W12k1= W12k1 
Mz 01,2 

Ahora se sustituyen en las ecuaciones previas 
y se obtienen las ex presiones para la ubicación 
de los puntos de equilibrio, de acuerdo con la 
nueva dispo~ición del plano fase. La función 
de transferencia tambi6n se transfonna, que
dando definida por una nueva expresión, mis
ma que se muestra a continuación, junto con 
su gráfica y la de la nueva disposición del 
plano fase: 

m 2 

Rz Rs Rs 

R1 R4 R7 

Ro RJ R6 . 
a1 m1 

3. Análisis y resultados 

Reg16n0 

Ro;.{ (m1,m2) 1mt<1, m2< 1) 

m1'='tt[S-m1J=O 

m2'=-m2=Ó 

mtec¡=S 

Reglón 1 

R1 ~ (mi.m2)l t ,.";!;;<12} 

m1'='<1[s-w2{m~; 1 
)-m1]=0 

m2'=-m2=0 

m1., = s-w2{m2;;'
2
-

1
) 

mz.,=0 

Substituyendo el valor de mz., en la expresión 
para m leq se obtiene 

m1 =S+ W2t 
"' p2 

Región l. 

Rz ={ (m1,m2) 1 mt < l, m2~ai) 

m(='tt ( S-W21-m1] =O 

m2'=-m2=0 
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ReglónJ 

, [ (.m1-I) ·] ·. m1 =TI S+Wul PI -m¡ ;:O 

Sp1-W11 
m_i!"'= PI -Wu 

( 
S-1 ) mi..,=W12 --Wp1- 11 

Reglón4 

[ 
(m1-I} (m:rl) m1'~1 S+Wnlp¡ W21 (i2 

-m1J=O 

{
m1-I) m2'=W1 ~ -m2=0 

ReglónS 

R ={(m m )¡1sm1<a1} s ¡, 2 m2;,,<72 

3. Análisis y resuliados 

(
S-W21-I) 

m:i..¡=W12 pi-Wu 

Regl6n6 

R6={(m1,m2) 1 m¡;,,01,m2<l} 

m1'=T1 [ S+W11-m1) =O 

m1.,.=S+W11 

m:i..¡=W12 

Reglón7 

R1={ (mi.m2)j 1 ;~;~~} 

m1'=T{ S+W11-W2{m~I }m1}o 

m2'=W12-m2=0 

(
W12- I) m1.,=S+W11-W21-p-

2
-

mi..,=W12 

Reglón8 

Rs ={ (mi.m2) 1m1;,,01, m2;,, 112} 

m1'=T1 [ S+W11-W21-m1] =O 
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El catálogo de restricciones se muestra en la 
tabla 3. 

Dado que las expresiones obtenidas resultan 
difíciles de manejaren la misma fonnaque fas 
del caso anterior, el camino a seguir para el 
análisis de este caso deberá ser distinto. Lo 
que se hará a continuación es el análisis de 
estabilidad para Jas expresiones de los puntos 
de equilibrio definidos por cada región. 

Lo que inte:re.sa saber es qué sucede cuando 
m t está cerca de m lcq y m2 cerca de m2cq. 
Asumiendo 

dm1 ( ) m1'=dt"=F mt, m2 

dm2 ~ ) m2'=dt=G\..m1, m2 

y considerando a µ1 y a µ2 desplaz.amienlos 
infinitesimales sobre el punto de equilibrio, se 
substimye el lado derecho de las igualdades 
m¡ =m1ec¡:+µ1 y m2=mleq+µ2 en las ex
presiones anteriores. Haciendo una expansión 
para F y G como series de Taylor cerca de 
µ¡ = µz =O y despreciando Jos términos de 
orden mayor o igual a dos se obtiene que 

"9i(m1.,+¡11)= F(m1 .. +µ1, m!.,.+µ2) 

=F(m1.,.m2.,.) 

JE.-ri \t + ilmi~m1.,. ffi2oq¡I 

+~m1.,. m!.,.)12 

3, Análisis y resultados 

Dada la definición de m1eq y M2eq, se tiene que 
F(m1.,. m!.,. ~=G(m1.,, ffi!oq ~=0, por lo que 
ek expansfunes k reducen fil siguiente sis
tema, lineaJ y con coeficientes constantes, de 
ecuaciones diferenciales onfinarias: 

donde 

ao 
a22=~m1.,,m2.,) 

Para encontrar Jos eigenvalores de este siste
ma se calcula el determinante 

del ¡•11-:>. a12 1 =O 
a21 a22-:>. 

de donde 
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3. Análisis y resultados 

No Rcstrlcddo Reg No R'-'lricddo Reg 

o S<I o 20 W { SJ:!:2+W21-Pl ~ 
11 JPI P1+W12Wn-W11 P2J

2 ª2 
4 

1 lSS<a1 o 

2 S~a1 o 
21 Sp1-W21p1-W11<I s 

P1-W11 

3 s+!!lld 1 
22 ISSp1 -p~:·;:,-Wll <a¡ s 

P1 

4 ISS+~<a¡ 1 
23 Spl -p7:1.:;,-W112:a¡ s 

s S+~2a1 1 
24 2rS-W21-!) s 

W¡ p¡-:wj"j"" < l 

6 S-W21<l 2 
25 .f•-w"-!) s l:S::W¡ --w-<"2 p¡- 11 

7 ISS-W21<01 2 26 
2
rs-w,,-!1 w 1 -¡;¡:-w¡¡- 2: o:z s 

8 S-W21:?!a1 2 27 S+Wu<l 6 

9 Sp1-W11<I 3 
P1-W11 

28 ls:S+W11<01 6 

10 1:s:: 5P1'--~:• <a1 
3 29 S+W112:01 6 

11 ~ 3 
P1-W11 2:a¡ 

30 W12<l 6,1) 

12 w,~ •-• 7) 1 3 
12 ¡;¡-=w¡¡ < 

13 .[: s-1 ;) 3 ISWt --W- <a, 
p¡- 11 

14 ·( s-1 1) 3 w,,--w- •• , 
p¡- 11 

IS Sp1 P1+W11W21+W21 PI -W11 Pl 4 
P11>2+W12W21-W11P2 <l 

16 
t ssp, ~1·P7~1w~~';2~:1,:;,-P~11 P1 <a1 

4 

17 Spf P1+W11W21 +Wn P1-W11 P'l 4 
PH>2+W12W21-W11p2 2:0'¡ 

31 ISW12<02 6,7,1 

32 W12:?!02 6,7,1 

33 ,¡.w,,-~J 7 
S+W11-W1 -.,- <I 

34 ¡.w12-•J 7 
ISS+W11-W21 PJ <a¡ 

35 r,,-·1 7 
S+W11-W11 -¡;;-:!a¡ 

36 S+W11-W21<l 8 

37 IS:S+W11-W21<01 8 

18 W (: Sp2+W21-1>2 ) ll <1 
PtPl+W12W:u-W11Pl 

4 38 S+W11-W21~a1 8 

19 ISW (: Sp,+W11-P2 ) 4 
ll PJPl+W12W21-W11p2 <OJ 

Tahla 3. Restricciones caso B 
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Sean P = •11+a22 y y= •11 •22- •12 a21. Los 
eigcnvalores, obtenidos por la fórmula cua· 
drática, son 

y 

En Jos casos en que a12 =O y/o a21 = 0, los 
eigenvalores son simplemente A1 = an y 
A2 =a22. 

Regl6n0 

a11 =--ti; a12=0; a21 =O; a22=-l 

Al =-'tJ; A2=-I 

P=-t1-1; r=t1 

Dado que los eigcnvalores son reales negati· 

vos(p2 -4y>0, P<O y y>O),elpunlOde 
equilibrio para Ja región O es siempre un nodo 
estable. 

Reglón 1 

W21 
a11 =--tt: a12=-t1--; p2 

a21=0; a22=-l 

AJ =-'tJ; A2=-I 

11=-tl -1; y=tt 

Nodo estable. 

3. Análisis y resullados 

Regl6n2 

•11=-1:1; •12=0; a21='0; a22=.::1 

P=-t1 -1; r=t1 

Nodo estable. 

Regl6n3 

(
W11 ) • •1 .. 1=t1 ---1 •12=0; 
PI -

a21 = W¡2 ' •22 ='-1 
PI ' 

(
Wu ) r=-t1 p¡-1 

Dado que los cigenvalores siempre son reales, 
pero pueden ser tanto del mismo signo como 
de signos opuestos 0..1 puede ser positivo o 
negativo), el punto deequilibriocn esta región 
puede ser de dos tipos: 

Nodo estable, si Wt 1 < J 
PI 

Punto silla. si~> 1 
PI 

Reglón4 

(
Wu ) •11 =t¡ p¡-1 
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•21 = Wi2 ' a22 =-1 
PI ' 

En este caso, se pueden dar rodas las combi
naciones posibles para los valares de p y y. por 
lo que la naturaleza del punto de equilibrio de 
esta región dependerá de la relación entre los 
pardmctros involucrados en estas expresiones. 

ReglónS 

(
W11 ) •11=~1 p¡-1 

ll=~1 Wll -~1- I; 
PI 

(.W11 ) 1=-~tlp¡-I 

Nodo estable, si Wi 1 < 1 
PI 

Punto siUa, si W 11 > 1 
PI 

Reglón 6 

au =-tt; a12=0; 821 =O; 022=-I 

Al =-'ti; A2=-I 

3. Análisis y resultados 

ll=-~1- 1; 1=~1 

Nodo estable. 

Regl6n7 

•21 =O; •22=-I 

i.1=-t1: A2=-1 

ll=-~1- I; 1=~1 

Nodo estable. 

Regl6n8 

•11 =-'ti ; •12 =o; •21 =o ; •22 = -1 

ll=-~1- I; 1=~1 

Nodo estable. 

Con la información oblenida del análisis de 
estabilidad se puede especular acerca de los 
comportamientos que es posible conseguir 
con esta arquitectura de red. 

Un primer paso es aprovechar el análisis he
cho para el caso A y suponer una pendiente 
suficientemente al1a para las rampas, de modo 
que ésms se asemejen a un escalón; he.cho ésto 
se pueden esperar comportamientos similares 
a los encontrados en el caso A, para el caso B. 

Procediendo de csia manera. se reprodujo el 
componamicnto donde ocurre una oscilación, 
expuesto en detalle antcrionncntc, de el caso 
A. En las figuras IS y 16 se muestran los 
diagramas de bifurcación obtenidos para el 
caso B. con valores id~nticos de Jos parárne-
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2.6 

2 

o 

2.6 

2 

1.6 

N 
:z 

0.6 

o 

-0.6 

o 

3. Análisis y re.sultados 

••••••••••••••••• /_.Nodoestable 

/ r."" Puntosllla -----. - -- -- -_ .. ,._ 

•.••...•.•...•.•. 

0.6 1.6 2 2.6 s S.6 

Parámotro de blfUrcacl6n (S) 

Figura 15. Bifurcación para 01 = 1.10 

.· .. ... . . . ········ . 
-·-·-·-·--------~ 

0.6 

. . . . 
.... _. 

........... .·· 

1.6 2 2.6 s 
Parflmotro de bifUrcacl6n (S) 

S.6 

Figura 16. Bifurcación para a;= 1.10 

Foco Inestable 

Osdlad6n 

--- Nodoestable 

Punto silla 

Foco Inestable 

Osdlad6n 
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tros comunes a ambos casos (W11 =l. 
W12 = 2, W21 = 2.5 y ~¡ = J) y haciendo 
a¡= az = 1.1. La semejanza es bastanlC ob
via. a diferencia de la existencia explícita del 
foco inestable (y los puntos silla en el momen
to de la bifurcación). que sustenta la aparición 
de la trayectoria cerrada. 

Observando las ex presiones para a y p de 
todas las regiones, se pueden buscar combina
ciones de parámetros que produzcan compor
tamientos interesantes. Mediante el uso de una 
hoja de cálculo (MS Exccl), se instrumentó 
una fonna de determinar, para un conjunto de 
valores de los parámetros dado, tanto la ubi
cación como la naturaleza de Ja estabilidad de 
los puntos de equilibrio de cada región (ver 
figura 17). Con ésto, es posible sintoniwr los 
valores de los parámetros de manera que pro
voquen un comportamiento dinámicamenle 
-y computacionalmcnte- interesante. 

- S• 200 
W11 • 1.00 
·~ 2.00 

Y-121. 2.50 
Te.u1 • 1.00 

1.50 
1.501 

Rhol • o.so 
~oz~ o.so 

J. Análisis y resultados 

Utilizando la hoja de cálculo, se buscó una 
combim1ci6n de parámetros que hicieran Ja P 
de la región 4 igual a cero, con lo que la teoría 
lineal estaña prediciendo la existencia de un 
centro en el Jugar del punto de equilibrio. 
Dadas las características de las expresiones, es 
posible conseguir ésto a partir del caso ante
rior, donde se prcsentaha una oscilación debi
da a un foco inestable, con sólo incrementar 
el valor de las sigmas. De csla manera, se 
mantuvieron los valores de los demás paráme
tros (W11=!, W12=2,W21=2-5y~¡=J) 
y se hizo a¡ = 02 = 1.5; nuevamente. S se 
considera el parámetro de bifurcación. 

De Ja figura 18 a la figura 20 se presentan los 
diagramas de bifurcación para valores de las 
sigmas alrededor de 1.50, que es donde ocu
rren los centros. 

En estos diagramas, se puede observar que 
para a1. ai <: 1.5 el comportamiento dinámi-

0-.-,ª--<---'-'~"-2-.o""'o -"R-~12·-_oo ~2To 4oo~ ~R~5'--o.-00"1---'R6~-2'--.o-o.._-'R~?2-.o-o,_____,_R,,,~2-.o-10 
Gamme. 1 .00 1.00 1.00 -1.00 19 00 -1.00 1.00 1.00 t.00 

Mlea 2.001 1.00 -o sri ----iroo --,-.32 2.50 300 -2.00 o.so 
M2ea 0.00 O.DO 0.00 ___:!QQ .--11§ 6.00 2.00 2.00 2.00 

Re¡;¡--· FALSE I FALSE F..ii§E- -FALSE- ---:rRUE -FAisE- F.ALSE FALSE ~ 
i 

e,_..~'!>._eJ:~E_J_!'~E. 11"~ , ___ f~~g_-~ Nado o. TRUE l TAU~- FALSE FALSE TRUE -TRÜE 
Nodo 1. FALSl~FALS~- FALSE F.;tr8E ~ 
E.~E!l_!_~~~g __ _f~- FALS.E ~ FA!.~§: 
Foco i. FALSE FALSE - -F.AiSfC f.ALSE F.AJ:.SE 
Centro FALSE ! FALSE~ ~RÜE ~ 1 

FALSE 

Figura 17. Ubicación/eslabilidad de puntos de equilibrio. 
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3. Análisis y resultados 

2.6 

2 

.. 1.6 ••••••••••••••••••••/~_~_-.::,:-N-od~o-es~ta-b-le~ 
_ .. ------.. -·---:-.. Punto silla ·· ......... ····· .. ····· .. . 

Foco Inestable 

0.6 Oscilación 

o 
o 0.6 1.6 2 2.6 3 3.6 

Parflmolro do bifurcación (S) 

Figura 18. Bifurcación para a¡= 1.49 

2.6 

.................... / 2 

--Nodo estable 
1.6 

z .. --------------::; ... Punto silla 
· ...................... 

Centro 

Oscilación 
0.6 

o 
o 0.6 1.6 2 2.6 s 3.6 

Parfunotro do blfurcacl6n (S) 

Figura 19. Bifurcación para a¡= 1.50 
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3. Análisis y resultados 

2.6 

/ 2 

1.6 

":----~-----· .. · .. 
- Nodo estable 

Punlosllla 
0.6 

Foco estable 

o 0.6 1.6 2 2.6 3 3.6 

Parfllnotro do blfurcacl6n (5) 

Figura 20. Bifun:uci6n para a¡= l.Sl 

co se mantiene sin alteraciones: hay conver
gencia en ambos extremos del diagrama y 
aparecen oscilaciones estables entre bifurca
ciones silla-nodo. 

Para O'l = CJ2 = 1.5. el diagrama es muy simi
lar al anlcrior. excepto que el punto de equili
brio de la región 4 pasó, de foco inestable, a 
centro. En el diagrama se muestra la amplitud 
de las oscilaciones, que son estables por fuera 
y neutraJmcnlC estables por dentro. 

Cuando <11. a2 > 1.5, las oscilaciones desapa
recen y el punto de equilibrio de la parte 
central del diagrama se transforma en un foco 
estable. 

Al crear esta secuencia de diagramas de bifur
cación, en realidad se están explorando las 
bifurcaciones en dos dimensiones, conside
rando rambién a a¡ y 01. como parámetros de 
bifun:uci6n. 

De la figura 21 a la figura 32 se muestran 
diferentes gráficas del plano fose. ilustradilS 
por trayectoriilS obtenidas a través de simula
ciones numéricas. En éstas se observan las 
características de la transición roco inestable 
-+centro -+foco estable, que sucede confor
me varia el vaJor de 01 y cri. 

De la 21 a la 24 corresponden a trayectorias, 
p:ira distintos valores de S, con un valor de I:is 
sigmas de 1.49 (referirse a la figura 18). De la 
25 a la 28, a1=CJ2=1.50 (ver figura 19). 
FinaJmcntc, de 13 29 :i la 32 se muestran las 
diferentes trayectorias obtenidas cuando las 
sigmas valen 1.51 (con referencia a la figura 
20). En estas gr:lficas, también se puede apre
ciar lo peculiar que resulta la topología del 
plano fase cuando, para un cierto rango de 
valores de S, coexisten tres puntos de equili
brio (en particular, véanse las figuras 21, 2.5 y 
29 y sus respectivas amplificaciones 22, 26 y 
30). 
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Figura 21. Trayeclorias: ai=l.49, S=0.85 

,, . ... 
... 

; 080 ., . 
• .,.._..,c.<.-+-....__,__ _ __, __ _, 

1.00 1.10 "º .... "' 
Figura 22. Trayeclorias: cr¡=l.49, S=0.85 

; 'ºº .. , 
DOD ,.__...,.. ____ .,_ ___ _, 

0.00 0.60 1.00 ... 
Figura 23. Trayeclorias: ai=l.49, S=2.00 

3. Análisis y resullados 

... 

... 

'" 
::: L~;;;;:!S:~~~~2:,..¿~ 

1.06 1.26 

Figura 24. Trayectorias: <T1=1.49. S=2.00 

" 
Figura 25. Trayectorias: <r¡=l.50, S=0.90 

Figura 26. Trayectorias: <r¡=l.50, S=0.90 
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3. Análisis y resultados 

200 

§ 
uo 
1.to 

UIO ..... 
g 1.00 ... ... .... ... 

000 ... . .. 1.00 . .. 200 ... 100 1.10 UO 1.40 UG 

" 
Figura 27. Trayectorias: a;= 1.50. S=2.00 Figura 30. Trayectorias: a;=l.51, S=0.90 

... 
, .. 

® ., .. 
g uo 

1.10 

1,00 ... ... . .. . ... 
Figura 28. Trayectorias: a;=l.50. S=2.00 Figura 31. Trayectorias: a¡=l.51, S=2.00 

Figura 29. Trayectorias: a;=l.51, S=0.90 Figura 32. Trayectorias: a;=l.51, S=2.00 
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En el caso en que el punto de equilibrio de la 
región 4 es un centro. es decir cuando 
<JJ = 02 = 1.50. es importante ubicar la últf· 
ma o mayor lraycctoria elíptica gobernada 
por este tipo de comportamienlo, ya que es 
adyacenlc al ciclo límite estable ni que con· 
vergen las curvas iniciadas fuera del mismo. 
Las figuras 33 a la 35 identifican tales tra· 
ycctorias para distintos valores del paráme· 
tro S. Nóte.o;;e que esta trayectoria debe estar 
contenida en las regiones que fonn:m la 
franja central del plano de fase -3, 4 y 5-. 

Un aspecto importante de los casos en los que 
se dan atractorcs periódicos u oscih!cioncs. es 

" 
Figura 33. Máximo centro pora S = 1.00 

., 
Figura 34. M.ÍXin'.o centro' para S = 2.00 

3. Análisis y resultodos 

Figuro 35. Máximo centro para S = 3.00 

la duración del período de los mismos. De la 
figura J6 a la 40 se muestra gráficamente Ja 
relación que guarda tal duración con el pará· 
metro s. para distintos valores de las sigmas. 
Se observa que, aunque el valor mínimo de Ja 
duración del perfodo no cambia de manera 
relevante, el punto en el que ocurre sí se 
desph>.7.a. Además, es claro que la fonna de la 
gráfica tiende a aplanarse en la parte inferior. 

Para configuraciones de la red en la vecindad 
del arreglo de los valores de los parámetros 
donde se originan los centros, se pueden ob ... 
rcner características poco comunes en Ja res· 
pucsLa anle perturbaciones transitorias a Ja 
entrada, tal como se muestra en las fi(:uras 

'" u i"º 
3 300 

1200 

, .. 
000 

1 00 1 flO 200 250 100 

,...._tra•r....~(5) 

Figura 36. Peñodo de oscilación: a¡=l.10 
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... 

lJ ... 
... , .. 

Figura 37. Periodo de oscilación: a¡=l.20 

... 
1 '" 
1 "º Juo 

... 
u 

OMI 160 1~ 

"*'-'ltoctabltur~(SI 

Figura 38. Periodo de oscilación: a¡=l.30 

i ... 
1uo 
1 

l •oo 

... 
u 

100 

,._AIMlfo d9 bifulcad6n ISI 

Figura 39. Periodo de oscilación: ai= 1.40 

3, Análisis y n:sultados 

... 
.\.·. > .. ·.·.· .... ·· .. ··•····• ·•.· • .... ·.. f . 

~ 
• •• +--+--+--o-____ _ 

000 Of>O 1 00 

Pw""•lra!Mbth#"*'6rl(S) 

Figura40. Perlado de oscilación: a;=l.49 

41-46. Para conseguir tales gráficas, se aplicó 
una pcnurhación pcqucifa -S = 2 5 dur • .mtc 

0.4 unidadr.:s de tiempo-a una entrada cons
tnntc-S = 2.0-; con ésto, la red entra en una 
etapa de comportamiento transitorio, el cual 
desaparece paulatinamente hasta alcan1..ar otro 
estado oscilatorio cuanlitativamcntc distinto, 
Es importante señalar que la.!i gráficas mues
tran las respuesta.e¡ obtenidas tanto en tiempos 
-relativamente- conos como en tiempos 
largos. 

Para las respuestas obtenidas en las figuras 41, 
42 y 43 se partió de condiciones iniciales muy 
cercanas al ciclo límite; se permitió que el 
sistema oscilara durante un pcrfodo-aproxi
madamentc- y entonces se aplicó la pcnur
baci6n. En el caso de las figuras 44, 45 y 46 
se procedió de la misma manera, excepto que 
la penurbación fué aplicada un poco -0.5 
unidades e.Je tiempo-- mis tarde. 

Como se puede ver en el diagrama de bifurca
ción mostrado en la figura 47, otro caso inte
resante ocurre cuando las sigmas adquieren el 
valor de 2.00 , ya que el punto de equilibrio 
para la región 3 está en transición entre un 
punto silla.y un nodo esta.ble. Según lo indican 
los diagramas de bifurcación, cuando S = 1 
existe una sucesión de val~ucs, tanto para mt 
como para m2, en donde se localiza el (los) 
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uo 

1.10 

1.00 ...._ ___________ .. 

000 
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1.40 

i 1.30 

020 

10.00 

' 
16.00 20.00 8000 

Figura 42. Perturb"fión en S (<Ji=l.50) 

100+------------.. ... 0000 

' 
2000 80.00 

Figura 43. Perturbación en S (cr¡=l.51) 

3. Análisis y resultados 
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UIO 
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1.20 

1.IO 
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1.00 
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1.10 
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1.00 
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Figura 44. Perturb"fión en S (a¡= 1.49) 

.... 'º"' 8600 

Figura 45. Perturb"fión en S (a¡=l.50) 
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Figura 46. Perturbación en S (a¡=l.51) 

3. AnáJisis y resultados 
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3. Análisis y resul!lldos 

2.5 

2 ... ~/ 
-------~----~---~~---· 

o 2 8 4 

-- Nodo eslable 

• • • Foco eslable 

Paramotro do bifurcación (S) 

Figura 47. Bifurcación para a¡ = 2.00 

punto(s) de equilibrio. Para aclarar ésto hace 
fa.Ita revisar las expresiones que gobiernan la 
región 3: 

R ={rm m )llSmt<a1} 3 \. 1. 2 m2 <1 

Y del análisis de estabiJidad se tenla que 

Substituyendo Jos valores de los parámetros 
(W11=1, W12 =2, W21 =2.5y~¡=1) resul
fll: 

m¡'=S-1 =O 

m2'=2m1-m2-2;;:0 

De la primera igunldad se tiene que S=l, Jo 
que corrobora lo observado en los diagramas 
de bifurcación. La segunda igualdad define 
una recta: 

que tiene pendiente 2 y ordenada al origen de 
~2. Dadas las condiciones de pertenencia de Ja 
región J, sólo un segmento de la recta queda 
contenido dentro de aquélla; este segmento es 
el que une los puntos (1,0) y ( 1.5, 1). 
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La figura 48 muestra como esre segmento es 
efectivamenre un atractor. Esto corresponde a 
una clase particular de nodo, que se da cuando 
un eigenvalor es cero y el otro es real y ncga· 
tivo. tal y como sucede en esre caso: 

Figura 48. Trayectorias: cr;=2.00, S=l.00 

3. Análisis y resulto.dos 
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4. Conclusiones 

Dado que se eligieron dos tipos de funciones 
de transferencia, no lineales ydiscontfnuas.cn 
el modelo utilizado para caracterizar a cada 
neurona, una parte importante del análisis de
sarrollado consiste en realizar una compara
ción entre ambos. 

El comportamiento dinámico más interesante 
encontrado en el ejemplo A del capítulo 3 fué 
Ja aparición de oscilaciones estables, por lo 
que se le tomó como punto de referencia para 
efectuar la comparación. Asumiendo que la 
función tipo escalón puede ser considerada un 
caso especial de·Ia función tipo rampa con 
saturación, en el que la pendiente de 6ta es de 
90 grados, era de esperarse que, por lo menos, 
los resultados obtenidos en el primer análisis 
se pudieran reproducir en el segundo, siempre 
y cuando se mantuviera el va.lar de la pendien
te de Ja rampa cercano a los 900. Pero de 
inmediato surgen las siguientes interrogantes: 
¿Qué sucede cunndo se disminuye la pendien
te de las rampil.57 ¿Se obtienen acaso compor
tamientos diferentes cualitativa y/o 
cuantitativamente? Si asC es, ¿qué representan 
tales diferencias? 

Con base en la descripción realizada para los 
diagramas de bifurcnción, el plano fase del 
sistema y las de la dependencia del período de 
las oscilaciones con respecto al parámetro S, 
es posible establccercicnas distinciones entre 
la función tipo escalón y Ja función tipo rampa 
con saturación. 

Si se mantienen constantes los valores elegi
dos de los parámetros del sistema y .se fijn. el 
valor de la entrada externa S (particulanncntc: 
W11 =l. W12=2. W21 =2.S, ~l = 1 y 
S=l.5), los diagramas de bifurcación indican 
qllC la red estaría operando en el rango en que 
aparecen las oscilaciones. Se pueden generar 
una serie de gráficas que ayuden a resaltar las 

4. Conclusiones 

alteraciones en el comportamiento de la red 
confonne se va disminuyendo la pendiente de 
1as rampas. En las figuras 49-56 se muestra el 
desarrollo del nivel de activnci6n de la neuro
na Nt -m1- en el tiempo, así como Ja 
respuesta gcncradn. por ~sta. 

Como se puede observar, la amplitud 
-pico-pico-- de la oscilnción va disminu
yendoconfonncsc reduce la inclinación de las 
rampas. No obstante, el tiempo que la neurona 
(NI) permanece activada, en relación con la 
longitud del pcrfodo, se incrementa, llegando 
incluso a estar oscilando contfnuamcnte por 
encima del primer umbral -siempre activa
da-. 

Figura 49. Oscilación (e.icnlones) 
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Figura S2. Oscilación (ai=l.30) 
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Figura SS. Fonna de la respuesta (<Ti=l.30) 
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La longitud del período se ve disminuida. Sin 
embargo. como se hace evidente al analizarlas 
figuras 36-40, donde se observa la relación 
entre la longiiud del período y la entrada S, 
esto se debe a la manera en que cambia Ja 
forma de Ja gráfica al modificar la pcndienle 
de las rampas. Podría decirse que. confonne 
aumenta. el valor de las sigmas, tiende a crecer 
el intervalo de valores de S que generan osci
laciones con una longitud de período cercana 
al mínimo global. 

Un cambio fuerte aparece en la forma de la 
función de respuesta. Para el caso de los esca
lones (figura 50), la respucsm aparece como 
un tren de pulsos; confonne varía Ja pendiente 
de las rampas. Ja fom1a de la respuesta cambi11 
notablemente, ya que comienzan a suavizarse 
las discontinuidades (figuras 51-56). 

Considerando todas las distinciones mencio
nadas, se podría concluir que, en Jo que res
pecta a las oscilacinncs, no se da un cambio 
cualitativo nJ introducir a las rampas como 
función de transferencia. Sin embargo.existen 
cambios cuantitativos bastante significativos, 
distinguiéndose a) el crecimiento de Ja rela
ción entre el tiempo de actividad de la neurona 
y la duración del periodo y b) el cambio en la 
fonna de Ja función de respuesta. 

Al continuar reduciendo la pcndicnle de las 
rampas, dejan de existir las oscilaciones (figu
ra 20). Esta desaparición se da vía una transi
ción porccntros (figura 19). 

Lo importante del experimento num~rico res
pecto al comportamiento de Jos centros es que, 
para pcnurbacioncs iguales, redes configura
das en ese entorno, presentan componamien
Cos muy similares -para un período de 
observación deJimiw.do, ya que, como se ob
serva en la continuación de las gráficas para 
tiempos mucho mayores, las redes alcanzan 
estados distintos-(figuras 41, 42 y 43). 
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Sin embargo, la mism11 configuración puede 
presentar un comportamiento cuantitativa
mente distinto (figuras 44, 45 y 46) para una 
perturbación idéntica pero desplazada ligera
mente en el tiempo --0.5 unidades de tiem
po-. 

Tal como se mostró en los ejemplos elabora
dos en el capítulo 3, el utilizar una función de 
transferencia tipo escalón facilitó enorme
mente et análisis. En ese caso--cjemplo A-, 
se pudo hacer una descripción cualitativa 
completa de Jos comportamientos dinámicos 
presentados por Ja red y ubicarJoscnel espacio 
de parámetros, mediante el uso de t&:nicas de 
búsqueda para la satisfacción de restricciones. 

En lo que rcspecb a Jas propicd3dcs compu
tacionales de esta 3n1uitcctura de red, hacien
do una vinculación directa con los 
comportamientos dinámicos identificados en 
el ejemplo A, se tienen tres distintas opciones 
de configuración: moncx.~.stabilidad, bicstabi
lidad y oscilación. 

Et caso de 1 a monocstabilidad centra su impor
tancia en las propiedades de convergencia que 
se re.quieren para garantizar caractcrfsücas 
globaJcs de convergencia y estabilidad. 

Una red operando con una configuración bies
table posee la capacidad de operar como un 
clasificador, pudil!ndo distinguir, por sí sola, 
entre dos categorías distintas. En otro sentido, 
es posible concebir a una red as( como un 
mecanismo detector de eventos. 

En el caso del ejemplo A, se mostró que la red 
es capaz de presentar dos configuraciones 
biestables distintas. Esto implica que, identi
ficando un mecanismo adecuado para Ja sin
tonización de Jos valores de Jos parámetros, 
esta arquitectura podrfa realizar un proceso de 
clasificación en dos pares de categorías düe
rcnciadas. 
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Como se ha mencionado anteriormente. el 
fenómeno de oscilación represen ta el compor· 
tamiento más interesante, tanto dinámica CD· 

mo computacionalmcntc. Las caractcrísticas 
relevantes en un compon.amicnto oscilatorio 
están dadas por la forma de onda. la amplitud 
y la frccuencin. El método de análisis mostró 
no sólo las relaciones que se deben cumplir 
entre los valores de los parámetros, sino que 
identificó otras características para determinar 
ciertas propiedades en las oscilaciones. Pruti· 
culannentc, se mencionó la forma en que es 
posible controlar, de manera e.i;pccífica, los 
aspectos más importantes de la respuesta os· 
cilatoria de la neurona-frecuencia, amplitud 
y forma de onda-, mediante el ajuste de los 
pará.metros considerados como de bifurcación 
-S,a1 yen-. 

Como fué planteado en la introducción de esta 
tesis, la mayor parte del trabajo realizado en 
el área de la neurocomputación se centra en el 
problema de síntesis. Sin embargo, es impar· 
tan te considerar que el trabajo de análisis pue. 
de ser de gran utilidad para apoyar las tareas 
realizadas durante el proceso de síntesis. Se 
puede concebir, por ejemplo, un método de 
aprendizaje para un cierto tipo de redes neu· 
ronales que se apoye en etapas de an:t.lisis, 
realizadas cada detenninado número de itera· 
cienes. de tal mancr.i que la información oh· 
tenida sirva para orientar al método en una 
mejor dirección. 

Un método de análisis, vinculado apropiada· 
mente a un m~todo de síntesis, puede adquirir 
el carácter de una fonna explicativa para este 
último. Es generalizada. dentro del medio co
ncxionista, la idea di! qui! las rl!des neuronales 
carecen de un poder explicativo de alto nivel 
en lo que respecta a la tarl!a que realizan. El 
trabajo dcan:t.lisis aporta, en términos dinámi· 
cos. por ejemplo, una descripción del funcio
namiento de una arquitectura de red 
específica. Pero además, es posible introducir 
compromi~os en lo que respecta a las formas 

4. Conclusio"ncs 

de rcpresen1aci6n, faci;i.fu,duel trab~jo de la 
descripción de cómo funéiona 'una red ·neurO-: 
nal. · -. ·.·.·· .· '" ·: 
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A. Ejemplo de tres neuronas 

En este apéndice se presenta el análisis de una 
red de tres neuronas. Esta es su repre
sentación gráfica: 

La representación matemática utilizada para 
este modelo está dada por el siguiente sistema 
de ecuaciones diferenciales ordinarias: 

Sistema Original 

iñ1' = llt1 [·m1 + S + W11 F1(m1) + 
W31 FJ(m3) • W21 Fi(M2)] 

iñ2· = 11<2 c-iñ2 + w12 F1<iñ1n 

iñ3' = 11<3 c-iñ3 + s + W33 FJ(m3J. 
W23 Fi(m2ll 

F¡(m¡) = ki si m¡ >=O¡ 
O sim1<8¡ parai= 1.2.3 

Al igual que en los ejemplos anteriores, se 
llevó a cabo un proceso de adímensionaliza
ción, con el propósito de reducir en lo posible 
la cantidad de parámetros a considerar. Con 
ésto se obtuvo una nueva definición de las 
regiones, así como nuevas expresiones para 
los valores de las derivadas de m ¡, m2 y m3: 

A. Ejemplo de lreS neuronas 

Reglón O 

mi' =ti [S·mI] =0 

mi' =·m2=0 

mJ' =t3 [S • mJ] =O 

ml=S 

m2=0 

m3=S 

Reglón 1 

m¡' =t1 [S • mt + W31) =0 

mi' =·m2=0 

m)' =tJ [S·mJ + W33] =0 

mi =S+W31 

m2=0 

m3 =S +W33 

Reglón 2 

m1' =t1 [S·m1 -W211-o 

mi' =·m2 =0 

mJ' =t3 [S • mJ • W23J •O 

ml=S-W21 

m2=0 

m3 =S • W23 

RcglónJ 

m1' =ti [S • m1 + WJt • W21] =0 
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m3' ='tl [S ·m3+W33 '.:W23l =O 

ml=S+W31·W21 

m2=0 

m3=S +W33- W23 

Reglón 4 

m1' =<1 [S • m1 +WnJ =0 

mJ' =<3 [S -m3J =O 

ml=S+Wn 

m2=W12 

m3=S 

Regl6n5 

mt' =<1 [S ·m1 +Wn +W31) =O 

m2' =W12-m2=0 

mJ' =<3 [S -m3 +WnJ =0 

mi = S + Wn.+ W31 

m2= W12 

m3=S+W33 

Reglón 6 

m1' =<1 [S • m1 +W11-W21) =O 

m3' =<3 [S-m3- W23] =0 

A. Ejemplo de tres neuronas 

-m2=Wi2 -

~3'i5:\~~ ~· 
Ré;~º' • 

-·-- ~--- _, . '" . 
'•-mt; =<1 [S · m1 + Wn + W31 • W21J ='O 

,;.2~;,,W12c ,;.~,;,o 

m3' =<3 [S • m3 + W33 • W23] =O 

mi =S +W11 +W31 • W21 

·m2=W12 

m3 =S+W33 • W23 

Con estas ecuaciones se genera el catálogo de 
rutricciones: 

No. Restricción Reglón 

o S<l o 
1 S>= 1 o 
2 S<03 0,4 

3 S>=03 0,4 

4 S+W31< 1 1 

5 S +W31>= 1 1 

6 S + W33 <03 1, 5 

7 S + W33 >=03 I, 5 

8 S-W21< 1 2 

9 S-W21>=1 2 

10 S- W23<83 2, 6 

11 S- W23 >=03 2, 6 

12 S + W31 • W21 < 1 3 
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No. Restricción Región 

13 S + W31 - W21 >= 1 3 

14 S + W33 - W23 < 03 J. 7 

IS S + W33 - W23 >= 03 3. 7 

16 S +W11<1 4 

17 S+W11>=l 4 

18 W12< 1 4,5, 6. 7 

19 W12>= 1 4.5,6, 7 

20 S+W11+WJ1<I 5 

21 S+W11+W31>=I 5 

22 S+W11-W21.<I 6 

23 S + W11 - W21 >= 1 6 

24 S+W11+W31 - W21 < 1 7 

25 S+W11+W31-W21>=I 7 

Se determinaron las posibles colocaciones de 
los puntos de equilibrio, en forma inde
pendiente para cuda región, señalando la<> res
tricciones aplicadas en cada caso. 

En este caso, muchas de estas posihlcs colo
caciones presentan restricciones que, considl!
radas globalmente en todas las regiones, son 
mutuamcnlc cxcluycn1cs o incompatihh.:s y 
resulta enorme la cantidad de posibles comhí
n aci oncs para tales colocacionc.<t 
(44•84 = 1,048,576). 

Aplicando el méiodo de húsqu1.:da se uhticnc 
una lisia de configuraciones en la qui.:. para 
cada confi,;uraci6n, para cada n!J;h\n.1-1.: da la 
uhic:i.ci(ln del punto dl! c4uilihrin y las n:stiic
cioncs aplicadas. 

Con csw se ticnc una dcscripci1\11 simple de 
cada uno de los 240 pnsihlcscompnruimiL'llll>s 
cuantilativamcnlc dislinlos que se pw:lkn pre-

A. Ejemplo dc t~s ncunm:1s 

sentar en csrn. red de tres neuronas, así como 
las n:lacioncs que . ..e deben d;arcntrc los par:í
mctros de la misma para conseguir tales com
ponam icntos. 

Con el objeto dc facilitar el cmpk:o de esta 
lista •. ~ utilizó un manejador de hascsdc d:J111s 
para anali1.ar el conjunto de las contigurncin
ncs ohtcnidas, logr.imlo una clasilicach'in sim
ple, basada en las siguientes cuatro catcgorf:is: 

Conligurilcioncs con un estile.Jo de equi
librio 

Conliguracione.-. con un estado de equi
librio y posible trayectoria cerrada 

Configuraciones con múltiples c.o,1ados 
de equilibrio 

Contiguracinnes sin puntos de equilibrio 
rcalt!s (configuraciones "periódicas .. ) 

Teniendo esta clasilic;ición es posible 1Xali1.;ir 
el estudio completo, aplicando los métodos dc 
Ja lcoría cualitativa de ecuaciones diferencia
les ordinarias, dc una manera más fácil. 
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