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0. Planteamiento del
problema, objetivos y
estructura de la tesis

Planteamiento del problema

El enigma del funcionamiento del cerebro
(i.c., Sistema Nervioso Central) ha fascinado,
por muchos siglos, a grandes estudiosos tanto
de disciplinas cientificas como humanfsticas.
La atraccidn generada por este problemase ha
- incrementado cn esie siglo, debido principal-
mente al avance en las disciplinas que se en-
cargan del estudio de la complejidad
estructural y funcional del cerehro (i, las
Neurociencias) y al desarrollo de autématas
complejos (i.e., Mdquinas de Turing o Com-
putadoras) que pueden llevar a cabo procesa-
miento de informacién bajo un paradigma
serial. Varios términos, tales como Ciberéti-
¢a, Teorfa del Cerebro, Inteligencia Artificial,
Modelado Neuronal, Redes Neuwronales y
Neurociencias Computacionales, han sido uti-
lizados para definir dreas de investigacidn
multidisciplinaria, que han surgido en res-
puesta al reto de identificar Jos posibles meca-
nismos del cerebro que sustentan la
pasibilidad de las diversas conductas que cs
capaz de emitir un ser vivo, para desenvolver-
seadecuadamente en unmedio ambiente com-
plejo. De entre estas disciplinas, la
Intcligencia Artificial (1A), la Teorfa del Ce-
rehro y las Redes Newronales comparten I
preocupacidén por el estudio de c6mo el cene-
bro, © un programa computacional, pueden
llevar a cabo tareas que requieren de la gjecu-
cidn de “conductas inteligentes”. La IA, la
rama de las Ciencias de la Computacién que
se encarga del diseiio y construccisn de siste-
mas computacionales que permitan que una
mdquina tipo von Neumann realicc algunos
aspeclos de corductas globales que, cuando
son llevadas a cabo por seres vivos, se acepla
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que requicren de infeligencia, se preocupa
principalmente del procesamicnto simbélico;
mientras que en la Teorfa del Cerebro y las
Redes Neuronales, donde los circuitos de neu-
ronas se¢ definen como objetos matemdticos
que son abstracciones de lo que s¢ piensa son
los componentes procesadores primarios del
cerebro, sc intenta desarrollararquitecturas de
procesamiente {i.e., ncurocomputadoras)
complementarias a las de las mduinas tipo von
Neumann, que funcionan bajo el paradigma
de procesamiento distribufdo y paralelo, esto
es “al estilo del cerebro®. Estos dos tipos de
mdquinas complementarias han sido Ia base
de Ia definici6n de la préxima gencracién de
computadoras; esto es, las computadoras de
VI Generacidn cstardn constitufdas por una
méquina tipo von Neumann y una Neurocom-
putadora trabajando en armonfa, la primera
Ilevando a cabo todos aquellos procesos que
son ejecutados eficientemente a través del pa-
radigma seria) de procesamiente de informa-
cién y la segunda siendo rersponsable de
rcalizar las tareas cuya ejecucidn requicra de
procesamiento distribufdo y paralelo. El dise-
fio y construccién de autématas complejos
para la realizacién de “conductas inteligentes™
presenta gran complejidad, no s6lo cuando se
sigue este enfoque “hibrido” (L.e., concompu-
tadoras de VI Generaci6n), sino ain cuando
s6lo se utiliza una de las dos alternativas. El
trabajo realizado en esta tesis se ubica dentro
del drea de investigaci6n de la Teorfa del
Cerebro y se refiere al estudio de algunos de
los problemas inherentes al andlisis de mode-
los de redes neuronales, (ntimamente ligados
alestudio de un sistema biol6gico. En particu-
lar, el rabajo que se reporta en esta lesis es
unu extensidn del trabajo realizado en nucstro
laboratorio {Cervantes-Pérez y Arbib 1990 ;
Cervantes-Pérez, Guevara-Pozas y Hervera-
Becerra 1991], donde se anlizaron difercntes
versiones del modelo de red neuronal de una
Columna de Facilitacién , el modelo completo
y una versi6n simplilicada del mismo, abstraf-
da de datos neuroanatémicos y fisiolSgicos
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sobre las interacciones entre clementos de di-
ferentes estructurasdel sistema visuomotor de
los anfibios (i.c., la retina, el tectum Gptico y
el pretectum). En estos trabajos se utilizaron
téenicas de andlisis de la Teorfa de Sistemas
Dindmicos para determinar las restricciones
que deben satisfacer los pardmetros de conec-
tividad de la red para que sc presente un
comportamicnto dindmico especifico que ha
sido postulado como la base de un proceso
conductual complejo (i.c., facilitacién de la
respuesta de captura de presas a estimulos
visuales en los anfibios) que implica una tarea
de reconocimicnto de patrones visuales en
movimiento.

Objetivos

Con base en lo anteror, en este trabajo se

fizan las propiedades computacionales del
modelo simplificado de la Columna de Faci-
litacién (ver Cervanies-Perez y Arbib 1990),
utilizando dos medclos de funcién de transfe-
rencia (i.e., funcidn escaldn y funcién rampa
con saturacion) y sc identiffcan los conjuntos
de valores paramétricos de conectividad bajo
los cuales se producen los diferenies compor-
tamientos dindmicos. Para éllo, se definicron
los siguicntes objetivos:

— Exptorar 1a utilidad de 1a Teorfa de Sistemas
Dindmicos, cn el estudio de las propicdades
funcionales de redes neuronales con pocos
clementos.

— Determinar algunas propiedades computa-
cionales de arquitecturas de redes especfficas.

- Llevar a cabo un trabajo de andlisis que
permita generar nuevas ideas para comple-
mentar y mejorar laeficiencia enlasfntesis de
modclos de redes neuronales.

0. Plantcamiento del problema,
ohjetivos y estructura de la tesis

Estructura de la tesis

1. Antecedentes. Se hace una breve expo-
sicién de la forma en que sc ha desarrolladafa
neurocomputacién en general, destacando los
aconlecimientos mds relevantes con respecto
al enfoque de este proyecto,

2. Métodos de estudio. Se describe el modelo
matemdtico utilizado para representar una
neurona como elemento procesador de infor-
macién, asf como una extensién de aquél para
representar a una red de ncuronas.

También sc presentan los fundamentos de la
Teoria Cualitativa de las Ecuaciones Diferen-
ciales y su aplicacién al estudio de sistemas
dindmicos.

Finalmente, se analizan las ventajas que pre-
senta una aproximacién lineal a trazos paracl
andlisis cualitativo de los modelos de redes
neuronales.

3. Anilisis y desarrollo. Se analiza un mode-
lo espectfico de red para mostrar las ventajas
que presenta el enfoque de trabajo planicado.
Esto se hace por medio de dos ejemplos con-
cretos.

4. Discusién y conclusiones, En esta parte se
discuten las ventajas que presenta el realizar
un andlisis cualitativo para Ja descripcién de
las propiedades compuiacionales que posce
una red neuronal.

De la discusién anterior, se resaltardn los prin-
cipales resultados obienidos y las conclusio-
nes del trabajo, asf como los posibles caminos
a scguir en clapas posteriores del proyecto.
Apéndice:

A. Ejemplo de tres neuronas. Se incluye un
ejemplo adicional, con el dnico prop6site de
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hacer evidente la importancia de la técnica de
andlisis introducida en este trabajo.

Bibliografia. Conticne las referencias incluf-
das en el trabajo.

0. Planteamicnito del problema,
objetivos y estructura de la tesis
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1. Antecedentes

En cste trabajo no se pretende Ievar a cabo
una revisién exhaustiva de la literatura co-
nexionista, sino que s¢ hace una preseatacidn
de la forma en que se ha ido desarroltando la
neurocomputacién cn general, ¢n el contexto
de la Inteligencia Anificial, destacando los
aconlecimientos mas el tes con respecte
al enfoque de csic proyecto.

Introduccién

Para comenzar, haré una cita de un trabajo de
Ricarde Tapia [Tapia 1983]: “S¢ ha dicho
repctidamente, y con razén, que el coender
cémo funciona el cerebro constituye la mds
alta y claborada frontera del conocimicnto
humano, Esto se debe aque las funciones que
el cerebro lleva a cabo incluyen precisamente
aquéllas que hacen del hombre ¢l mds evolu-
cionado de los seres vivos: las funciones men-
tales, Si ¢l hombre puede entender los
mecanismos {ntimos de las funciones menta-
les hatrd adquiride el conocimiento del Grga-
no mds diferenciado y complejo de la
evolucidn bioldgica y, cn este sentido, quizd
habrd descublerto simultincamente ¢l camino
para modificar de una manera predecible el
cursodeestaevolucidn. cn una fasc que podria
Hamarse evolucidn antropocénirica o cvolu-
cién de Ja conciencia.”

La poderosa capacidad del cerebro para reali-
zar diversos tipos de funciones ha inspirado a
muchos cientificos a intentar comprender y
modelar su operacién. Se podria decir que
gencralmente se han utilizado dos medforas
distintas para atacar el problema [Arbib
1988]: “el —<cercbro del— hombre es una
mdquina” y “el hombre es un animal”. Si-
guiendo la primera metdfora, resulta que ¢l
cercbro humanoes el disposilivo computacio-
nal mds complejo que se conozca.

L. Antecedentes

£l inters en los procesos cognoscitivos y la
inicligencia, anto antificiales como naturales,
s cast sniversal, S6lo hizo falta que se dieran
algunos avances, en ciertas disciplinas, par
convertir el interds en investigacién, dentro de
la teorfa de las relaciones funcionales—estruc-
turales neurobioldgicas. Varios grupos de in-
vestigadores han intentado crear un modelo
computacional que reproduzea la funcio-
nalidad cerebral, comenzando con formas
muy simplificadas; a ésto se le puede llamar
neurocompatacion.

Muchos factores han contribufdo al rdpido
desarrollo de esta disciplina [Levine 1989],
pero tres de ellos son particularmente impor-
wnies: a) primero, aplicaciones industriales en
dreas como el procesamiento del conocimien-
1o, control en robdtica, reconocimiento y cla-
sificacién de patroncs, reconocimicnto y
sfntesis de voz y visidn computarizada han
ccontrado problemas que sobrepasan la capa-
cidad actual del procesamicato simb6lico, ca-
racter{stico del enfoque tradicional en
Intcligencia Artificial; b) segundo, hanhabido
avances significativos ci los métodos experi-
mentales de las neurociencias, asf comoen la
aplicacién de herramientas computacionales
para el andlisis y simulacién de datos y proce-
sos biolégicos, y ¢} tercero, publicaciones con
amplia difusidn (come {Hopfield 1982) y[Ru-
melhant y McClelland 1986]), han logrado
maotivar a investigadores de diversas discipli-
nas para llevar a cabo proyectos relacionados
con el drea de las redes neuronales.

Relacion entre neurocomputacién y
computacién cn miquinas tipo von
Neumann

Formalmente, 12 neurocomputacion cs la dis-
ciplina tecnoldgica interesada en sistemas de
procesamicnto de informacién adaptables, pa-
ralelos y distribuidos, que, ademds, desa-
rrollan la capacidad de procesar informaci6n,
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en una forma determinada, como una respucs-
ta al scr cxpucstos a un ambiente informative
[Hecht-Niclsen 1990].

Desde la aparicién de la primera computadora
electrénica digital, itil para fines précticos, Ja
ENIAC cn 1946, hasta avanzados los afios
achenta, esencialmente 10das las aplicaciones
de procesamicnto de informacién utilizaban
un solocnfoque: la computacin cn mdguinas
tipo von Neumann (vN) —algoritmica o de-
clarativa—. Resolver un problema mediante
¢l uso de este lipo de computacién implica ef
cncontrar un algoritmo y/o un conjunto de
reglas para resolver el problema y después
codificar ésto correctamente cn software.

Pero la computacién vN puede ser usada so-
lamente en aquellos casos en los que el proce-
samicnto a realizar puede ser descrito en
términos de un procedimicnte conocido o un
conjunto de reglas definido. Si ¢l procedi-
miento algoritmico y/o ¢t conjunto de reglas
no s¢ conocen, entonces deberdn ser desarro-
Ilados, antes de poder programar una méquina
cn particular para su ejecucion.

La neurocomputacin aparece como un nuevo
enfoque en ¢l procesamiento de informacién,
que no requicre del desamrollo de algoritmos o
reglas y que comdnmente reduce en forma
significativa lacantidad de sofltware gue debe
ser desarrollado. Para cierto lipode problemas
(tfpicamente cn 4reas como procesamicnto
sensorial, reconocimicnto de patrones, andli-
sis de datos y control), para los cuales los
algoritmos o reglas no son conocidos (o, sien-
do canocidos, tal vez resulte muy caro el
software para implantarios, lieve demasiado
ticmpo oscainconvenicate implementarfo), ¢l
desarrollo autdnemo de la capacidad de pro-
cesamiento de informacién que caracterizaa
la neurocomputacién resulta ser una opcidn
muy conven Estas propiedades hacen de
la neurocomputacién, por lo menos en las
dreas donde es aplicable, una interesante alter-
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nativa o, mejor dicho, un complemento de la
computacién vN. De hecho, las cualidades de
la neurocomputacién pucden ser ficilmente
intcgradas a los sistemas tradicionales de
computacién cxistentes. Una prueba de ésto
es el anuncio, por parte de los japoneses, del
interés en desarrollar la “‘computadora de sex-
ta generacién®™, un sistema hibrido que con-
junta, en una sola mdquina, computacién vN
y neurocomputacién.

Cabe seialar que la neurocomputacidn y la
computacién vN son enfoques fundamental-
mente diferentes para el procesamicnto de
informacién. La primera sc hasa en transfor-
maciones, mientras que la segunda se basaen
alporitmos y reglas. La experiencia ha demos-
trado que estos dos tipos de procesamicnto de
informacién son operacionalmente comple-
mentarios, pero conceptualmente incompati-
bles. En otras palabras, cominmenie resulta
imposible describir la operacién de una trans-
formacién en trminos de un “principio” de
procesamicnto de informacién de alto nivel
{expresado como un algoritmo candnico o
como un conjunto de reglas de alto nivel). En
csencia, los sistemas neurocomputacionales
ticnden a operar sobre la informacién de una
manera completamente diferente a como lo
hacen los sistemas basados en algoritmos y
reglas, con los que se estd mds familiarizado,

Un aspecto importante es el hecho de que toda
funcién del cdlculo de proposiciones es reali-
zable por alguna red (de un tipo bastante sim-
ple); consccuentemente, cualquier funcién
Turing-computable puede ser llevada a cabo
poruna red de neuranas, Con ésto s¢ demues-
tra que una red neuronal tieng, por lo menos,
¢l mismo poder computacional que una arqui-
tectura tipo von Neumann,



Propiedades de las redes neuronales

A pesar de que es posible demostrar teoremas
que garantizan ciertas capacidades y propie-
dades de las redes neuronales (tales como la
tolerancia a fallas, robustez y 1a habilidad de
implantar una clase particular de transforma-
ciones), ¢stos resultados sélo aseguran que las
redes neuronales pueden ser empleadas atil-
mente y con seguridad. Esto no responde ala
pregunta, mds interesante académicamente,
de c6mo (en iémminos conceptuales mis cle-
vados) Ia red realiza su trabajo. Todo parecc
indicar que respuestas a este lipo d¢ preguntas
requieren de una profunda revolucidn intelec-
tual en el campo del procesamiento de la
informacién. Otro problema, que podrfa ser
relacionado directamente con el de correclitud
en computacién vN, es el hecho de que, una
vezgue se tiene una red que realiza totalmente
una funcién determinada, esdificil —siesque
es posible— decir si solamente lleva a cabo
dicha funci6n, o en realidad también cstd ha-
ciendo algo mds.

Las principales estructuras para el procesa-
miento de informacién de interés en la neuro-
computacién son las redes neuronales; sin
embargo, cabe mencionar que existen otras
clases de estructuras capaces de procesar in-
formacién en forma adaptable, que también
son consideradas, tales como los autématas
que aprenden [Barto et al 1986], sistemas de
aprendizaje gendtico, memorias direcciona-
bles por contenido adaptables a los datos,
sistemas de aleacién simulada, memorias aso-
ciativas y sistemas de aprendizaje difuso.

Existe una seric de caracterfsticas, comin-
mente compartidas por las redes neuronales,
que las hacen dnicas como sistemas procesa-
dores de informacién; en general, Henen la
capacidad de adaptarse, de aprendet), de auto-
organizarse, de gencralizar, de ser entrenadas,
de proveer de memoria asociativa y distribuf-
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da y suclen serresistentes a fallas parciales. Es
por cstas caracterfsticas que las redes ncuro-
nales son muy adccuadas para resolver proble-
mas especfficos, con propicdades muy
particulares, especialmente aquetlos que re-
sultan dificiles de resolver utilizando modelos
computacionales tradicionales. Tipicas dreas
de aplicacién en donde las redes neurocompu-
tacionales han sido utilizadas son [Hecht-
Nielsen 1990]: a) sintesis y reconocimiento de
voz (conversién de texto a voz y procesamicn-
to de lenguaje natural), b) compresién de imd-
genes y seilales, c) reconocimiento de
patrones e imdgenes y d) problemas de opti-
mizacién (con crecimicento exponencial o NP-
completos).

La relacién entre Ia neurocompu-
tacién y las neurociencias

Es claro que existe una relacién entre la neu-
rocomputacién y las neurociencias. Estas 6l
timas, de manera general, pueden ser
definidas como las disciplinas involucradas
con el entendimicito del cerebro. Se conside-
ra que el cerebro estd compuesto por comple-
jas redes de neuronas, Ias cudles son mucho
mds complejas que los elementos procesado-
res utilizados en necurocomputacién y sus fun-
ciones no son comprendidas en su totalidad
todavfa.

Como en cualquier ciencia, el progreso en las
neurociencias se realiza al crear conceptos
funcionales y modeles basados en resultados
experimentales, para después refinar o refytar
tales conceptos y modelos al Hevaracabo mds
experimentos. Hasta ahora, esencialmente to-
dos los modelos que se han presentado han
sido refutados o se ha demostrado que estdn
excesivamente simplificados. Pero Ia produc-
ci6n de conceptos funcionales y modelos cn
las neurociencias es contfnua y prodigiosa.
Esto provee una excelente fuente de nucvos
concepltos y principios para ser utilizados en
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la neurocomputacién, dada la relacidn que
existe entre ambas.

Natunalmente, dado que estos conceptos y
madcelos de las neurociencias no son (todav(a)
representaciones precisas del funcionamicnto
del cerebro, p ionales
basados cn estas ideas no pueden serdescritos
como “basados en la operacion del cerchro
humano™ {(una pretensién escuchada comdn-
mente). Tal vez sea mésconvenicnte decir que
operan “al estilo del cercbro”. Sincmbargo, ¢l
beneficio que obtiene la neurocomputacién a
través de los conceptos y modelos desarrolla-
dos por las ncurocicncias ¢s invaluable, no
obstante las limitaciones que éstos puedan
tener.,

E! fundamento de los sistemas neurocompu-

ionales es una arqui a inspirada en las
redes de ncuronas biolégicas. Generalmente,
una red neurocomputacional se basa en un
modelo matemético que consiste de un cienio
nimero de unidades simples tipo neurona,
llamadoselementos procesadores, interconec-
tados de alguna mancra (en ¢l siguiente capf-
tulo se da una definicién formal de red
neuronal}. Dado que los sisternas neurocom-
putacionales estdn abstiactamente basados en
lo que se conoce del funcionamiento del cere-
bro, existe una relajada cormespondencia entre
los comp de un sist neurefisiold-
gico y los de un sisterma neruocomputacional.
En su mayorfa, [a estructura y principios fun-
damentales de los sistemas neurocomputacio-
nales tienen su fundamcnto en el
funcionamiento, a un nive! muy simplificado,
de los componentes del proceso fisioldgico
del disparo de las neuronas.

De manera muy superficial, sumamente sim-
plificada, 1al proceso puede ser descrito como
sigue (para una descripcién mds detallada,
véase [Tapia 1983]). Primero, las sefiales de
entrada inciden en la ncurona, provenientes de
cllamisma o de otras neuronas, através de las
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sinapsis, que regulan la cantidad de informa-
cién que pasa desde las terminales nerviosas
incidentes hacia la neurona, pudiendo serex-
citadoraso inhibidoras. Las seiiales sonenton-
ces pasadas al frea central de activacién de la
neurona, donde se suman. Si este nivel total
de energfade entrada supera un cierto umbral,
que determina ¢l mfnimo nivel que se debe
aleanzar paraque 1a neurona dispare, entonces
la neuronaemite encrgfaatravés del axén(por
dondc es transmitida a otras sinapsis y puede
ser jealimentada a la sinapsis original). Pero
sila suma es menor que el umbral, nada rele-
vante sucede,

Un proceso similar ocurre dentro de cadacle-
mento procesador de una red neurocomputa-
cional tfpica. Las seiiales le llegan al elemento
procesador a través de conexiones ponderd-
das, pudiendo ser positivas o negativas. Estas
seflales son sumadas a través de una funcién
de adici6n, El resultado de esta sumatoria es
suministrado como entrada a una funcién de
transferencia, la cual determina la salida total
comoalgunafuncién de lasuma de las sefiales
ponderadas, Esta salida es generada depen-
diendo de las condiciones de la funcién de
transfercncia, que puede serlineal, nolincal o
lineal a trazos.

Por otro lado, es intcresante mencionar que
comicnza a haber un flujo de ideas de la
neuroce iénalasncurociencias. Micm-
bros de la comunidad de neurocomputacién
cstdn constantemente desarrollando  nuevas
amuitecturas de redes neuronales, asf como
nuevos conceplos y teorfas para explicar la
operacidn de estas arquitecturas. Muchos de
estos desarrollos pucden scr usados por neu-
rocientfficoscomo nucvos paradigmas parala
construccién de conceptos funcionales y mo-
delos de elementos del cerebro y la mente.
Estos pueden llevar a nucvas predicciones y
experimentos, Entonces, la neurccomputa-
ci6n pucde tener valiosos conocimientos que
ofrecer alasneurociencias. Graciasaque cada
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una de estas disciplinas pucde enriquecerse
del trabajo de la otra, existe un creciente nivel
de comunicacién cfectiva entre estos grupos
diferentes. ’

Neurocomputacién como tema de es-
tudio

Como tema de estudio, la ncurocomputacion
comprende tres dreas principales de actividad:

-— Arquilecturas y tcorfa
— Implantacién
— Aplicaciones

Cada una de estas dreas se describe brevemen-
te a continuacion.

Arquitecturas y teorin. En neuro-
computacidn, la palabra arquitcctura es usada
pana indicar Ia definicién matemdtica formal
“indcpendiente de [a mdquina” de una estruc-
tura ncurocomputacienal (por ejemplo, una
red neuronal), El drea de las arguitecturas y la
teorfa de la neurocomputacién se interesa en
elestudio y desarrollo de ampuitecturas neuro-
computadoras (principalmente estructuras de
redes neuronales) y de teorfas de operacidn de
tales arquitecturas. Aparte del desarrollo de
nuevasecstructuras y leorfas, investigadores en
esta drea realizan evaluaciones experimenta-
tes de sistemas ncurocomputacicnales {Ru-
melhart y McClelland 1986). Ha sido el
estudio de la arquitectura y la teorfa lo que ha
hecho posible la existencia de las estructuras
de redes ncuronales que se utitizan hoy endfa,
junto con el entendimiento de la tcorfa de su
operacién, capacidad, técnicas para uso efec-
tivo y limitaciones. Este conecimiento forma
la base para las aplicaciones exitosas ¢n el
mundo real.
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Implantacién. EI 4rea de implantacion en la
neurocomputacién implica la investigacién y
el desarrolle de los medios para implantar
arquitecturas neusrocomputacionales en hard-
ware {fsico [Psaltis et 2l 1989]. Esto incluye
trabajo en dreas tales como lenguajes de neu-
rosoftware (lenguajes para descHbir arquitec-
turas de redes neuronales de manera
independiente a la mdquina a utilizar} (Weit-
zenfeld 1989; Kolonay y Klimasauskas 1987],
disefie y desarrollo de neurocomputadoras, asf
como el disefio y desarrollo de interfases entre
los sistemas de computacién programada ylos
sistemas neurocomputacionales [Hecht-Niel-
sen 1990). Son los resultados de !a inves-
tigacién y desarrollo de la implantacién los
que permiten que se tenga la capacidad de
aplicar la ncurocomputacién a problemas
préicticos de manera rdpida y fdcil.

Aplicaciones. Por mucho, el drea con mayor
actividad en neurocomputacién cs Ia de las
aplicaciones. Mucha gente, con antecedentes
académicos diversos, estd aplicando ahora Ia
neurocomputacién a una amplia varicdad de
problemas. La m4s exitosa metadolog(a pare-
cc scr el enfoque de la “solucién en busca de
problemas”, en ¢l que los expertos en algin
dominio de aplicaci6n aprenden sobre Ia ca-
pacidad y limitaciones de maltiples arqui-
tecturas de redes ncuronales, para despuds
identificar en su drea de conocimicnto algln
problema importante que preda ser resuclto
con ayuda de la neurocomputacién. Exisienya
numeroses ¢asos de exitosas aplicaciones
prdcticas cn ramas muy diversas [ Yuhas et al

. 1989; Le Cun ct al 1989; Lupo 1989; Brown

1989].
Historia de [a neurocomputacién

En los ultimos siglos, ¢l intento por explicar
1a inteligencia ha generado teorfas metaffsi-
cas, especificaciones formales e incluso mo-
delos explomtorios de funciones mentales. En
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el siglo XX, los recursos intelectuales de los
investigadores se enriquecicron por el desa-
rrollo de tres sucesos: la teorfa formal de la
computacién; ¢l disefio de mdquinas funcio-
nales para Ja implantacién de computaciones
especificadas formalmente; y el dLSCLIbn-
miento de la neurona,

El primero de los intentos, en Ja época mader-
na, para identificar la naturaleza de Ia inteli-
gencia fué el realizado por ia corriente de la
cibernética, comenzando en 1943, asociada
con cltrabajo de Wicner {Wicner 1948), quicn
sentd algunos de los fundamentos de la teorfa
moderna de contrel por realimentacién. La
importancia de la cibernética estriba en que
sugiere que la teleologla puede ser consistente
con la mecanizacidn, Se decfa que ¢l punto
clave de la inteligencia era I adaptacién y
dado que la cibernética parecfa presentar una
respuesta de c6mo esta adaptacion podfa ser
explicada en téminos de la realimentacién de
informacién, considcrando al mismo tiempo
las cuestiones teleol6gicas —*El prop6silo
del gobemador es mantener la velocidad de la
m#quina constante”"—, atrajo mucho la aten-
cién de la gente que intentaba modelar el
procesamicnto de informacidn bioldgico. Sin
embargo, la cibernética nunca se convirtié en
el lenguajc de Ia LA, porgue no tenfa lariqueza
ontolégica parahablar de peicepcién y cono-
cimiento: atn cuando tenfa la nocién de pro-
cesamiente de informacién en un sentido

tenfa metas y para aleanzar-
las—, carecfa de 1a nocién de computacién y
formas de representacidn para ella.

El principio d¢ la neurocomputacién comin-
mente se remite al articulo de Warren McCu-
lloch y Walter Pitts en 1943 {McCulloch y
Pitts 1943], cuyo titulo, “A Logical Calculus
of the Ideas Immanent in Nervous Activity™,
indica el nacimicnto comin de los enfoques
tradicional y conexionista de la 1A, Su visién
de implantar el “cdlculo 16gico” influencié a
von Neumann en ¢l disefio de la computadora
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digital e inspir6 a los pioneros de Ja TA a
intentar ¢l modelado formal det pensamiento.
Su discusi6n acerca de fa “actividad nerviosa™
contribuyd a la tcorfa psico-fisiol6gica de Do-
nald Hebh sobre conglomerados de neuronas.
En 1949, Hebb escribié un libro titulado La
Organizacién del Comportamicnto (The Or-
ganization of Behavior)que se dedicé alaidea
de que clcondicionamiento psicoldgico cldsi-
co es natural en animales porque es una pro-
piedad de las neuronas individuales. Estaidea
no cra nueva en sf misma, pero Hebb ta Hevé
mucho mds lejos de lo que nadic antes que €l
lo habfa hecho, al proponer una ley de apren-
dizaje especflica para las sinapsis de las neu-
ronas. Hebb utilizé entonces esta ley de
aprendizaje para construir una explicacién
cualitativa de algunos resultados experimen-
tales de la psicologfa. Este atrevido paso sirvid
de inspiracién para que muchos otros investi-
gadores se dedicaran a la misma idea, 1o que
sirvi6 paraabrircl camine para cladvenimien-
to de la neurocomputacidn.

Aunque hubieron muchas otras personas exa-
minando los aspectos que rodeaban la neuro-
comp in en los y principios de
los cincuenta, su trabajo tuve m4s el efecto de
preparar el escenario para futuros desarrollos
que el de realmente causar aquellos desarro-
llos. Tipico de esta cra fuc 1a creacién de la
primer ncurocomputadora, la Snark, por Mar-
vin Minskyen 1951. La Snark sf operd6 exito-
samente desde el punto de vista técnico
(ajustaba sus pesos automdticamente), pero
nunca efectnd alpuna funcién de procesa-
miento de informacién particularmente inte-
resante. Sin embargo, aponé ideas de diseiio
que fucron usadas después por otros investi-
gadores.

En 1956, los pioneros de la inteligencia artifi-
cial, Marvin Minsky, John McCarthy, Natha-
nial Rachestery Claude Shannon organizaron
la primera conferencia en intcligencia artifi-
cial, patrocinada por la Fundacién Rockefe-
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HNer. En élla, investigadores de todo el mundo
se reunieron para disculic el uso potencial de
las computadoras en la simulacién de “todo
aspecto de aprendizaje o cualquicr otra carac-
terfstica de Ia inteligencia.” Fué en esta confe-
rencia que los campos de Ias redes neuronales
y lainteligencia anificial fucron introducidos
como tales. Utilizando varios cicntos de neu-
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de aprendizaje del perceptrén, todavia se uti-
liza extensivamente, Widrow y sus estudian-
tes aplicaron e} ADALINE exitosamente en
una gran cantidad de problemas y produjeron
varios documentales de sus éxitos, Una apli-
cacién notzble fué el desarrollo de filtros
adaptables que eliminaban el cco de las Ifncas
telefénicas; por primera vez se utilizaba un
i neurocomputacional en lasolucién de

ronas y conexiones simuladas, Nathanial Ro-
chester, del IBM Rescarch, presentd en csa
primera conferencia un modelo de red neuro-
nal que construyd para explorar como esa red
responderia a estfmulos externos del ambien-
te. Esta fuéla pimera simulacién por software
conocida de redes neurocomputacionales.

La primer neurocomputadora exitosa, ¢l Pe-
ceptron Mark [, fué desarrollado durante 1957
y 1958 por Frank Rosenblatt, Charles Wight-
man y otros. Dados sus profundos conoci-
mientos, sus contribuciones téchicas y st
modema forma de pensar acerea de las redes
neuronales, mucha geate considera a Rosem-
blatt como ¢l fundador de Ia neurocomputa-
cién tal como se conoce hoy en dfa. Su
principal interés fu€ en el reconocimicenie de
patroncs. Aparte de inventar el perceptrén,
Rosemblart también escribid un libro, antici-
pado para su € poca, sobre neurocomputacién,
Principios de Ia Neurodindmica (Principles of
Neurodynamics).

Dado que et percepirdn ema un dispositivo
experimental en desarrollo, tenfa ciertas limi-
taciones. No tenfa estructura de cstados y era
inapropiado describirlo en iérminos de later(a
de autématas.

Un poco despuds que Rosenblate, en 1959,
pero de manera muy similar, fué Bernard Wi-
drow quien, trabajando junto con sus estu-
diantes graduados, desarrolléun tipo diferente
de efemento procesador para las redes neuro-
nales Hlamade ADALINE, el cual estabaequi-
pado con una nueva y poderasa ley de
aprendizaje, misma que, adiferencia de la ley

un problema del mundo real. Widrow también
fundé la primer compaiifa de hardware neuro-
computacional (la Memistor Corperation), Ia
cual produjo ncurocomputadoras y compo-
nentes nearocomputacionales para ventas co-
mereiales a principios y mediados de los
sesenta.

Aparie de Rosenblatt y Widrow, hubo un ni-
mero de personas que a finales de los cincuen-
ta y principio de los sesenta tuvicron un &xito
substancial en el desarrollo de arquilecturas
neurocomputacionales y conceptos de im-
plantacién, No obstante el éxito considerable
de estos primeros investigadores en neuro-
computacién, el campo sufrié notoriamente
de dos problemas cbvios. Primero, lamayorfa
de los investigadores atacaron ¢l tema desde
un punto de vista cualitativo y experimental,
mds que desde un punto de vista analftico
(aungue hubo notables excepeiones a ésto,
como el caso de Widrow). Este énfasis expe-
rimental resultd en una carencia significativa
de rgor y una relajaciSn de pensamicnto que
molest$ a muchos cientificos e ingenieros es-
tablecidos gue observaban este campo. Sc-
gundo, una parte desalortunadamente grande
de los investigadores en neurocomputacién (y
la gente de la prensa con quienes hablaban) se
dejaron llevar por su entusiasmo en sus decla-
raciones y $u escritura, Por ejemplo, hubicron
predicciones umpliamente publicadas de que
el desarvollo de cerchros artificiales estaba a
tan sélo unos afioes de distancia. Este tipo de
exageraciones desacredité al campo delaneu-
rocomputacidn y molesté a la geate técnicaen
olras campos.
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Apane de las exageraciones y la falta general
de rigor, para mediados de los sesenta parecfa
que a los investigadores se les habfan termi-
nado las bucnas ideas. Se hizo claro que para
poder abiener NUCVOS Progresos era necesario
introducir ideas radicalmente nucvas —y no
era aparcente que €stas pudicran aparecer pron-
tamente—. De hecho, asf sucedi6. Este agota-
micnto intelectual ocasiond que mucha de la
mejor geate sc alejara del campo. La mayaria
de ellos se dedicaron a campos relacionados
tales como el reconocimicnto de patrones,
procesamicnto de imdgenes y procesamichto
de senales.

Para mediados de los sesenta, era claro que la
primer era de éxitos de la neurocomputacién
liegaba a su fin. Aunque en realidad Ia neuro-
computacidn ya era para entonces un campo
en decadencia, la publicaci6n co 1969 por
Minsky y Papen del libro Perceptrones (Per-
ceptrons) generd una fuerte polémica, de la
que se desprendieron varias interpretaciones,
Este libro probaba matemdticamente que un
perceptrén no podfa implementar la funcién
I6gica del o exclusivo (XOR) ni muchas olras
funciones en forma de predicados (funciones
escalares binarias de variables vectoriales bi-
narias).

Una de las interpretaciones fud que la tesis
implfcitaenellibro Perceptranes era que escn-
cialmente todas las redes neuronales padecian
del mismo "‘defecto fatal” que el perceptrén;
es decir, la incapacidad de calcular ciertes
predicados esenciales tales como ¢l XOR.
Minsky y Papert revisaron varias propuestas
de mejora para el perceptrén y demostraron
que tampoco éstas podfan realizar lasacciones
adecuadamente. Esta interpretacitn dejaba la
impresi6n de que la investigacidn en cl drea
de las redes newronales resuliaba ser un calle-
j6n sin salida.

Otro enfoque surgido de 1a polémica ocasio-
nada por ¢i Perceptrones fué el intentar resol-
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ver las limitaciones encontradas. Esto generd
nuevas Ifncas de investigacién —redes con
miiltiples capas, procedimicntos para la co-
rreceién del error, memorias asociativas linea-
les, etc.—-,

Pero la idea gencral de que lainvestigaciénen
redes neuronaies no Hlevabaa ninguna parte se
establecié firmemente. Los investigadores en
¢l campo de la intcligencia artificial obtuvie-
ron todo el dinero que antes se destinaba a la
investigacidn en redes ncuwrontles y mids, De
ahfcn adelante, la ncurocomputacion tuvo que
seguir bajo tierra.

Durante el perfodo desde 1967 hasta 1982, se
realiz6 poca investigacidn expllcita en neuro-
computacién en los Estados Unidos (la inves-
tigacién en Japén, Europa y la Uni6n
Soviética fué, dc alguna manera, menos afec-
tada por la debacle del Perceptrones). Sin
embargo, una gran parte de lainvestigaciénen
redes neuronales se 1levé a cabo bajo los titu-
los de proccsamiento adaptable de sediales,
reconocimiento de patrones y modclaje biolé-
gico. Un aspecto interesante de esta cra de
investigacién silenciosa fud el gran influjo de
nuevos investigadores talentosos durante los
cuatro aifos desde 1966 hasta 1969, Ejemples
de ellos son Shun-ichi Amari, James Ander-
son, Kunihiko Fukushima, Stephen Gros-
sherg, Harry Klopf, Teuvo Kohonen y David
Willshaw. Esta gente, y aquellos que llegaron
en los siguientes trece afios, fueron los que
pusieron el campode la neurocom putacién en
una base sélida y prepararon ¢l camino paracl
renacimicnts del campo.

Para principios de los ochenta, muchos inves-
ligadores ¢o neurocomputacidén se atrevieron
a comenzar a realizar praposiciones para ex-
plorar el desarrollo de neurocomputadoras y
aplicaciones de las redes neuronales. El pri-
mer paso se did enla A gencia de Proyectosde
Investigacidn Avanzados de Defensa (DAR-
PA). donde Ira Skurnick cscuchd los argu-
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mentos que los investigadores cn neurocom-
putacién hicieron enfavorde su trabajo. Apar-
tandose de la tradicidn, Skurnick comenz6 a
otorgar fondos a la investipaci6n en neuro-
computacién en 1983. Dado que DARPA era
considerado como uno de los indicadores
mundiales de Ia moda tecnolégica, estaaccién
abrid las puertas a la neurocomputacidn en
otras organizaciones destinadas a proveer de
fondos para la investigacién. Skurnick estuvo
en ct lugar indicado en el momento indicada
para tomar una decisién clave que ayudara a
desencadenarel renacimientode la neurocom-
putacidn.

Otracnome fuerzacneste sentido, cn losafios
1983 0 1986. fué aportada por John Hopficld,
un fisico establecido con reputacién mundial,
quién s¢ habfa interesado en las redes neuro-
nales unos afios atrds, Hopfield escribié dos
artfculos sobre redes neuronales, en 1982 yen
1984, mismos que, junte con sus conferencias
en todo ¢t mundo, persuadicron a cientos de
cientfficos, matemdticos y tecnélogos aita-
mente calificados a unirse al emergente cam-
po de las redes neuronales. Uno de los grandes
atractivos fu¢ la naturaleza multidisciplinaria
del campo, que permitfa conjuntar resultados
obtenidos en dreas diversas y planteaba retos
muy interesantes, compartidos con otras dis-
ciplinas s6lidamente establecidas.

De hecho, para principios de 1986, aproxima-
damente un tercio de la gente en el medio
habfa sido tragda directamente por Hopfield o
por alguno dc sus nuevos seguidores. Hoy en
dfa se habla de un 50-80%. El trabajo de
Hopfield como reclutador fug tal vez la con-
tribucién individual mds importante para el
principio del crecimicnto de este campo revi-
talizado. De hecho, en ciertos cfrculos, s
desarrolld 1a confusién de que Hopfield habia
inventado la neurocomputacién (o habfa por
lo menos suministrade los descubrimicntos
clave que llevaron a la revitalizacién del cam-
po). Esto generd una inconformidad significa-
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tiva en muchos de los verdaderos pioneros de
este campo—particularmenteen aquellos que
habfan continuado batallando durante ¢l pe-
rfodo de tiempo de Ja investigaciéa silenciosa
enla obscuridad y que ahora esperaban recibir
clogios por los trabajos acumulados (que fi-
nalmente vinieron, pero no hasta 1987)—,

La primera conferencia recicnte sobre neuro-
computacién fué la Primera Conferencia Con-
junta E.E.U.U.-Jap6n en Redes Neuronales de
Cooperacién y Competencia, en Kyoto, 1982.
Para 1986, con la publicacién de los “libros
PDP” {Rumelhant y McClelland 1986}, el
campaoexploté. En 1987, la primera confercn-
cia abierta sobre redes neurenales cn ticmpos
modemos, la Conferencia Internacional en
Redes Newronales de la IEEE (con més de
1,700 participantes), tuve lugar en San Diego
y se formé la Sociedad Internacional de Redes
Neuronales (INNS). En 1988 se fund6 la re-
vista Neural Networks de la INNS, seguida de
Neural Computation en 1989 y del Transac-
tions on Neural Networks del IEEE en 1990
(y subsecuentemente por muchas otras), Co-
menzando en 1987, muchas universidades 1f-
deres anunciaron la formacidn de institutos de
investigacién y programas educacionales en
neurocomputacidn,
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2. Método de anilisis

Modelo de red neuronal

Existen varias formas de modelar ¢l funciona-
miento de una neurona. Para este trabajo, se
considerarin dos aspectos importanies para la
representacién de la neurona: el powencial de
membrana y la frecuencia de disparo. Para
modelarladindmicadel potencial de membra-
na se utiliza el modelo del “integrador con
fugas”, contemplando las propiedades de su-
maespacial y temporal de la siguienie manera:

d
7 ——L"&{S'l = mj() + [j{Y) + mjp

donde 1jes la constante de tiempo caracterfs-
tica de la neurona j, mj(t) es su potencial de
membrana en el tiempo 1, mj,o es su potencial
de reposo e 1j(t) deseribe la propiedad de suma
espacial como sigue:

() = i wij Fi(mi(t))—En: 'k Fk(mk(l))

i=] k=h+]

donde se representan los efectos ponderados
de las h sinapsis excitadoras (primera sumato-
ria) y las (n-h) sinapsis de cardcter inhibitorio
(segundasumatoria)que incidenen lancurona
J. Las F (m(t)) son funciones no lincales que
describen Ia frecuencia con que se transmiten
los potenciales de acci6n a las terminales ax6-
nicas. Enel modelode! “integrador con fugas™
generalmente se utilizan funciones discontf-
nuas tipo escalén

oo ki simiz oo
F‘(m')-'{() simj <o

o tipo rampa
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ki si mpz@2i

MEPLE Yy o
Fl(m‘): kl(‘Pz.i—‘P_l.l)Sl @1, $mi<@2,i
0 si mi<qui

para detcrminados valores de umbral @i y 1a
constante ki.

De esta manera, resulta claro que es ficil
extender ¢l modelo de neurona, mediante un
sistema de ccuaciones diferenciales ordina-
rias, para representar una red neuronal,

Teoria general —cualitativa—

Un sistema de ecuaciones diferencinles ordi-
narias (EDO) puede ser utilizado como Ja
mejor manera de modelar a muchos de los
sistemas {(sicos que evolucionan en el tiempo
{Odell 1980]. Sin embargo, no es necesario
saber como derivar las férmulas que dan la
solucién a un sistema de EDO —que en ja
mayorfa de los casos ésta no exisic-—. En
muchas de las ocasiones en las que es posible
encontrar una solucién exacta, 0 una aproxi-
macién asint6tica, la forma de ésta resulta tan
compleja que no permite obtener informacién
acerca de su propia naturaleza, a menos que se
haga una representacién grifica —geomé-
trica— de la misma.

Las simulaciones numéricas resultan de gran
ayuda para obtener una caracterizacion cuan-
titativa, pero casi siempre se debe hacer pri-
mero una caracterizacidn cualitaliva; de esta
manera resulta mucho mds ficil sintonizar los
parimetros del sistema convenientemente pa-
ra poder reproducir los comportamicentos rele-
vantes del misma.

Existen varias formas de obtener una caracte-

rizacién cualitativa de algiin sistema dindmi-
co. Sinembargo, el poder representarlos tipos
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de soluciones de manera visual, obtenicndo
graficas en el contexto de una metdfora geo-
métrica, conlleva un gran nimero de ventajas,
éspecialmente para sistermas de orden menor
o igual a tres.

Para esta breve exposici6n de la tcorfa cuali-
tativa de las ecuaciones diferenciales, se hard
veferencia a fa forma candnica para los siste-
mas de EDO, dada por el siguiente sistcma
auténomo:

d
—:‘l =f1(y1..... yn) yi0) =1

%’% =fz(y|..... .Vn) yz(.O)_ =2 "

d
—d% =f,,(y|..... yn) y(0) =en

para 0<1<7, donde cada y; representa una
variable de estado del sistema y las ¢; son las
condiciones iniciales, paraé = 1,2, ..., 1. Un
sistema de EDO no aut6nomo de orden m es
equivalente a un sistema auténomo de orden
n=m+1, Para transformar un sitcma no auté-
nomo en uno auténomo, basta hacer
Yn/y=1, en=10=0y reemplazar a? pory,
en las fi.

Euxistencia y unicidad de las soluciones

Dadounconjuntode condicienesiniciales (c1,
€2, -.., €n), denotado por e, es posible que el
sistema no tenga ninguna solucién, que tenga
una o que tenga muchas. Para poder determi-
nar si¢l problema de valores iniciales (PVI)

vectores de di
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ticne una tnica solucidn, sc debe verificar si
cada f; escontinuamente diferenciable respec-
to acaday;. Dichodc otra manera, si paracada
1<i, j€n, % Ay; es una funcidn contfnua de
todas las yi, cntonces s¢ parantiza que cuando
se especifica un conjunto de condiciones ini-
ciales ¢, para valores suficientemente peque-
flos de 7, cf sistema tiene una solucidn dnica.

La metifora geométrica: espacio de fase

Cada solucién del sistema (1) es un conjunto
de funciones yj(s),..., ya(s) cuyos valores
cambian conforme ¢ varfa. Se puede conside-
rar a cada solucidn particular como una curva
o trayectoria, desenvolviéndose en un espacio
Euclideano de dimensi6n n, R". Los puntos
que conforman esta trayectoria tienen, encada
instante ¢, las coordenadas y(1) en R", Confor-
me 7 varfa, estas coordenadas cambian y la
curva sc desarrolla en R”. De esta manerz, la
totalidad del espacio R"contiene una infinidad
de trayectorias entrelazadas, donde cada una
es la solucién de algdn PVI. De hecho, las
coordenadas de cualquier punto de unatrayec-
toria dada pueden funcionar come condicio-
nes iniciales para csa misma trayectoria. Es
decir, ol redefininir £=0, cualquicr punto visi-
tado por una curva se pucde tomar como con-
diciones iniciales que determinan a esa
trayectoria, dec maneravnica, crtre lainfinidad
de curvas quc son solucién del sistema de
EDO.

Se pucde pensar que las funciones fi (y) le
asignan a cada punto (y1...., ¥s) del espacio
R" un vector cuyos componentes son los va-
lores de las fi en ese lugar, el cual es tangente
a la trayectoria Gnica (ue pasa por ¢5¢ punto

1 Sc usardn letras cn negrillas para rep

i6n a. Por cjemplo, y(1) denota ed punto con

coordenadas (y7 (1), ..., ¥a (). € (¥) denota el campo de flujo cuyos componcntes son (fi(y),.... faly). E!

sistema de EDO (1) se reduce a dy /df = £ (y)
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(scasume que las f; son funciones suaves). La
magnitud de este vector especifica la veloci-
dad ala que lasoluci6n pasaa travésdel punto
al que estd asignado. Se dice que las f; (y)
especifican un flujo en el espacio (Yiy . ya),
al que se le llama espacio de fase para ¢l
sistema de EDO (1). La tasca de encontrar
soluciones a esle sisterma se traduce a la de
constrir curvas en cste ¢spacio de fase que
son sicmpre tangentes a los vectores del flujo.
A vstas curvas se les lama comunmente tra-
yectorias, curvas de solucién, curvas integra-
les del flujo, ete.

La tarca de resolver un PVI particular, en la
forma de (1), consiste ¢n encontrar, entre 1a
infinidad de trayectorias, la curva integral dni-
ca del flujo, (f1,.... fu), que pasa por el punto
cuyas coordenadas sott los valores de las con-
diciones iniciales especificadas (cy,..., ).
Dado que existen métodes numdéricos que re-
alizan esta tarca muy fidcil y rdpidamente,
resulta conveniente utilizar alguno de éstos
programado en la computadora para resolver
el PVI(1).

Utilizandoesta metdfora geométrica, clenten-
derel eomportamicnto cualitativo de un siste-
ma de EDO dado como {(!) se reduce,
conceptualmente, a generar una repre-
sentacién compuesta por [as curvas intcgrales
del flujo f. A esto s¢ le llama representacién
de fase, la cual indica todos Ios aspectos inte-
resantes acerca de todas las soluciones posi-
bles del sistema de EDO,

Para cualquier sistema dinimico, una descrip-
cién cualitativa de los distintos comporta-
mientos dinfmicoes que pueda exhibir,
comienza con la idenlificacién geométrica, en
el espacio de fase, de todos los atractores

2. Método de andlisis

pasibles. Un atractor es ¢l estado que alcanza
¢l sistema, una vez que han transcurrido las
etapas transitorias de su dindmica. Se puede
hacer una clasificacién general de los tipos de
atractores que cominmente se observanen los
sistemas ffsicos —particulasmente en las re-
des neuronales— cn varias categorfas: (puntos
de) equilibrio, (ciclos) periddicos, cuasipe-
rigdicos y {mezclados) cadticos [Hirsch 1989;
Thompson y Stewart 1986]. En los sistcmas
no lineales s comn encontrar multiplicidad
de atractores, coexistiendo varios de ellos, ain
siendo de distintos tipos. Para el andlisis reali-
zado ca esta tesis, dadas las caracterfsticas del
modelo estudiado, sélo serdn de intents los
sistemas con propicdades de convergencia y
de oscilacidn.

Puntos de equilibrio

Cuando dos 0 més trayeclorias se intersectan
en el espacio de fase en un mismo punto p, se
debe cumplir que, como para cualquier otro
punto, f tenga un tnico valor (vectorial), f(p).
Este vector dnico debe sertangente a todas las
trayectorias que pasan por el puntoe p. Si s6lo
se consideran los caso en que las £ son funcio-
nes contfnuamente diferenciables de las yi, la
Gnica posibilidad es que f(p)=0 (lo que signi-
fica quef,(pl ,.,.,p,,)= 0, para i =I,.., 7).

A este punto se le llama puntode equlllbrioz.
ya que si f(p)=0 entonces el sistema
dy/de =1 ( y )ticne a y{(r)=p como una solu-
cion invariable en ¢l tiempo. Dado que para
un fiujo continuamente diferenciable {(y), las
trayectorias en el espacio de fase pueden in-
terscetarse tinicamente en puntos de equili-
brio, ¢l andlisis cualitativo del
comportamiento dindmico de un sistema de

2 También se e conoce como *punta de estado estacionario’, *punto critico® o "punto singular’.
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EDO debe comenzar por ubicar todos estos
puntos criticos.

Saoluciones periddicas

Cuando una solucién a un sistcma de EDO es
periédica  —para  alguna T>0,
¥i ¢+ = yi () para toda +— corresponde a
una curva solucién en el espacio de fase que,
despuds de realizar uncierto recomrido, regresa
al punto del que partié, formando asf una
trayectoria cerrada.

La aparici6n de atractores periédicos es muy
importante, yaque las oscilaciones que produ-
cen pueden dar lugar a fendmenos relevantes,
tanta en las funciones fisiol6gicas (ritmo car-
dfaco, respiracién, movimiento, ete) como en
sistemas mecdnicos o electrénicos [Guevara
¢t al 1983][Hirsch 1989]. Por otro lade, el
forzamiento periddico de osciladores no lica-
les puede originar comportamicatos y patro-
nes complejos de amatramiento de fase,
bifurcaciones y dindmicas aperiédicas [Gue-
varaetal 1983].

Comportamiento de sistemas lincales de
EDO con coeficientes constantes

Existe una clasificacién completa para las ca-
racterfsticas presentadas por la clase m4s im-
portante de sistemas de EDO, denominados
sistemas lineales homogéneos con coefi-
cientes constantes, que tienen Ia siguiente
forma:

2. Mftodo de anatisis

-LG(y.. .yn)wmwxmf + augn

Lﬁ(yn..yn}azmmnm mm..
,"(2) _

[

fn(w. .y..}anmmw Aanms

donde las aij son constanes. Este sistema ¢s
lineal, ya que si § (1)={(31(s),.. .yn(f)2

§ (=N, .yn(r)) n dos soluciofies
cualesquicra de (2), enfonces cualguier com-
binacién lincal de ¥ y y tambicn lo serd. Es
decir, para dos constantes cualesquiera oy B,
z ()= uy(r)+£iy(x) es una solucién. Es por
esta propiedad que se pueden construir todas
fas soluciones del sistema (2) a partir de la
combinacién lineal de n soluciones simples.
El proceso para encontrar estas soluciones se
describe a continuacién,

La dnica funcién cuya derivada con respecto
ates proporcional a ella misma es un miltipto
de la funcién exponencial y(2) = ¢, Toman-
do ésto en consideraci6n, es posible encontrar
un conjunto de constantes (vi...., vq} ¥ un
exponcnete A tales que hagan que la siguicate
expresion sea una solucidn de (2).

Y@

= . |0 %))
ya() Vi
Cuando la ccuacidn (3) se substituye en (2)

resulta el siguientc sistema de ecuaciones al-
gebraicas tineales y homogéneas:
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(a1-Apvi+aavzt.. +aiava =0,
anvit(an-Avzt..4a2avn =0,

- @

ag1vitamvet. .. Hann=A)va = 0.

Para que (4) tenga una soluci6n no trivial,
V1, v2,..., ¥a} 2 (0, 0...., 0), el determinante
de los coeficientes de (4) debe serigual a cero:

an-A aR ... am
a1 an=-A ... axu

anl  an2 ... Gpa=A

Resolviendo (5) se tiene un polinemio en A de
grado n, llamado polinomio caracteristico
del sistema (2):

At A Ll oA 2 iAo = O

dende las J son funciones no lincales, usual-
mente complicadas, de (ajj), lamadas inva-
riantes escalares de la matriz (aj). Cuando
una A es uno de los n ceros posibles del
polinomio camcterfstico, se e denomina un
eigenvalor 0 exponente caracteristico del
sistema (4) y tiene asociado un conjunto de
constantes (v1,...,vs) llamado eigenvector o
vector caracteristico del mismo sistema. Ala
solucidn especial de (2) en la forma (3) se le
ilama eigenfuncién del sistema de EDO.

Cuando se ticne un sistema no lineal, el andli-
sis se toma mucho mds complejo. Sin embar-
go, para poder estudiar la estabilidad de
sistemas no lincales, es posible investigar la
estabilidad de un sistema lincal estacionario
—{aij) constantes— obtenide mediante una
primera aproximacién [Elsgoltz 1977] res-
pectoal sistema original. Con ésto sc garantiza
que, en la vecindad del punto de equilibrio, la

2. Méwdo de andlisis

teorfa de sistemas lineales predice correcta-
mente el compor de las sol

Linealizacidn alrededor de los puntos de
equilibrio

Asumiendo un sistema de orden n=2:

%‘*=fl(y1.}‘2)

(6)
id,ﬁa‘z(yl. yz)

s¢ pretende conocer como S¢ comporia yi
ccrea de y1,, y y2 cerca de y2,,. Considerando
2 Wi y a p2 desplazamicntos infinitesimal
sobre el punto de equilibrio, se substituye el
lado derecho de las igualdades y1 =i+l
¥ ¥2 = y2., + N2 cn las expresiones anteriores.
Haciendo una expansién pama f1 y f2 como
series de Taylorcerca de i1 = 2 = Oy despre-
ciando los témminos de orden mayor o igual a
dos sc obtiene que

Ed;()'l.vml)=fl(yl,,+ul, yzqﬂxz)

=fi{Vieg yz,.,)
+ aj;ll Vs Y2eq J1
e
%(yzqwz)= n(yx.mu, Yzqﬂlz)
=100 Y2eq)

+ Wﬁl(ylﬂ,. ﬂ«)ll
e na)a
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Dada la definicién de Vg ¥ Y2eq SC ticne que
flgyh,. y;,,) lzgx,,. yz,,) 0, porloquees-
i siste-
ma, lmenl y con cocfclcmes consmntes. de
ecuaciones diferenciales ordinarias:

_}1__0" n1+a12 p2
()]

.dp _ +
—dl =a21 b +an p2

donde
n
an =5ﬁ(yl,¢y2.,)
3
alz=j£(yl,,.n,,)
J)
a2y =5')%(.v1..,. yzn,)
3
a22=5§(y1,,. y:.,)

Para encontrar los cigenvalores de este siste-
ma se calcula el determinante

R L oy
an a2~ A
de donde

xz—(amazz +(au azz-a12 nzl)= 0

Sean  =a1+azz y y=a11 az2 ~a12 a21. Los
eigenvalores, obtenidos por la férmula cua-
dritica, son

B+ Vp2-ay
2

Ar=

2. Méiodo de andlisis

p-Np?-ay

Az2= 5

En los casos en que a12=0 y/o a21 =0, los
cigenvalores son simplemente A1=ai1 y
A2 =a.

De estamanera, ¢l sistema (6) puede presentar
varios tipos de comportamiento cualitativa-
mente distintos {ver figura 1).

Posibles i para un si:

lineal de segundo orden

Cuando [32—4y>0, tanto A} como Az son
reales y A2 <A1 En este caso, Ia solucién
general para (7) ¢s

y(n:m[ ‘4) Miy, m["? )]

vl

vi
donde y son los eigenvectores de la
)7 (V3

ath a2
a1 a2

matriz

Puntos silla. Si, ademds de tener que
Bz - 4y> 0, se cumple que ¥ < 0, entonces, sin
importar el signo de B, A1 y A2 tienen signos
opuestos. Esto significa que la eigenfuncién
asociada con ¢l eigenvalor positivo crece ex-
ponencialmente en cl ticmpo, micntras que la
eigenfuncién asociada conel eigenvalornega-
tivo decae exponencialmente a cero.

En este caso, al punto de cquilibrio (0, 0) de
(7) se le llama puntesilla. Cuatro trayectorias
se intersectan en este tipo de puntos. Las tra-
yectorias trazadas por 1a cigenfuncién asocia-
da con el eigenvalor negativo conforman la
Hamada rama estable del punto silla, aproxi-
mindose asintéticamente al punto (0, 0) con-

2.6



forme ¢ —» co, La rama inestable comprende
las dos trayectorias que se acercan a {0, 0)
cuando ¢ — —ee, generadas por la cigenfun-
cidn asociada con el eigenvalor positivo.

Nodos. Cuando [32— 4y>0 y ¥v> 0, ambos
eigenvalores toman el signo de By al punto
de equilibrio se le llama nodo.

Si B>0, todas las soluciones, distinias de
cero, de (7) crecen exponencialmente en el
tiempo, porlo que (0, 0) cs un nodo inestable:
cualquier pequefia perturbacién hard que la
solucién diverja del punto de equilibrio.

Si por el contrario, B <0, cntonces ambos
eigenvalores serdn negativos y todas las solu-
ciones de (7) decaerdn exponencialmente a (0,
0). A este punto se¢ le llama node estable,

4

_ Inestabilidad estdtica

2, Métado de andlisis

Focos. Si 32 —4y<0,entonces los gigcnvnlo-
res s¢ dan como un par complejo conjugado:

piVay-*

2

Aa=
Utilizando el teorcma de de Moivre,

¢ %= cos 0 +i sin 6, se tiene que la salucién
gencral (8) sc conviete en

y=e ™ (bl' sin (wr) + b2’ cos (ml))

Nay-p?

donde v = 2

Esta solucidn oscila con una amplitud que
aumenta o disminuye, dependiendo de como

Pun{).s/:lta
1

.]L_n

Inestabilidad
dindmica

Figura 1. Posibles diagramas de fasc y eigenvalores
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cambic ¢ ™, si B <0, las trayectorias son
espirales acercdndose al punto de equilibrio,
al cual se Je denomina foco estable (o espiral
estable). Si > 0, el punto de cquilibrio se
conoce como foco inestable (o espiral inesta-
ble), ya que las rrayectorias se alcjan de él en
forma de espiral.

Para el caso en que f} =0, los eigenvalores
resultan ser imaginarios puros, A2 =% i ¥,
y la solucién general de (7) es una oscilacién
sinusoidal sostenida,
y(£) = b1’ sin (Yy0) + b2’ cos (Vyn). Las tra-
yectorias solucién son clipses concéntricas
concentroen (0, 0). A este punto de equilibrio
se le [lama centro y se dice que es neutral.
mente estable, ya que las soluciones ni se
alejan ni s¢ acercan a (0, 0) conforme ¢ — co.

Cucnceas de atraccién

Una vez que los atractores, as{ como ¢l tipo de
cada uno de ellos, ha sido identificado, es
descable asociar a cada atractor con un entor-
no definido. Partiendo de cualquier punto de
condiciones iniciales dentro de este entorno,
1as trayectorias convergen al atractor asociado
con éste. Al conjunto de puntos que confor-
man cl entomo asociado con cada atractor se
le conoce como cuenca de atraccién. Juntas,
Ias cuencas de atraccién deben constituir ef
espacio de fase en su totalidad [Thompson y
Stewan 1986).

Anilisis de bifurcacién

Cuando se conocen Ias expresiones que deter-
minan la ubicacién y cl tipo de los atractores,
es posible utilizar la informacién que se pueda
abtencr de éllas para dirigir la exploraciéa de
las capacidades dindmicas del si Con
ésto, y con ¢l conocimiento que se tiene del
fenémeno ffsico que dié origen al sistema de
EDO, cs posible orientar ia bisqueda de aque-
llos pardmetros que, al variar su valor gradual-

2, Método de andlisis

mente, ocasionen un cambio cualitativamente
distinto en la dinimica del sistema: el movi-
miento de las trayectorias pucde dejar de ser
periédico para pasar a ser cadtico, o un com-
portamicnto previamente estable puede dejar
de scrlo y convertirse en inestable, en cuyo
caso ¢l sistema tenderd a ubicarse en otro
atractor distinto; incluso el cambio puede ser
més tenue, como cuando cambia ¢l nimero
subarménico de un movimiento periddico es-
table. De cualquier modo, se habrd dado un
cambio cualitativo cn ¢l comportamicnto a
largo plazo, asociado con un cambio en (o en
la desaparici6n de) un atractor. Alconjuntode
valores de los pardmetros donde ocurren estos
cambios cualitativos se le denomina puntode
bifureacién.

Usualmente, un sistema de EDO contiene va-
rios pardmetros involucrados en suscoeficien-
ws. Es posible que coalquiera de éllos, o
incluso una combinacién de los mismos, pue-
da serelegido paraanalizar la dependencia del
sistcma respecto a un pardmetro p. Lo que se
intenta hacer es caracterizar Ja forma en que
sucede el cambio cualitativo en el sistema,
suponicndo que éste s¢ da cuando p alcanza
¢! valor no, manteniendo al resto de los pard-
metros sin variar, Se dice entonces que ocure
una bifurcacion cuando 1t cruza t9. A po se
le llama valor de bifurcacién del pardmetro
de bifurcacion .

Para poder entender completamente tales
cambios cualitativos, ¢s necesario conocerlos
cambios estruciurales en la topologfa de la
representacién de fase, en el entorno de los
umbrales de bifurcacion.

Método particular —linealidad a
trazos—

Existen varias formas generalizadas de andli-
sis para el estudio de sistemas no lineales. E!
contexte de esta tesis sugiere adoptar un enfo-
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que basado en laidea de utilizar el espacio de
fase como una herramienta analftica, Se pre-
tende obtener de ésta la mayor informacién
posibl iéndo siempre la i6n en
los aspectos cualitativos de la respuesta del
sistema. Para obtener soluciones cuantitati-
vas, sc recurrird a los métodos numéricos im-
plementados en la computadora, En
particular, se ulilizé para el proceso de inte-
gracién una versién del método de Runge-
Kutta de cuarto orden, por sus cualidades
penerales de velocidad y confiabilidad [Press
et al 1988).

Dadas las caracterfsticas de las funciones de
transferencia utilizadas en el modelo de acu-
rona considerado, se origina una separacién
del espacio de fase en regiones lincales. Esto
hace posible llevaracabo el andlisis valiéndo-
se de las ventajas de esta separacién. De ma-
nera general, se utiliza el siguiente
procedimiento [Kalman 1955):

1. Se subdivide el espacio de fase en regiones,
dentro de las cuales las trayectorias de las
soluciones responden a un sistema lineal, Es-
tas regiones estdn dete rminadas porla funcién
de transferencia elegida.

Sigmoide \

e ol - -

2. Método de anflisis

2. Se determina la colocacidn y naturaleza de
1os puntos de equilibrio para cada regidn; ésto
especificard 1a forma de las trayectorias dentro
cada una de las regiones.

4. Se conectan las trayectorias pertenecientes
a regiones adyacentes para obtener las trayec-
toriasdela respuesta global, Cada vezque una
trayectoria atravicsa la frontera entre dos re-
giones, se considera el punto de cruce como
condiciones iniciales de la trayectoria en la
nueva regién,

Cabe mencionar que tanto el escalén como Ja
rampa son funciones discontfnuas. Sin embar-
go, ambas pueden ser aproximadas por una
funcién contfnua tipo sigmoide, tal como s¢
muestra en Ia figura 2,

- g -

Figura 2. Funciones de transferencia
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3. Anailisis y resultados

En esta tesis se empleard una versién del mo-
delo neuronal simplificado (MNS) [Cervan-
tes-Pérez et al 91) del modelo de la columna
tectal de facilitacién (CTF) [Cervantes-Pérez
y Arbib 1990], mostrado en la siguicnte figu-
ra:

Como se puede observar, esta pequeiia red
consta de tan sélo dos neuronas (N1 y N2).
Unicamente Ny recibe estfmulos del exterior
(S, conun peso W1), Nj tiene ura salida que,
ponderada por Wi2, excila a Nz, al mismo
tiempo que la realimenta positivamente con
un peso W1, A su vez, N2 tiene una conexién
que inhibe 2 N1 con un peso Wai.

La expresidn matemdtica utilizada para la rep-
resentacién de este modelo estd dada por el
siguiente sistema de ecuacionces diferenciales
ordinarias;

m1 =%[—ml +W15+ Wi Fy ml)
-Wa kR (m2)+ my 0}

th2 = %[—mz +Wi2 Fl(m1)+ m2]

donde my representa la actividad de laneurona
Ni, parai=l, 2,

Para las funciones de transferencia Fy y F2 se
considerardn dos opciones, un escalén y una
rampa con saturacidn, definidas de la siguien-
te manera:

3. An.jlisis y resultados

[k simiz g
g““""‘{o simi< Qo

gi(mi+mi,0)

ki pem—————

80,

ki st mi2 @24

<
(m;): {(Pl ol i)sl QLiSmi<P2;
0 si mi<QLi

hi(mi+mi,0)

ki

¥ t
81 02i m

pama i = 1, 2. Haciendo convenientemente el
siguiente cambio de variable,

m=mi-mjp - mit)=m(t) -mio

pam i = 1, 2, s¢ obticnen las siguientes expre-
sioncs;

~m+Wi5
+Wn Fi ﬁl+m|_u(z
— W2 F2Ym3 + my, ]

o 1 _
my =z [ —M2+ Wiz Fx(m’|+m1,o)l

— 1
my ==
1 1“[



N ki st im0 2 o)
g‘(“," + mz,o)— {0 si mj+mj,p <904

_ ki si Wiz o~ mig

1o si Mi<poi-mip
Trabajando con la fucnién hi de la misma
manera y definiendo 84, = @i = mj,0 resultan
Ias siguientes expresiones:

P _ i si mi2804
g.(m; + mm)- {0 st i <004

ki si 20,
L ) i 0, <iieD;

0 si mi<B;

hfm+mio

El utilizar estas dos opciones dalugar a cuatro
combinaciones posibles, dependiendo de cust
funcién sea asignada como funcién de trans-
ferencia, tanto para Fr como para Fa. Aqulse
estudiardn los dos casos considerados mds
significativos por separado, de acucrdo con fa
siguiente clasificacidn:

. CasoA:{ :j':g'
2=g2

. .] Fi=h
CasoB.[ Fa=h2

En cada caso, las funciones de transferencia
permilen una separacidn del espacio que con-
forma el dominio en regiones lincales. Dadas
las caractecisticas de las funciones gi(x) ¥
hi(x), €l nimero de regiones depende de la
forma en que se combinan ambas funciones.
Deesta manera, enel caso A el dominio estard
separado en cuatcy regiones fincales y nueve
en el caso B, tal como se muestra en la figura
3

Dada la gran cantidad de pardmerros del sis-
tema, es conveniente realizar un proceso de

3. Andlisis y resultados

,AEZ_.‘P - B
L EErs B R3
Bo.2,
Ro | Rz
) . 8o m)
" CasoB:
. e S _ s
™ YR |Rs |Rs
622 = - =
Ry R4 | Ry
61,2 — — p
Ro Ry jRe
6811 B21 W

Figura 3. Separaciones del espacio de fase
adimensionalizaci6n, con cl prop6sito de re-

ducir en lo posibie 1a cantidad de parimetros
a consideras. Dicho proceso se detalla a con-
tinuacién.

Parimetros originales

S T, Tn Wi, Wi, Wiz, Waps
60.1,80,2,.81,1. 61,2, 82,1, B2.2:

m1,0, my0 k1, k2.

Se hace uncambio de variables de la siguiente
forma:

m; = Mim;
donde i = mi(t) y mi =mi(t) parai= 1,2 y

t = Tt; my, m2 y T son adimensionalcs, Enton-
ces, -
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dm Mid Mi .
=M ‘“1!2_._! Ty

parai=1,2

Con éslo se obtienen nucvas expresiones para
los valores dc las derivadas de mp y m3, asf
como una nueva definicidn de las regiones
lincales, tal como se muestra en seguida, para
cada caso.

Caso A

El desarrollo realizado ¢s el mismo para cada
una de las regiones, por lo que sélo se expon-
drd en detalle en el caso de la regién 0. Pam
las demds regiones se planteardn las expresio~
nes rclevantes, omitiendo los pasos interme-
dios.

Regién 0

Partiendo de Ia definicién original de esta
regidn,

Ro={ (m1.m2) | i1 <Bo,1 . M2<602)
al hacer el siguiente cambio de variables

my<8p1; Mimi<Bo1: my <e—h‘:'ll

m2<8p2; Mam2<Bp2; m2 <%’23

se obticne la nueva definicién de la regidn:

o1 802,
Ro={(mumz) | mr<ppt. ma<Ft)

Dado que

F1 (mi+m10)=0 y

= F2 (mz+mz.o) =0

E :
ll

3."Aﬁﬁijsisyré§ultqdos o

0

el sistema dé EDO que goblcmn cs!a mgldn S
qucda dc i stgunen!e manera: . :

—I'I—m1+W|S‘I

R
2—-1-.2[ m2)

nuevamente se subslituyen las nievas varia-
bles en ambas ecuaciones,

’t:,' mi =_—[ ~Mim1 + W15}
My

s L
T ™ 'b[ Mamz |

s

el sigui ist que regirfa

se
1a regidén Oz

XL wis
m =gy [~m+ g

T
I o= e T
my’ -?21 ma ]
Regidn 1

- So1 So2
Ri={ (mima) | m1 <qp . ma2 T}

T Wis w2
ml_f‘l{ MMy T M ™ X2l

o, 802
Re={(mimz) | m1zyg~, mz <)
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"'E‘ll'==1:‘ —m1+m+wn

T Ml ‘M k"v]

Reglén 3

: Rs {(mx m2) | mIE'GQ‘l.mzzml

{

S5 W
m|’=%{—m1 w "k sz

Mi M —==k2]

, T Wiz
m2' =% mz+—k1 1

Nuevo conjunto de pardmetros

Wiz

kzM

[SH

Convenientemente se hacen las siguicntes de-
finiciones;

- LA
T=12: ﬂ-?l—ﬁ
Mi=6p1: M2=06p2

_wi5_wi8

T M1 6oy

Wi w
Win=—r— M Lgr= eol: k1

W Wiz
Wiz= M'; k1= 0012 k1

- War=

3. Anglisis y resuliados

Wzl Wa
—=k=—k
M1 2= 60,1

- Conesto s¢ tiene que los pardmetros del nuevo
- sistemna son:

7. S, Wi, Wiz, W2y

Como se puede ver, se partié dc un sistema
con 17 pardmetros y se llegé a uno eqmvaleme
de tan solo 5.

Las nuevas definiciones obtenidas son utiliza-
das para substituir los nuevos parimetros en
las ecuaciones previas. Con las expresiones
para la derivada de las variables obtenidas
para cada regi6n, se determinan lIas condicio-
nes para la ubicacién de los puntos de equili-
brio, igualando cada una de ellas a cero. De
esta manera se obticnen expresiones que defi-
nen los valores de las variables que satisfacen

m2

tr R3
1
Ro | R2
»
P
1 m]

1as igualdades planteadas. Al mismo tiempo,
el plang, fasg queda dividido de la siguiente

manera:

A su vez, la funcién de transferencia se con-
vierte en:
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Regién 0 -
Ro={(mimg) | m1 <1, mz<1]
m=1[S-m1]=0
my’=-m2=0
Mgy =8
m2 =0
Region 1
Ry ={(mp1m2) lm<lime21 }
mn'=tx[S—W21-m1]_¥0 '
mz'=-m2=0 -
mi, =8 —~Wai
mzy =0 .

- Regién2
R2={(m1.mz) lmi2l.ma< l]
m" =T [ S+Wy~mi]=0
m2' =Wi2-m2=0
mi,=S+Win
m2,=Wj2
Region ¥

R3={(mrmn) [ miz 1, myz 1]

m’=1 [ S+ Wy —Wz‘l—ml]:=0_

m2’ =Wiz2-m2=0"

.-3. Andlisis y resultados

: ,ml.,,=S+Wu-Wz|

M2z Wi2

Dependiendo de los valores de los pardmetros
1a posicién del punto de equilibrio puede que-
dar, gencralmente, ya sea dentro de [a misma
regi6n para la que se cstd definiendo —real—,
o bien fuera de ella —virtzal—, Dado que
ambos ejes del plano fase estdn divididos por
mi=1, cada expresién de Migg puede ser: a)
mayoroiguala I;ob)menora 1. Estodalugar
auncoenjunte de desigualdades, con las que s¢
puede generar lo que de aquf en adelante se
denominard cardlogo de restricciones. Este
catdlogo se presenia en forma de tabla (ver
wabla I).

Se determinaron las posibles colocaciones de
los puntos de equilibrio, en forma inde-
pendiente para cada regién, seilalando las res-
tricciones aplicadas encadacaso y se hizo una

No Restricci6n Reg

ﬁo S<1 0o
1 S21 0
2 S-War<«l 1

3 S-Wz21 !

4 S+Wi<! 2

5 S+Wiz21l 2

6 Wiz<1 2,3
7 Wizz! 2,3
8 S+Wir-W2r<l 3

9 S+Win-wz21 3

Tabla I. Restricciones caso A
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Figura 4,

clasificacién, misma que sc muestra en forma
de diagramas de 4rboles (ver figura 4). Larafz
indica la regién para la que sc estd determi-
nando la colocacidn del punto de equilibrio;
los ndmeros que etiquetan las ramas corres-
ponden a la restriccién aplicada al seguir esa
ruta; las hojas indican la regién en que se
localizarfa el punto de equilibrio.

Se escogid esta forma de representacion ya
que facilita no sélo la visualizacién del proce-
so de ubicacién de los puntos de equilibrio,
sino que ademds, como s¢ comenta més ade-
lante, se apega a la estructura de datos concep-
tal utilizada en Ia automatizacién del proceso
mismo.

Muchas de las posibles colocaciones de los
puntos de cequilibrio involucran restricciones
que, consideradas globalmente en todas las
regiones, son mutuamente cxcluyentes o in-
compatibles con las demés colocaciones.

En este caso, el nimero de colocaciones posi-
bles es relativamente pequedio 2x2%=64
pero ¢n otros casos esta cantidad aumenta
exponencialmente con el ntmero de regiones.
Por esta razén, se diseid un procedimicnto
que determina cudles configuraciones, dentro
de todas Jas posibles, no contienen restriccio-
nes incompatibles entre si,

3. Andlisis y resultados

Para Ia realizacién del programa que lieva a
cabo el procedimicnto seconstruy6 una matriz
de compatibilidades, en 1a que s¢ describe,
para cada restriccién, con cuales otras puede
coexistir en una misma configuracién de los
puntos de equilibrio de todas las regiones.
Utilizando csta matriz, se hace una bisqueda
de configuraci consi iguicndo las
rutas marcadas por las ramas de los drboles de
cada regién, generando una lista de todas
aquellas que no presentan inconsistencias (ver
tabla 2). En esta lista se incluye, para cada
configuracidn, para cada regién, la ubicacién
del punto de equilibrio y las restricciones apli-
cadas.

No.| Regionescon Restricciones
cqbiibro seal plicadas
0 0 0.2,4,6,8
1 0,2 0,2,5,6,8
2 2 1,2,5,6,8
3 0 0,2,4,7,8
4 0 “1700,25,7,87
5 S 1,2,57.8
6 o2 025680
7 2 a6 e
8 2 1,3,506,9.
9 0.3 L7597
10 3 1.2,52,9
1 3 5,1

Tabla 2. Cnnﬁgd[{lcidhesc&d




Con ¢sto se ticne una descripeidn simple de
cada uno de los posibles comportamientos
distintos que se pueden presentar en esta red
de dos neuronas, asf comoa las refaciones que
se deben cumplir entre los pardmetros de la
misma para conscguir tales comportamientos.

Se observa, porejemplo, que las configuracio-
nes(,2,3,4,7, 8 10y 11 presentan casos de
manoestabilidad; en las configuraciones 1, 6
y 9se dan biestabilidades; ¢n {a configuracion
5 s¢ presenta el caso dnica en el que todos los
puntos de equilibrio son virwales, con la po-
sible existenciade trayectorias cerradas peri6-
dicas —oscilaciones—,

Dado que en este case el ndmero de configu-
raciones es relativamente pequefio, fud posi-
ble establecer, uno por une, los intervalos de
los pardmetros que permiten que cada confi-
guracién entre en vigor. Esto se hace tomando
en cuenta todas Ins restricciones inclufdas en
cada configuracién y reduciéndalas o dos o
tres expresiones que representan a todo el
conjunto, eliminando as{ las posibles redun-
dancias. En algunos casos, se¢ generan dos
especificaciones distintas para una misma
configuracién, dependicndo de fa relacidn ca-
tre dos parfmetros. Esto es vdlido y su signi-
ficado s¢ actara al contemplar la distribucién
de las configuraciones en el espacio de pard-
metros (ver figura 5).

A continuacién se presenta el andlisis realiza-
do para cada configuracidn, Dado que el pa-
rdmetro de intenés estd representado porla S,
se procusé expresar los intervalos en términos
de éste. (S6lo se muestran las restricciones
utilizadas en la obtenciéa de los intervalos
para ia primera configuracidn.)

Configuracién 0

Restricciones:

3, Andlisis ¥ resvhiados

0] S<1 :
{2} S<i+ Wz
4] S<i-Wi
[8] S<1-Wii+W2

6] Wit :
Intervalo:
S«<i —Wu-
Ao { W<t
Configuracién 1
1=~WiiSS<I~Wi+ Wy
Al Wiz<l
Wit >Wat
i-Wnss<l
B W<l
Wi1S W21
Configuracién 2
1<8<t-Wnp+Wy
Az Wiz <l
Wi < Wai
Configuracién3
S<1~Wn
A { Wizz1
Configuracion 4
1~WsS<1-Wp+Wyy
A4 Wizl
Wi > Wz
1-WysS<1
Bs Wiz21
WitsWy

- 3.7



3. Anglisis y resultados

- Configuracién? -

.Cdnﬂguradéyls
S , S frES el e Wart
i 1SS<1~-Wir+Wa A7 {0 Wiz < IE
As Wizt el Wi 2 Wap
: Wi <Wzr e e R e e
S G [T-Wn+WasS<i+War o
o By.4. o Wiz b oo da
- Configuracién 6 i Wl!f‘,"l‘ L
: ‘ Configuracion8 ;. '
1-Wn+W<S<1 T
b S21+W
As Wiz<l As{ Wia< 12'
Wi1>Wa1 by
W2 g
1 4 9 10 1
. :
0 1 6 7 8
Wii>Way -
1-Wir  1=W+W2) 1 1+W21 S
W12
r 3 4 5 10 1
1
0 1 2 7 8
Wu<wzi >
1-W11 1 1-W11+Way 1+W2 S
Wiz
: 4 10 1
1
(4] 1 7 8
Wi1=W21 >
1-W1 1 1+Wa1 S

Figura 5. Distribucién de configuraciones caso A
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Configuracién 9
l1=Wii+Wy<Sctl
A9 Wizl
Wi1> Wz
Configuracién 10
1sS<1+Wy
A0 Wizt
Wi 2 W2
1-Wit+Wa1sS<l+ Wy
Bio Wizl
Wi <Way

Configuracién 11

S21+War
Au { Wiz21

En la figura 5 se muestra como quedan distri-
bufdas todas las configuraciones en ¢l espacio
de pardmetros; las grdficas muestran {a estruc-
tura del plano (S, W21) para Wi>Wai,
Wi1<W21 y W11=W21. Analizando estas grd-
ficas y utilizando la informacién contenida en
Ia tabla 2, se pucde observar c6mo cambia cl
comportamiento de la red en respuesta a la
variacin de algin pardmetro relevante. Por
ejemplo, si tomamos el caso en que
Wi11<W21, W2 2 I y hacemos variara 8 des-
de un valor menor a (1 - Wi1) hasta un valor
superiora (1+W21). se darfa la siguiente suce-
5i6n de componamicntos:

Monoestabilidad (regi¢n 0) —» Oscilacidn —
Monoestbilidad (regién 3)

Para W11=W21 y Wiz < |, varando a S de la
misma manera, ¢ tendria lo siguiente:

3. Andlisis y resultados

Manoestabilidad (regién 0) — Biestabilidad
(regiones 0 y 2) — Monoestabilidad (regién
2).

Es importante destacar que, ain cuando las
configuraciones son todas diferentes entre sf,
algunas n comport s dind-
micos muy similases, donde la %nica diferen-
cia estriba en las trayectorias transitorias, A
continuacién s¢ describen los comportamicn-
tos cualitativamente distintos encontrados en
esta red.

Monoestabilidad. Sucede cuando s6lounade
las regiones prescnta un punte de equilibrio
real —deatro de sf misma—, mienttis que
para cada una dc las demds regiones, sus pun-
tos de equilibrio son virtualaes —fuera de la
regién para la que se define—. Cuando la red
estd configurada de esta manera, no impertan
las condiciones iniciales de actividad de cada
ncurona, siempre terminard por alcanzar el
punto de equilibrio Gnico, después de descri-
bir una cierta traycctoria transitoria. Las grd-
ficas mostradasen las figuras 6,7 y 8 muestran
ejemplos de tres configuraciones, 0, 7 y 10,
que presentan casos de monoestabilidad, en
las regiones 0, 2 y 3, respectivamente.

Biestabilidad. En este caso, existen dos regio-
nescon un punto de equilibrio real cada una y

200

Nt

Figura 6. Monoestabilidad regi6n 0.
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Figura 8. Monoestabilidad regi6n 3.

dos m4s cuyos puntos de equilibrio son virtua-
les. Para este tipo de configuracién, el estado
que alcanza Ia red depende de las condiciones
iniciales, pudiendo ser lquiera de los dos
puntos de equilibrio. También la pante transi-
toria de las trayectorias depende de las condi-
ciones iniciales de activaci6n de las neuronas.
Las figuras 9 y 10 son ejemplos de este tipo
de comportamiento para la red analizada (con-
figuracioncs 1 y 9, respectivamentce).

Oscilacidn. Lo que sucede en este tipo de
configuracién es que todos los puntos de equi-
librio son virtuales, lo que hace que toda tra-
yectoria se dirija hacia un punto de equilibrio
fuera de la regién en la que seencuentra en ese

3, 'Andlisis y resultados

L3

Figura 10. Bicstabilidad regiones O y 3.

momento. Con ésto, al entrar en la nueva
regidn, cambia la ubicacién del punto de equi-
librio, cncontrdndose nucvamente fucra de la
regién en la que estf ubicada. Esto hace que
s¢ forme una traycectoria cerrada o ciclo Ifmite
estable, al cual llega a converger toda traycc-
toria, sin importar las condiciones iniciales de
activacién. Para este caso, sélo la configura-
cidn 5 determina este tipo de comportamiento,
tal como se¢ mucstra cn las figuras 11y 12,

A continuacidn sc muestran los diagramas de
bifurcacién para Ny y N2, utilizando a § como
pardmetro de bifurcaci6n, para un armreglo de
parimetros en donde Wi2> 1 y W11 <Wa).
Si sc observa la figura S, se nota que para tal

3.10



150
o 100
050
00a f ]
0.00 (12 1.00 1.50 200

L3
Figura 11. Oscilacién estable (por fuera).

130

120

110
by

1.00

050

080 -+
080 090 100 110 120 1.30

Figura 12. Oscilaci6n estable (por dentro).

arrcglo, como ya se habfa mencionado ante-
riormente, se debe observar el siguicnie com-
portamiento:

Monoestabilidad (regién 0) — Oscilacién —»
Monoestabilidad (regién 3)

Esto es precisamente lo que reflejan las gréfi-
cas de las figuras 13 y 14, oblenidas mediante
simulaciones numéricas, Los valores de los
pardmetros utilizados para la elaboracién de
&stas fueron: Wit =1, Wi2=2, W =23y
=1

‘3. Anflisisy resultados

mesecesnsesacm

0 + + + + + ¥
0 0§ 1- 16 2 26 38 36 4
PrrAmerd de biwcacisn ()

" Figura 13, Bifurcaci6n (S, N1).
26 1

24 [,
15 4 .0
] wet®®®
t 4+
cane
e
06 § R
0 et ——+ gt
0 05 1 15 2 25 9 85 4
Partevrtra de blerceciin (5)
Figurs 14, Bifurcacién (S, N2).
Caso B
Regién 0 3

Ro= {(ml,mz)lm1<9ﬁ*~.mz< }

my’ =="[—mi+m]
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m2'=%[ -m2]

Reglén1

my’ =%[ -mz2]
Regién 2
z={ (mimz) | mp <

wis
my ——( —mj +—-——-Ml

mz'=%;-[—m21

Regién 3

O11
M .m22

Wzlkl

}_;

'3, Andlisis y resultados

‘Regiond .

312



3. Andlisis y sesultados

mi's 5 LM Ny
. [}
Oa o, By L - 812
Rs={ (m1, m2 ! M Wat M2
( ’ ) ma 2 222 M 622 812
M2 M2
LI WS re L pomy- T2y,
mx-%-[ R my == 2=\, 1
61,1
S | ~M1 ' Reglén 8
Mg o 621 822
M,y M = L 718 —rh
Way Rg={(mymz) | mi2{2-, me2 My
YT
,_T Wis Wi, W2
r ml-ﬁi mxmkl M1 k2]
! = [ =
e T 2
=81 mz’=?—-[-mz+-ﬁ’-k|]
Wiz M 2 2
Mz e o
2 T:‘I__K:IT ) Nuevo conjunto de parimetros
T T Y, Wu, Wi .
Reglén6 w R M ki, M1 J\z.—-M2 ky:
1 012 WiS, 611 821 812 622
= N E%" <= AL —t
Re={(mma) | mi2 0, ma <3} M M My Mzt Mz
,_T WIS Wi Andlogamente a los casos anicriores, se hacen
my’ =g [~mi+g =+ gtk las siguientes definicioncs, con el objeto de
facilitar el andlisis:
,_T Wiz -
m2’==[-m2+—-"ki1] = T _®
2 M2 T=T2; U= =g
Mi=011; M2=612
Regién 7 _W;s*wls
T Mp 81
821 .
™=y W Wi

W|1=Wk1=§l—"-kl

R7 = {m1, m2
e 2
2 2



Wi Wi
=——"k2=

Wai M1 <2 e”kz
Wiz, Wiz
= ki=

Wiz Mz K1 elzkl
8210621

a -—I——-—J— l

1= 811

=22 B2
Mz 612

p=o1-1: p=az2-1

Ahora se sustituyen en las ecuaciones previas
yse obticnen lasexpresiones para la ubicacién
de los puntos de cquilibrio, de acuerdocon la
nucva disposicién del plano fase, La funcién
de transferencia también se transforma, que-
dando definida por una nueva expresi6n, mis-
ma que se muestra a continuaci6n, junto con
su grifica y fa de la nueva disposicién del
plano fasc:

1simaag
iu(m. ( sil€<mij<o
Osimc<l
hi(mi)
1
! ! —
g i
mz A 1 i
R2 | Rs Rg
a2
1 Ry | R4 | Ry
Ro [ R3 | Re
>
1 G my

3. Aﬁ&lisis y rcsul}ndqs B

Regién 0 ’
{(ml.mz) [ m1< 1 m2< l

1-11[8 'm] 0

mg’ ==-m2= 0 :
m|q=S',
.mz,‘=0

Region 1
my<l o
R1={(m|.m2)||$m2<°2}
-1
1"1:1[5 WZI( 02 ]-m1]=0

ma'=-mz=0
m2, 1
Mi,=S= Wzl(—-’ﬂ-—-]
P2
mz, =0

Substituyendo cl valor de ma,, en laexpresién
para mi,, sc obticne

Regidnl.
Rp={(mmz) | my<L.mz oz} ‘
m|'=11[S—Wz1—r;11]=70 :
mz'=-mz.-—-0‘,

,.,= 5-‘sz1  :
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«rnzq,=.‘0 e

Reg;l&n 3

R3 ={ (m‘x.‘niz)‘ l ! %mn: ':lm :’

,m1,=‘n [S-o.w"(m:’_

m2' =W

mp~1)" S
——l-mz=0.
1) o

m Sp1=-Wn
1™ "0 Wi

mz., = Wiz [Fl's_—_w-l—l';)
Region 4
Rao{ (o0 )1 57 51
mi~1 m2-1
m 1’—-11[S+Wx I[T}Wz 1(‘;;)
-m1}=0

mt -1
= W —-m2=0
m2’ l{ o1 ) m2

_Spipe4+ Wiz War 4 Wai 01 - Wi 02
= p1p2+ Wiz W — Wi p2

- Sp2-+ W21 -2
mz""_wl{m p2+ W2 Way -Wry 92)

Reglén §

Rs ={ (ml. mz)

Ismy<or
mz o2

; 52;=W1{m}’l_

S Mlg=

3. Anélisis y resultados

"?l;= T [Si-Wu[mle—-l')-Wu-mx}O
l)— my=0

Sp1=Wap1-Wn
p1—-Wn

S—sz—l]

: mz",:le( pr— VWil
" Regién 6 '

|- Re={tmim2) | mrzor, mz<1}

my’=1[S+Wi1=-m1=0
mp'=Wiz-mz2=0
mx-,q=S+Wu

m2., =Wi2

Regién 7
mi2o
R7={(m|. mz)| f sz<c;}
1
mr’ =1l[$+Wu—sz(L"§—;—}m 1]=0

my =Wiz~mz2=0

Wiz-1
=S+Wn-w
mp, =5+ Wi 2;( poS ]
my, =Wi2
Reglén 8

Rg={ (m1m2) | miz o, m 2 0z}

m’=71[ S+Wi1~War-m;}=0



,‘mz =W|z-mz 0 g
m|,q=S+Wu—W21
mz,a=le

El catilogo de restricci se enla
tabla 3.

Weonid: 1

Dado que las ex
diffciles de manejarenlamisma rormnquc las
del caso anterior, ¢l camino a seguir para ¢l
andlisis de este caso deberd ser distinto, Lo
que se hard a continuacién es el andlisis de
estabilidad para las expresiones de los puntos
de equilibrio definidos por cada regién.

Lo que interesa saber es qué sucede cuando
mp estd cerca de my,, y m2 cerca de M2
Asumiendo

y considerando a {1 y a p2 desplazamientos
infinitesimales sobre el punto de equilibrio, s¢
substituye ¢l lado derccho de las igualdades
m1=my, -+t y me= mch+p2 en las ex-
cs anteriores. Haci una ién
pnrn F y G como series de Taylor ccn:a de
pi=p2=0y despreciando los términos de
orden mayor o igual a dos sc obtiene que

%(ml,.,ﬂu)= F(ml,qﬂu, mzeqﬂlz)

= F(m legr m%)

-(-—(m]w mzq).u

+3m2 mleg mzq),lz

3, Andlisis y resultados

d B
i)t e
= G(m]eq. mzﬂ)'
3G
*+ g Mear mz.q)u
G,
* Dmg( e mzw)xz
Dada la definicién de Mg, Y M2, S tiene que
Fimlw. m2,, )= G(m1.,, m2,, )= 0, porloque
expansiones e reducen 4l siguienie sis-

tema, lineal y con cocficientes constantes, de
ccuaciones difcrenciales ordinarias:

-L_al]lll*‘ﬂlzlﬂ

dm

q SR1H1I+any?

donde

an =a?TF1(m'W' mzq)
axz=3?n%(m1,q. mz,q)
a1 =%(m Logr mz,q)

a2 = G Mg M
amal e 2«:)

Para encontrar los eigenvalores de este siste-
ma se calcula el determinante

ani-A  apz | _
det a1 a2~ A =0
de donde

M 1+azz)\+(an a2 -anp nzl)= 0



3. Andlisis y resultados

No 6 " |Reg No Restriccion Reg
0 g et 0 20 Spa+ Wi ~p 4
— ! 2 1p1 e+ Wia Wa - Wi1 p2 202
1 cS<a 0
158 <ol 21 S =Wag Wy, - 5
o P1=Wt
2 Szo o !
, 22 Sy —Wap) - W 5
3 s;-;zJ- et 1 T TS
" ~ - 23 SD =Waei Wi, o . 5
4 |ss+%§1<a, 1 P1- Wit
w b2 w"L -1 s
s s»;”-zc, i m i
25 S-Wa-t 5
6 $-Wai<t 2 ISWn( PL-Wiy )“’2
7 1<S— W 2 26 S~Wa-1 5
s N <0y Wil |2 e
8 - 2
S-Wazor 27 S+wp<l 6
9 Sp =Wy 3
pr=wy <! b 1sS+Whn<ar 5
10 lsm%u'tu] 3 29 S+Wpza 6
PlL= Wy " .
11 Se=wy 3 Wiz<1 g
p-Wn
31 1SWy<oz 6.7,
12 Wu(—--—] <1 3
W,
pr=Wii
2 Wi202 o78]
13 "w"(—_‘ms-v:'uJ“’ 3
kx] s (Wn-l) 7
W -y [0 e
14 WL:(;,T_—W)ZGz 3
34 Wiz -1 7
15 | So1psWiaWn+Wym-Wym L 4 lss~w|.~w;,[ 2 )«"
P1pz+ W2 Wa 1 -~ Wy p2
35 S+ Wi -Wa Wiz 1 2o 7
16| SeimeVaWy+Wnp-Wyp; | 4 " P2 t
192+ W12 W21 - Wil p3 !
36 S+Wp-Wyel 8
17| Spipa+ W W+ Wapr - Wupk, 4
P1o1Y Wi Wal - Wil o 3 1SS+ Wi-Wan<or 8
18 Spr¢+ Wi -m 4 ;
w"[p.quWu-w"m]" 38 S+Wn-Wnzo) 8
19 S pz+ Wy - 4
'Sw"(om«-wuwn-wupz]“"

Tabla 3
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Secan f=a+an y y=a11 a22-a12 a21. Los
eigenvalores, obtenidos por la fémula cua-
drdtica, son

B+ Npt-ay

A=

2
Y
2
- -4

En los casos en que a12 =0 yfo a21 =0, los
eigenvalores son simplemente A1=an y
A2=an.

Regién 0

ajr=-t1; a12=0; a21=0; azg=~1
Ap=-11; Az=-l

p=—m1-1; =7

Dado gue fos eigenvalones son reales negati-
vos (Bz-47>0. B<0 y y>0).clpuntode

equilibrio para la regi6n 0 es sicmpre un nodo
estable.

Regién 1
W
arp==-t; a12=-1 —2 H
p2

az;=0; axn=-1
Ar=-11; Az=-l
B=—-tu-1; y=7

Nodo estable.

3. Andlisisy resuliados

Regitn 2
a1|=~ti:a|2=0' hzn}-
A= -'rl. lz——l

B--ﬂ-l' v-tl i

’ Nodo esuble. -

. Regién 3

Dadoque los cigenvalores sicmpre son reales,
pero pueden ser tanto del mismo signo como
de signos opuestos (A1 pucde ser positivo o
negativo), el punto de equilibrio enestaregién
puede ser de dos tipos:

w
Nodo estable, si —p:-' <1

w
Punto silla, si —p—ll >1

Region 4

AT Wzl;‘
nn—ﬂ[—-—pl ,l) ajz= —n iy




' _'.__“‘k’lz-.': B
_“?h,m poam= 1
s {¥u_ ).
B—“l(pl l] 1;

etk )

P1p2 Pt
En este caso, se pueden dar todas las combi-
naciones posibies paralos valares de By ¥, por
lo que la naturaleza del punto de equilibrio de
esta regién dependerd de la relacién entre los
pardmetros involucrados cnestasexpresiones.

Regién §
Wi
=g~ =0;
an ‘El(pl } ar

Wi2
fr=— =-]
2t o1 an

ey [11_ _—
M-n[m 1} Az==l1

W1
=t ———1i=1;
e ‘

L4V
S Y= ‘tl(pl - l)

Nodo estable, si Ep%l— <l

Punto sitla, si L » 3
p1
Regién 6
an=—; a2=0; a21=0; axz=-1

M==t1; Az=-1

3. Andilisis y resultados

B=—m-17 =1

- ‘Nodoestable, -
Reglén7‘
a1 =-11: atz-—tllv'g”
1 H = rrst

az1=0; ap=—1""

A=-11: Az=-l

B=;11—l: =1

Nodo estable.

Regién 8

a1 =-11; a12=0; nzx=0§ izz=-l
AM=—1: Az=-l

B=-t1-1; v=m

Nodo estable.

Con la informaci6n obtenida del andlisis de
estabilidad se puede especular acerca de los
comportamicntos que es posible conseguir
con esta arquitectura de red.

Un primer paso es aprovechar el anflisis he-
cho para ¢l caso A y suponer una pendicnte
suficientemente alta para las rampas, de mado
que éstas se asemejen a un escalén; hecho €sto
se pueden esperar comportamientos similares
a los encontrados en el caso A, para el caso B.

Procediendo de esta manera, se reprodujo el
comportamicento donde ocurre una oscilacién,
expuesto en detalle anteriormente, de el caso
A. En las figuras 15 y 16 se muestran los
diagramas de bifurcacién obtenidos para el
caso B, con valores idénticos de los pardme-
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N2

256

3. Anglisis y resuliados

 Nodo estable
= * ° Puntosilla

T R e e - —- @i e

== = TFoco inestable

e Osdladén
06 1 15 2 25 8 85 4
Parametro de bifurcacibn (S)
Figura 15, Bifurcacién para oj = 1.10
4 O t———
oV
I. ‘\
+ Y 3 v
esness® -t ‘\
[ tadacd Nodo estable
4 — . ———
K JPTTIL b “ " = Puntosilla
LY . L]
. - -* = = Focoinestable
L -
.
T «  Oscllacién

o 0.6 i 15 2 25 ] 856 4

Paramotro de bifurcacién (S)

Figura 16. Bifurcacién para o = 1.10
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tros comunes a ambos casos (Wy1=1,
Wiz=2, W21=25 y 11=1) y haciendo
g1 =02= 1.1, La semejanza es bastante ob-
via, a diferencia de la existencia explicita del
foca inestable (y los puntos silla cn el momen-
to de la bifurcacién), que sustenta la aparicién
de la trayectoria cerrada.

Observando las expresiones para @ y B de
todas las regiones, se pueden buscar combina-
ciones de pardmetros que produzcan compor-
tamientos interesantes. Mediante el usodeuna
hoja de cdlcuio (MS Excel), se instrumentd
una forma de determinar, para un conjunto de
valores de los pardmetros dado, tanto 1a ubi-
cacién como la naturaleza de Jaestabilidad de
los puntos de equilibrio de cada regi6n (ver
figura 17). Con ésto, es posible sintonizar los
valores de los pardémetros de mancra que pro-
voguen un comportamiento dindmicamente
—y computacionalmente— interesante.

3. Andlisis y resultados

Utilizando 1a hoja de célculo, se buscé una
combinacién de pardmetros que hicieran la fi
de la regién 4 igual a cero, con lo que la teorfa
lineal estarfa prediciendo la existencia de un
centro en ¢l Jugar del punto de equilibrio,
Dadas las caracterfsticas de lasexpresiones, es
posible conseguir ésto a partir del caso ante-
rior, donde se presentaba una oscilacién debi-
da a un foco inestable, con s6io incrementar
el valor de las sigmas. De csla manera, s¢
mantuvicron los valores de los dem4s pardme-
tros (Wir=1, Wi2=2,Wz21=2.5y71=1)
y se hizo 01 =02=L5; nucvamente, S se
considera ¢l pardmetro de bifurcacidn.

De la figura 18 a la figura 20 se presentan los
diagramas de bifurcacién pam valores de las
sigmas alrededor de 1.50, que ¢s donde ocu-
rren los centros.

En estos diagramas, se puede observar que
para 03, 2 < 1.5 el comportamiento dindmi-

- a0
W11« 00
Wiz~ .00
Wa1 4] 50
Tau! =, 0o
Sigmat s| 50
 Sigma2 « 50
Rhol = 0.50
Rho? = 050
Ad As RB R? Ag

0.00 0.00 200 -2.00 2.00

1900 =1.00] 1.00 1.00 100

132 2500 300 -2.00 0.50

1.26 6.00] 200 200 2.00

TRUE | FALSE | FALSE | FALSE | FALSE

FALSE

Figura 17. Ubicacién/estabilidad de puntos de equilibrio.
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Nodo estable

Punto silla

Foco inestable

e Oscilacién

—
Nodo estable

Punto silla

Centro

e  Oscilacién

25 v
2t
154+ @esetenavsvsassesse oy
o IR
i em—— o
R I 5 R .-.-o------o--nv"
05§
0 + } —+ + + —+ + 1
[ 0.6 1 16 2 28 8 85 4
Par&metro de bifurcacién (S}
Figura 18. Bifurcacién para oj = 1.49
26 T
27
1.6 4+ sessvessssenssesesundd
N____W____'_.....__—---"
T K “. ...------a."""'..
05 ¢
0 + + + + + t t {
0 06 1 16 2 26 3 36 4

Parmetro de bifurcacién (S}

Figura 19. Bifurcacién para oi = 1.50
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3, Andlisis y resuitados

26 T
2 -
15 4 4
- ---_——‘-—-‘_‘- A
= rzmmemm -
1T / Nodo estable
< 7. 7 Puntosilla
06 +
=== Foco estable
0 t t + + + t + =
[} 06 1 1.5 2 2.6 38 3.6 4
Par@metro do bifurcacién (S)

Figura 20, Bifurcacién para o3 = 1.51

co s¢ mantiene sin alteraciones: hay conver-

Dc Ia figura 21 a la figura 32 sc muestran
grificas del plano fase, ilustradas

gencia en ambos del diagrama y
aparecen oscilaciones estables entre bifurca-
ciones silla-nodo.

Para 01 = 02 = 1.5, el diagrama es muy simi-
lar al anterior, excepto que el punto de equili-
brio de la regi6n 4 pas6, de foco inestable, a
centro. En cl diagrama s¢ muestra la amplitud
de las oscilaciones, que son estables por fuera
y neutralmente estables por dentro.

Cuando 61, a2 > 1.5, 1as oscilaciones desapa-
recen y ¢l punto de cquilibrio de la parte
central del diagrama se transforma en un foco
estable.

Alcrearesta secuencia de diagramas de bifur-
cacién, en rcalidad se estdn cxplorando la.s
bifl en dos di ione:

rando también a o] y 02 como pardmetros de
bifurcacién.

por rayectorias obtenidas a través de simula-
ciones numéricas. En éstas se observan las
caracterfsticas de la transicién foco inestable
-3 centro —foco estable, que sucede confor-
e varfa el valorde o1 y ©2.

Dela 21 ala 24 corresponden a traycctosias,
para distintos valores de S, con un valor de las
sigmas de 1.49 (referitse a Jafigura 18). Dela
25 a la 28, o1 =03 =1.50 (ver figuma 19).
Finalmente, de la 29 a la 32 se muestran las
diferentes trayectorias obtenidas cuando las
sigmas valen 1.51 (con referencia a la figura
20). En estas grdficas, también se puedc apre-
ciar lo peculiar que resulta la topologfa del
plano fase cuando, para un cierto rango de
valores de S, coexisten tres puntos de equili-
brio (en particular, véanse las figuras 21,25 y
29 y sus respectivas amplificaciones 22,26 y
30).
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Figura 21. Trayectorias; ay=1.49, §=0.85

040 +
1.00 110 120
"t

Figura 22. Trayectorias: oi=149, §=0.85

3¢ 140

0.00 4
L LX) 100 150 200 260
L1l

Figura 23. Trayectorias: ay=1.49, $=2.00

3. Anélisis y resultados

106 146 1.26 1.86 ) aF 166

" Figura 25. Traycctorias: 0i=1.50, 5=0.90

120

1.ta o
1.00
090

030

o

oeo

050

040

[E1)
020 4
100 e 120 t30 140 160

(]

Figura 26. Trayectorias: 0j=1.50, $=0.90
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Bod .. 060 100 16 . 20077 2863

0.8 oo 120 1.40 180
L1}

Figura 28, Trayectorias; gi=1.50, $=2.00

3. Andlisis y resultados

0.00 ¥
0.00 1.00 150 1.20 1.90 140 160
L1l

Figura 30. Trayectorias: oj=1.51, §=0.90

000 +
9.00 050 1.00 150 200 250
L1l

Figura 31. Trayectorias: 6j=1.51, $=2.00

Figura 29. Trayectorias: gi=1.51, §=0.90

Figura 32. Trayectorias: oj=1.51, S=2.00
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En ¢l caso en que ¢l punto de cquilibrio de Ia
regién 4 es un centro, es decir cuando
a) =02 = 1.50, es importante ubicar la dlti-
ma o mayor traycctoria elfptica gabernada
por este tipo de comportamiento, ya que es
adyacente al ciclo Ifmite establc al que con-
vergen las curvas iniciadas fuera del mismo.
Las figuras 33 a la 35 identifican tales tra-
yectorias para distintos valores del pardme-
tro S. Nétese que esta traycctoria debe estar
contenida en las rcgiones que forman la
franja central del plano de fase —3,4 y 5—.

Unaspecto importante de los casos en los que
se dan atractores periédicos u oscilaciones, es

| 1 127 (K} 14 15
n

Figura 33, Méximo centro para § = 1.00

Figura 34, Mﬁx mo cj:}n‘tfo' paraS=200

© 3. Andl

is y resultados .+ -

- L1
Figura 35. Méximo centio para S = 3.00

la duracién del perfodo de los mismos, De la
figura 36 a la 40 se mucstra grdficamente la
reiacién que guarda tal duracién con el pard-
metro S, para distintos valores de las sigmas.
Se observa que, aunque el valor minimo de la
duracidn del perfodo no cambia de mancra
relevante, cl punto en el que ocumre sf se
desplaza. Ademds, es claro quc la forma de la
grdfica tiende a aplanarse en la parte inferior,

Para configuraciones de la red cn Ia vecindad

del arreglo de los valores de los pardmetros

donde se originan los centros, s pucden ob-

tener caracterfsticas poco comunes en la res-

puesta ante perturbaciones transitorias a la

entrada, tal como s¢ muestra cn las figuras
800

itno

2 00

jou

100

000 4
800 O0E0 100 160 200 250 300
Pardmato de bifurcaciin (S)

Figura 36. Perfodo de oscilaci6n: gj=1.10




oco 4
000 060 . 100 168 200 2850 300
Prieratio de bifucacin {S} M

Figura 37. Perfodo de oscilacidn: aj=1.20

3, An&iisis y ;c\sqlﬁ&os :

000 060 tDO 180 200 280 800
Parkmetra de biurcarcion (3}

Figura 40, Perfodo de oscilacidn: gi=1.49

4146, Para conscguir tales grificas, se aplicé
una perturbacidn pequeia —8 =2 5 durante
0.4 unidades de tiempo— 2 una entrada cons-
tante —S =2.0—;conésto, lared entracnuna
ctapa de comportamicato transitorio, ¢l cual
desaparece paulatinamente hasta alcanzar otro
estado oscilatorio cuantitativamente distinto.
Es importante sefialar que las grificas mucs-
tran 1as respuestas obtenidas tanto en ticmpos

000 L1 100 160 20 280 800
Padmatio de bitseacsn {S)

Figura 38. Perfodo de oscilacién: ¢j=1.30

900 O0B0 100 150 200 260 S00
Parfrelio de difwcackdn {S)

Figura 39. Perfodo de oscilacién: oi=1.40

~—relati t cortos como en ticmpos
largos.

Para las respucstas obtenidasen las figuras 41,
42 y 43 s parti6 de condiciones iniciales muy
cercanas al ciclo Ifmite; se permilié que el
sistema oscilara durante un pcrfodo —aproxi-
madamente— y entonces se aplicé la pertur-
bacidn. En el caso de las figuras 44, 45 y 46
se procedi6 de la misma mancra, excepto que
1a perturbacidn fué aplicada un poco —O0.5
unidades de tiempo— mis tarde.

Como s¢ pucde veren cl diagrama de bifurca-
cién mostrado en la figura 47, otro caso inte-
resante ocurre cuando las sigmas adquieren el
valor de 2.00, ya que el punto de equilibrio
para la regi6n 3 estd en transicién entre un
puntossilla y un nodo estable. Segin lo indican
los diagramas de bifurcacién, cuando S = 1
cxiste una sucesidn de valores, tanto para my
como para m2, en donde s¢ localiza el (los)
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3. Andlisis y resultados

Figura 42, PenurbaFidn en S (0i=1.50)

m
]

a0 600 1000 16.00 2000 2000 86 00 2000 ! 9500 . 100.0K°

Figura 43. Perturbacién en S (o1=1.51)




3. Anélisis y resultados

LN )
1.80
160

oo0a 500 1000 1600 2000 8000 85 00 90 80 a6.00 100 0¢

Figura 44, Pcrlurbrﬂciﬁn en S (6i=1.49)
170

140

1.30

1.00 +
200 500 00 16.00 2000 B0 00 8600 9000 6 00 100.0¢

Figura 45, Penurba,cidn en S (0i=1.50)

[/
180
166
140
1%
120
Lo
100 4 -
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Figura 46. Perturbacién en S (oi=1.51)
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————— Nodo estable

« = = Foco estable
g —e—— + — '
0 1 2 8 4
Paramotro de bifurcacién {S)

Figura 47. Bifurcacién para gj = 2.00

punto(s) de equilibrio, Para aclarar ésto hace
falta revisar las expresiones que gobiernan la
regin 3:

Ismicao
R3={(m1.mz)' rnzl<l 1}
m[’=‘r||:S+W|1(—n"p—l—")—m|]=0

my~1
=W, —m2=
m2 12( o1 ) m2=0

Y del andlisis de estabilidad se tenfa que

I 41
Al -1:1[ 1 1)

A2=-1

Substituyenrdo los valores de los parmetros
(Wi1=1, W2 =2, W21 =25yTt1=1)resul-
ta:

m2’=2mp-mz-2=0

De Iz primera igualdad se ticne gue S=1, lo
que corrobora lo observado en los diagramas
de bifurcacién. La segunda igualdad define
una recta;

mz=2mj~2

que ticne pendiente 2 y ordenada al origen de
-2, Dadas Ias condiciones de pertenencia dela
regi6n 3, sélo un segmento de la recta queda
contenido dentro de aquélla; este segmento es
el que unc los puntos (1,0) y (1.5, 1).
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La figura 48 como este seg! ) €5
efecti te un atractor. Esto corresponde a
unaclase particular de nodo, que se dacuando
un cigenvalor es cero y el otro es real y nega-
tivo, tal y como sucede en esie caso:

A1 =0

n

1.,

Figutn 48. Trayectorias: 0;=2.00, $=1.00

3. Andlisis y mSulmdqs

3.31



4. Conclusiones

Dado que se eligieron dos tipos de funciones
de transferencia, no lincales y discontfnuas, en
el modelo utilizado para caracterizar a cada

una parte imp del anélisis de-
sarrollado consiste en realizar una compara-
cién entre ambos.,

El comportamicnto dindmico mds intcresante
encontrado en cl ejemplo A del capftulo 3 fué
1a aparicién de oscilaciones establcs, por lo
que se le tomé6 como punto de referencia para
efectuar la comparacién. Asumiendo que la
funcidntipo escalén pucde ser considerada un
caso especial de-la funcién tipo rampa con
saturacién, en ¢l que la pendiente de ésta es de
90 grados, era de esperarse que, por lo menos,
los resultados obtenidos en el primer anflisis
se pudicran reproducir en el segundo, siempre
y cuando se mantuvicrael valor de la pendien-
te de la rampa cercano a fos 90° Pero de
inmediato surgen las siguicntes interrogantes:
¢ Qué sucede cuando se disminuye la pendien-
te de las rampas? ; Se obtienen acaso compor-
tamientos diferentes cualitativa ylo
cuantitativamente? Si as{ es, {qué representan
tales diferencias?

Con basc en la descripei6n realizada para los
diagramas de bifurcacién, el plano fase del
sistema y las de 1a dependencia del perfodo de
las oscilaciones con respecto al pardmetro S,
es posible establ ciertas distinci entre
Ia funcién tipo escalén y la funcién tipo rampa
con saturacién.

Si se mantienen constantes los valores elegi-
dos de los pardmetros del sistcma y se fija el
valorde la entrada externa S (particutarmente:
Wii=1, Wi2=2, W21=235, =1l y
S=1.5), los diagramas de bifurcacién indican
qug la red estarfa operando en el rango en que

p las oscilaci Se pucden generar
una serie de gréficas que ayuden a resaltar las

4. Conclusiones

en el compor ) de la red
conforme se va disminuyendo la pendiente de
las rampas. En Ias figuras 49-56 sc mucstra cl
desarrollo del nivel de activacién de 1a neuro-
na N1 —m1— en cl tiempo, asf{ como la
respucsta gencrada por ésta.

1t

Como se puede ohservar, la amplitud
—pico-pico— de la oscilacién va disminu-
yendo conforme se reduce lainclinacién de las
rampas. No obstante, ¢l tiempo que laneurona
{N1) permanece activada, cn relacién con la
longitud del perfodo, se incrementa, llegando
incluso a estar oscilando contnuamente por
encima del primer umbral —sicmpre activa-
da—,

Figura 50. Forma de la respucsta (escalones)

4.1
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“ 4 Conctusionés :

1 2 L a
. ]

Figura 53. Oscilaci6n (ci=1.49)

< 000 100 200 TS00 4.00 5.00
. . ]

Figura 55. Forma de la respuesta (0i=1.30)

Figura 56. Forma de Ia respuesta (01=1.49)
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La longitud del perfodo se ve disminuida. Sin
embargo, como schaceevidente al analizarlas
figuras 3640, donde sc observa la retacién
entre Ia longitud del perfodo y la entrada S,
csto s¢ debe a la manem en que cambia Ia
forma de 1a grifica al modificar la pendiente
de las rampas. Podrfa decirse que, conforme
aumenta el valorde las sigmas, tiende acrecer
cl intervalo de valores de S que generan osci-
laciones con una langitud de perfodo cercana
al mfnimo global.

Un cambio fuerte aparece en la forma de la
funcién de respuesta. Para el caso de los esca-
lones (figura 50), la respuesta aparcce como
un tren de pulsos; conforme varfa la pendiente
de las rampas, la forma de Ia respuesta cambia
notablemente, ya que comienzan a suavizarse
las discontinuidades (figuras 51-56).

Considerando todas las distinciones mencio-
nadas, se podrfa concluir que, ¢n {o que res-
pecta a las oscilacinnes, no se da un cambio
cuaglitative al introducir a las rampas como
funcién de transferencia. Sinembargo, existen
cambios cuantitativos bastante significativos,
distinguiéndose a) ¢l crecimiento de la rela-
ciénentre el ticmpo de actividad de lancurona
¥ la duracién del perfodo y b) el cambio en la
forma de la funcién de respuesta.

Al continuar reducicndo Ia pendicnte de las
sampas, dejan de cxistir las oscilaciones (figu-
ra 20). Esta desaparici6n se da via una transi-
cién por centros (figura 19),

Lo impontante del experimento numético res-
pectoal comportamiento deloscentrosesque,
para perturbaciones iguales, redes configura-
das en ese entomao, presentan comportamicn-
tos muy similares —para un perfodo de
observacién delimitado, ya que, como sc ob-
serva en la continuacién de las grdficas para
tiempos mucho mayores, las redes alcanzan
estados distintos— (figuras 41, 42 y 43).

4. Conclusiones

Sin embargo, la misma configuracién puede
presentar un comportamicnto cuantitativa-
menie distinto (figuras 44, 45 y 46) para una
perturbaci6n idéntica pero desplazada ligera-
mente en el tiempo —0.5 unidades de tiem-
no—.

Tal como se mosird cn los cjemplos elabora-
dos cn ¢l capftulo 3, el utilizar una funcién de
transferencia tipo escalén facilité cnorme-
mente el andlisis. Enese caso—cjemplo A—,
s¢ pudo hacer una descripcién cualitativa
completa de los comporiamientos dindmicos
presentados por lared y ubicarlosenel espacio
de pardmetros, mediante ¢l uso de técnicas de
biisqueda para la satisfacei6n de restricciones.

En lo que respecta a las propicdades compu-
tacionales de esta anquitcctura de red, hacien-
do una vinculacién directa con los
componasnicntos dindmicos identificados en
el ejemplo A, se tienen tres distintas opeiones
de configuracién: monoestabilidad, biestabi-
lidad y oscilaci6n.

Elcasodelamonoestabilidad centrasu impor-
tanciaen las propiedades de convergencia que
se requicren para garantizar caracterfsticas
globales de convergencia y estabilidad.

Una red operand o conunaconfiguracién bies-
table posee la capacidad de operar como un
clasificador, pudiendo distinguir, por sf sola,
entre dos categorfas distintas. En otro sentido,
es posible concebir a una red asf como un
mecanismo detector de eventos.

En el caso del ejemplo A, se mostré que la red
¢s capaz de tar dos config i
biestables distintas. Esto implica que, identi-
ficando un mecanismo adecuado para la sin-
tonizacién de los valores de los pardmetros,
¢sta arquitcctura podrfa realizar un proceso de
clasiftcacién en dos pares de categorfas dife-
renciadas.

4.3



Como se ha mencionado anteriormente, el
fendmeno de oscilacién representa el compor-
tamiento més intercsante, tanto dingmica co-
mo computacionalmente. Las caracteristicas
relevantes en un comportamiento oscilatorio
estdn dadas por 1a forma de onda, 1a amplitud
y la frecuencia, El método de andlisis mostrs
no sélo las relaciones que se deben cumplic
entre los valores de los parfimetros, sino que
ideniificé otras caracter{sticas paradetcrminar
cientas propiedades en las oscilaciones. Parti-
cularmente, se mencion6 la forma en que es
posible controlar, de manera especffica, los
aspectos mis importantes de 1a respuesta os-
cilatoria de la neurona —frecuencia, amplitud
y forma de onda—, mediante el ajuste de los
pardmetros considerados como de bifurcacion
—S8,01y01—.

Como fué planteado enla introduccién de esta
tesis, la mayor parte del trabajo realizado en
el drca de la neurocomputacitin se centraen el
problema de sfntesis. Sin embargo, es impor-
tante considerar que el trabajo de andlisis pue-
de ser de gran utilidad para apoyar las tareas
realizadas durante el proceso de sintesis. S
puede concebir, por ejemplo, un método de
aprendizaje para un cierto tipo de redes neu-
ronales gue se apoye en ctapas de andlisis,
realizadas cada determinado nimero de itera-
ciones, de tal manera que la informacién ob-
tenida sirva para orientar al método ¢n una
mejor direccién.

Un método de anflisis, vinculado apropiada-
mente & un método de sfntesis, puede adquiric
el cardcter de una forma explicativa para este
dltimo. Es generalizada, dentro del medio co-
nexionista, taidea de que las redes neuronales
carecen de un poder explicativo de alto nivet
en lo que respecta a la tarea que realizan, El
trabajo de an4lisis aporta, en términos dindmi-
cos, por gjemplo, una descripeién del funcio-
namicnto de una arquitectura de red
especffica, Pero ademis, es posible introducic
compromisos en lo que respecta a las formas

4. Conclusiones

de rcprcsenmcxén. facnllmndo el trabajo de la
dcscripcndn dc cémo [u g
nal.
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A.Ejemplo de tres neuronas

Eneste apéndice se presenta el andlisis de una
red de tres neuronas, Esta es su repre-
sentacién grifica: :

La representacién matemdtica utilizada para
este modelo estd dada por el siguicnte sisiema
de ecuaciones diferenciales ordinarias:

Sistema Original

my’ = 1781 [-m1+ 5 + Wiy Fim) +_
W31 Fa(m3) - Wa1 F2(M2)]

my’ = 1fiz [-m2 + Wiz Fa(mn))

M3’ = 173 [-m3 + 5 + Wa3 Fa(m) -
W23 F2(m2)]

Fim)= ki simi>=8
0 simj<@ parai=1,23

Al igual que en los ejemplas anteriores, se
llevé a cabo un proceso de adimensionaliza-
ci6n, con el propdsito de reducir en lo posible
la cantidad de pardmetros a considerar. Con
ésto se obtuvo una nueva definicién de las
regiones, asf como nucvas expresiones para
los valores de las derivadas de m{, m2 y ma:

A, Ejemplo de tres necuronas

Regién 0
mi" =1 [S-mi) =0
m2' =-mz=0

m3’ =13[S-m3] =0

m2 =0

m3 =§

Region 1

m1’ =11{S -m1 +Wag) =0
m2’ =-m2=0

m3" =13 [S-m3 +W33) =0
ml =84+ W3

m2=0

m3 =S+Ws33

Regién 2

mt' =71 [S-m1 - W21)=0
m2' =-m2=0

m3’ =13 [5-m3 - W23 a0

ml =5-Wz
m2=0
m3=8-W23
Region3

m1’ =71 [S-m1+W31-W21] =0



m2’=-m=0

mi‘én[S-m3+W33‘7}Y23]=0 v

ml=8§+Wsr- W

m2=0

: m3=8+Wi-Wn

Regiénd

mg’ =71 [S-m+Wnl=0

m2' =Wi2-m2=0

my =t [S-my}=0 . . .=
ml=8+Wn

m2=Wp2

m3=§

Regién §

m1' =11 {S-m1+ W +W31] =0
mz' =Wiz-mz=0

m3' =13 [S-m3+W33)=0

ml =8 +Wii.+ W

m2= Wp2

m3=S+Wi3

Region 6

my® =11 [S-my + Wy - W] =0
m2' =Wi2-m2=0

my’ =13 [S-m3-W23] =0

_‘:-maf =13[S-m3+W33-W23] =0

- ;, A, qumpld de tres neuronas

Sml=S+Wi +W3p- Wai

':VinZQWu

m3=S+Wi3-Wa
» Con estas ecuaciones se gencrael catdlogo de
restricciones:
No. Restriccién Regién

0 S«<l1 0
1 S>=| 0
2 S«<0) 0,4
3 S>=83 0.4
4 S+Wir<l i
5 S+Wii>=1 1
6 S+Wi3<8;3 1,5
7 S+ Wizn>=63 1.5
8 S-Wact 2
9 S-War>=1 2
10 S-W1<03 2,6
11 §5-W2>=03 2,6
12 S+Wi3-Woi<l 3

A2



No. | -" Restrieeibn - Regicn
13 S+Wit-Wa >=1 3
14| S+¥Ws3-Wachs 3.7
15 S+ W33 - W23>=603 3,7
16 S+Wi<l 4
17 S+Wis=l 4
18 Wiz<! 4.5,6.7
19 Wiz>=1 4,5,6,7
20 S+WwWin+wicl 3
21 S+Wit+Wars=1 5
22 S+Win-Warx<l 6
23 S+Wi1-W2rs=1| 6
24 S+Wii+Wir - W21 < i 7
25 S+Wi+W3-Waps=1 7

Se determinaron las posibies colocaciones de
Ios puntos de equilibrio, cn forma inde-
pendiente para cada regidn, seialando las res-
tricciones aplicadas en cada caso.

En este caso, muchas de estas posibles colo-
caciones presentan restriceiones que, conside-
radas globalmente en todas las regiones, son
mutuamente excluyentes o incompatibles y
resultaenorme la cantidad de posibles combi-
naciones para tales colocaciones
(4*+8* = 1,048.576).

Aplicando el método de biisqueda se ohticne
una lista de configuracioncs cn la yue, para
cada configuracién, para cada regidn, se da fa
ubicacion del punto de equilibrio y las restric-
ciones aplicadas.

Con esto se tiene una descripeicn simple de
cadauno delos 240 posibles comportamivntos
cuantitativamente distintos gue se pucden pre-

A Ejemplo de tres neuronas

sentar en'esta red de tres neuronas, asf como

tas relaciones gue se deben dar eatre bas pard-
metros de lamisma para conseguir tales com-
portamicntos,

Con ¢l objeto de facilitar el empleo de esta
lista, se ulilizé un manejadorde bases de datos
para analizar ¢l conjunto de las configumeio-
ncs obtenidas, logrando una clasificacidn sim-
ple, basadaen las siguicntes cuatrocategorfas:

+  Configuraciones con un estado de equi-
librio

«  Caonfiguraciones can un estado de cqui-
librie y posible trayectoria cerrada

= Configuraciones con midltiples cstados
de equilibrio

+ Confliguraciones sin puntos de equilibrio
reales (configuraciones “periddicas™)

Teniendo esta clasificacién es posible nealizar
cl estudio completo, aplicando los métodos de
Ia teorfa cualitativa de ecuaciones diferencia-
les ordinanas, de vna manera més fdcil.
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