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J N T ll o D u e e 1 o N. 

El discnu de una obra nmrflima n:q11icrc <ld cunod1)1icnto de diversos aspectos 

como son: íurma y dimcnshml's, uhic;tcil\n , oril'nWc16n, !i.Lilldtaciones, awlvamiento 

y crosiL\n; los cuales C'ilmo\n en funcil\n <lcl olc.1jc" que c.!.lará sujeta la estructura. 

Lis O\guas del mar csli1.n ani111ad;1o¡ tk muvimicntus de dis1inta n;t111rnle1a. Los 

ngentr-s que pucdc-n prnvocar mtwim¡cnlm o lf1.·,phm1111i1.·n1n<¡ son rnuy m11111:rnsos al ser 

el mcllm act1u!r.u muy f,kllmcrllc dcform;ihlc por \LI C!r.Lí\S,1 L:Uhcsión mh:r111ulccular. 

El viento, los a!iotros, las variacio11r.!\ de 1cmpa.11t1ra,c1c., son una mucslra de 

dichos agcnlcs del movimicrllo. 

La tk!-.cripdtfo m;1ll't11,\li1.·a tkl fr1H\111c110 dl'I 1111.•ak ¡m:'icnta numerosas 

difo:ultadcs <lchido a ... ll!i. íll't1\i1das cara1.·1crí'ilica'i dc alcotlnricd.1d e irrcl!ularillad, 

aclcm;h de tlc.\armll;1r'l' l'll trc'i diml.!11"irn1c.\. 

El 01speclu real del 0Jc-;1jc en el mar co; muy di\'l'T~ll. f\l1en1ras las olas se 

encuentran cn l'I árl·~1 domlc 'iopl.l l'I viento 4uc l.1s genera, su dispusidlfo y movimicnlo 

es Cíl~lico. Se pueden oh\l'rvar ol<l'i de Uift:n:nlt'S t;im;uius que se mueven en 

difcrcntc.'i dircccionés p;1~mdu la'> m;h rápidas \uhrc las crestas dl• l:is m'1s lcntas con 

lolal ausencia lle rilmu y ordcn. Pm1crim 111cnll', fucra dd füc.1 de inllul•ncia del 

viento, se produce una orc..lc11ación prngrc!.iva con la ;1parición de crcslas largas bien 

definidas, ~un un rilmu más nn1.1hle, pudiendo propal!arsc de é'ifC modo grandes 

distancias. A su llegada a Jao¡ prmr.inmfadcs tlc l;1s l'U\las y al ak;¡m .. ar profundidades 

finitas su energía se c.Jisipa, bicn inlcrnamcnh:. bien pur interacción con el aire o bien 

por turbulencia por cícc10 dcl fundo. 

El oh.:ajc ttl ir~c prop;1g,11u.lu por J,1 supcríicic 1..h:J mar va encontrando en su 

camino l11nit•1cioncs imp11c'it.1~ por condil'ionc., dc lmnlc o tlt: fundo que originan una 

modificación en .!.U es1nu:tura. fatu~ S\111 h1!. l.'a\m <le la inOuencia de la variación 

hatimélrica que dar.1 origen al fcm~mcno <le la n:fraccil\n di!! oleaje. 



INTlOllllt:l'loN 

Siendo el objetivo del presente trabajo el estudio e interpretación de las zonas 

áuslicas que se originan en el es1udio de la refracción del oleaje; se han integrado los 

siguientes capítulos a saber: 

En el capitulo I se analizan diversas trorfas del oleaje que tratan de dar una 

descripción matemática de dicho fenómeno, asf mismo M! dan algunas clasificaciones 

que se les dan a las ondas del mar. 

En el capitulo JI se trata el uso de Ja Ley de Snell de la óptica geométrica 

aplicada a el fenómeno de la refracción del oleaje. 

En el capitulo 111 se presentan algunos métodos gráficos y analíticos para 
ob1tner los planos de oleaje o diagramas de reíracción. 

En et capitulo IV M! tratan de una manera superficial los efectos que tiene la 

difracción del oleaje - la cuál se da cuando un tren de oleaje se ve interrumpido por la 

presencia de algún rompeolas o una isla - en el cálculo de la n:fracción del oleaje. 

En el capitulo V .se trata un problema que merece especial atención, siendo este 

cuando los diagramas de refracción o planos de oleaje se realizan por medio de 

programu computacionales, los cuales originan en algunos casos particulares Ja 

formación de las wnas cáusticas~ es decir, zonas del plano de oleaje en donde exisle 

una intersección de las ortogonales. 

En el capitulo VI y VII se realiza una aplicación de ta tcorfa de la refracción del 

otea.je para el proyecto ejecutivo denominado ·cancún Náutico•, ubicado en las costas 

de Quintana Roo, presentándose nnalmcntc las conclusiones y recomendaciones 

result.antes del prCJCnte trabajo respectivamente. 

11 
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CAPITULO l. 

TEORIAS DE OLEA.JE. 

J.J INTRODUCCION. 

Al considerar todas las ondas que se presentan sobre la superficie del mar, estás 

son tratadas como fenómeno único, aunque su forma, propiedades y características se 

modifiquen debido al cfeclo de la profundidad del agua sobre la que se mueven. 

Actualmente no se dispone de una solución matcm'11ica única que permita 

obtener las caracterlsticas principales del oleaje, como son. la forma de la 3Upcrficie 

librc,movimíento de sus panículas, distribución de presiones, e1c. 1 en función del 

período, altura de Ja onda y profundidad del agua. 

Existen dive-rsa.s teorl'as que permiten obtener respuestas adecuadas dentro de 

ciertos rangos acotados de aplicación, como son la Teoría Lineal, Ja Teoría de Stokes, 

y la Cnoidal, por mencionar aJgunas. 

A continuación se definen algunos 1érminos que comúnmente se emplean en 

Hidráulica Marftima en cuanto a los elementos o propiedades de una ola, clasificación 

de las mismas, así como algunas de las diversas teorías para las diferentes zonas en las 

que se divide el oda.no; las cuales dan resultados satisfactorios en cuanlo a la obtcndón 

de las carac1erística.s principales del ole.aje como son: altura, longi1ud y periodo de 

la onda; las cuales son necesarias para realizar un estudio de refracción de oleaje. 



n:.rnllASllKUIJ:.Ut:.. 

1.2 DEFINICIONES. 

• Cresta de la onda, 

Es el punto donde el perfil de la onda tiene Ja mayor altura, también se 

define como la 1.ona del perfil por arriba del nivel medio del agua. 

• Valle de la onda. 

Es el punto donde el perfil del oleaje 1icne el nivel más bajo, o también se 

entiende como la zona del perfil debajo del nivel medio del agua. 

• Altura de la onda ( H ). 

Es la di!it..,ncia vcnic<tl mctlida entre la cresta y d valle de la onda. 

• Altura del perfil ( 'l ). 

Desnivel entre cualquier punto de la superficie de la onda y el nivel de 

reposo de Ja superficie libre del agua. 

•Longitud "de la onda ( L ). 

Es la distancia hnri10111al entre dos creslas o valles consecutivos. 

• Período de la onda { T }. 

Tiempo que transcurre para que pasen dos creslas o dos valles por una 

misma sección. 

• Frecuencia de la onda ( f ). 

Es el recfproco del período. 



n .. u1u..u nr. ou;.uf.. 

• Celeridad o velocidad de propagación de Ja onda. 

Es la velocidad con que se desplaza la onda a través de la superficie del 

agua: 

c.!:. 
T 

• Tren de ondas. 

Es un conjunto de ondas cuyo periodo es constante, no asf su ahura. 

• AgUa5 profundas. 

Se presenta está condición cuando la celeridad de la onda no se ve afectada por 

la profundidad y solo depende del periodo. 

• Aguas int.crmedias . 

Es Ja condición que se presenta enlre aguas profundas y someras 1 en ~sic caso 

la celeridad depende del período de la onda y de la profundidad del agua. 

• Aguas someras o poco profundas. 

En 6te caso la celeridad depende únicamente de la profundidad y por lo tanto 

es indcpcndienle del periodo de Ja onda. 

• Nivel medio de la onda. 

Es el nivel que establece que el área de la onda arriba de ~I sea igual al área del 

valle bajo ese mismo nivel . 

• Nivel estático o de reposo. 

Nivel de Ja superficie del agua antes de que pase una onda que perturbe su 

superficie libre, es1c nivel se define a partir de la marca astronómica. 



1.J CLASfflCACION l>E l.AS ONllAS. 

Una ad""'Cuada descripción ff~ica de una onda de agua envuelve la forma de su 

superficie y el moYimicnfo del nuido debajo de la onda. Una onda la cuál puede ser 

descrita cn lérminos nwlcmí'iticos sencillos es llam;1da ONDA SIJ\.f PLE. Las ondas que 

prcscnlan dificullad para St.·r dcscrit:is en cuanto a su forma y movimienlo son conocidas 

como ONl>AS COMPLEJAS. 

La onda armónica simple o sinusmd;il es un ejemplo de una onda simple, dado 

que el perfil de su superficie puede ser descrito por una función sencilla de seno o 

coseno; lo cuál no ocurre con las -ondas complejas ya que para su descripción se 

nccesila emplc.ar varios términos y cCJmJXJncnlcS complicados. 
Una onda puede ser periódica si su movimiento y el perfil de su superficie se 

rcpilcn en inlcrvalos de licmpo iguales. La forma de una onda la cuál se mueve 

rclalivamcnlc con el íluidn es conocida como undn proGresiva, y la dirección en la 

cuál se mueve se le llama din>cri6n de prap11,::11cidn. 

Si la forma de la onda solo se mueve hacía arriba y hacia abajo en una posición 

fija. Ja onda es C\"lncionnrin o CLAPOTIS. 

Las ondas se consideran osdlntorla'i, si una de sus partículas de agua en 

movimiento describe una traycc1oria circular o clff}~ica. 

Es imporl4mlc di!ilinguir en forma precis.1 Jos tipos de ondas que purdcn ser 

generadas y propagadas. Una manera de clasificarlas puede ser por su período •T•. La 

clasificación que más se acepta es la de Klnsman (1965) la cuál se resume en la 

siguicnre tabla. 

4 



TABLA 1.1 

CLASJF1CACJON DE LAS ONDAS SEGUN KINSMAN. 

Nombre de la Periodo Fuen.a más Fuena más 

onda (seg) importante que la importante que la 
genera amortigua 

O.pilar. 0·0.1 Viento. Tensión superficial, 

gravedad. 

Oc ullragra· 0.1-1.0 Viento. Gravedad, Tensión 

vedad. superficial. 

De gravedad 1.0-30 Viento. Gravedad. 

De infragravc- 30-300 Viento. Gravcdad,Coriotis. 

dad. 

De periodo 300. Viento, maremotos, Coriolis,gravedad. 

largo. 1440 tormenta,atracción del 

sol y la luna. 

De mayor Atracción del sol y la Coriolis. 

transmarca. de 1440 luna. 



n:ukl '" llt nU:.A,n:. 

A continuacilin ~e hará una breve descripción de k!da uno de estos tipos de 

onda. 

l.) Ondas capilares. 

Se prcscnlan en forma de pequeñas ondulaciom:i. sobre la superficie del agua, 

son producidas por 111cnlos cuya vcloi:iJ.u..I mcila e111re 0.25 y 1.0 mis. Su 

periodo es menor de 0.1 seg y su lon~ilud no C).Ca.lc de 1. 73 cm. 

2.) Ondas de grnvcdad. 

Son ondas controli1das por fucr1.as gravii.1cionalcs y su longitud de onda es 

mayor de 1.73 cm. 

2. J) Ondas de ul1ragravedad. 

Son generadas por vienros cuya velocidad oscila cnlrc 1.0 y S.O mis. 

2.2) Ondas de gravedad propiamente dichas. 

Son generadas por vienlCls con velocidades mayores a los 6.5 ó 7.0 mis. Su 

período varía entre 1 y JO segundos. Eslc tipo de ondas son las que 

gencmlmcntc son observadas en la superficie del mar. 

2.3) Ondas· de infragravedad. 

Son ondas de gravedad cuyo período varia enirc los JO segundos y S minutos, 

causan oscilaciones notorias en la superficie del mar y son producidas por 

lormcntas y huracane.'i. 

3.) Ondas de pt."rfndn lilrgo. 

En este tipo de onda su longitud es mucho mayor que la profundidad, es decir 

que ( dlL ) < < J. Cu;:mdo esto ocurre, la curvatura de la superficie libre es 

muy pequei\a y no se puede apreciar a simple vi~ta. Por otro lado las 

componentes verticales del movimiento no afectan la dislribución de la presión, 

la cuál, en cualquier lug;u c:s igual a la presión hidrostática. 

6 



En la naluraleza podemos distinguir dos tipos comunes de ondas de periodo 

largo. La primera de ellas es generada por despla1.amientos de tierra submarino'i y 

reciben en nombre de TSUNAMIS; aunque en aguas profundas pueden tener una al1ura 

pequeña, al acercarse a la costa y disminuir su celeridad en el frente de la onda,. se 

llega a formar una ola de varios metros de alturn. r 

El segundo tipo de onda de periodo largo son conocidas como MAREAS con 

períodos aproximados de 12 y 24 hrs las cuales son generadas principalmente por las 

fuerzas de atracción del sol y la luna. 

4.) Ondas de transmarca. 

Este tipo ~ onda también es generado por las (uerzas de atracción del sol y la 

luna sobre la masa de agua de los océanos y presentan periodos mayores de 24 

hrs. 

Las ondas también las podemos clasificar conforme a su allura en: 

1.) Ondas de amplilud pequeña. 

2.) Ondas de amplitud linila. 

las primeras se carJClerizan porque su altura es pequeña en comparación con 

su longitud. Dichas ondas se estudian en la teoría del mismo nombre la cuál también 

es llamada Tcorl:r Lineal, la cuál considera que los desplazamienlos que sufre la 

superficie libre del agua son despreciables. 

Por el contrario, la Teorla para las ondas de amplitud finita no desprecia dichos 

desplaz.amien1os, y por tanlo, se considera más precisa que la Teoría Lineal 6 Teoría 

de ondas de amplitud pequeña. 

Las ondas también pueden clasificarse en cuan10 a su profundidad ~Jatlva. 

Está clasificación puede considerarse como una de las más importantes desde el punto 

de vista teórico as{ como también del práctico. Según la relación que haya enlre la 

profundidad • d • y Ja longitud de la onda • L •, las ondas se pueden dividir en: 

a) Ondas de aguas profundas. 

b) Ondas de aguas intermedias. 

c) Ondas de aguas someras o poco profundas. 

7 



VALOR!~~ DE l.A Pl!OFlJNDlllAI) RELATIVA 

COMUNMEN·n; ACEl'TAUOS l'ARA IJEl'INI($ LAS DIFERENTES 

ZONAS EN l.AS QUE SE PUEDEN l.OCAUZAR 1.AS ONDAS. 

Til'O DE ONDA. REl.ACION REl.ACION 

TEORICA. PRACTICA. 

En aguas profundas d/L>l.0 dll.>0.5 

En aguas intermedias d/L > 0.005 0.5 > d/L > 0.05 

En aguas someras d/L < 0.005 d/I. < 0.05 

Conforme al tiempo de aplicación de Ja fueu.a pcnurbadora, las ondas pueden 

ser libres o íorznc1as. 

Las ondas lihn-s: son las que se J!Cneran por Ja aplicación instantánea de una 

fuen.a, esta onda es libre de de~plal..lrse y su traslación no depende de Ja fuerza 

aplicada. 
Las ondas íort.adas son producidas por la acción de una fueru constan.re, este 

tipo de onda depende de djcha fuerza, con modificaciones impuestas por el líquido y 
la profundidad. 

Las ondas de gravedad en el mar se pueden dividir tambic!n en ondas u olas en 

la zona de generación (ole.aje SEA), que son las que se forman en el lugar donde sopla 

el viento y é.'ifC les transmile la energía; y ondas u olas en Ja zona de decaimiento 

(oleaje SWELL), que son aquellas que han s.1lidn d~ Ja zona de generación y aJ 
trasladarse lihrcmente no reciben energía cJcl vicnro. 



Tf',Ok.IAI Df: 01.E.AJL 

1.4 TEORIAS DE OLEAJE. 

1.4.1 TEORIA DEL OLEAJE DE AMPLITUD PEQUEÑA O TEORll\ 
LINEAL. 

La descripción más simple de una onda oscilatoria sinusoidal está dada por su 

longitud ( L ), altura de la onda ( H ). periodo ( T). y profundidad del agua ( d ). 

La figura 1.1 muestra en dos dimensiones una onda progresiva simple1 

propagándose en la dinxción positiva X. Los símbolos utilizados aquf son mostrados 

en dicha figura. 

El símbolo e T) ) denota el desplazamiento relativo de la superficie del agua 

con el nivel del agua en reposo correspondiendo al nivel medio del mar (swl),dicho 

desplazamiento es una fUnción de la coordenada horizontal "X• y del tiempo. 

En la cresta de la onda. e '1 ) es igual a Ja amplitud de Ja onda e a ), o a un 

medio de su altura ( H ). 

La teoría del oleaje de amplitud pequeña y algunas teorías del ole.aje de amplitud 

finita fueron desarrolladas por medio de la introducción de Ja velocidad potencial 

+ (lC,z,t). Las componentes horiwntal y vertical de la velocidad en una panícula de 

agua serán definidas en un punto (x,z) en el fluido como: 

La cuál es Ja componente horizontal y 

Que representa a Ja componente vertical 

9 



\ 

i5 

CEILRIDID 

VAW: 

OIRECOOH DE PROPAGloCION 

H 

NOTA: a)'I¡ • a cao( .1p- - -2f1-J 
b) PARA UN ORIGEN [),IOO (X-O) El. P!:Rfl. 
DE lA ~ ES WOSlRAOO Pl>FIA 
t- :If/4, 7T/4, 11T/4---··· 

c)'I¡ • a•H/2 Pl>FIA lA Cll5TA DE lA ONDA 
'!¡ •-a•-H/2 Pl>FIA El. V>J.J.F. DE lA ONDA 

FlG. 1.1 DEflNICION DE LAS COMPONENTES DE 

UNA ONDA PROGRESIVA SINUSOIDAL 



La velocidad polencial, la ecuación de Laplace. y la ecuación dinámica de 

Bcrnoulll junio con la información necesaria de las condiciones de comportamiento y 
frontera, han derivado las expresiones de las ondas de amplitud pequeña a saber. 

J.4.J.2 CELERIDAD,WNGITUD Y PERIODO DE LA ONDA. 

La rapidez con que una onda se propaga es función de la velocidad o celeridad 

de la onda. 
Puesto que la distancia recorrida por una onda durante su período es igual a su 

longitud, la celeridad de Ja ola puede ser relacionada en base a el periodo y longitud 

de dicha ola por la siguiente ecuación: 

c • .!:. 
T 

Donde: 

C = Celeridad de la ola. (m/seg) 

L = Longitud de la ola. (m) 

T = Periodo de la ola. (seg) 

(1.1) 

11 



l'HINl'\~lll lllJ-:<'\.J ... 

Una expresión que relaciona la celeridad de la onda con su longilud y la 

profundidad del agua está dada por: 

Donde: 

C • Celeridad (m/scg). 

g • Aceleración de la gravedad (9.81 m/seg1
). 

d = Profundidad del agua (m). 

L = Longilllll dc Ja onda (m). 

De la ecuación 1. 1 y 1.2 podemos escribir: 

(1.2) 

(1.3) 

Los valores de 2 re /L y 2 n rr son llamados el número de onda el c~J se 

denota con la lclra " k " y la frecuencia angular di! Ja onda " e.>" respectivamente. 

De las ecuaciones 1. 1 y l .J podemos obtener una expresión para la longitud de la onda 

en función de la profundidad y el período de Ja misma. 

(1.4) 
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EJ uso de Ja ecuación 1.4 envuelve algunas dificultades. dado que la longitud 

de la onda ( L ) no es conocida, ademál de que dicha ecuación tiene implícita a la 
longitud. Los valores tabulados en el apéndice A pueden ser usados para simplificar la 

solución de la ecuación 1.4. 

Como se mencionó anteriormente, las ondas de graVcdad pueden ser clasificadas 

en función de la profundidad dd agua en la cuál se desplazan. La clasificación fue 

hecha para la magnitud de la profundidad relativa d/L, los valores Hmites están dados 

por la función tanh (Z n d/L). 

Dicha clasificacidn está dada por: 

ZONA d/L 
l n d/L tanh(Z n d/L) 

Aguas profundaJ > 1/2 
> n 

aprox. J.0 

Aguas 1/25 a 1/2 
1/4 a <anh(2 n d/L) 

intcrmc:d ias 
n 

Aguas someras < 1125 > 1/4 
aprox. 2 11: d/L 

Para una profundidad relativa de J/2 ( esto es cuando Ja profundidad relativa es 

igual a un medio de ta longitud de la onda) la tanh (2 ri: d/L)= 0.9964. 

Por lo tanto, para fines prácticos la tanh (2 11: d/L) se considera igual a la 

unidad para la zona de aguas profundas JXJr lo que las ecuaciones 1.2 y J .3 se reducen 

a: 

e. laL..~ 
o~~ T 

y 

13 



Donde: 

c,.sr 
2• 

C. = Celeridad de la ola en aguas profundas. 

L. = Longitud de la ola en aguas profundas. 

g ,... Aceleración de la gravedad. 

T = Período de la ola. 

(1.5) 

Asf cuando Ja profundidad relath·a d/L sea mayor de 1/2, las características de 

la onda serán virtualmente independientes de la profundidad. Las condiciones de aguas 

profundas de aquí en adelante se espcciíicar.10 con el subíndice • o • en C0 y In 
El período ( T ) , independiente de la profundidad para ondas oscilatorias será 

omitido el subíndice . Utifü.ando el sistema métrico decimal la constante ...§_ es 
igual a 1.56 m/segi y 2tt 

c,.x!.1.s6T 
2• 

(m/seg) (1.7) 

(dada en m.) (1,8) 

Es evidente que para profundidades relativas de 0.5 el comportamiento es 

satisfactorio sepnrando las ondas de la zona de aguas profundas de la zona de aguas de 

transición. Si una onda cst..i viajando en aguas intermedias o de transición, las 

ecuaciones 1.2 y l.'.\ pueden o;cr usadas sin simplificación. 
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Debe tenerse cuidado en el uso de las ecuaciones 1. 2 y t. 3 cuando estás sean 

necesarias, esto es, cuando la profundidad relativa oscile entre O.SO y 0.2S. Cuando 

la profundidad relativa del agua pasa a ser pequeña, 2"d <0.25 ó -4c0.2S ,la 

ecuación 1.2 puede ser simplificada a: 

Donde: 
C - Celeridad de la onda Cm/seg). 
g = aceleración de la gravedad (m/seg1). 

d = Profundidad del agua (m). 

L L 

(1.9) 

As{ cuando una onda viaja en aguas bajas o someras su celeridad depende 

solamente de la profundidad del agua. 
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1.4.1,J PER•1L DE LA ONDA SINUSOIDAL. 

La ecuación que describe la superficie libre del agua es una función del tiempo 

(t), y la distancia horizontal (x) para una onda simple sinusoidal, el cuál puede ser 

descrito por: 

11 ;llac"""f2nx _ 2nt).!L.ncl2ru _ 2nt) 
\ L T 2\ L T 

(1.10) 

Donde: 

(11) , es la elevación relativa de la superficie del agua para et nivel en reposo. 

H/2 ¡ es un medio de la altura de la onda y que es igual a la amplitud de la onda 
•a•. 

Está expresión representa una onda progresiva, sinusoidal, periódica viajando 

en la dirL-cción posiliva ""'". Para una onda moviéndose en la dirección negativa •x•, 

se reemplaza el signo negativo antes del término 2;r por un signo positivo. 

Cuando ( 2~.t- 2;') es igual a cero, ~,1t,3~, los correspondientes 

valores de (r¡) serán H/2,cero, ·H/2 y cero respectivamente. 
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1.4.1.4 VELOCIDAD Y ACELERACION LOCAL DEL FLUIDO 

En el estudio de la fuerza de una onda muchas veces es deseable el 
conocimiento de la aceleración y velocidad local del nuido para varios valores •z• y 
•t• durante el paso de la onda. La componente horizontal •u• y la componente vertical 

•w• de la velocidad local del fluido están dadas respectivamente por: 

,

cosh 2n(ud) ~ 
u•!!.L --L- 2n:.r _ 2nt) 

2 L cosh (2nd) l T 
L 

(1.11) 

[

,.nh2n(t+d)} 
w.!!..§! L eJ2rtX _ 2nt) 

2 L cosh (2nd) '\ L T 
L 

(1.12) 

Estás ecuaciones expresan las componentes de la velocidad loca! del nuido a 
cualquier distancia (z+d) arriba del fondo. Las \lclocidadcs s.crán armónicas en ·x· 
y en •1•. 

2nX 2nt 
Para un vator dado de 1a rase del ángulo e ·T-r las 

funciones hiperbólicas cosh y senh como funciones de •z•, resultan en una 

aproximación exponencial en decadencia,de la magnitud de las componentes de la 
velocidad con un incremento de la distancia bajo la superficie libre. 
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La máxima velocidad horizontal positiva ocune cuando 6·0,2n, etc, 

mientras que la. máxima \lelocidad horizontal en la dirección negativa ocurre cuando 

0•1t,3'X, cte. 

En las otras direcciones la máxima velocidad posi1i\la vertical ocune cuando 

0•JC(2.,5K/2, etc .• y la máxima velocidad \lertical en la dirección negativa ocurre 

cuando 6•3•{2,7•{2,.rc. (ver figura 1.2). ' 

Las aceleraciones locales de una partícula del fluido serán obtenidas de las 

ecuaciones 1.11 y 1.12 por diferenciación para cada ecuación con respecto a • t •, as{ 

tenemos que: 

".8!!!!. --L- ,.J2d -~) 
[

cosh l•(r+d)} 

' L c:osh 2nd "\ L T 
L 

(1.13) 

[

Stnh 2•(r+d) ~ 
" •-8.!!.!!. L 2nX _ 2nt) 

' L cosh 2nd L T 
L 

(1.14) 

Valores negatívos y positivos de la aceleración horizontal y vertical en el fluido 
. e lnX lnt para vanos valores de •--¡;- --¡- son mostrados en la figura 1.2. 
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1.4.1,S llFSPLAZAMIENTO llE UNA l'ARTu:;uLA DE AGUA. 

Algunos aspectos imJXlrtantes en la nu.'Cánii.:a de la Teoría Lineal tratan ron el 

desplazamiento de una partícula individual de agua dcnuo .Je la onda. Generalmente 

las partCculas de agua se mueven en trayeclorias elípticas en las zonas de aguas someras 

y aguas intermedias, mientras que en aguas profundas estás se mueven en trayectorias 

cCrculares. 
Si la posición media de la partícula es considcrnda como el centro de una elipse 

n cfrculo, el desplai.amicnlo vertical tJe la panícula con respecto al centro de la posición 

no puede exceder de un mcdil1 Lle la altura de la unda. As(, dado que la altura de la 

onda se considera pequeña, d desplazamiento de cualquier partkula del fluillo en el 

centro de la posición resulta pequeño. La integración de las ecuaciones 1.11 y 1.12 
dan los desplazamientos horimntnl y vertical de la p<lrtícula en la posicil~n media 

rcspeclivamcntc. 

Así tenemos que el desplaz..amiento horizontal está dado por la siguiente 

expresión: 

~. _ HK7" cos --L- ,.( 2nX _ 2•1) 

[ 
h2•(t>d)} 

4nL cosh 2nd "\ L T 
L 

(1.15) 
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Y el desplazamiento venical será: 

[

'"'" 2n(t<d) ~ C• Hg7" l . 2nX _ 2nt) 
4•l cosh 2nd l , T 

L 

(1.16) 

Las expresiones pueden ser simplificadas por el uso de la relación: 

Así el dcsplaz.amicnto horizontal es: 

[ 

cosh 2•(<•dl} ~--!!. --l- ,.(2•X_2•1) 
2 senlr2nd '\ l T 

L 

(1.17) 

Y para el desplaz.amiento vcnicaJ tenemos: 

(1.18) 
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Escribiendo las ecuaciones 1.17 y 1.1 H en la siguienlc forma: 

obtenemos: 

en la cuál 

( 

2nd ]' stnh-
21tX 2nt ~ l 

Stn ---- • i l T) ªcosh~ 

[

cosh2n(:•d)) 
A•!!_ l 

2 nnh2nd 
l 

y 

(l.19) 

(l.20) 

(1.21) 
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La ecuación 1.19 es la ecuación de una elipse en la cuál Ja mayor scmiabscisa 

(horizontal) es igual al parámetro • A • y Ja menor semiabscisa (vertical) es igual al 

panlmetro • B •. Las longitudes de A y B serán medidas de los desplaz.amientos 

horizontal y vcrtica.J de las panículas del agua. Así, Jos movimienlos de las partículas 

de agua tender.in a ser órbitas cerradas; ca.da partícula re)omará a su posición iniciaJ 

dcspuá de cada ciclo de onda. 

De las ecuaciones J .20 y 1.21 ~nemos que para aguas profundas las condiciones 

A y B serán iguales y las lraycclorias de las partlculas serán circulares. La ecuación 

puede expresarse como: 

para d/L mayor que J/2 

Para condiciones de aguas someras las e.cuaciones serán: 

,...!!...!: ..... 
2 2Kd 

s.!!.~ 
2 d 

y 

para d/L menor que 1/25 

Así, en aguas profundas las órbitas de las partículas serán circulares, y en aguas 

reducidas las ondas serán clíplicas. 

La amplitud de los desplazamientos de las partlculas de agua decrece 

cxponcnciaJmentc con la profundidad y en regiones de aguas profundas puede hacerse 

relativamente pequeño para una altura de onda en la proíund}!ad igual a un medio de 

Ja longitud de Ja onda bajo la superficie libre, cuando t•-2 . 
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Eslo se ilustra en la figura 1.3. Par.t regiones bajas, el de5plaz.amicnto 

horizonlal de Ja part{cula pucc.Je ser largo. En realidad esto ocurre aparentemente fuera 

de la zona de rompienles donde la acción de la onda y la 1urbulencia levan la sc:di mentos 

del fondo y Jos pone en suspensión. 

Los desplazamientos verticales de las partículas de agua varlan de un mínimo 

de cero en el fondo a un máximo iguaJ a un medio de ia ahura de la onda en la 

superficie. 
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1.4.l.6 CELERIDAD DE GRUPO, 

La rapidez con la cuál un grupo de ondas o un ln:n de ondas viaja no es por Jo 

general idc!nlica a Ja rapidez o velocidad de una onda individual denlro del grupo que 

viaja. La rapidez del grupo es denominada nlocldad o celrridad de 1n1po 1 la cuill 
se denota por " e, ". 

La rapidez individual de la onda es la fase de celeridad o velocidad de Ja onda 

dadas por las ecuaciones J.2 y 1.3. Para ondaJ que se propagan en agtw profundas 

o inlermedias , con la gravrdad como la fuerza primaria restauradora. la celeridad de 

grupo puede ser menor. 

El concepto de celeridad de grupo puede :ser descriro considerando la interacción 

de dos trenes de ondas sinusoidales movic!ndose en Ja misma dircx:c.:1ón con escasas 

diferencias de longitudes de onda y períodos; para eslá condición la ecuación de la 

superficie del aguá. está dada por: 

11 {2nx 2nt) 11 ,2nx 2~x) fJ•fJ1•'12•-C<>! --- +-e -+-
2 i, r, 2 i., r, 

(l.22) 

donde '1 i y TJ 2 será la contribución de cada una de las dos componentes. 

Por simplicidad. las alturas de ambas componcn1es de onda pueden ser asumidas 

iguales. 

26 



Como las longitudes de onda de las dos componentes de onda, L1 y Li. pueden ser 

asumidas escasamente diferentes, para algunos valores de •x• para un tiempo dado, las 

dos componentes pueden estar en rase y la altura de la onda observada puede ser 2H. 

Para algunos otros valores de •x •, las ondas pueden estar completamente fuera 

de fase y la altura de la onda resultante puede ser cero. , 

El perfil de la superficie se describe por arriba de la suma de las dos ondas 

sinusoidales que son dadas por la ecuación t.22, y que es mostrada en la figura 1.4. 

1.4.1.7 ENERGIA Y POTENCIA DE LA ONDA. 

La energía total de un sistema de ondas es la suma de su encrgfa cinética y su 

cnergfa potencial. La energía cinética c.s la pane de la energía total debida a la 

velocidad de las partículas del agua asociada con el movimiento de la onda. La energfa 

potencial es la parte de la energía restante de la masa del fluido. 

De acuerda a la Teoría de Airy 1 si la energía potencial es determinada para el 

nivel medio del mar, y todas las ondas son propagadas en la misma dirección, las 

componentes de la energía cinética y potencial serán iguales, y Ja energía de Ja onda 

toW en una longitud de onda por unidad de ancho de cresta está dada por la siguiente 

e:llpresión: 

(1.23) 

Los subíndices , , se refieren a las energías cinética y potencial 

respecrivamCnte. 
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La energía promedio de la onda por unidad de superficie de área, es denominada 

ENERG!A ESPECIFICA O DENSIDAD DE ENERGIA, y eslá dada por: 

(1.24) 

EJ flujo de energía es la relación para la cuál la energía es transmitida en la 

dirección de propagación de la onda a través de un plano vertical perpendicular a la 

dirección de avance de la onda. 

El promedio de energía por unidad de ancho de cresta transmitida al avance de 

la onda es: 

(1.25) 

EJ flujo de energía • P • es frecuentemente denominada potencia de la onda 

y el factor "n" (factor de grupo) se e•prcsa por: 

1 4nd ) 
n•O. l•--L __ 

unh4nd 
L 

Para aguas profundas y reducidas, la ecuación l.25 puede escribirse de la 

siguiente forma: 

( aguas profundas) (1.26) 

(aguas reducidas) (1.27) 
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1.4.2 ONDAS DE AMPLITUD FINITA. 

SEGUNDA APROXIMACION DE S,TOKES 

Las c:ii;prcsiones para las ondas presentadas en la Teoría Lineal están basadas en 

la suposición de que el movimiento de Ja superficie libres será pcqucno, el cuál puede 

ser descrito por medio de la ecuación: 

(1.28) 

Más espcdíicamente, esto es una suposición para las ondas de amplitud 

peque/ta. Una e:ii;presión más general es: 

(1.29) 

Donde: 

a= H/2, para el primer y segundo orden. 

a < H/2, para ordenes superiores que el segundo. 

~.BJ,B., serán funciones especificas de la longilud de la onda • L •, 

y Ja profundidad "d". 
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l..il Teoría Lineal solo considera el primer término de la izquierda de la ecuación 

1.29. Para considerar los t&!rminos adicionales representados en un orden supc:rior de 

aproximación del perfil de la superficie libre del agua. el orden de aproximación es 

determinado por el orden de los 1trminos de la serie considerada. 

AsC, la ordenada de la superficie libre para el tcrc~r orden es definida por los 

tres primeros tfrminos de la e.cuación J .29. 

Cuando el uso de las Tcorlas de orden superior sea justificado, tablas de ondas 

semejantes a Ju preparadas por Skjelbrcia (1959), y Skjelbrcia y Hendrickson (1962), 

scdn usadas para reducir la posibilidad de errores en el uso de Ju ecuaciones. Aunque 

Stok.es (1880) desarrolló Jas primeras ecuaciones para ondas de amplitud finita, las 

ecuaciones presentadas aquí serán las de Michel (1944). 

1.4.2.I CELERIDAD DE LA ONDA, WNGITUD Y PERFlL 
DE LA SUPERFlCIE LIBRE DEL AGUA. 

Pueden ser mostradas para Teorías de segundo orden, e:..prcsiones para la 

celeridad y longitud de la onda idénticas a las obtenidas por la Teoría Lineal. Por lo 

tanto: 

(1.30) 

y 

(1.31) 
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Las ecuaciones corrcclas para el !ercer orden es1án dadas por: 

. ¡ (S•2cosh 4•d +2cooli'4nd)l C• gT tanh 2nd I • (nl/)
2 L L 

2n L L Ssenh• 2nd 
L 

(1.32) 

¡ 
1
s•2cosh4 nd +2c""'1' 4nd ll 

L• gT' tanh 2nd I • (nl/)
2 L L 

2n l l Bstnh' 2nd 
l 

(1.33) 

La ecuación de Ja superficie libre para Ja Teoría de segundo orden es: 

l
c""'12•d l ~.!!.r..J2nx_2nt)•["H'] L (i+cosh4nd)..,.J~_4•t) 

2-\ l T 8l stnh 2 2nd l [\ L T 
l 

(1.34) 
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Para aguas profundas la ecuacidn 1.34 quedarla: 

J.4.2.2 VEWCIDADE'S Y DESPLAZAMIENTOS DE LAS 

PARTICULAS DE AGUA. 

(1.35)• 

La componente periódica •x• y •z• de las velocidades de las partículas de 

agua, de segundo orden cslán dadas por: 

~
"""212n(t+d)~ ,coob4•(l+d)J 

M• --L- ~-2"')•1(rcH)2 --L- • 
coob2nd L T 4 L ,.nh,2nd 

L L 

(1.36) 
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1 
nh2n(<•d)} i nh4n(l'd)) KH st --L- n(21u 2•t) 3 (nH)1 st --L-

W•- ft' --- +--- • 
L s<nh 2nd L T 4 L s<nh' 2nd 

L • L 

•St' ---
n(

4n:x 4nr) 
l T 

(l.36a) 

Las ecuaciones de segundo orden para los desplazamientos de las partículas 
para la misma posición de una onda serán: 

[ 

cooh 4n(t+d)) 
osh 4n(t •dl L •[!-3 e -L-}•n(4nz _ 4nt)• (n/{)

2 El_ s•nh'2nd 
2 s.nh' 2nd L T L 2 L 

L 

(l.37) 
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[ 

M2K(t+d)~ 
(•!!I!!.."' --L- 2u_2nt)·2-. ("H')• 

4nL C06hl.!!!! L T 16 L 
L , 

(1.38) 

J.4.2.l VEWCIDAD DEL TRANSPORTE DE MASA. 

El último t&mino de la r.cuación 1.371 es de particular interb, pues éste no 
es periódico, pero es producto del tiempo y depende del periodo y profundidad de 

una onda dada. 

El Ü:rmino que a continuación se prcscnta 1 incrementa el despla.z.amiento neto 
de la partfcula en la dirección de propagación de la onda. La distancia que es 
desplazada una partlcula durante el periodo de una onda, cuando es dividida por el 

período de dicha onda y un medio de la velocidad del flujo, es llamada 
VELOCIDAD DE TRANSPORTE DE MASA, y se denota como Uw 
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Así lencmos que dicha velocidad es: 

(J.Jg¡ 

Si el transpone de masa, indicado en la ecuación 1.39 Jleva a un acumulación 

de masa en cualquier región, la superficie libre debe de ascender generando ase un 

gradienle de presiones. Una corriente formada en respuesta a esle gradienle de 

presiones, rccstablecc la distribución de la masa. 

. 36 



1.4.2.4 MAXIMA INCLINACION DE LAS ONDAS PROGRESIVAS. 

Una onda progresiva está ftsicamentc limitada en áltur.t por la profundidad 

y la longitud de la onda. 
EJ límite superior o altura de la ola rompicnlc en aguas profundas es una 

función de La longitud de onda, y en ta rona de aguas someras ( o reducidas) y aguas 

inlttmedias (o de transición) es función de la proíundidad del fondo y de la longitud 

de la onda. 
La pendiente de la onda es la relación de su altura y su longitud. Michcll en 

1893 encontró que la mbima relación de csbellcz en aguas profundas csut expresada 

como: 

( "•) 1 - -0.142•-
L. _.,. 7 

(1.40) 

Pan una onda progl'C5iva en aguas somcr.u, Mlchell propuso en 1944 la 

siguiente relación: 

m .... ·0.1421anh(kd) (1.42) 
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Y para una onda estacionaria también ubicada en la wna de aguas someras 

propuso: 

(~L .. ·0.218<anh(kd) (1.42) 

Lo anterior indica que la relación H/L no puede sobrepasar los valores 

indicados por las ecuaciones 1.41, 1.42 y 1.43. Cuando hay tendencia de que la 

relación H/L se.a mayor, la onda es inestable y cmpicz.a a romper con formación de 

espuma en su cresta. Est..1 disipación de cnergfa hace que la altura de la onda 

disminuya y con ello la relación H/L. 
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1,4,J ONDAS CNOIDALES. 

Las ondas de amplitud finita de forma de propagación permanente en aguas 

someras o reducidas serán frecuentemente descritas por la Tcorfa de la Onda 
Cnoidal. La ca.istencia en aguas reducidas de ondas largas de forma permanente 

puede tener su primer reconocimiento por Boussincsq (1877). 

El ~rmino CnoidaJ es usado siempre que el perfil de la onda está dado por 

la función Jacobiana coseno cHptico, usualmente designada como "en". 

EJ rango de aproximación de validez de la Teoría de la Onda Cnoidal es 

determinado por LAITONE (1963), el cuál está dado por la siguiente relación: 

d/L < 1/8 

Y el par;imctro de Urscll 

(ver figura l .S) 

La descripción de la velocidad de las partículas locales. aceleración, energía 

de la onda y potencia para ondas cnoidalcs es muy difícil. 

Las car.u:terlsticas de las ondas son descritas en forma paramétrica en 

r.!rminos de los módulos "k" de las integrales elípticas. 
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por: 
La ordenada de la superficie del agua ·v.· medida arriba del fondo está dada 

Donde: 

Y, ; es la distancia del fondo al seno de la onda, 

en ; es la función coseno elíptico. 

(1.43) 

K(lc) ; e• el complemenlo de la inlegral elfplica de la 
primera clase. 

k ; es el módulo de las inlegraJes elípticas. 

El coseno eltptico es una función periódica donde: 

es Lt amplitud má.x.ima e igual a la unidad. El módulo •k• es definido sobre 

un rango entre O y 1. Cuando kcO, et perfil de la onda puede ser un senoide en la 

Teoría Lineal; y cuando k• l, el perfil de la onda está dado por una onda solilaria. 

La distancia del fondo al seno de la onda, •yt es usada en la ecuación 1.43, 

y cstl dada por: 

!;.'!!__!f... I6d' K(k)(K(k)-E(k))•l-!f.. 
d d d JL' d 

(1.44) 
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TI-:ORIAI DE OLEAJE, 

Donde: 

Y, : es Ja distancia de el fondo de la cresta. 

E(k) : es el complemento de la integral elrplica de segundo 

orden. 

La longitud de la onda está dada por: 

L·~ l6d' kK(k) 
3H 

El periodo de Ja onda está expresado por la siguiente ecuación: 

T r; f"1"6"r.r ll'(kl } "f;n JH Y, l•_E_(.!_ECkl) 
Y¡;' 2 K(k) 

(l.4S) 

(1.46) 

La presión bajo una onda cnoidal en cualquier elevación •y•, desde et fondo, 

depende de la velocidad local del nuido. No obstante esto puede ser aproximado en 

una fonna hidrostática como: 

P•pg(Y,-l') (1.47) 
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Tl'.OIU.U OC OILfJL 

Esto es, la distribución de presiones puede ser asumida para una forma de 

variación lineal pgY, partiendo de cero en la superficie. 

Las figuras 1.6 y l.7 muestran las menores dimensiones para el perfil de la 

superficie de la onda cnoidal para \'arios \lalores y el cuadrado del módu1o de Ja· 

integral elíptica •kh, mientras que las figuras 1.8 a 1.1 ~ presentan las menores 
dimensiones dibujad.as de los parámetros que caracterizan las ondas cnoidales. 
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CA PITIJLO 11 

LEY DE SNELL Y SUS APLICACIONES EN 
LA INGENIERIA DE cosrAS. 

2.1 Ley de Snell. 

2.t.l Ondas, frentes de ondas y rayos. 

Es conveniente representar una onda de cualquier tipo mediante frentes de onda. 
Se define como FRENTE DE ONDA aJ lugar geométrico de todos los puntos en los 

que la fase de la \l'ibración de una cantidad física es la misma. Asf, en el caso de las 

ondas sonoras que se propagan en todas direcciones desde una fuente puntual, cualquier 
superficie esférica concéntrica con la fuente es un posible frente de onda. Algunas de 

estás superficies esféricas son el lugar geoméuico de los puntos donde la presión es un 

máximo, otras donde es un mínimo, etc.; pero la fase de las variaciones de presión es 

Ja misnta en cualquier superficie esférica. Suelen dibujaTSC solo algunos frentes de 

onda, en general aquellos que pasan por los máximos y mínimos de la pcnurbación. 

En algunos casos, especialmente en la óptica geom~lrica 1 es conveniente 

representar una onda por rayos en vez de por frentes de onda. Desde el punto de vista 

ondulatorio, un rayo es una línea imaginaria trazada en la dirección de propagación de 

la onda. 
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UY N ..u.L Y llll ArlJCACIOffF..1 IN LA lN'GENfDUA PI COITA!I. 

Asf, en Ja figura 2. l(a) los rayos son trneas rectas perpendicu1ares a Jos frentes 

de onda, y en la figura 2. l(b) son radios de los frentes de onda csf~ricos. 

2.1.2 REFRACCION DE OLEAJE. 

Muchos fenómenos ópticos conocidos implican el comportamiento de una onda 

que incide en la superficie que separa dos medios ópticos. Cuando Ja superficie de 
separación es suave, es decir 1 cuando sus irregularidades son pequeñas comparadas con 

la longitud de la onda, la onda suele ser en parte reflejada y en parte transmitida al 

segundo medio, como ilwtra la figura 2.2(a). 

Los .segmentos de las ondas planas en la figura 2.2 se representan por un pincel 

de rayos que forman haces de luz (figura 2.2(b)); para simplificar la explicación de los 

divcnos ángulos, suele considerarse solo un rayo de cada haz, como en la figura 

2.2(c). 
Las direcciones de los haces de luz incidente, reflejado y refractado se expresan 

en función de Jos 4ngulos que forman con Ja normal de la superficie en el punto de 

incidencia. Para ello es suficiente indicar un rayo, como en la figura 2.2(c). Estudios 

cipcrimcntalcs de los haces incidente, rcncjado y refractado conducen a Jos siguientes 

resultldos : 

1.- los rayos incidentes, reflejado y refractado y la normaJ a la 
superficie, se encuentran en el mismo plano del diagrama, y la 

superficie de separación es perpendicular a este plano, los planos 

reflejado y refractado están en el plano del diagrama. 

2 ... El oingulo de rcnexión cti, es igual aJ ángulo de incidencia itt .. 

para cualquier par de medios. 

3.- Para la luz monocromática y un par de medios dados, •a• y "b•, 

situados en Jos lados opuestos de la superficie de separación, la razón del 



"'""' 

a) FRENTES DE ONDI\ 

b) FREmES DE ONDI\ 

FIG. 2. 1 FRENTES DE ONDA 



(b) (e) 

F1G. 2.2 (o) UN11 OHM P1ANA ES EN PARTt REF1.EJADA Y EN PARTE ~ EN 
U\ SUPERflCIE DE: SEPAAACION DE DOS MEDIOS. (bl lJ\S ONDAS DE !ol ESTNI 
REPRESENTADAS POR AAYOS. (e) POR SENC1Lla SOLO SE ILUSTI!A liÑ AAYO 
IHCIODITE, REfl.EJADO Y REFl!Aé1'ADO. 



l.EY DE INUJ. Y SUS APUCACIONF..'i t::N l..\ INCENUlU4 llE COSTAi. 

ángulo cit. (entre el rayo y el medio •a• y Ja normal) y el seno del 

ángulo cit., (entre el rayo del medio •b• y la normal) es una constante. 

Por lo tanto: 

(2.1) 

Este resultado e1tperimental, junto con el hecho de que los rayos incidente y 
refractado y la normal a la superficie estén en el mismo plano, se Je conoce como LEY 
DE REFRACCION O LEY DE SNELL. 

En la refracción del oleaje el decremento de la celeridad de la onda con la 

disminución de Ja profundidad del agua puede ser considerada en una analogía al 

decremento de la velocidad de la luz con el incremento del Indice de refracción del 

medio de transmisión. Usando está analogía O'Brien (1942) sugirió el uso de la Ley 
de Snell de la óptica geométrica para resolver el problema de la refracción del oleaje 

por cambio en la profundidad. 

(2.2) 

La ecuación 2.2 mueslra que Ja celeridad de la onda depende de la profundidad 

del agua en la cuál se propaga. Si la celeridad de la onda decrece con la proíundidad, 

la longitud de la onda debe decrecer proporcionalmente. La variación de la celeridad 

de la onda ocurre a lo largo de la cresta en movimiento en un ángulo por debajo del 

contorno del agua, porque esa parte de la onda en aguas profundas se desplaza más 

rápidamente que en la wna de aguas someras. Esta variación causa en la cresta de Ja 

onda una curvalura que tiende a alinearse con la batimelria. Este efecto de curvatura 

o refracción, depende de la relación de la profundidad del agua con la longitud de la 

onda. 
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En la practica, la refracción del oleaje es importante por varias razones, entre 

las que se pueden mencionar las 5iguientcs: 

l.· Mediante la refracción del oleaje es posible determinar las aJcuras de las olas 

de un sitio o zona en particular. usando para tal efecto las condiciones de dicho oleaje 

en la zona de aguas profundas (C;Sto es: altura, periodo y di;Ccción). La reímcción por 

lo tanto tiene una influencia significativa en la distribución de la energía del oleaje a 

Jo largo de la costa. 

2.· El cambio de dirección del oleaje ocasiona convergencia o divergencia en 

su energía, y materialmente afecta a la fuerza ejercida por la onda sobre las estructuras. 

3.· La refracción contribuye a la alteración o cambio de la batimctrfa por los 

efectos de erosión y deposito de sedimentos en la playa. 

4.· Una descripción general de la batimelrla de un área cercana a la costa puede 
ser a veces obtenida por medio de un análisis de fotograíía al!rea de los patrones de 

refracción de oleaje. 

En adición ... a las variaciones causadas por la refracción del oleaje en Ja 

batimetría, las ondas pueden ser refracta.das por corrientes o por algún otro íenómeno. 

La refracción por una corriente ocurre cuando las ondas intersectan a la 

corriente con un ángulo dado. 

El grado en el cuál la corriente refracta al oleaje incidente depende del ángulo 

iniciaJ entre las crestas de la onda de la dirección del flujo y fuerza de la corriente, y 

de las características del oleaje incidente. 

En al menos estas dos situaciones. la refracción del oleaje por corrientes' puede 

ser de importancia practica. 

En accesos de marea, la corriente de marca puede ser contraria al oleaje 

incidente y consecuentemente incrementar la altura y la incidencia de la onda. 

S1 
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Actualmente existen dos técnicas básicas para el análisis de la refracción de oleaje a 

saber: 
a) La gráfica. 

b) La numérica. 

Fundamentalmente las técnicas de análisis de refracción del oleaje mencionadas 

anlcriormente están basadas en la Ley de Snell_. 

Las suposiciones en las que se desarrollan ambas 16cnicas son: 

1.- La energía de la onda entre los rayos u ortogonales permanece 

constante (las ortogonales serán líneas dibujadas perpendicularmente a 

los frentes del oleaje, y exlcndidas en la dirección del avance de la ola). 

2.- La dirección de avance de la ola es perpendícular a la cresta de la 

ola, en la dirección de las ortogonales, 

3.- La celeridad de una onda dado el período en un lugar en panicular, 

depende solamente de la profundidad del sitio. 

4.- t.os cambios en la batimetría deben ser graduales. 

S.- tas olas u ondil5 serán de cresta larga, periodo constante, amplitud 

pequei\a y monocromática. 

6.- Los efectos de las corrientes, viento y reflexión de playas, no son 

considerados. 
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LEY Dr. IHUJ. y IV• AIUCACIONE.I EN LA JNCENllll.IADE con.u. 

2.1.J REFJL\CCION DEL OLEAJE POR CAMBIOS BATIMETRICOS. 

En aguas proíundas para un medio de la longitud de la onda la función 

•tanh(2sd/L)• de la ecuación 2.2 es aprox.imadarnentc igual a la unidad y dicha 

ecuación se reduce a la siguiente expresión: 

e •.E:. 
o 2 .. 

(2.3) 

En está ecuación, la celeridad Cono depende de la profundidad, por lo tanto en 

regiones proíundas para un medio de la longitud de la onda la refracción por batimetría 

no es significativa. 

Cuando la profundidad del agua oscila cnrre 1/2 y l/2S de la longitud de la 

onda, que corresponde a la zona de aguas bajas o someras, los efectos de la refracción 

por batimetría pueden ser significativos. 

En aguas intermedias, la celeridad de Ja onda puede ser calculada por la 

ecuación 2.2¡ en aguas someras o bajas Ja tanh(2nd/L) pude hacerse 

aproximadamente igual a (2xd/L) y la ecuación 2.2 se reduce a: 

C2·gd 

ó 

(2.4) 

Ambas ecuaciones (2.2 y 2.4) muestran la dependencia de Ja celeridad de Ja 

onda en la profundidad. Para una primera aproximación, Ja energía de la onda por 

unidad de ancho de cresta puede expresarse como: 

(2.S) 
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En aguas profundas, la energía de la onda que se lral'lsmite en un plano 

perpendicular a dos ortogonales contiguas, da como resultado un nujo promedio de la 

energía del oleaje, pudiéndose expresar este mediante la siguiente ecuación: 

Donde: 

(2.6) 

b0 ; es las distancia de las ortogonales seleccionadas en aguas 

profundas. 

Et subíndice "0" (cero) siempre se refiere a las condiciones de aguas profundas. 

El nujo de energía o potencia de la energía del ole.aje pu~e igualar a ta energía 

que se transmite entre las dos mismas ortogonales en aguas bajas o someras, resultando 

en está wna: 

P•nbEC (2.7) 

Donde: 

b ; es la distancia de tas ortogonales en aguas reducidas. 

Tomando en consideración lo anterior resulta: 

(2.8) 



y si hacemos 

Y combinando las ecuaciones 2.8 y 2.9 tenemos: 

FJ ~rmino 

í1i"c. 
~2-;;c 

(2.9) 

(2.10) 

es conocido como COEFICIENTE DE FONDO "ks" ó "H/flo". Este coeficienle de 
fondo es función de la longilud de la onda y de la profundidad del agua. 

La ecuación 2.10 facilita la determinación de la altura de la ola en aguas 

intermedias o en aguas bajas, conociendo la profundidad del agua y la altura de la onda 
cuando el espaciamiento relativo de las ortogonales pueda ser determinado. 

La rafz cuadrada de este espaciamiento relativo Cbt/b) expresa.do en la ecuación 
2. IO, es conocido como COEFICIENTE DE REFRACCJON "kr". 

EJ cambio de dirección de una ortogonal a medida que pasa una batimetría 

relativamente simple puede ser aproximada por la Ley de Sncll con la siguiente 

expresión: 

.un«2•.S.stn« 1 e, 
(2.11) 
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Donde: 

a 1 ; es el ángulo de la cresta de la onda (el perpendicular a una 
ortogonal) originado por la balimctría sobre el paso de la onda. 

a 2 : es un ángulo similar medido hasta la cresta de la onda ( u 
ortogonal) pasando sobre el próximo contorrio batimétrico. 

C1 ; es ta celeridad de la onda (ecuación 2.2) en la profundidad del 

primer contorno. 

C1 ¡ es la celeridad de la onda en la profundidad del segundo contorno 

o lfnea batimétrica. 

Para está ecuación, una plantilla puede ser construida, la cuál nos muestra el 

cambio angular en a , es10 ocurre cuando una onogonal pasa sobre un intervalo de 
contorno en particular, en donde puede ser trazada una ortogonal afectada por el 
cambio y dirección de Ja curva batimétrica an1erior. 

La refracción puede ser tratada analíticamente en una condición de balimetrla 

paralela mediante el uso directo de la Ley de Sncll dada por la siguiente expresión: 

Donde: 

stna. • ..2...stna0 c. 

a ; es el ángulo de la cresta de Ja onda refractada. 

(2.12) 

a:0 : es el ángulo de la cresta de la onda incidente en la zona de aguas 
profundas. 
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La figuna 2.3 muestra la relación cntrca. ~o 

coeficiente de refracción (k.r) en forma gráfica. 
, periodo, profundidad y 

La figura 2.4 muestra una línea de costa hipotética y Jos contornos de la 

bat.imetria cerca de la playa. Un tren de olas u oleaje con longitud de onda en aguas 

profundas ·~ •, está acercándose a la costa con una orientación de cresta en aguas 

profundas, eslá es paralela en promedio con la localización de Ja linea de la playa. 

Los contornos batimétricos en las profundidades serán dados relativamente por 

la longitud de la onda en aguas profundas. 

La porción de cresta de la onda entra en Ja región donde d/lu < O.S, y por lo 

tanto la longitud de la onda y la celeridad decrecen. 

Si construimos líneas ortogonales a la misma distancia a Jo largo de las crestas 

de la onda en aguas profundas y extendemos estás hacia la costa, estando seguros de 

que siempre sean normales a la cresta de Ja onda, podemos observar la distribución del 

patrón de energía en un punto a Jo largo de la cresta de la onda. 

Donde las ortogonales convergen Ja energía se incrementa por unidad de 

longitud. 
La convergencia o divergencia de las ortogonales a lo largo de la costa y Jos 

efectos de la línea de playa, originan que Ja altura de la onda varíe de acuerdo a la 

siguiente expresión: 

(2.13) 

Donde WHo es el coeficiente de la Hnca. 'de la costa que depende solamente de 

la profundidad relativa d/L ó dilo como se muestra en la figura 2.5. 

La relación del espaciamiento de las ortogonales BJU para el punlo de inlerés 

se determina mediante un diagrama de refracción como el que se muestra en la figura 

2.4. 
Hay que notar en está figura que la refracción origina una convergencia en las 

ortogonales sobre la intersección sumergida (punto 1), resultando en alturaJ de ola muy 

¡randes que rompen antes de lle¡ar a la linea de la playa. 
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Sobre e1 seno dc1 oleaje (punto 2), se gcnernn alturas de ola inferiores las cuales 

tienden a romper sobre la línea de la playa. 
Para propósitos ingenieriles, los diagramas de refracción deben esw traz.ados 

para cubrir los diferentes períodos y direcciones del oleaje esperado en el lugar de 

estudio. 

Un diagrama de rdracción puede ser trazado en un Íitano similar al de la figura 

2.4 la cuál nos da el coeficiente de refracción •kr* en el sitio de interés, para un rango 

de direcciones y períodos del oleaje. Dada la altura de la onda en aguas profundu1 se 

puede detem1inar la altura de la onda más crítica esperada en el sitio de estudio. 
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UNA FUNCION DE LA PROF\JNDIDAD RELATIVA DEL AGUA 

1.0 
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2.1.4 REFRACCION DEL OLEAJE IRREGULAR. 

2.1.4.1 CocOclenlr de rerraccldn del oleaje lrre¡::ular. 

En un área donde la profundidad del agua es mayor que un medio de la longitud 

del oleaje (en la región de aguas profundas), las ondas que se propagan en está zona 

no se ven afectadas por la irregularidades del fondo, pero al entrar el oleaje en la 

región de aguas reducidas o someras, la dirección de propagación de éste cambia 

gradualmente y las crestas del oleaje tender.1.n ha adquirir un patrón que corresponde 

con las profundidades de los contornos del fondo marino. 

El coeficiente de refracción para oleaje regular considera un período constante 

y una sola dirección de propagación. La variación de las alturas del oleaje real debida 

a la refracción no se puc.de representar correctamenle por un coeficiente de refracción 

"kr" como para el oleaje regular. 

Las ondas reales en el mar están compuestas por un número infinito de 

componentes con diferentes frecuencias y direcciones, por consiguiente, la variación 

en las alluras de Ja~ ondas en el mar esta determinada por la contribución de todas sus 

componentes, en donde cada componente de onda e:iipcrimenta el proceso de refracción 

individualmente. 
La ecuación fundamental para estimar el coeficienle de refracción del oleaje 

irregular está dada por: 

(kT)~· __!_ j 7 S( f.6 )k:( f)kT'( f.6 ¡ dll df 2.14 
m., o 11m1a 

68 



LEY Dtl. lf'ffJ.L y Jllll ArlJCACIONEI»" LA INGt~lt"JUA bit con.u. 

Donde: 

-..... 
m.• f f S( f.6 )ks'(f) dO d/ (2.1~) 

o .... 

EJ subíndice •crr . debe entenderse como la condición efectiva y es utilizado 

para denotar las cantidades relativas del oleaje irregular. 

S(f.6) denota el espectro direccional del oleaje irregular, el t~rmino ks(O es 

e1 coeficiente de fondo, b{f,6) es el coeficiente de refracción de una componente de 

onda (igual que en el oleaje regular) con frecuencia "f" y dirección " O ". 

Un camino sencillo para realiw una estimación apro11;imada del coeficiente de 

refracc:ión para oleaje irregular es mediante Ja siguiente ecuación: 

(2.16) 

Para la cuál se supone que el efecto del fondo es despreciable, 

El término (6E)y en la ecuación anterior denota la energía relativa de las 

c.omponent.es del oleaje con una frecuencia •¡• y una dirección •j•; cuando el rango de 

frecuencias del oleaje irregular se divide en segmentos que van de i = 1 a M y la 

frecuencia direccional se divide en •j• segmentos que van de ja I a N, esto es: 

., .... 
f S(f,6 ) d6 d/ (2.17) •. 
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En la cuál: ...... 
m0•J J S(f.0) dO df (2.18) 

o ..... 

En estos cálculos, las frecuencias represcnt..111Y..is y direcciones de las 

componentes del oleaje deben ser seleccionadas. Si el espectro frecuencial se expresa 

mc.dianle la ecuación de Brctchsncider-1'.lilsuyasu dada por la siguiente expresión: 

S(/) ·0.2S7 H,,. r,,.cr,,,rr' EXP[ -J .OJ(T ull "'I 

Donde: 

H.,J ; Es la allura de la ola significanlc. 

TI/) ¡ Es el periodo significanre. 

(2.19) 

La división del rango de frecuencias se puede realizar igualando la energía de 

la onda en cada in1ervalo de frecuencia ( hay que notar que la ecuación 2.19 es 

integrable en forma cerrada con respcclo a la frecuencia ). Tal división reduce el 

tiempo de cálculo para el coeficicn1e de refracción de ole.aje irregular. La frecuencia 

representativa en cada intervalo se determina mejor con el significado del segundo 

momento espectral tfe c.ada intervalo, estimando con un mínimo de error la variación 

del periodo del oleaje por la refracción ( debido a que el significado del periodo está . 
dado en T·Jm0 /m2 ; donde m1 •//

2S( f )df , incluido dicho significado en el 
o 

segundo momento del espectro frccuenciaJ). La ecuación para la frecuencia 

representativa del segundo momento espectral de cada intervalo es: 

t,· 0.9~1" (2.912M [~ { ~21";~~ }-~ { ~u,.7} l r (2.20) 

70 



En Ja cuál ~(t) es la función de error definida por: 

(2.21) 

Las frecuencias representativas de la ecuación 2. 20 han sido convertidas para 
los períodos listados en la labia 2. l. 

TABLA 2.1 

PERIODOS REPRFSENTATIVOS DE LAS COMPONENTFS DE ONDAS 

POR ANALISIS DE REFRACCION. 

Númm>de 

"""-1esde 1=1 1=2 1=3 1=4 1=5 1=6 1=7 
ondu, 

3 1.16 0.90 O.S4 - - - -
4 1.20 0.98 0.81 o.so - - -
s 1.23 1.04 0.90 0.76 0.47 - -
7 1.28 1.11 1.00 0.90 0.81 0.69 0.43 
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Para un cálculo rápido, Ja frecuencia media ( la frecuencia que bisccra el úc:a 

del espectro del oleaje en cada intervalo ) a emplear, está dada por la siguiente 

expresión: 

/,. _1_ { ~ }'". 1.007 {'IJ¡ [ 2Ml }"' (2.22) 
0.90T1" lJi [ ~ ] T," 21-1 

Cuando las frecuencias representativas se seleccionan por uno de los dos 

métodos anteriormente señalados, la energía relativa de las componentes de onda 

pueden ser aproximadas con la siguiente expresión: 

(2.23) 

La cantidad o, representa la relación de la energía de la onda en cada dirección 

a la energía total.~ Para una división direccional con 16 ó 8 punlos de referencia, 

valores de 0 1 se han preparado en la lista de la rabia 2.2. Si el rango de las 

componentes direccionales de la onda se limita para valores menores de ~90° , debido 

a la.'1 condiciones lopogr.Hicas par.t el sitio <le inlcr~s. los valores de 0 1 pueden ser 

linealmente incrementados obleniéndosc que Ja sumatoria en el rango de las posibles 

incidencias del oleaje dará la unidad. 

Cuando la divisilfo de la frecuencia de un espcclro de oleaje es diferente de lo 

listado en la tabla 2.1, la relación de la energía (11E')JJ se debe calcular mediante 

integración del espectro frecuencial y por la evaluación de Ja relación de la energía de 
la onda en cada intervalo de la frecuencia. 
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TABLA 2.2 

RELACION DE LA ENERGIA DEL OLEAJE EN CADA DIRECCION 

Dlna:ldn de las 
componentes de 

onda. 

67.!J" 

4S.O" 

22.Sº 

O.O" 

·22.Sº 

-4S.O" 

-67.Sº . 
Total 

PARA LA ENERGIA TOTAL. 

16 puntos de referencia 

s ... 

10 25 

o.os 0.02 

0.11 0.06 

0.21 0.23 

0.26 0.38 

0.21 0.23 

0.11 0.06 

o.os 0.02 

1.00 1.00 

75 

0.00 

0.02 

0.18 

0.60 

0.18 

0.02 

0.00 

1.00 

8 puntos de referencia 
s ... 

10 25 

- -
0.26 0.17 

- -
0.48 0.66 

- -

75 

-
0.06 

-
0.88 

-
0.26 0.17 0.06 

... - -
1.00 1.00 1.00 

Como un ejemplo explicativo, el cocficienle de refracción para el punto "A" en 
la figura 2.6 puede ser calculado para el oleaje irregular, por el empico de tres 

divisiono en el rango de Ja frecuencia. 
De la tabla 2.J Jos periodos de las componentes del oleaje son T1=14 seg, 

TJ= 1 J seg y TJ=6.S seg para un periodo significante TllJ= 12 seg. 
Las dircc.c:iones de las componentes del oleaje son seleccionadas de J6 puntos 

del rango de •90' alrededor de la dirección principal SSE. Los oleajCJ se 

considcr.an distantes (swell) con esbcllCZ grande, lomando el par.fmctro "S-.." el valor 

de 2S. 
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la etapa inicial del proceso de estimación es el trazo de los diagramas de 

refracción para el punto "A" de todas las 21 componenles del oleaje (3 periodos y 7 

direcciones). Los resultados se lisian en la segunda y cuarta columnas de la tabla 2.3. 

El segundo paso es el cálculo de la sumatoria 4
1

1:r2 • los cuaJes están 

listados en la quinta columna de Ja tabla 2.3. 

La relación de la energía de la onda 0
1

, se lee de la Labia 3.2 para S_.1::1125 y 
se lista en la sexta columna de Ja tabla 2.3. 

Así los productos de la quinta y sexta columnas divididas por M=J se escriben 

en la séplima columna. Sumando los re:.ultados de la séptima columna y oblenicndo 

su raíz cuadrada, se obtiene el coeficien1c de refracción del oleaje irregular para el 

prescnlc ejemplo, el cuál resul1a con un valor de (kr), 11 i::::0.94. 

TABLA 2.3 

ANALISIS DE REFRACCION PARA OLEAJE IRREGULAR. 

Dlreccldn de los 

componentes de 14 s JI s 6.5 s 
¿;K: 

o, 
!!i.¿; ¡f. onda. M , 

E 0.69 0.60 0.65 1.259 0.02 0.008 

ESE 0.90 0.77 0.76 1.981 0.06 0.040 

SE 1.07 1.11 0.95 3.280 0.23 0.251 

SSE 1.11 0.86 0.9S 2.874 0.38 0.364 

s 0.64 0.78 0.99 1.998 0.23 0.153 

ssw 0.84 0.9S 1.02 2.649 0.06 0.053 

sw 0.72 0.62 0.76 1.480 0.02 O.OIO 

L ~L K:•0.819, (K,)_ •0.938. 
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FIG. 2.fl DIAGRAMA DE REFRACCION PARA OLEAJE IRREGULAR. 
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CAPITULO 111 

METOOOS ANALmcos y GRAFICOS PARA EL CALCULO DE 

LA REFRACCION DE OLEAJE. 

3.1 INTRODUCCION. 

Conforme el oleaje se traslada de aguas profunda.s hacia aguas someras, el 

cambio de profundidad origina una disminución de Ja celeridad y como consecuencia 

la longitud de la onda disminuye, aumentando su altura y re.orientando Ja dirección del 

oleaje conforme a la batimetría del sitio en estudio. 

Para el disei\o y construcción de laJ obras marítimas generalmente se necesita 

conocer las alturas, periodos y dirteeiones del oleaje; para determinar estos par.imetros 

se requiere tomar en cuenta los efectos de refracción. 
Los cambios del oleaje debidos a ~te fenómeno se estiman mediante el trazo 

de los diagramas de refracción en forma gráfica, aunque en la actualidad existen 

~todos aercofotogr.lficos. 
Dentro de los m~t.odos gn1ficos se pueden mencionar los siguientes: 

l.· El mttodo de los frentes de ola. 

2.- El mttodo de tas ortogonales. 
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El primero consi!.le en obtener las posiciones sucesivas de las crestas conforme 

el oleaje se desplaza hacia Ja costa. Una vez determinadas las posiciones sucesivu de 

la cresta de una ola, se lra7.an lineas perpendiculares que unen una cresta con otra las 

cuales reciben el nombre de ortogonaJes. A la figura resultanle en que se muestran. tas 
ortogonales y los frentes de ola se le llama DIAGRA~IA DE REFRACC!ON O 

PLANO DE OLEAJE. 
En el mé1odo de las ortogonales por el contrario, las ortogonales son dibujadas 

directamente sobre el plano, las cuales son tr.u.adas independientemente de tas 

restantes. 

Para ambos métodos se recomienda trazar cuatro o cinco rayos que abarquen la 

zona de estudio. 

Para cada dirección de oleaje y perfodo de interés se construye un diagrama de 

refracción; se recomienda que en el sitio de estudio pasen como mínimo dos 

ortogonales, una a cada lado del lugar de inlerés. 

3.l CONSTRUCCION DE LOS DIAGRAMAS DE REFRACCION POR EL 

METODO DE LOS FRENTES DE OLA. 

Este método se utili~ por su sencillez para trazar los frenteJ de oleaje, pues 

se apiya en la construcción de una regleta la cuál relaciona los avances de los frentes 

de las olas a distintas profundidades, ligadas por la relación d/Lo como se muestr2 en 

la figura 3. l. 
Generalmente es posible empezar el trazo de los diagramas de refracción desde 

frentes de oleaje rectos en una proíundidad igual a Ja miiad de la 1ongilud de Ja ola en 

aguas profundas. 
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FlG. 3.1 PLANTILIA PARA LA OB"rolCION DE LOS DIAGRAMAS 

DE REFRACCION, SEGUN JOHNSON, O'BRIEN Y ISAACS (1948) 



ESTA 
SALlfi 

NO DEBE 
BIBLl!JTECA 

METOIJol 4HAIJ:TIC:05 Y ClRAt1Cot P.UU. U. CUC\'Ul 111: 1.4 IU:J.lLU'CIOf\I DE~ 

La forma inicial de la ola en aguas proíuodas es una línea recta. El trazo de un 

diagrama de reíracción se realiza moviendo cada punto de Ja cresta en una dirección 

perpendicular a la misma. En la figura 3.1 se puede apreciar ble avance *Lo•, dicho 

avance no debe de ser ni muy grande ni ex.tremadamente pequeño; ya que para. el 

primer caso la inílucncia del fondo no es muy notoria y ~n el segundo caso se hace 

muy laborioso el trazo del plano de oleaje. · 

En la practica el tamaño del cateto menor de la regleta •1..o• es del orden de 2.S 

a 4.0 cm y el del cateto mayor de 15.0 a 20.0 cm. estás dimensiones son las 
recomendables para manipular la regleta y realizar las lecturas sin dificultad. 

La regleta que se va ha utilizar para el trazo del diagrama de refracción debe 

de ser de material transparente. El calelo mayor contiene toda la variación de la 

relación dilo desde la rona de aguas bajas hasta el límite de aguas profundas, es decir, 

desde 0.0< d/L,, <0.S. 

Para poder conslruir un diagrama de refracción debemos de contar con los 

siguientes elemenlo5; 

a) Batimetría del sitio de estudio. 

b) Direcciones y períodos del oleaje del sitio de estudio. 

e) Regleta para el trazo del plano de oleaje. 

Una vez que se cuenta con está información se procede aJ trazo del plano de 

ole.aje, La mctocfologfa a seguir es la siguiente; 

1.- Determinar el límite de aguas profundas d/4= O.S 

2.- Determinar las relaciones di~ para facilitar el trazo del diagrama y anotarla 

en cada batim!!trica. 

3.- Trazar el frente de ola en el lfmite de aguas profundas o delr.ls de ble en 

la dirección a estudiar. 
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4.- Dividir d frente de ola en el JCmite de aguas proíundas en segmenlos de 

lamailo •1>,,•. 

S.- Colocar la regleta por el lado de Jos vaJorcs de dilo haciendo coincidir é.!le 

cateto tangenciaJmenle con el úhimo frenle de ola. ,. 

6.- Se hace coincidir a la batimétrica má.s cercana con su correspondiente d/Lo 

en la JCnea punteada de la regleta, determinando el avance correspondiente sobre 

~ hipotenusa de ~ regleta. 

7.- Una vez dibujados los frentes de ola se trazan líneas perpendiculares a estos 

determinando una malla como se muestra en la figura 3.2 

Los canales de energía definirán la acumulación o dispersión de ésta, pudiéndose 

determinar Ja altura del oleaje con la siguiente expresión: 

Donde: 

]\ ; Es la allura de la ola en el sitio de estudio. 

Ho : Es la altura de la ola en aguas profUndas. 

ho ; Es el ancho del canaJ de energía en aguas profundas. 

b¡ ; e. el ancho del canal de energla en el silio de esJudio. 

ks : Es el coeficiente de fondo. 

(3.1) 
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3.3 METODO DE LAS ORTOGONALES O RAYOS DE OLA. 

Como sabemos, las canas batimétricas muestran información de las 

profundidades del sitio en estudio; en la cuál podemos dibujar los contornos 

bati~cos o bien trazarlos en un papel sobrepuesto para varios intervalos de 

profundidad. Dichos intervalos sedn escogidos dependiendo del grado de exactitud que 

se desee. 

En el trazo de las Hnea.s bati~tricas, las pequei\as irregularidades pueden no 

tomarse en cuenta, puesto que estás son comparativamente pcquei\as con respecto a la 

longitud de la onda, por Jo cuál Ja onda no se ve afectada por tales irregularidades. 

El rango de los periodos y direcciones de onda a ser estudiados, pueden ser 

determinados por estudios precedentes de cartas históricas de tiempo o por algUn otro 

registro relacionado ron el período y dir<e<:ión de la onda. 

También en éste método como en el anterior debemos de construir para cada 

pcrfodo y dirección de oleaje seleccionado un diagrama de refracción por separado. 

Los valores de C1/C1 para cada intcrvaJo de las líneas batimétricas pueden ser 

calculados a la mir1d de dichos intervalos. 

La mctodologfa a seguir en el cilculo de la rolación C1/C, está ilustrado en la 

tabla 3.1. 
Para Ja construcción de las ortogonaJes desde aguas profundas hasta aguas 

reducida.a o JOmuaJ, debe de determinarse en primer lugar Ja aproximación de la 

dirección de la onda en aguas profundas. En está zona, el frente de onda (cresta) es 

dibujado como una 1ínea recta perpendicular a está dirección de la onda, y el 

espaciamiento de las onogonales sera convenientemente dibujado perpendicular a éste 

fncnle de onda y paralelo a la dirección seleccionada de la onda. 

Un espaciamiento más estrecho de las onogonales da resultados más detallados 

que un espaciamiento ancho entre ellas. 
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TABLA 3.l 

EJEMPW DEL CALCUW DE ws VAWRES DE c~c, PARA EL ANALISIS 

DE REFRACClON POR EL METODO DE LAS ORTOGONALES 

T = 1 O segundos. 

L. (en m.) • 1.$61 T1 

(l) (2) (3) (4) (5) 

d .!!... IAnh 2•d e, e, 
4, L c, c, 

l.829 0.0117 0.268 

l.40 0.72 

3.658 0.0233 0.374 

l.21 0.83 
5.486 0.0352 0.453 

l.14 0.88 

7.315 0.0469 0.516 

Obtención de las columnas. 

M columna 1. 
Está es dada por los contornos correspondientes de las profundidades de la 

zona de estudio de las cartas batimétricas. 
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- Columna 2. 

Es el resultado el cociente de la columna l por la correspondiente longitud de 

la onda en aguas profundas •1..o• para un periodo considerado. 

- Columna 3. 

Es el valor de tanh l•d para el correspondiente 'valor de la profundidad 
L 

rdat.iva dado en la columna 2. 

- Columna 4. 

Es el cociente de los ~rminos sucesivos de Ja columna 3. 

- Columna S. 
Es el l'<Clproco de ta columna 4. 

Hay dos fonnas o procedimientos que pueden empicarse para el trazo de los 
planos de oleaje, dependiendo de si el ánzulo de incidencia es menor de 80" o iguaJ o 

mayor de 80'. 

Al PROCEDIMIENTO PARA P<Bo" 

Sea p1 la dirección del rayo frente a la batimétrica d1; si se quiere conoc"!r 

la nueva dirección del rayo de la ola para la siguiente batimétrica d1• 1 (ver figura 

3.3),ta metodologfa es ta siguicnt.c: 

1.· Se dibuja la profundidad media entre líneou batimétricas. 

2.- Se extiende la onogonal de la ola incidente, más allá del contorno de 

la profundidad media. El cruce con es~ Unea es el punto P'. 

3.- En el punto del cruce del contorno o profundidad media con la 

ortogonal de la ola incidcnt.c P', se dibuja la tangent.c S-T. 
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4.- La plantilla mostrada en la figura 3.4 se coloca coincidiendo la 

ortogonal incidente con la linea MM' de la plantilla, y el punto ortogonal 

incidente P de la misma, sobre P1
• 

5.- Se gira la plantilla haciendo centro eri el punto R hasta que la 

tangente S-T intersecte Ja recta P-R en el valor de CiCJ..a 

correspondientes a las líneas batimétricas dJ y d1• 1 • 

6.- La lfnea onogonal marcada en la plantilla, MM' , muestra la nueva 

dirección de la onogonal pero su localización necesita de una ligera 

corrección, desplazandola paralelamente a Piide tal manera que AP·PB 

7.~EI procedimiento se repite hasta llegar a la línea de la costa. 

B) PROCEDIMIENTO PARA P•l!O" , 

En el caso <le onogonales con ángulo de incidencia p 280" , no es posible 

utilizar el método anterior; ya que la batimétrica media y el rayo del oleaje tienden a 

hacerse paralelos, por lo que el punto en el que se presenta el cambio de dirección 

tiende a estar en el infinito. 

Para este último caso ( p 280" ) la metodología a seguir es la siguiente: 

1.- Como se ilustra en la figura 3.5, el espacio comprendido entre líneas 

batimétricas adyacentes se discretiza formando una malla. El intervalo 

"R" se define arbitrariamente y se recomienda que en lo posible sea un 

múltiplo de 11J 11 (donde está 11J 11 es la distancia prome.dio entre las dos 

batimétricas en el inlervalo considerado). 
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2.· Con la relación cyc, • ., pn:víamen1c calculada, y la relación RJJ, 

el ángulo de deflcxión de la ortogonal incidente CAP) se obtiene en 

la figura 3.4b. 

J .• La ortogonal incidente se prolonga aJ centro del clemenlo discretizado 

y la nueva ortogonal se dibuja tomando una deflexión 4 P (ver figura 

3.S). 

4.· El proceso se continua si se cumple con la.s siguienlcs condiciones: 

a) Si Jl<SO- se continua como en el primer caso. 

b) Si P 280° se sigue utiliz.ando ~stc proccdimicnlo. 

De eslá ~ se obtiene una línea quebrada que posteriormente debe de ser 
suavizada. 

Los ~todos gr.lficos de refracción lratan de reproducir Jos cambios que 

aperimenta el oleaje en su aproximación a Ja costa. Para ~u concepción se considera 

aJ oleaje monocromático, es decir, que las caraclcrfsticas de rodas las olas son iguales. 

f.n realidad, solo el oleaje tipo SWELL presenta algunas crestas de igual 

longitud. El de tipo SEA por el contrario, tiene crestas cortas, desiguales y somelidas 

a la acción directa del viento; por lo que su reproducción JXtr medio de los dis1in1os 

.mtodos de refracción es muy poco efectiva. 

Otra limitación importante es que éstos métodos suponen que la energía entre 

las ortogonales se mantiene constante. De está forma se puede llegar al punto 

connictivo de los CAUSTICOS. 
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La zona cdustka es el punto del dlaerama de rerraccldn donde las llneu 
nonnales al rrenle o lns or1ogonales se en.izan. Teóricamente, en tste tipo de puntos 
Ja altura de la ola se vuelve infinita, ya que no exisle separación entre las onogonaJes. 

H•H ~ 
·~b" 

Esto en realidad no se presenta. La explicacidn reside en el hecho de que entre 

las onogonales existe una sesión de energfa que se incrementa con la diferencia de 

altura de onda entre ellas. 

El método de Jos frentes de ola presenta las siguientes ventajas, en comparación 

con otros métodos: 

• Ofrece una mejor idea de las condiciones de refracción al presentarse 

el frente de la ola en sucesivas posiciones. 

• Permite la reproducción del fenómeno de difracción mediante la 
expansión latera! o bilateral y por lo tanto es apto para problemas de 
agitación. 

• Pennite el trazo de normales a partir de un frente de oleaje cualquiera 

con objeto de conseguir mayor prcsición en una zona dctenninada. 
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Como inconvenientes ae pueden ciw: 

• Ejecución l1W lenta y complicada. 

• Imposibilidad de ejecución desde profundidades reducidas hacia mar 

adentro. 

88 



,_ 

FIG. 3.3 USO DE LA PLANTILl.A PARA DIBUJAR 

LOS DIAGRAMAS DE REFRACCION 
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F1G. 3.5 DIAGRAMA DE REFRACCION EMPLEANDO EL METODO DE RAYOS 
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3.4 METODOS ANALmcos PARA EL CALCULO DE 
LA REFRACCION DEL OLEAJE. 

3.4.1. Mffodo de las ortoeonales. 

Existen varios mttodos para construir los diagramas de refracción, y asf obtener los 

cambios de dirección y las alturas de las olas en la5 diferentes wnas y profundidades, 

pero hemos elegido el Método de las ortogonales o rayos de oleaje para desarrollarlo 

analfticamcntc. 

Para calcular los cambios de dirección, se consideran a las curvas batimétricas como 

líneas formadaJ por segmentos de recta realizando el siguiente desarrollo. 

son: 

l.·PARA ~ < 80". 

1.- Conocer las condiciones iniciales del rayo de oleaje (ver figura 3. 6), que 

(X, Y) : Coordenada< de arranque de la ortogonal. 

S : Pendiente de incidencia de la ortogonal. 

2.· Determinar las coordenadas extremas y las celeridades del intervalo en donde 

cniz.ar.l la ortogonal a las dos !focas batimétricas, y las pcndientcS de éstas. 

e, 
e, 
(X1,Y1),(X1,Y,) 

(X,.Y,),(X.,YJ 

Celeridad de la primer batimétrica. 

: Celeridad de la segunda batimétrica. 

: Coordenadas extremas de la primer batimétrica. 

: Coordenadas extremas de la segunda batimétrica. 

M1 ~(Yz·Y 1)1CXrX 1) Pendiente de la primer batimétrica. 

M,=(Y,·Y1)/(X.·X,) : Pendientc de la segunda batimétrica. 
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3.- Determinar las coordenadas y la pendiente de Ja batiml!trica media. 

X1= (X1+X,J/2 

Y,= (Y,+Y,)/2 

X6= (X1+X,)/2 

Y1= (Y2+Y4)/2 

S1= (Y,-Y,)/(X,-X,) 

4.- Delerminar los puntos de intersección A y 8 con la primer batiml!trica y la 

batim~trica media, respectivamente. 

De la ecuación de la recta. 

A1 - Y = S(A1 - X) 

A,= S(A1 ·X) + Y .................................. (I) 

A, - Y1 = M1 (A 1 - X1) .............................. (2) 

Sustituyendo (1) en (2) tenemos: 

S(A1 - X) + Y • Y, = M1(A1 - X1) 

SA1 - SX + Y • Y1 • M1A1 - M1X1 

A1 • (SX - Y -M1 X,+ Y1)/ (S • M1) ................ (3) 

A, • S (A1 ·X) + Y ................................. (2) 

Similarmente: 

8 1 = (S1X, - Y, - SX + Y) I (S1 - S) ................ (4) 

B, = S (81 ·X) + Y ................................. (5) 
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5 ... Determinar las coordenadas de1 punto C, situado a una distancia arbitra.ria 

(Li), sabiendo que ta recta liC (distancia L 11 represcntar.1 c1 frente de las olas 

y ..n perpendicular a la ortogonal entrante. 

S, - ·l/S ............................. p.:ndicnte de BC 

e,= B, + 10 

C,-B,·IO 

si S<O 
ordenada de e 

si S>O 

De la ecuación de la recia: 

C, • B, m S, (C1 • 81) 

e, - e, + (C, • B,)/S, .................. abscisa de c. 

6.- Determinar el ángulo de incidencia •tt1• entre la batim~tric:a media y el 
frente de oleaje. 

TANH. cs,-S,l 
1 (l+S,,S1l 

" arttan [ es, -s,i j 
1" (l+S,,S1l 

7 .• Detenninar el radio de giro R1 para encontrar el punto E (E, , E,) y además 

determinar la pendiente (S,) de la recia EE (nuevo frente de oleaje) y el llngulo 

enue EE y la batimi!trica media (H,). 
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H, • arctn (C..,: L,l 

doruk: L, • longitud (OC) 

(C.., •L,l • longitud (DE) 

s, • (E,-C,l 
(E1-C1) 

8.- Determinar la pendiente cs.> de la ortogonal refractada, (perpendicular 

al nuevo frente de olas EC y las coordenadas del punto de arranque de la 

nueva ortogonal. 

s • .:.! • s, 

TAN { flH} • BJ • !:J_ 
2 BC L1 

C.., • L1 { TAN [ 
6
2
HJ} 

17º'"'·&• 
~~· 
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De la figura anterior tenemos: 

8-ARC'TAN(S) 

J2·B2 -L,COS( ARCTAN (S) ) 

J • (),-BJ 
1 S+B1 

Si S >O 

Si S <O 

9.-Por último determinar el punto de intersección N(N,,N,) entre la ortogonal 

n:fnctada y la segunda batimi!trica. 

N _IM,•3-Y,+J,-S,11) 
1 (M2 -SJ 

10 ... El procao :iie repite para el siguiente par de batimárica1, te!liendo como 
datoS iniciales: 

X= J, 
y •J2 

s =-s .. 
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11.- Para p >80" • 

1.- Conocer las condiciones iniciales de la ortogonal incidente (ver fig. 3.8): 
(x,y) : Coordenadas del inicio de la ortogonpl. 

S : Pendiente de la onogonal. 

2. - Determinar las celeridades de las batimttricas y las coordenadas extremas 
de ellas: C(2), C(l).X1tYa.X2,Y1,X,,Y,.X,,Y,, y además: 

(Y,-Y,) 
M,• ¡x,-x,¡ 

3.- Dctmninar las longitudes de los intervalos de (R) y la distancia 

promedio entre batimttricas (J) en cada uno de ellos. 

4.- Determinar el punto de intenccción de la primer batimttrica (A.,A,) y 
determinar d punto de intcrsccción con la vertical media <J1oJi>. 

S.- Conociendo (R/J) y [ C(2)/C(I)) determinar AH•H, • 

Haciendo un análisis de la función ¡tífica dada por el Shore Prolec:tion Manual 
(ver fig 3.4b) se observa: 

i).· AH se mide en el eje de las ordenadas. 

ii).- c,JC1 se mide en el eje de las abscisas. 

iii).· R/J son valores para diferentes pendientes en la gráfica. 
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iv).· El punto (l.0,0) es comlln a todas las rectas. 

v).· Se puede encontrar una ecuación que determine la pendiente a utilizar 

en función de la relación (R/J). 

vi).· Aplicando en la ecuación normal de la recta la pendiente encontrada 

podemos conocer AH•HJ 

Oc la ecuación normal de la recta: 

como P1 (1,0) 

Aa,-Aa 1• M [~] {[~]-1 } ............... (I) 

u.,,. ¡;," ]'''"""''"''"''"º""""'"'"'"(l) 
--1 e, 

Con la ecuación (2) podemos conocer los valores de las pendientes para las 

diferentes relaciones de (R/J), conociendo (A p,c.¡c1) , lo cuál es dado en la 

siguiente tabla. 
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TABLA J.2 
VALORES DE LAS PENDIENTES PARA DIFERENTES 

RELACIONES DE R/J, 

1 

AP 
No. de Roela. R/J 

c,¡c, 

1 3.00 12.00 0.930 

2 2.SO 14.00 0.900 

3 2.00 s.bo 0.930 

4 1.50 9.SO 0.890 

s l.2S 14.00 o.sos 

6 1.00 12.so 0.780 

7 0.90 14.00 0.728 

8 0.80 13.SO 0.70S 

9 0.7S 12.SO 0.708 

10 0.70 12.00 0.700 

11 0.67 11.40 0.700 

12 0.60 10.20 0.700 

13 o.so 8.60 0.700 

14 0.40 6.80 0.700 

IS 0.33 S.70 0.700 

16 O.JO S.20 0.700 

17 0.2S 4.JS 0.700 

18 0.20 3.45 0.700 

19 O.IO l.7S 0.700 

Haciendo una gr.lfica de los valores de R/J y M- tenemos: 

M..,,. 

-171.42 

-140.00 

-114.29 

- 86.36 
- 71.79 

- S6.82 
- Sl.47 
- 4S.76 
- 42.81 
-40.00 

- 38.00 

- 34.00 
- 28.67 

- 22.67 

- 19.00 

- 17.33 

- 14.SO 

- 11.SO 

- S.83 
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Scnsiblcmcnle:. la gráfica obtenida es una recta, por lo que utilizando el m4!todo 

de los mínimos cuadrados encontr.U'Cmos una ecuación que represente la gráfica 

obtenida. 

• Mtrcxlo de los mfnjmos cyadrados 

Si tenemos que: 

aJ:.i.RJJJ • o1"D.RJJJ' • "D.RJJJ · S 

A continuación se tabulan los parámetros n, R/J, S, (R/J)', y (R/J).S; para poder 

resolver el sistema de ecuaciones. 
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n R/J s 

· 1 3.00 • 171.42 

2 2.50 • 140.00 

3 2.00 • 114.29 

4 1.50 86.36 

5 1.25 71.79 

6 1.00 56.82 

7 0.90 51.47 

8 0.80 45.76 

9 0.75 42.81 

IO 0.70 40.00 

11 0.67 38.00 

12 0.60 34.00 

13 0.50 28.67 

14 0.40 22.67 

15 033 19.00 

16 0.30 17.33 

17 0.25 14.50 

18 0.20 11.50 

19 O.IO 5.83 

I: 
17.75 -1012.22 

Las ecuaciones a resolver son: 

19a0 • 17.75a1 • -1012.22 

17.75a
0 

+ 28.0953a1 • -1600.2185 

(R/J)' 

9.0000 

6.2500 

4.ÓOOO 
2.2500 

1.5625 

1.0000 

0.8100 

0.6400 

0.5625 

0.4900 

0.4489 

0.3600 

0.2500 

0.1600 

0.1089 

0.0900 

0.0625 

0.0400 

0.0100 

28.0953 

(1) 

(2} 

(RIJJ,S 

• 514.2600 

• 350.0000 
• 228.5800 

• 129.5400 

89.7400 

56.8200 

46.3230 

36.6080 

32.1075 

28.0000 

25.4600 

20.4000 

14.3350 

9.0680 

6.2700 

5.1990 

3.6250 

2.3000 

0.5830 

-1600.2185 

Multiplicando la ecuación (I} por 17.75 y la ecuación (2} por 19 tenemos: 
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337.2S a., + 31S.062S a1 = -17966.90S 

-337.2S "o - 533.8107 ª• = 30404.151 

- 218.7482 ª• - 12437.246 

ª• - -56.86 

"o - 0.159 

Entonces: 

m - 0.159 - 56.86 (RJJ) (3) 

AP • m ( (C 1/c,J - 1 J 

AP • [0.159 - 56.86 (RJ1) J ( (C ,te,¡ - 1 J (4) 

Con las ecuaciones (3) y (4), quedan solucionados los incisos v) y vi) 

respc:ciivamen~. 
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6.· Conociendo el valor de 4P .. H1 , podemos conocer la pcndien1c de la 

onogonal refractada utilizando la ecuación para de1erminar el ~gulo entre dos 

rectas. 
S, • [ S ·TAN (H,) JI (1 • S TAN (H1) ] 

7.· El procedimiento se repite, sabiendo que ahora: 

y= J, 

s 1:1: s. 
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FIG. 3.8 METODO DE LAS ORTOGONALES PARA 4 > ao• 
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3.4.2 Ley de Snell. 

Consideremos el caso en que el oleaje incide con un ángulo P 1 a la Hnc3 

límite entre h1 y h1 de profundidad, como se muestra en la fig. 3.9. 

Cuando la línea de diroo:ión de oleaje 11 llega al punto B sobre la linea 

limite, la linea I está en el punto A, por esto el frente de oleaje se ••Presa por la 

línea AB. En Ja profundidad h1, Ja celeridad del oleaje es más lenta que en la 

profundidad h1 porque h1 < h1• 

Por lo tanto, mientras que el oleaje marcha de A a A' sobre la Unea 1, ~1 

marcha sólo de B a D' sobre la línea JI; es por esto que el frcnle de ole.aje se 

expresa por la linea A 'B'; o sea que el olcje esLá refractado por la línea límite entre 

h1 y h1 de proíundidad. El ángulo de refracción P2 está dado por la Ley de 

Snell como sigue: 

(3.2) 

Para el caso en que las líneas batimétricas son rectas y pan.lelas, tal y como 

se muestra en la fig. 3.10, el ángulo de refracción estanl dado utilizando la ec. (3.2) 

desde aguas profundas, por Ja siguiente expresión: 

Por lo tan10: 
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Despejando al stnP de la expresión anterior tenemos: 

e 
stnP • C. si-nP0 

Por otra parte, el cocliciente de refracción está dad~ por: 

(b•)!Jl ("""Po)!Jl . ( 1 - stn'P•)'I' (~)·•I' 
kT " b " cosp 1 - stn'p • 1 - ""'P. 

Donde: 

kT • ( 1 + --
1
-, [unp! - Stn 2p] )º"' 

1 - St111}0 

Kr • 1 + --'-''---'-
( 

stn
2P0 - stn 2P)-'" 

cosp! 

Kr. ( •• {. -[f.f ¡ Un'P.r 

P. ; es el ángulo del oleaje en aguas profundas. 

b0 ;es la distancia entre las ortogonales en aguas profundas. 

b: es la distancia entre las ortogonales en aguas reducidas. 

(3.3) 

(3.4) 

En la fig. 2.3 presentada en el capitulo JI, se muestra un diagrama que pennite 

determinar el coeficiente de refracción dado por las ecuaciones (3.3) y (3.4). 
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FIG.S.10 REFRACCION CUANDO LAS LINEAS BATIMETRICAS SON RECTAS Y PARALELAS 





CAPITULO IV 

EFECTOS DE LA DIFRACCION EN EL CALCULO 
DE LA REFRACCION DEL OLEAJE 

4.1 DIFRACCION DEL OLEAJE. 

La difracción de las ondas de agua es un fenómeno en el cuál la energía es 

transferida lateralmente a lo largo de la cresta de la onda de agua. Esto es más notable 

cuando en tren de oleaje regular es interrumpido por una barrera o un islote. 

Cuando el oleaje pasa por el extremo de una barrera. por ejemplo, un rompeolas, 

la energía del oleaje se reduce aJ dispersarse dentro de una zona que se le llama 

•penumbra• en fonna circular. En el caso de una barrera discontinua como la entrada de 

un puerto, el proceso de difracción se produce en ambos extremos de los rompeolas que 

lo forman, y a diferencia de la situación anterior, la cncrgfa del oleaje decrece más 
rápidamente hacia el interior. 

Cuando un tren de ole21jc pasa una estructura impermeable transfiere la energía de 

la onda a lo largo de la cresta de está dentro del sotaventó de la estructura, tal y como se 
mueslr.l en la figure. 4. l. Como resultado la altura de la ola en la región interior puede 
ser afeciada.. La relación de la altura de la ola para un punto en esa región y la altura de 

la ola u onda incidente -es conocido como coeficiente de difracción • K0 ", donde el 

K0 s f (6,p,r/l) . 

Asr tenemos que dicho coeficiente está. dado por la siguiente expresión: 

(4.1) 
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Donde: 

K0 = coeficiente de difracción. 

H0 = altura de ta ola difractada. 

H1 = ahura de la ola incidente. 

La figura 4.1 define (6).(Pl. y (r) . El patrón de la cresta de la onda en el 

sotavento de la estructura puede ser aproximado por arcos circulares con~ntricos. 

Hay que notar que la profundidad del agua en la figura 4.1 se considera constante: 

pues de otra manera, el patrón de las crestas de las ondas y altura de estás tambi~n pueden 

ser afectadas por Ja refracción. 

Generalmente la altura de la ola decrece a lo largo de su cresta dentro del sotavento 

de la estructura. 

Si la barrera de la figura 4.1 refleja la energía de la onda, las crestas de las ondas 

u oliu reflejadas tambi~n pueden ser difractadas por cfrfulos concéntricos a las crCstas 

alrededor del extremo de la barrera. 

La difracción de las ondas de agua es análoga a la difracción de la luz. Penny y 
Price (1952) demostraron que la solución matemática para Ja difracción de 1a 1uz uunbi~n 
puede ser usada par.i la predicción de los patrones de las cresta de las ondas y la variación 

de la altura de las ondas por los efec1os de la difracción del oleaje. 

Wiegel (1962) usó ta solución exacta presentada por Penny y Pricc para calcular 

el coeficiente de difracción como una función de ta .sección de los valores de (8).(p), 

la relación (r/L). 

Estos resultados son tabulados en la tabla 4.1. Para valores intermedios de 

(B),(Pl y (r/L) dados en la tabla 4.1, se pueden calcular dichos valores por medio de 

una interpolación lineal. 

Para un punto particular de interés en el sotavento de la estructura, el coeficiente 

de difracción depende de oleaje incidente y de la longitud de la onda (o periodo de está). 
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!jG. 4. 1 DIFRACCION DE OLEAJE DETRAS DE UN RO~PEOLAS 
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IAl!.IA!W 
COEFICIENTES DE DIFRACCION DEL OLEAJE, "Ko •,DE LA 
DIRECCION Y l'OSICION DEL OLEAJE INCIDENTE a, COMO 

UNA FUNCION DE r/L Y ¡J (WIEGEL, 1962) 

¡¡(Grados) 

o 1 15 1 JO J 45 1 60 1 70 1 90 1 105 1 120 J 135 1 150 1 165 1 

1-1r 

0,"9 0.79 o.u 0.90 0.97 1.01 l.Ol l.02 1.01 0.99 0.99 1.00 
0,31 0.73 o.u 0.95 1.04 1.04 0.99 0.98 1.01 1.01 1.00 t.00 
0.21 0.68 0.86 1.os 1.0l 0.97 1.02 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 
0.13 0.61 0.99 1.04 1.01 1.02 0.99 0.99 1.00 1.01 1.00 1.00 
O.lS 0.:58 1.10 t.OS o.1n 0.99 1.01 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 ..... 
0.61 0.63 0.68 0.76 0.87 0.97 t.OJ 1.05 1.03 1.01 0.99 0.95 
o.so O.Sl 0.6) 0.78 0.95 1.06 1.05 0.911 0.98 1.01 1.01 0.97 
0.40 0.44 O.S9 0,84 1.07 1.0) 0.96 1.02 0.911 1.01 0.99 0.95 
0.27 0.32 0.55 1.00 1.04 1.04 1.02 0.99 0.99 1.00 1.01 0.97 
0.20 D.24 O.S4 1.12 1.06 0.97 0.99 1.01 1.00 1.00 t.00 0.98 ..... 
0.49 o.so O.SS 0,6] 0.71 0,8S 0.96 1.04 1.06 1.04 1.00 0.99 
0.:.18 0.40 0.47 0,S9 0.76 0,9S 1.07 1.06 0.98 0.97 1.01 1.01 
0.29 o.:n 0.19 0.56 0,83 1.08 1.04 0.96 1.0) 0,98 1.01 1.00 
0.11 0.20 0.29 O.S4 1.01 1.04 l.OS 1.01 1.00 0.99 1.01 1.00 
O.ll O.IS 0.22 O.SJ 1.ll 1.07 0.96 0.98 1.02 0.99 1.00 1.00 ..... 
0.40 0.41 -O.O 0.52 0.60 0.72 o.u 1.13 l.04 1.06 l.03 l.01 
O.JI 0.32 0.)6 0.4' 0.57 0.75 0.96 1.08 1.06 0,98 0.98 1.01 
0.22 0.2J 0.28 0.17 O.SS 0,8] 1.08 1.04 0.96 1.03 0.98 1.01 
0.14 O.IS 0.18 0.211 O,SJ 1.01 1.04 1.05 l.Ol 0.99 0.99 1.00 
0.10 0.11 O.tl 0.21 O,S2 1.14 1.07 0.96 0.98 1.01 1.00 1.00 .. ,,. 
0.34 O.JS 0.)8 0.42 O.SO 0.59 0.71 0.85 0.97 1.04 1.05 t.02 
0.2S 0.26 0.29 0.34 0.41 0,56 0.75 0.95 1.02 1.06 0.91 0.91 
0.18 0.19 0.21 0.26 0,36 0.54 0.81 1.09 1.04 0.96 t.Dl 0.99 
0.12 0.12 0.ll 0.17 o:;n 0,52 1.01 1.04 1.os l.Ol 0.99 0.99 
0.08 O.DI O.ID 0.13 0.20 0.52 1.14 1.07 0.96 0.98 1.01 1.00 ..... 
O.JI O.JI O.JJ 0,)6 0.41 0,49 0.59 0.71 o.u 0.96 1.03 1.0l 
0.22 0.23 0.24 0.21 0,]l 0.42 0.56 0.75 0.96 1.07 i.OS 0.99 
0.16 0.16 0.18 0.20 0.26 0.35 0.54 0.69 1.08 1.04 0.96 1.02 
0.10 0.10 O.ti 0.1] 0.16 0,27 O.SJ 1.01 1.04 1.05 1.02 0.99 
0,07 0.07 O.DI 0.09 0.13 0.20 O.S2 t.14 1.07 0.96 0.99 1.01 
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~ 
COEnCIENTES DE DIFRACCION DEL OLEAJE, 'K,, ', DE LA 
DIRECCION Y POSICION DEL OLEAJE INCIDENTE f, COMO 

UNA FlJNCION DE r/L Y (J CWIEGEL, 1962) 

fJ (Grados) 

o 1 IS 1 30 1 4S 1 ro l 10 l 901 105 1 120. l 135 l 1so 1 16S 1 
l•lm"' 

0.21 0.21 0.29 0.32 O.lS 0.41 0.49 O.S9 0.72 O.IS 0.97 1.01 
0.20 0.20 0.24 0.23 0.27 O.ll 0.42 O.S6 0.15 0.9S 1.06 1.04 
0.14 0.14 o.u 0.17 0.20 0.2S 0.15 O.S.4 0.83 1.011 J.Ol 0.97 
0.09 0.09 0.10 0.11 O.Jl 0.17 0.27 0.52 J.02 1.04 1.0< 1.02 
0.07 0.06 0.01 0.01 0.09 0.12 0.20 O.S2 1.14 1.07 0.97 0.99 

l•IJ" 

0.2S 0.26 0.27 0.21 O.JI O.lS 0.41 o.so 0.60 O.T.I 0.17 0.97 
0.11 0.19 0.19 0.21 0.23 0.27 O.ll o.o O.S7 0.76 0.95 1.04 
0.13 O.ll 0.14 0.1 .. 0.17 0.20 0.26 0.16 O.SS O.ll 1.07 1.03 
O.O& 0.01 O.DI 0.09 0.11 0.13 0.16 0.27 O.Sl 1.01 '-"' 1.03 
0.06 0.06 0.06 0.07 0.07 0.09 O.ll 0.20 0.52 l.ll 1.06 0.98 

1-ur 
0.24 0.24 0.2S 0.26 0.21 0.32 0,36 0.42 0.52 0.63 0.76 0.99 
O.JI 0.17 0.11 0.19 0.21 0.23 0.211 0.34 o .... 0.59 0.711 0.95 
0.12 0.12 o.u 0.14 0.14 0.17 0.20 0.26 0.37 O.S6 0.84 1.05 
O.OI 0.07 O.OI 0.01 0.09 0.11 O.IJ 0.17 0.21 0.54 1.00 1.04 
o.os 0.06 0.06 0.06 0.07 0.01 0.09 o.u 0.21 O.S3 1.12 1.DS 

l•ISll' 

0.23 0.23 "'0.24 0.2S 0.27 0.29 0.33 O.JI 0.4S O.SS 0.61 0.83 
0.16 0.17 0.17 0.11 0.19 0.22 0.24 0.29 0.36 0.47 0,6) o.u 
0.12 0.12 0.12 0.13 0.14 O.IS 0.11 0.22 0.21 0.39 0.59 0.86 
0.07 0.07 O.DI 0.01 0.01 O.ID 0.11 O.ll 0.18 0,29 O.SS 0.99 
o.os o.os o.os 0.06 0.06 0.07 0.011 O.JO 0.13 0.22 O.S4 1.10 

l•IU" 

0.23 0.23 0.23 0.24 0.26 0.21 O.JI O.JS 0.41 o.so 0.6] 0.79 
D.16 0.16 0.17 0.17 0.19 0.20 0.23 0.26 0.32 0.40 O.SJ 0.73 
0.11 0.11 0.12 0.12 0.1] 0.14 0.16 0.19 0.23 O.JI o .... 0.68 
0.07 0.07 0.07 0.07 0.01 0.09 O.JO 0.12 O.IS 0.20 0.32 0.63 
o.os o.os o.os 0.06 0.06 0.06 0.07 0.01 O.ti 0.11 0.21 O.SS 

,_,., 
0.20 0.2S 0.23 0.24 0.2S 0.21 0.31 0.34 0.40 0.49 0.61 0.78 
0.10 0.17 0.16 o.u O.ti 0.23 0.22 0.2S O.JI O.JI o.so 0.70 
0.02 0.09 0.12 0.12 0.IJ 0.11 0.16 o.u 0.22 0.29 0.40 0.60 
0.02 0.06 0.07 0.07 0.07 0.01 O.JO 0.12 0.14 0.11!1 0.27 0.46 

0.01 o.os o.os 0.04 0.06 0.07 0.07 0.01 0.10 O.ll 0.20 0.36 
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Para un espectro de ondas, si todas provienen de la misma dirección, generalmente 

la densidad de Ja energía decrece en un gran porcentaje y sucesivamente el periodo de la 

onda disminuye. Para determinar el coeficiente de difracción ·K0 • para el raJ:lgo de 
período y direcciones de ondas incidentes uno puede ev~luar las modificaciones de las 

características para un espectro de ondas en el pun10 de interés en el sotavento de Ja 

estructura. 
El fenómeno de la difracción puede analiz.arsc anaHticamente utilizando la teorla. de 

potencial, pero se requiere de cálculos muy elaborados. Es por esto que ~sic fenómeno 

se estudia ya sea con computadoras electrónicas, o cun diagramas de difracción obtenidos 

experimentalmente. 

La figura 4.2 nos muestra curvas de igual reducción de alturas de la ola que han 

sido elaboradas considerando una proíundidad uniforme en la zona protegida por la 

barrera. Dicha figura esta preparada en forma adimensional y puede ser usada por tanto, 

par.1. cualquier período del oleaje y profundidad, para lo cuál solo hay que sobreponer una 

ampliación o reducción de la figura al plano del problema que se estudia. 

4.2 COMBINACION DE REFRACCION Y DIFRACCION. 

En muchas Instancias cuando las ondas son difractadas la batimctrfa del lugar es tal 

que es causa de que se produzcan erectos simulr.áneos de refracción y difraccidn del oleaje. 

Hasta In fecha no ha sido desarrollada una técnica para poder predecir Ja combinación de 

éstos efectos del oleaje en una rcgidn con contornos balimétricos irregulares. 

La Armada de los Estados Unidos (1973) sugirió el siguiente procedimiento para 
la refracción del oleaje interrumpida por una barrera. 

l.) Refracrar el oleaje incidente hasta encontrar Ja barrera. 

2.) Construir el patrón de difracción en el sotavento de la barrera para una 

distancia de tres o cuatro veces Ja longi1ud de la ola, si esto es posible. 
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3.) Con el úllimo frente del patrón de difrncción continuar con el diagrama de 

refracción hasta el punto de interés. 

La relación de la altura de la ola incidente con la altura de la ola en un pun.to de 

interés y para una profundidad del agua dada será igual al producto de: 

a) El coeficiente de refracción en la barrer.1. 

b) El coeficiente de difracción para Ja última cresta de la onda difractada. 

c) El coeficiente de refracción para la llltima cresta de la ola u onda difractada 

en el punto de interés. 

d) El coeficiente de fondo de la profundidad del agua en el punto de interu. 

Este producto puede expresarse de la siguiente manera: 

(4.2) 

La selección del mimero de longitudes de la ola para transportar el análisis de 

difracción implica considerar circunstancias particulares. 

A medida que la pendiente del fondo es aproximadamente horizontal o la 

profundidad es grande pero aproximadamente igual a 0.3 Lo. se puede continuar el análisis 

de difracción; pud los efectos que produce ta difracción es muy probable que sean 

predominantes. 

Si el fondo no es horizontal o la profundidad es mayor que 0.3 Lu,solo las crestas 

de las olas aproximadamente paralelas a los contornos del fondo, continllan en el análisis 

de difracción pero incluyendo Jos efectos del fondo si se quiere evaluar la altura de ola en 

la zona de estudio. 

Los efectos de la difracción pueden ser insignificantes para un análisis de refracción 

100% puro, pero hay que recordar que si se presentan cambios abruptos en el 

espaciamiento de las ortogonales a lo largo de las crestas de las olas, la difracción puede 

afectar significativamente los resultados calculados para la altura de la ola. 

119 





CAPITULO V 

IDENTIFICACION Y TRATAMIENTO DE LAS 
ZONAS CAUSTICAS 

S. I GENERALIDADES. 

Cuando se manejan los dalos obtenidos de los diagramas de refracción 

debemos recordar que la presencia de las corrientes puede alterar en forma 

considerable los resultados. Durante las tormenlas se pueden producir cambios 

sustanciales en la batimetría, de manera que los resultados en tales condiciones son 

debatibles. Además debemos de considerar la naturaleza casual del oleaje, de modo 

que al efr.ctuar los trazos con el oleaje monocromático lo que obtenemos en realidad 

es un promedio grueso del comportamiento real del oleaje. 

En los llltimos altos se han desarrollado diversos programas computacionales 

para dennir los planos de oleaje; algunos de ellos inclusive tratan de tener en cuenta 

limitaciones como puede ser la fricción del fondo. 

Un problemá que merece especial atención, en especial cuando los planos de 

oleaje se realizan por medio de programas computacionales es la formación de las 

ZONAS CAUSTICAS, es decir, de las zonas en donde se cruzan las ortogonales del 

ole.aje en estudio. 

En teoría pura, en t5ste tipo de puntos la altura de la ola se vuelve infinita, 

ya que la separación entre las ortogonales o rayos es nula. Esto en la realidad no 

se presenta: la explicación reside en el hecho de que entre las ortogonales existe una 

cesión de energía que se incrementa con la diferencia de la altura de ola entre ellas. 

Con frecuencia la formación de zonas cáusticas se debe a una .selección 

defectuosa de la equidistancia entre las batimétricas, o en el caso de los programas 

de computadora, a una selección inadecuada de Ja malla de profundidades para 

realizar el esludio. 
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Cuando Je han revisado estos aspectos y Ja zona dustlca persiste. debemos 

recordar que hacia el centro de ella se forma una protuberancia al cruzarse las olas¡ 

lo que da lugar en la misma zona y en su proximidad a que se fonne un sistema de 

olas de cresta corta. en donde pierden toda validez los resultados obtenidos con Jos 

planos de oleaje.1 

En esta forma la presencia de una zona cáustica debidamente comprobada en 

un plano de oleaje, significa que en ella no es posible oblencr resultados c.onfiablcs. 

S.2 TEORIA DE RAYOS. 

Una onda propagándose y viajando alrededor de Un estado de equilibrio 

podemos imaginarla movil!ndosc en una superficie o frente de oleaje. 

Para algunos autores, un punto geomé1rico de una onda en movimiento, puede 

ser observado como un mecanismo por medio del cuál la energía y las características 

de la onda pueden ser transferida! de un punto a otro sin que haya un transporte de 

nwa. 
La onda má.s.sencilla puede ser escrita matemáticamente mediante la siguiente 

expresión: 

En donde: 

~(XI) •&(Aup[lf.t..r-..,r)J) S.I 

A ; amplitud de la onda 

k : es un vector que define el número de onda y que está 

dado por la siguiente expresión: 

1) Pierson, W; •wave Behaviour Ncar Causúcs in Models and Naturc•; Academic Prcss, 
Ncw York 1972. 
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donde : 

l.. ; longitud de la onda, 

w : Frecuencia angular (por conveniencia se toma con 

signo positivo). 

En la expresión anterior la amplitud de la onda "A" es una constante y la 

fase b-C.:Jt varía con el tiempo "t" con la frecuencia angular" w • para un punto 

fijo; y para un tiemJXl fijo con el vector número de onda "k". 

Como ya se había mencionado anteriormente, el periodo de un onda "T" es 
el intervalo de tiempo entre el paso de dos crestas sucesivas idénticas; dicho período 

está relacionado para la frecuencia angular • t..> " por: 

La longitud de la onda "L", la cuál es la distancia entre dos crestas sucesivas, 

la podemos relacionar con el vector número de onda "k" por la siguiente expresión: 

Donde: 

kl!W para una cresta moviéndose con velocidad c.!:.-~ ta 
T k 

cuál es conocida como la fase de la velocidad. 
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Paca un instante •t,.• el frente de una onda está definido por: 

la cuál es una familia de planos paraJelos con un vector~ normal •k•, Para un 

incremento del Liempo, estos planos se mueven con la veloCidad de fase •e• en la 
dim:ción del n~mero de onda "k"; y por lo tanto dicha fase es paralela a "kª. 

Una manera más sencilla de describir a una onda es dada por Ja siguiente 

expresión: 

~(zl)•A(z¡)cxp(IS(z¡)) (5.2) 

En está expresión Ja amplitud de Ja onda A(x,t) se asume variable Eentamente 

en el tiempo y en el espacio. 

Para un plano de onda, como el proporcionado por la expresión (S.1) 1 el 

número de onda •k• y la frecuencia angular • <.> • estarán dados respectivamente 

por el ~icnte y la derivada negativa del tiempo de la FUNCION DE FASE S(x,t). 
Por medio de una analogía, el valor local de la variación del número de onda 

•k• y la frecuencia angular • w • en un plano de aproximación de la onda, puede 

ICf dcíinido de la siguiente manera: 

k•VS 
i!S w•--
i!t 

(5.3) 
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Estás eJCpresioncs implican que: 

(5.4) 

Está última expresión con frecuencia es llamada ECUACION DE 

CONSERVACJON DE CRESTAS en la cuál el vector "k" puede ser interpretado 

como una densidad direccional de crestas en el espacio y la frecuencia angular 

" w " como un flujo de crestas pasando por un punlo fijo. 

Bajo las consideraciones de la Teorfa de Rayo ninguna cresta será destruida 

y el número total de estás ondas se con.servará. 

La proporción de progresión de una superficie de fase S(x 11)=constanle está 

dada por: 

dS(z~)·O 

2§.dt+VSdx•O 
é!t 

con fo cuál obtenemos 

(5.5) 

Haciendo uso de las expresiones (S.3) y (5.S) la velocidad de fase 

C•dx./dt en S =constante se relaciona con la frecuencia angular " w " por: 

(5.6) 
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Puesto que la velocidad de fase ·e• y el número de onda •k• serán paralelos 

y C.)Lj•w/k ; siguiendo Ja forma de Ja expresión (S.6) la rase del vector velocidad 

estar.! da.da por: 

(5.7) 

La dinámica fundamental cede además una relación de djspersjóo entre Ja 

frecuencia angular • w • y el vector número de onda •k•, de la siguiente forma: 

w(x~)·a[A(x,t);l.(x,1)) (5.8) 

Donde Ja frecuencia angular• w •varía no solamente atrav~s de k(x,l) para 

una constante del vector número de onda •k•; también tiene variaciones en las 

propiedades del medio mismo,como se expresa mediante el parámetro A.(.x,t) • 

Sustituyendo la relación de dispersión da.da por (5.8) dentro de la ecuación 

de conservación de la cresta da.da por (5.4) se obtiene: 

at, + aa ~+ ao a>. •O 
i!t i!k.1 ar, ai. ax, 

(5.9) 

Dado que la expresión (S.3) implica que Vxk•O , se puede hacer que: 

~-iJk.· 
ax, ax1 

Y si se define a la velocidad de grupo "C.• por la relación: 

e,,-~ 
iJk., 

(5.10) 
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La ccuacldn (S.9) se puede reescribir (superponiendo para notación vectorial] 
de la slgulenle forma: 

(5.11) . 

Similarmente por diferenciación de (5.8) con r~spccto al tiempo •t• y 
empleando la ecuación de conservación de crestas {5.4), se obtiene: 

(5.12) 

Las ecuaciones (5.1 J) y (5.,12) poseen las mismas curvas caractcrlsticas, las 

cuales pueden ser obtenidas por integración de la relación: 

!!:!.e-~ 
dt ' i\1: 

(5.13) 

Estás curvas características son llamadas RA..YQS y la significancia de ellas 

se ilustra mejor por la selección de un sistema natural de coordenadas para describir 

las ondas. Integrando la expresión {S. IJ) tenemos: 

x-IC.dt"'a 

En donde " cz " es un vector constante el cuál varia de un rayo a el 

siguiente. 

La. derivada del tiempo a lo largo del rayo, teniendo a " ex • fijo es: 

[.!!.J . .2..•C V 
di. Ot ' 

(5.14) 

De las ecuaciones (5.11) y (5.12) para un medio completamente homogtnco 

e independientemente del tiempo, el vector número de onda "k" y la frecuencia 

angular • (&) " serán conS(!rvadas a Jo largo del rayo. 
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Cualquier variación de •k• y • w • a lo largo del rayo resulta en 

heterogeneidades espaciales temporales, como esti dado en Ja parte derecha de esas 

ecuaciones. 
La validez de la Teoría de Rayo está relacionada para Ja ecuación de 

conservación de crestas (S.4), Ja cuá.1 rompe hacia abajo cuando los rayos se 

intcnectan; a está intersección es Jo que llamamos SUPERFICIES CAUSTICAS. 

Para un menor período catastrófico, Ja Teoría de Rayo empieza a perder su 
aplicabilidad cuando la amplitud de la onda A(x,l) varia apreciablemente sobre las 

cxa1as del tiempo pil1'2 la longitud de la onda o el periodo. 

CIWldo la Tcorla de Rayo es aplicable, simplifica la solución de problemas 

de onda, usualmente estando en ~rminos de ecuaciones diferenciales parciales para 

1U integración ordinaria a lo largo de los rayos. 

F.n la practica, la Teoría de Rayo es aplicada como sigue: 

a) Para las ecuaciones dinhnicas y conociendo la variabilidad del medio de 

propagac!ón, una relación de dispersión de la fonna dada por la ecuación 

(5.8) es derivada pil1'2 ondas ccn:anas al plano. 

b) Partiendo de valores conocidos del vcclor número de onda •k• y la 

frecuencia angular • w • a lo largo de una curva, la cuál no es la misma 

curva car.ctaútica,cs posible calcular haciendo uso de la ecuación (5.13) 

las direcciones de los rayos emanando de la curva. 

e) Los frentes de oleaje son cntonc.cs dejados para trasladarse hacia adelante 

para una velocidad ·e,• (en general en función de Ja posición) para un 

cono tiempo de paso a lo largo de las curvas caracterlsticas (ortogonales). 
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d) Nuevos valores del vector mlmero de onda •k" y de la frecuencia 

angular • e.> • son evaluados para las expresiones (S.11) y (S.12), los 

cuales son usados para re.calcular las direcciones de los rayos y los nuevos' 

valores de la velocidad de grupo usando la ccuaa:ión (S.13). 

Este procedimiento se continua hasta llegar a la llnc.a de Ja costa; está técnica 

puede ser usada extensivamente para describir la superficie de refracción de ondas 

de gravedad. 

129 



!.J REFKACCION POR FLUJO CORTANTE. 

Consideremos como primer paso el comportamienlo de la supcñicic de las 
ondas de gravedad viajando en una corrien1e horiwntal U = [U(y),0,0] de la forma · 

mostTada en la figura 5. la. 

El ndmero de onda k=(k1,k1,0) tiende a un plano horiwntal. Definiendo el 

tngulo • O • como el 4ngulo existente entre la abscisa en •y• y el vector •1c.• (ver 

fig.S. la), los componentes del vector número de onda csrarán dadas por: 

Puesto que el medio es independiente del tiempo, y asumiendo que la 

fn:cuencia angular• w • es invariable a lo largo del rayo. tenemos por consiguiente 

que: 

(5.15) 

adcmú dada la homogeneidad existente únicamente en la dirección •y• 

lalemOS: 

(5.16) 

Eliminando al número de onda "k" entre las ecuaciones (5.15) y (5.16), y 
dejando el subíndice •e• para referir valores de las propiedades de la onda para el 

punto de cntr.lda dcnuo del flujo cortanle, se puede obtener: 

..s_U(y)•_s_+U 
utt6 .une,. • 

(5.17) 

La cuál es la ley de refracción de Sncll, modificada por la presencia de la 

corriente. 
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Coo ayuda de la n:lación de dispersión dada por la e•pre.sión (S.8), .. 
gcnen.Jmente posible expresar •e: como una función del número de onda •k•. y 
por consiguiente poder eliminar dicho parámetro de las ecuaciones (S. IS) y (S.16) 

para la solución del ángulo 8()') . 

Para una superficie larga de ondas de gravedad. la e1uál será no dispersiva1 

la celeridad c.·/iil y el número de onda "k" no puede introducirse en la 

opresión (S.17). Si se considera que la altura de la ola •H• es constante y que la 

corrienle de entrada U,•O • EJ ingulo 0()1) csLá fundamentado de la expresión 

(S.17) como: 

.... a()'J· une, 
1- UM..,.a .¡gr, • 

(S.18) 

El romportamiento de tos rayos es fácilmente deducido de la expresión 

anterior. Para un ángulo de entrada O<O, <wfl , 6 puede ser incrementado 

romo un incremento. de •u•, y un rayo incidente es refractado en la dirección de la 

corriente tal y como se muestra en la figura S. lb. Si la corriente es lo 

suficientcmente fuerte,el miembro a la derecha de la ecuación (S .18) se aproxima a 

Ja unidad cuando •y• se incrementa; y la refracción continua hasta que el ángulo 

6••/2 , para el ctdl el 4ngulo del rayo es turna.do hacia atrás por reflexión inlema 

total. Este fenómeno ocurre cuando Y•Y,,, ,así: 

U(Y.,J._1 __ ¡ 

¡¡;¡ ""ª· 
(S.19) 
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Debemos notar que cuando O•rt/2 , la componente •y• del mlmero de onda 

A:i•kco.s6 desaparece. La escala de longitud de las ondas es mucho más pequeña. 

comparada con el flujo cortante en ese punto, y la Teor(a de Rayo no es aplicable. 

Como podemos observar en la fig.5.1, existen pocos rayos adyacentes cerca 
del punto de reflexión interna total; y es entonces cuando una envolvente de rayos 

6 ~ puede presentarse en ese punto. 

Para ángulos negativos de acceso, e. <OJ 8 1 , l!ste decrece como se 

incrementa •u", y un rayo incidente tiende hacia la normal de la corriente tal y 
como se observa en la fig. 5.lb. 

Finalmente debemos notar que esos rayos no serán reversibles. Un espejo 

colocado a través de la trayectoria de un rayo emergente de la corriente, semejante 

como el rayo a en la fig 5. lb puede reflejar el rayo hacia atrás con el mismo 

valor negativo de e. , enviándolo a lo largo de la trayectoria de a , Este 

fenómeno es irreversiblemente típico de refracción por variaciones de corriente. 

Como varía Ja energía dc:I oleaje a lo largo de un rayo'?. Consideraremos 

una componente simple de Fourier, para un valor dado de •k•. Para un caso simple 

considerando ( C0•fiii , sin dependencia de •x• y •t•). La ecuación de 

conservación Je la acción del ole.ajc,(en donde el subíndice •o• es mencionado 

solamente para referir las cantidades observadas dentro del sistema en movimiento), 

está dada por: 

~<E) .v · (c .. <E.>).o 
ar (&)• w. 

133 



mont11C4CION Y 'RATAMIEHTQ pt; 1..u U)f(AI CAUmCAI 

Reduciendo la ecuación anterior a: 

(S.20) 

Integrando Ja ecuación (S.20) tenemos: 

(5.21) 

Haciendo uso de la ecuación (5.16) podemos eliminar el ténnino •k•, con lo 
que tenemos: 

(5.22) 

Para un espectro continuo S(k;x.t) de banda ancha a.t: y para un sistema 

de coordenadas movibldose con el Ouido ~emos que s+<a>,•constanle . 

Reemplazando w, por k.¡¡¡¡ y empleando la ••presión (5.16) tenemos: 

(5.23) 

Finalmente con las ••presiones (5.15) y (5.16), consideramos que la onda 

pencUa en la corriente conante en donde dU/dy >O. 

A medida que •u• se va incrementando, el término k.renB permanece 

COl\sW\t.e. 

Para un estado critico. la frecuencia intrínseca <a>,•lC, desaparece. 
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Para la!' ondas de gravedad largas, nuevamente coo la oorrimte de mirada U,•O 

oblenemos: 

u • .Ji!!... 
' st!nO. 

para Ja velocidad de Ja corrienlc en la capa crítica. 

Rellamando el valor de •u 11 en el punto de rcf1eJ1ión interna total Y•Y# 

(ver ce. S.19), es claro que U<YJI) < u, ¡por lo tanto la capa crítica nunca se 

alcanza por el oleaje en éste caso. 
La diferencia en comportamiento de los oleajes cerca del nivel crítico aJ nivel 

cerca de la rene,.ión interna total se ilustra más claramente con Jos oleajes internos 

de gravedad. 

En ausencia de rotación (í=O), la relación de dispersión para ondas de 

grave.dad interna estará dada por: 

(5.24) 

Si para las ondas que satisfacen está ecuación, se considera un marco de 

referencia donde el fluido cslá en reposo y que será propagado en una vertical a la 

corriente cortante horizontal U = [U(z),0,0], nosolros podemos hacer k1=-0, por 

simplicidad. La frecuencia " c.J • vista por un observador estacionario, e.s igual 

a: 

(5.25) 

donde • c.. • es constante a Jo largo del rayo. 
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La componente vertical de la velocidad de gru¡x> es establecida por 

diferenciación de la ecuación (5.25) con respecto a KJ. 

Usando la expresión (5.24) y con kJ•O tenemos: 

(5.26) . 

Asl C
11 

desapatt.ce cuando kJ =O: o cuando ... -o 

Mediante el wo de la ecuación (5.24) con kJ=O, la componente vertical de 

la velocidad de grupo puede ser rccscri1.a como: 

(a). 2 w. i •¡l 2 
e• 1-- -,, N' m., 

(5.27) 

Expandiendo w. en una serie de Taylor cerca del valor del nivel critico 

z•z., tenemos: 

ª"'• au c.i. •(:-:.) • .,,(:,)+(:-:)a:¡• ... ·(z-z,)k1az- (5.28) 

Y susti1uyendo cerca del nivel crllic.o en la ecuacidn (5.27) tenemos: 

k,(au)• 2 e·-- - (•-•) 
'• N Oz e 

(5.29) 

Intq:rando csti n:lación, nosotros encontramos que el tiempo hecho de un 

nivel Zt a otro nivel z,, e.crea del nivel critico es: 

(5.30) 

Como •z,. es aproximado a ·~., una onda de grupo jamás llegará al nivel 

crftico. 
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!.4 IDENTIFICACION DE LAS ZONAS CAUSTICAS. 

A manera de ejemplo pr.1clico1 a continuación se presenta para la batimetría 

hipotética de la figura S.2 (con .. curvas a cada 2m) de una playa en la que incide 

un oleaje que, en aguas proíundas, 1ienc una allura de ola significante H11l = l..5m 

y un periodo T = B seg. 

A partir de la batimétrica 19 y hacia aguas profundas, la pendiente es regular, 

de manera que se supone que ya se ha determinado que, en esa curva, el oleaje 

incide con dirección SW-NE, con un ángulo de 5°. 

Considerando la condición batinw!trica de la figura .5.2 y las condiciones 

establecidas anteriormente, se aplicó la Teoría del Rayo para determinar el Diagrama 

de Refracción mostrado en la figura S.3. 

En dicha figura se observa que los rayos r1 y r, se cruzan en el punto •u•, 
entre las batimétricas 9 y 7. Por está razón se han dibujado los rayos auxiliares 

(intermedios) r", r; y re. Mientras éste lllümo no muestra cruzamientos, los rayos 

r" y r8 , conjuntamente con r1 muestran la presencia de una zona cáustica, limitada 

por los puntos U,V,W,X,Y. Para cerciorarse de su ex.is1encia serla necesario 

repetir Jos trazos con una balimctrla más fina. De persistir, habrfa que decir que, 

el Diagrama de Refracción no da la información válida en Ja zona sombreada en la 

figura 5.3. 

2) Jo~ L. Sánchez Bribicsca; •Manual de Hidráulica Marftima Elemental*, Instituto de 
Ingcnierla, U.N.A.M., 1982. 

137 



-----·--·--·--·-- ·--· ----- • AOMPt~N:!i_ ____ _ 

-----------------------------.. 

T--------
o-------- r------o 

10----------------------------10 

100 t:oO toe «>O 

... 1t111 o. 

FIG. ~.2 BATIMETRIA llPOTETICA SOBRE UNA PLAYA 

138 



f 
-------·--·--·--·--·--·-----~.-

FIG. &.S DIAGRAMA DE REFRACCION 
1 NOTESE LA P!IESENCIA DE LA ZONA CAUSTICA 1 

,, 

100 100 400 100 

13Q 



El cruce de los rayos adyacentes es indicativo en el tipo de salida del rayo 

por el cambio de 1i¡no de la dirección del mismo. 

El dibujo de estos puntos en el diagrillTla de refracción definen claramente Ja 

envolvente del áustico indicaLlo por el patrón de rayos de la figura S.J. 
En Ja opinión de W.J. Picrson, un cambio gradual y continuo en ta posición 

de la envolvcnlc del cáustico puede ser evidente cuando lo{ diagramas de refracción 

JOl1 calculados par.1 un incremento lo suficientemente pcquei'lo del pcr!cxlo y 
dir=ión del oleaje. 

El haberse agudiudo Ja salida de una onda de pcr!cxlo y dirección sencilla en 

el diagrama de refracción representa una cantidad de energía infinitesimal en el 

espectro del oleaje. 

Cuando cstJ. cantidad infinitesimal se incrementa infinitamente, como se 

representa por el cruce de los rayos adyacentes, es del tcxlo posible que resulte una 

cantidad finita de energía. 

El coeficiente de refracción es la representación de la energía de Ja onda fuera 

del dustico. si la difracción del oleaje es insignificante. En tal caso, el cambio en 

el signo de la dirección del rayo indica el cruce de las ortogonales adyacentes y el 

coeficiente de ttfracción es por lo tanto: 

K,•#i 
donde: 

en la clál: 

b; es la separación del rayo en aguas ....iucidas. 

b0 ; es la separación del rayo en aguas profundas. 
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Dicho coeficiente puede ser evalu.::do en cualquier punto excepto para el 

punto de intersección de los rayos. Donde Ja difracción de la onda re.suite ser 

apreciable, el coeficiente de refracción puede ser muy bajo. 

Por otra pane, relomando Jos conceptos vertidos en el inciso S.3, cuando se 

tiene la presencia de una corriente, la posición de una zona cáustica (Y•Y..> esta 
dada por la ecuación (S.19), y expresada como: 

U(Y.,) ¡ 
--·---1 .¡¡¡¡ S<n6, 

Es en la zona cáustica en donde se presenta una transición abrupta entre una 

región irradiada en donde Y< Y .. para un dominio dentro del cu41 ninguna onda con 

un ángulo de entrada o.>BM puede penetrar. e., .. el ángulo de entrada 

dentro del flujo cortante para el cuál ocurre una reflexión interna total para Y w• 

La Teorla de Rayo no nos provee de una descripción del componamicnto de 

la amplitud de las ondas atraves de Ja transición¡ además, se puede decir que Ja 
n:nexión que ocurre en un sitio dentro de Ja zona cáustica, nosotros estamos 

ignorando la amplitud de la onda reflejada y de alg~n cambio de fase el c..U podría 

ocurrir sobre la reflexión. 
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!.5 Rellexlóa perfecta debido 1 la norracclóa del oleaje. 

Como un ca.so particular de la deformación de1 oleaje, cuando ocurre 
rcfleúón pcñecta a continuación se describe en forma sucinta, la manera de tomar 
en cuaitl este fenómeno. 

Tomando como base la fig. 3.9, si P. 2 909 , el oleaje no puede entrar en 

la profundidad h,, es decir, el oleaje se refleja peñectamente en el !!mito entre h1 y 
h, de profundidad. El llngulo de incidencia Umite del oleaje que se refleja 

pcrfecwncnte se calcula como sigue: 

De la ecuación (3.2) (ver inciso 3.4.2, del capitulo 3) tenemos: 

Si P1 • 9()1' , es decir, cuando .stnP2 • 1 , tendremos: 

p, ...... (~) (S.31) 

En la ecuación anterior, el va1or de C1/C, no puede ser mayor de 1, porque 

el valor de la función seno no puede ser mayor que l. Entonces, en gencra1, la 
reflexión perfecta ocurre cuando Ci es mayor que C1, es decir cuando los oleajes 
entran c:n una zona más profunda. 

El llngulo p 1 de la ec. (S. 31) se llama el llngulo critico de reflexión 

peñecto. 
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CAPITUWVI 

APLICACION DE UN MODELO NUMERICO 

A UN CASO ESPECIF1CO 

6.1 Generalidades. 

En la costa de Quintana Roo, en Bahfa Mujeres, entre punta Canclln y Puerto 
luir=, "' localiza la ciudad de Cancún (ver tig. 6.1); su situación geográfica eslll 
definida por 21" 10' de latitud norte y 86" 4S' de longitud oeste. 

Es en eslá 1.0fla donde se realizan! el proyecto ejecutivo del desarrollo 
hlrfstico denominado "CANCUN NAUTICO". 

Para poder realizar dicho proyecto fUc necesario rca.Jizar los estudios de 

agitación y ref~idn del oleaje; ~iendo btc úllimo del que nos ocuparemos en el 
pracnte capitulo. 

El estudio de Ja refracción del oleaje es de vital importancia, ya que las 
estructura.& marítimas se construyen en aguas intermedias o bajas, donde los patrones 
del oleaje sufre coruiderables cambio! que pueden causar efectos de concentración 
de c1Clgfa y provocar dailos en las estructuras. 

En el proyecto • Cancún Náutico • se estudiaron trCJ direcciones del oleaje 

a saber. Este, Sureste y Noroeste; con periodos de S, 7 y 9 seg para cada dirección. 
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6.2 Íln:opllaclóa de Información. 

Pata realizar el esludio de n:íracción de oleaje se utilizaron dos planos de 
batimetría con diferente detalle. la razón de tste hecho ~cció a que la zona en 
estudio resultaba demasiado elltensa para tener una prcci$Íón satisíactoria en el 
c;üculo, además de requerirse en la wna próxima a la construcción del puerto de una 
malla rrW pcqudLa para representar con mayor aproximación el íenómeno. 

La batimctrla en aguas profundas se obtuvo del portulano No. S.M.924 

ºM<!xico-Costa Este de la Isla Mujere.s a Isla Cozumel, publicado por la Dirección 

Gcncnl de Oceanografla de la Secretaria de Marina. 

La digilalización de las curvas bati~lrica.s se llevó a cabo por medio de 

secciones aproximadamente perpendiculares a la costa, con una separación 
aproximada entre cada una de ellas de IOOOm. 

En aguas superficiales (agUaJ intenncdias y baja>) la batimetrla se obtuvo del 

plano denominado ºBatimclrla Generalº, plano No. 1 de 6 elaborados por El Fondo 

Nacional de Fomento al Turismo, "FONATURº; en julio de 1989. 

La di~ión de las curvas batiml!tricas se realizó mediante secciones 
aprox.imadamente perpendiculares a la costa separadas entre si una distancia de 
200m., correspondiendo el origen de la malla definida por este procedimiento con 
el origen de la malla de aguas profundas. 

En las figuras 6.2 y 6.3 se muestran las mallas de profundidades discrctizadas 

para la condición de aguas profundaJ y aguas superficiales (aguas Intermedias y, 
bajas) respn:tivamente. 
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Fig. No. 6.3 Malla de Profundidades discretiiada para 
la ~ondici6n de aguas intermedias y 
aguas bajas, 
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6,J Al¡orltmo utilizado, 

En el estudio de refracción de oleaje del proyecto •cancdn Náutico•, 
se empicó el mftodo de las ortogonales, el cuál supone que cuando el oleaje avanza 

hacia la playa, no existe dispersión lateral de energía a lo largo de las ortogonales' 
adyacentes a un canal de energía determinado. 

En la figura 6.4 se ilustra el m~lodo de cálculo utilizado para obtener el 

cambio en la dirección del oleaje en el modelo num~rico. 
Este mt!todo se basa en la obtención de las coordenadas del pu~to (n + 1), 

(Xn + I, Yn + 1) y el ángulo del oleaje del mismo pun10 (An + 1), con los datos 

del punto anterior (n),(Xn, Yn) y (An); para lo cuál se utilizaron las siguientes 

ecuaciones: 

AA• 
!K• + K.,1) D. 

2 
(6.1) 

A •• 1 • .A. 11 + 4.A (6.2) 

X., 1 •X. +D. cos (A. + A
2
A) (6.3) 

Y.,. • Y.• D. s.n (A. + ~) (6.4) 

K•---'l t [a e] 
• c .. a" 

(6.S) 

K,,,, t ¡a e] • - c •. 1 aq (6.6) 

D.• A• ¡c •• c •. 1¡ (6.7) 
2 
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Donde: 

D. ; Es la distancia entre los dos puntos de profundidad conocida 

(n)y (n + 1). 

c. 11 c •. 1 ; Es la celeridad del oleaje en cada punto de 

profundidad conocida. 

'1 ; Es la dim:ción perpendicular a la dim:cidn de propagación del 

oleaje. 

K. y k •• 1 ; Son factores caracteñsticos al tipo de curva definida 

por la propagación del oleaje. 

ISO 
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El valor de la profundidad • h• está dado por la interpolación de cuatro puntos 

de la maya, tal y como se muestra en la figura 6.S y las ecuaciones 6.8. 

,
1 

• Jxi + 12 

r, • Jclh;-zf • y' 

(6.8) 

r, • J(D:t-:t)' + (Dy-y)' 

'• • Jx' • (Dy - y)' 

(6.8) 
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Flg. 6 S Cdlculo de Ig proCundldnd promedio. 

El valor de.. 6 e / 611 está dado por las siguientes ecuaciones: 

-·- --stnA+-cosA 6c 6c ( 6h M ) 
6~ 6h 6.r 6y 

(6.9) 

~. - 1
- {y [h,-h,1. (Dy-y) (11,-h,) l 

6.r D.r Dy 
(6.10) 

6h • _I_ (X [h,-11,1 • (D.r-.r) (h,-h
1
l) 

6y D.r Dy 
(6.11) 
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El procedimiento de cálculo en el modelo num~rico se desarrolla como sigue: 

l.) Se supone K •• 1 • K. c •. 1 • c •. 

2.) Se calculan las axxdonada.I x •• , • Y •• , y d ángulo del oleaje A•·• 

con las ecuacion., 6.2, 6.3 y 6.4. 

3.) Se calcula eJ vaJor de c •. ¡ y x •. 1 

4.) Se n:pite el cllculoaportirdc 2.) y 3.) haslaque la diferencia de k0• 1 

cumpla con la siguiente desigualdad: 

D0 ( K0 • 1 - x. ) O.O! 

Se termina la ejecución del cálculo cuando el oleaje c.ae íucra del rango de 

la malla o cuando encuentra la proíundidad especificada. 

En base al proccdimicnlO expuesto anteriormente se estructuraron dos 

programas paf1I computadora. 

FJ primero dé ellos, denominado •PROF 1•, se alimenta con Jos datos de una 

malla de profundidades (como las mostradas en las figuras 6.2 y 6.3) de la zona de 

estudio con Jo cldJ se genera un archivo de dalas. Enseguida se muestra el Jistado 
del programa paf1I generar dicha malla. 

ID REM -- CALCULO DE REFRACCION DEL OLEAJE ETAPA·I ••••••••••••• 

20 REM - DEFINIR LA MALLA DEL CALCULO Y TECLEAR LAS PROFUNDIDADES•• 

JO REM --··---••••••-•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
40 R.EM -- NOMBRE DEL ARCHIVO DONDE SE GUARDAN LOS DATOS•••••••••••• 

50 INPUT "NOMBRE DEL ARCHIYO';NAM$ 

60 R.EM - DEFINIR LA MALL\ •-•••-•••-•••••••••••••••••••••••••• 

70 INPUT 'DXCM)•":DX: INPUT "DYCM)•":DY 

10 INPUT' IX•":IJC: INPUT• IY•":IY 

90 DIM H(IX,IY) 
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100 REM •••••TECLEAR LAS PROFUNDIDADES••••••••••••••••-••••••••••••-

1 IO FOR J-o TO IY: Y•J*DY: FOR l•O TO IX : X·J•DX 

120 PRINT •JNPUT LA PROFUNDIDAD EN CM) H(";l;",";J;") •; 

130 PRINT "( X(M)•";X;" YCMl•";Y;" r;: INPUT H<l.JJ: PRINT 

140 NEXT 1 : NEXT J 

ISO REM •••••GUARDAR LOS DATOS EN EL ARCHIVO•••••••••••••••••-••••••• 

160 INPUT "INSTALAR EL F.P. DISCO Y TECLE (O) Y (CR) ";IK 

170 FLNS•"A: ": MIDSCFLNS,J,B)•NAMS: OPEN FLNS f,,OR OUTPUT AS '2 
180 PRINT #2,DX,DY,JX,IY 

190 FOR l•O TO IV: FOR l•O TO IX: PRINT 12.H(l,J): NEXT 1: NEXT J 

200 CLOSE ; END 

Una vez que se ha formado el archivo de datos de Jas profundidades 

discretizadas, se procede al cálculo de la refracción del oleaje, mediante el siguiente 

programa de computadora, el cuál denominaremos •REFRACCION•. 

IDCLS 

20 '•••••CALCULO DE REFRACCJON DEL OLEAJE ETAPA 2 •-••••••••••••• 

JO'••••• CALCULO DE REFRACCTON E IMPRIMIR EL RESULTADO•••••••••••••••• 
40 ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

SO'••••• LEER LOS DATOS DEL ARCHIVO••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

60 DEFINT l·N 

70 INPUT "NOMBRE DEL ARCHIVO";NAMS 

80 FLNS•"A: " : MIDS(FLNS,l,8)•NAMS: OPEN FLNS FOR INPUT AS n 
90 INPUT '2.DX,DY,IX,IY: DIM HOX,IYJ,XD(IOO),YD(IOO),ALFD(IOO) 

100 POR J-O TO IY : POR l •O TO IX : INPUT 12,H(l,J) : NEXT 1 : NEXT J 

llOCLOSE 

120 ••••••TECLEAR LOS DATOS DE LAS CONDICIONES DEL CALCULO•••••••••••-

1)0 INPUT "PERIODO DEL OLEAJE T(SEG)";T 

140 INPUT •tNTERVALO DEL CALCULO DT(SEO)";DT 

150 INPUT "LIMITE DE LA PROFUNDIDAD HLIM(M}";HLIM 

160 ••••••IMPRIMIR EL TITULO Y LAS CONDICIONES ••••••••••••••••••••••••• 

170 INPUT •TJTULO";AS : LPRINT AS 
180 LPRINT ·ox-·;DX;"(M) DY-";DY;"(M) 1x-·:1x.· IY-";JY 

190LPRINT" T-";T;"(SEO) DT-";DT;"(SEOJ HLIM-";HLIM;"(M}" 

200 '••••• ENTRADA DE LOS DATOS (X) (Y} (ALF) •••••••••••••-•••••-•••••• 

210 PRINT "COORDENADAS DEL PUNTO DEL INICIO DEL CALCULO (X),{YJ EN (M)" 

ISS 
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220 PRJNT •sJ DESEA TERMINAR EL CALCULO , TECLE -1.-1 • 

2JO INPUT xa. YD 

Z.O IF XO <O TIIEN GoTO 740 
2SO IP YO<O TIIEN OOTO 740 

260 INPUT ºDlltECCJON DEL OLEAJE EN ORADOS (AU')º;ALFO 

270 AL.FO-ALfo-J.1415921180 

2BOXl•XO: Yl•YD: ALFl•ALFD: XD(l)•Xl: YD(ll•YI 
290 A1J10(1)-ALPJ•JIO/J,J41592: ISTEP•I 

300 ·-CHECAR SI EL PUNTO ESTA DEtrrRO DE LA MALLA O NO•••••••••••••• 
310ISTEP-ISTEP+1 : JF ISTEP> 100 TIIEN GOTO 610 

320 IF XI< -o ntEN GOTO 610 

JJO IP YI <•O TIIEN OOTO 6JO 

340 IP XI >(DX•IX) TIIEN GOTO 610 

JSO IF YI >(DY•JY) ntEN OOTO 6IO 

360 ·- CALCULO DE LA. PROFUNDIDAD DEL PUNTO •••••••••-••••••••••••••• 
370 X•XI : Y•YI : GOSUB 7.SO 
JIO Hl•HO: fP Hl<HUM TiiEN GOT061D 

390 ·-CALCULO DE (C) (CC'/@H) (CCICN) Y (EK) •••••••••••••••••••••••• 
400 ALP •ALF 1 : OOSUB l60 

•IOCl•CO: CHl•CHO: CNl•CNO: EKl•EKO 

-420 ·-BUSCAR. l.J\S COORDENADAS DEL PUNTO 2 •••••••-•••••••••••••••••• 

430 IREP-o 
440 Cl•CI : EKl•EKI 

450 DlS•.5-oT-CCl+C2): ALP2-ALFI +.5•DJS9(EK1 +EK.2): ALPB•.5-CALPI +ALF2) 

'60 Xl•Xl+DlS-cosjALFBJ: Yl•YI +DJS•SJN(ALFB) 
•70 lP Xl< -o 111EN OOTO 610 

•80 IP Yl<-0 TIIEN GOTO 610 

•90 IF Xl> -cox•lX) TIIEN GOTO 610 

500 IF Y2> -(DY-tY) TIIEN GOTO 6IO 

'JO X-X2, Y-Y2' GOSUB 750 
520 H2•HO: JF H2<HUM rnEN oaro 610 

530 ALP•Al.22: GOSUB 860: Cl•CO: CH2•CHO: CN2•CNO 

540DlEP•IREP+1 : fF IREP>20 TIIEN GOTO 580 

550 ERJ -01s•ABS(EK2+CN2JC2) : IF ERI < .01 TIIEN ooro 590 

560 EK2-EKO' DOTO 450 

570 ·-AVANZAR EL PUNTO DEL CALCULO •-•••••••-•••-•••••••••••••••• 

580 PRINT ·-IREP >20 NOSE ENCUENTRA LA SOLUCJON EXACTA EN ISTEP-º;ISTEP 
590 XD(ISTEPJ-X2' YD(ISTEPJ-Y2' ALPD(JSTEPJ-ALFl'UOIJ.141592 
600 Xl-X2: v1-v2: ALPl•ALP2: OOTO 300 

610 ·-IMPRIMIR EL RESULTADO DEL CALCULO••••••••••••-•••••••••••••• 
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620 IP ISTEP<•2 THEN OOTO 210 

630 PRINT ' X(M) Y(Ml ALF(ORADO)' 

640 FOR l•l TO (ISTEP·l) 

6.SO PRJNT USINO • 111#1.111 •;XD(l);YDCO;ALFD(I): NEXT 

660 PRINT 'SI IMPRIME EL RESULTADO CON LA IMPRESORA TECLE (l),(CR)" 

670 PRJNT •st NO 

680 INPUT IPR2 

690 IF IPR2•0 THEN OOTO 210 

TECLE (O),(CR)" 

700 LPRINT" X(M) Y(M) ALF(ORADO)" 

710 POR l•l TO (ISTEP·I) 

720 LPRINT USINO • IMllll.111 •;XD(l);YD(D:ALFD(I): NEXT: IPR2•0 

730 LPRINT: OOTO 210 

740 END 

7.SO '•••••SUBRUTINA PARA CALCULAR LA PROFUNDIDAD Y PENDIENTE DEL PUNTO• 

760 NX•INT(XIDX): NY•INT(Y/DY): NXl•NX+I: NYl•NY+I 

770 RX•(X·NX•DX)IDX: RY•(Y·NY•DY)IDY: IP RX>O OR RY>O ntEN OOTO 790 

780 HO•H(NX,NY) :HX•(H(NXl.NY)·HO)/DX: HY•(H(NX,NYl)·HO)/OY: RETURN 

800 Rl•SQR((l·RX)•(l·RX)+(l·RY)•(t·RYl) : R4•SQR(RX•RX+(l·RY}-Cl·RY)) 

810 RRl•l/Rl: RR2-l/R2: RRJ•llRJ: RR4•1/R4: RRO•RRl+RR2+RR3+RR4 

820 HO•RR t•H(NX,NY) + RR2•H(NX l ,NY)+ RRJ•H(NX l ,NY I)+ RR4•H(NX,NYI) 

HO-HOIRRO 

830 HX•RY•(H(NXt,NYl)oH(NX,NYl))+(l·RY)•(H(NXl,NY)·H(NX,NY)):HX•HXIDX 

B40 HY•RX'{H(NXt.NYt¡.ll(NXl,NY))+(l·RX)'{H(NX,NYl)·H(NX,NY)):HY•HYIDY 

eso RETURN 

860 ••••••SUBRUTINA PARA CALCULAR (C) (@C/@H) (@C/@N) Y (EK) ••••••••••• 

870 SIO•l.141S92*2fl": o-HOJ9.8•s1a•s10 

880 o- o•(D+ 1/(1+D-C.6.S22+0*'(.4622+ o·o~.0864+0•.067.S))))): O•SQR(O) 

890 C0-2•J.141.S92•HO/Dff: TH •(EXP(D}-EXP(·O))/(EXP(D)+ EXP(·D)) 

900 TH-l·TH.-rli: CH0•9.B/CO*TH/(l +9.B•HO/CO/CO*TH) 

910 CNO•CHO•(·HX•SIN(ALF)+HY"'COS(ALF)): EKO•·CNOICO: RETIJRN 
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6.4 Apllcacldn al Proyttto del Desarrollo N•ullco ea Cancdn, 
Qulnlana Roo. 

Como ya se mencionó anteriormente, para Ja reaJiz.acidn de ~te proyecto 
turfstico te realizaron Jos estudios de refracción del oleaje para Jas direcciones Este, 

Surcs!e y Norcsu: con períodos de 5, 7 y 9 segundos para cada dirección. 

Para cada uno de estos períodos y direcciones del oleaje, se rcaliz..6 el estudio 
de rcfraa:idn del oleaje en dos fases. 

En la primera de ellas el estudio de refracción se hizo tomando como base 
la ba.timelr!a obtenida del portulano No. S.M.924 "M~xico-Cosla Este de la Isla 

Mujo= a Isla Cozumel, publicado por la Direccidn General de Oceanografía de Ja 

Sccreiarla de Marina; la cuál tuvo que ser discretizada para poder generar una malla 

de profundidades por medio del programa "PROF I', para Ja condición de aguas 

profundas. 

Se xlcccionaron Jos frentes de olt.ajc en agua.J profundas en base a cada 
dir«:ción del oleaje y se procedid a el c4Jculo de la refracción del oleaje utilizando 

c.l progr.una de computadora •RE.FRAcCION• 1 el cuál nos da la variación que sufre 
las ortogonales en cuanto a su dirección por efecto de la profundidad. 

En las siguiente.s labias se dan los resullados obrenidos para Ja refracción del 

oleaje en aguas profundas por medio del programa "REFRACCION" para Ja 

dir=ión Este con' período de 7 segundos para cada una de las ortogonales 

consideradas dentro del frente de oleaje¡ a.sí mismo en Ja figura 6.7 se muestra el 
plano de oleaje para est.i condicidn analizada. 
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TABU6.I 
REFll:ACCION EN AGUAS PROFUNDAS. 

DIRECCION ESTE, PERIOD0=7 SÉG. 

Punlo No. X(m). Y(m). 

" grados. 

1.00 37000.00 15000.00 180.00 

6.00 35362.33 15000.00 180.00 

ll.00 33724.65 15000.00 180.00 

16.00 32086.97 15000.00 180.00 

21.00 30499.30 15000.00 180.00 

26.00 28811.62 15000.00 180.00 

31.00 27173.95 15000.00 180.00 

36.00 25536.27 15000.00 180.00 

41.00 23898.60 15000.00 180.00 

46.00 22260.97 15000.00 180.00 

51.00• 20625.56 15001.46 179.80 

56.00 19009.23 15017.08 179.21 

61.00 17405.30 15043.35 178.94 

66.00 15814.86 15076.53 118.54 

71.00 14249.33 15122.61 177.99 

76.00 12734.95 15209.69 115.15 

81.00 11343.81 15330.49 175.33 

86.00 10032.89 IS424.07 176.29 

91.00 8956.92 15469.09 181.50 ' 
96.00 8234.11 15252.32 209.59 
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TABLA 6.1 

REFllACCION EN AGUAS PROFUNDAS. 
DIRECCION FSTE, PERI000=7 SEG. 

Punlo No. X(m). Y(m). 

" grados. 

•. 
1.00 37000.00 16000.00 180.00 

6.00 35362.33 16000.00 180.00 

11.00 33724.65 16000.00 180.00 

16.00 32086.97 16000.00 180.00 

21.00 30499.30 16000.00 180.00 

26.00 28811.62 16000.00 180.00 

31.00 27173.95 16000.00 180.00 

36.00 25536.27 16000.00 180.00 

41.00 23898.61 16000.00 180.00 

46.00 22261.23 16000.11 179.98 

Sl.00 2063S.22 16008.37 179.32 

56.00 19035.09 16040.27 178.38 

61.00 1744S.32 16101.24 177.lS 

66.00 IS866.14 1619S.47 176.10 

71.00 14316.89 16311.SS 174.89 

76.00 12824.3S 16463.12 173.72 

81.00 11400.71 16603.55 17S.30 

86.00 10047.76 16712.06 174.94 

91.00 8876.44 1683S.21 173.98 

96.00 7830.37 16903.89 177.48 

101.00 6850.54 16925.40 180.00 

106.00 5989.02 16886.39 !SS.SI 

111.00 S322. ll 16710.54 202.63 

160 



An.ICACION DF. UN MOPEl.O NVMflUCO A l'N CA.90 Ell"l:Cmco 

TABLA 6,1 

REFRACCION EN AGUAS PROFUNDAS. 

DIRECCION ESTE, PERIOD0=7 SEG, 

Punto No. X(m). Y(m). 
4 grados. 

1.00 37000.00 17000.00 180.00 

6.00 35362.33 17000.00 180.00 

11.00 33724.65 17000.00 180.00 

16.00 32086.97 17000.00 180.00 

21.00 30449.30 17000.00 180.00 

26.00 28811.62 17000.00 180.00 

31.00 27173.95 17000.00 180.00 

36.00 25536.27 17000.00 180.00 

41.00 23898.65 17000.01 180.00 

46.00 22264.92 17002.12 179.66 

51.00 20657.90 17025.51 178.54 

56.00 19083.62 17090.10 176.70 

61.00 17531.42 17204.26 174.89 

66.00 15998.26 17368.19 172.86 

71.00 14490.04 17589.94 170.67 

76.00 13043.74 17850.06 169.00 

81.00 11637.09 19138.06 166.59 

86.00 10378.39 18515.21 159.76 

91.00 9299.33 18949.75 156.92 

96.00 8264.29 19375.65 158.67 

101.00 7204.11 19780.49 159.49 

106.00 6162.62 20158.93 159.27 

111.00 5211.27 20535.26 157.55 

116.00 4371.16 20907.50 154.08 

121.00 3649.43 21270.10 153.07 

161 



TABLA 6.1 
REFRACCION EN AGUAS PROFUNDAS. 

DIRECCION FSTE, PERIODO=? SEG. 

Punro No. X(m). Y(m). • ¡rados. 

1.00 37000.00 18000.00 180.00 

6.00 35362.33 18000.00 180.00 

11.00 33724.65 18000.00 180.00 

16.00 32086.97 18000.00 180.00 

21.00 30449.30 18000.00 180.00 

26.00 28811.62 18000.00 180.00 

31.00 27173.95 18000.00 180.00 

36.00 2SS36.28 18000.00 180.00 

41.00 23898.99 18000.12 179.98 

46.00 2227S.7S 18007.11 179.46 

Sl.00 20685.13 18040.02 178.24 

S6.00 19133.23 18094.38 lTI.78 

61.00 17608.00 18158.30 177.31 

66.00 16102.95 18242.Sl 176.25 

71.00 14424.13 18360.92 174.41 

76.00 13186.84 18524.55 172.87 

81.00 11801.29 18715.55 170.72 

86.00 10562.88 18982.49 164.S7 

91.00 9448.06 19308.79 163.90 

96.00 8351.87 19615.IO 16S.23 

101.00 7248.73 19894.34 166.25 

106.00 6173.32 20174.96 163.77 

111.00 5195.64 20478.49 161.44 

116.00 4328.48 20796.24 1S7.60 

121.00 3594.38 21110.96 156.06 
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TABLA 6.1 

REFRACCION EN AGUAS PROFUNDAS. 

DIRECCION ESTE, PERIOD0=7 SEG. 

Punlo No. X(m). Y(m). 
Cl grados. 

1.00 37000.00 19000.00 180.00 

6.00 35362.33 19000.00 180.00 

11.00 33724.65 19000.00 180.00 

16.00 32086.97 19000.00 180.00 

21.00 30449.30 19000.00 180.00 

26.00 28811.62 19000.00 180.00 

31.00 27173.95 19000.00 180.00 

36.00 25536.33 19000.01 180.00 

41.00 23899.87 19000.85 179.88 

46.00 22892.19 19013.21 179.08 

51.00 20727.48 19053.15 178.00 

56.00 19189.38 19131.41 176.29 

61.00 17679.21 19245.54 175.12 

66.00 16193.04 19383.13 174.39 

71.00 14730.()6 19530.07 174.16 

76.00 13295.31 19672.08 174.61 

81.00 11950.09 19816.01 171.97 

86.00 10778.63 20044.65 167.68 

91.00 9640.90 20291.64 167.86 

96.00 8515.47 20532.89 167.81 

IOl.00 7413.58 20n6.25 167.10 

106.00 6374.63 2!038.26 164.17 

111.00 5408.67 21329.18 162.17 

116.00 4535.77 21623.40 161.12 

121.00 3763.05 21888.50 161.59 
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TABLA 6.1 

REFRACCION EN AGUAS PROFUNDAS. 
DOU:CCION ESTE, PERIOD0-7 SEG. 

Punlo No. X(m). Y(m). rl grados. 

1.00 37000.00 20000.00 180.00 

6.00 3S362.33 20000.00 180.00 

11.00 33724.65 20000.00 180.00 

16.00 32086.97 20000.00 180.00 

21.00 30449.30 20000.00 180.00 

26.00 28811.62 20000.00 180.00 

31.00 27173.96 20000.00 180.00 

36.00 2SS36.65 20000.11 179.98 

41.00 23906.06 20006.41 179.42 

46.00 22307.10 20027.48 179.11 

Sl.00 20743.98 20047.49 179.28 

S6.00 19219.32 20061.84 179.66 

"61.00 17714.67 20069.32 179.64 

66.00· 16232.20 2008S.22 179.00 

71.00 14769.44 20124.49 178.03 

76.00 13327.36 20181.71 177.14 

81.00 11991.30 20303.91 172.37 

86.00 10823.04 20461.30 172.23 

91.00 9668.31 20617.IS 172.44 

96.00 8S37.43 20767.34 172.41 

101.00 7411.S6 20921.32 171.64 

106.00 6364.63 21092.86 169.91 

111.00 S316.SO 21286.39 167.69 

116.00. 4479.41 21S00.13 166.00 

121.00 3712.46 21693.29 166.36 
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TABLA 6.1 

REFll.ACCION EN AGUAS PROflJNDAS. 

DIRECCION ESTE, PERI000=7 SEG. 

Punto No. X(m). Y(m). '· .. grados . 

1.00 37000.00 21000.00 180.00 

6.00 35362.33 21000.00 180.00 

11.00 33724.65 21000.00 180.00 

16.00 32086.97 21000.00 180.00 

21.00 30449.30 21000.00 180.00 

26.00 28811.63 21000.00 180.00 

31.00 27173.99 21000.00 180.00 

36.00 25537.97 21000.22 179.97 

41.00 23920.24 21005.36 179.65 

46.00 22324.61 21021.57 179.17 

51.00 20747.39 21050.91 178.66 

56.00 19216.03 21092.26 178.03 

61.00 17709.95 21152.27 177.44 

66.00 16227.84 21220.03 177.44 

71.00 14768.32 21277.29 178.02 

76.00 13333.74 21329.39 177.23 

81.00 12031.47 21418.49 175.41 

86.00 10833.73 21508.39 175.88 

91.00 9666.07 21590.27 175.99 

96.00 8517.06 21673.14 175.79 

101.00 7396.28 21759.36 175.36 

106.00 6342.20 21851.18 174.73 

111.00 5364.44 21952.88 173.01 

116.00 4470.71 22071.63 172.12 

121.00 3668.97 22185.43 171.91 
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TABLA 6.1 
REFJL\CCION EN AGUAS PROFUNDAS. 

DIRECCION ESl'E, PElllOD0•7 SEG. 

Punlo No. X(m). Y(m). 
11 ¡nidos. 

1.00 37000.00 22000.00 180.00 

6.00 35362.33 22000.00 180.00 

11.00 33724.6!5 22000.00 180.00 

16.00 32086.97 22000.00 180.00 

21.00 3()4.49.30 22000.00 180.00 

26.00 28811.64 22000.00 180.00 

31.00 27174.0S 22000.01 180.00 

36.00 2'538.77 22001.24 179.80 

41.00 23294.83 22017.39 179.13 

"'6.00 . 22336.14 22048.62 178.60 

51.00 2076!5.80 22096.43 177.81 

56.00 19238.18 22167.56 177.03 

61.00 17743.52 222'2.13 176.49 

66.00 16266.60 22350.51 175.89 

71.00 14810.83 22463.84 175.IS 

76.00 13387.94 22'98.34 174.10 

81.00 12182.42 22735.98 171.04 
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Aft.ICACIUN Pt:. llH MOOILo l'tllJtolaUCO A llH C.UO Ul'SCmcc> 

TABLA 6.1 

REFRACCION EN AGUAS PRO~AS. 

DIRECCION ESTE, PERIODOm7 SEG, 

Punto No. X(m). Y(m). 
grados. 11 

1.00 37000.00 23000.00 180.00 

6.00 35362.33 23000.00 180.00 

11.00 33724.65 23000.00 180.00 

16.00 32086.97 23000.00 180.00 

21.00 30449.31 23000.00 180.00 

26.00 28811.69 23000.01 180.00 

31.00 27174.38 23000.15 179.98 

36.00 25544.82 23003.43 179.70 

41.00 23944.35 23020.72 178.99 

46.00 22364.98 23059.86 178.17 

51.00 20812.71 23130.00 176.63 

56.00 19294.47 23231.83 175.92 

61.00 17805.53 23340.93 175.71 

66.00 16334.70 23453.10 m.57 

71.00 14879.27 23568.56 175.36 

76.00 13440.55 23679.12 175.89 

81.00 12098.74 23770.24 175.27 
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De i1ual manera, paza coda una de Ju direccioneJ y periodos del oleaje 
considendos se obtuVieron los listados de re.sultados (por medio del pmgrama 

"REFRACCION"), con Jos cuales fUeron dibujados los planos de oleaje. 

En Ju figuras 6.6 a 6.14 se muestran los planos de oleaje paza la 

COlldicidn de quas profundas. 
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APIJCACION llR llN MOOEl.O "'11Mf'JUCO A UN CASO urttemco 

En la segunda fase del estudio , que corresponde a la condición de aguas 

superflciales (aguas intermedias y bajas), se utilizó el plano batimétrico 

denominado "Batimetrfa General". plano No. 1 de 6 elabo_rados por FONATUR. 

Al igual que para la condición de aguas profundas, 'en está fase también se 
obtuvo una malla de profundidades discretizada para poder formar un archivo de 

datos por medio del programa "PROF 1"; se alimentó está información al 

programa "REFRACCION" ,y se continuó el esiudio de refracción en la zona de 

aguas superficiaJes. 

Cabe recordar que el origen de está malla de profundidades coincide con 

el origen de la malla de profundidades de la región de aguas profundas¡ ,además 

se seleccionaron los frentes de olea.je más críticos obtenidos de la refracción en 

aguas profundas y se ubicaron dentro de Ja malla de profundidades para Ja región 

de aguas superficiales (aguas intermedias y bajas) con tos cuales se continuaron 

Jos estudios de refracción del oleaje hasta llegar a la línea de la costa, para cada 

un~ de las direcciones y periodos de oleaje considerados. 

En Ja sucesión de figuras 6.15 a 6.23 se presentan en forma gráfica los 

rcsultadt;>s del análisis de refracción de oleaje para la zona de aguas superficiales. 
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6.5 Resultados obtonldD1. 

Del an4lisl1 de los planos de oleaje ,. puede observar que ai la re¡ldn de 

aguu profundas las ortogonales son aproximadamente paroelu lwta una 

profundidad del fondo marino igual a 30m. A panir de Clbl profundidad y 
avanzando hacia Ja línea de la costa las ortogonales comienzan a experimentar un 
cambio en su dirección, pero en ninglln ca.so hay intersección de cllu por Jo que 
no se presentan problemas de presencia de un dustico. 

En cuanto a la región do aguu bajas, analizando los planos do oleaje de 

las tigunu 6. IS a 6.23, donde se presentan bajos,oxiste una cona:ntJación do 

energía y las ortogonales tienden a converger. formándose una zona áustlca, 
deformando el frente original y propiciando la superposición de canales de 

energía en Ja zona posterior a la zona cáustica. 
Este fenómeno Cli particularmente notorio para las dircccioneli Este con 

periodo de 7 segundos, y Sureste con períodos de S, 7 y 9, segundos. 
Los coeficientes de refrac.ción que son mostrados en Jos planos de oleaje 

para la zona de aguas profundas, fueron obtenidos utilizando la siguiente 
cxpresidn: 

Donde: 

rb. 
K, • ~b 

b0 ; es el espaciamiento entre dos ortogonales adyacentes en aguas 
profundas. 

b; : es el espaciamiento entre dos onogonales adyacentes en aguas 
reducidas. 
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Piiia el cuo de la zona de a¡uu reducidu, 101 coeficlenlel de refracción 
• obtuvieron de laual manera, l&lvo et cuo en donde hubo praencla de zonu 

dwtlcu: ya que en dichas zonas el coeficiente de refracción no JC puede calcular 
por no existir cspociamiento entre lu ortoaona!cs. 

6.6 Apllcadón del Mftodo Gnlfico de los fruta de oleaje. 

A continuación procedmm1os a aplicar el mttodo de los frcnlel de oleaje a 
nuestto cuo para la condición de aguas bajas, para comprobar la p=cncia de la 
zona áustica ob1a1ida en nuestros análisis de refracción de oleaje. 

Debido a que es demasiado laborioso obtener los planos de oleaje o 
diqramas de refracción para cada una de las direcciones y períodos considerados 
antaionnente, tolamente obtendremos el diagrama de refracción para la dirección 
del oleaje Este con período de 7 segundos. 

• Construcclóo de la RgJeta. 

Sabemos que la longitud de la ola en aguas profundas está dada por la 

siguienie a¡nsión: 

L. • 1.5<5 7' 

Donde: 
T; es el periodo del oleaje en segundos. 

L.; es la longitud de la ola en aguas profundas. 
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Por Jo tanto para el caso que nos ocupa tenemos que la longitud de la ola 
L.•76.44m. 

Si el límite de aguas profundas esta dado por : 

!!. • 0.5 
L 

entonces tenemos que el límite de aguas profundas éS~ ubicado a 38.22m. 

Con ayuda de las fUnciones tabuladas en el A~ndice A, los datos 

anteriormente obtenidos y Ja tabla 6.2 procederemos a construir la regleta la cuál 

es mostrada en la figura 6.24. 
Siguiendo el proccdimienlo dado en el inciso 3.2 del capirulo JU, 

obtenemos el diagrama de refracción o plano de oleaje mostrado en la fig. 6.25 
en la zona de aguu bajas para la di~ión Este y periodo del oleaje de 7 

segundos. 

Al observar el diagrama de refracción obtenido, nos damos cuenta que el 

patrdn del oleaje es idéntico en forma con el obtenido con el método analítico. 

Como la zona c.tiustica prevaleció en ambos métodos para el caso considerado, 

esto nos indica tedricamcntc que en el cruce de las ortogonales tenemos una altura 

de ola infinita, Jo cuál en Ja realidades imposible que se presente. 

Cuando pcrsisle la zona c:áustica, el diagrama de refracción no nos da una 

información válida de está zona, por lo tanto se recomienda que el coeficiente de 

refracción sea calculpdo fuera de la zona del cáustico, si es que la difracción del 

oleaje es insignificante, mediante el uso de Ja siguiente expresión: 

donde: 

b . ¡; 

en la cuál: 
b; e.s Ja separación del rayo en aguas reducidas. 
b11: es Ja separación del rayo en aguas profundas. 
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d(•: 

0.00 
1.00 

2.00 

3.00 

4.00 
S.00 

6.00 

7.00 

8.00 

9.00 
10.00 

11.00 

12.00 

13.00 

14.00 

JS.00 

20.00 

25.00 

30.00 

3S.00 

38.22 

TABLA 6.2 
CONSTRVCCION DE LA REGLETA POR EL METODO 

DE LOS Fll.ENTES DE OLEAJE. 

d lanb ~ X'•l5<• X • X
1 (ranh 2~4) L. L 

0.0000 0.0000 IS o.oo 
0.0131 0.2820 IS 4.23 

0.0262 0.3932 IS S.89 

0.0393 0.4747 IS 7.12 

O.OS23 O.S403 IS 8.10 

0.0654 O.S9S4 IS 8.93 

0.0780 0.6427 IS 9.64 

0.0920 0.6868 IS JO.JO 

O.IOSO 0.7226 IS 10.84 

0.1180 0.1S20 IS Jl.28 

0.1308 0.7824 IS 11.74 

0.144(1 0.8076 IS 12.11 

O.IS70 0.8301 IS J2.4S 

0.1700 0.8SOI IS 12.7S 

0.1830 0.8680 IS 13.02 

0.1962 0.8839 IS 13.26 

0.2616 0.9412 IS 14.12 

0.3271 0.9713 IS 14.S7 

0.3925 0.9865 IS 14.80 

0.4S79 0.9939 IS 14.91 

o.sooo 0.9964 IS 14.9S 
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CAPITULO VII 

CONCLUSIONES 

Con base a lo disculido en el presente trabajo, se pue<ien establecer las siguienleS 

conclusiones y recomendaciones: 

• Debido a la naturaleza casual del oleaje, es muy difícil de determinar los 
efectos que este produce sobre las cstrucluras marítimas. 

• Aunque en la actualidad contamos con diversas teorías que tratan de analizar 
matemáticamente las características del oleaje, esto es muy difícil de lograr debido a las 
irregularidades que este presenta. 

• La inadecuada selección de la teoría de oleaje a ser utilizada podrá conducir 
a resultados erróneos. y por lo tanto no tendríamos bien definidos los fenómenos del 

oleaje; los cuales son datos íundamcntales para JX>dcr realizar los estudios de refracción 
del oleaje. 

"' La teoría d'el oleaje que más se utiliza en la Ingeniería de Costas, es la Teoría 
Lineal, por ser 1a más dinámica y accesible. 

"' Para el disei\o y cons1rucción de las obrds marítimas generalmente se necesitan 

conocer las alturas, períodos y direcciones del oleaje; para determinar estos parámetros 

se necesita tomar en cuanta los efectos de la refracción y de la difracción del oleaje, 

• Conforme el oleaje se traslada de aguas profundas hacia aguas reducidas, el 

cambio en la profundidad origina una disminución de la celeridad y como consecuencia 

la longitud de ta onda disminuye. aumcniando su altura y reorientando la din:cción del 

oleaje conforme a la batimetría del sitio de estudio. 
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• La ley de Snc11 sólo es aplicable direcLamente en la refracción del oleaje 
cuando se presenta en el sitio de estudio una batimetría recta y paralela. 

• Los cambios del oleaje debidos al fenómeno de refrar;dón se estiman en forma 
gr.ifica mediante el trazo de Jm planos de oleaje o diagramas de refracción; en base a 
dos ~todos básicos: a) el método de los frentes de ola y b) el método de ias 
ortogonales. 

• Los métodos gráficos de refracción consideran el oleaje monocromático, es 

decir, oleaje con caractcrfslicas constan1es en su allura, en su período y en su dirección. 

• Una limitación imponantc de los métodos gráficos es que suponen que la 

energía entre las ortogonales se mantiene constante, de está forma se puede llegar a el 

punto connictivo de las zonas cáusticas. 

• Los métodos gráficos tienen el inconveniente de ser lentos y tediosos para la 
penona que lo está realizando, aparte de que es imposible ejecutarlos desde 

profundidades reducidas hacia mar adentro. 

• El método de las ortogonales es el más apto de los métodos gráficos expucslos 

en este uabajo, para poder ser codificado y usado en un ordenador. 

• El coeficiente de refracción para oleaje regular considera un período constante 

y una sola dirección de propagación. 

•La variación de las alturas del oleaje real debidas al fenómeno de refracción, 

no se pueden representar correctamente por un coeficienre de refracción, como lo es 

pan el oleaje regular. 

• En muchas instancias cuando las olas son difractadas, la batimetría del lugar 

es tal que causa. que se produzcan simultáneamente el fenómeno de difracción y 

refracción del oleaje. 
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CONCUlllONEAI 

• Hasla la fa:ha no ha sido desarrollada una tcorla para poder tralar 

simu1l<incamente a la difracción y refracción del oleaje en una región con contornos 
batim~tricos irregulares. 

• Un problema importante que se presenta en la construcción de los planos de 

olas, cuando estos se realizan por medio de un ordenador, C$ la formación de wMs 
cáusticas. 

• La formación de las zonas cáusticas puede deberse a dos causas prindpa.Jes: 

a) En el caso de los métodos gráficos, a una selección defoctuosa de la 

equidistancia entre las curvas batim~tricas. 

b) En el caso del uso de ordenadores, a una selección inadecuada de la 

abertura de la maJla de profundidades. 

• En el ca.so del uso de ordenadores es importante sci'lalar que si la abcr:iura de 

Ja malla de profundidades fuese mayor, probablemente se anule la presencia de la zona 

cáustica; pero tambi~n hay que considerar que con este aumento en la abertura de la 

malla, tendremos un mayor grado de imprecisión y por lo tanto resultados más alejados 

de la realidad. 

• Del estudio de refracción de oleaje realizado en el sitio denominado •eancún 

Náutico", ubicado en el estado de Quintana Roo, se observa que al aplicar el m~todo 

num~rico se present3. una convergencia entre las ortogonales para Ja condición de aguas 

bajas para las direcciones Este con perlado de 7 seg. y Suresle con periodos de S, 7 y 

9 seg. 

• Al aplicar el ml!:lodo de los frentes de oleaje aJ proyecto ·eancún Náutico• 

para la dirección Este con perlado de 7 seg.,se observa que el patrón de oleaje es 

idéntico en forma aJ obtenido con el m~lodo analítico, persistiendo Ja presencia de Ja 
zona cáustica. 
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• La presencia de la zona cáustica en la aplicación realizada puede ser debida a 
a dos causas: 

La primera de ellas es la batimetría tan irregular que se tiene en el sitio de 
estudio. 

La segunda de ellas puede ser una mala selección dc::J espaciamiento de la malla 

de profundidades. 

• Como la zona cáustica prevaJcció en ambos métodos para el caso considerado, 

esto nos indica teóricamente que en el cruce de las ortogonales tenemos una altura de 

ola infinita, lo cuál en la realidad es imposible que se presente. 

• Aunque ac1uaJment.e se ha tratado de describir anaHticamente la presencia de 

una wna cáus1ica, todavía no se cuenta con un método que señale con certcz.a que 

metodología se debe seguir cuando esta se presenta. 

•Cuando la zona cáuslica pcr!i.is1e, el diagrama de refracción o plano de oleaje 

no proporciona información váJida de e!i.tá zona. 

• Se recomienda que el coeficiente de refracción se calcule fuera de la zona del 

cáustico, si es que la difracción del oleaje es insignificanle, mediante el uso de la 
siguiente expresión:"' 

K, • #i 
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CllNCLUt;IUNf~ 

donde: 

b . ¡; 

en la cuál: 

b; es la separación del rayo en aguas reducicfas. 

b0 ; es ta separación del rayo en nguas profundas. 

• Se recomienda que para evitar en lo posible la formación de las zonas cáusticas 

se revisen los siguiente$ aspectos: 

- Cuando Jos estudios de refracción del olea.je sean realizados por medio de un 

ordenador, ensayar varias abenuras de la malla de profundidades, sin que dicha 

abenura sea demasiado grande, pues ob1endriamos resultados imprecisos. 

- Seleccionar Ja equidistancia cmre las líneas batimétricas, de tal manera que al 

utilizar alguno de los métodos gr.\ticos, se eliminen peque"as irregularidades del 

fondo marino que nos pudiera propiciar la formación de un cáus1ico. 

- Por último tener Ja certeza de que la información a ser utiliz.a.da sea 

proporcionadjl por una fuente confiable. 
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· VALORES DE LAS FUNCIONES DE d/L,, SEGUN WIEGEL 

dilo 
1 

dlL 
1 

2ni/L 
1 

t.anh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K. 
2ni/L 2n11L 2nl/L 

o o o o o 1 o 1 1 
0.0001000 0.003990 0.02501 0.02506 0.25070 1.0003 0.05016 1.001 0.9998 4.4670 
0.0002000 O.OOS64J 0.03546 O.OJS.M O.OJS47 1.0006 0.07097 l.OOJ 0.9996 J.7S70 
0.0003000 Q,006912 0.04143 D.04340 0.04344 1.0009 0.01697 1.004 0.9994 3.3950 
0.0004000 0.0079112 O.OSOIS 0.05011 0.05018 1.0013 0.10050 l.OOS 0.9992 3.1600 

0.0005000 0.008925 0.05601 0.05602 O.OS611 1.0016 0.11240 1.006 0.9990 2.9!90 
0.0006000 o.009n1 0.061'4 0.06136 0.06141 1.0019 0.12320 1.001 0.9988 2.1560 
0.0007000 0.010560 0.06637 0.06627 0.06642 1.0022 0.IJJIO 1.009 0.9915 2.7-490 
0.0008000 0.011290 0.07096 0.070&4 0.07102 1.0025 0.14240 1.010 0.9983 2.6590 
0.0009000 0.011980 0.07527 0,07.SIJ 0.07534 1.0028 0.15110 1.011 0.99111 2.5120 

o.ocnoooo 0.0126]0 0.0793.S 0.0791! 0,0790 1.0012 0.15940 1.013 0.9979 2.SISO 
0.0011000 0.0ll250 0.08323 0.08304 0.08)33 1.0035 0.16720 1.014 o.99n 2.<4560 
0.0012000 0.013840 0.0&694 0.0&672 0.08705 1.0031 0.17480 1.015 0.9915 2.4040 
0.0013000 0.014400 0.090SO 0.09026 0.09063 t.0041 0.18200 1.016 .. 0.997) 2.J570 
0.0014000 0.014950 0.09393 0.09365 0.09407 1.0044 0.18900 1.018 0.9971 2.)140 

0.0015000 0.015480 0.0972J 0.09693 0.097J9 1.0047 0.19570 1.019 0.9969 2.2750 
0.0016000 0.015980 0.10040 0.10010 0.10060 1.oos1 0.20220 l.OW 0.9967 2.2390 
0.0017000 0.016480 0.10350 0.IOJ20 0.10370 l.OOS4 0.20560 1.022 0.9965 2.:WSO 
0.0018000 0.016960 0.10660 0.10620 0.106IO 1.00S7 0.21-470 1.023 0.9962 2.1740 
0.0019000 0.017430 0.10950 0.10910 0.10970 1.0060 0.22070 1.024 0.9960 2.14SO 



VALORES DE LAS FUNCIONES DE d/L., SEGUN WIEGEL 

d/L,, 
1 

d/L 
1 

2rd/L 
1 

tanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
Hd/L 2rd/L 2rd/L 

0.0020000 0.017!!10 0.11230 0.11190 0.11250 J.006) 0.22660 1.025 0.99$1 2.1190 
0.0021000 0.011120 o.1u10 0.11460 0.11S'40 1.0066 0.23230 1.027 0.9956 2.0940 
0.0022000 o.oU.760 0.117&0 0.11730 O.IUllO 1.0069 O.ll790 1.021 0.99$4 2.0700 
O.OOlJOOO 0.019180 0.12050 0.11990 0.120&0 J.0073 0.24]]0 1.029 0.9952 2.0470 
0.0024000 0.019590 0.12J10 0.12250 O.lll.W 1.0076 0.24170 l.Dll 0.9950 2.0250 

0.0025000 0.020000 0.12570 0.12500 0.12600 J.0079 0.25400 l.Dll 0.9941 2.00SO 
0.0026000 0.020400 0.121120 Q.127SO 0.128SO 1.00152 0.2.5920 l.OJJ 0.9946 l.9160 
0.0027000 0.020790 0.13060 0.12990 0.11100 l.OO&S 0.26420 l.034 0.9944 1.9670 
0.0028000 0.021170 0.11100 0.13230 0.13340 1.00119 0.26920 1.036 0.99-42 1.9500 
0.0029000 o.021sso 0.JlS40 0.13460 O.IJSBO J.0092 0.27410 l.OJ7 0.9939 l.9JJO 

0.0030000 0.021920 o.11no Q.13690 Q.13820 1.0095 0.27900 l.Oll 0.9937 1.9170 
0.0031000 0.022280 0.14000 0.13910 0.140SO 1.0091 0.28]70 l.CM-0 0,99JS 1.9020 
0.0032:000 0.02:.'!640 0.14230 0.14130 0.14270 1.0101 0.28&40 l.D41 .. 0.99]] 1.1170 
o.oonooo 0.023000 0.14450 0.14JSO 0.14490 1.0104 0.29300 1.042 0.9931 1.1730 
0.0034000 0.02lJSO 0.14670 0.14560 o.14720 1.0101 0.29760 1.04] 0.9929 1.1600 

0.0035000 0.023690 O.IOIO 0.14nD 0.1<4940 1.0111 0.30210 1.045 0.9927 t.'470 
0.00)6000 0.024030 0.151DO 0.1<4980 0.15150 1.011• 0.30650 1.046 0.9925 1.1'.MO 
0.0037000 0.024360 0.15310 0.15190 0.15170 1.0117 0.31090 1.047 0.992.1 1.1220 
O.OOllOOO 0.024690 0.15510 O.UJ90 0.15580 1.0121 0.31530 1.049 0.9921 1.1100 
0.00)9000 0.025020 0.15720 o.15590 0.15790 1.0124 0.)1960 l.OSO 0.9919 1.7990 



V Al.ORES DE LAS f1JNCIONES DE d!L,, SEGUN WIEGEL 

dilo 
1 

d/L 
1 

2nl/L 
1 

tanh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2nl/L 2nl/L 2nl/L 

0.0040000 0.025340 0.15920 0.15790 0.15990 1.0127 0.32.J!O l.OSI 0.9917 1.7180 
0.0041000 0.025660 0.16120 0.15910 0.16190 1.0130 O.J2IOO 1.0S2 0.9915 1.mo 
0.0042000 0.025970 0.16320 0.16170 0.16390 J.OIJJ 0.11220 1.054 0.9912 1.7670 
0.0043000 0.026280 D.16510 0.16360 0.16590 1.0137 0.33620 l .OSS 0.9910 J.7S60 
0.0044000 0.026S9Q D.16710 0.16550 0.16780 1.0140 0.34030 l.OS6 0.9908 1.7460 

0.0045000 0.026!90 0.16900 0.16740 0,16980 1.0143 0.)4"0 1.0SI 0.9906 1.7370 
0.0046000 0.027190 0.170!0 0.16920 0.17170 1.0146 0.341130 t.OS9 0.9904 1.7270 
0,0047000 0,027490 0.17270 0.17100 0.17360 J.0149 O.JSZJO 1.060 0.9902 1.711() 
0.0048000 o.02n10 0.17450 0.17280 0.17540 1.0ISJ 0.35620 1.062 0.9900 1.7090 
0.0049000 0.028070 0.17640 0.17460 O.l'nJO l.OIS6 0.36010 1.063 0.9!91 1.7010 

o.oosoooo 0.021)60 0.17820 0.17640 0,17910 1.0159 0.36'400 1.064 0.9196 1.6920 
O,OOSIOOO 0.0211640 0.15000 0.17110 0.1&090 1.0162 0.367IO 1.066 0.98CU t.6&40 
O.OOS2000 0.028930 O.ISllO 0.17980 0.11270 J.0166 0.37150 1.067 0.9192 1.6760 
O.OOS3000 0.029210 0.llJSO 0.18150 O.IMSO 1.0169 O.J7SJO J.068 .. 0.9889 1.6690 
0.0054000 0.029480 0.JIS20 0.11320 0.11630 1.0172 0.37900 1.069 0.9887 1.6620 

o.oossooo 0.029760 0.11700 O.IMIO 0.18100 1.0175 0.38270 1.rn1 0.918S J,6S40 
0.0056000 0.0]0010 0.11870 0.11650 0.189&0 1.0178 0.]164() 1.072 0.9883 1.6470 
O.OOS7000 0.030300 0.19040 0.18810 0.19150 1.0182 0.]9000 1.071 0.9181 1.6400 
O.oossooo 0.030570 0.19210 0.111970 0.19]20 l.Ol!S 0.39370 1.07S 0.9879 1.61)0 
O.OOS9000 0.030830 0.19370 0.19130 0.19490 1.018! o.uno 1.076 o.98n 1.6260 



.... 
C> ,,, 

d/l,, 

0.0060000 
0.0061000 
0.0062000 
0.0063000 
0.0064000 

0.0065000 
0.0066000 
0,0067000 
0.00611000 
0.0069000 

0.0070000 
o.ocmooo 
0.0072000 
0.0073000 
0.0074000 

0.0075000 
0.0076000 
0,0077000 
0.0078000 
0.0079000 

1 
d/L 

1 

0.031100 
0.0)1360 
0.0)1620 
O.Dl!SBC'I 
0.0)21)0 

0.032.lSO 
O.On640 
O.OJ::?890 
O.OJJJJO 
0.0)))80 

0.0))620 
0.0Jl870 
0.014110 
0.0]4]50 
0.034590 

0.034820 
Q.015060 
O.OlS290 
O.OlSS20 
0.015760 

VALORF.S DE LAS FUNCIONES DE d/L., SEGUN WIEGEL 

2nl/L 
1 

tanh 
1 

senh 
1 

cosh 

1 
scnh 

1 
cosh 

1 
n 

1 
K, 

2Td/L 2nl/L 2Td/L 

0.19540 0.19290 0.10670 1.0192 0.400&0 1.on 0.917S 1.6200 
0.19700 0.19·450 0.19830 1.0195 0.40440 1.079 0.9173 J.61"40 
0.19870 0.19610 0.20000 J.0191 0.40790 1.0!0 0.9171 J.6070 
0.20030 0.19760 D.20160 1.0201 0.41140 1.081 0.9869 1.6010 
0.20190 0.19920 0.20])0 1.02os 0.41410 l.08l 0.9867 J.5950 

0.20350 D.20070 0.20490 1.0201 0.41810 1.084 0.9165 1.5890 
0.20510 0.20220 0.206SO 1.0211 0.42170 1.015 0.986) 1.sno 
0.20660 0.20370 0.20110 1.0214 0.42510 1.017 0.9&60 l.57SO 
0.20820 0.20S20 0.20970 t.0217 0.421SO 1.0811 0,9151 J.5720 
0.20970 0.20670 D.21130 1.0221 0.43190 1.089 0.91S6 1.5670 

0.21130 0.20820 0.21280 J.0224 0,43520 1.091 0.9854 1.5610 
0.21280 0.20%0 0.21440 t.0227 0.43&60 1.092 0.9852 l.S.S60 
0.21430 0.21110 0.21600 t.0231 0.44190 1.093 0.9850 1-".510 
0.21580 0.21250 0.21750 1.02.l.C 0.44520 1.09.S .. 0.9841 1.5460 
0.21730 0.21390 0.21900 t.0237 0.44MO 1.096 0.98-46 J.S410 

0.21180 0.21S40 0.22050 1.0240 0.4St70 1.097 0.9144 1.S360 
0.22030 0.21680 0.22210 1.0244 0.4S490 1.099 0.98-42 1.5310 
o.221ao 0.21120 0.22360 1.0247 0.45120 1.100 0.98-40 l.5260 
0.22320 0.21960 0.22510 J.0250 0.46140 J.101 0.9838 1.s210 
0.22470 0.22090 0.226.SO 1.02.Sl 0.46460 1.103 0.9136 1.5170 



VAWRES DE LAS FUNCIONES DE d/L,, SEGUN WIEGEL 

d/L,, 
1 

d/L 
1 

2fll.IL 
1 

tanh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

n 

1 
K, 

2nl/L 2.-d/L 2Td/L 

U.0080000 0.0lS980 0.22610 0.22230 D.22800 1.0257 0.467!0 1.104 0.9!)4 1.s120 
0,0081000 0.036210 0.22750 0.22370 0.22950 1.0260 0.47090 t.IOS 0.911J2 1.SOSO 
0.0082000 0.036440 0.22900 0.22.500 0.2JIOO 1.0263 o.•1•10 1.107 0.9830 1.SOlO 
0.008l000 0.0)6660 O.ll040 0.22640 0.23240 1.0266 o.•mo 1.108 0.9127 1.4990 
0.0084000 0.0)6190 0.2JJIO 0.22770 0.2l3SO 1.0270 0.48030 1.109 0.9125 1.4950 

0.00BSOOO O.OJ711D 0.2.3320 0.22900 0.23530 1.0273 0.0340 1.111 0.9123 1.4910 
0,0086000 o.01n10 0.23460 0.ZJOJO 0.23670 1.0276 0.48650 t.112 0.9121 1.4170 
0.0087000 o.onsso 0.23600 0.23170 0.2ll10 1.0280 0.48960 l.lll 0.9119 t.4120 
0.0088000 o.01mo 0.23730 0.2J)()() 0.23960 1.0283 0."'9270 1.115 0.9817 l.·47&0 
0.0089000 0.031990 0.231170 0.23430 0.24100 1.0216 0.49570 1.116 0.9115 t.4740 

0.0090000 0.031210 0.24010 D.23560 0.2-4240 1.0290 0.49llO 1.111 0,981) 1.4710 
0.0091000 0.0J&.420 . 0.24140 0.236&0 0.24)80 1.0293 0.50180 1.119 0.9811 1.4670 
0,0092000 0.018640 0.24280 D.23110 0.24520 1.0296 O.S0490 1.120 0.9W9 1.46)0 
0.009)000 0.0JllSO 0.24-410 0.23940 0,24650 1.0299 O.S0790 1.122 0.9807 l.4S90 
0.0094000 O.Q39060 0.24SSO 0.24070 0.24790 1.0)03 0.51090 1.121· .. 0.9SOS J.4S60 

0.0095000 0,0J9280 0.246IO 0.24190 0.24930 t.OJ06 0.51ll0 1.124 0,980'] 1.4520 
0.0096000 0.019490 0.24810 0.24)10 0.25070 1.0]09 0.51680 1.126 0,9801 1.4480 
0.0097000 0.039700 0.24940 0,2400 0.2.5200 1.0)1) 0.51980 1.127 0.9799 1.400 
0.0098000 0.019900 0.25070 0.24560 0.2.5340 1.0)16 0.52270 1.128 o.9m 1.4420 
0.0099000 0.040110 0.25200 0.24680 0.25470 1.0319 0.52510 1.1)0 0.979-4 1.4180 



VALORF.S DE LAS Fl.JNCIONES DE dilo, SEGUN WIEGEL 

d/L,, 
1 

d/L 
1 

2n!IL 
1 

lanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2nl/L 2nl/L 2nl/L 

0.0100000 O.G40l20 0.2.SJJO 0.24100 0.25600 l.OJ22 0.52860 1.131 0.9792 1.oso 
0.01 IOOOO 0.0.C?JJO 0.26600 0.25980 0,26910 l.OlS6 0.5.5740 l.14S o.9m J.40JO 
0.0120000 O.o.14260 0.27110 0.27110 0.21170 1.0319 O.S!SJO t.159 0.9751 J,J7SO 
0,0130000 Q.D-46120 0.28980 0.28200 0.293110 1.0423 0.61250 1.17] 0.97JI J.JSOO 
0.0140000 O.Q.47910 0.30100 0.29240 0.JOS60 l.04S6 0,63910 1.111 0.9710 t.3270 

0.0150000 0.049640 0,31190 0.30220 0.31700 J.0490 0.66SIO 1.201 0.9690 J.3070 
0.0160000 O.OSIJ20 0.32250 0.31170 0,32810 1.0524 0.69060 l.2U 0.9670 1.2880 
0.0170000 0.0.52960 O.JJ2SO 0.32090 0.331190 J.OSS9 0.71580 l.2JO 0.9649 J.2710 
0.0110000 O.OS4SSO O.J.CZSO D.32910 O,J49SO l.~9] 0.74050 l.2oM 0.9629 l.2SSO 
0.0190000 Q.OS6110 0.35250 O.JJl60 0.35990 1.0628 0.76500 1.259 0.9609 J.2400 

0.0200000 0.057630 0.36210 0.34700 0,37010 1.0663 0,78910 1.274 0,9511 t.2260 
0.0210000 0.059120 0.37140 0.)5520 0.31000 1.0691 0,11310 1.219 0.9561 t.2130 
0.0220000 0.060570 0.31060 0.36)20 0.38910 1.07)) 0.!3680 1.304 0.9541 1.2010 
0.0230000 0.062000 O.lB960 0.37100 0.)9950 1.0761 0.86030 1.319 0.9521 1.1190 
0.0240000 0.063400 0.)9840 0.37860 0.40900 1.0804 0.11370 1.3)5"" 0.9501 t.J7IO 

0.0250000 O.OM7IO 0,40700 0.38600 0.41840 1.0&40 0.90690 l.JSO 0.9411 l.16SO 
0.0260000 0.066130 0.41SSO 0.39320 0042760 1.0176 0.93100 1.366 0.9461 J.IS90 
0.0270000 0.067470 0.4ZJ90 0.40020 0.4)670 1.0912 0.9SJOO l.Jll 0.9441 1.1500 
0.0210000 0.061780 0.43220 0.-40710 0.44570 1.0949 0.97600 1.397 0.9421 J.1410 
0.0290000 0.070070 0.44030 0.4lll0 0.45460 1.0915 0.99!1Q 1.413 0.9401 l.IJJO 



V AWRES DE LAS FUNCIONES DE dlt.., SEGUN WIEGEL 

d/Lo 
1 

d/L 
1 

2"'1/L 
1 

tanh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2nl/L 2nl/L 2rd/L 

0,0]00000 0.071JSO 0.44130 o.42oso 0.46]40 1.1021 1.02200 1.430 0.9388 1.1250 
0.0310000 0.072600 0.45620 0.42690 •o.•n10 1.1059 1.04400 1.446 0.9369 l.llSO 
0.0320000 0.073850 0.46400 0.4JJJO 0.48080 1.1096 1.06700 1.462 0.9349 1.1110 
0.0330000 0.075070 0.41170 0.43950 0.48940 1.1133 1.09000 1.479 0.9329 1.1040 
0.0340000 0.076300 0.47940 0.4JS70 0.491.()() 1.1171 1.11300 1.496 0.9309 1.0980 

0.0350000 0.0TI480 0.486&0 0.45170 0.50640 1.1209 l.!JSOO 1.513 0.9289 t.0920 
0.0360000 0.078670 0.494)0 0.4'.'inO 0.51470 1.1247 1.15!00 1.SJO 0.9270 1.0860 
0.0370000 0.079!40 0.50170 0.46350 0.52300 1.1285 t.UOOO l.547 0.9250 1.0&00 
0.0380000 0.081000 0.50900 0.46910 O.Slt20 1.1324 1.20300 1.564 0.9230 1.0750 
0.0390000 0.0821.SO 0.51620 0.47410 0.53940 1.1362 1.22600 1.S82 0.9211 1.0690 

0.0400000 0.0113290 0.52330 0.48020 O.S47SO 1.1401 1.24!00 1.600 0.9192 LOMO 
0.0410000 0.084420 0.53040 o,.u57o 0.55560 1.1440 1.27100 1.617 0.9172 l.OS90 
0.0420000 0.0!5530 0,53740 0.49110 0.56)70 1.1479 1.29.WO 1.6)6 0.9153 1.05so 
0.0430000 0.0&6640 0.54440 0.49640 0.57170 1.ISll 1.31700 1.654 0.9133 1.0500 
0.0440000 O.OSTI40 O.HIJO 0.50150 0.57960 1.IS58 1.34000 1.672 ~ 0.9114 1.0460 

0.0450000 0.088130 o.5sato 0.50660 0.58760 1.1599 1.36300 1.691 0.909S 1.0420 
0.0460000 0.089910 0.56490 0.51160 0.595-40 1.1639 1.38600 1.709 0.9076 1.0380 
0.0470000 0.090980 0.57170 0.51660 0.60))0 1.1679 1.40900 1.n1 0.9057 1.0)40 
0.0480000 0.0920SO 0.57'40 O.S21SO 0.61110 1.1720 1,4))00 1.747 0.9037 1.0300 
0.0490000 0.093110 0.51500 0.52630 0.61890 1.1760 1.45600 1.766 0.9011 1.0260 



VAWRES DE LAS FUNCIONES DE dlr._, SEGUN WIEGEL 

di!.,, dlL 2rd/L lanh scnh cosh scnh cosh K, 
2rd/L 2rd/L 2rd/L 

o.osooooo 0.094160 0.59160 D.SJIOO 0.62670 t.1102 1.47900 1.7!6 0.1999 1.0230 
O.OSIOOOO 0.09S:!OO 0.59810 O.SJ510 0.6]440 1.180 l.!iOJOO l.IOS 0.89IO 1.0190 
O.OS!OOOO 0.0962JO 0.6<M60 0.S40JO 0.64210 1.1884 1.51600 1.1125 0.1961 J.0160 
0.0.SJOOOO 0.097260 0.61110 0.54-490 0.6-4990 1.1926 J.55000 1.14.S 0.194) 1.0130 
O.OS40000 0.098290 0.61760 0 . .54940 0.6S7SO 1.1968 1 • .57400 1.16S 0.8924 1.0100 

o.ossoooo 0.099100 0.62J90 O.SSllO 0.66.520 J.2011 1..59100 1.US 0.890.S 1.0070 
Q.0560000 O.IOOJOO 0.6JOJO O.S.5120 0.67290 J.20.SJ J.62200 1.906 O.BH6 1.0040 
0.0.510000 0.101300 0.6]660 0 • .56260 0.6IOSO 1.2096 l.6'600 1.926 O.U67 J.0010 
o.onoooo 0.102300 0.6-42&0 0 . .56680 0.611100 l.2JJI 1.67000 1.9-47 0.8849 0.9915 
0.0590000 0.10))00 0.6-4910 0 . .57110 0.69560 1.2111 1.69.500 1.968 O.UJO 0.99.SB 

0.0600000 0.104300 0.6.5530 0 • .57.530 0.70JJO 1.2225 1.71900 1.919 0.1111 0.9912 
Q.0610000 O.IOSlOO 0.66160 O.S1940 0.71100 1.2270 J.74400 2.011 0.1792 0.9901 
0.0620000 0.106100 0.66780 O.S8l40 0.71170 1.2.115 1.77000 2.0ll 0.8773 0.988J 
Q.0630000 0.107100 0.67190 0.58740 0.72560 J.2JSS 1.79500 2.0SS 0.87SS 0.98()() 
0.0640000 0.108200 0.67990 0.59).40 0.733SO 1.2402 1.81900 2.076'" 0.8717 0.9837 

0.0650000 0.109200 0.68600 0.59540 0.74110 J.2'47 J.84SOO 2.091 0.1719 0.9815 
0.0660000 0.110100 0.69200 O.S99l0 0.74&60 1.2492 1.87000 2.121 0.8700 0.9793 
0.0670000 0.111100 0.69810 0.60JIO 0.75610 l.2Sl7 1.89600 2.144 0.8612 o.9m 
0.0680000 0.112000 0.70J70 0.60690 0.76330 t.2580 1.92100 2.166 0.166< 0.9752 
0.0690000 0.113000 0.70990 0.61060 o.n110 t.262! 1.94800 2.119 0.'6<4 0.9732 

!';! 

"' 



V ALORFS DE LAS FUNCIONES DE d/L,, SEGUN W!EGEL 

d/l,, 
1 

d/L 
1 

211"11/L 
1 

tanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

senh 

1 
cosh 

1 
n 

1 
K, 

211"11/L 211"11/L 211"11/L 

0.0700000 0.113900 o.11s10 o.¿1440 0.77&30 1.2672 1.97400 2.213 0.1627 0.971) 
0.0710000 0.114900 o.n190 0.6)810 0.78630 1.2721 2.00000 2.236 0.8609 0.9694 
0.0720000 0.115800 0.72770 0.62170 0.79370 1.2767 2.02600 2.260 0.1591 0.9676 
0.0730000 0.116800 Q.73360 0.62.S20 0.80110 1.281) 2.0SJOO 2.2!4 0.1572 0.9658 
0.0740000 0.117700 0.73950 0.62890 0.80880 l.2&61 2.08000 2.308 O.ISS-4 0.9641 

0.0750000 D.118600 o.74SJO 0.63240 0.81620 1.2901 2.10700 2.312 O.ISJ7 0.9624 
0.076IXIOO 0.119500 o.1s110 0.6JS90 0.82370 1.2956 2.IJSOO 2.357 O.ISl9 0.9607 
o.onoooo 0.120500 Q.7S690 0.63920 0.llllO 1.3004 2.16200 2.:n2 O.BSOI 0.9591 
0.07&0000 0.121400 Q.762SO 0,64270 O.!JB60 1.lOSI 2.18900 2.407 0.148J 0.9576 
0.0790000 0.122.100 0.76DO 0.64600 0.&4620 1.3100 2.21700 2.•02 0.'"'65 0.9562 

0.0800000 O.t2J200 Q.77410 0.64930 O.BSJIO 1.31<49 2.24500 2.458 0.&448 0.95-48 
0.0810000 0.124100 o.n990 0.65260 0.86140 1.3198 2.27400 2.414 0.1410 0-.953• 
0.0120000 0.125100 o.71S40 0.65S80 0.86170 1.3246 2.30)00 2.Sll O.Mil 0.9520 
0.0130000 0.125900 0.79110 0.65900 0.17620 1.3295 2.JJIOO 2.Sl7 0.1)95 0.9S06 
o.ouoooo 0.1261100 o.79670 0.66220 0.811370 1.3345 2.36000 2.S6J ... 0.11)711 0.9493 

0.01150000 o.12noo O.S0260 0.665SO 0.119150 1.3397 2.31900 B90 0.1360 0.9411 
O.Ol60000 0.128600 0.80&00 0.661SO 0.19890 1.3446 2.41800 2.617 0.1142 0.9469 
0,0170000 0.129500 0.11370 0.67160 0.90640 1.3497 2.44llOO 2 ...... 0.1325 0.94S7 
0.0180000 0.130400 0.11930 0.67470 0.91410 l.JS41 2.47IOO 2.672 O.IJOI 0.9445 
0.0190000 O.lllJOO 0.12500 0.67780 0.92180 1.3600 2.50800 2.700 0.1290 0.9433 

N 

o 



VAWRES DE LAS FlJNCIONES DE d/4, SEGUN WIEGEL 

dilo 
1 

d/L 
1 

2-rd/L 
1 

tanh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
211'<1/L 2nl/L 2nl/L 

0.0000000 o.112:wo 0.83060 o.hOllO 0.92950 l.l6S3 2.53800 2.721 o.nn . 0.9422 
0.0910000 O,llllOO 0.13630 0.61l110 o.9Jno 1..3706 2.56800 2.7S6 0.8255 0.9411 
0.09!0000 0.134000 0.84200 0.68680 0.94500 1.3759 2.59900 2.785 0.82J8 0.9401 
0.09JOOOO 0.134900 0.14740 0.68970 0.95250 t.3810 2.63000 2.114 0.1221 0.9391 
0.0940000 O.IJS700 0.85280 0.692.50 0.%000 l.J!62 2.66200 2.143 0.1204 0.9381 

0.0950000 0,136600 O.ISIJO 0.69530 0.96770 1.3917 2.69300 2.173 0.1117 0,9371 
0.0960000 0,137500 0.86390 0.69820 0.91550 1.3970 2.72600 2.903 0.1170 0.9l62 
Q.0970000 O.IJMOO 0.86940 0.70110 0.98)20 1.4023 2.75700 2.933 0.1153 0.9353 
0.09110000 0.139200 0.87490 0.70390 0.99o80 l.40TI 2.79000 2.963 0.11)6 0.9344 
0.09'>0000 0.140100 0.118030 D.70660 0.998SO 1.4131 2.82200 2.994 0.1120 0.9JJS 

0.1000000 0.141000 0.111.SSO 0.70930 1.00600 1.4)17 2.15500 J.025 0.8IOJ 0.9327 
0.1010000 0.141900 0.119130 0.71200 1.01400 1.4242 2.88800 l.057 0.8016 0.9319 
0.1020000 0.142700 0.119670 0.71470 1.02200 1.4297 2.92200 l.01111 0.8069 0.9311 
0.1010000 0.10600 0,902)0 0.717)0 1.03000 1.4).54 2.95600 3.121 0.8052 0,9304 
0.1040000 0,144500 0,90760 0.72000 1.03700 1.4410 2.99000 l.l!il ... 0.8036 0.9297 

0.1050000 0.145300 0.91300 0.72260 1.04500 1.4465 J.02400 l.Jll5 0.8019 0.9290 
0.1060000 0.146200 0.91B40 0.72520 1.0SlOO 1.4523 J.05900 J.m 0.800] 0.9212 
0.1070000 0.147000 0.91.390 o.nno t.06100 l.4S80 3.09400 J.251 0.7986 0.9276 
0.1080000 0.147900 0.929JO 0.7JOJ0 1.06900 1.46311 3.12800 3.284 0.7970 0.9269 
O.l()'}OO()Q 0.148&00 0,934JO 0.73270 1.07600 1.4692 J.16400 J.319 0.7954 0.9263 



N 

N 

dilo 
1 

0.1100000 
0.1110000 
0.1120000 
0.1130000 
0.114,0000 

0.1150000 
0.1160000 
0.1170000 
O.IUOOOO 
0.119()000 

0.12(10000 
0.1210000 
o.1zioooo 
0.1230000 
0.1240000 

0.1250000 
0.1260000 
0.1270000 
0.1280000 
0.1290000 

d/L 
1 

0.149600 
O.ISOSOO 
O.ISIJOO 
0.152200 
O.ISJOOO 

O,JSJ900 
0,154700 
0.155600 
0.156400 
0.157300 

O.ISlllOO 
0.159000 
0.159800 
0.160700 
0.161500 

0.162400 
0,163200 
0.164000 
0.164900 
0.165700 

VALORES DE LAS FUNCIONES DE di~, SEGUN WIEGEL 

2Td/L 
1 

lanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2Td/L 2111/L 2rd/L 

0.94000 o.ñs20 1.01500 1.4752 l.20100 J.JSJ 0.7937 . 0.9257 
0.94560 0.1JT10 1.09100 1.481'4 3.23700 J.lll 0.7920 0.9251 
0.95080 0.74020 1.10100 1.4871 J.27400 J.42) 0.7904 0.924S 
0.95630 0.1"260 1.10900 l,4932 3.31200 J.459 0.7188 0.92J9 
0.96160 0.74500 1.11700 1.4990 J.34300 J.49-4 0.7172. 0.9234 

0.96700 o.74740 1.12.500 l.SOSI J.JBSOO J.530 0,7856 0.9221 
0.97200 0.74970 1.13300 1.5108 3.42100 J.S66 0.7MG 0.922J 
o.9nso 0.75200 1.14100 1..5171 J.46200 J.60:) 0.7124 0.9218 
0.911270 0.75430 l.1"4900 l.!5230 J.50100 J.641 0.7801 0,92J.4 
0.98820 0.75660 l.1!700 1.5293 J . .54000 J.671 0.7792 0.9209 

0.99360 0.75!190 1.16500 l.SJS6 J.57980 J.716 o.m6 0.9204 
D.99890 0.76120 1.17400 1.5418 3.62000 3.155 o.n60 0.9200 
l.OOWO 0.76340 1.11200 1.5479 J.65900 J.793 o.n.u 0.9196 
1.01000 0.76560 1,19000 1.SS46 J,69900 J.832 o.n29 0.9192 
1.0l!liOO 0.76780 l.19SOO 1.5605 3.74000 3.871 ... o.n11 0.9189 

1.02000 o.nooo 1.20700 1.5674 J.78200 3.912 0.7691 0.9116 
1.02500 0.'17210 1.21500 1.5734 J,82400 3.952 0.7682 0.9112 
1.03000 o.n•zo 1.22300 l.579S J,16SOO J.992 0.7667 0.9171 
1.03600 o.n630 1.23100 1.5162 J,90700 4.033 0.7652 0.9175 
1.04100 0.77130 1.24000 t.5927 J.95000 4.074 0.76J7 0.9172 



VALORES DE LAS FUNCIONES DE dilo, SEGUN WIEGEL 

d/1<, 
1 

d/L 
1 

2ird/L 
1 

tanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2inl/L 2nl!L 2n!/L 

o.uooooo 0.166500 1.040-00 0.78040 1.2.UOO l.S990 J.99200 4.11!1 0.7621 0,9169 
0.1310000 0.167400 1.05200 0.71240 1.25700 l.tl-060 4.01600 4.ISI 0.7606 0.9166 
0.1120000 0.168200 l,05700 o.78440 l.26SOO 1.6124 4.08000 ... 201 0.7191 0.916-4 
0.IJJOOOO 0.169100 1.06200 o.116so 1.27300 1.6191 4.12500 •.24S 0.1575 0.9161 
0,1340000 0.169900 1.06800 0.7a&50 1.21200 J.6260 4.16900 4.281 0.7560 0.9158 

O,IJSOOOO 0.170800 1.07300 Q.19050 1.29100 J.6Jl0 4.21700 4.314 0.1S.S 0.9156 
0.1360000 0.171600 1.07800 0.79250 1.30000 1 . ..00 4.26200 4.371 D.7.5'0 0.9154 
0.1)70000 0.172400 1.08400 Q.794SO 1.30100 J.6470 4.l0900 4.42.J o.7SJS 0.9152 
0.1380000 0.17JJOO 1.08900 .. .,....., J.31700 l.6S40 4.JSSOO 4.461 0.7500 0.9150 
O.IJ90000 0.174100 1.09400 0.79830 1.32600 ...... 4.40200 •.514 0.7415 0.9148 

0.1400000 0.174900 1.09900 0.110020 l.JMOO 1.6670 4.45000 4.561 0.7471 0.9146 
0.1410000 0.175800 1.10500 o.ao210 1.34100 1.6750 4.491()() 4,607 0.74S6 0.9144 
0.1420000 0.176600 1.11000 0.110190 1.35200 1.6110 4.54600 4.6S4 0.7441 0.9142 
0.1430000 O,ITI400 l.JISOO 0.!0570 1.36000 1.611!0 4.59500 4.66~ .. 0.7426 0.9141 
0.1440000 0.178)00 1.12000 0.&0760 1.16900 1.6960 4.64400 4.751 0.7412 0.9140 

0.1450000 0,179100 1.12500 0.80940 1.37100 l.70JO 4.69500 <.1100 0.7397 0.91]9 
0.1460000 0.180000 1.13100 0.111120 1.38800 1.1100 4.74600 4.!50 0.7382 0.9137 
0.1470000 0.180800 1.13600 O.lllJIO J.39700 1.7180 4.79800 4.901 0.7361 0.91J6 
0.1"480000 0.181600 1.14100 O.IJ-490 1.40SOO J.7250 4.114700 4.951 0.7354 0.9JJS 
0.1490000 0.111~00 1.14600 0.111660 1.41500 1.7320 4.90100 S.001 0.7319 0.91J4 

N 
¡;; 



N ... 

d!'-1. 
1 

0.1500000 
0.1510000 
0.1520000 
0.1.530000 
0.1540000 

0.1550000 
0.1560000 
0.1.570000 
Q.1580000 
0.1590000 

Q.1600000 
0.1610000 
0.1620000 
0.1630000 
0.1640000 

0.1650000 
0.16600')0 
0.1670000 
0.16110000 
0.1690()00 

d/L 
1 

0.183300 
0.114100 
0.1115000 
0.JBSSOO 
0.186600 

0.187500 
0.188300 
0.189100 
0.190000 
0.190800 

0.191700 
0.192500 
0.19ll00 
0.194100 
0.195000 

0.195100 
0.196600 
0.197500 
0.198300 
0.199200 

VALORFS DE LAS FlJNCIONFS DE d!t.... SEGUN WIEGEL 

hd.IL 
1 

lanh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
2rd/L 2rd/L 2rd/L 

l.l.S200 0.818]0 1.42400 1.7400 4.95400 S.OS4 
1.15700 0.82000 1.43300 1.7470 S.00700 S.106 
1.16200 0.82170 1.44200 1.7550 S.06100 S.159 
1.16700 0.112340 1.45100 1.7620 S.11500 s.212 
1.17300 0.82500 1.46000 1.7700 S.16900 5.265 

1.17800 0.82670 1.46900 1.mo s.:usoo S.320 
1.18300 0.82840 1.47900 1.7850 S.28l00 S.376 
1.18800 0.113010 1.48800 1.79)0 5.33900 S.432 
1.19400 0.83170 1.49800 l.!010 S.39800 S.490 
1.19900 0.8)330 1.50700 1.8090 S.45400 S.544 

1.20400 O.SJ490 1.SJ700 1.8170 S.51300 S.603 
1.20900 0.8]650 1.52700 1.1250 S.57100 S.660 
1.21500 0.113110 l.5J600 l.IJJO 5.63000 5.711 
1.22000 0.13960 1.54600 1.1410 5.69000 s:m. 
1.22500 0.&4110 1.55500 1.'490 5.15100 S.137 

1.23000 O.J.4270 1.56500 1.1570 S.11300 S.891 
1.23500 0.14420 1.57400 1.1650 S.17400 S.959 
J.24000 0.14570 1.58-400 L87JO S.93800 6.021 
1.24600 0.14720 J.59400 1.1820 6.DOlOO 6.0llS 
1.25100 O.J.4&60 1.60400 1.1900 6.06600 6.141 

1 
o 

1 
K. 

0.7325 0.9133 
0.7311 0.91JJ 
0.7296 0.9132 
0.7282 0.9JJ2 
0.7268 0.9132 

0.72.J.4 0.9131 
0.7240 0.9130 
0.7226 0.9129 
0.7212 0,9130 
0.7198 0.9JJO 

0.7114 0.9130 
0.7171 0,9130 
0.1151 0.9130 
0.71<f.4 0.9130 
0.7130 0.9130 

0.7117 0.9131 
0.7103 0.91J2 
0.7090 0.9132 
0.7076 0.913) 
0.7063 0.91)] 



VALORES DE LAS t"l.INCIONES DE dlr._, SEGUN WIEGEL 

di'-<, 
1 

dlL 
1 

2nl/L 
1 

lanh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2rd/L 2nl/L 2.-d/L 

0.1700000 o.woooo 1.25700 0.15010 1.61400 l.8990 6.11000 6.212 0.7050 0,9134 
0.1710000 0.200100 1.26200 0.15150 t.62400 1.9070 6.19700 6.27S 0.7016 0.913S 
0.1120000 0.201700 1.26700 0.15290 1.63400 1.91SO 6.26200 6.342 0.7023 0.91)6 
0.1730000 0.202500 1.27200 O.IS440 1.64400 t.92.CO 6.32900 6.407 0.7010 0.9137 
0.1740000 0.201100 1.2noo O.ISS!O 1.65400 1.9)30 6,]9500 6.473 0.6997 0.9131 

0.1750000 0.204200 1.21200 0.15720 1.00.00 1.9410 6.~soo 6.541 0.6984 0.9139 
0.1760000 0.205000 1.211100 0.151160 1.67500 1.9510 6.53400 6.610 0.6971 0.9140 
0.1770000 0.205800 1.29)00 0.116-000 J.6&500 1.9590 6.60)00 6.679 0.6951 0.9141 
0.1780000 0.206600 1.29100 0.!6140 1.69500 1.96!0 6.67200 6.747 0.6Q46 0.91'42 
0.1790000 0.207500 l.JO.WO 0.16270 1.70600 1.9710 6.7«00 6.111 0.6933 0.9144 

0.1100000 0.208100 1.)0900 0.!6400 1.71600 1.9160 6.11!00 6.191 0.6920 fl.914.5 
0.1110000 0.209200 1.31400 0.&6530 1.72700 1.9950 6.89000 6.963 0.6907 0.9146 
0.18::?0000 0.210000 1.32000 0.!6660 l.7J700 2.0040 6.96)00 7.0lS 

·' 
0.6895 0.9141 

0.1830000 0.210800 1.32500 0.16800 1.74800 2.0130 7.0lSOO 7.109 0.6882 0.9149 
0.1840000 0.211700 1.33000 0.!6930 1.75800 2.0220 7.11300 7.183 0.6870 0.9JSO 

0.18.50000 0.212500 1.33500 0.17060 1.76900 2.0320 7.19100 7.260 0.6857 0.9152 
0.1!60000 0.213400 1.34100 0.17110 1.78000 2.0410 7.26700 7.336 0.684S 0.91S4 
0.1870000 0.214200 1.34600 0.11l10 1.79100 2.0SIO 7.34500 7.412 0.6832 0.91SS 
0.J!BOOOO 0.215000 1.35100 0.17430 1.80100 2.0600 7.42100 7 ..... 0.6120 0.91S7 
0.1890000 0,215900 l.3S600 0.17550 1.81200 2.0700 7.50000 7.566 0.6801 0.9159 



N 

"' 

d/Lo 
1 

0.1900000 
0.1910000 
0.1920000 
0.19JOOOO 
0.1940000 

0.19.50000 
0.1961.XlOO 
0.1970000 
0.1980000 
0.1990000 

0.2000000 
0.2010000 
0.2020000 
0.2030000 
0.2040000 

0.2050000 
0.2060000 
0.2070000 
0.2080000 
0.2090000 

d/L 
1 

0.216700 
0.217600 
0.218400 
0.219200 
0.220100 

0.220900 
0.221800 
0.222600 
0.223400 
0.224300 

0.225100 
0.226000 
0.226800 
o.22noo 
0.2211SOO 

0.229JOO 
0.2JO!OO 
0.231000 
0.231900 
0.2321100 

VALORES DE LAS FUNCIONES DE dilo, SEGUN WIEGEL 

2.-d/L 
1 

tanh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
27'1/L 2.-d/L 2rd/L 

J.36200 o.'87670 J.82300 2.0790 7 • .51100 7.647 
J.)6700 0.87790 1.13400 2.0890 7.66300 7.728 
J.37200 0.87910 1.14500 2.0990 7.74600 7.110 
unoo 0.88030 J.SS600 2.1080 7.82700 7.891 
1.l8JOO 0.881.SO J,86700 2.1180 7.91100 7.974 

J.JHOO 0.88270 1.17900 2.1280 7.99600 ll.OS9 
J.)9300 0.88390 l.8'000 2.ll80 1,08300 B.14.S 
1.39900 0.81500 1.90100 2.1480 8.16700 1.221 ,,_,,,, 0.81620 1.91300 2.uao B.25600 B.316 
t.40900 0.88730 1.92400 2.1690 B.2-4600 ...... 
1.41400 0.118&40 1.93500 2.1780 8.43600 8.49.S 
t.42000 0.1!9SO 1.94700 2.)1190 ll.S2400 a.su 
J.42500 0.119060 1.95900 2.1990 11.61600 11.674 
1.0000 0.19170 1.97000 2.2100 11.70800 11.766 
l.4}600 0.89280 l.91200 2.2200 1.80300 11.860" 

1.44100 0.119190 1.99400 2.2310 1.119700 ll.9SJ 
t.44600 0.89SOO · 2.1)0600 2.2420 1.99400 •.oso 
1.45100 0.19600 2.01700 2.2520 9.09000 9.144 
J.4S700 0.89710 2.03000 2.2630 9.11700 9.240 
1.46200 0.89810 2.04200 2.2740 9.28100 9.342 

1 
n 

1 
K, 

0.6196 0.9161 
0.6714 0.9163 
o.6m 0.916S 
0.6760 0.9167 
0.6741 0.9169 

0.6736 0.9170 
o.6n4 0.9172 
0.6712 0.9174 
0.6700 0.9176 
0.6619 0.9179 

o.66n 0.9111 
0.6666 0.9111l 
0.66S4 0.9116 
o.~2 0.91111 
0.6611 0.9190 

0.6620 0.919) 

º·""" 0.919S 
0.6S97 0.9197 
0.6S&6 0.9200 
0.6S74 0.9202 



VALORES DE LAS FlJNCIONES DE d/L,, SEGUN WIEGEL 

d/L,, 
1 

d/L 
1 

2.d/L 
1 

tanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2nl/L 2.d/L 2-rtl/L 

0.2100000 0.2ll600 1.46100 0.'!9910 2.0SSOO 2.2150 9.]11900 9.«2 0.6S6l' 0.920:5 
0.2110000 0.214400 l.47300 0.90010 2.06600 2.29:50 9.-49000 9.$42 0.6SS2 0.9207 
0.2120000 0.2JSJOO 1.47900 0.90110 2.07900 2.]070 9.59000 9.642 Q.6S41 0.9210 
0.2130000 0.2J6100 1.0400 D.9021D 2.09100 2.11ao 9,69)00 9.7« 0.6531 0.9213 
0.2140000 0.237000 1.48900 0.90110 2.10100 2.l290 9.1%00 9.'47 0.6520 0.9215 

0.2150000 0.2l7800 1.49'400 0.90410 2.11:500 2.HOO 9.90200 9.9S2 0.6:509 0,9211 
0.2160000 0.2.Jl7DO 1.:50000 0.90:510 2.12800 2.JSIO 10.01000 10.060 0.6491 0,9221 
0.2170000 0,239:500 J.50600 0.90610 2.14200 2.]640 10.12000 ID.170 0.64!1 0.922) 
0.2180000 0.240400 1 . .51100 0.90700 2.15400 2.17:50 10.2.1000 10.no o.Mn 0.9226 
0.2190000 0.241200 1.51600 0.90790 2.16600 2.1860 10.)4000 10.lSO 0.6467 0,9221 

0.2200000 0.242100 1.:52100 0.9011&0 2.17800 2.1970 10.4:5000 10.500 0.6456 0.92.11 
0.2210000 0.241900 U:.?600 0.90970 2.19:.?00 2.4090 10.56000 10.610 0.6446 0.9234 
0.2210000 0.241800 1.51200 0.9!070 2.20400 2.42!0 10.61000 10.720 0.64]6 0.9236 
0.2230000 0.244600 1.53700 0.91160 2.21800 2.4)30 10.79000 10.840 0.642.S 0.9239 
0.2240000 0.2"S500 J.54200 0.912.SO 2.23000 2 ........ I0.91000 10.956 0.6414 0.9242 

0.2250000 0.246300 l.S4SOO 0.91340 1.24400 2.4570 11.02000 11.070 0.6404 0.9245 
0.2260000 0,247200 U5300 0.91 .. 30 2.25700 2.-4690 Jl.15000 11.190 0.639--4 0.92-48 
0.2270000 0.241100 1.5S900 0.91!520 2.27100 2.4110 11.27000 11.llO 0.6383 0.9251 
0.22110000 0.!48900 1.56400 0.91610 2.28400 2.4910 IJ.39000 11.440 0.6l7J 0.9254 
0.2290000 0.249800 1.56900 0.91700 2.29700 2.S060 11.51000 11.560 0.6J6J 0.9258 

N . .::; 



VALORFS DE LAS FUNCIONES DE d/t., SEGUN WIEGEL 

d/L,, 
1 

d/L 
1 

2rd/L 
1 

tanh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2nl/L hd/L 2nl/L 

0.1.100000 0.250600 1.57500 0:91780 2.31100 2.SllO 11.MOOO 11.610 0.6JSl 0.9261 
0.2110000 0.251500 l.SS(X)() 0.91860 2.32500 2.SJIO 11.nooo 11.810 0.6'4J 0.9264 
0.2320000 0.252300 t.58500 0.919.W 2.33100 2.5430 11.90000 11.930 0.6333 0.9267 
0.2330000 0.253200 1.59100 0.92030 2.35200 2.5560 12.0JOOO 12.074 0.6J2J 0.9270 
0.2340000 0.254000 1.59600 0.92ll0 2.36600 2.5690 12.15000 12.190 0.6313 0.9273 

0.2JSOOOO 0.254900 1.60200 0.92190 2.38000 2.5810 12.29000 12.330 0.6304 0.9276 
0.2.160CXJQ 0.255800 1.60700 0.92270 2.39300 2.59-40 12.43000 12 • .$70 0.6294 0.9279 
0.2370000 0.256600 1.61200 0.92350 2.40800 2.6070 12.HOOO 12.590 0.6254 0.9282 
0.23150000 0.257500 1.61800 0.92430 2.42200 2.6200 12.69000 12.730 0.6275 0.928S 
Q.2390000 0.258400 l.62JOO 0.92.510 2.43600 2.6)40 12.UOOO 12.170 0.6265 0.9281 

0.2400000 0.259200 1.62900 0.92590 2.45000 2.6470 12.97000 U.OJO 0.6256 0.9291 
0.2410000 0.260100 J.63400 0.92670 2.46400 2.6600 Jl.11000 13.ISO 0.6246 0.9294 
0.2420000 0.261000 1.64000 0.92750 2.48000 2.6740 ll.26000 ll.JOO 0.6237 0.9291 
0.24)0000 0.261800 1.64500 0.92820 2.49400 2.6170 ll.~ ll.440 0.6221 0.9JOI 
0.2440000 0.262700 J.65000 0.92190 2.50800 2.7000 Jl.55000 "·'"I' 0.6211 0.9304 

0.2450000 0.26JSOO 1.65600 0.92960 2.52300 2.7140 ll.70000 JJ.730 0.6209 0.9J01 
0.2460000 0.264400 1.66100 0.93040 2.SJBOO 2.72IO Jl.ISOOO 13.llO 0.6200 0.9110 
0.2470000 0.265300 1.66700 0.9JllO 2.55JOO 2.7420 14.00000 14.040 0.6191 0.9314 
0.2410000 0.266100 1.67200 0.9JllO 2.56100 2.75SO 14.15000 14.190 0.6182 0.9317 
0.2490000 0.267000 1.67SOO 0.9J2SO 2.SBJOO 2.noo 14.JIOOO 14.JSO 0.6173 0,9120 



VAWRF.S DE LAS FUNCIOm"S DE d!t_, SEGUN WIEGEL 

d!t. 
1 

d/L 
1 

2wd/L 
1 

tanh 
1 

scnh 
1 

co!.h 
1 

senh 
1 

eo!.h 
1 

n 
1 

K, 
2rd/L 2wd/L 2wd/L 

0.2500000 o.:67900 1.6SJOO o.9':J120 2.59900 2.7840 14.47000 14.510 0.6154 • 0.9l2J 
0.2110000 0.261700 1.68900 0.93390 2.61"00 2.7980 14.62000 14.660 0.6155 0.9327 
0.25~0000 0.269600 1.69400 0.93460 2.62900 2.8130 l.C.79000 IUJ20 0.6146 0.9130 
0.2530000 0.270SOO J.70000 0.9JSJO 2.64500 2.82IO 14.95000 14.990 0.6137 0.9])) 
0.2.540000 0.271400 J.70SOO 0.91600 2.66000 2.8420 JS.12000 15.UO 0.6121 0.9])6 

0.25SOOOO 0.272200 J.71100 0.93670 2.67600 2.8560 IS.29000 1'1.J20 0.6120 0,9]40 
0.2560000 0.211100 1.71600 0.93740 2.69100 2.1710 IS.45000 tS.490 0.6111 0.9J4l 
0.2570000 D.274000 1.12200 0.9l!IO 2.70700 2.8160 IS.63000 15.660 0.6102 0.9)46 
o.?.Ssoooo 0.274900 1.12100 0.938!0 2.ruoo 2.90!0 IS.80000 u.uo 0.6093 0.9349 
0.2590000 0.275700 1.73200 0.91940 2.71900 2.9160 U.97000 16.000 0.60!5' 0.9JSJ 

0.260()'.)()(] 0.276600 1.73800 0.94000 2.15500 2.9JTD 16.ISOOO 16.180 0.6076 0,9JS6 
0.2610000 o.2n500 1.7«00 0.94060 2.n200 2.9460 16.JJOOO 16.360 0.6061 0.9360 
0.:?620000 0.278400 1.74900 0.94120 2.78800 2.9620 16.51000 16.540 0.6060 0.9361 
0.2630000 0.279200 1.75500 0.94180 2.So.t-00 2.9no 16.69000 16.7)0 0.6052 0.9367 
0.2640000 0.280100 1.76000 0.94250 2.82000 2.9920 16.88000 16.9!0,,. 0,604] 0.9J70 

0.2650000 0.2111000 1.76600 0.94)10 2.&3700 J.0080 17.07000 17.100 0.60JS 0.9J7J 
0.2660000 0.281900 1.moo 0.94370 2.SSJOO J.0230 17.26000 17.2&0 0.6027 o.9Jn 
0.2610000 0.282700 1.n600 0.94430 2.87000 J.OJ90 17.45000 17,4SO 0.6011 0.9310 
0.2680000 D.:?83600 t.78200 0.94490 2.811600 J.05SO 17.64000 17.670 0.60!0 0.9]8) 
0.2690000 0.284500 1.78800 0.945SO 2.90400 J.0710 17.84000 17.870 0.6002 0.9316 



VALORES DE LAS FUNCIONES DE 1114, SEGUN WIEGEL 

dilo 
1 

d/L 
1 

2n!JL 
1 

lanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2nl/L 2nl/L 2.-d/L 

0.2700000 0.285100 J.79JOO 0.94610 2.92100 J.0810 18.04000 18.070 0.5994 0.9390 
0.2710000 0.286)00 1.79900 0.94670 2.93800 3.1040 11.24000 18.270 0.5986 0,9393 
0.2720000 0.287200 1.80400 0.94730 2,95600 J.1200 18.46000 18.490 O.S978 0.9396 
0.27JOOOO 0.28!000 1.11000 0.94780 2.97300 l.1360 18.65000 18.670 o.5971 0.9400 
0.2740000 0.288900 1.BISOO 0.94840 2.99000 J.ISJO 18.86000 18.190 0.5963 0,940) 

0.2750000 0.289800 1.82100 0.94900 J.00800 J,1700 19.07000 19.100 O.S9SS 0.9406 
0.2760000 0.290700 1.82600 0.94950 J.02500 J,1860 19.28000 19.JOO O.S947 0.9410 
0.2770000 0.291600 1.83200 0.95000 l.O.UOO J.2030 19.49000 J9.SIO 0.5940 0,9413 
0.27IOOOO 0.292400 1.83700 0.95050 J.06100 J.2200 19.71000 19.7'40 0.5962 0.9416 
0.2790000 0.293300 1.MJOO 0.95110 J,07900 J,2.170 19.93000 19.960 0.5925 0.9420 

0.2800000 0.294200 l.&4900 0.95160 3.09700 J.2540 20.16000 20.180 0.5917 0.9423 
0.21110000 0.295100 1.115.COO 0.95210 3.llSOO l.2720 20.)9000 20.410 0.5910 0.9426 
0.2820000 0.296000 l.!6000 0.95260 3.llJOO 3.2890 20.62000 20.640 0.5902 0.94)0 
0.2130000 0.296900 l.'6600 0.95320 J.15200 J.)070 20.85000 20.870 0.5895 0.9433 
0.2!40000 0.297SOO J.87100 0.95)70 3.17100 l.3250 21.09000 21.110 0.5887 0.94)6 

·' 
0.21150000 0.298700 1.anoo 0.95420 J.19000 l.3430 21.33000 21.JSO 0.5880 0.9440 
0.2160000 0.299600 1.11200 0.95470 J.20900 3.3610 21.57000 21.590 O.Sl7J 0,9443 
0.21170000 0.300500 1.11100 0.95520 l.22IOO l.l790 21.112000 21.MO 0.5'66 0,9446 
0.2880000 O.JOIAOO 1.119300 0.95510 l.24600 l.3960 22.05000 22.070 O.SB.59 0.9449 
0.2890000 0.302100 1.89900 0.95620 J.26.400 J.4HO 22.30000 22.J20 0.5852 0.9452 



VALORES DE LAS FUNCIONES DE di[,, SEGUN WIEGEL 

el/La 
1 

d/L 
1 

2rdlL 
1 

lllnh 
1 

senh 
1 

com 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2rd/L 2rdlL 2rd/L 

0.2900000 0.JOJIOO 1.90SOO D.'11670 3.28400 J,1111))0 22.54000 22.570 O.Sa.45 • 0.94S6 
0.2910000 0.304000 1.91000 0.95720 3.JOJOO J.4510 22.11000 22.830 O.SUB 0.9'59 
0.2920000 0.304900 t.91600 o.95no l.J2JOO 3.4710 2.l.07000 2J.090 O.SUI 0.9'6J 
0.2910000 O.JOSIOO 1.92::?00 0.95110 3.3000 J.4900 2l,JJOOO 2l.JSO 0.5824 0.9466 
0,2940000 0.306700 1.92700 0.95850 J.]6200 3.SO!O 23.60000 21.620 0.5117 0.9469 

0.3000000 0.312100 1.96100 0.96110 J.0100 3.62<40 25.2"4000 25.260 o.sm 0.9490 
0.3010000 0.313000 1.96700 0.96160 J.SOJOO 3.6-430 25.SJOOO 25.SSO o.sn1 0.9493 
0.3020000 0.11)900 1.97200 0.96200 J.52400 J,6630 25.12000 25.!JO 0.5764 0.9466 
0.3030000 0.314100 1.97800 0.96240 J,S4SOO J.6!110 26.12000 26.140 0.5151 0.9.C99 
0.JG40000 0.315700 1.91400 0.96290 3.56600 3.7030 26.42000 26.440 O.HSI 0,9502 

0.3050000 0.)16600 1.98900 0.96330 J,58700 l.7240 26.72000 26.740 0.574S 0.9.SOS 
0.3060000 0.317500 t.99SOO 0.96170 J.60900 3.7450 27.02000 27.040 O.S7J9 0.9.S09 
0.3070000 0.318400 2.00100 0.96410 J.63000 J.7650 27.lJOOO 27.350 O.S732 0.9512 
0.3080000 0.119100 2.00700 0.96450 3.65100 3.7860 27.65000 27.660 0.5726 0.9.SIS 
0.30'XXl00 0.120200 2.01200 0.96490 3.67300 J.8060 27.96000 27.9&Q., o.sno 0.9511 

0.3100000 0.121100 2.01800 0,96Sl0 3.69400 J.1270 21.2IOOO 28.)00 o.5714 0.9S22 
0.3110000 0.322000 2.02.lOO 0.96560 3.71600 3.84&0 21.60000 21.620 O.S70I 0.9S25 
0.1120000 0.32JOOO 2.02900 0.%600 J.73800 3.1700 21.93000 21.950 0.5701 0.952& 
0.3130000 0.3:?3900 2.03500 0.96640 J.76000 3.8910 29.27000 29.280 0.5695 0.9531 
0.3140000 0.324800 2.04100 0,96680 3.71200 3.9120 29.60000 29.620 o.5689 0,9SJ5 



VALORES DE LAS FUNCIONES DE di~, SEGUN WIEGEL 

d/l,, 
1 

d/L 
1 

2Tdll 
1 

tanh 
1 

senh 
1 

oosh 

1 
senh 

1 
cosh 

1 
n 

1 
K, 

2nl/L 2..VL 2..VL 

O.llSOOOO 0.325700 2."'600 0.96'120 3.80500 J.9340 29.94000 29.960 0.5613 0.9531 
0.3160000 0.326600 2.os200 0,96760 3.112100 J.9560 J0.29000 30.JIO 0,5671 0.9541 
0.3170000 0.327500 2.0SIOO 0.96790 J.UJOO J,9780 J0.64000 J0.650 0,5672 0.9544 
0.3110000 0.328400 2.06300 0.9020 3.17300 J.0000 J0.99000 31.000 0.5666 0.9541 
0.3190000 0.329400 2.06900 0.96860 l.19600 J,0220 lJ.JSOOO Jl.370 0.5660 0.9550 

Q.3200000 0.JJO:!OO 2.07500 0.96900 l.91900 4.0450 JJ.71000 JJ.720 0.5655 0.9.553 
0.3210000 0.J.31100 2.01100 0.96930 J.94300 <t,0680 32.07000 32.080 0.5649 0.9SS6 
0.3220000 0.332100 2.0&600 0.96960 l.96600 4.0900 32.44000 32.460 0.56-4) 0.9559 
0.32.10000 O.JJJOOO 2.09200 0,97000 l.99000 <C.1I40 32.83000 32.MO 0.5637 0.9562 
0.3240000 0.Jl.3900 2.09&00 0.97030 J.01400 4.1360 32.20000 JJ,220 0.5632 0.9565 

0.3250000 0.334900 2.10400 D.97070 4.03800 4.1600 JJ.bOOOO JJ.610 0.5621 0.9568 
0.3260000 O,JJ5700 2.11000 0.97100 4.06100 "4.1830 33.97000 33.990 0.5621 0.9571 
0.3270000 0.336700 2.11500 0.97130 4.08500 4.2060 :M.37000 34.380 0.5616 0.9574 
0.3280000 0.337600 2.12100 0.517170 4.11000 4.2300 34.77000 34.790 0.5610 0.95n 
0.3290000 0.338500 2.12700 0.97200 4.13500 4,2540 JS,JIO()O 35.190 .. 0.5605 0.95&0 

0.3300000 0.339400 2.13300 0.97230 4.15900 4.2nO 35.58000 35.590 0,5599 0.9513 
0.3310000 0.340300 2.lllOO 0.97260 4.1!400 4.3010 35.99000 36.000 0.5594 0.9516 
0.3320000 0.J4Il00 2.14400 0.97%90 4.20!100 "4.3260 36.42000 36.430 0.5589 0.9SS9 
0.3330000 0.3"42200 2.15000 0.97320 4,23400 4.JSOO 36.WlOO 36.8SO 0.5514 0.9592 
O.JJ40000 0.343100 2.15600 0.97350 4.25900 4.37SO 37.25000 37.270 0.5.578 0.959.S 



VALORF.S DE LAS Fl/NCIONF.S DE d/L,,, SF.GUN WIEGEL 

dilo d/L 2Yd/L tanh scnh cosh ""1h cosh n K, 
2Td/L 2nl/L 2Td/L 

O.JlSOOOO 0.144000 2.16100 0:97JSO 4.28400 4.3990 J7.70000 37.720 o.ssn 0.9591 
0.))60000 0.344900 2.16700 0.97410 4.JIOOO 4.4240 ll.14000 38.ISO O.!liS61 0.9601 
0.))70000 0.345900 2.17300 0.97440 4.31600 4,4500 ll.59000 Jl.600 O.SS63 0.9604 
O.JllOOOO 0.346800 2.17900 0.97470 •.16100 4.47.CO J9.0?000 l9.0o40 0,55515 0.9607 
0.3390000 o.1•noo 2.11soo 0.97500 4.381100 4.5000 19.43000 39.490 O.SSSJ o.9610 

0.3400000 0.)46800 2.19000 0,97SJO 4.41300 4.52.SO J9.9SOOO )9.960 O.SS41 0.9613 
0.3•10000 0.349500 2.19600 0.91560 4.41900 4,SSOO «>.40000 40.410 O.SS-44 0.9615 
0.3420000 O.JS0400 2.20200 0,97SIO 4.46600 4.5760 40.17000 40.190 O,SSJ9 0.9611 
0.)430000 0.351400 2.20800 0,97610 4.49200 4.6020 41.36000 41.)70 O,SSJ4 0.9621 
0.3440000 O.JS2JOO 2.21400 D.97640 4.52100 4.6100 41.ISOOO '41.MO 0,5529 0.9621 

0,3450000 0.353200 2.22000 0,97670 4.54700 4.6560 42.3)000 42.340 0.5524 0.9626 
0.34-6000() O.JS4200 2.22500 0.97690 4.S7500 4,61120 <2.!:1000 42.MO 0,5519 0.9629 
0.3470000 O.JSSIOO 2.23100 o.9mo 4.60200 4.7090 41.JJOOO 43.350 O.SSIS 0.%32 
0.3480000 O.J56000 2.23700 0.97750 4.61900 4.7J60 d.85000 41.&60 0.5510 0.96)5 
0.3-490000 0.357000 2.24300 o.9mo 4.6S700 4.7630 44.37000 44.«!Q 0,5505 0.96JI 

0.1500000 0.351900 2.24900 0.97800 4.68SOO 4.7910 44.89000 44.800 O.SSOI 0.9640 
O.lSIOOOO 0.)5!800 2.25500 0.97820 4.71300 4.8180 4.5.42000 d.00 0.5496 0.9643 
0.3520000 0.359800 2.26000 0.97850 4.74100 4.84SO '5.9SOOO 4S,960 0.5492 0.9646 
O.JSJOOOO 0.360700 2.26600 0.97870 4.nooo 4.8730 46.S-0000 46.SIO 0.5417 Q.9648 
0.1540000 0.361600 2.27200 0.97900 4.79800 4.9010 47.0lOOO 47.040 0.S4Sl 0.9651 

!:! 



VALORES DE LAS FUNCIONES DE d/L., SEGUN WIEGEL 

d/I.,, 
1 

d/L 
1 

2rd/L 
1 

tanh 

1 
senh 

1 
cosh 

1 
senh 

1 
cosh 

1 
n 

1 
K, 

2rd/L 2rd/L 2rd/L 

0.3550000 0.362.500 2.27800 d.97920 4.12700 4.9290 4'1.59000 47.600 O.S47' 0.9654 
0.3560000 O.J6JSOO 2.28400 0.97950 4.85600 4.9570 48.1.5000 411.ISO O.S474 0.9651 
0.3.570000 0.364400 2.29000 0.97970 4.USOO 4.9870 48.72000 .U.720 0 • .5470 0.96.59 
0.3580000 O.J6SJOO 2.29600 0.97990 4.91400 S.OISO 49.29000 49.290 0 • .5466 0.9662 
0,3590000 0.366300 2.30100 0.980!0 4.94400 S,0440 49.88000 49.1180 o.5461 0.9665 

0.3600000 0.367200 2.30700 0.98040 4.97400 S.0720 S0.47000 S0.480 O.S4S7 0.9667 
0.3610000 O.Jl8200 2.31300 0.98060 S.00400 S.1030 SJ.08000 Sl.090 Q.S4SJ 0.9670 
0,3620000 0.369100 2.31900 0.98080 S.03400 S.1320 Sl.67000 Sl.670 O.S<C.49 0.967J 
0.3630000 0.370000 2.32500 0.98110 .5.06300 S.1610 52.27000 52.280 0.5445 0.9615 
0.3640000 0.370900 2.33100 0.98130 S.09400 S.1910 52.89000 52.900 0 . .5441 0.9677 

0.3650000 0.371900 2.33700 0.981SO S.12400 s.2210 SJ . .52000 SJ.SlO 0.54l7 0.9680 
0.3660000 0.372800 2.34200 0.98170 5.15500 5.2510 54.15000 Sol.160 O.S43l 0.9683 
0.3670000 0.373700 2.34100 0.98190 5.1&600 5.2810 57.78000 Sol.790 0.5429 0.9686 
0.3680000 0.374700 2.35400 0.98210 S.21700 S.3120 55.42000 SS.430 0.5425 0.9688 
0,3690000 0.375600 2.36000 0.98230 S.24800 S.3430 56.09000 56.JOO 0.5421 0.9690 

0.3700000 0.376600 2.36600 0.98250 S.28000 S.3740 56.16000 56.770 0.5417 0.9693 
0.3710000 o.3n5oo 2.37200 0.98270 S.31200 S.4060 51.43000 51.440 0.541] 0.9696 
0.3720000 0.]78500 2.37800 0.98300 5.34500 5.4380 sa.uooo 58.140 0.5409 0.9698 
0.3730000 0.379400 2.3&.400 0.98320 s.1noo S.4690 51.82000 58.110 0.540S 0,9700 
0.3740000 0.3IG400 2.39000 0.91340 S.41000 5.5020 59.52000 59.510 0.5402 0.9702 



.. .. 
"' 

dilo 

0.3750000 
0.3760000 
o.Jnoooo 
0.37110000 
0.3790000 

0.31100000 
0.3110000 
0.3820000 
O.JUOOOO 
0.3840000 

0.3150000 
0.3860000 
0.)870000 
0.3880000 
0.3890000 

0.3900000 
0.3910000 
0.3920000 
0.)930000 
0.3940000 

1 
d/L 

1 

D.JllJOO 
0.382200 
O.Jll200 
0.384100 
0.3115000 

0.386000 
0.386900 
0.317900 
0,388100 
0.389800 

0.390700 
0.391700 
0.]92600 
O.l9J600 
0.394500 

0.395500 
0.396400 
0.397400 
0.398]00 
0.399300 

VALORES DE LAS FUNCIONES DE di'-., SEGUN WIEGEL 

2n!/L 
1 

lanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

scnh 
1 

cosh 
2n!/L 2n!/L 2n!/L 

2.39600 0.91350 5.44300 5.SJ.40 60.24000 60,2.50 
2.40200 0.91170 S.41500 5.5660 60.95000 60.950 
2.'"1800 0.91390 .u:osoo 5.5980 61.68000 61.6&0 
2.41l00 0.98410 S,54100 S.6310 62.41000 62.420 
2.41900 0.9MJO 5,51200 S.6610 63.IJOOO 6).140 

2.42500 0.911450 S.6<!900 5,6910 63.90000 63.910 
2.43100 0.91470 S.6000 S.7310 64.66000 64.670 
2.43700 0.9800 S.67700 S.1650 65.45000 65,460 
2.44300 0.91500 S.71200 5.7980 66.:?0000 66.210 
2.44900 0.91520 S.14600 .!LUJO 67.00000 67,010 

2.45500 0.91540 5.78000 5,8660 67.80000 67.110 
2.-16100 0.91550 S.81400 S.9000 68.61000 6&.620 
2.46700 0.98570 s.uooo 5.9JSO 69.45000 69."'60 
2.47300 0.9&590 S.18600 S.9700 70.28000 70.?9d' 
2.47900 0.98600 5.92100 6,00SO 71.12000 71.llO 

2.48500 0.91620 S.95700 6.0400 71.97000 71.930 
2.'49100 0.986<CO 5.99300 6.0760 72.85000 n.l60 
2.'49700 0.98650 6.01900 6.1120 73.72000 71.720 
2.50)00 0.98670 6.06600 6.1480 14.59000 14.590 
2.50900 0.98690 6.10)00 6.1150 7.S.48000 7S.480 

1 
n 

1 
K, 

0.5391 0.9705 
0.5394 0.9707 
0.5390 0,9709 
0,5317 0.9712 
O.SJ!J 0.9714 

O.SJSO 0,9717 
O,SJ76 0.9719 
0.5312 o.9nt 
0.5369 o.9n• 
O.SJ6S 0.9726 

0.5362 o.9na 
0.5JS9 0.9730 
0.5lSS 0.9732 
0.5lS2 0.97JS 
0.5349 0.9717 

0.5345 0.9739 
0.5342 0.9741 
0.5339 0.9743 
D.5316 0.9745 
0.53)2 0.9741! 



VALORES DE LAS FUNCIONES DE d/t., SEGUN WrEGEL 

dilo 
1 

d/L 
1 

2rd/L 
1 

tanh 
1 

scnh 
1 

cosh 

1 
scnh 

1 
cosh 

1 
n 

1 
K, 

2rd/L 2rd/L 2rd/L 

0.39SOOOO 0.400200 2.51500 0.98700 6.14000 6.2210 76.-40000 76.'400 O.SJ29 0.9150 
0.3960000 0.401200 2.52100 Q.98720 6.17700 6.2580 n.nooo 77.320 0.5326 0.9752 
0.397000() 0.402100 2.52700 0.987JO 6.21500 6.29SO 78.24000 78.240 0.5123 0.9754 
0.39&0000 0.403100 2.SJ200 0.98740 6.25200 6.3320 79.19000 79.190 0.5320 0.9756 
0.3990000 0.404000 2.53800 0.98760 6.29000 6.3690 IO.IJOOO 80.130 o.s111 0.9758 

0 . .000000 0.405000 2.54400 0.98770 6.3?900 6.""70 IU.12000 81.120 O.Sll-4 0.9761 
0.4010000 0.405900 2.55000 0.98790 6.36700 6.44SO n.osooo 82.080 O.SJll 0.9763 
0.4020000 0.406900 2.55600 0.98800 6 ....... 6.48.JO 83.06000 83.060 o .. noa 0.9165 
0.4030000 0.407800 2.56200 0.91820 6 • ....ao 6.5210 14.07000 M.070 O.SJOS 0.9766 
0.4040000 Q.4()8800 2.56800 0.98830 6.4&400 6.5610 IS.11000 as.110 O.SJOl 0.9768 

0.40SOOOO 0.409800 2.SJSOO 0.911850 6.!52500 6.60IO 86.14000 86.140 0.5299 0.9777 
0.4060000 Q.410700 2.58100 0.98860 6.56400 6.6400 17.17000 87.170 0.5296 o.9n2 
O • .a70000 0.411600 2.58600 0.98870 6.60l00 6.6790 11.20000 88.200 o.5291 o.9n4 
0.40IOOOO 0.412650 2.59200 Q.911890 6.64400 6.7180 89.211000 89.2811 o.5290 o.9n6 
0.<090000 0.41J600 2.59800 0.98900 6.6'400 6.1580 90.39000 90.390 o . .S287 o.9n8 

0.4100000 0.414500 2.60400 Q.911910 6.72SOO 6.7990 91.44000 91.440 0.5285 0.9780 
0.4110000 0.415500 2.61000 0.98920 6.76600 6.8390 92.55000 92.550 0.5282 0.9712 
0.4120000 0.416400 2.61600 0.98940 6.80600 6.171lO 91.67000 93.670 o.S279 0.9784 
0.41JOOOO 0.417400 2.62)00 0.989.SO 6.14900 6.9210 94.8)000 94.830 o . .sm 0.9;&6 
0,4140000 0.418300 2.62900 0.91960 6.89000 6.9630 95.96000 9.S.960 O.S274 0.9788 



• 
VALORF.S DE LAS FUNCIONF.S DE d/L., SEGUN WIEGEL 

dilo 
1 

d/L 
1 

2nl/L 
1 

lanh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2nl/L 2nl/L 2nl/L 

0.4150000 0.419100 2.61500 0.98980 6,9l200 7.0040 97.IJ(nJ 97.130 D.S271 0.9790 
0.4160000 0.420)00 2.64100 0,98990 6.97ol00 7.IM60 98.JOOOO 98,JOO 0.5269 0.9792 
0.4170000 0."21200 2.64700 0.99000 7.0lllOO 7.0180 99.52000 99.520 0.5266 0.9794 
0.4180000 0.422200 2.65300 0.99010 7.06000 7.1300 100.70000 100.700 0.5263 0,979$ 
0.4190000 0.•23100 2.65900 0.99020 7.10200 7.1730 JOl.90000 101.900 0.5261 0.9797 

0.4200000 0.424100 2.66500 0,990«> 7.14600 7.21SO 101.10000 IOJ.100 O.S2SI 0.9791 
0.4210000 0.'425100 2.67100 0.99050 7.19000 7.2590 104.40000 104.400 0.5256 o.9aoo 
0.4220000 0.426000 2.67700 0.99060 7.23400 7.]030 JOS.70000 IOS.700 0.525) 0.9I02 
0.4230000 0.427000 2.68JOO 0.99070 7.27900 7.)490 107.00000 107.000 0.5251 0.9804 
0.4240000 0.4211000 2.611900 0.99080 7.32500 7.3920 108.JOOOO 1011.JOQ 0.5241 0.9806 

0.4250000 0.428900 2.69500 0.99090 7.37100 7.•4380 109.70000 109.700 0 . .5246 0.9501 
0.4260000 0.429&00 2.70100 0.99100 7.41200 7.4790 110.90000 110.900 O.S244 0.9llO 
0.4270000 0.430500 2.70700 0.99110 7.4S700 7.S240 112.20000 112.200 O.S2o41 0.9111 
0.4280000 0.4lJISO 2.71300 0.99120 7.SOJOO 7.S700 lll.60000 113.600 O.S239 0,9112 
0.4290000 0.432800 2.71900 0.99130 7.SSOOO 7.6160 1 IS.00000 llS..000 O.S2.J7 0.9114 

0,4300000 0,4)]700 2.72.SOO 0.99140 7.9S900 7.6610 116.40000 116.400 O.S234 0.9116 
0.4310000 0.414700 2.73100 0.991SO 7.64200 7.7070 117.80000 117.800 O.SD2 0.9811 
0.4320000 0.05600 2.73700 0.99160 7.611100 7.7S30 119.20000 119.200 0.5230 0.9819 
0,030000 0.436600 2.74300 0.99170 7.7JSOO 7.8000 120.70000 120.700 0.5227 0.9821 
0.4340000 0.437600 2.74900 0.9111!0 7.71300 7.1470 122.20000 122.200 o.sm 0.982.J 



VALORES DE LAS ruNCIONES DE d/4, SEGUN WIEGEL 

dilo 
1 

d/L 
1 

2rd/L 
1 

tanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2rd/L 2rd/L 2rd/L 

0.4HOOOO 0.431500 2.75500 o.99190 7.SJIOO 1.8950 12.J.70000 J2J,700 o.sm 0.9124 
0.4360000 0.4)9500 2.76200 0.99200 7.8&000 7.9430 12.S.20000 JZS.200 O.S221 0.9826 
0.4370000 0.440500 2.76!00 0.99210 7.92200 7.9910 126.70000 126.700 0.5211 0.9128 
0.080000 0.441400 2.n400 0.99220 7.97500 8.0350 128.JOOOO 121.300 0.5216 0.9829 
0.4190000 0,442400 2.78000 0.99210 8.02600 8.0880 129.90000 129.900 0.5214 0.91)0 

0.4400000 0.443400 2.7&600 0.99240 8.07500 8.1360 131.40000 IJJ.400 0.5212 0.9132 
0.4410000 0,444300 2.79200 0.99250 1.12400 l.JISO lll.00000 IJJ.000 0.5210 0.983) 
0.4420000 0.44SJOO 2.79BOO 0.99260 1.17500 1.2'60 IJ.4.70000 134.700 0.5208 0.983.5 
0.4430000 0.446300 2.80400 0.99270 8.22800 8.2850 136.30000 136.JOO 0.5206 0.9136 
0.4440000 0.447200 2.11000 0.99280 8.27400 11.3340 137.90000 137.900 0.5204 0.9838 

0.4450000 0.448200 2.81600 0.99290 8.32600 8.3170 139.60000 139.600 0.5202 0.9139 
0.4460000 0.449200 2.12200 0.99300 1.37900 1 ... no 1 .. l.'40000 1 .. 1.400 0.5200 0.9MI 
0.4470000 0,4SOJOO 2.12100 0.99300 .... 2700 1.4860 1 .. l.10000 10.100 0.5191 0.91 .. l 
0.4410000 0.4511SO 2.ll.400 0.99310 1.41100 1.5400 14<4.80000 144.BOO 0.$196 0.9844 
0.4490000 0.452100 """""' 0.99320 1.51200 1.5900 146.60000 .... ..., 0.519-4 0.9&46 

0,4500000 0.453100 2.14700 0.99330 l.SISOO 1.6-430 141.40000 1 .. 1.400 0.5192 0.9M7 
0.4510000 o ... 54000 2.15)00 0.99340 1.63800 l.69SO JS0.20000 JS0.200 O.Sl90 0.9141 
0.452o000 0,45SOOO 2.15900 0.993SO 1.69300 1.7500 152.10000 JSl.100 O.Slll 0.9149 
0,4SJOOOO 0.456000 l.16SOO 0.99350 1.74700 1.8040 154.00000 154.000 0.5116 0.9151 
0.4540000 0.456900 2.17100 0.99360 1.79700 1.IS40 JSS.90000 155.900 0.5114 0.91Sl 



VALORES DE LAS FUNCIONES DE d/L,, SEGUN WIEGEL 

dilo 
1 

d/L 
1 

2nl/L 
1 

tanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2rd/L 2nl/L 2nl/L 

0.4SSOOOO O.<U7900 2.1noo 0.99370 l.ISJOO l.9l00 157.70000 157.700 0.5112 0.9&SJ 
0.4560000 0.4Sl900 2.81300 0.99JIO 1.91000 1.9650 159.70000 159.700 O.Slll 0.91SS 
0.4570000 0.459900 2.19000 0.99310 1.96500 9.0210 161.70000 161.700 0.5179 0.9U7 
0.45110000 0.4601100 2.99600 0.99390 9.01600 9.ono )63.60000 163.600 o.sin 0,91JI 
0.4590000 0.461800 2.90200 0.99400 9.07400 9.1290 165.60000 165.600 o.sns 0.9U9 

0.<600000 0.462100 2.90800 0.99<410 9.13200 9.1860 167.70000 167.700 0.5173 0.9&60 
0.4610000 0.46l700 2.91400 0.99410 9.Jl:JOO 9.2380 169.70000 169.700 O.jitn 0.9162 -
0.4620000 0.464700 2.92000 0.99420 .9.24200 9.2900 171.SOOOO 171.100 0.5170 0.986] 
0.4630000 0.465700 2.92600 0.9900 9.30100 9.3540 in.90000 J7J.900 0.5161 0.9864 
0."640000 0.466600 2.91200 0.99440 9,JSJOO 9.4060 176.00000 J76.000 0.5167 0.9165 

0.4650000 0.467600 2.9J!OO 0.99440 9,41300 ,,...., 171.20000 171.200 0.5165 0.9167 
0.4660000 0,46!1600 2.94400 0.99450 9.47200 9.5250 180.40000 180.«IO o.SJ6l 0,9861 
0.4670000 0.469500 2.95100 0.99460 9.SlJOO 9.5850 112.60000 112.600 ... o.5162 0.9!69 
0.4610000 0.470550 2.95700 0,99460 9.58600 9.6380 184.10000 114.100 0.5160 0.9171 
O.<t690000 0.471500 2.96100 D.w.470 9.64700 9.6990 117.20000 187.200 o.sisa o.91n 

0.4700000 0.472500 2.96900 O.w.470 9.70900 9.7600 189.SOOOO 119.SOO o.Sl57 0.917) 
0.4710000 0.473500 2.97500 0.99480 9.nooo 9.1210 191.80000 191.100 o.siss 0.9174 
0.4720000 0.474400 2.91100 0.99490 9.12600 9.ano 194.20000 194.200 0.5154 0.9175 
0.47300CIO 0,475400 2.91700 0.99490 9.ISIOO 9.9ll0 196.50000 196.SOO O.Sts2 0.9176 
0,4740000 0.476400 2.99300 0.99500 9.95100 10.0000 199.00000 199.000 O.SISO 0.9177 



VALORES DE LAS FUNCIONES DE d/L,, SEGUN WIEGEL 

dilo 
1 

d/L 
1 

2rd/L 
1 

tanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2rd/L 2rd/L 2rd/L 

0.4750000 0,477400 2.99900 0.99510 10.01000 10.070 201.40000 201..&00 0.5149 0.9878 
0.4760000 0,478300 3.00500 0,99St0 J0.07000 10.120 203.90000 200.900 0.5147 0.9880 
0.4770000 0.479300 l.01200 0.99520 10.13000 JO.tao 206.50000 20'5.SOO 0.5146 0.91SI 
0.4780000 0.480300 3.01800 0.99520 10.20000 10.250 209.00000 209.000 0.5144 0,9182 
0.4790000 0.481300 3.02400 0.99530 10.26000 10.)10 211.70000 211.700 0.514) 0.9183 

0.4800000 0.482200 l.03000 0.99530 ID.32000 10.370 214.20000 214.200 0.5142 0.9185 
0.41110000 0.4SJ200 3,03600 0.99540 J0.39000 10.430 216.M>OOO 216.&00 0.5140 0.9116 
0.4820000 0,41.4200 ),04200 0.99SSO 10.45000 10.soo 219.50000 219.500 O.Sl39 0.9817 
0.4830000 0.485200 3.04900 0.99550 10.52000 JO.S70 222.20000 222.200 0.5137 0.9818 
0.4840000 0.4116200 J,05500 0.99560 10.59000 10.630 22.5.00000 lli.000 0.5136 0.9119 

0.4150000 0."487100 l.06100 0.99560 10.65000 J0.690 221.30000 228.300 0.513' 0.9890 
0.4160000 0.488100 3.06700 0.99S70 10.71000 10.760 2.)0.60000 230.600 O.Slll 0.9191 
0.4170000 0.489100 3.07300 0.99510 10.78000 10.830 233.50000 233.SOO O.Slll 0.9892 
0.4HOOOO 0.490100 3.07900 0.995&0 10.UOOO 10.900 ™·""""' 236.400 O.SIJO 0.9893 
0.4190000 0,491100 3.08600 0.99580 I0.82000 10.960 239.60000 239.600 0.5129 0.9195 

0.4900000 0.492000 3.09200 0.99590 10.99000 11.0lO 242.30000 242.300 0.5121 0.9196 
0.4910000 0.493000 3.09800 0,99590 11.05000 11.090 245.20000 24S.200 0.5126 0.9197 
0.4920000 0,494000 3.10400 0.99600 11.12000 11.160 241.30000 241.300 0.5125 0.9191 
0.4930000 0,495000 3.11000 0.99600 11.19000 Jl.:.?40 251.30000 251.300 O.Sl24 0.9199 
0.4940000 0.496000 3.11700 0.99610 11.26000 11.JIO 254.SOOOO 254.SOO 0.5122 0.9199 



VAWRES DE LAS FUNCIONES DEdlt., SEGUN WIEGEL 

dli., 
1 

d/L 
1 

2rd/L 
1 

lanh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2rd/L 2rd/L 21'd/L 

0.4950000 0.496900 3.12200 D.99610 11.32000 11.370 2.57.60000 157.600 0.5121 0.9900 
0.4960000 0.497900 J.12800 0.99620 11.40000 11.440 260.10000 260.800 0.5120 0.9901 
0.4970000 0.08900 3.13500 0.99620 11.47000 11.SJO 264.00000 264.000 0.5)19 0.9902 
o .. •980000 0.499900 l.14100 0.996)0 11.54000 11.590 267.30000 267.JOO O.SJll 0.9903 
0.4990000 0.500900 3.14700 0.99630 11.61000 11.uo 270.60000 270.600 0.5116 0.9904 

o.soooooo 0.501800 3.15300 0,996-4() ll.68000 11.120 274.00000 274.000 0.5115 0.9905 
Q.5010000 0.502100 l.15900 0,996-4() 11.75000 11.IOO 2n.soooo 2n.soo 0.!5114 0.9906 
Q.5020000 O.SOJSOO l.16600 0.996-40 11.13000 11.110 280.80000 280.SOO 0.5113 0.9907 
O.SOJOOOO 0.504800 l.17200 0.996SO 11.91000 ll.9SO 284.30000 2U.JOO o.rn2 0.9901 
O.S040000 o.sosaoo J.17800 0.99650 11.98000 12.020 217.90000 217.900 O.Sito 0.9909 

o.sosoooo 0.506700 3.ll-400 0.99660 12.0SOOO 12.090 291.40000 291.400 0.5109 0.9909 
0.5060000 o.sonoo J.19000 0.99660 12.12000 12.160 295.00000 295.000 0.5108 0,9910 
0.5070000 0.508700 3.19600 0.99670 12.20000 12.240 291.70000 298.700 O.Sl07 0.9911 
o.sosoooo 0.509700 l.20300 0.99670 12.2!000 12.320 302.40000 J-02.400 O.S106 0.9912 
0.5090000 0.510700 3.20900 0.99680 12.35000 12.390 306.20000 306.200 0.510S 0.9913 

0.5100000 O.SI 1700 1.21soo 0.99680 12.43000 12.470 310.00000 310.000 O.St04 0.9914 
0.5110000 0.512600 3.22100 0.996BO 12.SOOOO 12.540 JIJ.80000 313.BOO O.SIOl 0.9915 
0.5120000 O.SIJ600 J.22700 0.99690 12.5IOOO 12.620 317.70000 317.700 0.5102 0.991S 
Q.5130000 O.St4600 J.2.1300 0.99690 12.66000 12.700 321.70000 321.700 O.SJOI 0.9916 
o.s140000 0.515600 l.24000 0.99700 12.74000 12.110 325.70000 325.700 0.5100 0.9917 



V AWRES DE LAS ftlNCIONES DE d/L., SEGIJN WIEGEL 

d/I.,. 
1 

d/L 
1 

2'"1/L 
1 

tanh 

1 
senh 

1 
cosh 

1 
scnh 1 cosh l n 

1 
K., 

2'"1/L 21'<1/L 2nf/L 

o.s1sooao 0.516600 J.24600 0.99700 12.12000 12.&60 329.70000 329.700 0.50!11 0.9911 
0.5160000 o.517600 3.2!§200 0.99700 12.90000 12.940 )JJ.&0000 JJJ.SOO 0.5091 0.9919 
o.snoooo 0.518500 3.25800 0.99710 12.9IOOO 13.020 337.90000 337.900 0.5096 0.9919 
0.5180000 o.s19soo 3.26400 0.99710 13.06000 13.100 342.20000 J.42.200 o.s09S 0.9920 
0.5190000 0.520500 l.27000 0.99710 IJ.14000 JJ.JIO 346 • .aooo 346.400 0.5094 0.9921 

0.5200000 o.s21soo 1.2noo 0.99110 13.22000 13.260 350.70000 JS0.700 o.5091 0.9922 
0.5210000 0.522500 3.211300 0.99720 ll.31000 Jl.JSO 3$5.10000 355.100 O.S092 0.9923 
0.5220000 0.52l500 3.28900 0.99720 IJ.39000 IJ.430 359.60000 359.600 O.S-092 0.9924 
0.5230000 0.524400 3.29500 0.99730 13.47000 IJ,SJO 364.00000 364.000 0.5091 0.9924 
0.5240000 0.525400 3.30100 0.99730 IJ.55000 IJ.590 361.50000 361.500 0.5-090 0.9925 

0.5250000 0.526400 3.30!00 0.99730 13.64000 13.680 J7J.JOOOO 373.100 O.SOl9 0.9926 
0.5260000 0.527400 J.31400 0.99740 13.73000 1).760 1n.t0000 3n.soo o.son 0.9927 
0.5270000 o.528400 3.32000 0.99740 13.11000 ll.850 382..SOOOO 382 . .SOO o.son 0.9927 
0.5280000 0.529400 3.32600 0.997'40 13.90000 IJ.9'40 187.30000 387.JtO O.SOl6 0.9921 
0.5290000 0.510400 J.JJJOO 0.99750 IJ,9900() 14.020 392.20000 392.200 D.<ol< 0.9929 

0.5300000 0.531400 3.lJ900 0.997.SO 14.07000 14.100 397.00000 397.000 º·'°'"' 0.99)0 
0.5110000 0.532300 3.34500 0.99750 14.16000 14.190 "'2.00000 "°1.000 O.SOl3 0.9931 
0.5320000 0.5JJJOO 3.35100 0.99760 14.25000 J4.2IO <06.90000 ..... 900 0.5012 0.9931 
0.5330000 0.53000 l.35700 0.99760 14.JM)()() 14.370 412.00000 .fJ2.000 O.SOl2 0.9932 
0.5).40000 O.SlSJOO J.36300 0.99760 14.43000 14.460 417.20000 <417.200 O.SOll 0.9933 



VALORFS DE !.AS ruNCIONES DE di'-., SEGUN WIEGEL 

dilo dlL 2nl/L lanh scnh cosh scnh cosh n K, 
2Td/L 2nl/L 2nl/L 

O,SJSOOOO O.SJ6JOO 3.)7000 0.99760 14.52000 14.llO 422.40000 422.400 O.SOIO 0.993) 
0.!)60000 O.!J7JOO ).37600 o.99no 14.61000 J<f.640 427.70000 427.100 0.$079 0.9934 
0.5370000 O.SJUOO J.31200 0.99770 14.70000 J4.7JO 4)).10000 433,100 o.son 0.9935 
O.SJ80000 0 . .539)00 J.311100 0.99770 1•.19000 J<l.120 4Jl.SOOOO 438.SOO o.son 0.9935 
0.5390000 0.540200 3.39<400 0.99770 14.UOOO 14.910 444.00000 444.000 0.5077 0.99J6 

D.S-400000 o . .s .. 1200 J.40100 0.997&0 14.97000 JS.010 449.SOOOO 449,SOO 0.5076 0.9936 
0.5410000 0 . .542200 J,40700 0.99780 IS.07000 U.IDO 4.SS.10000 4SS.IOO 0.507.S 0.99)7 
0.5420000 o.s.0200 3.41300 0.997&0 IS.16000 IS.190 '460.70000 460.700 0.5074 0.9931 
0 • .5430000 0.544200 J.41900 0,99190 IS.2SOOG JS.290 466.40000 ....... 0.5073 0.9931 
0,5440000 O.S.45200 l.42600 0,99790 U.35000 tS.JIO .. n.20000 472.200 O.S07J 0.9939 

O.So4SOOOO 0 • .546100 3.43200 0.99190 l!i.-45000 U.'410 471.10000 471.100 o.son 0.9940 
0.5460000 0.547100 J.43!00 0,99790 IS,.54000 l!i.SSO 04.JOOOO 414.JOO 0.$071 0.9941 
O.S470000 0.541100 J.44400 0.99800 IS,64000 IS.670 490.30000 .. 90.)00 0.5070 0.9941 
0.5480000 ().549100 J . .CSOOO 0.99800 IS.74000 u.no 496.)0000 496.<ql 0.5070 0.9942 
0.5490000 o.ssoroo J.4S600 0.99800 IS.UOOO U.170 S02.S<IOOO m.m 0.5069 o.~z 

o.ssooooo O.SSI 100 l.46300 0,99800 IS.94000 U.970 S08.70000 S08.100 0.5061 0.99<42 
0.5510000 0.552100 l.46900 0.99810 16.04-000 16.070 SIJ.00000 515,000 O.S067 0.9942 
0.5520000 0.553100 l.47SOO 0.99110 16.14000 16.170 521.60000 521.600 O.S067 0.99<43 
0.5SJOOOO 0.55"4100 3.41100 0.99110 16.2400G 16.270 521.10000 521.100 0.5066 0.9944 
0.5540000 0.555100 3.41800 0.99110 16.34000 16.370 S:M.IOOOO 534.SOO 0.5065 0.994-4 

N 

l:: 



VALORES DE LAS FUNCIONES DE di~, SEGUN WIEGEL 

dilo 
1 

d/L 
1 

2nl/L 
1 

tanh 
1 

scnh 
1 

cosh 

1 
scnh 

1 
cosh 

1 
n 

1 
K, 

2nl!L 2nl/L 2nl/L 

o.sssoooo 0.556000 3.49400 0.99120 16.440CIO 16.470 S4J.40000 541.400 O.S065 0.9945 
0.5560000 0.557000 l.SOOOO D.99820 16.S4000 16.570 5411.10000 S-48.100 0,506( 0.9945 
0.5570000 0.558000 l.50600 0.99820 16.65000 16.6&0 SS-4.90000 554.900 0.5063 0.99% 
0.5580000 0.559000 l.51200 0.99820 16.7SOOO 16.7&0 562.00000 562.000 O.S06J 0.99•7 
0.5590000 0.560000 l.51900 D.99820 16.ISOOO 16.880 569.10000 569.100 0.5062 0.9947 

O.S600000 0 . .561000 3.52500 0.99830 16.96000 16.990 576.10000 576.100 0.5061 0.9947 
O.S6JOOOO 0.562000 l.!13100 0.99130 17.06000 17.090 SIJ.30000 Sll.JOO O.S06J 0.9941 
0.5620000 0.563000 l.Sl700 0.99830 17.17000 17.200 590.70000 590.700 O.S060 0.9949 
0.56)0000 0.564000 l.S-4300 D.99830 17.lllOOO 17.JIO 598.00000 591.000 O.SOS9 0.9949 

º·™"""" 0.564900 3.55000 0.99140 17.JSOOO 17.410 60<.00000 60<.000 O,SOS9 0.9950 

O.S6SOOOO 0.565900 l . .55600 0.998-40 17.49000 17.520 613.20000 613.200 o.sosa 0.9950 
O.S66QOOO 0.566900 l.S6200 0.9914() 17.60000 17.6JO 620.80000 620.800 O.SOS? 0.99Sl 
0.S670000 O.S67900 3.S6SOO 0.99&40 17.71000 17.740 628.SOOOO 621.SOO O,SOS7 0.99SI 
O.S6IOOOG O.S61900 J.S7SOO 0.99&40 17.12000 17.ISO 636.40000 636.400 0.50<6 0.9952 
0.5690000 0.569900 3.51100 0.991SO 17.94000 17.970 644.30000 ..... .300 0.50<6 0.99S2 .. 
0,5700000 O.S70900 3.58700 0.99&50 11.05000 ti.OSO 652.40000 652.'00 o.soss 0.99SJ 
0.5710000 0.571900 J.S9JOO 0.991SO 18.16000 11.190 660.SOOOO 660,>00 0,"'54 0.99S3 
0.5720000 0.572900 J.60000 0.991SO 11.28000 11.310 661.80000 661.IOO 0.50S4 0.9954 
O.S7J-0000 O.S73SOO J.60600 0.99!SO 11.39000 11.420 677.20000 677.200 O.SOSJ 0.9954 
0.5740000 o.nuoo l.61200 0.991SO l!.SOOOO 11.SJO 61S.60000 61S."600 o.son 0.99SS 



VALORES DE LAS F1JNCIONES DE dilo, SEGUN WIEGEL 

d/L. 
1 

d/L 
1 

2nl/L 
1 

tanh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

senh 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
2nl/L 21rd/L 2nl/L . 

O.S7SOOOO 0.57SIOO J.6llOO 0.99160 11.62000 11.640 694.30000 694.300 0.5052 0.99SS 
0.5760000 0.576100 J.62400 D.99160 11.73000 18.760 701.20000 701.200 0.50>2 0.99S6 
o.snoooo 0.577100 ).61000 0.99860 11.ISOOO 11.llO 711.90000 711.900 o.sost 0,99S6 
0.5710000 0.571800 l.63700 0.991160 18.97000 19.000 720.10000 720.IOO 0.5051 0.9957 
0.5190000 0.579100 J.64300 0.99860 19.09000 19.120 729.90000 729.900 o.soso 0,9957 

0.SJOOOOO o.noaoo 3.64900 0.99170 )9.21000 19.240 719.00000 739.000 O.S049 Q.9957 
0.!5110000 O.SlllOO 3.65600 0.99170 19.JJOOO 19.360 741.10000 748.100 0.5049 0.9955 
0.5120000 0.582800 J,66200 0.99170 19.45000 19.480 7S7.SOOOO 757.SOO 0.>04& 0.9951 
0.5130000 O.Sll800 J.66IOO 0.99170 19.58000 19.600 767.00000 767.000 O.S041 0.9959 
O.Sl40000 0.511000 J.67<IOO 0.991170 19.70000 19.730 776,70000 776.700 0.5047 Q.9959 

0.5150000 0.585800 J,68000 0.99870 19.81000 19.MO 7&6.50000 716.SOO 0.5047 0.9960 
0.5860000 0.516700 3.61600 0.991170 19.9"4000 19.960 796.40000 7%.400 0.5046 ...... 
0.5170000 o.sanoo l.69)00 0.99810 20.06000 20.090 1106.50000 806.SOO 0.5046 o.9960 
0.5880000 0.581700 J.69900 0.99880 20.19000 20.210 116.50000 116,~00 O.S<MS Q.9961 
0.5190000 0.519700 J.70500 0.998!0 20.32000 20.3-40 826.70000 826.700 0.5045 0.9961 

0.5900000 0.590700 J.71200 0.99880 20.45000 20.•70 1)7.10000 117.100 0.5044 0.9962 
0.5910000 0.591700 J.71800 0.99!80 20.57000 20.600 847.60000 147.600 0.5044 0.9962 
0.5920000 0.592700 1.n400 0.998&0 20.70000 20.730 ISll.20000 8!51.200 O.S04l 0.9963 
0,5930000 0.591700 J.73000 0.99890 20.83000 20.860 168.90000 168.900 0.5043 0.996] 
0.5940000 0.594700 J.73700 0.99890 20.97000 20.990 879.IOOOO 179.800 0.5043 Q.996) 



VAWRES DE LAS FUNCIONES DE d/L., SEGUN WIEGEL 

d/I.,, 
1 

d/L 
1 

2rd/L 
1 

lanh 

1 
scnh 

1 
cosh 

1 
senil 

1 
cosh 

1 
n 

1 
K, 

2rd/L 2rd/L 2rd/L 

0.5950000 0.595100 l.7000 0.99890 21.10000 21.120 890.80000 190.IOO O.So.t2 0.9964 
0.5960000 0.596700 J.74900 0.99890 21.23000 2J.2SO 901.90000 901.900 o.soez 0.9964 
0.5970000 o.s9noa J.7SSOO 0.99890 21.35000 21.370 911.40000 913.400 0.5041 ...... 
0.5980000 0.591700 J.76100 0.99890 21.49000 21.510 925.00000 925.000 0.5041 0.9965 
0.5990000 0.599600 J.76700 0.99890 21.62000 21.640 916.SOOOO 916.500 0.5040 0.9965 

0.6000000 0.600600 3.TI400 0.99900 21.76000 21.780 948.10000 948.100 0.5040 0.9965 
0.6100000 0,610600 l.11600 0.99910 23.17000 23.190 1.0740000 1.07400 o.5036 0.9969 
0,6200000 0,620500 3.'9900 0.99'920 24.66000 24.6!0 1.2170000 1.21700 0.5032 o.99n 
0.6100000 0.610SOO l.96100 0.99930 26.25000 26.270 1.3190000 131900 0.5029 0.9915 
0.6400000 0.640400 4.02400 Q.99940 11.95000 27.970 1.5270000 1.52700 0.5026 o.99n 

0.6500000 0.650400 •.03600 0.99940 29.75000 29.no 1.7710000 1.77100 0.>023 0.9980 
0.6600000 0.660300 4.14900 0.99950 31.68000 31.690 2.00IOOOO 2.00&00 0.5021 0.9982 
0.6700000 0.670JOO 4.21200 o.'>9%0 Jl.73000 33.740 2.27SOOOO 2.27~ O.SOl9 0.99!3 
0.6!00000 0.610l00 4.27400 o.'>9%0 3S.9000Q lS.920 2.'790000 2.57900 0.5017 0.998S 
0.6900000 0.690200 4.33700 0.99970 3!.23000 38,240 2.92J<>l00 2.91100 O.SOIS 0.99!7 

0.7000000 0.100200 4.40000 0.99970 40.71000 40.720 3.31.0000 3.31400 0.5013 0.9911 
0.7100000 0.110200 4.46200 0.99970 43.34000 43.JSO 3.7S70000 l.$7500 0.5012 0.99119 
0.7200000 0.120200 4.ruoll o.m-ao 46.14000 46.150 4.2.SSOOOO 4.251()() 0.5011 o.9990 
0.7300000 o.730200 4 • .58800 0.99980 49.13000 49.140 4.8280000 4.82800 O.SOJO 0.9991 
0.7~ 0.140100 4.6SOOO o.mao 52.3!000 52.320 5.4730000 5,47)()0 0.5009 0.9992 



VAWRES DE LAS FUNCIONES DE dilo, SEG\JN WIEGEL 

d/L. 
1 

d/L 
1 

2ird/L 
1 

tanh 
1 

scnh 
1 

cosh 
1 

scnh · 
1 

cosh 
1 

n 
1 

K, 
• 2-rd/L 2nl/L 2rd!L 

0.7500000 0.750100 4.71300 o.mao SS.70000 SS.710 6.2040000 6.10<00 o.soco 0.9991 
0.7600000 0.760100 4.77600 0.99990 59.30000 59.310 7.0340000 7.03400 0.5001 0.9994 
0.7700000 o.no100 4.IJ900 0.99990 63.ISOOO 6].160 7.9760000 7.97600 o.S006 0.9995 
0.7IOOOOO 0.780100 4.90200 0.99990 67.24000 67.2.SO 9.0420000 9.04200 0.$00> 0.9996 
0.7900000 0.790100 4.96400 0.99990 71.60000 71.600 ID.250000 10.lSOO 0.500S • 0.9996 

0.1000000 0.100100 S.02700 0.99990 76.2.000 76.240 11.620000 11.6200 º·'°°' 0.9996 
0.1100000 0.110100 S.09000 0.99990 11.19000 11.190 ll.110000 IJ.JIOO º·'°°' 0.9996 
0.1200000 0.120100 S.ISlOO 0.99990 86.«000 86.440 14.940000 J4.9<t()O o.soro 0.9997 
0.1300000 0.8]0100 S.21500 0.99990 92.05000 92.0SO 17.340000 17.3400 O.SOQJ 0.9997 
0.MOOOOO 0.8'0000 S.27!00 1.00000 91.01000 91.010 19.210000 19.2100 O.SOOJ 0.9997 

o.asooooo 0.150000 S.34100 1.00000 JQ.4,4000 104.40 21.780000 21.1100 o.soo:z 0.9991 
0.8600000 O.l60000 S.40400 1.00000 111.1000 111.10 24,690000 24.6WO O.S002 0.9991 
0.1100000 0.870000 S."6700 1.00000 111.3000 111.30 21.000000 21.olloo o.soo:z 0.9991 
0.1800000 0.180000 5.52900 1.00000 126.0000 126.00 31.750000 ll.7SOO 0.5001 0.9991 
0.1900000 Q.190000 S.59200 1.00000 114.2000 ll4.20 36.000000 36.0000 o.soo:z 0.9991 

0.9000000 o.900000 S.65500 1.00000 142.9000 142.00 40.110000 40.8100 0 . .5001 0.9999 
0.9100000 0.910000 S.71800 1.00000 152.1000 152.10 46.210000 46.2100 0.5001 0.9999 
0.9200000 0.920000 S.711100 1.00000 162.0000 162.10 52.470000 S2.4700 o.soot 0.9999 
0.9300000 0.930000 S.84400 1.00000 1n.sooo 172.SO 59.500000 59.5000 O.SOOI 0.9999 
0.9~ 0.940000 S.90600 1.00000 JIJ.7000 JU.70 67.470000 67.4700 0.5009 0.9999 



VALORES DE LAS FUNCIONES DE d/L,,, SEGUN WIEGEL 

d/l,, d/L 2nl/L tanh senh cosh scnh cosh K, 
hd/L 2nl/L 2nl/L 

0.9500000 0.950000 S.69600 1.00000 195.6000 195.60 76.490000 76.4900 o.SOOI 0.9999 
0.9600000 0.960000 6.01200 1.00000 201.sooo 20l.SO 86.740000 86.7400 0.$001 0.9999 
0.9700000 0.970000 6,09500 1.00000 222.sooo 212.80 91.lj()()OO 91.lSOO O.SOOI 0.9999 
0.9800000 0.980000 6.IS!OO 1.00000 236.1000 236.10 111.50000 111.500 o.soot 0.9999 
0.9900000 0.990000 6.22000 1.00000 251.4000 2Sl.40 126.50000 126.500 Q.>000 1.0000 

1.0000000 1.000000 6.21300 1.00000 267.7000 267.70 143.<40000 143.400 o.sooo 1.0000 
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