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INTRODUCCION

" Durante muchos aiios la teorin Newtoniana de la gravitacidn se mantuvo como el modelo més perfecto
de una interaccion fisica, Dade que Newton le propuso en el siglo XV1I, ha sido usada muchas veces por
ititud de cientificos que han obtenido resultados muy satisfactorios con ella; como un ejemplo
podemos citar la prediccidn de la existencia de planctas como Urano y Neptuno.
Por mis de trescientos afios el modelo gmvuaclonu\ dc Newton recogid triunfos al explicar con gra.n
ién la dnica celeste y predecir 1a ia de cuerpos de los que no s¢ tenia noticia. Sin embargo a
ﬁnalw del siglo XIX, con ayuda de ap mucho mas preci a aparecer pequefias inconsis-
tencias entre las observaciones y los prondsticos basados en la teoria. Se hablan encontrado ciertoa “efectos
finos” de la gravitacion que no coincidian con la teoria de Newton y ni siquiera podian ser explicados. Por
ejemplo, sc habia observado que la érbita de Mercurio no formaba una curva cerrada, una elipse como lo
predice Ia teoria de Newton. Cada que Mercurio pleta una vucita alrededor del Sol no llega al mismo
lugar del que partid, sino que sc adelanta un poco cada vez, (42 segundos de arco cada aiio}).

Este problema fue resuelto por el fisico aleman Albert Einstein, quien propuso una nueva teorfa de Ia
gravitacién que fue capaz de explicar los efectos finos observados y predecir algunos otros. Esta teoria recibe
el nombre de TEOR!A GENERAL DE LA RELATIVIDAD y se trata de una teoria completa con 1a que se
puede predeci ionall objetos astrofisicos como Ci , Pulsares y Hoyos Negros y que contiene
como un caso especial a 1a teor{a Newtoniana.

La investigacidn del campo gravitacional generado por una distribucién de materia® es muy importante
debido a que 1a interaccidn gravitacional es fundamental en el estudio de la nstronomia y Ia astrofisica. Las
fuentes astrondmicas son usualmente cuerpos rotando con una distribucién de masa que carece de simetria
esfé 'cn, pero que mantiene simetria axial. Para el estudio del campo gravitacional generado por estas
di i de materia h. uso de las i que proporci la relatividad general y que son
! d i de Einstein. La solucién de cstas ecuaciones {en el vacio) nos describe
el campo gravitacional exterior generado por los objetos astrénomicos, ademas de darnos informacién de las
propidades de la materia como presién,densidad,etc.

El propésito de este trabajo es presentar una revision lo mas completa posible, de las saluciones exactas
a las ecuaciones de Einstein que nos permiten describir de forma completa el campo gravitacional gencrado
por distribuciones de materia fisicamente realistas (objetos astrofisi ). Estas soluci pertenccen a la
clase de soluciones estiticas, estacionarias y que mantienen simetria axial.

* Nos referiremos n esta distribucidn como Ia fuente gravitatoria
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El trabajo esta dividido en cuatro capitulos. En el primero de ellos se presenta una revision de los
conceptos fundamentales de la teoria Newtoniana y de Teoria General de la Relatividad. En el segundo
se estudia el tipo de soluciones que permiten describir ¢l campo gravitacional exterior a distribuciones de
materia estacionarias, estaticas y con simetria axial. Se presenta el clemento de linea general, se discute
algunas téenicas de generacion de soluciones y para la investigacion del significado fisico de las soluciones
se estudian los motnentos multipolares, En el capitulo tercero se estudia la posible solucion interior para
fuentes estacionarias axisimétricas. Por tltimo, en el cuarto capitulo se estudian las condiciones de unién
entre dos métsicas {Exterior e Interior, Capitulos Il y III) para generar una solucié 1
de la descripcién del campo gravitacional generado por una distribucién de materia.

a al probl




CONCEPTOS GENERALES

1.1 Resumen

La fuerza gravitacional es 1a que mantienc unido al Universo. Gracias a ella, un planeta o una estrella
mantiene unidas sus partes y los planetas giran alrededor del 50l sin escaparse. Si llegara a desaparecer la
fuerza de gravedad, la Tierra se despedazaria, el Sol y todas las estrelias se diluirian en el espacio césmico
y s6lo quedarfa materia uniformemente distribuida por todo el Universo. Afortunadamente, la gravedad ha
permanecido inmutable desde que se formé el Universo y es una propiedad inherente de la materia misma.
En este capitulo nos proponemos revisar de mancra general los conceptos fundamentales de la teorfa de la
gravitacion, desde sus inicios (Newton(1687)) hasta Ia teotia general de la relatividad {Einstein{1915)).

1.2 Teoria Newtoninana de la Gravitacién

Con Newton nace la ciencia moderna, es decir, la unién de 1a fisica celeste con 1a fisica terrestre. Antes
de Newton, nadie habia sospechado que la gravitacién era un fenémeno inherente a todos los cuerpos del
Universo. La gravitacion se interpretaba como la tendencia de los cuerpos a ocupar su "lugar natural” que
era el centro de la Tierra, La Tierra era el centro del Universo, alrededor del cual giraban los cuerpos celestes.

Antes que Newton muchos hombres de ciencia trabajaron para poder dar una explicacién al movimiento
de los astros, Copérnico cn el siglo XVI propuso un sistema heliocéntrico segiin el cual los planetas incluyendo
a la*Tierra giran alrededor del Sal. El modelo describia el movimiento de los astros con aceptable precisién,
pero no esplicaba el i resy ble de esos utilizando su telescopio Galileo descubrié
cuAtro pequeiios astros que giraban alrededor de Jiipiter esto lo convencio de que la Tierra no era el centro
del Universo. y dio evidencia de 1a validez del sistema de Copérnico.

Kepler, contemporineo de Galileo, descubrié que los planetas no se mueven en circulos sitio en trayec-
torias clipticas y que ese movimiento no es arbitrario ya que exislen ciertas relaciones entre los periodos
de revolucion de los Planctas y sus distancias al Sol. Kepler plasmé estas relaciones en tres leyes. Una
regularidad en el movimiento de los planetas sugrria Ja existencia de un fenémeno universal subyacente. El
mismo Kepler sospechd que ¢l Sol es el responsable de ese fenémeno pero no llego a elaborar ninguna teoria
que lo explicara.

Robert Hooke fue yuien mas se acerco a una teoria de gravitacion, este cientifico inglés contemporaneo
de Newton. en 1674 habia escrito:

... todos los cuerpos cclestes ejercen una alraccién o poder gravitacional hacia sus cenfros, por lo que
alracn no sdlo sus propias paries, y evilan que se escapen de ellos, como vemos que lo hace la Ticrra, sino
tambicn atraen a todos los cuerpos celestes que se ¢ncuentran dentro de sus esferus de actividad.}

t Cuado par A Koyré. en Nowtoman Studies, University of Chicage Preas{1965)
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Sin esa atraccidn, prosigue Hlooke, los cuerpos celestes se moverian en linea recta, pero cse poder grav-
itacional curva su trayectoria y los forza a moverse en circulos, elipses o alguna otra curva. Sin embargo su
descripcidn fue puramente cualitativa y del plantcamiento de Hooke a un sistema del mundo bien fundamen-
tado ¥ matematicamente riguroso , existe un gran abismo, abismo que fue librado por Newton,

En teoria Newtoniana de gravitacion un pedazo de malena suficientemente pcqucna atrae a otro pedazo
de materia suficientemente pequeiia con una fuerza que es il P i al drado de la dis-
tancia que separa a las dos piezas y proporcional al producto de sus masas, Ln constante de proporcionalidad
es G, llamada constante gravitacional de Newton. De la ley del inverso al cuadrado uno deduce que el campo
gravitacional de una distribucién de masa estd completamente descrito por una tnica funcion ¢, funcién de
{a posicién y posiblemente del tiempo, que satisface la ecuacién

I0(£,1) = —4xp(£.1) [1.21]

donde 7? es el operador Laplaciano; 1a ecuacidn [1.2.1] es la ecuacién de Poisson, donde p es 1a densidad de
masa. En el espacio vacid, ¢ satisface 1a ecuacién de Laplace

?e=0 [1.2.2)

la funcién @ es Il da el ial gravitacional y su significado fisico es ¢l siguiente. Una partfcula de
masa m ubicada en un campo gravitacional en el punto (x,y,z), experimenta una fuerza que esta dada por

F=mvy@® {1.2.3)

ala ién (1.2.1] en denadas cartesi esta dada por

ey = o'y 2 ) da'dy'ds’
°<”V"’[)_/[(:—x')7 =y + ()

{1.2.4)

donde la integracidn ¢s sobre toda 1a regidn en 1a cual p és diferente de cero.

La integral [1.2.4] es usualmente dificil de resolver, por tanto, es necesario utilizar alguna simplificacién
que nos permita tener menos dificultad para encontrar el potencial ®. Estas simplificaciones suceden espe-
cialmente cuando existen situaciones que involucran simetrias,



1.3 EIl Principio de Equivalencia

El principio de equivalencia descansa en la igualdad entre la masa gravitacional y la masa inercial
demostrada por Galileo, Huygens, Newton, Bessel. Einstein se dié cuenta de que consccuentemente, no se
podia detectar Ja presencia de cualquier campo gravitacional externo que fuera estatico y homogéneo desde ¢l
interior de un elevador en caida libte, ya que todos los abjetos en el elevador, observador y elevador incluidos
, estarfan acclerados de 1a misma manera.

Considetemos un sistema de N particulas que se mueven a velocidades no relativistas bajo Ja influencia
de ciertas fuctzas F(Fyy — ), fuerzas que solo dependen de la separacién entre particulas y bajo la influencia
de un campo gravitacional externo §. Las N ecuaciones de movimiento son

&% " Y
my d::’ =myG+ Y Fliv — Ful [13.1)
M
realicemos la transformacion

para obtener
_d_:_ Ao l"l” — - £l#, l'l" = 1"1"
my g | g —mng+§ NF ST T 59
=
&, . . .
mN'BT,‘,‘i +myf= "'N!l'*‘;FI?N - ]

Es decir el campo gravitacional se cancela por una fuerza no-inercial. Por lo tanto el observador en el
sistema no primado (7,t) y ¢l observador primado en caida libre (¥,1’) no detectardn diferencia alguna en
las leyes de la mecanica, la tinica dilerencia sera que el observador no primado dird que siente un campo
gravitacional mientras que cl observador primado dira que no lo siente.

Si g depende de o de t, es decir que fuera inhomogeneo o no estacionario, no se hubicra podido eliminar
mediante 1a introduccién de una fuérza no-inercial. Por ejemplo: 1a Tierra esta en caida libre alrededor del
Sol y aiin cuando pricticamente no sentimos ¢l campo gravitacional solar, 1a p fiisima inh. idad
en dicho campo(! parte en 6000 entre medio dia y media noche) es suficiente para originar 1as impresionantes
mareas en los océanos. Atin en ¢l clevador en caida libre podriamas en principio, detectar el campo terrestre,
pues los objetos caerian radialmente hacia el centro de 1a Tierra y se irian aproximando entre si a medida
que el elevador descendiése.

Atin cuando las fuerzas no-inerciales no cancelan exactamente la fuerza gravitacional cuando el campo
es inhomogenco o dependiente del tiempo, podemos esperar una cancelacién aproximada si nos restringimos
a una region del espacio tiempo lo suficiente pequefia como para considerar coustante ¢l campo dentro de
ella,

Por lo anterior ¢l Principio de Equivalencia puede enunciarse de la signiente manera:

Para cada punto del espacio tiempo en presencia de un campo gravilacional arbitrario ¢s posible es-
coger un sistema de coordenadas localmente inercial, tal que, dentro de una region suficientemente pequeria
alrededor del punto, las leyes de la naturalcza tienen la misma forma que en los sistemas de coordenadas
cartesianos no acelerados en avsencia de gravitacidn.



Al hablar de mantener la forma de las leyes de la naturaleza en los si de coordenadas car
nos referimos a la forma que tienen las leyes de 1a naturaleza en relatividad especial:

d?z°

r=mII {1.3.20]
5?;!""’ =-J9, <°"‘8—i,r,, =0; {1.3.28)
blzsj‘ﬂﬂ(;) =0 [1.3.2¢)
o r,-%’ [1.3.2d)

a B oy & =01, 2.3

Estas leyes son respectivamente la fuerza, las ecuaciones de Maxwell, Ia conservacion de la energla y la
fucrza elect gnética; y la dicidn de sufici pequeiio se refiere a lo necesario para que el
campo gravitacional sea satisfactoriamente constante dentro de Ja region.




1.4 Relatividad General

Los fund ales y las ¢ ias mis importantes de 1a teorin General de la Relatividad

son revisados de una forma breve en las siguientes piginas.

La relatividad general estd formulada en una variedad t 4-dimensional Riemanniana { en la cual los
puntos son etiquetados en general por un sistema de coordenadas no inercial A# = (A°, A}, A2, A%) y sujetas
a la convencion

A4B, = ABy + A' By + A8, + AB, [1.4.1]
5=0,1,2,3
1 d 16n de suma de Einstein.* Para cubrir todo el espacio tiempo utilizamos tres dimensiones
espaciales y una temporal. En muchas ocasiones necesitamos pasar de un sistema de coordenadas del espacio
tiempo z# a otro sistema z'#. A este tipo de tranaf se les llama t { de Lorentz y
estdn dadas por
' = £ (z") f1.4.2)
y la invariancia del clemento de linea, ds? = p,, dz* dz* implica
az"‘ 82“’ N
9z° Dz Quv = Tl::p [1'4'3]
'donde
-1 000
0 100
w={o 570 [44)
0 001
es el Wlamado tensor de Minkowski. En el espacio tiempo podemos definir tetr Aty B, 1l d
p tet iante y tetravector covariante, loe que se transforman de 1a siguiente
manera
ax'#
"o v
A= Bev A {1.4.5a0]
dz”
Bu=5o B [1.4.56)
yt por cjemplo AY,, que se £ como
oz Bz’ Bz
AR =G G 3 AR [14.6]

de 1a misma forma se transl de rango superiory

§ - Variednd es un espacio curvo que localmente se ve como euclidiano.
1 Variedad Ri iana es une variedad di iable con métrica.

* findices repetidos arriba y abajo se suman.
94 Ei ndmero de indices s ¢l rango el tensor



La informacidn del campo gravitacional esta contenida en un tensor covariante de segundo rango llamado
TENSOR METRICO, denotado por g,., que es la generalizacién del tensor de Minkowski. Este tensor
determina el intervalo espacio-temporal ds? de eventas o puntos separados por una distancia infinitesimal
z# y x# 4dz* de |a siguiente forma:

ds? = g, dz* dz*, Yuv = 9vu [1.4.7)

El tensor contravariante correspondiente a g,, es g** y es definido por

Jur 9 =8} [1.4.8)
donde’ L sia
A siA=v
= { s e (14.9]
es la delta de Kronecker. Los {ndices en los pueden biar de contravari ac

utilizando e! tensor métrico de la siguiente manera:

A* = ger 4, [1.4.10a]
Au = guw. & [1.4.108]
En este espacio una g lizacin de la dife iacién parcial ordinaria. Esta lizacid
es la llamada dife iacid i y se denota por un punto y coma. Aplicada a vectores covariantes y
contravariantes sc define como
84*
A=+ rs A* [1.4.11a]
a4
Aup = -0:5 — I} A [1.4.110)
donde I'}, son los llamados simbolos de Christoffel; ellos tienen I propiedad I'), =TI}, y estan dados en
términos del tensor métrico de la siguiente forma:
1
Fia = 59" (gora + Jars = urse) [14.12}
donde la coma indica diferenciacién parcial con respecto a la variable correspondi Estos sfmbol
serian el andlogo a la fuerza en la teoria Newtoni Los simbolos de Christoffel asi definidos traen como
que la derivada covari del tensor métrico sea cero
Guir =0 {1.4.13q)
[1.4.138]
En una transformacién de coordenadas de # @ z'# los simbolosde Christoffel se t T como sigue
9x'# 8z° D7 8%® '
s = r:,+mb—; {1.4.14)

YA T dre dr'v Oz
de donde observamos que I'¥, no es un tensor pues o se transforma como tal. Con los simbolos de Christoffel
podernos definir un nuevo tensor de la forma siguiente:

Rppa =T =Cpa+ T, s =TouT5, {1.4.15)
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Este tensor es el llamado tensor de Riemann, y tiene Ias siguientes propiedades de simetria:

Royvs = —Ruoua = =Roprn (1.4.16]
Royvs = Rurou 1417
Ropva+ Roapw + Rovap =0 {1.4.18)
y satisface la identidad
Rivnpt Ripur + Riapp =0 {1.4.19]

flamada identidad de Bianchi. Con estas propiedades podemos formar un nuevo tensor R,,:

Ruv =9 Rayer

= RS {1.4.20)
llamado tensor de Ricci, con el cual podemos construir el escalar de curvatura (R )
R=g""R,. (1.4.21]
‘Tomando la {dentidad de Bianchi con todos los indices covariantes
Raywrip + Rappvia + Royrpy =0 11.4.22]
multiplicando a ambos Iados de la igualdad por g°* g#* y contrayendo tenemos
9% Ruvip 497 Ropr+9* Ryupo =0 [1.4.23)
En base a las propiedades de si ia, cata i6n toma la forms.
9 Ruup— 9" Rupy —9°* Roppn =0 {1.4.24)

Utilizando la definicién de escalar de curvatuta y cambiando v por A (sc puede hacer porque son indices
mudos) resulta:
R,-RS,— R}, =0
T e T e [1.4.25)
R, —-2R;, =0
que se puede poner en la forma 1
(R, ~3 9 R)*=0 {1.4.26]

donde el tensor que se encuentra entre paréntesis se lama tensor de Einstein.



1.5 Ecuaciones de Campo de Einstein

Los camipos gravitacionales transportan energia ¥ momento por lo, que a diferencia de los campos
clectromagnéticos que no transportan carga , deben de contribuir a su propia fuente, es decir, las ecuaciones
de campo gravitacional son ecuaciones diferenciales parciales no lineales, donde la no lincalidad representa
el efecto de la gravitacién sobre si misma.

Utilicemos el principio de equivalencia. En todo punto r en un campo gravitacional arbitrariamente
intenso, podemos definir un sistema de coordenadas localmente inercial, tal que

9aa(z) = 1as, y [Ogg_g‘('x_)‘ =0 (1.5.1)
X x=r

De manera que para cualquier x cercana a r, el tensor métrico gap puede diferir de 1705 s6lo mediante
términos cuadraticos en (x ~ 7). En este sistema de coordenadas cl campo gravitacional es débil alrededor
de 1y podemnos esperar que e campo se pueda describir medi i dife iales parciales que sean
lineales. Una vez que sc tienen estas ecuaciones de campo débil, pod encontrar las i de campo
generales, invirtiendo las transfc das que volvid débil el campo.

En un campo estatico débit producido por una densidad de masa no telativista p, La componente (0 0)
del tensor métrico esta dada, de manera aproximada por

ion de coord:

Soo = —(1+2¢)

donde @ es e} potencial N i d: inado por la i6n de Poisson
70 = 4xGp
en donde G denota la constante de gravitacién uni 1. Ademds, la densidad de energfa Too para matetia
no r_eln'.ivisln es igual a su densidad de masa
Too=p
combinando las dos iltimas ecuaciones, tenemos
V900 = —8xGToo {1.5.2]

una ecuacidn que es vilida para campos estiticos débiles generades por materia no relativista y que ni
siquiera es invariante de Lorenz. Sin embargo, nos conduce a pensar que las ecuaciones de campo débil para
una distribucién general de energia y momento  Tos son de la forma

Gap = =82xGT,p

donde  Gos es una combinacidn lineal de la mélrica y sus primeras y segundas derivadas(2]. Utilizando
el principio de equivalencia sabemos que las ecuaciones que gobiernan campos gravitacionales de intensidad
atbitraria deben ser de la forma

Guv = —83GT, {1.5.3)

donde G ., es un tensor que sc reduce a Gap en el caso de campos débiles.

En general habra una vatiedad de tensores G, que se puedan formar a partir del tensor métrico y sus
derivadas y que se reducen en ef limite dc un campe débil a un Gap dado

Revisemos qué informacion tenemos alrededor de 1a ecuacién [1.5.3)
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(i) Por definicién G,, es un tensor i

(3i) Por suposicién G, iste 1ini e de términos con N=2 derivadas de Ia métrica, es decir,
G, contiene wnicaiente términos que son lineales en las segundas derivadas o cuadrdticos en las primeras
derivadas de 1a métrica.

(iii} Como T, es simétrico entonces G, también lo es.

{iv) Como T, se conserva {T*",, = Q) también G, se conserva:

", =0 [15.4)

(v) Para un campo débil estacionario producido por materia no relativista, la componente {00) de [1.5.3)
se debe reducir a {1.5.2], es decir, en dicho limite

Goo = Vguo : {1.5.5}

Y como se puede demostra solo existe un tensor que cumple con los requerimientos (i), (ii}, (iil) y (iv)
y es el tensor de Einstein.

1
G = Ry = Jom R [1.5.6)
y junto con [1.5.3] nos da las ccuaciones de eampo de Einstein
1
Ry, - iguyR = ~8xGTyy {1.5.7}
Si ampli 1a suposicidn (i) y permiti que Gy térmi; con menos de dos derivadas de

Ia metn:a, ésto no permite la integracidén de nuevos términos en G,y ro si, ampliamos (ii} al grado de
¥ uvi Pe

poder incluir al tensor métrico mismo, entonces es posible integrar un término nuevo igual a gy, veces una

constante A. Las ecuaciones de campo quedan como

1
Ryv = 59w R~ My = ~82T, {1.5.8)

El término Ag,, fué introducido por Einstein por razones cosmolédgicas, y por ello ) se conoce como la
constante cosmoldgica. Este nuevo término satisface (i), (i), y (iv} pero no satisface {v), de manera que X
debe de ser lo suficientemente pequeiia como para no interferie con los éxitos de la teoria Newtoniana de
Gravitacidn.



Cuando el 1ensor energin momento Ty, es cero, tenemos ausencia de materia, es decir, estamos con-
siderando que estamos en el exterior de una fuente gravitacional, en este caso las ecuaciones de Einatein
toman la forma 1

Ryw = 50 R =0 [15.9)

o utilizando [1.4.21)
Ry, =0 [1.5.10]

La ecuacién {1.5.10) nos da las ecuaciones de Einstein en el vacio. Estas son un conjunto de ecuaciones

diferenciales parciales, no lincales acopladas, para 10 funci no id . Cuando tenemos un Ty,
dlferenle de cero tenemos las ecuaciones interiores de la fuente gravitacional y en ute caso aparte de las 10
no idas, ¢ otras i tales como la densidad masa-energia y la presién.

Las ecuaciones de movimiento de una particula en un campo gravitacional son dadas por la ecuacién
geadésica »
d2z# u  0z° 8¢
&t 3y B =0 (.8.11)

Esto completa nuestra revisidén de conceptos basicos de Relatividad General.
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1.6 SIMETRiA

Cuando j bl fisicos, El iderar que poseen propiedades de simetria permite cierta
simplicidad al trabajar con ellos.Se puede, por tanto, esperar que en relatividad general cuando uno tiene
un alto grade de simetria, la solu:mn de las ecuaciones de campo se faciliten en cierta medida y que las

luci posean propiedad

La simetria de un sistema en el espacio tiempo de Minkowski, o en el espacio euclidiano 3-dimensional
se define por el hecho de que, dentro de traslaciones a lo largo de ciertas lineas o sobre ciertas superficies,
las variables fisicas no cambian. Se puede llevar esta idea a los espacios Riemannianos y definir una simetria
para este espacio, si existe una variedad n-dimensional de puntes en ésta, que scan fisicamente equivalentes.

Esta idea es més precisa imaginando un vector £ ¢n todo punto r? del espacio y preguntandonos por

1as condiciones bajo las cuales la métrica no cambia bajo una lacién en la di ién £#. Todo movimi
finito pucde ser construido por movimicntos infinitesimales T una teansformacion infinitesimal
=z e ¥, left . [1.6.1}

El requerimiento fundamental para la invariancia de Ia métrica es

dc'? Bz’
9un(2) = G G 9pa) 162
por tanto, si que Ia f i6n infinitesimal £ ~ z' sea una isometria, debe cumplir{1.6.2].

+Sustituyendo {1.6.1) en [1.6.2) y quedandonos a primer orden en ¢ tenemos

0=£h gus+E% pu+E* Gpo [16.3]

Utilizando {1.4.11a} y {1.4.12) se obtiene

0=Eop+Enoe—2 & TS,

que nos da

0=€op+Epe {1.6.4)
La ion (1.6.4] es 1a i6n de Killing y los vectores £#, que son solucidn de esta ecuacisn se Hlaman
vectores de Killing. Ellos i las propiedades de si {a del espacio Riemanniano en una forma
invariante.

Existen vectores mis generales como las colineaciones afines que nos hablan de otras simetrias del
espaciof41]
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SOLUCIONES EXTERIORES
2.1 Resumen

Desde que Albert Einstein formuld su teoria de gravitacidn, muchos cientificos han investigado sus

Estas ituyen un sistema de i diferenciales p les de segundo orden,
no lineales y tadas, cuya idn p ta una gran dificultad, sin embargo, se han encontrado numerosas
soluciones a estas ecuaciones, de las cuales algunas de ellaa nos permiten describir con bast Jiy el
campo gravitacional exterior de cuerpos fisi ‘Todas estas soluci presentan la caracterfstica de

ser estacionarias, estdticas y con simetria axial. En este capitulo, nos proponcmos presentar una revisién de
los aspectos generales de esta clase de soluciones,

2.2 Soluciones en el vacfo

Las ecuaciones de campo de Einstein

) 1 8xG
Ruy—,:,g,.»R=— 2 Tow .
nos describen el campo gravitacional generado por una distribucién de materia dada por el tensor de energla- -
momento Ty . Sinos alejamos de esta distribucion de masa, estaremos en el exterior de la fuente gravitacional
y ¢l tensor energia-momento desaparecerd (T, = 0); las ecuaciones de Einstein toman la forma
1
Ryy — .2.9,,,)z=o [2.2.1}
que se pueden simplificar multiplicando por g#” obteniendo
1
9" Ry = 39" 9o R =0
considerando
R=g"Ru, y "o =8=4
1a ecuacién (2.2.1] toma la forma
R=0
= .
Ry =0 : (2.2.2)
Esto nos dice que para describir el campo gravitacional extetior a una distribucién de materia basta resolver 1a

ecuacién [2.2.2]. Cuando resolvemos para [2.2.2] decimos que estamos resolviendo las ecuaciones de Einstein
en el vacio,
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2.3 SIMETRIA AXIAL

Nosotros trabajamos con situaciones de simetria axial o cilindrica ; por esta razén es conwmenle antes
de empezar a hablar y a utilizar esta simetria, estudiar su definicién y sus
Definamos las coordenadas cilindricas como p, ¢,z (ver igura 2)

4
~ “~
~ 3
PN )
>
-~
3 w NG e
~ 4
e !
~
0 !
¢ ~ ]
~ \J
x
fig. 2
entonces un punto P tiene das cilindricas-pol {p1¢,2), donde p es la distancia del punto P al
eje z , ¢ es el dngulo que el plano, que contiene a el punto P y al e_|e z, huc con el phno y 0, al angulo
¢ 8¢ le llama &ngulo azimutal. Estas denadas estan relaci tas cart por
z=pcosgd
¥ = pseng
zT=z

Una funcidn escalar f(r,y, 1), e dice que tiene simetria axial t si, cuando se expresa en coordenadas
polar-cilindricas (p, &, z),ésta no depende de ¢

J(pcosd, psend, ) = F(p,z)

Asi funciones con simetria axia! tienen simetria rotacional alrededos del eje z. Para ver esto, consideremon
un circulo que pasa a través de P con centro en el ¢je z y sus planos paralelos al plano : = 0. Una funcién
con simetria axial tiene el mismo valor en todos los puntos de este circulo, puesto que este circulo es descrito
por valores fijos de p y z. Asi las superficies f{p, :) = cle Lienen la propiedad de que ellas indican la misma
posicidn y forma, si ellas son rotadas por algin dngulo alrededor del eje z, esto es, cllas son invariantes dentro
de una rotacién del sistema coordenado alrededor det eje z.

t Tomsndo como eje de simetrin of eje 3



La simetria cilindrica es un caso particular de !a simetria axial. Asf una funcién f(z,y) (que es indepen-
diente de z) tiene simettia cilindrica (con el eje z como eje de simetria), si cuando la expresamos en términos
de las coordenadas (p, &, z) esta es inicamente funcidn de p

S(pcosg, psend, z) = F(p)
Por ejemplo, si ay b son constantes, la funcién
F(p) = ap®

tiene simetria cilindriea y
F(p.z) = ap® + b2?

tiene simetria axial pero no cilindrica.

2.4 METRICAS ESTACIONARIAS CON SIMETRIA AXIAL

por 1a rotacid i de una distribucién de materia (una cstrella por

T un campo g d
ejemplo) cuyo tensor de energia-momento es el de un fluido perfe La distribucién de ia y el campo
alrededor de ella poseen una simetria axial alrededor del eje de rotacién que pasa a través del centro de la
que como origen del sistema denado; T como eje de rotacién al
eje z. Estas condiciones nos dicen qué una denad poral zg = ¢ y una coordenada angular
z3 = ¢ de las cuales los coeflcil étricos y todan las variables de la materia son independientes. Esto se .

expresa de la siguiente forma
Guv = guv(py 2)
H=plpz)
p=plp1)

donde 1 es la densidad de masa-energfa total y p ea la presién. Puesto que ¢ es la coordenada angular
alrededor del eje de rotacidn, el valor de la coordenada (t,p, 2,4) v (1,p,2,¢ + 2x) corresponde al mismo
punto en el espacio-tiempo y su cuadrivelocidad u# = %’—:— tiene la siguiente forma

u? = up,z) = %
ul = Z—: =
u7=£ =0
u? g = i—f:—i = p, 2)u°

Aqui §}(p, z) es la velocidad angnlar, y si se tiene una rotacién rigida es constante,
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El campo de distribucidn de materia es i i bajo las t simultineas
s -t
¢——¢

y en cate caso los coeficientes métricos  go1, go2. 913, ¢23 desaparecen, La métrica que describe este
espacio-tiempo toma la forma

ds? = goodt? -+ 2g03dldd 4 gasdd® + gapdzAdx?®

con Ay B corriendode 1 a 2.

(i) METRICA GENERAL

Ln teoria general de la relatividad nos conducc a un sistema de 1 bastante ticado, sin
dar solucién a éstas ite tener una descripeié leta del campo gravitacional g do por
'Ia materia. Es por esto que mucha gente ha diado y teado soluci a estas i id.
como ecuaciones de Einsteifi. Un tipo particular.e i de soluci son llas que nos describen -
el campo gravitacional de una distribucidn finita de materia. Las soluci de ste tipo , son soluciones que
se i por tener ia axial y ser i ins. A i idn p 1a solucién general
- N PP oy

que contiene este tipo de soluci yse que iene Jas con ys

como casos particulates, : .
Tomemos una 4-variedad Riemanniana T que tenga una métrica g,,, y tomemos coordenadas cilindricas

(¢, 2, £,¢), como nuestro requerimiento es que el espacio-tiempo tenga una si {a axial y sca est ia

métrica sélo tendra dependencia de p y 2.Ademés queremos que Ia distribucién de materia esté rotando,esto

nos conduce a pedir que el espacnc»u:mpo no cambie ante 1a inversién simultinea de t y &, esto ¢s que sea
it ante la .

t— -t
¢— -0
El requerimiento de invariancia ante inversién temporal y azimutal nos lleva a pedir, como ya sc menciond
que
Gtp =Gts = 94p = 941 =0
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ya que en caso contrario g, nos describiria un campo gravitacional pl diferente al bi.
tpor -ty ¢ por —, cs decir Ia métrica biaria, por ejemplo, el término g, didp biaria de signo
al realizar Ia transformacidn y con esto tendriamos una métrica diferente. El elemento de linca bajo estas
condiciones toma ls forma

da? = gy dt? + 2914t + 944d8? + [9,pdp” +29,:dpds + 914 d7%) 24.3}

Al cual giempre pad: aplicar una t. 1 ion de denadas del tipo

(p,2) — (¢, ¢') )

que hasta d 7 ite describir el el de linea de 1a forma

de? = gudt® + 29,4dtdd + ggedd? + ¢*(dp? + d2?) 24.2]
Resolviendo laa ecusciones de Einstein para el vacio, Ty, = 0, podemos simplificar mds el elemento de linea
hasta dejarlo en 1a forma

de? = [(dt - wdg)? - F e dp? + de?) 4 pdg?) {243]
con f = f(pz), w=wlp,z) ¥ v=1(p,z) que satisfacen 1as ecuaciones de Einstei
Hho+ fus 457 0) £ £ 4573802 +0d) = 0 {24.30]
SWpstwas —p7 ) + Ly + 2sws = 0 {2.4.38)
= N~ D = 3o - ) {2434
%= 30l - 3o o, (2434

Exmu:n varias soluciones a las ecuaciones de cunpo de Einatein que nos permiten describir el campo
gra: 1 exterior a una distribucién finita de ; todas estas soluci se contenid.
como casoe particulares en la solucidn més general {2.4.1]. A continuacién presentamos algunas de estas
soluciones ‘
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(ii) ECUACION DE ERNST

No obstante 1a aparente sencillez de las ecuaciones de Einstein en vacio, estacionarias y con simetria

axial, encontrar nuevas soluciones a éstas, presenta una dificultad extremadamente grande. Para resolver este
denad

problema se encontrd una nueva rep aestas i que es independiente de las 1%
debido a esto p ite investigar au si iay nuevas sol Esta repr acién fue { fad
por Ernst en 1068[17], en la cual aparece un potencial (potencial de Ernst) cuya ventaja pnncnpu.l €s que es
un punto de partida para muchas técnicas que permiten generar soluci a estas
Emsl usé un principio variacional sobre una funcién de Lagrange que puede ser construida de las
fi étricas f y w. A conti ién presentamos la ecuacién de Ernst derivada a partir de Jas ecuaciones
de campo obtenidas anteriormente.
La ecuacién de campo {2.4.3b) se puede escribir de la siguiente forma
Qg+ Qe =0 (24.4]
con
Qe =p7 2 Ry = —p™ [P, [24.5}
utilizando [2.4.5] Ia ecuacién [2.4.3a) toma Ia forma
I AR AR RS SRS {24.6]
donde 72 en el operador gradiente en dos dimensiones. Utilizando [2.4.5] tenemoa la siguiente relacién
190 = 24,0, + 1:9,) [24.7]
definiendo el potencial de Erns (E) de la siguiente forma
E=f+if)
encontramos que las ecuaciones (2.4.5] y [2.4.6] estén idas en la si 6
(ReEYW'E = (VEY [248]
como su parte real e imaginaria respecti La ién [2.4 8] es la ecuacién de Ernst, que es una
nueva rep ién de laa i de campo encontradas En coordenadas cilindricas
toma |a forma
(ReEXE ) + En +p~ ' Ep) = E;? + Ei? [2.4.9}
¥ las restantes ecuaciones de campo [2.4.3¢]) y (2.4.3b} pueden ser expresadas en la forma
1
Yo = ZPI AR ART A [2.4.10]
| =
7= 508 oL+ Rpfls) (24.11)
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Introduciend.

tencial £ relacionado con E por

un nuevo j

—

1+€

o

E=

podemos obtener otra representacion de la ecuacién de Ernst, para ello procedemos de la siguiente forma:
La parte real de E s dada por

ms:-’:—*z—":'-
Lfi=f 148
=3 1+e+1+e°) (a)
___ (eee—y
a+6H(1+¢€)

En términos de este ial el Laplaciano de E toma la forma

VEB=——— 9%+

Ty V6 T ve’ ®

(l+£)

yaque

%
E=—trer

2 g

PO, | ..l M

Ev=-mrer * wrep

26as 4%

T+ Y a+e8

_y 207,
B -trer

E,=-

¥ (Y E)? esté dado por

467

S IR
Q-+ " (+ep

(c)

Sustituyendo (a), {b), y (¢) en [2.4.8] tenemos

(ges~1) 29%¢ 4(v£)’] - 46 LIH
T+ron-6) T0+07 T +ep] T+ T T+ ey
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e -9 2Age - 1(vE? _ 2AvE)?
(1+¢) (14801 +¢)  A+¢)

(e =1 ve _ 29 | 2eE — 14TE)
G+6) — 0+ (+O0+E)
QR [, (1)

=g [“ <1+5')]
(e [e-(1+c)]

=Yirolare)
_ 2gere
{1+¢%)

finalmente

(66" -1 v €= 2% (ve)? [24.87)

La ecuacion [2.4.8°], es la ccuacidn de Ernst en tétminos del potencial £.
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No es suficiente que las funciones métricas sean soluciones o 1as ecua ionen de campo dr Einstein, ademas
es necesario pedirles ciertas condiciones para que sean fisi rel . Estas son.

i-
’h‘rg fp2)=1 [2.4.124)
’l_i_rgu(ﬁ.x) =0 [2.4.12.51

’l_l.lg +p,2)=0 [2.4.12¢}

es decir, que a una gran distancia de 1a fuente desaparece el campo gravitaciona! y nuestra métrica se
reduce a la métrica pata cl espacio-tiempo plano

2.-

e

El &ngulo azi ! tiene que ser p {periodo 2x) a lo largo de la trayectoria del vector de Killing

espacial 5. Esto implica

Inlalnl

o= . {2.4.13)

Inl=0

en el eje de simetria p 2 0. Eatas condici se cumple ai

li_%-,(p, )=0 [2.4.140]
Bmu(p,s)=ete ’ [2.4.148)
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2.5 Tipos de Soluciones[3]

(i) Solucién de Weyl

Cuando el cuerpo no esté girando,es decir,cuando w = 0, el elemento de linea general toma la forma

de® = fdi? — £ [e?V(dp? + d2) + p2d4?] [25.1}
definiendo a f como
f=e . [25.2)
tenemos que
da® = e3¥d1? - e=2¥(e3(dp? + d27) + p%d¢?] [2.5.3)

y laa ecuaciones de campo toman )a forma

T =V + Vas 5710 =0 . [2:5.4)
o = p(#2 — ¥3) [25.5]
Yo = 20%p%; [2.5.6]
donde 2 es el Laplaciono en dos di i en denadas cilindricas. ’

Observamos que la funcidén métrica v puede mer obtenida integrando si se conoce ¢ o f; eato nos dice
que el probl de trar una solucién estaci ia con simetria axial en ¢l vacfo cuando el cuerpo no
esté rotando, se reduce a resolver las ecuaciones [2.5.4},[2.5.: 5]. {2.5.6) para v, La ecuacién {2.5.3] junto con
las ecuaciones de campo [2.5.4),[2.5.5), y {2.5.6), que d las fi es ida como la
solucién de Weyl, y representa ecampos exteriorea estiticos (no rotando) con simetria axial.

Una solucién interesante de Weyl es cuando ¥ tiene el valor

z—m+ R)
z+m+R(+))
R 4 R

= los oy e 3

¥ = blog(

R = [p? + (2 + m)?)d

R = [+ - mp)
donde & y m son constantes.La funcidn ¢ representa ¢l potencial gmvitacianil Newtoniano externo de una
varilla infinitamente delgada y uniforme que tiene una densidad proporcional a §,con su centro ubicado en
el origen de coordenadas y sus extremos sobre el eje z en z=m y z=-m,y por tanto tiene longitud 2m.

Lo importante de esta solucion es que para § = 1 recobramos la métrica de Schwarzschild, que tiene
simetria esférica y para § = 2,3,.. tenemos e! fimite estatico de las soluciones Tomimatsu-Sato(ver {iv)).
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La solucién de Weyl en coordenadas esferoidales prolatas(f,£,{, ). que estan definidas mediante la
transformacién

_ Ty T

20
rﬁ,)’ =p4 (xgﬂo)’

< v (m1£C2)
donde o es constante,toma 1a forma

dl" = exp(20)dt? — a3 ezp(-2¢) e2p(27)(€? ~ (z)(E_ff_’_ + lfz;)"' (1—¢*)(€ ~1)d¢?]

(ii) SOLUCION DE SCHWARZSCHILD(3]

Como lo nei i 1a solucidn de Weyl con

=1

conduce a la solucién de Schwarzschild. Dada la importancia de esta métrica es necesatio discutir sin entrar
en detalle los puntos principales de 1a misma. La métrica de Schwarzschild en coordenadas esféricas tienc la
formb

-1
de? = —(1= 22 4 (1 22 e 4 (467 4 sen?0d ) 125.1)
La transformacidn utilizada para pasar de 1a métrica de Weyl a 1a métrica de Schwarzschild es la siguiente
p=(r'— '2mr)§unﬂ,z = (r — m)cosf {2.5.7a]
=t SR 4 g = L (mtH — g
r._m+2(R + RN, cos0 = (R RY [2.5.7)

donde R{*) esta dado como en la seccién anterior.

La métrica de Schwarzschild tiene simetria esférica, como se puede ver del hecho de que [2.5.7] sea
invariante bajo una rotacién arbitraria del sistema coordenado, considerade como un sistema coordenado
polar esférico. La metrica [2.5.7) representa ¢l campo gravitacional exterior de una distribucién de matetia
de masa m con simetria esférica, pero, como es bien conocido, puede ser interpretada también como el
campo producido por una estrella con simetria esférica colapsandose. csto es, un hoyo negro. Las funciones
métricas g,,,. 1as funciones que representan las componentes contravariantes g* y sus derivadas pareiales
son continuas en todas partes excepto en r = 0 y r = 2m. La irregularidad » = 2m puede ser removida

26



lizando una transf ion de las d das (r,1) & las denadas (u,v), que de forma implicita esta
dada por.

wlev?= ﬁ(r — 2m)es= {2.5.80)

’ v=u tanh(#) (2.5.88)
y reduce la ecuacién [2.5.7] a la siguiente forma

ds? = 322 L0052 = de?) + (A0 + sen®048%) [25:9)

donde r es funcién de u y v.La m’egululdnd en ¢ punto r = 0 ,sin embargo ,no puede ser removida por

fc ién de denad; deci que en este punto tenemos una singularidad del

espacio tiempo. Si colocamos una particula prueba en reposo en algin valor finito de r(y suponiendo que la

masa m es mucho mds grande que la masa de la particula)esta alcanzari el punto r == 0 en un tiempo propio

finito ,es decir, un tiempo medido por un observador que esti en la particula prueba y le llevaré un tiempo
infinito para un observador de laboratorio (exterior a la particula).

Como ya dijimos Ia superficie r = 2m no es una singularidad de) espacio-tiempo esta superficic es una
"membrana dirigida”en el sentido que geodésicas Lipo tiempo y tipo luz puede penetrar a la regién r < 2m
a pum de la regidn r > 2m, pero éstaa no pueden salir de la regién r < 2m. Asf la singularidad del

tiempo r = 0 e da de la region r > 0 por la luperﬁc:c r = 2m,esta superficie es llamada
horuonte de eventos.
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(iii) Solucién de Kerr{3]

Tomemos el potencial de Ernst en términos de una nueva funcién desconocida £

E= %—: @510
bajo esta consideracién 1a ecuacion de Ernst toma la forma
€€ - D =2 +£) f2.5.1)
donde £° el lej njugado de £, Introduciend denad feroidales prol (X,Y) que eatén
1 das con las denadas cilindricas (p, z) por s
P =(X?-1)(1-Y?), z=XY 2.5.12)
en térmi ‘ de eatas denadas la ién (2.5.11] toma la forma

(667 — DIX? - Dexx +2XEx + (1 = Y?)yy —2V6y] = 26°(X? — 1)€% + (1 - YT)E}) [2.5.13]

las funci étricas en té de estas denadas tienen la forma
wx = (=Y Ty, wy=(1-Xfux 12614
—ynf-1
e = %(Tj’j—i,)[xw S 1)(fE +03) + X(Y? = D} +ud) - 2V(X? = DU fr +uxuy)] (25.15)

oy = %;—::%;—)’-[y(ﬂ ~ DR +3) V(L = YR + ud) +2X(1 — Y (fx Sy + uxuy)] [2.5.16}

Ia ventaja de utilizar la ecuacidn [2.5.13] es que la solucién de Kerr esta dada por una solucidn que tiene una
forma muy simple
£=pX —ig¥ {2.5.17)

donde p y q son constantes que se relacionan por
¢4+pt=1

utilizando E = f + iu, {2.5.10], y [2.5.17] se encuentra la solucién

X34 g7y -1 gy
- P 9 — q
_ T EXEDTF YT T pRE D T (5.1
de (2.5.14] y [2.5.18)
o= 210 = YEX + 1) u
T PXi4Yio °
wp = cle
y de las ecuaciones de campo [2.5.15) y [2.5.16)
, XTptqly?
P AX?pre’y2 - 1) 12.5.19]

X2-y12
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de 18 ecuacion [2.5.19) y de la definicién de p'(e*’ = fe¥) tenemos

Y 2 24/ 7]
o= AllpX A1) 4V [25.20)

Xi_y?

duciendo 1as coordenadas r y @ que estin relacionadas con X y Y por
pX +1=pr, Y =cosd (2.5.21}
se i d b 1as m y a que estdn relacionadas a p y q por
pl=m, plg=a, m*-a’=1 (2.5.22)
con m y ma la masa y momento angular de la solucién de Kerr respecti

Para transformar la solucién de Kerr a su forma estandar partimos del elemento de linea general y
sustituimos las funciones métricas dadas por [2.5.18), {2.5.19] y [2.5.21], que tendran que ser previamente
das a las denadas r y ¢ utilizando [2.5.12] y {2.5.21], loa resultados encontrados después de

realizar los pasos algebrdicos mencionados anteriormente y haciendo uso de la ecuacién [2.5.22) son

p=(r*-2mr+2)seno, z=(r —m)cosd (2.5.23]
A(r? + a%cos®d
L
¢ = miir —m)? + (a7 — m3)cosrf) (2524
dp? + d2? = [(r — m)? + (a® — m?)cos®0)[(r? — 2mr + a?)~'dr? 4 d0?) [2.5.25)
k = 2amraen®0(r? + a%cos?8)"! {2.5.26)
1 = 2maraen*d(r® + a’cos?0)~! 4 (r* + a?)sen?0 (2.5.27]
y la métrica toma la forma
de? = (1~ 2mrz:l ydt? — 4nmrun’32:1d¢dt - (Zmn’runjdz:‘ + 12 + al)sen0ds? (2526 .
. P . 5.
-3 (3, drt 4 de?)
donde
Z‘ = r? 4 a’cos’d, Z’ =r? - 2mr+a® {2.5.29)
par r muy grandes {2.5.28] tiene la forma
1
det (1= Byt - 1 - "'—"_“-)-'dr’ — (0P 4 2en?0dg?) — i‘”‘—:"ﬂaa 2530}

con m la masay ma el momento angular de 1a fuente que genera el campo gravitacional.
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(iv) Soluci Tomi Satol3)

En 1972 Tom ¥ Sato 1a sigui lucid: pleia a {2.5.13]

= EXLH Y4 2ipgXy(XT-¥T) -1
=TT (X 1) — 2igY (L - ¥9)

[2.5.31]

doude p y q son constantes sujetas a ls relacién p? + ¢ = 1. De E = f +iu y [2.5.10] se observa que si se
escribe £ en la siguiente forma

N +iN’
D+iD
Donde N, N’, D, D’ son polinomios reales en X y Y, con esto Ias funciones f y u toman la siguiente forma

N34 NB—pi-D?

£= [2.5.32)

f=wioprwrDy 533
_ __2AN'D-ND)

YT D+ (N Dy (2534
sustituyendo [2.5.33] ¥ [2.5.34] en [2.5.14}, [2.5.15), y [2.5.16] se obti los valores correspondi aw. yp
y de {2.5.31] tenemos

> Nop X+ PY'—1, N =-2pXY(X?-Y?) [2.5.35q]
D =2pX(X*—-1), D' =-2Y(1-Y?) [2.5.358]
con tod s lo jor ob los sigui Itad :
_A _ 21 -YC _ B .

=% w= T , = ARV [2.5.36]

donde !
A=[pAX? - 1) 4 ¢2(1 = YI)?? = 4p%¢2(X? - 1)(1 - Y?)(X? -~ Y2)? {2.5.374)
B=(p3X* 4+ @Y  —142pX3 = 20X + 4@ Y (pX3 - pXY? 4 1 - Y?)? [2.5.378)

C=p (X - )[(X? = 1)(1 - Y?) —4X¥ (X2~ Y?

P ) (¢ X ) ( ) 25374

- PPX(X? = D[2(X* = 1)+ (XF 4+ 3)(1 - Y]+ ¢*(1 +pX)(1 ~ Y3)?
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{v) Solucién de Papapetroui3|

Las soluciones a las ecuaciones {2.4.3a} y [2.4.4b) por F no son muy
fisicamente, sin embargo, es una de las pocas sol que dependen de fi Snicas ¢ ilustra la
dificultad de t tuci fisi

Para trar esta solucidn es i con la suposicid

Wop Wi —p M, =0 [2538]
1a solucién de (2.5.38] es dada en términos de la funcién arménica ¢ de la siguiente forma
w=Aplp, VU =(p+Clatpi=0 [2.5.39)
A = cte arbitraria utilizando las ecuaciones (2.4.3b] y [2.5.38] tenemos
Jywp+ fown =0
utilizando [2.5.39]
wy = Ap[Cp + 571,
ws = Appys
y .
’ . G = =y + 27}
y utilisando esta \ltima ecustidn tenemos que o
wy = —Ap(as
por tanto
o Jowp+ frws = ~fpApss + fs APy = 0
=
P C=Iois + filp =0 [2.5.40)
1a sohiicién & Ia ecuacién [25.40} es - .
I=4()
“esto es, f es una funcién arbitraria de {,, a partir de esta ecuacidn nosotros tenemos
fo="F"%p Joo =87+ F'Conn [2.5.41]
e A A Jur = 17+ PG [2..6.42]
donde f' = $. Usando [2.5.39), [2.5.41),{2.5.42), y la relacién
Cops 4 Coas + P Coa =0 [2.5.43]

que se obtiene a partir de {2.5.40}, la ecuacion [2.4.3a] se reduce a
Ff - At=0
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haciendo el cambio de variable f = h™' obtenemos Ia ecuacion
B 2R h - ARV BTN = 0 [2.544)
1a solucién a la ecuacién [2.5.44] es
h = f = acosh(, + fsenh(, (2.5.45)
Al=a?-g?
donde @ y g son constantes arbitrarias
Asi {2.5.39] da una solucién en terminos de 1a funcién arménica ¢
Como ya se menciond para que la solucidn eea asintéticamente plana ¢ tiene que ser armoénica, por

ejemplo, tomemos { = r=} con r = (p? +z%)}. En este caso

w=—Aphr~3 [2.5.46)

Tueid PP

1a forma de f en infinito tiene que ser

f=0- # +..} [2.5.47)

" para este caso Ia forma asintética de £oe obliene exoandiendo 1a ecuacidn {2.5.45} el resultado obtenido es
f=an+2Z 4y {2.5.48)

prge SR8 4
comparando ¢on Ia forma c'le s expresidn {2.5.47] sc observa que f dads por [25.48] no tiene términos

proporsionales a =} ns{ que la solucién tiene masa cero . Por tanto esta clase de soluciones no contiene
ing lucién que rep alguna masa rotando cuyo campo gravitacional sea asintoti plano.
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2.6 Técnicas de G ién de Soluci

Dada la complejidad de las ecunciones de Einstein como ya se menciond, es muy dificil obtener soluciones

exactas fisicamente realistas. Después que Sck hitd(1916) 6 su solucién con si ia esférica y
Weyl(1917){14) 1a solucidn general axisimétrica estitica, pasd alrededor de medio siglo para que
una solucidn fisi te realista axisimétri taci ia fuera obtenids, ésta cs 1a métrica de Kerr[19).
Miés tarde muchos cientificos se de di: étodos de g ién de soluci entre ellos
Tomimatso y Sato({21}, {22]) y Yamazaki y Hori[23}; usaron la f lacié a de las i de
campo de Eenst para obtener nucvas nclu:lonus que presenta una cierta d dencia funcional de el p ial
de Ernst £ . Emst[20] dos té de g i6n de soluci que fueron lisdas y unificadas
por Kinnersley({24), [25]). Eatos métod, p luci intSti planas en vacio a soluciones

asintSticamente singular-NUT.

Las técnicas nuevas de g de grupos de Lie o transformaciones
Bicklund[14]. El primer gmpo fue encontrado por Cospovc([%] [27]) y usado para obtener la generalizacidn
de las soluciones Tominatso-Sato. Mumon(1970) el grupo d infinito de Ki ley y
el grupo de Geroch[28] que no b 1 intéti planas. Ki 1y(1977) y Ki ley y
Chitre (1977, 1978) estudiaron el grupo de Geroch y descpbrieron eubgrupos infinitesimales que preservan la
condicién de asintSticamente plana. Ellos usaron !a métrica de Zipoy-Voorhees para generar una solucién que
contiencla clase NUT y la métrica Tomil Sato como casod especiales, sin embargo, ellos no desarrollaron
una teoria general de estas transformaciones y, por tanto, tampoco un método de extrapolacidn posible.
Hoenselaers[11] encontré subgrupoa del grupo de Getoch que preserva la condicién de asintéticamente plana

PYNE £

y puede ser polada por métod algebréicos.
Independi te, Harri '29] y Neugebauer{30] descubri transformaci de Backlund para
1a ecuacidn de Exnst que genera la sol asintSti planas. Final Belinsky y Zakharov[31]

formularon las ecuaciones de campo 1o lineales como un problema de valores propios que puede ne resuelto
por medio del método de desviacién inversa.

Ahora pasemos a exphcu de manera breve dos de las técnicas de i6n de soluci que pueden
ser usadas para ob i i de las i de Einstein.
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(i) Transformacién Bicklund

Sea U una funcién real en dos variables x e y. La transformacién de Bicklund para una ecuacidn
diferencial de segundo orden U es una transformacion

Fu(2,y, U U Ui ', U U Ug) = 6 2.6.1)
k=1,2,.
que mapea Is ecuacidn diferencial original dentro de 1a misma iép en alguna variable prima. Un ejempl

de una tranformacion Backlund puede ser dado paza In ecuacién de sen-Gordon

Uey = sen(U) [26.9]
La transformacidn
r=2 [2.6.30)
v=y {2.6.3]
(.

-;'(UL +U)=c un(u 3 U) - {28.3¢

-1 1 vy
5(0‘ - U,) = ;un( 3 ) ) {2.6.3d}

c=cte

genera una pueva solucién U7 a partir 1a solucién conocida U, Veamos esto de manera més explicita
Derivando Ia ecuacidn [2.6.3¢] con respecto a y

1 1 [
o) = [0 -0)] ¢ e (L5Y) ta)
sustituyendo Ia ecuacién {2.6.3d) en Ia ecuacion (a)
' '
% (UL, 4+ Usy) = aen (U ;U) cos (g—-z-il—) O]

y utilizando Jas {dentidades trigonométricas

3
scn; = [%(l - :ns:)]

3



cotg =% [%(1 +canz)]§

y Ias identidades seno y coseno de la suma y resta de dos Angulos. La ecuacién (b) toma la forma

3
3 UL +Un) = E (1~ cos(U" + U)) (1 + cos(U" — u))]
= ;:'— [senU’ + 20enU’senl + senU) H
= % [(senl? + senr)?] 4

= %(unU’ + aenll)
U,'., + Usy = senl’ 4 senll
y sustituyendo [2.6.2] en (c) tenemos

UL, + Uy = senl’' + Uy,

U}, = aenl’
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(i) Mtodo Bels Ly-Zakh

Esta ténicadeg ion de soluci nos permite obtener nuevas soluciones exactas de Jas ecuaciones
de Einstein en vacio para el caso de métricas que dependen solamente de dos variables. Las ecuaciones de
campo son integradas por la técnica de desviacién inversa . El punto de partida del método Belinsky-Zakharov
es el elemento de linea general. De las funciones métricas construinos 1a matriz de 2X 2

v=(L; ) z64)

con esta matriz 1a8 ecuaciones de campo toman la forma

(PF,F%), + (pF.F'), = [2.6.5)
= 2 3
o - 2.6.6]
b= +‘pTr(U vh {2.6.6)
1
#r = 2 Tr(UV) 26.7)
donde
p=2y—Inf, Us=pF,F, V=FF}, [2.6.8)
para conocer U y V se puede calcular p por cuadraturas 1a ecuacién {2.6.5) toma la forma
U,+V,=0 [26.9)
’
y de las condiciones dc integrabilidad de {2.6.8] con respecto a F
U,-V,+ %[U,V] + %v =0 (2.0.10}
el dntesi drado denota el dor de las respectivas matri El sigui paso iste en
representar [2.6. 9] y {2.6.10} como lu condiciones de compatibilidad de un sistema sobre determinado mas
general de de ionado a un probl de valores propios por algin operador diferencial
lineal. Tal sist puede depender Uni de las matrices UV, F y de un pardmetro complejo . No
existe un procedimiento general para la determinacion de tal sistema, sin emb , para ¢l caso relati
simple [2.6.9] y [2.6.10] esto puede hacerce. Para este propdeito se intreducen los operadores diferenciales
222
01 =0, - 357 =3 {2.6.11a]
2Xp
0220, + 33530 (2.6.118]

donde A es un parimetro complejo. El conmutador de estos operadores se anula
[01,0:}=0 © [26.12)

L

do la matriz

®(\, p, 2} se pueden escribir las ecuaciones

pV - AU

o=l [2.6.13a]
U+ AV

0.9 = 0w {2.6.138]



esto noa dice que la condicidn de compatibilidad (03, Oa}% = 0 para [2.6.13] coincide con las ecuaciones
diferenciales [2.6.9] y {2.6.10] cuya solucién estd determinada por

Flp,2) = #(0,p,7) (2:6.14]

Sean Fo, Uo, yVo soluciones de {2.6.9] y [2.6.10).La respectiva matriz ¥o(A, p, £) puede ser calculada de
[2.6.13] ¥ una nueva salucién toma la forma
: - =x® [2.6.15}

entonces [2.6.9] nos condace a
—AU PV — AU,

Ox = Wx XaTa (2.6.18a]
_AULAIV pUs + AVp .
Oix = FIe XX g A 7 ; .[2.8.165]
pidiendo que F sca real y simétrica se obtiene

X*(Xp2)=x(Apz), ®(A.p,2) =¥(Ap3) [2.6.17]
F=X(ZZ,p FexT (A5 ) R.618]

la T denota matriz transpuesta. La ecuaciones anteriores junto con [2.6.14] requieren que
‘\l-l.ll; x(p)=1 . [2.6.19)

donde I denota una matris unitaria de 2 x 2.

Para la construccién de nuevas soluciones se puede proceder como sigue: '

(i) dadas Ug,fy y Vo encontrar la solucién de x de [2.6.16),que satisface las condiciones [2.6.17] y
[2.6.19)

(ii) ealcular 1a matriz F de [2.6.14) y [2.6.15]

(iii) Resolver las ecuaciones de campo [2.6.6] y {2.6.7) para la funcién métnca. m

{iv) D« inar las i métricas f y w de [2.6.4]

Es nceesario hacer notar los siguientes puntos importantes. La métrica semilla satisface la relacién
dzll‘q = ~p*. Para que Ia signatura de la métrica pen ain cambio, pedi que la nueva
ié isfe bién esta relacién. Las it {2.6.14] y {2.6.15] requieren que F = x(0)Fo.

Asi [’ que imp otra dicién sobre la matriz x, esta es : detx(0) = 1. Eamis
conveniente ignorar esta condicién durante los calculos, y usar una simple renormalizacién en el resultado final
para obtener la expresid Elp dimi ea el siguiente : supongamos que F con determinante
detF # p? es una nueva solucién obtemdn con el método descrito antetiormente. La traza de [2.6.5] conduce
a

%[p(ln(dc(!‘)),], +(In(detF)),. =0 12620}

definiendo una nueva matriz Fps por
Fph = —p(—detF) *F [2.6.21)

uno puede ver que la nueva matriz satisface la ecuacién de campo [2.6.5) y detFy,p = —p?
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2.7 MOMENTOS MULTIPOLARES EN RELATIVIDAD GENERAL

Pars que una solucién a las ecuaciones de Einstein tenga importancia relevante debemos darle una
interpretacién aceptable desde e} punto de vista fisico, deagraciadamente esto no es tarea fcil. Sin embargo
un camino que puede utilizarse para obtener alguna informacién acerca del campo gravitacional es calenlar
¢l limite Newtoniano de la métrica, ya que la teoria Newtoniana ests contenida en la teoris de Einstein
camo un £8e0 ial. Al calcular el limite Ne H btend; te que se identificardn como los
imotnentos multipolares del euerpo, este limite nos permi Icular los ftipol de} cuetpo
que en la teoria Newtoniana determinan el campo gravilacional dnicamente.

E) procedimiento para calcular el limite Newtoniano depende del sistema coordenado gue se clige,
por tanto, no cs vinico. Esta dependencia coordenada nos presenta problemas, ya que uno esperarin que
la dmnpclén del campo gravitacional no cambiara de un sistema coordenado a ul.m Es por esto que

una.definitién de Nipo) independiente de las coord,

Hernandez{32) caleu)é los momentos mull»polum de la métrica de Kerr como desviaciones de una dis-
tribucidn de masa con simetrfa esférica, sin embargo su método no permite la generalizacién para otras
métricas, Van Der Burg(33] representd ¢l elemento de linea general

ds? = f(dt — wdg)? —~ [V (dp? + d2®) 4 pPdeT) 21.1)
como una ion de una “ad d; denada radial” y las funci étri como soluci de la
ecuncién de Laplace con ciertos coeficientes constantes que pueden ser i dos camo los tos mul-

tipolares. Su definicién de “aceptable coordenada radial” es, sin embargo, no invariante y el método no sirve
para calcular esta coordenada para una métrica arbitraria. Geroch(1970) prop una definicién de

tos multipal 3 e indcpendi de las denad, pa.rn campos gravitacionales estéticos. Esta
definicién fue g lizada por H (1974) incluyend i ioa, Otra definicién de

Itipol dependi de las denadns fue prop por Thorne{35]. La depcndrn:\a. coordenada fue
investigada desde ¢} punto de vista fisico; un critetio para Ia elecci de una d ble fue pro-
puesto y discutido, finalmente, Beig y Simon{34] H upa defi dependi de las denad
usando el trabajo de Geroch y H. {28]. De ias definici antes ionadag 1as mis importantes son
1.-Geroch-Hansen
2.-Thorae
3.-Beig-Simons
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2.7 MOMENTOS MULTIPOLARES EN RELATIVIDAD GENERAL

Para que una solucién a las ecuaciones de Einstein tenga importancia relevante debemos darle una
interpretacidn aceptable desde e} punto de vista fisico, desgraciadamente eato no es tarea ficil. Sin embargo
un camino que puede utilizarse para obtener alguna informacién acerca del campo gravitacional es ealcular
el limite Newtoniano de 1a métrica, ya que ia teoria Newtoniana esti contenida en Ia teoria de Einstein
como un caso especial. Al calcular el limite N i btend términos que sec identificardn como los
momentos multipolares del cuerpo, este limite noe permite calcular los ltipol del cuerpo
que en 1a teorfa Newtoniana determinan el campo gravitacional inicamente,

El procedimiento para calcular el limite Newtoniano depende del sistema coordenado que se elige,
por tanto, no cs dnico. Esta dependencia coordenada nos presenta problemas, ya que uno esperaria que
la descripcion del campo gravitacional no L dc un si denado a otro. Es por esto que
necesi una definicién de Itipol dependi de las coord

Hernandez{32) calculd los momentos mulllpolnms de 1a métrica de Ketr como desviaciones de una dis-
tribucién de masa con simetria esférica, sin embargo ‘'su método no permite la generalizacién para otras
métricas, Van Der Burg[33] representé el elemento de linea general

de? = f(dt — wdg)’ — F-M[e(dp? + di?) + p*d4") [27.1]

como una expansién de una “ad da coordenada radial” y las funciones métricas como soluciones de la
ecuacién de Laplace con ciertos cocficientes constantes que pueden ser interpretados como loa momentos mul-
tipolares. Su definicién de “aceptable coordenada radial” es, sin emt no i i y el método no sirve
para caleular esta coordenada para una métrica arbitraria, Gcroch(lQ'IO) T una definicién de
tos multipolares covariante e independiente de las coordenadas pua umpou gravitacionalea cstaticos. Esta
definicidn fue lizada por H (1974) incluyendo campos ios. Otra definicién de

Itipol dependi de las denadas fue prop por Thorne(35). La dependencia coordenada fue
lnvestlgada desde ¢l punto de vista fisico; un ctiterio para 1a eleccién de una coordenada aceptable fue pro-
puesto y discutido, finalmente, Belgy Simon{34] fc 1 una defini dependi de las denad:
usando ¢! trabajo de Geroch y I {28]. De las definici antes ionadas las mds importantes son
1.-Geroch-Hansen
2.-Thotne
3.-Beig-Simons
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(i) Definicién heuristica de multipolares[2]

Puesto que Ia teoria de la gravitacion de Newton est& contenida en la teorfa de Einstein como un caso
especial, se puede investigar ciertos casos limite de una métrica dada para entender su significado fisico y
estructura. Uno de estos casos limite es ]a aproximacidn lineal que nos da un campo gravitacional a gran
distancia de la fuente. Los calcul licitos de esta aproximacién estdn relacionados a las denadas en
las cuales la métrica esta dada, por tanto, uno espera que el proceso sea dependiente de las denad

Consideremoe un sistema aislado cuyo campo gravitacional cs tan débil que despreciamon los efectos

gravitacionales en sf mismos. A gran distancia de la fuente g ! el espacio-tiemp pooee una estruc-
tura casi plana cuya métrica puede ser la del espacio plano de Mink ki mds una p L
Fap = TNlag + 2hap 2.7.2)
donde Tap representa la métrica de Minkowaki y las idades h4p son idades infinitesimales.Bajo esta
ion lag i de Einstein toman la forma
Ohop = —87Tup [27.3)
donde U representa el operador de D'Alembert y
1
hop=hap— 570p h] - [2.7.4}

2
‘La solucién gencral para [2.7.3) puede ser dada como un potencial retardado
#

Frop = =2 Md 3 {2.7.5)
(B
diendo hag en p ias de £ = ﬁ utilizando
PO R g . r
Tap(t— | E—F |,&) = ) SlznTeslt - r,& W= &~ &) [2.7.6]
N n=0

obtenemos ¢l elemento de linea[2)
ds? = (1 = 2¢)de? — (4,,.11 + Ag)dtdz? — [(1 - 2¢)6;; + Aijldzide [2.7.7]

donde i, Jik = 1,2,3. Ai; son cantidades dependientes del tiempo de orden O(r=1)que conduce a la aparicién
de ondas gravitacionales demandando que el tensor encrgia momento sea independiente del tiempo podemos
d jar las idades A;;, El dipolar de la distribucién de estd dado por

Ji= / e Y [2.7.8]

las cantidades A; son O(r~3). Ellas determinan momentoa de orden mayor de la distribucién de momento
angular. Finalmente, la funcidn & satisface la ecuacién de Poisson

V3¢ = dxTyp = 4xp [2.7.9]
¢ representa el potencial gravitacional Newtoniano, asi |a solucién de [2.7.9) es
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#(H) = / ——-—sz {2.7.10]

Introduciendo la expansién de I?__IF[ en términos de Snicos esféricos
&, Pi(cosd) i
o= ._Zu Bt / AE) Pi(cosd") =’ [2.7.11]
donde Py(cos0) son los poli ios de L d N defini los Itipal de una

distribucién de masa de densidad p(£') como sigue

me= / A Pi(cost )z [2.7.12)
el g ial gravitacional de una distribucin con si {a axial estd dada por
,H!wnﬂ!
b= Z 5T
=0
El momento monopolar es
Ho=M

donde M es Ia masa total del sistema, el momento dipolar esta dado por

w= /p(i')z”d:z' =23 M

y determina 1a distancia entre el origen de coordenadas y el centro de masa de la fucntc. En’ pntlculnr
podemon clegit el centro de masa como otigen coordensado y este término multipot lo
hacer cero. El momento cuadrupolar masa estz definido como

ja==3 [ M - Y

para una fuente prolata uno tiene Q > 0; si Q = 0 entonces Ia distribucién de masa tiene simetria esférica,
y ﬁnnlmcnu: Q < 0 para una fuente oblata, Asfes posible calcular todos los momentos multipolares de
una métrica dada investigando la respectiva expansién cn potcnclu inversas de una “coordenada radial

ble” . Sin emb esta definicién tiene depend coordenada, por ejemplo, 1a métrica de
Schwuucluld
(i) En coordenadas esféricas
-t
dite (1w Bya (12 207 g0 200t 4 sen0de) [2.7.13]

¥ utilizando 1a definicién de momentos multipolares
Ho=M
B =0
si k>0
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esto nos dicc que Ja métrica de Schwarzschild describe el campo gravitacional de una distribucién de masa
con simetria esférica de masa total M
(ii) sin embargo esta misma métrica en coordenadas de Weyl toma la forma

ds? = exp(20)dt? — exp(—2¢)[ezp(27)(dp® + dz?) + pd¢’]

ry+ro - 2M]

o+ 2M

(ro +r-)? = 4M’]
aryro

= gl
1

v =3l

re= g4+ (2 + MY

ro=p 4 (2 - M)?

y nos describe el campo gravitacional de un poste cuyo centro de masa esta en el origen del sistema coor-
denado. Los puntos finales del poste estin situados sobre el eje z en los puntos £ = — M,z = M asi que la
longitud es 2M con este ejemplo mostramos que diferentes sistemas coordenadoa nos dan diferentes momen-

tos multipolares Jos que describen disti campos gt les para Ia misma métrica, por lo que, esta
definicidn no es muy confiable
(i) M " Itipol N, ; [14]

La aproximacién Newtoniana de la teorfa de gravitacién de Einstein puede ser derivada imponiendo
ciertas condiciones sobre el tensor de energia-momento y expandiendo la métrica. Pero el resultado obtenido
por cste camino ¢s dependi de las denad: Sin emb existe otra derivacién del limite New-
toniano basado en la consideracién del limite ¢ — oo para recuperar la teoria Newtoniana a partir de la
teotia de Einstein. Laa ideas basicas de este método fucron dadas por Friedrichs (1927), Dautcourt(1924),
Kiinzle(1976), y Ehlers(1981). A continuacidn se presenta una descripcion corta de estas ideas basada en el
trabajo de Ehlers.

Una teoria que contiene las teorias de gravitacién de Einstein y Newton pude ser definida en una variedad
4-dimensional, real, conectada, y Hausdorfl diferenciable E. Los sigui objetos estan contenidos en £:

a) La constante de causalidad A = ¢~2,(A > 0)

b)La conatante gravitacional G (G > 0)

c)La métrica gop

d)EI tensor energia-momento Top

c)La coneccién I'g,, lineal y simétrica.

Eligiendo apropiadamente A y G se recuperar las teorfas conocidas que s¢ encuentran en esta teoria
como casos particulares.

(i)}A > 0, G > 0.Esta eleccion conduce a la teoria de gravitacién de Einstein
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(if)A = 0,G > 0 .Este caso limite corresponde a la teoria de gravitacion de Newton
(iii)A > 0, G = 0.Este caso limite conduce a la teotia especial de la relatividad si la curvatura desaparese

Nosotros nos limitamos a los casos (i) y (i} cuya relacion directa esta dada en las siguientes definiciones

definicién 1

Una congruencia(g,y,g**, l‘,.,.T‘“‘) de & poa d dienles sobre I, definida para 0 < A < Ag tiene
el limite Newtoniano {g,,.4"", [‘" T4} si los campoa g,, y g%, y sus derivadas parciales con respecto
a A y la coordenada local z# hnsla tercer orden, el campo Tf, y sus derivadas hasta segundo orden, y el
campo T#¥ y sus derivadas a primer orden, son continuas en E X(0,20] y cumplen con las siguientes leyes
para0 <A <Agen It

1.- Existe un vector tipo tiempo minimo.

2.- La mis alta dimensidn del subespacio del cspacio cotangente de £ es 3, si el producto escalar
inducido por g#¥ es positivo definido,

3 gug™ = =28

4.- Quriy = 0 + g“v', = 0
5.- TuE¥EY > 0 es valido para cada vector tipo tiempo £#; en otro caso T** = 0
6. THH, =

T Ryvp = Ropur
8- Ry = —BIG(T,.,, =19 T7)
9. R SR, =0
Para el caso limite (g, %%, l",.,,T“"). Los requerimientos 2-8 son vélidos tanto en la teorfa Newtoniana
como en la teoria relativista. El requerimiento 9 solamente es vilido en el caso A = 0 (teoria Newtoniana) y

esto permite que uno.pueda i ducir siat de denadas no do en los cuales las ecuaciones de
campo (requerimi Ty8) d i di alas i de Ia teoria de Newton.

.La definicidn de limite Newtoni dada anteriormente nos permite investigar soluciones de las ecua-
ciones de Einstein ind di de 1a cleccidn de denadas. Usando 1a definicién 1, se pueden
probar los siguientea Icmas que nos dan la solucién al probl, delai ién de los multi-
polares. .
lema 1

Una congruencia del espacio-tiempo de Sch hild p izada por A, con métrica

™1 2,\("7M )

goe = 2r?

gos = Arisen?d

42



sobre 1a variedad £ = [(t,7,p) | ¢ € reales,7 > 0,p € S?| con # = r — 2AGM conduce, en el limite
N al campo gravitacional de una masa puntual

-GM
r

‘T y L representan las dimensiones de tiempo y longitud respectivamente

Lema 2

Consideremos una solucién de Weyl estitica étri izad

cilfndricas

por A y descritaen

g0 = Tlezp(22¢)
9pp = Gas = L*Aezp{20(Ay — ¥)]

Fes = Aptexp(—2Ay)

- sean las funciones métricas ¢ y v una congruencia de funciones arménicas para A = 0 y sea I=reales X
{ dominio regular de ¢ - parte del eje donde 7 es diferente de cero]. Entonces el correspondiente limite
Newtoniano esté dado por el potencial

2 = lim(o, =, 0)

Definicién 2
Los momenbﬁs rﬂullipolares de snasa de una solucién at‘ilicu de Weyl que satisface el Lema 2 son los

fici Nydela i6 .
’ &= _Gi NiP{cost}
=

ri+1
seguida de la expresidn
&= 1]_'1:,«}([1, z,A)
nétese que el Lema 2 es vélido adlo en las coordenadas (t,p,2,4) y la idn para loa
tipol esta en coordenad féricas (t,r,0,d), por tanto tenemos que realizar una transformacion de

coordenadas, que sélo sera valida si el origen de coordenadas permanece sin cambio, dado que unicamente
en este caso loe momentos multipolares son invariantes ante transfc de denad Entonces
nosotros podemos escribir

)

&=_-C __ML;
.)_:.; R
sin embargo se prefiere utilizar la opcién en coordenadas esféricas por ser mds c6moda y familiar.
La definicién 2 nos dice que el linico momento multipolar distinto de cero de la métrica de Schwarzschild
es un monopalo Ng = M.
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(i) M itipolares Geroch-Hansen{14]

Los momentos multipolares de masa en gravedad Newtoniana pueden ser definidos en dos formas equiv-
alentes:

1.- Como momentos de una distribucién de masa, si Is densidad de masa es conocida

2.- Como coeficientes de expansién de multipolos

Otra definicién fue propuesta por Geroch {1970). Define los Itipol como com-

formes de Killing en un espacio cuclidiano R con la métrica hij, es decir, tensoves €9 satisfaciendo la
ecuacidén

gUgi* D = plifpe.h (2.7.14}
donde ¥ el operad di en Ry T* es un '.cnsor arbitrario en R. Esta interpretacién
estd basada en las signient. ideraci. Loa t tipol btenidos al resolver 1a ecuacion

7?® = 0 son un conjunto de matrices independientes , simétricas y sin traza Q,Qs, Qij, ... Estas matrices
est.nn definidas en el origen del sistema de coordenadas para un punto arbitratio de R, debido a esto el

de ituye un campo ial en R. Ademais cstas matrices satisfacen la ecuacion
{2.7.14], por tanto son un campe tensorial de Killing.

. Debido a la invariancia coordenada y al caracter covariante de esta interpr ion, sc espera que l1a
generalizacidn 8 1a tearia de Einstein nos permita definir momentos multipolares relativistas con 1as mismas
propiedades .Esta idea fue desatrollada por Geroch(1970) para soluci de 1as i de Einstein en
vacfo asintdticamente planas y estiticas y por Hansen{1974) para soluciones estacionarias

Sea p una 4-variedad Riemannizna con la métrica que tiene la asignatura (+ ~ ——) y satisface las ecun-
ciones de Einstein para el vacio. Sea £2 un vector Killing temporal (£€%€, < 0) definido en p.introduciendo
fywpor

/=€, {2.7.15)
wo = eared’ €4 {2.7.16)

Las i de campo i Tiaws = 0, es decir, existe un campo escalar € satisfaciendo
Wa = Paft [2.7.17)
{y © definen el potencial de Ernst para campou‘ axisimétricos. Las orbitas del vector de campo £ constituyen

una 3-variedad di ional dife iable 7 con la métrica
25 = gougij + Goigo; [2.7.18]
Se puede introducir el pto de asintéti plano en j,por medio de sistemas coordenados
“asintéticamente euclidianos”, Pero esto puede conduur a una cierta dependencia del sistema denad

sin embargo hay una alt tiva que es denad i que iste en afiadir el "punto en infinito”

(A) ala variedad j por medio de una transformacidn comforme. Entonces el comportamiento asintético de
un campo en 3 es dado por ¢l comportamiento en A
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Definicién 1

_ Unn 3-variedad dimensional ; con la métrica s;; que satisface las sigui dici

() j=JUA
(ii) &; = £%s;;,donde T es un campo escalar definido en §
(iii) Ela, DiE =0, D;D;Els = 24i51a

T Aqui, D; rep a la derivad d con resp a ;. 1 d do el campo escalar
M op oM, priM = -417(!’ +03-1) [27.19]
' =tHe, ¢ = i‘;n [2.7.20)
en 3y definiendo los eamp: ial
[2.7.21)
PA. 0= 0D0y PA. o, = J2 = Diasarys P} [2:7.22)

A=M,J

Definicién 2

Los 2' —~momentos polares de ®My®’ son determinados por el valor de los tensores P,‘f.__,lyP_"lm,,, vA
respectivamente

M. = PY A [2.7.23)
: Josoor = P ol [2.7.24)
donde M,,.. o, denota los 1tipol isicos y Ja,...s, 1a distribucién de gul
El potencial Newtoni tisface la ion de Laplace D?® = 0, cuya solucién es
=r'Q4r3Qir + % ~SQuz'z + .. {2.7.25)

donde x es el vector y 1 su norma.Tomemos ¢l punto A como & = r~2z/yE = r2,entonces la expancién
(2.7.25) toma |a forma

E=Q+Qi'+ %Qui‘i’ +.. [2.7.26)
esto nos dice que . ’
Q = &la, Qi = Di®la, Qis = DiD;Sla, ... [2.7.27)
Para campos axisimétricos existe un vector espacial Killing 5 en 3 que satisface las sigui faci
Lysig =0, Ly®™ = L@’ =0 [2.7.28]
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¢l factor conformal £ debe ser elegido tal que 7* = (n®) permanezca como vector de Killing espacial en J
y ¢l vector axial

£ = 20°% Py e [2.7.29)
es un vector unitario en A '
Pria=1 [2.7.30)
dado que los tensores PM oy VP 3 .a, BOR invariantes bajo rotaciones inducidss por n a!rededor del eje de
simetria, se puede moslrnr(vcr Hansen(1974)) que los 2 polares son d i por
M= HM.,_”,,i".‘.i"'lA . [2.7.31]
U YA N f2.7.32)
Para una solucién estacionaria es posible calcular los t Itipol G h-H de 1a

siguiente forma :

(i) calcular fy 2 de [2.7.15) y [2.7.16]

(ii) Elegir el factor conforme, £, de tal modo que las condici de asintdti plano (definicién (1))
sean satisfechas

(iii) Caleular el potencial &M y $/ de [2.7.19] y [2.7.20] respectivamente

iv) Calcular los momentos multipolares utilizando {2.7.23} y [2.7.24], o de [2. 7.31] y [2.7.32], si 1a métrica es
axisimétrica

El céleulo explicito de los { Itipolares es ! tedioao y labori
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2.8 SOLUCIONES EXACTAS, AXISIMETRICAS y ESTACIONARIAS

En Ia teorfa Newtoniana la rotacién no afecta al eampo gravitacional. Esto no es verdad en relatividad
general. Se comprobé (Lense y Thirring[36] que el campo gravitacional de un cuerpo rotando conduce
al “ar H de marcos i iales” en la indad del cuerpo (efecto Lense-thirring), las pequenns
correcciones de 1a métrica debidas al efecto Lense-Thirring pueden ser calculadas como una ap
lineal andloga a Ia hecha para encontrar los Itipol Los e! toa fuera de la di J del
elemento de linea. B

ds® = (1 + )dt’ - (4«,,,11‘— + Ag)didz? — [(1 - —)5,, + Agldztdzd [28.1]
d el i de los marcoa i ial En clectrodi ica el imi de cargas pro-
duce un campo magnético que puede ser d do experil V| Debido a esta analogia, el campo
gravitacional de una masa en i es Il do campo " gravi ético”

Kerr (1963){19}, tS Ia pri lucién estacionari isimétrica, y asintdti plana. Esta
solucién es muy importante para el entendimiento del colapeo gravitacional de estrellas rotando. Se es-
peraba que la métrica de Kerr describiera el campo gravitacional de cuerpos rotando uniformemente, sin

b 1a correspondiente solucién interior no fué encontrada. La métrica de Kerr en coordenadas Boyer-

Lindquist(1967) tiene la forma

sen’ 8

de? = :‘:A—,(dl’  asen?0dd)* — 22207 4 a)ds - adl] - -—-dr - 5d0? [28.2}

A=r*-2mr+a®
=12 4 a%cos?p

donde m es la masa de la fuente y a representa su momento angular por unidad de masa. Esta se re-
duce a la métrica de Schwarzschild para a=0 y al espacio-tiempo de Mink ki para 0. La

de la masa conduce a una deformumn que puede ser descrita pot ¢l momento cuadrupolar. En el limite
(c — 00), el lar desa y la métrica de Kerr ducnbc el campo gravita-
cional de una distribucién de masa con mmctn’u esférica. Mas sol isimétricas fueron
encontradas por Tomimatsu y Sato(1972, 1973, {21], {22]) uxando la representacién de Ernat de las ecuulones
de campo. El momento cuadrupolar de esta clase de soluci bién en ¢l limite N

N, f

est

Abora presentaremos una nueva solucidn exacta en vacio Yy étri btenida por Her-
nando Quevedo (1990)[18) Eata mluc:én posee un infinito nimero de pardmetros independientes. El limite
N i de esta solucié al ial de una distribucién de masa defc da con todos los
momentos multipolares de masa. Si todos los Itipot: masa desap p do el

monopolo la solucidn se reduce a la de Kerr-NUT.
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(i) Transformacién HKX [11}

Como ya vimos existen varios métodos para generar soluciones a partir de una conocida. Una de estas

eslatr i6n HKX. Con esta transformacién se calcula el potencial de Ernst de una
solucién estacionaria a partir de una métrica estatica.

La tansfc i6n HKX, fue d bierta como un subgrupo del grupo de Geroch(Hoenselaers,1979,
{11)). Esta transformacidn puede ser interpretada como una transformacién infinitesimal que actia sobre
el potencial de Ernst. El métado para generar sol es el sigui Usando las funci métricas del
elemento de linea general sc construye la matriz

fo 171
F= 2.8.3]
(s [283)
que face las 1 »
F2 = pl [2.8.4a}
FTe=F [2.8.45]
con
=(0t
“\-10
y se definen los operadores
o= g,) [2.8.50)
d

v = (__ s,) [2.8.50)

Ia ventaja de usar este operador es que podemos construir 1a expresién
vV A=0 [2.8.6]

que es vilida para cualquier matriz arbitraria A de 2 x 2 y pude ser usada como una condicién de integra-
bilidad.

Con 1a definici ionad i las i de campo [2.4.3a] y [2.4.3b] se pueden
poner dentro de la ecuacién

v (%Fvi‘) =0 [28.7)
las ecuaciones [2.8.6] y [2.8.7] noa dicen que existe una matriz w real de 2 x 2 que esta definida por
vil= —l;i‘vi‘ [28.8]
definiendo una matriz H como
H=F+ifl {28.9)

se puede poner la ecuacién [2.8.7] en la forma
vH =’:—’Fv'll [2.8.10)
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que es equivalente ala ccun-uon de Ernst. Asf encontrando la solucion H para la ecuacidn [2.8.10), se genera

una nueva solucidn esta ia axisimétrica de las ] de Einstein en vacio. Ahora por medio de H
uno define una nueva matriz Hj de la siguiente forma

H; = i(N + HH) 2.8.11]

donde !a matriz N satisface la si dicid

N = eittepl [2.8.12]
aquf “t " denota la matriz conjugada hermiti Y la matriz H satisface la ecuacién [2.8.10},
es decir

vH: = 1FV'H: [2.8.13)

‘Todavia mds, se puede definir una nueva matnx N; a partir de Hj utilizando Ia ecuacidn [2. 8 12],
después con Ny se construye Ia nueva matriz Hs utilizando la ién [2.8.11), que
Ia ecuacién [2.8.10], es decir, es una nueva solucién. Siguiendo este camino uno puede abtener un nimero

infinito de matrices H, y Nmaconn,m = 1,2,3,..., que satisf: las si
H, = iFV.H" [2.8.14q]
N = eHL evHA [2.8.148)
bfH gy = i(N1n + HiH,) {2.8.14¢]

donde nuestra matriz original H es tomada como H; *.
Para calcular una solucién estacionaria a partir de una métrica estitica dada (semilla), se tiene que
der de la siguient T el ial de Ernst

E = Epezp(2¢) 2.8.15)
de una solucién axisimétrica estatica, La accidn de N transformaciones HKX de rango cero sobre £y
genera un nuevo potencial estacionario E

D_

. E=EBp= [2.8.10],
donde

Dy = detlfyy + i-22 2t up[zﬁ(u.)](i'l-"’—”‘:ﬂﬁil) [2.817

25(Us) U; S(Us) + U S(Uy)
N,apyUy son 2N pardmetros. Las ecuaciones 3(U;) satisfacen Ia ecuacion

primero elijamoe aqufj, k = 1,
diferencial

SV = (1 — 2Usz) gy — 2Usp0° ¢ [2.8.18]
con
S Us) = (1 ~ 20 2)? + (2Usp)® (2.8.19)
Para obtener el potencial de Ernst E de la nueva solucién se tienen que calcul plici las N fi
B(Us). La ecuacidn [2.8.18] define a §(Ux) (para cada k) como una funcién de p ¥ % saliendo una constante
que puede ser absorvida por una redefinicion del imetro ay. La idn {2.8.17] sdlo s vdlida para

tansformaciones de rango cero. con [2.8.15] se pueden calcular las funciones f y © que serfan la parte real ¢
imaginaria del potencial de Ernst respectivamente

f=ReE Q=ImE

*  Los chlculos pars obtener H,, a partic de Hy son bastante i ¥ salen de fos itos de este trabajo

49



El néimero de soluciones obtenidas utilizando tas transformacién HKX[11] es muy grande. Se conoce que
uno puede obtener todas soluciones de la ccuacién de Ernst usando la transformacién HKX con la solucién
de Weyl como semilla’ métrica, algunos ejemplos son

Aplicando dos veces la transfc i HKX sobre la métrica estatica de Curzon{Curzon(1924))
_2mX
b= s w0 [2.8.200}
o X - X+ 6XY 4 YY) 4 (X7 — v 205
1 = -m o) [(X? —1)(X*+6 +YH+ (X2 -Y?)} [2.8.208]

se genera una solucién estacionaria con simetria axial que describe e} campo gravitacional de dos particulas
rotando alrededor del eje de simetria [38). Ambas particulas pueden tener la misma masa (proporcional
a m) y estar rotando en la misma direccién para que el sistema esté en equlllbno. Esto significa que I’
fuerza gravitacional entre las dos putl:ulu es p da por la i idn spin-spin, asi esto probé que

s 1y

las i de campo de Einstein p una sol estaci ia al p

de dos cuerpos.

La solucién Kerr-Nut se derivé aplicando dos veces la transformacidn. HKX a la métrica de Zipoy-
Voorhees(Zipay[38)(1966) ; Quevedo (1986)(13])

1 X-1
= goin(Z7) {2.8.21a]

1 X2-1
7= 38n(r—s) (2.8.218]
w=0 {2.8.21¢]

con § = 1. Finalmente cabe mencionar que entre las Gltimas soluciones generada por medio de esta transfor-
macién fue Ia generada por Mashhoon y Quevedo ([12], (13]). Esta solucidn serd explicada de manera més
amplia a continuacién.
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1a semilla métrica

a lucidn est M s

Puesto que nosotros d que la el campo gravitacional de una
fuente axisimétrica en el limite Newtoniano, Ia métrica semilla tiene que contener multipolos de masa. (como
nosotros hemos visto los multipolos de masa no desaparecen en el Wimile Newtoniano en contraste con los

Itipolos de angular). N ya hemos d do la que contiene todos los multipoloa
de masa que permanecen en el limite N i Asf t 1 1a métrica semilla de la forma

$=6D g PalY)Qn(X)

n=0

donde X ¥ Y son denad. feroidales prolatas, y § es el & ro Zipoy-Voorh En este nivel, el
pardmetro & no es relevante porque este puede ser absorvido redefiniendo ¢,,n =0,1,2,.... Sin embargo en
este caso, se fija el 10 gn ¥ deji & arbitrario. Aplicando la fc i6n HKX dos veces sobre

el potencial estitico Eo = exp(2¢) se produce un potencial estaci o E que esta dado por
E< expla)2= [28.22)

Dy
1
S 2S(U:) Dy = S(Uh)*S(Us)? - Za,n,U.U;ezp[2 (B(th) + B(Ua))) {2.8.23)
. 2
x [(1 ~ AW = SUNNL — Wiz S(Wa)) - SW)S(Us) (H;M'bl)_:'é:i@) ]

+%i[axU15(Uz)’(l — U £ S(U )ezp[28(Uh)) + azU2S(WU1)* (1 - 'lU;::tS(U,))e:p{Zﬂ(Ua)]]
conk=12

S¥Us) = (1 - 2Wan)? + (20.p)° [2.8.24]
Las funciones #(Uy) son las soluci de las i dife ial
)
. S0 = (1 - 22y, ~ 20spv, (2.8.25]
S(Us )‘”‘”‘) = (1 = 2Us2)9 + 2Usp¥, [2.8.26]
El potencial [2.8.22] corresponde a una métrica estacionaria. El potencial [2.8.22] contiene 4 nuevas constantes
ay, az,Urylz. Se puede sin embargo, fijar dos de cllos por medio de una f ion de denadas de

la forma z — z’ = z + constante. La funcién S(Ui) corresponde a 2U; veces la distancia entre los puntos

(o, ﬂ}-) ¥ (p.2) en el plano {p, z).
Ahora hay que resolver las ecuaciones [2.8.25] y {2.8.26]. Para facilitar un poco el trabajo, se utilizan

fercidales prolatas y eligi ¢l sistema de coordenadas de tal manera que la relacion
Uh=-h= 'f; =U (2.8.27)
S(+U) = Se = X5V [2.9.28]

después del cambio de coordenadas X — ~ X, ¢l potencial {2.8.22] toma la forma
E = exp(26d)3= [2.8.20]
dy
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con

&= 3 (=1 PV )Qa(X)

n=l

dy = (XE XA - M)+ YA 021 + W)Fi(A - )]
A=oy(X3- 14X - Y)""ezp(?ﬁi(—l)"%ﬂn—)
n=1

b= X7 = 17X = Y P25 (1) a0Bns]
n=1

Las ecuaciones diferenciales [2.8.25] y {2.8.26] para 1as funciones

BU)=Fr =Y Pax

n=0

pueden ser escritas después del cambio de coordenadas X —+ —X como
(XFY)(Baz)x = (IFXY)PaQLF(1 - Y)Qu Py,

(XFY)(Butly = UFXY)QuPLE(X? — 1)Pug,

dm‘lde}’,’,:~‘—"-‘li(,~’i1 y Q:_:ﬂ‘lﬁﬂ
'
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[2.8.31)

{2.8.32}

{2.8.33)

[2.8.34]

{2.8.35)
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El nuevo p ial [2.8.29) iene los sigui & os:
8) gn ¥ & que fueron dados por }a métrica semilla

b) a; y az que fueron introducidos por la transformacion HKX. Si ay y a3 desaparecen recobramos el

potencial de Ernst de la métrica semilla.

Para resolver Jas ecuaciones [2.8.35] y [2.8.36] utilizamos la siguiente férmula para la integracién de

funciones de Legendre
. 1
[ @udx = (@i = Quc), m=12,3,.

{2.8.37)

Una inmediata integracion no es posible debido al coeficiente (X+Y'). Para poder integrar se reescribe el lado
derecho de la ecuacidn [2.8.35] de tal forma que se absorba dicho coeficientes (X£Y'). Para este propdsito

usamos las siguientes férmulas de recurrencis
Ry=nR, 1+ 2R,
R, =ZR, - R,

Ra=Qp Pa=Pai Z=X,Y =Y
donde RY, = 48, Reescribiendo[2.8.35] en la forma

(XFY)(Bot)x = PiQnFPaQnFY (X PaQ) - Y PaQn)
y usando {2.8.38a) y {2.8.38b], se obtiene
(XFY)Buz)x = (XFYIPaQhy + n(PaQncsFPooaQn)

considerando el término
Cn = n(PaQ@n-1¥Pn-1Qn)

y haciendo uso de la formula de recurrencia
nRy = (20— 1)ZRpoy — (0~ 1) Rnoa
en [2.8.41), tenemon
Cn = F(n — INXFY)Poo1Qn-1 — (20 = I(XFY)Pa-2Qn-2 + Ca-2

entonces

Co= —(.Y;Y)';i (£1)*(2n ~ 2k + 1) Pa_s@ans + (£1)"'Cy
=1
Introduciendo explicitamente los valores de Qy, Py, Qo,¥Po en C; se encuentra
Ci = PQoFPoQ1 = F(XFY)Qut1
por tanto de [2.8.39], [2.8.44), y [2.8.45] tenemos

(£1)*
XFY

(Be)x = PaQisy = 3 (£1)H (20 = 2k + 1) PaoiQuos +
k=1
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{2.8.384}

[2.8.385)

[2.8.39)

[2.8.40)

(2.8.41)

[2.8.42]

[2.8.43]

[2.8.44}

[2.8.45]

{2.8.46)



ecuacién que puede ser integrada utilizando {2.8.37}. El resultado ea

n=-1
Bos = (£1)"Bog — (1" QuX) + PulY)Qn-2(X) = 3 (£1)" Paci(¥)[Qn-s41(X) = Quor1(X)]
k=t

«n 1, (XFY)
¥F
Box = 3In[5m—T]

Aqui la constante de integracién se toma como cero de acuerdo a la condicién

Jim s =0

Asf , el potencial de Ernst de la nueva solucié taci ia estd dado lici

[2.8.47)

[2.8.48]

te, El potencial de

Emst{2.8.22] no es asintéti plano, sin embargo, este probl puede ser
transformacién de Ehlers \—E

L1-F . .
£= TE" € = ezp(ir)f
Donde 7 s una que iza la dicién de asintdti plano de £’

_ cosrld, + exp(269)d_] — d +ezp(26¢)d_ — isent|d, ~ exp(269)d..]

Ito por medio de Ia

[2.8.49]

- cosr(dy + exp(269)d_] + dy — ezp(269)d_. + izenv[dy — ecp(269)d.]
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{ii) Cailculo de las funciones métricas

Ahora calcul 1as funci étricas para el p ial de Ernst generado por medio de la trans-
formacién HKX. E do este potencial en términos de los potenciakes de Yamazaki[37)
B= ul + 63,
A= exp(269)(anay +5-by)
1 .
= Ee:p(ﬁw)(u.,b_ —a.by) [2.851)
= Had +8] - explai)(a_? + b))
G= %[.;1 + b3 — ezp(469)(al +b2)) — exp(26¥)(a_ay +b-by)
donde :
6z = (XEDX(1 - )1+ Av)] . {2.8.52q}
by = (X£1)*"HY (A 3 v)F(A - )} {2.8.528)
con lo cual se pueden calcular las funciénes métricas f, w, y, v por medio de las relaciones de la trans-
P ién HKX. Introduciendo coordenad feroidales prol y eligiendo los paré de doa
{2.8.27] tenemos : El elemento de linea en estss coordenadas estd dado por
dx? dy?
L P ¥ ] 2 a
ds? = - f exp(2y)( X2 + Y )(X’ —i + = Y’) (2853]
+(X? = 1)(1 = Y?)d$™) + f(dt — wdg)?
con
. xX-11¢ -
F=2R[(1+ can‘)L,(x T l) ezp(—2¢)
—1 §-t -
+0- :olr)L_(§—+~%) ezp(266) + sent(XN_ + YN, )™
w = K + osenr{p+2Y (1 - 6))
K4 X=1lh 5
- R[(l +eosT)My (5 T ) exp(—26)
X-1t :
+ (1= cosr)M.(X ™ l) exp(26¢)
+ 26enr[X (A = 13)(1 = Y?) + Y(1 = 222 (X7 - 1)}
N R
ezp(27) = K,ezp(2f‘1)l\—,,—:7
donde

R=(X?-1)(1 -2 - (1 =Y)(A +v)?
Ly = (1= A)[(X£1? = M(XF1)]
+ (A + v)AAFY)? + p(1£Y)?)
My = (X? = 1)(1 = WA+ vEY (A - )]
+ (1 YA + )1 = v X(1 = Av)]
Ne = (A +»(1xi)
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. (-t
=20 =¥ 3 S 2Vl [@nas(X) = Qu-rtX))
n=l
o
§= 2 (D™ 4mgal™
mn=0
pesla ién asil plana de Jas i dife ial
00
Px==20-Y")Y 0uPiQn
=t
o
Pr =2X2—1) ) anPaQl
n=t
= dpn = 90
Pa= dx’ Q= dy
con Ky y Ko de integracién y 7 el pard de Ehlers que pucden ser expresados en términoa
deay y azyg i que la solucién sca asintéti te plana.
(lif) Casos especiales
Aungque la forma explicita de la métrica encontrada es muy licada, se puede obt. cierta infor-
macién de su significado fisico estudiando loa casos especial idos en ésta. Esta métrica tiene los

ind dient.

(i) gn, n=0,1,2,.. : Ellos vicnen de 1a semilla solucién y determinan los multipolos Newtonianos
(ii) & : El pardmetro Zipoy-Voorhees que fue introducido en la semilla solucién.
(iii) a; y o3 : Estos para fueron introducidos por la fi ién HKX.

Ademés la métrica conticne las siguientes constantes

{(iv) Ky y Ka : Son constantes de integracion. Ellas pueden ser expresadas en términos de loa

pardmetroa independientes a partir de Ja dicién de ser asintéti plana.

(v) T : Este para fue introducido por la fi ion de Ehlers del original potencial de
Ernst.Esto garantiza junto con K1 y K3 que la solucién es asintéticamente plana.

(vi) o : Esta e fue introducida de la fe ién de denadas esféricas a denad

esferoidales prolatas.

Dando valores apropiados a este junto de pardmetros independi y constantes podemos recobrar
casos especiales ya conocidos:
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1.- Si los parimetros independientes toman los valores

=1 q@=0 (£>0) =1 a=a3=0

y las constantes

Ki=r=0 Ki=1l oc=m

recobramos la métrica de Schwarzschild
2.- Si loa pardmetros toman loe valores

@=1 q=0 (k>0), e1=a2=0
y ias constantes
K=
recobramos la métrica de Zipoy-Voorhees

0, Ki=1l, o=m

3.- Si loa parimettos toman los valores

=1, 1=0, @p#0, @=0k>2), §=1, a=a=0
y las constantes

Ki=r=0 Ky=1, o=m
b la métrica Erez-Ri

4.-Siq brar la lizacion de la métrica Erez-Rosen con todos sus momentos multipolares,
los parametros independientes deben tomar los valores |

. §=1, ay=a3=0
y laa constantes
Ki=r=0, Ka=1l, o=m
Todas estas métricas pertenecen a la clase de soluciones estaticas en vacié. Esto es debido a que
ay = az = 0, es decir, ¢l potencial de Ernst es real

oo
E=ezp[2 ) (—1)"* g0 Pa(Y)QN(X)]
n=0
Los casos estacionarios contenidos en esta métrica son

5.- La métrica de Kerr, al tomar los parametros independientes los valores

=1 @= (>0, s=1, ai=-2, a=0
y las constantes :
Ky=-2a, Ky=1, aenr:—%, casr:::—, o2 =m?-a?

Aqui m denota la masa y a €]l momento angular por unidad de masa
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6.- La métrica de Kerr-NUT,al tomar los parametros independientes

0=l @=0,(k>0), 5=1, oy =a-ax a3= gletla? - 87]

y las constantes

Ky=-2, Ky=1, gs?=m?—a®4b*
+b{a? - 8¢%)} —3mo
™t b7
+3ocosT +m
™ 4 b2

cosT =

sent =

Aqui b es el pardmetro de NUT.

7.- Métrca de Kerr con momento cuadrupolar masa arbitrario, al tomar los pardmetros independientes

a=0, g2=q q@=0 (£>2), 6=1.a_§, az =0

y las constantes

. [ IR 4
KNy=-2a, Ki=1, sent=——, cosT=—, e?=m?-a?
8.- La métrica de Kerr con todos sus Itipol , con loa pardmetros independi
=1 @a=0, =1, a1=-=, a2=0
¥ las constantes a -
Ky=-2¢, Ki=1, senT = ===, cosT= -, =m? ~q?

De los casos anteriores se puede concluir que la métrica estitica mas general contenida en la nueva
solucién es la generatizacion de la métrica Erez-Rosen con todos sus momcntos mulupolnrw masa. Por otra
parte, la métrica mds general estacionaria y que contiene Ginj masa N i
contenida en 1a nueva solucion es 18 métrica Kerr-NUT. De todo esto se con:luye que Iu nueva solucidn pucdc
ser interpretada como una superposicién no lineal de la métrica de Kerr-NUT con 1a semilla soluciéa estitica
que iene todos los 0s multipol masa en el limite Newtoniano.
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(iv) Célculo de los Momentos Multipolares Geroch-Hansen

En 1986 H lacrsf14) 5 una relacién entre el potencial de Ernst y sus momentos multipolares
Geroch-Hansen. En esta parte del trabajo sc presenta esta relacion y algunas férmulas de recurrencia que
son muy dtiles d los calcul i

Consideremos ¢} patencial de Emn €en denad. feraidales prol , en el eje de simetria (Y = 1),

Introduciendo 1a coordenada z (z = 0XY), el punto en el infinitoc A estd determinadoporz —~ 00 =0
(Z = 1). Definiendo el potencial £

o 1 .
a1 =651 [2.8.54]
los multipol G, h-Hansen para soluci i ina, estaticas y axisimétricas son deter-
minados por
b= R SR | iy i ) (2855)
¥y
1d'€(z,1
I = Im(" Edi' ) li=o +di{mu_y, minz, ..., mg)} [2.8.56)
el término d; desaparece para ! < 4. Para { > 4, di tiene que ser calculado usando la definicién original.
Algunas de dj son id; lici {H ) 1976) en términos de my
dy=dy=da=dy=0
1.
dy= ;mn(mf — mymp)
.
1 1
ds = 3= mg(mam; ~ mama) + mx("‘l -~ mamy)
ds = -'"a(4'"z +8mamy — Gmymo) + = m‘("urm ~ myme)
+ m(5m: = Tmg?)(m — mama)
- 2
dy = Joemi(3Bmamy + 17memy = 55mgmma)
s e 3
+ mmo’(m‘} ~ 8mamymg + 5mam3)
429m, 1(22m3 + 23mam; — 45mmq)
25
429m,(mgml —~ mamg)
+ 429("': = 2momgm; )(m} — mamao)
con -
1 d'€(z,1)
m =y j1=0 {2.8.57]
¥ “*" denota conjugacion compleja.
Asf el caleulo de los momentos multipolares relativistas es equivalente al cileulo de my.
E: diendo el 1al £ en jas de ¥
. - dE(5, 1 *
E(z.l)=.)_:x:-%—) =0 77 [2.8.58]
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utilizando {2.8.54] y (2.8.57]
1 dg(E, 1)

™A aE fi=o
introduciendo E obtenida de i-E
. §=17F (2.8.60]
dentro de {2.8.59), se obtiene 1a siguiente férmula de recurrencia para el caleulo de my;
higy
™= =T ly=,1=0 {2.8.61]
Aaul 1 dE
hy = EdE [2.8.62]
y dh .
b= =5t 4 2hbioy para 122 [2.8.63]

Para calcular los momentos multilpolares de una métrica estacionaria, se lleva a cabo ¢l procedimiento
siguiente

(i) Calcular el potencial de Ernst E y £ utilizando [2.8.60]

(ii) Calcular las cantidades my usando Ia formula de recurrencia [2.8.61]

{iii) Calcular los multipolos de nasa y los multipolos de la distribucién de angular utilizando
M = Re(my + dy) {2.8.64)
Yy
- Ji = Im(ny +di) [2.8.85)
El potencial de Ernst de una solucién axisimélrica estitica s real y csti dado por
E = exp(2¢) . {2.8.08}

Esto significa que los multipoloa de 1a.distribucién del momento
angular desaparecen y los multipolos masa son dados por

§ h,
My =d; - @ _;_*;)! ly=t1=0 (2.8.67)
con
o dy
b=z [2.8.68]
b= y';—';—‘- + 25"1—1% . [2.8.69]
El comportami de los Itipol bajo la accién de una transformacidn de Ehlers

£ — &' = ¢'"€ es ¢l siguiente. Escribimos a £ como

€ = Re(€) + iIm() {2.8.70)
sustituyendo {2.8.70] en {2.8.58] puede ser do que m; se fi deacuerdo a
Re(m}) = Re(my)cosr — Im{m;)sent [2.8.71]
Im(m}) = Re(my)senr + I'm(mi)cosr, (t=20) [2.8.72)
puesto que el termino di, desaparece paral < 3. Y de las ecuacion [2.8.64) y (2.8.65)
M{ = Mpcosr — Jisent [2.8.73]
J{ = Misent + Jicost,  1<3 [2.8.74)

estas [6rmulas no son vilidas para | > 3 puesto que la combinacién de 1a forma my..2, my_3, ... tiene diferente
comportamiento bajo una transformacién de Ehlers.
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(v) Célculo de Momentos Multipolarcs(14]

Para i igar los pard {isicos idos en la nueva solucidn, se calculan los mul
tipolares. Para llevar a cabo este trabajo es io utilizar las férmulas de ia [2.8.61],[2.8.62},
{2.8.63), [2.8.84], y [2.8.65] derivadas en la seccién pasads. Primero se i iga el valor del ial de
Ernst en el eje de simetria (Y=1)

Bax(X\1) = FQn(X) [2.8.75}
y las ecuaciones para A y p toman la forma )
A= m(x + l): 13, n= m(x + l)u-n 246 (2.8.70]

introduciendo el valor de ¥ en la ecuacion E = e:p(ﬂd-z)%: y utilizando las ecuaciones {2.8.76}, uno obtiene
¢l polencial a lo largo del eje de simetrin

_ Fye™ 4 2ia0G.

F ¥ 2i0,0C 4% f2.8.77)
donde
Fy =1—0%? — aras(l403)? [2.8.78)
Gs = ¥(1+07) [2.8.79)
V= Z(— yt ‘v.-an(—). =1 [2.8.80)
n=0
con las férmulas de recurrencia y con los resultados obtenid i pod leulnr los
multipolares

_ _ aja,
=o(f= L cr,a,)

‘ -1 - a}
m =g+ g

My = (Fbay - 38~ 20 I

aioa(~2 — 20102 4+ 3af + 30} + 4afed) — 3(af + a,)|
(1 —ajaz)?

(n, + a3)? — ayaa(l + 207 + 203 + 20123 + 20303 + adad)

(1 ~ayas)

+6[~+

[2.881)

}

| L) el d |

Jo= ol —oyay
o1+ oz

(1 - alpha,a3z)?

Too—Barslon + 0a) + (a2 = an)(1 = 877

Jy=a* {1 — 3oy — 26(1 — az)}
Jr=

3 _ adaral — o,
—(l—a,o;)f’(a’—“'"'u’ ajag)
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4
Jy=— {jgaablor +oa) + 3116(5 = 1)az—a1)
6’(1—"‘—}%’—)5(50,a, ~ 9a?ad + 6oz ~ 2)]

1—-aja;
- 260 4 an) -

—16[3 ol 4al ai+az

- 3,3 2,2 _
T—oaaf "= a,u,)’"a‘a’ +3aial +6a,03 - 2)]

- (!—_;‘—a’)_:[(u, +az)(503ad + 6alad +Bayaz + 1) + (af + o) (Garoz — B)}}

Los parametros ay y az por Ia T idn HKX estan idas en tadas 1as expresiones de los momentoa
tipel Estoe paré d i ia rotacién y Ia masa total de Ia fuente. La existencia de
mass imp y pares de 1a distribucién de monento angular muestra que la métrica

8 axisimé! con respecto al plano ial (Y=0) .

De las ecuaciones {2.8.73] y [2.8.74), es posible notar que el p T afecta los ¢ 1tipol
por uuia rotacién en la siguiente forma

M/ = Mncosr — Jasent [2.8.82]
Ji = Mpsenr + Jocost, para n<3 {2.8.83)

consideremoa el siguiente caso especial

f=q=1 @=0, @=0, &l a#o, (k22)

uw uyuﬁu que iderando el campo gravitacional de un cuerpo con todos sus momentos mul-
P Newtoni. yel 4 ay dela f i6n BKX. Es iend
a|=lanr=—§. o =m?-a?

entonces [2.8.82) y [2.8.83] conducen a
Mi=m
Mi=m

2 a?
M = emi(l - —5)’q - ma?,

2 2 3 2
MizEm?(1 - S5 lgaa” - sl — 25)7)

=0
J{=ma

2 2
Ji=-qget- ;:—,)'m’q:

. s, 2 a? 3
e Fa(l — ,)(21: +303)
De lns expresi del gular el pardmetro a determlnn 1a rotacién de la fuente, es decir a es el
pardmetro de Kerr. Los Itipol: en general, una superposicidn no
lineal de los momentos multipolares de ln semilla métrica (Erez—“bsen con todos los multipolos Newtoni-
anos)con los de Ia métrica de Kerr. Una propiedad particular de estos ulti Itipol &8

que en el caso limite m® = | a |’ corresponde a 1a métrica de Kerr independiente de os valores qz,q;,qh -
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puos
SOLUCIONES INTERIORES
3.1 Resumen

Encontrar soluciones interiores a las ecuaciones de Einstein que tengan un significado fisico relevante
no es tarea ficil. Una de las primeras suluciones encontradas es la solucidn interior de Schwarzschild, que
nos permite describir el interior de una distribucién de materia de fluido perfecto con una gimetria esférica,
estdtica, y con densidad constante. Para el caso de una distribucién de materia rotando, eatacionaria
y axisimétrica, 1a dnica solucién conocida que drescribe el interior de este tipo de objctos es la solucién
encontrada por Wahlquist{16] y generalizada por &l mismo utilizando el formalismo de Diadas en 1991(9}

En este capitulo nos proponemos presentar una revisién de las soluci interi de las i de
Einstein conocidas, y estudiar los para fisicos velocidad, velocidad de rotacidn, aceleracién, velocidad
de espansion, densidad y presién que sc obticenen a partis de &ilas,
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3.2 Termodindmica

Los sist dinimicos pueden ser a} te complicados; por plo, un gran nimero de pro-
cesos termodindmicos pueden estar sucediendo simultaneamente en el interior de una estrella. Nosotros

explicaremos las ideas basicas, l|m|l;mdo nuestras observaciones a sistemas simples.

Dumnlc los p ter amicos ciertos el de ia materia, con sus propiedades se conservan,
por en moldculas termodindmicas no relativistas o dtomos y sus masas. En la transformacién de
una estrella y durante sus procesos nuclcrans los bariones con sus masas en reposo son conservados en su
lugar Es por este motivo que que relaci todas las tidades a estos bariones. Si, por

lo, nosotros elegi un el to de voll del sistema, entonces nosotros tenemoa que tomar como

cuadrivelocidad de este elemento a u' que serd el promedio de velocidad baridnica. El flujo (movimiento)
del sistema serd earacterizado por una cuadrivelocidad

u? = u¥(z?), uTuy = —c? [3.2.1]

Para ob fas i bisicas de termodinamica pri B¢ va a un si de refc ia, local en
teposo

u? =(0,0,0,¢) {32.2]

del el to de vol bajo ideracién y observando este elemento de volumen como un sistema que ex-

iste en equilibrio (naturalmente estd interactuando con su alrededeor, asi que el sistema no estd nesesariamente
£n equilibrio); esto es, .uno introduce para este clemento de volumen las variables de estado fundamentaks
de la termodindmica

n=niimero de desidad baridnica, s=entropia por masa bariénica
p=densidad de masa baridnica,  p:=presién isotrépica

T=temperatura , [ =f ial quimi

u=energfa interna por unidad de masa, f=energia libre por unidad de masa

Densidad aqui siempre significa, por tres len el sist Tocal en reposo, La densidad
de entropia, por ejemplo, tiene que ser dada por sp. Existen relaciones entre las variables de estado que nos
dicen que sélo dos de ellas son real ind dientes ,del imi de la iz
la energfa y la densidad, o del volumen -pcclﬁco v= 1

como funcién de

8 =s(u,v) 3.2.3]

uno puede calcular las olras cantidades , por ejemplo,

% =% [3.2.44]
g% =£ [3.2.48]
J=u-Ts [3.2.4¢



Para la interaccidn del el de voll con su alrededor nosotros i de bal. Estas
son : La ley de conservacién del nimero baridnico estd dada por

(pu®)ia =0 {3.2.5)
La ecuacién de balance para la energia y momento, formutada como
% =0 13.2.6)

con TH es el tensor de encrgia momento y la ecuacién de balance para la entropia

=020 (32.7)

que nos dice que la densidad de duccidn de pia o es siempre positiva o cero. Naturalmente toman
significado fisico sdlo si la ia de densidad de i 8% y el tensor de energia-momento TH* son
relacionados uno con otro y con las idad dindmicas antes i d

Esto puede llevarse a cabo como sigue.Usando el tensor proyeccion

hig = gip + —-E-“:',‘ [3.2.8}
para descomponer el tensor energi en una p parslelay una p dicular a la cuadri
elocidad .

Tip = pusup + phsp + ML;—-G‘—“L) + x4p [3.2.9a)
. quf =0, xput=0, x=0 (3.2.98)

El coeficiente de hag es la presion isotropica p, la energia interna por unidad de masa estd relacionada a la
densidad g en el sistema en reposo de 1a materia por

N .
= pau’ + "T [3.2.10)

y 1a corriente de calor ¢7 (densidad del momento de corriente en el sistema de referencia en reposo) que va
en la entropia de corriente

= + [3.2.11}
v i -
La ecuacién [3.2.11] nos dice que el flujo de entropia es transportado por el flujo de calor (es la generalizacion
de dS = 42).
Nosotros queremos ahora obtener una expresidn explicita para la densidad de produccién de entropia
o. Usando la ccuacién [3.2.5] y la ecuacién
a_ 1 p? .l _ 1 2 2
squ” = T(T).nu" + ;(;)..u’ = ,._T[(P+ ve i, + v au®c’] [3.2.12)
que resulta de las ecuaciones [3.2.3],(3.2.4] y [3.2.10], s obtiene

-
=8l = %[(p +pc?)ud, + g, 0u%c?] + (g,;,—')_», (3.213]

puesto que el término entre paréntesis cuadrados puede ser eserito en la forma
(p+ nc®)uly + pu"c® = (uuaug + phsg)u’ (3.2.14]
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y la divergencia del tensor energi: desny [3.2.13) implica la rel

o
o= [T"\ - putu® - pho* — Phu'\];au?u + (q?‘);a [3:2.15]
que teniendo en cuenta la definicidn [3.2.9b] de ¢*
A
o= ~(T - putu® — ph*")(“?);., [3.2.16)

En termodindmica irreversible uno pucde satisfacer ¢l requerimiento o > 0 en muchos casos escribiendo el
tado derecho de {3.2.16] como una forma cuadritica definida positiva,esto es, haciendo la suposicién de 1a
linealidad de las 5 3 1dai

En muchos casos uno puede ignorar los procesos irreversibles. Si el sistema esta determinado por sélo
dos cantidades de estado en el sentido de [3.2.3), tendremos irreversibilidad exacta (¢ = 0),esto slo es posible
en ciertas métricas (nquellas en que Ia derivada de Lie a lo largo de %* desaparece), o para las cuales el tensor
energia-momento tiene la forma

TR = puru® 4 ph?® = (4 + E)urud 4 pgte 3.2.17
3

este medio es llamado fluido perfecto y cuando p = 0 polvo
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3.3 Interior Estelar

Cansiderar ¢l problema de descripcién de objetos astrofisicos realistas, es decir, saber de que llpo de
materia estdn constituidos y cual es su simetria; es un bl muy plicado. Sin emb
que ¢l interior de estos objetos astrofisicos esti constituido por un fluido perfecto y que tienen en primera
aproximacion una simetria esférica , es una aceptable aproximacién . Bajo estas consideraciones , un modelo
aceptable que describa el interior de objetos astrofisicos se puede construir utilizando los pardmetros de un
fluido perfecto

(i) p(r)=densidad de masa-energia en un marco de referencia en reposo en el fluido

(ii) p(r)= presién isotrdpica en un marco de referencia en reposo en el fluido

{iii) n(r)= densidad numdrica de bari en un marco de referencia en reposo en ¢l ﬂuldo
(iv) u?(r)= 4-velocidad del fluido

{v) T#* = {p + p)u*u* 4 pg"* = Tensor de rnergia -momento del fluido

Para que el objeto astrofisico sea cstatico, cada elemento del fiuido tiene que permanecer siempre en
reposo en el sistema coordenado estatico, es decir, cada elemento del fluido tiene que moverse a lo largo de
1a linea mundo de constantes r,8,¢ { dada la concideracién de simetria esférica o mds razonable es trabajar
en estas coordenadas), y en este caso la cuadrivelocidad tiene las componentes

‘dr
ro 90 _
w=g =0 (3.3.1a}
w=%_y [3.3.18]
ds . -
u = 46 _ 0 {3.3.1¢
@ 5
con ds el clemento de linea en coordenad f y ademas normalizada como
Wy = ~1 ' (33.9)
.Utilizando la métrica para simetria esférica
ds? = —e2%d1? 4 A dr? 4 r?d0? + sen?0dg? [3.3.9]
tenemos
ufu, = gueutu”
= g“l"ll’
R L]
esto implica, utilizando [3.3.2] que
u( - C-‘
¥ ¢! tensor de it ticne las
T = pe—3% : [3.3:4a)
T*r = pe=2A 3.3.48]
T = pr-2 : [3.3.4¢)
T = pr-2sen~20 " [3.34d)
V=0, sia#
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por tanto la estructura de la estrella estd definida para las funciones ®(r), A(r), p(r),n(r}. Estas fun-
ciones son determinadas con la ayuda de las ecuaciones de Einstein, por la ley de conservacion de energia-
momento y por una ecuacidn de estado, que para un fluido simple en equilibrio termodinamico local siempre
existe una relacién de la forma

r=p(p,S) (3.3.5)
que expresa la presion en términos de la densidad de energia y Ia pia especift Uno fr
idealiza con situaciones en la cuales la entopia puede ser idersda como (en particular, tan
pequeiia que se puede despreciar),asi uno tiene la relacién
7= plp) 133.6)

esta relacion es diferente para diferentes formas funcionales.
De la ley de conservacién de energia
T, =0
tenemos cuatro ecuaciones, una para cada valor del pardimetro libre i . De Ja simetrfa pedida tenemos

T, =0
lo que nos ileva a obtener la ecuacin

d¢ _ d
g =-F (337]

esta ecuacion nos dice que gradiente de presion es necesario para dejar el fluido estatico en 2] campo grav-
’itacional, cuyos efectos dependen de %f. De las ecuaciones de Einstein
’

Gy = kT,
tenemos 1
m(r) = 5r(l ~ e
=
1
R T [33.8]
r
ademds dm(r)
m(r, — a
pra 4xr’p [33.9)
¥ con

—1 2 ~28y 4 240
G"—’_,c (1—~¢ )+r°
Ter =pe?t

podemos obtener s
d¢ _ m(r)+4xrp
. dr = rlr ~2m(r)] [3:3.10)
De lo anterior podemos concluir que si uno tiene una ecuacién de estado {3.3.6], entonces con {3.3.6),
[3.3.7), [3.3.8], y [3.3.10] tenemos cuatro ccuaciones para las cuatro funciones desconocidas &, m,p, p, es decir

se determina el sistema.
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Si dividimos [3.3.7] entre (p 4 p), ¢ igualamos con {3.3.10] tenemos

dp _ _{p+p)m(r) + 4xr’p)
dr ~ rlr — 2m(r)] (3-3.11]
La ecuacién {3.3.11} es 1 d i6n Oppenhei Volkov(O-V).
En una situacién Newtoniana
pLp
=
axr’p€m

1a métrica que describe este espacio tiene que ser muy cercana a la plana, por tanto, la ecuacién [3.3.8]
requicre que m << r y la ecuacidn [3.3.11] toma la forma

dp _ _pm
w=" [3.3.12]
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3.4 Soluciones Interiores Exactas

En teoria Newtoniana {3.3.9) y [3.3.12) son muy dificiles de resolver analiticamente para una ecuacién
de eitado dada, su contra parte relativista es todavia mas. Por tal motivo encontrar soluciones exactas
es muy complicado. Existen dos soluciones interiores cxactas para ecuaciones relativistas, una debida a

hild y otra mas reci debida a Buchdahl(1981)[40]. A continuacién una revisidn general de
ambas soluciones. '

(i) Solucién Interior de Buchdahl

Buchdahl en 1981 encontrd una solucién para Ia ecuacién de estado

=12(Kp)} - 5p [B4.1)

con k una constante arbitraria

Esta ecuacién no tiene bases fisicas particulares pero tiene dos propiedades importantes

(a) Puede ser hecha causal en todas partes de Ia estrelin demandando que la rapidez del sonido local
(%)% sea menor que 1

(b) Para p pequeiias se reduce a

p=12(Kp)}
que en teoria Newlomnna de estructura estelar es lamada un n=1 politropo. Entonces n=1 politropo es uno
de los pocos sist i ] de forma exacta.
Los imi de lidad d
p< K, PLTK
¥ tenemos una diferente denada radial ' definida en términos de la usual por.
1-8+u(r)
1y = ——— -l
ey = AR

con = cte . En términos de las funciones métricas de la solucién de Schwarzschild , para Ar € =

St =(1-20(1-F-u)1 - B+ u)}

M = (1-28)1 —B+u)(1— B —u)~Y1 - B + BcosAr' )|}
p(r) = A*(1 - 2B)u?[8x(1 — B + u)}~*
plr) = 24%(1 = 20)u(1 — B — SuB(1 ~ B+ w))t
La superficie p=0 es donde u=0, es decir, en ¥ = § = R’ , en este lugar
=M =129
R=r(R)=x(1 ~ B)(1 - 268)1 A"

y |a masa de la estrella estd dada por

_m0-p _ = ~
M= (1-26)4 — [2881\'(1 - 217)]“’(1 A
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(ii) Solucién I sor de Sct hildis]

Ya en el capitulo anterior trabajamos con la ecunciones de Einstein para el vacio, con las cuales se
describin el campo gravitacional exterior generado por distribuciones finitas de materia con simetrla ax-
ial, estacionaria y estadtica. Este tipo de distribuciones de materia ¢s una buena aproximacion a objetos
astrofisicos.

Para poder describir ¢! interior de este tipo de cuerpos, es neceaario tener un modelo que los caracterize,
lo que implica que tenemos que decir algo de su tensor de Energia-momento. Como una buena aproximacién
podemos considerar que el ml.cnor de estos cuerpos estd constituido por un fluido perfecto,es decir el tensor
energla que car la ia es ¢l de un fluido perfecto y tiene la forma

Y= (o4 Bluaus +pa [34.2)

En el caso de la solucién interior de Schwarzschild tenemos una distribucién de materia con simetria
esférica ¥ estdtica cuyo elemento de linea general es independiente del tiempo, y estd dado por

ds? = —e*(3dt? 4 X Vdr? 4 £} (d0? + sen®0d¢?) [34.3)

tomando un sistera de referencia que va con el fluido (a materia estd en reposo en este sistema) la cuadriv-
elocidad toma Ia forma
u* = (¢7°,0,0,0)

con p y p son funciones nicamente del radio r
‘Tomando las componentes del tensor de Ricci encontrados para la solucién exterior de Schwarzschild

- AN

Ry = T‘T*T*T [34.40]

R = em( 4 - 14'.\_' + _1 [3.4.48]

R = —e=M1+ 50/ = X)) +1 = 22 3440
R=m=-2c-*[?'+"71—-"—1+'/ '\+é]+rl, [3.4.4d]

y usando las ecuaciones de Einstein con un 7% dado por {3.4.2]
1
Ry ~ 5g,...R,= kT

tenemos
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v
kp= e"\[—- -t [3.4.50)
:ﬂ YN N

gyt vt v
kp=c¢ l + ) {3.4.58)
- /\' l 1
—kp=e [T - r_:] - [3.4.5¢)
Las doe funciones métricas A,» y p,p se determinan con las tres i iores y una ién de
estado :
Jp,p) =0 [3.4.6}

con ayuda de la la ley de conservacion de energia integramos las ecuaciones [3.4.5]y utilizando que, para
una distribucién estatica de materia y presidn tenemos

P W =0 (3.4.7a)
P =0 [3.4.78)
uw, =0 [3.4.7¢)

Podemos encontrar elvalor de Ias funciones métricas de la siguiente forma
T3 = [g""p+ (p + P)utu’);y =0
=

P4 (p+pluau' = p' = (p+p)T i =0

=
-
P=—(+p) (3.4.8]
Ahora tomando {3.4.5¢] tenemos
’ kpr? = —e"rA' - 1} — 1
= —Ie"‘r]' -1
=
fe=r) = kpr? -1
integrando
e = -/(kpr2 — l)dr
= %kpr’ -r
=2m(r)-r
=
m(r)

ezl
r

para las siguientes funciones métricas,necesitamos fijar fa ecuacién de estado.Tomemos el caso mds simple

p=cle {34.9}
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Esta ecuacién de estado nos da modelo estelar aceptable; p = cte es una primera aproximacién dnicamente
para estrellas en las cuales la presidn no es muy grande. La solucién estatica con simetria csférica con la
ecuacién de estadof3.4.9] se llama solucién interior de Schwarzschild.

Para

tenemos
e =1-4r [3.4.10)

y la ecuacién [3.4.8] puede ponerse en la forma

(40 = Lo +n

(p+P)’ _fv
(F+P)— /

-y
In(p +p) = =
=
BeF =p+p . 34.11)

donde B es una ‘de integracién Ahora

Hep+p)=kp+kp

£ 1 1 v 1 1
— e M _ A C2 Y AT B
=e [r v"]-*-v"'*.c [r+r’] r?

XV
— =ML V.
=e [r+r]
=kBe¥F
: =>

Y -
(- a2+ L) = kB [34.12]

Sacando logaritmo natural a ambos lados de la igualdad [3.4.10}, encontramos el valor de A, Ja cual derivamos
con tespecto a A cbteniendo

. _ _~2Ar
¥= (1 Ar?)
sustituyendo el valor de A en {3.4.12] y después de realizar un poco de ilgebra obtenemos
= kBr
S (1= AT ) = —
0= AT = Ay
do esta én ot
oAyt o LR 1
e?(1— Ar?) 2A__(1—Ar7)§
=
ot =§’—:+D(|-Ar=)i 3.4.13)
A

B y D son constantes de int ién, y son determinadas de las condi de unién con otra métrica
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3.5 Campo Vectorial Espacial

En muchos problemas y soluciones en Relatividad General, tenemos un campo vectorial preferente. Su
origen puede ser de una naturaleza mas fisica (Campo de velocidades de una distribucién de materia) o de
una naturaleza matematica (vectores propios del tensor de Weyl, vectores de Killing). Uno puede aprovechar

el ¢ imi de las propiedades de cada vector para clasificar soluci © para simplifi alculos por
la introduccién de sistemas denados que son ad dos al campo vectorial preferente. Nosotros ahora
d un campo vectorial especial y las denadas apropiadas a éste.

(i) Congruencias de Lineas Mundo

El siguicnte campo vectorial tiene la propiedad que c¢n todo punto se puede definir un vector. Una
familia de lineas mundo (Congruencia de lines mundo) es equivalente a cada campo vectorial a"(z'), sus
vectores tangentes tienen la direccion de a". Esta consideracion no es tinica, puesto que no sélo a” si no
que también los puntos Aa™ estén en direccién de Ia T do estas lineas mundo como lineas’
coordenadas uno obtiene una forma simple de los vectores a”(zf) (por ejemplo, 2%=cte, z*=variable); el
campo vectorial entonces ticne la forma normal

a"() = (0,0,0,a%(z")) {35.1]

por medio de una fe ién de denadas z¥ = z%(z') uno puede dejar a* = 1. Sig" es la
cuadrivelocidad de la materia, entonces en [3.5.1) nosotros estamos tratando con un sistema de coordenadas
comévil.
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(ii) Campos Hipersuperficie-Ortogonal

Un campo vectorial es llamado hipersuperficie-ortogonal (o sin rotacién) si cs posible construir una
familia de superficies f(z') =cte a través de la congruencia de lineas mundo, y con ellas los vectares de
campo son perpendiculares a las superficies{figura 3)

]

f=const
1
{ t a™(e?)
| S S

1 ,
t

~

fig. 3 Congruencia do Hneas mundo

E! campo veclorial ¢ por tanto spunta en direccién del gradiante a la fa;nilia de superficies

= Agn
¥ por tanto tiene que satisfacer la ecuacidn
. Gpyn = Omin = %Lam - %ﬂa.. (356.2]
¥ por tanto
o= %t‘"‘"'ﬂ[ﬂ..,‘)a, =0 {35.3]
Un campo vectorial puede ser hlpcnuperﬁcl&on.ogonnl sdlo si su rotacidn definida en {3.5.3] desap
Esta dicién es tambié fi un campo vectorial es hipetsuperficie ortogonal si la ecuacidn {3.5.3)
vale.
Aunque las componentes cnntruvananles a" de un vector pueden siempre ser transformadas a la forma
notmal [3.5.1}, una pondi ion de las P i ala I‘otmn
aa(2') = (0,0,0,a,(z")) (3.5.4]

es solo posible en una regién de espacio si el campo vectorial es hipcrsuperﬁcic ortogonal . Uno puede ver
esto inmediatamente del hecho que [3.5.4] es equivalente a 6, = a4z%,. Si uno toma la superficie f=cte como
supetficie coordenada, entonces con tal que a" no sea un vector nulo uno pucde ulmullancnmentc con (35.1)
y (3.5.4) Nevar la métrica a la forma

de? = gapdz®dz? + gia(dz*)? [3.5.5)
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(ili) Campo Vectorinl Geodésico

Un campo vectorial es llamado geodésico cuando las lineas mundo ri(s) de la congruencia asociada

satisface la ecuacicn geodésica

)
tint™ =0, t= ‘-‘;T {35.0]

puesto que tf == A(z™)a’ tiene que valer, esto implica que para el campo vectorial a™ que
amai),a" =0 (35.9

Esta condicién es bié ficiente; en decir, si esta ne satisf: trar una
funcién A que, cuando multiplicado por a, da una t¥ que satisface (3.5.6] .
Si el campo vectorial es hipersuperficie ortogonal y geodésica, entonces de [3.5.1) y [3.6.4] ee tienc la

métrica [3.5.5]

uno puede sk

1
aupa” =0=T%, = 5”44’°g«l a=1,23;

944 depende tnicamente de 2* y puede secr llevado a tomar los valores  utilizando una transformacién de
coordenadas ¥’ = z¥(z%)
da? = g, p(2)dzdz? £(dz*)? (35.8]

(iv) Campo Vi ial Covari Constante

Un campo vectorial es covariantemente constante si su derivadas covariantes desaparecen:
ajn =10 [3.‘;).9]
de la definicién del tensor de curvatura se tiene
. a* Reinm =0 [3.5.10)

El tensor de curvatura y con éste la métrica estin limitados, si existe este campo vectorial.
Si af no es un vector nulo, entonces en la métrica [3.5.8) tenemos

Gag =0=T%,
Eato es; 9ap €8 independicnte de =4, El tensor de Ia curvatura extrinseca Ko g de la superficie z*=constante,las
férmulas reducidas y la ion {3.5.10] cond a
4] 3 pldl
=0, RO, =R,

%



3.6 Campa de Velocidades

Una de los més importantes cjemplos de un campo vectorial temparal (tipe tiempo) es el campo de
velocldndm u'(z") de una distribucién de materia. Las propiedades de este campo de velocidades se puede
do la derivada covariante u;;n. La idea consiste esencialmente en la

de manera mas eficaz

descomposicion de Ia derivada covariante en una parte simétrica, una parte si sin traza, y su propia
traza. he
i,
Uin = —;c,: +win + Tin + 4
Du
=uinu® = -E‘, ou' =0

G
Win = (] + J:%"l. winu" =0

y . [3.6.1)
Fin = () + —”‘:" - -——e’:;'". ot = 0
©=u
hin = gin + %ﬂ
hinu" =0
puesto que esta sep idn es i , las p dividualk teri el campo de flujo de
manera invariante; y son
u; Aceleracicn
win Velocidad de Rotacion
oyn Velocidad Shear
© Velocidad de expansién .
Veamos ahora el significado fisico de las idad ionad. ‘mente.
La congruencia de lineas mundo
. z* = z*(y*,7) {362
que estin asociadas con el campo de velocidades
o
wt(z) = ’;Lr 136.3]
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Para las soluciones de las ecuaciones de Einstein en \"do se tiene
1) _ pldl
R =g} =0.

¥, puesto que el tensor de curvatura del subespacio S-dimenuion;l puede ser construido de su tensor de Rieci,
entonces el tensor de curvatura del espacio 4-di ional d por plet

Asf se tiene la siguiente ley:

Si una solucidn en vacfo de las ecuaciones de Einstein posee un campo vectorial covariantemente con-
stante, enlonces nos estamos enfrentando a.-wn campo veclorial nelo o tambidn al eapacio plano.
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ESTA TESIS 10 DEBE
SALIR BE LA BIBLIOTECA

ticne el significado fisico de una familia de lineas de corriente.

A lo largo de 1as lincas mundo de todas las particulas { todo elemento de volumen) las »” son constantes
¥ 7 varia, y™ ctiqueta las diferentes lineas mundo {particulas). Manteniendo el parametro 7 fijo se pasa de
1as lineas mundo {y®) a las lineas mundo vecinas {y* + §y°) avanzando

.
b = g:—usy*’ 13.6.4]

puesto qué D et
E&z" = %6:' 4+ l‘.“,T:;E:‘

—;_—,;;1654" + T ubbze

-8—;;5y" + T§ ubbze

1]

{3.6.5)

i

]
o
= %w T b6z
esta derivada vectorial cambia conforme se avanza a lo largo de 1a linea mundo de acuerdo a
(62°) = ug,8z" {3.6.6]
Sin embargo, un observador moviéndose con el flujo, no define como desplazamiento a §z°, si no con frecuencia

toma la proyeccidn de esta cantidad en su espacio 3-dimencional, esto es,

8uz% = (g) +

uty,

c,')6:' = Hibz* {3.6.7)
como este obscryndor usa de manera natural un sistema coordenado comdvil cuyos eje coordenados son
Fermi- Walker, é1 define como la velocidad de un el de ia vecina, la derivada de Fermi de

& L z%. usando [3.6.7] y [3.6.6), y recordando que (§1£%)us = 0, s¢ encuentra esta velocidad

o612 - B1e")utin — iun) = (b2 358)
y finalmente utilizando (3.6.8] y (3.6.1] tenemoe

1 un

(B2 by = (ufy + 5= )(6,2")

136.9]
= @i+t + S

la ecuacin {3.6.9) expresa la coneccidn entre 1a velocidad (5, x") A% de la particula vecina al observador
(velocidad relativa al observador) y el vector de posicion infinitesimal §xz™ que va del observador a la
particula . De esto se deduce lo siguiente;

(a) La expansién © conduce a un campo de velocidades en direccién radial cuya itud es indep
diente de 1a direccidn; un el de vol es aumentado (8 > 0} o disminuido (8 < 0) en tamaiio.

{b} Puesto que el tensor antisimétrico de rotacién wpn; puede ser mapeado con el vector vorticidad w®
de acuerdo 8 :

imne

= =™ gy = 0

w

_1
T2
entonces

w' = %t“"“uwms. Wik = Cmiapotu’ . (3610
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el campo de velocidades descrito de este modo tiene la forma

(622")hS = €8 wmuibyc" [3.6.11)

La velocidad es perpendicular al vector posicién &,z" y al vector vorticidad w™, y asi nosotros estamos
tratando con una rotacién alrededor del cje definido por w™

{c) El tensor simétrico can del shear cond a una direccidn que depende del campo de velocidades que

produce un elipsoide exterior a una esfera de particulas. Puesto que la traza of desaparece, este elipsaide
tiene el mismo volumen que la esfera original , y asi tenemos un cambio de forma en volumen constante,
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3.7 Diadas

El analisis cspinorial y el de tétradas]15] fucron utilizados en los afios treintas con el fin de intentar una
generalizacién de la relatividad general y lograr formular una teoria unificada de electricidad y gravitacién,
Sin embargo, no se tuvo éxito en este probl Afos después se tomo interés en e} analisis
espinotial y tuvo gran aplicacién a casos de radiacién gravitacional dentro de la relatividad general de
Einstein. Las tétradas tienen también gran utilidad dentro de la teoria de Einstein cuando son aplicadas
a situaciones en las cuales tencmos congruencias tipo tiempo. Cuando un formalismo de tétrades esté

basado en alguna congtuencia, entonces, ésta nos conduce a una diddica 3-di ional y una fi lacid
vcctorml que explicitamente depende de la di jonalidad y la asi, a del cspacio-tiempo fisico. Para
dos que d den de su di lidad y signatura para su validez, ¢l calculo tensorial usual resulta

ser un instrumento mas complicado y que solo nos puede dar resultados mas generales, que son vilidos en
n-dimeasiones con arbitraria asignatura.

Construir una tétrada significa que en cada punto del espacio-tiempo (4-variedad) estamos fijando 4
campos vectoriales ,A¥ que constituyen una basc para dicha variedad en el punto. El indice latino de la
tétrada etiqueta los vectores. La utilided de este formalismo radica en que podemos proycclnr sobte estos
campos ialea a cualquier objeto definido en la variedad, de manera que p
de campos sobre la variedad.

fig. &

La eleccién continua de tétradas . A% en cada punto del espacio-tiempo nos permite calcular componentes,
es decir, escalares , de los objetos de la variedad. gA¥es el vector unitario tangente n la congruencia tipo
tu:mpo Y a* (a =1,2, 3) son las triadas vectoriales espaciales. Estas cantidades pueden tamblen ser vistns

como las de ién entre el conji de bases,
La base natural de vectores y I-formas{g] iadas con las denadas es:
il » "
S =gmr = dz 3.7.1a}
eae” =8, euen =g [3.7.18)
eHe? = gt {3.7.1
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donde g, ¥ g** son cocfici métricos covari ¥ cont iantes, La base dual de vectores y I-formas

son
u, = Ae,, U =" Auef [3.7.24]
ueu® =8, uply =1 [3.7.28)
duu’ =™ . [3.7.2¢)

donde 1., ¥y n™* son Ja métrica de Minkowski.
Entonces cualquier tensor, F),, escrito en términos de las usuales coordenadas es convertida (proyectada)

alas les Fr, de la siguiente forma :
Fry = Fuped®, A [3.7.3a)
y la transformacion inversa
Fuy = Fet™Au* Ay (3738
con z# coordenadas comdviles. La matriz de componentes de 1a tétrada contravariante tiene la forma -
P = ( A" 'A) 3.7.4]
. a=a=1,23
y su inveraa
"o Ay 1]
Ay = (_‘,-‘ Ao @1 3.7.5)
con )
, oA =4 A%Aqy [3.7.6]
donde sAyA, son ortonormales y componentes de un 3-vector A y & es un escalar.
Las caracteristicas de las congruencias tipo tiempo son exp das en las siguient
@, = pAuoh” {3.7.74)
Q4 = 1 —g)”lt“"'w\.;-n»\y 3.7.78]
Tuv =0 M) + 0guody) [3.2.7¢)

donde a,, ¥ y o, s0n los vectores aceleracion, vclocldad angular y el tensor de velocidad de shear. Todas
estas cantidades son proy das dentro de un 3-esp ortogonal a la congruencia tipo tiempo, es decir,

afr, =hr, = of¥ A, =0

después de fc a or les (@a, 4, @as) como en [3.7.3), loa correspondientes vec-
It '
tores tridi ionales y las idades diddicas son definidas por
a=apu?, 1 =fNu [3.7.84)
S = Spyu'u® = o yutut = ST {3.7.8q)

donde u® es Ia triada ortonormal de vectores Lipo espacio con componentes coordenadas (A*. Y las derivadas
de estas trindas de vectores son representadas por un 3-vector w

W=wau®, we= %t-l:e/\“lh;ynf\' {3.7.9)
y una diada N
N=Nyunh, Ny= 5:.,,,,\ PLYS g (3.7.10)

el vector w es la velocidad angular de la triada de vectores ortonormales relativa a los cjes.
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Cuando estas cantidades diddicas son diferenciadas, a lo largo de y ortogonales a la congruencia tipo
tiempo, y las segundas derivadas del Ia tétrada son eliminadas por medio de de Ja ley de conmutacién para la
diferenciacion covariante, ) de ¢l tensor de curvatura de Riemann (R, ,,) scnn introducidos. Dos
conjuntos equivalentes de diadas son leados para rep ar las 20 ¢

p tes independi de este
tensor .Ambos son obtenidos de manera usual tomando componentes ortonormales. Del primero resultan
tres diadas simétricas P,Q B (con TrB=0) y un vector t donde

Poy = —%Euau, RS [3.7.11a)
Qar = Raoom (3.7.118)
1
Bap = €apet® = gescaRloaed [3.7.11¢)
La segund i6n depende de la lucion invariante de el tensor de curvatura dentro del

tensor de Einstein R, — ,g,,R ¥ el tensor de Weyl, C},,. La diada B y el vector t aparecen nuevamente
¥ asf son comunes a ambos conjuntos. Ademas se pueden obtener dos diadaa simétricas T, A y un eacalar p

1
Aoy = Coas = —Zt.‘atu,c‘”' [3.7.12a)
Ba=1 = taut 3.7.126
s = 5 = 3edCosed [3.7.126]
1 .
Tar = E(R" - -Rﬁn) [3.7.12¢]
1y = -}za, 3.7.124)
1 1

p= _E(Rq°+ .2_}1) 3.7.12¢]
A yBson lamad i las tea eléctrica y magnélica de el tensor de Weyl. Teniendo
en cuenta las ecuaciones de Einstein se ldenhﬁcu a T como |a diada de esfuerzo de 1a msteria, t el vector

densidad de y p 1a densidad de energ{a . Ia relacion entre cstos dos conjuntes son
=ir+a- 3P +TrQ)Y (3.7.13a}
= %{-p +Q—(TrQ)] {3.7.138)
p= —%Trl’ [3.7.13c)
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3.8 Soluciones Interiores Axisi icas i iag

Las soluciones para distribucién de materia rotand tact ia, ¥ con si axial no son escasas, sin
embargo, muy pocas de las soluciones conocidas son capaces de representar una distribucién de materia finita,
a saber, sdlo existe una de ellas encontrada por H.D.Wahlquist(1968)[16] que nos describe un cuerpo con
las dici antes senalad ituido por un fluido perfecto. El mismo Wahlquist en 1991{8] presenta
la generalizacidn de su métrica encontrada en 1968 y una nueva solucidn utilizando para ello el fc i
de diadas y muestra que es posible que unir su solucidn general a la solucién general exterior obteniendose
asi la solucién completa(Capitulo 1V) para distribuciones de materia finitas estacionarias axisimétricas. A
continuacién presentamos una revisidn de estos trabajos.

(i) Solucién de Wahlquist

La solucidu encontrada por Wahlquist[16] describe el interior de una distribucidn finita de materia
conatituida por un fluido perfecto y que se encuentra rotando, La importancia de esta solucién radica en
que fue la pri Jucidén exacta da de un cuerpo de fluido perfecto rotando limitado por una
superficie finita de presidn cero, y seria una buena aproximacién para la descripcidn de objetos astrofisicos
realistas,

La métrica da en denad. feroidales prol (€.€,¢) a partir de un formalismo diddico
" .
__1 ¢ dg? - 8hyhy
ds® = _3('“ — Adg)? + ro(¢? +£,)[(T—-l:’_(5)_h—; + ETTaN + md¢’] [3.8.1}
con
1 _(h—ha)
=) 683
_ gy 1 (&% +Chy)
A= 5"a[—(h—l'_—h;)—' -&l [38.3
k€)= 1467 = 22— e + Sie - 20 - Bedhaen=iao)] 384)
hal€) = 1= - Ze(1+ 269} - Lge— L + B aenh= o) (85)

donde £4 = cte y hemos utilizado la convencién
G =c=1

Con pardmetros exteriores
de Sch hild
b= la constante NUT
ro es un parimetra relacionado a la constante de Kerr & { momento angular) por r3 = a% — 5%
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Y parametros interiores k,y & que estin relacionados al fluido a través de 1as ecuaciones para la presion
p ¥ la densidad de energia p , que estan dadas por

1 «?
p=3m(-33) [3.8.6]
1 w2
p=5p0855-1) (38.7)
Las i iores son obtenidas resolviendo )as ecuaciones de Einstein con el T#* de fluido perfecto.

Donde p es la densidad de energia en la superficie y el pardmetro k esta definido como
k= rxpiro {3.8.8]

y cuando p, y k tienden o cero ¢} fluido desaparece. La ecuacién de estado utilizada en esta solucién se
obtiene de 1as ecuaciones [3.8.6] y [3.8.7] eliminando @, el resultado es

1 1
PH3p=3p (389}

Las restantes constantes que upuccen en la méttica, 4 y 6 ,80nd inad dbri te por
los otros pardmetros. Las superficies £ = ctes son ¢l andlogo de los hiperboloidea wfocales en el espacio
plano, y £, estd definida ln.l que £ = £4 sea la superficie degencrada que da el eje de simetria y rotacién.
Esto esté implici inado en la solucidn de fu i6

ha(€a) =0 {3.8.10]

.

que garantiza que los coeficientes métricos de dtdf y doO? desaparecen en el ¢je. La conatante § es determinada
tal que las superficies coordenadas { = cte, que son el anilogo de esferoid focales en el espacio plano,
sean localmente planss en el eje de simetr(a. Esta condicion se expresa de la siguiente forma

8= 220+ PEN B2 fecg, 1 A1)
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Ecuacién de Estado

La ecuacién [3.8.9], es la ecuacién de estado parn et mtenor de ia distribucién de materia. Como
podemos observar esta i6n no corresponde a guracion fisica. La densidad en la auperﬁue
es constante, por tanto hacia ef centro de la distribucién Ia presién y la densidad tiene que di
es decir, tendremos densidades negativas. En el caso de considerar un gas relativista, como puede ser el caso
de al, llas de que !a densidad en el centro es la mitad de la densidad en la
superficie. En un gas relativista }a presion es un tercio de la densidad. Calcul la densidad en el
iderar que esta distribucién de materia representa una estrella constituida por un

centro si
gas relativista
Pe = :"Pc

Looags

donde el c indica idad {culadas en el centro de la distribucién. Sustituyendo csta relacidn
en la ecuacidn de estado {3.8.9), tenemos 1
1
Pe+ P = 3Pe
=

Lo
3P+ 3P = 5P

=
2pc = ps
=
=1
P =350
entonces esta ecuacién de estado no puede rep esta clase de {las, ya que estos objetos astrofisicos
conforme uno penetra a su interior la densidad gradual t
Cuando tenemos el caso
: Pe << pe

Ia presion se puede despreciar en comparacién con la densidad, y tendremos
Pec = Pe

d delos con densidad constante como el de Schwarzschild.
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Casos Especiales

Escogiendo adecuadamente los pardmetros de Ia métrica [3.8.1} podemos recuperar algunas soluciones
conocidas

{a).- Espacio-tiempo plano

_ Para poder obt 1a solucidn del espacio-tiempo plano es jo tomar m=b=0 y hacer tender k
a0, ya que el fluido depende de k y #i k tiede a cero el fluido desaparece. bajo estas consideraciones las
funciones de la métrica toman la forma

by =14¢? . {3.8.12)
B=1-¢ : [3.8.13)
§a=11 3.8.14]
§= 41 [3.8.15)
®=1, A=0 [3.8.16)
y Ia métrica se reduce a la del espacio-tiemp: .planoen denadas esferoidales oblatas con foco en e circulo
deradiorpen£=¢ =0
da? = —(dt —~ Ad9)? + d6%+] [3.8.17)
{b).Solucién Exterior de Kerr-Nut E
--Haciendo tender k a cero y con b y m disti de cero, se p esta solucié
imhg = 1 4¢3 = 20
limhy = 1+; ¢ {3.8.18}
" 2b
limha=1- - '—ue [3.8.19]
¥y
hy(€a) =0
=
26
&+ ;EA -1=0
= . 1
_ b [P+e)?
a= —;‘;i -
pero

@B =i b?
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por tanto

§a= —(bf—a) ) {3.8.20)
utitizando [3.8.11) y {3.8.20}
] 5= ;i‘_l? [3.8.21)
Utilizando (3.8.2), [3.8.18], y [3.8.19]
1
== [ T 6’] (3.8.22)
y finalmente utilizando (3.8.3], [3.8.18], [3.8.19), y [3.8.2]
_ 26¢(Em +-¢b
A= brg[@3(1 — W) —£) {3.8.23]

Las coordenadas ¢ y £ se pueden poner en términos de las coordenadas polares r y & (ver M.Demianski
y E. Newman Bull Acad. Polon.Sci 14,853(1966)) de [a siguiente forma

¢=Z (3.5.240]
ro
€= L0 +com) (3.8.245]
o .
Si p ia ida métrica de Kerr, que hacer el pardmetro b igual a cero, bajo mh
dicisn los 4 y las funck étricas toman Is forma:

ro=a §a=¥Fl, {$=d4l

m=140-2  m=1-g

1 1 2m{

el aae
. 2mge?
a=salofi- 2] -]
utilizando [3.5.24a) y [3.5.24b] tenemos

r
¢= F £ = ~cosd
=
‘:’, de = senddo
con eato las funciones métricas toman la forma ’
hy=1+4 T’ 2","‘. hy = sen?d
a
JE IR LA
@7 r? + a%cos?9
asen?
A=+ 2mrascn?d

r? 4 a3c0a?0 — 2myr
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¥ la métrica {3.8.1] toma la forma

2 2 2 2 F3 2,
do? = -q%(au AdBY + (r? + a¥cas®f) ["% 4 sen 0df ] 4 Gl E et Dhiba
1

ha hy—hy
2 a3cos? 2
2. _ [r?~2mr+dlcos?d " 4mrasen?d
drt= [ r2 + a2cosl &t r2 4 &2cos?8 didé
" {r? + a%cos?0)(a? + r* — 2mr)sen?d _ 4m?r2a%sentd da?
2 — 2mr 4 &2cos?8 {r? + a%cos28)(r? + a2cos*d — 2mr)
dr? .
2 4 a%00ad,
+ [r + a’cos0) [‘-,1 TS +d0’]
=
3 a3cos? a2gend
3 _ [ —2mr+aos?0) o [4mralsen’d
da’ = [ 12 + G?cos?d & r? + a%cos?d didg
. 2mra’sen’s - dr?
+ sen®d [1-’«:z o+ %] dé? + [r* + u’cu’ﬂ] [m" + dﬂ’]

que es la de Kerr en denadas Boyer-Lindquist.

(c) Limite Esférico sin Rotacién

. Si el parémetro b toma el valor cero, las coordenadoa { y &, debido a [3.8.24a] y [3.8.24b], toman los
siguientes valores
e=T
=r
€ = cosx ’ [3.8.25])

Tomando el limite cuando ro tiende a cero la métrica [3.8.1) toma la forma

de? = --—-dt + (—;‘,—p—r,—)-dr’ + r*(dx® + sen’ xd§?) (3.8.20]
con 7 a1
JLIEPR L PR P W WO ¢ L3 L) LA
= 1- . {1 —x?p,r?)3 + = (1~ Kp.gr sen~!(xpir)) {3.8.27]
esta métrica nos describe un cuerpo ituido por un fluido perfecto con simetrin esférica y sin rotacidn.
Cuando p, — 0 tenemos
’lim;dn’ = —éd(’ + ®%dr? 4+ P2 (dx® + senydo?) (3.8.28)
que es Ia solucién de Schwarzschild, ya que*
Jim 35 w =(1- —) [3.8.29)

* tanto en estos chlcuios como en low anteriores at calcular ef limite se utiliza |a regin de Lhopital.
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Para m=0, la ecuacién {3.8.26] describiria una esféra de fluido cuya estructura en e caso de tener una
presion central pequeiia , es similar a la solucié interior de Sch hild
Si nos acercamos al centro, es decir, para r muy pequeiias la ecuacién [3.8.27] toma ia forma

é? N1+ %p,r’ (3.830)

yenr=0
=1

El subindice ¢ indica el centro y debido a esto

1
Pe=5pu(1— ")

=1 a2
p=3pE<-1)

Esto nos dice que este espacio-tiempo interior ¢s conformalmente plano en el centro

(d) Cuerpo constituido por un fluido y rotando

Dejando los parimetrog con los valores m = b = 0 obtenemos la solucidn interior de un cuerpo‘r[;idq
constituido por un fluido y rotando. las idades fisicas en inos de loe p étroan son encontradas en
dos lugares: ’

() B (¢ = 0,6 = £a)
(ii) En ({ = 0,€ = 0)

Denotamos con un subindice ¢ el primer caso y con un subindice 0 el do, Ent t

@l =£,

1 w2
Pe = El’l(l - Ei')

1
Po = 5p(l— %)
1 126 ~ 1)~ k%) |
R = gPTo PE(1T B
1
Qo= FhaTo
a.=0
ol
a = 30.1'0
2 es la velocidad angular y a la aceleracion.
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(ii) Velocidades en Ia Solucién de Wahlqui

Las velocidades para una distribucidn de materia axisimétrica pueden ser dadas a partir de la solucién
encontradas por Wahlquist {1968) y utilizando las ! de Einstein. Estas velocidades son

ug = (10,0,0,u3) = (1, 0,0, up)

donde 2
~Me-p) _K
2 pika  t3pn?

g

§
u;.—im — Aug

dada la simetrin existen dos vectores Killing
£°=(1,0,0,0), £a = {g11,0,0,9:0)

7" =(0,0,0,1), M = (904,0,0,944)

en términos de estos Killing 1a8 velocidades toman 1a forma
o = goo® + gosu® = (~£3€8a545) {goo + goa®))

U3 = (—€3€0a5457)F [pa0 + 9220
‘donde
54 =(1,0)
AB=12 y &=§ &=1
y utilizando las ecuaciones de la seccidn anterior podemos calcular la aceleracién, velocidad de rotacion,
velocidad de "shear”,y velocidad de expancién. En el caso particular en el cual la velocidad angular del

ist Res el sistema rota rigid ¥ no hay i de ion ni "shear”,
ea decir

BO=ec=0
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El elemento de linea y las funciones que describen el fluido encontradas por Wahlquist fueron obtensd:
utilizando un formalismo de diadas(15), este formali como mis adel, licado y no
sentimos que sea demasiado claro. Esto es una motivacién para tratar de expresar la ecuacion de Wahlquist
en forma aniloga a el elemento de linea general exterior visto en e] itulo Il. La razén principal de esto, es
que podemos reducir nuestro pmhlemn de encontrar Jas funciones métricas y las cantidades l"x.slu a resolver
un sistema de i en idas(cilindricas, de la miama forma que para el caso exterior.
La manera de realizar esto es la siguiente

El elemento de linea encontrado por Wahlquist tiene la forma

ds? = —F(dt — Ad¢)? + Bd¢? + CdE? + Ldg? [3.8.31]

donde 24 .2

B(e.0) = EEL)

N (R DTN
(€2 + %)
(1+ 8367k
8§hshs
L(E.¢) = p———=
€0 = By ;

para poder expresar el elemento de linca [3.8.31) en'la forma del clemento de linea general exterior [2.4.3],
tenemos que dar una transformacién de coordenadas

&0 — (<)

C. =

tal que
Bd(? + Cdg? = D(£,C)(de® + d(?) (3.8.32)

por tanto supongamos que la transformacién es de la forma
=GEC) - €=F(6Q)

tomando la diferencial de estas funciones tenemos

de' = d€ + dc Fed§ + Fed¢ {3.8.33)
(= d£ + d( Ge+Ge [3.8.34}
multiplicando [3.8.33] por G, [3.8.34] por F(, do y despejando d¢
d¢ = I (Fed¢’ - Gede?) (3.8.35)
trabajando de manera andloga
dE = J=YGdg' — Fed(') [3.8.36]

donde
J = (FeG¢ ~GeFe) 0

es el Jacobiano de la transformacion sustituyendo, [3.8.35] y {3.8.36) en [3.8.32] y realizando el algebra
correspondicnte obtenemos la relacién

J(BGE + CGYE? - G F B + FeGeC)dg'd(’ + (BFE + CF)d("| = D(dE? + d¢?)
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para que se pueda cumplir esta igualdad se debe satisfacer

J#£0

BG}+CG{=D {3.8.37]
BF}+CFl=D {3.8.38]
G(F(B + FGC =0 13.8.39)

resolviendo este sistema de i Ia siguiente relacié
3DGc+ Dec = 5 BeGe + B [3.8.40]

resolviendo por separacidn de variables tenemos

G =c1e™ +e3¢” +cae™" 4 cee™™ {3.8.41]
F = cse? +cge? +c7e™t 4 cge”™” (3.8.42}

m = (g + (At
n={hba—-[o)iy

p=lito+ 18
e=1ba- e
donde g = (l_&"'(";‘ 8= 214 £%€2), h=)(1-£%¢2), t= n—:%;p-)» y 0,8,7,a estan dadas por
A .

9= j o (3.8.43]
f= / [L:ol Sa¢ - - (3.8.44)
r= _/ [%]*dé [3.8.45)
o= /[r—g—(l—flﬁ?’—)].“ {3.8.40]

esto nos dice que para dar una transformacion ‘exp"ciln, basta con resolver las integrales [3.8.43], [3.8.44],
[3.845], y [3~8.‘46]; cuando esto es posible 1a métrica de Wahlquist puede tomar la forma,

da? = F(£,0)(dt — Adé)? + D(E,C)(dC? + dE?) + Ld6?

sin'embargo la solucién a este tipo de integrales no es trivial, y no pudo ser encontrada una solucién analitica,
por o que no fue posible reescribir la métrica en coordenadas cilindricas.
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(iii) Generalizacién de la Métrica de Wahlquist

Wahlquist en 1981 pi ta una aproximacién matamatica para encontrar la solucién general interior
para cucrpos do rigid su solucién es basada en un formalismo de Diadas{15] para congruencias
tipo tiempo. La lmportan:m del formalismo de diadas estriba en que nos permite trabajar en un marco
de referencia que es, en todas partes, el marco local en reposo de 1a materia. Las variables dindmicas de}
sistema de referencia son iguales a las de la materia, y la geometria , es 1a de una 3-variedad riemanniana.
A continuacion presentamos una revisidn sintetizada de este trabajo,

Para esta solucidn, pri se adaptan las ecuaciones diddicas generales a una congruencia
arbitraria tipo tiempo para este problema en particular y d 1} las iaa de asumir simetria
axial y el caracter estacionario. De esto se obtienen lag i diddi exp das en térmi del

3-vector aceleracidn @ y el 3-vector velocidad angular §2

= -P -3 [3.8.47)

P=A-[T- -('I‘r’l‘)l’] - -pI [3.8.48]

donde E representa la diada de curvatura y A la componente eléctrica de la diada de curvatura de Weyl,
enlonces

Q=A+ (T~ S(TrT)I] + a(p - TrT)I [3.8.49]
TrQ=p=p—TrT =p+3p [3.8.50]
M=T- %(Tr’l‘)l =T4PI [3.851)
con T=diada de esfuerzo 1
P= —S(Tr’l‘) {3.8.52]
p=densidad de energin de la fuente gravitacional M= Parte anisotrépica de la diada esfuerzo de la materia
¥y
. Ip+{(p+p)d =g M+aM [3.8.53]
Que es la ecuacién de equilibrio hidrostatico en su forma diadica
El vector @ es interpretado (isi como Ia acel ién absol de la materia en cada punto, es
decir, la acel i6 ducida por la 1 de todas las fuerzas gencradas por las diada esfuezo T,

¥ geométricamente es Ia curvaturs de la linea mundo de ia materia. Q es interpretada como la velocidad
angular absoluta de la materia en cada punto, es decir, Ia velocidad angular local relativa a los ejes que se
propagan a lo largo de las lineas mundo de la materia.

Haber tomado simetria axial noa conduce a algunas consecuencias en la forma de de las diadas de
curvatura y esfuerzo. 1a consecuencia es que ambas admiten e} 3-vector axial simétrico K como un vector
propio, es decir

KE = (0% + &L — p+ 2p - 41)K (3.8.54)
= (04 aL- zp- 200K 3.8.55)

KB = Q(H25)K {3.8.56)

KM =2K (3.8.57)
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M=T4+pl, L= le, r=IK| [3.8.58]
r=valor propio. Estos Itados son obtenidos de analizar las dici de integrabilidad de la ecuacion
de Killing en forma diddica

VK+Ky=0 {3.8.59]
Las siguientes relaciones inportantes, son das basindose en este fi \if
a) El gradiente del 3-vector aceleracién &
©a = ~aa +§ - 0’1+ Q {3.8.60]
b) Ei gradiente del 3-vector velocidad angular €
v il=—2@+@HI+B [3.8.61]

¢) La identidad de Bianchi para Q, que resulta de tomar el rotacional de a)

UxQ=-dxQ+Pxd-Bx(l+(B)x1 [3.8.62}
d) Si se contrae 1a identidad de Bianchi, obt 1a ién de equilibrio

VT =~aT +pd [3.8.63]
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Entonces lo que 1nteresa es encontrar soluciones a jas ecuaciones ¥ad, g x [+ bigtriangledown x Q v x
B y ¢ T. Para facilitar este trabajo es conveniente pasar a un espacio lcjo, esto se hace introd!
un vector complejo en terminos de la accleracion y la velocidad angular

Z=q+ilt [3.8.69)

con esto obt i dife ialea ordinarias analiticas que son mas tratables que sus equivalentes
ecuaciones diferenciales parcisies reales. Con esta consideracién tenemos

R.:Q+x’B—%yI=A+-’B+M=C+M [3.8.05)

a R la definimos como la diada de curvatura en este espacio plejo, y pod una ié
angloga a la ecuacién de Ernst

(c+8)9ie= —v:(sw—vz)+p(c+c)’ [3.8.86)
con N’ .
Ve= g3 [ t13.67)
e+i= -%,— [3.8.08)
- ve 1 :
d=—g =3 &(Z +7) . [3.8.09)
¥ 1a diada compleja de Weyl sera -
Cz=a{l- SZZ—E-), a = escalar {3.8.70)
con M=0, ya que, en esta solucidn el tensor csh es i Spi
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Utilizando todo este 1i Wahlqui dos sol

La primera de ellas para materia rotando con esf: i épica(solucién encontrada en 1968 con
diferente notacidn)
M = —r(I - 3KK) [3.8.71)
con lns ecuaciones de vectores propios
KT =(2r-pK
@r-n {3877]
VT =—(p+1)V :
con V perpendicular a X la i6n de equilibrio estacionario y la curvatura diddica compleja toman la
forma
P+ ) +3IrH 4 (p—2p—-2r)d@=0 (3.8.73q]
R=all- ”—Zz-;z-) + A1~ 3RK) [3.8.738}
a y fson variabl lejas. Esto nos conduce a las ecuaci de propios
KR = (a - 20)K [3.8.74a)

1
i 13.8.748)

¥ R es del tipo Petrov I para valores genersles de o y fy se tienen 3 casos algebrdicos especiales para los
valores propios

a—2=ZH-Z—

a)a =4, byor =0, c}f=0
todos tipo petrov D. La disda de Weyl

c=a(t-Z2)4 (3451 -IRK)

que es algebraicamente especial para
‘Ba=p+r, Ha=0, ftr

utilizando que Z es un vector propio de R se 128 sigui i difc iales que invol
loa valotes propios

I(a-20+ %u) =36H - [Z’(p =2 -=2r)+3ala-28+ %u)] EZ]_ [3.8.75a)

Hat+8- %u) = -3FH + [2z’(u —2p4 1) +362° +(Z To)+3a(2a—F+ %,.)] % 13.8.756)

v(@a—p— %,.) = [z’(,. —2p4r)+ 30 23 + 3B v ) + a0+ A + %;‘)] Ez:_ (3.8.75¢}
V-3 = 2R+ [2- 248 24 @ v +3a(e -5+ J)] 5 (3.8754)
V(a3 =—pH+ [Z’(;t —%p+2r) 420 2%+ 2Z o) +3aa + %p)] xa [38.75¢)
Vo =)= PR+ (2727 + 027+ (Z T o) + 3ah] 5 (3875}
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# una solucié )

ent 3 las i [3.8.72] pudiera ser dada, no es necesario considerar
los casos degenerados separadamente, sin embargo algunas relaciones son requeridas para simplificar este
problema y las condiciones degeneradas son un lugar natural para encontrarlas.

Los primeros casos nos conducen a 8 = 7 = 0 como la tnica solucién y de los restantes casos

a=8+r y a=0tenemos

i) El caso & = £ + 1 no reditua una pronta solucién
ii) El caso o = 0 nos conduce a

3
p=35a

A=ptin  wER 030

1ueid densidad

que es una a
La métrica tiene la forma

ds’ = --—[dt +Adof + ¢ hl'%f;l’)do’ ¥ * L ["L .%] (2.874]
donde 1
= ﬁa(hl +hy)
A = [yt + haha) + 015l + 4o
r= (")\“" 8 = ete de integracion
h,=¢—u. y|=1—h{
ha=e+v?,  g1-h}
=1+ hhy+kogi9a
¥y . N
=M = 35(1- 3KK)
C:OII

2 .ro
B=—goads
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La segunda es la i de su sol encontrada en 1968 para un cuerpo finito rotando con-

stituido por un fluido perfecto. La métrica encontrada es

2 {a.877]
hi+Qi " ha+ Qi i

ds’ = ——[dl + Ad6)? + r1d0? + -:[

g = cos2u + cosh2v
Ay = ho + €ocos2u + (u + ug)sen2u
ha = ho — €acosh2v 4 (v + vo)senh2v
v? = 487 R{(hy + Qu)(ha + Q)
L_Pog
& = gt —ha) )
A= Ao 4 28y B, 4 Qurcortu + (hy + Qideonh2e] + pi)
#o (M ~h3)
donde para Q; es solucién a 1a ecuacién
2AQN* -+ Q)G =0

1 ¥= kx
(717 T TRi(hi + Qi)

¥
B=po
i g, 6®
p=3(m0 o,4-3',.)
— 30 92%?
p= (-uo+°, .ﬁ)
=22 ‘
TE-3am -
2,9
=3zH=X
con Z’
e’:s;. v g2=1 eon k=cle€R si g2>0
é
k€D 5 g2<0

sigz=k=00b Ia por quist en 1968
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SOLUCION COMPLETA

4.1  Resumen

En la teoria de Maxwell se conocen condiciones de unién; que algunas componentes tiencn que satisfacer
en la intetface entre dos medios; estas condiciones de unién estan determinadas por las i de M il
Siguiendo un camino analogo se piden ciertas propiedades de continuidad de la métrica en la superficie de la
distribucién de materia si es que s¢c desea construir una solucién completa que nos describa tanto el campo
gravitacional exterior conio el intetior a una distribucién de materia . Las apropiadas condiciones de unidn
son obtenidas a partir de las ecuaciones de campo de Einstein .

Las propiedades de continuidad de 1a métrica y sus derivadas pueden ser biadas por transfe

de denadas o med una eleccién inad da de coordenadas. Ante este problema se pueden formular
1as condiciones de unién en un si de coordenad pecial en el cual 1a frontera es una supetficie
coordenada z* = cle y las denadas el la indad de la fi son de fr son denad
Gaussianas, asf que
de? = ¢ (dz*)? + gopdr®dz®, c=1 {4.1.1}
{¢ = +1, #i z% es una coordenads easpacial). Puesto que lag segundas derivadas de 1a métrica
P en las i de eampo, que d dar que gap ¥ Jap,a sean continuas en la superficie
de la frontera. ’ :
En éste capitul di fas dici indisp bles para poder obtener la solucidn completaa las
ecuaciones de Einstein, y se presenta la dinica solucién completa ida, que es la solucién de Schw: hild
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4.1 Hiper rficie 3-Di ional y Férmulas Reducidas para el Tensor de Curvatura

Las leyes bésicas de la fisica tienen una estructura tal que del conocimiento de un estado presente de
un sistema, su evolucidn futura puede ser determinada. En inica, por ejemplo, la trayectotia de una
particula es fijada \ini pecificando su poeicidn inicial y su velocidad inicial; en mecanica cuantica,
la ién de Schroedi: d ina el estado futuro unicamente a partir del conocimiento del valor de la
funcidn . De la misma forma las ecuaciones de campo gravitacional también tienen tal estructura causal.
Para apreciar esto tenemos que ver que entendemos por presente y por estado presente. Como preliminaz a
esto se examina las propiedades de una superficie 3-dimensional en un espacio 4-dimensional.

(i) Métrica y tensor proy

Supongamos que nosotros damos una hipersuperficie 3-dimensional en un espacio 4-dimencional Rie-
manniano que puede ser imaginado como el clemento de una familia de superficies; cl vector normal a estas
superficies n® tiene que ser no nulo, es decir,

. o

, nan == 41 [4.1.1]
si nosotros tomamos estas superficies como laa superficics coordenadas z4 = cte de un sistema coordenado
que no es i gonal y denot 1as P del vector normal por

ne =(0,0,0,eN), a,b,..=1,..,4 {4.1.2q]
_n-(--’liv-.-l‘v), a1l j.128]
Ent el tensor mé Fap de la hip fici
dg? = g, 4dz"ds” [4.01.3}
y ¢l tensor métrico del espacio 4-di ional estan relacionados por
d4? = g,4dz%dz® = gap(d=® 4+ N2dz%)(d2? + NPdz?) + ¢(Ndz*)? [4.1.4]

de lo cual obtenemos el tensor inverso

ap “Nf  _ N*
o= (9 :f:;nq— ;‘;’r) [4.1.5]
Gapg® = &, No =gagN®

Con la syuda del tensor de proyeccién hes = gas — enahs, que tiene las siguientes propiedades

hatht = heey,  han® =0, [4.1.64]
hapg=g°", h}=0 {4.1.68)
se puede descomponer todo tensor en sus lela o perpendicular a el vector normal a Ia

superficie.
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(it)  El tensor de curvatura A,

Tomando la derivada covariante del vector normal y proyectando se encuentra el tensor Kas definido
por
Kap = —ng;ih} = —nap + enama [4.1.7a}

n nailen'ng + hY) (4.1.75)

Puesto que n, es un vector unitario y es propotrcional al gradiente de una familia de superficies, Kq) €8
simétrico y no tiene componentes en la direccion de la normal a la superficie

Ko =Ka, Kan®=0 [4.1.8)

sus son binaci lincales de los sfmbolos de christoffel I‘L‘,],‘ del espacio 4-dimensicnal

K= —Bihfnis = eNAghITEY
[4.1.9]

1 v
Kap = 53(Nap + Npa — 2N, 15F ~ gup.0)

Como se puede ver ( figura 6), el tensor K,y tiene un mgmﬁudn geométrico simple; bajo un mav:mlento
del vecwr normal a lo largo de Ia hipersuperficie se tiene

Dng = ngds® = —Kdz* [4.12.10)

K ) 8, por tanto una, medids de [a curvatura extrinseca de 1a supetficie, esto s de la curvatura en relacion
con su espacio circundante ( en contraste con la curvatura intris que esta izada por ¢l tensor
de curvatura 3-dimensional. R‘,hl de la superficie solu)

Es importante i que esta d es de fi
alternativas a la formulacién de Einstein, pri \ i
presentacién completa de formalismo ver [42].

d

] importancia en farrﬁuiacionu
a la for ion ADM, para una
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(iii) Descomposicién de la Derivada de un Vector Perpendicular a n,

Para la derivada covariante de un arbitrario vector 75 ortogonal al vector normal n, que obedece las
siguientes reglas

Tan®=0, T°=(T",0), Ta=(Ta,TpN?) {4.1.11)

se obtiene después de realizar algunos cilculos, utilizando la ecuacién [4.1.8) y que nau T = —n®Teg, la
descomposicién

Tap = B} Tia + engTihl + enaT Ky — ngny Ty [4.1.12]

puesto que S =0y
MBI TLs = A2H) (Tap — TIEN)

s 1 [4.113]
=AM (Tap = 5T7(9p0,0 + 9500 ~ a5.0)]
El primer término de esta d posicién, que es total te ortogonal a a el vector normal, puede ser
do en inos de Ja derivad: i de el 3-vector T, con respecto a la métrica 3-dimensional
Gap
BohYTia = AS{Tap
ol [14
Topte =Tan ~Top Tp
En la derivacidn de esta relacién sélo Ia definicidn de la derivada covariante y la ortogonalidad entre
Ty m l‘ueron usadas y, por tanto, ecuaciones anglogas son vilidas para la proyeccién de Ia derivada de
bil de rango superior perpendicul al vector normal.
(iiv) Férmulas Reducidas del Tensor de Curvatura
El obj del sigui cileulo ea trar una relacié entre el tensor de curvatura del espacio 4-
d:men.umnnl R‘ ~ ¥ las propiedades de la hip ficie, eato es, del tensor de curvatura 3-dimensional
R‘,},‘,, ylas unududu ne ¥ Kas
De las ecuaciones [4.1.12) y {4.1.14] y de la relacién
hapi = ~(Ngny + nedn; + ((Kainy + Kaind) [4.1.15)
que resultan a partir de la ecuacién [4.1.7a], se obtiene
AL TR Kbl = RUL ToHih b + (K s Kino = Kom Kaa)T®
Puesto que esta relacién vale para todo vector 79, la relacién
R, = REL,, + (KpuKay ~ KpuKpa) [4.1.16]

es vilida entre los tensores de curvatura,
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Haciendo iones simil de las das derivadas de el vector normal se obticnen las

restantes exp de las comp del tensor de curvatura 4-dimensional
RElna = Koulty = Koy [4.1.1%
RYI nan™ = fipy + KpuKE — ciipiy + LaKgy [4.1.18)

donde £ , denota la derivada de Lie a lo largode n
Las férmulas [4.1.16} y [4.1.18] son frecuentemente usadas para expresar ¢l tensor de curvatura de la
métrica
ds® = gapdz®dz® + N (dx')?, =41

En términos del subespacio 3-di ional (la métrica gqap) y 1a funcién N. En el caso( N = 0) las ecuaciones
se simplifican a .
Rﬂnv = RE;»V + o KpuKayw —~ KgyKap)
g Koy = Ko {4.1.19)
‘Puy = N

K, N
Rl = Bt Ay KD



4.3 Condiciones de Unién

Al resolver las ecuaciones de Einstein uno se enfrenta al problema de unir dos métricas que se obtuvieron

en diferentes regiones del espacio-tiecmpo . Por ¢j lo, unir ia solucién de las i de campo
1 8xC
Rap = 5 Rgas = =~ Tap
vilida para una distribucién de ia, con la solucién obtenida utilizando las ecuaciones

Rop=0

valida <n la regidn exterior a dicha distribucidn.
Este problema lo podemos trabajar bajo las siguicntes restricciones

(i) La superficie que limita las doa regiones del espacio-tiempo que se quicren unir (superficie limite)
tiene que ser una superficie no nula

(ii) El tensor energia- puede ser di inuo, pero no tiene que contener § — funciones singu-
lares{ no tienen que ocurrir en la estructura de la capa de la superficic).

Simplificamos el trabajo al usar un sistema de coordenadas tal que el ¢l de linca tenga la siguiente
forma

’ ds? = gopd2z®dz? 4 (N?(dz')? [43.1]

en ambos lados de Ia uupcriicie 4 = cte. Con las sigui ideraci bt algunos resultados

litativos: Si las s del tensor energia-momento son discontinuas, entonces de las ecuaciones
de Einstein d que las P tes del tensor de curvatura son también discontinuas; pero si las
segundas derivadas de la métrica son menos discontinuas, entonces, la métrica y sus primeras derivadas
tienen que ser continuas.

Para tener resultados cuantitativos, se tiene que notar que por una mala eleccién de coordenadas pueden
aparecer discontinuidades artificiales en la métrica. La superficic limite entre dos regiones espaciales 1y 11
tiene que ser una superficie razonable, es decir, si nos aproximamos por I o por 11, estas regiones deben tenecr
las mismas propiedades métricas. Para cvitar singularidades innecesarias se tiene que introducir el mismo
sistema coordenado en ambos sitios de la superficie limite , esto es, sobre la superficie nosotros demandamos
que

[gag) = g¥lp — g1, 0 =0 [4.3.2)
¥ todas las derivadas gep,,.. de esta métrica tienen también que ser continuas en la superficie. Otra
infi ién alrededor de la discontinuidad de la métrica puede ser obtenid lizando las i para

el tensor de curvatura en au forma reducida
Kop = ‘gna 4
R = Bpu + ((KguRoy = KpuKau)

RN (Ko — Kouie) [4.3.3)
7

Buv =
414 Kava _ N . gea
ﬂ”aq.—'—(—-——N‘ ———'N" +eNaph?

105



Segundas derivadas de la métrica en direccién de la superficie normal estdn « idas séloen las

R4, del tensor de curvatura, en consecuencia ellas (segundas derivadas ) estin en la parte espacial de la
) 3 3 p

ecuacion de campo en }a combinacién

G3 = ﬁ(xg — 65 KLY A+ C3(KuviGur  Juv Kuvay N Nox, )

{4.3.4)
= |

Puesto que en [4.2.4] ni 75 ni .g pueden ser singulares en la superficie limite, K3 — 63K vy, portanto
Kap, tienen que ser continuas !
[Kap) = Kilyg ~ KU,y =0 {4.3.5)

La ecuacion [4.3.5] garantiza la igualdad de la curvatura extrinseca en ambos sitios de la superficie lisnite,
1a ion (4.3.4] d da igunidad de la curvatura intrinseca. Cuando las condiciones de unién [4.3.2) y
{4.3.5) son satisfechas entonces, debido a [4.33), AM,s., y NRM,,, son también continuas , y de las
ecuaciones de campo se tiene también

m=o, INT31=0 [4.3.6)

Resumiendo: si en la superficie limite z* = efc de dos métricas de la forma {4.3.1] el tensor de energia-
es no singul 1a métrica gap ¥ la curvatura Kop = —84* de la superficie, aal como

también las componentes

Ti=tan*Te y NT2=en T2

B
del tensor encrgin-momento, tienen que ser continuas ahi , micntra que una posible discontinuidad de
N = [egaq)} puede ser climinada por una transformacidn de coordenadas , T,y puede ser completamente
discontinua; aunque nosotros tenemos

(G5) = HT3)

Por ejemplo: para unir las soluciones interior y exterior de Schwarzschild, para satisfacer [4.3.2] se requiere
continuidad en la métrica y {4.3.6] se eatisface con la condicién p=0; y la condicidn [4.3.5] se satisface
sutomiticamente.
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4.4 UNION DE LAS METRICAS INTERIOR Y EXTERIOR DE SCHWARZSCHILD

Para conectar la solucién interior con la exterior ,en la superficie de de la distribucion de materia(puede
ser una estrella) r = ro,requerimos que la métrica g, sea continua en r = ry y que la presién desaparesca
sobre la superficie de la dirstribucién de materia(estrella) a partir de la ecuacién {3.4.13] obtenemos

24

w24 0 44.1
¢ EB-2AB(1- Ar%)} 1]
sustituyendo [4.4.1] en [3.4.11] y despejando p tenemos
1 2AB '
= [ ——— — &, 4.4.2
P k[E_zd,-'!(l_Arv)% . 2] (44.2)
pero
A=l
=gkp
=
L34
=
sustituyendo este valor de p en [4.4.2] y después de realizar el dlgebra correspondi el si
valor para p s _ B
1,3AD(1 —ar®)} —
PRI -tisad SRl O R T
p= g2 o 443
A —D(l~-Ar?)
idad en las funci métricas,esto cs
o = o
ot = glf!
- I
1-Ari=1- 2M [4.4.4)
ro
y kB 20
(ﬂ_ -D=Ard) =1- . [44.5)
sip=10
=
% =3AD(1 - Ar2)} [4.4.6)

resolviendo [4.4.4],[4.4.5] y [4.4.6] para M,D y B tenemos

Ard
M=

B
b=3

kB =3A(L - Ard)S
BM y Diunciones de py ro
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Por tanto el campo gravitacional con simetria esférica de una distribucién de materia de fiuido perfecto,
con densidad constante y radio rg s descrita por 1a solucidn

2
do = ‘—f—"A—r—, +13(d0? + sen?0dé?) — [%(1 At - %(1 — Aypar 4.7

_ _1, (At - Al
p=cte A= ke ke = I T T (1= Al

dentro de Ia estrellay por la solucion

2
ds? = l—"'ﬁ +r3(de? 4 sen?0d?) - (1 — Pya 4.8

con M = L1 Ar] en el exterior de la estrella
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4.5 Conclusiones

La investigacién de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein es muy importante ya que permite
hasta cierta aproximacién describir objetos fisicamente realistas. El tipo de soluciones que dan la mejor
descripcién del campo gravitacional exterior generado por un objeto astrofisico realista son las soluciones
que pertenecen a la clase estacionarias axisimétricas. El prob) de este tipo de soluciones exterior
se puede id como 1to, con la solucién general encontrada por Weyl y las técnicas de generacidén
de soluciones utilizadas para encontrar soluciones a partir de una solucién conocida ( métrica semilla). Sin
embargo ¢l problema de soluciones interiores que den la descripcién de una distribucién de masa finita que

P un objeta fisi realista es un problema dificil de resolver de hecho la iinica solucién interior,
con bases fisicas, conocidas es la de Schwarzachild que es una solucién a presién constante y con simets(a
eaférica, durante este trabajo se estudio una nueva solucidn interior propuesta por Wahquist en 1968, solucién
presentada en coordenadas esfcrmda]m prolatas y la cual segiin se menciona para su derivacién se utilizé un
fc Li de diadas, fc i tant fuso y licado para su estudio, dado que esta solucidn fue
presentada sin derivacidn, una de las primeras motivaciones para la elaboracién de eate trabajo fue teatar
de obtener esta solucidn y tratar de presentarla lo mas claramente posible siguiendo el formalismo diddico
utilizado, sin embargo, dado que este formalismo no quedo muy claro, fue necesario utilizar otro camino para
Ia derivacién de la solucién, un primer intento es tratar de cambiar la métrica a coordenadas cilindricas ya
que estas coordenadas son mds ficiles de manejar y ademas son las coordenadas en las que se encuentra la
métrica general exterior estacionaria axisimétrica y esto podia permitir una poaible unién de métricas que
permitirfa obtener una posible solucién general con la que se pudiera describir el campo graviatcional exterior
‘generado por la distribucidn de materia y conocer sus (presion, densidad, velocidad
etc) Sin embargo la transforinacién no fue posible y no se pudo Hevar a cabo este propésito. por tanto para
revisar esta solucidn fue nesesario tomar la métrica dada por Wahquist y resolver las ecuaciones de Einstein,
para obtener y verificar los cnnudad- l'slcu dadu por Wahlguist sin derivacién. En cuanto al problema de
encontrar 1na solucié: i ica, en el sentido antes mencionado, Wahquist habla
sobre esta posibilidad en su a.n.fculo de 1991, en ¢l cual presenta una generalizacién de su métrica anterior
y plantea la posibilidad de unirla a la solucién general exterio,r sin embargo esta solucién gencral queda

s odades int

est

en términos de una funcién que es solucién a una idn dife ial dificil de resolver y para mostrar la
posibilidad de unidn trabaja el caso para densidad el cual no p el probl de resolver 1a
ecuacién diferencial antes mencionada y lo trabaja de manera superficial sin Hegar a i 1a forma de
unir.

Por tanto del estudio de este tipo de soluci pod luir que la unica solucid leta y

fisicamente realista es Ia solucién de Schwarzschild. Esto es una motivacion para estudiar otras posibles
soluciones que nos permita conocer el campo gravitacional completo de alguna distribucién de materia
fisicamente realista. Otra posible solucién completa se puede buscar para distribuciones de materia ax-

isimétricas estaci i C iendo la solucidn general exterior axisimétrica estacionaria (capitulo 1I),
una posible solucién general interior dada por Wahlquist (cup(tulo 1), y las condiciones de unién entre
dos métricas (capitulo 1V}, se puede intentar ir la pleta para este tipo de distribucidn

de materia. Wahlquist al presentar su solucién interioe plantea la posibilidad de la unidn con la métrica
general exterior, bajo la dicién de densidad lucié leta de Sct hild
sin embargo, no presenta los cileulos explicitos y no fue posible hacerlos.

En este trabajo se intentd resolver este probl iguiend de unién para dos métricas
expuestas anteriormente; sin embargo, entre olros problemas estd el que las métricas se encuentran en

coordenadas difetentes y, una de 1as condiciones para poder unir 1ss métricas es que ambas estén expresadas en

ala

1as condici
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las mismas coordenadas, por tanto lo primero que se intenté fue pasar las métricas a las mismas coordenadas;
desgraciad; debido al formali de diadas empleado para encontrar la solucidn interior de \Wahlquist
¥ la cual estd expresada en coordenadas esferoidales prolatas no fue posible pasarla a las coordenadas
(cilindricas) de la soluzién exterior y por tante no fue posible la unién de estas métricas.

Por iiltimo pod decir que el prob! de luci exactas & las ecuaciones de Einstein,
a un cuando, es un problema dificil dada la lejidad de las it presenta gran interes ya que
permite la posibilidad de conocer el campo grnvxtaclonul y Tas p dades i de distrit finitas
de materia que pueden rep ar objetos astrofisi realistas.
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