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INTRODUCCIÓN 

Durante muchos años la teoría. Newtoniana de la gravitación se ma..ntu'Jo como el modelo más perfecto 
de una interacción físico.. Desde que Newton le propuso en el siglo XVll, ha. sido usada. muchas veces por 
multitud de científicos que siempre han obtenido resultados muy satisfactorios con ella; como un ejemplo 
podemos citar la predicción de la existencia de planetas como Urano y Neptuno. 

Por más de trescient.os años el modelo gravit.a.cional de Newton recogió triunfos al explicar con gran 
precisión la mecánica celeste y predecir l& existencia de cuerpoo de los que no se tenia noticia. Sin embargo a 
fina.les del siglo XIX, con ayuda de aparatos mucho más precisos comenzaron a aparecer pequeñas inconsia
t.encias entre lM observaciones y loa pronósticos basadoe en la teoría. Se habílUI encontrado ciertos "efcct.oe. 
finos" de la grn.vitación que no coincidían con la leerla de Newton y ni siquiera podían ser explicados. Por 
ejemplo, se babea observado que la órbita de Mercurio no formaba una curva cerrada, una elipse como lo 
predice la teoría de Newton. Cada que Mercurio completa una vuelta alrededor dc1 Sol no Uega al mismo 
lugar del que partió, sino que se adelanta un poco cada vei, {42 aegund0$ de arco cada. año). 

Este problema fue resuelto por el fisico alemán Albert Einstein, quien propWIO una nueva teorC& de la 
gravitación que fue capaz de explicar loe efect.oa finoq obacrvad.os y predecir algunoe otroe. Esta teoría recibe 
el nombre de TEORÍA GENERAL DE LA RELATIVIDAD y ae trata de una tcoria complet.& con la. que se 
puede predecir adicionalmente objet.oe a.strorísicoo como Cuuares, Pulsares y Hoyo& Negros y que contiene 
como un caso especial a. la t.eoria Ncwloniana. 

La. investigaeión del campo gravitadonal generado por una distribución de materia• es muy importante 
debido a que la interacción gravitacional es fundamental en el estudio de la astronomía y la astrofísica. Las 
fuentes astronómicas son usualmente cuerpos rotando con una distribución de mo...i;a que carece de simetría 
esférica, pero que mantiene simetría axial. Para el estudio del campo gravitacional generado por esl.a4 
distribuciones de materill ha.cernos uso de las ecuA.ciones que proporciona la relatividad general y que son 
llamada.a comunmcntc ecuaciones de Einstein. La solución de cstDS ecuaciones (en e1 vacío) nal'I describe 
el campo gravitacional exterior generado por los objetos a.strónomicos, ademas de darnos informadón de las 
propidades de la materia como presión,densida.d,etc. 

El propósito de este trabajo es presentar una revisión lo ma.s completa posible, de l;u soluciones exacl.&a 
a 18.!5 ecuaciones de Einstein que nos permiten describir de forma completa el campo gravita.cionnl gcncrndo 
por distribuciones de materia físicamente realistas (objetos astrofísicos ). Estas soluciones pertenecen a la 
clase de soluciones estáticas, estacionarias y que mnntienen simetría axial. 



El trabajo está di\·idido en cuatro capítulos. En el primero de ellos se Presenta una rc\·isión de los 
conceptos fund<t.m('ntales de la teoría :-.:ewtoniana y de Teoría General de la Relati\'idn.d. En el segundo 
se e::.tudia el tipo de soluciones QllP permiten describir el campo gra\'itacional exterior a distribuciones de 
materia estacionarias, ei;tc\ticas y con simetría axial. Se presenta el elemento de línea general, se discute 
algunns técnicas de generación de soluciones y para la investigación del significado físico de las soluciones 
se t"Studian los momentos multipolares. En el capítulo tercero se estudia la posible solución interior para 
fuentes estacionarias axisimétricas. Por Ultimo, en el cuarto capítulo se estudian las condiciones de unión 
eratre dos métricas (Exterior e Interior, Capítulos JI y lll) para generar una solución completa al problema 
de la descripción del campo gr1witacional generado por una distribución de materia. 



CONCEPTOS GENERALES 

1.1 Resumen 

La íuen:a gravitacional es la que mantiene unido al Universo. Gracias a ella, un planeta o una estrella 
mantient:- unidas sus pill'les y los planetas giran alrededor del sol sin escaparse. Si llegara a desaparecer la 
fuen.a de gravedad, la Tierra se despedazaría, el Sol y todas las eatrell!IS se diluirían en el espacio cósmico 
y sólo quedarfa materia uniformemente distribuida por todo el Universo. Afortunadamente, la gravedad ha 
permane<:ido inmutable desde que se formó el Universo y es una propiedad inherente de la materia misma. 
En este capítulo nos proponemos revisar de man<'ra genera) los conceptos fundamentale9 de la teoría de la 
gravitación, desde sus inicios (:O:ewton{1687)) ha...<>ta la teor(a general de la relatividad (Einstein{l915)). 

1.2 Teoría Ncwtoniana de la Grnvitaci6n 

Con Newton nace la ciencia iTioderna., es decir, la uni6n de la física. celeste con la física t.errC!ltre. Antes 
de Newton, nadie había sospechado que la gro\'Ílación era un fenómeno inherente a todos los cuerpos del 
Universo. La gravitación se interpretaba como la tendencia de los cuerpos a ocupar su "lugar natural" que 
era el centro de la Tierra. La Tierra era el centro del Universo, alrededor del cual giraban los cuerpos celestes. 

Antes que Newton muchos hombres de ciencia trabajaron para poder dar una explicación al movimiento 
de los astros, Copérnico en el siglo XVI propuso un sistema heliocéntrico seg1in el cual los planetas incluyendo 
a la"Tierra giran alrededor del Sol. El modelo describía el movimiento de los astros con aceptab1c precisión, 
pero no espticaba el mecanismo responsable de ('SOS movimientos. utilizando su telescopio Galileo descubrió 
cuatro pequeños astros que giraban alrededor de Júpiter esto lo convencio de que la Tierra no era el centro 
del l'uiwrso. y dio evidencia de la validez del sistemO't. de Copérnico. 

Kepler, contempor:lneo de Galilro, descubrió que los plrmelas no se mueven en circulas sino en trayec· 
torias cliptica.i; y que e~e movimiento no es arbitrario y11. que existen ciertas relaciones entre los periodos 
de r1!\"o\ución de los Planetas y sus distancias al Sol. Kepler plasmó ('Stas relaciones en tres leyes. \j'nn. 
regularidad r.n el movimiento de los planet,'l.<; .'>ugr·ria lit. existencia de un íenómeno universal subyacente. El 
mismo Kepler sospechó <¡ue el Sol es el rcspon<;able de ese fenómeno pero no llego a elaborar ninguna teoría 
<¡ue lo explicara. 

ltobert llook<' íuc tjllÍt.•n más s•.' acerco a una trorfa de gravitación, este científico inglés contemporáneo 
de :'\ewlon. en 1674 babia escrito: 

... todo• los cuerpos alc5IC5 cjernn una alr~uc16n o podtr grantacional hacia su!l centros, por lo que 
atmen no ~álo sus propia!! partes, y nitan qur .H' ~-~caprn de ello!!, como t~cmo.~ que lo hace la Tierra, sino 

ta111(,n'n atraen a todos los cuerpn!t alutea qul .~e tnrncntrnn dentro de stu u/eru:. de aclividad.f 



Sin esa atrncción, prosigue Ilookc, los cuerpos celestes se moverían en línea recta, pero ese poder gravp 
itacional curva su trayectoria y Jos forza a moverse en círculos, elipses o alguna otra curva. Sin embargo su 
descripciOn fue puram~nte cualitativa y del planteamirnto de llooke a un sistema del mundo bien fundamen~ 
tado y matemáticamente riguroso , existe un gran abismo, abismo que fue librado por Newton. 

En teoría !'ewtoniana de gravitación un pedazo de materia suficientemente pequeña atrae a otro pedazo 
de materia suficientemente pequeña con una íuerza que es inversamente proporcional al cuadrado de la dis
tancia que separa a las dos pieza.'i y proporcional al producto de sus masas. La constante de proporcionalidad 
es G, llamada constante gravitacional de :O:ewton. De la ley del inverso al cuadrado uno deduce que el campo 
gravitacional de una distribución de m:..sa está completamente descrito por una única funciOn <ft, función de 
la posición y posiblemente del tiempo, que satisíace la ecuación 

v'o1>(r,t) = -4~p(r,t) [1.2.1] 

donde v 2 es el operador Lapla.ciano¡ la ecuación (1.2.1} es la ecuación de Poisson, donde pes la densidad de 
masa. En el espacio vació, ~ satisface la ecuación de Ln.pla.ce 

v'o1>=0 [l.2.2] 

la función 4' es llamada el potencial gra\•itacional y su significado físico es el siguiente. Una partfcula de 
masa m ubicada en un campo gravitacional en el punto (x,y,z), experimenlt\ una fuerza que está dada por 

[l.2.3} 

la solución a la ecuación (1.2.1] en coordenada.e cartesi;mas está dada por 

ol>(r,y,:,t}= J p(z',J/,:',t')dz'dy1dz' 

[(r- z')' + (y-Jl)'+(z - z')']I 
[l.2.4] 

donde la inlegración es sobre lada la región en la cual pes diíerenle de cero. 
La integral (1.2.4} es usualmente dificil de resolver, por tanto, es necesario utilizar alguna simplificación 

que nos permita tener menos dificultad para encontrar el potencial !%>. Estas simplificaciones suceden espe~ 
cialmente cuando existen situncioncs que involucran simr.triae. 



1.3 El Principio de Equivalencia 

El principio de equivalencia descansa en la igualdad entre la mMa gravitacional y la ma.'>a inercial 
demostrada. por Galileo, lluygcns, Newton, Bessel. Einstein se dió cuenta de que consecuentemente, no ae 
podía detectar la presencia de cualquier campo gravitacional externo que fuera. estático y homogéneo desde el 
interior de un elevador en caída libre, ya que todey1 loo objetos en el eleva.dar, observador y elevador incluidos 
, esta.rían acelerados de In misma manera. 

Consideremos un sistema de N pruticulas que se mueven a velocidades no relativistas bajo la inf1uenc_ia 
de ciertas fuerzas f(FN-f°M ), fuerzas que solo dependen de la separación entre partículas y bajo la influencia 
de un campo gravitacional externo ¡. Las N ecuaciones de movimiento son 

realicemos la transformación 

para obtener 

t==t' 

d' [· 1¡¡¡••] - "'"[~ 1 _., • 1.,,,l mN dt'' rN + 2g == m11g + 1'í r rN + 2gt - r1o1 - 29 

~ 

mN~ + mNi= mNi+ EF[~N - ~,] ., 

(1.3.1] 

Es decir el campo gravitacional se cancela por una fuern no-inercinl. Por lo tanto el observador en el 
sistema no prima.do (r",t) y el observador primado en caída libre (r',t') no del.celarán diferencia alguna en 
las leyes de la mecánica, la única diíerencia será que el observador no primado dirá que siente un campo 
gravitacional mientras que el observador primado dirá que no lo sien le. 

Si 9 depende de ¡:o de t., es decir que fuera inhomogenoo o no estacionario, no se hubiera podido eliminar 
mediante la introducción de una fuerza no-inercial. Por ejemplo: la Tierra está en ca.ida libre alrededor del 
Sol y aún cuando prá.cticamente no sentimos el campo gr:ivitacional solar, la pequeñísima inhomogeneidad 
en dicho campo(l parte en 6000 entre medio dfa )'media noche) es suficiente para originar las impresionantes 
mareas en los océanos. Aún en el elevador en caída libre podríam01 en principio, detectar el campo terrestre, 
pues los objetos caerían radialmcnte hacia el centro de la Tierra y se irian aproximando entre si a medida 
que el ele\•ndor descendiése. 

Aún cuando las fuerzns no-inerciales no ennecian exactamente la foerza gravitacional cuando d campo 
es inhomogeneo o dependiente del tiempo, podemos esperar una cancelación aproximadt1. si nos restringimos 
a una región del espacio tiempo lo suficiente pequeña como p!lra considerar constante el campo dentro de 
ella. 

Por lo anterior el Principio de EquivnlcndR puede enunciarse de la sig\1icnte m1tnera: 
Para cada punto del t:spacio tiempo en prt.sencia de un campo gravitacional arbilrurio es po.üblc e.t

cogcr un sistema de coordtmadas localmtnle intrdal, tal qut, dt:nlro dt una rtgión su/ititnlcmcnlc pequeña 
alrededor dtl punto, las leyes de la naturalc:a lienen la mi.Jma forma que en los .Ji.•ltmas de coordcnada.t 
cartesianos no acelerados t:n au.'lencia de grurilación. 



Al hablar de mantener la forma de las le.yes de la nl\luraleza en los sistemas de coordenadas cartesianos 
nos referimos a la forma que tienen las leyes de la naturaleza en relatividad especial: 

{}~J Tª8
(z} =O 

¡a =eF;d;t"J 
'" /J, 7, 6, =o, 1, 2, 3 

[1.3.2a] 

[1.3.2b] 

l!.3.2<] 

(1.3.2d] 

Estas leyes son rcspedh'amente la fuerza, las ecuaciones de Maxwell, la conscr ... ación de la energía y la 
fucrZI\ electromagnétieft; y la condición de suficientemente pequeño se refiere a lo necesario para que el 
campo gravitadonal sea satisfactoriamente constante dentro de la región. 



1.4 Relatividad General 

Los conceptos fundamentales y las consecuencias mñ.s importantes de la teoría General de la Relatividad 
son revi6ados de una forma breve en las siguientes páginas. 

La relatividad general está formulada en unn variedad t 4-dimensional Riemanniana t en la cual los 
puntos son etiquetados en general por un sistema de coordenadas no inercial A" =(Aº, A1 , A2 , A3 ) y sujetas 
a la convención 

[1.4.IJ 

µ=O,l,'2,3 

ll&mllda convención de suma de Einstein.• Para cubrir todo el espacio t.iempo utilizamoe tres dimenRiones 
espaciales y una temporal. En muchas ocasiones necesitamos pasar de un sistema de coordenadas del espacio 
tiempo zl' a otro sistema z'I'. A este tipo de transformaciones se les llama transformaciones de Lorentz y 

están dadas por 
z'ª = z'"(z1') [1.4.2] 

y la invariancia del elemento de linea, d&2 = ""'" dz" dz" implica 

{)z'"' {)z.'"' 
8zª {)z:/J """' =TÍafJ {1.4.3] 

1
donde 

(l.4.4] 

es el llama.do tensor de Minkowaki. En el espacio tiempo podemos definir t.etrave:ct.ores A'' y B,,,, llamados 
respectivamente tetravector cont.ravariante y tetnwector covariant.e, loe que se transforman de la siguiente 

A'"=~:= A" 
az• 

81¡.¡= {)z:'PB,, 

y tensores por ejemplo A~>.• que se transforman como 

' {)z.'" {)z:ll {}z"f 

Aj',_ = Oz:ª fJz:'" 8z'" A~" 
de la misma forma se transforman tensores de rango superiot1 

f V&ricdad es un espacio curvo que localmente~ ve como ,..uclid1ano. 

t V&rieda.d Ricmanniana cs una variedad diícrenciahlc con mo!trica. 

• fndicu rcpelid'"' arnba r abaja R suman. 

1 El n~mcro de Indices e& ti rango d,I t'n.ar 

{l.4.5a] 

[l.4.5b] 

[l.4.0] 



La información del campo gravitacional está contenida en un tensor covariante de segundo rango llamado 
TENSOR Mi:TRJCO, denotado por g""'' que es Ja generalización del tensor de Minkowski. Este tensor 
determina el intenalo espacio-temporal ds1 de eventos o puntos separ<1dos por una distancia infinitesimal 
z" ~· r" +dz" de Ja siguiente forma: 

ds2 = g,.,,, dz"' dz", [1.4.7] 

El tensor contravariante correspondiente a gµ,,, es g"" y es definido por 

[1.4.Bj 

donde 

6, -{ 1 si.\= v 
"' - O ei.\"f:.1.1 [l.4.9J 

es Ja delta de Kroned:er. Los índices en Jos tensores pueden ce.mbiar de cont.ravariantes a covariantes 
utilizando el tensor mCtrico de la. siguiente manera: 

A" =g"• A. 

A11-=!1""· A" 

[1.4.lOaJ 

[1.4.106J 

En este espacio tenemos una generalizaci6n de la diícrenciacióo parcial ordinaria. Esta generalización 
es la llamada diferenciaci6n covariante y se denota por un punto y coma. Aplicada a vectores covariantcs y 
contru·ariantes se define como 

At!- = ~~= + r:,.A" 
A,.,.,=~ - r!,,A>. 

[1.4.llaj 

[l.4.116J 

donde r~" son los llamadas símbolos de Christoffcl; ellos tienen la propiedad r:-" = r~., y están dados en 
términos del tensor métrico de Ja siguiente íorma: 

[l.4.12J 

donde Ja coma indica diferenciación parcial con respecto a la variable correspondiente. ERtos símbolos 
1erl11n el análogo a la fuerza en IB teoría Newtoniana. Los símbolos de ChristolTel así definidos traen como 
consecuencia que Ja derivada covariante del tensor métrico sea cero 

'""'" =0 
g"":.\ =0 

[1.4.13aJ 

[1.4.136] 

En una transíormadón de coordenadas de z" a z'~ Jos simbolosde ChristolTcl se trensforman como sigue 

[1.4.14J 

de donde observamos que r=,. nocs un tensor pues "no se transíorma como tal. Con los símbolos de ChristolTel 
podernos definir un nuc\•o tensor de la forma siguif'nte: 

[l.4.15J 

10 



Este tensor es el llamado tensor de Riemann, y liene lns siguienles propiedades de simetría: 

y satisface la identidad 

n: .. :i.;, + R~, .. ,,. + R::i.,;v = O 

llamada identidad de Di&nchi. Con estas propiedades podemos forma.r un nuevo te-nsor n,. .. : 

n,. .. = 9"" n,.,.,,., 
= n:,, .. 

llamado tensor de Ricd, con el cual podemos construir el esealar de curvatur& ( R) 

R=gU" R,.., 

Tomando la identidad de Bianchi con tod011 los 'ndiccs covariant.es 

multiplicando a ambos In.Jos de h1 igualdad por g"" 9 11 " y contrayendo tenemos 

En bu.se a las propiedades de simetría., esta ecuación toma la forma 

[1.4.16) 

[l.4.17] 

[1.4.18) 

[1.4.1.9) 

[1.4.20} 

[1.4.21) 

[l.4.22J 

[1.4.23} 

[1.4.24] 

Utilizando la definición de escalar éie curvatura. y cambiando 11 por .\ (se puede hacer porque son indices 
mudos) resulta.: 

que se puede poner en la. forma. 

n,, - n; ... - n:;,. = o 
R.,-2R;;11 =O 

(R,,, - ~ g., RV = o 
donde el tensor que se encuentra entre paréntesis se llama. tensor de Einstein. 

11 

[1.4.2&] 

[1.4.26] 



1.5 Ecuaciones de Campo de Einstein 

Los campos gravitacionales transportan <'n<'rgi" y momento por lo, que a diferencia de los campos 
electromagnéticos que no transportan carga, deben de contribuir a su propia. fuente, es decir, las ecuaciones 
de campo gravita.dona! son ecuaciones diferencinles parciale9 no lineales, donde la no linealidad representa 
el efecto de la gravitación sobre sí misma. 

Utilicemos el principio de equivalencia. En todo punto r en un campo gravitacional nrbitrariamente 
intenso, podemos definir un sistemA. de coordenadas localmente inercial. tal que 

[aa •• <x>] ; o 
8x_'1 x=r 

{1.5.1] 

De manera que para cualquier X cercana a r, el t.ensor métrico g0 fJ puede diícrir de flofJ sólo mediante 
t.érminoa cuadráticos en (X - r). En este sistema de coordenadas el campo gravitacional es débil alrededor 
de r y podemos esperar que el campo se pueda describir mediante ecuaciones diferenciales parciales que sean 
lineales. Una \'ez que se tienen estas ecuaciones de campo débil, podemos encontrar )M ecuaciones de campo 
generales, invirtiendo la.., transformación de coordenadas que volvió débil el campo. 

En un campo estático débil producido por una densidad de masa no relativista p, La componente (O O) 
del tensor métrico está dada, de manera aproximad!\ por 

"ºº; -(1+24>) 

donde ~ es el potencial Newtoniano dct.erminado por la ecuaci6n de Poisson 

v'~ =4"KGp 

en donde G denota la constante de gravitación univenal. Además, la densidad de energía Too para materia. 
no relativista es igual a su densidad de masa 

Too =p 

coll!binando las dos últimas ecuaciones, tenemos 

V 2goo = -Sx-GToo {1.5.2] 

un<\ ecuación que es viilida para campos estáticos débiles generados por materia no relativista y que ni 
siquiera ('5 im"ariante de Lorenz. Sin embargo, nos conduce a pensar que las ecuftcioncs de campo débil para 
una distribución general de energía y momento Ta6 son de la. forma 

donde Go!J es una combinación lineal de la métrica y sus primeras y segundas dcrivadas[2). Utilizando 
el principio de equivalencia sabemos que las ecuaciones que gobiernan campos gravitacionales de intensidad 
arbitraria deben ser dP la forma 

{1.5.3] 

donde G µ 11 es un tensor que se reduce a Ga~ en ei caso de campos débiles. 
En general ha.br<i una variedad de tensores G,. 11 que se puedan formar a partir del tensor métrico y sus 

deri\·adas y que se reducen en r.l limile de un campo débil a un G0~ dado 
Revis~mos qué informaciór1 tenemos alrededor df' In <'rnación [l.5.3) 
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li) Por definición G~0, ~un tensor 
(ii) Por suposición G"v consiste únicamente de términos con ~=2 derivadas de la métrica, es decir, 

G IJV conti1.·ne 1Ínica111entC' términos que son lin('alf's en las segundas derivadas o cuadr:it ícos en las primeras 
derivadas de la métrica. 

(iiiJ Como T"v es simétrico entonces G ,.., también lo cs. 
(iv) Como T"v se conserva (TIH' ,v =O) también G"" se conserva: 

G,,.";v=O (1.5.4] 

(v) Para un campo débil estacionario producido por materia no relativista, la componente (00) de {1.5.3] 
se debe reducir a [1.5.'2}, es decir, en dicho límite 

(1.5.5] 

Y como se puede demostra solo existe un tensor que cumple con los requerimientos (i), (ii), (iíi) y (iv) 
y es el tensor de Einstein. 

Gµ11 = R"v - ~g".,R 
y junto con {1.5.3} nos da las ecuaciones de campo de Einstein 

[1.5.6] 

[1.5.7] 

Si ampliamos la suposición (ii) y permitimoo que G"v contenga términos con menos de dos deriva.das de 
la métrica, ésto no permite la integración de nue\'os términos en Gpv; pero si, ampliamos (ii) al grndo de 
poder incluir al tensor métrico mismo, entonces es posible integrar un término nuevo igual a g1w veces una 
constante ..\. Las ecuaciones de campo quedan como 

[1.5.8] 

El término >.g,..., fué introducido por Einstein por ra%0nes cosmológicas, y por ello >. se conoce como la 
con5tanle cosmológica. Este nuevo término satisface (i), (ii), y (iv) pero no satisface (v), de manera que ..\ 
debe de ser lo suficienlemenle pequeña como p1tra no interferir con los éxitos de la le<>rfa Newtoniana. de 
Gravitación. 
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Cuando el tensor energía momento T¡.u• es cero, tP.ncmos ausencia de materia, es decir, estamos con
siderando que estamos en el exterior de una fuente gravitacional, en este caso las ecuaciones de Einstein 
toman la forma 

R,.., - ~gµ.,R;:::. O (1.5.9] 

o utilizando [1.4.21] 
Ri..., ;:::.Q (1.5.10) 

La ecuación (1.5.10] nos da las ecuaciones de Einstein en el \.'ado. Estas son un conjunto de ecuaciones 
diferenciales parciales, no lineales acopladM, parl\ 10 funciones no conocidn.11 g,..,. Cuando tenemos un T,.., 
diferente de cero tenemOfl la.11 ecuaciones interiores de la fuente gravitacional y en este caso aparte de lu 10 
ecuaciones no conocidas, tenemos otras ecuaciones tales como la densidad masa-energía y la presión. 

Las ecuaciones de movimiento de una partícula en un campo gravitacional son dadas por la ecuación 
geodésica 

(1.5.11] 

Esto completa nuestra revisión de conceptos básicos de Relatividad General. 
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1.G SIMETRÍA 

Cuando manejamoo problemas físicos, El considerar que poseen propiedades de simctrla permite cierta 
simplicidad al trabajar con ellos.Se puede, por tanto, esperar que en relatividad general cuando uno tiene 
un alto grado de simetria., la solución de las ecuaciones de campo se faciliten en cir.rta medida y que las 
soluciones posean propiedades especiales. 

La simetría de un sistema en el espacio tiempo de Minkowski, o en el espacio euclidiano 3--dimensiono.l 
se define por el hecho de que, dentro de traslaciones a lo largo de ciertas Hoeas o sobre derlAB superficies, 
las variables físicas no cambian. Se puede llevar esll\ idea a los espacios Riemllnnianos y definir una.. simcl.;Ía 
para este espacio, si existe una variedad o-dimensional de puntos en ésta, que sean físicamente equivalentes. 

Esta ideo. es más precisa. imaginando un vector e" en lodo punto rº del espa.cio y preguntandonos por 
las condidones bajo las cuales la métrica no cambia bajo una traslación en la dirección e". Todo movimiento 
finito puede ser construido por movimientos infinitesimales Tomemos una transformación infinitesimal 

l<l<l [1.6.1} 

El requerimiento fundamental para la invariancia de la. métrica. es 

[1.6.2] 

por tanto, si queremos que la transformación infinitesimal r - %' ~a una isometría, debe cumplir[l.6.2J. 
,Sustituyendo [1.6.1] en {1.6.2] y quedándonoe a primer orden en< tenemos 

[1.6.3} 

Utili..,ndo [1.4.llaJ y [1.4.12] se obtiene 

que nos da 
[1.6.4) 

La ec:ua.ci6n {1.6.4] es la ecuación de Kil1ing y los vectores e". que son solución de esta ecuación se llama.o 
vectores de Kitling. Ellos caracterizan las propiedades de simetría del espacio Riemanniano en una forma 
invaria.nte. 

Existen vectores má.s generales como lss co1ineaciones afines que nos hablan de otras simetrías del 
cspacio[41] 
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SOLUCIONES EXTERIORES 

2.1 Resumen 

Desde que Albert Einstein formuló su teoría de gravitación, muchoe científicos han investiga.do aua 
ecuaciones. Estas ecuaciones constituyen un sistema de ecuaciones diíerenciales parciales de segundo orden, 
no Hnealcs y acopladas, cuy a solución presenta una gran dificultad, sin embargo, &e han encontrado numerosu 
soluciones a estas ecuaciones, de las cuales algunas de ellas nos permit.en describir con bastante rcaJiamo el 
campo gravitaeional exterior de cuerpos astrofisicoo. Toda.a estas soluciones presentan la característica de 
ser estacionarias, estáticas y con simetría axial. En este capítulo, nos proponemos presentar una revisión de 
los aspectos generales de esta dase de soluciones. 

2.2 Solucionca en el' vado 

Las ecuaciones de campo de Einstein 

R,.,,-~g,,,,R=- 8~T,,., 
nos describen el campo gravitacionalgenerado por una distribución de materia dada por el tensor de energ(a· 
momento T,..,,. Si nos alejamos de esta distribución de masa, esl.aremoe en el exterior de la fuente gravitacional 
y el tensor energía-momento desaparecerá (T,..,, = O)¡ las ecuaciones de Einstein Loman la. forma 

n., - 4g.,R =O (2.2.l] 

que se pueden simplificar multiplicando por g"" obteniendo 

g""' R,,,, - ~~,, g,,,,R =O 

considerando 

R: g""' R,.,,, 11 g''" g11 ,, = 6~ = 4 

la ecuaciOn (2.2.1) toma la forma 

(2.2.2] 

Esto noo dice que para describir e1 campo gravita.dona! exterior a una di!ilribución de materia be.11ta resolver la 
ecuación (2.2.2). Cuando r($olvemos para [2.2.2) decimos que estamos resolviendo las ecuaciones de Einstein 
en el vado. 
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2.3 SIMETRÍA AXIAL 

Nosotros trabajamos con situaciones de simetría axial o cilíndrica ¡ por esta razón es conveniente antes 
de empezar a hablar y a utilizar esta simetria, estudiar su definici6n y sus aspectos generales. 

Definamoe las coordenadas cilíndricas como p,4', z (ver figura 2) 

1 ~ 
1 

' 1 ,., 

flg. 2 

entonces un punto P tiene coorrlenadas cilíndricas-polares (p, 9, :), donde p ca la distancia del punto P al 
eje z , Q es el ángulo que el plano, que contiene a el punto P y al eje z , ha.ce con el plano y= O, al ángulo 
ó ae le llama ángulo azimutal. Esta.o; coordenadu están f-("lacionadas las coordenadas cartesianas por 

Una íundón escalar /(r,y, z), r.e dice que tiene simetrEa axial t si 1 cuando se expresa en coordenadas 
polar-cilíndricas (p, 9, z),ésta no depende de 4> 

/(pco1<:>,p"n<:>,z) = F(p,z) 

Así funciones con simetría. axi11l ticnen simetría rotacional alrededos del eje z. Para ver esto, consideremoa 
un círculo que pasa a través de P con centro en el eje z y sus planos par11Jelos al plano z = O. Una función 
con simetrill axial tiene el mism':' valor en todos los puntos de este círculo, puesto que este circulo es descrito 
por valores fijos de p y z. Asilas superficies f(p, :) =ele tienen la propiedad de que ellas indican la misma 
posición y forma, si ellas son rotadas f•or algUn ángulo alrededor del eje z, esto es, ellas son inv11riantes dentro 
de una rotación del sistema coordenado alrededor del eje z. 

t Tom1n<:to como eje <:te 1ime1rf1 el eje 11 
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La. simetría cilíndrica es un caso particular de la simetría axial. Así una íunción /(z, y) (que es indepen· 
dienl.c de z) tiene simetría cilíndrica (con el eje z como eje de simetria), si cuando la expresamos en términos 
de Ja.s coordenada.s (p, r/>, =) esta. es ünicamenle fonción de p 

f(pco1<?,psen<P,z) = F(p) 

Por ejemplo, si a y b son constantes, la función 

F(p) = ap2 

tiene simetría ciUndñca y 
F(p, z) = ap2 + bz2 

tiene aimet.rla axial pero no cilfndrica. 

2.4 MÉTRICAS ESTACIONARIAS CON SIMETRÍA AXIAL 

Tomemos un campo generado por la rotación continua de una distribuci6n de materia (una c:atrelln. por 
ejemplo) cuyo temor de energf&-momenlo es el de un fluido peñcd.o. La distribución de materia y el campo 
alrededor de ella pose.en una simetría axial alrededor del eje de rotación que pasa a través del centro de la 
materia, que noeotros usaremos como origen del sistema. coordenado; Tomaremos como eje de rotación al 
eje z:. Estas condiciones nos dicen que- tenemoe una coordenada temporal zo : t y una coordenada angular 
z 3 = ,¡, de las cuales los cocficicnt.cs métricoe y todas las variables de la materia son independientes. Esto ee 
expresa. de la siguiente forma 

9¡,1.11 = g,...,(p,z) 

µ=µ(p,z) 

p = p(p,z) 

donde µ es la densidad de masa-energía total y p es la presión. Puesto que 4' es la coordenada angular 
alrededor del eje de rotación, el valor de I& coordenada (t,p, z,~) 11 (t,p, z,? + 211') corresponde al mismo 
punto en el espaci~tiempo y su cuadrivelocidad u" = 'f.. tiene la siguiente forma 

u0 = u0(p,z) = ~ 

u
1 =*=O 

u2 :=~=0 

u3 = ~ = ~J; = {l(p,z)uº 

Aqui O(p, .:) es la velocidad angular, y si se tiene una rotación rígida es constante, 

18 



El c:ampo de distribución de materia es invariante bajo las transformaciones simultáneas 

1--1 

y en este ca.so los c:oefic:ientes métricos g01 , 902 1 g¡3, 923 desaparecen. La métrica que describe este 
espacio-tiempo toma la forma 

con A y B corriendo de 1 a 2. 

(i) MÉTIUCA GENERAL 

La teoría general de la relatividad nos conduce a un sistema de ecuaciones, bastante complica.do. sin 
embargo, dar aoluc:ión a éetu permite tener una descripción completa del campo gravitacional generado por 

'la materia. FA por emt.o que mucha gente ha estudiado y encontrado soluciones a catu ecuaciones, conocidas 
como ecuaciones de Eimteirt. Un ·tipo particular e interesante de .aluciones .::>n a.quellaa que ne. describen 
el campo gravitacional de una diatribuc:ión finita de materia. Las soluciones de este tipo , llOD soluc:ioncs que 
se caracterizan por tener simetría axial y ser estacionarias. A continuación presentamos la solución general 
que c:óntiene este tipo de soluciones y se muestra que contiene Ju soluc:ionesi con simetrleaférica ya conocidas 
como eaaoe particulares. 

TomemOIS una 4-variedad lliemanniaoa I: que tenga una métrica g,.,, y lomemos coordenadas cilíndri~ 
(t 1 p, z,cli), como nuestro requerimiento es que el espacio-tiempo tenga una simetría axial y sea estacionario, la 
métrica a61o tendrá dependencia. de p y z.Ademáa qucremoe que la. dúitribución de materia esté rotando,esto 
noe conduce a pedir que el espacio-tiempo no cambie ante la inveraión simultánea de t y 6, esto es que aea 
invariante ante la transformación simultánea , __ , 

El requerimiento de invaria.nc:ia ante inversión temporal y azimutal nos lle\'& a pedir, como ya se mencionó 
que 
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ya que en caso contrario g11 ., nos describirla un campo gra.vitadonal compldamente diferente a.I cambiar 
t por -t y if> por -lfo 1 es decir la métrica cambiarla, por ejemplo, el término g1,dtdp cambia.ria de signo 
al realizar la tr11.nsformadón y con esto lendrí11.moo un11. métrica diferente. El elemento de línea bajo estas 
condiciones toma 111. forma 

[2.4.IJ 

Al cual siempre podemos aplicar una transformtu:ion de coordenadas del tipo 

(p._z)-(p',z') 

que basta cu&draturu permite deacribir el elemento de linea de la Conna 

{2.4.2] 

Rcso\viendo laa ecuaciones de Einstein para el va.cío, T,.., = O, podcm06 simplificar más el elemento de linea 
basta dejarlo en la forma 

d•' = J(dt - wd~)2 
- r'[•''(dp2 + dz2

) + p'do;i'J 

con J = /(p,%) 1 w = w(p 1 %), U "1 == "J(p,%) que satisf&een las ecuaCioncs de Einstein 

/Í!,, +f.,+ p-• !,)-!: + 1: +p-2rcw! +w~) =o 
f(wn+wu -p-1w,)+2/pLJ,+2/1.W.1 =O 

7, == ~p¡-2u: -J!) - ¡p-1 rcw! -w!) 

• 7.1 = 4p¡-2 /,/ .. - ~p-t /2w..,w .. 

[2.4.3] 

[2.4.3•1 

(2.4.36J 

(2.4.3e] 

[2.4.3dJ 

Existen varia.a soluciones a lu ecuaciones de campo de Einat.ein que DOl!I permiten de!JCribir el e.ampo 
gravitScional exterior a una distrlbución finita de materia.¡ todas estas soluciones se encuentran contcnidu 
como cuoe particulares en la solución más general [2.4.1). A continua.ci6n prceentamoll aJgun&s de ealu 
aolucioncs 
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(Ü) ECUACIÓN DE ERNST 

No obst.ante la aparente senciUez de las ecuacion~ de Einstein en vacío, estacionarias y con simetria 
a.xiaJ, encontrar nuc\'as soluciones a éstas, presenta una dificultad extremadnmente grande. Para resolver este 
problema se encontró unn. nueva representación a estas ecuaciones, que es independiente de las coordenadas y 

debido a esto permite investigar au simetría y encontrar nuevas soluciones. Esta representación fue formulada 
por Ernst en 1068(17]1 en la cual aparece un potencia• (potencial de Ernst) cuya ventaja principal es que~ 
un punto de partida para mucha.s técnica.a que permiten generar soluciones a estn.s ecuaciones. 

Ernst ua6 un principio w.riacional sobre una función de Lagrange que puede ser construida de Jaa 
funciones métrierui (y w. A continuación presentamos la ecuación de Ernst derivada a partir de las ecuaciones 
de campo obtenidas anteriormente. 

La ecu&ci6n de campo {2.4.3b] se puede escribir de la siguiente forma 

con 
o, =p-t/21J,,O, = -p-1¡2w, 

utilizando [2.4.5} la ecuaci6n {2.4.3a) Loma la forma 

1v21-1,2 
-/,

2 +0,2 + n, 2 =o 

(2.4.4] 

(2.4.5] 

(2.4.6] 

donde Q 2 C11 el operador gradiente en dos dimenaioncs. Utilizando (2.4.5} tenemos la siguiente relación 

f'il'n = 2(1,n, + 1.n.) [2.4.7] 

definiendo el potencial de Erna (E) de la aiguientc fonna 

E=/+in 

cn~ntramoa que las ecuaciones {2.4.5] y {2.4.6] están contenidas en la aiguicnt.e ecuación 

(2.4.8] 

como su parte real e imaginaria respectivamente. La ccua.ci6n [2A.8) es la ecuación de Ernat, que ca una 
nueva representación de las ecuaciones de campo cncontradM anteriormente. En coordenadas cilíndricas 
toma la forma 

(RcE)(E,, +E.,+ p- 1 E,.)= E,2 + E, 2 [2.4.9] 

y Ju restantes ecuaciones de campo (2.4.3c) y l2.4.3b) pueden ser expresadas en la forma 

'YP = ¡p/-2(/,2 - /, l + 0,2 - fl, 2 ) [2.4.10] 

[2.4.11] 
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Introduciendo un nuevo potencial { relacionado con E por 

E=!..::.§: 
1+{ 

podcm<>11 obtener otra rcprcacntadón de la ecuación de Emat, para ello procedemoe de la siguiente íonna: 
La parte real de E es dada por 

IUE= E~E· 

1(1-{ 1+{º) 
=:¡ l+{+l+{• 

_ m· -1> 
- (l+{)(lH") 

En ténninoe de cate potencial el Lapla.ciano de E toma la forma 

ya que 

y (Q' E)2 está dado por 

2 2 ' 4 ( )' 'V E=-(l+{)'V {+(l+{)3 V{ 

E - ..3L__ ,--(1+{)' 

E __ 3.u_ ~ 
,,- (1+{)2 +(1+{)3 

E .2{.. 4{~ 
.. =-(1+{)'+(1+{)3 

-IE 2p-1{p 
p p = - ¡¡+(ji 

Sustituyendo (a), (b), y (e) en (2.4.8] tenemos 

({{º - 1) [ 217' { 4(17{)' l . 4{~ 4{~ 
(1+{)(1-{") -(1+{)2 +(1+{)3 =(1+{)4 +(1+{)4 
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finalmente 

({{º -1) v' { 2({{º - lJCvO' 2(V{l' 
(1+{º) - (1+{)(1+{º) - (l+{) 

<W - 1¡ v' { 2cvl' 2({C - l)(V{l' 
(1 +{•J = (1 +O+ (1 +{J(l +e·> 

<v>' [ cw -ll) 
=2(1+{) l+ (1+{") 

= 2 evo' ({º(1 +e>] 
(lHJ (lHº) 

2('17{)'{º 
= (1+{º) 

({{" - 1) '172 
{ = 2{°(V{J' 

La ecuación l2.4.S•J, es la ecuación de Ernst en términoo del potencial e. 
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No es suficiente que las funciones métricas sean solue1ont!'tl d las f'r1i..• 1u11t .. rlr. <'ff.mpo df" Einsu-m, además 
es necesario pedirles ciertas condiciones para que sean ÍÍl1ieamente rele\·antal. EslM condiciones son. 

1.-

(2.4.120] 

(2.4.126] 

A~ ;(p,z) =o (2.4.12c] 

es decir, que a uno. gran distancia de la fuente desaparece el campo gravit.adonal y nuestra. métrica se 
reduce a la métrica para el espa.cio-tiempo plano 

2.-

El ángulo azimutal tiene que ser periódico (periodo 2,,-) a lo largo de la trayectoria del vector de Killing 
espacial '1· F.aLo implica 

(q 1.1 q 1·· = 1 
4(q) 

en el eje de simetría p :!; O. Eat.a:s condiciones se cumple si 

~¡(p,z)=O 

~w(p,z)=ett 
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2.5 Típoa de Soluciones{3) 

(i) Solución de Weyl 

Cuando el cuerpo no está girando,cs decir,cuando w =O, el elemento de linea general toma la forma 

definiendo a e como 
/=e'°" 

tenemos que 

y laa ecuaciones de campo toman la forma 

\12 .¡,. = .P,, + 1/Ju ~ p-•.¡,,,;; O 

.,, = p(,P: - "':' 

.,, = 2P,P,.P. 

donde v 2 es el Laplac:iono en dos dimensionei1 en coordenada,, cilíndricas. 

(2.5.1} 

(2.5.2} 

(2.6.3} 

[2.6.4} 

[2.5.6} 

[2.5.6} 

Obeervamoe que la función métrica ¡ puede acr obt.enida integrando si se conoce 1/J o {¡ cato noe dice 
que el problema de encontrar una solución estacionaria. con simetría. axial en él vacío cuando el cuerpo no 
está rotando, te reduce a resolver las ecuaciones [2.5.4},[2.5.5), y [2.5.6] para ~. La ecuación [2.5.3] junto con 
las ecuacionca de campo [2.5.4),[2.á.5], y [2.5.6), que det.erminan las funciones métricas, es conocida como la 
solución de Weyl, y representa campee exteriores cstátieo& (no rotando) con eimctda axial. 

Una solución interesante de Weyl es cuando ,¡, tiene el valor 

z-m+Rf.-> 
tP= 61og(z+m+R<+J) 

n<-l + ¡¡(+) - 2m 
= 61og( Rf,-) + Rf,+J + 2m) 

n1+1 = [p2 + Cz + m)2JI 

n<-> = [p' + (z - m)'JI 

donde 6 y m son constantes.La íunción 1/J representa el potencial gravitacional Newtoniano externo de una 
"·arilla. infinitamente delgada y uniforme que tiene una densidad proporc'ional a 6,con su centro ubicado en 
el origen de coordenadas y sus cxtrcmoe sobre el eje z en z=m y z:=-m,y por tanto tiene longitud 2m. 

Lo importante de estn solución es que para 6 = 1 recobramos la métrica de Schwarzschild, que tiene 
simetría esférica y para 6 = 2,3, .. tenemos el limite estático de las soluciones Tomimalsu-Sato(vcr (iv)), 
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La solución de Weyl l"n coordenadas esferoidaleA prolalas{l.~.(,Q). que- están definidas mediante la 
transformación 

donde O' ea conatant.e,tom• la forma 

'=t 
<'=ó> 

~ = •+ ~·-. (~ ~ 1) 

<= •+:;,;-. (-1~<~1) 
r(+)2 = p" + (:l+lo-)2 

- - <!{' d(' ' 
d•2 = ezp(2,P)d12 -a2ezp(-2,¡,)[e:p(27)({2-(2 )(~2 - l + l -(,)+ (l -(2)(e2 - l)doi>"J 

(ü) SOLUCIÓN DE SCHWARZSCHILD(3J 

Como lo me~cionamos anteriormente la solución de Weyl con 

6=1 

conduce a la solución de Schwanscbild. Dada la importancia de esta métrica ea necesario discutir sin entrar 
en detalle los puntos principales de la mismlL La m~triu. de Schwar:r.schild en coordcno.das esféricas tiene la 
formll 

d,2 = -(1- ~)d12 + (1- ~)-
1

dr2 +r2 (d<'2 + •en2 0d«2) [2.5.7] . . 
La transformación utilizada para. pB.!lar de la métrica de Weyl a la métrica de Schwan.schild ea In. siguiente 

p = (r2 -2mr)isw0,z = (r- m)co.110 

• = m + ~(n<+> + n<->¡,co•O = ~¡n<+l - n<->¡ 

donde nt±J está dado como en la sección anterior. 

[2.5.7a] 

[2.5.76] 

La mCtrica de Schwan;schild tiene simetría esférica, como se puede ver del hecho de que (2.5.7} sea 
invariante bajo una rotación i\rhitrnria del si~tema coordenado, considerado como un sistema coordcn&do 
polar esférico. La metrica [2.5.7] represenln. el Cat11po gravitacional exterior de una distribución de materia 
de ma.oia m con simetri'a esférica, pero, como es bien conocido, puede ser interpretada también como el 
campo producido por una est rrlla con simetría esfCrica colapsándose. esto es, un hoyo negro. Las funciones 
metricas g,,,,, las foncionrs que representan la.oi componenlNi contravarin.ntes g"" y sus derivadas parciales 
son continuas en toda!> pi\tlt'S excepto en r = O y r = 2rn. 1.a. irreguli\ridad r = 2rn puede ser removida 

26 



realizando una transformación de las coordenlldas (r,t) a las coordenadas (u, v), que de forma implícita está 
dada por. 

u2 -v2 = ~(r-2m)er.:; 

v=u tanh(~) 
y reduce la ecuación {2.5.7) a la siguiente forma 

(2.5.8a) 

(2.5.llb) 

12.s:o¡ 
donde res función de u y v.La irregularidad en el punto r = O ,sin embargo ,no puede ser removida por 
ninguna transformación de coordenadas, entonces decimos que en eat.c punto t.cnemos una singularidad del 
espacio tiempo. Si colocamoa una partícula prueba en repoao en algtln valor finito de r{y suponiendo que la 
masa mes mucho más grande que la masa de Ja particula)C1ta aleanzará el punto r = O en un tiempo propio 
finito ,es decir, un tiempo medido por un observador que está en la partfcula prueba y le llevará un tiempo 
infinito para un observador de laboratorio (exterior a la parllcull\). 

Como ya dijimos la superficie r = 2m no es una singularidad del espacio-tiempo esta superficie es una 
"membrana dirigida" en el sentido que geodésicas tipo tiempo y tipo luz puede penetrar a la región r < 2m 
a partir de la región r > 2m, pero éstas no pueden salir de la región r < 2m. Así la singularidad del 
espacio-tiempo r = O ca separada. de la región r > O por la superficie r = 2m,eata superficie es llamada 
borii:outc de eventos. 
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{iil) Solución de Kcrr[3) 

Tomemos el potencial de Ernst en términos de una nueva fonción desconocida ( 

[2.5.IOJ 

bajo esta consideración la ecuación de Emst toma la forma 

[2.5.llj 

donde ~· el complejo conjugada de (. Introduciendo coordenadas esferoidales prolat.a.a (X,Y) que están 
relaciona.das con laa coordenadas cítfndrkas (p, z) por 

p2 = (X 2 - l)(l-Y2), z=XY [2.5.12J 

en términos de eetu coordenadas la ecuación {2.5.11} toma la forma 

<ee· -1)[(X' -1iexx + 2xex + c1- Y'J{yy -2YfrJ = 2e"[(x' -1ie} + c1- Y'Je}J [2.5.13J 

las restantes funciones métricas en t.érminoe de estas coordenadas tienen la forma 

wx = (1-Y'lr'uy, .,,, = (1 - X'Jr'•x [2.b.14J 

(1-Y')J-' l'x = 2(X, _Y') [X(X' - 1 )(/} + u}) + X(I'' - 1 )(/}+u}) - 2Y(X' - 1)(/x fy + uxur)] [2.&. lfJj 

~ l'y = 2(X'-Y') [Y(X2 -1)(/} +uJrJ- Y(I - Y2
)(/} +u}) +2X(l - Y2)(/x/y + uxuy)J [2.5.16J 

la ventaja de utilizar la ecuación (2.5.13) es que la solución de Kerr está dada. por una solución que tiene una 
forma muy simple 

e =pX-iqY 

donde p y q eon constantes que se relacionan por 

utilizando E= f + iu, {2.5.10}, y [2.5.17] se encuentra la solución 

de [2.5.14J y [2.5.lBJ 

p2x2+ 921,2_1 

I = (pX + 1)2 + q2Y" 
u= -2qY 

(pX + 1)2 + q2 Y 2 

2qp-1(1- Y')(pX + 1) 
w= p2X2+q2YZ-l +wo 

~o =cte 

y de las ecuaciones de campo [2.5.15) y [2.5.16) 

,.• A(X2p+q2y2 _ l) 
e = s2 -}'2 
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[2.5.IBJ 
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de la ecuación (2.5.19) y de la definición de ¡i'(eJ'' = /eJI) tenemos 

, _ A((pX + 1)2 + q'Y'J 
e - x2_y2 [2.ó.20] 

introduciendo las coordenadas r y O que están relacionadas con X y Y por 

pX + 1 = pr, Y = r:osB [2.5.21] 

se introducen tambien las constantes m y a que están rela.cionadaa a p y q por 

[2.5.22) 

con m y ma la masa y momento angular de la eolución de Kcrr resped.ivamente 
Para transformar la aoluci6n de Kerr a su forma cslandar partimos del elemento de línea general y 

sustit.uimoa las funciones métrica.a dadas por [2.5.18], (2.5.19) y [2.5.21) 1 que tendrán que ser previamente 
transformadas a las coordenadas r y 8 utilizando (2.5.12] y {2.5.21), los rcsultadO!I encontradoe después de 
realizar 1Q6 paaoe algebraicos mencionados anteriormente y haciendo uao de la ecuación {2.5.22] eon 

r = (r- m)cosO 

e" _ A(r2 + a2cos28) 
- m 2((r- mF + (a2 - m2)cos28) 

dp1 + dz1 = [(,. - m)2 + (a2 - m 2)cos20J[(r"2 -2mr + a2 )- 1d,.2 + d02] 

i = 2amr"•en2'B(r2 + a2cos2'8)- 1 

l = 2ma2 r"sen40(r2 + a2 coa2 8)- 1 + (r2 + a 2 )sen2'0 

y I& métrica toma Ja forma 

ds2 = (1-2mrl:~ 1 }dt 2 -4amrsen2BE~ 1d4'dt - (2ma2raen2oL:1 + r 2 + a2}1en20d~2 

· - L:,<L:;'dr' +de') 
donde 

E1 = ,.2 +a'r:os2tJ, 

par r muy grandes {2.5.28) tiene la forma 

2:
2 
=r2 -2mr+a2 

m la masa y mR el momento angular de la fuente que genera el campo gravitacional. 
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[2.5.23) 

[2.5.24] 

[2.5.25] 

[2.5.26] 

[2.5.27] 

[2.5.28] 

[2.5.29] 

[2.5.30] 



(iv) Solucione. Tomimatau-Sato{3) 

En 1972 Tomima.t.au y Sato encuentran la siguiente .alucióo compleja a [2.5.13] 

p2X 4 + q2Y4 -2;pqXY(X2 - Y2 ) - 1 
( = 2p)((X' -1)- 2iqY(l - Y') [2.5.31] 

donde p y q eon con.al.ant.ee aujetaa a 1.a relación p2 + q2 = l. De E=/+ iu y [2.5.10] se obecrva que si se 
escribe ( en la aiguicnt.c rorma 

'=~ .. D+iD' [2.5.32] 

Donde N, N', D, D' 90n polinomioe reales en X y Y, con mi.o las íuncionca f y u toman la siguiente forma 

N 2 + N"-Ii'-IP 
/ = (N + D)' + (N' + D')' 

2(N'D-ND') 
u= (N +D)'+(N•+ D')' 

(2.5.33] 

(2.5.34] 

ausUtuyendo (2.5.33] y [2.5.34) en (2.5.14], (2.5.15] 1 y[2.5.i6]1e obl.ienen los valorea conespondient.ca aw JI µ 
y de [2:,,5.31) 1.cnemos 

N =p2X4 +q2Y4 -1, 

D = 2pX(X2 - 1), 

N' = -2pqXY(X2 - Y2 ) 

D' = -2pY(l - Y2) 

con tod , lo anterior obtenemos loa aiguicmt.ee resultados 

donde 

/=~. 2p- 1q(l - Y 2 )C 
c.l= A , 

B 
e' = p<(X' - Y')< 

A= [p2(X2 - 1)2 +q2 (1-Y2)')2 -4p2q2(X' -1)(1-Y')(X' -Y')' 

B = (p2X 4 +q2Y4 - l +2pX3 -2pX)2 +4q2Y2(pX3 - pXY' + 1- Y2) 2 

C = p2 (X2 - l)[(X2 - 1)(1 - Y2) -4X2(X 2 - Y2)) 

-p3X(X2 -1)[2(X4 - l)+(X1 +3)(1- Y')] +q2 (1 +pX)(l-Y2 ) 2 
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(2.5.35•] 

(2.5.356] 

[2.5.36) 

(2.5.37•) 

(2.5.376] 

[2.5.37<) 



(v) Solución de Papapctrnul3) 

La.a soluciones a las ecuaciones {2.4.3aJ y (2.4 Jb) encontradas por Papapctrou no aon muy mteresantn 
físicamente, sin embargo, es una de laa poCM soluciones que dependen de funciones arm6nicaa e ilu1tra la 
dificultad de encontrar soluciones r1.11icamcnte relevantc8. 

Para encontrar esta eolución ea neeeaa.rio comenzar con la aupOllición 

la 90)uci6n de [2.5.38] ee dada en ~inoa de la función armónica ( de la siguiente forma 

A= de arbitraria utilisando laa ecuaciones [2.4.3b] y [2.5.38) tenemoe 

utilisaudo [2.5.39] 

c .. = -[e,,+ p-•c,J 
y utililando cata última ecuáción tencmoa que 

por tanto 

w, = -ApC.. 

/,w,,+/,w, = -/,Ap(,, + /,Ap(,, =O 

=> 

-1,c .. + 1.c,. =o 
la .OIU:ción a la ecuación [2.5.40) ca 

I = /((,) 
. esto ea1 r ca una función arbitraria de (,, a partir de esta ecuación noaotros tenemos 

1, =re, .. 
'·=!'C ... /,, = /''e:. + /'(11u 

donde!'= lf:. Usaudo [2.5.39], [2.5.41),[2.S.42], y la relación 

que se obtiene a partir de [2.5.40}, la ecuación (2.4.3a} ae reduce a 

11" -/'2 +A2
/

4 =O 
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[2.5.38] 

[2.5.39) 

[2.5.40] 

[2.5.41] 

[2 .. 5.42] 

[2.S.43) 



haciendo el cambio de varia.ble J = h- 1 obt.cncmos la ieeuación 

(2.544] 

la solución a la ecuación (2.5.44) es 

h = ¡-1 =neo•~ + /J•en~ (2.5.45] 

donde o SI {J eon constant.as arbitrarias 
A.si (2.5.39J da una eolución en Lerminoe de la función armónica ( 
Como ya ac mencionó paza que la aolución eea u:intóticamente plana ( tiene que iter armónica, por 

ejemplo,tomemoa(=r- 1 con r=(p2 +z7)t. Endtecuo 

(2.6.46f 

si tenemoe una solución asintótica la forma de r en infinito tiene que ser 

(2.6.47] 

para este CMO la forma asintótica de r ec obtiene exoandiendo la ecu~ión ['2.5.45] el resultado obtenido es 

[2.5A8) 

c:ompare.ndo con la forma :Íe l• cxptc11ión ['2.5.47] 9C obecrva que r da.da por (2.5.48] no tiene término9 
proporsionaJes a r-1 as{ que la .oluci6n tiene masa cero . Por tanto esta clase de 10luciones no contiene: 
ninguna 10lución que represente alguna mua rotando cuyo campo gravitadonal sea aaintót.icamente plano. 
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2.6 Técnicaa de Gcnerncióo de Soluciones 

Dada la complejidad de laa ecuacionC!I de Einat.ein como ya &e mencionó, es muy dificil obtener soluciones 
exadas fisicamenLe rcaliat.aa. Deapués que Schwanachild(l916) encontró su solución con simetría eaíérica y 

Weyl(1917)(14) encuentra la aolución general uiaimétñca estática, pasó alrededor de medio siglo para que 
una solución ftaicamcnte realista uiaimétrica eatadonaria fuera obtenida, ésta es la métrica de Kerr(19]. 

Más tarde muchos cienUficoe ac encargaron de eat.udiar mét.odoa de generación de eoluciones, entre ellos 
Tomimat.ao y Sato([21], {22]) y Yama.zaki y Hori(23); u.aaron la formulación compacta de las ecuaciones de 
campo de Emst. para obtener nuevu Mllucione:e que presenta una cierta dependencia funcional de el potencial 
de El'1lllt e . Emat.(20] propUBO dos técnicas de generación de aolucionea que fueron ampliadas y unificadas 
por Kinnenlcy([24], [25]). Eatoo métodos mapean aolucionee aaint.óticament.e planas en V&;CÍO a aoluciones 
uintóticamente singular-NUT. 

Laa técnicas auevaa de generación involucran t.ransíonnacioncs de grupos de Líe o transf'ormacionea 
Biid:lund{14]. El primer grupo fue encontrado por Coegrovc([26], [27]) y usa.do para obtener la generalización 
de las eolucioncs TominatsirSato. Ma.iaon(1979) investigó el grupo dimensionalmente infinito de Kinnenley y 
el grupo de Geroch[28] que no generaban aolucionea aeintóticamente planas. Kinnersly(l977) y Kinnenley y 
Chitre (19n, 1978) estudiaron el grupo de Geroch y desc'1brieron eubgrupoe infinitesimales que preservan Ja 
condición de asintóticamente plana. Ellos usa.ron la métrica de Zipoy-Voorhecs para generar una solución que 
contienc-ladasc NUT y la métrica Tumimatau-Sato como Ca&OfJ especiales, sin embargo, ellos no desarrollaron 
una teoría general de eat.as tranafonnaciones y, por tanto, tampoco un método de extrapolación posible. 
BoenaeJaers[ll] encontró eubgrupoe del g?Upo de Geroch que preserva Ja condición de asintóticamente plana 
y puede ser extrapolada por métodce: puramente algebráicoe. 

Independientemente, RarrU.On[29] y Neugcbauer[30] dCBCUbrieron transformaciones de Backlund para 
la ecuación de F.rnst que genera Ja 90}uciones aaintóticamente pla.naa. FinalmenLe Belinsky y Zakbarov[31] 
formularon ta. ecuaciones de campo ño Uneal('S como un problema de valores propioa que puede ~ reeuelto 
por medio del método de desviación inversa. 

Ahora pasemos a explicar de manera breve doe de las técnicas de generación de ooluciones que pueden 
ecr usada.a para obtener solucionea r11icamente realistas de las ecuaciones de Einstein. 
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(1) T.ansi>rmaci61> Biicllund 

Sea U una Función real en doa variables x e y. La. transrormaeión de BticHund para- una ecuación 
diferencial de segundo orden U Cl!I una. t.ra.nafotmación 

F,.(z, 11,u,u.,u,;r',r/,U',U! •• u;.) =o 
l = 1,2,.. 

[2.6.1] 

que !napea la ecuac:i6n diíereudd original dentro de la misma ecuación en alguna variab1c prima. Un ejemplo 
de una tranformación BñcA:lund lJUede aer dado para la ecuación de aen-Gordon · 

u_.., == .aen(U) 

La. trall5formacióo 

11=il 

4cu~ +u.¡=• ""cu'; u> 
. ~(U~ - U,)= ~"n(U'; U) 

e:::::: ete 

[2.6.2] 

[2.6.3o] 

(2.6.36] 

[2.6.3c] 

[2.6.3d] 

genera una nueva. t10lución U' a partir la eoluci6n conocida U. Veamoe esto de manera más expJicita. 
Derivando Ja ecuación [2.6.3c} con respecto a y 

(o) 

austituyendo Ja ccull.ción [2.6.3d} en l& ecuación (a) 

1 , (U'+U) 
2cu ... +u .. ,)=•en - 2- ( U'-U) <D• -2- (6) 

y utilizando las idcntidlldes t.rígonornétricru; 
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,, ¡1 ] ¡ co•¡ = :1:: 2(1 + coaz) 

y las identidades aeno y coseno de la suma y resta de dos ángulos. La ecuación (b) Loma la forma 

1 ¡1 ] ! 2 (u;.+ u .. ) = ;¡ (1 - co•(U' +U)) (1 + co1(U' - U)) 

= i (•en2U' + 21enU'•enU + 1en2U] i 

= ~ [(•enU' + •enU)2) 1 

= 4 (•enU' + •enU) 

U~ + U/&'6 = atmU' + 1enU (e) 

y sustituyendo (2.6.2] en (e) tenemos 

u;,+ u~,= 1enU' +u., 

u;,= 1enU' 
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(ü) M~tOdo Bclinaky .. Zalcharov 

Esta. t.écnica de gcncra.ción de soluciones nos permite obtener nuevait soluciones exacta.e de las ecua.cianea 
de Einstein en v&eio pa.ra el caso de métricas que dependen aola.mente de doa variables. Las ecu&eioneá de 
campo aon integra.da.a por la técnica de desviación inversa. El punto de partida del método BeHnsky·Za\r.harov 
es el elemento de línea general. De las funciones mélricas conatruinos la ma.triz 4c 2X. '2. 

F=(..l, ¡.,•~!-¡-•) 
con esta matriz las ecuaciones de campo t.oman la forma 

donde 

(pF,F-1),+(pF,F-1). =O 

µ, = ::! + lr,¡u2 - V 2) 
p 4p 

1 
µ, = 2pTr{UV) 

µ =2-y-ln/, U =pF,F-1, V =pF .. F-1, 

para conoc.c r U y V se puede calcular µ por cuadraturas la ecuaci&n [2.6.5] toma la forma 

u,+V,=O 

y de las condicione& de intcgr.abilidad de {2.6.8] con respecto a F 

u. -v,+ !¡u,V] + !v =º 
p p 

(2.M} 

(2.6.5) 

(2.6.6) 

(2.6.7) 

(2.6.8) 

(2.6.9) 

[2.íl.10) 

el parént.csia cuadrado denola el conmutador de las rcapcctivaa malricea. El siguiente paao conaiatc en 
representar {2.6.9) y [2.6.10) como Ju condiciones de compati~ilidad de un sistema aobre determinado máa 
general de ecuaciones de matrices relia.ciona.do a un problema de valorea propioa por algún operador diferencial 
lineal. Tal sistema puede depender únicamente de las matrices U,V, F y de un parámetro complejo. No 
existe un procedimiento general para 111 determinación de tal sistema, sin embargo, para el caso relativamente 
simple [2.6.~J y [2.6.10) CRto Puede ha.cerce. Pá.ra cate prop6aito se introducen loa operadores diferenciales 

2A2 

0 1 =8:i - .\2 +p28>. 

2Ap 
02 = 8, + .\2 :+P2 8>. 

donde .\ es un parámetro complejo. El conmutador de este. operadores ee -.nula 

Introduciendo la matriz compleja 9(.\,p, z) se pueden escribir las ecuaciones 

pV-AU 
01q¡= A'+p2 + 

O q¡- pU+AV + 
2 - ,.\2+p2 
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¡2.e.m¡ 

(2.6.12} 

(2.6.13a) 

[2.6.13bJ 



esto noe dice que la condición de compatibi1idad (01 , 0 2}W =O para (2.6.13] coincide con las ecuaciones 
diferenciales (2.6.9J y {2.6.lOJ cuya eolución está determinada por 

F(p,z) = •(O,p,z) (2.6.14] 

Sean Fo, Uo,SJVo aoluciones de {2.6.9} y (2.6.10}.La respectiva malriz •o(Á,p, .:) puede ser calculada de 
[2.6.13} y una nueva aolución toma la forma 

entonces [2.6.9} nos conduce a 

• =x•o 

O _pV-AU _ pV0 -AU0 

IX - A'+ p2 X X A' + p2 

O pU+AV pU0 +AV0 
2X = Á2 + A2 X - X ,A2 + p2 

pidiendo que F 9C& real y simétrica ac obtiene 

x"(Aº,p,z) = x(A,p,z), ttº(A",p,z) = .p(A,p,z) 

-J>' T F=x(-¡-,p,z)Fox (A,p,p,z) 

la T denota matriz tranapuesla. La e<:uaciones anteriores junto con [2.6.14} requieren que 

lim x(A,p, •) = I 
·-~ 

donde I denota una matri1 unitaria de 2 X 2. 
Para la construcción de nuevas aolucioncs ac puede proceder como sigue: 

(2.6.15] 

(2.6.16a] 

¡ [2.6.16b] 

(2.6.17] 

(2.6.18] 

(2.6.19] 

(i) dadu U 0 , fo JI V 0 encontrar la solución de x de [2.6.16},que aatisface las condiciones [2.6.17] y 
(2.6.19] 

(ii) calcular la matriz F de (2.6.14] y (2.6.15] 
(iii) Reaolver las ecuaciones de e&mpo (2.6.6} y (2.6.7] para la función métricaµ 

Jiv) Determinar las restantes funciones métrica f y w de (2.6.4) 
Es necesario hacer nota.r loe aiguicnt.es puntos importantes. La métrica semilla satisface la relación 

ddFo = -p2. Para que la signatura de la métrica permanezca ain carnbio1 nosotros pedimos que la nueva 
eolución aatiafaga t.ambtén esta relación. Las ecuaciones [2.6.14} y (2.6.15] requieren que F = x(O)F0• 

Así n0&0troe tenemos que imponer otra condición sobre la matriz x. esta ea : detx(O) = l. FA más 
conveniente ignorarct1ta condición durante loe cálculoe, y usar una simple renormalización en el re11ultado final 
para obtener Ja expresión correcta. El procedimiento es el siguiente : supong1UTIC>a que F con determinante 
detF ~ p2 es una nueva aolución obtenida con el método descrito anteriormente. La tr&%& de [2.6.5] conduce 

!(p(ln(ddF)),], + (ln(ddF))., =O 
p 

definiendo una nueva matriz F r• por 
F,, = -p(-dc/F)"l'F 

uno puede ver que la nue\'n matriz aat.ia:face la eclfación de campo (2.6.5) y ddF ph = -p2 
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2.7 MOMENTOS MULTIPOLARES EN RELATIVIDAD GENERAL 

Para que una ooluci6n a ~a.s ecuaciones de Einstein tenga. importancia relevante debemos datle una 
interpretaci6n accptabh: desde e) punt.o de vista iLBico, dettgradadamente esto no es t.area fádl. Sin embargo 
un camino que puede ut.Uiz:arse para obLener alguna información acerca del campo gravit11eional es cakula.r 
el límite Ncwlonia.no de Ja tnetrica, ya. que la teoría Newtoniana estli cont.enida. en la. teodis. de Einstein 
c:omo un caao especial. Al calcular el límite Newtoniano obtendremos términoo que se identificarán como loa 
tnomenloe multipolares del cuerpo, cat.e límite nos permite calcular los momenl.o8 multipolares del c~etpo 
que en la teoría. Ncwtoniana dcLetminan el campo gravitacional únicamente. 

El procec:Hmiento pera calcular el límite Newtoniano depende dd aist.t:ma coorden&do que se elige, 
por tanto, no es ünico. Esta dependencia. coordenada nos presenta problemas, ya que uno esperarín. que 
la descripción d~I campo gravitacional no cambiara. de un sistema coordenado a. otro. És por esto que 
oecesílamOfJ una.definici6n d-c momentos muJtipolares independiente de ln.s coordenadas. 

Hcmandez[32} calcu16 los momentos mullipolan:s de la métrica de Kerr como desvia.cione& de una di1r 
tribución de masa ton simetría es!ériea, sin embargo a-u método no permite la gencrali.z:aci6n pll.l'a otras 
mélricaa, Van Der Burg[33] representó el e1em~nto. de línea general 

[2.7.1} 

como una expa.nsión de una ""adecuada coordenada radial" y las funciones métricas c:omo solucionts de la 
ecuacibn de Laplace con ciertos coeficleutes constantes que pueden ser interprcta.doe como los momentos mul-
tipola.tcs. Su dcfinidón de "acept.abrc coordenada radial" ea, sin embargo, no invariante y el método no sirve 
para calcular esta coordenada. para una. métriu arbitra.tia. Ger0<:h(1970) ptopu.o una ddinici6n de momeo· 
t09 multipol&fal co\13.l'Ía.n\.e e indcpendient.e de laa coordenada« para camPQIJ gfavitacionaJes est.áticoe. Esta 
definición Cue generali.sa.da. pot" Ransen(l974) incluyendo campos estacionarios. Otra definici6n de momento& 
multipolares dependiente de lu coordenadas fue propuesta por Thorne[35]. La dependencia. coordenada fue 
i.Q.vcatiga.da. desde el punto de vista Osic.o; un criterio para Ja e)eccíón de una coordenada act:pt.ablc fue pro
puesto y diS<:utido, finalmente, Deig y Simon[34J fotmularon una definic::ión independiente de las coordenadas 
usando el trabajo de Geroch y Uan.sen[28]. De las definicione& antes mencionadas )as más importantes son 
l.·G~ro<:h-Han.een 
2.-Thorne 
3.-Beig-Simon.s 
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2.7 MOMENTOS MULTIPOLARES EN RELATIVIDAD GENERAL 

Para que una aolución a las ecuaciones de Einstein tenga import.ancia relevante debemos darle una 
int.crpretación a.ccplable desde el punto de viata fLSico, de21gracia.dament.e eat.o no es Larca fó.cil. Sin embargo 
un camino que puede utilizarBC pa.r& obtener alguna información acerca del campo gravitacional es calcular 
el Umite Newt.oniano de la métrica, ya que la teoria Newtoniana está contenida en la teoda de Einstein 
como un caeo especial. Al calcular el límite Newt.oniano obtendremos términos que se ideotificar8.n como los 
momentos multipolaree del cuerpo, este límil..e noa permite calcular los momentos multipolares del c~erpo 
que en Ja Lcorfa Newtoniana determinan el campo gravitacional únicamente. 

El procedimient.o para calcular el limite Newtonia.no depende del siat.cma. coordena.do que se elige, 
por tanto, no es único. E&la dependencia coordenada noa prescnla problemas, ya que uno espcrarí11 que 
la descripción del campo gravita.cional no cambiara de un sistema coordenado a olro. Es por esto que 
neccsitamoo una.definición de moment.os mult.ipolMes independiente de la.a coordenadns. 

Ilemandez[32) calculó loa momentos multipolares de la métrica de Kerr como desviaciones de una dis
tribución de mua con simetría. esfériea, sin emba.rgo su método no permite la generalización pa.ra otras 
métricas, Van Der Burg[33] represent6 el elemento de Ünea general 

ds 2 = f(dt - Wd~)2 -r1[e2T(dp2 + dz') + p2d,ó'J [2.7.I] 

como una expansión de una "adecuada coordenada radial" y las funciones métricas c;omo soluciones de la 
ecuación de Laplace con ciertos coeficientes constantes que pueden ser int.erpretadoe como loe momcntoe mul
tipolares. Su definición de "ac:eptable coordenada radial" es, sin embargo, no invariante y el método no sirve 
para c3lcula.r esta coordenada p1Ua una métrica arbitraria... Gcroch(1970) propuao una definición de momeo· 
toe multipolares covariant.e e independiente de las coordenadas para campo!!I gfavitaeionales estáticos. Esta 
definición fue generalizada por Tiansen(1974) incluyendo campoe est.aciona.rioe. Otra definición de momentos 
multipolares dept!ndiente de laa coordenada.a fue propuesta por Thorne[35]. La dependencia. coordenada fue 
investigada desde el punto de vista físico; un criterio para. la. elección de una. coordenada n.cept.able fue pro-
puesto y discutido, finalmente, Beig y Simon{34] formula.ron una definición independiente de las coordenadas 
usando el trabajo de Geroch y llanscn[28}. De IM definiciones antes mencionadaa las mM importan les son 
1.-G~roch· Hanaen 
2.·Thorne 
3.·Beig-Shoons 
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(i) Definición heurística de momentos multipolares[2] 

Puesto que la teoría de la gravitación de Newton eat' contenida en la teoría de Einateio como un caao 
especial, se puede investigar ciertos casos limite de una métrica dada para entender su significado fisico y 
estructura. Uno de estoe caeoe límite es la aproximación lineal que noe da un campo gravit.a.cional a. gran 
distancia. de la fuente. Loa cálculoe explfcitoe de nta aproxima.d6n están relacionadoe a las coordenadas en 
las cuales la métrica está dada, por tanto, uno eBpera que el proceso &ea dependiente dc. lu coordcnadaa. 

Consideremoe un sistema aislado cuyo campo gravitacional ca tan débil que deeprcdamca loe efectos 
gravitacionales en sí mismos. A gran dlata.ncia de la ruente gravitacional el esp&eio-tiempo posee una. estruc~ 
tura caei plana cuy& métrica puede ser la del espacio plano de Minkowslá máa una perturbación 

[2.7.2] 

donde 'lofJ representa la métrica de Minkowaki y la.s cantidades h 0 p llOD cantidades infinitesimales.Bajo esta 
aproximación las ccuacionea de Einstein toman la forma. 

donde a representa el operador de D'Alembert y 

ho(J = ha(J - ~'7o(J hi 

'La aolución general para (2.7.3] puede ser dada como un potencial retardado , 
¡¡ =-2 JT.,(t-li"-.i'l,.f)d.., 

o(J ji"-Pf % 

expandiendo h0~ en potencias de ~ = & utilizando 

T.,(t-1 z - Z' l,Z') = f: ~I::. T.,(t - r,Z')](r-1 z - Z' i)" 
. n=G n. t 

obtenemos el elemento de línea(2] 

• da' = (1 = 2~)dt 2 - (41¡1Ji;.. + A¡)dtdz1 - [(1- 2~)6;1 + A;¡)dz1dzi 

[2.7.3] 

[2.7.4] 

[2.7.5] 

[2.7.6] 

[2.7.7] 

donde i,j1 k = 1,2,3. A¡¡ son cantidades dependientes del tiempo de orden O(r- 1 )que conduce a la aparición 
de ondas gravitacionalcs demandando que el tensor energía momento sea independiente del tiempo podemos 
despreciar Ju cantidades A,¡. El momento dipolar de la distribución de momenloe está dado por 

[2.7.8] 

las cantidades At son O(r-3 ). Ellas delerminan momente>11 de orden mayor de la distribución de momento 
angular. Finalmente, la función t!J satisface la ecuación de Poi880n 

'V2
<:> = 411'Too = 411"p [2.7.9] 

f/> representa el potencial grnvitacional Newtoniano, a.'iÍ la. solución de (2.7.9] es 
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( f p(i') d' • 
tP ZJ= IZ-Z"I z 

Introduciendo la expansión de ~ en términos de armónicos esféricos tenemos 

<!l(i) = f: P¡~::O) f p(i')r'1P1(co•8')d'z' 
l=O 

(2.7.10) 

[2.7.11) 

donde P¡(co•O) son los polinomios de Legendre. N080t.roe dcfinimoa loe moment.oe multipolares de una 
distribución de masa de densidad p{i') como sigue 

µ1 = j p(.i')r'1 P1(cod')~z' 

entonces el potencial gravitacional de una distribución con aimetr{a axial 1!Slá dada por 

El momento monopolar es 

,. __ ~ µ¡~(co•O) 
... - ¿_ r'+l , .. 

Po=M 

donde M es la masa total del sistema, el momento dipolar está. da.do por 

µ1 = f p(Z')z13d3z' = z~MM 

[2.7.12) 

y determina la dist.ancia entre el origen de coordenadas y el centro de masa de la fuente. En· particu1ar 
podemoe elegir el centro de masa como origen coordenado y este término multipolar siempre lo podemos 
hacer cero. El momento cuadrupolar masa. está. definido como 

µ, = Q = ~! p(i')[3(z"!'- r"]d'z' 

para una fuente prolata uno tiene Q > O; si Q = O entone.ce la distribución de masa tiene simetría eaférica, 
y finalmente Q < O para una fuent.e ob1at.a. Aa{es J>011ible calcular todos Jos momcntoe multipolarcs de 
una ffiétrica dada investigando la respectiva expansión en potencia& inversas de una .. coordenada radial 
aceptable" • Sin embargo esta definición tiene dependencia coordenada, por ejemplo, Lomemos la métrica de 
Schwanaebild 

(i) En coordenadu esféricas 

2M 2M - 1 

da'-= (1- -¡:-)d12 -(1- -;:-! dr' - r'(dO' + •cn'Od~'J 

y utilizando la definición de moment.os multipolares 

l'o=M 

µ1: =O 

,¡ k >o 
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esto noe dicC" que Ja métrica de Schwarzschild describe e~ campo graviLacional de una distribución de masa. 
con 1imetria esférica de ma.Ba total M 
(ii) sin embargo esta misma métrica en coordenadas de \Veyl toma la forma 

ds2 = trp{2,P)dt2 - czp(-2,P)[czp(27)(dp2 + dz2) + pd~'J 
,¡. = !1n(+ + r_ -2M) 

· 2 r++r-+2.M 

7 = !1n¡C•+ + •-l' - 4M,) 
2 4r+r-

"+ = P2+(z+ M)2 

r_ = p2 + (z -MJ' 
y nos describe el campo gravitacionaJ de un poste cuyo centro de masa está en el origen del sistema coor
denado. Los puntos finales del poste están situadoo &abre el eje zen 108 puntos z = -M,z = M así que In. 
longitud es 2M con este ejemplo mostrarnoe que diferentes sistemas coordenadoe noe dan diferentes momen
tos multipol&rCS los que describen distintos campos gravitacionalcs para la misma métrica, por lo que, esta 
definición no es: muy confiable 

(Ü) Momentos multipolare. Ncwtoniano1[14J 

La aproximación Newtoniana de la toaría de gravitaci&n de Einst.ein puede Ser derivada imponiendo 
ciertas condiciones sobre el tensor de energía-momento y expandiendo la métrica. Pero el resultado obtenido 
por este camino es dependiente de las coordenadas. Sin embargo existe otra derivación del Hmit.e New
toniano basado en la consideración del límite e - oo para. recuperar la teorfa Newtoniana a partir de la 
Leoria de Ein1t.ein. Laa ideas básicas de este método fueron dadas por Friedrichs (1927), Dautcourt.(1924), 
Kün.zle(l976), y Ehlen(1981). A continuación se presenta. una descripción corta de estas ideas basada en el 
~raba.jo de Ehlers. 

Una teoría que contiene las teorías de gravit&eión de Einstein y Newton pude ser definida en una variedad 
4-dimensional, re11.l, conectada, y Hausdorff diforenciable E. Los siguientes objetos están contenidos en E: 

a) La constan le de causalidad ..\ = c-2 , (.\ ~ O) 
b)La corutante gravit&eional G (G ~O} 
c)La métrica gQJ! 

d}EI tensor energía-momento TQti 

c}La conccción r:a• lineal y simétrica. 
Eligiendo apropiadamente .\ y G se recupera'r las teorías conocidas que se encuentran en esta. teoría 

como ca.sos particulares. 

(i)..\ > O, G > O.Esta elección conduce a. la teoría de gravitación de Ein!'ttein 
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(ii).\ =O, G > O .Este caso límite corresponde a la teoría de gravitación de Newton 
(iii).\ > O, G = O.F.ste caso límite conduce l!t. la teorfa ~pedal de la relatividad 11i la curvatura desaparese 

Noeolros noe limitamos a los en.sos (i) y (ii) cuya relación directa está dada en las siguientes definiciones 

definición l 

Una congruencia(g,..,,g""• r~..,. T"") de .)..campoe dependientes sobre E, definida para O< .\<lo tiene 
el limite Newtoniano (9,..,,9"",f'~,'Í'''") si loa campos g,.., y 11'"', y SU!I derivadas parciales con respecto 
a Á y la coordenada local z" hasta tercer orden, el campo r~ y sus deriva.dss hasta segundo orden, y el 
campo T"" y sus derivadas a primer orden, son continua.a en E X{O, .\01 y cumplen con las siguientes leyes 
parao::;.).:=;l0 enE: 

1.- Existe un vector tipo tiempo núnimo. 
2.- La más alta dimensión del subcspp¡.do del espacio cotangente de E es 3, si el producto escalar 

inducido por g"" es positivo definido. 

4.- flpt1;t1 =o g"";.., =o 
5.- T,...,e"E" > O et1 valido p&ra cada vector tipo tiempo E"; en otro caso T"" = O 

6.· T""n =O 
7.- R,..,..,~ = Jt.,~,.., 
8.- R,,,, = -8•G(T,,,, - io,.,,T.;') 
9.- R~.,aR",,",,=D 

Para el c:uo limite (91,,,,9"" ,f'e..,.t""). Los requerimientos 2·8 son válidos tanto en la teoría Newtoniana 
como en la t..eoria relativista. El requerimiento 9 solamente es válido en el caso .\ =O (teoría Newtoniana) y 
esto permite que uno pueda introducir sistemas de coordenadas no rotando en Jos .cuales la.a ecuaciones de 
campo (requerimientos 7 y 8) conducen inmediatamente a las ecuaciones de la teor(a de Newton . 

• La definición de Hmit.e Newt.oniano da.da ~ntcriormente nos permite investigar soluciones de las ecua
ciones de Einstein independientemente de la elección de coordenadas. Usando'ºla definici60 1, &e pUcden 
probar Jos siguientes lemas que noo dan la solución al problema de la interpretación de los momentos multj. 
polares. 

lema l 

Una congrucncia._del esPacio-tiempo de Schwarzechild parametrizada por.\, con métrica 

g,. = T'(I - 2~~M) 

~L' 
g,.,. =:.= 1 - 1MfM. 

911 = .\r1 

g~~ = .\r1 .sen1 0 
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sobre la variedad E= [(t,f,p) 1 t E realea,f > O,p E 5'2] con f; r - 2>.GM conduce, en el Umite 
Newtoniano, al campo gravitacional de una mMa puntual 

-GM 
~=-r 

T y L representan las dimensiones de tiempo y longitud respectivamente 

Lema2 

Conaidercmoe unaaoluci6n de Weyl est&tica axieimétric.a., parameLrizada por>. y dC8Cl'ita en coordenadaa 
cillndricu 

g., = T 2ezp(2At/>) 

sean las funciones métricas t/J y 'T una congruencia de funciones arm6nicaa para .\ = O y sea l:;reaks X 
[ donúnio regular de tP - parte del eje donde 'T es diferente de ccroJ'. Entonces el correspondiente Umit.c 
f'lewtoniano está dado por el potencial 

Definición 2 

Loo momento& mullipo1arcJ de Jnaa& de una solución estática de Weyl (¡ue Ratiefa.ce el Lema 2 aon la11 
eoeficientcs N1 de la expansión · 

~_-GE N1Pi(co•O) 
- l:D ,.Z+I 

seguida de la expresión 

~ = l!T, \!>(p, z, A) 

nót.csc que el Lema 2 es vAlidoaóloen laa coordenadas (t,p,z,r/>) y la expansión para encont.rar loe momenl.ol 
mulLipola.res está en coordenadas csfériCAS (t, r,6,~), por tanto tenemos que realizar una tranaformacion de 
coordenadaa, que s6lo será válida si el origen de coofdenadas permanece sin cambio, dado que unicamente 
en este caso los momentos .multipolares son invariantes ante transformaciones de coordenadas. Entonce:t 
nosotros podemoe escribir 

~ Pi( ----L--..-) 
~=-GÍ:N1~-

t=o CP' + •')'+! 
ain embargo se prefiere utilizar la opción en coordenadas esíéricM por ser mas cómoda y familiar. 

La definici6n 2 nos dice que el único momento multipolar dislinto de cero de la métrica de Schwaruchild 
es un monopolo No = Af. 

43 



(iil) Momento• multipolllrCJI Geroch·Hansen[14J 

Los momenlo6 multipolares de masa en gravedad Newtoniana pueden ser definidoo en dos formas equiv· 
&lentes: 

1.- Como momentos de una distribución de masa, si Ja. dcnaidad de masa es conocida 
2.- Como coeficientes de expansión de multipolos 

Otra. definición fue propuesta por Geroch {1970). Define los momentos multipolares como tensores co~ 
formes de KilJing en un espacio euclidiano N con la métrica h¡1, es decir, tensores e'J ... satisfaciendo la 
ecuación 

(2.7.14} 

donde_ V reprsenta el operador gradiente en N. y T•···' ea un tensor arbil.r&rio en N. Esta. interpretación 
está han.da en las siguientes concideradones: Loe momentos multipolares obtenidos al resolver la ecuación 
'Q'24'o =O son un eonjunto de matrices independientes, simétricas y sin trua. Q,Q¡ 1 Q¡1, .... Estas matrices 
están definidas en el origen del sistema de coordenadas para un punto n.rbitra.rio de N, debido a esto el 
conjunto de roa.trices constituye un campo tcnaorial en N. Además estas matrices satisfacen la ecua.cion 
{2.7 .14), por tanto son un campo ten.eorial de Kil1ing. 

Debido a la invarianeia coordenada y al u.rader covariante de esta interpretación, se espera que la 
generalización a la tooria de Einstein nos permita. definir momentos multipolares relativistas con las mismas 
propieda.dea .EeLa idea. fue desarrollada. por Geroeh(l970) para aoludones de lM ecuaciones de Einstein en 
,va.do ,asint.óticament.c planas y está.Licas y por fianaen(l974) para soluciones estacionaria.a 

Sea. p una +variedad Riemanniana con la métrica que tiene la asignatura. { + - --) y sa.tisfo.ce lM ecun.-
eiones de Einstein para el vacío. Sea eª un veetor Kilting temporal (~ 11 e0 <O} definido en p.introdueiendo 
fyw por 

w0 = la•c~!V~f..' 
Las ecuaciones de ca.inpo requieren Vl""'"1 =O, es decir, existe un campo escalar O satisfaciendo 

Wa ='Q'0 0 

(2.7.15} 

(2.7.16} 

(2.7.17} 

(y O definen el potencial de ErnsL para c:ampoa axisimCtricos. Las orbitas del vector de campo eª constituyen 
una 3-variedad dimensional diferencia.ble J con la métrica. 

SiJ = 9oo9iJ + 9oi9o; [2.7.18] 

Se puede introducir el concepto de asintótica.mente plano en J,por medio de sistemas coordena.doe 
"asint.6ticamentc euclidianoe". Pero esto puede conducir a una cierta de~ndencia del sistema coordenado, 
sin embargo hay una alt.crn.ativa que ea coordenada-invariante que consiste en añadir el "punto en infinito" 
(A) a la variedad J por medio de una transformación comforme. Entonces el comportamiento asintótico de 
un campo en J es da.do por el comportamiento en h 
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Dellnici6n 1 

Una 3-varicdad dimeill!llionaJ J con la métrica •tJ que aat.iaface lu siguientes condiciones : 

(i) j=JUA 
(ii) i¡J = 1:2 a¡¡ ,donde E es un campo escalar definido en j 

(iii) E'"' b¡E IA= º· b,ó¡E\,. = 2i¡;\A 

Aquf, fJ, representa la derivad.a covariantc con respecto a iiJ. Introduciendo el campo escalar 

i" = :¡;'i1,.". Phi" = f¡u' + n' - ll 

¡.1 = :¡;;i-,.1, _.1 = -l¡n 
en J y definiendo los campos tcnaoriales P!.'.. .•• y P!, ...• 1 por 

A=M,J 

Definición 2 

[2.7.19) 

[2.7.20] 

[2.7.21] 

[2.7.22) 

Loe 21 -momcnfo• polarea de .. .,Sl4ii1 son determinad.os por el vaJor de los tenso~ P0'"f ... 01 yP!1 •• a, SI' A 
respectivamente 

M., ...•. = P!: ...• , IA 

J., ...• ,= Po'1 ••• a1 IA 

[2.7.23) 

[2.7.24) 

donde Ma, ... ~ denota loe momcnt.oe mulLipolares múieoa y J01 ... 01 la distribución de momcnt.oe angulares. 
El potencial Newt.ooiano satisface la ecuación de Lapla.ce D2f11 = O, cuya eolución es 

[2.7.25) 

donde x ca el vector y r au norma.Tomemos el punto A como i' = r-2z 1yE = r2,entonces la cxpanei6n 
{2.7.25} toma la forma 

[2.7.26J 

esto nos dice que 
[2.7.27) 

Para campo& axisímét.ric:os existe un vector espacia) Killing q en J que sat.lsface las siguientes relaciones 

[2.7.28) 
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el fa.ctor conformal I: debe ser elegido tal que rjº = (qª) permanetca como vecl.or de Killing espacial en j 
y el vector ax.ial 

[2.7.29] 

o un vector unitario en A 

[2.7.30] 

da.do que loe tenaores P.~ ... 01 yP!1 •.. 01 aon invariantes bajo rotaciones inducidas por q aJrededor del eje de 
aimetria., se puede mostrar(vcr Ransen(l974)) que los 21-momentoe polares son determinados por 

M1=Í¡M,,.1 ... 01iª1 ... iº'\A [2.7.31] 

J, = /¡1"1·····iª1 ... iº1(., [2.7.32) 

Para una solud6n estacionaria es posible calcular loe momentos mt1ltipolarcs Geroch-Ha.nsen de la 
aiguiente forma : 

(i) calcular r y o de [2.7.15} y [2.7.16] 
(ii) Elegir el factor conforme, E, de tal modo que las condiciones de aaint.ótica.menle plano (definición [1]) 
&ea0 aatisf'ec:has 
(Hi) Calcular el potencial i" y i' de [2.7.19] y (2.7.20} respectivamente 
iv) Calcular los momenl.oe multipolares utilizando [2.7.23} y [2.7.24), o de [2.7.31) y [2.7.32}, si la métrica es 
axisimétrica. 

El cálculo explícito de los mometit.oe multipolares e1 completamente tcdioeo y ln.borioeo • 
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2.8 SOLUCIONES EXACTAS, AXISIMÉTRICAS y ESTACIONARIAS 

En la teoría Newtoniana Ja rotación no afecta al campo gravitn.cional. Esto no es verdad en relatividad 
general. Se comprobó (Lensc y Thirring[36) que el campo gravit.ac:ionn.l de un cuerpo rotando conduce 
al .. arrastramiento de marcos inerciales" en la vecindad del cuerpo (efecto Lensc-t.hirring), las ~ueñas 
correcciones de la métrica debidas al efecto Lenae-Thirring pueden ser calculadaa como una aproximación 
lineal análoga. a la hecha para encontr&r los momentos multipolares. Los elcmentoei fuera de la diagonal del 
elemento de linea 

M ~ M · 
d•' = c2(1 + ~)dt2 -(4<1¡>J17 +A1)dtdz1 -((l- ~)61¡ +A1¡]dz1dr' (2.8.1] 

determinan el arrastramiento de loe marCO& inerciaJee. En electrodinámica el movimitmLo de cargu pro
duce un campo magnético que puede ser detectado experimentalmente. Debido a esta anaJog(a, el campo 
gravita.dona.I de una masa. en movimiento es llamado campo "gravitoma.gnético" 

Kerr (1963)[19}, presentó la. primera solución cata.clona.ria., axishnétrica, y asintóticamente plana. Esta 
solución es muy importa.nte pua el entendimiento del colapso gravitaciona.I de eetrelln.s rotando. Se e&

pcraba que la métrica de Kerr describiera. el campo gravilacionaJ de cuerpos rotando uniformemente, sin 
embargo, la correspondiente solución interior no fué encontrada. La métrica de Kerr en coordenadas Boycr~ 
Lindquist(l967) tiene la forma 

2 l:l. 2 2 2 aen28 2 2 . 2 E2 
2 2 2 da = V(dt - uen Od~) - ""F((r +a )d~ - adt] - ¿rdr - r; dO (2.8.2] 

/:l.= r2 -2mr+a2 

E2 = r2 + a 2coa28 

donde m es la mua de la fuente y a representa su momento angular por unidad de maaa. F.eta ae re-
duce a la métrica de Schwarzschild para a=O y al espado-tiempo de Minkowaki para m::::a::::O. La rotacion 
de la masa conduce a una deformuión que puede ser deserita por el momento cuadrupolar. En el limite 
Newtoniano(c- oo), el momento cuadrupolar desaparece y la métrica de Kerr describe el campo gravita,.. 
cional de una distribución de masa con simetría esférica. Máa soluciones C!ltacionarias axiaimétricaa fueron 
encontradas por Tomima.tau y Sato(1972, 1973, {21], [22]) u.aando la representación de Ernat de las ecuaciones 
de c~po. El momento cuadrupolar de esta clase de soluciones desaparece también en el límite Newtoniano. 

Ahora presentaremos una nueva &alución exacta en vacío est&eionaria y axisimétrica obtenida por Her· 
nando Quevedo (19.90)(18]. &ata solución posee un infinito número de parámetros independientes. El límite 
Newtoniano de eeta solución conduce al potencial de una distribución de masa deformada con tod0& los 
momentos multipolares de maaa. Si todos los momentos multipolarce masa dCBa.percccn exceptuando el 
monopolo la solución se reduce a la de Kerr·NUT. 
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(i) Transformación HKX (11) 

Como ya vimoo existen varios me:t.odoe para generar 110ludones a partir de una conocida. Una de estas 
transformaciones es la transformación HKX. Con esta transformación se calcul"." el potencial de Ermt de una 
solución estacionaria a partir de una métrica estática.. 

La tansíormación HKX, íuc descubierta como un 11ubgrupo del grupo de Geroch(Hoenselaers,19791 

{11)). Esta t.ransforma.ción puede ser interpreta.da como una transformación infinitesimal que actda eobre 
el potencial de Ernst. El método para generar soluciones es el siguiente Usando las funciones métricaa del 
elemento de Hnea general se construye la matriz 

que satisface las siguientes relaciones 

y se definen loa operadores 

- (!w ¡-1p2 -Jw'l) 
F- / -fw 

'7= (~) 

,,. = ( !.;,) 
la ventaja de usar este operador es que podemos construir la expresión 

(2.8.3) 

(2.8.4a) 

(2.8.46) 

(2.8.5a) 

(2.8.56) 

(2.8.6] 

que ea válida para cualquier matri1 arbitraria A de 2 x 2 y pude ser usada como una condición de integra.
bilidad. 

Con la definiciones menciona.da.a anteriormente las ecuaciones de campo (2.4.3a) y [2.4.3b] ae pueden 
poner dentro de la ecuación 

'7 GF<JF) =o 

las ecuaciones [2.8.6) y [2.8.7) nos dicen que existe una matriz w real de 2 X 2 que está definida por 

definiendo una matriz H como 

se puede poner la ecuación [2.8.7] en la forma 

H=F+in 

<JH =· !F<JºH 
p 
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(2.8.7) 

(2.8.8) 

(2.8.9) 

(2.8.10) 



que es equivalente a la ecu&eión de Ernst. Asf encontrando la solución H para la ecuación (2.8.10) 1 se genera 
una nueva solución estacionaria axiflimétrica de las ecuaciones de Einstein en vacío. Ahora por medio de H 
uno define una nueva matriz H2 de la siguiente forma 

H 2 =i(N+HH) 

donde la matris N satisface la siguiente condición 

'i/'N=<Ht<'i/'H 

[2.8.Il] 

[2.8.12] 

aquí "t " denota la matriz conjugada hermitiana. Y nuevamente la matriz H2 satisface la ecuación {2.8.10), 
es decir 

'i/'"2 = !.F'i/'"H2 [2.8.13] 
p 

Todavfa más, se puede definir una nueva matriz Ni a partir de H2 utilizando la ecuación [2.8.12] 1 

después con Ni &e construye la nueva matriz H3 utilizando la ecuación {2.8.11], que nuevamente satisface 
la ecuación [2.8.10], es decir, es una nueva solución. Siguiendo este camino uno puede obtener un número 
infinito de matrices H,. 11 Nrnnconn, m = 1, 2,3, ... , que satisfacen las siguientes ecuaciones 

'i/'Hn = !_F'i/'"Hn (2.8.14a] 
p 

[2.8.146] 

(2.8.14•] 

donde nuestra matriz original H es tomada como H 1 •. 

Para calcular una solución estacionaria a partir de una métrica cstátiea "<lada. (semilla), se tiene que 
proceder de la siguiente manera: Tom_emoe el potencial de Ernst 

E= Eo<rp{2\ii) [2.8.15] 

de una solución axisimétrica est&tica. La acción de N transformaciones HKX: de rango cero sobre E0 

gener~ un nuevo potencial estacionario E 
D_ 

E=EoD+ 

• crt.U11 U¡+ U¡ - 4UJUK:t 
Dz = d<1(611 + '2scu.i•rp[2PCU.JI<u,scu.i+ u.s(U¡)±l) 

dOnde 

[2.8.16] 

[2.8.17] 

primero elijamoe aqulj, I: = 1, 2, ... , N, 01t.J1U1t. son 2N parámetros. Las ecuaciones P(U11) satisfacen la ecuación 
diferencial 

[2.8.18] 

con 

s'(U•) = (1 - 2U,:)2 + (2U•p)2 [2.8.19] 

Pa'raobl.ener el potencial de Ernat E de la nueva solución se tienen que calcular expHcitamente las N funciones 
P(U,). La ecuación [2.8.18] define a P(UK) (para cada k) como una función de p y z saliendo una constante 
que puede ser abaorvida por una redefinición del parámetro º"· La ecuación [2.8.17] sólo es válida para 
tanaformadones de rango cero. con (2.8.15] se pueden calcular las !unciones f y O que serían la parte real e 
imaginaria del potencial de Ernat respectivament.e 

/=R<E ll=lmE 

• Lo. dJculm pan obtener H,. a partir de H1 aon butantecompli<:ado.a r •&len de lo. prop&ito. de e.te lt11bajo 
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El número de soluciones obtenidas utiliaando las transformación HKX[11J es muy grande. Se conoce que 
uno puede obtener todas soluciones de la ecuación de Ernst usando la transformación HKX con la &0lución 
de Weyl como semilla: métrica, algunos ejemplos son 

Aplicando doe veces la tr&naformacioncs RKX sobre la métrica estática de Cun:on(Curzon{1924)) 

t/J = - x;:xy:r w = o (2.8.20a) 

(2.8.206) 

ae genera una solución csta.cionaria con simetría. axial que describe el campo gravitacional d~ dos partículas 
rotando alrededor del eje de simetría. (38). Ambas pazlfculDS pueden tener la misma masa (proporcional 
a m) y estar rotando en la misma dirección para que el sistema esté en equilibrio. Esto significa que la 
fuerza gravitadonal entre las dos partfculaa es compensada por la interacción epin-spin, aar esto probó que 
las ecuaciones de campo de Einstein permiten una solución csta.cionaria al problema de doo cuerpos. 

La solución Kerr-Nut se derivó aplicando doe V«es la transformación. HKX a la métrica de Zipoy
Voorhces(Zipoy[39](1966) ; Quevedo (1986)(13]) 

"'=!u.e.:!.::.!¡ 
2 X+I 

1 2 X 2 -1 
7= 26 /n(X'-Y,) 

w=D 

(2.8.21•] 

[2.8.216] 

[2.8.21c] 

con 6 =l. Finalmente cabe mencionar que entre las última.a &0lucioncs generada por medio de esta tranafor
maci'}n fue la generada por Maahhoon y Quevedo ([12), (131). Eatn solución será. explicada de manera más 
amplia a continuación. 
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la semilla métrica 

Puesto que n0&0tros demandamoe que la eolución esta.cion&ria describiera el campo gravitacional de una 
fuente axisimétrica en el límite Newtoniano, la métrica semilla tiene que contener mullipolos de masa. (como 
nosotros hemos visto los multipolos de maea no desaparecen en el límite Newloniano en contraste ton }09 

multipolos de momento angular). Nosotros ya hemos derivado la solución que contiene todos los multipolOll 
de masa que permanecen en el límite Newtoniano. Aaí , n060troo elegimos la métrica semilla de la fonna 

donde X y Y son coordenadas esferoidales prolatas, y 6 es el parámetro Zipoy.Voorhees. En este nive:l, el 
parámetro 6 no es relevante porque este puede ser ab&orvido redefiniendo 9'ni n = 01 1, 2, .... Sin embargo en 
este caso, se fija el parnmetro 'ln y dejamoa 6 arbitrario. Aplicando la transformación UKX dos veces sobre 
el potencial estático Eo = up(2tP) se produce un potencial estacionario E que esllÍ. dado por 

E; <zp(2\/>) ~: 

S(U,)'S(U,)'D;,; S(U,)'S(U,)' - ~a1 a,U,U,exp[2(/J(Ui) + il(U,))J 

X [<1-2U1z±S(U1))(1-2u,z±S(U,))- S(Ui)S(U,) (;± UiS(U,) - u,scu,))'] 
U1-U2 

+~i(o1U1S(U,)'(l -2U1z±S(U1))<zp[2/l(Ui)] + a,U,S(U,)'(I -2U2dS(U,))<=p[2/J(U,)J] 

Las funciones ¡J(Ut) son las soluciones de las ecuaciones diferenciales 

· ll/l(U.) 
S(U.J-¡¡p; (1 - w,z)\/>, - W,p\/>, 

S(U.) 8/Já~"; (1-W,r)\/> + 2u,p\/>, 

[2.B.22] 

[2.B.23] 

[2.B.24) 

[2.8.25) 

(2.B.26) 

El potencial [2.8.22) corresponde a una métrica estacionaria. El potencial [2.S.22) conliene 4 nuevas constantes 
Q1 1 Q:i1 U111U:i. Se puede sin embargo, fijar dos de ellos por medio de una transformación de coordenadas de 
la forma z - z' = z + conatanfe. La función S(Ut) corresponde a 2Ut veces la distancia entre loo punt.oa 
(O,;¡};) y (p, z) en el plano (p, z). . 

Ahora hay que resolver )M ecuaciones {2.8.25) y {2.8.26). Para facilitar un poco el Lrabajo, se uliliznn 
coordenada.a esferoidales pr~latas y eligimos el sislema de coordenadas de lal manera que la relación 

S(±U); S;, ; X'FY 

después del cambio de coordenadas X - -X, el potencial [2.8.22} toma la forma 

E; «p(2~J·)~ 
d+ 
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[2.B.27] 

[2.9.28] 

[2.8.29) 



con 

;¡,=E (-1)" .. P.(Y)Q.(X) 
n=l 

~ = <>1(X 2 - 1)1-'(X -Y)"-2 czp[26f:(-l)"q0 P,,_J 
n=1 

V = <>2(X 2 - 1 )1-
1 
(X - Y)21

-
2 
.. p[26f: (-l)"qn/ln+] 

n=l 

Las ecuaciones diíerenciales (2.8.251 y (2.8.26) para. tu funciones 

11w*> = 11* = E11.,. 
n:O 

pueden &er escritas después del cambio de coordenadas X - -X como 

(X'!'Y)(/ln±lx = (l'!'XY)P0 Q'0 '1'(l -Y2)Q0 P,. 

(X'l'Y)(/lo±)y = (l'!'XY)Q.P,±(X2 
- l)P0 lt,. 

dondeP~=~ Q~=~ 
'· 
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[2.8.30] 

[2.8.31] 

[2.8.32) 

[2.8.33) 

[2.8.34] 

[2.8.35) 

[2.8.36] 



El nue..-o potencial ¡2.8.29) contiene los siguientes parámetros: 
a) q" y fi que íueron dad06 por la métrica semilla. 
b) a1 y a 7 que foeron introducidos por la. transíormación HKX. Si a¡ y 02 desaparec!!n recobramos el 

potencial de Ernst de la métrica semilla. 
Para resolver IM ecuaciones [2.8.35] y (2.8.36) utilizamos la siguiente fórmula para In. integrn.ción de 

funciones de Ugendre 

f QndX = 2n ~ l (Qn+l - Q.-1). n = 1,2,3, ... [2.8.37) 

Una inmediata int.egra.ción no es posible debido al coeficiente (X ±Y). Para poder integrar se reescribe el la.do 
derecho de la ecuación (2.8.35] de tal forma. que se absorba dicho coeficientes (X±Y). Para. este propósito 
usamos las siguientes fórmulas de recurrencia 

n:. = nJI,,_, + zn:,_, 

nll,, = ZR'. - 11!,_1 

JI,, = Q0 , Pn = P., Z = X, Y = Y 

donde R:. = ~. lleescribiendo[2.8.35] en la forma 

y usando [2.8.38a) y [2.8.38bj, se obtiene 

considerando el término 

y haciendo uso de la. fórmula de rccurrencia 

nll,, = (2n - l)ZRfl-1 -(n - l)Jl,,-2 

en (2.8.41), tenemoe 

entonces ·-· c.= -(X'FY) L;l±1)'(2n- 2k+ l)P._,q._, + (±1)"- 1c, 
.1:=1 

Introduciendo explícitamente loe valores de Q 1, P1,Q0 ,yP0 en C 1 se encuentra 

por tanto de [2.8.39), [2.8.44), y [2.8.45) lenemos 

' ~ • (±1)' (/1,o)x=P.Q 0 _ 1 -¿_,(±I) (2n-2k+I)P.-•Q•-•+v-y 
~ d'f 
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[2.8.38a) 

[2.8.386) 

[2.8.39) 

[2.8.40) 

[2.8.41) 

[2.8.42) 

[2.8.43) 

[2.8.44) 

[2.8.45) 

[2.8.46) 



ecuación que puede ser integra.da utilizando {2.8.37). El resultado es 

/Jn% = (±1)°/Jo<> - (±l)°Q1(X) + Pn(Y)Qn-1(X)-E (±1)' Pn-1(Y)[Qn-l+1(X) -Qn-1-1(X)] 
•=l 

(2.8.47] 

/Jo = !¡ ((X'!'Y)'] 
% 2" x 2 -1 

Aqul la constante de integración ae toma como cero de a.cuerdo a la condición 

(2.8.48] 

As( , el potencial de Emat de la nueva solución catacionuia está dado expUcitamente. El potencial de 
Ernat(2.8.22] no es aaintóticamente plano1 sin embargo1 este problema puede eer resuelto por medio de la 
tranaformación de Ehlers 

( = : ~ ~ - (' = ezp(fr)( 

Donde res una conatante que garantiza la condición de uintóticamente plano de e' 
E'= eon(d+ + ezp(26~)d_J - d+ + ezp(26~)d_ - i••n•(d+ - ezp(26~)d_] 

con(d+ + ezp(261/>)d_J + d+ - ezp(261/>)d- + i .. nT(d+ - ezp(26,¡.)d_] 
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(2.8.49] 

(2.8.50] 



(ü) Cálculo de las funciones métricas 

Ahora. calcularemos lu funciones métricu para el potencial de Emst generado por medio de la. tram1 
formación HKX. Expresando este potencial en términoe de loe potenciales de Yama.zaki[37) tenemos 

donde 

B =ai +hi 
A= ezp(26.,i)(a-•+ +Lb+) 

1 = 4ezp(26.,i)(•+L - a_b+) 

H =ir•!+ b! - ezp(46.,l)(a_' + b-'ll 

G = ir•!+ b!- ezp(46,P)(a: + b:)J - ezp(26.,l)(a_o+ + b_b+) 

•• = (X±l)'+i[X(I - Av)±(l+ Av)) 

6,. = (X±l)1- 1 (Y(~+ v)'!'(A - v)) 

[2.8.51) 

r2.8.52a) 

[2.8.526) 

con lo cual se pueden cakula.r las funcióneo métricaa r, w, y, 7 por medio de las relaciones de la Lran&
formaci6n IIKX. Introduciendo coordenadas esferoidales prola.tas y eligiendo loe parámetros de acuerdo a. 
[2.8.27] tenemos : El elemento de Unea en estas c.oordenadas está dado por 

con 

donde 

dX2 dY' d•' = -i'r'[ezp(27)(X'+Y')(~ + 1 _ y.l 
+(X' - 1)(1- Y2)d?'J + /(dt -wd4>)2 

. X-1 i-1 -
/ = 2R[(l + coar)L+(x+i) ezp(-2.p) 

X-1 •- 1 -
+ (1- co1r)L-( X+ 

1
) ezp(26.P) + aenr(X N_ +Y N+W' 

w = K1 +~l<nT[6p+2Y(l-6)) 

-i[(l +<01T)M+(; ~ :¡•-•ezp(-26.,i) 

X-1 •- 1 
-

+(1- cosr)M-(X + 1) ezp(26.P) 

+2senr[X(~2 - v2)(1-Y2) + Y(l - A2v')(X' -1))) 

ezp(2r) = K,ezp(2i't) X'R- 1 

R =(X' -1)(1 - ~v)2 - (1 - Y2)(A + v)' 

L,. = (1- Av}[(X±l)2 -Av(X'!'l)'J 

+(A+ v)[A(l'!'.Y) 2 + v(l±Y)'J 

M, =(X' - 1)(1 - Av)[~+ V'!'Y(A - v)) 

+ (1- Y2 )(A + v)[l - ~v±X(I - Av)) 

N± =(A+ v¡(l±Av) 
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[2.8.53) 



. '~(-1)" 
p = -2(1 - Y ) ¿_, 2n + l q.(P.(Y))y[Q.+1(X) - Q._ 1(.Yl) 

n=I 

i = :f:: (-1¡m+•qmq.rm• 
m,n=O 

pee Ja solución asintóticamcnta plana de las ecuaciones diferencialea 

PX = -2(1 - Y') :f:: q.P:,Q. 
n=t 

f>y = 2(X2 -1) Lf•P•Q~ 
n=I 

P..=";;. 
con K1 JI K 2 corutant.ea de integr&ci6n y T el parámetro de Ehlcrs que pueden ser cxpresadoe en términoe 
de a¡ y 02 y garantizan que la solución sea asintóticamcnte plana. 

(fil) Cnao• especiales 

Aunque la forma explfdta de la métrica enconhada es muy complicada1 ae puede obtener cierta infor-
mación de su significado fisico estudiando loe casos f_'Speciales contenidoe en ésta. F.sta métrica tiene loa 
siguientes parámetros indcpendientce: 

(i) q,. 1 n = 0, 1, 2, ... : Ellos vienen de la semilla solución y determinan los multipolos Ncwtonianoe 
(ii) 6 : El parámetro Zipoy-Voorhccs que fue introducido en la semilla aolución. 
(iii) o¡ y 02 : Estos parámetros fueron introducidoa por la transfonnac.ión RKX. 

Además la métrica contiene las siguientes con11tanLes 

(iv) K1 y K2 : Son constantes de integración. Ellas pueden ser expresadas en términos de los 
parámetr08 independientes 11 partir de la condición de ser asintótica.mente plana.. 

(v) T : Este parámetro fue introducido por la transformru::ión de Ehlers del original potencial de 
Ernst.F.alo garantiza junto con K 1 u K 2 que la solución es asintóticamente plana. 

(vi) u : Esta constante fue introducida de la transformación de coordenadas Cfiféricas a coordenadas 
esferoidales prolatas. 

Dando va.lores apropiad08 a este conjunto de pnrámetl'Ofl independientes y constantes podemoo recobrar 
casos especiales ya conocidos: 
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1.- Si loa parámetros independientes toman los valores 

90 = 1, 9• =O, (t > O) 6 = 1, 01 = a2 =O 

y las constantes 

K 1 = T =O, K2 = 1, u= m 

rcc:obramoe la métrica de Schwaruchild 

2.- Si los parámctroa toman loe valores 

90 = 1, t• =O, (A:> O), a¡ = a2 =O 

y lu constantes 

K 1 =r=O, K2=l, u=m 

recobramos la métriea de Zipoy-Voorhcee 

3.- Si loe parámetros toman los valores 

90 = 1, 91 =O, 92 #:O, 9• = O(k > 2), 6 = 1, 01 = az =O 

y las con.eta.nt.es 

K1 = T =O K2 = 1, fT = m 

recobramos la m!triea Ercz.Roeen 

4.- Si queremos recobrar la generalización de la métrica Eru.-Roecn con todos au.s momentos multipolares, 
loe parametroe independiente. deben tomar loe valores 

6=1, 01=02=0 

y lu conatantea 
K1=T"=O, K2=l 1 tr=m 

Toda.e 5laa métricas pertenecen a la clase de soluciones estáticas en vació. Esto es debido a que 
a-1 = a-2 =O, es decir, el potencial de Ernat es real 

E= ezp(2 L;C-l)"'+lq0 P.(Y)Q,,(X)] 
n=O 

Loe ca.&08 estaciona.rios contenidos en esta métriea son 

5.- La métrica de Kerr, al tomar loe paramelros independientes los valoree 

q, = 1, q, = .Z., (k >O), . 6 = 1, 

y las constantes 

K1 = -2a, K2 = 1, •enr = -~, cosr = !!.., u2 = m1 - a1 
m m 

Aquí m denota la masa y a el momento angular por unidad de masa 
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6.- La méLrica de Kerr-NUT,al tomar los parámetroe independientes 

y las constantes 

qo = 1, q1; =O, (k >O), 6 = 1, 01 =a - o;z, 02 = ~[a±(a 2 
- Scr:z)i') 

Ki=-2a, K:z=l, as,=m2 -a2 +b:z 

±6(0' - lla2)! - 3mu 
C08T = m2 +62 

±3o"cosT+m 
senr= m,+b2 

Aquí b es el parámetro de NUT. 

1.- Métrca de Kerr con momento cu&drupolar masa arbitrario, al t.omar los parámelroe independientes 

y las constantes 

6 = 1, ª-~· ª2 =o u 

/\1 = -2a, K, = 1, senT = -;;; cosr = ;;;, 0'
2 = m 2 

- a2 

8.- La métrica. de Kerr con todos sus momentos mullipolarcs, con loe parámetroe independientes 

y la.s constantes 

qo = 1, q1 =O, 6 = 1, a1=-!!, a:z=O 
u 

K1=-2a, K,=l, stnr=-.;;, co•r=;;;, o-2=m2 -a:z 

De los casos anteriores se puede concluir que la métrica estática má.<1 general contenida en la nueva. 
solución es la generalización de la mCtrica Erez-Rosen con todos sus momentos mu\tipollncs masa. Por otra 
parte, la métrica más general estacionaria y que contiene únicamenta momento monopolar masa Ncwloniano, 
contenida en la nueva solución Cff la métrica Kerr-NUT. De t.odo esto &e concluye que la nueva solución puede 
ser interpretada como una superposición no lineal de Ja métrica de Kerr-NUT con la semilla aoluci6o. estáLica. 
que contiene todos loe momentos multipolares mn.s& en el Hmite Newloniano. 
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(iv) Cálculo de Jos Momentos Multipolares Gcroch-Hanscn 

En 1986 Hoena:elacrs[l4J encontró una relación entre d potencial de Ernat y aua momentos multipolaree 
Geroch-Bansen. En esta pBrtc del trabajo se pmienta esta ~Jación y algunas íórmulas de recurrencia que 
son muy útiles durante los cálculos explfci~. 

Conaideremoa el potencial de Ernat {en coordenadas esferoidales profataa, en el eje de aimetría (Y = 1). 
Introduciendo la coordenada z (z = aXY), el punto en el infinito A está determinado por z - oo o i =O 
(Z = H· Definiendo el potencial f 

{(i, 1¡ = iec;. 1¡ [2.8.S4J 

los momentos multipolares Geroch-Ilansen para soluciones estadonarias, estáticas y a.xi.simétricas son deter
minados por 

[2.8.55J 

ld1{(i,I) 
J, = Irn( if-;¡¡;-- fi=O +d1(m1-1, mr-2 , ••• , m0 )) [2.8.56J 

el término d1 desaparece para I < 4. Para/ ~ 4, d1 tiene que ~r calculado uaa.ndo la definición original. 
Algunu componentes de d¡ son conocidas explicitamentc (HoenstJacrs, 1976) en términos de m1 

d0 = d1 = d:i = d:s =O 

d1 = ~mQ(m~ - m2m0 ) 

;5 = i = mQ(m2m1 - m3~) + ~mi (m} - m2mo) 

da= ~m0(4mJ +5m3m1 -9m4tno) + ~mi(m2m1 - m3mo) 

+ 2!1 csm; -7mo2J(ml - m2mo) 

d7=·
1
!

3
m(i(38rn;sm2+ I7mtm1 -55m5mo) 

+ 2!3mQ2(m~ -6m2m1mo + 5m3m~) 
+ 4:0mj(22m~ + 23m,,m1 - 45m4mo) 

+ 4
22~m;(m2m1 - m3mo) 

+ 4~9(mi-2mom0mj)(m~ - m:rmo) 

1d1((i,1) 
m, == ¿¡-¡¡;-- '1=o 

y "'•" denota conjugación compleja. 
Así el cálculo de los momentos multipolares relativistas es equivalente al cálculo de m1. 

Expandiendo el potencial { en potencias de i 

e(" 1) = ~ d'{(!, 1) / - ~ 
z, t;: di" 1-0 k! 
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utilizando [2.8.54] y [2.8.57] 

introduciendo E obtenida de 

1 d1+'((i, 1) 
m1 = (I+ l)!--;w-- "=º 

1-E 
E=1+E 

dentro de [2.8.59], ee obliene 1& 1iguieol.e fórmula de reeurrencia para el cálcu1o de m1 
hr+t m, = - (I + l)! IY=l,l=O 

A qui 

[2.8.60] 

[2.8.61] 

[2.8.62] 

h1 = d~i' + 2Eh1h1-1 para 1 ~ 2 [2.8.63] 

Para calcular 108 momentos mullilpolarea: de una métrica. est11.cionaria1 ee Ueva a cabo el procedimiento 
siguiente 

(i) Calcular el potencial de Ernst. E y~ utilizando (2.8,60] 
(ü) Calcular las cantidades mr usando la formula de rccurrencia [2.8.61) 
(iii) Calcular los multipoloe de masa y loe multipoloe de la distribuci6n de momento angular utilizando 

M1 = R<(m1 + d1) [2.8.64] 

11 = /m(m1 + d1) 

El potencial de Ernst. de una solución axisimét.rica estática es real y está. dado por 

E=erp(2,¡.) 

Esto significa que loe multipoloa de la.dlaLribución del mornenLo 
angular desaparecen y loe mult.ipoloe masa son dadoe por 

ht+t 
M1 =di- (I+ !)! IY=•.•=• 

ton 

h1=* 
h,·= d~;1 +2eh1-1~ 

El comPortamiento de los momentos multipclares bajo la acción de una traneformaci6n de Ehlers 
( - e' = e'Te CS el &ÍgUÍent~. Escribimos a e COmO 

e= ll<(E) + i!m(O 

auatiLuyendo [2.8.70) en l2.6.58} puede ser mostrado que m, IC transforma deaeuerdo a 

Re(mn = n,(m1)cosr - Jm(m, )senr 

Jm(m~) = &(m1)1enr+ !m(m1)co1r, (l~O) 

puesto que el termino di, des1tparecc paral ~ 3. Y de las eeunci6n [2.8.64] y (2.8.65] 

Afl = M1cosr- J111tnr 

J{ = M1•enr + Jrcosr, 1 ~ 3 

[2.8.65] 

[2.8.661 

[2.8.67] 

[2.8.68] 

[2.8.69] 

(2.8.70] 

[2.8.71] 

[2.8.72] 

[2.8.73] 

[2.8.74] 

esta.<; íórmuhu1 uo son válidM para 1 > 3 pu~to que 1:t, combinación de la forma. m¡_ 2 , m,_3 , ••• tiene diferente 
comportamiento bajo una transformación de Ehlers. 
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(v) Cálculo de Momentos Multipolarc1[14J 

Para investigar los parámetros fisicos contcnidoe en la nueva solución, se calculan loe momentoa mul. 
tipolarcs. Para llevar a cabo esLe trabajo es necesario utilizar las fórmulas de recurrencia (2.8.61),{2.8.62), 
{2.8.63) 1 [2.8.64], y (2.8.65} derivad.u en la sccción pa.aada. Primero se iowstiga el valor del pot.enci&l de 
Ernst en el eje de simetría (Y=l) 

f3n;t.(X, 1) = +Q.(X) [2.8.75] 

y las ecuaciones para ..\ y µ toman la forma 

[2.8.76] 

introduciendo el valor de i en la ttua.c:ion E= c%p{26tP)t- y utilizando la.a ecua.cionca (2.8.76}, uno obtiene 
el poLencial a lo largo del eje de simetría 

donde 

ª"' = z(l±O'i) 

"'= f:c-1i>•+tq.Q.c-.!,,¡, 
n=O tTZ 

qo = 1 

[2.8.77) 

[2.8.78] 

[2.8.79] 

(2.8.80] 

con las f6rmulaa: de recurrencia y con loe resulta.dos obt.enidos anteriormente podemos calcular loa momenio. 
multipolares 

M0 = a(6 = 2 1 ~1;1
2

02 ) 

• 2 -1 o~-of 
Mi="' [35qi + (1-0102)'] 

M2=c:r3{1_6q2 - !63 -263~ 
15 3 l-0102 

+ 6(! + 0102(-2-20102 + 3o? + 3o¡ + 4ofo1}-3(of + oJ)} 
3 (1- 0102) 3 

+
2

(01+02)
2

-0102(1 +2of +20~ + 20102 +2o 1o 2 +ofo¡)) 
(1 - 0102) 

Jo =at:::•2 

2 01 +cr2 
11 = tr (1- olpha

102
) 2 [1- 30102 - 26(1- 0102 )] 

J, = -
1 

.. [-
3
2

q,6(01 +o,)+(02-01)(1-6)'] 
-0102 

.. ( 3 3 2 ' ) -(l-01a2)3 º2-010102-0102 
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a 4 4 2 
J3 = - 1 _ ª'ª' {¡-¡;9,6(a1 + a2) + 3916(6 - l)(a2 - at) 

2 6'( ) l)'J 01 + 02 (5 3 3 g 2 2 6 2)] -3 cr,+02 - (1-0102)3 º1ª2- ª1ª2+ cr102-

46[3 of+Q~ 01+02 ( 7 3 :s 3 2, 6 2¡] 
- 3 (1- 0102)2 - (1- 0102)3 º 1ª 2 + º 1º 2 + ª 102 

-

- (l- ~102)3[(01 +cr:i)(So~a~+6a?cr~ +6cr102 + l)+ (a~+ a~)(So: 1o2 - 3)]} 

La. parámelroe a 1 y o 2 por la transfonnaci6n HKX están contenidas en todas las cxprcaiones de los momentos 
multipolares. Estos parámetros determinan la. rota.eión y la masa total de la fuente. La exiatencia de 
momentoa mua imparea y momento. pares de la diatribuciOn de monento angular muestra que la métrica. 
e1 axisúni!trica con respecto al plano ecuatorial {Y=O) 

~tu ecuadonce [2.8.73) y (2.8.74), ca posible notar que el parámetro T afecta los momentos multipolares 
por Wl& rola.ci6n en la sigu_ienle ronna 

J~ = Mn•enf' +Incoar, para. n :5 3 

conaideremoe el siguiente caao etrpecial 

6=qo=1, 91 =O, 02=0, 9• fo, (k~ 2¡ 

[2.8.82] 

[2.8.83] 

esto aignifiea que atamos considerando d campo gravitacional de un euerpo con todos sus momento. mul
tipolares Newtonianos y el parámetro a 1 de la transformación BKX. Eaeogiendo 

01 = fGnT" = -;, a2=m2-a1 

entooceo [2.8.82] y [2.8.83] conduton • 
Mó=m 

M~=m 

2 a' M; = u;m3 (1-;:;¡2)21u-ma2
, 

M!.!.m'(l- ~)![9,a' - :!m•9,(l - ~)'] 
'"15 m2 7 m2 

J~=O 

J:=ma 
J2' = -1-o(l - ~)fm3q2 15 m2 

2 o2 3 JJ = -mo3 +15m3o{l - ;;;¡)(292 + :¡qa) 

De 1 .. expresiones del moment.o angular el parám.etro a det.ermina la rot.a.ción de la fuente, es dedr a ea el 
parimet.ro de Kerr. Los momcntoe mullipolarea anteriores representan, en general, una superposición no 
lineal de los momentos multipolare11 de la ecmilla métrica (Erez-Rosen con lodos los mult.ipolos Newto~i· 
ana1)con los de la métrica de Kcrr. Una propiedad particular de est.oe ultimas momentos multipolares , es 
que en el ca.o Hmite m2 = 1 o \1 corresponde a la métrica de Kerr independiente de los valores q2, q3,q4, .••. 
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Ill 

SOLUCIONES INTERIORES 

3.1 Resumen 

Encontrar soluciones interiores a las ecuaciones de Einst.ein que tengan un significado físico relevante 
no es ta.rea fácil. Una de las primeras suluciones encontradas es la soluci6n interior de Schwarzschild, que 
nos permite describir- el interior de una distribución de materia de fluido perfecto con una 'imetría esférica, 
estática, y con den~idnd constante. Para el cRSO de una distribución de materia rotanda1 estacionaria 
y axisimétrica, la única solución conocida que drscrihe el interior de este tipo de objetos es la. solución 
encontrada por Wahlquist[lO] y generalizada por :1111ismo utiliZl\ndo el formalismo de Diadas en 1991(9} 

En este capítulo nos proponemos presentar una revisión de las soluciones interiores de las ecuaciones de 
Einstein conocidas, y estudiar los parámctroo físicos velocidad, velocidad de rotación, aceleración, velocidad 
de e.pansión, densidad y presión que se obtienen a partir de l'sln.s. 
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3.2 Tcrmodinámicn 

Los sistemas termodinámicos pueden ser altamente complicados¡ por ejemplo, un gran númrro dr prt>' 
ceses termodinámicos pueden estar sucediendo simultaneamente en el interior de una estrella. Nosotros 
explicaremos las ideas básicas, limitando nuestras observaciones a sistemas simples. 

Durante los procesos termodinámicos ciertos elementos de la materia, con sus propiedades se conservan, 
por ejemplo, en mole'cula.s termodinámicas no relntivistn.s o átomos y sus masas. En la transíormn.ción de 
una estrella y durante sus procesos nuclerarcs, los barione11 con SUB masas en rcp060 son conservados en lfU 

lugar. Es por este motivo que nO!IOtroe tenemos que relacionar todas las cantidades a estos bMioncs. Si, por 
ejemplo, noeotros elegimoe un elemento de volumen del sistema, entonces nosotroe Lenemoe que t.omM como 
cuadrivelocidad de eete elemento a ui que será el promedio de velocidad bariónica. El flujo (movimiento) 
del sistema scrll caracterizado por una cuadrivelocidad 

u"' =u,.(z"), u,.u., =-e" (3.2.1] 

Para obtener las ecuaciones há.'licas de termodinámica primero &e va a un sistema.de referencia., local en 
reposo 

u'= {0,0,0,c) (3.2.2] 

del elemento de volumen bajo consideración y observando eete elemento de volumen como un sistema que ex
iste en equilibrio (naturalmente está interactuando con su alrededor, tuiÍ que el sistema no está ncscsariamente 
pn equilibrio); esto es,.uno introduce p1ua este elemento de volumen lns variables de estado íundamm1taks 
de la termodinámica 

n=número de desidad hariónica, &:;::entropía por ma.'!a bariónica 
p=densidad de masa bariónica , p::pr~ión isolrópica 
T=lempero.tura 1 ji =potencial químico 
u=encrg{a interna por unidad de mása, f=energia. libre por unidad de maA& 

Densidad aqul siempre significa, por volumen tres dimensional en el sistema. local en reposo, La densidad 
de entropía, por ejemplo, tiene que ser dada por sp. Existen relaciones entre 111..s variables de estado que nos 
dicen que sólo dos de ellas son realmente independientes ,del conocimiento de la entropía como función de 
la energía y la densidad, o del volumen espedfico t1 :;:: ! 

s = a(u,v) 

uno puede calcular las otras cantidades , por ejemplo, 

o. p 
o;;==r 

f = u-Ts 
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Para la interacción del elemento de volumen con su alrededor nosotroe tenemos ecuaciones de balance. Eatas 
son : La ley de conservación del número bariónico est<I' dnda por 

(puª);<>; o [3.2.5] 

La ecuación de balance para la. energía y momento, formulada. como 

T¡':," =o [3.2.6) 

con Tl111 es el tensor de energía momento y la ecuación de bl\lance para la entropfa 

•7o. =u~O [3.2.7] 

que noa dice que la densidad de producción de entropía cr es siempre positiva o cero. Naturalmente toman 
significado fisico s61o si la entropía de densidad de corriente •ª y el tensor de energía-momento T'"' son 
relacionados uno con otro y con las cantidades termodiná.mic.aa anl.es mencionadas. 

Esto puede llevarse a cabo como sigue.Usando el tensor proyección 

(3.2.8) 

para descomponer el tensor energía.-momento en una componente para.le.la y una perpendicular a la cuadriv
elocidad 

[3.2.9a] 

[3.2.96) 

El coeficiente de h>.JJ es la presión isotrópica p, la energía interna por unidad de masa está relacionada a Ja 
deneidad µ en el sistema en reposo de la materia por 

q' 
µ = p•u"' + r. [3.2.10] 

y la corriente de calor q"' (densidad.del momento de corriente en el sistema de reíerencia en reposo) que va 
en la entropía de corriente 

q' 
•" = p•u"' + T (3.2.11) 

La ecuación [3.2.11] nos dice que el flujo de entropía es transportado por el flujo de calor (es la generalizn.ción 
de dS: ~). 

Nosotros queremos ahora obtener una expresión explíciLa para la densidad de producción de entropía 
cr. Usando la ecua.ción [3.2.5] y la ecuación 

1 µe' p 1 l 
•,auª .= T( p).auª + r< ¡;),auª = ¡;r{CP + ve2)u7, + ",auºc2

J [3.2.12} 

que resulta de las ecuaciones (3.2.3],(3.2.4] y [3.2.10], se obtiene 

a=•::.= ~((p+ µc2)u7, +11,ouºc2) +(~);a [3.2.13} 

puesto que el término entre paréntesis cuadrados pUl'dc srr escrito en la forma 

[3.2.14) 
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y la divergencia del tensor energía...momento dcsRp11rece,(3.2.13] implica la relación 

a;:: [T°A - µuAua - phªA - ph°'Ab* +(~);a 

que teniendo ~n cuenta la definición (3.2.9b] de q" 

(3.2.15} 

(3.2.16} 

En termodinámica irreversible uno puede satisfocer el requerimiento u~ O en muchos casos escribiendo el 
lado derecho de {3.2.16] como una forma cuadrática definida positiva,esto es, haciendo la suposición de Ja 
linealidad de las ecuaciones fenomenológicas 

En muchos casos uno puede ignorar los procesos irreversibles. Si el sistema está dcteiminado por s61o 
doe cantidades de estado en el sentido de [3.2.3), lcndrem06 irreversibilidad exacta (O' = 0),eato s6lo es posible 
en ciertas métricas (llqucllas en que In. derivada de Lie a lo largo de ~ desaparece), o para las cuales el tensor 
energía-momento tiene la forma 

T"ª::;;; µuAucr + ph.1.cr = (µ + ..;ilu"u" + pg>-a 

este medio eos llamado fluido perfecto y cuando p = O polvo 
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3.3 Interior Estelar 

Considerar el problema de des4:ripción de objetos aslrorisicos realistas, es decir, saber de que tipo de 
materia. están constituidos y cual es su simetría; es un problema muy complicado. Sin embargo, considerar 
que el interior de estos objetos astrofisicoe está. constituido por un fluido perfecto y que tienen en primera 
aproximación una simetría t"Sférica , es una aceptable aproximación . Bajo estas consideraciones , un modelo 
aceptable que describa el interior de objetos astrofisicos se puede construir utilizando los parámetros de un 
Huido perfecto 

(i) p(r)=densidad de masa·energia en un marco de reforencia en reposo en el fluido 
(ii) p(r)= presión isotrópica en un marco de referencia. en reposo en el Buido 
{iii) n(r)= densidad nurr.Jrica de barioncs en un m11rco de referencia en rcpoeo en el fluido 
(iv) u"{r)= 4-vclocidad del fluido 
(\') T"" = {p + p)u"u" + pg""= Tensor de l'Tiergía-momcnto del fluido 

Para que el objeto a.strofisico sea estático, cada elemento del Huido tiene que permanecer siempre en 
reposo en el sistema coordenado estático, es decir, cada elemento del fluido t.iene que mm·crse a lo largo de 
la línea mundo de constantes r,8,4' (dada la concideración de simetría esférica lo mi!.s razonable es trabajar 
en estas coordenadas), y en este caso la cuadrivelocidnd Lienc las componentes 

ur = ·~ =O [3.3.la} 

u'=~=O 

u•= ~=0 
con ds el elemento. de linea en coordenadas esféricas y además normalizada como 

uPuµ = -1 

. Utilizando la metrica para simct.ria esíérica. 

ds2 = -c2•dt2 + c2AJr2 + r2d82 + scn2 8d4>2 

tenemos 

esto implica, utilizando (3.3.2} que 

uPu., = g,,,,u"u" 

= g,.uru• 

= -e2•u1u1 

u1 =e-• 

y el Lensor de cnerg{a.-momenlo tiene las c:omponentcs 

T°º = pe-2• 

¡-rr = pe-2,\ 

ri' = pr-2 

r•• = JJr- 2s~n- 2 0 

riiv = O, sio f: ¡J 
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por tanto la estructura de la estrella esta' dr.linida para lu funciones 4>(r),A{r),p{r),n(r). Estas fun
ciones son determinadas con lll ayuda de fa.11 ecuaciones de Einst.ein, por la ley de conservación de energía. 
momento y por una ecuación de estado, que para un fluido simple en equilibrio termodinámico local siempre 
existe una relación de la forma 

P = p{p,S) [3.3.5] 

que expresa la presión en términos de la densidad de energía. y la. entropía especíílca. Uno frecuentemente 
idealiza con situaciones en la cuales la entopía puede ser considerada como consta.ntes(en particular, tan 
pequeña que se puede dcspredar),n.sí uno tiene la relación 

p= p{p) [3.3.6] 

esta relación es diferente para diferentes formas funcionales. 
De la ley de conservación de energía 

T 11";11 =O 

tenemoe cuatro ecuaciones, una para cada valor del parñmetro libreµ . De Ja simetría. pedida. tenemos 

T":1o1 =O 

lo que nos lleva a obtener la ecuación 

(p+p)~=-~ (3.3.7] 

esta ecuación nos dice que gradiente de presión es necesario para dejar el fluido estátic.o en ~l campo grav
'itacionaJ, cuyos eíectoti dep~nden de ~· De las ecuaciones de Einatcin 

tenemos 

y con 

podemos obtener 

ª"" =kT,.11 

m(r) = 4r(I - ,-••¡ 
~ 

e2"=--'-
I-~ 

dm{r) =-4n-2p 
dr 

G,.,. = f,-e2"(1 - e-"')+;~, 
T,.,. =pe.2A 

d~ m{r)+4'1f'r3p 
-;¡;: = r[r - 2m(r)J 

[3.3.8] 

(3.3.9] 

(3.3.10] 

De lo anterior podemos concluir que si uno tiene una ecuad6n de estado l3.3.6], entonces con {3.3.6), 
l3.3.7J, l3.3.9J, y l3.3.10) tenemos cuatro ecuaciones pn.ra. las cuatro funciones desconocidas lfo, m,p,p, t'1i decir 
se determina el sistema. 
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Sl divldimce [3.3.7) ent.re (p + p), e igualamos con [3.3.10} tenemos 

dp (p+ p)[m(r) + 4>r3p] 
dr = - r(r - 2m(r)J 

La ecuación [3.3.t 1} es llamada ecuación Oppenheimer·Volkov(O-V). 
En una sit.uadón Newtoniana 

p<.p 

:> 

4lC'r3p < m 

(3.3.11] 

la métrica que describe est.e espacio t.icne que ser muy cercana a la p1ana, por t.ant.o, la ecuación [3.3.8) 
requiere que m < r y la ccua.ción (3.3.11) t.oma la forma 

(3.3.12] 
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3.4 Soluciones Interiores Exactas 

En teoría Newtoniana {3.3.9] y [3.3.12} son muy difici}("S de resolver anrdÍticamente para una ecuación 
de clita.do dada, su contra parle relativista es todavía más. Por tal motivo encontrar soluciones exactas 
es muy complicado. Existen dos soluciones interiores exactas para ecuaciones relativistas, una debida & 

Schwarzacbild y otra más reciente debida a Buchdah1(1981)[40). A continuación una revisión general de 
&robas soluciones. · 

(i) Solución Intcl'ior de .Buchdabl 

Bucbdahl en 1981 encontró una solución para la ec:uaci6n de estado 

p = 12(Kp)l -5p 

con k una constante arbitraria 
Esta ecuación no tiene bn.scs Cíaicas particulares pero tiene dos propiedades importantes 

[3.4.1] 

(a) Puede ser hecha causal en todas partes de la estrella demandando que la rapidez del sonido local 
(~)i sea menor que l 

(b) Para p ~ueñas se reduce a 
p= 12(Kp)l 

que eo teoría Newtoniana de estructura estelar es llama.da un n=l politropo. Entonces n=l politropo es uno 
de I011 pocos sistemas Newtonianoo resuellos de forma exacta. 

Loe requerimientos de causalidad demandan 

p<f(, p<7K 

y tenemos una diferente coordenada radial r' definida en términos de la. usual por. 

r(r') = r'[ l -:_+2~(r')) 
con fJ = de • En términos de las funciones métricu de la solución de Schwa.rz.schild 1 para Ar' <: r 

e2• = (1-2/l)(l-/l- u)(l -/l+u)-1 

e"= (l -2/l)(l -/l+u)(l- ¡l- u)- 1(1-/l+ ¡leosAr')2]-1 

p(r) = A2(1-2/l)u2(8.{1- ¡l + u)']- 1 

p(r) = 2A2
( 1 - 2/l)u(l - /l- ~u)[8w(l - /l + u)2

]-
1 

Ln. superficie p=O es donde u=O, es decir, en r' = ~ = R! , en este lugar 

c2• = e-2A = 1 - 2/1 

R = r(R') = >(l -¡J)(l - 2¡¡¡- 1 A- 1 

y la masa de la estrella está dada por 

_•iJ(l-iJ)_[ r JI _ 
M - (1- 2¡J),\ - 288K(I - 2¡J) ¡J(I ¡J) 
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(ii) Solución Interior de Schwnrzachildf5J 

Ya en el capítulo anterior trabajamos con la ecun.ciom"S de Einstein para el vac:io, con las cuales se 
describía el campo gra,,;tacional exterior generado por distribuciones finitas de materia con simetrEa ax
ial, estacionaria y cstiitica. Este tipo de distribuciones de materia es una buena aproximación a objetos 
astrofísicos. 

Para poder describir el interior de este tipo de cuerpoe, es neceenrio tener un modelo que los caracterize, 
lo que implica que tenemos que decir algo de su tensor de Energia·momento. Como una buena aproximación 
podemos considerar que el interior de estos cuerpos está' con!'itituido por un fluido perfecto,es decir el tensor 
energ(a momento que caracteriza la materia es el de un fluido perfecto y tiene la forma 

(3.4.2) 

En el c:aso de la solución interior de Schwarzschild tenemos una distribución de materia con simetr(a 
esférica y estátic:a cuyo elemento de linea general es indr.pendiente del tiempo, y está dado por 

(3.4.3] 

tomando un sistema de referencia que va con el fluido (la materia está en reposo en este sistema) la cuadriv
elocidad toma la forma 

u" =(tT,o,O,O) 

con µ y p son funciones d'nicamentc del radio r 
Tomando las componentes del tensor de nicci encontrados para la solución exterior de Schwarzschild 

-v'' ¡/2 ).'1.1' >..' 
Ru=2-4+4+-;: (3,4.4a] 

R.,, ~ ,•->¡!'.'..'. + ~ - v ~· + !'.'.] 
2 4 4 r 

(3.Mb) 

R22 = -e-"{1 +~(al - .\1
}] + 1 = .:::e (3.4.4c) 

v'' 1/2 µ').,' v'-.\ 1 2 
R= R: = -2e-"f2+4-4+-r-+ ;:J+ ?" (3.4.4d) 

y usando las ecuaciones de Einstein con un T"" dado por [3.4.2) 

tenemos 
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kp =e-A(~+~)+~ 
v" V2 v'A' v' - A' 

kp = .-'[2 + 4 - 4 + :¡;;-1 

-J:p =e-A(~ - ~)- ~ 

[3.4.5•] 

(3.4.56] 

[3.4.5<] 

Los dos íuncioncs métricas .\,v y p,p ae determinan con las tres ecuaciones anteriores y una ecuación de 
estado ~ 

/(p,p) =o [3.4.6] 

con ayuda de la la ley de conservación de energía integramos las ecuaciones (3.4.5),y utilizando que, para 
una distribución estática de materia y presión tenemos 

Pop u" =O 
p,,. uP=O 

u11 , 11 =O 

Podemos encontrar elvalor de las funciones métricas de la siguiente forma 

TP";,, = (g""p + (p + p)u,.u.,);,, =O 

p + (p+ p)u1,4U4 = p' - (p+p)rt4u4u4 =o 

Ahora lomando [3.4.Sc] tenemos 

integrando 

=> 

p' = -:(p+p) 

kpr' = -·-'!·~· - l]- 1 

= -[•-'•J'-1 
=> 

{e-Ar]' = l:pr2 - 1 

e-Ar= j (kpr2 - l}dr 

= il:pr3-r 

= 2m(r)- r 

=> 

e-"'= 2m(r) -1 . 

[3.4.7o] 
[3.4.76) 

(3.4.7<] 

[3.4.8) 

para las siguientes funciones métrieas,necesitamos lijar la ecuación de estado.Tomemos el caso más simple 

p=ctc [3.4.9] 
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Esta. ecuación de estado nos da modelo estelar aceptable; p = etc es una primera aproximación Únicamente 
para estrellas en las cmlles la presión no es muy grande. La solución eslñ.tica con Rimetria esíérica con la 
ecuación de estado[3.4.9] se llama solución interior de Schwarzschild. 

Para 
p =etc 

tenemos 
c-.\ = l-.11r2 

A= ~kp 
y la ecuación (3.4.8] puede ponerse en la forma 

~ 

f (p+p)' = -1~ 
(p+p) 2 

~ 

'"'P+P> = =f 
~ 

BeT=p+p 

donde-B es una constante 'de integración Ahora eligiendo la combinación 

,k(p+p) =kp+kp 

=e-"[~ -;\-J +~+e-.\[~+ ~l-;, 
=e-A(~+~] 
=kBe=f 

~ 

(1-Ar')[~ + ~] = kBe=f 

[3.4.10) 

[3.4.11) 

[3.4.12) 

Sacando logaritmo natural a ambos Jadoa de la igualdad [3.4.10], encontramos el valor de..\, la cual derivamos 
con respecto a ..\ obteniendo 

..\'=~ 
(1-Ar') 

sustituyendo el valor de )/ en (3.4.12) y después de realizar un poco de álgebra obtenemos 

[e~(l-Ar2):fJ'=~ 
2(1-Ar')> 

integrando est11. ecuación obtenemos 

ef(l -Ar2 )=.' = .!_!!?_ __ I __ + D 
2 A (1-Ar')! 

~ 

c~=~+D(l-..tr2 }~ [3"1.13) 

By D son constantes de integración, y son determinadas de lns condiciones de unión con otra métrica 

73 



3,5 Campo Vectorial Espacial 

En mucl1os problemas y soluciones en Relatividad General, tenemos un campo \'ectoria1 preferente. Su 
origen puede ser de una naturaleza mas física (Campo de velocidades de una distribución de materia) o de 
una naturaleza malemá.tica (vcctore8 propios del tensor de Wc)·I, \•eclores de Killing). Uno puede aprovechar 
el conocimiento de las propiedades de cada vector para clasificar soluciones o para simplificar cálculos por 
Ja introducción de sistemas coordenados que son adaptadoo ni campo vectorial preforente. Nosotros ahora 
estudiaremos un campo vectorial especial y )11.3 coordenadas apropiadas a éste. 

(i) Congruencias de Líneas Mundo 

El siguiente campo vectorial tiene la propiedad que en todo punto se puede definir un vector. Una 
familia de lineas mundo (Congruencia de' Unes mundo) es equivalente a cada campo vectorial a"(z'), sus 
VC<:tores tar1gentes tienen la dirección de a". Esta consideración no es única, puesto que no sólo a" si no 
que ta.mb~n Jos puntos ..\an están en dirección de Ja tangente. Tomando estas Jinen.s mundo como Hneaa· 
coordenadas uno obtiene una forma simple de Jos vectores a"(z') (por ejemplo, zª=cte, z1=variable); el 
campo vectorial entonces tiene la forma normal 

[3.5.1) 

por medio de una transformación de coordenlldas z 1' = .r1 '(z1 ) uno puede dejar a 1 = l. Si o" es la 
cuadrh·elocidad de la materia, entonces en {3.5.1) aoeotros estamos tratando con un sistema de coordensdas 
corraóvil. 
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(ü) Campos Hipcrsupcrficie-Ortogonal 

Un campo vectorial es llamado hipersuperfici~rtogonal (o sin rotación) si es posible construir una 
familia de superficies /(zi) =ele a través de la congruencia de lineas mundo, y con ellas los vectores de 
campo eoo perpendiculares a las euperfideci(figura 3) 

t 

t t 

flg. 3 Congruencia de lineas mundo 

El campo vectorial a" por tanto apunta en dirección del gradio.nte a la familia de superficies 

/ .•. = ~ •• 
y por tanto tiene que aatisfacer la ecuación 

On;m - Om:n = ~a,.. - ~On (3.li.2J 

y por tanto 

(3.li.3J 

Un campo vectorial puede ser hipersuperficie-ortogonal sólo si su rotad6n definida en {3.5.3] desaparece . 
. Esta condici6n es también suficiente: un campo vectorial es hipersuperficie ortogonal si la ecuación [3.5.3) 
vale. 

Aunque la.a componentes contra.variantes a" de un vector pueden siempre ser transformada.a a la forma 
normal (3.5.1), una correspondiente l.ta11J1.form11.ción de las componentes covariantes a la forma 

[3.li.4J 

es solo posible en una región de espacio si el campo vectorial es hipersuperficie ortogonal . Uno puede ver 
esto inmediatamente del hecho que (3.5.4) es equivalente aª" = a4z~. Si uno toma la superficie f=cte como 
superficie coordenada, entonces con tal que o" no "Sea un vector nulo uno puede aimultaneamentc con [3.5.1) 
y {3.5.4) llevar la métrica a la forma 

[3.li.5J 
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(ili) Campo Vectorial Geodésico 

Un campo vectorial es llamado geodésico cuando las líne11S mundo .ri(•) de la congruencia asociada 
satisface la ecuación geodésica 

· dz' 
t' =-¡; 

puesto que t1 = ..\(z"')a1 tiene que valer, esto implica que para el campo vectorial a" que 

(3.5.6) 

(3.5.7] 

Esta condición es también suficiente; ea decir, si cela &e satisface, entonCC1 uno puede siempre encontrar una 
función .\ que, cuando multiplicado por a1, da una t1 que satisface {3.5.6] 

Si el campo vectorial es hípersuperflcie ortogonal y geodésica, entonces de [3.5.1] y [3.5.4) IC tiene la 
métrica [3.5.5] 

a= 1,2,3¡ 

g44 depende únicamente de z4 y puede ser llevado a t.omar I011 valores ::1: utilisando una transformación de 
coordenadas z4' = z"'(z4) 

(3.5.8] 

(iv) Campo Vectorial Covarinntcmcnte Constante 

Un campo vectorial es covariantemente constante si su deriva.das covariant.cs desaparecen: 

Gf;n =O (3.5.9] 

de la definición del tensor de curvatura se tiene 

a'Runm =O (3.5.10) 

El tensor de curvatura y con éste la métrica están limitad011, si existe este campo vectorial. 
Si ci no es un vedar nulo, ent.onces en la métrica (3.5.8] tenem011 

da¡6=0=r!., 

E.atoes, 9o/J es independiente de z 4• El tensor de la curvatura extrínseca Ka/J de la superficie :a:4=constante,laa 
fórmulas l'°educidas y la ecuación {3.5.10] conducen a 

~~ .. ,.=O, 
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3.6 Campo de VcJocjdadca 

Una de los má.!l 1mportantes ejemplos de un c3mpo vectorial temporal (tipo tiempo) es el campo de 
velocidades ui(z") de una distribución de materia. Las propiedades de este campo de velocidades se puede 
estudiar de manera más eficaz examinando la derivada covariante Ui;n· La idea consiste esencialm.?nte en la 
descomposición de Ja derivada covnrianle en -una parte simétrica, una parte simétrica sin traza, y su propia 
traza. 

Ui,n = - Ü:;n + Wlln + CTin + e~in 

Win = U(l,nJ + ~1 WjnU" = 0 

~ 0hin 
CTfn = U(i;n) + e2 - - 3-, t1'JnU" =O 

[3.6.1] 

0=u~1 
htn = 91n + u~~"' 

h¡nu" =O 

puesto que esta separación es covarianLe, Jos componentes individuales caracterizan el campo de flujo de 
manera invariante¡ y son 

ü1 Aceleración 

""'" Velocidad de Rotación 
'7in Velocidad Shear 
e Velocidad de expansión 

Veamos ahora el significado físico de las cantidades mencionadas anteriormente. 
La eongruencia de lineas mundo 

que est'n asociadas con el campo de velocidades 

u•(z') = ~~ 

flg. 4 
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Para. las soluciones de la., ecuaciones de Einstein en v~ío &e tiene 

~4j = R~3J =O. 

y, puesto que el tensor de curvatura del subespacio 3-dimension~1 puede ser construido de su tensor de Ricci, 
eot.Onccs el tensor de curvatura del espacio 4-dimensional desaparece por completo. 

Así se Ueoe la siguiente ley: 
Si una aolsción en vado de laJ ecuadoneJ de Einstein pone un campo vectorial covariantemente con • 

. dante, entonce• nos estarna• en/rentando a an campo vectorial n•lo o fam6iln al espacia plana. 
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ESTA 
SALIR 

tiene el significado físico de un& familia de linea.a de corriente. 

TESIS 
Df lA 

NO DEBE 
BIBLIOTECA 

A lo largo de la.$ líneas mundo de todas las partículas {todo elemento de volumen) la.s Y° son constantes 
y T 'J&rÍll, y" etiqueta las diíerenles lineas mundo (particul&c;), Manteniendo el par:i.metro T fijo se pl\Sa de 
las HncllS mundo (yª) a las líneas mundo vecinas (yª+ óyª) ava.nundo 

puesto que 

..!!_ó 11 - !!..6 11 rª dz• 6 e 
Dr z - dr r. + •e dr z 

= ~Ó'Jª + ra u•ÓzC 
lJr8y0 6

' 

Ou• 
= 8ir óyª + r:, u• óz' 

= ~:: Óz" + r:cu'fJzC 

esta derivada vectorial cambia conforme se avanza a lo largo de la linea mundo de ~ucrdo a 

[3.6.4] 

[3.6.5] 

[3.G.6] 

Sin embargo, un observador moviéndose con el flujo, no define como desplazamiento a. ózª 1 ai no con frecuencia 
toma la proyección de esta canlidad en :1u espacio 3-dimencional, esto es, 

[3.6.7] 

como eisLc observador usa de manera natural un sistema coordenado com6vll cuyos eje coordenados son 
Fermi- Walker, .él define como la velocidad de un elemento de materia. vecina, la. derivada de Fermi de 
6 .L ::". U4&ndo {3.6.7) y [3.6.6], y recordando que (6.Lzª}ua =O, se encuentra esta veloc:idad 

gr(6J.zª)- ~(6J.::n}(uªÜn -üºun)::: (6J..z")h: 

y fidalmenLe uliliza.ndo (3.6.8] y [3.6.1] tenemos 

(6J.z")' h~ ={u~"+ Ü::n )(6J,.::") 

= (w! +a!+ e;~ (6.Lz") 

[3.6.8] 

[3.6.9J 

la ecuación [3.6.9} expresa la conección entre la velocidad (6J.z")"h: de la. partícula vecina al observador 
(\·elocidad relativa al observador} y el vector de posición infinitesimal 6.L.z" que va del observador a la 
part.ícula . De esto se deduce lo siguiente: 

(a} La expansión 0 conduce a un campo de velocidades en dirección radial cuy.a magnitud ea indepen
diente de la dirección; un elemento de volumen es aumenta.do (0 > O} o disminuido (0 <O) en tamaño. 

(h} Puesto que el tensor antisimétrico de rotación"'"''"' puede ser mapeado con el vector verticidad wª 

de a.cuerdo a 

entonces 
(3.6.10] 
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el campo de velocidades descrito de este modo tiene la forma 

[3.6.11) 

La velocidad es perpendicular al vector posición 6J.z" y al vector vort.icidad w'", y aaí nosotros estamos 
tratando con una rotación alrededor del eje definido por wm 

(c) El tensor simétrico O'on del shear conduce a una direccidn que depende del campo de velocidades que 
produce un elipsoide exterior a una e!IÍera de partículas. Puesto que la traza u;: desaparece, este elip&0ide 
tiene el mismo volumen que la esfera original , y así tenemos un cambio de forma en volumen conatante .. 
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3.7 Dladaa 

El an<ilisis cspinorial y el de létradas[lS) fueron utilizados en los añoe treintas con el fin de intentar una 
generalización de la relatividad general y lograr formular una teoría unificada de elect.ricidad y gravitación. 
Sin embargo, no se tuvo éxit.o en este problema. Años después &e Lomo nuevamente interés en el análisis 
eapinorial y tuvo gran aplicación a caros de radiación gravitndonal dentro de la relatividad general de 
Einstein. Las tétradas tienen también gran utilidad dentro de la teoría de Einstein cuando son aplicadas 
a situaciones en las cuales °knemos congruencias tipo tiempo. Cuando un formalismo de tétradas está 
basado en alguna congruencia, entonces, ésta noe conduce a una diádica 3-dimcnsional y una formulación 
vectorial que explícitamente depende de la dimen11ionalidad y la asignatura del espacio-tiempo íwico. Para. 
resultados que dependen de su dimcnsionalida.d y signatura parn. su vaJidez, el calculo tensorial usual resulta 
eer un instrumento más complicado y que solo noe puede dar resultados mas generales, que son válidos en 
o-dimensiones con arbitraria asignatura. 

Construir una tétrada significa que en cada punt.o del espacio-tiempo (4-variedad) C9tamos fijando 4 
campos vectoriales ,A., que constituyen una base para dicha variedad en el punto. El índice Is.tino de la 
Létrada etiqueta loe vedares. La utilidad de este formalismo radica en que podemos proyectar sobre estos 
campos vectoriales a cualquier objet.o definido en la variedad, de manera que podemos calcular componentes 
de campos sobre la variedad. 

lig. 5 

La elección contínua de létradasr.V en cada punto del espacio-tiempo nos permite calcular componentes, 
es decir, escalares 1 de los objel.o6 de la variedad. oA.,es el vector unitario tangente a la congruencia tipo 
tiempo y .A.'' (a = 11 2, 3) son las triad.as vectoriales espaciales. Estas cantidades pueden también ser vist.BB 
como la.a matrices de transformación entre el conjunto de ba.&'S. 

La base natural de vcdores y 1-formn.s[9] asoc:iadas con la.a coordenadas es: 

8 
e.,= éJZ.P' e"= dz:., 

e11 C11 = g.,., 

e"e" = g.," 
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donde g,.., y g"" son coeficientes mét.ricos covariant.es y contravariantes. La base dual de vectores y 1-formaa 
son 

u,. :;::,. .l."c,.., u" =" >.,,.e" 

u,.u• = 6;, uru• = rJr• 

4u"u' = r(• 

donde rJr• y rfª son la métrica de Minkowski. 

[3.7.2a) 

(3.7.26) 

(3.7.2c) 

Entonces cualquier tensor, F,.,, escrito en términos de las usuales coordenadas es convcrtida(proyectada) 
a las componente ortonormalcs F,.. de la siguiente forma 

[3.7.3a] 

y la. transformación invena 
F,..., = F,..."A,.'.\., (3.7.36} 

con zJ.I coordenadas comóvites. La matriz de componentes de la tétrada contravariant.e tiene la forma ~ 

y au inveraa 

·~ ( ·~. o ) ,. = -ct-1 Aa ct-1 

.A=• .\ºAa 

donde 11 AuA 0 son ortonorm¡i!es y componentes de un 3-vector A y cJI es un escalar. 
Las ea.racteristica.s de las congruencias tipo tiempo son expresadas en las eiguient.cs ecuaciones 

a,. =oA,..;_,o.\., 

QP = ~(-g)T<"'.,""o~ .. ,.oA,. 

""'.,=o >.c,.; .. )+ac,.0 .\.,> 

[3.7.4] 

(3.7.5] 

[3.7.6] 

[3.7.7a) 

[3.7.76) 

[3.7.7c] 

donde a,., {ll' y ""'"son loe vectores aceleración, velocidad angular y el tensor de velocidad de ahcar. Todu 
estas cantidades son proyectadas dentro de un J...espacio ortogonal a la congruencia tipo tiempo, es decir, 

a~.\µ= n~>.,.. =U:">.,. =o 
después de transformar a componentes ortonormalee (011 ,00 , CTot) como en [3.7.3J, loe corrcapondientcs vec
tores tridimensionales y las cantidades diádicas son definidas por 

a=a.uª,fl=Oau• 

S = Sa•uªu' = adu•u• = gT 

[3.7.Ba] 

[3.7.Ba) 

donde u• ca Ja triada ortondrmal de vectores tipo espacio con componentes coordenadaa •. v. Y las derivadas 
de estas triadas de vectores son representadas por un J...vector w 

[3.7.9] 

y una diada N 

N = N,.¡ u 11 u•, N •• = ~<•e.te>.~ JÁµ;u..\" [3.7.IO) 

el vector w es la velocidad 11ngular de la triada de vectores ortonormales relativa a los ejes. 
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Cunndo estas cantidades diádicas son diferenciadas, a lo largo de y ortogona.les a la congruencia tipo 
tiempo1 y lo.s segundas derivnda.s del la té'trada son eliminadas por medio de de la ley de conmutación para la 
diferenciación tO\a.riante 1 componentes de el tensor de curvatura de Riemann (R~n) son introducidos. Dos 
conjuntos equivalentes de diadas son empleados para representar las 20 componentes independientes rle cele 
tensor .Ambos son obtenidos de manera usual Lomando componentes ortonormales. Del primero resultan 
tres diadas simétricas P,Q B (con TrD=O) y un vector t donde 

[3.7.llo] 

[3.7.llb] 

Ba.1> - C0 tct'e = ~c6~dRaoed {3.7.llc} 

La. segunda representación depende de la rCl'lOlución invuianle de el tensor de curva.tura dentro del 
tensor de Einstein R~., - h,, .. R y el tensor d.e \\'eyl, cc,,T. La diada n y el vector t aparecen nuevamente 
y as( son comunes a. ambos conjuntos. Además se pueden obtener dos diadas simCLricaa T, A y un escalar p 

B,:i¡ = 4 = ~C6edCo"d 

r •• =~en.. - ~m • .¡ 

'·=~Ro. 
p =-~(Roo+ ~R) 

[3.7.120] 

[3.7.12b] 

[3.7.J2c] 

[3.7.12d] 

[3.7.12<] 

A y D son llamados respect.ivamente1 )118 componente! eléctrica y magnética de el tensor de Weyl. Teniendo 
en· cuenta las ecu&eiones de Einstein se identifica a T como 1a diada de esíucn.o de ta matP.ria, t el vector 
densidad de momento, y p la densidad de energía • la. relación entre estos dos conjunlai son 

A= ~[P + Q - ~(TrP +TrQ)l] 

T = ~(-P + Q - (TrQ)l] 

p=-4TrP 
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3.8 Soluciones Interiores Axisimétric1u1 Estacionarins 

La.a eoluciones para distribución de materia rotando, estacionaria, y con simetría axial no son escasas, sin 
embargo, muy pocas de la.s soluciones conocidas son capaces de representar una distribución de materia finita, 
a saber, &ólo existe una de ellas encontrada por R.D.\Vahlquist(196B)ll6] que 008 describe un cuerpo con 
las condiciones antes señaJadaa constituido por un fluido peñecto. El mismo Wahlquist en 1991{9] presenta 
Ja generalización de su métrica encontrada en 1968 y una nueva solución utilizando para ello el formalismo 
de diadas y muestra que es posible que unir su solución general a la. solución general exterior obleniendoee 
así la solución completa(Capftulo IV) para distribuciones de materia finitas estacionarias axisimétricas. A 
continuación pusentamoe una revisión de estos trabajos. 

(i) Solución de WahJquiat 

La soluc::ióa encontrada por Wahlquist(l6J describe el interior de una distribución finita de materia 
conatituida por un Ouido perfecto y que te encuentra rotando. La importancia de esta solución radica en 
que fue la primera solución exacta encontrada de un cuerpo de fluido pt!tfecto rotando limitado por una 
superficie finita de prcaión cero, y seria una buena aproximación para la descripción de objetos astrortsicoa 
realistas. 

La métrica encontrada en coordenadas csferoid&les prolataa ({1e1 fl) a partir de un formalismo diádico 

'º" 

d • 1 (d Ad )' ( ' ')[ <J<2 de' . 6'h1 h, 'J 
• =-~ t- P +ro( +e (I-k'C'Jh,+(1+Pe2Jl•2+(h1-h2/9 

1 (ha - h,) 
¡.= (('+{') 

A= 6ro[({'h, +('h,) e,J 
(h1 -h2) 

h,(() = 1 +<'- ~{(I -12{2)1 + ~!<- .!.c1-1'<'l'••n-1(l()] 
"º K. l.: 

h,(eJ = 1-e'-~W + l'e2¡I - f¡e- .!.(! + k'e'J'••nh-'(leJJ 
~ ~ l.: 

donde (A = de y hemos utilizado la convención 

Con parámetros exteriores 
m=constante de Schwarzschild 
b= la constante NUT 

4rG=c=I 

ro es un parámetro relacionado a la constante de Kerr ft ( momento angular) por~ = 02 - 62 
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[3.8.3] 

(3.8.4] 

[3.8.ó] 



Y parámet.roe lnt.eriores k,y K que est.án rc)acionados al ftmdo a traves de hw ecuaciones ¡1ara la presión 
p y la densidad de energía p , que estan dadas por 

1 •' p = :¡p,(1- ¡>) (3.8.6) 

1 •' p = 2p,(3¡>- l) (3.8.7) 

Las ecuaciones ant.eriorcs son obt.enidas reso1viendo las ecuaciones de Einst.cin con el T'w de fluido peñect.o. 
Donde pes la densidad de energía. en la superficie y el parámetro k est.á definido como 

> 
1: = «plro (3.8.8] 

y cuando p, y k t.ienden a cero el fluido desaparece. La ecuación de estado utilizada en esta solución se 
obtiene de las ecuaciones (3.8.6] y (3.8.7] e1iminando 4t, el resultado es 

(3.8.9] 

Las restantes constantes que aparecen en la métrica, (A y 6 1 eon determina.das geométricamente por 
los otros parámetros. Lu superficies ( = du 500 el análogo de 1oe hiperboloides coíoeaJes en e) espacio 
plano, y eA está definida tal que e ::: (A aea Ja superficie degenerada que da el eje de simetría y rotación. 
Esto está implidtamente determinado en la solución de la. ecuación 

[3.8.IO] 
, 

que garantiia que los coeficientes métricoa de dtdO y d02 desaparecen en el eje. La constante 6 es determina.da 
tal que las superficies coordenadas ( = etc, que son el análogo de esferoides cofocales en el espacio plano, 
eean localmente planas en el eje de simetr(a. Esta condicion se expresa de la siguiente forma 

(3.8.11) 
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Ecuación de Estado 

La ecuación (3.8.9), es la ecuación de estado pata el interior de la distribución de materia. Como 
podemos observar esta ecuación no corresponde a ninguna configuración lil'lica. La densidad en la superficie 
es constante, por tanto hacia el centro de la distribución la presión aumenta y la densidad tiene que disminuir, 
es decir, tendremoa densidades negativas. En el caao de considerar un gas relativista, como puede ser el enso 
de algunas estrellas de neutrones, tenemoa que la densidad en el centro es la mitad de la densidad en la 
superficie. En un gas relativista la presión es un tercio de la densidad. Calculemos la densidad en el 
centro si queremos considerar que esta distribución de materia representa una estrella constituida por un 
gas relativiata 

donde el subCndic:e c indica cantidades calculadas en el centro de la distribución. Sustituyendo esta relación 
en la ecuación de estado (3.8.9), U:nemoa 

=> 
1 1 1 
3Pe + 3Pr = 3P• 

=> 

2p, =p. 

=> 
1 

Pr = 2p, 
entonces esta. ecuación de estado no puede representar esta. clase de estrellas, ya que estos objetos astrofísicos 
conforme uno penetra a su inU:rior la densidad aumenta gradualmente. 

Cuando tenemos el caso 

P.: <<Pe 

la prt"Sión se puede despreciar en comparación con la densidad, y tendremos 

P.: =p, 

entonces tendremos modelos con densidad constante como el de Schwarzschild. 
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Caso• Eapccialea 

FAcogiendo adecuadamente los parámetros de la métrica [3.8.1} podemos recuperar algunu soluciones 
eonocidaa 

(a).- Espacio-tiempo plano 

Para poder obterner la eolución del espacio-tiempo plano es necesario tomar m=b=O y ba.eer tender k 
a O , ya que el ftuido depende de k y 11i k ticde a cero el Buido desaparece. bnjo estas consideraciones lu 
Cuneionea de la métrica toman la Conna 

h1 = l+C2 (3.8.12] 

h2=l-(2 (3.B.13] 

ú=±I (3.8.14] 

6=±1 [3.8.lb] 

~=!, A=O (3.8.16] 

y la métrica se reduc.e a la del e11pado-ticmpo plano en coordenadas esferoidales oblatas con foco en el drculo 
de radio ro en ( =C =O· 

da2 = -(dt - Acl8)2 + cl82~ 

{b}.Soluci6n Exterior de Kerr-Nut 

pero 

Haciendo tender le. a cero y con b y m diatintas de cero, se recuperan esta aolución 

limh1=1+c2 -
2
mc 

•-o ro 

(~ +~(.-1 =O .. 
(A =-,_!.±(b2 +ru)i 

ro ro 

p2 = r~ + bl 
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(3.8.17) 

(3.8.18] 

(3.8.19] 



por tanto 

utilizando [3.8.11} y [3.8.20) 

Utilizando [3.8.2), [3.B.18}, y [3.8.19} 

{A= -(6'fa) 
ro 

1 2 m(-6{ 
i2=1- ;:;;l('+{' 1 

y finalmente utili%andn [3.8.3}, [3.8.18}, [3.8.19}, y [3.8.2) 

A = ó [~'(1 - 2{(({m +(6)) -{' J 
ro ro({2 + (2) A 

[3.8.20} 

[3.8.21} 

[3.8.22} 

(3.8.23} 

Las coordenadas C y e se pueden poner en términoe de las coordenadas polares r y fJ (ver M.Dem\anski 
y E. Newman Bull Acad. Pok>n.Sci 14,653(1966)) de la siguiente forma 

C= .!:.. 
ro 

{ = .!.(6 + iico.tD) 
ro 

[3.5.24aJ 

[3.8.246) 

Si qucremoe recuper&r la conocida métrica de Kerr, tenemos que hacer el parimctro b igual a cero, bajo esta 
condici6n lo. parámctr011 y Ju fundon5 métricas toman la forma: 

ro =ii, ó=±I 

h1=1 +{2
-

2;;c. 
1 2m( 
ii = 1 - a(('+{') 

~ = =·[~·[1- •(~~{;,)] -1] 
utilizando [3.5.24a) y [3.5.24b) tenemoe 

( = -co•fJ 

=> 

d( = ~' de= •en9d9 
a 

con csto las funcione. métric:.u &.aman la forma 

..!..=1-~ 
4»2 r2 + a'coa'B 

A = ± 2mrii•cn10 
r' + á'coa28 - 2mr 

88 



y la métrica [3.8.1] toma la forma 

da' = _.!_(dt _ Adl/J)2 + (r2 + a2coa,O) [dr
2 + scn

2
0d0

2 l + (r
2 + ii2cos

2
0)h 1h 2 d<f/l 

412 iihi h, h1 - h, 

=> 

d•' = _ [r' - 2mr + a2
coa

28] dt' + [ 4mrascn
2
8 l dtdtf, 

r2 + a 2coa28 r2 + a2coa'D 

[
(r2 + a'co•'D)(a2 + r2 - 2mr)aen28 _ 4m2r 2 ii2sen40 l d~' 

+ r2 - 2mr+ O'cos18 (r' + 02co.s28)(rl + iflcos20 - 2mr) 

+ (r2 + ii2coa2 0] [- 2 :r2 2 +dril] 
a - mr+r 

que es Ja aolución de Kerr en coordenada.a Boyer-Lindquist. 

(e) Limite E1férico 1in Rotación 

Si el parámetro b Loma el valor cero, las coordcnadoe { y e , debido a [3:8.24a] y [3.8.24bJ, toman loe 
siguientes valor~ 

(= .!: .. 
( = CO•X (3.8.25] 

Tom,ando el limite cuando ro tiende a cero la métrica (3.8.1] toma la forma 

(3.8.26] 

(3.8.27] 

esta métrica nos describe un cuerpo consl.ituido por un fluido períecto con simetría esférica y ain rotación. 
Cuando p, - O tenemos 

(3.8.28] 

que es la solución de Schwarzschild, ya que• 

,1}Tab=<1 -
2;n> (3.8.29] 

• tanto"" otos c'lculot como"" I011 &11tcriorn •I caJc1.1lu "I llm1t" '" utiliaa la r"gla d" L'hop1tal. 
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Para m=O , la ecuación {3.8.26] describiría una csféra de Ouido cuya estructura en el caso de tener una 
presión central pequeña , es similu a la soluciómn interior de Schwarzschild. 

Si nos a.cercamos al centro, es decir, parar muy pequeñu la ecuación [3.8.27] toma la forma 

yenr=O 

El subfadice c indica el centro y debido a esto 

Pe= ~p,(1- 11:
2) 

p = ~p,(3•' - 1) 

Esto noe dice que a¡te cspa.ci~ticmpo interior es confonnalmente plano en el centro 

(d) Cuerpo conatitWdo por un fluido y rotando 

(3.8.30) 

Dejando loe parámetr09 con lo. valores m = b =O obtenemos Ja solución interior de un cuerpo·rtgido 
constituido por un fluido y rotando. las cantidades fiticaa en terminoe de loe paramétroa son cncontradu en 
dos lugares: 

(i) En ((=o.e= eA) 
(ii) En (( = o,e =O) 

Denotamoa con un subíndice e el primer caao y con un subíndice O el segundo, Entonces tcncmoa 

ci.~ =e~. 

4'g=J 
1 •' 

p, = 2P·<1- rr> 
Po= ~p,(1- •'> 

0 _ ! r l •'Ce~ - 1¡ - k'el 1 
e - 2P' o k2{i(l + J.2.fi)t 

Oo = kp,ro 
Oe=O 

1 
ao = 3p,ro 

{l es la velocidad angulnr y a la aceleración. 
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(ii) Velocidades en 1n Solución de Wahlqui11t 

Las velocidades para una distribución dr milll'ria ilxisimétrica pueden ser dadas a partir de la solución 
encontradas por Wahlquist (1968) y utilizando las ecuaciones de Einstein. Eatas velocidades son 

donde 
Uo = !(p-p) - ./'2 2 

2 P•"a roP•" 

u3 = ±-~- - Auo 
(p+p) 

dada la simetría existen dos vectores Ki11ing 

e·= ¡1,0,0,0¡, 

q" = (0,0,0, !), 

en términos de estos KiUing las velocidades toman la forma 

'donde 

Ua = goou0 + 903u
3 = (-eA.esaSASD)T[goo + 9030] 

u,= c-e~ea.sAs8)''f[9,. + 9,,o¡ 

5A =(1,0) 

A,B= 1,2 v e,= e. e,= q 

y utilizando las ecuaciones de la .sttción anterior podemos calcular la acelera.dón, veloc:idad de rotación, 
velocidad de "shear" ,y velocidad de expanción. En el caso particular en el cual la velocidad angular del 
sistema O es constante, entonces el sistema rota rígidamente Y no hay movimiento de expanción ú¡ "shear", 
CI deeir 
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El elemento de linea y las funciones que describen el fluido encontradaB por Wahlquist fueron obtenkf· 
utilizando un formalismo de diadas(l5], este formalismo, como veremoe más adelante, es complicado y no 
sentimos que sea demasiado claro. Esto es una motivación para tratar de expresar la ecuación de Wahlquist 
en forma análoga a el elemento de linea general exterior visto en el capítulo 11. La razón principal de esto, es 
que podemos reducir nuestro problema de encontrar las funciones métricas y lllll ca.ntidBdea f'tsica a resolver 
un sistema de CCUl\ciones en coordenadas conoddas(cilíndrica.s, de la misma forma que para el caso exterior. 
La manera de realizar esto es Ja siguiente 

El elemento de linea encontrado por Wahlquist tiene la forma 

donde 

da2 = -F(dt - Ad~)'+ Bd(2 + C~' + Ld~' 

~<e' +e'! nce.c> = c1°-t2c'lh1 
~ce'+c'l cce.c>= ci°+t>e')h, 

L(e,() = 6'h1h2 
(h1 +h,¡ 

[3.8.31] 

para poder expresar el elemento de linea [3.8.31} en·Ja forma del elemento de línea general exterior [2.4.3J, 
tenemos que dar una transformación de coordenadas 

ce.e>- ce'.C'> 
tal que 

Bd(2 + C~2 = D(e,()(~2 + d(') [3.8.32] 

por tanto •upongamos que la transformación es de la forma 

(' = G({,(), e'= F({,() 

tomando la dif~rencial de estu funciones tenemos 

8F 8F 
ti(= {Je d{ + {i(d( = F,~ + F<d( [3.8.33] 

OG 8G . 
d(' = Te~+ (i(J( = e, +e, [3.8.34] 

multiplicando [3.8.33} porº<• [3.8.34] por F(, restando y despejando d( tenemos 

d( = r'(F¡d(' - G¡tl() [3.8.35] 

trabajando de manera análoga 
[3.8.36] 

donde 

J = (F1G< - G¡F<) 'FO 

es el Jacobiano de la transformación sustituyendo, (3.8.35] y [3.8.36] en [3.8.32) y realizando el álgebra 
correspondiente obtenemos Ja relación 

r'[(BGl +ce¡¡~'' - 2(G,F,B + F,c,c¡~'d(' + (BF( + CF/)d(''J = D(~' +d(2) 
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para que se pueda. cumplir esta igualdad se debe satisfacer 

Ba¡+ca:= v 
BFl+CFc'=D 

G<F<B + F,G1C =O 

resolviendo este 1ist.ema de ecuaciones encontramoa la siguiente relación 

re&0lvicndo por aeparación de variables tenemos 

m=[gJ1 7 +[hJIQ 
n = [hJIQ-(gjl7 

p=(•Jlo+[1¡tp 

q = [1Jlp-[•]lo 

(3.8.37] 

[3.8.38J 

[3.8.39J 

(3.8.40[ 

[3.8.41J 

(3.8.42J 

donde g = ~· • = .A2(1 + .1:2~2), h = A2(1-k2(2
), '= o-1~<'> y 9,p,7,a estan dadas por 

J h, ¡! 
8 = !,,¡¡ + k'é') dé 

P=f¡!!!.¡ld( 
ro 

7= f 1~11ae 
-f-h_, _¡ 

Q - lr.¡1-k'<'>1 d( 

[3.8.43) 

[3.8.HJ 

(3.8.45) 

[3.8.46J 

esto nos dice que para dar una transformación cxpHcita, basta con resolver tu integrales (3.8.43}, [3.8.4-1], 
(3 .. 8.45], y (3.8~46]; cuando esto es posible la métrica de \Vahlquilt puede tomar la íorma 

d•' = F(é,()(dl-Ad~)' + D(é,()(d('+ dé')+ Ld02 

sin ·embargo la solución a este tipo de integrales no es trivial, y no pudo ser encontrada una solución anaUtica, 
por lo que no fue posible reescribir la métrica en coordenadas cilíndricas. 
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(iü) Generalización de la Métrica de Wablquist 

Wahlquiat. en 1991 presenta una aproximación matamática para encontrlll' la solución general interior 
para cuerpoe rotando rígidamente, su solución es basada en un formalismo de Diadas{l5} para congruencias 
tipo tiempo. La importancia del formalismo de diadas estriba en que nos permite trabajar en un marco 
de referencia que es, en t.oda.s partes, el marco local en reposo de la materia.. Las variables dinámicas del 
sistema de referencia son iguales a )aa de la materia, y la geometría , ~ la de una 3·variedad riemanniana. 
A continuacion prceentamos una revisión sintetizada de este trabajo. 

Para encontrar esta solución, primero ae adaptan las ecuaciones diádicas generales a una congruencia 
arbitraria tipo tiempo para este problema en particular y desarrollamos las consecuencias de asumir simetr(a 
axial y el carader estacionario. De esto se obtienen las ecuaciones diádicas, expresadas en términos del 
3-vector aceleración a y el 3-vector velocidad angular Ó . 

(3.8.47] 

(3.8.48] 

donde E representa la diada de curvatura y A la componen le eléctrica. de la diada de curvatura de \Veyl, 
entonces 

con T=diada de esfue~o 

Q = A+ (T - ~(TrT)/] + ~(p -TrT)I 

TrQ = µ =p-TrT =p+3p 

M = T- ~(TrT)I=T+ PI 

P= -4(TrT) 

(3.8.49] 

(3.8.50] 

(3.8.51] 

(3.8.52] 

µ=densidad de energía de la fuente gravitacional M= Parte anisotrópica de la diilda esfuerzo de la materia 
y 

'7P+(p+p)a=v M+OM (3.8.53] 

Que es la ecuación de equilibrio hidrost8.tico en su forma diadica 
El vector á es interpretado fisicamente como la aceleración absoluta de la materia en cada punto, es 

decir, la aceleración producida por la resultante de todas las fuerzas genera.das por las diada esfuew T 1 

y geométricamente es la curvatura de la. linea mundo de la materia. {) es interpretada como la velocidad 
angular absoluta de la materia en cada punto, es decir, Ja veloeidad angular local n!lativa a loa ejes que se 
propagan a lo largo de las lineas mundo de la materia. 

Haber tomado simetría axial noo conduce a algunas consecuencias en la forma de de las diadas de 
curvatura y esfuerzo. I& conaccuencia es que ambas admiten el 3-vector axial simétrico K como un vector 
propio, ea decir 

KE = -(02 + aL- µ+ 2p- 4r)K 

KA= (02 .+ aL - ~I' - 2r)K 

KD = O(H2Q)K 

KM =2rK 
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(3.8.55] 

[3.8.56] 

(3.8.57] 



con 

M = T + pl, L = s;:. r =I K 1 [3.8.58] 

r=vaJor propio. Eetos resultados aon obt.enidos de ana1iza.r tas condiciones de int.egrabilidad de la ecuación 
de Killing en forma diádica 

[3.8.59] 

Las 1iguientes relaciones inport.antes, eon en~ont.ra.das basándOdC en este formalismo 

a) El gradiente del 3-vec:Lor aceleriu:ión ii 

"lií= -iiii+ññ-n'I+Q [3.8.60] 

b) El gradiente del 3-vector velocidad angular O 

"1 fi= -2iifi+(iifi)I+B [3.8.61] 

e) L& identidad de Bianchi para Q, que reaulta de tomar el rotacional de a) 

V X Q = -ií X Q + P >< ií - B X fi + (iÍB) x 1 [3.8.62] 

d) Si se contra.e la. identidad de Biaocbi, obt.enemoa la ecuación de equilibrio 

"1 T = -iíT+pii [3.8.63) 
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Entonces lo que mlercsa es encontrar solucionCf!i a las ecua.e.iones "iJÓ, "V )( Ó, bigtrianglcdown X Q, "iJ x 
B JI "iJ T. Para facilitar este trabajo es convcnienu p:utar a un espacio c.amplcjo, esto se hace introduciendo 
un vector complejo en terminas de la aceleración y la velocidad angular 

Z::=ci+iÓ [3.8.64) 

con esto obLencm06 ecuaciones diferenciales ordinarias anáJiticns que son mas tratn.b1ea que sue equivalentes 
ecuaciones diferenciales parciales reales. Con esta consideración tenemos 

[3.8.M) 

a R lo. definímoe como la. diada de curvatura. en este esp&.cío complejo, y podcmoe encontrar una ecuación 
análoga a la ecuación de Ernst 

con 

Y la. diada compleja de Wcyl sera-

z 
"V<::::; ¡i' 

<+l=~ 

á=-V: = -i~(Z+Z) 

C = a(I- 3~~ )1 o= e.scalar 

con M=O, ya que, en esta solución el tensor esfuerzo ea iAot.rópieo. 
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[3.6.67) 

[3.8.68) 

(3.8.69) 
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Utilizando t.odo este formalismo Wahlquiat encuentra dos &aluciones: 

La primera de ellas para materia rotando con esfuerzo anisotrópico(so1ución encontrada en 1968 con 
diferente notación) 

con lri.s ecua.cianea de vect.ores propioe 

M = -r(I - 3KK) 

KT= (2r-p)K 

VT = -(p+r)V 

(3.8.71) 

(3.8.72) 

con V perpendicular a :K la ecuación de equilibrio estacionario y la curvatura diádica compleja t.oman la 
forma 

v(p+ r) +3rH + (µ-2p-2r)il'= O 

R= a(l-
3
;;)+Jl(I-3KK) 

o y fJ son variables complejas. Esto noe conduce a las ecuaciones de vectores propios 

KR=(a-:2/l)K 

o-2/l= ZH-Z2
- il' 

(3.8.73•) 

(3.8.73b) 

[3.8.74•) 

[3.8.74b) 

y Res del tipo Petrov l para va.lores generales de o y py se tienen 3 caaos algebráito& especiales para loa 
valor~ propiDS 

a)o=Jl, b)o=O, c)Jl=O 

' todoe tipo petrov D. La diada de Weyl 

e= a(I- a;;)+(Jl+r)(I-3KK) 

que es algebraic.a.ment.e especial para 

'a)o = Jl+r, b)a =O, c)P+r 

utilizando que Z es un vect.or propio de R se generan las siguientes ecuaciones diferenciales que involucran 
loe valores propioe 

1 [ 1 ] z '1;7(a-2Jl+31•)=3PH- Z2(µ=2p-2r)+3a(a-2Jl+
3

µ) p 

2 [ 2 ] z v(a +P- 31') = -3/lH + 2Z2(µ -2p+ r) +3PZ' +(Z '17 a)+3a(2a -P + 31') z; 

1 [ . 1 l z V(2a-P-
3

µ)= Z2(1•-2p+4r)+3PZ2 +3(ZVa)+3a(a+P+3µl z; 

l [ 1 ] z V(P-:¡µ)=-2/lH+ Z2 (µ-2p)+PZ'+(Z '17<>)+3a(a-Jl+3µ) p 

v(a - iµ) = -JlH + [z'(µ-2p+ 2r) +2/l Z' +2(Z '17 a)+ 3a(a + ~,.)] F 
v(a-Jl) = PH + (2rZ 2 + PZ'+ (Z '17 a)+ 3a/l) .¡, 
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[3.8.76b) 

[3.8.76c) 

[3.8.75d] 

[3.8.75•) 

[3.8.75/) 



ai una solución completamente generaJpara las ecuaciones (3.8.72] pudiera &er dada, no es necesario considerar 
le. casoe degenerados separadamente, 11in embargo algunM relaciones 110n requeridas para simplificar este 
problema y las condiciones degeneradas son un lugar natural para encontrarlas. 
LO& primeros ca.sos nos conducen a ¡J = T = O como la única solución y de los restantes CB.608 

Q=/J+r y c=Otenemos 

i) El caso Q = P + r no reditua una pronta solución 
ii) El cuo Q = O nos conduce a 

p = -30'~ -3/J 

r=-~/l 

p=-~~-/l 

p=~~ 
~ = /l + iµ .,., e R, .,. > O 

que es una eolución a densidad constante 
La métrica tiene la forma 

donde 

con 

b= -!?:ch, +h,¡ 
o 

A= [(h;..;~,)[to(I +h1h,) +g,g,J +Ao 

r = (~)t/r4'2 , .!:! =de de integracion 
"º O"o 

h1 =<-u2, 9i=t-hi 

h2 =t+ V2
, 911-h~ 

A= M = 4/l(I-3KK) 

fJ=-~O'olt!:2 
3 r 

98 

[3.8.76) 



La. &egunda. es la. genera.lización de su BOlución encontrada en 1968 para un cuerpo finit.o rolando con· 
&Lituido por un Buido perfecto. La métrica enconlra.da. ea 

con 
g = co•2u + cosh2v 

h1 = ho + coeoa2u +(u+ uo)sen2u 

h2 = ho - c0cosh2v + (v + v0 )1enh2v 

•' = 4<112Rl(h, +Q1)(h2 +Q1) 

.!.. = l!!!_(h1-h,J 
4 2 qog 

A= Ao + 2((ill.J)((h 11,h )((h2 + Q¡)<••2u + (h1 + Q¡)cosh2v) + p¡) 
µo i- 2 

donde p8.J'a Q, e1 solución a la ecuación 

con 

ó 

2(QD' - !(h, + Q1llZI' =o 

( 1 )' 1~ 
R1 = - •·Rt(h¡ + Q¡)' 

p=µo 

1 qo q2•2 
p=2(po-¡i+3r') 

1 3q0 q24'1 

p=2(-po+ '11' -7> 
2 .,. 

T"=-¡927 

2 "'' P= 31<7~ 

112=.1:1 con l:=deeR •i 112>0 

1:eo •i q1<0 

1i q2 = 1: ==O obtenemos la solución enconLra.da por Wahlquial en 1968 

gg 

(3.8.77) 



IV 

SOLUCIÓN COMPLETA 

4..1 D.caumeo 

En la. Leoría de Maxwell se conocen condiciones de unión; que algunas componentes tienen que satisfacer 
en la interface entre dos medios; estas condiciones de unión eslán determinadas por las ecuaciones de Maxwell. 
Siguiend~ un camino análogo se piden ciertaa propiedades de continuidad de la métrica en la superficie de la 
distribución de materia si es que se desea construir una solución completa que nos describa tanto el campo 
gravitacional exterior como el interior a una distribución de materia . Las apropiadas condiciones de unión 
son obtenidas a partir de las ecuaciones de campo de Einstein . 

Las propiedades de continuidad de la métrica y sus derivadas pueden ser cambiadas por transformaciones 
de coordenadas o mediante una elección inadecuada de coordenadas. Ante est.e problem·a. se pueden formular 
las condiciones de unión en un aiat.ema de coordenadas especial en el cual la frontera es una superficie 
coordenada z 4 = de y lu coordenadas el la vecindad de la. front.era. son de frontera. son coordenadas 
GaW1Sianu, as( que 

<=±1 [4.1.1] 

(( = +l, •i .z4 e• una coordenado e•pacial). Puesto que las segundas derivadas de la métrica 
aparecen en las ecuaciones de campo, tenemos que demandar que ggJf ll' 9oJt,4 sean continuas en la 11upcrficie 
de la frontera. 

En éste capítulo csLudiamos laa condiciones indispensables para poder obt.cner la solución completa a. las 
ecuaciones de Einstein, y se presenla la única solución compleLa conocida, que es la solución de Schwan.schild. 
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4.1 Hiperaupcrficic 3-Dimcnaional y Fórmulas Reducidas para el Tensor de Curvatura 

Las leyes básicas de la fisica tienen una estructura tal que del conocimiento de un est&do presente de 
un 11iatema, su evolución futura puede ser determinada. En mecánica, por ejemplo, la trayectoria de una 
partícula es fijad.a únicamente especificando su poeición inicial y su velocidad inicial¡ en mecánica cuánti.ca, 
la ecuación de Schroedinger determina el estado futuro unieamente a partir del conocimiento del valor de la 
función 'l/J. De Ja misma forma Ju ecullCiones de campo gravitacional también tienen tal estructura cauaal. 
Para apreciar esto tenemos que ver que entendemos por presente y por estado presente. Como pre1iminaz: a 
cst.o se examina lu propiedades de una superficie 3-dimenaional en un rll!lpacio 4-dimemional. 

(i) M~trica y tenaor proyección 

Supongamos que noeotroa damos una hiperauperficie 3-dimcnaional en un espacio 4-dimencional Rie
manniano que puede ser imaginado como el elemento de una familia de superficies; el vector normal a estaa 
superficies n• tiene que ser no nulo, es decir 1 

[4.1.1) 

li noeotroe tomamOI estas superficies como lu superficies coordenadas z 4 = cte de un sistema coordenado 
que no C9 necesariamente ortogonal y denotamoa lu componentes del vector normal por 

n, = (0,0,0,<N), 

nº(-~ 0 Í¡J0 Q,p,.:.=1, ... ,3 
Entoncee el teolOr métrico 9afJ de la bipersuperficie 

J.3la2 = 9afJdz•tlz# 

y el tenaor métrico del espacio 4-dimensional estan relacionada. por 

J."•la2 = ga#dz•dz' = 9aJt(dzª + Nªdz4)(d~ + N"dz4
) + <(Ndz4 ) 2 

de Jo cual obtcnefll09 el tcnaor inYCrBo 

g"=(g·•+·r -·~) 
-•* *' 

9afJgfJ• = 6:, Na= gafJNfJ 

Con la ayuda del tensor de proyección hd = g_. - m.h,, que tiene las siguientes propiedades 

hdh~ = hac, h.tn• =O, 

[4.1.2a] 

[U.:U] 

[U.3) 

[4.1.4) 

[4.1.5) 

[U.6a) 

h., = g••, hl = O [U.6~) 

se puede descomponer todo tensor en sus componentes paralel& o perpendicular a el vector normal a la 
superficie. 

101 



(ü) El tensor de curvatura J\0 • 

Tomando la derivada covariant.e del vector normal y proyectando se encuentra el tensor Ka• definido 
por 

Kot = -no;ihÍ =-no,•+ fnon• 

no;t = no,i(cn'n• + hÍ) 

(4.1.7a] 

(4.1.76] 

Puesto que n 11 es un vector unitario y es proporcional al gradiente de una familia de superficies, Kot es 
simétrico y no tiene componentes en la dirección de la normal a fo. superficie 

(4.1.8] 

eua componentes son combinaciones lineales de )08 afmholoe de christofíel r~l4 del espacio 4-dimenaional 

Kot = -h~htni;.t = cNhfh~r~l4 

KofJ = 2~ (No,fJ + N¡J,a - 2N.r~~" - 9a{J,4) 
(4.1.9] 

llg. 6 

Como ac puede ver (figura 6), el tensor Ko1t tiene un significado geométrico simple¡ bajo un movimiento 
del vector' nOrmaf a lo largo dC la hipersuperlicie se tiene 

(4.1.10] 

Ko1t es, por tanto una, medida de la curva.tura extrínseca de la superficie, esto es de la curvatura en relación 
con au espacio circundante ( en contraste con la c~rvatura intrínseca, que esta caracterizada por el tensor 
de curvatura 3-.dimensional . .nt:l.r, de la superficie sola) 

Ea importante mencionar que esta descomposición es de fundamental importancia en formulaciones 
alternativas a la formulación de Einstein, principalmente mencionamos a la formulación ADM, para una 
presentación completa del formalismo ver (42]. 
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{lü) Descompoaici6n de la Derivada de un Vector Perpendicular a n,. 

Para la derivada covariante de un arbitrario vector T. ortogonal al vector normal n,. que obedece las 
siguient.ea: reglas 

T" = (T"' O), [4.1.11] 

IC obtiene después de realizar algunoe cáJcUloe, utilii:ando la ccun.ción (4.1.8] y que na:•P = -n"T•;•• la 
descompoeición 

[4.1.12] 

puesto que h! = O y 
h~hiT1;1 = h:h:(Ta~ -Tr~k'°) 

= h:h:[Ta,a - 47""(1,a,a + lpa.JJ - la,O",,)J 
[4.1.13] 

El primer término de esta descompoeición, que ca totalmente ortogonal a a el vector normal, puede ser 
expresado en lerminos de Ja derivada covarianle de el ~vector T 0 con respecto a Ja métrica :Hfimcnaional 

h~h:'.1};1 = h:hfT .. 11# 

T .. ua =Ta~ - rf!k'T, [14] 

En la derivación de esta relaci6n ec:Slo la definición de la derivada covariante y la ortogonalidad entre 
7i JI rJi fueron usadas y, por tanto, ecuaciones análogas son válidas para la proyección de la derivada de 
arbitrarios tenaorcs de rango euperior perpendicularca al vector normal. 

{iivJ Fórmula.a Rcducidu del Tmuor do Curvatura 

El objetivo del siguiente cálculo ca encontru una relación entre el tensor de curvatura del espacio .f.. 
dimemional .R!,4}.,. 11 y las propiedades de la hipersuperficie, cato es, del tensor de curvatura 3-dimensional 
at;~,. .. y las cantidade11 "• JI K,., 

De las ecuadon .. [4.1.12] y [4.1.14] y de Ja relación 

[4.1.15] 

que resultan a partir de la ecuación (4.l.7aJ, se obtiene 

Jll¡~~.,'T'°h:h=.h~ = Rf:lr,'I'°h·h~h~ +t(Kn,Km .. -KnnKna)T°" 

Puesto que esta relación vale para Lodo vector~. la relación 

[4.1.16] 

es válida entre loe tensores de curvatura. 
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Haciendo transformaciones similares de las segundas derivada.a de el vector normal se obtienen las 
restnntes expresiones de las componentes del tensor de curvatura 4·dimensional 

donde .L n denota la derivada de Lie a lo largo de n 

[4.1.17} 

[U.18] 

Las íórmulas ['1.1.16] y (4.1.18) son frecuentemente usadas para expresar el tensor de curvatura de la 
métrica 

d11 2 = 9afJd:z:ªdzfJ + tN2(d:z:4)'2, (;;;;:; ±1 

En términos del subcspacio 3-dimensional (la métrica OafJ) y la fondón N. En el cnso(Nª ;;;;:;.Q) las ecuaciones 
se simplifican n 

K:rtJ=-~ 
n(ª~P" = R~~P" + t(KfJpKa,, - KfJ,,Kaµ) 

~4)4 - (K,, .. 11 .. - K,,,.11,,) 
"'"" -t N 

R~~=::: t!f¡f- - N~11 " + d<afJK': 
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4.3 Condiciones de U ni6n 

Al resolver las ecuaciones de Einstein uno &e enfrenta al problema de unir dos métricas que se obtuvieron 
en diferentes regiones del espacio-tiempo . Por ejemplo, unir la solución de las ecuaciones de campo 

válida para una distribución de materia, con la solución obtenida utilizando las ecuaciones 

n.,=o 
valida m la región exterior a dicl1" dlstribución. 

Este problema lo podemos trabajar bajo la.e siguientes rest.rlccioncs 

(i) La superficie que limita lns doa regiones del espacio-tiempo que se quieren unir (superficie límite) 
tiene que ser una. euperfü:ie no nula 

(ii) El tensor energía- momento puede ser discontinuo, pero no tiene que contener 6 - funcione• singu
lares( no tienen que ocurrir en Ja estructura. de la capa de la superficie). 

Simplificamos el trabajo a.I usar un sistema de coordenadas t.al que el elemento de linea tenga la siguiente 
forma 

[4~1.11 

en ambos lados de la superficie z4 :::= de. Con las siguicntl.'fl consideraciones oblenem09 alguno& rcaultad06 
cualitativos: Si las componcnlcs del tensor energía-momento son discontinuas, entonces de las ecuaciones 
de Einstein tendremos que las componentes de) tensor de curvatura son también discontinuas; pero si IM 
segundas derivadas de la métrica son menos discontinuaa, entonces, la métrica y sus prlmeras derivad.&11 
tienen que ser continuas. 

Para tener resultados cuanlitativos, se tiene que notar que por una mala elección de coordenada.B pueden 
aparerer discontinuidades artificiales en la métrica. La superficie límite entre dos regiones espaciales 1 y 11 
tiene que ser una superficie ra.zonable, es decir, si nos aproximamos por I o por 11, estas regiones deben tener 
las mismas propiedades métricas. Para evitar singularidades innecesarias se tiene que introducir el mismo 
sistema coordenado en ambos sitios de la superficie límite , esto es, sobre la superficie n060ttos demandamos 
que 

[g •• 1 = g111., - ,p11., =o [4.3.2] 

y todas las derivadas Da/J,,,,. ... de esta métrica. tienen también que ser continuas en la superficie. Otra. 
información a.lredcdor de la discontinuidad de lil m~trica. puede ser obtenida analizando las ecuaciones para 
el tensor de curvatura en su forma reducida 

l\a/J = -~;;·1 

nt1l..,""" = n{3Iª""" + c(h'a,,Ka., - K,,,,1\·up) 

n[4]1 _ (J(¡J.,fü.1 - /\.¡1µ1Ju) 
/Ji,,,-€ N 

[4.3.31 

Rl4]4.s1 .. = ( /\~~.1 - N;i,, + €1\'oiJ/\·: 
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Segundas derivadas de la métrica en dirección de la. superficie normal están contenidas sólo en la.s componentes 
R{414" 4 " del tensor de curvatura., en consecuencia elln.s (&CgundM derivado..s) están en la. parle espacial de la 
ecua.don de campo en la combinación 

[4.3.4[ 

Puesto que en [4.2.4} ni T3 ni Gp pueden ser singulares en la superficie limite, K3 - 6p K y, por tan~ 
Kath tienen que ser continuas 

[4.3.5} 

La. ecuación (4.3.5} garantiza la igualdad de la curvatura extrínseca. en amb06 sitios de la superficie liinit.e, 
la. ecuación (4.3.4] demanda igua.lda.d de la. curvatura. intrínseca.. Cuando la.s condiciones de unión (4.3.2} y 

[4.3.5} son satisfcchBS ent.onces, debido a [4.3.3}, @4Jª""'" :v N @414
""'" son también continuas , y de las 

ecuaciones de campo se tiene también 

lr.J=O, [NT,!J =O [4.3.6} 

Resumiendo: si en la superficie limit.e z4 =de de dos métricl\S de la forma [4.3.l} el tensor de energ(a.
momento es no singular entonces la métrica 9a(J y la curvatura Kaa = -~ de la. superficie, a.sí como 
también las componentes 

del tensor energía-moment.o, tienen que ser continuas ahí , mientra que una posible discontinuidiid de 
N = [cg44]1 puede ser eliminada por una transfotmRción de coordenadas , T0 ,, puede ser complcta.ment.c 
discontinua.¡ aunque nosotros tenemos 

[G6)=k[1¡} 

Por ejemplo: parn. unir lns soluciones interior y exterior de Schwa.rzschild, pnra sa.tisía.cer [4.3.2} se requiere 
continuidad en la métrica y [4.3.6} &e satisface ron la condición p=O¡ y In. condición {4.3.5] se satis*e 
aut.omá.tieamente. 
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4.4 UNIÓN DE LAS MÉTRICAS INTERlOR Y EXTERIOR DE SCHWARZSCHILD 

Para conectar la solución interior con la exterior ,en la superficie de de la distribucion de materia(puede 
ser una estrella) r = r 0 ,rcquerimos que la métrica g,.., sea continua en r = r 0 y que la presión desaparesca 
sobre la superficie de la dirstribución de materia( estrella) a partir de Ja ecuación {3.1.13} obtenemos 

=f 2A 
' = k8-2AD(l-Ar2 )1 

sustituyendo (4.4.l] en [3.4.11) y despejando p tenemos 

pero 

A= ~kp .. 
3A 

p=T 

(4.4.1] 

(4.4.2] 

sustituyendo este valor de p en [4A..2} y después de realizar el álgebra correspondiente obtenemos el siguiente 
va.lar para p 

_ .!, 3AD(I - ar2 )1 - "f
P- k( ~-D(l-Ar')I J 

queremos continuidad en las funciones métricas,eslo es 

si p=O 

.. 
l-Ar~ = 1-

2
M 
ro 

(~ -D(l-Arfü' = 1-~ 
2A ro 

~ 

~k =3AD(l-Ar¡¡l 

resolviendo (4.4.4],(4.4.5] y (4.4.6] para M,D y B tenemos 

M-· A~ 
- 2 

D=~ 
l:B = 3.4(1- Arg)t 

B.~f y D funciones 1le p y ro 

107 

(4.4.3] 

(4.4.4] 

(4.4.5] 

(4.4.6] 



Por tanto el campo gra.'1.;Lacional con simetr[a esférica de una distribución de materia de fluido perfecto, 
con densidad constante y radio ro es descrita por la solución 

-de A-.!.k ·k -3A[(l-Ar')l-(l-A~)l 
P- ' -3 p, P- 3(1-Ar~)l-(l-Ar')IJ 

dentro de la estrella;y por la solución 

con M = tAro en el exterior de la estrella 
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4.5 Conclusionc11 

La investigación de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein es muy importante ya que permite 
hasta cierta aproximación describir objetos físicamente realistas. El tipo de soluciones que dan la mejor 
descripción del campo gravitac:ional exterior generado por un objeto astrorísic.o realista son las soluciones 
que pertenecen a la clase estacionarias axisimétricas. El problema de encontrar este tipo de soluciones exterior 
se puede considerar como resuelto, con la solución general encontrada por Weyl y las técnicas de generación 
de soluciones utilizo.das para encontrar soluciones a partir de una solución conocida ( métrica semilla). Sin 
embargo el problema de soluciones interiores que den la d~ripción de una distribución de masa finita que 
represente un objelo físicamente realista es un problema diffc:il de resolver de hecho la única solución interior, 
con bues r111icaa 1 conocidas es la de Schwanschild que es una solución a presión conatante y con 1imetr(a 
ea(érica1 durante este trabajo se estudio una nueva solución interior propuesta por Wahquist en 1968, solución 
presentada en coordenadas esferoidalc:e prolatas y la cual según se menciona para su derivación se utiliió un 
formalismo de diadas, formalismo bastante c.oníuao y c.omplicado para au estudio, da.do que esta solución fue 
presentada sin derivación, una de laa primeras motivaciones para la elaboración de este trabajo fue tratar 
de obtener cata solución y tratar de presentarla lo más claramente posible siguiendo el formalismo diádico 
utilizado, sin embargo, dado que este íorma.llsmo no quedó muy claro, fue necesario utilizar otro camino para 
la derivación de la solución, un primer intento es tratar de cambiar la métrica a coordenadas cilíndricas ya 
que esta& coordenadas son más fáciles de manejar y además son )118 coordenadas en las que se encuentra la 
métrica general exterior estacionaria axisimétrica y esto pod(a permitir una posible unión de métricas que 
permitiría obtener un& posible sol u ció~ general con la que se pudiera describir el campo graviatcional exterior 

'genera.do por la dlstribución de materia y conocer sus propiedades internas (presión, densidad, velocidad, 
etc) Sin embargo 111. transfortnación no fue posible y no se pudo llevar a cabo este propósito. por tanto para 
revisar esta solución fue nesesario tomar la métrica dada por Wahquist y resolver las ecuaciones de Einstein, 
para obtener y verificar los cantidades físicas dadas por Wahlquist sin derivación. En cuanlo al problem& de 
encontrar una &alución completa esto.cionaria axisimétrica, en el sentido antes menciona.do, Wahquist habla 
sobre esta. posibilidad en su artkulo de 1991, en el cual pr~nta una generalización de su métrica anterior 
y plantea la posibilidad de unirla • la solución general cxt..erio,r 11in embargo cata solución general queda 
en términoe de un& función que es solución a una ecuación diferencial dirícil de resolver y para mostr:u la 
posibilidad de unión trabaja el caso para densidBd constante el cual no presenta el problema de resolver la 
ecuaci6n diíerencial ant.ea mencionada y lo trabaja de manera superficial sin llegar a mencionar la forma de 
unir. 

Por tanto del estudio de este tipo de solucionC'i podemos concluir que la única solución completa y 

físicamente realista es la solución de Schwaruchild. Esto es una motivación para estudiar otras posibles 
&0luciones que nos permita conocer el campo gravitacional c.omplelo de alguna distribución de materia 
flsicamente realista. Otra posible solución completa se puede buscar para distribuciones de materia n.x· 

isimétrica.' estacionarias. Conociendo la solución general exterior a.xisimétrica estacionaria (capítulo 11), 
una posible solución gener~ interior da.da. por Wahlquist (capCtulo 111), y las condiciones de unión entre 
dos métricas (cap(tulo IV), se puede intentar c.onstruir la solución completa para este tipo de distribución 
de materia. Wahlquisl al presentar su solución interior plantea la posibilidad de la unión con la métrica 
general exterior, bajo la condición de densidad const.ante, análogo a la solución completa de Schwanschild, 
ain embargo, no presenta los cálculos explicitos y no fue posible hacerlos. 

En este trabajo se intentó resolver este problema, siguiendo las condiciones de unión para dos métricas 
expuestas anteriormente; sin embargo, entre otros problemas estñ d que la.'I métricas se encuentran en 
coordenadas diferentes y, una de las condiciones paro. poder unir las métricas es que ambas e<1tén expresada.sen 
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las mismas toordenadas, por tanto lo primero que se inlentó fue pasar las métrita.s a las mismas toordenadas; 
desgraciadamente debido al formalismo de di¡ulas empleado para encontrar la solución interior de \Vahlquist 
y la cual está expresada en coordenadas t'!!Íl'roidalt'S prolatas no fue posible pasarla a las coordenadas 
(cilíndricas) de Ja soludón exterior y por tanto no fue posible la unión de estn.s métricas. 

Por liltimo podemm decir que el problema de encontrar soluciones exaclM a las ecuaciones de Einstein, 
a un cuando, es un problema dificil dada Ja complejidad de las ecuaciones, presenta gran interes ya que 
permite la posibilidad de conocer el campo gravitacional y las propiedades internas de distribuciones finitas 
de materia que pueden representar objetos a.stroíisicos risicamenle realistas. 
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