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INTRODUCCION 



Una clase importante de teoremas en la teoría de gráficas, son los teoremas 
min-max. La mayor parte de estos teoremas pueden ser enunciados también, como 
teoremas que dan condiciones necesarias y suficientes para que una gráfica cumpla 
cierta propiedad. Este es el caso del Teorema de Menger que es, sin duda, el teorema 
fundamental de la conexidad en gráficas. 

Para enunciar dicho teorema, considere las siguientes definiciones: Sea G una 
gráfica conexa y u y v, dos vértices no adyacentes de ésta. Una uv-trayectoria es 
una trayectoria que une a u con v. Un uv-separador, es un conjunto de vértices 
que al removerse de G la desconectan de tal forma que u y v quedan en diferentes 
componentes. Todos los conceptos a los que se hace referencia en esta introducción, se 
definen formalmente en el primer capítulo de esta tesis. 

Así, el Teorema de Menger establece que en una gráfica, dados dos puntos, u y 
v, no adyacentes, el número máximo de uv-trayectorias disjuntas es igual al número mínimo 

de puntos que se necesitan para formar un uv-separador. 

Al considerar únicamente uv-trayectorias de longitud al menos n fija, se 
obtiene una variante de este problema. En este caso, al ignorar de esta manera, las 
trayectorias de longitud menor que n, es claro que el máximo número de trayectorias 
de longitud al menos n, en una digráfica, no es necesariamente igual al número mínimo 
de puntos necesarios para romper cada una de estas trayectorias, es decir, se pierde la 
relación min-max. En (6] Luis Montejano y V. Neumann-Lara plantearon por primera 
vez este problema e iniciaron el estudio de la función an(h), que es el número máximo 
de uv-trayectorias disjuntas de longitud al menos n, que deben existir en una gráfica 
que contiene un conjunto de vértices de cardinalidad h, que bloquea todas estas 
trayectorias. Este artículo fue precedido por la publicación de L. Lovász, V. Neumann­
Lara y M. Plummer (5]. en la que se estudió el problema análogo sobre trayectorias de 
longitud a lo mas n, dada. 

El objetivo central del presente trabajo es exponer los avances conocidos hasta 
la fecha, en el estudio de la función an(h). 

El primer capítulo presenta las definiciones, notación y antecedentes del prob­
lema que se estudia en este trabajo. 

En el segundo capítulo se expone el trabajo publicado en [6], por L. Montejano 
y V. Neumann-Lara. En esta sección se estudia el problema en su forma mas general, 
para digráficas y n arbitraria. Se incluyen también demostraciones de resultados 
análogos sobre ciertas variaciones de este problema. 

En el tercer capítulo se exponen resultados para el caso particular n = 3, 
en gráficas no dirigidas, que mejora las cotas que se tienen en el caso general. Estos 
resultados fueron obtenidos por M. Hager en [2]. 
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En el cuarto capítulo se expone el trabajo publicado por vV. Mader en [3]. En 
esta parte se introduce un problema planteado por T. Gallai, a través del estudio del 
cual, se obtienen resultados sobre el problema central de esta tesis. Finalmente se pre­
senta una relación sorprendente entre los resultados que se obtienen sobre trayectorias 
y el conocido Teorema de vV. Tutte sobre 1-factores. 
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CAPITULO I 



1.1 NOTACION. 

Una gráfica, G, consiste de un conjunto V finito, no vacío de vértices o nodos 

o puntos y un conjunto predeterminado, E de parejas no ordenadas de vértices. Cada 
par e= zy E E, es una arista de la gráfica y se dice que e une o conecta a los vértices x 

y y. Una gráfica dirigida o digráfica D, consiste análogamente de un conjunto de vértices, 
V, finito y no vacío y de una colección, E de parejas ordenadas de vértices, a los 
elementos de E se les llama flechas. Al primer vértice de una flecha se le llama vértice 

inicial u origen y al segundo elemento, vértice final. El conjunto de aristas (resp. flechas) de 
una gráfica G (resp. digráfica D) se denota por E(G) (E(D)) y el conjunto de vértices o 
puntos de ésta, por V(G) (V(D)). 

Dada una gráfica G y dos vértices u, v E V(G), se dice que u y v son adyacentes 

o vecinos, si existe en la gráfica la arista, uv, que los une. El número de vecinos de un 
vértice v en una gráfica se llama valencia o grado del vértice en la gráfica y se denota por 
vale( v). A los puntos que son adyacentes a éste se les llamará vecinos de v y se denotan 
N(v;G). En una digráfica, al conjunto de puntos que son el extremo final de una flecha 
que sale de un vértice v, se le llama vecindad c:cterior y se denota por N+(v, D). Al 
conjunto de vértices que son el extremo inicial de una flecha que entra al vértice v, se 
le llama vecindad interior y se denota por N-(v, D). 

En una gráfica dos vértices están unidos por a lo mas una arista, si sucede que 
dos vértices en G están unidos por mas de una arista, se dice que G es una multigráfica 

y las aristas que unen a un mismo par de vértices se llaman aristas múltiples. 

Una subgráfica H, de una gráfica G, es una gráfica tal que su conjunto de 
vértices V(H) es un subconjunto de los vértices de G y de la misma manera, su 
conjunto de aristas es subconjunto de las aristas de G. Se dice que lf es una subgráfica 

inducida por el conjunto X~ V(G), en G si V(H) =X, A(H) ~ A(G) y toda arista de 
G que une puntos de X, es también una arista de JI. se denota por G[X] a la gráfica 

inducida por X en G. A una subgráfica de G, en la que todos los vértices tienen valencia 
1, se le llama un 1-factor de G. 

Un conjunto X ~ V(G) es independiente si ningún par de puntos de X está unido 
por una arista en G. 

Un camino (v0 , a1 , v1 , ••• , ª•• vn) en una gráfica es una sucesión alternante de 
vértices y aristas, donde v0 , .• ., vn son vértices de la gráfica y ai, .. ., ª" son aristas 
de la gráfica. Cada arista a; tiene como extremos a los vértices v¡_1 y v;. Tratandose 
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de un camino dirigido eri una digráfica, la sucesión es, claramente, de flechas y vértices y 
se tiene además que para cada flech.~, a¡, su vértice inicial es .v1_ 1 y su vértice final, 
es v¡. 

Una trayectoria en una gráfica, es un camino en el cual todos fos vértices ( y 
consecuentemente,-las aristas) son diferentes. Análogamente, üna trayectoria dirlgida en 
una digráfica, es un camino dirigido, que no repite vértices. Un cíe/o es una trayectoria 
que inicia y termina en el mismo vértice. 

Si G es una gráfica y u, v E V(G), se llama uv-trayectoria en G, a una trayectoria 
con puntos extremos u y v, diferentes. En una uv-trayectoria en una digráfica, u será 
el vértice inicial y v el vértice final de la misma, en este caso se asume que las trayectorias 
son dirigidas. Análogamente si X, Y e V(G) una XY-trayectoria es una :ry-trayectoria 
donde :r E X y y E Y. 

La longitud de una trayectoria T, se define como el número de aristas en ella y 
se denota por l(T). 

Dos trayectorias son disjuntas (o ajenas), o mutuamente disjuntas (o ajenas) si no 
tienen puntos en común y son internamente disjuntas o independientes, si sus únicos puntos 
comunes son los extremos, es decir, el primero y el último. Se dice que son disjuntas en 
aristas si no tienen aristas en común. Un conjunto S de vértices de una gráfica G, es 
un uv - separador si toda uv-trayectoria en G contiene un punto de S, un ut1-separador es 
estricto si no contiene ni a u ni a v. De manera semejante, un XY-separador es un conjunto 
de vértices que intersecta toda XY-trayectoria en la gráfica. Un XY-separador es estricto 

si no contiene ningún vértice de X U Y. 

Una gráfica G es conexa si para todo par de vértices u, v E V(G) existe un 
camino en G que los tiene como extremos. Una componente conexa de una gráfica es una 
subgráfica conexa, maximal de G. Al conjunto de componentes conexas de una gráfica G, 

se le denota por C(G). Se dice que una componente conexa es trivial si contiene solamente 
un punto. 

Dado un número real "'· rxl denota al menor entero mayor o igual que X y L:rJ 
representa a la parle eutera de r, es decir, al mayor entero menor o igual que x. 
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L2. EL TEOREMA DE MENGER 

Con la intención de hacer una presentación lo mas completa posible, se incluyen 

en esta sección, algunos resultados que son antecedentes del problema que se estudia 

en este trabajo. 

Teorema de Menger 1.2.1. 

Sean D una digráfica y u, v E V(D) dos vértices tales que la flecha (u, v) no pertenezca 

a la digráfica. Si todo separador estricto en D tiene al menos h elementos, ento1lces 

D contiene h uv-trayectorias internamente disjuntas por pares. 

A continuación se da una forma equivalente de éste teorema, en la cual se 

analiza la misma relación trayectorias - conjuntos separadores, pero se han considerado 

AB-trayectorias donde A y B son conjuntos de vértices de la digráfica. 

Teorema de Menger 1.2.2. 

Sean D una digráfica y A,B e \!(D) dos conjuntos de vértices de la digráfica. Si todo 

AB-separador en D tiene al menos h elementos, entonces D contiene h AB-trayectorias 

mutuamente ajenas. 

Antes de demostrar la validez de estos resultados, se probará que las dos ver­

siones anteriores son equivalentes. Se incluye una demostración tomada de [7] 

Supóngase que se cumple el Teorema 1.2.2, y que se tienen una digráfica D y 

dos puntos u,v E l'(D) que satisfacen las hipótesis del Teorema 1.2.1. 

Sean: 

A= N+(u,D), 

y D' la gráfica inducida por los vértices de D menos {u,v}. 
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A B 

(}·· 
Figura 1.2.1. 

Un AH-separador en D' es, claramente un uv-separador estricto en D, y 
viceversa. Además toda AH-trayectoria en n' puede completarse a una uv-trayectoria 
en D y obviamente, si dos AH-trayectorias son disjuntas, las uv-trayectorias obtenidas 
extendiendo éstas, son internamente disjuntas en D. Véase la Figura 1.2.1. 

Aplicando el Teorema 1.2.2, se sabe que hay h AH-trayectorias disjuntas por 
pares en n'. De acuerdo con las observaciones anteriores, estas h trayectorias dan 
origen a h uv-trayectorias internamente disjuntas en D y es claro que este sistema de 
uv-trayectorias es máximo en D con lo que se tiene que se cumple el Teorema 1.2.1. 

Ahora se supone que se cumple el Teorema 1.2.1 y se tiene una digráfica D, y 
dos conjuntos de vértices A, Be V(D). 

Sea n' la di gráfica cuyos vértices son V ( D) u {u, v}, y en la cual se respetan 
las adyacencias de D y se añaden las flechas que unen el vértice u a cada punto de 
A y las que van de cada vértice de H al punto v, como se muestra en la figura 1.2.2. 

G 

Figura 1.2.2. 

Todo uv separador estricto en D' es un AB separador en D y viceversa. 
Además toda AH-trayectoria en D se puede extender a una uv-trayectoria en n' sim­
plemente añadiendo las flechas que van del vértice u al primer vértice de la trayectoria 
y de la misma manera, la flecha que va del último punto de la trayectoria al vértice v. 
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Es claro que si dos uv-trayectorias son internamente 'disjuntas en D', las AR­

trayectorias obtenidas al restringir éstas a D, serán disjuntas y viceversa. Aplicando 
el Teorema 1.2.1 se tiene que hay er1 D'; ;h úv-trayeetorias internamente disjuntas que 
corresponden a h AR-trayect~rias disjuntas por pares en D, con lo que se tiene que 

se cumple el Teorema 1.2.2. 

o 

Habiendo probado la equivalencia de los teoremas 1 y 2, se incluye ahora una 

demostración de la segunda versión, tomada de [7] y debida a Pym. 

A lo largo de este capítulo, dada una trayectoria T y.dos vértices en ella, a 

y b, se denota por T[a, b] a la subtrayectoria de T que inicia en .. a Y. termina en b. 

Demostración : 

Sea S un conjunto AR-separador en D con cardinalidad mínima, sea n = JSJ. La prueba 
es por inducción sobre el peso de la digráfica, definido como 7r(D)= JV(D)I + JF(D)I. 

Si 7r(D) = l, la única posibilidad es que JV(D)J = 1, F(D) =O y en este caso el 
resultado se cumple trivialmente. 

Supongamos ahora que el resultado ha sido probado cuando 7r(D) < k y sea D 

tal que 7r(D) = k. Dos casos son posibles: 

I) Existe un AR-separador Z f. A, R con JZI = n. 

Sea D~z la subdigráfica de D que es unión de todas las AZ-trayectorias, cuyo 
conjunto de vértices internos queda totalmente contenido en la componente 
conexa de A, en D - Z, a estas trayectorias se les llamará, AZ-trayectorias 

directas en D. Defínase DAz de modo que : 

V(DAzl = V(D~z)UAU Z, F(DAz) = F(D~z). 

Análogamente (dualmente) sea D~8 la subdigráfica de D que es unión de 

todas las ZB-trayectorias cuyo conjunto de vértices internos queda totalmente 

contenido en la componente conexa de B, en D - Z, a estas trayectorias se 
les llamará, ZB-trayectorias directas en D. Igual que antes, se define Dza 

de manera que : 

V(DzB) = V(D~B)UZUR, F(DzB) = F(D~Bl· 
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Como IHl;o:IZI y H¡,z, H-Z¡,0. Sea beH-Z. Seprobaráque b~V(DAz) se 
tendría be A-Z o bien b sería punto interior de alguna AZ-trayectoria directa 
en D. En ambos casos Z no sería AH-separador en D. Luego 1r(DzB) < k. 

Si S es un AZ-separador en DAz,S es un AH-separador en D, pues cada 
AH-trayectoria en D pasa por z y contiene por lo tanto a una AZ-trayectoria 
directa la cual por estar contenida en DAz debe pasar por S. Se sigue que 
ISI ;o: n. Aplicando la hipótesis de inducción, DAz contiene n AZ-trayectorias 
mutuamente ajenas T1 , . ., Tn que terminan en z1 , • ., Zn respectivamente, las 
cuales podemos suponer directas. 

Dualmente DzB contiene n ZH-trayectorias directas mutuamente ajenas 
r; ,.., T~ las cuales se inician en : 1 ,.., zn respectivamente. Figura 1.2.3. 

A 

Se tiene: 

z 

Figura 1.2.3. 

V(T¡) n V(Tj) = { ~. ., 
si i ¡, j, 
si i = i, 

pues si se tuviera w E V(T¡) n V(T;) con w ~ Z yuxtaponiendo T;(a¡, wJ y 
T;(w,b;]. donde a¡ es el origen de T; y b; es el final de T;. se obtendría 
una AH-trayectoria en D que elude a Z lo cual es imposible ya que Z es 
un AH-separador. 

T1 U r;, T2 U T~, . ., T,. U T~ forman un haz de n AH-trayectorias mutuamente 
disjuntas en D. 

II) Si Z es un AH-separador tal que IZI = n entonces Z =A ó H. 

Podemos suponer, por dualidad, que IAI::; IHI. Sea Z un AH-separador en D 

tal que IZI = n. Sabemos que Z =A o Z = H. Como A es un AH-separador 
y IAI ::; IZI = n, se tiene IAI = n. Si A C H, los n vértices de A, son las 
n trayectorias buscadas. Si A rt. H probaremos primero que existe una flecha 
ax en D con aEA-H y sea A 1 =;1-a. Como IAil=n-1, A 1 no separa 
A de H en D. Luego existe una AH-trayectoria en D - A 1• Como a~ B, 

8. 



dicha trayectoria usa una flecha ax con x E A. Sea D 1 = D - ax. Nótese 
que 11'(D¡) = 11'(D) - 1 < k. Sea W un AB-separador en D 1 de cardinalidad 
mínima. Si IWI = n, D1 contiene n AB-trayectorias mutuamente disjuntas y 
por lo tanto D también. 

Si IWI < n tanto W U {a} como W U {x} son AB-separadores en D con 
cardinalidad menor o igual a n lo cual implica que ambos tienen cardinalidad 
n y cada uno de ellos debe coincidir por lo tanto con A o B. Se sigue que 
A=WU{a} y B=WU{x} yaque a~B y x~A. LasnAB-trayectorias 
buscadas consisten en los n - 1 vértices de W y la flecha ux con lo cual se 
concluye la demostración. 
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CAPITULO II 



TEOREMAS MENGERIANOS PARA TRAYECTORIAS LARGAS 

EN DIGRAFICAS 

En este capítulo se inicia la exposición de los resultados que se conocen sobre 

el problema de trayectorias largas, mencionado en la introducción, que es el problema 

central de esta tesis. Considere la siguiente definición: 

Sea D una digráfica, S e V(D) y u, v E V(D) - S, para n <! 2 , se escribe 

{u, S, v)i) si y sólo si toda uv-trayectoria de longitud mayor o igual que n , tiene al 

menos un vértice en S. 

El problema en cuestión, puede enunciarse formalmente como sigue: 

Dados una digráfica D, un número n <! 2 y un par de puntos u, v e V(D) ¿ Qué 

relación existe entre el número máximo de uv-trayectorias internamente disjuntas, de 

longitud al menos n en D y la cardinalidad mínima, h de un conjunto, S que 

intersecta a todas estas trayectorias? 

Claramente se tiene que para n = 2, el Teorema de Menger proporciona la 

respuesta a esta pregunta. Utilizando la notación definida arriba, se sabe por el Teorema 

de Menger que una digráfica D tiene h uv-trayectorias disjuntas, si y sólo si el conjunto 

mas pequei10, S ~ V(D)- {u,v} tal que (u,S,1•)'b. tiene cardinalidad /S/ =h. 

Para n <! 3 esta relación no siempre se satisface. Considere la dignifica re­

presentada en la figura 2.1, donde n = 3. Cualquier subconjunto de al menos 2 vértices 

de {1, 2, 3}, corresponde a una uv-trayectoria de longitud al menos 3, en la digráfica. 

Dado que /V(D) - {u,v}/ = 3 y cada trayectoria de longitud al menos 3 tiene por lo 

menos dos vértices internos, no existen en D, 2 uv-trayectorias internamente disjuntas, 

de longitud mayor o igual que 3. Por otra parte, para que un conjunto S ~ V(D)-{u, v) 

intersecte toda uv-trayectoria de longitud al menos 3 en D, es necesario incluir en S 

al menos 2 vértices de V(D) - {u, v). De acuerdo con lo anterior, se tiene que en esta 

digráfica el número máximo de uv-trayectorias internamente disjuntas y de longitud 

mayor o igual que 3 es 1, mientras que la cardinalidad de un conjunto S que satisface 

(u, S, v)'!J, es al menos 2. 
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u 1 2 3 y 

Figura 2.1. 

El siguiente teorema proporciona una cota inferior para el número máximo de 
trayectorias internamente disjuntas, de longitud al menos n, en una digráfica D, en 
términos del tamaño de los conjuntos de vértices, S tales que (u, S, v)jl¡. 

Teorema 2.1. 

Sean D una digráfica, u,v E V(D) y n?. 2. Si todo conjunto S ~ V(D)- {u,v} tal 

que (u, S, v)jl¡ satisface ISI?. /1, entonces existen [ (Jnh-s) l uv-trayectorias internamente 
disjuntas en D , de longitud al menos n. 

•' 
Demostración. 

Sea t el número má.xirno de uv-trayectorias internamente disjuntas de longitud al 
menos n, y T= {T1 ,T2 , .. ,T1} un conjunto de dichas trayectorias, elegido de tal forma 

que l(T1 ) + f{T2 ) + .. + C{Ti) torna el valor mínimo posible. 

Sea P1 el conjunto formado por los primeros n - 2 puntos interiores de T; y 
Q¡ el conjunto formado por los últimos n - 2 puntos interiores de T;, se definen los 

t t 
conjuntos P = U P; y Q = U Q¡. 

i=l i=l 

Sea {Ci.C2 , •• ,C1} una colección de uv-trayectorias que cumplen las siguientes 
condiciones: 

i) u es el punto inicial de C; i = 1, .. , t, 

ii) C¡ es la trayectoria trivial consistente en un único punto a¡ = u, o bien 
V(C;)nV{T1 U .. UT,)={u,a¡}, donde a¡ET¡-(P¡UQ¡U{u,v}) eselpuntofinal 

de C; i=l, .. ,t, 

iii) V(C;)nV(Cj)= {u} si if.j. 
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En la figura 2.2, se muestran l()s conjuntos P, .Y Q y las trayectorias C¡. 

Figura 2.2. 

Sea T; la subtrayectoria de T¡ que inicia en a¡_ y termina en v, y sea . T;' · 1a 

subtrayectoria de T; que inicia en u y termina en a¡. 

Es claro que si l(C¡) #O entonces t(C¡);:: n-1 pues de no ser asi, s;:isÚttiyendo 

T¡' por C¡ se obtiene una trayectoria T¡ de menor longitud que T¡ . con lo cÚal se 

contradice la minimalidad de l(T1 ) + t(T2 ) + .. + l(Tt). Observe la figura 2.3. 

C¡ 

T¡ 

Figura 2.3. 

Sea R¡ el conjunto formado por los primeros n - 2 puntos interiores de C;, 
t 

si l(C;) #O; o por el conjunto vacío, R¡ = 0, si l(C¡) =O. Se define R = U R¡. 
i=l 

Se puede suponer que las trayectorias {C1,C2 ,..,Ct} son tales que 

toma el valor mínimo posible. Si r es una uv-trayectoria en D de longitud al menos 

n, que no intersecta al conjunto Pu Q U R. entonces por la maximalidad de t, r 

intersecta a : 

(0 T¡)- {u,v}. 
•=1 
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Sea <> el primer punto de r que pertene_ce a 

~(W<i;C~i)~ t"·~}, 
•=1 ... •.< ··~ -

Observe que <> no puede ~erün ~~~t? de' T¡, pues de ser asi, al sustituir C¡ 

por la sección de r que va de --u -a.-a. -seol:i_tendría_unanueva colección de trayectorias 
C;, 1 :;; i:;; t para la cual t(T;) + l(T~¡·+,.:f;t(T;)• e~ menor. De aqui se sigue que: 

a.e v(Q~~;;y~;'))~i:tft,uh 
:--,e:~.-';~~__.,_~":""''~·;-~{<~--<--,,:;-- ,_ ' 

Sea A la colección de todos los co~ju17fC>s'fz;;:;:{:r:1,;.,:r:t} tales que: 

:r:; e T'; .... {Ü,~}.~I;;;Jif;~~k· 
t '_ - i "-:-_:: _,:,_: ,_ --, --- ------ _- - ---

es decir, Z es un conjunto de puntos de'-U V(T;r qtÍe'intersécta a-todas las trayectorias 
i=l.·_ _.',',_, - .. ;:_"_:_.··.-.. -.he:;·~··_.'·.->'.--~-:: . ·: 

mas allá de a¡, para cada i. Supóngase que t < f ~h .'q~s,ervE! que lmjo esta 
suposición, para cada conjunto Z e A se cumple que : -- -

JPUQ U RUZJ:;; t(n -2) + t(n-2) + t(n-2) + t = t(3n-5)<: h;:-' 

y como se sabe que (u, S, v)iJ implica que JSJ;::: h entonces debe existir una uv-trayeetoria 
r z de longitud al menos n que no intersecta a: 

PUQURUZ. 

t 
Por lo tanto r z intersecta U (C; UT¡) - {u,v} por primera vez en : 

i=l 

"z e v(LJcc;u1;'i)-cPuRJ. 
•=1 

Sea r~ la sub trayectoria de r z con punto inicial ªz y punto final v. 

Considere la subdigráfica Do de D definida como sigue: 

t 

Do= UCC;UT;)U LJ r~. 
i=t zea 

es decir, los vértices y flechas de Do son los de éstas trayectorias. Claramente toda 
uv-trayectoria en Do contiene a P; o R; para alguna i, de donde toda uv-trayectoria 
en Do tiene longitud al menos n. 

t 
Para separar u y v en U (C; u T¡) se necesitan al menos t puntos, mas aún, 

i=l 
todo separador Z en t puntos pertenece a A, véase la figura 2.4. 
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Figura 2.4. 

Pero dado que r~ e D0 , se sigue que Z no separa u y v en Do, pues sabemos 

que r z n z = 0 y por lo tanto (u, s, v)h. implica ISI ~ t + 1. 

Usando el Teorema de Menger en su versión original, se sabe que existen al 

menos t + 1 uv-trayectorias internamente disjuntas en Do, cada una de ellas de 

longitud al menos n, lo cual contradice la maximalidad de t y por lo tanto se obtiene 

que 

que es el resultado que se buscaba demostrar. 

o 

A continuación se enuncian teoremas que se refieren a algunas variaciones del 

problema de trayectorias largas y en cuyas demostraciones, se emplean las mismas 

técnicas utilizadas en la prueba de Teorema 2.1. 

Teorema 2.2. 

Sean Hi. H2 s:; V(G), n ~ 2 y Se V(D) tales que (H1, S, ll2 )'b implica ISI ~ h entonces 

existen íh/(3n - 2)1 H1 Hrtrayectorias disjuntas por pares y de longitud al menos n 

en D. 

Demostración : 

Sea t el máximo número de H1H2-trayectorias disjuntas por pares, de longitud 

al menos n y T = {T1, T2 ,..,Tt} un conjunto de dichas trayectorias elegido de tal forma 

que l(T1 ) + C(T2 ) + .. + l(T¡), toma el valor mínimo posible. 
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Para cada trayectoria T;, 1 ~ i ~ t sean u; el punto inicial y v; el final, P; 

el conjunto formado por los primeros n - 1 puntos de T; y Q¡ el conjunto formado 
t t 

por los últimos n - 1 puntos de T¡. Se definen: P = U P; y Q = U Q¡. 
i=l i=l 

Observe que en la demostración anterior no se incluye, en la definición de los 

conjuntos P; y Q;, a los puntos u y v, mientras que en este caso los puntos extremos 

de las trayectoria T¡, son incluidos en estos conjuntos. El cambio se debe a que en 

este caso, se consideran trayectorias disjuntas por pares y ~onjuntos separadores no 

necesariamente estrictos mientras que en el teorema anterior, se trataba de trayectorias 

internamente disjuntas y separadores estrictos. 

Sea { C1 , C2 , •. , Ct} una colección de trayectorias que cumplen las siguientes condiciones: 

i) b; E H 1 es el punto inicial de C; i = !, .. ,t, 

ii) C; es la trayectoria trivial consistente en un único punto b; =u; E H 1 , o 

V(C;)nV(T1 u .. UTt) ={a;}, donde a¡ E T;-(P;UQ;U{u;,v;}) es el punto final 

de C; i= l, .. ,t, 

iii) V(C¡) n V(C;) = 0 si ; i- j. 

Figura 2.5. 

Como se ilustra en la figura 2.5, las trayectorias C; definidas para esta prueba, 

no inician en el punto inicial de la trayectoria T; correspondiente, pueden comenzar 

en cualquier vértice de H 1 que no sea vértice inicial de ninguna otra trayectoria T; 

o C;. Obsérvese que las trayectorias T; y C;, sólo pueden intersectarse en el último 

punto. 

Sea r; la subtrayectoria de T; que inicia en a; y termina en v;, y sea r;' la 

subtrayectoria de T¡ que inicia en b; y termina en a;. 

Nótese que si C(C¡) 1' O entonces C(C;);::: 11 - 1 pues de no ser asi, susti~uyendo T;' 

por C; se contradice la minimalidad de: t(T1 ) +t(T2 ) + .. +l(Tt). 
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y 
Sea 

R;=0 
R¡ el conjunto formado por los p:rimeros n -1 puntos de C; si l(C;)f O 

si l(C¡) =O. Se define: 

.. 1 --

R=U!li· 
i=l -

De la misma manera como se hizo para P¡ y Q;, en la definición de estos 
conjuntos R¡, se incluye a los vértices iniciales de cada trayectoria C¡. 

Puede suponerse que {C1, C2, •• ,C1} son tales que l(T;)+l(T;)+ .. + l(T;), toma 
el valor mínimo posible. Si r es_una H1H2-trayectoria en D de longitud al menos 
n, que no intersecta al conjunto Pu Q u R, entonces por la maximalidad de t, r 
intersecta a : 

Sea a el primer punto de . r que pertenece a 

v(0(C¡UT¡)), 
•=1 

entonces : 

pues de no ser asi, al sustituir C; donde i es tal que a e V(T¡), por la subtrayectoria de 
r que va de H1 a a¡, se tendría un sistema de trayectorias C; con las características 
deseadas y un valor menor para l(T;)+l(T;)+ .. +l(T;) que se había supuesto mímimo 
posible. 

Sea !:J. la colección de todos los conjuntos de puntos Z = {x1, •. , x1} tales 
que: 

es decir, Z 

t<[~l· 
que: 

x¡ET.~ 1 i::l, .. ,t, 

intersecta a todas las trayectorias, mas allá de a¡. 
Observe que bajo esta suposición para todo conjunto 

Supóngase que 
Z e D. se cumple 

IPU QU RUZI ::=; t(n- l)+t(n-1)+ t(n- l)+t = t(3n-2) < h, 

y como se sabe que (H1, S, H2 )'b implica que ISI ;;: h entonces debe existir una H1Hr 

trayectoria r z de longitud al menos n que no intersecta a: 

PUQU RUZ. 
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Sean u z y v z los puntos inicial y final de r z, se sabe que 

por primera vez en : 

Sea r~ la subtrayectoria de r z con 

Considérese la siguiente subdigráfica de D: 

i=l 

t 
r z intersecta LJ (C¡ U T¡) 

i=l 

toda H 1H 2 - trayectoria en Do contiene, a P; o a·· R; para alguna i, de donde 
toda H 1H 2- trayectoria en Do tiene longitud al menos n. 

t 
Para separar H 1 y H2 en LJ(C¡UT¡) se necesitan al menos t puntos, mas aún, 

i=l 
todo separador Z en t puntos pertenece a ~. 

Dado que r~ e Do se sigue que Z no separa 111 y H2 en Do, pues sabemos que 
r z n z = 0 y por lo tanto (111 , s. H2J1. implica ISI;:: t + 1. 

Usando el Teorema de Menger tenemos que existen al menos t + 1 l/1Ji2-
trayectorias internamente disjuntas en Do, cada una de ellas de longitud al menos n, 

lo cual contradice la maximalidad ele t y se concluye la demostración. 

o 

Sea D una digráfica y 111, 112 e V(D) dos conjuntos de vértices de ésta. Una 
H 1H 2-pseudotrayectoria es o bien una H1Hrtrayectoria o un ciclo dirigido con un único 
punto en 111 u112 y el resto en V(D) - (11 1 u H2). 

Vía esta definición, se puede enunciar el siguiente teorema que proporciona una 
cota para el número máximo de 1/1 llrpseudotrayectorias idsjuntas de longitud al menos 
n en una digráfica, en función de la cardinalidad mínima de un conjunto que intersecta 
todas las H 11!2-pseudotrayectorias de longitud al menos n, en D. 

Teorema 2.3. 

Sean n ;:: 2 y D una digráfica que cumple con la siguiente propiedad : 

Para todo Se l'(D)- {111 UH2} que intersecta cada 1111/rpseudo trayectoria 
de longitud al menos n, se tiene que ISI ;:: h. Entonces D tiene íh/(3n - 5)1 H 1Hr 

pseudotrayectorias internamente disjuntas de longitud al menos n. 
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Demostración: 

Sea t el máximo número de H1H2-pseudotrayectorias disjuntas por pares, de longitud 

al menos n y T= {T1,T2 , •• ,Tt} un conjunto de dichas pseudotrayectorias, elegido de 

tal forma que l(T1 ) + l(T2 ) + .. + l(T1), toma el mínimo valor posible. 

Para cada pseudotrayectoria T¡ sean u¡ el punto inicial y v¡ el final. Note 

que u¡ puede ser igual a v¡ si T¡ es un ciclo y u¡= V(T¡) n (H1 U H 2). 

Sea P; el conjunto formado por los primeros n - 2 puntos internos de T; y 

Q; el conjunto formado por los últimos n - 2 puntos interiores de T¡, se definen: 
t t 

P = LJ P; y Q = LJ Q¡. 
i=l i=l 

Sea {C1, C2 , • .,C.} una colección de trayectorias que cumplen las siguientes condiciones: 

i) b; E {H1 u H2 } es el punto inicial de C¡ i = l, .. ,t. Si T; es un ciclo con 

un vértice en H2, la trayectoria C; correspondiente puede comenzar en un 

vértice de H2 , pero sólo en este caso una C; iniciará en H2 • 

ii) C; es la trayectoria trivial consistente en un único punto, a¡= u; E {H1UH2}, 

o V{C;)nV(T1U .. UTt)!:;{u;,a;}, donde a;ET;-(P;UQ;U{u¡,v¡}) eselpunto 

final de C; i = !, .. ,t. 

iii) V(C¡) n V(C;) !:; {u;, u;} si i #- j. Es decir las trayectorias C; sólo pueden 

intersectarse en el punto inicial. Recuerde que en este caso, las pseudotrayec-

torias T¡, son ajenas por pares. 

En la figura 2.6, se muestran las trayectorias C; y los conjuntos P y Q. 
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u¡ a¡ 

b¡ 

C¡ 

Figura 2.0. 

Sea r; la subtrayectoria de T; que inicia en a¡ y termina en v;, y sea 
subtrayectoria de T¡ que inicia en 11¡ y termina en a¡. 

r.!' . 
Nótese que si C(C;) t O entonces C(C;);::: n - 1 pues de no ser asi, sustituyendo 
por C; se contradice la minimalidad de: C(T1 ) + t(T2 ) + .. + l(1J). 

Sea 
si l(C;) t O 

R; el conjunto formado por los primeros n - 2 puntos interiores de 
y R; = 0 si l(C;) =O. Se define: 

t 

R=LJR;. 
i=I 

la 

T~' . 
C; 

Se puede suponer que {C1,C2,..,Ct) son tales que l(T;) + ccr;¡ + .. + l(T;), toma el 
valor mínimo posible. Si r es una H1H2-pseudotrayectoria en D de longitud al menos 
n, que no intersecta al conjunto PU Q U R, entonces por la maximalidad de t, r 

intersecta a : 

Sea o el primer punto de r que pertenece a 

entonces 

<>E v(LJ(C¡UT;'))-(PUR), 
1=1 

pues de no ser asi, al sustituir C;, donde i es tal que a E V(T¡), por la subtrayectoria de 
r que va de H 1 a a, se tendría un sistema de trayectorias C; con las características 
deseadas y un valor menor para l(T;)+l(T;)+ .. +t(T;), que se había supuesto mímimo 
posible. 
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Sea t. la colección de todos los conjuntos Z = {:r:i. .. ,:r:t} tales que: 

Xi ET; - {u¡, v¡}, i = 11 •• ,t, 

es decir, Z intersecta a todas las pseudotrayectorias mas allá de a¡. Supóngase que 
t < r *-5] . Bajo esta suposición se tinene, una vez mas, que para todo conjunto Z E t. 
se cumple que : 

IPU Q U RUZI:;; t(n-2) +t(n- 2)+t(n-2)+t = t(3n - 5) < h, 

y como se sabe que (H1,S,H2)'b implica que ISI ·~ h entonces debe existir una H1H2-

pseudotrayectoria r z de longitud .al menos n que no intersecta a: 

Sean uz y uz los puntos inicial 

por primera vez en : 

t 
LJ(C¡UT¡) 

·--i=l 

Sea r~ la subtrayectoria de r z con punto inicial <>z y punto final 

Vz E {H1 U H2}. 

Considérese la siguiente subdigráfica de D : 

t 

Do= LJ(C¡UT¡)U u r~. 
•=t zea 

toda H1H2-pseudotrayectoria en Do contiene, a P; o a R; para alguna i, de 
donde toda JI1Hrpseudotrayectoria en Do tiene longitud al menos n. 

t 
Para separar H 1 y H2 en U (C; UT¡) se necesitan al menos t puntos, mas aún, 

i=l 
todo separador Z en t puntos pertenece a t.. 

Dado que r~ e Do se sigue que Z no separa H1 y H 2 en D0 , pues sabemos 

que r z n z = 0 y por lo tanto (/f¡,S, H2)bo implica ISI;:: t + !. 
Usando el Teorema de Menger tenemos que existen al menos t + 1 H 1Hr 

pseudotrayectorias internamente disjuntas en Do, cada una de ellas de longitud al 
menos n, lo cual contradice la maximalidad de t. 
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La utilización del concepto de pseudotrayectoria permite considerar ciclos di­
rigidos además de trayectorias. El siguiente corolario es una aplicación del resultado 

anterior para pseudotrayectorias, obteniendo un resultado sobre ciclos dirigidos que se 

intersectan en un sólo punto. 

Corolario 2.1. 

Sean D una digráfica y v0 E V(D) tales que se satisface la siguiente propiedad : 

para todo Se V(D)-{v0 } que intersecta cada ciclo dirigido de longitud al menos 

n, se cumple que ISI ~ h. Entonces D tiene r ~ l ciclos dirigidos de longitud al 

menos n cuya intersección por pares es v0 • 

Demostración. 

Torne H1 = H2 = {vo}, todo ciclo dirigido de longitud al menos n que incluye a 1•0 , 

es una H 1H 2-pseudotrayectoria y viveversa. Aplicando el teorema anterior se sigue el 

resultado. 

o 

A continuación se enuncia la versión para flechas del Teorema 2.1, es decir, las 

trayectorias consideradas son disjuntas en flechas y los conjuntos separadores de que 

se habla son conjuntos de flechas. Con la siguiente definición se hereda la notación que 

se ha utilizado hasta el momento, para esta variación del problema. 

Sea D una digráfica, u, v E V(D) y sea S e E(D) un conjunto de flechas en D. 

Escribimos (u,S,v)'./J n ~ 2 si y sólo si toda uv-trayectoria de longitud mayor o igual 

que n en D, tiene una flecha en S. 

Teorema 2.4. 

Sea n ~ 2, si se E(D) y (u, s, v)'.b implica ISI ~ }¡ entonces existen r 3n:21 uv- trayec­
torias disjuntas en flechas y de longitud al menos n en D. 

Demostración. 

Sea t el número máximo de uv-trayectorias disjuntas en flechas, de longitud al menos 

n, y T = {T1 , T2 , •• , T,} un conjunto de tales trayectorias, elegido de tal forma que 

l(T1 ) +l(T2 ) + .. + l(T<) torna el valor mínimo posible. 
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Sea P; el conjunto formado por las primeras n - l flechas de T¡ y Q¡ 

el conjunto formado por las últimas n - l flechas de T¡, se definen los conjuntos 
t t - -

P = LJ P¡ Y Q = LJ Q¡. 
i=l i=l 

Sea {C1 , C2 , .. ,Ct} una colección de uv-trayectorias que cumplen las siguientes 
condiciones: 

i) u es el punto inicial de C¡ i = 1, ;,,.t, 

ii) C¡ es la trayectoria trivial consistente. en un único punto a¡ = u, o 
V(C¡) n V(T1 u .. u Tt) = {u,a;}, donde ai e.i; .-·{ü;v} es el punto final de 
C¡ i = l, .. ,t y a¡ no es.vértice inte~ior.de las.Jll.bt~ayectori~ definidas por 
P¡ y Q¡. 

iii) A(C¡) n A(C;) = 0 si i "j. 
En la figura 2,7, s.e pueden ver las trayectorias C; y los conjuntos Py Q. 

Figura 2.7. 

Sea T; la subtrayectoria de T¡ que inicia en a¡ y termina en v, y sea 
T;' la subtrayectoria de T¡ que inicia en u y termina en a¡. 

Es claro que si l(C¡) ,¡O entonces l(C¡);::: n-1 pues de no ser asi, sustituyendo 
T;' por C¡ se obtiene una trayectoria i; de menor longitud que T¡ con lo cual se 
contradice la minimalidad de l(T1 ) + C(T2 ) + .. + l(Tt). 

Sea R; el conjunto formado por las primeras n - l flechas de C; si C(C¡) fe O 

y R;=0 si ' l(C¡) =o. Se define R = U R;. 
i=l 

Nuevamente se puede suponer que las trayectorias 
l(T;) + C(T;) + .. + C(T;) toma el valor mínimo posible. Si 
D de longitud al menos n que no intersecta al conjunto 
maximalidad de t, se sabe que r intersccta a : 

{C1,C2 , .. ,Ct} son tales que 
r es una uv-trayectoria en 
Pu Q u R, entonces por la 
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Sea "' la primera flecha dEl - r que pertenece a 

A(Ú(C; ~ T¡)} 
,_ •=1 ·,,,,··:- ·:: 

al igual que en las ci!lmostra:~ione~ a.D.ferióre~;se sabe quEl : 

-,Q:EA (8ca/S1'1)• ~:i~BR),', __ 
' :..c. ~-,: ·. 

pues de no ser asi, al sustituir la tl:ayectciria C; cciri fYtal_qÚe § eT;; ¡>orla sección de 
r que va de u a "'· se tendría un sistema dEl trayecfoda5 a¡; ~~n las c~acterísticas 
deseadas y un valor menor para l(T{) + l(T;) _j: .• + t(T;{z qui! sehabÍa supuésto mímimo 
posible. - - -- __ ,, __ ,:-:::: :';:- · _ ,·:._. 

Sea A la colección de todos los conjuntos de ~ec~~ - -- Z ,,; {z1, .. ;;i} tales 
que: 

x¡eT'¡, i=l, .. ,t, 

es decir, Z intersecta a todas las trayectorias mas allá de a¡ . Supóngase que t < 
f ~ l · Observe que bajo esta suposición para todo conjunto Z E A se cumple que : 

IPUQU RUZI :5 l(n -2) + l(n -2)+t(n -2) + t = t(3n -2) < h, 

y como se sabe que (u, S, v)v implica que ISI ;::: h entonces debe existir una u u-trayectoria 
r z de longitud al menos n, que no intersecta a: 

PUQURUZ. 

t 
Por lo tanto r z intersecta U (C¡ U T¡) por primera vez en : 

i=l 

"'z E A(~(C¡ u1;'i)-(PUR). 

Sea r~ la subtrayectoria de r z que inicia con la flecha o z y tiene punto 
final en v. Sea Do la subdigráfica de D definida como la unión de las siguientes 
trayectorias: 

t 

Do= LJCC;UT¡)U u r~. 
i=t ZEA 

es decir, los vértices y flechas de Do son los de éstas trayectorias. Claramente toda 
uv-trayectoria en Do contiene a P; o R; para alguna i , de donde toda uv-trayectoria 
en Do tiene longitud al menos n. 

t 
Para separar u y v en U (C; UT¡) se necesitan al menos t flechas, mas aún, 

i=t 
todo separador Z en t flechas pertenece a A. Observe la figura 2.8. 
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z 

figura 2.8. 

dado que r~ e Do se sigue que Z no separa u y v en D0 , pues sabemos que r z n Z = 0 

y por lo tanto (u,S,v)'b. implica ISI 2: t +l. 

Usando el Teorema de Menger tenemos que existen al menos t+I uv~trayectorias 

disjuntas en flechas en D0 , cada una de ellas de longitud al menos n, lo cual contradice 

la maximalidad de t. 

D 

El siguiente resultado es un teorema de tipo Menger pero diferente a los que se 

han presentado hasta el momento. En este caso se considera un conjunto distinguido 

de flechas y se quiere encontrar la relación entre el número máximo de uv-trayectorias 

internamente disjuntas, que contienen al menos k flechas de este conjunto distinguido 

y la cardinalidad de un conjunto separador de vértices. Para enunciar formalmente el 

resultado, se introducen a continuación algunos conceptos. 

Sean D una digráfica, u, v e V(D), IV e;; A(D) y k un número entero, a una 

uv-trayectoria que contiene al menos k flechas de W se le llama (k, IV)-trayectoria en 

D. Si ScV(D)-{u,v), seescribe <u,S,t»~·"'l cuandotoda(k,W)-trayectoriaen D 

contiene al menos un punto en S. 

Se definen: 

d=maz{C(T)/T esuna u,u-trayectoriaenD} y 

i = maz{C(T) / T es una u,v'- trayectoria en D-W). 
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Teorema 2.5. 

Si (u,S, v)~'IV) implica ISI;:: h, entonces existenfh/ri.l (k~ W)- trayectorias internamente 
disjuntas en D donde: 

Demostración. 

La prueba es una aplicación directa del Teorema 2.1 y se divide en dos casos : 

a) k = l. 

En éste caso se transforma la digráfica de tal manera que toda 'uu-trayectoria 
con al menos una flecha de W en D, tenga longitud mayor o igual que un 
número dado y al mismo tiempo toda trayectoria, en la digráfica transformada, 
cuya longitud satisface esta cota, contenga al menos una flecha de IV. En estas 
condiciones, el teorema 2.1 completa la demostración. 

Sea n =a'+ 1, por la definición de a' es claro que las únicas uv-trayectorias de 
longitud al menos n en D, son aquellas que contienen al menos una flecha de 

w. 
Observe que en D puede haber uv-trayectorias totalmente contenidas en W, 

estas trayectorias, no son necesariamente de longitud al menos d' + 1, pero 
subdividiendo cada flecha de IV, al introducir d' vértices nuevos en cada flecha, 
se obtiene una digráfica en la que cada {k, IV)-trayectoria de la digráfica original, 
corresponde a una trayectoria cuya longitud es al menos a' + 1 en la nueva 
digráfica. 

Aplicando el teorema 2.1 sobre la nueva digráfica, se tiene que D tiene 

r 3/-2 l · 
uv-trayectorias internamente disjuntas, con lo que se tiene el resultado, 

b) k;:: 2. 

Se procede en forma análoga n como se hizo en el caso anterior, introduciendo 
d - 1 nuevos vértices en cada flecha de W. En la digráfica obtenida al hacer 
esta subdivisión, toda uv-trayectoria que contenga al menos k flechas de W 

debe tener longitud al menos n = kd, mas aún, por la definición de d es claro 
que toda uv-trayectoria de longitud al menos 11 en la nueva digráfica, deberá 
contener al menos k flechas de 1 V. De la misma manera como se hizo en 
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el caso anterior, se aplica ahora' el Teorema 2.1 con n = kcJ y se tiene que la 

nueva digráfica contiene 

h 
3d-5' 

uv-trayectorias de longitud al menos kd y por lo tanto D contiene este mismo 

número de (k, W)-trayectorias con lo que se concluye la prueba del teorema. 

D 

Hasta este momento se han presentado cotas inferiores para el número máximo 

de trayectorias disjuntas, de longitud al menos n en una digráfica. Si se le llama 
an(D, u, v) al número máximo de uv-trayectorias internamente disjuntas, de longitud al 
menos n en D y an(/•) al mínimo valor de an(D,u,v) sobre todas las ternas (D,u,v) 

donde D es una digráfica y u, v E V(D), se ha probado que si (u, S, v)jj implica 

JSJ ;::: h, entonces: 

es decir que en cualquier digráfica D, se puede garantizar la existencia de un sistema 

de al menos í 3 nh_s l uv-trayectorias independientes de longitud al menos n. En [6], L. 

Montejano y V. Neumann-Lara encontraron una cota superior para an(h), a saber : 

an(/•) :5 r-h-1 · n-1 

Observe que basta probar que existen una digráfica D, y un par de puntos 

u, V E V(D) para los cuales, an(D, u, v) :5 r n~11 · Para tal efecto se introducen los 
siguientes conceptos : 

Sean D una digráfica y u, v E V(D). Se definen : 

hn(D,u,v)=mín{ ISl/SCV(D)-{u,v} y (u,S,v)jj}, 

y Vn como la colección de ternas (D, u, v) donde D es una digráfica, u, v E V(D) y 

D no contiene 2 uv-trayectorias internamente disjuntas, de longitud al menos n, pero 

si contiene una de tales trayectorias. Sean hn = máx {hn(D, u, v) / (D, u, v) E Vn} y 
(Dn,u,v)EVn talque: 

hn(D, u, v) = hn. 

Se puede probar que : 
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pues si 

digamos 

an(h) :5 r 1~;. l · 
Dn(h) es la digráfica obtenida al tomar la unión de f f.-1 copias de 

D~ 1 :5 i :5 r f.-l • con 

V(D~) n V(D~) ={u, v}, 
•• ·.':,'."' ">" : • 

entonces (u, s, v)íJ.(h) implica ISI ~ h y Í f.-1 es el número máximo de uv­

trayectorias de longitud al menos n, internamente disjuntas en. Dn(h). · 

Por otro lado, sea íln la digráfica con nodos {u = O, 1, 2, . ., 2n - 3, 2n -· 2 = v} y 

flechas (i,j) para O :5 i < j :5 2n - 2, véase la figura 2.9. 

Figura 2.9. La gráfica íl.1 

Claramente (íln, u, v) e Dn pues cualquier trayectoria de longitud mayor o igual que n 

tiene al menos n - J puntos interiores. Como en íln sólo hay 2n - 2 vértices diferentes 

de u y v, no es posible encontrar mas de una uv-trayectoria sin que se intersecten. Se 

obtiene que lin(íln, u, v) = n - 1 pues cualquier conjunto de n - 1 puntos de íln - {u, v} 

da origen a una uv-trayectoria y por lo tanto es necesario eliminar al menos n - 1 

puntos para bloquear toda colección de vértices que genere una trayectoria de longitud 

mayor o igual que n, de aqui que l•n ~ n - J. 

De esta forma, como: 

y n-1 :5hn, 

se obtiene que: 
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La definición de hn permite acotar el número an(h) y por supuesto, determinar 
el valor exacto de hn proporciona información valiosa sobre an(h). 

Las cotas anteriores también son válidas para el caso de H1H2-trayectorias. 
Para ver esto se define la digráfica ñn con nodos {1,2,..,2n - 3} U H1 U H2 , con 
IH1I = IH2I = n -1 y flechas (i,j) para ::; i < j::; 2n -3. Se aumentan además las flechas 
que van de cada punto de H 1 a los vértices {l,2,..,2n-3} y las que van de los vértices 
{1, 2,..,2n - 3} a los puntos de H2• El conjunto H 1 U H2 es un conjunto independiente 
de vértices. Ver figura 2.10. 

Figura 2.10. La gráfica fl3. 

Utilizando los mismos argumentos que en el caso anterior se concluye que el 
máximo número de H1H2-trayectorias de longitud al menos n, disjuntas por pares en 
esta digráfica es 1 y cualquier conjunto que intersecte a todas estas trayectorias debe 
tener por lo menos n - 1 vértices. 

Note que esta misma digráfica, muestra que la cota obtenida es válida también 
para el caso de Il1J/rpseudotrayectorias. 
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CAPITULO III 



TRAYECTORIAS DE LONGITUD MAYOR 
O IGUAL QUE TRES 

Los resultados expuestos en el capítulo anterior, son los únicos que se conocen 
para el caso general, del problema de trayectorias largas en digráficas, de tal suerte que 
no se conocen aún, las mejores cotas para el número máximo de trayectorias largas, 
disjuntas en una digráfica. A lo largo de este capítulo, toda vez que se hable de 
trayectorias disjuntas, se entenderá que son disjuntas en vértices. 

A continuación, se presenta el trabajo de M. Hager, publicado en [2], el cual 
se restringe al caso n = 3, en gráficas no dirigidas. Los resultados se presentan en 
este capítulo, son los primeros resultados que se tuvieron para este caso y mejoran 
las cotas que se probaron en el capítulo anterior, para el caso general. Finalmente se 
enuncian dos conjeturas planteadas por M. Hager [2], y posteriormente demostradas 
por W. Mader en [3]. 

Antes de presentar los resultados principales de este capítulo, considere la sigu­
iente familia de gráficas: 

Dados n y t, sean S 1 , .. .,S,, t copias disjuntas de la gráfica K 2n_3 , Se construye 
la gráfica G, con vértices 

y aristas: 

t 

V(Gt) = {u,v} n íl V(S¡) 
i=l 

1 

{u.r,zv / z E V(G1)- {u,v}} U LJ E(S¡). 
i=l 

En esta gráfica existe un sistema de t uv-trayectorias internamente disjuntas, 
de longitud al menos n, y cualquier conjunto de vértices que intersecta toda uv­

trayectoria de longitud al menos n en G1, tiene cardinalidad al menos t(n - I). Note 
que cuando t = l, la gráfica G,, construida de esta forma, es isomorfa a la gráfica 
obtenida al ignorar la dirección de las flechas de la digráfica !1n, utilizada en el capítulo 
anterior para mostrar esta misma cota, en el caso de gráficas dirigidas. 

Se hacen, ah_ora las siguientes definiciones y observaciones, con la intención de 
hacer mas clara la exposición. 

Dada una trayectoria P, Pº denota al interior de P, es decir, las aristas y los 
vértices de P, con excepción de los extremos. 
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Sea M = {z E V(G) 1 {u, v} ~Na(:)}, el conjunto de vértices de G, adyacentes a 
u y v. Considérese el conjunto de todos los sistemas maximáles de t, uv-trayectorias 
independientes, de longitud al menos 3, que intersecten a M en un número mínimo 
de vértices. Se elige, de este conjunto, el sistema U = {P1, . ., P1}, como aquel en el 
que las trayectorias tengan longitud mínima. Se denota por U a los vértices de las 
trayectorias de este sistema y ~e define para U, Jlf• = M - (M n U)). 

Observe que como las trayectorias P; son de longitud al menos 3, cada P; E U 

contiene a lo mas 2 puntos de M. De no ser asi, se puede sustituir ésta por otra 
trayectoria mas corta, pero de longitud mayor o igual que 3, figura 3.1, lo cual contradice 
la minimalidad, tanto de las longitudes, como de ¡Mnu¡. Mas aún, si P; e u y me M 

es un vértice de P;, entonces um o mv E E(P;), es decir, todo punto de M que 
pertenece a una trayectoria P; e U debe ser el primero ó el último punto interior de 
ésta. 

Figura 3.1. 

Toda uv-trayectoria de longitud 2 en G debe contener como único punto interior 
a un punto de /lf, de tal manera que si M = 0, la gráfica en cuestión sólo contiene 
uv-trayectorias de longitud al menos 3. En este caso el Teorema de Menger proporciona 
el resultado que se desea. Consecuentemente, si se elimina de cada vértice de M, al 
menos una de las aristas que lo unen a los vértices {u, v}, la gráfica que resulta sólo 
tiene trayectorias de longitud mayor o igual que 3 y se puede obtener un separador 
como el que se busca, vía el Teorema de Menger. 

Se define G(U) de tal forma que V(G) = V(G(U)) y cada arista k = um, vm con 
m E M es eliminada si k no pertenece a E(U). Sea Ru la intersección de M con la 
vecindad de u en G(U) y ,. = IRul· 

Observe que en G(U) se han quitado adyacencias de G, de tal forma que toda 
uv-trayectoria en G(U) tiene longitud al menos 3, y por lo tanto se puede aplicar el 
Teorema de Menger y obtener un uv-separador en t puntos. 

El siguiente lema garantiza la existencia de un conjunto uv-separador en G(U), 

con cardinalidad t y que además contenga los puntos de Ru-
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Lema 3.1. 

Sean G una gráfica y u,v E V(G) dos vértices tales que existen t uv-trayectorias inter­
namente disjuntas en G, entonces existe un conjunto de vértices T, con cardinalidad 
t, que separa u y v en G(U) y tal que Ru ~ T. 

Demostración : 

Sea a' = G(U) - Ru, por el Teorema de Menger se sabe que existe un conjunto uv­

separador, A ~ V(a'), con !Al =a$ t y a' contiene un sistema de uv-trayectorias 
independientes W tal que A ~ V(W), !Al= ¡w¡. 

Supóngase que a$ t- r para alguno de estos conjuntos, en este caso el conjunto 
T = Ru U A es el que se está buscando pues satisface : 

IT\$1, 

T separa a u y v en G(U). 

De esta manera sólo resta analizar el caso en que a > t - r para todos estos 
conjuntos A. Se probará que bajo las hipótesis actuales, esta suposición implica una 
contradicción. Considere los siguientes casos : 

1) Existe un sistema de uv-trayectorias internamente disjuntas en a', con cardinalidad 
a, y tal que cada trayectoria P; con V(W) n P; f 0 satisface que P; n Ru = 0. 

Esto contradice la maximalidad de t pues las trayectorias de U que 
no estan contenidas en a', es decir las que intersectan a Ru, no 
intersectan a W y son exactamente r. Como a> t - r, se tiene que 

WU{P; / P;nRuf0}, 

es un sistema de uv-trayectorias independientes de longitud al menos 
3 y de cardinalidad a+ r > t, lo cual es una contradicción. 

11) Cada sistema W en a' intersecta una trayectoria P; con P; n Ru f 0. 

Si se llama G" a la u-componente de a' - A, se sabe que existe al 
menos un vértice z; E A n V(P;) para cada trayectoria P;, tal que 
P; n V(G") f 0. Se distinguen dos casos, a saber : 

a) La trayectoria P; tiene una sección contenida en G", o por lo 
menos intersecta al conjunto A, es decir, P; n (A U V(G")) f 0. 

En este caso se encuentra un nuevo sistema u' con 
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IM n V(U')I < IM n V(U)I, 

a saber: 

u'= (WnG")U (U-G"). 

Es decir, se sustituye la parte inicial de P; 1 $ i $ t que 
está contenida en V(G") U A, por un tramo de W E W que 
está contenido en G", como se muestra en la figura 3.2. Esto 
es posible pues se sabe que ambos sistemas, U y W, son 

maximales y por lo tanto, cada trayectoria de W intersecta 

exactamente a una trayectoria de U, además WnP; .¡ 0. Con 

esta sustitución se obtiene una uv-trayectoria de longitud al 
menos 3 que no intersecta Ru y por lo tanto, este sistema 

en efecto cumple que : 

IM n vcu')I < IM n V(UJI 

lo cual contradice la minimalidad de IM n u¡. 

Figura 3.2 

b) Cada una de dichas trayectorias P; e U intersecta W despues de 
A, es decir, P; n (A u V(G")) = 0. 

En este caso también se contradice la minimalidad de 

IM n u¡. Observe que es posible cambiar W a un sistema 
w' tal que w' intersecte exactamente a trayectorias de u. 
Para tal efecto se elige el conjunto X ~ V(W n U) de entre 

aquellos vértices :i:¡ e V(P;) que están a mínima distancia de 

v. De aqui que IXI ~a. 
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Si IXI > a entonces una trayectoria W E W intersecta dos 

trayectorias P;,Pk diferentes en vértices "i•"k• respecti­

vamente. Supóngase que intersecta primero a P;. Ahora se 

cambia W a W 1 = (W - W) u W1 donde W1 consiste en W 

de u a r; y P; de "i a v, asi se puede encontrar un nuevo 

conjunto X1 tal que IXil < IXI y siguiendo este método se 

llega a encontrar un conjunto x· con IX"I =a. 

Se ha encontrado que existe un sistema w' con la propiedad 

de que w' intersecta exactamente a trayectorias de U. 

Se define ahora un sistema u' que contiene los siguientes 

conjuntos de trayectorias : 

W = Pk con Pk n w' = 0, 

W formado por la primera parte de W' E W' de u ar; E X" y 

P; de x; a v. 

Pero: 

IM n V(Ull > IM n V(u')I, 

y con esto se ha llegado a la contradicción que se buscaba. 

A partir de esto, se puede concluir que : a ~ t - r pues se ha probado que el caso II 

no es posible. Esto concluye la demostración del Lema. 

o 

Observe que la definición de Ru en el Lema anterior, puede cambiarse por: 

Rv = {r E V(G) / r E N(v, G(U))}. Con esta nueva definición, se puede enunciar un 

segundo lema como sigue : 

Lema 3.2. 

Sean G una gráfica y u, v E V(G) dos vértices tales que existen t, uv-trayectorias inter­

namente disjuntas en G. Entonces existe un conjunto de vértices r" con cardinalidad, 

t, que separa u y v en G(U) y tal que Rv ~ r". 
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La demostración de este lema es exactamente igual a la del Lema 3.1, pues la 
situación es simétrica para u y v. 

Habiendo probado el Lema 3.1 se puede demostrar el resultado principal de este 
capítulo, que establece cotas mas estrictas para este caso particular 

Teorema 3.1. 

Sean G una gráfica y u, ve V(G) tales que G contiene a lo,ma:S:t,~Jll-trayectori~ 
internamente disjuntas, de longitud al menos 3. Entonces d ~ontiené U.~ ~cinj\l.nto de 
vértices S con : 

ISI s 3t-2 

ISI s 2t si. te {1,2,a}, 

tal que : 
< u,S,v >b. 

La prueba se realiza en 3 partes, en cada una de ellas se encuentra un separador de 
las uv-trayectorias de longitud al menos 3. En la primera parte el conjunto que se 
encuentra tiene cardinalidad a lo mas 31 ; en la segunda se prueba que en caso de 
que se tenga un separador de tamaño 31 o 31 - 1, se puede encontrar un separador 
de cardinalidad, a· lo mas 31 - 2; finalmente se considera el caso en que ISI = 7 y se 
prueba que en este caso se puede encontrar un separador de cardinalidad 21. 

Demostración : 

l. Sea G una gráfica con a lo más t, uv-trayectorias independientes de longitud mayor 
o igual que 3. 

i) Se sabe que no existen trayectorias Q con V(Q) n U = 0 entre puntos de 
M", pues de haberlas, G tendría al menos 1 + I, uv-trayectorias disjuntas de 
longitud al menos 3. 

ii) Sea H; la unión de las trayectorias Pj j ,P i. Se sabe que en la gráfica 
G-H;, no puede haber dos l\f" P,0-trayectorias Q, ajenas, pues de haberlas, G 

tendría mas de 1 uv-trayectorias internamente disjuntas, de longitud mayor o 
igual que 3, véase la figura 3.3. Se probará que existe un vértice, y¡ e V(P;°)UM" 

que bloquea todas estas M" ?;°-trayectorias en G - H¡. 
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Figura 3.3. 

Dado que no hay 2 M" Pf-trayectorias disjuntas en G - H;, utilizando el 
Teorema de Menger, se sabe que existe en esta gráfica, un vértice que bloquea 
todas las trayectorias, Q en cuestión. Además, este vértice, no puede ser un 
punto interno de Q, pues si dos trayectorias, Q1 ,Q2 , se intersectaran en un 

punto interior, automáticamente se forman trayectorias entre puntos de M" 

y en i), se hizo notar que esto implica una contradicción. Por ésto, se puede 
garantizar que es posible elegir un punto y¡, de M" o de P;°, para bloquear 

toda Mº ?;°-trayectoria en G - JI; y que dicho vértice es un punto extremo 
de la trayectoria Q. A este vértice común, se le llama y(P) si es un punto 
de P, note que dicho punto es tal que y(P) e (P - {u, v} ), o sería posible 
encontrar mas ""·trayectorias de longitud al menos 3, internamente disjuntas. 
Si el vértice común es un vértice de AJº, se le llama yº(P). 

De esta manera se puede elegir, para cada PE U, el vértice y¡ E Mº o en 
V(P;º), si el anterior no existe y asi formar el conjunto Y, con JYJ = t 

Sea S =Y U TU (Rv - T), donde T ha sido elegido como en el Lema 3.1, se 
afirma que S es tal que < u, S, v >~ . 

Suponga que esto no es cierto, es decir que existe r, una uv-trayectoria 
de longitud al menos 3 en G que no contiene ningún punto de S. Dicha 
trayectoria debe satisfacer las siguientes condiciones 

1) Como T intersecta a todas las u u-trayectorias de G(U), r no 
puede estar totalmente contenida en G(U). 

2) Dado que U es maximal, r debe intersectar alguna trayectoria 

P; EU. 

Por (1) se sabe que r debe pasar por alguna arista de G que se haya 
eliminado al tomar G(U) y por lo tanto debe pasar por algún punto de M. 
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Si r pasa por un punto de M n U claramente S la intersecta, de tal manera 
que r debe utilizar un punto de M - (M n U) = Mº. Pero si r intersecta 

uno de estos puntos, por (2), debe contener una Mº ?¡-trayectoria y ésta debe 

pasar por algún punto de Y, lo cual constituye una contradicción. 

De esta forma se ha encontrado un conjunto con cardinalidad a lo mas 31, que intersecta 

a todas las uv-trayectorias de longitud al menos 3 y con ésto se termina la parte I de 

la prueba. 

II. Supóngase que ISI E {31,31 -1}. 

a) ISI = 31. 

En este caso, utilizando la simetría que existe con respecto a u y 

v, y el hecho de que IM n (V(U) - T)I = 1, se puede garantizar que 

IM n V(U)I = 21, lo cual implica que todas las trayectorias de U 

empiezan y terminan en puntos de 1\1 y por lo tanto IRul =l. esto 

implica además que toda uv-trayectoria de longitud mayor o igual que 

3 en G, debe de iniciar y terminar con un punto de M, de otra 

manera se contradice la minimalidad de IM n u¡, dado que U es 

un sistema máximo de trayectorias internamente disjuntas, se tiene 

que toda ut•-trayectoria que no pertenezca a U y que no tenga como 

primero y í1ltimo punto interior a un vértice de U, debe pasar por 

y(P¡) o y"(P¡) para alguna 1 $ i $l. 

Se sabe además, que sólo existen trayectorias entre P;, P; E U, si éstas 

pasan por y(P¡) o y(P;). de otro modo existe un sistema u' con 

mas de t trayectorias. En la figura 3.4 se ilustra como se encuentran 

3 uv-trayectorias disjuntas, de longitud mayor o igual que 3 a partir 

de P¡ y P; cuando están conectadas por una trayectoria que no 

intersecta a los vértices {y(P¡),y(P;)}. 

Figura 3.4. 
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Por estas razones cualquier uv-trayectoria de longitud al menos 3, en 

la gráfica, o bien está contenida en G(U), o bien pasa por algún vértice 

y(P;). Sea y' el conjunto formado por la unión de los vértices y(P) 

o y"(P) si el anterior no existe. Por la observación anterior, se tiene 

que s' =Tu Y' es un conjunto que satisface (u,s',v);!, y IS'I = 2t. 

b) ISl=3t-1. Recuerdeque S=YUTU(Rv-T) yquesesabeque ITl=t. 

Supóngase que IYI = t, eso implica que 

IRvl = i-1, 

es decir, a lo mas una trayectoria Pk E U no tiene como último punto 

interior a un punto de M y por lo tanto para cada par de trayectorias 

P;,Pj existe una con un vértice m E M-T. Utilizando la simetría que 

existe, con respecto a u y v, representada en el Lema 3.2, se sabe 

que IRul ?. t - l. Debido a esto, se tiene que al igual que en el caso 

(a), sólo existen trayectorias entre P;, P; diferentes, si éstas pasan por 

y(P;) o y(Pj) pues, en estas circunstancias, los argumentos usados 

anteriormente siguen siendo válidos. Por lo tanto existe un separador 

de cardinalidad a lo mas 21, a saber Tu Y', con y' definido como en 

el caso a. 

Supóngase ahora que IYI = t - !, entonces como ISI = 31 - !, se tiene 

que IRvl = t y por simetría se sabe que IRul =t. En este caso, toda 

uv-trayectoria r rf_ U, debe tener como puntos internos inicial y final 

a algún punto de M o una vez mas, se contradice la minimalidad de 

IM n u¡. Suponga además que sólo una trayectoria, digamos P1, no 

tiene vértice y"(P1 ) ni y(P1). Sea m el último punto interior de 

P¡ y m E Rv. 

Si P1 es aislada, entonces S - {m} es un conjunto separador con 

3t - 2 elementos, ya que cualquier uv-trayectoria, no contenida en U, 

que pase por m, debe intersectar algún otro punto de M y se ha 

visto que bajo estas hipótesis, eso no es posible. 

Si P1 no es aislada, sea P una trayectoria entre P1 y Pk E U. Se 

puede suponer que P no pasa por y(Pk), pues de ser asi, S- {m} 

es también un separador. 
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Figura 3.5. 

Sea h Ja trayectoria formada por el tramo de Pk que va de u 

a y(Pk), seguida de los vértices y"(Pk) y v. (figura 3.5), entonces 
cambiando Pk por h se obtiene un nuevo sistema (U - Pk) u h. 
en el que existe al menos una trayectoria entre P1 y un punto de 
M, pues Pk empieza y termina en puntos de M. Claramente en este 
sistema existe al menos alguno de los puntos y"(P1 ) o y(P1), de tal 
forma que si se toma el conjunto S para este nuevo sistema, se tiene 
que ISI = 31 y este caso ya se tiene resuelto. 

La única otra posibilidad para tener jYj = 1 - !, es que existan 2 

trayectorias P;. Pj tales que y"(P;) = y"(Pj) • 

En este caso, S - {y"(P;)) es un conjunto separador con 31 - 2 

elementos, pues cada uv-trayectoria que no intersecta TU (M - M") = 
Tu (M n U) tiene que intersectar /11" dos veces, o se contradice 
nuevamente la minimalidad de IAI n u¡. 

111. Se ha probado que cada gráfica con t, uv-trayectorias internamente disjuntas, 
de longitud al menos 3, contiene un conjunto S con ISI ::; max{3t - 2,21), tal que 
S intersecta toda uv-trayectoria de longitud al menos 3, de tal suerte que para 1 = 
1,2, ISI::; 21, y para t?: 3, ISI::; 31 -2. 

Se tiene que para 1 E {1,2} existe un conjunto S con cardinalidad a lo mas 21 

y tal que (u, S, v)b por lo tanto, sólo falta probar que existe un conjunto de estas 
características en el caso en que 1 = 3. Para demostrar ésto, se estudian sucesivamente 
los casos IYI = 3, IYI = 1 y !YI = 2, agotando de esta manera todas las posibilidades. 

Es importante notar que en las secciones anteriores de la prueba se analizaron los casos 
en que se tenía un separador S con ISI E {31,31 - !}, por esta razón para el caso 
t = 3, cuando se suponga que ISI = 31 - 2 habrá que considerar todas las posibilidades, 
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mientras que de aquellos casos estudiados en la secc1on anterior, sólo falta revisar 
cuando ISI = 3t - 1 y IYI = t - 1 que es cuando se obtuvo un separador con 31 - 2 

vértices. 

a) IYI = 3. 

En éste caso, se ha probado que siempre que ISI = 31 o 31 -1, existe 
un separador de cardinalidad 21, por lo tanto, sólo falta el caso en el 
que ¡s¡ = 3t - 2. Esto implica que IM n u¡~ 4, pues sólo puede haber 
un vértice de Af n U que sea vecino de v en G(U), de no ser asi, la 
cardinalidad del separador que ya se tiene no sería 31 - 2. Mas aún, 
debido a que se vio que el análisis era válido tanto para u como para 
v, con los Lemas 3.1 y 3.2, únicamente falta considerar el caso en que 
IM n UI = 2 y se sabe que bajo estas suposiciones, se tiene la situación 
descrita en la figura 3.6. 

Figura 3.6. 

Sean m 1, m2 E M n U, se elige a x1 y x 2 como aquellos vértices de 
P1 y P2 que están conectados con mj, m:¡ E M* y que se encuentran a 
menor distancia de u sobre P1 y P2 respectivamente. Claramente 
si y*(P1) y y*(P2) existen, entonces y*(P1) = mj y y*(P2) = m:¡, 

de la misma manera, si y(P1) y y(P2) existen, entonces x1 = y(P¡) 

y x2 = y(P2). Sean z1,z2 los vértices mas cercanos a x1 y x2, 

que son extremos de una trayectoria directa entre P1 y P2• Si dicha 
trayectoria no existe, entonces S - {m) es un conjunto separador. 

Se elige ahora el conjunto T con m2 E 'f, de tal manera que z1, z2 
queden separados de x1, x 2 . Es importante notar que T no necesa­
riamente es un separador estricto de : 1,:2 y x 1 ,x2 en G, así, debe 
existir un conjunto de tales características pues de otra manera, la 
gráfica tendría un circuito que pasa por u1, z1,..,x1, w1 y no intersecta 
a V(P2) u V(P3 ) u Al* u {m1 ). La existencia de un circuito como éste, 
implica que la gráfica tendría 4 trayectorias internamente disjuntas 
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de longitud al menos 3, lo cual contradice li miUcimalidád de'. t; ·.por 

ejemplo : Si el ciruito es •. • • ' - > • • .··•·· · .. ·. •. 
C = (z¡, U¡,..,w¡,x¡,..,z¡), COmO. Se ilust;: e~•la ~gura3,7, e:sten Jas 

trayectorias : 

Figura 3.7. 

Otro caso interesante es el ilustrado en la figura 3.8 donde, de hecho, se 

forman 2 circuitos, no ajenos, que pasan por algunos de esos vértices, 

a saber: C¡ = (z¡, ... ,a, ... ,w¡,X¡, ... ,z¡) y C2 = (u¡, .. .,b, ... ,x¡,. .. ,z¡,u¡). 

Este es un ejemplo interesante pues la existencia de dos trayectorias, 

r 1 , r 2, como l.as presentadas en esta figura, sería la única forma de 

evitar que existiera un separador (incluso estricto) de z¡, z2 y x1, x2, 

pero esto no es posible ya que se contradice la maximalidad de t. 

Figura 3.8. 

De tal suerte que T existe y además, sigue siendo un u, v-separador 

en G(U). Note que T contiene un punto de cada trayectoria de U 
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y por lotanto, ITl=5.3,. 'Mas aún, t.u Y. es un separador en G. con 

a lo má:s 6 puntbs. 

b) IYl=L 

Igual que en (a), se sabe que si ISI e {3t, 3t .entonces existe 

un separador de tamaño 2t, por esta raz6n s~;puedé suponer que 

ISI = 3t - 2. Pero esto implica que JTI = t .Y .1.Rvl = t por. lo tanto 

existe al menos un vértice m e M n U ·con mv e E(U), note que de 

hecho, utilizando una vez mas la simetría que existe para u y v, 

podemos garantizar que IM n UI = 6. Se afirma que S - {m} separa 

a u y v, pues de no ser así, existiría una uv-trayectoria de longitud 

al menos 3, digamos r, en G- (S - {m)) pero como el conjunto S 

sí es un separador, dicha trayectoria debe pasar por m. Además, 

una trayectoria como ésta no puede estar contenida en G(U), ya que 

Te S - {m} y T es un separador en G(U), tampoco puede pasar 

por vértices de 1\1", ya que no puede usar el vértice de Y. Se sabe 

entonces que la trayectoria en cuestión, debe usar la arista um. Por 

otra parte, cualquier uv-trayectoria de longitud mayor o igual que 3 

en G, que no intersecte al conjunto TUY, debe pasar por dos vértices 

de AJ n U, de otro modo, se puede encontrar un nuevo sistema de uv­

trayectorias internamente disjuntas, de longitud al menos 3 con menor 

cardinalidad de AfnU. En la figura 3.9, se ilustran los diferentes casos 

que se deben analizar para mostrar esta contradicción. 
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(a) 

(e) 

Figura 3.9. 

Si r no intersecta ninguna trayectoria P;, en puntos que no pertenez­

can a M, (figura 3.9.a) entonces u'= U - {P3 } U r es un sistema de 

uv-trayectorias internamente disjuntas, con IM n u'¡ < IM n UI, con­

tradiciendo la elección de U. 

Si r intersecta a U en otros puntos, además de m (figuras 3.9.b, 

3.9.c) sea 'Y el último punto sobre r que pertenece a U y sea P; E U 

tal que 'Y E P;. Sustituyendo P, por la trayectoria formada por el 

segmento de P¡, que va ele 11 a 'Y y la sección de r que va ele 'Y 

a v, se obtiene un nuevo sistema u' que nuevamente contradice la 

maximalidad de IM n u¡. 

e) IYI = 2. 

En este caso, existen al menos dos puntos m1 , m2 E Rv (véase figura 

3.10) pues de no ser así, ISI = 6. Es posible que exista un tercer 

vértice, digamos m3 en Rv. pero la existencia ele éste no puede ser 
garantizada y no tiene consecuencias para el desarrollo ele la prueba. 

Por otra parte, como se analiza el caso en que IYI = 2, se sabe que o 
bien una de las trayectorias ele U no tiene vértices y(P) ni y*(P), 

o dos de estas trayectorias tienen como y"(P) al mismo vértice. 
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Supóngase que ocurre el primer caso, es decir, existe una trayectoria, 

digamos P1 E U, para la cual no existen ni y(P1) ni y"(P1). No puede 

haber trayectorias entre P2 y P:J, que no pasen por y(P2) ni por 

y(P3 ), además, utilizando nuevamente que la situación es simétrica 

para u y v, se puede garantizar que hay al menos dos vértices de 

M vecinos de u en G(U). 

Si m 1 estáen P1, entonceselconjunto S-{m2,m3}=TUYU{m1}, 

separa a u y v . 

. e. P2 
m2 

P3 

Figura 3.10. 

De no ser así, existiría una u u-trayectoria, r, que no intersecta a 

este separador, r necesariamente pasa por m2 o m3 • Haciendo un 

análisis similar al hecho en el caso III b ), se concluye que Ja existencia 

de dicha trayectoria contradice la maximalidad de t o la minimalidad 

de IMnu¡. 

Si m1 no está en P1, es decir, si la trayectoria P1 no termina con 

un vértice de M, entonces se elige el vértice z1 como el m¡Í.s cercano 

a v, de entre los puntos de P1 que son el extremo de una trayectoria 

entre P1 y P2 , (P3 respectivamente) y se denota por u1 a su vecino 

sobre P1, en dirección a u. Véase la figura 3.11. 
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Figura 3.11. 

De la misma manera como se hizo en el inciso (a), se sabe que no hay 
circuitos en G, que pasen por u1 ,:¡,v y que no contengan ningún 
otro punto de P1 U P2 U M, figura 3.11. Por lo tanto existe un vértice 
z que separa a z1 de v, en G- (P1 U P2 U Al). Nótese que z puede ser 
el mismo vértice z1. Por lo tanto, TUYU{z} forma un separador de 
cardinalidad 6. 

Considere ahora el otro caso, cuando dos iw-trayectorias tienen el 
mismo vértice y"(P) , digamos y"(PJ) = y"(P2 ), y se puede suponer 
que existe al menos una trayectoria entre P3 y P1 u P2 , ya que si P3 

está aislada de P1 UP2 , el mismo conjunto, Tul'' es un separador con 
no mas de 6 puntos. Esta trayectoria que conecta P3 y P1 UP2 , debe 
de pasar por un vértice y(P;). pues de otra forma, existiría un sistema 
de 4 trayectorias independientes. Observe que también en este caso, 
se tiene una situación simetrica para u y v, por lo tanto se sabe que 
IRul ?: 2. Utilizando el mismo argumento, no puede existir ninguna 
trayectoria entre P1 y P2 que no pase por y(P;) . Asi el conjunto 
TU Y'. donde Y' es la unión de los vértices y(P;) o y"(P;) si el 
anterior no existe, tiene la propiedad deseada. 

Con este Teorema se obtiene una mejor cota que la dada por el Teorema 1.1, 
pero este resultado sólo se aplica a este caso particular. El Teorema 3.1 parte de gráficas 
con un número fijo de trayectorias y calcula la cardinalidad del conjunto separador, 
pero al igual que con el Teorema de Menger, también es posible tener un resultado 
equivalente si se fija la cardinalidad de un conjunto separador y se calcula el número 
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máximo de trayectorias siguiendo el enfoque de los resultad05 del capítulo anterior. A 
continuación se enuncia esta versión .del Teorema. 

-·--"-~~ 

_·/,:· 
Teorema 3.2. --·-

Sea G una gráfica, u, V E V(G) y s ~ J(~)1{u,~}. si (u:s, v)b implica ISI 2: h, Entonces 
existen [llf-1 (respectivamente Hl PW:~hE.{1,~;,8}); uv-trayectorias internamente 
disjuntas, de longitud al menos 3 en G: 

Demostración : 

La prueba se hace por contradicción. Sea G una gráfica con u,v E V(G), tal que G 
satisface las hipótesis del Teorema 3.2. 

a) Suponga que h > 8 y G no cumple el teorema 3.2, es decir, G tiene a lo mas 
t uv-trayectorias, de longitud mayor o igual que 3 y t < 1't1· 

Aplicando el Teorema 3.1, a esta gráfica se sabe que G tiene un separador, 
s· tal que 1s·1 < aa.:p - 2, pero esto implica que dicho separador, tenga 
cardinalidad 

1s·1 < h, 

lo que constituye una contradicción. 

b) Supóngase ahora, que h E { !, 2, .. ., 8}. En forma similar al caso a, se sabe que t < 4. 

Utilizando el Teorema 3.1, se sabe que G tiene un separador, s· tal que 
IS"I < 2t, pero bajo las hipótesis actuales, dicho separador tendría IS"I < 8, lo 
que representa una contradicción. 

o 

Haciendo analogía con la definición de an(/1), dada en el capítulo anterior, se 
define a~(G, u, u) al número máximo de uv-trayectorias internamente disjuntas, de 
longitud al menos n en la gráfica G y a~(/1) al mínimo valor de an(G,u,u) sobre 
todas las ternas (G,u,u) donde G es una gráfica, u,u E V(G) y G tiene un conjunto 
separador con h vértices. 

En el caso en que h es menor o igual que 8, con el Teorema 3.2 y la cota obtenida 
a travez de las gráficas construídas al inicio de este capítulo, es posible encontrar una 
expresión para a~(h). Este hecho se puede establecer como el siguiente corolario. 

Corolario 3.1. 
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Para h :5 8, a;= f91-

Demostración : 

Por el Teorema 3.2, se tiene que a; ;:: f 9] . Además, se ha visto que a; ;:: n~t, por lo 
tanto, ' h ªa= 2· 

o 

M. Hager, en su artículo [2], conjeturó que esta relación se cumple para toda h 

y n = 3. Mas aún, en una segunda conjetura, expuesta en el mismo artículo, generaliza 
esta relación al conjeturar que n~t, es una cota estricta para toda h y n arbitraria. 
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CAPITULO IV 



RESULTADOS RELACIONADOS CON 
TRAYECTORIAS LARGAS 

En este capítulo se estudia el trabajo de W. Mader [3], en el cual se obtienen 
mejores cotas para el caso n = 3 que las expuestas en el capítulo anterior. En esta 
parte se obtiene el valor exacto para la función a3(h), en gráficas en las cuales h ~ 8. 

Finalmente se presenta una aplicación de los resultados de Mader, al problema de 
determinar cuándo una gráfica tiene un 1-factor. 

En el artículo base de esta parte, se estudia el siguiente problema sobre trayec­
torias, planteado por T. Gallai en [1]. Este problema es más general que el problema 
que se presentó en el capítulo anterior. Se trata de un problema sobre el número 
máximo de trayectorias, con ciertas propiedades, en una multigráfica valuada, éste 
puede enunciarse como sigue: 

Problema 4.1. 

Sea G una multigráfica finita y sean e y p funciones de V(G), en los enteros no 
negativos. Encontrar el número máximo de trayectorias disjuntas en aristas, µ(en 
tales que cada vértice x es punto final de a lo más e(x) y punto intermedio de a lo más 
p(x) de estas trayectorias. 

Dados G una gráfica finita y un conjunto de vértices A~ V(G), considere el 
caso particular de este problema que se obtiene al definir las funciones e(x) y p(x) como 
sigue: 

e(x) =O si r E V(G)-A y 

e(r) 2'. va/(;i:, G) si 

p(x) = { o
1 

para todo 
para todo 

x E A. 

;i:EA, 
xEV(G)-A. 

Para estas funciones e y p, ¡i(cn es el máximo número de trayectorias 
internamente disjuntas que comienzan y terminan en puntos diferentes de A , pero todos 
sus puntos internos están fuera de A, a tales trayectorias se les llama A-trayectorias y 
a µ(G~) se le denota µ(A; G). 

47. 



Observe que si A= {u,v} e V(G), entonces µ(G~) es el número máximo de uv­

trayectorias internamente disjuntas en G. Nuevamente la versión original del Teorema 
de Menger proporciona la solución. 

Este caso particular del problema 4.1, al cual se llamará problema 4.1.1, fué 

resuelto por W. Mader en [4]. Se incluye en este trabajo el teorema que proporciona 
una expresión para µ(A; G) , pues es necesario para el desarrollo de este capítulo. La 

demostración puede ser consultada en el artículo original de W. Mader a que se hizo 
mención. Considere, primero, la siguiente definición : 

Dado X e V(G) se define B(X;G) como el conjunto de vértices de X que están 
unidos por una arista a al menos un punto de V(G) - X. 

Teorema 4.1. 

Sea G una gráfica, si 

:~::: mícimo" t:~:':b:o ~~·.t::~~l'!~'l~~lfil~f.(;,G)-A 
que G - (Ca U Ü E(G[C;])) no contiene A-trayectorias. · 

i=l 

tales 

o 

Antes de continuar, observe que cualquier A-trayectoria contribuye con al menos 

una unidad a la expresión dada en el teorema, ya que por la construcción de la partición, 
ninguna A-trayectoria puede estar totalmente contenida en algún conjunto C¡ (note 
que los puntos de A no estan contenidos en ningún elemento de la partición) de tal 
manera que si un conjunto C¡ contiene una porción de una A-trayectoria entonces, o 

bien IB(C;; G- Ca)I;::: 2 o Ca contiene al menos 2 puntos de dicha trayectoria, es decir, 
la desigualdad 

µ(A; G) $ min {!Cal+~ l JB(C;; ~ - Ca)I j}, 

claramente se cumple. El teorema establece entonces, que es posible elegir la partición 
P, de tal manera que el número máximo de A-trayectorias sea, en efecto, determinado 
por la expresión: 

!Cal+ f=liB(C;;~-Ca)lj. 
i=l 
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Al considerar más conjuntos de vértices se· tiene un problema semejante al 
anterior que puede ser enunciado .de la siguienta' forma: : 

Problema 4.2. 

Dados una gráfica G y .A1;\ .. ,.A¡,'~Y(G), encontrar el número máximo de 
A;A;-trayectorias, con i 'fi j, mutuamente ajenas en G, se denota a este número por: 

' ·. 

p(A1,..i;, .. ;Ák)· 

Observe que si k = 2, el número µ(Ai.A 2 , .. ,Ak) se puede obtener a través 
del Teorema de Menger, pues el problema se reduce a encontrar el número máximo de 
A1Artrayectorias disjuntas en una gráfica G, donde A1 ,A2 ~ V(G). 

Por otra parte los dos problemas anteriores, 4.1.1 y 4.2, son equivalentes. Esta 
equivalencia se demuestra vía la siguiente transformación: 

Dadosunagráfica G y A={a 1 ,a2 ,..,ak)~V(G) sedefinelagráfica {;como 
sigue: 

Se sustituye cada vértice a; E A por un conjunto independiente A; con r¡ 

vértices de grado 1, donde r; = vala(a;), de tal manera que cada uno de éstos puntos 
es adyacente a uno de los vecinos de a¡ en G. 

G 

Figura 4,1. 

A cada trayectoria de G que une dos puntos a; y a; diferentes en A, 

corresponde una trayectoria en G con puntos inicial y final en diferentes subconjuntos 
A; y viceversa. Por esta razón µ(A;G) = il(A1,A 2 , .. ,Ak;G). 

Análogamente, dados una gráfica G y A¡, .. ,Ak subconjuntos de vértices, 
mutuamente ajenos en G se define la gráfica G como sigue: 
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Se toma G junto con k nuevos vértices { a1, .. , ªk} = A y se une cada vértice 

a; con todos los elementos del conjunto A;. 

-
G 

Figura 4.2. 

A cada A;Artrayectoria en G le corresponde de manera canónica una a¡a;­

trayectoria en G y viceversa, se sigue que: 

µ(A1,..,Ak;G) = µ(A;G). 

De esta manera se ha probado la equivalencia de estos problemas. 

o 

El problema de determinar µ(A¡,..,Ak;G), fue resuelto por W. Mader en [4] 
donde demostró un Teorema que da una fórmula para µ(A1 ,..,Ak; G) sin la restricción 

de que los conjuntos A;; 1 :5 i :5 k, sean ajenos dos a dos. En dicho artículo se publicó 

la prueba para el caso k = 2. A continuación se incluye la versión general de dicho 

Teorema. Recuerde que al conjunto de componentes conexas de una gráfica G, se le denota 

por .C(G). 

Teorema 4.2. 

Sea G una gráfica y A1,..,Ak ~ V(G), subconjuntos de vértices de ésta, entonces 
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,-. ·,;"·-·,:: 

Para demostrar este resultado se hace üI1atrM.sformación a la gráfica mediante 
la cual se reduce este problema, a aquel resuelto por el Teorema 4.1. 

Demostración: 

Sea A= {ai. .. ,ak} u {a,, ; z E U (A; n A;) ; i f. j, I :;; i,j :S k} un conjunto de vértices 
que no pertenecen a G. Se define la gráfica G tomando una copia de G, unión el 
conjunto A. Los nuevos puntos de G tienen las siguientes adyacencias: 

- a¡ es adyacente a los vértices de A; - U A;. 
i'Fi 

- ar es adyacente al vértice z E A; n A; ; i f j; 1 :S i,j:;; k. 

Figura 4.3. 

Una A-trayectoria en esta gráfica G, corresponde a una A;A;-trayectoria en G 

y viceversa, por lo tanto, 
µ(A¡, .. ,Ak;G) = ¡1(A; G). 

Observe además que con esta construcción de G, las trayectorias conside­
radas tienen puntos extremos diferentes, como en el caso en que los conjuntos A; son 
mutuamente ajenos. 
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Aplicando ahora el Teorema 4.1 a la gráfica G, se sabe que existe una partición 

P= (eo,e1,..,en) de V(G) tal que a-(c'oU;º¡ E(G[C;J)) no~onti~ne A-trayectorias y 

µ(A;G) = min { 1eol + ~l B(e;;~ - eo) j } . 

Se elige de entre las particiones que cumplen lo anterior, aquella en la que · n 

es mínima posible. 
k 

Observe que los vértices de e; n (U A;) necesariamente pertenecen a 
i=I 

B( e;; G - e0 ¡ pues tienen como vecino en G a algún vértice de A y estos puntos 
no pertenecen a e; pues no fueron considerados al tomar la partición. Por esta razón 

- k 
es claro que B(C;;G- e 0) = B(e;;G-e0)U (e; n ( LJ A;)). 

i=I 
Hasta este momento, se ha trabajado con particiones que cumplen la condición 

de que G - ( e 0 U iºl E(G[e;])) no contiene A-trayectorias, ahora se probará por con­

tradicción, que estas particiones cumplen las condiciones establecidas en el Teorema 

4.2, es decir, que para todo CE C. ( G - (eo U iºl E(G[e;]))) no trivial, se tiene que 

len (Q A;)l 2! 2 y en A;= 0 para alguna i e {J,..,n}. 

Antes de buscar una contradicción, se hace un análisis de las particiones con­
sideradas en el Teorema y de las características de las componentes conexas generadas 

por éstas en G - ( G'0 u ,9
1 

E(G[e;])). 

Sea e una componente no trivial de G - (e0 u U E(G[e;])) digamos que 
i=l 

ene;= 0 

ene;.,¡. 0 

para i= l, .. ,r y 

como e es no trivial, sabemos que r :S n - 2, pues como se han eliminado las aristas 
que unen puntos contenidos en un mismo e;, ninguna e puede contener mas de un 
vértice de cada elemento de la partición y por lo tanto cada componente conexa debe 
intersectar a mas de un conjunto e;, 1 :S i :S n. Es claro que los conjuntos : 

n 

e:= e; 1 :Si :Sr y e;+l = LJ e;, 
i=r+l 

forman una partición de V(G) - eo tal que G - (eo U Ü E(G[e;))) 
i=l 

A-trayectorias. Como µ(A; G) es el mínimo, se tiene que : 

no contiene 
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µ(A;G) ~ ICal+ f l B(CÍ;~-Ca) J. 
•=1 . 

como además 

B(c;+i;a..:.ca) ~ Ü .B((;';;G.;-;:Ca), 
·i=r.+1. 

entonces : · · · · • ··.·.· (.? .... 
:·~-~:i~ ···'fi~· ·~; ':.. . '. :_>, • ,-etc· :_ '· 

µ(A,G) $ IC.I + ~u·\~'.:~.~~~~:~~#~[¡!<~~;~~~o>l J e >(A,G). 

~·-·· ·---·--~·- "··~=-n-.;:> 
Pero como C es una componente conexa de . G _; (Ca u U E(G(C¡])) y 

i;;;;l 

n 

c ~ c;+1 = U c;, 
i=r+l 

k 
los únicos vértices que tienen vecinos en G - Ca fuera de c;, son los de 

tienen como vecinos a los puntos de A, de tal suerte que 

U A¡ que 
i=l 

B(C;+1; G- Ca)~ . LJ B(C;;G- Ca) - ( C- (0 A;)). 
•=f'+l •=1 

Se procede ahora con la última parte de la demostración. Supóngase que 

lcn(i~tA;)I ~ l, como 

B(C;+ 1 ;G-Ca)~ LJ B(C;;G-Ca)-(c-(LJA;)), 
i=r+l i=l 

entonces : 

IB(C~+ 1 ;G-Call~ t IB(C¡;G-Call-(n-k-1). 
i=k+l 

lo que contradice la hipótesis de que n es mínima, por lo tanto: 

k 

¡cn(LJA;)l~2 y CnA;=0 para alguna i, l~i~n. 
i=l 
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Es posible obtener resultados tipo Menger a partir de los teoremas anteriores, 

utilizando el concepto de separador obtenido vía la siguiente definición : 

Sea G una gráfica y A ~ V(G), un conjunto independiente de vértices, se 

define r(A; G) = min{ITI / T es A - separador}. 

Fué conjeturado por T. Gallai que ¡1(A;G) 2: !r(A;G). Esta es ya una relación 

Mengeriana, observe que si A = {u, v} lo que se tiene es el problema resuelto por 

Menger en su Teorema original. Por supuesto la relación se cumple en este caso. 

Esta conjetura se deduce del Teorema 4.1 como el siguiente Corolario. 

Corolario 4.1. 

Sea G una gráfica, para todo conjunto independiente A~ V(G) se cumple : 

Demostración : 

1 
µ(A;G);:: 2 r(A;G). 

Aplicando el Teorema 4.1. a la gráfica G y al conjunto independiente A, se obtiene 

una partición P = (Co, . .,Cn) de V(G) - A tal que G-(Co U U E(G[C;])) no contiene 
i=l 

A-trayectorias y para la cual se satisface : 

µ(A; G) = min(ICol + tt B(C;;G- Co) j) ... (.j 
i=I 

2 

Es fácil ver que Co U Ü B(C¡; G - C0 ), es un separador en G , pues 
i=l 

G - (Co u U E(G[C¡])) no contiene A-trayectorias. Por lo tanto : 
i=l 

n 

ICouLJB(C;;G-Co)l2:r(A;G) y 
i=l 

n 

!Col+ LIB(C¡,G-Co)l 2: r(A,G), 
i=l 

de(•) se tiene: 
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~ n 

2µ(A;G) = 2ICol +L; IB(C¡;G-Co)j. 
i=l 

y finalmente : 

Por otra parte; sise defirie r(A1 , .. ,Ak;G) de manera análoga a r(A;G) como: 

r(A 1 , .. ,Ak;G) = min{ITI ~ V(G) / G- T no contiene A¡A; - trayectorias i # j}. 

se obtiene un Corolario similar a partir del Teorema 4.2. 

Corolario 4.2. 

Dados G, una gráfica y cualesquiera conjuntos de vértices A1 , .. ,Ak ~ V(G), se cumple: 

Demostración : 

Aplicando el Teorema 4.2. se sabe que existe una partición P = (01, .. ,Ck) de V(G) 

tal que G - (Co U U E(G[C¡]}) no contiene A;A;-trayectorias y además P satisface la 
i=l 

relación: 

- n llB;IJ µ(AJ. .. ,A~;G) = ICol +?: -2- , 
•=1 

k 
donde B; = B(C;;G-Co) U (C¡n( U A¡)) para i = l, .. ,n. 

•'=1· 
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Claramente C0 U U B¡ es un separador de todas las A;A;- trayectorias en G , 
i=l -- - ' 

pues de no ser asi, la partición P no cumpliría la5 condiciones establecidas en el 

Teorema 4.2. Observe que cualquier A;A;- traye~~oriá' ~Ii G debe contener un punto 

de Co o una arista de algún C¡. 

Defínase, para 1 :S i :S n : 

• { B· _ si IB¡I es par, 
B; = · s:- {b¡f- si IB;I es impar, 

donde b¡ es un vértice arbitrario-en -- B¡. -

Nuevamente T = Co U B; es un A¡A;-separador en G, pues al suprimir un 
i=l 

vértice de cada B¡, 1 ::; i::; n con cardinalidad impar, no se incluyen aristas de 

ninguna C¡ ni puntos de C0 en G- (Co U Ü E(G(C¡])), de tal manera que de haber 
i=l 

A¡A;- trayectorias en G-T, las habría en G- (Co U Ü E(G(C¡])). 
i=l 

De aquí se tiene : 

r(Ai.A2;G) :S ITI :S 21Col + tl41s;1j 
•=1 

por lo que se concluye que 

o 

Con este resultado es posible retomar el problema central de este trabajo. En 

el capítulo anterior se mencionó la conjetura de M. Hager sobre que í~ l es una 

cota estricta para el caso n = 3, en el problema de encontrar el número máximo de 

trayectorias de longitud al menos n. 

Aplicando este resultado al problema de trayectorias de longitud al menos 3, se 

puede obtener una prueba de dicha conjetura, propuesta en [2], y enunciada aquí como 

el siguiente corolario. 

Corolario 4.3. 

Sea G una gráfica no dirigida y u, v E V(G) no adyacentes, entonces 
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Demostración : 

Sean A¡= N(u;G) 

por el Corolario 4.2. 

y por lo tanto : 

1 . 
a3(G;u,v) ~ :¡ha(G;u, v). 

1 
a3(u,v;G)~ :¡h3(G;u,v). 

o 

Con este corolario y el Teorema 3. , se puede concluir, de manera similar a 

corno se hizo en el capítulo anterior, que para n = 3 y lt3 (G;u,v) E {1, ... ,8}, 

1 1 
a3(G; u, v) = :¡h3(G; u, v) = n _ 

1 
h3(G;u, v). 

Esta es otra vía para resolver completamente este caso particular del problema sobre 

trayectorias de longitud mayor o igual que n. 

Resulta interesante mencionar algunas aplicaciones de los teoremas aqui ex­

puestos, a otros problemas de la Teoría de Gráficas. 

Considére el caso en que k = 2 y A = A 1 = A2 en el teorema 4.2. las particiones 

P = (C0 , .• ,Cn) deben ser tales que todas las componentes de 

n 

G- (CoU U E(G[C;])), 
i=l 
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sean triviales, pues si existiera una componente no trivial, G se tendría : 

1.cn:A1;:;:2 y cnA=0. 

Por lo tanto, toda G¡ debe ser una componente conexa de G - Ca y 

B(C¡; G - Ca) = 0 para toda 1 :5 i :5 n, es decir, la partición P está determinada 

únicamente por el conjunto Ca. De ésto se sigue que si : A =.: Ai = A2 ~ V(G), 

entonces: 

jI(A,A;G)=min{JCoJ+ E lJC~AJJ}· 
CeC(G-Co) 

Donde se toma el mínimo sobre todos los subconjuntos Go de V(G) , pues 
como se dijo antes, dado Go todos lo demás elementos de la partición quedan au­
tomáticamente determinados. 

Esta es la generalización del Teorema de W. Tutte del 1-factor dada por T. 

Gallai en [1]. Observe que en el caso en que se toma A 1 = A2 = V(G); ¡¡(A1,A2 ;G) 

es el tamaño de un acoplamiento máximo. Esto es bastante claro pues al maximizar 

el número de A1Artrayectorias en G, se minimiza en consecuencia, la longitud de las 
mismas, de tal forma que si se satisface : 

jI(V(G), V(G);G) = JV(G)I y IV(GJI es par, 
2 

entonces G tiene un 1-factor y viceversa. 

Se puede probar que este resultado es equivalente al mencionado teorema sobre 

1-factores. Para demostrar ésto, dados una gráfica G y un conjunto S ~ V(G), de 

vértices, se define J(G - S) como el número de componentes conexas de G - S con 
cardinalidad impar. 

Con esta definición se puede enunciar la versión original del Teorema de vV. 
Tutte del 1-factor como sigue : 

Teorema 4.3. 

Sea G una gráfica, G tiene un 1-factor si y sólo si, para todo subconjunto S, de los 

vértices de G, se satisface : 

l(G - S) :5 ISJ. 

o 
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TESIS 
Bt LA 

HO DEBE 
WBLIOTECA 

Se probará que las condiciones del Teorema 4.3 se cumplen si y sólo si se tiene 
que: µ(V(G), V(G);G) = !V~Gl! y IV(G)I es par. 

Observe que para todo subconjunto de vértices C0 , 

I(G-Co)= rlV<G;Co)ll- L l1;1J 
CeC(G-Co) 

... (1) 

ya que al hacer correr la suma sobre todas las componentes de G - C0 , se consideran 

todos los vértices de G - C0 , la expresión en la sumatoria aporta 1/2 por cada uno de 

estos puntos, pero al tomar la parte entera, se pierde 1/2 por cada componente conexa 

de cardinalidad impar en G-C0 • Por lo anterior, la expresion (1) en efecto se satisface. 

Primero se probará que si 

min {ICol + L l1;1J} = IV~Gll, 
CEC(G-Co) 

entonces para todo conjunto S !;;; V(G) se cumple que ISI ;::: I(G - S), es decir, que 

ISI - l(G - S) ;::: o. 
Se sabe, por hipótesis, que para todo Ca!;;; V(G) 

le I '°' llCIJ > IV(G)J = r.IV·.·.(G)l.1· o + ¿_, 2 - 2 . .· 2 ' 
CEC(G-Co) .' . . 

y claramente : 

!Col+ L . ll~IJ;::: lW(G; CollJ: 
CEC(G-Co) ". · ·. · ·. 

De aquí se tiene que : 

y utilizando la relación (1) se puede concluir que : 

JCol 2: I(G - Ca). 

Ahora falta demostrar que si G es una gráfica tal que para todo conjunto de 

vértices S !;;; V(G) se cumple que JSI ;::: /(G - S), entonces, 



µ(V(G),V(G);G)='min{ICol+ _ L _l1;1J}_-_=_ IV~Gll, 
OeC(G-Oo) 

donde el mínimo se toma sobre todos los subconjuntos Co ~V(G). 

Observe que si se toma S = 0, entonces !SI+ E , ---l~J ·= ¡v~au; y por lo 
ce.qa..,s¡ . · 

tanto: 

µ(V(G), V(G);G) $ IV~Gll. 
. . 

Por otra parte, para cada conjunto s~y(G), 

IV(G- S)I = L; ¡e¡; 
cec(a'."s¡ 

IV(G-S)l=2 -- L 1;1. 
CEC(G-S) 

las componentes conexas se pueden separar en aquellas que tienen cardinalidad par 

y las de cardinalidad impar. Suponga que G - S tiene m componentes conexas, 

C¡ 1 $ i $ m y que IC;I es par si 1 $ i $ k y IC;I es impar si k + 1 $ i $ m. Se tiene 
entonces que : 

de donde: 

claramente : 

IVCG-S)l=2't 1~il+2 t IC;~- 1 +I(G-S), 
i=l i=k+l 

IVCG-S)I =2tll~;IJ +2 .t ll~ilj +I(G-S), 
•=1 1=k+1 

IV(G-'S)l=2 L l';'j+I(G-S). 
cec(a-s¡ 

Por otra parte es claro que 
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JV(G)I = JV(G- S)I + ISI. 

De lo anterior se obtiene que : 

JV(GJI = JV(G - S)I + ISI = 2 • E u;1 J+ I(G - S) + 1s1. 
. CEC(G-S) .•. ·· .. 

JVCGll = JVCG-Sll +lsi ;;;; t;fj'ljb1J i.!.1(ú.,. si+ .!.1s1. 
2 2 •• , ; :.~?c,<e/"~>. ·}·. ;;2, • . . ... 2 .. 

w::'.~i~~~~f ~li'~~t . 
2 .2 ·.·•,,/··c. ~'··~¡::;~.~~~~r~i~.:~·3·.,>. 

1s1 + E l 1; 1J = IV~Gll _ ~icbbs;'~ ~1s1 ... (2) 
CeC(G-S) ·· · ·· 

Se sabe por hipótesis, que ISI;::: I(G-S), de donde se tiene que ISl-J(G-S);::: O, 

y por lo tanto, 

4os1-1co-sii;:::o. 

Utilizando la relación (2), se concluye que para cada S !;;; V(G), 

ISI+ L l1;1J;::: IV~GJI, 
CEC(G-S) 

por lo tanto 

µ(V(G),V(G); G) ;::: JV~GJI, 

con lo que finalmente se obtiene el resultado. 

µ(V(G), V(G);G) = IV(GJI. 
2 

o 
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CONCLUSIONES 

El objetivo de esta tesis ha sido exponer los resultados conocidos hasta la fecha 
sobre el problema de encontrar el número máximo de trayectorias largas y disjuntas, 
entre dos vértices de la gráfica. El estado actual del estudio de este problema es el 
siguiente: 

Se conocen cotas superiores e inferiores para el número an(h), para el caso en 
que n y h son arbitrarias. Estas cotas sólo han sido mejoradas para el caso n = 3, h 

arbitraria en gráficas no dirigidas, en esta caso se ha probado también que la cota que 
se tiene es estricta. 

Se tienen además, algunos resultados para variantes de este problema, como el 
caso en el que se consideran trayectorias entre dos conjuntos de puntos. 

En el capítulo II, se introdujo la definición de hn, que fué utiliz11da para mostrar 
una de las cotas. Como se mencionó entonces, no se conoce el valor exacto de hn, para 
cualquier n y quedan algunas preguntas por resolver, en este contexto. 

Establecer cotas estrictas para el caso general, ya sea mejorando las que se 
conocen o probando que se tienen las óptimas, es un proyecto mas ambicioso y desde 
luego mas interesante, que deberá ser abordado en un futuro. 

Aún conociendo el valor exacto de an(h), no es posible determinar la cardi­
nalidad de un sistema máximo de uv-trayectorias disjuntas, de longitud al menos n. 

Esto inevitablemente sugiere el preguntarse por una caracterizacion de las digráficas 
(o gráficas) y pares de puntos en los cuales se alcanza el valor de an(h). Mas aún, se 
puede plantear la pregunta de si es posible determinar el tamaño de un sistema máximo 
de uv-trayectorias disjuntas, de longitud al menos n, en una digráfica (o gráfica) en 
términos no sólo de n y h, sino incluyendo también otros parametrosde la gráfica. 

La contribución de esta tesis es pues, la divulgación tanto del problema, como de 
los resultados que se tienen y las relaciones que se conocen entre este y otros problemas 
de la teoría de gráficas, con el objetivo de fomentar el estudio del problema. 
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