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INTRODUCCION



Una clase importante de teoremas en la teoria de gréficas, son los teoremas
min-max. La mayor parte de estos teoremas pueden ser enunciados también, como
teoremas que dan condiciones necesarias y suficientes para que una grafica cumpla
cierta propiedad. Este es el caso del Teorema de Menger que es, sin duda, el teorema
fundamental de la conexidad en grificas.

Para enunciar dicho teorema, considere las siguientes definiciones: Sea G una
grafica conexa y u y v, dos vértices no adyacentes de ésta. Una ur-trayectoria es
una trayectoria que une a u con v. Un uv-separador, es un conjunto de vértices
que al removerse de G la desconectan de tal forma que u y v quedan en diferentes
componentes. Todos los conceptos a los que se hace referencia en esta introduccidn, se
definen formalmente en el primer capitulo de esta tesis.

Asi, el Teorema de Menger establece que en una gréfica, dados dos puntos, u y
v, no adyacentes, el nimero mdrimo de uv-trayectorias disjuntas es igual al nimero minimo
de puntos que se necesitan para formar un ur-separador.

Al comsiderar tinicamente uv-trayectorias de longitud al menos n fija, se
obtiene una variante de este problema. En este caso, al ignorar de esta manera, las
trayectorias de longitud menor que n, es claro que el méximo nimero de trayectorias
de longitud al menos n, en una digrifica, no es necesariamente igual al nimero minimo
de puntos necesarios para romper cada una de estas trayectorias, es decir, se pierde la
relacién min-max. En [6] Luis Montejano y V. Neumann-Lara plantearon por primera
vez este problema e iniciaron el estudio de la funcién a,(#), que es el ndimero maximo
de uv-trayectorias disjuntas de longitud al menos n, que deben existir en una gréfica
que contiene un conjunto de vértices de cardinalidad h, que bloquea todas estas
trayectorias. Este articulo fue precedido por la publicacién de L. Lovdsz, V. Neumann-
Lara y M. Plummer [5]. en la que se estudid ¢l problema andlogo sobre trayectorias de
longitud a lo mas n, dada.

El objetivo central del presente trabajo es exponer los avances conocidos hasta
la fecha, en el estudio de la funcién an(k).

El primer capitulo presenta las definiciones, notacién y antecedentes del prob-
lema que se estudia en este trabajo.

En el segundo capitulo se expone el trabajo publicado en [6], por L. Montejano
y V. Neumann-Lara. En esta seccién se estudia el problema en su forma mas general,
para digrdficas y n arbitraria. Se incluyen también demostraciones de resultados
analogos sobre ciertas variaciones de este problema.

En el tercer capitulo se exponen resultados para el caso particular n = 3,
en gréficas no dirigidas, que mejora las cotas que se tienen en el caso general. Estos
resultados fueron obtenidos por M. Hager en [2].
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En el cuarto capitulo se expone el trabajo publicado por W. Mader en {3]. En
esta parte se introduce un problema planteado por T. Gallai, a través del estudio del
cual, se obtienen resultados sobre el problema central de esta tesis. Finalmente se pre-
senta una relacién sorprendente entre los resultados que se obtienen sobre trayectorias
y el conocido Teorema de W. Tutte sobre 1-factores.
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1.1 NOTACION."

Una grafica, G, consiste de un conjunto -V finito, no vacio de vértices 0 nodos
o puntos y un conjunto predeterminado, £ de parejas no ordenadas de vértices. Cada
par e=azxy€ E, es una arista de la grifica y se dice que e une o conecta a los vértices z
¥ y. Una grdfica dirigide 0 digrdfica D, consiste andlogamente de un conjunto de vértices,
v, finito y no vacio y de una coleccién, E de parejas ordenadas de vértices, a los
elementos de E se les llama flechas. Al primer vértice de una flecha se le llama vértice
inicial u origen y al segundo elemento, vértice final. El conjunto de aristas (resp. flechas) de
una grdfica G (resp. digréfica D) se denota por E(G) (E(D)) y el conjunto de vértices o
puntos de ésta, por V(G) (V(D)).

Dada una grifica G y dos vértices u,v € V(G), se dice que u y v son adyacentes
o vecinos, si existe en la gréfica la arista, uv, que los une. El nimero de vecinos de un
vértice v en una gréfica se llama valencia o grado del vértice en la grédfica y se denota por
valg(v). A los puntos que son adyacentes a éste se les llamara vecinos de v y se denotan
N(v;G). En una digrédfica, al conjunto de puntos que son el extremo final de una flecha
que sale de un vértice v, se le llama vecindad exterior y se denota por N*(v, D). Al
conjunto de vértices que son el extremo inicial de una flecha que entra al vértice v, se
le llama vecindad interior y se denota por N~(v,D).

En una grédfica dos vértices estan unidos por a lo mas una arista, si sucede que
dos vértices en G estdn unidos por mas de una arista, se dice que G es una multigrdfica
t] g
y las aristas que unen a un mismo par de vértices se llaman aristas multiples.

Una subgrdfica H, de una grifica G, es una grafica tal que su conjunto de
vértices V(H) es un subconjunto de los vértices de G y de la misma manera, su
conjunto de aristas es subconjunto de las aristas de G. Se dice que H es una subgrdfica
inducids por el conjunto X C V(G), en G si V(H)= X, A(H)C A(G) y toda arista de
G que une puntos de X, es también una arista de /. se denota por G[X] a la grdfica
inducida por X en G. A una subgrdfica de G, en la que todos los vértices tienen valencia
1, se le llama un f-factor de G.

Un conjunto X C V(G) es independiente si ningtin par de puntos de X esta unido
por una arista en G.

Un camino (vg,a1,v1,..,2n,vn) €n una grafica es una sucesién alternante de
vértices y aristas, donde wp,...,v; son vértices de la grafica y aj,..,an son aristas
de la grafica. Cada arista a; tiene como extremos a los vértices vi—; y v;. Tratandose
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de un camino dm da en una dlgraﬁca, la. sucesmn €s, clarament.e, de flechas y vértices y
se tiene ademas que pa.ra. cada ﬂecha ‘@ su vértice mxcxa.l es vi-1 Y su vertxce ﬁnal )
es v;. Es : : :

Una trayectoria €n'tina graﬁc , €5 un camino en el cua.l todds los vert:ces ( v

consecuentemente, las anstas) son dlferentes. Analogamente, una’ tmyeciona dirigida'en”

una digrifica, es un camino dmg:do, que no repxte vértices. Un c:clo ‘es una trayectona"
que inicia y termina en el mismo vértice.

Si G esunagrdficay u,v € V(G), se llama uv-—trayectona en G auna trayectorxa )
con puntos extremos u y v, diferentes. En una uv-trayectoria en una digrdfica, u serd
el vértice inicial y v €l vértice final de la misma, en este caso se asume que las trayectorias
son dirigidas. Analogamente si X,Y ¢ V(G) una X Y;trayectoria es una zy-trayectoria
dondezeX yyevY.

La longitud de una trayectoria T, se define como el niimero de aristas en ella y
se denota por (T).

Dos trayectorias son disjuntas (O ajenas), 0 mutuamente disjuntas (0 ajenas) si no
tienen puntos en comuin y son internamente disjuntas o independientes, si sus tinicos puntos
comunes son los extremos, es decir, el primero y el 1iltimo. Se dice que son disjuntas en
aristas si no tienen aristas en comun. Un conjunto § de vértices de una gréfica G, es
un uv — separador si toda uv-trayectoria en G contiene un punto de S, un uv-separador es
estriclo si no contiene ni a u ni a v. De manera semejante, un XY-separador es un conjunto
de vértices que intersecta toda XY-trayectoria en la grafica. Un XY -separador es estricto
si no contiene ningin vértice de X UY.

Una grafica G es conexa si para todo par de vértices u,v € V(G) existe un
camino en G que los tiene como extremos. Una componente coneza de una gréfica es una
subgrafica conexa, maximal de G. Al conjunto de componentes conezas de una grifica G,
se le denota por £(G). Se dice que una componente conera es trivial si contiene solamente
un punto.

Dado un numero real z, [z] denota al menor entero mayor o igual que z y |z
representa a la parte entera de z, es decir, al mayor entero menor o igual que z.



'1:2. EL TEOREMA DE MENGER

Con la intencién de hacer una presentacién lo mas completa posible, se incluyen
en esta seccidén, algunos resultados que son antecedentes del problema que se estudia
en este trabajo.

Teorema de Menger 1.2.1.

Sean D unadigréficay u,v € V(D) dos vértices tales que la flecha (u,2) no pertenezca .
a la digréfica. Si todo separador estricto en D tiene al menos h elementos, entonces’
D contiene A uv-trayectorias internamente disjuntas por pares.

A continuacién se da una forma equivalente de éste teorema, en la cual se
analiza la misma relacién trayectorias - conjuntos separadores, pero se han considerado
AB-trayectorias donde A y B son conjuntos de vértices de la digrifica.

Teorema de Menger 1.2.2.

Sean D una digrdficay A,8 C V(D) dos conjuntos de vértices de la digréfica. Si todo
AB-separador en D tiene al menos h elementos, entonces D contiene h AB-trayectorias
mutuamente ajenas.

Antes de demostrar la validez de estos resultados, se probara que las dos ver-
siones anteriores son equivalentes. Se incluye una demostracién tomada de [7)

Supdngase que se cumple el Teorema 1.2.2, y que se tienen una digrédfica D y

dos puntos u,v € V(D) que satisfacen las hipétesis del Teorema 1.2.1.

Sean :
A= N+, D),

B=N"(v,D)

y D' la gréfica inducida por los vértices de D menos {u,v}.



Figura 1.2.1.

Un AB-separador en D' es, claramente un uv-separador estricto en D, ¥y
viceversa. Ademds toda AB-trayectoria en D' puede completarse a una uv-trayectoria
en D y obviamente, si dos AB-trayectorias son disjuntas, las uu-trayectorias obtenidas
extendiendo éstas, son internamente disjuntas en D. Véase la Figura 1.2.1.

Aplicando el Teorema 1.2.2, se sabe que hay h AB-trayectorias disjuntas por
pares en D'. De acuerdo con las observaciones anteriores, estas h trayectorias dan
origen a h uv-trayectorias internamente disjuntas en D y es claro que este sistema de
uv-trayectorias es maximo en D con lo que se tiene que se cumple el Teorema 1.2.1.

Ahora se supone que se cumple el Teorema 1.2.1 y se tiene una digrafica D, y
dos conjuntos de vértices A, B c V(D).

Sea D' la digrdfica cuyos vértices son V(D)U {u,v}, y en la cual se respetan
las adyacencias de D y se afiaden las flechas que unen el vértice u a cada punto de
A y las que van de cada vértice de B al punto », como se muestra en la figura 1.2.2.

N

‘=‘ Wi, SR
—

Figura 1.2.2.

Todo uv separador estricto en D' esun AB separador en D y viceversa.
Ademds toda AB-trayectoriaen D se puede extender a una uv-trayectoria en D' sim-
plemente afiadiendo las flechas que van del vértice u al primer vértice de la trayectoria
y de la misma manera, la flecha que va del iltimo punto de la trayectoria al vértice v
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Es claro que si dos uu-trayector]as son mterrmmente dlSJuntas en D', las AB-
trayectorias obtenidas al restrmgxr estas a D, seran d1s_1unta.s y viceversa. Aplicando
el Teorema 1,2.1 se txene que hay en D

yectorlas 1nternamente disjuntas que
corresponden a h AB- trayectonas dxs3untas por péres ‘en D con'lo que se tiene que
se cumple el Teorema 1.2.2. :

Habiendo probado la equwalencxa de los teoremas ly 2 se incluye ahora una.
demostracidén de la segunda versién, tomada de {7) y deb:da a Pym o

A lo largo de este capitulo, dada una trayectona T y dos vertxces en ella, a”
¥y b, se denotapor Tla,b] a lasubtrayectoria de T que inicia'en 'va‘ ‘y‘ter»:mma en b

Demostracién :

Sea S un conjunto AB-separadoren D con cardinalidad minima, seja, n = |S]. La prueba
es por induccidn sobre el peso de la digrifica, definido como 1r(D)’f- |V(D)| + |F(D)|

Si n(D)=1, la tnica posibilidad es que |V(D)] =1, F(D) =0 y en este caso el
resultado se cumple trivialmente.

Supongamos ahora que el resultado ha sido probado cuando #(D) < k _‘ ysea D
tal que #(D) =+ Dos casos son posibles:
I) Existe un AB-separador Z # A,B con |Z|=n.
Sea D), lasubdigrifica de D que es union de todas las AZ-trayectorias, cuyo
conjunto de vértices internos queda totalmente contenido en la componente
conexa de A, en D~ Z, a estas trayectorias se les llamard, AZ-trayectorias
directas en D. Definase D,z de modo que:

V(Daz) = V(D:qZ)UAU Z, F(Dsz)= F(D:AZ)-

Anilogamente (dualmente) sea Dyp la subdigrifica de D que es unién de
todas las ZB-trayectorias cuyo conjunto de vértices internos queda totalmente
contenido en la componente conexa de B, en D —Z, a estas trayectorias se
les Nlamari, ZB-trayectorias directas en D. Igual que antes, se define Dzp
de manera que :

V(Dzg) = V(Dzg)UZUB, F(Dzg)=F(Dzp).



1I)

Como |B|>12| y B# 2, B-Z#0. Sea be B~Z. Seprobardque b¢ V(D,z) se
tendria b € A—Z obien b seria punto interior de alguna AZ-trayectoria directa
en D. En ambos casos Z no seria AB-separador en D. Luego #(Dzg) < k.
Si S es un AZ-separador en D,z,S es un AB-separador en D, pues cada
AB-trayectoria en D pasapor Z y contiene por lo tanto a una AZ-trayectoria
directa la cual por estar contenida en D,z debe pasar por S. Se sigue que
IS} > n. Aplicando la hipétesis de induccién, D,z contiene n AZ-trayectorias
mutuamente ajenas Ti,.,7n que terminan en z,..,z, respectivamente, las
cuales podemos suponer directas.

Dualmente Dzg contiene n ZB-trayectorias directas mutuamente ajenas
Ty,..T, las cuales se inician en z,..,2, respectivamente. Figura 1.2.3.

z

Figura 1.2.3.

A

Se tiene :

. [0 csii#j,

vaynvap= {8 iz’

pues si se tuviera w € V(T;)NV(T;) con w ¢ Z yuxtaponiendo Tia;,u] ¥y
Tjlw.b;], donde a; eselorigende T; y b; esel final de Tj, se obtendria
una AB-trayectoria en D que elude a Z lo cual es imposible ya que Z es
un AB-separador.

TyUT], TaUTy,.., T, UT, forman un haz de n AB-trayectorias mutuamente
disjuntas en D.

Si Z es un AB-separador tal que |Z|=n entonces Z=A S B.

Podemos suponer, por dualidad, que {A| < |B|. Sea Z un AB-separador en D
tal que |Z|=n. Sabemosque Z=4 o Z=B. Como A esun AB-separador
y |4} <12]|=n, se tiene |Aj=n. Si Ac B, los n vértices de A4, son las
n trayectorias buscadas. Si A ¢ B probaremos primero que existe una flecha
ar en D con a€A—-B ysea Aj=A-a Como |4,|=n-1, A no separa
A de B en D. Luego existe una AB-trayectoriaen D - A;. Como a¢ B,



dicha trayectoria usa una flecha az con z € A. Sea D; = D-—az. Notese
que w(D;) ==a(D)-1<k Sea W un AB-separador en D, de cardinalidad
minima. Si |W]=n, D; contiene n AB-trayectorias mutuamente disjuntas y
por lo tanto D también.

Si [W|<n tanto WuU{a} como WU {z} son AB-separadores en D con
cardinalidad menor o igual a n lo cual implica que ambos tienen cardinalidad
n y cada uno de ellos debe coincidir por lo tanto con A o B. Se sigue que
A=WuU{a} y B=WuU{z) yaque a¢ B y =z¢A. Lasn AB-trayectorias
buscadas consisten en los n~1 vértices de W y laflecha uzr con lo cual se
concluye la demostracidn.



CAPITULO II



TEOREMAS MENGERIANOS PARA TRAYECTORIAS LARGAS
EN DIGRAFICAS

En este capitulo se inicia la exposicién de los resultados que se conocen sobre
el problema de trayectorias largas, mencionado en la introduccién, que es el problema
central de esta tesis. Considere la siguiente definicién:

Sea D una digrdfica, SCcV(D) y uveV(D)=S§, paran22, seescribe
(u,S,v)} si ¥ solo si toda uv-trayectoria de longitud mayor o igual que .’ n , tiene al
menos un vérticeen S. ) i :

El problema en cuestién, puede enunciarse formalmente como sigue:

Dados una digrdfica D, un nimero n > 2 y un par de puntos u,v € V(D) j Qué
relacion existe entre el nimero méximo de uwv-trayectorias internamente disjuntas, de
longitud al menos n en D y la cardinalidad minima, 4 de un conjunto, S que

intersecta a todas estas trayectorias?

Claramente se tiene que para n = 2, el Teorema de Menger proporciona la
respuesta a esta pregunta. Utilizando la notacién definida arriba, se sabe por el Teorema
de Menger que unadigréfica D tiene h uv-trayectorias disjuntas, siy sélo si el conjunto
mas pequehio, S CV(D)— {uv} tal que (u,S,1)%, tiene cardinalidad |5 = h.

Para n >3 esta relacién no siempre se satisface. Considere la digrafica re-
presentada en la figura 2.1, donde n =3. Cualquier subconjunto de al menos 2 vértices
de {1,2,3}, corresponde a una uv-trayectoria de longitud al menos 3, en la digrédfica.
Dado que [V(D) - {u,v}{ = 3 y cada trayectoria de longitud al menos 3 tiene por lo
menos dos vértices internos, no existen en D, 2 uv-trayectorias internamente disjuntas,
de longitud mayor oigual que 3. Por otra parte, para que un conjunto S ¢ V(D)—{u,v}
intersecte toda wuv-trayectoria de longitud al menos 3 en D, es necesario incluir en §
al menos 2 vértices de V(D) ~ {u,v}. De acuerdo con lo anterior, se tiene que en esta
digrdafica el nimero midximo de uw-trayectorias internamente disjuntas y de longitud
mayor o igual que 3 es 1, mientras que la cardinalidad de un conjunto S que satisface

(1,5, v)3, es al menos 2.
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Figura 2.1.
El siguiente teorema proporciona una cota inferior para el niimero maximo de
trayectorias internamente disjuntas, de longitud al menos n, en una digréfica D, en.
términos del tamafio de los conjuntos de vértices, S tales que (u,S,v)}.

Teorema 2.1.

Sean D una digrédfica, w,ve V(D) y n2>2 Sitodo conjunto S ¢ V(D)~-{u,v} tal
que (u,S,v)}, satisface |S|2h, entonces existen [m] uv-trayectorias internamente
disjuntas en D, de longitud al menos n.

3
f

Demostracién.

Sea 1t el nimero méximo de uv-trayectorias internamente disjuntas de longitud al
menos n, y T={T1,T2,..Tt} un conjunto de dichas trayectorias, elegido de tal forma
que {Ti)+ T2) + ..+ {(T;) toma el valor minimo posible.

Sea P, el conjunto formado por los primeros n -2 puntos interiores de 7; y
@; el conjunto formado por los iltimos n —2 puntos interiores de 7;, se definen los

t
conjuntos P = U Py Q@=UQ:.
i=1

i=1
Sea {C1,Cy,..,Ci} una coleccién de uv-trayectorias que cumplen las siguientes
condiciones:

1) u es el punto inicial de ¢; i=1,..,t,

1) C; es la trayectoria trivial consistente en un inico punto g¢; = u, o bien
VCHNV(TLV..UT) = {u,e;}, donde q; €T, - (P;UQ;U{u,v}) es el punto final
de C; i=1,..t,

#i) V(C)NV(Csy = {u} si i# ]

11.



En la figura 2.2, se mués,trx;a.n los conjuntos y Qy las trayectorias Ci.

Figura 2.2,

Sea 7; la subtrayectoria de T; que inicia en . y. termma en v y:sea T-,'la

subtrayectona de T; queiniciaen u y termma en. a;.

Es claro que si £(C;)# 0 entonces !(C,) Sn-1 pues de no ser asi, sust uyendo e

T-" por C; se obtiene una trayectoria 7; de ‘menor longitud que T ‘con lo cua.l se‘
contradice la minimalidad de &(T7) + €(T2) + .. + &T3). Observe la ﬁgura 2 3

Ci
L >
v a. v
1
Figura 2.3.

Sea R; el conjunto formado por los primeros n-2 puntos mterlores de C;

si t(C) #0; o por el conjunto vacio, R; =0, si ¢C;)=0. Se define R = AU R;.
Se puede suponer que las trayectorias {C),Cs,..,C;} son tales que
oT)) + 6(Ty) + ..+ £(T}),

toma el valor minimo posible. Si T es una uv-trayectoriaen D de longitud al menos
n, que no intersecta al conjunto PUQUR, entonces por la maximalidad de ¢, T
intersecta a :

(L;Jlr) — {u).

12.



Sea o el prime;‘puhto de T.'que pertenece a

es decir, - Z es un conjunto de puntos de“UV(T;

=1 4‘ ; :
mas alld de q;, para cada i Supdngase que i< [
suposicién, para cada conjunto ZeA se cumple que::

|[PUQURUZ| <t(n~2)+t(n~-2)+t(n— 2)+t—t(3n‘5)<h

y como se sabe que (u,S,v)} implicaque |S| >k entonces debe exxstlr una uv-trayectorxa. .
I, de longitud al menos n que no intersecta a: : : :

PUQURUZ.

t
Por lo tanto I, intersecta [J(C;UT;) - {u,v} por primera vez en:
i=1 . -

ag € V(U(C,Ut )) —(PUR).

i=1

Sea I, la subtrayectoria de I, con punto inicial a, y punto final v
Considere la subdigrifica Dy de D definida como sigue:

t
Do=Jciumyu |J Ty,

i=1 Zga

es decir, los vértices y flechas de Dy son los de éstas trayectorias. Claramente toda
u-trayectoria en Dy contienea P; o R; para alguna i, de donde toda uv-trayectoria
en Dp tiene longitud al menos n.

i
Para separar u y v en |J(C;UT;) se necesitan al menos ¢ puntos, mas aun,
i=1

i=
todo separador Z en ¢ puntos pertenece a A, véase la figura 2.4,

13.
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Figura 2.4.

Pero dado que I"z C Dp, se sigue que Z no separa u y v en Dy, pues sabemos
que ', NZ =0 y por lo tanto (u,S,v)}_ implica |S|>¢+1.

Usando el Teorema de Menger en su versién original, se sabe que existen al
menos t+ 1 uv-trayectorias internamente disjuntas en D, cada una de ellas de
longitud al menos n, lo cual contradice la maximalidad de ¢ y por lo tanto se obtiene

que
h
>
t2 [3n —5.| !

que es el resultado que se buscaba demostrar.

A continuacién se enuncian teoremas que se refieren a algunas variaciones del
problema de trayectorias largas y en cuyas demostraciones, se emplean las mismas
técnicas utilizadas en la prueba de Teorema 2.1.

Teorema 2.2.

Sean Hy,HCV(G), n22 y ScV(D) tales que (H,S Ha)} implica |S|> h entonces
existen [h/(3n—2)] HyHz-trayectorias disjuntas por pares y de longitud al menos n
en D.

Demostracion :

Sea ¢ el méximo niimero de H;H,-trayectorias disjuntas por pares, de longitud
al menos n y T ={T},T>,.. Tt} un conjunto de dichas trayectorias elegido de tal forma
que {Ty)+ {Ta)+ ..+ &(T;), toma el valor minimo posible.
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Para cada trayectoria T, 1<i<t sean u; el puntoinicial y v; .el final, A
el conjunto formado por los primeros. n—1 puntos de 7; y @; el conjunto formado
t t
por los tltimos n—1 puntos de Ti.. Sedefinen: P=U P y Q= Q;
i=1 i=1
Observe que en la demostracién anterior no se incluye, en la definicién de los
conjuntos F; y Q;, alos puntos v y v, mientras que en este caso los puntos extremos
de las trayectoria 7;, son incluidos en estos conjuntos. El cambio se debe a que en
este caso, se consideran trayectorias disjuntas por pares y conjuntos separadores no
necesariamente estrictos mientras que en el teorema anterior, se trataba de trayectorias
internamente disjuntas y separadores estrictos.
Sea {C1,Cz,..,Ct} una coleccidn de trayectorias que cumplen las siguientes condiciones:
i) b; € Hy es el punto inicial de C; i=1,..t,
ii) C; es la trayectoria trivial consistente en un tinico punte’ & = u; € Hy, o
VC))NV(T1U..UT) = {a;}, donde a; € T; — (P;UQ;U{u;, v}) _es el punto final
de C; i=1,.,t,
i) VICONV(Cy=Bsi i)

H
) Hy

—
>

Figura 2.5.

Como se ilustra en la figura 2.5, las trayectorias C; definidas para esta prueba,
no inician en el punto inicial de la trayectoria 7; correspondiente, pueden comenzar
en cualquier vértice de H; que no sea vértice inicial de ninguna otra trayectoria T}
o Cj. Obsérvese que las trayectorias T; y C;, solo pueden intersectarse en el iltimo
punto.

Sea T la subtrayectoria de 7; queiniciaen ¢; yterminaenv,ysea 7, la

subtrayectoria de 7; que inicia en §; y termina en a;.

s

Nétese que si  £(Ci)# 0 entonces £(C;)>n—1 pues de no ser asi, sustituyendo T;
por C; se contradice la minimalidad de: ¢(Ty) +£(T2) + .. + &(T3).
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Sea R; el con]unto formado por los primeros rgf-i _puntoé de Ci- si t(C;) #0
Yy Ri=0" s~ IZ(C,)—-O Sedeﬁne \ B o -

De la misma manera como se hxzo para‘ ‘P y Qi, ‘en la definicién de estos
conjuntos R;, se incluye a los vértices m1c1a1e5 de cada trayectoria C;.

Puede suponerse que {Cy, Gy, 1.,0,) .son ta.les que l(Tl)+l(T2)+ ..+£(T,'), toma
el valor minimo posible. Si T . es una H;H;-trayectoria en D de longitud al menos
n, que no intersecta al conjunto PU Q l) R, entonces por la maximalidad de t, T

intersecta a :
()

i=1

'1"_;: que pertenece a._

Qe

Sea o el primer puntq,dé

i=1
entonces : ; : :
a€ V(U(C,- u:r,-”)) ~(PUR),

i=1

pues de no ser asi, al sustituir C; donde i es tal que a € V(T}), por la subtrayectoria de
I quevade H; a g, setendria un sistema de trayectorias C; con las caracteristicas
deseadas y un valor menor para T))+£(T;)+..+£(T;) que se habia supuesto mimimo
posible.
Sea A la coleccidn de todos los conjuntos de puntos  Z = {z1,.,2:} tales
que:
z; € T;, i=1,.,1,

es decir, Z intersecta a todas las trayectorias, mas alld de ¢;. Supdngase que
t< {51%—‘2“ . Observe que bajo esta suposicién para todo conjunto Z € A se cumple
que :

IPUQURUZ|<t(n—1)+tn— 1)+ tn-1)+t=1t(3n—2) < b,

y como se sabe que (M, S, Ha)}, implica que |S| > h entonces debe existir una HqHa-
trayectoria T', de longitud al menos n que no intersecta a:

PUQURUZ
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por primera vez en :

S

az eV (U(C.- u‘t?)),
i=1 £
Sea T, lasubtrayectoriade T, con pun

Considérese la siguiente subdigrafica de D't

¢ ST e
Do=U@:umy

i=1

toda HyH,- trayectoria en Do contiene,a P ‘oal R; para alguna t',—de"rdbnde :
toda H)H,- trayectoriaen Do tiene longitud al menos'n. =~ oo 0 s
¢ P B N
Para separar H; y H, en  |J(C;UT;) se necesitan al menos ¢ puntos, mas atin,
i=1 )
todo separador Z en ¢ puntos pertenece a A.
Dado que I"z C Dp se sigue que Z no separa Hy y Hp en Dp, pues sabemos que
T, NZ=0 y por lo tanto (H,,5, Hy)} implica [S|>¢+1.
Usando el Teorema de Menger tenemos que existen al menos t+1 HiHa-
trayectorias internamente disjuntas en Dy, cada una de ellas de longitud al menos n,
lo cual contradice la maximalidad de t y se concluye la demostracidn.

o

Sea D una digraficay H), H,c V(D) dos conjuntos de vértices de ésta. Una
HyH,-pseudotrayectoria es o bien una H;H,-trayectoria o un ciclo dirigido con un tinico
punto en HyUH, yelrestoen V(D)—(H,UH>).

Via esta definicidn, se puede enunciar el siguiente teorema que proporciona una
cota para el nimero méximo de H,{>-pseudotrayectorias idsjuntas de longitud al menos
n en una digrdfica, en funcién de la cardinalidad minima de un conjunto que intersecta
todas las H; Hy-pseudotrayectorias de longitud al menos n, en D.

Teorema 2.3.
Sean n>?2 y D una digrifica que cumple con la siguiente propiedad :

Para todo Sc V(D)—~{HjUH2} que intersecta cada H;H,-pseudo trayectoria
de longitud al menos n, se tiene que |S| > h.  Entonces D tiene [h/(3n — 5)] HyHa-
pseudotrayectorias internamente disjuntas de longitud al menos n.
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Demostracién:

Sea t el méximo nimero de Hi Hs-pseudotrayectorias disjuntas por pares, de longitud

almenos n y T= {T],Tg,;i!Tg}E un conjunto de dichas pseudotrayectorias, elegido de

tal forma que l(j‘l) + E(Tg) o + l(T;), toma él minimo valor posible.

Para cada p;eu;iétréyeéfé}ia T, sean u; el punto inicial y v; el final. Note
que u; puede ser iguala v; si T} es an ;iclo ¥ ui=V(T)N(H L UH,).

Sea P; el conjunto formado por vlos pri;neros n—2 puntos internos de T; y

Q; el conjunto formado por los tltimos n -2 'puntos interiores de Tj, -se definen:
t t :

P= _UIP-‘ y @= _UIQ.'-
1= =

Sea {C},C2,..,Ci} una coleccién de trayectorias que cumplen las siguientes condiciones:

i) b; € {H{U H2} es el punto inicialde ¢; i=1,.,t. Si 7; es un ciclo con

un vértice en H,, la trayectoria C; correspondiente puede comenzar en un
vértice de Hz, pero sélo en este caso una C; iniciard en Hj.

ii) C; es la trayectoria trivial consistente en un 1inico punto, aq; = u; € {H1UH2},

o V(C)NV(T1U..UTY) C {ui,a;}, donde g; €T;—(PuQ;U{ui,v;}) es el punto
finalde ¢; i=1,..1.

iii) V(Ci)NV(C;) € {uj,u;} si i # j. Es decir las trayectorias C; sélo pueden
intersectarse en el punto inicial. Recuerde que en este caso, las pseudotrayec-

torias 73, son ajenas por pares.

En la figura 2.6, se muestran las trayectorias C; y los conjuntos P y Q.
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Figura 2.6.

t

Sea 7! la subtrayectoria de 7; que inicia en a; y terminaen v,y sea 7]
subtrayectoria de T; que inicia en v; y termina en a;.
Nétese que si  £(C;) # 0 entonces {(C;)>n~1 pues de no ser asi, sustituyendo = 7;
por C; se contradice la minimalidad de: &T1) + {(T2) + .. + £(T7).

Sea R; el conjunto formado por los primeros n — 2 puntos interiores de ¢;
st HCH#AD y Ri=0 si 8C;) = 0. Se define:

Se puede suponer que {C1,C3,.,C¢} son tales que &T}) + £(T3) + .. + &(T}), toma el
valor minimo posible. Si T es una H,H,-pseudotrayectoria en D de longitud al menos
n, que no intersecta al conjunto PUQUR, entonces por la maximalidad det, T

intersecta a : .
(Ym)-

i=1

Sea a el primer punto de T' que pertenece a

t
v(Ucum),
i=1
entonces .
aev{UJeum)) - rum),

i=1
pues de no ser asi, al sustituir ¢y, donde i es tal que a € V(T), por. la subtrayectoria de
I' quevade H; a o, se tendria un sistema de trayectorias C; con las caracteristicas
deseadas y un valor menor para {(T})+£&Tp)+.+£T;),  que se habia supuesto mimimo
posible.
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Sea: ' A. la coleccién de todos los conjuntos = Z = {x1,..,z;} tales que:
g € T = {upui}, i=1,mt

es decir, Z intersecta a todas las pseudotrayectorias mas alld de ;. Supdngase que
1< {5"—'1_—;] . Bajo esta suposicién se tinene, una vez mas, que para todo conjunto Z € A
se cumple que :

IPUQURUZ| SUn=2)+t(n—2)+tn—2)+2=13n—5) < h,

y como se sabe que (H3,S, Hg)’b:implivcmqﬁe |52 h entonces debe existir una HiHs- ..
pseudotrayectoria - T, ~de longitud al menos n que no intersecta a: '

Sean u, y v, los puntos inicial ¥ fin fiene que T, inte secta. (C: UT) -

1

=1
Sea T, Ila subtrayectorié. de T, con pﬁnto‘inicia] "6z y punto final
v, € {H U Hz}. ° '

Considérese la siguiente subdigrafica de D :

t
Do=JiCiumyu | 17,
i=1 Zea
toda HiH,-pseudotrayectoria en Dy contiene,a P, oa R; para alguna i, de

donde toda H;H;-pseudotrayectoria en Dp tiene longitud al menos n.
t

Para separar #, y Hz en 'U (C;UT;) se necesitan al menos ¢ puntos, mas ain,
todo separador Z en t puntos pert‘ezriece a A.

Dado que I, C Do sesigueque Z nosepara H; y Hz en Dp, puessabemos
que T,NZ =0 y por lo tanto (H,,S, Hz)}_ implica |S| >t +1.

Usando el Teorema de Menger tenemos que existen al menos t+41 HiH,-
pseudotrayectorias internamente disjuntas en Dy, cada una de ellas de longitud al
menos n, lo cual contradice la maximalidad de ¢.
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La utilizacidén del concepto de pseudotrayectoria permite considerar ciclos di-
rigidos ademds de trayectorias. El siguiente corolario es una aplicacién del resultado
anterior para pseudotrayectorias, obteniendo un resultado sobre ciclos dirigidos que se
intersectan en un sélo punto.

Corolario 2.1.
Sean D una digréfica y v € V(D) tales que se satisface la siguiente propiedad :
paratodo § C V(D)~{ug} que intersecta cada ciclo dirigido de longitud al menos

n, se cumple que |S| > h. Entonces D tiene [ziz] ciclos dirigidos de longitud al

menos n cuya interseccion por pares es vg.

Demostracién.

Tome H, = Hy = {x}, todo ciclo dirigido de longitud al menos n que incluye a e,
es una HiHj-pseudotrayectoria y viveversa. Aplicando el teorema anterior se sigue el
resultado.

(m]

A continuacidn se enuncia la versién para flechas del Teorema 2.1, es decir, las
trayectorias consideradas son disjuntas en flechas y los conjuntos separadores de que
se habla son conjuntos de flechas. Con la siguiente definicién se hereda la notacién que
se ha utilizado hasta el momento, para esta variacién del problema.

Sea D una digréfica, u,v € V(D) y sea S C E(D) un conjunto de flechas en D.
Escribimos (4, 5,v)}, n>2 siy sblo si toda uv-trayectoria de longitud mayor o igual

que n en D, tiene una flecha en S.

Teorema 2.4.

Sean>2,si §CE(D)y (u,5v)} implica |S|> h entonces existen [gl5] uv- trayec-
torias disjuntas en flechas y de longitud al menos n en D.

Demostracién.

Sea ¢ el nimero maximo de uv-trayectorias disjuntas en flechas, de longitud al menos
n,y T={n,T,.,7:} un conjunto de tales trayectorias, elegido de tal forma que
{T1) +£(T2) + ..+ {(T) toma el valor minimo posible.
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Sea P; el conjunto formado por las primeras n -1 flechas de . T3 Y. Q:
el con]unto formado por las dltimas n'— -1 ﬂechas de T ‘se definen los conjuntos

PUPxYQ UQ.

Sea {Cy, 02, ,Ci} una coleccxon de uu-trayectonas que cumplen las siguientes
condiciones: :

i) u es el punto inicial de C. i _31 ;

i) C; ‘tinico’punto. a,-:= u, 0
V(G NV(T V.. UT)={u, a.} 1 punto final de
Ci i=1l,.,t ¥y a noes vertxce mtenor ‘e ‘t'rziyét':t rias dgﬁnidas por...
Py Qi : . e A :

) A(c,)nA(c,) 081 19‘:_1

Figura 2.7.

Sea T,' la subtrayectoria de 7, que iniciaen a; y terminaen v, y sea
3

T; la subtrayectoria de 7; que inicia en vy terminaen aq;.

Es claro que si {(Ci) #0 entonces 4C;)>n~1 pues de no ser asi, sustituyendo
T.-" por C; se obtiene una trayectoria T; de menor longitud que T; con lo cual se
contradice la minimalidad de {T1) + £(T2) + .. + £(Ty).
Sea R; el conjunto formado por las primeras n—1 flechas de C¢; si €C;)#0
t
Yy Ri=0 si  £C;)=0 Sedefine R={J R
=1

Nuevamente se puede suponer que las trayectorias {Cy,Cy, ..,Ci} son tales que
KT() + &T3) + ..+ &T;) toma el valor minimo posible. Si T es una uv-trayectoria en
D de longitud al menos n que no intersecta al conjunto PUQUR, entonces por la
maximalidad de ¢, se sabe que I' intersecta a :

(Yr)
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Sea . la primeéra "ﬁ'ec'h’;x deI‘ quepertenece a. ‘

por. la/ seccnon de'f"
! a.ctenshcask'
deseadas y un valor menor para (’(T,)+£(T2)+ +L’(T, * que se habia supuesto': mimimo
posible. o

Sea- A la coleccién de todos los cdnjﬁntdé de flec ’
que: :
7 €T, i=1,.1

es decir, Z intersecta a todas las trayectorias mas alld de a, Supéﬁgag que g

,'QnL—f.l . Observe que bajo esta suposicién para todo conjunto” Z € A-. se cumple que :.

JPUQURUZ|St(n-2)+1(n~—2)+t(n—2)+1=1(3n = 2) <h,
y como se sabe que (u,S,v)} implica que [S] > 4 entonces debe existir una uv-trayectoria
I, de longitud al menos n, que no intersecta a:

PUQURUZ.

'
Por lo tanto T, intersecta |J(C;u7T;) por primera vez en :
i=1

az € A(O(C; ut:.')) —(PUR).

i=1
Sea I, la subtrayectoria de I, que inicia con la flecha a, y tiene punto

final en v Sea Dy la subdigrifica de D definida como la unién de las siguientes
trayectorias:

t
Do = U(C.'UT.')U U I‘Iz,

i=1 ZeAa
es decir, los vértices y flechas de Dy son los de éstas trayectorias. Claramente toda
uv-trayectoria en Dy contiene a P; o R; paraalguna i, de donde toda uv-trayectoria
en Dp tiene longitud al menos n.
t
Para separar u y v en [J(C;UT;) se necesitan al menos t flechas, mas atn,

1=
todo separador Z en t flechas pertenece a A. Observe la figura 2.8.
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figura 2.8,

dado que I, C Do sesigueque Znoseparauyven Do, pues sabemos quelr,NnzZ=29
y por lo tanto (u,5,v)}, implica }S|>t+1. R o

Usando el Teorema, de Menger tenemos que existen al menos t+1 uv-trayectorias
disjuntas en flechas en Dy, cada una de ellas de longitud al menos n, lo cual contradice
la maximalidad de t.

El siguiente resultado es un teorema de tipo Menger pero diferente a los que se
han presentado hasta el momento, En este caso se considera un conjunto distinguido
de flechas y se quiere encontrar la relacién entre el mimero maximo de uv-trayectorias
internamente disjuntas, que contienen al menos & flechas de este conjunto distinguido
y la cardinalidad de un conjunto separador de vértices. Para enunciar formalmente el

resultado, se introducen a continuacién algunos conceptos.

Sean D una digrafica, u,v € V(D), IV € A(D) y k un ndmero entero, a una
uv-traycectoria que contiene al menos & flechas de W se le llama (k, W)-trayectoria en
D. Si §c V(D)= {u,v}, seescribe <u,S,v >‘5’"° cuando toda (k, W)-trayectoriaen D
contiene al menos un puntoen S.

Se definen :

d=maz{{(T) / T es una u,v—trayectoria en D} y

d =maz{f(T) / T es una uv- ftféyettoria en D=W}i
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Teorema 2.5. : R
Si (u,5,v), "’ implica|S|> h,° exi!:i)nces existen [h/
disjuntas en D donde: ChaE

Demostracidn.

b)

(5, W)

trayectorias internamente

La prueba es una aplicacién directa del Teorema 2.1 y se divide en dos casos :
e) k=1

En éste caso se transforma la digréfica de tal manera que toda wv-trayectoria
con al menos una flecha de W en D, tenga longitud mayor o igual que un
namero dado y al mismo tiempo toda trayectoria, en la digréfica transformada,
cuya longitud satisface esta cota, contenga al menos una flecha de W. En estas
condiciones, el teorema 2.1 completa la demostracidn.

Sea n=4d +1, por la definicién de d' es claro que las tnicas uv-trayectorias de
longitud al menos n en D, son aquellas que contienen al menos una flecha de
w.

Observe que en D puede haber uv-trayectorias totalmente contenidas en W,
estas trayectorias, no son necesariamente de longitud al menos d' + 1, pero
subdividiendo cada flecha de W, al introducir d' vértices nuevos en cada flecha,
se obtiene una digrdfica en la que cada (k, W)-trayectoria de la digrifica original,
corresponde a una trayectoria cuya longitud es al menos d' +1 en la nueva
digrafica.

Aplicando el teorema 2.1 sobre la nueva digrifica, se tiene que D tiene

=
3d -2}’

uv-trayectorias internamente disjuntas, con lo que se tiene el resultado.
E>2

Se procede en forma andloga a como se hizo en el caso anterior, introduciendo
d—1 nuevos vértices en cada flecha de W. En la digréfica obtenida al hacer
esta subdivisidn, toda uv-trayectoria que contenga al menos % flechas de W
debe tener longitud al menos n = kd, mas ain, por la definicién de d es claro
que toda uv-trayectoria de longitud al menos n en la nueva digréfica, debera
contener al menos k flechas de W. De la misma manera como se hizo en



el caso antenor, se’ aphca ahora. el ’I‘eorema 2 1 con in= ch y se tiene que la

he

3d-5"
uw-trayectorias-de longitud al menos kd y por lo tanto ‘D contiene este mismo
ndmero de (k, W)-trayectorias con lo que se concluye la prueba del teorema.

Hasta este momento se han presentado cotas inferiores para €l nimero maximo
de trayectorias disjuntas, de longitud al menos n en una digrifica. Si se le llama
an(D,u,v) al nimero maximo de uv-trayectorias internamente disjuntas, de longitud al
menos n en D y ay(h) al minimo valor de an(D,u,v) sobre todas las ternas (D,u,v)
donde D es una digrafica y u,v € V(D), se ha probado que si (v,8,0)} implica
S| 2 h, entonces:

(55 ] < antt,

es decir que en cualquier digrifica D, se puede garantizar la existencia de un sistema
de al menos [52<] ur-trayectorias independientes de longitud al menos n. En [6], L.
Montejano y V. Neumann-Lara encontraron una cota superior para a,(h), a saber :

a5 [725]-

Observe que basta probar que existen una digrifica D, y un par de puntos
u,v € V(D) para los cuales, an(D,u,v) < [n—ﬁ,- . Para tal efecto se introducen los
siguientes conceptos :

Sean D una digrifica y u,v € V(D). Se definen :
hn(D,u,v) = min{ |S| / Sc V(D)= {u.v} ¥y {(u.5 v},

¥ Da. como la coleccién de ternas (D,u,v) donde D es una digrdfica, u,v € V(D) ¥y
D no contiene 2 up-trayectorias internamente disjuntas, de longitud al menos n, pero
si contiene una de tales trayectorias. Sean h, = mdz {h,(D,u,v) / (D,u,v) €Dy} ¥
(Dn,u,v) €D, tal que:

ha(D,u,v) = hy.

Se puede probar que :
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pues si Dy(h) es la digrdfica obtenida al tomar la un

digamos Di 1<ig h’ﬂ , - con

VD AV(DI) = uel,

entonces (u,S, u);‘,"(h) implica [S|>4h ¥ Hﬂ es el nﬁh‘ié
trayectorias de longitud al menos n, internamente disjuntas en. *,D,.(h).,
Por otro lado, sea 9, la digrdfica con nodos {u=0,1,2,..,2n — '.'/3!,‘27'1 = v}y

flechas (i,7) para 0<i<j<2n—2, véase lafigura 2.9.

P Ll TN Py RN L A ..
u 1 2 3 4 5 v

Figura 2.9. La grifica

Claramente (Q,,u,v) € D, pues cualquier trayectoria de longitud mayor o igual que n

tiene al menos n—1 puntos interiores. Comoen @, sdlo hay 2n-2 vértices diferentes
de u y v, no es posible encontrar mas de una uv-trayectoria sin que se intersecten. Se
obtiene que hn(f2n,u,v) = n—1 pues cualquier conjunto de n—1 puntos de Q, — {u,v}
da origen a una uv-trayectoria y por lo tanto es necesario eliminar al menos n -1

puntos para blogquear toda coleccién de vértices que genere una trayectoria de longitud
mayor o igual que n, de aqui que hp>n—1.

De esta forma, como:
h
an(h) < | Yy n-=1Zbhy,
hn

se obtiene que:

an(h) < [L] N

n-—1
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La definicién de h, permite acotar el niimero aq(h) y por supuesto, determinar
el valor exacto de 4, proporcicna informacién valiosa sobre ay(h).

Las cotas anteriores también son vilidas para el caso de H;Hj-trayectorias.
Para ver esto se define la digrdfica €, con nodos {1,2,.,2n—3}UH;UH2, con
|H1| = [Hzl =n~1 yflechas (i,j) para <i<j<2n~3. Se aumentan ademds las flechas
que van de cada punto de H; alos vértices {1,2,..,2rn~3} y las que van de los vértices
{1,2,..,2n -3} a los puntos de H,;. El conjunto H,uUH; es un conjunto independiente
de vértices, Ver figura 2.10,

Figura 2.10. La gréfica Qa.

Utilizando los mismos argumentos que en el caso anterior se concluye que el
maximo nimero de H;H-trayectorias de longitud al menos n, disjuntas por pares en
esta digridfica es 1 y cualquier conjunto que intersecte a todas estas trayectorias debe
tener por lo menos n~1 vértices.

Note que esta misma digrdfica, muestra que la cota obtenida es valida también
para el caso de H;Hy-pseudotrayectorias.
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CAPITULO III



TRAYECTORIAS DE LONGITUD MAYOR
O IGUAL QUE TRES

Los resultados expuestos en el capitulo anterior, son los tinicos que se conocen
para el caso general, del problema de trayectorias largas en digréficas, de tal suerte que
no se conocen aun, las mejores cotas para el nimero mdximo de trayectorias largas,
disjuntas en una digrifica. A lo largo de este capitulo, toda vez que se hable de
trayectorias disjuntas, se entenderd que son disjuntas en vértices.

A continuacién, se presenta el trabajo de M. Hager, publicado en [2], el cual
se restringe al caso n = 3, en gréficas no dirigidas. Los resultados se presentan en
este capitulo, son los primeros resultados que se tuvieron para este caso y mejoran
las cotas que se probaron en el capitulo anterior, para el caso general. Finalmente se
enuncian dos conjeturas planteadas por M. Hager [2], y posteriormente demostradas
por W. Mader en [3].

Antes de presentar los resultados principales de este capitulo, considere la sigu-
iente familia de gréficas:

Dados n y ¢, sean Sy,..,5;, t copias disjuntas de la grifica Ky,-3. Se construye
la grédfica G; con vértices
t
V(Ge) = {u, 0} n [ V(S)
i=1
y aristas : .
t
{uz,zv [ = € V(G) - {u,v}} U | E(S).
i=1
En esta grifica existe un sistema de t uv-trayectorias internamente disjuntas,
de longitud al menos n, y cualquier conjunto de vértices que intersecta toda uv-
trayectoria de longitud al menos n en G, tiene cardinalidad al menos ¢(n—1). Note
que cuando ¢t =1, lagrafica G; construida de esta forma, es isomorfa a la grifica
obtenida al ignorar la direccién de las flechas de la digrafica @, utilizada en el capitulo
anterior para mostrar esta misma cota, en el caso de gréficas dirigidas.

Se hacen, ahora las siguientes definiciones y observaciones, con la intencién de
hacer mas clara la exposicién.

Dada una trayectoria P, PC® denota al interior de P, es decir, las aristas y los
vértices de P, con excepcidn de los extremos.
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Sea M ={ze V(G)| {u,v} € Ng(:)}, el conjunto de vértices de G, adyacentes a
u ¥y v. Considérese el conjunto de todos los sistemas maximdles de ¢, uv-trayectorias
independientes, de longitud al menos 3, que intersecten a M en un nimero minimo
de vértices. Se elige, de este conjunto, €l sistema &« = {P,.., P}, como aquel en el
que las trayectorias tengan longitud minima. Se denota por U a los vértices de las
trayectorias de este sistema y ce define para U, M*=M - (MNU)).

Observe que como las trayectorias P; son de longitud al menos 3, cada P e
contiene a lo mas 2 puntos de A/. De no ser asi, se puede sustituir ésta por otra
trayectoria mas corta, pero de longitud mayor o igual que 3, figura 3.1, lo cual contradice
la minimalidad, tanto de las longitudes, como de |ATNU|. Mas atin,si P,ed y me M
es un vértice de P, entonces um o mv € E(F), es decir, todo punto de A que
pertenece a una trayectoria P; € 4 debe ser el primero 6 €l iltimo punto interior de
ésta.

L ma

Figura 3.1.

Toda uv-trayectoria de longitud 2 en G debe contener como 1inico punto interior
a un punto de Af, de tal manera que si M =, la grifica en cuestién sélo contiene
uv-trayectorias de longitud al menos 3. En este caso el Teorema de Menger proporciona
el resultado que se desea. Consecuentemente, si se elimina de cada vértice de a1, al
menos una de las aristas que lo unen a los vértices {u,v}, la grifica que resulta sélo
tiene trayectorias de longitud mayor o igual que 3 y se puede obtener un separador
como el que se busca, via el Teorema de Menger.

Se define G(u) de tal forma que V(G)=V(G¥)) y cada arista k = um,vm con
m e M eseliminadasi k& no pertenece a E(). Sea R, la interseccién de M con la
vecindad de u en G) ¥y r=|Rd

Observe que en G(/) se han quitado adyacencias de G, de tal forma que toda
uv-trayectoria en G(i) tiene longitud al menos 3, y por lo tanto se puede aplicar el
Teorema de Menger y obtener un wv-separador en ¢ puntos.

El siguiente lema garantiza la existencia de un conjunto uv-separador en G(¥),
con cardinalidad ¢ y que ademds contenga los puntos de Ry.
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Lema 3.1.

Sean G una grificay u,v€ V(G) dos vértices tales que existen ¢ uv-trayectorias inter-
namente disjuntas en G, entonces existe un conjunto de vértices T, con cardinalidad
t, quesepara v ¥y v en GW)ytal que R, CT.

Demostracién :

Sea G' = GW)-R,, por el Teorema de Menger se sabe que existe un conjunto wv-
separador, AC V(G'), con |A|=a<t y G contiene un sistema de uv-trayectorias
independientes W tal que A4 CV(W), |A]=|W|. : Tl

Supéngase que a < t—r para alguno de estos conjuntos, en este caso el conjunto i
T=R,UA es el que se estd buscando pues satisface :

Tl
Ry CT y

T separaa u y v en GU).

De esta manera sdlo resta analizar el caso en que a >t —r para todos estos
conjuntos A. Se probard que bajo las hipétesis actuales, esta suposicién implica una
contradiccidon. Considere los siguientes casos :

I) Existe un sistema de us-trayectorias internamente disjuntas en G, con cardinalidad
a, ¥ tal que cada trayectoria P; con V(W)NP; #@ satisface que PjNR,=0.

Esto contradice la maximalidad de ¢ pues las trayectorias de ¥ que
no estan contenidas en G, es decir las que intersectan a R,, no
intersectan a W y son exactamente r. Como a>t-r, se tienc que

WUlF; [/ FiNR.#0),
es un sistema de uv-trayectorias independientes de longitud al menos
3 y de cardinalidad a+r>t, lo cual es una contradiccidn.

II) Cada sistema W en G intersecta una trayectoria P; con P;n Ry #0.

Sise llama G* ala u-componente de G' - 4, se sabe que existe al
menos un vértice z; € ANV(H) para cada trayectoria P;, tal que
P,nV(G*) # 0. Se distinguen dos casos, a saber :

a) La trayectoria P; tiene una seccién contenida en G*, o por lo
menos intersecta al conjunto A4, es decir, P;N{AUV(G*)) # 0.

0 '
En este caso se encuentra un nuevo sistema 4 con
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MO Ve < M AV,
a saber :

uU'=WwWneyuW -G,

Es decir, se sustituye la parte inicial de P, 1< i<t que
estd contenida en V(G*)U 4, por untramode W e W que
estd contenido en G*, como se muestra en la figura 3.2. Esto
es posible pues se sabe que ambos sistemas, ¥ y W, son
maximales y por lo tanto, cada trayectoria de W intersecta
exactamente a una trayectoria de &, ademds WnPpP; # 0. Con
esta sustitucién se obtiene una uv-trayectoria de longitud al
menos 3 que no intersecta R, y por lo tanto, este sistema
en efecto cumple que :

IMAVE) < MOV

lo cual contradice la minimalidad de M nU|.

Figura 3.2

b) Cada una de dichas trayectorias P; €/ intersecta W despues de
A, es decir, P,N(AUV(G")) =0.
En este caso también se contradice la minimalidad de
|M nUj. Observe que es posible cambiar W a un sistema
W' tal que W' intersecte exactamente « trayectorias de u.
Para tal efecto se elige el conjunto X C v(Wnu) de entre
aquellos vértices z; € V(P;) que estdn a minima distancia de
v. De aqui que |X|>a.



Si |X| > a entonces una trayectoria W e W intersecta dos
trayectorias P;,P. diferentes en vértices zj,zp, respecti-
vamente. Supdngase que intersecta primero a P;. Ahora se
cambia W a W, =(W-W)uWw; donde W; consisteen W
de u @ z; y P;j de z; a v, asise puede encontrar un nuevo
conjunto X; tal que |X;|< |X] y siguiendo este método se
llega a encontrar un conjunto X" con |X*|=a.

Se ha encontrado que existe un sistema W' con la propiedad
de que W' intersecta exactamente a trayectorias de .

0 ' v . .
Se define ahora un sistema #' que contiene los siguientes

conjuntos de trayectorias :

W =P, con P,nW =0,

W formado por la primera parte de W' e W deuaz;e X"y -
P; de zjav. :

Pero :

IMAVED| > |Mave',

y con esto se ha llegado a la contradiccidon que se buscaba.

A partir de esto, se puede concluir que: a<t—r pues se ha probado que el caso II
no es posible. Esto concluye la demostracién del Lema.

[m]

Observe que la definicién de Ry, en el Lema anterior, puede cambiarse por:
Ry = {z € V(G) / = € N(v,G())}. Con esta nueva definicién, se puede enunciar un

segundo lema come sigue :

Lema 3.2.

Sean G una grificay u,v e V(G) dos vértices tales que existen 1, uv-trayectorias inter-
namente disjuntas en G. Entonces existe un conjunto de vértices 7" con cardinalidad,
t, quesepara u y v en G(U) ytal que R, CT".

n]
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La demostracién de este lema es exactamente igual a la del Lema 3 1, pues la
situacidn es simétrica para v y . ;
Habiendo probado el Lema 3.1 se puede demostrar el resultado prmcxpa.l de este L
capitulo, que establece cotas mas estrictas para este caso partxcular &

Teorema 3.1.

Sean G una grificay u,v € V(G) tales que G. contiene a lo mas
internamente disjuntas, de longitud al menos 3 Entonces .G contiene un'c njunto de i

vértices S con :
IS|S3ff
{Sl=2t . te{1,2,3};.5

tal que :
<u,Sv>%.

La prueba se realiza en 3 partes, en cada una de ellas se encuentra un separador de
las uv-trayectorias de longitud al menos 3. En la primera parte el conjunto que se
encuentra tiene cardinalidad a lo mas 3t ; en la segunda se prueba que en caso de
que se tenga un separador de tamano 3 o 3t-—1, se puede encontrar un separador
de cardinalidad, a lo mas 3t-2; finalmente se considera el caso en que |S]=7 y se
prueba que en este caso se puede encontrar un separador de cardinalidad 2¢.

Demostracién :

I. Sea G unagrifica con a lo miés ¢, uv-trayectorias independientes de longitud mayor

o igual que 3.
t) Se sabe que no existen trayectorias Q con V(Q)NU =@ entre puntos de
M=, pues de haberlas, G tendria al menos t+ 1, uv-trayectorias disjuntas de
longitud al menos 3.
ii) Sea H; la unién de las trayectorias P; j # i. Se sabe que en la gréfica
G—H;, no puede haber dos A" PP-trayectorias Q, ajenas, pues de haberlas, G
tendria mas de t uv-trayectorias internamente disjuntas, de longitud mayor o
igual que 3, véase la figura 3.3. Se probard que existe un vértice, y; € V(P uM*
que bloquea todas estas Af*PP-trayectorias en G~ H;.
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m2

Figura 3.3.

Dado que no hay 2 Af-PP-trayectorias disjuntas en G — H;, utilizando el
Teorema de Menger, se sabe que existe en esta grifica, un vértice que bloquea
todas las trayectorias, @ en cuestién. Ademads, este vértice, no puede ser un
punto interno de @, pues si dos trayectorias, @y,Q2, se intersectaran en un
punto interior, automdticamente se forman trayectorias entre puntos de A*

y en i), se hizo notar que esto implica una contradiccién. Por ésto, se puede
garantizar que es posible elegir un punto y;, de M* ode PP, para bloquear
toda M=PP-trayectoria en G~ H; y que dicho vértice es un punto extremo
de la trayectoria Q. A este vértice comin, se le llama y(P) si es un punto
de P, note que dicho punto es tal que y(P) € (P — {u,v}), o seria posible
encontrar mas uv-trayectorias de longitud al menos 3, internamente disjuntas.
Si el vértice comin es un vértice de M*, sele llama y*(P).

De esta manera se puede elegir, para cada P e, el vértice yy € M* oen
V(P?), si el anterior no existe y asi formar el conjunto ¥, con |¥|=t

Sea S=YUTU(R,—T), donde T ha sido elegido como en el Lema 3.1, se
afirma que S es tal que <u,S,v>%.

Suponga que esto no es cierto, es decir que existe [, una uu-trayectoria
de longitud al menos 3 en G que no contiene ninglin punto de S. Dicha
trayectoria debe satisfacer las siguientes condiciones

1) Como T intersecta a todas las ur-trayectorias de G(), T' no
puede estar totalmente contenida en G(U).

2) Dado que & es maximal, T debe intersectar alguna trayectoria
P, el.

Por (1) se sabe que TI' debe pasar por alguna arista de G que se haya
eliminado al tomar GU) y por lo tanto debe pasar por algiin punto de M.
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Si T pasa por un punto de MU 't_:lara.ménte S la intersecta, de tal manera
que I debe utilizar un punto de M ~ (M NU) = M". Pero si I' intersecta
uno de estos puntos, por (2), debe contener una M*P-trayectoria y ésta debe
pasar por algin punto de Y, lo cual constituyé una contradiccién.

De esta forma se ha encontrado un conjunto con cardinalidad a lo mas 3¢, que intersecta
a todas las uw-trayectorias de longitud al menos 3 y con ésto se termina la parte I de
la prueba.

II. Supodngase que {S|€ {3,3t —1}.
a) |S| = 3t.

En este caso, utilizando la simetria que existe con respecto a u y
v, y el hecho de que [Mn(V(4)-T)| =1, se puede garantizar que
IM vy = 2t, lo cual implica que todas las trayectorias de «
empiezan y terminan en puntos de A y por lo tanto |Ry|=1t. esto
implica ademds que toda uu-trayectoria de longitud mayor o igual que
3 en G, debe de iniciar y terminar con un punto de A, de otra
manera se contradice la minimalidad de |MnU|, dado que U es
un sistema maximo de trayectorias internamente disjuntas, se tiene
que toda uv-trayectoria que no pertenczca a 4 y que no tenga como
primero y ltimo punto interior a un vértice de U, debe pasar por
y(P;) o y*(P) paraalguna 1<i<t.

Se sabe ademds, que sdlo existen trayectorias entre P;, Pj €U, si éstas
pasan por y£) o y(F;), de otro modo existe un sistema %' con
mas de ¢ trayectorias. En la figura 3.4 se ilustra como se encuentran
3 wur-trayectorias disjuntas, de longitud mayor o igual que 3 a partir
de P; y P; cuando estan conectadas por una trayectoria que no
intersecta a los vértices {y(F).y(P;)}.

Y(P;)

Yiry)

Figura 3.4.
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Por estas razones cualquier uv—trayectofia de ldngitud al menos 3, en
la gréifica, o bien estd contenida en G(U/), o bien j)asa. por algiin vértice
y(P;). Sea ¥Y' el conjunto formado por la unién de los vértices y(P)
o y*(P) si el anterior no existe. Por la observacién anterior, se tiene

que §'=TUY' es un conjunto que satisface (1,8,v)3 y |5’ =2t
G

b) 1S|=3t—1. Recuerde que S=YUTU(R,—T) y que se sabe que |T|=1.

‘Supdngase que |Y] =1, eso implica que
|Rol=i=1,

es decir, a lo mas una trayectoria P, €4 no tiene como tltimo punto
interior a un punto de M y por lo tanto para cada par de trayectorias
P;, P; existe una con un vértice m € M~T. Utilizando la simetria que
existe, con respectoa u y v, representada en el Lema 3.2, se sabe
que |Ru| >t-1. Debido a esto, se tiene que al igual que en el caso
(a), s6lo existen trayectorias entre P;, P; diferentes, si éstas pasan por
¥(P;) o y(Pj) pues, en estas circunstancias, los argumentos usados
anteriormente siguen siendo vélidos. Por lo tanto existe un separador
de cardinalidad a lo mas 2, a saber 7UY’, con Y’ definido como en
el caso a.

Supdngase ahora que [Y|=t—1, entonces como |[S]=3t—1, se tiene
que |R,| =t y por simetria se sabe que |R,]=1. En este caso, toda
uv-trayectoria T' ¢ &, debe tener como puntos internos inicial y final
a algiin punto de M o una vez mas, se contradice la minimalidad de
[M nU|. Suponga ademds que sélo una trayectoria, digamos P;, no
tiene vértice y*(P) ni y(P). Sea m el dltimo punto interior de
Py Yy mg Ry

Si P, es aislada, entonces § - {m} es un conjunto separador con
3t -2 elementos, ya que cualquier uv-trayectoria, no contenida en ,

que pase por m, debe intersectar algin otro punto de M y se ha
visto que bajo estas hipdtesis, eso no es posible.

Si P no es aislada, sea P una trayectoria entre P, y P, €l. Se
puede suponer que P no pasa por y(P), pues de ser asi, $-— {m}

es también un separador.
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A

U e

Figura 3.5.

Sea B, la trayectoria formada por el tramo de P, que va de u
a y(P), seguida de los vértices y"(P,) y v. (figura 3.5), entonces
cambiando P, por P se obtiene un nuevo sistema (U — Pi)uU By,
en el que existe al menos una trayectoria entre P; y un punto de
M, pues P, empieza y termina en puntos de Af. Claramente en este
sistema existe al menos alguno de los puntos y*(P;) o y(#), de tal
forma que si se toma el conjunto S para este nuevo sistema, se tiene
que |S| =3t y este caso ya se tiene resuelto.

La tnica otra posibilidad para tener |Y|=1t-1, es que existan 2

trayectorias P, P; tales que y*(P)=y"(F;) .

En este caso, S - {y"(P)} es un conjunto separador con 3¢ —2

elementos, pues cada uv-trayectoria que no intersecta TU (M - M*) =
TU(MnNU) tiene que intersectar Af* dos veces, o se contradice
nuevamente la minimalidad de |Ar nUy)|.

III. Se ha probado que cada gréifica con t, uv-trayectorias internamente disjuntas,
de longitud al menos 3, contiene un conjunto S con |[S| £ maz{3t —2,2t}, tal que
S intersecta toda uv-trayectoria de longitud al menos 3, de tal suerte que para t =
1,2, [S|<2t, ypara t>3, |S|<3t-2.

Se tiene que para t € {1,2} existe un conjunto § con cardinalidad a lo mas 2t

y tal que (,5v)% por lo tanto, sélo falta probar que existe un conjunto de estas
caracteristicas en el caso en que t =3. Para demostrar ésto, se estudian sucesivamente
los casos |¥|=3, [¥|=1 ¥y |¥|=2, agotando de esta manera todas las posibilidades.

Es importante notar que en las secciones anteriores de la prueba se analizaron los casos
en que se tenia un separador S con |S] € {3t,3t —1), por esta razén para el caso
t =3, cuando se suponga que |S|=3t—2 habrd que considerar todas las posibilidades,
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mientras que de aquellos casos estudiados en la seccién anterior, sélo falta revisar
cuando |S|=3—1 y |Y|=1t-1 que es cuando se obtuvo un separador con 3t—2
vértices.
a) |Y|=3

En éste caso, se ha probado que siempre que |S|=3t o 3t—1, existe

un separador de cardinalidad 2t, por lo tanto, sélo falta el casoen el

que |5} =3t—-2. Estoimplica que |MNU|<4, pues sdlo puede haber

un vértice de M NU que sea vecino de v en G(U), de no ser asi, la

cardinalidad del separador que ya se tiene no seria 3t — 2. Mas ain,

debido a que se vio que el analisis era vilido tanto para » como para

v, con los Lemas 3.1 y 3.2, inicamente falta considerar el caso en que

IMNU| =2 y sesabe que bajo estas suposiciones, se tiene la situacién

descrita en la figura 3.6.

Figura 3.6.

Sean my,m; € MNU seeligea 2z, v z2 como aquellos vértices de
Py y P, queestan conectados con mj,m5 € M* ¥ que se encuentran a
menor distancia de u sobre P, y P, respectivamente. Claramente
si y"(P1) y y"(P2) existen, entonces y*(P) =m] y y*(P) = m3,

de la misma manera, si y(P)) y y(P:) existen, entonces zy = y(P)

y z2 = y(P;). Sean 1,22 los vértices mas cercanos a z; y zq,

que son extremos de una trayectoria directa entre Py y P,. Si dicha
trayectoria no existe, entonces S - {m} es un conjunto separador.

Se elige ahora el conjunto T con m; €T, de tal manera que z;,z;

queden separados de r1,zz. Es importante notar que 7 no necesa-
riamente es un separador estricto de z,22 y z1,z2 en G, asi, debe
existir un conjunto de tales caracteristicas pues de otra manera, la
grifica tendria un circuito que pasa por wuj,z1,..2z3, w3 ¥ no intersecta
a V(P2)UV(P3)uM~uU{m]). La existencia de un circuito como éste,
implica que la gréfica tendria 4 trayectorias internamente disjuntas
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de longitud al menos 3, lo guél y
ejemplo : Si el ciruito es
C = (z1,U1y0 W Ty oy 71 )y como

trayectorias :

Figura 3.7.

Otro caso interesante es el ilustrado en la figura 3.8 donde, de hecho, se
forman 2 circuitos, no ajenos, que pasan por algunos de esos vértices,
a saber: C) = (21,0 @y w1, 25, o0 21) Y C2 = (U1, enydy e Ty, ooy 21, u1)e

Este es un ejemplo interesante pues la existencia de dos trayectorias,
I'y,T2, como las presentadas en esta figura, seria la tinica forma de
evitar que existiera un separador (incluso estricto) de 21,20 y 21, 22,

pero esto no es posible ya que se contradice ]a maximalidad de t.

Figura 3.8.

De tal suerte que 7' existe y ademas, sigue siendo un u, v-separador
en G({U). Note que T contiene un punto de cada trayectoria de &
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Y pb'r lpitm‘{d,j il

b)) Wl=1
Igué.l que en .(a), se sabe qué‘si 18] € {33t

un separador de tamafio 2!, por estd raz puede suponer’ que

IS| = 3t — 2. Pero esto implica que’ |T| =t R =rkt,_, por lo tanto

existe al menos un vértice m e-M nU_ i’:één;'mtk; é—E(u), note que de
hecho, utilizando una vez mas la simetria que existe para u y v,
podemos garantizar que |MNU|=6. Se afirma que S--{m} separa
a u y v, pues de no ser asi, existiria una uv-trayectoria de longitud
al menos 3, digamos T, en G — (S~ {m}) pero como el conjunto §

sf es un separador, dicha trayectoria debe pasar por m. Ademds,
una trayectoria como ésta no puede estar contenida en G¥), ya que
TcS-{m} y T esunseparador en G(/), tampoco puede pasar
por vértices de M*, ya que no pucde usar el vértice de Y. Se sabe
entonces que la trayectoria en cuestidn, debe usar la arista um. Por
otra parte, cualquier wi-trayectoria de longitud mayor o igual que 3
en G, que no intersecte al conjunto TUY, debe pasar por dos vértices
de MnU, deotro modo, se puede encontrar un nuevo sistema de uv-
trayectorias internamente disjuntas, de longitud al menos 3 con menor
cardinalidad de AMnU. En lafigura 3.9, se ilustran los diferentes casos

que se deben analizar para mostrar esta contradiccién.

YTU,Y,,Vesrun 4sépa1fadqu en G .con.

}:entonces existe
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C) |Y| =

Figura 3.9.

Si T no intersecta ninguna trayectoria F;, en puntos que no pertenez-
can a M, (figura 3.9.a) entonces ¥’ =U - {P3}UI' es un sistema de
uv-trayectorias internamente disjuntas, con [MnU'| < |M NU}, con-
tradiciendo la eleccién de .

Si I intersecta a Y en otros puntos, ademds de m (figuras 3.9.b,
3.9.c) sea v eliltimo punto sobre I' que pertenece a U ysea P, €l
tal que + € P;. Sustituyendo P, por la trayectoria formada por el
segmento de P, que vade u a v ylaseccidnde I' que vade v
a v, se obtiene un nuevo sistema ' que nuevamente contradice la
maximalidad de [MnU|.

2.

En este caso, existen al menos dos puntos my,mz € R, (véase figura
3.10) pues de no ser asi, |S] = 6. Es posible que exista un tercer
vértice, digamos m3 en R, pero la existencia de éste no puede ser
garantizada y no tiene consecuencias para el desarrollo de la prueba.

Por otra parte, como se analiza el caso en que [Y|=2, se sabe que o
bien una de las trayectorias de & no tiene vértices yP) ni y*(P),
o dos de estas trayectorias tienen como y=(P) al mismo vértice.
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Supdngase que ocurre el primer caso, es decir, existe una trayectoria,
digamos P, € U, parala cual no existen ni y(P) ni y~(P,). No puede
haber trayectorias entre P2 y Pi, que no pasen por y(Pz) ni por
y(Ps3), ademas, utilizando nuevamente que la situacién es simétrica
para u y v, se puede garantizar que hay al menos dos vértices de
M vecinos de u en G(¥).

Si m; estden P, entonces el conjunto S - {mz,m3} =TUYU{m},

separaa u y v

Figura 3.10.

De no ser asi, existiria una wuv-trayectoria, I, que no intersecta a
este separador, I' necesariamente pasa por my o mj3. Haciendo un
analisis similar al hecho en el caso III b), se concluye que la existencia
de dicha trayectoria contradice la maximalidad de ¢ o la minimalidad

de MU

Si m; noestd en P, esdecir, si la trayectoria P, no termina con
un vértice de M, entonces se elige el vértice z; como el mgds cercano
a v, deentre los puntos de P, que son el extremo de una trayectoria
entre Py y P, (P; respectivamente) y se denota por u; a su vecino

sobre P;, en direccién a u. Véase la figura 3.11.
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Figura 3.11.

De la misma manera como se hizo en el inciso {a), se sabe que no hay
circuitos en G, que pasen por u;,2,v ¥y que no contengan ningin
otro punto de P UP;UM, figura 3.11. Por lo tanto existe un vértice
z queseparaa z; de v, en G~ (P UPUM). Notese que : puede ser
el mismo vértice z;. Porlo tanto, TuYuU{:} forma un separador de
cardinalidad 6.

Considere ahora el otro caso, cuando dos ur-trayectorias tienen el
mismo vértice y*(P) , digamos y*(P;) = y*(P2), ¥ se puede suponer
que existe al menos una trayectoria entre P; y PiUP, ya que si P;
estd aislada de P,UP;, el mismo conjunto, TUY' es un separador con
no mas de 6 puntos. Esta trayectoria que conecta P3 y P, uUP,, debe
de pasar por un vértice y(P;), pues de otra forma, existiria un sistema
de 4 trayectorias independientes. Qbserve que también en este caso,
se tiene una situacién simetrica para u y v, por lo tanto se sabe que
Ry} > 2. Utilizando el mismo argumento, no puede existir ninguna
trayectoria entre P; y P, que no pase por y(P;) . Asi el conjunto
TuY', donde Y' es la unidn de los vértices y(P;) o y (P) siel
anterior no existe, tiene la propiedad deseada.

Con este Teorema se obtiene una mejor cota que la dada por el Teorema 1.1,
pero este resultado sélo se aplica a este caso particular. El Teorema 3.1 parte de grificas
con un nimero fijo de trayectorias y calcula la cardinalidad del conjunto separador,
pero al igual que con el Teorema de Menger, también es posible tener un resultado
equivalente si se fija la cardinalidad de un conjunto separador y se calcula el namero
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méximo de trayectorxas s:gulendo el enfoque de los resultados del capn;ulo anterior, A
continuacién se enuncia esta versién del Teo :

Teorema 3.2.
Sea G unagrafica, u,v € V(G) y S_C v
existen [%‘—’] (respectivamente .’ [%]
disjuntas, de longitud al menos -3 en

(u S n)G 1mphca {S| > h, Entonces
8}). uu-trayectonas internamente

Demostracidn :

La prueba se hace por contradiccidn. Sea "¢ “una graﬁca con u,v € V(G),. tal que G
satisface las hipStesis del Teorema 3.2
a) Suponga que h >8y G no cumple el teorema 3.2, es decir, G- - tiene a lo mas
t uv-trayectorias, de longitud mayor o igual que 3 y ¢ < 232

Aplicando el Teorema 3.1, a esta grifica se sabe que G tiene un separador,

S~ tal que |S*| < 34542 ~ 2, pero esto implica que dicho separador, tenga

cardinalidad

15*1 < h,

lo que constituye una contradiccién.

b) Supdngase ahora, que h€{1,2,..,8}. En forma similar al caso g, se sabe que t <4.
Utilizando el Teorema 3.1, se sabe que G tiene un separador, S- tal que

18| < 2t, pero bajo las hipdtesis actuales, dicho separador tendria |5*|< 8, lo
que representa una contradiccidn,

]

Haciendo analogia con la definicién de an(h), dada en el capitulo anterior, se
define a(G,u,v) al nimero méximo de uv-trayectorias internamente disjuntas, de
longitud al menos n en la grifica G y aq,(h) al minimo valor de aa(G,u,v) sobre
todas las ternas (G,u,v) donde G es una grifica, v,v€ V(G) y G tiene un conjunto
separador con h vértices.

Enel casoen que h esmenor oigual que 8, con el Teorema 3.2 y la cota obtenida
a travez de las gréficas construidas al inicio de este capitulo, es posible encontrar una
expresién para ag(h). Este hecho se puede establecer como el siguiente corolario.

Corolario 3.1.
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“Para h<8, ay=[4].

Demostracidn : i
Por el Teorema 3.2, se tiene que aj > f%] . Ademss, se ha visto que a4 > 24, porlo
.
tanto, a3 = §.
[m)

M. Hager, en su articulo [2], conjeturd que esta relacidn se cumple para toda 4
y n=3. Mas alin, en una segunda conjetura, expuesta en el mismo articulo, generaliza
esta relacién al conjeturar que z£;, es una cota estricta para toda h y n arbitraria.
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CAPITULO IV -



RESULTADOS RELACIONADOS CON
TRAYECTORIAS LARGAS

En este capitulo se estudia el trabajo de W. Mader [3], en el cual se obtienen
mejores cotas para el caso n = 3 que las expuestas en el capitulo anterior. En esta
parte se obtiene el valor exacto para la funcién a3(k), en graficas en las cuales h <8.
Finalmente se presenta una aplicacién de los resultados de Mader, al problema de
determinar cudndo una grafica tiene un 1-factor.

En el articulo base de esta parte, se estudia el siguiente problema sobre trayec-
torias, planteado por T. Gallai en (1]. Este problema es mds general que el problema
que se presentd en el capitulo anterior. Se trata de un problema sobre el niimero
maximo de trayectorias, con ciertas propiedades, en una multigrifica valuada, éste
puede enunciarse como sigue:

Problema 4.1.

Sea G una multigrdfica finita y sean ¢ y p funciones de V(G), en los enteros no
negativos. Encontrar el nlimero maximo de trayectorias disjuntas en aristas, u(GF)
tales que cada vértice z es punto final de a lo mds ¢(z) y punto intermedio de a lo mds
p(z) de estas trayectorias.

Dados G una gréfica finita y un conjunto de vértices A C V(G), considere el
caso particular de este problema que se obtiene al definir las funciones e(z) y p(z) como
sigue :

e(z)=10 si zeV(G)—Ay
e(z) > val(z,G) si zeA.
p(z) = {0 para todo ze A4,

1 paratodo zeV(G)-A.

Para estas funciones e¢ y p, p(GE) es el maximo nimero de trayectorias
internamente disjuntas que comienzan y terminan en puntos diferentes de 4, pero todos
sus puntos internos estdn fuera de A, a tales trayectorias se les llama A-trayectorias y
a pu(GE) sele denota u(4;G).
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Observe que si 4 = {u,v} C V(G), entonces pu(GE) es el niimero méximo de uv-
trayectorias internamente disjuntas en G . Nuevamente la versién original del Teorema
de Menger proporciona la solucién.

Este caso particular del problema 4.1, al cual se llamard problema 4.1.1, fué
resuelto por W. Mader en [4]. Se incluye en este trabajo el teorema que proporciona
una expresién para p(A;G) , pues es necesario para el desarrollo de este capitulo. La
demostracidn puede ser consultada en el articulo original de W. Mader a que se hizo
mencidn. Considere, primero, la siguiente definicién :

Dado X C V(G) se define B(X;G) como el conjunto de vértices de X que estdn
unidos por una arista a al menos un punto de V(G) - X. ‘

Teorema 4.1.

Sea G una grifica, si A C V(G) es.un conjur
entonces .

. n

#(AiG)= min {lco|+22

- L,I‘.‘—‘l

donde el minimo se toma sobre las particiones P =(Cp

n B . !

que G- (Cou U E(G[Ci])) no contiene A-trayectorias,
=1 S

Antes de continuar, observe que cualquier A-trayectoria contribuye con al menos
una unidad a la expresién dada en el teorema, ya que por la construccidn de la particion,
ninguna A-trayectoria puede estar totalmente contenida en algin conjunto C; (note
que los puntos de A no estan contenidos en ningtin elemento de la particién) de tal
manera que si un conjunto C; contiene una porcién de una A-trayectoria entonces, o
bien |B(Ci;G~ Co)| > 2 o Co contiene al menos 2 puntos de dicha trayectoria, es decir,
la desigualdad

n
. : 1B(Ci; G — Go)l
#(A;G) < min {ICOI + -‘§=1 [——é——J )
claramente se cumple. El teorema establece entonces, que es posible elegir la particion

P, de tal manera que el niimero méximo de A-trayectorias sea, en efecto, determinado
por la expresién:

(Col + i[lB(CﬁC;—Co)lj.

i=1
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Al consxderar maés con_]untos de vertxces se tlene un problema semejante al
a.ntenor que puede ser enuncnado de Ia s:gmenta forma o

Problema 4.2.

Dados una graﬁca G y A1 V(G), -‘éncontrar el nimero méximo de
A;Aj-trayectorias, con i#£7, m‘ ‘ uamente jenas en G, se denota a este nimero por:

Observe que si. k = 2, el nimero #(A;, A2,..,Ax) se puede obtener a través
del Teorema de Menger, pues el problema se reduce a encontrar el niimero méximo de
AjAp-trayectorias disjuntas en una grafica G, donde A, 4; C V(G).

Por otra parte los dos problemas anteriores, 4.1.1 y 4.2, son equivalentes. Esta
equivalencia se demuestra via la siguiente transformacién:

Dados una grifica G y A= {a1,a2,..,a;} CV(G) se define la grdfica ¢ como
sigue:

Se sustituye cada vértice a; € A por un conjunto independiente A; con r;
vértices de grado 1, donde r; = valg(e;), de tal manera que cada uno de éstos puntos
es adyacente a uno de los vecinos de a; en G.

Figura 4.1.

A cada trayectoria de G que une dos puntos a; y a; diferentes en 4,
corresponde una trayectoria en G con puntos inicial y final en diferentes subconjuntos
A; y viceversa. Por esta razén p(A;G) = i(A1,42, ., Ar; G).

Anélogamente, dados una grifica G y A4;,..4; subconjuntos de vértices,
mutuamente ajenos en G se define la grifica G como sigue:
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Se toma G junto con k nuevos vértices {a1,.,ax} =A 'y se une cada vértice

a; con todos los elementos del conjunto A;.

A
7o

M

—

A2
N\e2
° - s U

Figura 4.2.

A cada A;Aj-trayectoria en G le corresponde de manera candnica una ajaj-
trayectoriaen G y viceversa, se sigue que:

A(A1, .., Ak G) = p(A; G).

De esta manera se ha probado la equivalencia de estos problemas.

El problema de determinar [(Aj,.., Ay;G), fue resuelto por W. Mader en [4]
donde demostré un Teorema que da una férmula para f(Ai,..Ax;G) sin la restriccidén
de que los conjuntos A;; 1<i <k, sean ajenos dos a dos. En dicho articulo se publicé
la prueba para el caso k= 2. A continuacién se incluye la versién general de dicho
Teorema. Recuerde que al conjunto de componentes conezas de una grifica G, se le denota
por L(G).

Teorema 4.2.

Sea G una graficay A,..Ax € V(G), subconjuntos de vértices de ésta, entonces
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g télés ﬁueﬁ .

Para demostrar este resultado se hac raﬁéforixjacién a’la grifica mediante
la cual se reduce este problema, a aquel resuelto por el Teorema 4.1.

Demostracién:

Sea A= {ay,.,a) U {az; z€U(4in4;); i#j, 1<i,j<k} un conjunto de vértices
que no pertenecen a G. Se define la grifica G tomando una copia de G, unién el
conjunto A. Los nuevos puntos de G tienen las siguientes adyacencias:
- a; es adyacente a los vértices de A; — |J 4;,
i#j
- ar es adyacente al vértice zeA;NAj; i#j; 1<i i<k

G iy jor

Figura 4.3.
Una A-trayectoria en esta grifica G, corresponde a una A;A;-trayectoria en G
y viceversa, por lo tanto,
A Ay, ., Ak G) = p(4: G).

Observe ademds que con esta construccién de G, las trayectorias conside-
radas tienen puntos extremos diferentes, como en el caso en que los conjuntos 4; son
mutuamente ajenos.
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Apllcando ahora el Teorema 41a la. graﬁca G, se sabe que exxste una partxcxonk
= (Co,Cy,.,Chn) de V(G) tal que .G (Cou (8] E(G[C.])) no contxene 4 trkayectpnas ¥

W6y = min { .cdilic%_@zj } .

i=1
Se elige de entre las partxcxones que cumplen lo anterior, aquella en la que '
es minima posible. ’ 4
k
Observe que los vértices de C;n (|J 4;) necesariamente pertenecen a
=1
B(Ci;G - Co) pues tienen como vecino en G a algin vértice de A y estos puntos
no pertenecen a C; pues no fueron considerados al tomar la particién. Por esta razén
- k
es claro que B(Ci; G — Cp) = B(Ci;G - Co)u (Cin( U 4;)).
=1
Hasta este momento, se ha trabajado con particiones que cumplen la condicién
. n
de que G- (Cou U E(G[c)) no contiene A-trayectorias, ahora se probara por con-
=1
tradiccidn, que estas particiones cumplen las condiciones establecidas en el Teorema
n
4,2, es decir, que para todo Ce C(G— (Cou U E(G[C;]))) no trivial, se tiene que
i=1

|Cn(UA)’>2 y CNnA;=0 paraalguna i€ {1,.,n}.
=1

Antes de buscar una contradiccidn, se hace un anélisis de las particiones con-
sideradas en el Teorema y de las caracteristicas de las componentes conexas generadas
_ n
por éstas en G - (C'o vy E‘(G[C,-]))
i=1

Sea C una componente no trivial de G- (Cou 0 E(G[C)))) digamos que
i=1
cnec; =0 para . i=1l,.,r ¥y
CNC; #0 para j=r+1,.,n,

como C es no trivial, sabemos que r € n-2, pues como se han eliminado las aristas
que unen puntos contenidos en un mismo C;, ninguna C puede contener mas de un
vértice de cada elemento de la particién y por lo tanto cada componente conexa debe
intersectar a mas de un conjunto C;, 1<i<n. Es claro que los conjuntos :

C::C, 1€igr C,-+l U Ci,
i=r+1

forman una particién de V(G)-Cp .tal que. .G~ (Cou 0 E(G[C]])) . no contiene
i=1

A-trayectorias. Como (4;G) es el minimo, se tiene que :




Trdel
B(A; G)<|Col+2l3(c 16~ Co) J
cE =l T g :

como ademads

entonces ;

Pero como C es una componehte é'qnexq de.

C C Cr+1 U Cu
i=rdl

. ) 13
los tnicos vértices que tienen vecinos en G—-Co fuerade C}, sonlosde U 4; que
1=

tienen como vecinos a los puntos de 4, de tal suerte que

n k
B(CriG-coc |J B(Cf;c':—co)—(C—(U A.-)).

i=r4l i=1
Se procede ahora con la tltima parte de la demostracién. Supdngase que
k
lCn( U 4)] <1, como
i=1

, N n . k
B(CryiG-Co) ¢ |J B(CsG-Co) - (C—(U A.-)).

i=r+1 i=1
entonces :
+ =~ n -
|B(Ciy1:G = Co)|< Z |B(C;; G = Go)| = (n—k-1).
i=k+1
lo que contradice la hipdtesis de que n es minima, por lo tanto:
k
[cn(J4)|z2.y €n4;=0 paraalguna i, 1gi<n.
i=1
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Es posible obtener resultados tipo Menger a partir de los teoremas anteriores,
utilizando el concepto de separador obtenido via la siguiente definicién :

Sea G una grifica y A C V(G), un conjunto independiente de vértices, se
define 1(4; G) = min{|T| / T es A - separador).

Fué conjeturado por T. Gallai que p(4;G) > 1r(4;G). Esta es ya una relacién
Mengeriana, observe que si A4 = {u,v} lo que se tiene es el problema resuelto por
Menger en su Teorema original. Por supuesto la relacién se cumple en este caso.

Esta conjetura se deduce del Teorema 4.1 como el siguiente Corolario.

Corolario 4.1.

Sea G una grafica, para todo conjunto independiente A G V(G) se cumple :
HAIG) 2 5 T(4;G).

Demostracién :

Aplicando el Teorema 4.1. a la gréfica G 'y al con_]unto mdependlente A, se obtiene
una particién P = (Co,..Cy) de V(G)=-A tal'que’ G = (CoU U E(G[C})) no contiene

A-trayectorias y para la cual se satisface :

B(C..G Co)J)

WA G) = min((Col + 30 NO

i=1
Es féacil ver que CpuU L"j B(Ci;;G — Cp), es un separador en G , pues
=1
G-~ (Cou LnJ E(G[C})) no contiene A-trayectorias. Por lo tanto :
=1

[cou | B(CiiG ~ Co)| 2 7(4;6) ¥

i=1

{Cal +E|B(C..G Co)l > r(A G),
=1

de (+) se tiene :
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72”“;;0’) = 2/C} +3 IB(C:'E;G - Co)l

De estas ultimas relaciones’

2(4,6) 2 1ol + 33 |B(Ci ol 2 r(4,6),

Li=1

y finalmente :

Por otra parte, si"',se ‘define r(;il,'..;ﬁk;G) de manera andloga a 7(4;G) como :
(A1, .44, G) = min{|T) C V(G) / G~ T no contiene A;A; - trayectorias i# j},

se obtiene un Corolario similar a partir del Teorema 4.2.

Corolario 4.2.

Dados G, una grifica y cualesquiera conjuntos de vértices 4;,..,4; C V(G), se cumple:

A1 Api G) > %F(Al,..,Ak;G).

Demostracién :

Aplicando el Teorema 4.2. se sabe que existe una particién P = (Cy,..,C;) de V(G)
n

tal que G - (CoU | E(G[Ci))) no contiene A;4;-trayectorias y ademéds P satisface la
=1

relacién :

i=1
k .
donde B; = B(Ci;G-Co)U(C;in( U 4))) parai=1,.,n,
senlo gamlio T B E
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Claramente CouU U B; esun sepa:ador de todas’las‘A Aj- ttayectonas en G,

pues de no ser asi, la part1c10n P -no cum 1

ondiciones establecidas en el
Teorema 4.2. Observe que cualquier A<A G 'debe contener un punto

de Co o una arista de algin C:.

Definase, para1<i<n:

i |B.| es par,
si |B |'es impar,

Bi= { g: —{b-} :

donde b; es un vértice arbitrario en” ;I "

Nuevamente T = Cp U B; es un A;Aj-separador en G, pues al suprimir un
vértice de cada B;, 1< < n con cardmahdad impar, no se incluyen aristas de
ninguna C; ni puntos de Co en. G- (CoU U E(G[C)])), de tal manera que de haber

i=1
n
A;A;- trayectorias en G-T, las habria en G- (CoU U E(G[C])).
=1

De aqui se tiene :

= L -
T(A1,42;G) £ IT] < 2|Col+Z|_§|B.'|J = 27(A1: - Ak G),
=1 .

por lo que se concluye que

1_ .
57(A1 4k G) < (A, Ak G).

Con este resultado es posible retomar el problema central de este trabajo. En
el capitulo anterior se mencioné la conjetura de M. Hager sobre que [}] es una
cota estricta para el caso n = 3, en el problema de encontrar el niimero maximo de
trayectorias de longitud al menos n.

Aplicando este resultado al problema de trayectorias de longitud al menos 3, se
puede obtener una prueba de dicha conjetura, propuesta en 2], y enunciada aqui como
el siguiente corolario.

Corolario 4.3.

Sea G una gréfica no dirigida y u,v € V(G) no adyacentes, entonces
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: a;,(G;q.v) Z,%ﬁé(G;ﬁ,rv);

Demostracién :

Sean A; = N(u;G)- y - Az = N(v; G);' entc

por el Corolario 4.2.

A ol

y por lo tanto:

a3 5 G) 3 %hs(c;;;,u).

Con este corolario y el Teorema 3. , se puede concluir, de manera similar a

como se hizo en el capitulo anterior, que para n=3 y h3(G;iu,v) € {1,...,8)},

a3(Giu,v) = %hg(G;u. v) = -n—l—lhg(G.'u‘v).

Esta es otra via para resolver completamente este caso particular del problema sobre

trayectorias de longitud mayor o igual que n.

Resulta interesante mencionar algunas aplicaciones de los teoremas aqui ex-
puestos, a otros problemas de la Teoria de Gréficas.

Considére el casoen que k=2 y A= A; = A2 enel teorema 4.2. las particiones
P = (Co, ..,Cn) deben ser tales que todas las componentes de

G- (CoU L"J E(GIC).

i=1
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sean triviales, pues si exxst:era. una componente no tnvnal C-se tendrm.

[C’nA|>2 y’ CnA 0

Por lo tanto, toda’ C. debe ser una componente conexa de G ,Co ¥
B(C;G—Cp) = 0 para toda 1< < n, es décir, la particién P ‘esta determmada
A2 c V(G),

tnicamente por el conjunto Cp. - De ésto se sigue que si':
entonces : .
P jcnal |
(A, 4;G) = min {|col+ o [———2 |t
CeL{G~Co) -

Donde se toma el minimo sobre todos los subconjuntos Cp de V(G) , pues
como se dijo antes, dado Cp todos lo demds elementos de la particion quedan au-
tométicamente determinados.

Esta es la generalizaciéon del Teorema de W. Tutte del 1-factor dada por T.
Gallai en [1]. Observe que en el caso en que se toma 4, = A2 = V(G); 741, 42;G)
es el tamafio de un acoplamiento maximo. Esto es bastante claro pues al maximizar
el nimero de A;A;-trayectorias en G, se minimiza en consecuencia, la longitud de las
mismas, de tal forma que si se satisface :

V(G

AVIG), VIG)G) = —5

¥y [V(G)| es par,

entonces G tiene un l-factor y viceversa.

Se puede probar que este resultado es equivalente al mencionado teorema sobre
1-factores. Para demostrar ésto, dados una grifica G y un conjunto S C V(G), de
vértices, se define I(G - S) como el nimero de componentes conexas de G -S§ con
cardinalidad impar.

Con esta definicién se puede enunciar la versién original del Teorema de W.
Tutte del 1-factor como sigue :

Teorema 4.3.
Sea G una grifica, G tiene un 1-factor si y solo si, para todo subconjunto S, de los

vértices de G, se satisface :

(G -8) <8l
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Se probard que las condiciones del Teorema 4.3 se cumplen si y sdlo si se tiene
que: u(V(G),V(G)iG) = & y |v(G)| es par.

Observe que para todo subconjunto de vértices Co,

I(G — Co) = [LV_(_G_Q:P_QM'I _CEC()_;: iy [f_'J c (1)

ya que al hacer correr la suma sobre todas las componentes de G —Cp, se consideran
todos los vértices de G-~ Cy, la expresién en la sumatoria aporta 1/2 por cada uno de
estos puntos, pero al tomar la parte entera, se pierde 1/2 por cada componente conexa
de cardinalidad impar en G-Cp. Por lo anterior, la expresion (1) en efecto se satisface.

Primero se probard que si
min {ICU| + Z [lclj} IV(G)'
CeL(G=Co)

entonces para todo conjunto § C V(G) se cumple que - |S| > HG~-S5), es decu‘, que
S|~ G ~ 8) 2 0.

Se sabe, por hipdtesis, que para todo Cp C V(kG) -

|Col + z |_-§—J Z

CeL(G-Cg)

y claramente :

L D e

CeL(G=Co) =72

De aqui se tiene que :

vG-cal]_ s |l])
O (e BN G2 B
CeL(G-Ca)
y utilizando la relacidn (1) se puede concluir que :

|Col 2 I{G — Co).

Ahora falta demostrar que si G es una grafica tal que para todo conjunto de
vértices S C V(G) se cumple que |S| > I(G - 5), entonces,



u(V(G), V(G):0) "—"ﬂmink{lC'oH , Z[@}}= ,
: S ~CeL(G-Cy): i I

Observe que si se toma 5= @, “entonces  |S{+ 5
R 2 cel(G=
tanto: ! .

W(V(G),V(G)i6) £

Por otra parte, pafa cada conj{mt

DS (KN
€C(G=5). -

Q

ve-sy=2 ¥

CEL(G-S)

]

f

las componentes conexas se pueden separar en aquellas que tienen cardinalidad par
y las de cardinalidad impar. Suponga que G -5 ‘tiene m componentes conexas,
Cil1<i<m yque |G esparsi 1<i<k y |C;] esimparsi k+1<igm Se tiene
entonces que :

k m :
wic-s=23 514 3 I
i=1 i=k+1

de donde :

. g k A m N
|V(G—S)|=2§:‘-92"—'+2 3 '—C'Lz-lu(a—sx

L

claramente : : " R

vio-or=| o2 & 81|15,

i=1 . |'=k-.§-'l
me-si=2 ¥ ['—gﬂj +HG - $).

- CeL{G=5) .

Por otra parte es claro que
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V(@)= V(G- 8)i+15]. -

De lo anterior se obtiene que :

V@)= VG-9)+IsI=2 5]

V(G _ IV(G=5)| +1S
2. Y

o5 |-

CeL(G-S)

Se sabe por hipdtesis, que |S] > I(G S), “de donde se tiene que | S| - I(G S)=0,
¥ por lo tanto,

3USI- 16~ s) 2 0.

Utilizando la relacién (2), se concluye que para cada S ¢ V(G),

s+ T [gj > IV(20)I_

CeL(G-S)

por lo tanto
#(V(G),V(G).G) 2 'V(G”

con lo que finalmente se obtiene el resultado.

w(v(6), V(6 6) = LGN,
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. CONCLUSIONES

El objetivo de esta tesis ha sido exponer los resultados conocidos hasta la fecha
sobre el problema de encontrar el nimero méximo de trayectorias largas y disjuntas,
entre dos vértices de la grifica. El estado actual del estudio de este problema es el
siguiente:

Se conocen cotas superiores e inferiores para el nimero a,(h), para el caso en
que n ¥y h son arbitrarias. Estas cotas sélo han sido mejoradas para el caso n=3, h
arbitraria en grificas no dirigidas, en esta caso se ha probado también que la cota que
se tiene es estricta.

Se tienen ademds, algunos resultados para variantes de este problema, como el
caso en el que se consideran trayectorias entre dos conjuntos de puntos.

En el capitulo II, se introdujo la definicién de k,, que fué utilizada para mostrar
una de las cotas. Como se menciond entonces, no se conoce el valor exacto de h,, para
cualquier n y quedan algunas preguntas por resolver, en este contexto.

Establecer cotas estrictas para ¢l caso general, ya sea mejorando las que se
conocen o probando que se tienen las éptimas, es un proyecto mas ambicioso y desde
luego mas interesante, que deberd ser abordado en un futuro.

Atn conociendo el valor exacto de an(h), no es posible determinar la cardi-
nalidad de un sistema ma&ximo de uv-trayectorias disjuntas, de longitud al menos n.
Esto inevitablemente sugiere el preguntarse por una caracterizacion de las digréaficas
(o graficas) y pares de puntos en los cuales se alcanza el valor de an(h). Mas atin, se
puede plantear la pregunta de si es posible determinar el tamaiio de un sistema maximo
de uv-trayectorias disjuntas, de longitud al menos n, en una digrifica (o grafica) en
términos no sélode n y &, sino incluyendo también otros parametrosde la gréfica.

La contribucidn de esta tesis es pues, la divulgacién tanto del problema, como de
los resultados que se tienen y las relaciones que se conocen entre este y otros problemas
de la teoria de grificas, con el objetivo de fomentar el estudio del problema.

62.



BIBLIOGRAFIA

(1). T. Gallai. “Maximum-Minimum-Sitze und verallgemeinerte Faktoren. von’ Gra-
phen.” Acta Mathematica Acad. Sci. Hunagar. Vol 12, 1961. ’

[2). M. Hager. “A Mengerian Theorem for Paths of Length al Least Three.” . Journal
of Graph Theory, Vol. 10, 1986. .

[3]. W. Mader. “On Disjoint Paths in G‘raylr)hs.’,’,Arinala”of Discrete Mathematics, vol.
41, 1989. ' : '

[4). W. Mader. Uber die Maximalzahl kreuzungsfreier H-Wege.” Arch. der Math.
Vol. 31, 1978.

{5]. L. Lovdsz, V. Neumann-Lara, M. Plummer. “Mengerian Theorems For Paths of
Bounded Length.” Periodica Mathematica Ungarica, Vol. 9(4), 1978.

[6]. L. Montejano, V. Neumann-Lara. “A Variation of Menger’s Theorem for Long
Paths. » Journal of Combinatorial Theory, Series B, vol. 36, 1984.

[7}. V. Neumann Lara. [Introduccidn a la Teoria de Grificas, CONACYT, México.
1985.

63.



Bibliografia

[1}. T. Gallai. “Maximum-Minimum-Sétze und verallgemeinerte Faktoren von Gra-
phen.” Acta Mathematica Acad. Sci. Hunagar. Vol 12, 1961.

[2]. M. Hager. “A Mengerian Theorem for Paths of Length al Least Three.” Journal
of Graph Theory, Vol. 10, 1986. i

[3]. W. Mader. “On Disjoint Paths in Graphs.” Annals of Discrete Mathematics, vol.
41, 1989.

[4]. W. Mader. Uber die Maximalzahl kreuzungsfreier H-Wege.” Arch. der Math.
Vol. 31, 1978.

[5]. L. Lovédsz, V. Neumann-Lara, M. Plummer. “Mengerian Theorems For Paths of
Bounded Length.” Periodica Mathemetica Ungarica, Vol. 9(4), 1978.

[6]. L. Montejano, V, Neumann-Lara. “A Variation of Menger’s Theorem for Long
Paths. 7 Journal of Combinatorial Theory, Series B, vol. 36, 1984.

[7). V. Neumann Lara. Introduccidn a la Teorfa de Grdficas, CONACYT, México.
1985.

63:



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Notación
	Capítulo II. Teoremas Mengerianos para Trayectorias Largas en Digraficas
	Capítulo III. Trayectorias de Longitud Mayor o Igual que Tres
	Capítulo IV. Resultados Relacionados con Trayectorias Largas
	Conclusiones
	Bibliografía



